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Introduccion

En esta tesis se estudia un sistema de tres ecuaciones diferenciales ordinar-
ias que modelan la interaccién entre una especie depredadora y una especie de
presa que se mueve entre dos habitats. El modelo, propuesto por Khan, Bal-
akrishnan y Wake [KBW] se inspira en el ecosistema del Serengueti, y en espe-
cial en la intecccién entre herbivoros grandes como los nus y sus depredadores.
En estos ecosistemas los herbivoros grandes emigran periodicamente cruzando
el Serengueti, buscando las zonas donde se encuentren los mejores pastizales.
Los depredadores siguen a las presas. Se observa también que los herbivoros
grandes se defienden mejor cuando estan en rebanos grandes, y esto hace que
el depredador caze con mas eficiencia en las poblaciones reunidas en rebanos
pequenos. El modelo que usamos para describir estos efectos se presenta en el
capitulo 2 de la tesis.

Las cuestiones bésicas que examinamos en esta tesis se refieren a la existencia
y estabilidad de equilibrios del sistema. Estos equilibrios incluyen casos en donde
el depredador se extingue, aunque los equilibrios méas interesantes corresponden
a poblaciones no triviales para todas las especies. Otro problema que abordamos
es el de la existencia y estabilidad de 6rbitas periddicas. Estas soluciones rep-
resentan oscilaciones entre la poblaciones, y en el modelo que estudiamos estas
soluciones se bifurcan en puntos fijos. Estos problemas son también relacionados
con el debate (o controversia) sobre la llamada “paradoja del enriquecimiento”,
senalada por Rosenzweig (vease [Rs]). En este fenémeno, se observa que en al-
gunos sistemas de presa-depredador, el aumento de la capacidad del ambiente
de soportar la presa (o “enriquecimiento” del hébitat) puede provocar la deses-
tabilizacion de un equilibrio estable, y en algunos casos la extincién de ambas
especies. Esta sugerencia ha provocado algunas controversias que aclaramos en
el capitulo 2. La idea es que en la mayoria de los ejemplos, y en el modelo
que estamos estudiando, el aumento de la capacidad del ambiente de soportar
la presa desestabiliza el equilibrio, pero resulta en la aparicién de una érbita
periédica estable.

En el analisis del modelo en el capitulo 3, encontramos dos casos de equilib-
rios no triviales. El primer caso representa un equilibrio en donde el depredador
se extingue. Encontramos que este punto fijo es estable para un rango de paramet-
ros, que se desestabiliza cuando aumentamos el parametro de capacidad de



soporte del hébitat,(esto va en contra de la idea de la paradoja del enriquec-
imiento) y si el pardmetro de porcentaje neto de presas en uno de los habitats es
menor que una constante positiva. En el segundo caso de equilibrio que estudi-
amos todas las poblaciones tienen valores positivos. Encontramos rangos de los
pardametros donde este tipo de equilibrios son linealmente estables. También en-
contramos un rango en que el equilibrio es inestable y determinamos un umbral
en donde el equilibrio se bifurca hacia una érbita periédica. El andlisis utiliza la
teorfa de la bifurcacién de Hopf en R, pero no determina la estabilidad de la
orbita periddica. Esta cuestion se examina numericamente, y encontramos que
la orbita periddica que bifurca del equilibrio del segundo caso es estable.

El analisis del sistema utiliza herramientas de la teoria basica de sistemas
dindmicos, y especialmente de la teoria de la bifurcaciéon de Hopf. La teoria se
presenta en el capitulo 1. Presentamos en detalle los argumentos cruciales de
la teoria de la bifurcaciéon de Hopf en el plano, utilizando el método de formas
normales. También presentamos algunos resultados sobre la bifurcacién de Hopf
en R”.



La bifurcaciéon de Hopf

0.1. Conceptos basicos sobre puntos fijos y es-
tabilidad

Uno de los temas centrales de esta tesis es el escenario en donde el enriquec-
imento del habitat de la presa hace que el equilibrio entre las poblaciones se
vuelva inestable y que el sistema presa-depredador entre en un régimen de os-
cilacién estable. En el modelo que hemos anélizado esta transiciéon corresponde
a una bifurcacién de Hopf. En este capitulo presentamos los elementos de la
teoria de la bifurcacién de Hopf. En particular, discutimos los conceptos de con-
tinuacién y bifurcacién de puntos fijos y el teorema de Hopf (o Hopf-Andronov).
También presentaremos el criterio de Routh-Hurwitz.

Sea la funcién f : R" x R™ — R", x € R", up € R™ y el sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias

-i':f(xnu)v (1)

en R™. La variable es x € R, y el vector u € R™ representa los m parametros
de la ecuacién. En los modelos de dindmica de poblaciones los componentes
del vector z tipicamente representan el nimero de individuos de cada una de
las especies que interactuan, aunque en nuestro modelo utilizamos dos compo-
nentes distintos para poblaciones de la misma especie que viven en dos habitats
distintos.

Notamos también que la funcién f en (1.1) define un campo vectorial en R™,
denotado como X (i.e. en esta notacién la dependencia en los pardmetros no
se hace explicita). En general, supongamos que tenemos un conjunto abierto
A C R", entonces un campo vectorial sobre A es una funcién X : A — R"
que asigna a cada punto z en A un vector X (z). En forma de componentes X
esta dada por

X(z) = (X' (x),...,X"(x))

dondez € Ay X*: A— R,i=1,...,n, son las funciones correspondientes de
X. Un sistema de ecuaciones diferenciales, define un campo vectorial y viceversa:
Si X es un campo vectorial sobre A, el sistema correspondiente de ecuaciones



diferenciales es & = X (z) (con la notacién & = %), i.e. las soluciones del sistema

son curvas z(t) cuyo vector tangente & en x(t) es el vector X (z(t)).

Ejemplo. Sea X : R? — R? el campo vectorial dado por
X _ 3.4
(x1,22) = (X122, 21 + 2725)
Las dos funciones componentes son
1 2 3 4
X (21, 22) = w172, X7 (21, 22) = (21 + 2773)
y el sistema de ecuaciones diferenciales asociado a X es
. . 3 4
T1 = T1T2, L2 =T1+ T|Ts.

Dado un sistema & = f(x) y el campo vectorial correspondiente en R,
existen criterios generales para determinar la existencia de soluciones. Notamos
que una solucién z(t) del sistema, definida para ¢ en un intervalo, define tambien
una curva parametrizada en R", llamada curva integral del sistema o campo
vectorial. El vector tangente de cada curva integral en un punto x(t) es por
definicién el vector X (z(t)). Para enunciar el teorema bésico sobre existencia
de soluciones primero definimos lo siguiente

Definicién 0.1. Sea ||.|| la norma Euclideana en R™ y E C R™ un conjunto
abierto. Una funcion g : E — R™ es Lipschitz en E si existe C' > 0 tal que

1f(@) = FWIl < Cllz —yll, Vae,yekE

Notamos que la propiedad de ser Lipschitz implica continuidad. También la
definicién puede usar otras normas en R™. Dado que todas las normas en R
son equivalentes, se puede checar que una funcién que es Lipschitz en la norma
Euclidiana es también Lipschitz en cualquier otra norma.

Teorema 0.1. Sean E C R™ un conjunto abierto, y una funcion f : E — R"
que es Lipschitz en E. Sea también el sistema © = f(x) y un punto inicial
xo € E. Entonces eziste un € > 0 y una solucion x(t) del sistema que esta
definida para t € (—e,€) y que satisface la condicion inicial £(0) = xg.

La demostracién se encuentra en casi todos los libros sobre ecuaciones difer-
enciales ordinarias, vease e.g. [Rb].

Sea entonces x(t;x) la dnica solucién x(t) del teorema de existencia local
que satisface 2(0) = xg. La variable t esta definida en un intervalo (—e¢,¢€) y
podemos escoger un € > 0 que sea independiente de xy para zy en un abierto
U C E. Asi, para cada t € (—¢,¢), definimos la funcién ¢; : E — R™ por
oi(xg) = z(t;20). La funcién ¢, se llama flujo (local) del sistema

Notamos que el teorema anterior es un teorema “local” en el sentido de
que la existencia de la solucién se garantiza para t € (—e, €). Es importante en
muchos problemas saber que el intervalo de existencia se puede extender para
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t € R, o por lo menos para cada t > 0. No existen teoremas generales sobre
esté existencia “global” de soluciones, y también se pueden construir ejemplos
en donde las soluciones solo existan para intervalos finitos.

En nuestro estudio de sistemas de poblaciones nos interesan algunas solu-
ciones de un tipo especial, como puntos fijos y dérbitas periédicas (definidas en
la siguiente seccién).

Definicién 0.2. Un equilibrio (o punto fijo) del sistema & = f(x) en R™ es un
xg € R™ que satisface la ecuacion

f(zo) =0. (2)

Algunas de las cuestiones importantes son (i) como depende el punto fijo de
los pardmetros, (ii) la estabilidad del punto fijo, i.e. como evolucionan condi-
ciones iniciales cerca del punto fijo, y (iii) como depende la estabilidad de los
parametros.

Para empezar a entender estas preguntas estudiamos la derivada de f en
el punto fijo. En particular, sea (zg, 110) una solucién de (1.1), y Df(zo, po) la
derivada (i.e. matriz Jacobiana) de f respecto a las variables z, evaluada en
(20, o). Notamos que D f(xg, f1o) es una matriz n x n. En lo que sigue vamos
a suponer siempre que D f(x,yo) existe y es continua en un conjunto abierto
alrededor de (xg,yo). Recordemos la siguiente definicién.

Definicién 0.3. Sean E C R"™ abierto, y g : E — R™. La funcion g se llama
C" (r>0) en E silas derivadas de orden k <r

5k9i

A S con j1+---+14,=k
oz, ... 01, 1 In

de las componentes de g;, 1 = 1,...,n existen y son continuas en F.

La misma definicién se usa para campos vectoriales: usamos la identificacién
de campos vectoriales X en F C R" con funciones f: F — R"™.

Primero consideramos el problema de la dependencia de un punto fijo de
los pardmetros. Observamos que el teorema de la funcién implicita nos da una
condicién que garantiza que la ecuacion (1.1) con un valor del pardmetro cerca
de yo también tiene un punto fijo cerca de xg.

Teorema 0.2. Supongamos que f: R" x R™ — R", y que existe un (xq,yo) €
R™ x R™ que satisface
f(x(hyo) =0. (3)
Supongamos ademds que g es C", r > 1, en una vecindad abierta E C R™ X
R™ de (z0,y0) y que la derivada D1 f(xo,y0) de [ respecto a x en (xo,yo) es
invertible. Entonces existe una vecindad U de yo y una funcion unica h : U —
R™ tal que
f(My),y) =0, Vyel. (4)

Ademds la funcion h es C" en U.



La demostracién se encuentra en e.g. [Rb]. Entonces si conocemos una solu-
cién xo para una ecuacién f(z,y) = 0 para cierto valor fijo yo de los pardmetros
v la matriz jacobiana de la ecuacion es invertible en zq, entonces existen solu-
ciones para valores cercanos de los parametros.

En el caso especial en donde tenemos solo un pardmetro g € R y un punto
fijo f(xo,po) = 0, g € R™, con Dy f(xo, o) invertible, existe un € > 0 y una
curva tnica h(pg — €, o + €) — R™ con h(ug) = zo tal que h(u) satisface

f(h(p), 1) =0, V€ (po — € po + €). (5)

En otras palabras x = h(u) es una solucién del sistema cerca de p = po.

Dado que en las aplicaciones que nos interesan la funcién f es normalmante
C", r > 1 en todo el dominio de las variables y de los pardmetros, el teorema
deja de ser aplicable en puntos fijos y valores de pardmetros (zg, o) para los
cuales la matriz Jacobiana Dy f(zg, yo) es singular. En estos puntos uno puede en
general esperar que la solucién no pueda continuar para pardmetros y cercanos
a 1o, 0 que la continuaciéon no sea tnica. Vemos algunos ejemplos sencillos.

Ejemplo. Sea el sistema

x:f(x,,u), con f(.’E,,U,):/ME—(E?)
en la linea con el pardmetro p € R. Resolviendo la ecuacién f(z, ) = 0 tenemos
los siguientes puntos fijos

r=0, para pu<0

x=0, ==/, para pu>0.

Entonces vemos que cuando el pardmetro p aumenta pasando por el valor p = 0,
entonces aparecen dos puntos fijos méds. Observamos que en el punto fijo x = 0
tenemos D1 f(0, ) = p. Del teorema de la funcién implicita, para cada p =
o 7 0 existe una unica solucién x = h(p) definida para u € (g — €, po + €) que
satisface h(ug) = 0. Observamos que h(p) =0, Vi € (o — €, po + €). En el caso
w = po = 0, tenemos D1 (0, 10) = 0, y el teorema no se aplica. En este caso
vemos que el nimero de soluciones cambia y que no podemos tener una funcién
h(p) tnica con h(0) =0y f(h(p), ) para p € (—e,€).
Ejemplo. Sea el sistema

&= f(x,p), con f(z,p)=p—a
en la linea con el pardmetro p € R. Resolviendo la ecuacién f(z, ) = 0 tenemos
los puntos fijos

xr==£/p para p>0.

Para p < 0 no hay puntos fijos. Sean ahora los puntos fijos x4+ = £,/p, con
> 0. Sea po > 0. Tenemos que D1 f(z4+(p), u) = —2,/po # 0. Del teorema



0.1 Conceptos béasicos sobre puntos fijos y estabilidad 5

de la funcién implicita existe una curva dnica h(u), p € (o — €, po + €), de
puntos fijos con hy (1) = 24 (o). Claramente esta curva coincide con x4 (u).
(De la misma manera, el teorema se aplica a las soluciones x_(u).) Para =0
tenemos el punto fijo z = 0, para el cual Df(0,0) = 0. El teorema de la funcién
implicita no se aplica. En este caso vemos que para p < 0 no hay soluciones, y
para p > 0 aparecen dos soluciones distintas.

Antes de estudiar estos fenémenos notamos que la derivada en un punto
fijo también contiene informacién sobre el comportamiento de la soluciones con
condiciones iniciales cercanas al punto. Para caracterizar el comportamiento
utilizaremos la siguiente nocién de estabilidad asintdtica.

Definicién 0.4. Sean la funcion g : R™ — R"™ y zg € R"™ un punto fijo de
la ecuacidn diferencial ordinaria 2 = g(z). Decimos que zy es asontdticamente
estable si existe una vecindad U de zy para la cual, cada solucion z,(t) de
z2 = g(z) con condicidn inicial w € U satisface

i lz(t) = 20l = 0

donde ||.|| es la norma euclideana en R™.

Esta definicién captura la situacién en donde todas las soluciones con condi-
ciones iniciales en un conjunto abierto alrededor de zy eventualmente van a zg
cuando t — +o00. Notamos que la definicién no especifica el conjunto U, e.g.
puede ser muy pequeno. Ademads, es posible definir otros tipos de estabilidad
para un punto fijo, e.g. para casos en donde las trayectorias que empiezan cerca
de zp que van a zy eventualmente pero tampoco se alejan de zp.

Un criterio para la estabilidad asintdtica de un punto fijo es el siguiente
(vease e.g. [Rb])

Proposicién 0.3. Sea zg un punto fijo del sistema 2 = g(z) en R™ (con la
notacion de la Definicion 1.1). Sea L = Dg(zg) la derivada de g en zy. Si todos
los valores propios de L tienen parte real estrictamente negativa entonces zg es
asintdticamente estable.

En otras palabras, una condicién suficiente para la estabilidad de zy es que
el espectro o(L) de L (i.e. el conjunto de los valores propios de L) esté en el
semiplano izquierdo (abierto) del plano de los complejos. En el caso donde L
tiene por lo menos un valor propio con parte real estrictamente positiva decimos
que zg es linealmente inestable.

Veamos algunos ejemplos que indican el uso de la nocién de estabilidad
asintética.
Ejemplo. Sea el sistema
T = Ax

en R donde A es una matriz n X n con las siguientes propiedades: (i) A es
diagonalizable sobre C, es decir, existen matrices n X n complejas M y A tales



que A es diagonal y A = MAM ™', y (ii) los valores propios de A tienen parte
real negativa. Notamos que los valores propios de A son los elementos diagonales
de A. Usamos entonces la notaciéon A\; = Aj;, j =1, ..., n. Sea ahora el cambio
de variables

T = My.

Entonces,
=My < Ax =My < AMy= My < =M *AMy

— y=Ay.

Denotando la componente j de y € R” por y; tenemos entonces que
y;(t) = e”‘fyj(()), ji=1,...n

y dado que ReA; < 0, 7 =1, ..., n, todas las componentes de la solucién decaen
a cero cuando t — 00, y entonces

lly(t)|| — 0, para t— ooc.

En este caso el origen es un punto fijo asintéticamente estable.

Ejemplo. Sea la ecuacion de segundo orden
j=—-w?y, con weR, w#0

(el oscilador arménico). Definiendo 1 = y, 2 = ¢, la ecuacién anterior es
equivalente al sistema

fCl = T2, iQ = —w2x1.

El Winico punto fijo es el origen 1 = x5 = 0. Observamos que

d
a( 202+ 22) = 2(wia 3y + Todn) = 2(wirixy — waexy) = 0.

Entonces las soluciones del sistema permanecen en las elipses
Watai=c >0

para cada t € R. Para condiciones iniciales fuera del origen tenemos ¢ > 0y
el origen no pertenece a la elipse correspondiente. El origen entonces no es un
punto fijo asintoticamente estable dado que las trayectorias cercanas no van al
origen. Al mismo tiempo las érbitas del sistema tampoco se alejan del origen.

Otro concepto importante, es el de un punto fijo hiperbdlico.

Definicién 0.5. Sea xg un punto fijo del sistema & = f(x) en R™, donde f es
C' en una vecindad abierta de xo. El punto xq se llama un punto fijo hipérbolico
st la parte real de todos los valores propios de la matriz D f(xq) son distintas de
cero.
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En el primer ejemplo el origen es un punto fijo hipérbolico. En el segundo
ejemplo el origen no es un punto fijo hipérbolico: checamos que los valores
propios de la matriz son +iw. Notamos que un punto fijo hipérbolico puede ser
asintoticamente estable o inestable. Eso dependerd de la parte real de los valores
propios de la linealizacién. La propiedad importante de un punto fijo hipérbolico
es que la parte lineal (la linealizacién alrededor del punto fijo) determina en
forma cualitativa el comportamiento en una vecindad del punto fijo, aun con la
presencia de términos no lineales.

Teorema 0.4. Sea o = 0 un punto fijo hipérbolico del sistema & = f(x) en
R", con f € C' en una vecindad abierta E de xy. Entonces existe un conjunto
abierto U C E y un homomorfismo h : U — U tal que ¢;(h(z)) = h(e*4x), para
cada x € U y t que satisfacen ez € U.

Este es el teorema de Hartman-Grobman (vease [H], [Rb]). El teorema dice
que existe un cambio de variables continuo, definido en una vecindad del punto
fijo, tal que en las nuevas variables el sistema se convierte en su linealizacién
alrededor del punto fijo. En comparacién, si el punto fijo no es hipérbolico, la
parte lineal no siempre determina el comportamiento cerca del punto fijo, y uno
tiene que estudiar tambien los términos no lineales. Enseguida presentamos uno
de los métodos mas ttiles para andlizar la influencia de los términos no lineales.

0.2. Cambios de variables y formas normales

Una herramienta general para estudiar el comportamiento de un sistema
alrededor de un punto fijo, especialmente la influencia de los términos no lin-
eales, es el método de las formas normales. El método se basa en una manera
sistematica de cambiar variables cerca de un punto fijo de un campo vectorial.
En muchas situaciones, estos cambios de variables simplifican el sistema y nos
permiten entender su comportamiento facilmente. Este método se usard en la
siguiente seccién para entender la bifurcacién de Hopf. Aqui presentamos al-
gunas de las ideas bésicas. Estas se encuentran en varios libros sobre sistemas
dindmicos, e.g. [M], [W], [Gh].

Nos interesa estudiar el comportamiento en la vecindad de un punto fijo xg
de un sistema & = F(x) en R™ donde F : R” — R"™ es C", r > 1. Podemos
suponer que zo = 0 (i.e. cambiando variables por una translacién si es necesario)
v que el sistema entonces tenga la forma

it =F(z)=Ax + f(z) (6)

o A= DF(0) (7)

la linealizacién de F en z = 0.

Sea H : R™ — R"™ un difeomorfismo C”, r > 1, con

H(0)=0 (8)



y definamos la nueva variable y € R"™ por

x = H(y). 9)

La suposicién (1.9) dice que el cambio de variables no cambia el origen. De
(1.6)-(1.9) tenemos

i=[DH(y)ly <= Az + f(x) = [DH(y)ly < (10)
[DH(y)ly = AH(y) + f(H(y)) < (11)
y=[DH(y) " (AH(y) + f(H(y))) - (12)

De la suposicién que H es un difeomorfismo C”, r > 1, la matriz [DH (y)]
esta bien definida y es no singular, para cada y € R™.Esta expresién es valida
para cada y € R". Ademds, alrededor del punto fijo y = 0 de (1.12) podemos
simplificarla. Este punto se explica en la siguiente proposicion.

Proposicién 0.5. Sean el sistema (1.6) y H : R — R"™ un difeomorfismo.
Supongamos que H(0) =0 y que H es C", r > 2, cerca del origen. Sea ademds
el cambio de variables x = H(y). Entonces, para x en una vecindad del origen,
el sistema (1.6) es equivalente a

j = [DH(0)] " ADH(0)]y + f(y) (13)

1)l < Cllyll? (14)

y C > 0 una constante (]|.|| es la norma Euclidiana).

Demostracion: De la suposicién sobre H y el teorema de Taylor tenemos
H(y) = H(0) + [DH(0)ly + H(y), con [[H(y)|| < Clly|] (15)

para y suficientemente cerca de y = 0. Ademés, la funcién H es C”, r > 1, cerca
del origen, y entonces podemos escribir

DH(y) = [DH(0)] + DA(y) = [DH(©O)] (T + [DHO)] ' DA(y)),  (16)

con I la matriz de identidad. Sea ahora M una matriz real n X n, y definamos
la norma ||.||op para matrices n X n por

|[M]|[o = supyjy(j=1 || Mw]| (17)

Recordemos que si I, M son matrices nxn, con I la matriz identidad, y ||M||o <
1, entonces la matriz I + M es invertible y

(I+M)y P =I-M+M*+.... (18)
Notemos también que si A, B son matrices n X n, entonces

1ABlo < [[Allo]|Bllo- (19)
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Dado que la funcién DHesC",r > 1, cerca del origen tenemos
IIDH (y)v]| < Clly[| — 0, cuando y — 0, (20)

Vo tal que ||v||] = 1. La constante C' depende de v, pero el conjunto de los
vectores v es compacto y podemos escoger una constante C' que no dependa de
v. Entonces,

IDH(0)]*DH(y)llo < Cllyll, cuando ||y|| — 0, (21)

y la matriz I + [DH(0)]"'DH (y) es invertible con
(1+DHO) ' DAW) =1~ [DHO]'DAG) + 062, (22)
De (1.16) tenemos, que para ||y|| — 0,
DH()) ™ = (1+ [DHO)] " DA())  DHO) ™, (23)
y usando (1.22) y (1.23), la ecuacién (1.12) se puede escribir como
j= (14 DHO)DAE))  DHOI™ (AHG) + f(HE) = (24)

g = ([DH(0)]™" + O(y)) (ADH(0)y + O(y*)) <= (25)
j = [DH(0]"'A[DH(0)]y + O(y*), (26)
para ||y|| suficientemente cerca de y = 0.

El célculo en la demostracién de la proposicién indica una manera explicita
de invertir la matriz DH(y) en (1.12) usando expansiones. Notamos que estas
expansiones son validas solo para x, y cerca del origen. También hemos de-
mostrado que cualquier cambio de variable que preserva un punto fijo y que
es lo suficientemente diferenciable solo cambia la parte lineal del sistema por
una transformacién de similitud. Entonces el espectro de la linealizacién y las
propiedades de estabilidad lineal del sistema no cambian: son invariantes bajo
difeomorfismos (que preservan el punto fijo).

La idea que surge de lo anterior es tratar de simplificar la parte no lineal
de un sistema alrededor de un punto fijo usando cambios de variables. Para ver
como funcionan estos, escribimos el sistema (1.6) en la forma

t=Azx+ fa(z) + f3(z)+..., xz€R" (27)

donde cada componente de f; : R" — R es un polinomio homogeneo de grado
Jj en las variables x = [z, ..., x,] € R". El sistema tiene un punto fijo en
x = 0, ademds la forma (1.27) de (1.6) puede pensarse como la expansién de
Taylor alrededor del origen de un sistema general con suficientes derivadas en
una vecindad de cero, i.e. para F' € C" la serie en (1.27) contiene r términos f;
(hasta f,) mds el término remanente.
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Trataremos ahora de eliminar primero los términos cuadréticos fo usando
un cambio de variables. Sea una funcién hs : R™ — R™ tal que cada uno de sus
componentes es un polinomio homogeneo de grado 2 (en las variables yq, ...,
yn) y definamos la nueva variable y por

z =1+ ha(y) (28)

Notamos que paray =0 <= z = 0y que para y cerca del origen (1.28) define
un difeomorfismo C'*°. Del célculo en la demostracién de la Proposicion 1.5 este
cambio de variables no va a cambiar la parte lineal. Ademds, calculamos

& =15+ [Dha(y)]y <= (29)
(I + [Dha(y)))i = Ay + ha(y)) + fo(y + h2(y)) + - .- (30)
La matriz [Dha(y)] es lineal en y, y

[I[Dh2(y)]|lo — 0, cuando y — 0.

Entonces, cerca del origen, la matriz I + [Dha(y)] es invertible y tenemos

j = (I+[Dha(y)) " (31)
(Ay+Ah2 +f2( )+ [Df2()]h2(y) + f3(y) + O(y")) =
(I = [Dha(y)] + [Dha(y)]* + O(y?)) - (32)

(Ay + Ahy(y ) + fo(y) + [Df2(9)]h2(y) + f3(y) + O(y"))

donde también hemos expandido los polinomios fo, f3, etc. alrededor de y.
Calculando el producto tenemos entonces

y = Ay+ Ahy(y) — Dha(y)Ay + f2(y) + [D fa(y)]ha(y) (33)
+f3(y) — [Dha(y)|Aha(y) — [Dha(y)] f2(y)
+[Dhs(2)]* Ay + O(y*).

Aqui hemos indicado los términos lineales, cuadréticos, y cubicos. La expresion
O(y*) denota términos de orden mayor que 4. Los términos cuadréticos son

Aha(y) — Dha(y)Ay + f2(y)
y la idea es escoger ho para que
Aha(y) — Dha(y)Ay + fa(y) =

Esta es la ecuacion homoldgica. En el caso que tal ho exista, el nuevo sistema solo
tendra términos cibicos y de orden maés alto. Ademas, denotando los términos
cibicos en y en (1.33) por f3, tenemos

fs = [Dfa(y)]ha(y) + f3(y) — [Dha(y)]Aha(y) (34)
—[Dhy(y)] f2(y) + [Dha(2)]* Ay
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y el sistema (1.33) tiene la forma
y =Ay+fs+0@"). (35)

Podemos ademads tratar de iterar el procedimiento, definiendo un nuevo cam-
bio de variables y = z + hs(z) donde los componentes de hs : R — R"™ son
polinomios homogéneos de grado 3 (en las variables z1, ..., z,). En general la
ecuacion homoldgica para hs no tiene solucion pero podemos siempre escoger ho
(cuadratica) y una funcién f, : R® — R™ cuadrética (i.e. cuyos componentes
son polinomios homogéneos de grado 2) que satisfacen

Ahy(y) — Dha(y) Ay + fay) = fo (36)

y que ademas es mas sencilla que la parte cuadratica original f; en un sentido
que definimos precisamente mas adelante. Entonces, en general, la ecuacién en
la nueva variable y serd

g =Ay+ o+ f5+ 00", (37)
Para ver cémo iterar el procedimiento consideramos la ecuacion
&= Ax+ fo(x)+ ...+ froi(@) + fo(2) +O(y™), zeR", r>3 (38)

donde cada componente de los f; y f,; es un polinomio homogeneo de grado j
e i respectivamente en las variables x = [z1, ..., z,] € R™. Usamos también la
notacion

No_1=fol@)+ ...+ fr_i(2). (39)

Queremos ahora simplificar f, usando el cambio de variables definido por

x=y+h(y) (40)
donde cada componente de h, : R™ — R es un polinomio homogeneo de grado
r en las variables y1, ..., y,. Calculamos

(I +[DhW)y = Aly+he(y)) + (41)
N1y + e () + fr(y + he(y) + Oy =
j = (I-[Dh]+0u")- (42)

(Ay + N,_1 + Ah,(y) — Dh,(y)Ay + f- + O(y" ™) ).

Aqui hemos usado expansiones de Taylor alrededor de y y que r > 3. Los
términos que son homogéneos de grado r son

Ahr(y) - Dhr(y)Ay + fra
entonces para eliminar estos términos h, tiene que satisfacer

Ah.(y) — Dhy(y)Ay + fr = 0. (43)



12

Esta es la ecuacion homoldgica para términos de grado r. Notamos que tiene
la misma estructura que la ecuacién homoldgica para hy. Ademas el cambio de
variables (1.40) no afecta la parte N,_; de grado r — 1, i.e. los términos de
menor grado. Entonces cada paso de la iteracién trata de simplificar términos
de orden mas alto, dejando los términos simplificados sin cambio.

Como en el primer paso de la iteracién, la ecuacién homologica (1.43) no
siempre tiene solucién. Lo que podemos hacer simpre es escoger h, y una funciéon
£, : R® — R™ homogénea de grado r (i.e. cuyos componentes son polinomios
homogéneos de grado r) que satisfacen

Ah,(y) — Dhe(y) Ay + fr(y) = [ (44)

y que ademds es més sencilla que f, (la definicién de f, y el sentido en que esta
es més sencilla que f,. se dardn enseguida). Entonces, en general, la ecuacién en
la nueva variable y serd

§ =Ay+ N+ f, +0(y"™), (45)

i.e. definiendo N, por
N,=N,_1+f, (46)

e iteramos tratando de eliminar o simplificar los términos que son homogéneos y
de orden r+1. En (1.45) estos términos estan incluidos en la expresiéon O(y" ™).

Examinamos ahora la ecuacién homolégica y definimos los f, de arriba.
Consideremos primero el conjunto Y, de funciones f : R” — R" cuyos com-
ponentes son polinomios homogeneos de grado r de las n variables reales y1,
.+, Yn- Definiendo la adicién y el producto escalar en la manera natural en Y,
(i.e. por componentes), ¥,” es un espacio vectorial real. Sean é;, j =1, ..., n
los vectores de la base estandard en R"™. Es facil checar que el conjunto de los
elementos

kTL

(i ykmey, Tk, kl] €27, ki A ka=1, je{l,...,n} (47)

de Y;” forma una base para Y,”. Sea ademds h,(y) € Y,”, y A una matriz real
n x n. Definimos la funcién L4 : Y,” — Y, por

LA(hr(y)) = Dh7(y)Ay — Ah, (y) (48)
Es facil checar las siguientes propiedades basicas de la funcién L 4.

Proposicién 0.6. Sea A una matriz real n x n, y la funcion L, definida an-
teriormente. Entonces (i) La(h,(y)) € Y, Vh.(y) € Y, y (ii) La es una
transformacion lineal

De (1.43) y (1.48) la ecuacién homoldgica es entonces

La(he(y)) = fr(y), con f.(y) €Y, (49)
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Dado que h,, f, son elementos de Y,", i.e. vectores, y que L4 es un operador
lineal en Y,;" la ecuacién homolégica (1.49) solo tiene solucién para f.(y) en el
rango R(L ) del operador L4. En general, dada un matriz A podemos escoger

un subespacio V de Y, para que
Y'"=R(Ls)® V. (50)
Con esta eleccién de V, cada f, € Y, tiene una descomposicién tnica

frw)=fr@) + Fo(y), con fr(y) € R(La), f.(y)€V. (51)

Ademés, dados A y V, y cualquier f,(y) € Y, podemos siempre escoger h,(y) €
Y para que

La(he(y)) = fr(y)- (52)

con f,(y) € V. La parte f,.(y) se llama la parte resonante de f,.(y) (respecto
a V). Notamos desde luego que el subespacio V' no es dnico. Una posibilidad
es definir V por V = N(L%), el nucleo del operador transpuesto de L4. En el
caso de A semisencilla (i.e. diagonalizable sobre los complejos) podemos escoger
V = N(L4), el nicleo de L 4.

0.3. La bifurcacién de Hopf en R?

Considerando el caso uniparametrico, fijando el pardmetro p = pg, y com-
parando las condiciones para continuacion de un punto fijo vemos que un punto
fijo g de una matriz jacobiana con espectro en el semiplano estrictamente neg-
ativo no solo es asintoticamente estable sino también se puede continuar tnica-
mente para valores de pardmetros cercanos a pg. Si aumentando el valor del
parametro p encontramos un p; > o para el cual la matriz jacobiana tiene un
valor propio con parte real cero, la estabilidad del punto fijo puede cambiar para
i > py1. Notamos que en tal caso el teorema de la funcién implicita no garan-
tiza la persistencia del punto fijo para p > p1. Pero ain en el caso que este
persista, el retrato del espacio fase cerca del punto fijo puede cambiar dréstica-
mente. Estos cambios abruptos en el retrato fase local debido a un cambio en
un pardmetro se llaman (informalmente) bifurcaciones. Aqui estudiaremos con
mas detalle una de las bifurcaciones mas basicas, la bifurcaciéon de Hopf.

Para ver el fendmemo bésico examinemos primero un ejemplo en donde la
parte lineal cambia de un sumidero espiral a una fuente. Mas adelante veremos
que este ejemplo describe un fenémeno que ocurre bajo condiciones bastante
generales.

Ejemplo basico. Sea el sistema
i =—w’y+a(p-a2® -y
g=a+ylp—a*—y?)

con w € R, w # 0. El pardmetro p es real.
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Podemos checar que el dnico punto de equilibrio es el origen (z,y) = (0,0),
para cada valor real del pardmetro p. Primero examinamos la linealizacién
alrededor del origen. La matriz jacobiana, evaluada en el punto de equilibrio
es

A=psoom =1 ] (54)

Ahora encontremos los valores propios de esta matriz para saber

como es su estabilidad

—w?

det(A—)J)z(“l)‘ M_)\>:(u—/\)2+w2=0 (55)

=(p—-N?=-w?=pu— =+ iw. (56)

Tenemos entonces que los valores propios son

A=p+iw (57)

y el sistema linealizado tiene el siguiente comportamiento:

Si p < 0, la parte real de los valores propios es negativa. Entonces el plano
fase es un sumidero espiral en el origen. También el origen es un punto fijo
asintoticamente estable.

Si = 0, entonces Df(0,0,0) tiene un par de valores propios imaginarios
puros, i.e, de la forma A = +iw, con w real y no igual a cero. El plano fase para
este caso es un centro en el punto de equilibrio.

Por 1ltimo, el caso en que p > 0 los valores propios tienen parte real positiva
por lo tanto tenemos en el origen una fuente espiral.

Esto es solo el comportamiento de la parte lineal. En este ejemplo podemos
entender el comportamiento del sistema completo usando coordenadas polares.
Sean entonces las coordenadas polares radio p, y angulo 6 definidas por

p=+va2+y2 6O=tan"? L (58)
x

Entonces el sistema (1.53) tiene la forma polar

p=pp—p>), O=uw (59)

La segunda ecuacion es independiente de la evolucién del radio p y describe una
rotacién con velocidad constante. En particular, la soluciéon de una condiciéon
inicial pg, 6y es § = wt + 6. Notamos también que la primera ecuacion tiene
un punto de equilibrio en p = 0 para todo valor de u (esta propiedad se ve
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immediatamante también con la forma original del sistema). Para condiciones
iniciales méas generales el comportamiento de p depende del parametro p.

Si 4 < 0 la primera ecuacion tiene solo un punto de equilibrio, p = 0.
Notamos ademds que

p=p(p—p*) <0, Vp>0.

Entonces, para cada condicién inicial el radio disminuye hasta que p(t) — 0 para
t — oo. El plano fase se vera como un sumidero espiral en el origen. Notamos
que el origen aqui es un punto fijo asintéticamente estable. Esto sigue también
de la Proposicién 1.3, dado que en el andlisis anterior los valores propios de la
linealizacién tienen parte real negativa.

Si p = 0, la primera ecuacién tiene solo un punto de equilibrio, p = 0.
Ademads
p= —p><0, Vp>0.

Entonces, para cada condicién inicial el radio disminuye hasta que p(t) — 0 para
t — oo. El plano fase se verd como un sumidero espiral en el origen. Ademas el
origen aqui es un punto fijo asintéticamente estable, aunque aqui no podemos
aplicar la Proposicion 1.3, dado que del anélisis anterior los valores propios de
la linealizacion tienen parte real cero.

Si p > 0, la primera ecuacién tiene dos puntos de equilibrio, p = 0,y p = /1.
El segundo punto coresponde a la trayectoria

p(t) = Vi, O=wt+60, teR

en el plano fase. Esta trayectoria es un circulo y representa un nuevo tipo de
solucién especial (drbita periddica) que examinamos en términos més generales
adelante. Sea ahora una condicién inicial pg, 6y en el espacio fase. Vemos que

p=plp—p*)>0, Y0<p<p

entonces el radio de las trayectorias que parten de una condicién inicial pg, con
0 < p < /i aumenta hasta que p(t) — (/i para t — co. Al mismo tiempo,

p=plp—p*) <0, Vp> i,

entonces el radio de las trayectorias que parten de una condicién inicial pg, con
p > /i disminuye hasta que p(t) — /i para t — oo. Entonces, para cada
condicion inicial pg, 6y tenemos que

p(t) — /i, para t— oo,

y dado que 0 = wt + 6y, todas las trayectorias se acercan a un circulo con radio
Nz

En resumen, cuando el pardmetro p aumenta y pasa por p = 0 la parte real
de los valores propios de la linealizacion se vuelve positiva y aparece una orbita
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periddica que “atrae” a todas las drbitas en el espacio fase (esta érbita también
se llama ciclo limite). Ademds el origen es un punto fijo inestable. Se puede
mostrar que todo ciclo limite en el plano debe encerrar al menos un punto de
equilibrio.

La observacién importante es que este comportamiento se observa en sis-
temas con términos no lineales méas generales, e.g. con términos cuadraticos en
x, y. El fenémeno de la aparicién de una érbita periédica cuando un par de
valores propios de la linealizacién se vuelven inestables (y tienen parte imag-
inaria no trivial) es conocido como bifurcacién de Hopf. Las condiciones pre-
cisas para este fenémeno se dan por el teorema de bifurcacién de Hopf que
examinamos enseguida. Primero presentamos algunas definiciones béasicas sobre
orbitas periddicas.

Definicién 0.6. Sea & = f(x) un sistema en R™, con f Lipschitz. Una solucion
x1(t) del sistema, definida para cada t € R, y para la cual existe T > 0 tal que

Supongamos ademds que T es el minimo real positivo con la propiedad anterior.
Entonces z1(t) es una drbita periddica del sistema con periodo T

Ejemplo. La érbita p(t) = \/u, 0(t) = wt 4 Oy es una 6rbita periédica en el
ejemplo bésico anterior.

Entonces una érbita periddica es una trayectoria que regresa a cada uno de
sus puntos después de un tiempo 7" > 0. La condicién 7" > 0 distingue este tipo
de érbitas de los puntos fijos. Ademas, la trayectoria regresa en multiplos enteros
del periodo T'. La orbitas periodicas se llaman también circulos invariantes. Es
facil mostrar que el conjunto de los puntos que pertenecen a una orbita peridédica
es un circulo. Notamos que los puntos fijos y las érbitas periédicas son ejemplos
de conjuntos invariantes de un sistema.

Definicién 0.7. Sea un sistema & = f(x) en R™ con f Lipschitz. Un conjunto
U C R" es un conjunto invariante del sistema si para cada xg € U la trayectoria
del sistema x(t) que pasa por xg satisface x(t) € U, para cada t (en que este
definida).

La condicién de f Lipschitz garantiza que las soluciones son unicas. Algunas
de las nociones de estabilidad que fueron usadas para puntos fijos también tienen
sentido para dérbitas periddicas y cualquier tipo de conjunto invariante. La pre-
gunta basica es el comportamiento de trayectorias que parten de las condiciones
iniciales cercanas a un conjunto invariante. Una nocién que es semejante a la
nocién de la estabilidad asintética de un punto fijo es la siguiente.

Definicion 0.8. Sea x € R™ y un conjunto U C R™. Definimos la distancia
dist(z,U) entre x y U por

dist(z,U) = infyev|lz — yll, (61)

donde ||.|| es la norma euclidiana en R™.
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Definicién 0.9. Sea un sistema & = f(x) en R™ con f localmente Lipschitz, y
U C R" un conjunto invariante del sistema. Decimos que U es asintoticamente
estable si existe una vecindad abierta V' de U tal que cada trayectoria x(t) con
condicion inicial Xo € V' satisface

dist(z(t),U) — 0, cuando t— +o0. (62)

Ejemplo. La érbita periddica p(t) = /i1, 0(t) = wt+6p en el ejemplo basico
es asintoticamante estable.

Formulamos ahora el problema maés general que nos dirige al teorema de
bifurcacién de Hopf en el plano. La idea es considerar un sistema cuya parte
lineal alrededor de un punto fijo tiene dos valores propios complejos conjugados
con parte real que cambia su signo para cierto valor del pardmetro.

Sistema general: Sea x = [r1, 73] € R? y consideremos el sistema
x=F,(x)=A,x+f(x), peR (63)

en el plano, donde A, es una matriz 2 X 2 que depende del pardmetro pu.
Suponemos lo siguiente.

Suposicién I. Para cada ¢ € R, la funcién F), : R? — R? es C* en una
vecindad abierta U del origen y satisface

F,(0)=0, DF,(0)=A4,, (64)
i.e. A, esla parte lineal de la expansién de Taylor de F' alrededor del origen.
Suposicién II. La matriz A, es

_ | —by
A=y ] (65

con a,, b, reales que dependen de manera C'*° del pardametro p. Ademads existe
un parametro real pg tal que, alrededor de pg tenemos

a, =ai(p—po) +ag(p—po)?+..., a1 #0, (66)
b#:w+bl(,ufu0)+..., w # 0. (67)

El problema es entender el comportamiento de las soluciones con condiciones
iniciales cerca del origen para u cerca de pg. Antes de andlizar el sistema exam-
inamos las suposiciones.

Primero, por el teorema de Taylor, sabemos que, para u cerca de ug, los a,
y b, pueden expanderse en potencias de € = u — 9. La suposicién I es entonces
equivalente a

au(po) =0, a,(po) = a1 #0, bu(po) =w # 0. (68)
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Lo importante es el espectro de A, para € = u — g cerca de cero. Tenemos

det(A, — M) = (a, — A)? +b2 =0 (69)
< \=a, +ib,. (70)
Entonces
Re(\) = eay + O(e?), Im()\) = w + O(e) (71)
i.e. cerca de € = 0 la parte real cambia su signo, y la parte imaginaria se

mantiene cerca de w # 0 En el ejemplo bésico teniamos el caso especial pg = 0
y ap = 1> 0. Para a; > 0 (a; < 0) el punto fijo se vuelve inestable (estable)
cuando € = i — o se hace positivo.

También, de la suposicién [ y el teorema de Taylor podemos escribir f como
una suma de términos cuadraticos, ciibicos, de orden cuarto, etc., en las variables
1, T9. En particular, escribimos

F(x) = fo(x) + fa(x)+ ... (72)

donde cada componente de f,,, n > 2, es un polinomio homogeneo de grado n
en ri, xo, i.e.

fn(X) = JE(3317962) = [fn,1($1,$2)7 fn,2($17$2)] (73)
con _ _ ~ ~
Frg(x) = fodal + ot el e+ S, i =1,2, (74)

. Kl . (o .
con coeficientes f,’; reales. El ejemplo bdsico es un caso especial ya que la parte
no lineal solo contiene términos cibicos. Ademds, identificando z1 = x, x5 = v,
tenemos que en las ecuaciones (1.53) del ejemplo bésico

Fsi = Fsi = fsn = f3n = -1
Todos los demés coeficientes son cero. Vemos entonces que la parte lineal es es-
encialmente la del ejemplo bésico. Por otra parte, la parte no lineal del sistema
que hemos presentado es general. Analizaremos que bajo ciertas condiciones
generales que veremos més adelante el comportamiento de este sistema es se-
mejante al del ejemplo. La idea bésica es que bajo estas condiciones el sistema

del ejemplo es el sistema general con un cambio de variables. Para anélizar el
sistema plano (1.64) conviene usar las variables z, Z € C, donde

Zz=1m1 +1ixy, Z =11 — ixs (75)
(Z significard conjugado complejo de z.) Sea ademés
A=a, +iby, (76)
i.e. uno de los valores propios de la matriz A,,. Entonces (1.64) es

=Xz + f(z,%), (77)
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Z=)2+ f(2,2) (78)
donde
f(2,2) = fa(2,2) + f3(2,2) + ..., (79)

y los f,, n > 2, son polinomios homogeneos de grado n en z, zZ. Usamos la
notacion

fu(2,2) = fro0zn 4 fr-blyn=lz y gn=22,n=252 4 fonzn, (80)
con coeficientes f%! complejos. En estas variables la parte lineal es diagonal.

Proposicién 0.7. Sea el sistema (1.63) con la suposiciones I, I en la notacion
compleja 2 = Az + f(2,Z) de (1.77). Entonces existe un cambio de variables
z = h(p), con h(0) = 0, definido en una vecindad U del origen y tal que el
sistema en la variable p, p tiene la forma

p=Ap+95 PP+ O(?) (81)
con gg’l € C y O(v?) tiene términos de orden 4 en p, p.

Demostracion: Eliminamos primero la parte cuadratica. Sean las variables
q, q € C, definidas por

con h cuadratica
hq,q) = B*°¢* + b qg + W%, (83)
Tenemos 9 9
i+ —G+ —g=A\ h h,g+h 84
q+8qq+8aq (g+h)+ flg+h,g+h) (84)
oh . Oh. —,_ — - -
g+ ——q¢+—qg=Xq+h h,q+ h). 85
0+ 5,97 579 (@+h)+ flg+h,g+h) (85)
Definiendo

u = [Qag]T7 A= P"X]T7 F(u) = [f(u)vf(u)]Tv H= [ha h]T (86)

or or
M = [gg g’;{] : (87)
dq 9q
(1.84) - (1.85) es equivalente a
= (I+M)""(Au+ AH + F(u+ H)). (88)

Para ||x|| suficientemente pequeno la matriz I + M es invertible, y entonces
= (I—M+O0@?) (Au+ AH + fo(u) + O(v*)) < (89)

i = Au+ AH — MAu+ fo(u) + O(u®) (90)



20

donde O(u™) denota polinomios de grado mayor que n en ¢, g. Para eliminar
los términos cuadraticos necesitamos entonces que H satisfaga la ecuacién ho-
mologica

Au+ AH — MAu + fo(u) =0, (91)

Usando (1.87), la ecuacién homologica (1.91) es

oh — 0Oh

Mo — A= — N\f— = 2
Ly qanrfz 0 (92)

— oh — 0h -

Mo — A\ — NG — =0 93
95 qanrfz (93)

Usando la expresién (1.83) para h y la notacién de (1.81) para f> la ecuacién
(1.92) es

AP0 30 =0, XM+ =0, A-20R02 4 fP =0, (94)

y entonces
2,0 1,1 0,2
B = {2 2 2,z 2 52 95
7 + )\ 2Z + )\_2/\2 (95)

Observamos que para € = y — fig los denominadores en (1.95) son
A=iw+0(e), A=—iw+O0(e), I\—2\=—iw+ O(e), (96)

i.e. para € cerca de ¢ = 0. Entonces h esta bien definida para cada € cerca
de 0. Observamos también que la ecuacién (1.96) es la conjugada de (1.95)
y entonces nos da la misma ecuacién para los coeficientes de h. Entonces los
términos cuadraticos se pueden eliminar.

El segundo paso es eliminar los términos ciibicos no resonantes. En las nuevas
variables ¢, § la ecuacién es

q=Aq+9(q:9) (97)
con
9(¢,9) = 93(¢,9) + O(a*) (98)
donde g3 contiene los términos cubicos. Escribimos también

_ 3,0 21 o . 1,2 _ 0,3_
93(0.7) = 93°6° + 93 *T + 95 aq + 95°T (99)

Los coeficientes g5 son complejos y se pueden expresar en términos de los coefi-
cientes f5”7, f3*" de los términos cuadréticos y ctibicos en las variables originales
(este cdlculo se presenta mds adelante).

Definimos ahora las nuevas variables p, p € C por

qg=p+w(p,p), 7=D+w(p.D) (100)



0.3 La bifurcacién de Hopf en R? 21

donde w es un polinomio homogeneo de grado 3 en p, p. Usamos también la
notacién

w(p,p) — w3,0p3 + w2,1p2p+ w1,2pﬁ2 + w0’3ﬁ3 (101)
Definiendo
v = [ 7277]T7 A= [)‘aX]T, G(u) = [g(v)ag(v)]T’ W= [w,@]T, (102)
21 0
N=|% % (103)
p  9p
(1.97) es
o= (I+N)""(Av+ AW + G(v + W)). (104)
Para ||x|| suficientemente pequeno la matriz I + N es invertible, y entonces
. 4\ —1 4
v=(I—-N+0@1") " (Av+ AW + g3(v) + O(v?)) < (105)
v = Av+ AW — NAv + g3(v) + O(v*) (106)

donde O(v™) denota polinomios de grado mayor que n en p, p. La ecuacién
homolégica para los términos ctibicos es

Av+ AW — NAv + g3(v) =0, (107)
o, usando (1.103),

ow — Ow
AW — Ap— — A\p— =0 108
W= Ay = s + 03 (108)
— ow — 0w
o — w2l g, = 1
WAy A s =0 (109)

Usando la expresion (1.101) para w y la notacién de (1.99) para g3 la ecuacién
(1.108) es 7
—22u*0 4+ g0 =0, —(A+Nw+gt =0, (110)
2w+ g% =0, (A=3Nw'?+ g7 =0. (111)
(Checamos que (1.109) nos da la misma ecuacién para w.) Definimos entonces
w por

g0 gl 03
3 .3 3 =2 3 -3
w="—2z"+ ==2Z"+ = 112
2\ 2\ 3A—A (112)
notando que los denominadores son

A=iw+0(e), A=—iw+O0(e), 3\— A= —4iw+O(e), (113)

i.e. w en (1.112) esta bien definida para e cerca de 0. Con la funcién w(p,p) de
(1.101) tenemos
P=p+9g3" PP+ O?). (114)

Notamos ademés que A + A = aje + O(€?), i.e. existe € cerca de 0 para la cual
w?! no tiene solucién. Entonces el término correspondiente no se elimina.



22

Aproximamos ahora el sistema (1.114) por

p=\p+ g3 p°p. (115)

Definimos las coordenadas polares

p=Ipl, 0=arg(p) (116)

vy K, A € R por
K +iA = g2t (117)

Con esta notacién y las suposicién IT sobre A, (1.115) es equivalente a
p=carp+Kp>+0(2), 6=w+Ap>+0(e) (118)

El comportamiento de (1.118) es facil de entender. Suponemos que K # 0. Caso
% < 0:Si e <0 la ecuacién para p tiene solo el punto fijo trivial p = 0. Para
€ > 0 tenemos dos puntos fijos, p = 0, y ademés

P’ = —a—Kl,e +0(€?) >0 (119)

El punto fijo no trivial corresponde a la érbita periddica

pt) = po = /| |Ve+ 0@, 01 = @+O0(O)t+6 (120

del sistema (1.115). La estabilidad de la drbita periédica depende del signo de
a1 . Linealizando la ecuacion para p alrededor del punto fijo no trivial py tenemos

d
@0+ K)oy = ~2me +O(), (121)

entonces la érbita periddica es estable para a; > 0 e inestable para a; < 0.

Caso 9+ > 0: Si e > 0la ecuacién para p tiene solo el punto fijo trivial p = 0. Para
€ < 0 tenemos dos puntos fijos, el punto trivial p = 0, y el punto p = pg, dado
por (1.120). La estabilidad de la érbita periédica correspondiente es determinada
por (1.121.), como en el caso anterior. Encontramos que la drbita periédica es
estable para a; < 0 e inestable para a; > 0.

Los céalculos anteriores subrayan la importancia de calcular la parte real del
: 2,1 .
coeficiente g3’ .Entonces tenemos lo siguiente.

Proposicién 0.8. Sea el sistema (1.63) con la suposiciones I, 11, y la notacion
(1.73)-(1.75). Entonces

2,0 (1,1 1,12 0,22
2 f2 +|f2 | +2 |f2 |

92,1 —_3
? A2 |A]? I —2)2

- (122)
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Demostracion: Es suficiente calcular los términos cubicos de la ecuacion de-
spués del cambio de variables que elimina la parte cuadratica de la ecuacién
original (1.64). Tenemos entonces que calcular la parte cibica en (1.89). La
notacién es de la demostracién de la Proposicién 1.5. Calculamos

i = Au+ (AH + MAu+ fo(u)) + (123)
(Dfa(u)H + fs(u) — MAH — M fa(u) + M?Au) + O(u*)

El primer parentesis contiene los términos cuadraticos y el segundo contiene
los términos cibicos. Con H como en (1.95), (1.86) los términos cuadraticos
desaparecen, ademads la parte cibica se simplifica y la ecuacién anterior es

= Au+ (Dfy(u)H + f3(u)) + O(u?) (124)

con términos cibicos g3 = D fo(u)H + f3(u). Usando la notacién de (1.81),
(1.83), y (1.99) obtenemos que
9?1)72 _ 3h270h1’1 + |h1,1

24 2n0P 4 3 (125)

La formula sigue de (1.95).

Podemos ahora enunciar la primera versién del teorema de bifurcacion de
Hopf en R2.

Teorema 0.9. Sea el sistema (1.63) con la suposiciones I, 1. Supongamos
ademds que K # 0. Sea R = a—Kl Entonces existen ¢y, C, C' > 0 tales que,
Ve € (0,€) (si R<0), yVe € (—€,0) (si R > 0), eziste un disco de radio c\/|e|
alrededor del origen que contiene una drbita periddica de (1.63) con periddo
T =22 + O(e). La drbita periddica es tinica en un disco de radio C' (< c/]el)
y es asintoticamente estable sia; >0 (i.e. K <0siR>0, K >0s R>0)y

linealmente inestable sia; <0 (i.e K >0si R<0, K <0s R>0).

La idea de la demostracién es la siguiente: Usando la Proposicién 1.6, el
sistema (1.63) tiene la forma (1.114) con el cambio de variable z = h(p) definido
en un disco |z| < €’ alrededor del origen z = 0. Notamos que el radio C’ no
depende de €. El teorema sigue del anélisis del sistema aproximado de (1.115)
en los dos casos R < 0y R > 0y mostrando que los términos O(v?) en (1.114)
no afectan los resultados del andlisis del sistema aproximado. Esta tltima parte
de la demostracién se encuentra en [W] o [Rb].

Existe también una versién mas general del teorema anterior en donde la
condicién K # 0 no aparece y solo se usan las suposiciones I y I1. Esta segunda
version no nos da la estabilidad de las 6rbitas periédicas que se bifurcan del
origen.

Teorema 0.10. Sea el sistema (1.63) con la suposiciones I, I1I. Entonces ex-
isten €9, C, C' > 0 tales que, Ve € (0,e9) (si ap > 0), y Ve € (—€p,0) (si
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a1 < 0), existe un disco de radio cy/|e| alrededor del origen que contiene una
drbita periédica de (1.63) con periédo T = 22 + O(e). La drbita periddica es
anica en un disco de radio C' (< cv/|e|).

Demostraciones de este teorema se encuentran en e.g. [MM], [Rb]. Las condi-
ciones de esta segunda versién son més faciles de checar ya que no necesitamos
. - 2,1
calcular el coeficiente g3*~ en la forma normal.

Aqui vemos que por el Teorema de la Funcién Implicita para cada p cercana
a po habrd un unico punto de equilibrio z,, cercano a x,,,; sin embargo, dado que
los valores propios de la matriz jacobiana D f(z,, ) cruzan el eje imaginario en
1 = o, las dimensiones de las variedades estables e inestables pueden cambiar.
Lo més importante, y la parte no trivial del teorema es que ademéas del punto
fijo que se vuelve inestable va a aparecer una Orbita periddica estable cerca del
punto fijo. Notamos que la condicién

% ReA(pp) >0

pide que el cruce de los valores propios en el eje imaginario sea transversal en
1 = po. Si todos los valores propios tienen parte real estrictamente negativa,
entonces el punto fijo es estable. Si d > 0, los valores propios cruzan desde el
semiplano izquierdo al semiplano derecho conforme p se incremente, por otra
parte, si d < 0 los valores propios cruzan desde el semiplano derecho al semiplano
izquierdo conforme p se incremente.

0.4. La bifurcaciéon de Hopf en R"

El andlisis de la bifurcacién de Hopf en R"™ se basa en lo anterior y en el
teorema de la variedad central que presentamos adelante. Notamos que también
el caso multidimensional se puede entender usando formas normales extendiendo
el analisis anterior sin mencionar la variedad central explicitamente.

Para formular el teorema de la variedad central primero consideramos un

sistema
&t =G(z)=Lx+ g(x) (126)

con ¢ € R". La funcién G : R™ — R™ es C", r > 2, en una vecindad de x = 0,
ademds L = DG(0), la linealizacién de G en el origen. Notamos que x = 0 es
un punto fijo del sistema. El espectro o(L) de L se puede descomponer como

o(L)=0s(L)Uoy(L)Uao.(L) (127)
donde

os(L) ={X € o(L) : ReX < 0}, (128)

ou(L) ={X € o(L) : ReX > 0}, (129)

oc(L) ={A € (L) : ReX =0}, (130)
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Ademés tenemos que
R"=E,L)® E,(L)® E.(L) (131)

donde E(L), Ey(L), E.(L) son los subespacios generados por los vectores pro-
pios que corresponden a los valores propios en os(L), o,(L), o.(L) respecti-
vamente. Estos tres subespacios se llaman respectivamente espacio estable, in-
estable, y central. Notamos que los tres subespacios son invariantes bajo L y
bajo el flujo del sistema linealizado # = Lx. Suponemos ademads que

oc(L) #0, (132)
que también es equivalente a

dimE,(L) > 1 (133)

Sean P., P, las proyecciones a E.(L), Fs(L) ® E,(L) respectivamente. En-
tonces, cada x € R™ se puede escribir como

r=u+v, u€E/(L), vekFEsL)®E,L) (134)
Definimos también L., Lgy, ¥ gc : R" — E.(L), gsu : R™ — Es(L) ® E, (L) por
Le=Llg.r)y, Lsu=Llg.,), 9c=Peg, gsu= Psug. (135)
Notamos que
P.Lx = LP.x = Lu= L., PsLx=LP.,,x=Lv= L. (136)
Entonces (1.122) se puede escribir como

@ = Leu+ ge(u,v), (137)
0 = Loy + gou(u,v) (138)

Bajo estas suposiciones y con esta notacion tenemos lo siguiente.

Teorema 0.11. Seqa el sistema (1.122) en R™ con las suposiciones anteriores.
Entonces existe una vecindad U del origen y una variedad W'°¢ C R" que es
C™=1 y que tiene las siguientes propiedades:

1. Wloe es invariante bajo el flujo del sistema (1.122).

2. Wéoc pasa por el origen, y su espacio tangente en el origen coincide con
E.(L).

3. W'ee es la grdfica de una funcion h: U N E.(L) — E4(L) ® E, (L)
Ademdas, en U NR™ el sistema (1.122) se puede escibir como
U= Leu+ ge(u, h(u)), (139)
U= Lsyv + gsu(u, h(u)). (140)

La variedad W'°¢ se llama variedad central.
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Observacién 0.12. La variedad W!°° no es, en general tinica.

Notamos que (1.134) es precisamente la ecuacién en W'°¢. El teorema nos
permite primero entender el comportamiento de la variable u usando (1.134) y es
particularmente 1til en situaciones en donde el andlisis de (1.134) es simple, e.g.
en casos donde E.(L) tiene una o dos dimensiones. Notamos que la funcién h se
puede célcular usando la expansién de Taylor. El comportamiento de v puede ser
también més facil de entender porque la ecuacién (1.135) tiene la estructura de
una ecuacién lineal con un término de forzamiento que es pequeno. Por ejemplo
no hay direcciones inestables F,, = E; y la parte lineal que es atractiva domina.

Para aplicar el teorema de la variedad central en el andlisis de la bifurcaciéon
de Hopf en R™ suponemos que tenemos un sistema de la forma (1.122) donde

x =[xy, ..., T, y la matriz L, es diagonal en bloques, con la forma
I
e[ ”
con )
_ | @ O
A oy

con ay, b, reales que dependen de manera C°° del pardmetro p y que tienen la
forma

ay =ai(p— po) +az(p—po)* +..., a1 #0, (143)
by=w+bi(p—po)+..., w#0. (144)

y B, una matriz cuyos valores propios tienen parte real negativa, para cada
€ = pu — po cerca de e = 0. Entonces, para € = 0, L, tiene exactamente dos
valores propios imaginarios, y dim(E.(L,,)) = 2. Notamos que la matriz A, es
precisamente la que teniamos en el teorema de bifurcacién de Hopf en el plano.

Nos interesa anélizar el sistema para e cerca de cero. A primera vista esta
situacién es méas general que la del teorema de la variedad central, pero es
todavia posible aplicar el teorema directamente considerando el parametro e
como una variable més. Primero escribimos L, en términos de € = p1 — po, y
escribimos el sistema como

#=Lax+g(z), é€=0 (145)

para y = (z,¢) € R"l. Entonces hemos anadido una ecuacién para e. La
solucién es obviamente € = constante. Linealizando alrededor del punto fijo
(z,€) = (0,0) tenemos el sistema ¢ = Ly con L la matriz (n + 1) x (n+ 1)

i [go %} (146)

(escrita aqui en bloques). La parte lineal tiene entonces tres valores propios
con parte real cero. El subespacio central correspondiente es el conjunto de los
puntos [z1, x2, 0, ..., 0, €], con x1, x2, € € R. Del teorema de la variedad



0.5 Las condiciones de Routh-Hurwitz 27

central, cerca del origen x = 0 y de ¢, el sistema se puede describir usando
solo las variables z1, zo v el parametro €. Usando el andlisis en R? se puede
demostrar que los resultados se generalizan a R™. En particular el componente
u se comporta como en el plano. Ademas el componente v decae rapidamente y
es atraido a la 6rbita periddica.

Teorema 0.13. Sea el sistema (1.122) donde L,, tiene la forma (1.137) En-
tonces existen €y, C > 0 tales que, Ve € (0,¢0) (si a1 > 0), y Ve € (—€0,0) (si
a1 < 0), existe un disco de radio c\/ﬂ alrededor del origen que contiene una
drbita periddica de (1.63) con periddo T = 2 + O(e).

Este teorema corresponde a la version mas debil del teorema de bifurcacién
de Hopf en R? que no nos da informacién sobre la estabilidad de la érbita
periodica. Esta es la version que usamos en el modelo de presa-depredador que
hemos estudiado, y solo tuvimos que verificar la condicion a1 # 0. Para obtener
informacién sobre la estabilidad de la érbita periédica necesitamos calcular el
coeficiente K que aparece en el problema en el plano. Esto se puede hacer
primero calculando una expansién de Taylor de la funcién h alrededor de u = 0
(vease e.g. [W]), y usando la expansién de h hasta orden ciibico en u para
obtener la ecuacién (1.136) hasta orden ciibico en u.La ecuacién (1.136) tiene la
forma del sistema bésico en el plano, y podemos entonces calcular el coeficiente
K siguiendo el procedimiento para el problema en el plano.

0.5. Las condiciones de Routh-Hurwitz

Presentamos aqui un criterio de estabilidad de un punto fijo que se basa en
las condiciones de Routh-Hurwitz para que un polinomio con coeficientes reales
tenga raices con parte real negativa. Sea la ecuacion

POA) ="+ A" P a2+ +a,=0 (147)
donde los coeficientes a;, i =0, 1, ..., n son reales con a, # 0.

Teorema 0.14. Sea \ una raiz del polinomio P. Entonces ReA < 0 si y solo si
se satisfacen las condiciones

ap az as

@98 50, Dy=|1 ay a4l >0, (149)

D1:a1>0, Dy =

1 e 0 a1 a9
a1 as
1 as a4
Dy, = 8 “11 ZZ’ >0 (150)
aqp 0 0 ... ag
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Por ejemplo, para la ecuacién ctbica
/\3—|—a1)\2—|—a2)\—|—a3 =0 (151)
con ai, ..., a, reales, a, # 0, ReA < 0 solo si

a; >0, as3>0, ajay—az>0. (152)



Modelo de Presa -
Depredador con efecto de
emigracion

0.1. El modelo basico

En esta tesis estudiamos un sistema de presa-depredador en donde la presa
ocupa dos habitats. El modelo incluye también efectos de migracién y defensa de
grupo y fue propuesto por Khan, Balakrishnan y Wake (vease [KBW]). Una de
las motivaciones atras de este sistema fue modelar algunos sistemas de la inter-
caccién de poblaciones de presa-depredador en el Serengueti. Las observaciones
que dirigen el modelo de [KBW] se presentaran mds adelante en este capitulo.
Notamos ademads que el modelo que estudiamos esta motivado por el debate
acerca de la llamada “paradoja de enriquecimiento”. Esta motivacién bioldgica
adicional se considera en la siguiente seccidn.

El modelo béasico que estudiaremos es

d:Cl X1 513)1.'172:!]
7 z191( H1) + eap2122 P (1)
dZUQ X9 52$1$2y
_ = - ]_ —_—— - 2
p Z292( mz) + e1p1221 21 + To (2)
dy 01817122 02212
Y = (- - y 3)
dt 1+ T2 1 + o

donde z1, z2 representan las poblaciones de la presa en habitats 1 y 2 res-
pectivamente, y y representa la poblacién de los depredadores. (Notamos que y
es la poblacién total de los depredadores, i.e. en ambos hébitats.)

En las dos ecuaciones para las poblaciones x1, x> el primer término repre-
senta el crecimiento logistico, el segundo término representa la migracion de la
presa de un habitat a otro, y el tercer término representa la depredacién con
efectos de defensa de grupo.



En la ecuacién para el depredador y tenemos un término de —uy (p > 0) de
mortalidad, y dos términos que que representan el beneficio de la depredacién.

Suponemos que las constantes g;, ki, e;, pij, Bi, 0i, p son positivos y tienen
el siguiente significado (que tambien se explica més adelante):

g; representa el efecto neto o porcentaje de nacimientos, muertes y de emigracién
de las presas.

k; representa la capacidad de soporte del habitat.

e; representa la barrera inversa de efectivos que emigran del primer hibitat y
del segundo hébitat.

pij es la probabilidad de éxito de transicién del hdbitat-i al habitat-j.
B; porcentaje de respuesta del depredador hacia las 2 presas.

d; beneficio a la poblacién depredadora por una presa devorada.

4 porcentaje de muerte per capita del depredador.

Examinamos ahora los distintos términos. En el término logistico notamos
que
=0 si z;=k;
—)4>0 si =z <k (4)
<0 si z; >k

Por ejemplo, la forma logistica modela la situacién en donde la sobrepobla-
cién, i.e. x > k, resulta en una disminucién de la poblacién. El pardmetro k;
representa la capacidad de soporte del hébitat (que después llamaremos tam-
bién pardmetro de enriquecimiento del hébitat 7). El pardmetro g; describe el
crecimiento exponencial de una pequena poblacién de los z;. Estas interpreta-
ciones siguen del modelo unidimencional # = gz(1 — ¥) que tienen los puntos
de equilibrio z = 0 y = = k. El equilibrio x = 0 representa la extincién de =z,
pero es inestable, y la linealizacién alrededor de z = 0 es £ = —gz.

El equilibrio z = k es estable. Esto es de alguna manera la poblacién sopor-
tada por un héabitat sin depredadores. Esta poblacién de equilibrio estable es
obviamente propocional a k, asi que aumentado k estamos “enriqueciendo” el
hébitat.

El segundo término de (2.1) y (2.2) representa la migracién de la presa
del hébitat 2 al 1 y viceversa. Los pardmetros e; y p;; representan el éxito de
emigracion de los individuos. Hay que tener en cuenta el tamafio de la barrera
e; ya que de esta dependerd la cantidad de individuos que puedan emigrar de
un hébitat a otro. En la ausencia de otros efectos, los términos de migracién
nos dan el sistema &1 = Azs, £ = Bxz; con A, B > 0. Los valores propios
de este sitema, lineal son A+ = +iv/AB. Entonces los términos de migracién
representan una oscilacién entre x; y %2, algo no muy preciso pero razonable
dado que implica que las poblaciones se mueven de un lugar a otro.

El dltimo término de (2.1) y (2.2) es la interaccién de las presas con el
depredador, esta se da unicamente durante el tiempo que dura la caceria, como
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este encuentro disminuye la cantidad de presas se le antepone un signo negativo.

El pardametro (; representa la respuesta del depredador hacia las poblaciones
de presas, obviamente, si 8; > 2 entonces

Biz122y S Ba2z122y (5)
T1 + X2 T1 + X2

i.e. el depredador tiende a cazar en mayor cantidad a la presa con el mayor
pardmetro [;.

Una manera méas general de ver los términos de depredacién que usamos es
suponer que la depredacién de la poblacién x; es proporcional a x; y a la pobla-
cion de depredadores. Uno puede también pensar en un término de depredacion
de z; con la forma yq(z;) donde g es una funcién no negativa con ¢(0) = 0, y que
ademds crece hasta cierto M y después decrece. Esta forma de depredacién a
sido llamado por algunos autores “defensa de grupo”. En nuestro caso en donde
hay dos poblaciones de presas, vemos que la depredaciéon de z; es

Biz1z2y 1
Ty + T2 ,81-'171:1/1 + —i; ( )

Comparando el caso ;—; > 1 con el caso i—; < 1, vemos cuando la poblacion x;
que es més grande tiene un “coeficiente de depredacién” (1 + ;—;)*1 menor. Lo
mismo se observa para el término de depredacién de z, en (2.2). Entonces la
forma de los términos de depredacion que estamos usando aqui pueden interpre-
tarse como una especie de defensa de grupo, aunque notamos que la depredacién
total de cada presa es simetrica en x1, 22 y la razén entre la tasa de consumo
de las dos poblaciones solo depende de los pardmetros 31, fa.

En la ecuacién (2.3) para el depredador vemos que el término —puy significa
que el depredador no puede sobrevivir sin las presas. Los otros dos términos
describen el beneficio que obtiene el depredador de la caza de las presas. Estos
términos son claramente positivos para poblaciones positivas.

Examinamos ahora con més detalle el ecosistema de Serengueti que motivé el
modelo de [KBW]. La idea surge de la observacién de que algunos herbivoros y
sus depredadores en el Serengueti dividen su tiempo entre varios hébitats. Un
ejemplo son los nus que dividen su tiempo entre

1. Praderas del Sur, con pocas lluvias por lo que soporta una baja cantidad
de pastizales.

2. Praderas del Norte, altas cantidades de lluvias por lo que soporta una gran
cantidad de pastizales.

El factor clave de ambas praderas son las lluvias que influye en la produc-
tividad de ambos tipos de praderas. En particular cada afo cerca de 1 millon
de fius emigran cruzando el Serengueti, buscando las zonas donde se encuen-
tren los mejores pastizales. En la temporada seca necesitan de agua por lo que



se ubican cerca de las riberas. Al comienzo de la epoca de lluvias, los fius se
dirigen a las praderas donde se alimentardn predominantemente de los nuevos
pastos, hierbas y algunas plantas que crecen solo en la temporada de lluvia. Los
movimientos pueden estar influenciados por un cambio en los requerimientos de
algunos nutrientes especificos (vease Braun [B], Sinclair [S], McNaughton [Mc]).
Se considera que de esta manera los herbivoros maximizan el potencial de la
vegetacién, con un pastoreo rotacional a lo que se le conoce como temporada de
migracién. Una manera sencilla de modelar las poblacién de estos herbivoros en
dos habitats con caracteristicas distintas es usar las dos variables x; y x» para
cada hébitat. Ademads, hemos supuesto que en la ausencia de otros efectos, el
crecimiento de la poblacién de los herbivoros se describe por términos logisticos.

Otro fenomeno que se ha observado es que el movimiento de un habitat a
otro implica un costo para la poblacién de la presa, en el sentido de que la
probabilidad de supervivencia durante un cambio de habitat es menor a 1, es
decir, cuando una presa emigra de un habitat a otro no es seguro que llegue
con vida (vease Sinclair [S]). En el caso de los fius, Sinclair estima que el costo
de migracidn es relativamente pequefio (vease [S]), asi que nuestro modelo, que
como hemos senalado describe una oscilacién entre las poblaciones x1, x2, es
adecuado.

La modelacién de la depredacién es mas complicada. Se considera que los
individuos de especies pequenas de herbivoros son vulnerables de ser cazadas
por un porcentaje mayor de depredadores ademds de que son menos capaces de
defenderse o de huir de posibles ataques. Todas las pequenas especies evitan ser
detectadas por los depredadores, y estos herbivoros buscan cuidadosamente su
alimento dispersandose, por lo tanto forman grupos de pastoreo poco cohesivos
y coordinados. Ademds, viven solitarios o en parejas y encuentran sus recursos
en un territorio que defienden. Este territorio es una area donde las presas viven
y no salen de este para alimentarse debido a que no tienen una capacidad de
defensa contra los depredadores Como son pequenas y vulnerables, se mueven,
se alimentan lentos y cautelosos y nunca se alejan para protegerse. Estas especies
se alimentan de un solo tipo de vegetaciéon durante todas las estaciones del afio.
Para este tipo de presa es razonable pensar que los depredores prefieren cazar
en donde la poblacién de las presas sea mayor.

Por otra parte, los individuos de especies grandes como los fius se alimen-
tan en cantidades abundantes, dispersas, faciles de localizar, y es probable que
toleren alimentos de poca calidad. Ellos forman enormes rebafos, con congre-
gaciones de varios miles de individuos. Ademads, forman grupos de defensa y
de alerta para defenderse contra los depredadores. Densa vegetacién y terrenos
dificiles interrumpen la comunicacién visual y los llanos abiertos les favorecen
a estas presas. Entonces para estos grupos la probabilidad es mayor de que se
les encuentre donde la comunicacién visual les favorezca y donde cada uno de
los individuos pueden integrar al grupo, velocidad y direccién en los movimien-
tos. Al menos el grupo permanecerd cohesivo y coordinado. Todo el tiempo los
individuos del grupo deben permanecer en comunicacién, su velocidad y movi-
miento debera variar muy poco entre los individuos (vease e.g. las referencias en
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[KBW]). Por ejemplo, se ha observado que parejas de bifalos pueden ser caza-
dos exitosamente por lobos, pero grupos de bufalos raramente son atacados. Los
rebanos permanecen coordinados incluso bajo ataque y los individuos pueden
beneficiarse de la alerta y la comunicacién dentro del rebafio. Los individuos
tienden a formar actividades con sus vecinos, varios cientos e incluso miles de
fius pueden coordinarse rapidamente ante una alarma. Incluso, cuando los leo-
nes cazan, su exito disminuye si el tamafio del grupo de la presa es muy grande.
Para este tipo de presa es méas razonable pensar que los depredadores prefieran
evitar cazar en donde la poblacién de la presa sea mayor.

En ambos casos, hay evidencia también de que los depredadores cambian el
héabitat en donde se alimentan con el proposito de encontrar las condiciones mas
favorables. Este fenomeno preferencial de cambio de habitat por el depredador
se le conoce como intercambio (“switching”). Ademds, a diferencia de las presas
los depredadores pueden moverse libremente en ambos hébitats sin ningun costo
para estos.

Una manera de modelar la situacién en donde el depredador cambia su
hébitat es a traves de términos de depredacién de la forma

dﬂ?l 1

@ T YT Ey ")
d{E2

E = _'1'21/@7 (8)

donde z1, x2 son las poblaciones de presas en los dos habitats respetivamente, y
es la poblacién del depredador, y v es un constante real. Aqui solo hemos incluido
los términos de depredacién para cada poblacién de presas. La depredacién de
x; es proporcional a x; y y, pero hemos incluido también un factor que depende
de la razén entre 1, x5.

Vemos ahora que si v > 0, este factor es menor para la poblacién que es més
grande. Esto representa una especie de defensa de grupo. En el modelo hemos
usado v = 1. Por otra parte, si v < 0, el factor es menor para la poblacién que
es més pequenia. Esto corresponde a la situacién en donde el depredador prefiere
cazar en el hdbitat en donde la presa es mas abundante.

0.2. La paradoja de enriquecimiento

Adem3s de su interes como modelo de sistemas biologicos concretos, el mo-
delo anterior se estudia tambien por su relacion del debate acerca de la llamada
“paradoja de enriquecimiento” (paradox of enrichment) de Rosenzweig (vease
[Rs]). Examinamos ahora las ideas principales de esta teoria, y algunas de las
criticas al respecto.

La “paradoja de enriquecimiento” surge de un trabajo de Rosenzweig ([Rs])
en donde se estudian algunos modelos de presa-depredador de la forma general.



Los modelos de [Rs] son de la forma

dz
% = f2($)y)7 (10)

La poblacién de presas se denota por z y la poblacién de depredadores se denota,
por y.

Nos interesan soluciones con xz, y > 0, y especialmente los puntos fijos del
sistema. Estos se encuentran en la interseccién de las dos curvas fi(z,y) = 0,
fo(z,y) = 0 (llamadas tambien isoclinas ).

Supongamos lo siguiente:
Suposicién 1. fs(z,y) = z — ¢, con ¢ > 0 constante.

La forma de f, es muy sencilla y significa que la poblacién de depredadores
aumenta o disminuye linealmente en el tiempo ¢ dependiendo de si el nimero
de las presas es mayor o menor que un umbral c¢. La poblacién de presas en un
equilibrio es c.

Suposicién II. fi(z,y) es tal que la ecuacién fi(z,y) = 0 tiene una solucién
Unica y = H(z), Yz > 0. Adem4s la funcién H se maximiza para un xo > 0 que
es tnico. Entonces si H es diferenciable H'(z) > 0 para z < zo, H'(20) =0, y
H'(x) < 0 para x > xo.

Suposicién ITI. f; contiene un pardmetro K > 0.

Un ejemplo es el modelo con

filz,y) =rz(l - %) — kyz®, rk>0,5€][0,1]. (11)
El primer término representa el crecimiento logistico de la presa, y el segundo
término representa la depredacién, que es proporcional a las poblaciones de
depredadores y y presas z. Otro ejemplo es

filwy) =ra(l = 1) —ky(L="), 7,k >0, (12)

Aqui la depredacién disminuye cuando el niimero de presas es grande, y el mode-
lo contiene una especie de “defensa de grupo” de las presas. Una generalizacién
de estos ejemplos es

fi(z,y) = q(z) — yp(=) (13)

con ¢, p funciones arbitrarias para las cuales H = % satisface las suposiciones de
arriba tal que aumentando K aumentamos g, el punto en donde H se maximiza.

En los ejemplos, tenemos K = k. En [Rs] K es el pardmetro de enrique-
cimiento de las presas. En los ejemplos anteriores donde K = k se identifica
como la capacidad de soporte del ambiente de las presas (sin tomar en cuenta
los efectos de depredacion).
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Figura 2.1

Bajo estas suposiciones, y dada la forma de las isoclinas que implican, el
sistema va a tener un punto fijo dnico. [Rs] nota lo siguiente:

Observacion Si ¢ > zp el punto fijo es estable, y si ¢ < zg el punto fijo
es inestable. Entonces, cuando K aumenta (desde K = 0), z¢ aumenta (por
suposcién IT) y el equilibrio se vuelve inestable.

En la figura 2.1 vemos la intersecciéon de la isoclina 2 = 0.5 con las isoclinas
y= H(z) = 2(1 - %) con K = 0.7 (donde el méximo de H es mayor que 0.5) y
K = 3 (donde el méximo de H es menor que 0.5) Segun la observacién el punto

fijo es estable para K = 0.7 e inestable para K =3

El hecho de que el enriquecimiento, i.e. el incremento de la capacidad de
soporte de la presa, pueda causar una desestabilidad de un equilibrio interior
estable ha sido llamado por Rosenzweig “paradoja de enriquecimiento” (paradox
of enrichment). Como consecuencia de esto Rosenzweig advirtié ¢ El hombre
debe de ser cuidadoso al intentar enriquecer sus ecosistemas para incrementar
su produccién de alimentos. Existe la posibilidad real de que cada una de estas
actividades puedan diezmar a las especies de las que se alimenta y escacearian
en grandes cantidades”’. Esta es la llamada Paradoja de Enriquecimiento.

Explicamos ahora la observacién bésica de [Rs] acerca de la perdida de esta-
bilidad del punto fijo cuando aumentamos el pardmetro K. Sea (Z,7) el punto
fijo. Tenemos que & = ¢, § = H(c). De la primera suposicién la linealizacién del



sistema alrededor del punto fijo tendra la forma general

dz
i az + by

(14)
dt

con a, b reales. Notamos que la recta tangente a y = H(x) en (Z,§) tiene la
forma az + by + C = 0 con C en los reales. La pendiente de esta recta es —7.
Entonces, el caso ¢ > xg, donde H'(¢) < 0 por la segunda suposicién corresponde
a—% <0,ie ¢ > 0. Asimismo, el caso ¢ < xo, donde H'(c) > 0 por la segunda

suposicion, corresponde a —¢ > 0, i.e. ¥ <0.
Veamos ahora la estabilidad lineal del punto fijo para los dos casos. Los
valores propios A+ de la matriz
a b
A=) -

1
A = (a£Va? +4b). (16)

son

Sea b fijo, con b < 0. En el caso a < 0 con a? — 4[] > 0 tenemos

1 1
A=l = V@ =aB) <0, Ay = 5(-lal+ V@ —4p) <0, (17

y el punto fijo el linealmente estable.

Si a® — 4[b| < 0, i.e. cuando a — 0_, tenemos que

Rely = —|;i| <0, (18)

y el punto fijo es linealmente estable. Entonces en el caso £ > 0 que corresponde
a H'(c) < 0 el punto fijo es estable, como predice la observacién.

En el caso a > 0 con a? — 4|b| > 0 tenemos

1 1
A= S(lal = V@ =4B) >0, A =5(al+ V@ —4p) >0,  (19)

y el punto fijo el linealmente inestable. Si a? — 4|b| < 0, i.e. cuando a — 04,
tenemos que
a
Rely = % >0, (20)
y el punto fijo es linealmente inestable. Entonces en el caso § < 0 que corres-
ponde a H'(c) > 0 el punto fijo es inestable, como predice la observacion.

Vemos entonces que para b < 0, la observacién de [Rs] sobre desestabilizacién
del punto fijo cuando aumentamos K es vélida.
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Notamos que para b > 0 y a > 0 en donde la observacién predice estabilidad
tenemos que A4 es real y positivo, i.e. el punto fijo es inestable. Entonces en
este caso la observacién no es correcta. Al mismo tiempo observamos que la
condicién b < 0 que usamos es equivalente a

on

By <0 (21)

en el punto fijo. Vemos que en los ejemplos esta condicién se satisface, Vz > 0.
Pero esta condicién dice precisamente que el segundo término de fi, que es
proporcional a y, es negativo para zx, y positivos. Dado que este segundo término
representa la depredacién, la condicién adicional b < 0 debe satisfacerse en estos
modelos.

Hemos visto que aumentando K se desestabiliza el equilibrio. Varios autores
(vease [G], [M]) notaron que esto no implica necesariamente que las especies
se extingan, i.e. que z(t) o y(t) (o ambos) se van a cero para t — 00 como
sugirié [Rs] basandose en su andlisis lineal. En particular, es posible que cuando
el punto fijo se vuelve inestable aparece una érbita periddica estable alrededor
del punto fijo, y que todas la condiciones con z, y > 0 dan soluciones que van a
este estado de oscilacién cuando ¢ — oo. En particular, notamos en el analisis
anterior que cuando a pasa de negativo a positivo, ReAy # 0. Entonces la parte
real de los valores propios cambia su signo pasando por dos valores propios con
parte imaginaria no trivial. En esta situacion es posible que aparezca una érbita
periédica estable. Este fendmeno se conoce como bifurcacién de Hopf y la teorfa
bésica se presento en el primer capitulo de la tesis. Al mismo tiempo la aparicién
de una érbita periédica estable no implica que todas la condiciones iniciales van
a ella. Es incluso posible que para algunas condiciones iniciales haya extincién.

Entonces, aunque el andlisis de estabilidad local del equilibrio de [Rs] es
correcto bajo las condiciones que sefialamos, este andlisis no predice todos los
efectos posibles. Una posibilidad es que la desestabilizacién de un equilibrio re-
sulte en el nacimiento de una érbita periddica asintoticamente estable. También
se han reportado sistemas biolégicos de presa-depredador en donde el enrique-
cimento tiene efectos variados, i.e. en algunos casos el enriquecimiento puede
causar extinciones y en algunos casos no. Esto ha motivado el estudio de varios
modelos mas precisos en sus suposiciones, algunos de ellos més complicados y
con mayores efectos. La meta es entender los distintos escenarios cuando va-
riamos los parametros de enriquecimiento, i.e. estabilidad e inestabilidad de
equilibrios, érbitas periddicas y extinciones.

En algunos modelos presa-depredador, la respuesta del depredador a la den-
sidad de la presa se supone creciente y monotona, en donde halla més presas.
Este es el caso de la funcién f; de (2.11) y de (2.13) con p mondtona creciente.
Sin embargo, hay evidencia experimental y observada que indica que esto no
siempre es el caso, por ejemplo en el caso de defensa de grupo en (2.12).
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Un modelo de este tipo, estudiado por Freedman y Wolkowicz [FW], es

dz
@
Y = ho(ey) =y(-s +a(@))

= fi(z,y) = zg(z, K) — yp(x)
(22)

donde z y y denotan la densidad de la presa y el depredador respectivamente.
Nos interesan condiciones iniciales positivas. Las funciones g, p y ¢ son positivas
y suaves en sus variables, s, K son constantes positivas.

La funcién g(z, K) representa el porcentaje de crecimiento especifico de la
presa en ausencia de depredacion, y suponemos que satisface

g(O,K)>0, g(K,K)ZO, gz(x:K)SOu (23)

9:(K,K) <0, gk(z,K)>D0. (24)

Estas propiedades implican que g tiene un maximo dnico que se obtiene en
una x positiva y que ademads esta depende de K y aumenta con K. El prototipo
de g es el término logistico g = 7(1 — &) con r > 0.

La funcién p denota la respuesta del depredador, i.e. la eficiencia de depre-
dacién como funcién de la poblacién de las presas x;. También g representa la
conversién o beneficio de la depredacién para el depredador. Suponemos que ¢,
p tienen forma similar, e.g. ¢ es un multiplo (menor de 1) de p. Suponemos en
particular que ¢(0) = 0, y que existe M tal que

=0 si z=M
¢, p'4>0 si z2>M (25)
<0 si z<M

Esto significa que p, g tienen un maximo en z = M. Esta propiedad modela
precisamente la defensa de grupo: después de un umbral M la depredacién se
hace més dificil. Es razonable suponer que la misma M se mantenga parapy q ya
que la conversién de presa a depredador deberd incrementarse o decrementarse
conforme el consumo de presas aumente o disminuya. También afiadimos las
suposiciones que g(M) = max;g,¢(x) > s y que ¢; < K. La primera evita que
f2(z,y) < 0, Vz, y > 0, i.e. la extincién del depredador para cada condicién
inicial positiva. La segunda evita que fi(z,y) < 0, Vz, y > 0, i.e. la extincién
de la presa para cada condicién inicial positiva.

La funcién f, es mds complicada que en los modelos de [Rs]. Primero, la
tasa de crecimiento de la poblacién y es proporcional a y, algo que es razonable.
El crecimiento también depende de g(x) — s, y el equilibrio se mantiene para
x que satisface ¢(z) = s. De las propiedades de ¢ tenemos por lo menos una
solucidon que denotamos como c;. Notamos que ¢; < M. Pero es posible que
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haya dos soluciones ¢; < M < c2, en otras palabras dos equilibrios. Esto se
debe precisamente a que q decae para x > M, y es una propiedad que no se
presenta en todos los modelos de [Rs]

Con estas condiciones Freedman y Wolkowicz [FW] demuestran las siguientes
posibilidades.

1. Sig(z) = s existe una solucién ¢; o dos soluciones ¢; < ¢ con K < ¢y
entonces todas la condiciones iniciales positivas van a un punto fijo o a
una, Orbita periodica alrededor de este punto fijo.

2. Siq(z) = s existen dos soluciones ¢; < c2 con K > ¢2 entonces existen
condiciones iniciales para cuales z(t) y y(t) van a cero cuando t — oo.

Entonces en estos modelos existe la posibilidad de extinciones para K lo
suficientemente grande. También tenemos la posibilidad de érbitas peridédicas
que atraen todas las condiciones iniciales.

Otro modelo que examinamos brevemente es un modelo de Freedman y Ruan
[FR] que describe una cadena alimenticia de tres especies con defensa de grupo.
El pardmetro es otra vez el enriquecimiento (la capacidad de soporte del medio),
y la meta ha sido encontrar bifurcaciones de Hopf. El propdsito bioldgico de este
modelo es demostrar que en el caso de cadenas alimenticias simples con defensa
de grupo puede existir una regién de estabilidad en la cual las tres poblaciones
puedan sobrevivir, a pesar de que el estado de equilibrio positivo puede ser
inestable.

Las ecuaciones del modelo son

Z—f = zg(z, K) — yp(z)
Y = ylor + epla)] - 2a) (26)
()

donde z denota la poblacién de la presa, y denota la poblacién intermedia
que se alimenta de x y es a la vez presa de z y z denota al depredador que se
alimenta de y. Suponemos que g,p y ¢ son funciones suaves y que K, r ,cy d
son constantes positivas.

La funcién g(z, K) representa el porcentaje de crecimiento especifico de la
presa en ausencia de depredacién. Suponemos que g satisface las condiciones
(2.23) y (2.24) del término analogo en el modelo anterior.

La funcién p denota la funcién de respuesta del depredador como en el mode-
lo anterior.De la misma manera la funcién g es interpretada como una funcién de
respuesta del depredador z sobre y, y del depredador y sobre z. Suponemos que
q, p tienen las propiedades del modelo anterior, asi que el hecho que tienen un
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méximo modela el efecto de defensa de grupo. (Por razones técnicas en el anali-
sis de las bifurcaciones del sistema suponemos también que p(z) — zp'(x) > 0,
Vz > 0.)

El sistema tiene los equilibrios

EO = (05070)5 EK = (K,0,0), E)\ = ()‘5 %Q(A,K),O) (27)

y bajo ciertas condiciones (vease [FR]) otro equilibrio con z = 0. En cierto
rango de pardmetros (que no se especifica en [FR]) el sistema también posee un
equilibrio E* = (z*,y*,2*) con z*, y*, 2" > 0.

Las conclusiones de este trabajo son las siguientes:

1. Existen un K; > 0 y conjunto I(K;) para cual K € I(K;) implica que
el sistema tiene una 6rbita periédica. Ademds I(K;) es (K1, K + €), 0
(Kl — €, K1)7 oel punto Kl.

2. Suponemos que E* = (z*,y*, 2*) con z* jy*, z* > 0 existe y que A < z* <
M < K, mq1 <0, ma2 <0 (estas son condiciones técnicas que se explican
en [FR]). Entonces, existen K> > 0y conjunto I(K») paracual K € I(K>)
implica que el sistema tiene una érbita periddica contenida en el octante
x, y, 2 > 0. El conjunto I(K3) es (K2, K +€), 0 (K2 — €, K3), o el punto
K.

Ambos resultados muestran la posibilidad de apariencia de érbitas periédi-
cas. Ademds estas érbitas se bifurcan en puntos fijos y las demostraciones uti-
lizan la teoria de la bifurcacién de Hopf que se desarrollo anteriormente. Una
desventaja de ambos resultados es que no predice la estabilidad de estas orbitas
periddicas. Ademas en el primer resultado no se garantiza que la érbita periddica
quede dentro del octante positivo.

El segundo resultado es mas relevante aunque tiene la desventaja de que
la condicién de existencia del punto fijo E* no es trivial de verificar. Aun asi
presentamos aqui algunas de las herramientas usadas en la demostracién. Ideas
semejantes se usan en el andlisis del modelo bésico méas adelante.

Considerando la linealizacién alrededor del estado de equilibrio E* calculan-
do su ecuacién caracteristica toma la forma

y® + a1y’ +azy +az =0 (28)
donde
ar = —(mi1 +maz), az =miimay — (Mi2Ma1 + Mazmsz) (29)
az = M11M23M32 (30)
y

myy = g(2", K) + 2" g (a", K) — y"p (27), (31)
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myz2 = —p(z*) <0, ma1 = cy*p'(z*) >0, (32)
maz = cp(e”) — [r +27¢'(y7)], mas = —q(y") <0, (33)
mza2 = dz*¢'(y*) > 0 (34)

Laidea es usar los criterios de Routh-Hurwitz, que nos dice que una condicién
necesaria y suficiente para que todas las soluciones de (2.31) tengan parte real
negativa es

a1 >0, a3>0, aias > as. (35)

Este es un teorema clésico, y se presento en el primer capitulo.

Ahora, si suponemos que my; < 0y maos < 0, entonces a; > 0, a2 > 0,y
(2.31) tiene 2 soluciones puras imaginarias si a;as = ag para algun valor de K,
digamos K = K». Ya que az > 0 en K = K>, existe un intervalo (Ks—¢, Ky +€),
€ > 0, para el cual Ky —e > (. Asi para este intervalo, la ecuacién caracteristica
(2.31) no puede tener raices reales positivas.

Para K = K, tenemos
(y2 +a2)(y+a) =0, (36)

con las raices
Y1 =1 as, Y2 = —1 as, Y3 = —aa. (37)

Al mismo tiempo, para K € (K2 — ¢, K2 + €) las raices tienen la forma
y(K) = a(K) +if(K), y2(K) =a(K)—if(K), ys3(K)=—a(K) (38)

Entonces cuando K pasa por K, tenemos dos valores propios cuya parte real
pasa por cero. Usando la teoria de bifurcacion de Hopf, para mostrar la apari-
cién de una Orbita periddica para K > Ky o K < K, necesitamos verificar la
“condicién de transversabilidad”

da
g /K=K 0 (39)

Esto se verifica en [FR]. En el anélisis del modelo (2.1)-(2.3) usaremos un método
semejante, en particular aprovechamos el criterio de Routh-Hurwitz y después
verificamos la condicién de transversabilidad. Notamos que la teoria de bifurca-
cién de Hopf més refinada que se presento en el primer capitulo puede también
predecir la estabilidad lineal de la érbita periédica. Desde luego este cdlculo es
muy largo, y trataremos de verificar la existencia de oscilaciones estables en
nuestro modelo nimericamente.



Puntos de equilibrio y su
estabilidad

0.1. Propiedades basicas del modelo

Para analizar el modelo tridimensional (2.1)-(2.2) presentado en el capitulo
anterior tratamos primero de simplificarlo reduciendo el nimero de pardmetros
de una manera razonable. La manera mas sencilla de hacer esto es suponer que
los pardmetros de crecimiento, migracién y depredacién son los mismos en cada
hébitat.

Primero, suponemos que el efecto de emigracién de un hébitat a otro es
simetrico, i.e. lo mismo para ambos habitats, y definimos

€ = €1P12 = €2P21-

Adem3ds suponemos que los pardmetros que describen el crecimiento logistico
(gi, ki), la defensa de grupo (8;) y el beneficio de depredacién al depredador
(6;) en los habitats 1 y 2 son los mismos para ambos habitats. Asi, definimos
nuevos pardmetros

B=B1=P2, g=9g1=92, 6=01 =0, K=K =HKa.

También introducimos la nueva variable de tiempo 7, y nuevos parametros p;,
B', u1 definidos por

Tzet: plzga /BI:E7 p’lzﬁ
€ e e
Entonces, las ecuaciones (2.1) - (2.3) se reducen a
dz; T B' 122y
— =p(l— =)+ 20— ——= 1
dr 1Pi( K ) T r 3 e
dxs To B'z122y
-z = 1- == - 2
dr zap1( K )+ 1+ 22 @)



dy 0'B' w110
&=t o, @
Suponemos ademas que
p1 >0, ,3'>0, k>0, wp >0 (4)

De la interpretacién biolégica de los pardmetros este es el caso interesante.

Por la misma razén también nos interesan soluciones que corresponden a
condiciones iniciales positivas. Definiendo el subconjunto

Q+:{($1,$2,Q)ER3Z$1,$2,y>0} (5)

de R? es facil checar que el campo vectorial definido por (3.1)-(3.3) es C*° en Q..
Del teorema de existencia y unicidad para ecuaciones diferenciales, el sistema,
(3.1)-(3.3) tiene entonces solucién local dnica (y C* en t) para cada condicién
inicial en @)4. Para que el modelo de poblaciones sea consistente necesitamos
ademés que trayectorias con condiciones iniciales en Q . sigan en Q 4 para cada
7 > 0 (dentro del intervalo de existencia local). Para ver esto checamos que
en la frontera de Q4 el campo vectorial definido por (3.1)-(3.3) apunta hacia
adentro. Entonces todas las poblaciones que empiezan no negativas siguen no
negativas para cada 7 > 0 (dentro del intervalo de existencia local). (Nota:
podemos mostrar que el tiempo de existencia se puede extender hasta +oo,
pero no hemos mostrado que las soluciones son acotadas).

Las ecuaciones simplificadas (3.1)-(3.3) constituyen un sistema no lineal au-
tonomo, donde x; y z» son las presas en los habitats 1 y 2 respectivamente, y
y representa la poblacién total de depredadores que se alimenta de z; y xo. El

término
Z;

)
en (3.1) y (3.2) modela el crecimiento logistico de las poblaciones z;, i = 1, 2,
con k la capacidad de soporte de ambos habitats, y p; el cociente del porcentaje
neto de nacimientos, muertes y emigracién de una poblacién de presas entre
el inverso de la barrera de emigracién. Los términos z2 en (3.1) y z; en (3.2)
representan la migracién de las presas y los términos

»’Uz'pl(l -

_ Brizay
T + T2

modelan el efecto de depredacién con defensa de grupo. El nimero de depre-
dadores depende de la cantidad de la presas consumidas (multiplicado por un
factor ¢'). La tasa de cambio del nimero de depredadores también incluye el
término —u;y, donde p; es el porcentaje per capita de muertes en la poblacién
de depredadores. Dado que —u; < 0, este término contribuye a la disminucién
de la poblacién de los depredadores
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Notamos también el caso especial donde 8’ = 0 y no hay depredacién: la
poblacién de z1, o satisface dos ecuaciones logisticas acopladas por un término
lineal que representa la emigracién. También el plano y = 0 es invariante bajo
el flujo de (3.1)-(3.3)

Recordamos que un punto zo € R™ es un punto de equilibrio (o punto fijo)
de un sistema si y solo si el campo vectorial evaluado en g es el vector cero. Es
decir zy es un punto de equilibrio del sistema & = f(z) si f(zo) = 0.

0.2. Analisis de Puntos Fijos

Encontramos ahora los estados de equilibrio del sistema (3.1)-(3.3). La esta-
bilidad de cada uno de estos puntos se estudia en la seccién 3.3 de este capitulo.

(i) El primer punto de equilibrio que detectamos es el origen
.%'1:.732:?/20- (6)

Esta solucién corresponde a la extincién de las tres poblaciones.

(ii) Tenemos también puntos de equilibrio en el plano y = 0, i.e. con extincién
del depredador. (Estas soluciones también corresponden a los puntos fijos del
modelo de las dos ecuaciones logisticas acopladas que notamos anteriormente.)



Buscando soluciones de
T T
z1p1(1 — ;1)‘*'372 =0, zopi(1-— ;2)"'»'171 =0 (7)

con x1, z2 > 0, observamos que estas se encuentran en la interseccién de las

paréabolas
x x
m = —op (=), o =—wpi(1- ) (8)

en el cuadrante x1, o > 0. De la simetria de las dos expresiones bajo sustitucién
de z; por x5 y viceversa, las dos pardbolas son simetricas bajo refleccién por el
eje x5 = x1. Las dos pardbolas también intersectan el eje, y buscando soluciones
de (3.7) con z1 = x5, encontramos las soluciones

1 1
z1=k(l4+—), z2=k(l+—), y=0. (9)

n Y41
Otra solucién es la trivial (z1 = 22 = y = 0), y podemos checar que las demds
intersecciones de las dos pardbolas estan fuera del cuadrante positivo. Las in-
tersecciones de las dos pardbolas se ven en Figura 3.1 (donde hemos usado
(iii) Buscamos ahora puntos fijos con z1, z2, y # 0, i.e donde las tres pobla-
ciones pueden subsistir manteniendose en un equilibrio. Son estos los estados de

equilibrio que m4és nos interesa andlizar.

Proposicién 0.1. (a) Sea (z1, x2, y) un punto fijo de (3.1)-(3.8) con 1, x4,
y # 0. Entonces

z+1
r1 = % (10)

w1 (Z+1)
Ty = 75',3'1’ (11)

14z _pmm@E+1) 1
T (pl P A (12)
donde T se define
F="1 (13)
Z2

y ademds es una raiz del polinomio cibico

P(Z) = piyn®° + (8'8'k — §'B'kp1 + p1p )T + (6'B'kpr — 1y — 8'B'K)T — prpun.-
(14)
(b) Sea T una solucion de la ecuacién P(x) = 0, con P como en (3.14).

Entonces los puntos (z1, ©2, y) definidos por (3.10)-(3.12) son puntos fijos del
sistema (3.1)-(3.3).
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Notamos que la parte (a) es una condicién suficiente para que un punto
(z1,%2,y) con x1, T2, y # 0 sea un punto fijo de (3.1)-(3.3). Entonces, el sistema
tiene un maximo de tres puntos fijos. De la parte (b) el ndmero de punto fijos
depende del numero de raices del polinomio P. Tenemos que checar que estas
definen x1, x2, y positivos.

Demostracion de Proposicién 3.1: (a) Primero usamos (3.3). De

dy ' B'x1mo
2 — (= T Yy =0 15
Y= (w4 Sy, (15)
con y # 0 necesitamos que
&' B ryxo w1 (21 + z2)
T1 + T2 = h12 o' (16)
Usando x5 # 0,
_ (@ t@)  m(E4+1) __ T
z = i T con 7=~ (17)
Usando (3.15) otra vez (y 1 # 0) tenemos ademads
pi(zr +x2) m(Z+1) I 31
T2 = (5’,3’1'1 = 6Iﬂli' , con T = 33'_2 (18)
Hemos obtenido entonces (3.10), (3.11).
e (3.1), necesitamos que
dxq T B'ri122y
dr z1pi( n)+$2 1+ 22 (19)
y entonces que
1 1
+w(p1 v ), con I = i—l (20)
2

Notamos que expresando z; como funcién de Z via (3.16) obtenemos (3.11). De
la misma manera, de (3.2) necesitamos que

dzs To B'r1z2y
dr 2pi( K )+ T1 + T2 (21)
y entonces
1 + T P1T2 | _ _ T
(pl +Z), con F=—. (22)
T2

Hemos logrado entonces expresar las soluciones en términos de = ;—;, pero
tenemos dos expresiones para y.



Comparando ahora (3.20) y (3.22) la condicién para que estas dos expresio-
nes sean consistentes es que

1. 147 2
A+3) - 2a+ )= —Z(p - B2 4 7) (23)
K X X
1 7
= i:(1+a‘:)(p1—%f1+g)=(1+3—7)(p1—1%+f) (24)
<=>a_:p—plulf(f+1)+1=p—p—lulL-'- ) 1z (25)
17T V"TK

donde K = §'3'k. Entonces

Kz’py —pym K222+ 1)+ Kz Kipy —piuKz(z + 1) + K22
K - K% (26)

<~ Ki’py —pimz*(@+1)+ Kz = Kipi —piu (T +1) + K2* (27)
= K&’pi —pim —pyuz’ + K% = Kipy — pyn® — pyu + KZ° (28)
= puz*+ K> -~ K&’p1 +p1@° + KZp1 —p1u — KZ—piun =0, (29)
que es la ecuacién P(Z) = 0 con el polinomio P definido en (3.14).

(b) Sea T una raiz del polinomio P de (3.14), y sean x1, x2 dados por (3.10),
(3.11) respectivamente. Entonces
_
T=—.
Z2
Ademas, siguiendo los pasos que usamos para llegar a (3.16), (3.17) hacia atras,
encontramos que con estos z, xa la parte derecha de (3.3) es cero.

También, de (3.28), T una raiz del polinomio P implica que las dos definicio-
nes de y en (3.20) y (3.22) son compatibles. Con esta definiciones de y y con 1,
z2 dados por (3.10), (3.11) respectivamente observamos que las partes derechas
de (3.1) y (3.2) son también cero.

Entonces, (3.10)-(3.12) con T una raiz del polinomio P definen puntos fijos
del sistema (3.1)-(3.3).

De la interpretacién del sistema (3.1)-(3.3), los puntos fijos aceptables son
los que corresponden a raices de P(Z) de (3.13) que son estrictamente positivas.
De (3.10),(3.11) tales Z nos dan z1, z2 positivas.

Encontramos ahora las soluciones de la ecuacién cibica. Observamos que
Z = 1 es una raiz real y positiva de P(Z). Con esto podemos factorizar P(Z)
como

P(Z) =pip (& —1)(Z* + bz + 1) (30)

donde

(I-p1) +2. (31)
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La ecuacién cuadrética tiene soluciones reales para
b€ (—o00,—-2]U[2,00).
Para tales b las soluciones son

z= %(—bi Vb2 — 4).

Para b > 2 son ambas negativas y para b < —2 son ambas positivas.

Entonces, la ecuacién cibica P(Z) = 0 tiene tres soluciones aceptables solo
si b < —2, es decir

0Bk
(p1—1) >4
P11
Para b < —2 las tres soluciones son distintas. Notamos que en el caso b = —2

tenemos la solucién triple z = 1.

0.3. Estabilidad lineal de los equilibrios

Un punto de equilibrio zq de & = f(x) se llama hiperbdlico si todos los
valores propios de la matriz jacobiana D f(x,) tienen parte real distinta de cero.
Si todos los valores propios en un punto de equilibrio de un sistema tienen parte
real negativa, entonces el punto es llamado nodo estable y si todos los valores
propios tienen parte real positiva, el punto es llamado nodo inestable. Si los
valores propios del punto de equilibrio son imaginarios puros, el punto es no
hiperbdlico y se llama centro.

Nuestro modelo es un sistema de ecuaciones no lineales, y un primer paso
en el estudio del comportamiento de una ecuacién no lineal cerca a un punto de
equilibrio, es el andlisis del sistema linealizado.

El comportamiento no lineal de un sistema & = f(x) cerca de un punto de
equilibrio hiperbdlico ¢ esta cualitativamente determinado por el sistema lineal
Z = Az donde A es la matriz A = D f(xg). La funcién lineal Az = D f(xq)z se
llama la parte lineal de f en xy.

El sistema & = Az con la matriz A = D f(xq) se llama la linealizacion de
z = f(z) en xo.

Si g = 0 es un punto de equilibrio de & = f(z), entonces f(0) = 0 y si
usamos el Teorema de Taylor, podemos decir que la funcién lineal D f(xo)x
es una buena aproximacién para la funcién no lineal f(z) cerca de z = 0y
es razonable esperar que el comportamiento del sistema no lineal cercano al
punto de equilibrio serd aproximado por el comportamiento de su linealizacién
enz = 0.

En nuestro problema denotamos la parte derecha de (3.1)-(3-3) por f.

(i) Primero consideramos la linealizacién de (3.1)-(3.3) alrededor del punto
de equilibrio trivial g = (21, z2,y) = (0,0, 0). Tenemos que



p 1 0
A= Df(zo) = (1 o0 ) (32)
0 0 —m

Encontremos ahora los valores propios de esta matriz. Tenemos que resolver
la ecuacién

det(A — M) =0 (33)
< (p1 = NP1 —A)(—p1 = A) = (—p1 = A) =0 (34)
= (P - N (= A)—(—p—A) =0 (35)
= (m+ NP -N?>-1=0. (36)
Entonces
A=—p, p—1, pi+1L (37)

Dado que p;, 1 > 0, tendremos siempre por lo menos un valor propio real
positivo y el estado de equilibrio trivial es linealmente inestable. Para p; > 1
tenemos dos direcciones inestables.

(ii) Sea zo la solucién de (3.8). Tenemos que zg = (¢, x,0) con z = k(1 + p%)
La linealizacién alrededor de zg es

n(l-%) 1 —Le
A=Df@)=| 1 ma-2) - (38)
0 0 —p1 + g g £
Sean ) g 55
x T x
a=p( n)’ b 5 ¢ m+ 5 (39)
Tenemos que
det(A—A) =0 < (c=N)[(a—AN*-1]=0 (40)
y los valores propios son
88w 8B 1
A=c w1+ 2 M1+ 2/‘-?( +p1) (41)
y
2x
)\za:tl:pl(l—:)i1=—p1+2:t1. (42)
Entonces, de (3.41) y (3.42) sip; >3y
&'p 1
> k(l+ — 43
p > SR+ ) (13)

el punto fijo serd estable.



0.3 Estabilidad lineal de los equilibrios 9

25

151 b

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Figura 3.2

Algunos ejemplos de este criterio se ven en las figuras. En ambas figuras
hemos usado los valores py = kK = ' = §' = 1.0, entonces

g 1
1+—)=1.0
2 K( Pl)

Para estos valores el punto fijo g tiene componentes z; = 2.0, zo = 2.0 ,
y = 0.0.

En la figura 3.2 usamos p1 = 1.2, y segin (3.41), (3.43) el punto fijo es
estable. En la figura vemos que las trayectorias que empiezan en z; = 2.2,
zo = 1.8, y = 0.2 convergen rapidamente al punto fijo z¢ para ¢ grande.

Por otro lado, en la figura 3.3 tenemos p1 = 0.8, y segun (3.41), (3.43) el
punto fijo xg es inestable. En la figura vemos que las trayectorias que empiezan
en r; = 2.2, x5 = 1.8, y = 0.2 se alejan del punto zg pero convergen a otro
punto fijo con componentes 1 = 1.6, x5 = 1.6 , y = 0.8. Este es un punto foco
de tipo (iii).

(iii) Sea zg = (x1, z2,y) una de las soluciones de (3.10)-(3.12). La linealiza-
cién alrededor de zg es la matriz
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Figura 3.3
_ _9 _
R N o -
iz v A
A =Df(zo) = 1— o Eul = =
By 382y 0
(1+2)2 (1+z)?
La ecuacién caracteristica de la linealizacién es
det(A— X)) =0 < X+ a1 X’ +ar+a3=0
donde
a; = -L-M
as = ML+ Q3* — (A-1)(Az* - 1)+ Q
as = —MQz? +Q(1 — AZ?) + Q(1 — A)z% — QL
L="P"_ 34 Ag,

K

(45)

(46)

(47)

(48)

(49)
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M=—""——+47 (50)
5’BIA.Z'1
@ 1+2z (51)
By
A= (1+z)2 (52)

Primero tenemos algunos resultados sobre la estabilidad del punto fijo que
corresponde a la solucién T = 1 de la ecuacién cubica.

Proposicién 0.2. Sea un punto fijo vo = (x1,%2,y) de (3.1)-(3.3) dado por
(3.10)-(3.12) con T = 1. Supongamos ademds que

A<1 (53)
(con la notacidn de arriba) y que
0'B'k
—1)>4. 54
1> 659

Entonces las soluciones de la ecuacion caracteristica (3.45) tienen parte real
negativa y xo es asintoticamente linealmente estable

Demostracion de Proposicion 3.2: Usaremos los criterios de Routh - Hurt-
witz. En particular, tenemos que los valores propios de la matriz A de (3.44)
tienen parte real negativa si y solo si

a1 >0, a3>0, aiax > as, (55)

i.e. con las definiciones de (3.45)-(3.52) Para demostrar la proposicién es sufi-
ciente entonces checar que a1, az, a1as — az SOn positivos.

Para a;, T =1y (3.10)-(3.11) y las definiciones arriba nos dan

I =M= —p127

- (1-4), (56)

y de la suposicién A < 1 tenemos que L =M <0, a3 =—2L > 0.
Para a3, T =1y (3.10)-(3.11) y las definiciones arriba nos dan
a3 =—MQ +2Q(1— A)— QL= —-2Q(—L+ (1 A)). (57)

De —L, 1 — A > 0 es suficiente checar que @Q > 0. De T = 1, las definiciones de
arriba, y (3.10)-(3.12) tenemos que

5Iﬂl . 5/(5/)2
5 An =%

Q= yx1 (58)
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con
241 2p1

= 6/[3[ K/élﬂl
La segunda condicién de la proposicién implica precisamente y > 0. Entonces
Q>0ya3z>0.

Para ajas —as, primero notamos que de T = 1 y de las definiciones anteriores
tenemos

>0) y=p1+

2.2
—pix p1T
—ML = ,(0121+21l~61(141—1)—(141—1)2 (60)
y entonces
222 -
ML+ (A-1 =B 9P 4 1) <o (61)
K K

porz; >0, A< 1.
Ahora, de las definiciones anteriores,
ajas — az = (62)
—~(L+M)(ML+Q—-(A-1*+Q) - (-MQ+2Q(1-A4) - QL)  (63)
=(L+M)[-ML+ (A—-1)?] —Q[L+ M +2(1 — A)]. (64)
De T =1y (3.60) tenemos que
L+M=2L<0, —ML+(A-1)*><0, (65)
ademads de los argumentos anteriores y las definiciones de L, M

Q>0, L+M+2(1—A4)=2[L+(1—A)= _27/';15’1 <0, (66)

Entonces, de (3.62)-(3.64) tenemos de inmediato ajas — az > 0.

0.4. Analisis de la Bifurcacién de Hopf

An3lizaremos ahora la posibilidad de la existencia de bifurcaciones de Hopf
para el punto fijo o = (z1,z2,y) de la Proposicién 3.1 que corresponde a T = 1.
El primer paso serd buscar puntos en el espacio de los pardmetros para los
cuales la ecuacién caracteristica (3.45) de la linealizacién alrededor de zq tiene
dos soluciones imaginarias y una con parte real negativa. Dados estos puntos en
el espacio de los pardmetros podemos examinar la posibilidad de bifurcaciones
para curvas uniparametricas que pasan por ellos. Para simplificar la situacién
aqui solo vamos a variar el pardmetro k.

Primero notamos por la Proposicién 3.2, que para soluciones con A < 1 los
valores propios de la linealizacion alrededor de x( tienen parte real negativa.
Entonces solo tiene sentido buscar para soluciones y puntos en el espacio de los
parametros para los cuales A > 1.
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Proposicién 0.3. Sea el punto fijo xo = (x1,22,y) de (3.1)-(3.3) que corres-
ponde a (3.10)-(3.12) con T =1 y que ademds satisface

A>1 (67)

Supongamos ademds que
i+ (o1 — 1) = pipn — 341 >0, (68)
w1+ 5p1 > 0. (69)

Entonces existen dos valores de k > 0 para los cuales la linealizacion alrededor
de z¢ tiene dos valores propios imaginarios conjugados y un valor propio con
parte real negativa.

Observacion 0.4. Los dos valores de k de la proposicion dependen de py, p,

&, yp.

Demostracion de Proposicion 3.3: De los criterios de Ruth-Hurwitz la ecua-
cién caracteristica (3.45) tiene 2 raices puras imaginarias si y solo si ajas = as
para algin valor de k ( digamos k = ). Usando (3.45)-(3.49)

aijas —as = (A—l—L)[Q1A+2L(A—1+L)] (70)
con
Q1 =08'p'z:. (71)
De (3.48) y T =1, (3.11) tenemos
A—1—L=—I%>o. (72)

Entonces necesitamos encontrar soluciones de

Q1A +2L(A—1+1L)=0. (73)
De (3.52) tenemos
By
A= —— 4
(1+1)2’ (74)
ademds de la expresién (3.20)
_ 1+z P1 1
Y= 3 (p1 Hm1+,’i') (75)
conT = 1, ;1 = 22 nos dan
1 1
A=Z(p - BFE +1) = 50 — 3 + 1), (76)

Usando la exprecién para A, y la definicién de L en (3.49) con T = 1 tenemos

— Dy T — Dy T —p1 - T 1
I = plmz_j_}_Aj: p1$2_1+A: P1$2_1+&_p1$2+ 7
K K K 2 2K 2



14

y asi obtenemos
_3mzs Py

1
L= —
2Kk 2 2 (77)
De la misma manera obtenemos
2
(A-1+1)=p - P2 1 (78)
’ §'B'zs P1
QlA = 2 (pl - —.CE'Q + ].) (79)
K
Con estas expresiones calculamos
Q1A+2L(A-1+1L)= (80)

8B §'Ba3py  &'B'my  Spimy  6pial | Spix
Bwapr _ 8'B'wopr  0'B'wa _ Spize | bpimp p;2+p§—2p1+1(81)

2 2K 2 K K2
Dado que nos interesa el caso k > 0 tenemos que

QA+2L(A—14+L)=0 < 26°[QA+2L(A—-1+L0)]=0 < (82)

8' B wop1 k28" B x2p1 k40" B 2ok —10p22? k+12p2 22 +10p1 2o k+2p2 K2 —4p1 K2 42K% = 0

(83)
Sustituyendo Z20'8" = 2u; tenemos finalmente
ajas —az = 0 (84)
es equivalente a
ak’ +bk+c=0 (85)

con
a=p(p1+1)+ (p1 — 1)%, b= —upizs — 5p1(p1 — 1)z2, c=6piz3. (86)

Vemos que tenemos una ecuacién cuadratica para k. Las soluciénes dependeran
de p1, p1, 8" y B’ (usando también la expresién (3.11) para z»).

Primero, para tener raices reales, necesitamos
b* —dac = 1 + (p1 — 1)* + p1 (10ps — 10 — 24p; — 24) > 0. (87)

Esta es precisamente la condicién (3.68).
Ademads queremos que por lo menos una de las raices sea positiva. Notamos
que el producto de las raices es
_ 6pia3
a pa(pr+1)+ (pr—1)2

Checamos que si b < 0 ambas raices son positivas. Pero esta es la condicién
(3.68). O

o

>0 (88)



0.4 Analisis de la Bifurcacién de Hopf 15

Sea ahora kK = K uno de los valores del pardmetro k en la proposicién an-
terior. Queremos examinar si variando k en una vecindad de & se obtiene una
bifurcacién de Hopf. Notamos que para algin € > 0 para el cual K —e > 0, existe
una vecindad de &, digamos (K — €, K+ €) en la cual la ecuacién caracteristica no
puede tener raices positivas reales. Para k = K, la ecuacién caracteristica (3.45)
se reduce a

(A +az2)(A+a1) =0 (89)
y las raices son
/\1 = 2\/@, )\2 = —i\/@, )\3 = —ax. (90)

(checar signos) Escribimos las raices en la forma

A (k) = p(k) +ig(k)
Az(k) = p(r) — ig(k) (91)
A3(k) = —ai(K)

con p, q, a; reales. Para aplicar el teorema de la bifurcacién de Hopf, nece-
sitamos verificar la condicién de transversabilidad

dp
%lnzfc #0 (92)

Para verificar esta condicién primero sustituimos A;(k) = p(k) + ig(k) en la
ecuacién caracteristica (3.45), obteniendo

(p(k) +iq(k))® + a1 (p(k) +iq(k))? + asp(k) + azig(k) + az =0 <> (93)

p® —3pg® + a1p® — 1@’ + asp+ a3 + i (3p’q — ¢ + 2a1pg + azq) =0.  (94)

Tomamos ahora la derivada respecto a k. La parte real nos da
P’ (3P + 2a1p + a2 — 3¢%) + ¢’ (—=6pq — 2a1q) = —a1p® + atq® — ahp — as (95)
y la parte imaginaria nos da
P (6pg + 2a1q) + ¢' (3p” + 2a1p — 3¢” + a2) = —2a,q — a4q (96)

Evaluando p y ¢ en kK = k obtenemos respectivamente el sistema,

d _ d _ _

(=337 + a2) + 2L (~20@) = 0l — df (97)
d _ d _ _
T2ma) + (=33 +az) = —abd). (98)

donde a1, az y a3 son también funciones de k (evaluadas en k = §).

Resolviendo el sistema lineal j—i(ﬁ) y g—Z(E), obtenemos



Conclusiones

Hemos analizado un modelo sencillo que describe la interaccién entre una
especie depredadora y una especie presa que se encuentra en gran cantidad, la
presa vive en dos habitats y muestra una defensa de grupo contra el depredador
siendo mas efectiva en el hébitat donde hay un mayor ntimero de presas. El
depredador puede alimentarse en ambos habitats pero es de esperarse que prefi-
erd alimentarse en el habitat donde exista una menor cantidad de presas ya que
la defensa de grupo del hébitat con menor cantidad de individuos serd menor.

Hicimos un analisis de estabilidad para el punto de equilibrio en donde se
extinguen ambas poblaciones asi como para el punto de equilibrio en el que se
extingue el depredador y por ultimo un andlisis de estabilidad para el punto
de equilibrio en donde ambas especies sobreviven e interactuan. El punto de
equilibrio cero siempre es inestable, mientras que el punto de equilibrio con
extincién del depredador es estable, para un rango de los parametros ya que
fuera de este rango hay inestabilidad. Para el punto de equilibrio distinto de
cero encontramos una condicién de umbral k para la respuesta del depredador
hacia la presa, si esta condicién es lo suficientemente grande en comparacion al
tamano del inverso de la barrera, entonces tendremos un cambio de estabilidad
en la solucién de equilibrio que nos lleva a una Bifurcacién de Hopf.Esto ocurre
en el caso en que A = 1.

Si A < 1 entonces el sistema evoluciono hacia un estado estable. Si A > 1y
k > K el punto de equilibrio se desestabilizo y surgieron érbitas periddicas por
medio de bifurcacion de Hopf.

La bifurcaciéon de Hopf nos ayudo a encontrar una region de inestabilidad
en una vecindad del punto de equilibrio donde coexisten las especies y en el que
las poblaciones sobreviven bajo fluctuaciones regulares.

Numericamente hemos demostrado que si enriquecemos la capacidad de so-
porte de la presa lo suficiente, esto puede causar una desestabilizacién en el equi-
librio lo que provoca que surgan oscilaciones y las poblaciones de las especies
fluctuen. De esta manera le damos validez a la llamada “paradoja de Rosen-
zweig” en la parte que refiere a la desestabilizacién de un equilibrio, mientras
que la parte que refiere a la extincion del depredador de la paradoja no es valida
para el sistema que hemos analizado.
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