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Resumen

En este trabajo consideraremos un estudio completo de una clase de ecuacio-
nes de Schrodinger con potencial y con nolinealidades no locales. Este tipo
de ecuaciones tienen aplicaciones en la fisica mesoscopica y en modelos de
estructura molecular. Estudiaremos con detalle el problema de Cauchy i.e.
el problema de valores iniciales de este tipo de ecuaciones. En particular,
estudiaremos la existencia y unicidad de soluciones locales asi como globales,
la dependencia continua en los datos iniciales y el problema de regularidad.
Para este tipo de problema no consideraremos restricciones en el crecimiento
de la parte positiva del potencial.

También vamos a considerar el estudio del problema de dispersién en el
caso en el que nuestros potenciales decrecen en el infinito. Construiremos
entonces un operador de dispersién y mas atin daremos un método para
la reconstruccién unica del potencial a partir de considerar el limite para
amplitudes pequenas del operador de dispersiéon. En el caso particular del
capacitor cuantico, serd posible recuperar todos los parametros fisicos que

caracterizan al sistema.



Capitulo 1

Introduccion

Las ecuaciones que Schrodinger con potencial y con no linearidades no
locales concentradas en una region especifica del espacio son utilizadas para
modelar algunos interesantes problemas fisicos, en particular en problemas
de fisica mesoscopica. En [13], [12], [23], [22], [24]se introduce una ecuacién
de Schrodinger para modelar un capacitor cuantico. Haciendo varias consi-

deraciones la ecuacion a la que se llega, para describir el sistema, es:

) h o?

donde z,t € R, h es la constante de Planck, m masa del electrén, a es % (e

es la carga del electrén y C' define la capacidad del condensador), Q[u] es la

carga total del condensador:
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Qlu] = /bc\u(x,tﬂ?dx, (1.2)

y V() es el potencial exterior de la doble barrera V' (x) = Vo (X[ap)+X[ed)s @ <
b<c<d(para A CR, x4 es la funcién caracteristica de A).

En [13], [23] los autores dan la descripcién del sistema fisico que des-
cribe la ecuacién (1.1): este consiste en una nube de electrones moviéndose
dentro de una doble barrera potencial electronica. La regién confinada entre
estas barreras actua como un condensador (capacitor) cuya energia cambia
en funcién a la carga electrénica atrapada adentro. Los autores del articulo
justifican la localizacién de la interaccién por la existencia de estados de re-
sonancia que permiten el confinamiento de la particula en un tiempo largo
dentro de la doble barrera y con ello se garantiza la acumulacién de car-
ga. En [13] los autores trabajan con la ecuacién mediante una consideracién
adiabatica que permite ver al modelo como un sistema de ecuaciones ordina-
rias y se presentan simulaciones numeéricas.

En el caso que nosotros vamos a considerar tomaremos una generalizacién

de (1.1) a saber:

2
iﬁ%u(x, t) = [ - % FV(2) + A(Vi(2)u, u)Vg(aj)]u({E, £,  (L3)
donde % = 1, (-,-) es el producto interior en L? y A es una constante

compleja. Consideraremos ademas que V, V; € Z, i = 1,2 (la determinacion
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de las Z estard dada dependiendo del caso en el que estemos trabajando). La
ecuacién (1.1) se recupera de (1.3) considerando V' (z) = Vo(X[a5+X[e,)), @ <
b<c<d; Vi=Vo=xpg€L!, 1<qg<oc0y=a.

En el caso en el que V' es una doble barrera, V; = V5 son potenciales reales
v A € R la ecuacién ha sido bien estudiada como modelo de estructuras
moleculares (por ejemplo: moléculas piramidales). Se puede consultar por
ejemplo [7], [0], [11], [10], [29], [25], [27].

En el trabajo que se presenta a continuacién se estudia de forma detallada

a la ecuacién (1.3). La forma en como se presenta es la siguiente:

» En la primera parte se abordara el estudio del problema de Cauchy
de (1.3) para una clase de potenciales V' cuya parte positiva puede di-
verger al infinito. Se considerard primero el problema de existencia y
unicidad de soluciones locales y también el de dependencia continua
para datos iniciales en L? =: H?, Hé y en ’Hé. (Estos ltimos dos es-
pacios serén definidos en la seccién 2) Més ain se resolverd el problema
de regularidad de las soluciones y el de globalizacién de las soluciones

locales.

= En una segunda parte se desarrollard el estudio del problema de dis-
persion directo e inverso de (1.3) esto es: se resuelve el problema de
existencia y unicidad de las soluciones de (1.3) que cumplen un com-
portamiento asintético especifico y dado que con ello se garantiza la

existencia del operador de dispersién (no lineal) se da un método para
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reconstruir, a partir de €él, el potencial y la constante de acoplamiento

A

Todos los resultados originales contenidos en esta tesis fueron publicados

en el articulo de Sandoval-Romero y Weder [30].



Capitulo 2

Motivacion del problema

Antes de entrar de lleno al problema matematico vamos a ahondar, en

esta seccidn, en torno a las aplicaciones de nuestra clase de ecuaciones (1.3).

2.1. La motivacion fisica

Una descripcién completa de esta motivacién puede ser hallada en [13].

La interaccion entre electrones puede jugar un papel crucial en las pro-
piedades de transporte eléctrico en sistemas mesoscopicos. Como un ejemplo
consideremos una nube de electrones moviéndose a lo largo de una estruc-
tura heterogenea de doble barrera en donde la region del espacio confinada
dentro de las barreras actua como un capacitor (condensador) cuya energia
cambia de acuerdo a la carga electrénica confinada adentro. La localizacién

de la interaccion se encuentra justificada por la existencia de un estado de
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resonancia que permite un tiempo (largo) de viaje de los electrones a lo largo
de la doble barrera y por tanto permite la acumulacién de carga.
La evolucién del sistema puede ser escrita en términos del operador anti-

conmutativo asociado a la nube electrénica:

nlu= |- P AV + / ﬁwﬁ,w@(ﬁ,wdr
donde V(z) = Vo(X[ap + X)), con a < b < ¢ < d € R, depende solo de
la coordenada x ortogonal a las interfaces. En [13] se asume un desacopla-
miento entre los grados de libertad paralelos y ortogonales a las interfaces y
se establece una descripcion aproximada en términos de la ecuacion de Har-
tree para una funcién de onda de una particula que depende solamente de

la coordenada ortogonal. En un sentido mas preciso, esto quiere decir que se

factoriza el campo principal de una particula de la siguiente forma:

\11(77, t) = <\ff(77, 1)) ~ u(x,t)qﬁ(y,z)e%E”t, (2.2)

en donde (...) es el valor de expectacién del estado del sistema de n cuerpos
al tiempo t. ¢(y, z) es la solucién de la ecuaciéon de Schrodinger para una
particula libre en el plano paralelo a las interfaces (yz) y normalizada a
uno. Solo se considera el término de interaccion efectivo adentro de la doble

barrera [b, c| y se aproxima mediante la expresion:
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2 -
/ e, Pl 227 =~ aQulxpa. (2.3)

€|7 — 1|
la constante a es % donde C es la constante que queda como resultado de
integrar en el plano yz y de tomar el promedio del potencial en el ancho de las

paredes de la doble barrera. Dimensionalmente hablando C' es la capacidad

de la doble barrera. Por otro lado,

Qlu] = /bc |u(z,t)|*dz (2.4)

es la carga adimesional atrapada en [b, ¢| al tiempo ¢. Con todas las conside-

raciones hechas anteriormente concluimos que (2.2) queda como,

0 h 0?
ih—u(z,1) = [ — 55 T V(@) + OZQ[U]X[b,c]]u(x’ t), (2.5)

dicha ecuacién describe la dinamica del capacitor. Se debe dar una condicién
inicial, u(z,0). En el caso del articulo de [13] la condicién que se da es la
de suponer que u(z,0) es un paquete de onda Gaussiano moviendose en la
direccién de la doble barrera y originalmente colocado lejos de la barrera
[b,c], esto es @ ~ 0 ent = 0.

Debemos de notar que (2.5) tiene dos cantidades que se conservan, a

saber:
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» i) El nimero de particulas

N = /OO u(z, t)u(x, t)d z, (2.6)

» ii) La energia del sistema

E:/_OO u(x,t)[ e +V(a:)]u(1:,t)dx+%a@[u]2. (2.7)

.  2mda?

La principal caracteristica de la ecuaciéon (2.5) es que la nolinealidad esta
concentrada solo en la regién donde el estado resonante del sistema esta loca-
lizado. Este tipo de ecuaciones nolineales es el prototipo de ciertas ecuaciones
no lineales que son utilizadas para modelar varias situaciones fisicas comunes
en la fisica mesoscopica.

En [13] se muestra que conforme se de la evolucién de las soluciones en
intervalos de tiempo finito es posible usar una teoria adiabdtica que simplifica
enormemente el problema. De esta forma es posible reformular el problema
en términos de un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias describiendo
la evolucién en regiones nolineales, acoplado (débilmente) a un sistema de
ecuaciones de Schrodinger estandar de describe la propagacion en las regiones
lineales. De esta forma los autores de [13] se centran en dar simulaciones

numéricas pero sin resolver el problema analitico.
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2.2. La motivaciéon quimica

Ahora hablaremos de otro caso particular de nuestra clase de ecuaciones
(1.3) que tiene aplicaciénes en modelos de estructura molecular. Para una
descripcién completa se pueden consultar [7], [6], [11], [10], [29], [28], [27].

Consideremos la siguiente ecuacién de Schrodinger no lineal dependiente
del tiempo,

ihgw = —h—2A@/J +V(z)y + €|y e €R, (2.8)
ot 2m
donde A = Zle (%, d > 1y V esuna doble barrera potencial. Esta ecuacion
ha tomado relevancia pues ha sido propuesta como modelo de moléculas
chirales [23].

El término chiral esta esociado a un objeto que no puede superponerse
a su imagen especular. La imagen especular de un objeto (bidimensional o
tridimensional) es la imagen virtual formada por la reflexién de la imagen
original en un espejo plano; se trata de una figura virtual del tamano de
la original. Matematicamente hablando se trata de una transformacién que
lo que hace es cambiar el signo de uno de los ejes coordenados. Debemos
mencionar, ademas, que la imagen especular de un objeto es la misma no
importando la orientacién del espejo pues en la definicién de imagen espe-
cular se considera que dos imagenes especulares son equivalentes si existe
una transformacién afin que lleve a una en la otra. En quimica este término

esta relacionado con estructuras moleculares y el estudio relacionado a este
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I

\Br Br( C\<
F F

H = C H

Figura 2.1: Los enantiometros del bromoclorofluorometano. La figura a la
derecha es la imagen original (la molécula del bromoclorofluorometano) y la
figura a la izquierda es la imagen especular de la original.

fenémeno es un area muy activa.

Una molécula es chiral cuando no puede ser superpuesta con respecto a su
imagen especular. (por superposicién se entiende que la imagen original no
puede transformarse en la especular inicamente mediante rotaciones y trans-
laciones) (Ver figura 2.1). Cuando se tiene las imédgen original y la especular
de la molécula decimos que tenemos los enantiometros de la molécula. La
propiedad de chilaridad en las moléculas es de suma importancia pues tiene
aplicaciones del esteroquimica, quimica organica e inorganica, fisica quimica
y en bioquimica.

El término de chilaridad se refiere a no poder superponer imagenes es-
peculares y se distingue de aquellas imagénes especulares que si pueden ser
superpuestas (e.g. la letra “A”). El ejemplo més comiin y sencillo de imagénes
especulares que no se pueden superponer son nuestras manos izquierda y de-

recha: no importa como sean orientadas una con respecto a la otra no es
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posible alinear la mano derecha con la izquierda.

Es la simetria de una molécula (o de cualquier otro objeto) lo que deter-
mina si es chiral o no. Una figura es achiral (no chiral) si y sélo si la figura
es invariante bajo una isometria que invierte la orientacién. (En geometria
Euclidiana una isometria se puede escribir como v — Awv+b, donde A es una
matriz ortogonal de determinante 1 y b es un vector en el espacio corres-
pondiente. Si el determinante de A es —1 decimos que la isometria invierte
orientacion y si el determinante es +1 entonces decimos que la orientacion se
preserva.)

Regresando al problema (2.8), en [28] considerando el limite semiclésico,
asumiendo d = 1 y otras generalidades la doble barrera potencial, se obtiene
el comportamiento asintético de la solucién 1 con una estimacion precisa
del error. También en dicho trabajo el autor demuestra que el fenémeno
pulsante entre las dos barreras de un estado inicialmente compuesto por los
dos eigenestados mas bajos desaparece conforme la nolinealidad incrementa.

Un estudio similar al que se desarrollé en [28] se puede encontrar en [10)]
en el que la parte no lineal esta dada por €(i,¥)ht y h es una funcién impar
dada. De forma explicita la ecuacién de Schrodinger que se estudia es la
siguiente:

) 12
it = —o A+ V(@)g +e(, hp)hp e €R. (2.9)

Debemos notar que nuestra clase de ecuaciones de Schrodinger (1.3) tiene
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como caso particular el tipo de nolinealidades considerados en (2.9) con la
diferencia de que este trabajo se ha dedicado enteramente ha estudiar las

soluciones analiticas del problema.



Capitulo 3

Problema de Cauchy para
potenciales localmente
acotados. Problema de
Regularidad y Problema de

soluciones globales.

En esta seccién abarcaremos el estudio de (1.3) y resolveremos el problema
de existencia y unicidad de soluciones ademas de el de dependencia continua
con respecto al valor inicial; pero aun mas consideraremos el problema de

regularidad de las soluciones y el de globalizacién de las soluciones locales.

13
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Consideremos la ecuacién de Schrodinger no lineal con potencial (1.3),

con condiciones iniciales,

2

i%u(x, t) = —@u(x, t) + V(z)u(z,t) + (Vi(z)u, u)Va(z)u, (3.1)

con u(x,0) = ¢,

a donde hemos incorporado la constante A en V5, pues en esta seccion A no
es relevante. El potencial V' (z) es independiente del tiempo; consideraremos

potenciales del siguiente tipo:

Vi=Vs+ViconV; €L, (R), j=34, V3 >0, (32)
x+1
sup [ [Vilw)l dy < . (3.3)
TE x

Designaremos @ := v/V3 y a D(Q) como el dominio en L? del operador
de multiplicacién Q.
La ecuacién (3.3) implica que (Vj, -) es una forma cuadrética relativamen-

te acotada respecto a Hy con cota relativa cero de este modo,

|(Vag, 9)] < ell@'lI72 + Kl o] L2 (3.4)

Para la demostracién de este resultado se utiliza primero lo siguiente:
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para cualquier ¢ € H', n € Z y para toda z,y € [n,n + 1] se tiene que,

@) — |6(y)P = / '(6(2)8(2))d = = 2Re / L o) F N = <

Yy - n+1 n+1
[ HeelEEas<s [ werda s [ e

(En donde aplicamos la desigualdad 2ab < da? + %b2). Por el teorema del

valor medio podemos escojer una y € [n,n + 1] tal que,

o) < / o)z,

de este modo,

\sb(x)l?gé/n |¢'(z>|2dz+<1+§>/" 62 2.

n

Multiplicando por |Vy(z)|?, integrando (sobre x) de n a n+ 1y considerando

que sup,cp f;ﬂ \Vi(y)|dy = C se tiene que:

n+1

[ wlewraecs [ e@passcae ) [T 0P

n n

n+1

Tomando § lo suficientemente pequena para que C'é = ¢ y dado que la recta
real es la unién de intervalos de longitud 1, si consideramos la suma sobre
todo Z obtendremos el resultado.

Sabemos que la forma cuadratica,
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M) = (ot o) + (Vi g), (3.5)

con dominio D(h) = H! N D(Q), ' es cerrada y acotada por debajo.

En efecto, sea {¢,} una sucesién en el dominio de h, Dom(h), {¢,} es
de Cauchy en la norma || - [|3; := h(-,-) + (M + 1)|| - ||, en donde M es la
cota inferior dada por la condicién de acotamiento de la forma cuadratica (el
hecho de que la forma sea semiacotada es una consecuencia de la definicién
y de que Vj cumple (3.4)). Dado que {¢,} es de Cauchy en la norma || - ||44
entonces {¢,} es de Cauchy en la norma H! y ademds {\/Vz¢, } también es
de Cauchy en la norma L% Con estos resultados y con (3.4)) se tiene que h
es cerrada.

Dado que en [25] tenemos el siguiente teorema:

Teorema Si h es una forma cuadrética semiacotada y cerrada, entonces h
es la forma cuadratica de un tnico operador autoadjunto.
Denotamos entonces por H al operador (acotado por debajo y autoadjunto)

asociado a la forma cuadratica h. De forma que,
H¢ = Hyp+ Vo, para ¢ € D(H) :={¢ € D(h): Hyp + Ve € L*}. (3.6)

Consideremos N > 0 tal que H + N > 1 y denotemos,

! Denotaremos por W, j = 1,2,..., 1 < k < 0o al espacio de Sobolev [1] de todas
las funciones en L* tales que todas sus derivadas de orden menor o igual a j pertenecen a
L*. Por ‘H7, j =1,2,... denotaremos al espacio de Sobolev W .
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D :=n>___D((H+N)™).

m=—0o0

Definiremos, para cualquier s € R, a H{, como la completacion de D en la

norma ||(H+N)3 -

| 2. Entonces H) = L?, H, = D(vV'H + N), H} = D(H).

El hecho de que HY = L?, es consecuencia de que L? es un espacio com-
pleto y de que D es denso en L? bajo la norma en L2. Esto tltimo se demues-
tra de la siguiente forma: para cualquier z € L? consideremos la sucesién
Ty, = X[nn](H + N)z. Notemos que z,, € D dado que [ N"d(E(XN)z,,x,) =
[ Ad(E(N)x, z) < Cn®M||z|3. < oo Vn. Finalmente podemos concluir que
T, — 7 en L? como una consecuencia del teorema de convergencia dominada
de Lebesgue en L2.

Por otro lado H§, = D(vV'H + N) pues (D(VH + N),|[VH + N - |12) es
completo ya que, si consideramos una sucesion de Cauchy ¢, en la norma
|V H + N||z2 entonces ¢, sera una sucesién de Cauchy en L? (pues vH + N
es un operador positivo). Dado que L? es un espacio completo la sucesién
convergera en L?. Finalmente, dado que v/H + N es un operador cerrado en
L? entonces existird ¢ € D(vH + N) tal que vVH + N¢, — vVH + N¢ en
L2

El hecho de que D sea denso en D(v/H + N) es consecuencia de que
para todo € D(vVH + N ) podemos exhibir una sucesién z, tal que x,, —
z en la norma ||vH + N| ;2. La sucesién que se exhibe es la misma que

en el caso anterior i.e. x,, = X[—n,n](H + N)z; notemos que dicha sucesion
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converge en la norma deseada puesto que para todaz € D((H+N)?2) tenemos
que (H + N)2(z — 2,) = A2X[_pne(H + N)z por lo que ||[(H + N)z(z —

zo)||7: = [ XX nne(V)A(E(N)z, z) que converge a cero otra vez con un

argumento de convergencia dominada (dado que X[_,nc|A]* < |[A]® v dado
que [NdA(E(N)z,x) < 00).
El ultimo caso, Hé = D(H), se puede facilmente demostrar en funcién

de los resultados anteriores.

En los casos de Hb y 7-% consideremos las normas equivalentes,
V|| = max | |||, ||QV| 2], .
ol 2 méx [[o]ler, Q]2 (3.7)

2

, d
[vllg, = mie el (= +V)ollse] (38)

En el caso en el que V3 =0, (V) es una forma cuadratica relativamente
acotada respecto a Hy con cota relativa cero. Notemos ademas que en este
caso Héz = H!. De este modo las soluciones ’Héz son simplemente soluciones
HE.

Debemos notar que si,

z+1
sup/ |V (z)]*dr < oo, (3.9)

zeR
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se sigue de (3.4), [Vo[7. = (V?,9) y de (¢/,¢) < [[Ho¢'|I* +[|¢]|* que V" es
relativamente acotado con respecto a Hy con cota relativa cero: esto es, para

cualquier € > 0 existe una constante K, tal que,

IVl < el Hoollz> + Kcllgll7 (3.10)

por lo que Hg = H? ([15],[25] Vol. II) y de esta forma las soluciones Hg, son
soluciones H2.

Para aclarar el punto H% = H?, debemos de recordar las siguientes defi-
niciones y el siguiente resultado fundamental.
Definicién Sean A y B dos operadores lineales densamente definidos en un

espacio de Hilbert X. Supongamos que:
= D(A) € D(B),

» Para alguna a y b en R y para toda ¢ en D(A)

1Bl < all Aol + bll¢]l,

entonces B se dice que es A-acotado. Al infimo de las a que cumplen con la
propiedad se le llama cota relativa de B con respecto a A. Si la cota relativa
es cero, decimos que B es infinitesimalmente pequeno con respecto a Ay
escribimos B << A.

Algunas veces es conveniente reemplazar la segunda condicién de nuestra

definicién por:
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» Para alguna @ y b en R y para toda ¢ en D(A)

1Bo* < @[l Agll + B[l

Teorema (El teorema de Kato-Rellich) Supongamos que A es autoad-
junto, B simétrico y B es A-acotado con cota relativa a < 1. Entonces A+ B
es autoadjunto en D(A) y esencialmente autoadjunto en cualquier nicleo
(“core”) de A. Més ain si A es acotado por debajo por M entonces A + B
es también acotado por debajo por la cota M — méx{lfba, a|M|+b} donde a
y b estan dadas por la definicién de A-acotado.

Para obtener nuestro resultado simplemente hay que hacer notar que por
(3.10) V' es Hp-acotado y que se puede aplicar el Teorema de Kato-Rellich.

Definamos al intervalo I como sigue: [ := [0,7],si T < oo e [ := [0, 00),
si T = oo. Se sigue de calculo funcional para operadores autoadjuntos que H
—itH

es un operador acotado de Hg, a sz_Q, que ademaés e es un grupo unitario

—itH

fuertemente continuo en Hg,, (s eR)yquee es un operador acotado de

o a C(I,Hy) NCHI, HE?) con,
i%e_”Hgb = He ™My =e g, (3.11)

Para demostrar esto ultimo notemos lo siguiente: por el teorema espectral

tenemos que:
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ety = / —AE(\)e, (3.12)

Y que
Hp = /)\dE(A)qS. (3.13)

Notemos que Ho € HSQ_Q pues,

[H6lRy = [ (L4 X 20A(EW,0) <
¢ (3.14)
[+ 2220EW6.0) = ol < o,
ya que ¢ € Hy).
Finalmente observemos que,
—i(t+h)H 4 —itH '
[ “Z O ), =
o—ihA _ 1 ¢ (3.15)
S = AR 22BN, 0)
Dado que,
) .efihA -1
}ILIL%IT —A=0, (3.16)
y dado que

o—ihA _ 1
l—| = |~ “ds| < A 3.17
= Iy [ e < (317)
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entonces tenemos que,
— AP+ A?)572 < (14275 (3.18)

De este modo podemos considerar el teorema de convergencia dominada en

(3.15) para asi obtener que,

efi(t+h)H¢ _ efithS

e_itHngS\

lim ||i

Supongamos que Vi, Vs € L. Diremos que u es solucién en L? de (3.1)

siue C(I,L*) NCY I, Hy?) y si satiface (3.1).

itH

Multiplicando ambos lados de (3.1) (evaluados en 7) por e " e integran-

do (en 7) de 0 a ¢ tendremos que,

, 1
u(t) = e "He 4 B G(F(u)), con F(u) = (Viu,u)Vau, (3.20)
donde hemos definido,
t .
G(u) := / e 1= Hy (1) dt. (3.21)
0

Por otro lado, si F'(u) € L2

loc

(I,H}) entonces G(F) € C(I, Hy)NCH (I, H?)
y
9,

io GF = HGF + F. (3.22)
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De ese modo si u € C(I, L?) es solucién de (3.20) entonces se sigue que u €
CY(I,H™?) por lo que u es solucién de (3.1) (tomando la derivada de ambos
lados de (3.20)) y de este modo las ecuaciones (3.1),(3.20) son equivalentes.

En lo que sigue, vamos a trabajar con la ecuacién (3.20).

3.1. Problema local de Cauchy. Soluciones L?

Definimos los siguientes espacios: N := C(I, L?) y N7 := C(I, Hé) De-
notaremos también por X (para cualquier espacio de Banach X') a la bola

unitaria con centro en el origen y radio R.

Teorema 3.1. [70] Asumamos que V' cumple (3.2),(3.3) y que Vi, Vo € L.
Entonces, para cualquier ¢ € L? existe una 0 < T < oo tal que (3.1) tiene

una unica solucion u € C(I,L?) con u(x,0) = ¢. T depende sélo de ||P||p2.
Demostracion. Defina:
d(u) =e Mo —iGF(u). (3.23)

Dado que

F(u) — F(v) = Viu,u)Va(u—v)+ [(Vi(u—v),u) — (Viv,v —u)]Vav. (3.24)

Y considerando u,v € Ny se tiene que,
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1F(u) = F()[lx < [Villz[Vallzoe (lulla + [vlla)* [ = vllv S20R|lu — vy,

(3.25)

para toda u,v € Ng; de este modo como e es unitario en L?, se tiene

que,

12(uw)lw < lI6llz2 + CTlully < lIgllz2 + CTR?, (3.26)

es decir, ® manda Ny en Ny tomando R,T tales que |||z + CTR® < R.

Ademds se tiene que,

|®(u) — ®(v)||x < 20T R?||u — v||nr, para u,v € Ny, (3.27)

por lo que @ es una contracciéon en Ny (Si se toma o« = 2CTR? < 1). De
este modo, por el teorema de contraccién [25], ® tiene un unico punto fijo,
u, que es solucién de (3.1) en Ng.

Supongamos que existe otra solucién v € N. Por el argumento anterior
tenemos que u(t) = v(t) para t € [0,7y] para algin Ty < T'. Iterando este

argumento podemos concluir que v(t) = u(t), 0 <t <T. O

Comentario 3.2. [30] Sea T, el tiempo de existencia maximal para que una
solucién u de (3.1) pueda ser extendida a una soluciéon u € C(T,,, L?) con

u(0) = ¢. Entonces si T, es finito debe de pasar que limyr,, ||ull2 = oc.
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En otras palabras, la solucién debe existir para todo tiempo a menos de que
la norma en L? explote para un tiempo finito. Para probar este resultado
supongamos que ||u||zz permanece acotada conforme ¢ T T,,. Entonces por el
Teorema 3.1 podemos extender la solucién de manera continua para 71, + €

para alguna e > 0, contradiciendo la definicion de T,,.

Como consecuencia del Teorema 3.1 podemos demostrar que (3.1) tiene
una unica solucién en N con u(z,0) = ¢. Supongamos que existen dos solu-
ciones uy, us de (3.1) en C(I, L?) entonces por el Teorema 3.1 uy(t) = us(t)
para t € [0,Tp] 0 < Ty < T. Sea T,, el tiempo de existencia méximo para el
cual esto sucede i.e ui(t) = us(t) t € [0,T,). Si consideramos que T' < oo
entonces 1" = T, pues de otro modo si suponemos que 7;, < Ty como las
soluciones son continuas se tendria que, u;(t) = us(t) t € [0,7,, + €) con
€ > 0; con lo que se contradice la definicion de T,,. Ahora si, T,, = T se
puede extender por continuidad la propiedad y entonces u1(T") = uy(7"). (En

el caso en que T' = oo el razonamiento es igual.)

Teorema 3.3. [70] Supongamos que V' cumple (5.2), (3.3) y que Vi,V €
L. Entonces, la solucion (3.1), w € C([0,T),L*) 0 < T < oo, con u(0) = ¢
dada por el Teorema 3.1 depende continuamente en el valor inicial ¢ . De
manera precisa, si ¢, — ¢ en L* entonces, paran es suficientemente grande,
la soluciones u, € C([0,T],L?*) de (5.1) con u,(x,0) = ¢, existen para
t €10,7T] y ademds u, — u en C([0,T], L?).

Demostracion. Probaremos la version local. Definamos las siguientes trans-



CAPITULO 3. PROBLEMA DE CAUCHY 26

formaciones:

P, (u) = e, + GF(u) con u € N(Tp) := C([0,Ty], L?). Debido a la
accién de e7H en L2 tenemos que e ¢, — e ¢ in N(Tp). Dado que
|éllze + CToR* < R se cumple para las ®,,, entonces, con la misma R y
la misma T, podemos demostrar que las ®, son contracciones en Ny con
radio de contraccién uniforme p < 1 y por tanto cada ®,, tiene un punto fijo
u, € N los cuales existen en el intervalo comun [0, Tp]. Entonces es facil ver
que u, — u € N(Tp) pues, u, —u = ®,(u,) — @, (u) + P, (u) — ®(u) y por

tanto:

[t =t s N(To)|| = (| ®n(un) =P (u) : N(To)|| < pllun—v : N(To)[|+[|¢n—0l| -

Dado que ||¢,, — ¢]|z2 — 0 si n — oo entonces, u,, — u en N(Tp).

Para extender la solucién de [0,7p] a [0, 7] notemos que la longitud del
intervalo de existencia depende directamente de ||¢||z2 = ||u(z,0)||2. Ahora
dado que u(z,t) € N entonces |u(t)||zz < M, Vt € [0,T]. De este modo
la longitud del intervalo [0, Tp] estara determinada por la M que es unifor-
me para toda t € [0,7]. Asi las cosas, podemos avanzar paso a paso para
construir la solucién hasta alcanzar la T' deseada (se puede dar también un

argumento de compacidad).
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3.2. Problema local de Cauchy. Soluciones H,

Teorema 3.4. [70] Asumamos que V' cumple (3.2),(3.3), que V; satisface la
estimacion (3.3) y que Vo € W o. Entonces, para cualquier ¢ € ’Hb existe
una 0 < T < oo tal que (3.1) tiene una tunica solucion u € C(I,Hg) con

u(z,0) = ¢. T depende sdlo de H¢|’H}Q-

Demostracion. Como V; satisface (3.3) de (3.4) se tiene que:

((Vig, 6)| < Clllzg,, V¢ € o (3.28)

Definimos ® como en (3.23), dado que V5 € W) , se tiene que,
12(w) [t < [[6ll, + CTlull3, (3.29)

1©(u) = (v) a1 < CT(fullie + IR lu = van. (330)

Considerando R, T tales que H¢|]H}Q+CTR3 < Ry definiendo o := 2CTR? <
1 en consecuencia de (3.29), (3.30) se tiene que ® es una contraccién en N3
con radio de contraccién «. Entonces, el inico punto fijo u es una solucién

de (3.20). 0

Comentario 3.5. [30] Como en el caso anterior se puede demostrar que la
solucién en Hb existe para todo tiempo ¢ > 0, a menos que la norma Hb
de dicha solucién explote en un tiempo finito y que (3.1) tiene a lo mas una

solucién en C(I,H).
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Teorema 3.6. [70] Asumamos que V' cumple (3.2),(3.3), que Vi satisface la
estimacion (3.3) y que V3 € Wi . Entonces, la solucion u € C([0,T], Hy),
0 < T < oo de (9.1) con u(xz,0) = ¢ dada por el Teorema 3./ depende
continuamente en el dato inicial ¢. De manera precisa, st ¢, — ¢ en Hég
entonces, para n es suficientemente grande, la soluciones u, € C([0,T], Hp)
de (3.1) con u,(xz,0) = ¢, existen para t € [0,T] y ademds u, — u en

C([0,T], HY).

Demostracion. La prueba es analoga a la del Teorema 3.3 considerando que

la version local se demuestra ahora en el espacio C([0, To), Hp)). O

3.3. Problema local de Cauchy. Soluciones Hé

Teorema 3.7. [70] Asumamos que V cumple (3.2),(5.3), que Vi satisface
la estimacion (5.3) y que Vo € Wy . Entonces, para cada ¢ € Hé, eriste
0 < T < oo tal que (5.1) tiene una unica solucion u € C(I, Hg) conu(0) = ¢.

T depende solo de ||¢||H§2;

Demostracion. Como Vo € W, o, se tiene para alguna constante C' que,

Vagllzz, < Clléllre, Vo€ HY. (3.31)
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Tomando ® como en (3.23), se tiene que,
() w2 < [z, + CTulRe, (3.32)

12(u) = 2(v) w2 < CT([ulliz + I0l32) 1w = vllae. (3.33)

Considerando R, T tales que ||(/§||Hé+CTR3 < Ry definiendo a := 2CTR? <
1, es consecuencia de (3.32), (3.33) que ® es una contraccién en N3 con radio

de contraccién «. Entonces el uinico punto fijo, u, es una solucién de (3.20).

O

Comentario 3.8. [30] Como en el caso anterior se puede demostrar que la
solucién en HQQ existe para todo tiempo ¢ > 0, a menos que la norma HQQ

de dicha solucién explote en un tiempo finito y que (3.1) tiene a lo mas una

solucién en C(I,’Hg).

Teorema 3.9. [70] Asumamos que V' cumple (3.2),(3.3), que V; satisface la
estimacion (3.3) y que Vo € Wh o. Entonces la solucion u € C([O,T],HQQ),
0 <T < oo de (3.1) dada por el Teorema 3.7 depende continuamente en
el dato inicial ¢. De manera precisa, si ¢, — ¢ en 'H% entonces, para n
es suficientemente grande, la soluciones u, € C([0,T],H3) de (3.1) con

un(2,0) = ¢y, existen para t € [0,T] y ademds u, — u en C([0,T], H3).

Demostracion. La prueba es analoga a la del Teorema 3.3 considerando que

la versién local se demuestra ahora en el espacio C([0, Ty, H3). O
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3.4. Regularidad

Probaremos que es imposible que la solucién en Hég (Hé) explote antes

de que la solucién en L? (Hg) lo haga.

Teorema 3.10. (Regularidad en L* — Hg) [70] Asumamos que V' cumple
(3.2),(3.3), que Vi € L™ y que Vo € W) . Entonces, siu € C([0,T],L?), 0 <

T < o0 es solucidn de (3.1) conu(0) = ¢ € Hg, tenemos que u € C([0, T], Hy,).

Demostracion. Por el Teorema 3.4 existe una 0 < Ty < T tal que u €
C([0,Ty], Hp). Denotemos por v(t) := v H + Nu(t), 0 <t < Tp. Multipli-
cando ambos lados de (3.20) por v H + N obtendremos que,

ot) = e (VT N6 + 2 G(Vaa w)(H + N Va(H + N) o, (3:34)

Notemos que como Vy € Wi o, [(H + N)2V,(H + N)~2] es un operador aco-
tado de L?. En efecto, notemos que si Vo € Wi o entonces Va @ Dom((H +
N)z) — Dom((H + N)z) es un operador bien definido puesto que si ¢ €
Dom((H+N)3) entonces ¢ € H'y Q¢ € L. Dado que ||Vagd|| 12 < ||Vl ||| 2
y que [|0(Vao)|| < C|[Vallw, . |@]lx2 s6lo resta demostrar que QVa¢g € L? pe-
ro ello es facil ya que [[QVag||r2 < [[Val|L=||[@@]|12 < co. Con estas tltimas
demostraciones hemos también demostrado que el operador V, : Dom((H +
N)z) — Dom((H + N)2) es un operador acotado. El que los operadores
(H+ N)"2: L* — Dom((H + N)2) y (H+ N)2 : Dom((H + N)2) — L?

sean acotados es facil de demostrar.
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La ecuacién (3.34) es lineal con respecto a v y ahora u esta fija en N.
Resolviendo esta ecuacién en un intervalo [Ty, Tp + A] con A suficientemente
pequeiia se prueba que v € L? para Ty < t < ¢Ty + A. Nétese que el tamaiio
de A depende unicamente de ||u||x. Repitiendo el mismo argumento de paso
en paso, que se mencioné en el Teorema 3.3, se prueba que v € C([0, 77, L?])

y por tanto u € C([0,T], Hg,). O

Teorema 3.11. (Regularidad Hi — H3) [70] Asumamos que V  cumple
(5.2),(3.3), que Vi cumple (3.9) y que Vo € Wao. Siu € C([0,T],H) es

una solucion de (3.1) con u(0) = ¢ € Hp, tenemos que u € C([0, Tp], Hp).

Demostracion. Por el Teorema 3.7 existe una 0 < Ty < T tal que u €
C([0, Ty, H3). Tomando la derivada de u con respecto a t en (3.20) y deno-
ou

tando por v := ¢, 0 < ¢ < Tj obtendremos que,

w(t) =e “He¢ + Fo| + G(2[Re(v, Viu)|Vau + (Viu, u)Vav). (3.35)

Resolviendo la ecuacién (3.35) real-lineal con respecto a v y tomando u
fija en N'' en un intervalo [Ty, Ty + A] con A suficientemente pequenia se
prueba que v € L? para Ty < t < Ty + A. Dado que V; cumple (3.9) se tiene
que |[Viu(t)||3. = (V2u,u) < Clluf|3. de este modo, el tamano de A depende
unicamente de ||u||y1. Repitiendo el argumento de paso a paso, se prueba

que v € C([0,T], L?]) y por tanto u € C([0,T], H3). O
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3.5. Soluciones Globales

Probaremos primero que existe conservacién de la norma en L2.

Lema 3.12. [70] Asumamos que V' cumple (3.2),(3.3), que Vi € L™, que
Vo € Wi y que Vi, Vs son a wvalores reales. Entonces la norma L? de la
solucion de (3.1) dada por el Teorema 3.1 y la norma L? de la solucion H,

dada por el Teorema 3./ son constantes.

Demostracion. Probaremos primero el Lema para la solucién u € C([0,T], H,).

De (3.20) u € Cl([O,T],Hél) y entonces, por (3.1), se tiene que,

1d du 1
5@l = Re(=(1),u(t)) = Re ~[(Hu, u) + (Viu, u)(Vau, u)] = 0,
2dt dt i

(3.36)
y por tanto ||u(t)||z2 = ||u(0)|| 2. El resultado para soluciones v € C'([0,T], L?)
se sigue de aproximar ¢ en la norma L? mediante ¢,, € Hb y aplicando el

Teorema 3.3. W

Teorema 3.13. [70] Asumamos que V' cumple (3.2),(3.3), que Vi € L, que
Vo € Wi o y que ademds Vi, Vy son a valores reales. Entonces la solucion en
L?, u(t) de (3.1) dada por el Teorema 5.1 existe para todo tiempo y ||u(t)| 2 =
(O 12, ¢ € [0, 00).

Demostracion. El teorema se sigue del Comentario 3.2 L? y del Lema 3.12.

O
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Para u € C(I, Hb) definimos la energia para todo tiempo como sigue:
E(u(t)) := (U’(t),U'(t))Jr(VU(t%U(t))+%(V1U(t)aU(t))(‘/éU(t)W(t))- (3.37)

Donde denotamos ' (x,t) = u,(x,t).

Lema 3.14. [70] Asumamos que V' cumple (3.2),(5.3), que Vi = AVy para
algun real \, Vo € Wh o y que Va es a valores reales. Entonces la energia de
la solucion H¢, de (3.1) dada por el Teorema 3.4 y la energia de la solucion

HZ de (5.1) dada por el Teorema 3.7 son constantes en el tiempo.
Q

Demostracion. Probaremos primero el Lema para soluciones en Hé. Se sigue
de (3.20) u € CY([0,T], L?). Dado que HZ = D(H) se puede reescribir a la

energia como sigue (usando ademds integracién por partes):
A 2
E(u(t)) := (u(t), Hu(t)) + §(V2u(t),u(t)) : (3.38)

Se sigue entonces que,

%E(U(t)) = 2Re[(u(t), Hu(t)) + AM(Vau(t), u(t))(Vau(t), u(t))] =

2Re %[uﬂuu; + A(Vau(t), u(t))[(Vau(t), Hu(t)) + (Hu(t), Vau(t))]] = 0,

(3.39)

en donde hemos denotado (z,t) = us(x,t). Este cdlculo se hace mas obvio

con la siguiente consideracién: vamos a calcular explicitamente < (u'(£), w/(t)),
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d

S, (1) =

tim (14 B) — o/ (6), ¢+ 1) + ((0), o0+ ) —u(®)] = (340

2 Re (%u(t), u”(t))

en donde hemos integrado por partes antes de considerar el limite A — 0.
El resultado para soluciones u € C([0,T7],’H¢)) se sigue de aproximar ¢

en la norma Hé mediante ¢, € Hé y aplicando el Teorema 3.6. ]

Teorema 3.15. [70] Asumamos que V' cumple (3.2),(5.3), que Vi = AV para
algun real X\, Vo € Wh o y que Vi es a valores reales. Entonces la solucion
Hg de (3.1) dada por el Teorema 3.4 y la solucion Hg, de (3.1) dada por
el Teorema 3.7 existen para todo tiempo y la norma L? y la energia de las

soluciones son constantes en el tiempo.

Demostracidn. Primero consideremos la solucién u € C(I,Hg,). Por los Le-

mas 3.12 y 3.14 se tiene que,

(' (2), /(1)) + (Vou(t), u(t)) + N(u(t), u(t)) <
Al
2

(3.41)

E(u(0)) + N[u(0)[Z + - Vall oo 1u(0)|2-

De este modo por el Comentario 3.5, la u esta definida para todo tiempo y
la norma L? y la energia son constantes. El resultado para soluciones ng es

consecuencia de la regularidad de las soluciones Hé—?ﬁ , Teorema 3.11. [



Capitulo 4

Problema de dispersiéon directo

e 1Inverso

L 4 _ +1 L o .
Definamos (para g > 1) r := Tzv p = % los siguientes espacios de
Banach,
M = Cp(R, LP™) N L™ (R, LPTY), (4.1)

donde Cp(R, LP™)es el espacio de funciones continuas y acotadas de R a

[Py L'(R, LP*1) =: L(P) (donde P := (-, 1)), equipados con la norma,

pHioT

I llave = sup {1l - llew e,oreny, |- llzee - (4.2)

Definamos, para cualquier v € R, a L,ly como el espacio de Banach de

todas las funciones medibles, complejo-valuadas, ¢, definidas en R tales que,

35
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Il = / 6(@)|(1 + J2])" da < 0. (4.3)

Si V' € L} entonces el operador 7 := dd—;—i—V es esencialmente auto-adjunto

en el siguiente dominio,
, . d | i
D(r)y:={pe Ll 0y d—gb son absolutamente continuas y 7¢ € L*} (4.4)
x

donde L% denota el espacio de todas las funciones L? con soporte compacto.

Denotaremos por H a la realizacién autoadjunta de 7 y designaremos por Hy

d2

4,7 cuyo dominio es el espacio de Sobolev

a la realizacién autoadjunta de —

H?2. Los operadores de onda estan dados por,

W, =5~ lim e o, (4.5)
t—=oo
Es un resultado conocido [31] que el limite de estos operadores existe en la

topologia fuerte de L? y que el rango de los operadores de onda es el espacio
de continuidad absoluta de H, H,..

Los operadores de onda adjuntos estan dados por,

Wi =5~ lim e P, (4.6)

t—too

donde P, es la proyeccién en el espacio H,.. Definamos ahora, para cuales-
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quiera dos soluciones u, v de la ecuacion de Schrodinger estacionaria:

d2
—FU—FVU:]{,},U ke C, (47)
T

el Wronskiano, denotado por [u, v], como,

[u,v] == (%u)v — u(%v) (4.8)

Denotemos por f;(x,k), j=1,2 Imk > 0 a las soluciones de Jost de (4.7) que

satisfacen fi(z, k) ~ e** 2 — oo, fo(x, k) ~ e % 2 — —oo . Decimos que

el potencial V' es genérico si [f1(x,0), f2(x,0)] # 0y decimos que el potencial

es excepcional si [fi(z,0), f2(z,0)] = 0. Notemos que el potencial trivial
V = 0 es excepcional. Para ¢ = 0,1, -- , denotaremos por V) := %V(x).

Notemos que V) =V,

Consideremos el siguiente resultado de [11],
Teorema Supongamos que V € L#, donde en el caso genérico v > 3/2
y en el excepcional 7 > 5/2 y para algun j = 1,2,--- | V@O e L' para
¢=1,2,---7—1. Entonces los operadores de onda Wy y W , originalmente
definidos en W;,NL? 1 < p < 0o, tienen extensiones a operadores acotados

definidos en W;,. Mas ain existen constantes C,, 1 < p < oo tales que:

||Wif||j,p < Cp”f”j@ ||Wftf||j,p < Cp”f”j,pﬂ

few,NnL* 1<p< oo
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Ademss, si V' es excepcional y a := lim,_,_, fi(x,0) = 1 entonces, W,
W7 tienen extensiones a operadores acotados definidos en W;; y a operado-
res acotados definidos en W, ., y existen constantes C y Co, tales que (4.9)
se cumple para p =1 y para p = 0.

Lo que podemos concluir de este resultado es que los operadores de onda
W, W1 son continuos en los espacios W;,, 1 =0,1y 1 <p < o0.

Por el Teorema 3 en la pagina 135 de [32]:

1F(L+ )2 (F ) (@)1 (4.10)

es una norma equivalente a la norma de W, ,, j = 0,1, 1 < p < co. En (4.10)
F denota la transformada de Fourier.

Definimos a £2(R) como el conjunto de todas las funciones f € LP(R)
que pueden ser escritas de la forma f = (I — A)~% g, para alguna g € LP(R).
El teorema dice explicitamente:

Supongamos que j es un entero positivo y que 1 < p < co. Entonces,

L =W;,, (4.11)

J

. p . . .
en el sentido que f € L5 siy solosi f € W;, y que las normas de los espacios
son equivalentes.

Si H no tiene eigenvalores entonces los operadores de onda son unitarios

en L?, pues en este caso H,.(H) = L.
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De las relaciones de intercambio:
(I + H)% = Wo(I + Hy)* W7,
y de (4.10) se tiene que la norma,

(T + H)? £l 10,

39

(4.12)

(4.13)

define una norma equivalente a la norma en W;,, j = 0,1, 1 < p < co. Para

ilustrar este resultado de equivalencia de normas vamos a dar una demostra-

cioén sencilla en el caso p = 2.

Por la definicién de Wj ., se tiene que:

11y, = D ID Iz = D IIG@R) = F (R) 7

laf<j o] <j

donde f(k) es la transformada de Fourier de f(x), definida en L2.

Tenemos que:

[Pl iwpa< [ (P
k<1

k<1

Por otra parte:

/ k2 F (k) 2k < / (1+ [PV (k) 2,
[k|>1

|k|=1

con |a| < j. Entonces,
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/IikIQ'“'If(k)IQdkS (L + [k[)2 F (B3, ol < 5.

De este modo se tiene que:

1By, = D" MBI F (k)32 < ClIL+ [K2)2 £

laf<j

Dado que || f|lz2 = || fllz2 = ||f]|12 se concluye entonces que:

1 By,, < CIF A+ k1) EFF(R)IZ.

Ahora, para probar que:
|77+ (R F 22 < Clflw
debemos observar que:
|77 PRI = 1+ K2 FFG =

[ eyl
Tomando dos casos (|k] <1y |k| > 1) se tiene que:

(i) Ik <1
(14 |kPP) <27,

40
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y por lo tanto:

/ (14 PV fPd R < / 2| fdk,
k<1 k<1
(ii) \k| >1

(1+ k2 < 207,

y por lo tanto:

/lk (kP Pak < / 2912 | fP k.
>1

|k|>1

De esta manera concluiremos que:

17 k) EFf < [

|k|<1

2| f|2dk + / 2127 f|2dk.

|k[>1

De esta manera hemos demostrado que,

IF L+ K EFF Il < Ol Iz

por lo que la equivalencia de normas estd establecida para el caso en que
p=2.

Finalmente, dentro de los resultados preliminares de este capitulo men-
cionaremos uno fundamental que es conocido como la estimacién L? — L¥'.
Empezaremos con una discusion al respecto.

Consideremos la ecuacion de Schrodinger siguiente:
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ety =~ e, w0 = 1) (4.14)
1atu z,t) = deU ,t), ulz,0) = , .

la solucién a este problema esta dada por e 0. Supongamos que a € C y

que Rea > 0 entonces e @ € L2(R) N LP(R) y por tanto

—|z—y|?

o)) = ()" [ s, (4.15

22
dado que e Hoe = F-le=FoF v dado que F~1(e¥*®) = (20) 2¢ ia. Su-
pongamos que ¢ € L' N L2. Dado que e (=190, eitHog en [2 conforme
€ | 0 podemos hallar una subsucesiéon que converge puntualmente en casi

todo punto. De este modo,

(¢7H0) (@) =lfm(e 90 g) (@) =

lim (4mi(t — ie))_% /e‘wgzﬁ(y)dy = (4.16)

€l0

(4rit) 2 / e () dy,

en donde, en el ultimo paso aplicamos el teorema de convergencia dominada
de Lebesgue. Para ¢ € L? se utiliza el argumento de definir la funcién (me-
diante funciones caracteristicas) solo en bolas de radio R y centradas en el
origen y con ello se obtiene,

a—y|?

i ¢(y)dy, (4.17)

(=0 () = 5 — lim (4rit) > / o
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donde s — lim significa limite en la norma L%. Dado que e *#0 es unitario
en LA(R), |[e70¢| 12 = ||4||r2 v dado que si ¢ € L' N L? se sigue de (4.17)
que [|e 0| w0 < (478)72]|¢|| 1. Entonces considerando que 2 < p/ < oo y
que % + % = 1 podemos aplicar el teorema de Riesz-Thorin [25] y extender a

. ., ’ . . . .z
e~ 1o en una transformacién de LP a LP" que cumple la siguiente estimacion,

/

. 1 1
le= @]l <t 2 llrn, t>0, 4+ =1, 1<p<oo (418)
p

Este tltimo resultado es la estimacién LP — L¥'. Las consideraciones si-
guientes fueron tomadas de [38]. La estimacién L? — L?" es interesante pues
expresa la naturaleza dispersiva de las ecuacion de Schrodinger. Esta expre-
sion da un significado cuantitativo de la propagacién del paquete de onda
bajo la evolucién libre del sistema e 0. En las aplicaciones préacticas, la
nolinealidad, F, de la ecuacion de Schrodinger no lineal general, denotada por
siglas como ESNL, (considerar (1.3) con una nolinealidad general es decir,
F') se toma como una potencia suficientemente grande de u. Este tipo de
nolinealidades hacen que las soluciones de la ESNL (con V=0) sean grandes
donde ya lo son. Por otro lado, la propagacion de la ecuacién lineal asociada
(4.14) evita que la solucién sea demasiado grande siempre que los datos ini-
ciales sean lo suficientemente pequenos. Es en el balance de estos dos tipos
de comportamiento lo que explica la teoria de dispersién para amplitudes

pequenas. Eventualmente, la propagacion evita que la solucién explote en un
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tiempo finito y para tiempos largos la evolucién es dominada por la parte
lineal, en el sentido de que la solucién es asintdtica a las solucién de (4.14).

En el caso en el que se pretende generalizar este tipo de estimaciones
para ecuaciones de Schrodinger con potencial V' # 0 se debe proceder con

~itH 1o cumple con una relacién andloga a (4.17);

cuidado pues en general e
considere por ejemplo que H = —A+V tiene un eigenvalor A\ con eigenvector

1. Entonces la solucion de la ecuacion de Schrodinger lineal,

i%u(z,) = —(A+V)u(z,t), wu(z,0)= f(x), (4.19)
con f = 1) estard dada por u(x,t) = e ) que se trata de una onda estacio-
naria. Es por ello que se esperard que haya es L? — L¥ para H si restringimos
los estados iniciales al subespacio de continuidad de H, H, (recordemos que
este espacio es el complemento ortogonal en L? de la cerradura del conjunto
generado por todas las combinaciones lineales de eigenvectores de H).

De este modo en [38] se demuestra la siguiente estimacién L? — LP" que
sera fundamental para la demostracion de nuestros resultados.
Teorema (La estimacion LP — L") [38] Supongamos que V € L}, donde en el

caso genérico v > 3/2 y en el excepcional v > 5/2. Entonces para 1 < p <2

1 1 _

1

11
L

HefitHPcHB(Lp,LP’) <C

t>0, (4.20)

en donde hemos denotado por P, al proyector sobre el espacio de con-

tinuidad de H, H. y donde para cualesquiera dos espacios de Banach XY
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hemos denotado por B(X,Y) al espacio de Banach de todos los operadores
lineales acotados de X en Y. En el caso en el que X = Y simplemente lo
denotaremos por B(X). Cabe destacar que en nuestro caso P. = Pe.

Como consecuencia de este tltimo teorema tenemos la siguiente estima-

cién “lep - WLP'” 5

le™™ |l s, ) < C t>0. (4.21)

ST L [
[NICN

para1§p§2y%+z%:1.

4.1. Solucién del problema de dispersién di-
recto. Construccion del operador de dis-

persion.

En el siguiente teorema se resuelve el problema de dispersiéon directo de

la ecuacion (1.3).

Teorema 4.1. [0] Supongamos que V € L,ly donde, en el caso genérico vy > %

y en el caso exceptional v > g Supongamos que H no tiene eingenvalores

negativos, y que V; € L1 =12 para q, 1 < qg < % Entonces existe § > 0 tal
que Vo_ € H' N LY con o2, + H¢—HL1+% < § existe una tinica solucion

u(z,t) de (1.3) conu € M N Cg(R, L?)y
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lim u(t) — e 6|12 =0, (4.22)

mds ain, existe una unica ¢ € L? tal que,

lfm |ju(t) — e g, ||z = 0. (4.23)

t—-+oo

El operador de dispersion Syp : ¢_ — ¢4 es inyectivo en L? y

1(Svz = D)(0-)llz2 = OUlo-ll2r + o]l 11)° - (4.24)

lu(t) — e pllpe = O(lle™ o llh) (4.25)

Demostracion. Definamos F'(u) := \(Vy(x)u, u)Vau. Entonces, u € C(R, L*)N
M es solucién de (1.3) con lim;_, o ||u(t) —e @[/ 12 = 0 para algin ¢ € H?

si y sélo si u es solucién de la ecuacion integral

u(t) = e "Hep+ 1 /t e EH P (g u(r))dr. (4.26)

1

—00

Esto pues,

iu, = Hu+ F(u), &

ie—i(th)HuT _ e*i(t*T)H(Hu + F(U(T>)) =
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t
i/ e =y Ay =

—00

t t
/ e_i(t_T)HHudT—i—/ e EDHp(r))dr e

—00 —0o0

1 [ : 1 [ .
7/ e D gydr + 7/ e EIHp(r))dr e
_ i

1

—00

—0o0

¢ t
/ O-(e =T Y dr — i/ e I gydr =
t

1 : 1 [t .
7/ e_l(t_T)HHudT—i—f/ e EDHp(r))dr e

1 1

. L

u(t) —e o = — / e 1D H py(r))dr,

1 —00

dado que se tiene la condicién asintética limy o [|Ju(t) — e 1 ¢|| 2 = 0 para
algin ¢ € H.

Vamos a probar que la integral del lado derecho de (4.26) converge en L?

y en M. Para u € M denotemos,

Pu(t) := l/j e EDH P (g u(r))dr. (4.27)

1

Primero probaremos la convergencia en M. Considerando la definicién

de la norma en M (4.2) vamos a acotar primero la norma de P en LT
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1/t :
1Pl =I5 [ e () drln <

—0o0

¢
/ He*i(t*T)HF(x, w(T))||pprrdr < (4.28)

L r

t
1
¢ [ mmplFe ) e

en donde en la dltima desigualdad hemos aplicado la la estimacién LP — L¥,

antes mencionada y que es probada en [38], considerando p' = p+ 1y d =

1p—1

3571 Por otro lado, dado que F(z,u(7)) = (Vi(z)u, u)Va(z)u(z, 7) entonces,

1@, u(m) err <[(Vi(@)u, w)|[[Va(z)u(z, 7)]]

LHS
L P

IVi(@)ula, 7)o (e, Ol o [Va(@)| 2oz Ju(z, ) [ o <

Vi (@) ]| s Vo (@) || o2 (e, £) ][ 700
(4.29)

i, 1 _ i, 1 _ p 1 _ 1, 1 — — ptl
donde mtm=b ot = m = a Ty POT lo que g1 = ¢» p—1"

.. . ., ’
Por las condiciones de la estimacion LP — LP tenemos que p > 5; como la

funcién f(p) = 2 es decreciente (su derivada es f'(p) = —ﬁ < 0.

P
entonces f(p) < f(5) = 2 por lo que 1 < ¢ = g2 < 3. De este modo hemos

llegado a la siguiente desigualdad,

t 1

Tl zwdr. (4.30)

| Pu(t)][ o < 0/
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Notemos que:

t
1
1| @l < Clu: PP, (@)

Esto es debido a que estamos aplicando la desigualdad generalizada de Young;:
Consideremos el espacio de medida (R, \), donde A es la medida de Lebesgue.
Sean f,g funciones medibles y consideremos que 1 < p,q,r < oo con zla+% =

1+ % entonces,

1 * gller < Cogll fll o119l g0 (4.32)

donde estamos definiendo ||g||q.w = sup, {t?u{x/|g(x)| > t}}. Dado que en

este caso estamos considerando que f(7) = [lu(-,7)||3,41 ¥ que g(1) = #

con p = ;_" y q= é con % +d=1+ % (p, ¢ son nimeros mayores que 1 pues

r > 3) por lo que:

£l = llu: L(P)IP, (4.33)

y por otro lado, tenemos que ||g|/4., = 2 de modo que,

8 rdr||pr < Cllu: L(P)|?, VteR, (4.34)

t 1
I =l

y (4.31) esta demostrada. Por (4.30) y (4.31),
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1Pu s L(P)|| < Cllu: L(P)|F, (4.35)

Por otra parte, partiremos la integral de (4.30) como sigue,

t 1
/ L ()P pedr <

oo [t =]

1
/ )t (4.6
(_

00,t]N[t—1,t] |t — T’d
1
/( I~[t—1 ]WHU(T)H%pHdT,
oo t]mft—1t

Acotando el primer término

1
/ )P padr <
(—o0,t]N[

t—1,1) ’t - Tld

1
ull} / ————dr < (4.37)
M (—o0,t]N[t—1,t] [t — 7|

Clulli,-

Acotando el segundo término,

1
/ el ndr <
(_Oovt]

~[t—1,4] it — 7|
1 a 33 5
o(/ —df)“(/ ()l dr)
(—oostlmft—1,4 [t — T (—oo,t]~[t—1,1] L

con + + % = 1. Para nuestra connveniencia tomemos § = %. Dado que

(4.38)
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o1

queremos que la primera integral del lado derecho de (4.38) sea finita tenemos

r
r—3

que garantizar que da > 1; pero como o =

da:1+%>1yp0rtanto,

1 1
(/ —dadT> “ < o0,
(—oco,t]~[t—1,1] |t — 7|

con lo que,

1
/( s T < Ol
—00,t|~

t—1,4 |t — 7|

De este modo,

[Pu()||rer < Cllullb,  VEER

concluyendo que,

| Pullcp oty < C||U||§\A~

Entonces, de (4.35) y de (4.42) tenemos que,

[Pufm < Cllulli -

y €Omo 1+% = d—l—% entonces,

(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)

Esto prueba la convergencia en M. La convergencia en L? es consecuencia

de,
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[Pu(r)|2. = (Pu(r),Pu(r’)) _

L2
t

VS
@
E
A
S
=
=
L3
hl \
= I S
> 3
(D\
T
E
3
=
=
\1
SN——"
I

| | | |
3 3 3 8
| |
Q 8

> |
8

Q.

“(f Oo e F(au(r))dr, Fa,u(r') )+

>
8

(oW
\1
N
g
3
e
S
—
D

|
S
!
=
e
>
st
\]
N—
_.l_

|
8

a7’ (P(u(r)), Flw,u(r))) + / ; dr (F(z,u(r)), P(u(r))) =

[N}
;s;;w

| _(Futn)Putrar <0 / B ()], oot [Pu() o

<c [ (i [ - ()] 2 ) <
/ Ju(r ||L+d7/ ) dp)ar <

Ol [ Wear )T < Ol | [ M)l ar] "

< Cllulf -

(4.44)
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Dado que e ™ es un grupo unitario el L? que conmuta con /I + H
tenemos que e~ es un operador acotado de H! a Cp(R, H!). Por el teorema
de encaje de Sobolev [1] y por interpolacion, H! esta continuamente encajado
en LPT! y de este modo e es un operador acotado de H! a Cp(R, LPT1).

Por otro lado, como consecuencia de la estimacién LP — L, e H ¢
B(H' N LH%, L"(R, LP™1)). (Con 7 y p como se definieron en un principio
de la seccién.) Combinando todos los resultados se tiene entonces que Vo €

HIN L',

el < Cl1llra + 10] 141) - (4.45)

Daremos con detalle la demostracién de que V¢ € H' N LH%, e ity ¢

L"(R, LP*!). Tenemos que considerar lo siguiente:
le™¢llzepy < lle™™ dx-rullee) + e dxami-1ylne).

Dado que:

le ™ oxi-1lep) = /X[—l,l]HeitHWEpHdt

v que H! esta encajado continuamente en LP™! (por el teorema de encaje de

Sobolev [1] ) se tendrd que:

le ™ oxi—1yllpy < Cllollne -
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Por otro lado, para 1 < ¢ < % y para p = %} yr = % se tiene la

. ., /.
estimacion LP — LP i.e:

. C
le™ 6]l ot < ISl 1t
e e

por lo que:

i r 1 r r
||e tHQbX]RN[fl,l]HL(P) S /XRN[LI]WHQS”LUU})(M S OHQZS”LlJr%,

ya que en este caso rd > 1 (puesp > 5y d = 2(’; ;11)) concluyendo asi que,

le™ éxeni-1llze) < 811 1es -

Combinando los resultados se obtiene que V¢ € H! N LH%, e ity ¢
L (R, LPT1).
Demostraremos primero la unicidad de la solucién. Consideremos dos

soluciones u, v de (1.3) que satisfacen (4.22). Tenemos que,
u(t) —v(t) = Pu(t) — Po(t). (4.46)

Denotemos ur 1= X(—oo,r](t)u(t), donde x(_oo1](t) es la funcién carac-
teristica en (—oo,T],T € R y vy estard definida de forma andloga. De este

modo,
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furte) = or@llpe < [ e (Fur) - Fon)| | ar <
A ! (4.47)
/_ mHF(UT) = F(or)|[p2dr.
Ahora como,
F) = e = (4.48)
(Viug, up)Va(ur — vr) + [(Vi(ur — vr), ur) — (Vivr, vy — ug)|Vaur,
entonces,
I (1)) = For(t)) e =
|(Viu(t), ur (8) Va(ur(t) — vr ()| ex +
! (4.49)
1(Va(ur(t) = vr(8)), ur (8) Vavr (t) | 2 +
|(Vivr(t), vr(t) — UT(t))VzUT(ﬂH”TTI.
Acotando el primer término del lado derecho,
[(Viug (t), ur (£))Va(ur(t) — vr(t))][ e <
! (4.50)

Villgy [1Vallge lluz (0) 541 lur () — vr (B) |, VE € R,
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el segundo,

|(Va(ur(t) = or(t), ur(t))Vaur ()| o0 <

(4.51)
Vil IVallgo lur (Ol pallor ()l pallur (@) — vr(E) 41, VE € R,
v el tercero,
|(Vivr(t), vr(t) — ur(t))Vavr(1)] px2 <
v (4.52)
Vil Vallgo oz (D121 [z (8) = v () lpsa, VE € R,
con ¢ = o = %. Si acotamos a las normas || - ||,+1 mediante normas

|- : L(P)]| entonces lo que podemos concluir que,

lur( >—vT(>||p+1<
C/Oolt T \uT L(P)| +HuT:L(P)HHvT:L(P)H+HUTZL(P)H)

lur(t) = vr()|lp1dr < Crllur —vr - L(P)]|

(4.53)

en donde a la tultima desigualdad le hemos aplicado: la desigualdad gene-
ralizada de Young, el hecho de que para toda & > k' > 0 tenemos que
lur : L(P)||* < Cpllup : L(P)||¥ con ||up : L(P)||F — 0sit — —oc0y
ademds que lim;_, ., (HuT : L(P)||? + |Jvr : L(P)H2> = (0. Entonces podemos

hacer Cr > 0 tan pequena como nos convenga y de este modo,
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1
lur — vz s L(P)I| < Sllur = vp (P,
para T suficientemente negativa. Se sigue entonces que u(t) =
t <T. El resultado del Teorema 3.1 implica entonces que, u = v.
La unicidad de ¢, se sigue de lo siguiente; dado que,
0= lim |Ju(t) — e o |2 = lim || u(t) — ¢4 12,
t—00 t—o0

entonces si existe c£+ tal que,
0 = lim [lu(t) — e 5, |

se tendria

16+ = lle =l = (€ ult) = ¢4) + M u(t) = di 12 <
e u(t) = dillie + e u(t) = o4l 2 — 0

sit — oo,

por lo que ¢, = (ﬁ.
De (4.26)(4.45) se tiene que,

o7

(4.54)

v(t) para

(4.55)

(4.56)

(4.57)

lullae < lle™ o[+ IPu(t) L < Clllo-llra + o1l 1z + llulln. (4.58)
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o8
Denotemos: Mp := {u € M||lul|p < R, R > 0} y tomemos R tal que

R

C(2R)* < 1 donde C se toma como en (4.43) y § > 0 tal que s < 5
con C' como en (4.45). Con estas condiciones se puede probar que T'(u) :

. 1
e " § _ Py define una contraccién de My a Mg para todo ¢_ € HNL'»
con ||¢_ ||l + Hgb,HLH% < 4. El teorema de contraccién implica que T tiene

un punto fijo en Mpg. Este punto fijo es solucién de (1.3), mas atn,

i 1
ellag < Nle™™ - |laa + Sl (4.59)
por lo que,

lullave < 2lle™ - [|ar (4.60)
entonces,

lullve < Cllo-llra + N6 112)-

De este modo obtenemos,

(4.61)

lu — e 6_[lae = [IPW)lls < Clllullhe < Cllio-llre + o=l 12]* - (4.62)

Como otro resultado, dado que u converge en L? y dado que
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lullze < lle™ ¢z + [P(u)llzz < Cllo- 22 + lllullid] (4.63)

tenemos que u € Cg(R,L?). La continuidad de la funcién en L? es una

consecuencia de que P(u) € L? dado que si definimos,

o) = ¢ / o™ (u(r)))dr

—00

entonces,

lutr) = u(t2)llZ: = lv(t:) — v(t2)ll7: =

I [ e arart -
( /t o™ F(u(r))dr, /: & P (u(r))dr)
/ dT F(u / tze_i(T_T/)HF(u(T/))dT’)
ol

t1

dT F(u / e*i(T*T/)HF(u(T'))dT’)%—

t1

/tl dr(F(u(r), /:2 e I (u())dr' )

Si definimos ahora:

Pru(r) == / e*i(T*T/)HF(u(T'))dT’,

t1
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entonces,

luts) = u(t2) ||z =

/ "4 (F(u(r). Pauln)) +

t1

/ ; d7< / i F(u(r))dr, F(u<T'>)> _

t1 T

= /tt2 dr (F(U(T)), Ptlu(7)>+

!

/ : d7/< / it - F(u(r))dT,F(u(T’))> _

t1 t1

to
2Re/ (F(u), Pryu)dr — 0

t1
si tl — t2.

La ecuacién (4.25) para ¢_ se sigue de lo siguiente:

lu(t) — e o_|lm < Cllullie < Cllle™ o130 (4.64)

como consecuencia de las ecuaciones (4.26), (4.43) y (4.60). Definamos ¢

como,

Gy =P + % /00 ™ Pz, u(r))dr. (4.65)

Haciendo un célculo andlogo al de(4.41) se concluye que ¢, esta en LPT!

v haciendo un calculo analogo al de (4.44) se prueba que ¢, esta en L?. De
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esta forma obtenemos que,

lo1 = o-llz2 < llulliy < Clle™™ol3s < Clllolra + 119l 113)°,  (4.66)

como consecuencia de (4.45) por lo que (4.24) queda demostrada pues hemos
considerado Sypo_ = ¢

Usando (4.26) y (4.65) podemos escribir a u como,

u(t) =e Mo, — % / e By (7)) dr (4.67)

y entonces podemos probar la condicién asintética de nuestra soluciéon para
tiempos grandes ((4.23) con ¢,) como en (4.44) simplemente haciendo un
cambio en los limites de integracion.

Estimando como en la prueba del resultado (4.43) obtenemos que:

H / eI P, u(r)) drl e < Ollullds. (4.68)
t

Multiplicando ambos lados de (4.65) y voviendo a estimar como en (4.43)

también tenemos que e "¢, € M. Notemos entonces que:
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—1 1 OO —i(t—7
st <le M ulaa+ 1 [ e Pl u(r) el <
t
e~ |laa + u(®)]l3 < (4.69)
» 1
&0 llae+ 5 utt) .

por lo que,

lullve < 20le™ 64 || (4.70)

de modo que podemos concluir,

—i 1 - —i(t—7
Jut) = e Moulan <5 [ eI F (o u(r) el <
e (4.71)

Cllullis < Clle™ ¢+ 13)

y con ello queda demostrada la estimacién (4.25), para ¢,.
Para probar que Syp : ¢_- — ¢ es inyectivo notemos que si ¢, =

Snro— = 0 se sigue de (4.67) que,

u(t) = —1 /too e EDHE (3 u(r))dr. (4.72)

1

Denotamos up := X (1,00 (t)u(t) y como en (4.54) se tiene que,

fur(®); LP)I < 3 lur(e): L(P)]. (4.73)

para T suficientemente positiva, entonces u(t) = 0Vt > T. Dado que u €
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C(R, L?) y es tnica lo podemos concluir para toda t. Si tomamos la definicién

de u como en (4.26) obtendremos que ¢_ = 0.

4.2. Solucién del problema inverso

Para la reconstruccion del potencial V' vamos a definir el siguiente ope-

rador S.

S = WiSNwa . (474)

La justificacién del por que estamos considerando este operador y no sim-
plemente Sy, es la siguiente. En la Figura 1 estamos mostrando esquemati-
camente las dindmicas de un sistema de dispersién no lineal (linea verde),
sistema de dispersién lineal (linea morada) y un sistema libre (lineas azules).
De nuestras condiciones asintéticas (4.25) podemos notar que el operador de
dispersion Sy, esta asociando estados asintoticos remotos ¢_, en el sistema
lineal, con estados futuros ¢, también en el sistema de dispersion lineal; de
ahi que la diferencia en las dindmicas sea solo el comportamiento no lineal y
que por ello no sea posible recuperar, de Sy, el potencial, V. El problema
de soluciona si en lugar de tomar sélo el operador de dispersion no lineal,
Snr, consideremos la composicién de él con los operadores de onda clasicos

W.. La composicién que se propone tiene justificacién de la definicién de los
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operadores de onda W_ y W tal y como lo muestra la Figura 1. De esta
forma, con este nuevo operador, llamado S, sera posible recuperar toda la
informacién del sistema pues estamos comparando la dindmica del sistema

de dispersién no lineal con un sistema libre.



e_”Hqﬁ_

Figura 4.1: Dindmica de un sistema de dispersion no lineal, lineal y libre.
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En el siguiente resultado, reconstruiremos el operador de dispersion de la

ecuacién de Schrodinger lineal ((1.3) con V' =0), S, de S.

Teorema 4.2. [70] Supongamos que las hipdtesis del Teorema 4.1 estin da-

das. Entonces, para cada ¢ € H' N L' tenemos que,

d

&5(@5)

= 5u(0), (4.75)

donde la derivada de (/.75) existe en la topologia fuerte de L*.

Demostracion. Dado que S(0) = 0, pues Sy.(0) = 0, y dado que los opera-

dores de onda W son acotados en H!. Es suficiente probar que

1

s — lm=(Syr(ey) — ) =0, (4.76)
pues,
d S =9
E (6¢) ’620_ L¢ A4

W (ed) —
s — lim DI W-(e9) = 50) WIW_¢=0 <
e— €

WiSn W () — Wi W_¢

0 &

s — lim
e—0

SNIW_(ep) — W_ge (4.77)

€

SniW_(ep) — W_ep

s — lim W7 | =0

s — lim] |=0 <
e—0 €

s— lilg[—SNL(€¢) - Ew] =0,
€— €

donde W_¢ = ¢ y donde hemos denotado €) = ¢_, de modo que (4.76) es,
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=0, (4.78)

s — lim
e—0 €

pero como,

o+ — d-llz2 < Cllulliy < Clle™ o3 <
(4.79)

< C(llg-llre + o1l 11)* < CEW Il + 10]]142)° — 0,
sie— 0. [
Ahora reconstruiremos V' de S.
Corolario 4.3. [30] Bajo las condiciones del Teorema J.1 S determina de

manera univoca a 'V .

Demostracion. Como consecuencia del Teorema 4.2, S determina Sy. De S
se pueden obtener los coeficientes de refleccién para dispersion de Schrodinger
lineal [21]. Como H no tiene estados acotados podemos reconstruir V' de uno

de los coeficientes de refleccién usando métodos estandar. Ver [3], [5], [19],

[20].

Finalmente reconstruiremos F de Syr..

Teorema 4.4. [90] Bajo las hipdtesis del Teorema 4.1 tenemos que, para

cada ¢ € H' N L',
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i(Snr — 1) (€0, 0) =

€3>\/ (‘/1e—itH¢7 e_itHgZ5)(‘/2€_itH¢, e_itH¢)dt + O(€5> .

Demostracion. Como consecuencia del teorema de contraccién se tiene que:

u(z,t) = e Hep +o(t), (4.81)
donde,
v(t) =Y Pleeg). (4.82)

Notemos que,

lo(@)lla =1 P e)la < D IPI (e eg) | <
j=1 Jj=1

oo o0
NP o) m <Y CYeEV e gl <
7=1

j=1
oo

ST Y (|0, + [6ll0)¥ < (4.83)

J=1

(Ce(llgllr, + gllzo)* D (Cellldlln, + ]l zoi)) " <

WE

j=1

<
Il

(Cellgllre, + llpllzoe))™

NE

(Ce(llgllr + ll@llzo))?

<
I
o
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entonces si escojemos € lo suficientemente pequeno para que |Ce(||d||, +
||l p+1)| < 1 tendremos que,
> (Cell[@ll + 8]r)) < o0, (484)
=0
y por tanto [[v(t)||m < Ceé®.

Ahora calculemos [ (Viu, u)(Vaou, e ¢)dt . Dado que,

8

(Viu, w)(Vau, e ¢)dt =

8 3

(Vi(eT™ep 4 v(t)), e e+ v(t)) (Vale ™ep + v(t)), e p)dt <

83

(Vie e, e ") (Voo e, e )+

83

—~
~
<

(t), e—itH€¢) (‘/Qe_itH€¢, e_itH¢)dt+

(VieT ™ ep v(t))(Vae Hep, e p)dt+

83

(Vio(t),v(t))(Vae ™ ep, e p)dt+

83

(VieT e e ep) (Vou(t), e p)dt+

83

—~
~
-1

(t), e Hep) (Vou(t), e ¢)dt+

83

(Vie ™ e, w(t)) (Vv (£), e )i+

83

(Viv(t), v(t))(Vae ™ ep, e g)dt.

3

(4.85)
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Vamos a empezar acotando los primeros dos términos para ejemplificar el
proceso y a continuacion generalizaremos el razonamiento para el resto de
los términos.

Como,

/ (‘/'lefitH€¢’ efitH6¢) (%efitHegb’ efitH¢)dt S

—0o0
[e.e]

63||V1||Lq||Vz||m/ le™ @l Zori e gl|Zpsrdt < (4.86)

—0o0

Cunsed ([ e oiat) ([ e olir)’

donde Cy, v, = |[Vilza||Valza ¥ + + £ = 1. Consideremos 7 = %

| e o, e eg) (Voo g, e )t <

[ee]

o0
Craasle ol oy ([ I glnar) <

oo r—2
Crne e ™ol ([ e Ol e M) T <
1,V2 L(P) e Lr+1 Lr (4,87)
: itH i (G E > G H T
R T ( | e ol a)
—00
i _; (25— _
R e v L A

v le™ 0l < Cvi e ([ Bllrr + [0l o1)" < 00

Ahora consideremos el siguiente término,
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o0

/OO (Viv(t), e "Hep)(Voe g, e H ) dt. (4.88)

Dado que,

/OO (‘/11)(75), e—itHegb)(sze—itHEgb’ e_itH¢>dt S

o

Cryn® / o) o e G2 ndlt <

—00

cwﬁ(/ |yv(t)|ygp+ldt>f(/ e 4] 3dt)”

(4.89)

o

1 1 _
conf—i—F

1. Considerando ahora que 7 = r tendremos entonces que,

/oo (Vi’l)(t), efitHE(ﬁ) (VgeiitHE(ﬁ, efitH(ﬁ)dt <

o)

r—

& . 3r_ !
Croeloll ([ le ol ar) T <

—0Q

(4.90)
2 Sl (GRS il -1
Cvi v llvllalle™ oIy, e Y <

Cviva€l[vllarlle™ ll3 < Crwae® (10l + ]l zo1)* < 00

Notemos que los términos tercero y quinto del lado derecho de (4.85) ten-
dran es andlogas, mientras que los términos cuarto, sexto, séptimo y octavo

tendran (con argumentos similares) es del tipo,

Criwa€ (10l + 10l r+1)? < 00
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Dado que todos los términos del lado derecho de (4.85) tienen es con

potencias de € mayores a 3 y son finitos, entonces al tomar,

lim — / (Viw, u)(Vou, e p)dt

solo sobrevive el primer término y de este modo,

A [ ;
h’r% — / (Viu, u)(Vau, e ¢)dt =
e—0 1€

19 oo (4.91)
)\/ (V'lefitH¢7 efitH(ﬁ)(V'zefithﬁ, eiitHQS)dt.

&)

Corolario 4.5. [70] Supongamos que las condiciones del Teorema j.1 estan
dadas y que V1, Vs son a valores reales que mo son identicamente cero. Asu-
mamos que Vi = Vo o que Vj, j = 1,2. no cambian de signo y que ademds
ViVa # 0 en un conjunto de medida positiva. Entonces el operador de disper-

sion S yV;, j=1,2. determinan de forma unica a \.

Demostracion. De (4.80) se tiene que,

1 i(Snr — 1)(€9), 9))

(4.92)

Por el Corolario 4.3 V' es conocido y entonces H := Hy + V' es conocido.

Por otro lado W y S determinan de forma tinica a Sy. De este modo el la-
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do derecho de la ecuacion (4.92) es determinado por nuestros datos. Notemos
que, bajo las condiciones impuestas, siempre es posible encontrar una ¢ € H*
tal que el denominador del lado derecho de la ecuacién (4.92) no es cero. Pues-
to que si suponemos que V; = V5 o que V4 V5 no cambian de signo y que V4 Vs #
0 en un conjunto de medida positiva entonces siempre es posible exhibir una
¢ # 0 tal que [7° (Vi7" g e g)(Voe ™ g, e ) dt # 0 (notemos que
en t = 0 siempre existe una ¢ € H; N LPT tal que (Vio, ) (Vag, ¢) # 0).

O

En el caso particular de la ecuacién del capacitor cuéntico (2.5) se pue-
den recuperar todos los parametros fisicos de el mismo dado dado que de
S es posible recuperar V' y de esta forma se obtiene Vj. De hecho podemos

considerar una generalizacion del potencial V' de (2.5), que es la siguiente:

V() = [BiX[an(T) + BoX[eq (®)]], (4.93)

donde (31, 2 € R. Entonces 31, 82, a, by d se ueden reconstruir univocamente.

Ademis, por el Cololario 4.5 podemos reconstruir univocamente a A.
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