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OBJETIVOS

Objetivo General.

Llevar a cabo la caracterizacion de algunos procesos de la Termodindmica Irreversiblemediante el
método de los elementos finitos en la resolucién de las ecuaciones diferenciales de transferencia de calor,
masa y momentum, considerando condiciones de estado estacionario para problemas de geometria irregular
en una y dos dimensiones, asi como en sistemas tridimensionales con simetria axial, utilizando formulaciones
en coordenadas cartesianas y cilindricas, respectivamente. Y elaborar un algoritmo computacional hibrido
combinando con el método de diferencias finitas para problemas de Termodindmica Irreversible
unidimensionales en régimen transitorio.

Los algoritmos computacionales propuestos en esta tesis, basados en principios variacionales y en
residuos ponderados, deberdn ser versitiles para mancjar con facilidad diferentes configuraciones
geométricas de los sistemas de interés asi como distintas condiciones de frontera, y proveer de resultados de
gran exactitud.

Objetivos Particulares.

¢ Llevar a cabo la caracterizacién de algunos procesos de la Termodindmica Irreversible calculando
flujos y potenciales generalizados, sin perder de vista las aplicaciones précticas en ingenierfa, y
tratando que los algoritmos computacionales sean lo suficientemente versatiles para manejar
diferentes geometrias y condiciones de frontera.

¢ Explicar de la manera més clara posible el fundamento del método de elementos finitos variacionales
y de residuos ponderados, asi como- los pasos generales en la construccién de algoritmos
computacionales de este tipo.

® Aplicar los fundamentos del célculo variacional en la resolucién de las ecuaciones de Laplace y
Poisson, para construir una serie de algoritmos computacionales que permitan caracterizar procesos
de la termodinémica irreversible en condiciones de estado estacionario.

¢ Aplicar los fundamentos de los métodos de residuos ponderados en la formulaciéon de algoritmos
computacionales que permitan resolver problemas de fenémenos de transporte en condiciones de
estado estacionario.

e Aplicar los algoritmos mencionados en los objetivos anteriores en la resolucién de problemas de
aplicacién préctica en las dreas de transferencia de calor, difusién molecular y dindmica de fluidos.

e Construir un algoritmo hibrido combinando elementos finitos con diferencias finitas para el
transporte unidireccional en régimen transitorio.

e Comparar las soluciones analiticas para casos integrables con los resultados que se obtienen al aplicar
los métodos de elementos finitos, con el fin de evaluar cuantitativamente la exactitud de estos altimos
y poder utilizar con cierto grado de confianza el método numérico para resolver las ecuaciones
diferenciales en los casos en que no se disponga de una solucién analitica.



INTRODUCCION

Desde que en 1931 el fisico noruego Lars
Onsager asentd las bases de la termodindmica de los
procesos irreversibles con sus tres postulados en los que
incluia su célebre principio de reciprocidad por el cual
le otorgaron el premio Nobel, hasta los primeros afios
de este nuevo milenio, la teoria de la termodindmica
itreversible se ha desarrollado en diferentes
direcciones.

La formulacién original de Onsager junto con
los conceptos de divergencia de un campo vectorial,
permiten realizar los balances de las cantidades fisicas
que fluyen en un sistema termodindmico y obtener los
correspondientes principios de conservacién. Con tal
procedimiento se obtienen, de manera sistemética, los
modelos fenomenol6gicos para los procesos de
transferencia de calor, masa y momentum, obtenidos
anteriormente por Fourier, Fick y Navier y Stokes.
Dichos modelos corresponden =&  ecuaciones
diferenciales parciales de segundo orden, que
representan las variaciones espaciales y temporales de
los campos de los potenciales termodindmicos
responsables del flujo de las cantidades fisicas de
interés,

La integracién de tales ecuaciones diferenciales
puede lograrse de manera relativamente fécil aplicando
métodos estandar que datan desde el siglo XVIII, para
geometrias regulares ya sea en coordenadas cartesianas,
cilindricas o esféricas. El problema surge cuando se
intenta caracterizar procesos de la termodinAmica
irreversible en sistemas con geometria irregular., En
estos casos, el clasico método de desarrollo de la
solucién en series de potencias (que da lugar, por
ejemplo, a las funciones de Bessel en coordenadas
cilindricas), asi como el de la eliminacién de las
componentes ortogonales, que no forman parte de la
solucion de la ecuacién diferencial, en el desarrollo de
las series de Fourier (para coordenadas cartesianas), se
complican demasiado como para intentar proceder a la
integracién por métodos analfticos.

El método de diferencias finitas en el que se
utiliza el principio de L’Hopital para reformular la
ecuacion diferencial en términos de incrementos finitos
de las variables de interés, es una aproximacion a la
solucién del problema, pero adolece de versatilidad y
exactitud. Cuando se desea resolver un problema en el
que la geometrfa varle ligeramente, es necesario
reconstruir el algoritmo de cémputo, y lo mismo sucede
al modificarse las condiciones de frontera. La exactitud

del método depende de forma inversamente
proporcional al tamafio de la malla de las diferencias
finitas, como es légico esperar en base a la definicién
de la derivada de una funcidn.

La alternativa mas viable parece ser la aplicacién
del método de elementos flnitos, originalmente
desarrollado en el campo de la ingenierfa aerondutica.

Al igual que en el método de diferencias finitas,
se procede a discretizar el espacio de solucién, pero los
fundamentos matematicos son mucho mds firmes, por
lo que la exactitud es mayor.

Ademis, el método de elementos finitos es més
versatil, ya que un buen algoritmo computacional
basado en este método, debe permitir modificar
ficilmente la ubicacion de los puntos nodales de la
malla discreta para poder ser aplicado a diferentes
geometrias,

Este trabajo de tesis tiene como finalidad
construir algoritmos de cémputo para la resolucion
de las ecuaciones diferenciales que caracterizan algunos
fenémenos de la termodindmica de procesos
irreversibles. Dichos algoritmos deben ser lo més
exactos y versdtiles posibles, y permitir la
caracterizacién de algunos fendmenos de:

o transporte de calor,
o difusién de una sustancia en una mezcla.
e yde dindmica de fluidos.

Tales procesos se conocen genéricamente como
“Fendémenos de  tramsporte”, término que
frecuentemente es interpretado como sinénimo de
“Procesos de la Termodindmica Irreversible”.

La exactitud de los modelos computacionales
presentados aqui, se evalia comparando con las
soluciones analfticas para los casos integrables (que
también se desarrollan a lo largo del texto), con la
finalidad de aplicarlos con confianza a los casos no
integrables.

La organizacién de este trabajo es como sigue:
En el capftulo 1 se da una breve explicacién de
lo que es el campo de estudio de la termodindmica de

procesos irreversibles segiin la formulacién cldsica de
Lars Onsager. Se citan los modelos fenomenologicos de

ii



Fourier, Fick y Navier-Stokes y se explica su relacién
con los conceptos de flujos y afinidades propios de la
teoria de Onsager.

En el capitulo 2 se establecen los fundamentos
de los métodos de elementos finitos, tanto en su
formulacion variacional como en sus versiones de
residuos ponderados.

e Se aprovecha para presentar una breve resefia
historica.

e Se explican las caracteristicas del método,
poniendo especial énfasis en el proceso de
ensamblaje de las ecuaciones locales y en Ila
introduccion de condiciones de frontera, que son la
base de su versatilidad.

e Se presentan los fundamentos de los métodos
variacionales que subyacen en la ecuacién de
Euler- Lagrange.

e Se explican las bases de las soluciones
aproximadas por residuos ponderados.

e Se ejemplifica la forma en que operan los métodos
de residuos ponderados considerando la solucidn
del modelo matemdtico conocido como ley de
Newton para el enfriamiento y se hace una
comparacién de la exactitud de ellos.

En ¢l capitulo tres se¢ presentan los
fundamentos matematicos de la formulacién de las
ecuaciones locales para la construccién, via ensamblaje,
del método de elementos finitos. Ademas, se explica la
forma en que se obtienen las funciones de interpolacién
para diferentes geometrias (clementos finitos
triangulares y cuadrados) y distintas funciones de
aproximacién (lineales y cuadrdticas). También se¢
presenta un primer algoritmo de cOomputo que
corresponde a la aplicacién del Método de Galerkin en
la resolucién de la ecuacién de Fourier para transporte
unidireccional de calor en régimen estacionario, lo cual
da nombre al capitulo.

El cuarto capitulo estd dedicado a la aplicacién
de la formulacién variacional del método de elementos
finitos al campo de la mecdnica de soélidos,
concretamente al diseflo de pavimentos flexibles. Al
abordar este tema se ¢jemplifican las caracteristicas de
1a aplicacién de uno de los principios variacionales mas
conocidos en el dmbito cientifico, el principio de los
trabajos virtuales. También s¢ muestra como ¢l método
se aplica para calcular la distribucién de mas de una
variable dependiente, y como manejar de manera
versitil la geometrfa del sistema. En el algoritmo

presentado en este capitulo se utiliza el método de
Gauss Seidel con relajacién como subrutina para
resolver el sistema de ecuaciones simultineo lineal
resultante.

En el capitulo cinco se analiza la transferencia
bidimensional de calor por conduccidn en coordenadas
cartesianas, y se construye un par de algoritmos para el
cilculo del perfil de temperaturas en estado
estacionario en una placa cuadrada con generacidn
interna de calor, y a lo largo y ancho de una aleta de
enfriamiento de geometria irregular, mostrindose la
versatilidad en el manejo de la configuracion
geométrica del sistema y de las condiciones de frontera,
adiabdticas, isotérmicas y convectivas. El tipo de
ecuacion gobernante es la ecuacién de Poisson.

En el capitulo seis se formula el principio
variacional de la ecuacion de Poisson en coordenadas
cilindricas obteniéndose un algoritmo computacional
para aplicaciones de transferencia de calor por
conduccién en estado estacionario a través de cuerpos
con geometria axisimétrica. La versatilidad del método
permite considerar diferentes geometrfas.

En el séptimo capitulo se aborda el problema de
la transferencia de masa bidimensional en procesos de
difusién molecular, gobernados por la ecuacién de
Fick, y que al simplificarse para el estado estacionario
2-D se convierte en la ecuacién de Laplace. Se aplica el
método de elementos finitos para determinar la
distribucién de potencial eléctrico en procesos de
electrodeposicién controlados por transferencia de
carga. El algoritmo que se presenta es versitil y permite
cambiar ficiimente la geometria de los electrodos.

En el capitulo ocho se utiliza la formulacién
variacional de la ecuacién de Laplace para el cdlculo de
los perfiles de velocidad en una méquina de extrusién
para fluidos Newtonianos y para flujos de potencial
bidimensional en coordenadas cartesianas.

La formulacién original de los métodos de
elementos finitos aplica a sistemas en estado transitorio.
asf que finalmente, en el capftulo nueve se presentan
las bases de la formulacién de algoritmos hibridos de
diferencias finitas y elementos finitos para problemas
de conduccion unidimensional de calor en estado no
estacionario, y se construye un algoritmo de computo
cuyos resultados se comparan con la solucién analitica
que se obtiene mediante series de Fourier.
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Termodinamica de
Procesos Irreversibles

Una de las dreas mas importantes de la Fisica es la
Termodindmica, que estd dedicada al estudio de las
interconversiones entre la energfa térmica y la energia
mecénica en sistemas de diferente naturaleza,
incluyendo los sistemas quimicos.

El estudio de la termodindmica empezd en el siglo
XIX, y en su versién cldsica analiza el comportamiento
de los sistemas desde un punto de vista macroscopico y
en condiciones de equilibrio, tratando por lo tanto con
procesos reversibles. Las contribuciones a este campo
por parte de Joule, Thompson, Camnot, Gibbs,
Helmholtz y Maxwell, entre otros, han permitido
caracterizar una gran cantidad de procesos y obtener
conclusiones practicas para la ciencia e ingenieria.

A finales del siglo XIX, los trabajos de Gibbs,
Boltzmann y Maxwell, permitieron establecer un nuevo
enfoque de la termodindmica. Bajo esta nueva
formulacién se visualizan los fendmenos desde un
punto de vista microscopico, se consideran las
interacciones entre un conjunto de particulas, se
promedian estadisticamente y se trata de calcular las
consecuencias de dichas interacciones a escala
macroscopica. Mediante este enfoque, denominado
Termodindmica estadistica, se pretende correlacionar
las propiedades macroscipicas de los sistemas con las
de sus microestados, conservando la condicién de
equilibrio y, consecuentemente, la reversibilidad como
condicion fundamental.

Sin embargo, la mayoria de los procesos que
ocurren en la naturaleza son espontineos y
necesariamente irreversibles. La gran mayoria de los
fenémenos que ocurren en el Universo se realizan por
etapas en los que los sistemas se encuentran fuera del
equilibrio con sus alrededores. Casi todas las estrellas
durante su larga vida nunca llegan siquiera a acercarse
a las condiciones de equilibrio termodindmico. La
meteorologia y la biologia estudian sistemas claramente
fuera de equilibrio, tanto dindmico como térmico y
difusional. Los fendémenos de transferencia de calor,
masa y el movimiento de fluidos, necesarios para el
funcionamiento de plantas industriales, también son
irreversibles,

A pesar de que bajo ciertas circunstancias, la
irreversibilidad de  algunos  sistemas  puede
caracterizarse mediante la termodindmica clésica,
introduciendo factores tales como la eficiencia de los
procesos, el trabajo perdido, etc., fue necesario la
apertura de una nueva 4rea de estudio dentro de la
termodindmica, la actualmente conocida como
Termodinfimica de Procesos Irreversibles o
Termodinamica Fuera del Equilibrio.

El origen de la Termodindmica Irreversible,
generalmente se sitGa en los trabajos del quimico
noruego Lars Onsager publicados en 1931, aunque en
realidad se pueden rastrear antecedentes en los trabajos
de Lorentz, Gorter y Bridgeman, quienes intentaron
describir los procesos irreversibles en funcién de
variables macroscopicas y postulados termodindmicos.
Sin embargo, su estructura carecfa de consistencia y por
ello, los especialistas la han denominado
semiperoyativamente termodindmica seudoirreversible.

Existen varios tipos de andlisis de sistemas
termodindmicamente irreversibles. El primero de ellos
basado en la ecuacion de balance de energia mecénica
de Bernoulli, considera un sistema en flujo
estacionario, con procesos irreversibles independientes
del tiempo que ocurren dentro de una superficie
gaussiana sin especificacién de su estructura interna.
Tanto el fluido que entra a dicho elemento de volumen
como ¢l que sale, se encuentran en equilibrio y poseen
propiedades bien definidas y directamente medibles.
Por lo tanto, los procesos irreversibles se analizan
examinando los cambios en los estados de equilibrio.
Este procedimiento es correcto en su aplicacidén a una
gran cantidad de sistemas, pero frecuentemente falla en
proveer detalles de interés acerca de lo que sucede
dentro de la superficie gaussiana que se visualiza como
una caja negra.

El segundo enfoque, atribuido a Onsager, intenta
extender las ecuaciones de la termostatica a sistemas
fuera del equilibrio. Se hacen varias consideraciones,
pero no todas son universalmente vélidas o libres de
objecion. Sin embargo, ha tenido mucho éxito y quiz4
sea el mis ampliamente extendido entre los
investigadores.



La tercera formulacién, correspondiente a la
mecanica  continua, trata  con  cantidades
termodindmicas adecuadamente definidas que se
incluyen dentro de ecuaciones diferenciales que
representan variaciones temporales de sistemas
homogéneos simples y extienden el andlisis hasta
incluir sistemas no homogéneos.

Desde principios del siglo XIX en que el Ingeniero
Militar del Ejército Francés y Secretario de Hacienda
del Imperio Napolebnico, Jean Baptiste Fourier,
publicé su célebre tratado intitulado “Teoria Analitica
del Calor”. El estudio fenomenolégico de los procesos
fuera del equilibrio ha sido de vital importancia para
comprender fenémenos que ocurren en la naturaleza.
Actualmente las ecuaciones diferenciales vectoriales
que caracterizan los flujos moleculares de calor, masa y
momentum, son conocidas por cualquier estudiante de
ciencias o ingenierfa:

Flujo de calor por conduccién, ecuacién de
Fourier:

-Veq=pC, dT/0t (1.1)

Difusién molecular de una especie A en una
mezcla, ecuacion de Fick:

-V.JA-DAzaCA/at (1.2)

Flujo molecular de momentum en un fluido,
formulacién Euleriana de la ecuacion de Navier-Stokes:

pg- VP - Vet =3 (pv)/dt (1.3)

Tanto la ecuacién de Fourier para la conduccién
de calor, como el modelo matemdtico de Fick para la
difusién molecular y la ecuacién de Navier-Stokes para
la dinamica de fluidos, incluyen las divergencias de los
campos vectoriales correspondientes, es decir, los
flujos de alguna entidad fisica, promovidos por alguna
fuerza impulsora que se puede identificar con el
gradiente de algin potencial termodindmico.

En su trabajo original de 1931, Onsager postulé la
siguiente expresion para la rapidez de generacién de
entroplia:

oS

— = J. X, 1.4
6t Z 1 ® i ( )
en la cual:

o J; representa el flujo de alguna cantidad fisica
como masa, calor o momentum, y que por lo
tanto esta definido como:

0i
J. =" 1.5
Yot (1-3)

e Al término X; se le denomina afinidad y
corresponde a una fuerza o potencial que
promueve el fluyjo, como resultado del
gradiente de alguna propiedad de estado.

A todo flujo J; le corresponde una afinidad
conjugada X; , que estd asociada al gradiente de una
propiedad de estado. Dicho gradiente es responsable
del alejamiento de las condiciones de equilibrio. El
flujo de la entidad fisica asociada reduce
progresivamente el gradiente, bajando la intensidad de
la fuerza promotora, lo cual a su vez disminuye
gradualmente el flujo hasta que se alcanza la condicién
de equilibrio, momento en el cual cesa el transporte. En
varios textos se utilizan los términos de trabajo y
potencial generalizados, visualizdndose a los flujos de
calor, masa, momentum y carga eléctrica, como si
fuesen trabajos realizados en virtud de la existencia de
un potencial impulsor, siendo este un gradiente de
temperaturas, un gradiente de concentraciones, un
gradiente de velocidad o un gradiente de potencial
eléctrico, respectivamente.

Bajo este enfoque de Onsager, se pueden agrupar
los modelos fenomenolégicos de Fourier, Fick y
Navier-Stokes. Dicha propuesta fiue presentada
formalmente a principios de la década de los 60’s por
Bird, Stewart y Lightfoot en su libro “Fendmenos de
Transporte”, citando las analogfas entre las conocidas
como primera ley de Fourier, primera ley de Fick y ley
de newton de la viscosidad, y que para el transporte
tridimensional corresponden a:

Jq =q=-kVT (1.6)
Jy=-D;VC 1.7
T=—uvVv (1.8)

Sin embargo, una gran cantidad de fenémenos no
pueden explicarse por la (nica accién de una fuerza
conjugada a su flujo tradicionalmente conjugado. Como
ejemplo se puede citar el efecto Soret, muy conocido en
el ambito de las exiracciones quimicas, y que
corresponde al fluyjo de masa promovido por la
existencia de un gradiente de temperaturas, o el efecto
Dufour que consta del flujo de calor asociado a
gradientes de concentracidn. En estos casos a las
afinidades se les denomina acopladas.



Efecto Soret:

Jar=-paVInT (1.9)
Efecto Dufour:

Jg=-(T¥p) Dz VC  (1.10)

Si la rapidez de generacién de entropia dada por la
ecuacion (1.4) es diferente de cero, el sistema se
encontrard fuera del estado de equilibrio (térmico o
dindmico o difisional), y se llevara a cabo una serie de
procesos que tiendan a hacer que el sistema alcance el
equilibrio.

En un segundo postulado, Onsager establecio que
si el gradiente causante de un flujo es relativamente
pequefio, la proporcionalidad entre dicho flujo y el
correspondiente gradiente puede ser considerada como
lineal, y lo mismo ocurrird con la relacién entre la
rapidez de generacién de entropia y afinidad.

Consecuentemente, al disminuir Ia afinidad,
disminuye la rapidez de produccion de entropia, lo cual
conduce a un principio equivalente al de Le Chatelier-
Braun. Dicho principio, formulado por Ilia Prigogine en
1947, establece que un sistema fuera del equilibrio e
imposibilitado a alcanzarlo, se acercard a un estado
estacionario en el que la funcién de disipacién sea
minima. Tal funcién de disipacion de energia
corresponde al producto de la temperatura por la
rapidez de produccién de entropia, es decir:

Fp=-TEZJX (1.11)

En un tercer postulado (conocido también como
principio de reciprocidad, y por el cual le dieron el
premio Nobel de 1968) Onsager introdujo un
coeficiente fenomenolégico Ly , en el cual incluia los
efectos asociados (i = j) y contemplaba la posibilidad
de efectos acoplados (i = j). Escribiendo en forma
generalizada:

=YL X (1.12)
de donde provienen las ecuaciones (1,6) a (1.10)

Los tres postulados de Onsager combinados con
los principios de conservacion que describen Ia
evolucidn temporal de las variables de estado locales,
permiten deducir un conjunto de ecuaciones
diferenciales parciales que en principio pueden
resolverse si se conoce la situacidn inicial del sistema y
sus condiciones a la frontera, que dependen de la
geometria. En la prictica, la resolucién analitica de

dichas ecuaciones diferenciales puede complicarse por
las caracteristicas geométricas del sistema, y
frecuentemente se utilizan métodos numéricos como el
de diferencias finitas, elementos finitos y elementos
frontera.

El anilisis de los procesos de la termodindmica
irreversible, desde el punto de vista fenomenoldgico, ha
sido abordado por una gran cantidad de cientificos,
desde Newton y Fourier, hasta los de las iltimas
épocas. Matematicamente la tarea es resolver
ecuaciones diferenciales parciales como (1.1) a (1.3).

El andlisis més detallado de la termodindmica
irreversible también se ha desarrollado a partir de los
trabajos de Onsager y Prigogine, y se han abierto varios
campos como:

e La termodindmica Irreversible lineal
(basada en los postulados de Onsager).

e La termodindmica irreversible extendida.
Surgida del deseo de reemplazar las
ecuaciones parabdlicas de la termodindmica
ordinaria por ecuaciones hiperbélicas de
manera que se puedan obtener velocidades de
propagacién finitas. Para ello se tienen que
hacer una serie de consideraciones: el
principio de equilibrio local tiene que ser
olvidado, el flujo de entropia deja de ser igual
al flujo de calor dividido entre la temperatura,
y el principio de objetividad material
solamente se considera como aproximado La
forma original de la termodinamica extendida
expande la lista de 5 campos clasicos
independientes  (densidad, velocidad y
temperatura) con 8 adicionales (las densidades
de flujo de momentum y de energfa). En 1958
Landau y Lifshitz demostraron que las
ecuaciones fenomenologicas de la
termodindmica extendida fuera del equilibrio,
incluyendo el principio de reciprocidad,
pueden ser formuladas en forma Lagrangiana.

¢ La termodindmica endorreversible, En esta
subdrea de la termodindmica irreversible se
describen sistemas fuera del equilibrio donde
se crea entropia continuamente y que sin
embargo permanecen en estado estacionario,
dejando fuera efectos transitorios, oscilaciones
y fenémenos semejantes. En la termodindmica
endorreversible se visualizan los sistemas
irreversibles como una red de subsistemas
internamente  reversibles  intercambiando
energia de manera irreversible, es decir, todas
las irreversibilidades se confinan en las



interacciones entre los subsistemas; esta
subdrea es adecuada para el estudio de
conversién de energia solar, energfa nuclear,
climatologia, economia y  hardware
computacional. Un subconjunto de esta
subdrea, la termodindmica de tiempo finito se
dedica a investigar el control Optimo de
sistemas endorreversibles.

e termodinidmica irreversible no lineal. Esta
érea se dedica a la modelacién racional del
comportamiento termodindmico de materiales
complejos.; tiene que ver con procesos de
produccién de entropia no lineal, entre otras
las formas bilineal y cuadritica. Se aplica a
varios sistemas, entre ellos el flujo de fluidos
viscoeldsticos, fenémenos con ciclos de
histéresis, difusion molecular no lineal,
transiciones de fase, etc.

En muchos sistemas parece que después de varios
estados posibles que perduran un tiempo t;, la funcién
de distribucibn de N particulas llega a ser
esencialmente independiente del tiempo; esto se
evidencia debido a que las propiedades macroscopicas
del sistema se relajan hasta valores promedio bien
definidos. Fs natural pensar que tal comportamiento
erg6dico sucede en sistemas en equilibrio, pero también
ocurre en varios sistemas fuera del equilibrio, en los
denominados estados estacionarios fuera del equilibrio.
En este trabajo se consideraran principalmente sistemas
fuera del equilibrio ergddicos. En tales sistemas ol
promedio temporal de cualquier funcién de fase A(g, p)
es igual al promedio en los microestados. En los
tltimos aftos, Jean Bricmont ha colaborado
apreciablemente en el desarrollo de la termodindmica
irreversible estadistica, profundizando en 1la
contrastacién del teorema ergddico.

La mecanica estadistica de gases atdmicos
diluidos es un problema précticamente resuelto. La
teoria empez6 a desarrollarse desde 1870 por Maxwell
y Boltzmmann, quienes establecieron los fundamentos de
la teoria cinético molecular de los gases; con dicha
teoria es posible calcular los coeficientes de transporte.
Sin embargo, los intentos de extender la teorfa cinético
molecular a sistemas de alta densidad, se ha tropezado
con serios problemas. En un principio se pensaba que
una expansion en series de potencias de los coeficientes
de transporte daria buenos resultados, tal como se
obtiene al aplicar dicha expansién a una ecuacién de
estado, dando como resultado una expresion en
términos de los denominados coeficientes viriales. Sin
embargo, en 1965 Cohen y Dorfmann demostraron que
tal expansion no existe. Los coeficientes de transporte
(n- Ky Dag) son funciones no analiticas de la densidad.

En 1957 Kubo demostr6 que los coeficientes de
transporte lineales pueden calcularse a partir de las
fluctuaciones de la densidad de flujo al equilibrio. Por
ejemplo, la viscosidad cinemaética se define como el
cociente del esfiuerzo cortante t,, entre la rapidez de
deformacion y = du,/ Jy (ecuacién 1.8 unidimensional).
La relaciéon de Kubo predice que la viscosidad limite
para pequefios esfuerzos cortantes esta dada por:

\'%
"1 [ (14 O (s))ds (113)

donde Kp es la constante de Boltzmann, T la
temperatura absoluta, V el volumen, y el término entre
corchetes angulares denotan un ensamble promedio al
equilibrio, De acuerdo a esta expresion, la viscosidad es
la integral a tiempo infinito de la funcién de
autocorrelacién del esfuerzo cortante. Expresiones
similares a (1.13) son vilidas para los demds
coeficientes de transporte. Para efectos de este trabajo
se considerardn valores constantes de los coeficientes
de transporte.

La termodindmica lineal de procesos irreversibles
en sus aplicaciones a materiales s6lidos lleva al
establecimiento de las relaciones esfuerzos-
deformacién, semejantes a la que ocurren en fluidos. La
mayoria de los sistemas sélidos sometidos a esfuerzos
mecdnicos suelen ser ergidicos bajo condiciones de
estado estacionario, desde el punto de vista de la
mecanica estadistica. La produccién de entropia es no
negativa y sirve como base para la descripcion
sistemadtica de los procesos irreversibles que ocurren en
un soélido. Cemal Basaran y Shihua Nie hacen un
anélisis de la mecdnica de materiales sélidos bajo el
enfoque de la termodindmica de procesos irreversibles.

En esta tesis se aborda la termodindimica
Irreversible lineal en sus aplicaciones practicas
correspondientes a las ecuaciones (1.1), (1.2) y(1.3) a
sistemas ergédicos. Los logros de dicha teoria son tan
amplios que han permitido la caracterizaciéon de los
denominados fendmenos de transporte, base
fundamental para entender gran cantidad de fendmenos
fisicos, quimicos y biolégicos, as{ como llevar a cabo el
disefio de equipos y plantas industriales.



ELEMENTOS FINITOS

2.1. INTRODUCCION

La mayor parte de los fendmenos que
ocurren en la naturaleza son de tal grado de
complejidad que resulta dificil para la mente humana
captarlos como una sola operacién global. Por ello,
una forma natural para intentar caracterizarlos
consiste en separar los sistemas en sus componentes
individuales o “elementos", cuyo comportamiento
pueda conocerse sin dificultad, y a continuacién
reconstruir el sistema original para estudiarlo a partir
de dichos componentes. En la termodindmica
estadistica por ejemplo, se toma un conjunto
constituido por un pequefio nitmero de particulas; se
determinan las interacciones fisicas entre ellas; y
enseguida se buscan relaciones de escalamiento de la
funcién de particién del sistema, para finalmente
obtener la caracterizacién mateméatica de las variables
termodindmicas a escalas cada vez mayores hasta
llegar al tamafio macroscopico.

En muchos casos se obtiene un modelo
matemdtico adecuado utilizando un nimero finito de
componentes bien definidos, a tales modelos se les
denomina discretos. En otras situaciones la
subdivisién prosigue indefinidamente y el problema
solo se puede definir haciendo uso de la ficcidn
matemadtica conocida como infinitésimo. Ello nos
conduce a ecuaciones diferenciales o expresiones
equivalentes con un numero infinito de elementos
implicados.

A finales del siglo XVII, el cientifico britinico
Isaac Newton y el matemdtico aleman Gottfried
Leibniz, establecieron los fundamentos del célculo
diferencial e integral, que ha sido desde entonces la
herramienta matemdtica mas utilizada en la
construccion de modelos cuantitativos que permiten
predecir la evolucion de los procesos fisicos que
ocurren en nuestro derredor. El-célculo diferencial e
integral hace uso de la hipétesis de continuidad del
universo.

La mayoria de los modelos matemiticos que
encontramos en el ambito de la termodindmica

irreversible corresponden a ecuaciones diferenciales
(ordinarias, parciales en espacio y tiempo, sistemas de
ecuaciones diferenciales acopladas, lineales o no
lineales, etc). Sin embargo, muy frecuentemente el
proceso de integracién resulta complicado. En
ocasiones la complicacidn resulta de la no linealidad
de la ecuacidn diferencial o del conjunto de
ecuaciones diferenciales, y en otros casos, de la
diversidad y complejidad de las condiciones de
frontera. Las técnicas analfticas disponibles suelen
limitar las posibilidades de resolucion a casos
extremadamente simplificados de geometria regular,
y es necesario proceder mediante métodos numéricos
en los otros casos.

Para resolver problemas continuos reales, se
han ido proponiendo a través de los afios, diversos
métodos de discretizacién. La aplicacién de estos
métodos hace necesario efectuar alguna aproximacién
de tal manera que quepa esperar que la misma se
acerque, tan estrechamente como se desee, a la
solucién continua verdadera a medida que crezca el
nimero de subdominios discretos.

El método de los elementos finitos permite
aproximar la solucién de ecuaciones diferenciales con
valores a la frontera mediante la discretizacion del
dominio de la solucién en subdominios finitos y la
utilizaciéon de funciones de aproximacién a la
solucién de la ecuacién diferencial, imponiendo
condiciones de continuidad de dicha funcién en las
fronteras entre elementos vecinos.

La idea fundamental del método de los
elementos finitos es el reemplazo de funciones
continuas (la variable dependiente de una ecuacién
diferencial) por funciones de aproximacién por
subdominios, cominmente de naturaleza polinomial,
y la subsecuente optimizacién de los pardmetros de
dicha funcién de aproximacién para minimizar el
error respecto a la solucién exacta de la ecuacién
diferencial con sus condiciones de frontera.



2.2. NOTAS HISTORICAS.

A pesar de que el método de elementos
finitos es relativamente reciente, la idea de
aproximaciéon por segmentos es antigua. Los
geometras griegos utilizaron "elementos finitos™ para
la determinacién del valor de n. Ellos dibujaban un
cfrculo con poligonos adscritos y circunscritos. El
promedio del perimetro de cada pareja de poligonos
correspondian a aproximaciones por elementos finitos
al perfmetro de la circunferencia. De esta forma
fueron capaces de obtener valores para m cada vez
mas exactos a medida que se consideraban poligonos
de mayor nimero de lados. Arquimedes utilizé estas
ideas para determinar las éreas de figuras planas y
volimenes de sélidos, a pesar de que, por supuesto, él
no manejaba un concepto preciso de procedimiento
limite. En si fue solamente este hecho lo que impidi6
el descubrimiento del calculo diferencial e integral en
la cultura helénica unos 2000 afios antes de Newton y
Leibniz. El punto curioso aquf es que la mayoria de
los problemas de mateméaticas aplicadas son
formulados en términos de ecuaciones diferenciales y
la solucién por elementos finitos de tales ecuaciones,
utiliza ideas mucho méas antiguas que las que se usan
para formular dichos modelos.

El uso moderno de los elementos finitos
realmente empezd en el campo de la ingenierfa
estructural. Probablemente los primeros intentos
fueron hechos por Hrennikoff (1941) y McHenry
(1943) quienes desarrollaron analogias entre
elementos discretos reales (barras y vigas) y las
correspondientes porciones de un sélido continuo.
Estos métodos pertenecen a una clase de técnicas
semianaliticas que se usaron en los aflos 40's para
disefio estructural de aeronaves. Con el desarrollo de
naves aéreas de velocidad relativamente alta, como el
avién Jet, su método resulté ser inadecuado y se
inicié la bisqueda de una mejor técnica para una
aproximacién més confiable. Una aproximacién
directa basada en el principio de trabajo virtual, fué
propuesta por Argyris (Argyris y Kelsey, 1960), y en
una serie de articulos, él y sus colegas desarrollaron
un algoritmo para resolver problemas muy complejos
usando técnicas computacionales. Aproximadamente
en esa misma época, Turner (1956) presentd la
formulacion de la matriz de rigidez local, basada en
consideraciones de desplazamiento para un elemento
triangular, junto con el procedimiento de
ensamblaje para obtener la matriz de rigidez global.

El término “Elemento Finito” fue introducido
por Clough (1960) en un documento que describe las
aplicaciones en el campo de la elasticidad plana.

Los ingenieros habian catalogado al método
de los elementos finjtos como una técnica préctica
para resolver problemas de elasticidad, y aunque no
se habfan desarrollado sus bases matematicas
rigurosamente, en pocos afios el mundo cientifico fue
testigo de la expansién del método para resolver una
gran variedad de problemas estructurales.

La resolucién de problemas tridimensionales
requirié solamente de extensiones "simples" de la
teorfa basica bidimensional (Argyris, 1964). El
problema obvio a considerar después de los
problemas planos era el de la placa doblada; fue ahi
donde los investigadores encontraron las primeras
dificultades serias y los primeros intentos no fueron
para nada satisfactorios. Fue hasta algunos aflos
después en que los problemas de compatibilidad de
las geometrias plana y curva pudieron ser
parcialmente resueltos (Bazely er al, 1965).

Un campo de aplicacién de los elementos
planos bidimensionales era el de la modelacién de
corazas delgadas. Clough y Johnson (1968) lograron
algunos ¢xitos en esta drea. Sin embargo, la
representacion de una pequefin coraza delgada
mediante una superficie poliédrica compuesta por
placas planas puede provocar serios problemas
cuando la curvatura de la coraza es muy pronunciada
y pronto llegé a quedar claro que era necesario el
desarrollo de elementos curvos.

Los elementos finitos planos bidimensionales
presentan ciertas dificultades para los investigadores,
pero son pequefias comparadas con los problemas
asociados con elementos curvos. Los primeros
elementos curvos reales desarrollados fueron
elementos axisimétricos (Grafton y Strome, 1963), y
a ellos les siguid una secuencia completa de
elementos cilindricos, elipticos, parabélicos, y otras
geometrias curvas (Gallagher, 1969). El ripido
desarrollo del anilisis lineal en la década de los 80’s
ha permitido resolver casi todos los problemas
pricticos de mecdnica de sblidos y fendémenos de
transporte relacionados con geometrias curvas.

Los investigadores de los afios 60's pronto
fijaron su atencidn en la solucion de problemas no
lineales. Turner (1960) mostré como usar una técnica
incremental para resolver problemas no lineales. Es
decir, problemas en los cuales la deformacion
permanece pequefia pero los desplazamientos son
grandes. El anélisis de la estabilidad también cae
dentro de esta categoria y fue abordado por Martin et



al en 1965. Los problemas de plasticidad, que
involucran el comportamiento no lineal de algunos
materiales (sélidos no Hookianos) fueron modelados
en esa época (Gallagher 1962), y el método fue
aplicado también a la solucién de problemas de
viscoelasticidad (Zienkiewicz et al, 1968),

Finalmente, al lado del analisis de problemas
de estatica descrito anteriormente, también han sido
abordados problemas de dindmica. Archer (1963)
introdujo el concepto de matriz de masa consistente.
Zienkiewcz et al (1966) consideraron problemas de
vibracién, mientras que Koenig y Davids (1969)
resolvieron problemas en estado transitorio.
Entonces, desde la época de su nacimiento en los
primeros afios de la década de los 50's, su desarrollo a
mediados de los 60's y su maduracidn a principios de
los 80's, el método ha sido aplicado extensamente por
la comunidad de ingenieria.

Simultdneamente los matemdticos han
desarrollado los teoremas que soportan el método.
Cada grupo aparentemente independientemente del
trabajo de otros. A finales de los afios 40's Synge y
sus colaboradores desarrollaron el método de
Hiperciclos que utiliza muchas de las ideas del
método de los elementos finitos. Previamente,
Courant (1943) dio una solucién al problema de
torsidn, utilizando aproximaciones lineales por
segmentos dentro del dominio de la ecuacién
. diferencial dividido en un mallado triangular y
formulando el problema a partir del principio de
minima energia potencial. Articulos similares
fueron reportados por Polya (1952) y Weinberger
(1956). Greenstadt (1959) presenté la idea de
considerar una regién continua como un ensamblaje
de varias partes discretas, y hacer consideraciones de
continuidad de las variables en cada regién, utilizando
el principio variacional para encontrar los valores de
dichas variables.

En 1968, Birkhoff y Zlamal publicaron
independientemente una prueba de convergencia y
error para los métodos de elementos finitos que
apareci6 en la literatura de matemdticas aplicadas. Sin
embargo, la primera prueba de convergencia en
publicaciones de ingenieria fue reportada por Melosh
(1963) quien utilizoé el principio de minima energfa
potencial y su trabajo fue extendido por Jones (1964)
utilizando el principio variacional de Reissner. Una
vez que los investigadores se dieron cuenta de que la
técnica podria ser interpretada en términos de
métodos variacionales, las ideas de matematicos e
ingenieros hallaron convergencia y pronto se
desarrollaron muchas extensiones del método a
nuevas 4reas. En particular, se dieron cuenta de que el

concepto de aproximacién polinomial por
segmentos ofrece un procedimiento simple y
eficiente para la aplicacién del método cldsico de
Rayleigh-Ritz. Desde el punto de vista fisico, ello
significa que el método de los elementos finitos es
aplicable a cualquier problema de campo que pueda
ser formulado en base a un principio variacional.
Eso fue lo que justamente hicieron Zienkiewicz y
Cheung en 1965, al aplicar el método en la solucién
de la ecuacion de Poisson, y por Doctors en 1970 para
resolver problemas de flujo de potencial.
Similarmente los problemas de conduccién de calor
en régimen transitorio fireron considerados por
Wilson y Nickell en 1966.

Posteriormente el método fue extendido
ajustdndolo al bien conocido método de residuos
ponderados (Szabo y Lee, 1969). Este desarrollo ha
permitido la solucién de problemas para los cuales no
existe un principio variacional, o cuando dicho
principio es dificil de encontrar, por ejemplo en el
flujo de fluidos viscosos (Connor y Brebbia, 1976) o
problemas de campo no lineales en teorfa
electromagnética (Zienkiewicz et al, 1977).

Debe mencionarse que hay mucho trabajo por
realizar en el drea de problemas no lineales. Por
ejemplo, el problema de difusién-conveccion
involucrado en la solucién de la ecuacién de Navier-
Stokes estd lejos de tener una solucién satisfactoria
desde el punto de vista de elementos finitos. Los
problemas que actualmente se intentan resolver por
este método cubren el espectro completo de ciencias
fisicas, incluyendo tanto fenémenos estacionarios
como no estacionarios. También ha encontrado
campo de aplicacién en la ingenleria bioquimica
(Gould, 1976), donde los problemas exhiben todas las
dificultades relacionadas a la geometria compleja y a
la no linealidad en el comportamiento de los
materiales. El texto de Zienkiewicz y Taylor (1994)
ofrece una serie de formulaciones para problemas
lineales, no lineales, acoplados y en régimen
transitorio en las éreas de mecanica de solidos,
dindmica de fluidos, transferencia de calor (tanto
conduccidn como conveccién) , biomecdnica, etc. Por
otra parte Ayappa et al. (1991) han aplicado el
método en la resolucién de problemas de radiacién de
alimentos en hornos de microondas.

El método del elemento finito ofrece muchos
retos interesantes para  ingenieros, fisicos,
mateméticos tedricos y aplicados, y analistas
numéricos. Todos estos grupos de cientificos han
hecho contribuciones importantes en el pasado y
seguramente seguirdn haciéndolo para contribuir en
su evolucién,



2.3. DESCRIPCION.

Para la implementacién de este método se
empieza dividiendo la regién de interés, es decir, el
dominio de la solucién de la ecuacién diferencial, en
"subregiones” o elementos. A continuacion se ensaya
una funci6n de aproximacién a la solucion de la
ecuacion diferencial dentro de cada elemento. En
seguida se minimiza el error respecto a la solucién
exacta por algin método como la aplicacién de un
principio variacional o por minimos cuadrados. En
esta etapa se obtiene un conjunto de ecuaciones
algebraicas lineales locales, que se ensamblan para
obtener el sistema de ecuaciones global. El siguiente
paso consiste en introducir las condiciones limite, lo
cual puede modificar el sistema global de ecuaciones
lineales. Por ltimo se resuelve el sistema modificado
de ecuaciones simultdneas, obteniéndose la solucién
de la ecuacién diferencial en cada punto nodal. La
solucién, sin embargo, es vilida para todo el dominio
del elemento.

Los nodos en los cuales se desea hallar el valor
de la variable de interés no tienen que descansar en un
arreglo rigido sino que pueden formar parte de una
malla flexible, lo cual permite el manejo de
geometrias irregulares y fronteras mdviles.

El algoritmo para el célculo via elementos
finitos puede ser tan versétil que al hacer un cambio
de las coordenadas nodales o de las condiciones
limite, el programa reconstruya automditicamente el
sistema de ecuaciones y permita resolver la ecuacién
diferencial para otras geometrias sin tener que
reprogramar.

Las condiciones de frontera también se
manejan de manera flexible, de forma tal que un
algoritmo computacional estindar puede ser
facilmente modificado para incluir otras condiciones
limite.

2.4. CLASIFICACION DE LOS METODOS DE ELEMENTOS FINITOS.

Como se menciond en el inciso anterior, el
principio de este método consiste en sustituir la
variable dependiente (y) de la ecuacién diferencial
parcial por una funcién de aproximacién continua
Yaprox = 22 N; ;) con pardmetros incognite (a;) en cada
uno de los elementos. Al introducir las condiciones de
continuidad entre elementos vecinos y las condiciones
de frontera, se obtiene un sistema de ecuaciones
algebraicas simultdneas lineales, cuya forma depende
de las funciones N;, expresadas en términos de las
variables independientes, y que al ser resuelto permite
hallar los valores de los pardmetros de la funcién de
aproximacion que corresponden al mejor ajuste de la
varigble dependiente a la solucién exacta de la
ecuacion diferencial en cada una de las coordenadas
espaciales.

Existen varios procedimientos que permiten
optimizar los pardmetros de la funcién de
aproximacion para disminuir el error con respecto a la
solucién exacta. Dichos procedimientos pueden ser

clasificados en dos categorias, aquellos que utilizan
funcionales  variacionales buscindose valores
estacionarios que minimizan el error de |la
aproximacion y los denominados métodos de
residuos ponderados:

¢ Principio Variacional.
* Residuos Ponderados.

+ Meétodo de colocacién por puntos.
Método de colocacién por subdominios.
Método de minimos cuadrados .

Método de Galerkin (Bubnov-Galerkin).

Para utilizar los métodos variacionales es
condicién necesaria que la ecuacién diferencial
cumpla con la ecuacién de Euler-Lagrange, en
cambio, a cualquier ecuacion diferencial se le pueden
aplicar los métodos de residuos ponderados, como se
ejemplifica un poco mds adelante en la seccién 2.6



2.5 METODO DEL PRINCIPIO VARIACIONAL.

Para comprender e!l fundamento de los
métodos variacionales es conveniente definir el
concepto de funcional. Una funcional es una funcién
que depende de la variable independiente, la variable
dependiente, las derivadas de la variable dependiente
y de una serie de pardmetros, mateméaticamente:

[=1[x, y(x), y'(x), y"(x), k], 2.1
ecuacién en la cual la funcién argumento es y(x).

El célculo variacional es una rama de las
matemdticas que se puede definir como una teoria
general sobre los valores extremos (minimos y
maximos) de una funcional. En virtud de ello, los
métodos variacionales proponen técnicas para la
optimizacion de funcionales, que eventualmente
podrian ser las funciones de aproximacién a la
solucién de una ecuacién diferencial.

El problema general que se plantea es hallar
los extremales de una funcional.

Para el célculo variacional es de relevante
interés el caso en que la funcional (2.1) corresponde a
una expresion integral:

X

= f[y(X),y'(X),y"(X),x]dx . 22)
X
El problema es encontrar los pardmetros de

una funcién f que hagan que la funcional I alcance
valores maximos y minimos.

I= ﬁy(x)]dx : 23)

X

donde I es una funcién que depende de la funcién
argumento y la variable independiente; Si al
aproximar la solucién de una ecuacién diferencial se
establece que la funcional sea la funcién de error, se
minimizard dicho error.

Se desea calcular los valores maximos y
minimos de [ para lo cual se deberd encontrar la
forma particular de y(x) que optimice L.

En un dominio dado de funciones que pueden
ser de diferentes tipos (polinomiales, sinusoidales,
parabdlicas, etc.), deben hallarse los pardmetros de f
para los cuales la funcional I alcance un valor dptimo
con respecto a la funcién argumento.

Si la funcién bajo estudio depende
explicitamente de ciertos pardmetros ademas de la
funcién argumento, también se debe determinar el
optimo tomando en cuenta el valor de estos
parametros.

En general:

oy o

(o= [2 [ 2 ey oot e
[y (x, z,k)]—J'k J' j'x]p(x z,k,y,gyx g Z)dxdzdk

(2.9)

Para el primer caso se debe determinar la funcién
optima y*(x, z), mientras que en el segundo el
objetivo es obtener la funcién dptima y*(x, z, k), en
donde k es un pardmetro .

2.5.1. ECUACION DE EULER-LAGRANGE.

Los principios variacionales representan con
frecuencia algin aspecto fisico del problema en
congideracidn, Teoremas como el de la minimizacién
de la energia potencial total para el equilibrio de los
sistemas mecdnicos, el principio de minima
disipaciéon de la energia en fluidos viscosos, La
minimizacién de la energia interna como condicion
del equilibrio termodindmico, etc., son conocidos y

congiderados por muchos como las bases de la
formulacién.

Los principios variacionales de esta clase se
llaman "naturales”, pero no existen para todos los
problemas de medios continuos, mientras que si
pueden formularse siempre ecuaciones diferenciales
perfectamente definidas.



Hay otra categoria de principios variacionales
que podriamos denominar “ad hoc". Tales principios
ad hoc se pueden construir siempre para cualquier
problema expresado por ecuaciones diferenciales, ya
sea aumentando el nimero de funciones incdgnita,
mediante las variables adicionales conocidas como
multiplicadores de Lagrange, o bien por
procedimientos que impongan un mayor grado de
continuidad, como en los problemas de minimos
cuadrados que se ejemplificaran mds adelante.

Considérese una funcién continua vy

diferenciable y(x), en el intervalo X € X £ x; y una
funcién F, tal que cada valor de x dependa
explicitamente del valor de y(x) y de su derivada
y'(x), estoes ;

F=F(,y, x). @2.5)

El problema a estudiar es el de minimizar la integral:
X

Myx)1= [ 'Fly,y'xldx . (26)
Xo

donde y(xo) y y(x;) son funciones conocidas.

Supéngase que se conoce la funcién Optima
y(x) que minimiza I[y(x)]. Esto es, supéngase que en
una cercania (h) de y(x), la integral es minima.

Considérese ademas una funcién cualquiera
1n(x) continua y diferenciable en el intervalo xo < x <
X1, con 1(X;) = 0 y n(xo) = 0, que corresponden a las
condiciones de frontera ya conocidas. 1), la desviacién
en dichos puntos, consecuentemente es cero.

Constriyase la nueva funcién:

Y =y +en@ . @7

Es decir, la nueva funcion es igual a la éptima
més una desviacion cualquiera multiplicada por un

escalar €. Donde € es una pardmetro que se puede
hacer tan pequefio como se desee, es decir la nueva
funcién, y*(x), es una fiuncién en las cercanfas de

Y().
Iy*Col= 40 = [ Ay venyser, gt @8

Todos los valores posibles de la funcién y(x)
estdn en la cercania, por lo tanto la integral se puede
considerar como una funcion ordinariade €. Yaque e
especificarfa el valor de (), entonces se debe hacer

que dd(e)/de = 0. También el minimo de ¢(e) ocurre
en £ = 0; por definicién

¥e)= j:(') Fly-+en,y-+eri XK= f: Fly’,y*, xkix (2.9)

Derivando el funcional ¢ (¢ ), con respecto a €,
se obtiene:

do(s) _ d Xi Lo
el I PSR (2.10)

Si se diferencia F [y, y*',x] tenemos:

dF=£d *+

Syt @1y

Al derivarlo con respectoa & se obtiene:

dF OF dy* &F oy oF
dF _oF ¥, 0 '6y JEx (2.12)
de oy o oy &  ox de

donde dx/de = 0, ya que x se considera como una
constante debido a que se buscan los cambios desde
una curva a otra para valores constantes en x.

Para evaluar la integral de la ecuacion (2.9) se
tiene lo siguiente:

% -g[yﬂn(:t)] ()

(2.13.ayb)

Y= Liysenool= )

Sustituyendo las consideraciones anteriores en
la ecuacidn (8.11) se obtiene por resultado:

dF
. ay*"() ay*'

n'(x) (2.14)

Tomando como limites para la ecuacidn
anterior el hecho de que a medida que € 50 , y*—y,
y*—y , e igualando el resultado a cero para
minimizar, se obtiene:

& ay*ﬂ()+ n(x)]dx 0 (215



Sustituyendo F, = 0OF/oy* , Fy = OF/oy™
ademds de separar en dos integrales se obtiene:

dé(e) .
Lﬁ - L" F,n(x)dx + L" Fym(x}x=0 (2.16)

Al integrar el segundo término por partes se
obtiene una forma mas conveniente.

Xy
oF,,
[ Bmcom =) - [ a0 ax
0 xo 0 X
=- E‘ 0O g 2.17)
0 6x

Ya que n(x)= n(x,)= 0, por definicién.

Sustituyendo este resultado en las integrales
se obtiene:

dd(e 1 1 dF,;
—d(é—lz J:o F, n(x)dx - J:on(x)d—:dx =0 (2.18)

Asi que finalmente la ecuacién diferencial
queda de la siguiente forma:

di(e) _ AR
o2 _[: n(x)[Fy = ]dx—O (2.19)

Pama resolver esta integral es necesario hacer
uso del signiente lema:

Lema: Si x; , X (> x1) son constantes fijasy g (x) es
una funcién continua en el intervalo X, S X < X3,y si:

X2
| neogeodx =0 (2.20)

Xy
para cualquier n(x ) continua y diferenciable con:

n(x,) +n(xy) =0,

entonces se cumple que g(x) =0, en el intervalo x; £
X5X;.

Aplicando este lema en la ecuacién 2.9, se
obtiene la ecuacién de Euler-Lagrange:

oF,
y — a =0
X .21
dF 8 OF
dy ox oy’

La cual estd asociada con el principio de
Calculo Variacional y corresponde a una condicién
necesaria, pero raramente suficiente, que una
funcional debe satisfacer para maximizar o minimizar
una integral con los limites definidos .

Cuando una ecuacion diferencial satisface la
ecuacion de Euler - Lagrange, entonces es posible
escribir un Principio Variacional. Al resolver las
ecuaciones resultantes, se optimiza la fincional;
hallandose la mejor solucién a la ecuacién diferencial,
por minimizacion del acercamiento. Sin embargo no
para todas las ecuaciones diferenciales existe un
Principio Variacional, y en esos casos se procede a la
aplicacidon de otros métodos, tal como es el caso de
los métodos de Residuos Ponderados que se explican
a continuacion,

2.6 FUNDAMENTO DE LOS METODOS DE RESIDUOS PONDERADOS

La idea fundamental de los métodos de
elementos finitos, ya sea en su version variacional o
por residuos ponderados, es proponer una funcién de
aproximacion a la solucién de la ecuacién diferencial,
por ejemplo un polinomio cuadratico. En seguida se
discretiza el espacio de solucién, dividiéndolo en
subregiones. Para cada subregion (elemento) se
optimizan los pardmetros ajustables de la funcién de
aproximacién por minimizacion del cuadrado del
error, imponiendo condiciones de continuidad en las
fronteras de cada elemento. Esto da lugar a un sistema
de ecuaciones lineales, cuya solucién permite obtener
los valores de la variable de interés en los puntos

nodales, asi como los pardmetros de ajuste en cada
subregion. El siguiente ejemplo da una idea més clara
de esta técnica numérica:

Consideremos la ecuacién diferencial:

y" - 4 x =0, con condiciones de frontera:

CF.1:y(0)=-2
CF.2:y()=1,

cuya solucion analiticaes :  y=2/3 x’ +7x/3-2



El primer paso es proponer una funcién de
aproximacién, por ejemplo:

y = ax’ + bx + ¢, un polinomio cuadratico.

Luego se determinan la primera y segunda
derivadas:

y'=2ax+b
y'=2a

La sustitucién de las condiciones de frontera
conducena: ¢=-2; b=3-a,

es decir, ¢ es una constante y b ha sido escrita como
una funcion de a.

La primera y segunda derivadas se sustituyen
en la ecuacién diferencial, dando:

2a-4x = 0.

Si 1a funcién de aproximacién coincidiera con
la solucidn exacta de la ecuacion diferencial, el lado
derecho de esta tltima ecuacién seria idénticamente
igual a cero, pero como el polinomio cuadrético es en
realidad una aproximacioén a la solucién exacta, debe
haber algin error o residuo, R, por lo tanto

2a—4x~=R.

El objetivo es minimizar dicho error. La
funcién residuo, R, se presenta en todo el intervalo
de solucién, dando desviaciones positivas en algunos
puntos de dicho intervalo y negativas en otros. Para
minimizar el error, primero se elevan al cuadrado los
residuos para eliminar el signo, luego se suman en
todo el intervalo mediante una integracién con
limites definidos, y finalmente se minimiza la suma
de errores mediante el procedimiento de obtener la
primera derivada e igualarla a cero. como el 1inico
parémetro de la funcién de aproximacion es a (ya que
b es funcién de a, y ¢ =-2):

EdE E R2dx = Ll%dex - _[: ZR%dx =0
J: 42a-4x)dx=0;  [ax- x’]:) =0

De dondea=1,

Por lo tanto, la mejor solucién cuadratica que
resuelve la ecuacién diferencial en el intervalo
(elemento) de 0 a 1, es:

y=x*+2x -2.

El resultado se presenta en la siguiente
grafica. Notese la coincidencia casi total de la
solucion aproximada con la solucién exacta.

15
1
05
¢] T r T T
05
-1
1.5
-2
-25

=y
—— Yy aprox

Fig. 2.1. Aproximaci6én por minimizacién del
cuadrado del error de una ecuacidn diferencial
ordinaria.

Si el dominio de la solucién se divide en
subregiones, en cada una de las cuales se procediera
a plantear las ecuaciones con las que se¢ optimizan los
parimetros de la funcion de aproximacidn,
imponiendo condiciones de continuidad en las
fronteras de cada intervalo en un proceso de
globalizacién, habrfamos desarrollado una de las
modalidades del método de los elementos finitos,
denominada residuos ponderados por minimizacién
del error cuadritico. Normalmente cuando se
globalizan las ecuaciones que definen los valores
6ptimos de las funciones de aproximacion, se obtiene
un conjunto de ecuaciones simultdneas lineales, cuya
solucion da el valor més cercano de los pardmetros
de las funciones de ajuste en cada uno de las
subregiones. El resultado obtenido es una funcién
que es vilida para todo el subdominio dentro de cada
elemento y no nada mis en los vértices de una red
nodal como en el método de las diferencias finitas.

Un mismo algoritmo, escrito para una
geometria determinada de la regién de solucion
puede ser ficilmente adaptada a otra, simplemente
redefiniendo las coordenadas nodales. Las
condiciones de frontera, también se pueden manejar
de una manera muy flexible. En cambio, por
diferencias finitas, normalmente es necesario
rescribir el programa completo.

12



2.6.1 CARACTERISTICAS DE LOS METODOS DE RESIDUOS PONDERADOS.

La expresion matematica que representa la
minimizacién del cuadrado del error a lo largo del
subdominio puede ser expresada también como:

1
j:R-aE dx= [RWdx=0 (2.22)
oa 0

donde W es una funcién de ponderacién. En la
formulacion previa W es igual a la derivada parcial
del residuo con respecto al pardmetro a. Desde el
punto de vista del andlisis matemdtico, pueden
hacerse diversas elecciones para la funcién de
ponderacién. Las alternativas mas comunes conducen
a los métodos de:

¢ Colocacién por puntos. En este método se
seleccionan tantos puntos dentro del dominio como
grados de libertad de la funcién de aproximacion,
y se¢ define la funcién de ponderacion como la
delta de Dirac: W = &(x,) . Gracias a que | f (x)
8(x0) dx = f (Xo), la sustitucién de las coordenadas
de los puntos seleccionados en la funcién residuo,
permite obtener un conjunto de ecuaciones
simultineas lineales de las cuales se obtienen
directamente los valores de los pardmetros de la
funcién de aproximacién. Para que este método dé
resultados confiables se requiere bastante
experiencia para seleccionar los puntos dentro del
dominio. Entonces si se utilizan funciones de
aproximacién polinomiales:

y=a; X+ 8;X Frveererernns an X 2.23)

Para cada pardmetro no determinado a;
seleccionado para un punto x; en el dominio, se fuerza
que el residuo en cada x; sea exactamente igual a cero.

R(xl > 84 )n 0
R(x;,2)=0
(2.24)

R (xn,ay)=0

Para una funcion de ponderacién con n
parametros, se obtiene un sistema con n ecuaciones
residuales . Los puntos x; se denominan entonces
puntos de colocacion. Estos pueden estar localizados
en cualquier lugar del dominio y en la frontera, pero
no necesariamente en algin arreglo en particular.

e Colocacién por Subdominios. Para aplicar este
método se divide el dominio en un nimero de
subdominios igual al de los grados de libertad. Por
lo tanto se requiere que la | R dx = 0 en cada
subdominio. Consecuentemente W = 1. Para cada
pardmetro no determinado a; ; seleccionado para
un intervalo Ax dentro del dominio se fuerza a que
el término del residuo sea cero dentro de cada
subintervalo:

1
—_— R(x,;8,)dx =0
A%, -‘-Axl (x;;8,)dx

(2.25)

1

— R(x,;a,)dx =0
o [ ax, RO322)

(2.26)

\
N | Ax, ROG3a,)dx =0
Nuevamente, para una funcién de ponderacion
con n pardmetros se tiene un sistema de N ecuaciones
residuales. El intervalo Ax es llamado subdominio.
Los subdominios pueden ser escogidos en alguna
forma que se adapte a la geometria del sistema.

Incluso superponiéndose o de manera que exista
separacion entre ellos.

e Minimizacién del cuadrado del error. Este
método corresponde al procedimiento tratado en el
ejemplo de la seccidn 2.6, y como ya se menciond:
W = 8R / 8x . Con este criterio se minimiza, con
respecto a cada g; , la suma sobre el dominio entero
del cuadrado del error residual, es decir, se trata de
un criterio de minimos cuadrados, La integral del
cuadrado del residuo es una funcién de los a;. Para
su minimizacion se requiere igualar a cero las
derivadas parciales con respecto a cada a;:

0

2
5;—_[ R%(x,,8,) dx =0
1

a 2 _
- fR (x,,8,) dx = 0 -

a -2 2
aTle R2(xy,ay) dx = 0

13



Aplicando las propiedades de linealidad de los
operadores derivada e integral, es posible introducir la
derivacién parcial dentro de la suma.

2 .
[PRx,0) BEB2) 4y g

1 oa,
BR(Xp,8,)

2

2
J RGz2,) dx=0

(2.28)

aN)dx=0

2 oy OR(Xy,
Il R(eraN)TN

e Galerkin. La funcién de ponderacion es igual a la
funcién de forma N;,.

14

Para cada pardmetro a; , se requiere que el
promedio ponderado del residuo R(x;, a) dentro del
dominio sea cero. Las funciones de ponderacién son
funciones de aproximacion ¢y(x) asociadas a cada a;

[ RGrsa)8, (e =0
.rR(le;az)(éz(x)dx =0
: (2.29)

[ RGugsay) gy (x)dx =0

resultando una  funcién de aproximacién con N
pardmetros de campo y un sistema de N ecudcionies
residuales.

2.6.2. EJEMPLOS DE APLICACION DE LOS METODOS DE
RESIDUOS PONDERADOS.

Para ilustrar la forma en que operan los
métodos de residuos ponderados se considera un
ejemplo sencillo en el drea de la transferencia de
calor. Una de las expresiones matemAticas mas
conocidas es la ley de Newton para el enfriamiento de
un cuerpo en contacto con un medio ambiente a una
temperatura menor. Dicho modelo fenomenolégico
corresponde a la siguiente ecuacion diferencial
ordinaria de primer orden lineal:

_dr

=m(T-T
dt (T =Ty

donde el coeficiente de proporcionalidad, m, estd
relactonado con el coeficiente convectivo, h.
Entonces, la rapidez con la que se enfria el cuerpo es
linealmente proporcional a la diferencia de las
temperaturas entre el cuerpo y el medio ambiente.

Definiendo las variables adimensionales :
Y=(T~Tuw)! (To—Tam), ¥
x=hT, con:

dy =dT / (To~ Tams )

dx =hdt,

se obtiene la ecuacién diferencial:
-dy/dx=y, cuya solucidn analitica es:
y = ¢; exp (-ht)

por lo tanto la solucién general para la evolucién de la
temperatura del cuerpo es:

Hlmh_ = ¢, exp(~ht)

TO - Tl.tnb

Introduciendo la condicién inicial de que la
temperatura del cuerpo es Ty en el tiempo t=0, se
obtiene la siguiente expresién matematica que
representa la progresién exponencial decreciente de la
temperatura del cuerpo hacia el equilibrio térmico corr
el medio ambiente:

T = Tamp + (To — Tump ) exp ( -ht)
Esta es la solucién exacta contra la que

compararemos las predicciones de los métodos de
residuos ponderados.



a) La minimizacién del cuadrado del error
residual. Ya ha sido discutida en paginas anteriores
para el caso de una funcién unidependiente. En este
ejemplo veremos como se lleva a cabo Ia
minimizacién del cuadrado del error cuando existen
mas de dos pardmetros a optimizar.

Utilizaremos una funcion de aproximacion
cuadratica:

y=ax’+bx+c
Por lo tanto el error es:
R=a+b(1+x)+c(2x+%)

La condicién inicial indica que a = 1. Por lo
que la funcién residuo es biparamétrica (tiene 2
grados de libertad).

Los valores 6ptimos de b y c para este
polinomio de ajuste se obtienen al minimizar el
cuadrado del error inducido por cada pardmetro
individual. Como se mencion6 antes, la funcién de
ponderacion en este método es la parcial del error con
respecto a cada uno de dichos pardmetros
individuales, entonces, resolviendo para el intervalo
dexdeOal:

IR‘?;dx 0= [(1+x)1+bx+cx?)dx

3+7b+2 =0

23
ER@d)(:o:£(2x+x2)(1+bx+cx2)dx
—i+2b+§ =0

34 1

Resolviendo este par de ecuaciones
simultdneas lineales, cuyos coeficientes conforman
una matriz simétrica, se obtienen los valores de los
pardmetros b y ¢ que minimizan el cuadrado del error
residual:

y=1-(4032/4277) x + (190/611) x>

En la figura 2.2 se representa la solucién
exacta y las aproximaciones mediante los métodos de
residuos ponderados. Obsérvese que se esta
trabajando con un solo elemento,

b) Para ejemplificar la aplicacién del método
de colocaciéon por subdominios, se seleccionan dos
subregiones debido a que existen dos pardmetros a
evaluar. Ante la falta de informacién adicional, los
dos subdominios se consideran del mismo tamafio,
Entonces, recordando que la funcién de ponderacién
para el método de subdominios es W=1:

E”Rdx: £’2[1+b(1+x)+o(2x+x1)]dx=l+§b+-7zc=o
[Rax= j'[1+b(1+x)+c(2x+x)}jx —4l b+§-§c 0

La resolucion de este par de ecuaciones
simultdneas lineales (que conforman una matriz de
coeficientes no simétrica) da como resultado:

y=1-0.9474 x + 0.3518 x

¢) Para el método de colocacién por puntos, se
requeriria informacién adicional para ubicar los
puntos, probablemente a partir de criterios
heuristicos; ante la ausencia de dicha informacioén,
ubicaremos los dos puntos que se necesitan (debido a
que hay dos pardmetros a evaluar) en x; = 1/3 y x, =
2/3, obteniendo el siguiente sistema de ecuaciones no
lineales, que ensamblan una matriz de coeficientes no
simétrica:

R=a+b(l1+x)+c(2x+x%)

R(x))=1+(4/3)b+ (79 c=0
R(xp)=1+(5/3) b+ (16/9) c=0

La resolucion de este sisterna de ecuaciones
lleva a la funcién de aproximacion:

y=1-(2729) x + (9/29) ¥*

d) Finalmente, para aplicar el método de Galerkin,
rescribimos la funcidn de aproximacion como:

y=1l+bg (X)+cg (X

donde g, (x) y g2(x) son las funciones ortogonales a
las componentes del polinomio de ajuste, es decir:

81 (X)'x, y
g2 (X) = x*
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Entonces, podemos escribir: Los promedios de los errores calculados de esta
manera son:
=0 = 2 =
[Re.oax =0= (bt x e exhlax=0 Minimizacion cuadratica :  0.000738872
R dx = 0= [l+ b1+ x)+e2x + x2 ) Rix =0 ¢  Colocacion por subdominios: 0.000747585
[Re (x0ax fli+ et 20+ e(2x x®Rax «  Colocacién por puntos: 0.001366762
. ¢  Galerkin: 0.001452824
Al integrar se obtiene:
(1/2) +(5/6)b+(11/12)c=0 Fig 2.3. Comparacién de Desviaciones
(173) +(712)b+(7/10) =0 de los Métodos de Residuos
dando como resultado: _ Ponderados
y=1-(32/35) x H2/T) X* 0.014
0.012
En la figura siguiente se presenta la 0.01
comparacion grafica de los resultados. Nétese que la 0.000 |
aproximacion wmediante la funcion de ajuste ’
cuadrética, resulta muy buena en todos los casos. S 0.008
T 0004
% 0.002
Fig.2.2. Comparacion de los Métodos de o o
Residuos Ponderados 0.002
-0.004
12 -0.006
-0.008
! T 0 os X 1
08 [ A ' GEEEEEE N I RS- desvmincuad  ——e— desv subdom
i i - deav colpunt —¥— desv galerk
y 08 s A
1 : Hay dos observaciones que hacer respecto a este
0 AL ) ejemplo:
02 e En los métodos de colocacién por puntos y por
subdominios se consideraron dos elementos,
0 respetando la condicién de continuidad de la
0 02 04 06 08 4 solucion en el punto de conexién de dichos
clementos, mientras que en los métodos de
X Galerkin y minimizacién cuadratica solo se tomé
en cuenta un elemento.
¢—y(min cuad) #—y(subdom) o La ecuacion diferencial contenfa al tiempo como
y(coloc punt) —»— y(Galerkin) variable independiente, La mayor parte de las
——y (analtk) aplicaciones de los métodos de elementos finitos
conciernen con la resolucion de ecuaciones

diferenciales donde las variables independientes
El error promedio de cada método se puede son las coordenadas espaciales.
estimar en base a la expresion:
La transferencia de calor por conduccion a lo
T T largo de la direccién radial en una aleta circular
\/[ f()’-jm ™Y exacta )dx} 2.30) requiere de la resolucién de la ecuacién diferencial:

fox 1 d[ dT] 2h

LR A L e I R
Carl T e TS

< OrTor =




considerando las variables adimensionales:

r*:x: 2_hr T*:y::_L_.T-T

la ecuacién anterior puede reformularse como una
ecuacion de Bessel:

2
x? d—¥+xﬂ—x2y =0
dx dx
Suponiendo  condiciones de  frontera

isotérmicas en ambos extremos de la aleta, es decir:
T=Ty en r=R,
T=T, en r=R,

Y resolviendo mediante el método de
Frobenius, se obtiene:

17

= () 36 56 -
o3 () ()]
FEBIGEREE

La soluciéon aproximada por minimos
cuadrados, utilizando un polinomio cuadritico como
funcion de ajuste y suponiendo que T, =T, , da:

T=0.6916*x*—1.6916 *x + 1

La gréfica siguiente muestra la comparacién
entre la solucién analftica (linea continua) y la
numérica (puntos), para un solo elemento (nétese la
exactitud de la solucién por elementos finitos):

de una aleta circular

Fig. 2.4.Transferencia de calor a lo largo

—
- N

e

Temperatura reducida
(T-TOM(T1-TO)

o N A O @

T T

o

(r-R0)/(R1-R0)

0.2 0.4 06 0.8
coordenada radial reducida

1




2.7. ENSAMBLAJE DEL SISTEMA DE ECUACIONES.

En el inciso anterior se llevé a cabo la
implementacién del método de elementos finitos
siguiendo las formulaciones de residuos
ponderados para uno o dos elementos. Cuando se
construye un algoritmo computacional ya sea por
principio variacional o por residuos ponderados,
se elige una gran cantidad de elementos para darle
mayor precisién a la solucién ante cualquier tipo
de condicién de frontera, y entonces resulta
necesario darle continuidad a las funciones de
aproximacion en todo su dominio, por lo que el
proceso de ensamblaje de las ecuaciones locales
que se escriben para cada elemento es esencial
para el éxito en la resolucién de las ecuaciones
diferenciales correspondientes.

Entonces el procedimiento general es:

o Discretizar el espacio de solucién en subregiones
(elementos), especificando las coordenadas
nodales de los puntos de interconexién.

« Especificar la topologia del sistema, es decir, las
conectividades entre nodos y elementos primeros
Vecinos mas cercanos.

Escribir las ecuaciones de principio variacional o
residuos ponderados para cada elemento en
términos de las coordenadas (x;, y;) de cada nodo,
y de los pardmetros correspondientes de la funci6n
de aproximacién ¢y , obteniendo un conjunto de
ecuaciones por elemento.

Ensamblar el conjunto de ecuaciones cobtenidas
por elemento para conformar el sistema de
ecuaciones simultdneas lineales correspondiente al
dominio completo. Esto se logra construyendo la
matriz global de dimensién [n x n], para luego ir
sumando los coeficientes de cada ecuacidn en
cada nodo comin a dos o més elementos (ver
figura 2.5)

Modificar el sistema de ecuaciones global
introduciendo las condiciones de frontera.
Resolver el sistema de ecuaciones resultants.

En la figura que se presenta a continuacién se

muestra la forma en que se lleva a cabo el ensamblaje.

|IMERE|

1111
+

TITTT

Fig. 2.5. Ensamblaje del Sistema de Ecuaciones para la Implementacidn del Método de Elementos Finitos

Para un sistema con n elementos, primero se
especifican n matrices locales de dimension igual al
nimero de nodos. En seguida se construyen las
ecuaciones locales por elemento, las cuales hacen
referencia a los valores de las variables en los nodos
que tiene como vértices, y se ubican los coeficientes de
dichas variables en las casillas de los arreglos

matriciales correspondientes. Esto se representa en las
matrices numeradas de | a V en la figura. Luego Se
empalman las cinco matrices sumando los coeficientes
que se repitan en cada casilla. Posteriormente se
introducen las condiciones de frontera y finalmente se
resuelve el sistema de ecuaciones simultineas lineales.
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Formulacion Unidimensional del Método de
Elementos Finitos

3.1. INTRODUCCION.

En el capitulo anterior se explicaron los
fundamentos de los métodos variacionales y de
residuos ponderados utilizando uno o dos elementos
en la formulacién. Ahora se empezardn a construir
algoritmos computacionales donde se aplique toda la
maquinaria de los métodos de elementos finitos,
tomando como ejemplo uno de los casos m4s simples,
problemas unidimensionales en estado estacionario en
la termodindmica irreversible, especificamente el
método de Galerkin en conduccion de calor.

La definicién y adecuado uso de las funciones
de interpolacién son de vital importancia en el
desarrollo de los algoritmos computacionales basados
en la técnica de elementos finitos. En la primera parte
de este capitulo se explica el procedimiento para
obtener funciones de interpolacion lineales y de grado

superior en el espacio unidimensional, y se dan como
referencia las expresiones correspondientes a las
funciones de interpolacién en espacios bi y
tridimensionales. Simultineamente se introduce el
concepto de coordenadas locales adimensionales que
permiten simplificar el dlgebra y automatizar los
procedimientos de integracién de las ecuaciones
diferenciales gobernantes.

Una vez especificado el marco de referencia,
en la segunda parte de este capitulo se construyen
algoritmos basados en el método de Galerkin para la
transferencia de calor unidimensional en estado
estacionario  utilizando tanto funciones de
aproximacién lineales como cuadraticas.

3.2. INTERPOLACION LINEAL.

La  siguiente figura representa el
procedimiento de ajuste lineal de la variable u(x) en el
dominio de un elemento de longitud L® acotado en sus
extremos por las coordenadas x,° y x,°.

uy’ “___‘,,,---"'
l.ll°
X1° ch
ol L -
Fig. 3.1. Coordenadas Globales o Fisicas

El ajuste lineal de la funcién de interés u(x)
que corresponde a la solucién de la ecuacién
diferencial, lleva a la siguiente expresién:

[ux)]=b+mx=c¢,"+c°x
LE)T=[PE)] [€1=[1 X[ T  G.1)

donde la matriz renglén [P(x)] contiene los elementos
funcionales de [u(x)’] que al ser multiplicados por la
matriz columna [c°] del elemento, dan como resultado
la ecuacién de ajuste lineal. Al vector [c°] se le
denomina matriz de pardmetros polinomiales y se
puede identificar a su primer componente ¢,° con la
ordenada al origen, mientras que la pendiente es c,".

Para facilitar la elaboracion de los algoritmos
computacionales de elementos finitos variacionales o
de residuos ponderados, conviene definir una matriz,
que multiplicada por (c°], dé como resultado la
aproximaci6n lineal de u(x) en el elemento. A dicho
arreglo matricial se le denomina matriz geométrica, y
en este caso particular es:



[G°]=E "1 6.2

e
X3

de manera tal que: [u®] = [G] [¢"], es decir:

[u°]=|:1 xf}[c,]:{cgrczxf] 33)
1 ox5(lea]| [e +cpx;3

Asegurdndose que el ajuste lineal sea vilido
también en los nodos del elemento. La evaluacién de
los pardmetros polinomiales puede llevarse a cabo al
despejar [¢*] de esta Gltima ecuacion:

[ =[G [u] (34)

En este caso la matriz geométrica puede
invertirse ficilmente para dar:

JJr_ 1 X; —X
[Gf_x;_x:[jl 1'] 3.5

Al introducir este resultado en la funcidn de
ajuste original (3.1), es posible escribir [u(x)"]
directamente en términos de [u®] como:

[u)?) = [PC)] (G [v], (3.6)

es decir:

ool= [ X]Lo[xg -x:][uz]=
L°f-1 1 uj (3.6.9)

X2 =X X-Xplu
L L° uj

o simplemente:

[u(x)’] = [H)] [u], 3.7

donde a [H°] se le denomina matriz de interpolacion
del elemento.

Evidentemente:
(HX)] = [P(x)] [GT" (3.8)

A partir de la ecuacién (3.6) puede verse que
el valor aproximado [u(x)], depende de:

¢ El comportamiento asumido en el dominio
del elemento, via [P(x)].
o La geometria del elemento, [G°].

¢ Los valores de la funcién en los nodos del
elemento [u®]

Esta observacion también es vdlida para dos y
tres dimensiones.

Debido a que ¢l proceso de interpolacion fue
definido para un sistema de coordenadas global, las
matrices {G°] y por lo tanto [H'], serdn diferentes para
cada elemento. Por supuesto, la forma algebraica serfa
comiin pero los valores numéricos variarian de un
clemento a otro.

Sin embargo, cuando se utilizan coordenadas
locales adimensionales, se puede lograr que la matriz
{H°] sea tinica, para un tipo geométrico de elemento
dado. Lo cual reduce notablemente la cantidad de
operaciones aritméticas que deben hacerse para
resolver la ecuacién diferencial gobernante. Las
coordenadas locales se seleccionan comiinmente en el
intervalo de 0 a 1, o de —1 a +1. Estas dos opciones se
ilustran en la figura siguiente:

u(r)

n= l'2=1

a) Coordenadas localcs adimensionales unitarias

u(n)

b) Coordenadas locales adimensionales simétricas

" Fig:3,2 Cootenadas Ijpcilés Adimeisionales. -}

b

[u(®)] = [P@)] [Gl‘l (0] (3.9

donde las componentes del polinomio lineal ahora

son: [P]=[1 1)



Repitiendo los pasos previos, se obtiene:

o] 8 e[,

Siendo las funciones de interpolacidp en
coordenadas locales unitarias:

[HO]= (PG = [(1-1) 1] (3-10)
Cumpliéndose:
[u(r)] = [H(®)] [v°], (3.11)

que al desarrollarse a su forma escalar da como
resultado:

()] =H@) u'’ + () u’ = (1 -1) u’ +rwy
=+ (U -uf)

de maneraqueenr=0,u*(0)=u,"yenr=1,u(l) =
u,%, como debe ser.

Es ficil demostrar que para este tipo de
elemento la relacién entre las coordenadas locales y
las coordenadas globales es:

x@) = [HO ] = (1 1) x +rxt. (3.12)

A elementos como el que se considero en este
desarrollo se les denomina elementos isoparamétricos
y su nombre significa que un pequefio conjunto de
relaciones paramétricas simples ([H(r)]) es suficiente
para definir tanto la geometria, x(r), como las
incognitas nodales u(r).

Como se puede observar en la figura 3.3,
también se pueden definir un conjunto de elementos
isoparamétricos en el espacio bi o tridimensional.

Si se eligen coordenadas locales simétricas o

Gaussianas tales que —I< n < 1, entonces se obtiene
-un conjunto similar de funciones de interpolacién:

u(n)® = [H(n)] {u’],
con:

Hyn)=(1-n)/2
Hy(n)=(1 +n)/2

0, generalizando:
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Hm)=(1+nin)/2 (3.13)

donde n; es la coordenada local del nodo i. Este
sistema de coordenadas se conoce como “sistema de
coordenadas naturales”. Nuevamente la relacién con
el sistema de coordenadas global es:

x(n)° = [H(n)] [x°] = (1-n) x,%2 + (14+n) x,%/2 (3.14)

Mientras que la relacién entre las coordenadas
locales unitarias y Gaussianas es:

r=(1+n)2,

expresién matemética que es util para convertir
coordenadas locales de un sistema a otro,

El célculo de las derivadas espaciales para
cualquiera de los dos sistemas de coordenadas locales
es sencillo y directo. Por ejemplo, a partir de la
ecuacion (3.10), para coordenadas locales unitarias:

o _dHON.

dr dr (3.15)

y a partir de la ecuacién (3.12):

R

mientras que si se utiliza un sistema de coordenadas
local Gaussiano:

dx® _dH; .

_ xl+dﬂzxg:—xf+x§ :y_
dn  dn

dn 2 2 (3.16)

El uso de coordenadas locales unitarias es mas
popular con elementos simplex, donde el nimero de
nodos es mayor que la dimensién del espacio.

La generalizacion de las coordenadas unitarias
para los elementos simplex mas comunes se ilustra en
la siguiente serie de figuras.



Coord. Globales Coord. Locales

Fig. 3.3. Elementos Isoparamétricos Simplex,

La discretizacion en el espacio global (espacio
fisico real) puede requerir la utilizacién de elementos
trapezoidales en el espacio bidimensional o
prismoidales en el espacio tridimensional, Dichas
figuras geométricas se convierten en cuadrados y
cubos cuando se trasladan al espacio de las
coordenadas locales unitarias o naturales (simétricas),
tal como se puede observar en la figura 3.4,

La eleccion de elementos isoparamétricos
simplex trianguloidales o trapezoidales para la
elaboracién de un algoritmo computacional se hace
considerando:

o La adaptabilidad de la malla de elementos
finitos a las fronteras.

e La disponibilidad de memoria de
almacenamiento para conformar y resolver el
sistema de ecuaciones simultineas lineales,

¢ La exactitud deseada.

En este trabajo solo se utilizan elementos simples
triangulares para los problemas bidimensionales
(capitilo 4) y no se abordan problemas
tridimensionales mas que en el caso de geometria
axisimétrica (capitulo 6).

b) coordenadas locales unitarias.

Fig. 3.4. Espacios globales y locales para trapezoides y prismoides.
¢) coordenadas locales naturales




En dos dimensiones la interpolacion bilineal,
con tres parametros ajustables, es la funcién de
aproximacion més simple. Dicha aproximaci6n para
coordenadas generalizadas puede ser expresada como:

wrs) =g tg r+g s=Prs) g’ (3.17)

Expresion que es vilida tanto en los nodos
como en todo el dominio del elemento. Substituyendo
las coordenadas locales de los nodos en la ecuacién
anterior se obtiene:

uf | (1 0 0]|gf
uj (=(1 1 0)|g} (3.189)
ul| 1 0 1]lgs

0, matricialmente:

(u] = [G] [&°] (3.19)
Esta ecuacién puede resolverse para obtener

los pardmetros de ajuste de la funcién de

interpolaci6n:

[g°1=[G]" [u°] (3.20)

y:

U’ (r,8) = P(r,8) [G]"'[u”] = [H(r,3)] [u°] (3.21)

de ah{ que la matriz geométrica esté dada por:

1 00

[GIt=|-1 1 0 (3.22)

-1 01
y:
Hi(r,s)=1 -r -5
Hy(r,s) = r (3.23)
H;(r,s) = )

Similarmente, para un cuadriltero unitario

como el de la figura 3.4:
ULS) =g + g g s+ grs (3.29)

de manera que:

10 00
11 00
Gl= 3.25
Gl=, | | | (3.25)
1 010

Y las funciones de interpolacién son:

H(s)=1 -r -s +rs
Hy(r,5) = r -rs (3.26)
Hy(r,s) = +rs
Hy(r,s) = ) -rs

Sin embargo, para elementos trapezoidales es
mas comin el uso de coordenadas naturales como las
mostradas en la figura 3.4. En dicho sistema de
coordenadas:

1 -1 -1 1
11 -1 -1

[G]=1 1 1 1
1 -1 1 -1

Y las funciones de aproximacién son:
Hi(ab)=(1+ag)(1+blk)/4, 1<5iz4

Donde (a; , b; ) son las coordenadas naturales
del nodo 1 en el elemento.

Hasta este momento solo se han mencionado
las funciones de interpolacién para coordenadas
locales en el espacio bidimensional y por lo tanto las
matrices geométricas {G] solo dependen del tipo de
elemento y no de su ubicacién. Si se utilizan
coordenadas globales la matriz geométrica [G]
depende de la posicién del elemento. Por ejemplo, si
la ecuacién (3.17) se escribe para coordenadas fisicas,
entonces:

wy) =g+ g x+ gy (3.27)

De manera que cuando se evalian las variables
en cada nodo el resultado es:

1 x{ ¥y
[G“]: 1 x5 v (3.28)
1 x3 3

Invirtiendo esta matriz y realizando el dlgebra
se llega finalmente a las funciones de aproximacién
equivalentes a la ecuacién (3.23) para el sistema de
cordenadas global:

HE (y)=(a°+b x+¢’y)/2 A° (3.29)
1<iz3.

Donde las constantes algebraicas relacionadas
a las coordenadas nodales son:



[ L4 Q [ L]
8 =Xy —Xa Y2
(3 [ -1 e L]
B =Xy X1 )
[ [ a [} -]
B =X Y2 —Xa N

b=y’ -y
=y -y (3.30)
by’ =y - y,*

€ € [
C =Xy —X%
[ -] e
C =Xy —X3
cle_xze_xlc

A® corresponde al 4rea del elemento y es:
A°=(31u+32°+336)/2 (331)
A= [0y X (3 -y O X (-2 )1/ 2

Estas expresiones algebraicas son vélidas
cuando los nodos se numeran en el orden en que rotan
las manecillas del reloj. Si la topologia se definiera en
sentido horario sin cambiar las expresiones
algebraicas, el drea A® seria negativa.

Cuando se intenta utilizar un procedimiento
similar para definir la matriz Geométrica para un
elemento trapezoidal, se llega al problema de que la
inversa de [G] puede no existir. Esto significa que la
interpolacién en coordenadas globales es muy
sensible a la orientacion del elemento en el espacio
global, lo cual es indeseable. Esta desventaja solo es
superable cuando los elementos de cuatro nodos son
rectangulares. Por eso se prefiere utilizar coordenadas
locales para elementos trapezoidales.

La extensién de las coordenadas unitarias
locales a elementos tetraddricos como los
representados en la figura 3.3, es directa, y da como
resultado:

Hy(r,s,t)=1 -r -8 -t
Hy (r,8)= r

H; (r,8t) = S

Hy (r8,t) = t

3.3. INTERPOLACION CUADRATICA.

La siguiente funcion de aproximacién en
orden de complejidad es el polinomio cuadrético.
Para implementar un polinomio de ajuste de segundo
grado se requiere dividir cada frontera de los
elementos en dos subregiones con tres puntos
nodales. Normalmente los dos puntos nodales que se
seleccionan por default son los extremos de la linea,
mientras que el tercer nodo casi  siempre se ubica a
medio recorrido entre los dos puntos. Entonces, para
coordenadas locales unitarias:

r;=0;r;=1/2; yr; =1 (3.19)

y también es deseable, por simplificacién del método,
considerar x, a la mitad del elemento en coordenadas
globales.

Si se repite el procedimiento previo utilizando
como funeién de ajuste para coordenadas locales
unitarias:

ut)=c,+cr+er’, (3.20)

entonces la matriz de pardmetros de las funciones de
interpolacidn que se obtienen se describen como:

H@®=1-3r+2r 3.21)
Hy(r)= —-r+ 27 (3.22)
Hyr)= 4r -4r (3.23)

Notese que la suma de estas funciones da la
unidad. Estas tres funciones se grafican en la figura
siguiente. Tal figura ilustra otra caracteristica general
de las funciones de interpolacidn, su valor es igual a
la unidad en uno de los nodos e igual a cero en los
demas. Matematicamente:

1sii=j
Ha(r,-)=8ﬁ{o s (3.24)

Si estas funciones se expresan en coordenadas
naturales, entonces:

m=-1; m=1; n;=0

consecuentemente, las funciones de interpolacién son:



Hi(m)=n(n-1)/2

H; (n)=n(n+1)/2 (3.25)

H; (n)=1-n®

Estas funciones de interpolacién se pueden
sustituir por las de ajuste lineal en los programas de
clementos finitos, con la previa ubicacién de un tercer
nodo en cada elemento y el algoritmo computacional
en principio debe mejorar en cuanto a exactitud.
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Fig. 3.5, Funciones de Interpolacién Cuadraticas en
una Dimensién.

Las funciones de interpolacion para un

tridngulo cuadratico son:

Hi@s)=1 -3r +2r 3s +4rs+2¢
Hy(r,s) = -r 422

Hj(r,8) = -5 +2¢?
Ha(r,s) = ar -4 -4rs
Hs(r,8) = 4rs

Hg(r,5) = 4s -4rs -4s?

b)

Fig. 3.6. Funciones de Interpolacién para:
a) Tridngulos Lineales.
b) Tridngulos Cuadraticos.
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3.4. FORMULACION DEL METODO DE GALERKIN UNIDIMENSIONAL
EN ESTADO ESTACIONARIO.

Los ejemplos que se han considerado hasta
ahora corresponden a la utilizacién de un solo
elemento en los cdlculos. Enseguida se explicard la
forma en que se lleva a cabo el ensamblaje de las
ecuaciones locales cuando se divide el dominio de la
solucién en un conjunto de elementos finitos.

Para ejemplificar la construccién de un modelo
de varios elementos, considérese un elemento tipico
con sus correspondientes grados de libertad, [y°].
Dentro de este elemento el valor de y(x)° se aproxima
mediante el uso de alguna funcién de interpolacién,
cuyos parimetros se acomodan en una matriz renglén,
[H(x)"], obteniéndose la siguiente formulacién
matricial:

y(x)° = Hx)’] [y°] x gL’ (3.26)

donde L° denota el dominio del elemento. La
substitucion de tal aproximacién en la ecuacién
diferencial define la funcidn error residual local R(x),
dentro del elemento, y si se utiliza el método de
Galerkin o el de mfnimos cuadrados, también define
la funcién de ponderacién local We.

Si se considera el uso de una funcién de
interpolacion lineal, la aproximacién a la solucién de
la ecuacién diferencial varfa linealmente entre los
valores nodales (v, , v,° ), y entonces la ecuacién
matricial anterior da como resultado:

Y = yi" Hix)° + 2° Ha(x)° = [HE"] [T . (3:27)

correspondientemente:

AR L d[He][f] :

dx 7! odx dx  dx
d?y® Ly d*Hf  ,d*Hj _ dz[w][ ]
dx? ' ax? 2 ax? dx? Y (3.28)

Si x; y x; denotan las coordenadas nodales
del elemento entonces las funciones de interpolacién
corresponden a :

X, —X X=X
H()=—2"X | Hyx)=——"2L

donde x; —x; = L°.

Para automatizar los cdlculos de los métodos
de residuos ponderados es necesario llevar a cabo el
ensamblaje del conjunto de ecuaciones locales para
obtener el sistema global de ecuaciones simultdneas
lineales, que toma la forma:

> J'R efwe]ax =0 (3.30)
LC

[}

donde para el procedimiento de minimizacién del
cuadrado del error:

[W=0R/ oy, (3.31)
y para el método de Galerkin:
[W] =[H]" (3.32)

Para el método de colocacion por subdominios
[W€] = [I], mientras que para el de colocacion por
puntos [W*] = [8].

Para lograr el ensamblaje es necesario asegurar
que:

[:“R°[W°]dx=z fre[we]ax (3.33)

OLC

Lo cual solo es vdlido si el integrando satisface
alguna condicién de continuidad a lo largo de las
fronteras en que se unen los elementos L°. Tal
condicién es que si el integrando contiene derivadas
de orden n, es decir, d"y/dx", entonces la funcién de
aproximacion y todas sus derivadas de orden (n-1)
deben ser continuas.

En la termodindmica de procesos irreversibies
es frecuente encontrar ecuaciones diferenciales de
segundo y cuarto orden. Cuando se aplica el
procedimiento de minimos cuadrados a una ecuacién
diferencial de segundo orden, la funcién de
ponderacién, [H°], contiene derivadas del mismo
orden que la funcién error residual, d{fW*] / d[y"], por
lo tanto en este caso, el método de minimos
cuadrados requiere que tanto y° como dy/dx sean
continuas en las fronteras. A esta condicién se le
denomina continuidad de orden 1 o simplemente
continuidad C'.



En el método de Galerkin, [W] = [H]", y
debido a que [H'] estd relacionado directamente a
[H"], no involucra derivadas, consecuentemente el
producto R°[W®] incluye una funcién con derivadas
de segundo orden y otra sin derivadas. Si este
producto pudiera ser modificado para reducir el orden
de las maés altas derivadas, entonces se lograria
reducir el requerimiento de continuidad, lo cual seria
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deseable. Afortunadamente la reduccién de orden es
factible mediante una integracién por partes, y
entonces, en lugar de un requerimiento de continuidad
de orden 1 se tendrfa un requerimiento de orden cero,
o simplemente C°, como veremos en el siguiente
ejemplo de aplicacién practica:

3.5. EJEMPLO DE APLICACION DEL METODO DE GALERKIN A LA
TRANSFERENCIA DE CALOR
UNIDIMENSIONAL EN ESTADO ESTACIONARIO.

Una placa de longitud L = 1m, con coeficiente
de conductividad térmica igual a uno y érea
transversal unitaria, produce calor en su mitad
izquierda en una cantidad igual a 100 unidades de
enc¢rgia en el sistema internacional , mientras que en
su mitad derecha no gemera cnergia térmica. La
temperatura en ambos extremos se mantiene estable ¢
igual a cero, se desea determinar la distribucion de
temperatura a lo largo de la placa en condiciones de
estado estacionario.

L2

L/2

Fig. 3.7. Transferencia de calor 1-D en una
ldmina en estado estacionario, con fuente interna -
de calor.

La ecuacién diferencial que caracteriza la
transferencia de calor unidimensional que se lleva a
cabo a largo de la placa es la ecuacién de Poisson:

2
kfi—TT+Q=o
dx (3.34)

Las condiciones de fronterason T=0enx=0
yx=L.

La formulacién de la solucién por el método
de residuos ponderados es:

] £ (Zam braees

0

]]'wj[;x—zz(ZHiTi }1xi|+]].Wdex=0
0 0

Al realizar la integracién por partes de la
primera integral, considerando: u = W, dv =[ ]dx,
se obtiene:

[w‘l %ZH,T,]

L
+ _[ W,Qdx =0 (3.36)
0

(3.35)

L L
o dx Jdx

19w iz H.T, :Idx
0

donde el primer término se elimina debido a que W;
es igual a cero en ambos extremos de la placa,
obteniéndose finalmente:

L
dw; ¢
J -
()J{m__ 2 :HiTi -W;Q|dx=0 (3.37)

Esta dltima ecuacién puede escribirse en
formulacion vectorial como:

K]1[T]+[F]=[0], (338)

donde para cada elemento de longitud L° :



_ = dwj dH;

57 ) ax  dx
0

Lﬂ
dx ; Ff:-_[ijdx (3.39)
0

Para este célculo utilizaremos las componentes
ortogonales de H; como funciones de ponderacion, es
decir, ¢l método de Galerkin. Entonces W; = H; y
como consecuencia la matriz de conductividad serd
simétrica, o sea, K; = Kj;, independientemente del
numero de grados de libertad por elemento, como
puede comprobarse facilmente.

Puesto que las funciones de interpolacién solo
necesitan que se¢ cumpla una ocondicién de
continuidad de orden cero, C°, es conveniente buscar
una solucién aproximada lineal por intervalos, tal
como la que se especifico lineas arriba. La siguiente
grifica muestra dicho ajuste lineal en un elemento
tipico ij:

Ta

T:

]

] —» X
i X 1

Fig. 3.8. Interpolaci6n Lineal para el algoritmo de
Elementos Finitos Unidimensional.

Entonces, mediante interpolacién lineal se
puede conocer la Temperatura T,:

T,=(1-x/L)Ti+(x/L)T;, (3.40)

0, en forma matricial:

T, :[FE %]E;]zlﬂlT] (3.41)

Es decir, considerando un elemento tipicoijy
trasladando el origen del eje x al nodo i, se puede
escribir:

H=x/L"; H=(@°-x)/L* (3.42)

Obteniéndose para un elemento cualquiera:

K& =K&5=-1/L1° (3.43)
K =K=+1/L° (3.44)
Ff=-QL*/2=F¢ (3.45)

El paso que sigue es llevar a cabo el
ensamblaje del sistema de ecuaciones simultineo
lineal que al ser resuelto permite obtener las.
temperaturas en cada nodo.

El algoritmo computacional que se presenta a
continuacién utiliza funciones de aproximacién
lineales para la aplicacién el método de Galerkin y
grafica el perfil de temperaturas a lo largo de la placa.



PRINT "™k % ok s koo ok koo o ok ok b e ok ok o ok ok ok ok R

PRINT "* METODO DE ELEMENTOS FINITOS EN w
PRINT "* TRANSFERENCIA DE CALOR *
PRINT " % # o ok ok % e m ok e ok ok kb oo ok ok % % % % % %% K ok oo ok ok ok ok
PRINT "* METODO DE BUBNOV-GALERKIN w

PRINT "% % % % % % ook ook o ok ok o ok ok %k K o o o o ok o oo ok ok ok R R
PRINT" ®#*# s v h s d sk kkkk ok h ke m ko nk kb ok ko ko ko

PRINT " CONDUCCION 1-D EN ESTADO ESTACIONARIO w
PRINT "* * POLINOMIOS DE APROXIMACION LINEALES * * * * % % % % # #u
PRINT "™ % % o o o ook ook b o koo ok 0 o 0k % R
PRINT " DETERMINACION DEL PERFIL DE TEMPERATURA EN UNA *"
PRINT " PLACA CON GENERACION DE CALOR EN SU PRIMERA MITAD *"

PRINT " Y TEMPERATURA CERO EN AMBOS EXTREMOS. w
PRINT"**#* s h ok kb bk ko kR AR NS S kR & &N E

PRINT " * % ok ook oo ook ook ok ook oo ol ok e o i ook o ke

REM SUBRUTINA PARA DATOS DE ENTRADA Y DIMENSIONAMIENTO DE MATRICES

LINE (0, 0)-(640, 480), 3, BF -+ 8¢ gepecifica’ dhnijmtrv e Toos & 1 largo dc 1o bagre T

LOCATE 16, 1 "’“‘Eymdfmxm :Wﬁ‘;ﬂ“wm do( o

INPUT "NUMERO DE DIVISIONES="; N | "+ #*%85¢define I barmey uaido (7o

L=1:Q=100 ' o Se call ,'fbnalwddﬂ lmlmnentm(w) T

LE=L/(N-1) -

Sedlhmﬁsmmmlon arreglonmntrlcmlu. C w\ ll-f’:""\“h‘ Ry -'"r..-".u',.";r R l~_',“.:j_,=a: o !
it J,;‘(UqamMCMdmdadedmquQ,l) dondauo . i los _\gxentosdelaﬁnnh*:z lﬂdll ‘ gctai id K’}

ol mnmtpsdqlnm%lob&l’ﬂé‘ﬁondhctma

8 _fﬁ***UMMWWKG]MwénmmM giia
e .‘Unammmmmcnmoml [F],dcﬁ_;menmén(NJ)dondﬂ: A i ndrentes
S "los N-1 elementos. . 7 v : X Pt
e Un vector{FG] de dimension N, dondtsegunrdanlostqmﬁoamdcpmdlcnt&sdelmstcmdmbamblado 3E ‘ g
. %+ Un.vgptor. [X] de dimensién N, perafimplementar la subtuting de climinacion Gaussiand.' s v, e, " s

DIM K(2, 2), KG(N, N), F(N, 2), FG(N)
DIM X(N), y(N), xn(N), yn(N), DIVX(N " 2), DIVY(N * 2)

REM SUBRUTINA PARA LA CONSTRUCCION DE LA MATRIZ LOCAL DE CONDUCTANCIA
K(,1)=1/LE
K(2,2)=1/LE Se coustruye ‘}a matriz de conductancia:
K(1,2)=-1/LE : :
K(2,1)=-1/LE

PRINT "MATRIZ DE CONDUCTIVIDAD PARA TODOS LOS ELEMENTOS: [K]"
FORi=1TO2:FORJ=1TO2

PRINT K, J);
NEXT J: PRINT ;: NEXT i

REM SUBRITINA PARA LA CONSTRUCCION DEL VECTOR DE TERMINOS INDEPENDIENTES

FORi=1TO(N-1)/2
FG,1)=Q*LE/2 Acadannodclosnodmdclosplomantosoormpondiéntesalamitad -

F(, 2) = F(i, 1) ~izduierda sc les asignauna prodiiccién de calor igual:al 50% de la quedse

PRINT "VECTOR LOCAL DE TERMINQOS INDEPENDIENTES DEL ELEMENTO"; i

PRINTF(@, 1, 1)

PRINT F(i, 2, 1)
NEXT i




FORi=(N-1)/2+1TON-1

F(i, 1)=0 A cada uno de los nodcx; de los elememos oorrespondlémes a'la mitad

FG,2)=0 derecha se'les asigna una produocién decalor igual a cero Jh e

i

-y
W,

PRINT "VECTOR LOCAL DE TERMINOS INDEPENDIENTES DEL ELEMENTO"; i

PRINT F(i, 1, )
PRINT F(i, 2, 1)
NEXT i

REM SUBRUTINA DE ENSAMBLAJE DEL SISTEMA DE ECUACIONES
REM CONSTRUCCION DE LA MATRIZ GLOBAL DE COEFICIENTES

FORR=1TON-1
IF R = | THEN H
KG(R, R) = K(1, 1) g
KG(R, R + 1) =K(l, 2) 1
KGR+ 1,R)=K(2,1)
KGR+ 1,R+ 1)=K(2, 2) +K(1, 1) H
ELSE
KG(R, R+ 1) =K(l, 2)
KGR+1,R)=K(2,1)
KGR+ |, R+ 1) =K(2,2) +K(1, 1) K] [T] - [F]

END IF

NEXT R

KG(N, N) = K(1, 1)

PRINT "KG"; N; N; "="; KG(N, N)

REM GLOBALIZACION DE LOS TERMINOS INDEPENDIENTES

FORK=1TON
IF K =1 THEN
FG(K) = F(K, 1, 1)
ELSE
FGK)=F(K-1,2, )+FX,1,1)
END IF

NEXT K

(EEEEENENEE NN

REM SUBRUTINA PARA INTRODUCCION DE CONDICIONES DE FRONTERA:
KG(1, 2) = 0: KG(2, 1) =0

KGN - 1, N) = 0: KGN, N - 1) = 0:

FG(1) = 0: FG(N) = 0

REM SUBRUTINA PARA ESPECIFICACION DEL SISTEMA DE ECUACIONES A RESOLVER
'PRINT "SISTEMA DE ECUACIONES A RESOLVER:"
DIM AI(N, N + 1)
FORi=1TON
FORJ=1TON
AlG, ) =KG(, J)
'PRINT AlG, D), " ™
NEXT J
REM TERMINO INDEPENDIENTE
Al(i, N + 1) = FG(i)
'PRINT "="; AI(i, N + 1)
NEXT i
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REM SUBRUTINA PARA RESOLUCION DEL SISTEMA DE ECUACIONES SIMULTANEAS
REM*****ELIMINACION GAUSSIANA®****xwsku

LOOP WHILE INKEY$ = ""
GOSUB 1000
FORi=1TON
COLOR 14
PRINT "y“; i; “="; y(i)
NEXT i
DO
LOOP WHILE INKEYS$ = ""
600
END
1000 FORR=1TON-1
PRINT
FORi=R+1TON
qt=Al(i, R)/ Al(R, R)
FORJ=R+1TON+1
NEXT J
NEXT i
FORi=R+1TON
Al(, R)=0
NEXT i
NEXTR
X(N) = AI(N, N + 1)/ AI(N, N)
FORNX=1TON-1
SUM=0
i=N-NX
FORJ=i+1TON
SUM = SUM + Al(, J) * X(J)
NEXT J
X(i) = (Al(i, N + 1) - SUM) / A1(i, i)
NEXT NX

FORi=1TON
y(i) = X(i)
NEXT i

REM SUBRUTINA DE GRAFICACION
xmin = ]: xmax =N

DELTAX = (xmax - xmin) / (N - 1)

X(0) = xmin - DELTAX

REM CALCULO DE LOS VALORES DE LA FUNCION

FORi=1TON
X(i) = X(i - 1) + DELTAX
NEXT i

REM OBTENCION DE VALORES EXTREMOS DE LA FUNCION

YMIN = y(1): ymax = y(1)
FORi=2TON

IF YMIN > y(i) THEN YMIN = y(i)
IF ymax < y(i) THEN ymax = y(i)
NEXT i

xmingraf = 0: xmaxgraf = xmax: ymingraf = 0: ymaxgraf = ymax

scalex = 1: scaley = 10
SCREEN 12: CLS
LINE (0, 0)-(639, 440), 15, BF: COLOR 9



LINE (80, 30)-(80, 399)

LINE (80, 30)-(559, 30)

LINE (80, 399)-(559, 399)

LINE (559, 30)-(559, 399)

PASX = xmaxgraf + ABS(xmingraf)

PASY = ymaxgraf + ABS(ymingraf)

EJEY = 80 + (559 - 80) / PASX * ABS(xmingraf)
EJEX = 30 + (399 - 30) / PASY * ymaxgraf
COLOR 4

LINE (EJEY, 30)-(EJEY, 399)

LINE (80, EJEX)-(559, EJEX)

REM normalizacion de escala

NY = INT(PASY / scaley)

NX = INT(PASX / scalex)

DIVX(1) = 80: DIVY(1) = 399

FORi=2 TONX

DIVX(i) = DIVX(i - 1) + scalex * (559 - 80) / PASX
COLOR 7

LINE (DIVX(i), EJEX - 2)}-(DIVX(i), EJEX + 2)
LINE (DIVX(i), 30)-(DIVX(i), 32)

LINE (DIVX(), 397){(DIVX(i), 399)

NEXT i

FORJ =2 TONY

DIVY(J) = DIVY(J - 1) - scaley * (399 - 30) / PASY
LINE (EJEY - 3, DIVY(D»EJEY + 3, DIVY(D)
LINE (80, DIVY()))-(83, DIVY(D)

LINE (556, DIVY()(559, DIVY(J))

NEXTJ

FORi=1TON

xn(i) = X(i) * (559 - 80) / PASX + EJEY

yn(i) = -y(i) * (399 - 30) / PASY + EJEX
COLOR 2

PSET (xn(i) - 1, yn(i) + 1)

PSET (xn(i) - 1, yn(3))

PSET (xn(i) - 1, yn(i)- 1)

PSET (xn(i), yn(i) + 1)

PSET (xn(i), yn(i))

PSET (xn(i), yn(i) - 1)

PSET (xn(i) + 1, yn(d) + 1)

PSET (xn(i) + 1, yn(i))

PSET (xn(i) + 1, yn(i) - 1)

NEXT i

FORJ=1TON-1

COLOR 5

LINE (xn(J), yn())-(xn{J + 1), yn(J + 1))
NEXTJ

LOCATE 27, 10: PRINT "XGRAF="; xmingraf: LOCATE 25, 1: PRINT "Temp="; ymingraf
LOCATE 3, 1: PRINT "Temp="; ymaxgraf: LOCATE 27, 63: PRINT "Xmax="; xmaxgraf: LOCATE 1, 1
DO

LOOP WHILE INKEY$ =""

RETURN



La siguiente tabla comparativa muestra los
resultados de la solucién analitica frente a los de la
solucién numérica:

Coordenada Sol. Numérica | Sol. Analitica
0 0 0
0.05 1.75 1.75
0.10 3.25 3.25
0.15 4.50 4.50
0.20 5.50 5.50
0.25 6.25 6.25
0.30 6.75 6.75
0.35 7.00 7.00
0.40 7.00 7.00
0.45 6.75 6.75
0,50 6.25 6.25
0.55 5.625 5.625
0.60 5.00 5.00
0.65 4.375 4,375
0.70 3.75 3.75
0.75 3.125 3.125
0.80 2.50 2.50
0.85 1.875 1.875
0.90 1.25 1.25
0.95 0.625 0.625
1.00 0 0

La solucién analitica se obtiene por
integracion directa de la ecuacién diferencial de
segundo grado:

T=-Q/k

ConT =(-Q/k)x+C,,y
T=(-Q/k)x*/2+C x+C,

En la mitad izquierda, la condicién a la frontera:
T=0enx=0, daC;=0, yentonces:
Tizg=(-Q/k)x* 12+ C; x

Mientras que en el lado derecho, como Q = 0:
Toer =C3x+Cs, ydebidoaque T=0enx=L:
Tper= C3 (x—L)

La distribucién de temperatura debe ser una
funcién continua en el intervalo de x, por lo tanto en
x = L/2, tanto T como su primera derivada deben ser
la misma en ambos lados, consecuentemente:

TDER= TlZQ enx=L"2
T’DERH T’[ZQ enx=1/2
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Al sustituir estas condiciones de frontera,
resulta facil evaluar las constantes de integracién,
llegandose finalmente a:

TIZQ=(3QL/8k)x—~(Q/2k)x2, y
Toer=(QL/8k) (L ~x)

Estas son las expresiones mateméticas que se
utilizaron en la solucién analitica reportada en la tabla
anterior.

La grifica que se muestra a continuacién
exhibe la distribucién de temperatura a lo largo de la
placa. Los valores calculados por el método de
Galerkin coinciden por completo con los de la
solucién analftica exacta para los 20 elementos
considerados, pero también para 2 o 4, como puede
comprobarse al ejecutar el programa con 3 o 5 nodos,
respectivamente.

Método de Galarkin 1-D

A O N @

w

T

- N
N

1y

) 0,2 0,4 0,6 038 1
Coordenada x

Comparacién entre la solucion analftica y el
método de Galerkin para transferencia de calor
1D en una placa con generacion interna.

Para mostrar la versatilidad del método, se
utilizard ¢l mismo programa para resolver un
problema ligecramente diferente. Considérese la
misma barra con generacion interna de energia
térmica en su mitad izquierda y sin generacién en la
otra mitad, pero con un extremo derecho por el cual
se pierde calor a razon constante de 20 Joules / seg.
El sistema se encuentra en estado estacionario asf que
1a ecuacién diferencial gobernante ¢s la misma.

La solucion analitica ahora es:

Tze=-(Q/2k)x* +(L/k)(Q/2+Q;)x
Tper=(QL?/8k) +(Q, L/k) x



donde Q, es la potencia del sumidero de calor en el
extremo derecho y se le ha asignado un valor de —20
para efectos de este ejemplo.

El programa de elemento finito se modifica
simplemente cambiando un par de instrucciones en el
bloque de especificacién de condiciones de frontera.
Dichas instrucciones son:

KG(N-1, N) = 0: KG(N, N-1)= 0
FG(1) = 0: FG (N) =0

A la primera de estas dos lineas se le coloca
una comilla para anularla y en la segunda se
especifica el valor de Q,, quedando:

‘KG(N-1, N) = 0: KG(N, N-1) = 0
FG(1) = 0: FG (N) =-20

Al ejecutar el programa se obtiene el perfil de
temperaturas en la placa. La siguiente tabla muestra
los resultados y su comparacién con la solucidn
analitica:
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La siguiente grafica muestra la distribucion de
temperaturas en la placa. Nuevamente el método de
Galerkin coincide 100 % con la solucién exacta.

Método de Galerkin 1-D con Disipacién de
Calor an el Borde Darecho

T

Coordenada x

L2

Coordenada Sol. Analitica Sol. Numérica
0 0 0
0.05 1.375 1.375
0.10 2.5 2.5
0.15 3.375 3.375
0.20 4 4
0.25 4,375 4.375
0.30 4.5 4.5
0.35 4.375 4375
0.40 4 4
0.45 3.375 3.375
0.50 2.5 2.5
0.55 1.5 1.5
0.60 0.5 0.5
0.65 -0.5 -0.5
0.70 -1.5 -1.5
0.75 -2.5 -2.5
0.80 -3.5 -3.5
0.85 -4.5 4.5
0.90 -5.5 5.5
0.95 -6.5 -6.5
1.00 -1.5 -1.5

Transferencia de Calor a través de una placa con
generacién interna y disipacién convectiva en uno
de sus extremos.




Formulacion Bidimensional
Mecanica de Sélidos

4.1. INTRODUCCION.

La produccion de entropia es una cantidad no
negativa fundamentada por la termodindmica
irreversible, y por lo tanto sirve como base para la
descripcidn sistemdtica de los procesos irreversibles
que ocurren durante la deformacién geométrica de un
solido sometido a esfuerzos mecanicos. Desde el punto
de vista termodindmico, la produccién de entropia es la
tunica medida de la evolucién de la deformacion del
sistema. Liu, Hayakawa y Murakami (1998) presentan
un andlisis del dafio mecénico en materiales
elastoplasticos desde el punto de vista de la
- termodinamica irreversible. Un andlisis semejante
puede hallarse en el trabajo de Basaran y Shihua
(2004).

A lo largo del desarrollo que aqui se presenta,
se introducen varios conceptos que serdan Utiles para
explicar algunos efectos mecdnicos colaterales sobre
otros procesos termodindmicos irreversibles tales como

la transferencia de calor y la transferencia de masa.
Por ejemplo, cuando se lleva a cabo la congelacién de
un material por deshidratacién, junto a la transferencia
de calor y masa simultineas, también ocurren
esfuerzos mecénicos que deforman la estructura del
cuerpo. En este capitulo se establecen los principios
fundamentales de la aplicacién de los métodos
variacionales de elementos finitos en la mecanica de
solidos, y se aborda como ejemplo un problema de
distribucién de esfuerzos y deformaciones en un plano.
También se eprovecha para introducir un primer
algoritmo para aplicacién del método en un espacio
bidimensional. Dicho programa exhibe todas las
caracterfsticas que hacen a los métodos de elementos
finitos tan versatiles, como la flexibilidad para manejar
diferentes geometrias y condiciones de frontera, asf
como el manejo de materiales con propiedades
anisotrépicas y heterogéneas.

4.2 PRINCIPIOS BASICOS DE LA APLICACION DEL
METODO DE ELEMENTOS FINITOS EN LA
MECANICA DE SOLIDOS

El Método de los Elementos Finitos e¢s un
procedimiento semianalitico que permite evaluar de
manera versitil las relaciones entre esfuerzos y
deformaciones en medios continuos de diferentes
geometrias sometidos a distintas distribuciones de
fuerzas. Consiste bdsicamente en discretizar la region
de interés en un nimero finito de elementos de formas
arbitrarias, interconectados en sus fronteras por nodos
comunes a dos 0 mds elementos y proponer una
solucién aproximada a las ecuaciones diferenciales
cotrespondientes, utilizando el principio de trabajo
virtual para optimizar los pardmetros ajustables de los
polinomios de aproximacién dentro de cada elemento.

Por medio de una funciéon de aproximacion
polinomial se interpola la solucién de la ecuacion

diferencial dentro del campo de desplazamientos para
obtener la matriz de rigidez local. Enseguida se
ensamblan las matrices de rigidez locales para obtener
la matriz de rigidez global. Por otra parte, se especifica
el vector de cargas en los puntos nodales y se resuelven
las ecuaciones de equilibrio para los desplazamientos
en los nodos. Por tltimo, se calculan los esfuerzos y

‘deformaciones de cada elemento a partir de dichos

desplazamientos.

El método de los elementos finitos obtuvo sus
primeros éxitos en su aplicacion a problemas
bidimensionales, concretamente a la resolucién de
problemas de esfuerzos y deformacién plana. En ambos
casos el campo de desplazamientos viene expresado
univocamente en funcién de los desplazamientos u y v



en direccion de los ejes cartesianos x e vy,
respectivamente,

Ademads las Unicas tensiones y deformaciones
que se han de considerar en ambas situaciones son las
tres componentes en el plano xy (& , & , Yx» G, G2 ,
0'3).

Considerando un elemento triangular tfpico
como el de la siguiente figura, con los nodos i, j, k,
ordenados alfabéticamente en sentido antihorario, las
componentes del vector de desplazamientos locales
quedan expresadas como;

Vi

-

yi

X X

—_—

Fig. 4.1. Elemento Plano tipico bajo tension plana.
Representacidn de coordenadas globales y
desplazamientoslocales, |

ME2S

donde la matriz [H] es la funcién de interpolacién que
permite aproximar la solucién exacta de los
desplazamientos dentro del elemento y [d.] es el vector
de desplazamientos nodales.

Encontrando los desplazamientos u y v a partir
de la consideracién de que estos son funciones
bilineales de las coordenadas, entonces:

u=ga; +tax+ay [4.1]
veastasXx+agy [4.2]

Sustituyendo las coordenadas de los nodos en la
ecuacién [4.1], se tiene que:

u=ataXt+ay;
u=a +apx+ay
=g tapXetay

Con un poco de algebra se obtienen los valores
de cada constante:
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1
a -K[UI(XJYI: _quj)_xi(quk -1, Y,)+y(ux, _ukxj)]

1
a, =a[(uj)'k —uy;) - uyy —y;)+yi(uy ‘uj)]

(g =X u) =% (uy —up) +up(xy —xj)]

ay =]

donde A es el drea del elemento triangular.

Sustituyendo estos valores en la ecuacion [4.1]
se llega a:

1 ui[(xjyk_xkyj)+(yk_yj)x+(xk_xj)y]+
U=§ uj[(kai_xiyk)+(Yk_Yi))(+(xi_xk)y]+
oy, xin_xjyi)+(yi_yj)x+(xj_xi)y

si especificamos a los parmetros a; , a; y 8, como :
[T Yk XY
X Yi—Xi Yk
B=XYi—XYi
entonces :
ug8; + @y -y X+ - %))+
u= % uj[llj + (v — Y x4+ (xg —xk)y]+ [4.3]
uk[ak +( -y R+ —xi)y]

Procediendo de manera similar para los
desplazamientos verticales, se llega a:

Vi[ai +(yy -yj)x +(xy — xj)y]+

VEoA Vj[aj +(¥e —yx+(x —xk))’]"'

VB + (5 - YR+ (= %)y
[44]

0, expresandolo en forma matricial:

o

es decir:



1

< £ < £

u] [H; 0 H, 0 H; 0
vi |0 H o0 H, 0 H,

donde:

)
Uy

| Vi ]

Hy=(1/2 A) (8 + (u—yp) x + (= %) ¥]
Hy = (172 A) [+ (= y) X + (X =% ) ¥]
Hy=(12 A) [a + i~y x + (- x:) y]

Segin la teorfa de la elasticidad, las
deformaciones unitarias estin dadas por:

Tension :
€ =0u/ox
&= v/ dy
Corte :
Yoy = U/ Jy + 0Ov/0x

Asi que de las ecuaciones [4.3] y [4.4] se
obtiene que:

1
gy =EX[(yk =Y + (Y —yu +(y; _Yj)uk]

gy =%[(xk - xj)vi +(x; -xk)vj +(1'(j —xi)vk]

1 Ok =YV + e =YV + (i - yve +
Y24 (%, = X;)u; +(x; = xp)u; +(x; — Xy

Que matricialmente puede escribirse como:

[e] = [B} [de] [4.5]
—“i
vi
€, B, 0 B, 0 B; 0
1 u.;
2A v
ny B4 Bl BS B2 B6 B3
Uy
t Vi |
donde:
B, =(y-y;)
B:=(¥%-%)
By=(yi-y))

By = (x-x)

37

Bs = (X~ X)
B = (x-x;)

Se observa que la “matriz geométrica” [B]
depende unicamente de las coordenadas de los nodos
del elemento.

Por otra parte, los esfuerzos dentro del elemento
estin en funcién de los desplazamientos de los nodos,
es decir:

[o]=[D] [e] [4.6]

donde la matriz [D] tiene la siguiente forma:

[D]= E(I—V) \4 1
(1+vY1-2v)|1-v

siendo:

E = Mdédulo de elasticidad.
v = coeficiente de Poison,

Luego, sustituyendo el valor de la matriz [&] de
la ecuacién [4.5] en la expresion [4.6], se obtiene:

[o] = [D] [B} [d.] [4.7]

Para la determinacion de la matriz de rigidez de
un elemento se puede recurrir a la evaluacién del
trabajo originado por las fuerzas externas y del trabajo
interno producido por la deformacién acumulada.

P;

X

Fig. 4.2. Fuerzas externas horizontales y verticales
locales




Segiin la figura (4.2), el trabajo que provocan
las fuerzas externas es:

W= l/:(PiU1+QiV|+PjUj+Q|Vj+Pkuk+Qka)
Que expresado matricialmente corresponde a:
W =% [d]" [P.] (48]

donde :

[P.]=

Lo m O

]

[ Q]

Por otra parte, el trabajo interno acumulado por
unidad de volumen dentro del elemento finito es:

Wi =Y (Ex Ou + & Oy + 1oy Ty )
que escribiéndolo en forma matricial se expresa como:
Wi = % [€]"[0]

Por lo tanto, el trabajo intemo en todo el
elemento de volumen vale:

W= ffwaav="[[llekv w9

Vol Vol

Igualando las ecuaciones [4.8] y [4.9] se
obtiene:

[de]" [P] = [l [€]" [6] AV
Sustituyendo la expresién [4.5] :

[de]" [Pe] = Mot [de]" [B]" [0] AV

[de]" [Pe] = [de]" lf.cr [BI" [0] AV

[P.] = . [B" [6] dV
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Sustituyendo la ecuacién [4.7] se tiene:
[P] = [ll.ct [B]" [D] {B] [d] dV
Enseguida, si se considera:
a) Un espesor unitario del elemento,

b) Desplazamiento positivo cuando el tamafio del
elemento decrece.

Entonces, se tiene que [P] es una matriz constante:

[P.] = [B]" [D] (B] [d.] A
donde A = drea del elemento.

Llamando [K.] a la matriz de rigidez del
elemento y definiéndola como:

(K] = [B]" [D] [B] A

entonces se tiene que :

[Pe] = [K,] [d]

Asl pues, para determinar la matriz de rigidez
global se superponen las rigideces individuales de cada
elemento por adicion directa, formando de esta manera
una matriz [K.].

8i se denomina [U] al vector de
desplazamientos de todo el medio y [P] al vector de
carga, entonces se podrd obtener para todo el entorno
la siguiente expresion:

(P]= K] [U]

Esta expresidn matricial origina un sistema de
ecuaciones simultineas lineales donde las incognitas
son los desplazamientos nodales de los elementos, Su
solucién permite conocer dichos desplazamientos y asf
determinar las deformaciones unitarias y los esfuerzos
en cada elemento utilizando las ecuaciones [4.5] y
[4.7], respectivamente.



4.2. APLICACION DE LA FORMULACION BIDIMENSIONAL
EN MECANICA DE SOLIDOS.

Se pueden citar varias aplicaciones practicas de
la formulacién bidimensional del método de elementos
finitos en la mecénica de sélidos. En el texto clasico de
Zienkiewicz y Taylor' se mencionan por ejemplo, las
siguientes:

e Distribucién de tensiones en torno a un
orificio reforzado,
Tensiones tecténicas en un valle anisétropo,
Presiones hidrostiticas internas y externas en
una presa,

o Tensiones alrededor de una central eléctrica
subterranea.

Otras aplicaciones que parecen evidentes son en
el disefio de puentes de concreto reforzado vy el disefio
de pavimentos para autopistas y aeropistas.

En este trabajo se considera la aplicacién en el
disefio de pavimentos flexibles, por ser un material
anisétropo y heterogéneo.

Un pavimento flexible estd constituido por
varias capaz de materiales solidos de diferentes
propiedades mecdnicas. La superficie de rodamiento es
una superficie biturninosa, formada tipicamente por un
agregado pétreo y un aglutinante asfiltico. Mis abajo
se disponen de al menos dos capas bien diferenciadas.
Una base de material granular y una sub-base también
granular pero con suelos de menor calidad, con mayor
contenido de finos y menor exigencia en sus
propiedades mecdnicas, Finalmente, en la capa inferior
queda la terraceria. Aunque la resistencia a los
esfuerzos cortantes no es un requisito fundamental en
las terracerfas, ellas deben constituir un material poco
deformable, por lo tanto la calidad de los suelos juega
un papel importante, por lo que cominmente se le da

un tratamiento de compactacién para obtener las
propiedades mecénicas deseadas.

La estructura del pavimento tiene la finalidad
de proveer una superficie de rodamiento confortable y
distribuir los esfuerzos mecdnicos en las capas
inferiores. Un pavimento bien disefiado se considera
aquél en el que las deformaciones de la carpeta
asfaltica no rebasan los limites de elasticidad ante
carga critica y las deformaciones en las capas
inferiores queden muy debajo del limite plastico para
evitar el colapso de la estructura.

Desde el punto de vista de la programacion, un
buen algoritmo de cémputo por elementos finitos
variacionales para este campo de la mecdnica en
particular, debe ser tan versdtil que pueda ser aplicado
a todos los casos mencionados como ejemplo en este
apartado, por lo menos para materiales cuyo
comportamiento  esfuerzo-deformacién sea lineal,
Ademés debe permitir cambiar féicilmente la geometria
del sistema, las condiciones de frontera y la
distribucién de cargas externas. El programa
Dispavl.Bas que se describe en la siguiente seccién
cumple con dichas caracterfsticas.

Una pequefia modificacién que se puede
consultar en el texto de Zienkiewicz y Taylor (opus
cit.) permitiria resolver problemas bidimensionales de
mecéhnica de sélidos para materiales no lineales.

El algoritmo que se presenta en este capitulo
estd dedicado a la determinacién de esfuerzos y
deformaciones en materiales anisotrépicos y
heterogéneos, pero la aplicacibn a materiales
homogéneos e isotrdpicos es relativamente mds
sencilla y consiste simplemente en especificar igualdad
de propiedades mecdnicas en todo el material en las
direcciones horizontal y vertical.



4.3 ALGORITMO PARA DISENO DE PAVIMENTOS FLEXIBLES.

De todos los problemas de mecénica de sélidos
bidimensional se eligié el del diseflo de pavimentos
flexibles por las razones que ya fueron acotadas:

La heterogeneidad y anisotropia del material.
¢ La posibilidad de manejar diferentes
condiciones de frontera.
e La caracterizacién del problema Gnicamente
mediante esfuerzos de corte y compresion.

La figura 4.3 representa la discretizacion de las cuatro
capas que constituyen un pavimento flexible.
Especificadas cada una con diferente ashurado. Cada
nivel se dividié horizontalmente en dos y, de acuerdo a
la aplicacion de las cargas, se consider6 una divisién
vertical en siete regiones. Las flechas que se muestran
en la figura representan las cargas normales de un
trailer, un camién de pasajeros y un automévil, aunque
resulta sencillo para el usuario cambiar a carga critica
(tres trailer en las posiciones sefialadas) Se consider6d
conveniente ubicar nodos en los puntos de aplicacion
de las cargas externas. Internamente también se tomé
en cuenta ¢l peso de las capas superiores sobre los
niveles més profundos. Se aplican condiciones de
frontera naturales en los limites laterales e inferior del
pavimento.

La figura 4.4 representa la topologia del arreglo de
elementos finitos triangulares seleccionado para la
resolucién del problema. En dicho esquema se puede
observar la ubicacién de cada elemento con sus
correspondientes nodos y sus relaciones con elementos
vecinos, asi como la ubicacién y relaciones de vecindad
de cada nodo.

En la figura 4.5 se muestra la forma en que
opera el método de Gauss-Seidel con relajacién para la
resolucidn del sistema de ecuaciones simultineas
lineales, recorriendo una estrella de seis brazos a lo
largo de la reticula de elementos finitos.

El sistema de ecuaciones simultdneas lineales
que se obtiene es tribanda predominantemente
diagonal.

El algoritmo computacional que se presenta
aquf es versatil ya que:

e La especificacion de las coordenadas nodales
puede cambiarse ficilmente y el programa
automdticamente reconstruird el conjunto de
ecuaciones a resolver para calcular
desplazamientos, esfuerzos y deformaciones,

o Las cargas externas, que constituyen las
condiciones de frontera también pueden ser
modificadas fiacilmente por el usuario. Por
ejemplo, para considerar cargas normales o
criticas.

e Las propiedades flsicas y mecdnicas de las
capas también pueden modificarse, por
ejemplo, para considerar un material isétropo
y homogéneo.

Se utilizd programaciéon modular en la
construccién del algoritmo de computo. El diagrama
de bloques que se presenta en las siguientes paginas
sirve para visualizar la forma en que se encuentran
arregladas las subrutinas.

Para la construccién de las matrices de figidez
locales se hace uso de las ecuaciones obtenidas para
elementos triangulares en el apartado 4.1,

Para el ensamblaje, el programa Dispavl.bas
arregla la matriz globalizada en un conjunto de 9
submatrices y utiliza el método de Gauss-Seide! con
relajacién para resolver el sistema de ecuaciones
simultdneas resultante.

El programa cuenta con subrutinas de
graficacién que permiten representar los resultados en
una forma mds condensada y llevar a cabo un anélisis
de los efectos globales de los espesores de carpeta, base
y sub-base sobre el comportamiento mecénico de los
pavimentos. Los datos de entrada se especifican como
parametros, pero el usuario puede acceder al programa
objeto para modificar las condiciones de la simulacién
y adecuarlo a sus necesidades.

A continuacién de las figuras 4.3 a 4.5, se
presenta el diagrama de bloques del programa
Dispavl.Bas y enseguida el listado en codigo Qbasic.



Figura 4.3.- Malla de Elementos Finitos.
o Carpeta Asféltica

e Base
s Suabase
e Terraceria
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81 4 5 6 7 38 89 90
136 137 138 139 140 141 42 43 4
127 128 129 130 131 13 133 134 13
71 4 5 6 7 /8 79 80
118 119 20 121 122 123 24 5 6
109 110 111 112 113 114 115 116 117
1 4 5 6 7 68 69 70
100 101 102 103 04 105 06 07 8
91 92 93 92 95 96 97 98 99
1 4 5 6 7 8 59 |60
82 83 84 85 86 87 9
13 74 75 76 77 78 79 80 81
1 5 6 7 48 49 |50
64 65 66 67 68 69 JO 1 72
55 56 57 58 59 60 61 62 63
1 4 5 6 7 8 39 40
46 47 48 49 50 51 2 3 4
37 38 39 40 41 42 43 4 45
1 4 5 6 7 8 29 (30
28 29 30 31 32 33 34 5 6
19 20 21 22 22 23 24 25 26
1 4 5 6 7 18 19 20
10 11 12 13 14 15 16 7 8
1 2 3 4 5 8 9
1 2 3 4 5 6 7 8 10
Figura 4.4- Conformacion Topolégica de la malla de Elementos Finitos.




Figura 4.5- Discretizacién de la regién de solucién y procedimiento de resolucion del
sistema de ecuaciones simultdneas lineales.




Diagrama de Bloques del Programa Dispavl.bas

Lectura de Datos

Cargas

Nitmero de Capas

Espesor de Capas

Coeficiente de Poisson.

Moddulo de Young

Nimero de elementos
horizontales por capa

Nimero de elementos verticales

por capa
v

Dimensionemiento de los Arreglos

Matriciales.

Discretizacién del Espacio de
Solucién y conformacién de Ia
Topologia:
»  Especificacién de las
coordenadas de cada nodo.
= Especificacion de los nodos
frontera de cada elemento.
(figura [4.4])
= Especificacion de los
elementos vecinos a cada
elemento (ver figura [ 4.4 ]).
=  Especificacion de los nodos
vecinos a cada nodo (ver figura

[44]).
v

Especificacion grifica de nodos,
elementos y cargas verticales.

(ver figura[4.3 ])

v

Construccidn de la Matriz
Geométrica [B] de cada elemento.

v

Construccion de la Matriz de
Propiedades Fisicas [D] de cada

clemento.
v

Transposicion de la matriz [B]

-

Célculo del producto [B]'[D][B]A
para la obtencion de las matrices de
rigidez locales, [K.]

i

Ensamblaje
»  Construccion de la matriz de rigidez global, [K]
= Construccién del vector de cargas externas [P}

v

Modificacion del Sistema de Ecuaciones por
Introduccién de las Condiciones de Frontera.

!

Resolucion del Sistema de ecuaciones simultdneas
lineales (180 ecuaciones con 180 incognitas) por el
método de Gauss- Seidel con relajaci6n para obtener
los desplazamientos nodales.

v

Célculo de las deformaciones nodales por
multiplicacién matricial de la matriz geométrica con
el vector de desplazamientos.

v

Célculo de los esfuerzos nodales por multiplicacién
matriclal de [D] por el vector de deformaciones

nodales.
v

Impresién de Resultados.

Gréfica de desplazamientos Horizontales
Grifica de desplazamientos verticales.
Gréfica de deformaciones horizontales.
Gréfica de deformaciones verticales
Gréfica de deformaciones tangenclales.
Gréfica de esfuerzos normales

Gréfica de esfuerzos cortantes.

!

fin




Listado del Programa Dispavl

A continuacién se presenta ¢l algoritmo de
cOmputo para el disefio de pavimentos flexibles,
basado en el diagrama de flujo anterior. Los bloques de
instrucciones que | componen son:

Bloque I. En la primera serie de instrucciones
sc especifica el nimero de ciclos a procesar,
Dispavl.bas realiza el cdlculo para 5 espesores de la
carpeta asfiltica, 4 de la base, 4 de la sub-base y un
solo espesor de terracer{a; un total de 80 iteraciones.
Pero el usuario del programa puede cambiar el nimero
de espesores a probar por una simple modificacién de
los contadores CARPETA, BASE Y SUBBASE.

« ¢ * ¢ » ESPECIFICACION DEL NUMERO ** * *
<% %% ¢*DECICLOS APROCESAR *******
FOR CARPETA =1 TO 4
FOR BASED =1TO 4
FOR SUBASE = 1TO 4

Bloque II. El siguiente par de instrucclones
permite especificar ¢l modo gréfico con el que se
construye el esquema de discretizacién del medio
continuo. Se eligi6 ¢l modo Screen 12 por su
versatilidad e la combinacién de colores y por su alta
resolucién. Con los valores A, B y C se fijan los
valores de las coordenadas limite en pantalla.

SCREEN 12
A=100:B = 540: C =360

Bloque IIL A continuacién se dimensionan los
arreglos matriciales que almacenan en memoria RAM
los valores de las variables de célculo.

Los vectores [XN] y [YN] se utilizan para
guardar las coordenadas de cada uno de los nodos de la
malla de 90 elementos finitos. [XNG] y [YNG] hacen
lo propio con las coordenadas de graficacién
normalizadas, mientras que [EI} [EJ] y [EK]
almacenan las coordenadas nodales de cada elemento,
es decir, el nimero de nodo que corresponde a cada
uno de los tres vértices de cada uno de los 144
elementos. El vector [E] se dimensiona para almacenar
los valores de los 4 mddulos de Young (1 de cada
material), en tanto que la matriz unidimensional
[NU]guarda los coeficientes de Poisson. El vector
[ENU] guarda el término constante de la matriz de
propiedades fisicas, [D], de cada uno de los 4
materiales [E(1-p) / (I+w) (1-2w)]. La matriz
geométrica [B] de 3 renglones por 6 columnas, se
dimensiona para cada uno de los 144 elementos; la
matriz de propiedades fisicas [D] se especifica para 3
renglones, 3 columnas y cada uno de los 4 materiales.
Similarmente, ¢l producto de la transpuesta de [B} por
[D], se¢ dimensiona para 3 renglones, 6 columnas y
cada uno de los 144 elementos. Un tercer arreglo

matricial tridimensional se especifica para las matrices
de rigidez locales, [K.].

El arreglo matricial tridimensional [KG] se
dimensiona para permitir el almacenamiento de 60
coeficientes de 20 ecuaciones simultdneas de cada una
de las 9 lfneas horizontales de la malla de elementos
finitos, conforméndose por partes un sistema de
ecuaciones algebraicas de 180 ecuaciones con 180
incognitas. El vector [U] almacena los valores de los
90 desplazamientos horizontales y verticales,
correspondiendo los subindices pares a estos dltimos y
los impares a los primeros.

[BL] es una matriz que almacena las
condiciones de frontera de cada uno de los 90 nodos,
correspondientes & sus cargas horizontales y verticales.
El vector [C] se dimensiona para almacenar las cargas
en los nodos de superficie. [DEFOR] es una matriz que
guarda los datos intermedios para el céiculo de las
deformaciones a partir del producto de [B] y [U].

El arreglo matricial [DEFORMA] almacena las
deformaciones horizontales, verticales y tangenciales
de cada uno de los 144 elementos en sus subindices 1,
2 y 3, respectivamente. Finalmente, para representar
grificaments los resultados se dimengionan las
matrices:
=  Coordenadas grificas normalizadas: [XNGRAF],

[YNGRAF]}, [DIVY]
= [Esfuerzos normales y cortantes: [GAMA],
[SIGMA1], [SIGMAZ2], SIGMA3]

DIM XN(100), YN(100), XNG(100), YNG(100)
DIM EI(144), EJ(144),EK(144), ENU(4), E(4), NU(4)
DIM B(144, 3, 6), BTD(144, 6, 3), K(144, 6, 6),
DIM D(4, 3, 3), KG(9,20,60), U(180,2), BL(180)
DIMC(10), X(7)

DIM DEFOR(144, 6, 1), DEFORMA(144, 3)

DIM XGRAF(144), YGRAF(144)

DIM XNGRAF(144), YNGRAF(144), DIVY(100)
DIM EX(1 50), EY(144), GAMA(144)

DIM SIGMA1(144), SIGMA2(144), SIGMA3(144)
DIM CAR(180)

Blogue IV. EI| siguiente paso es la
especificacion de la altura de las diferentes capas. Esto
se hace asignando o las variables H1 (espesor de la
terraceria), H2 (espesor de la subrasante), H3 (altura de
la rasante) y H4 (altura de la carpeta asféltica) , valores
que varfan en cada iteracidn,

De acuerdo a como se encuentra estructurado el
programa se prueban para espesores de carpeta de 6, 8,
10 y 12 cm; 15, 25, 35 y 45 para la subrasante; 15, 30,
45 y 60 para la base y 1 m para el espesor de la
terracerfa, En esta parte también se especifican las



alturas HiG (i = 1 a 4) como pardmetros de graficacién
y la anchura total del pavimento.

HI = 1: H2 = .15 * SUBASE: H3 = .05 + .1 * BASED:
H4 = .04+ .04 * CARPETA: L =9

HTOTAL = (H1 + H2 + H3 + H4) * 2: FACT = 25 /
HTOTAL

H1G = HI * FACT: H2G = H2 * FACT: H3G = H3 *
FACT: H4G = H4 * FACT

Blogue V. En el bloque de instrucciones que
sigue se especifican las propiedades mecdnicas de los
materiales, concretamente el mddulo de elasticidad
(Young), y el coeficiente de Poisson. Se incluye
también la densidad de cada material ya que en el
ctlculo de esduerzos y deformaciones se consideran
los efectos del peso de la estructura.

E(1) = 8.24: E(2) = 20.6: E(3) = 41.2: E(4) = 150
NU(1) = .4: NU(2) = .38: NU(3) = .38: NU(4) = .35
RO4 = ,0022: RO3 = 002: RO2 = .002: ROl = 0016

Bloque V1. Como paso siguiente se asigna a la
varigble M el nimero de nodos horizontales; se
especifican las cargas en los nodos de superficie; y se
establece la longitud de espaciamiento entre cada
pareja de nodos contiguos, en funcién, por supuesto, de
la forma en que se distribuyen las cargas a lo ancho de
la carpeta asfaltica. Se consideran 3 carriles de 3m y
anchos de 1.4, 1.8 y 2m entre los ¢jes de cada vehiculo,
Automoévil, camién de pasajeros y trailer,
respectivamente.

M= 10
L(1) = .5: 1(2) = 2: L(3) = .5: L(4) = .5: L(5) = 2:
L(6) = .5: L(7) = .5: L(8) = 2: L(9) = .5

C(1) = 0: C(2) = 1: C(3) = 1; C(4) = 0: C(5) = 6.25
C(6) = 6.25: C(7) = 0: C(8) = 9.4: C(9) = 9.4
C(10)= 0

Bloque VII El siguiente paso es el cédlculo de
las coordenadas nodales. Esto se realiza mediante una
serie de ciclos iterativos for-next que barren lo largo y
ancho de la malla de los elementos finitos,
asignandoles coordenadas normalizadas XN, YN a
cada nodo en funcién de las alturas de cada subcapa y
de las distancias horizontales entre nodos adyacentes.
Asl mismo, se especifican las coordenadas gréificas
normalizadas XNG, YNG.

<% % ** Coordonadas Nodales * * * * *
FORI=1TOM
xo{l) = xn(l- 1) +L{I-1)
YN = 0
FORJ=1TO
oI +M* J) =xa(l)
NEXT J
FORJ=1TO?2
YN@+M*J)=H1"*]J
YNI+M*(J+2)=Hl1 *2+H24}J
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YNA+M*(J+4)=HI*2+H2"2+H3*J
YN@+M*(J+6)=Hl*2+H2*2+H3"*2
&+H4*]J
NEXTJ
NEXT 1

“""‘Cmrdcﬂadasmﬁﬁcas""

FORI=1TOM
XNG(D) = XNG(I - ) +L{I-1)
YGM =0
FORJ=1TO8
XNG( + M * J) = XNG()
NEXT J
FOR J=1TO2
YNGA+M*J)=HIG*J
YNG(I+M* (J +2))=HIG*2+H2G*]
YNG(+M* (J+ 4))=HIG * 2 + H2G * 2
&+H3G*]J
YNGA+M* (J +6))=HIG* 2+ H2G * 2
&+H3G*2+HAG*]
NEXT J
NEXT I

Blogue VIII. El desplegado grifico de la malla
de elementos finitos es el sigulente paso en este
programa. Sc¢ dibujen los puntos que especifican la
posicién de cada nodo con la instruccién PSET; y con
diferentes colores se trazan las lineas que delimitan a
cada clemento, mediante la instruccién LINE; también
se dibujan las cargas sobre los nodos de la superficie.
La figura [ 4.3 ] representa el arreglo de elementos
finitos que aparece en pantalla durante la ejecucién
durante la ejecucion del programa al llegar a esta
subrutina de discretizacién grafica

A ELEE AN ENERNRNERENNERSENRNNNHNINHWY]

"#**DISCRETIZACION GRAFICA *
IR AL NN SRR NEEERNENERNESNENSENEREENES}.
COLOR 7
FORI=1TO %0

PSET (XNG(D) * 40 + A, C - YNG(D * 10)
NEXTI
FORI=1TO20
COLOR 12

LINE (A + XNG(I) * 40, C - YNG() * 10A +
& XNG(I - 1) * 40, C - YNG(I) * 10)

IF1/10-INTQ/ 10) <> 0 THEN

LINE (A + XNG(I + 1) * 40, C - YNG(I) * 10)-
& (A + XNG() * 40, C - YNG( + 10) * 10)

END IF

LINE (A + XNG(I) * 40, C - YNG(D * 10)}(A +
& XNG(D * 40, C - YNG( + 10) * 10)
NEXT I
FORI=21TO 40
COLOR 7 .

LINE (A + XNG(D) * 40, C - YNG(D) * 10)-(A +
& XNG(I - 1) * 40, C - YNG(I) * 10)

IF 1/10 - INT(/ 10) < 0 THEN

LINE (A + XNG(I + 1) * 40, C - YNG(I) * 10)-



& (A + XNG(D) * 40, C - YNG( + 10) * 10)

END IF

LINE (A + XNG(I) * 40, C - YNG(I) * 10}<A +
& XNG(I) * 40, C - YNG( + 10) * 10)
NEXT 1
FOR I = 4] TO 60
COLOR 2

LINE (A + XNG(T) * 40, C - YNG() * 10}(A +
& XNG( - 1) * 40, C - YNG() * 10)

LINE (A + XNG() * 40, C - YNG(I) * 10)<A +
& XNGQ) * 40, C - YNG(I + 10) * 10)

IFI/10-INT{/ 10) < 0 THEN

LINE (A + XNG(I + 1) * 40, C - YNG(I) * 10)-
& (A + XNG(I) * 40, C - YNG( + 10) * 10)

END IF
NEXT I
FOR I =61 TO 80
COLOR 5

LINE (A + XNG() * 40, C - YNG(D) * 10)<(A +
& XNG(I - 1) * 40, C - YNG(T) * 10)

LINE (A + XNG() * 40, C - YNG() * 10)<(A +
& XNG() * 40, C - YNG( + 10) * 10)

IF1/10-INT(/ 10) < 0 THEN

LINE (A + XNG( + 1) * 40, C - YNG() * 10)-
& (A + XNG(I) * 40, C - YNG( + 10) * 10)

END IF

LINE (A + XNG() * 40, C - YNG( + 10) * 10)-
& (A + XNG( - 1) * 40, C - YNG( + 10) * 10)
NEXT I
FORI=1TO 10

COLOR 3

LINE (A + XNG() * 40, C - YNG(90) * 10 - C(I)
& * 10)-(A + XNG(I) * 40, C - YNG(90) * 10)
NEXT I
DO
LOOP WHILE INKEYS = "

Bloque IX. La siguiente seric de instrucciones
permite especificar las coordenadas ijk de cada
elemento. Es decir, le asigna el nimero de nodo que le
corresponde a cada vértice de los elementos
triangulares. Esto se realiza mediante ciclos for-next
anidados para barrer cada capa M1, ¢ internamente,
cada uno de los 9 elementos.

R A AR LR RNRERERNNENEESENEERNERNNEN]

' * * CONFORMACION DE LA TOPOLOGIA
' » » ESPECIFICACION DE LAS COORDENADAS
& 1J K DE CADAELEMENTO ** * *
A A RSN ENEEEENENENSNNFNEREERENENNNEN,]
N=0
FORMl =1TO 8§
COLOR 5
PRINT
PRINT "M1="; M1
PRINT : PRINT : PRINT
FORQl=1TOM-1
N=N+1
EIN)=N-M-2)* M1 -1)
EIN)=N-(M-2)*M1-1)+1

47

EK(N)=N-(M-2)* (Ml -1)+M
COLOR 11
*  PRINT "ELEMENTO"; N, "I=NODO";
& EI(N), "J=NODO"; EJ(N), "K=NODO"; EK(N)
NEXT Q1
FORQ2=1TO9
N=N+1
EIN)=N-(M-2)* (M1 - 1)+2
EIN) = N-(M-2)*(M1-1)+1
EKN)=N-(M-2)*(Ml1-1)-M-2)
COLOR 14
'PRINT "ELEMENTO"; N, "I=NODO";
& EI(N), "J=NODO"; EI(N), "K=NODO"; EK(N)
NEXT Q2
NEXT Ml

Blogque X. Como siguiente paso procede la
construceién de la matriz geométrica [B], la matriz de
propiedades fisicas [D] y la matriz de rigideces locales
[Ko]. Esto se realiza fécilmente con la seric de
instrucciones que 3¢ muestran a continuacién. El
cdlculo de la matriz [B] se lleva a cabo para cada uno
de los 144 clementos, [D] para cada uno de los 4
materiales y [K,] también para los 144 clementos.

‘s # » « & » CONSTRUCCION DE LA MATRIZ
& GEOMETRICA DE CADA ELEMENTO * * * *

LOCATE 20, 20
FORN=1TO 144
PRINT "N="; N
B(N, 1, 1) = YN(EK(N)) - YN(EI(N))
B(N, 1,2)=0
B(N, 1, 3) = YN(EK(N)) - YN(EI(N))

» 3) = YN(EI(N)) - YN(EJ(N))
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~
A
[

)= S'N(EK(N)) - YN(EI(N))
)= (\)(N(EI(N)) - YN(EK(N))
= YN(EI(N)) - YN(EI(N))
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NEXT N
COLOR 7

'* ¢ & ¢ CONSTRUCCION DE LAS MATRICES DE
& PROPIEDADES FISICAS, [D] * ***

FORI=1TO4

ENUMD =E@)* (1 -NUD) /(1 +NUD)»/(1-2
& * NU(®)

DL 1,1)=1:D(12,2)=1

D4, 1, 2)=NU@/ (1 - NUD)



IXL2,1)=D,1,2)
D, 3,3) = (1 -2 * NUD)/ 2/ (1 - NUQD)
COLOR2: 'PRINT "D"; I; "="
FORJ=1TO3
FORK =1TO3
D4, 1, K) =D, 1, K) * ENU(D)
COLOR 8: 'PRINT D(1, J, K)
NEXT K
PRINT
NEXT J
NEXT I

Blogque XI. La transposicién de las matrices
geométricas y su posterior multiplicacion con la matriz
de propiedades fisicas correspondiente, permiten
obtener las matrices de rigidez locales. El siguiente
conjunto de instrucciones realiza esta tarea para cada
uno de los 144 elementos. Se utilizan ciclos
doblemente anidados.

'+ ¢« « CONSTRUCCION DE LAS MATRICES DE
& RIGIDEZ LOCALES * ** * *

FORN=1TO 144 :
COLOR 10; PRINT "ELEMENTO="; N
COLOR 8: 'PRINT "[B]"[D]:"

IFN<=36 THEN A= |
[FN<=72THENA =2
IF N <= 108 THEN A = 3
IF N> 108 THEN A = 4
FORQ=1TO3
FORR=1TO6
SUMBTD =0
FORC=1TO3
SUMBTD = SUMBTD +
&BN,C,R)*IXA, C. Q)
NEXT C
BTD(N, R, Q) = SUMBTD
COLOR 12: 'PRINT USING
& "HH ###R", BTD(N, R, Q); : PRINT ™
NEXTR
NEXT Q
COLOR 5: PRINT "MATRIZ DE RIGIDEZ
& LOCAL"
FORQ1=1TO6
FORRI=1TO6
SUMA=0
FORCl1=1TO3
SUMA = SUMA + BTD(N, R1,
& C1)* B(N, C1, Q1)
NEXT Cl1
K(N, R1, Q1) = SUMA
COLOR 12; PRINT USING "##.####";
& K(N, R1, Ql); : PRINT "%
NEXT R1
NEXT Q1
NEXT N
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El procedimiento anterior da como resultado el
conjunto  de  ecuaciones locales para los
desplazamientos nodales. El paso critico en la técnica
de elemento finito es el ensamblaje, es decir, la
obtencién del conjunto de ecuaciones simultineas
lineales. La siguiente serie de cdlculos realiza dicha
globalizacién

Blogue XII. El procedimiento consiste en la
suma de los desplazamientos nodales en los puntos de
interconexién de cada elemento. Se distinguen los
diferentes tipos de elementos y se especifican en cada
comentario previo al célculo. La identificacién de
dichos tipos de elementos da la posibilidad de
generalizar los célculos para hacer menos extensa la
serie de instrucclones.

Se imprime como resultado, la topologia, es
decir, ¢l nimero de nodo, sus elementos vecinos y sus
nodos vecinos.

Se congtruyen, para cada uno de los 90 nodos y
2 desplazamientos (horizontal y vertical), un conjunto
de 180 ecunciones y 180 incdgnitas, donde los
términos diferentes de cero de la iésima ecuacidn
corresponden a los cocficientes de los desplazamientos
horizontal y vertical del nodo i y sus 6 primeros
vecinos més cercanos. Los coeficientes de cada
ecuacion se guardan en las submatrices de rigidez
globalizadas [KG], una para cada linca horizontal de la
malla de elementos finitos. Esto se hizo para no tener
que utilizar una matriz de 180 por 180 que Qbasic no
maneja, ademAs de que se consigue eficientar en parte
el uso de 1a memoria,

LESEEBERBRERERRENEERERNENENERERENRNERSH:.]

|“i‘#ENSAMBLAJE LE N ENRENNENNN]
LE R BEEERNERNENEERENE SR NENFENSERNRSNGHN.]
" *NODO ESQUINA INFERIOR IZQUIERDA * * *
nivel = 0
N1=1
NODO = N1 + nivel * 10
X(1)=N1 - 1: X(2) = N1: X(3) = N1 + 1: X(4) =
& N1 - 10: X(5) = N1 - 9: X(6) = N1 +9: X(7) = N1 +
& 10
AA =NODO + 8 * INTQYODO / 10):
BB =AA-9:CC=AA-18:DD= AA - 10;
EE=AA-1:FF=AA+8
COLOR 3
PRINT "ELEMENTOS VECINOS="; AA
PRINT "NODOS VECINOS="
FORH=1TO7
IFH=2ORH=3ORH=7THEN
XD = X(H) + nivel * 10
PRINT XD,
ELSE
END IF
NEXT H: PRINT

LE R SR ENENERERDR]
AR R NN NNESNN,]



KG(nivel + 1,2 * N1 -1, X(2)* 2-1)=K(AA, 1, 1)
KG(nivel +1,2 *N1-1,X(2)*2)=K(AA, 1, 2)
KG(nivel + 1,2 * N1, X(2) *2- 1) =K(AA, 2, 1)
KG(nivel + 1,2 * N1, X(2) * 2) =K(AA, 2, 2)

WL IILLILIES IS IT T LT T L)t ]

B E N E R NNNNNN]
KG(nivel +1,2*Ni1-1,X(3)*2-1)=K(AA, 1,3)
KG(nivel + 1,2 *N1 -1, X(3) * 2)=K(AA, 1,4
KG(mvel + 1,2 *N1,X(3)*2-1)=K(AA, 2, 3)
KG(nivel + 1,2 *N1,X(3)*2)=K(AA, 2, 9
(RN RN NEEENN]!
KG(nivel + 1,2 *N1-1,X(*2-1)=K(AA, 1, 5)
KG(nivel +1,2* N1 -1, X(7*2)=K(AA, 1, 6)
KG(nivel + 1,2 *N1,X(7) *2-1)=K(AA, 2, 5)
KG(nivel + 1, 2 * N1, X(7) * 2) = K(AA, 2, 6)
FORH=1TOQ7
COLOR 4
NEXT H
BEEP
'# %% * ¥ NODOS ORILLA INFERIOR
nivel = 0
FORN1=2TO9
NODQ = N1 + nivel * 10
X(1D=Nl-1:X@)=NL:X(3)=Nl+ L. X4 =
&NI1-10:X(5)=N1-9:X(6)=N1+9: X(7)=NI +
& 10
AA =NODO + 8 * INTINODOQ / 10):
BB=AA-9:CC=AA-18: DD = AA . 10;
EE=AA-1:FF~=~AA+8
COLOR 3
PRINT "Elementos vecinos="; AA, EE, FF
PRINT "NODOS VECINOS="
FORH=1TQ7
IFH=10RH=2ORH=3ORH=~6OR
& H =7 THEN
XD = X(H) + nivel * 10
PRINT XD
ELSE
ENDIF
NEXT H: PRINT

LB RSB EENRENENRNNDRE]

TR R R RS
KG(nivel + 1,2 * N1 - 1, X(1) * 2- 1) =K(EE, 3, 1)
KG(nivel + 1,2 * N1 - 1, X(1) * 2) = K(EE, 3, 2)
KG(nivel + 1, 2 * N1, X(1) * 2 - 1) = K(EE, 4, 1)
KG(nivel + 1, 2 * N1, X(1) * 2) = K(EE, 4, 2)

DAL TII LI IT L I LI Piell1yty])
KG(nivel + 1,2 * NI - 1, X(2) * 2 - 1) =K(AA,
&1, 1) + K(FF, 5, 5) + K(EE, 3, 3)
KG(nivel + 1, 2 * N1 - 1, X(2) * 2) =K(AA, 1, 2)
&+ K(FF, 5, 6) + K(EE, 3, 4)
KG(nivel + 1, 2 * NI, X(2) * 2 - 1) =K(AA, 2, 1)
&+ K(FF, 6, 5) + K(EE, 4, 3)
KG(nivel + 1, 2 * N1, X(2) * 2) =K(AA, 2, 2) +
&K(FF, 6, 6) + K(EE, 4, 4)
(BB N N NNEENFNEREDN]
KG(nivel + 1,2 * N1 -1, X(3)* 2- 1) =K(AA, 1, 3)
KG(nivel + 1,2 * NI - 1, X(3) * 2) = K(AA, 1, 4)
KG(nivel + 1,2 * N1, X(3) * 2- 1) ~K(AA, 2, 3)

KG(nivel + 1,2 * N1, X(3) * 2) = K(AA, 2, 4)
IR R RN N EERNERJN]

KG(nivel + 1,2 *N1-1, X(6)* 2 - 1) = K(FF, 5
&3)+K(EE, 3, 5)

KG(nivel + 1,2 * N1 - 1, X(6) * 2) = K(FF, 5, 4)
&+ K(EE, 3, 6)

KG(nivel + 1,2 * N1, X(6) * 2 - 1) =K(FF, 6, 3)
&+ K(EE, 4, 5)

KG(nivel + 1, 2 * N1, X(6) * 2) = K(FF, 6, 4) +
&K(EE, 4, 6)
(R R R N NN ENENE]

KGnivel +1,2* N1 -1, X(?) * 2- 1) =K(AA,
&1, 5)+K(FF, 5, 1)

KG(nivel + 1,2 *N1-1,X(7) * 2) =K(AA, 1, 6)
&+ K(FF, 5, 2)

KG(nivel + 1,2 * NI, X(7) *2- 1) =K(AA, 2. 5
&+ K(FF, 6, 1)

KG(nivel + 1, 2 * N1, X(7) * 2) =K(AA, 2, 6) +
&K(FF, 6, 2)
NEXT N1
' % % * NODO ESQUINA DERECHA INFERIOR

nivel =0

Nl=10

NODO = N1 + nivel * 10

X(1)=N1-1: X2 =NL: X(3)=N1+1:X(4)=
&N1-10:X(5)=N1-9:X(6)=N1 +9: X(7)=NI1 +
&10

AA=NODO + 8 * INT(NODO / 10) - 8:

BB=AA-9:CC=AA-18:DD=AA - 10:

EE=AA-1;FF=AA+8

COLOR 5

PRINT "NODO="; NODO

COLOR 6

PRINT "ELEMENTOS VECINOS="; EE, FF

COLOR. 3

PRINT *"NODOS VECINOS="

FORH=1TO7

[FH=10RH=20RH=60RH =7 THEN

XD = X(H) + nivel * 10

PRINT XD,

ELSE

END IF

NEXT H: PRINT

U EEERENRENNEREJNLN]
IE N N N B RN NERS]

KG(nivel + 1,2 * N1 - 1, X(1) * 2- 1) =K(EE, 3, 1)
KGy(nivel + 1,2 * NI - 1, X(1) * 2) = K(EE, 3, 2)
KG(nivel + 1,2 * N1, X(1) * 2 - 1) =K(EE, 4, 1)
KG(uivel + 1,2 * N1, X(1) * 2) = K(EE, 4, 2)

o oo o 0 oo o i

KGivel + 1,2 * N1 - 1, X(2) * 2 - 1) = K(FF, 5, 5) +
&K(EE, 3, 3)

KG(nivel + 1,2 * N1 - 1, X(2) * 2) = K(FF, 5, 6) +
&K(EE, 3, 4)

KG(nivel + 1, 2 * N1, X(2) * 2 - 1) = K(FF, 6, 5) +
&K(EE, 4, 3)

KG(nivel + 1,2 * N1, X(2) * 2) = K(FF, 6, 6) + K(EE,
&A, 4)

LA A RN N ENENENRESN]



KG(nivel + 1,2 * NI - 1, X(6) * 2 - 1) = K(FF, 5, 3) +
&K(EE, 3, 5)

KG(nivel + 1,2 * NI - 1, X(6) * 2) = K(FF, 5, 4) +
&K(EE, 3, 6)

KG(nivel + 1, 2 * N1, X(6) * 2 - 1) = K(FF, 6, 3) +
&K(EE, 4, 5)

KG(nivel + 1,2 * N1, X(6) * 2) = K(TF, 6, 4) + K(EE,
&A, 6)

IR R B NN NN NNEN]

KG(nivel + 1,2 * N1 -1, X(7)* 2- 1) =K(FF, 5, 1)
KG(nivel + 1,2 * N1 - 1, X(7) * 2) =K(FF, 5, 2)
KG(nivel + 1,2 * N1, X(7) * 2 - 1) =K(FF, 6, 1)
KG(nivel + 1,2 * N1, X(7) * 2) = K(FF, 6, 2)

' « # % # NODOS INTERNOS Y LATERALES

FOR nivel = 1 TO 7
' # « NODOS ORILLA LATERAL IZQUIERDA

Nl =1

NODO = N1 + nivel * 10

X(1)=N1 - 1: X(2) =N1: X(3) = N1 + 1. X(4) =
&NI - 10: X(5) = N1 - 9: X(6) = N1 + 9: X(7) = N1 +
&10

FORG=1TO7

X(G) = X(G) + 10

NEXT G

AA =NODO + 8 * INT(NODO / 10):

BB =~ AA-9:CC=AA-18: DD = AA - 10

EE=AA-1:FF= AA+8

COLOR 5

PRINT "NODO="; NODO

COLOR 6

PRINT "ELEMENTOS VECINOS="; AA, BB,
&CC

COLOR 3

PRINT "NODOS VECINOS="

FORH=1TOQ7

IFH=30RH=20RH=4O0RH=5SORH=7
THEN

XD = X(H)

PRINT XD,

ELSE

END IF

NEXT H: PRINT
UBR B EFERERE NSNS EERERENFENEEN NSNS RN.]
KG(nivel + 1,2 *N1 -1, X(2)* 2- 1) = K(AA, 1, 1) +
&K(CC, 5, 5)+ K(BB, 3, 3)
KG(nivel + 1,2 * N1 - 1, X(2) * 2) = K(AA, 1, 2) +
&K(CC, 5, 6) + K(BB, 3, 4)
KG(nivel + 1,2 *N1,X(2) *2- 1) =K(AA, 2, 1) +
&K(CC, 6, 5) + K(BB, 4, 3)
KG(nivel + 1,2 * N1, X(2) *2) =K(AA, 2, 2) +
&K(CC, 6, 6) + K(BB, 4, 4)
IE N BB N R BN ENSNENEENREENENNERNHNNNLN;
KG(nivel + 1,2 *N1 -1, X(3)* 2-1)=K(BB, 3, 1) +
&K(AA, 1, 3)
KG(nivel + 1,2 * N1 - 1, X(3) * 2) = K(BB, 3, 2) +
&K(AA, 1, 4)
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KGnivel + 1,2 * N1, X(3) * 2 - 1) =K(BB, 4, 1) +
&K(AA, 2, 3)

KGnivel + 1,2 * N1, X(3) * 2) = K(BB, 4, 2) +
&K(AA, 2,9

KG(nivel + 1,2 * NI - 1, X(4) * 2- 1) =K(CC, 5, 1)
KG(nivel + 1, 2 * N1 - 1, X(4) * 2) = K(CC, 5, 2)
KG(nivel + 1, 2 * N1, X(4) * 2 - 1) = K(CC, 6, 1)
KG(nivel + 1, 2 * N1, X(4) * 2) = K(CC, 6, 2)

(E R B NN NENRELN.I]

KG(nivel + 1,2 * N1 - 1, X(5) * 2- 1) =K(CC, 5, 3) +
&K(BB, 3, 5)

KG(nivel + 1, 2 * N1 - 1, X(5) * 2) = K(CC, 5, 4) +
&K(BB, 3, 6)

KGnivel + 1, 2 * N1, X(5) * 2 - 1) =K(CC, 6, 3) +
&K(BB, 4, 5)

KG(mivel + 1, 2 * N1, X(5) * 2) =K(CC, 6, 4) +
&K(BB, 4, 6)

AR NN BN NN ENNN]

KG(nivel + 1,2 * N1 -1, X(7) * 2- 1) =K(AA, 1, 5)
KG(nivel + 1,2 * N1 - 1, X(7) * 2) =K(AA, 1, 6)
KG(mivel + 1,2 * N1, X(7) * 2 - 1) =K(AA, 2, 5)
KG(nivel + 1, 2 * N1, X(7) * 2) = K(AA, 2, 6)

revsseenesr s NODOS INTERNOS

FORNL =2 TO 9

'PRINT "N1="; N1

NODO = N1 + nivel * 10

X(1)= NI - 1: X(2) = N1: X(3) = N1 + 1: X(4) =
&N1 - 10: X(5) = N1 - 9: X(6) = N1 +9: X(7)= N1 +
&10

FOR G = 1 TO 7: X(G) = X(G) + 10: NEXT G

AA = NODO + 8 * INT(NODO/ 10):

BB = AA - 9: CC = AA - 18: DD = AA - 10:

EE=AA-1:FF=AA+8

COLOR 4

PRINT "NODO=", NODO

COLOR 3

PRINT "ELEMENTOS VECINOS="; AA, BB,
&CC, DD, EE, FF

COLOR 3

PRINT "NODOS VECINOS="

FORH=1TO7

XD = X(H) + nivel * 10 - 10

PRINT XD,

NEXT H: PRINT
LB B ERESENEBRNEEBEEEEBENENEEEERNRENNENSNN.]I
KG(nivel + 1,2 *N1- 1, X(1)* 2- 1) =K(EE, 3, 1) +
&K(DD, 1, 3)
KG(nivel + 1,2 * N1 - 1, X(1) * 2) = K(EE, 3, 2) +
&K(DD, 1, 4)
KG(nivel + 1,2 * N1, X(1) * 2- 1) =K(EE, 4, 1) +
&K(DD, 2, 3)
KG(nivel + 1, 2 * N1, X(1) * 2) = K(EE, 4, 2) +
&K(DD, 2, 4)
0000
KG(nivel + 1,2 * N1 - 1, X(2) * 2- 1) = K(AA, 1, 1) +
&K(FF, 5, 5) + K(EE, 3, 3) + KD, 1, 1) + K(CC, 5,
&5) + K(BB, 3, 3)



KG(nivel + 1,2 *N1-1,X(2)*2) =K(AA, 1,2) +
&K(FF, 5, 6) + K(EE, 3, 4) + K(DD, 1, 2) + K(CC, 5,
&6) + K(BB, 3, 4)

KG(nivel + 1,2 * N1, X(2) * 2- ) =K(AA, 2, 1) +
&K(FF, 6, 5) + K(EE, 4, 3) + K(DD, 2, 1)+ K(CC, 6,
5) &+ K(BB, 4, 3)

KG(nivel + 1,2 * N1, X(2) * 2) = K(AA, 2, 2) + K(FF,
&6, 6) + K(EE, 4, 4) + K(DD, 2, 2) + K(CC, 6, 6) +
&K(BB, 4, 4)

A R RN N NN NEREN]

KG(nivel + 1,2 *N1-1,X(3)* 2- 1) =K(BB, 3, 1) +
&K(AA 1, 3)

KG(nivel + 1,2 * N1 - 1, X(3) * 2) = K(BB, 3, 2) +
&K(AA, 1, 4)

KG(nivel + 1,2 * N1, X(3) * 2 - 1) =K(BB, 4, 1) +
&K(AA, 2, 3)

KG(nivel + 1,2 * N1, X(3) * 2) =K(BB, 4, 2) +
&K(AA, 2, 4)

EL LY RREREL R

KG(nivel + 1,2 * N1 - 1, X(4) * 2 - 1) =K(CC, 5, 1) +
&K([DD, 1, 5)

KG(nivel + 1,2 * N1 - 1, X(4) * 2) = K(CC, 5, 2) +
&K(DD, 1, 6)

KG(nivel + 1,2 * N1, X(4) * 2 - 1) = K(CC, 6, 1) +
&K(DD, 2, 5)

KG(nivel + 1,2 * N1, X(4) * 2) = K(CC, 6, 2) +
&K(DD, 2, 6)

KG(nivel + 1,2 * N1 -1, X(5)* 2- 1) =K(CC, 5, 3) +
&K(BB, 3, 5)

KG(nivel + 1,2 * N1 - 1, X(5) * 2) = K(CC, 5, 4) +
&K(BB, 3, 6)

KG(nivel + 1,2 * N1, X(5)* 2- 1) =K(CC, 6, 3) +
&K(BB, 4, 5)

KG(uivel + 1, 2 * N1, X(5) * 2) = K(CC, 6, 4) +
&K(BB, 4, 6)

KGmivel + 1,2 * N1 - 1, X(6) * 2 - 1) =K(FF, 5, 3) +
&K(EE, 3, 5)

KGfnivel + 1,2 * N1 - 1, X(6) * 2) = K(FF, 5, 4) +
&K(EE, 3, 6)

KG(nivel + 1,2 * N1, X(6) * 2 - 1) = K(FF, 6, 3) +
&K(EE, 4, 5)

KG(nivel + 1, 2 * N1, X(6) * 2) = K(FF, 6, 4) + K(EE,
&4, 6)

KG(nivel + 1,2 *N1 -1, X(7)* 2-1)=K(AA, 1, 5) +
&K(FF, 5, 1)

KG(nivel + 1,2 * N1 - 1, X(7) * 2) =K(AA, 1, 6) +
&K(FF, 5, 2)

KGnivel + 1,2 * N1, X(7) * 2 - 1) =K(AA, 2, 5) +
&K(FF, 6, 1)

KGnivel + 1,2 * N1, X(7) * 2) =K(AA, 2, 6) + K(FF,
&6, 2)

NEXT N1

*# % &+ ¢ NODOS ORILLA LATERAL DERECHA

N1=10
NODO = N1 + nivel * 10
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X(D=N1-1:X2)y=NL: X(3)= N1+ 1: X(4) =
&N1-10: X(5)=N1-9:X(6)=N1+9: X(7)=N1 +
&10

FORG=1TO 7: X(@) = X(3) + 10: NEXT G

AA = NODO + 8 * INTINODO/ 10) - 8;
BB=AA-9:CC=AA-18:DD= AA - 10;
EE=AA-1:FF=AA+8

COLOR 6

PRINT *NODO=", NODO

COLOR 5

PRINT "Elementos vecinos=", DD, EE, FF

COLOR 3

PRINT "NODOS VECINOS="

FORH=1TO7

IFH=10RH=2O0RH=40RH=60RH=7
THEN

XD = X(H) +nivel * 10- 10

PRINT XD,

ELSE

END IF

NEXT H: 'PRINT
LERERNERENNNNDS.HN.]

KG(nivel +1,2*N1-1,X(1)*2-1)=K(EE, 3, D+
&K(MDD, 1, 3)

KG(nivel + 1,2 *N1 -1, X(1)* )=K(EE, 3, 2) +
&KDD, 1, 4

KG(nivel + 1,2 * N1, X(1)* 2 - 1) =K(EE, 4, 1) +
&K(DD, 2, 3)

KG(nivel + 1,2 * N1, X(I)* 2)=K(EE, 4,2) +
&KDD, 2, 4) ‘

9 o oo o o o o o o e o oo o o e e g

KG(nivel + 1,2 * N1 -1, X(2)* 2- 1) = K(FF, 5, 5) +
&K(EE, 3,3)+K(DD, 1, 1)

KG(nivel + 1,2 * N1 -1,X(2)* 2) =K(FF, 5,6) +
&K(EE, 3, 4) + K(DD, 1, 2)
KG(nivel +1,2 *N1,X(2)* 2 - 1)=K(FF, 6, 5) +
&K(EE, 4,3)+K(DD, 2, 1)

KG(nivel + 1, 2 * N1, X(2) * 2) = K(FF, 6, 6) + K(EE,
&4, H+KDD, 2,2)

A RS NN NNERNNRSN]

KGmivel + 1,2 *N1 -1, X4 *2- D= KDD, 1, 5)
KG(nivel + 1,2 * N1 -1, X4 * 2)=KDD, 1, 6)
KG(nivel + 1,2 * N1, X(4)*2- )= KDD, 2, 5)
KGq(nivel + 1, 2 * N1, X(4) * 2) = K(DD, 2, 6)

I B R R ENRENNLN.]I

KG(nivel + 1,2 * N1 -1, X(6)* 2- 1) =K(F, 5, 3)+
&K(EE, 3, 5)

KG(mivel + 1,2 *N1 -1, X(6)* 2) = K(FF, 5 4+
&K(FE, 3, 6)

KG(nivel + 1,2 *N1, X(6)*2- 1) =K(F, 6, 3) +
&K(EE, 4, 5)

KG(nivel + 1, 2 * N1, X(6) * 2) = K(FF, 6, 4) + K(EE,
&4, 6)

EFEY R R RN YRR

KG(nivel +1,2*N1-1,X(7)* 2-1)=K(F, 5, 1)
KG(nivel + 1,2 *N1 -1, X(7) * 2) = K(FF, 5, 2)
KG(nivel + 1,2 * N1, X(H*2-1)=K(FF,6,1)
KG(nivel + 1,2 * N1, X(7) * 2) = K(FF, 6, 2)

NEXT nivel



' % * * NODO ESQUINA SUPERIOR IZQUIERDA

nivel = 8
N1 =1
NODO = N1 + nivel * 10
X(1)=N1-1:X2)=N1:X(3)=NI1+1:
X(4)=N1-10: X(5)= N1 -9: X(6)= N1 +9:
X(M=N1+10
FOR G =1 TOQ 7: X(@) = X(G) + 10: NEXT G
AA =NODO + 8 * INTNODO/ 10):
BB=AA-9:CC=AA-18:DD=AA-10:
EE=AA-1:FF=AA+8
COLOR 3
PRINT "NODO=", NODO
COLOR 13
PRINT "ELEMENTOS VECINOS="; BB, CC
COLOR 3
PRINT "NODOS VECINOS="
FORH=1TO7
IFH=20RH=30RH=40ORH=5THEN
XD = X(H) + nivel * 10-10
PRINT XD,
ELSE
END IF
NEXT H: PRINT
UN B S EE NS RNNN]
KG(nivel +1,2* N1 -1, X(2)*2-1)=K(CC, 5,5+
&K(BB, 3, 3)
KG(nivel +1,2 * N1 -1, X(2)* 2)=K(CC, 5,6) +
&K(BB, 3, 4)
KG(nivel + 1,2 * N1, X(2)*2-1)=K(CC, 6, 5) +
&K(BB, 4, 3)
KG(nivel + 1,2 * N1, X(2) * 2) = K(CC, 6, 6) +
&K(BB, 4, 4)
RS N NN ENNNNN)
KG(nivel +1,2*N1-1,X(3)*2-1)=K(BB, 3, 1)
KG(nivel + 1,2 *N1 -1, X(3)*2)=K(BB, 3, 2)
KG(nivel + 1,2 * N1, X(3)*2-1)=K(BB, 4, 1)
KG(nivel + 1,2 * N1, X(3)* 2)=K(BB, 4, 2)
(EE NS REREEEN)
KG(nivel + 1,2 * N1 - 1, X(4)* 2-1)=K(CC, 5, 1)
KG(nivel 4+ 1,2 *N1 -1, X(4)* 2)=K(CC, 5, 2)
KG(nivel + 1,2 * N1, X(H *2- 1)=K(CC, 6, 1)
KG{(nivel + 1, 2 * N1, X(4) * 2) = K(CC, 6, 2)
IE A E NN SN NNRE.]!
KG(nivel +1,2*N1 -1, X(5)*2-1)=K(CC,5, )+
&K(BB, 3, 5)
KG(nivel + 1,2 * N1 -1, X(5)* 2)=K(CC, 5, )+
&K(BB, 3, 6)
KG(nivel + 1,2 * N1, X(5) *2-1)=K(CC, 6, 3) +
&K (BB, 4, 5)
KG(nivel + 1,2 * N1, X(5)*2)=K(CC, 6, 4) +
&K(BB, 4, 6)

R TR R RN NN

'* % e *NODOS SUPERFICIE
nivel = 8
FORNI=2TO9
NODOQ = N1 + nivel * 10
X(1)=N1-1:X(2)=N1: X(3)=N1+1:
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X(4)=N1-10: X(5)=N1-9:X(®6)=N1+9:

X(M=N1+10

FORG=1TO7: X(G) = X(@) + 10: NEXT G

AA =NODOQ + 8 * INT(NODO/ 10):

BB=AA-9.CC=AA-18:DDu AA . 10:

EE=AA-1:FF=AA+8

COLOR 11

PRINT "NODO=", NODO

COLOR 2

PRINT "Elementoa vecinos=", BB, CC, D>

COLOR 3

PRINT "NODOS VECINOS="

FORH=1TO7

FH=10RH=20RH=3ORH=4ORH=S5
&THEN

XD = X(H) + nivel * 10~ 10

PRINT XD,

ELSE

END IF

NEXT H: 'PRINT

LENSES RS NESNNES]

AR N NERNNNNE]

KG(nivel + 1,2 * N1 - 1, X(1) * 2 - 1) =K(DD, 1, 3)
KG(nivel + 1,2 * N1 - 1, X(1) * 2) =K([DD, 1, 4)
KG(nivel + 1,2 * N1, X(1) * 2 - 1) =K(DD, 2, 3)
KG(nivel + 1, 2 * N1, X(1) * 2) = K(DD, 2, 4)

" HERRERR RS

KG(nivel +1,2 *N1 -1, X(2)* 2- )= KDD, 1, 1) +
&K(CC, 5, 5) + K(BB, 3, 3)

KG(nivel + 1,2 * N1 -1, X(2) * 2) =K(DD, 1, 2) +
&K(CC, 5, 6) + K(BB, 3, 4)

KG(nivel + 1,2 * N1, X(2) *2- 1) =K(DD, 2, 1) +
&K(CC, 6, 5) + K(BB, 4, 3)

KG(nivel + 1, 2 * N1, X(2) * 2) < K(DD, 2, 2) +
&K(CC, 6, 6) + K(BB, 4, 4)

EEEEREERERER RN

KG(nivel + 1,2 * N1 - 1, X(3) * 2-1) = K(BB, 3, 1)
KG(mivel + 1,2 * N1 - 1, X(3) * 2) = K(BB, 3, 2)
KG(univel + 1,2 * N1, X(3) * 2 - 1) «K(BB, 4, 1)
KG(nivel + 1, 2 * N1, X(3) * 2) = K(BB, 4, 2)
KG(nivel + 1,2 * N1 - 1, X(4) * 2- 1) =K(CC, 5, 1) +
&K(DD, 1, 5)

KG(nivel + 1,2 * N1 - 1, X(4) * 2) = K(CC, 5, 2) +
&K(DD, 1, 6)

KG(nivel + 1, 2 * N1, X(4) * 2 - 1) =K(CC, 6, 1) +
&K(DD, 2, 5)

KG(nivel + 1, 2 * N1, X(4) * 2) = K(CC, 6, 2) +
&K(DD, 2, 6)

(BN NN NN ENE RN

KG(nivel + 1,2 * N1 -1, X(5)* 2- 1) =K(CC, 5, 3) +
&K(BB, 3, 5)

KG(nivel + 1,2 * N1 - 1, X(5) * 2) = K(CC, 5, 4) +
&K(BB, 3, 6)

KG(nivel + 1, 2 * N1, X(5) * 2 - 1) = K(CC, 6, 3) +
&K(BB, 4, 5) .

KG(nivel + 1, 2 * N1, X(5) * 2) = K(CC, 6, 4) +
&K(BB, 4, 6)

YRR N RN RN

NEXT N1




' * # NODO ESQUINA SUPERIOR DERECHA * *
nive] = 8§
N1 =10
NODQO = N1 + nivel * 10
X(DHD=N1-1:X2)=N1: X(3)=N1+1:
X(4) = N1 - 10: X(5) = N1 - 9: X(6) =N1 +9:
X(M=N1+10
FORG=1TO7:X(G)=X(@)+10: NEXT G
AA =NODOQ + 8 * INT(NODO/ 10) - 8:
BB=AA-9:.CC=AA-18:DD=AA-10:
EE=AA-1:FF=AA+8
COLOR 1
PRINT "NODO=", NODO
COLQOR 11
PRINT "ELEMENTOS VECINOS="; DD
COLOR. 3
PRINT "NODOS VECINQS="
FORH=1TO7
IFH=1O0ORH=2O0RH=4 THEN
XD = X(H) + nivel * 10- 10
PRINT XD,
ELSE
END IF
NEXT H: PRINT
LE RN EBERNENERNSNRNHN.]
KG{pmivel+1,2*N1-1,X(1)*2-1)=KDD, 1, 3)
KG(nivel + 1,2 *N1-1,X(1)*2)=K(DD, 1, 4
KG(nivel +1,2 *N1,X(1)*2-1)=K({DD, 2, 3)
KG(tivel + 1,2 * N1, X(1) *2)=K(DD, 2, 4)
000 o o o e ol e o e o
KG(mivel + 1,2*N1-1,X@)*2-1)=KDOD, 1, 1)
KG(nivel + 1,2 *N1 -1, X(2)* 2)=KDD, 1, 2)
KGoivel +1,2* N1, X(2)*2-1)=KDD, 2, 1)
KG(nivel + 1,2 * N1, X(2) *2)=K(DD, 2, 2)
AR S NN NN NENNE]
KG(nivel +1,2*N1-1,X##"*2-1)=K@DD, 1, 5
KG(nivel + 1,2 *N1 -1, X(4)*2)=KDOD, 1, 6)
KG(nivel + 1,2 * N1, X(4) *2-1)=KDD, 2, 5)
KG(nivel + 1,2 *N1,X(4) *2)=EK(DD, 2, 6)

BN NN R NNENEENE]

Bloque XHI. Una vez construlda la matriz de
coeficientes del sistema de ecuaciones simulténeas en
el paso anterior, se procede a construir el vector de
términos independientes que especifica las cargas
nodales, Este vector contiene las cargas debidas a los
esfuerzos de compresion que generan los vehiculos en
la superficie y, para los nodos internos, el efecto del
peso de las cargas superiores.

AR EER SR EEBNESEERERERNNEEN NN NN NNNE,)

'# %% %%+ CONDICIONES DE FRONTERA * * * *
AR RN ENERNEREEENEN SR NN ENNNNRNY]
FORI=1TO10

BL{ * 2 + 160) = C()

CAR(SO“‘I)B::C(I)

PRINT "CARGA VERTICAL EN EL NODO", [,
"DE SUPERFICIE"; BL(2 * I + 160)
NEXTI

‘.'..'wg&smnodmintems"..‘
FORI=1TO 9

IFI<=10 THEN CAR(2*D=RO4*2 *H4 +
&RO3I*2*H3 +RO2*2*H2+RO1 *2"%HI

IFI<=20 THEN CAR2*D=RO4*1 *H4 +
&RO3*2*H3+RO2*2*H2+RO1*2*HI

IF1<=30 THEN CAR(2*I)=RO3*2*H3 +
&RO2*2*H2+RO1*2*HI

IFI<=40 THEN CAR(2*)=RO3 *1*H3 +
&RO2*2*H2+RO1*2*HI

IF I <= 50 THEN CAR(2*D)=RO2*2*H2 +
&RO1 * 2 *HI

IFI <= 60 THEN CAR2*D)=RO2*1*H2 +
&RO1 *2*H1

IF I <= 70 THEN CAR(2 * ) =RO1 * 2 * HI

IF I <= 80 THEN CAR(2*I)=RO1 * 1 * Hl
NEXT1
PRINT

Bloque XIV. Resolucién del sistema de
ecuaciones simultdneas. El método iterativo de Gauss-
Seidel con relajacibn es el de mayor uso en la
resolucion de ecuaciones lineales del tipo banda
predominantemente diagonal. Se sabe que con los
métodos de Gauss-Seidel o de Jacobl, un sistema de
ecuaciones banda  predominantemente  diagonal
converge para cualesquiera valores iniciales que se les
asigne a las incOgnitas, ain sin factor de relajacién.
Pero para matrices banda no predominantemente
diagonal el caso es distinto, y para lograr convergencia
es necesario utilizar un factor de relajacion menor a
uno, necesitindose ademés de una gran cantidad de
iteraciones. El nlimero de iteraciones bajo el que se
observd convergencia de todos los desplazamientos
nodales es de 100 con un porcentaje de error menor al
0.1 por clento en todos los casos, por lo que es el
nimero de iteraciones méximo que se considera. El
ciclo de iteraclones se construye con la instruccidn
Goto 2617 y se detiene cuando el contador it = 110.
Esta condicién aparece al final de la subrutina,

‘v * *"Resolucién del Sistema de Ecuaciones* * *
M A A E RS S ER S ENNERE RN NN NN NENNENNNN.]
' * * Inicializacién de los desplazamientos * % * *
FORI=1TO 180

U, 1) =0
NEXT I

US LB EREENNSEERE SRR RN RENERSNNERNH

‘* % % Mitodo de Gauss-Seide] * * # * % *
'Fl"'-.-...i.‘**.*‘"I"-IlUllll
' * * Céleulo de desplazamientos en la Superficie* * *
2617
K =9: nivel = 8
FORI=1TO20
SUMACOQEF = 0: SUMA2 =0
FOR J=1TO 40
IF J <> 20 + I THEN
SUMA2 = SUMA2 + ABS(KG(K, I, )
SUMACQEF = SUMACOEF + KG(K,L )
&* U(J + nivel *20- 20, 1)



COLOR 3
ELSE
END IF

NEXT J

U + 160, 2) = UJ + 160, 1)

U + 160, 1) = (BL(nivel * 20 +1I) -
&SUMACOEF) / KG(K, L, 20 + 1)

IF IT > 20 THEN

U@ + 160, 1)=.1 * U + 160, 1) +.9 * UQ +
&160, 2)

ELSE

U+ 160, 1) = .4 * U + 160, 1) + .6 * U +
&160, 2)

END IF

IF U(I + 160, 1) < 0 THEN

RESIDUO = RESIDUO + SQR((ABS(U(I + 160,
&2) - U@ + 160, 1)/ U@ + 160, 1))) A 2)

ELSE

END IF

NEXT I

U NRBES RN ESRRERERENENERRERNERSINRSH;NNREH;H.]

14 %« NIVELES INTERMEDIOS *#* %% s e &
AR R BN N ENENNERERNEREREINNESHNHSSH:.NHJ;)
FORK = 8 TO 2 STEP -1
nivel = K - 1
FORI=1TO 20
SUMACOEF = 0: SUMA2 = 0
FOR J =1 TO 60
IF J < 20 + 1 THEN
SUMA2 = SUMA2 + ABS(KG(K, L, J))
SUMACOEF = SUMACOEF +KG(K, I, J)
&* U(J + nivel * 20 - 20, 1)
ELSE
END IF
NEXT J
U + nivel * 20, 2) = U(I + nivel * 20, 1)
U( + nivel * 20, 1) = (CAR(nivel * 20 + 1) -
&SUMACOEF) / KG(K, L, 20 + 1)
IF IT > 20 THEN
U(Q + nivel * 20, 1) =1 * U + nivel * 20, 1) +.9
&* U + nivel * 20, 2)
ELSE
UQ + 160, 1) = .4 * U + 160, 1) + .6 * U +
&160, 2)
END IF
IF UQ + nivel * 20, 1) < 0 THEN
RESIDUO = RESIDUO + SQR((ABS(U( + nivel
&* 20, 2) - U(L + nivel * 20, 1)/ U(l + nivel * 20, 1)))
&7 2)
ELSE
END IF
NEXT I
NEXT K

R Y R R RN RN T E T Y EEY NY)

t® % e x e NTVEL INFERIOR
LR B RO O B N W ]
K=1:nivel=0
FORI=1TO20
SUMACOQEF = 0;: SUMA2 =0
FORJ=1TO40

IF J < 1 THEN

SUMAZ = SUMA2 + ABS(KG(K, L, J))
SUMACOEF = SUMACOEF + KG(K,
&I, 1) * U{ + nivel * 20, 1)
ELSE
END IF
NEXT J
U@ 2)=Uq 1)
U(, 1) = (CAR(nivel * 20 + ) - SUMACOEF) /
&KGEK, LD
IF IT > 20 THEN
UT 1)=.1*Ud, 1)+.9*U(d, 2)
FLSE
UL D=4*UT 1D+.6*Ud2)
END IF
IT =TT + 1
PRINT "TTERACION="; IT
SUMCOC = 0
FORI=1TO 180
IF U(, 1) < 0 THEN
COCIENT = U(1, 2) / UQ, 1)
FLSE
ENDTF
IF COCIENT < 1.01 AND COCIENT > .99
THEN
SUMCOC = SUMCOC + 1
ELSE
END IF
NEXT I
PRINT *SUMCOC="; SUMCOC
BEEP
IF SUMCOC = 180 THEN GOTO 2714
IF IT < 150 THEN
GOTO 2617
ELSE
END IF
2714 BEEP: : BEEP: PRINT "TTERACIiN ="; IT
DO
LOOP WHILE INKEYS = **
PRINT "CARPETA="; CARPETA; "BASE=";
&BASED; "SUBBASE=", SUBASE
PRINT *DESPLAZAMIENTOS HORIZONTALES Y
&VERTICALES"
IF IT = | THEN 2814
FORI=1TO %
PRINT "U™, I; "HORIZONTAL=", U@ *2- 1, 2),
&"U™; I, "VERTICAL="; U1 * 2, 1)
NEXT1

Bloque XV. Una vez obtenidos los
desplazamientos nodales se procede al célculo de las
deformaciones nodales por medio -de la multiplicacion
de la matriz geométrica [B] por el vector de
desplazamientos de cada elemento, cuyos componentes
son los desplazamientos horizontal y vertical de cada
uno de los nodos i, j y k de los vértices de cada
elemento. La siguiente serie de instrucciones lleva
acabo esta tarea. También se calculan los
desplazamientos nodales en el ciclo k que se indica
antes de cerrar el ciclo i.



PRINT "DEFORMACIONES NODALES

& (EX,EY,GAMMA)"
FORI=1TO 143 .
DEFOR(L 1, 1)=UR *ED+1,1)
DEFOR(], 2, 1) = U2 * EI(D), 1)
DEFOR(L 3, D)=UQR*EID+1,1)
DEFOR(, 4, )=U@2 *EI(D, 1)
DEFOR(L 5, D)=UQ*EK(D +1,1)
DEFOR(, 6, 1)=U(2 * EK(D), 1)
SUMEX = 0: SUMEY = 0: SUMGAMA =0
FORK=1TO6
SUMEX = SUMEX + B(}, 1, K) * DEFOR(],
&K, 1)
SUMEY = SUMEY + B(, 2, K) * DEFOR(],
&K, 1)
SUMGAMA = SUMGAMA +B(, 3,K) *
&DEFOR(L K, 1)
NEXTK
DEFORMA(], 1) = SUMEX: DEFORMA(], 2) =
&SUMEY: DEFORMA(], 3) = SUMGAMA
EX(I) = SUMEX: EY(T) = SUMEY: GAMA(I) =
&SUMGAMA
'PRIN"I‘"“"‘““#'“##‘H
DO
LOOP WHILE INKEY$ = ""
PRINT "ELEM=";
PRINT EX(D), EY(I), GAMA(D)
NEXT 1
Bloque XVI. En seguida se calculan los esfuerzos
nodales multiplicando la matriz de propiedades fisicas
por la matriz columna de deformaciones. También se
calculan los desplazamientos horizontales y verticales:
LPRINT "ESFUERZOS NODALES"
FORI=1TO 144
IF I <= 36 THENR = ]
IFI<=72 THENR =2
IFI<=108 THENR =3
FORK=1TO3
SIGMAI11 = SIGMA11 + DR, 1,K) *
&DEFORMA(K, 1)
SIGMA22 = SIGMA22 + IR, 2,K) *
&DEFORMA(K, 1)
SIGMA33 = SIGMA33 + IXR, 3,K) *
&DEFORMA(K, 1)
NEXTK
SIGMAI(D) = SIGMAL11: SIGMA2() =
&SIGMA22: SIGMAJ(I) = SIGMA33
PRINT "SIGMAI1="; SIGMA1(T), "SIGMA2=";
&SIGMA2(T); "SIGMA3="; SIGMA3(I)
2814N=0
IT=0
NEXTI
FOR capa=1TO9
FORI=1TO 10
YGRAF(capa, ) = U(1*2-1)+capa * L, 2)
NEXTI
NEXT capa
GOSUB 4000
LOCATE 2, 17: PRINT "DESPLAZAMIENTOS
&HORIZONTALES",

DO
LOOP WHILE INKEY$ = *°
FORcapa=1TO9
FORI=1TO 10
YGRAF (capa, I) = U((1* 2) + capa * I, 2)
NEXTI
NEXT capa
GOSUB 4000
LOCATE 2, 17: PRINT "DESPLAZAMIENTOS
&VERTICALES",
DO
LOOP WHILE INKEY$ = "
GOTO 4217

Bloque XVIIL. Por dltimo se procede a la graficacion
de las varigbles de interés, lo cual se lleva a cabo
mediante las siguientes subrutinas. Se construyen las

grificas de :

Impresion de Resultados.

Gréfica de desplazamientos Horizontales
Grifica de desplazamientos verticales.
Gréfica de deformaciones horizontales.
Gréfica de deformaciones verticales
Grifica de deformaciones tangenciales.
Grifica de esfuerzos normales

Gréfica de esfuerzos cortantes.
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4000 CLS
XMAX =10 * 9; XMIN = 0
DELTAX = (XMAX - XMIN)/ 10
FOR capa=1TO9
FOR J=1TO 10
XGRAF(capa, J) = xn(J) + L * capa
NEXT J
NEXT cape
'OBTENCION DE LOS VALORES EXTREMOS DE
&L A FUNCIAN
YMIN = YGRAF(1, 1): YMAX = YGRAF(1, 1)
FORI=1TO9
FOR J=1TO 10
IF YMIN > YGRAF(, J) THEN YMIN =
&YGRAF(, T)
IF YMAX < YGRAF(I, J) THEN YMAX =
&YGRAF(, J)
NEXTJ
NEXT1
'ESPECIFICACIAN DEL INTERVALO DE
SGRAFICACIAN. :
xmingraf = 0: XMAXGRAF =10 * 9
YMINGRAF = YMIN: YMAXGRAF = YMAX
scalex = 1: SCALEY = .1
SCREEN 8
CLS
LINE (80, 30)-(80, 169): LINE (80, 30)-(499, 30):
LINE (80, 169)(499, 169): LINE (499, 30)-(499, 169)
PASX = XMAXGRAF + ABS(xmingraf)



PASY = YMAXGRAF + ABS(YMINGRAF)
EJEY = 80 + (499 - 80) / PASX * ABS(xmingraf)
EJEX =30 + (169 - 30) / PASY * YMAXGRAF
COLOR 4
LINE (EJEY, 30)«EJEY, 169)
LINE (80, EJEX)~(499, EIEX)
REM normalizacion de escala
NY = INT(PASY / SCALEY)
NX = INT(PASX / scalex)
DIVX(1) = 80; DIVY(l) = 169
FORJ=1TO10
FORI=1TO?9
XNGRAF(L, I) = XGRAF(, 1) * (499 - 80)/
&PASX + EIEY
LINE (XNGRAF(2, I), 30)-(XNGRAF(2, ), 24)
LINE (XNGRAF(2, I), 166)-(XNGRAF(2, I),
&169)
NEXTI
NEXTJ
NYMENOS = INT(ABS(169 - EJEX) / 100/ PASY)
NYMAS = INT(ABS(30 - EJEX) / 100 / PASY)
GOTO 2614
FOR J =1 TO NYMENQS
DIVY(J)=-EJEX - ] * SCALEY * (169 - 30)/
&PASY
LINE (BEJEY - 3, DIVY(D)-(EJEY + 3, DIVY())
LINE (80, DIVY(D)«(83, DIVY(]))
LINE (556, DIVY(I)«499, DIVY(D))
NEXTJ
FOR J=1TONYMAS
DIVY(J)=-EJEX -] * SCALEY * (169 - 30)/
&PASY
LINE (EJEY - 3, DIVY(DEIJEY + 3, DIVY(D))
LINE (80, DIVY())-(83, DIVY(D)
LINE (556, DIVY(1)-(499, DIVY(D)
NEXTJ
2614
FORJ=1TO 10
IF T <14 THEN COLOR J + 1, 1 ELSE COLOR
&J-14,1
FORI=1TO9
XNGRAF(, I = XGRAF({, ) * (499 - 80) /
&PASX + EJEY
YNGRAF(, N =-YGRAF(, D * (169 - 30)/
&PASY + EJEX
PSET (XNGRAF(, J) - 1, YNGRAF({, h+ 1)
PSET (XNGRAF({, ) - 1, YNGRAF({, 1))
PSET (XNGRAF(, J) - 1, YNGRAF({, D- 1)
PSET (XNGRAF(, 1), YNGRAF(, D + 1)
PSET (XNGRAF(I, J), YNGRAF(, 1)
PSET (XNGRAF(, J), YNGRAF(, )- 1)
PSET (XNGRAF(L, J) + 1, YNGRAF(, D+ 1)
PSET (XNGRAF(, J) + 1, YNGRAF(, 1)
PSET (XNGRAF(, J) + 1, YNGRAF(, D-1)
NEXTI
NEXTJ
FORI=1TO?9
FOR capa=1TO9
LINE (XNGRAF(capa, I), YNGRAF (capa, I))-
& (XNGRAF(capa, I + 1), YNGRAF(capa, I + 1))

56

NEXT capa
NEXT1I
LOCATE 21, 4: PRINT USING "#.8##4",
&YMINGRAF
LOCATE 5, 4: PRINT USING "#.####";
&YMAXGRAF
LOCATE 7, 65: PRINT "ACOTACIONES"
FOR capa=1TO?9

LOCATE capa + 8, 65: COLOR capa + 1: PRINT
&"INTERFASE", capa
NEXT capa
RETURN
4217
FORJ=1TO 144

YGRAFI(J) = EX(J)
NEXTJ
GOSUB 4727
LOCATE 2, 30; PRINT "DEFORMACIONES
&HORIZONTALES"
DO
LOOP WHILE INKEY$ = ""
FORJ=1TO 144

YGRAFK)) = EY())
NEXTJ
GOSUB 4727
LOCATE 2, 30: PRINT "DEFORMACIONES
&VERTICALES"
DO
LOOP WHILE INKEY$ = **
FORJ=1TO 144

YGRAFI(J) = GAMA(J)
NEXT J
GOSUB 4727
LOCATE 2, 30: PRINT "DEFORMACIONES
&TANGENCIALES"
DO
LOOP WHILE INKEYS$ = *"
FORJ=1TO 144

YGRAFI(J) = SIGMAI())
NEXT J
GOSUB 4727
LOCATE 2, 30: PRINT "ESFUERZOS
&LONGITUDINALES EN X"
DO
LOOP WHILE INKEY§ = ""
FORJ=1TO 144

YGQRAFI(J)) = SIGMA2(])
NEXTJ
GOSUB 4727
LOCATE 2, 30: FRINT "ESFUERZOS
SLONGITUDINALES EN Y™
Do
LOOP WHILE INKEYS$ = "
FORJI=1TO 144

YGRAFI(J) = SIGMA3(J)
NEXT J .
GOSUB 4727
LOCATE 2, 30: PRINT "ESFUERZOS
&TANGENCIALES"
DO



LOOP WHILE INKEY$ = ""
GOTO 4828
4727

A ERRERESENRENEEERREERNNERENNNENDEWN]

'# ¢4+ » SUBRUTINA DE GRAFICACION 2
AR ENEEEEEREERE SRR RN NENESNENRSN]
CLS
XMAX = 144: XMIN = 0
DELTAX = (XMAX - XMIN) / 144

FOR J =1 TO 144

XGRAFI() = J

NEXT J
'OBTENCIN DE LOS VALORES EXTREMOS DE
&LA FUNCIAN
YMIN = YGRAFI(1): YMAX = YGRAFK(1)
FORI=1TO 144

IF YMIN > YGRAFI(I) THEN YMIN =
&YQRAFKI)

IF YMAX < YGRAFI(I) THEN YMAX =
&YGRAFID)
NEXT I
'‘ESPECIFICACIAN DEL INTERVALO DE
S&GRAFICACIAN.
xmingraf = 0; XMAXGRAF = 144
YMINGRAF = YMIN: YMAXGRAF = YMAX
scalex = 9: SCALEY = .001
SCREEN 8
CLS
LINE (80, 30)«(80, 169): LINE (80, 30)-(499, 30):
LINE (80, 169)-(499, 169): LINE (499, 30)-(499, 169)
PASX = XMAXGRAF + ABS(xmingraf)
PASY = YMAXGRAF + ABS(YMINGRAF)
EJEY = 80 + (499 - 80) / PASX * ABS(xmingraf)
EJEX = 30 + (169 - 30) / PASY * YMAXGRAF
LINE (EJEY, 30)(EJEY, 169)
LINE (80, EJEX)-(499, EJEX)
REM nommalizacion de escala
NY = INT(PASY / SCALEY)
NX = INT(PASX / scalex)
DIVX(1) = 80: DIVY(1) = 169
FORI=1TO 144

XNGraFI(I) = XGRAFI(]) * (499 - 80)/ PASX +

&EIEY

NEXTI
FORI=1TO 144

XNGraFIT) = XGRAFI(T) * (499 - 80) / PASX +
&EIEY

YNGRAFI(I) = -YGRAFI]) * (169 - 30)/ PASY
&+ EJEX

PSET (XNGmFI(J) - 1, YNGRAFLT) + 1), INT{
&/ 36+2)

PSET (XNGraFI(]) - 1, YNGRAFI])), INT(1/ 36
&+2)

PSET (XNGraFI(I) - 1, YNGRAFL]) - 1), INT( /
&36+2)

PSET (XNGraFI(), YNGRAFIT) + 1), INT(1 / 36
&+ 2)
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PSET (XNGraFI(T), YNGRAFIT)), INT( / 36 +
&2)

PSET (XNGraFI(I), YNGRAFKT) - 1), INT( / 36
&+2)

PSET (XNGraFI() + 1, YNGRAFIT) + 1), INT(
&/ 36+2)

PSET (XNGraFI(I) + 1, YNGRAFLI)), INT(I/ 36
&+2)

PSET (XNGraFI(I) + 1, YNGRAFI(I) - 1), INT(
&/ 36+2)

NEXTI

FORI=1TO 143

LINE (XNGraFI(l), YNGRAFI(D){(XNGreFI(I +
&1), YNGRAFI(I + 1))
NEXT1
LOCATE 21, 4: PRINT USING "#.#i###",
YMINGRAF
LOCATE 5, 4: PRINT USING "# ####",
YMAXGRAF
LOCATE 7, 65: PRINT "ACOTACIONES"
FOR capa=1TO4

LOCATE capa + 8, 65: COLOR capa + 1: PRINT
&"CAPA"; capa

LOCATE 18, 65: PRINT "SUBBASE=";
&SUBASE: LOCATE 19, 65: PRINT "BASE=",
&BASED

LOCATE 20, 65: PRINT "CARPETA=",
&CARPETA

LOOP WHILE INKEYS = "
NEXT SUBASE

NEXT BASED

NEXT CARPETA



4.4 Resultados de la Ejecucion del Programa Dispavl.bas.

Las figuras que se muestran a continuacion
muestran el desplegado gréfico de los resultados
del cdlculo de esfuerzos, deformaciones y
_ desplazamientos en las diferentes capas que
conforman un pavimento flexible.

En la figura 4.6 se representa la geometria
del pavimento y la discretizacion del dominio de
solucion de las ecuaciones diferenciales,
conformando la malla de elementos finitos. Las
figuras 4.7 a 4.11 exhiben los desplazamientos
verticales 'y horizontales asi como las
deformaciones  verticales, horizontales y
tangenciales para un pavimento flexible de
geometrfa regular, quedando dichas propiedades
mechnicas dentro de los  limites de
comportamiento elastico,

En las graficas de desplazamientos se
especifican las desviaciones (en cm.) de la
posicion original de equilibrio (pavimento sin
carga) en cada uno de los puntos nodales a lo
largo de cada una de las nueve interfases
horizontales conformadas al discretizar el sistema.
La interfase nimero 1 es la inferior y la nueve la

exterior, es decir, la parte de la carpeta asfltica
sujeta a carga.

En las pgraficas de deformaciones se
representan los efectos netos sobre las diferentes
capas del pavimento al aplicdrsele la carga. La
capa 4 es la del extremo derecho en todas las
figuras que representan las deformaciones.
Obsérvese que los efectos de la distribucién de
esfuerzos se reparten en las capas inferiores,
deformando poco la carpeta (dentro de limites
elasticos). La figura 4.12 muestra las
deformaciones en un pavimento con geometria
trapezoidal a la que se le conoce como disposicién
en balcén, presentdndose (nicamente los
deplazamientos verticales y las deformaciones
horizontales y verticales.

El programa dispav].bas también grafica la
distribucién de los esfuerzos en las diferentes
capas, como puede observarse al ejecutar el

programa.

Terraceria

en toncladas métricas.

Fig. 4.6 Topologia del arreglo de clementos finitos en un pavimento rectangular. Las cargas nodales
corresponden a los pesos de un automévil, un camién de pasajeros y un trailer, Expresadas en el programa




DESPLAZAMIENTOS HORIZONTALES

8.3021

-.2124

Interfase: i 2 3 4 5 6 7 8

Fig. 4.7 Desplazamientos horizontales en un pavimento flexible bajo condicién normal de carga
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DESPLAZAMIENTOS HORIZONTALES
8.3821
1
-.2124
Interfase: 1 2 3 4 5 6 7
Fig. 4.8. Desplazamientos horizontales en un pavimento flexible bajo condicién normal de carga
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DEFORMACIONES VERTICALES

0.03%3

-.0136

ACOTACIONES

CAPA 1
CAPR 2
CARA 3
CAPA 4

SHUBBASE= 1
BASE= 1
CARPETA= |

Fig. 4.9. Deformaciones verticales en un pavimento flexible bajo condicién normal de carga.
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DEFORMACIONES HORIZONTALES

uﬁmfmi W W ” “ ” Al b ! e
Ten'acixia Subhase | Rase Carneta

ACOTACIONES

CAPR 1
CAPA 2
CRPA 3
CAPA 4

SUBBASE= 1
BASE= 1
CARPETA= 1

Fig. 4.10. Deformaciones horizontales en un pavimento flexible bajo condicién normal de carga.
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DEFORMACIONES TANGENCIALES

8.1129 )
ACOTACIONES
CAM 1

[l . SUBBASE= 1
MSE= |
Terraceria Subbase Base Carpeta CARPETA= |

-.1134

Fig 4.11. Deformaciones tangenciales en un pavimento flexible bajo condicién normal de carga.
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Prexiom cualglar tacla y contlem

Deformaciones verticales

Terracer;

-b7M

Deformaciones Horizontales

Deformaciones Tangenciales

Termaceria

F

igura 4.12. Deformaciones en un pavimento en balcon. Nétese que la distribucién de
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Transporencia RBidimensional do Galor en
Gstads Gstacionarie.

5.1 INTRODUCCION.

En el capitulo anterior se demostrd que las
ecuaciones bdsicas para la formulacién de la solucién
de problemas de elasticidad por métodos de
elementos finitos, pueden obtenerse simplemente por
minimizaciéon de la energia potencial total del
sistema, sin ninguna referencia directa a las
ecuaciones de equilibrio estético.

En muchas aplicaciones de la fisica y de la
ingenieria es posible obtener soluciones “exactas” de
diferentes problemas minimizando algan funcional
sujeto a ciertas condiciones de frontera, En el caso de
la elasticidad este funcional corresponde fisicamente
a la energia potencial total del sistema (el principio
de trabajos virtuales).

En varios casos, el funcional puede ser
simplemente una cantidad definida mateméticamente
y en otros la interpretacién fisica puede no ser tan
obvia. Por ejemplo, en algunos casos del flujo de un
fluido ideal, el funcional podria representar la
rapidez de produccion de entropia.

El comportamiento fisico de una gran
variedad de sistemas puede ser descrito mediante las
bien conocidas ecuaciones diferenciales de Laplace y
de Poisson. La solucién analitica de dichas
ecunciones en problemas de campo bi y
tridimensionales puede representar una formidable
tarea, especialmente en el caso en que existan
condiciones de frontera complejas y regiones de
geometrfa irregular. La formulacién via elemento

finito de esta clase de problemas ha probado ser una
aproximacién muy efectiva y versatil a la solucion.
Las dificultades a que se enfrentan los métodos de
diferencias finitas, asociadas con geometria irregular
y condiciones de frontera complejas son virtualmente
eliminadas.

Algunos ejemplos de problemas practicos que
se encueniran frecuentemente en la naturaleza y que
caen dentro de esta categorfa, son: conduccién de
calor, percolacién a través de medios porosos, torsién
de vigas prisméticas, flujo de potencial irrotacional
en fluidos, distribucion de campos eléctricos y
magnéticos, etc. En el drea de la termodindmica de
los procesos irreversibles los problemas de interés
corresponden, en la mayoria de los casos, a la
soluciébn de las ecuaciones diferenciales que
gobiernan los fenémenos de transporte de
momentum, calor y masa.

En este capitulo, se abordaré el problema de
encontrar la solucidén aproximada G&ptima para la
ecuacion de Fourier en estado estacionario con un
término de fuente calorifica, cuyo modelo
matematico corresponde al tipo de ecuacién conocido
como ecuacion de Poisson.

El siguiente desarrollo es general. Una
redefinicién de las variables fisicas involucradas,
hacen a la formulacién igualmente aplicable a otros
problemas que involucran la ecuacién de Poisson,
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5.2 FORMULACION VARIACIONAL.

La ecuacién diferencial que gobierna la
transferencia de calor en estado no estacionario es la
ecuacion de Fourier, que en coordenadas cartesianas
corresponde a:

a( ﬂ) 2( ﬂ) 2( ﬁ) _8 6D

o) oo gy ) T\ ke ) T 5 PGT

donde:

ky , ky , k; = coeficientes direccionales de
conductividad térmica.

T = temperatura.

Q = calor generado por unidad de volumen.
p = densidad.
C, = capacidad calorifica.

Si enfocamos nuestra atencién al problema
estacionario bidimensional tal como se muestra en la
figura 5.1

Nermsl&

Fig. 5.1 Una regién de conduccién anisotrdpica.

la ecuacién gobernante se simplifica a :

a( ary o or
ax(k a)+§(k EJ+Q 0 (5.2

Las ecuaciones (5.1) y (5.2) junto con las
condiciones de frontera apropiadas especifican
completamente el problema.

Las condiciones de frontera que se encuentran
con mayor frecuencia en aplicaciones pricticas son:

1. La temperatura es una funcién definida en la
frontera (Condicién de Dirichlett) :

T ="T(s), en el contorno T, (5.3)

2. El flux de calor se especifica en alguna parte T,
del contorno (Condicién de Neumann):

T
kaTl+ka—l+q+h(T T,)=0
T dy (5.4)

T
0. k,,a—+q+h(T—T,)=0

donde 1, y 1, son los cosenos directores de la normal
exterior a la superficie de contorno, q representa el
flux de calor por unidad de superficie y h(T-T,) es la
pérdida de calor por conveccién.

Como se establecié previamente, se puede
formular alternativamente la solucién del problema
de conduccion de calor utilizando cdlculo
variacional. El teorema de Euler-Lagrange del
cilculo variacional establece que si se desea
minimizar la integral:

u du
“ydxdydz

A
I(w)= |Fx,y,z,u,—,—,
I Koy oz

, 5.3
+ f(qu+hu?/2)da

~p

la condicién necesaria y suficiente para que se
alcance el minimo, es que la funcién desconocida
u(x,y.z) satisfaga la siguiente ecuacion diferencial:

d OoF d oF d oF

{5 ) L) e

asegurando que la variable dependiente u cumpla con
las condiciones esenciales de frontera.

(5.6)

La minimizacion de la integral:

;H(_)(g](g_)}q},

+-_[[qT +hT?/2A 5.7

conduce directamente a la formulacién equivalente a
la ecuacidn (5.2) para el caso de estado estacionario,



La contribucién volumétrica al funcional es el
argumento de la primera integral. Por lo tanto, si
dicho funcional volumétrico ha de ser minimizado,
debe satisfacer la ecuacién (5.5). De ahi que:

oF 5]

3 —kXKT oF :kyiT
05T o2y O

X , (5.8)
oF i “‘_F=‘—Q ’

3 =k, 6ZT oT
Jd—T

oz

sustituyendo estas igualdades en la ecuacién (5.6), se
llega directamente a la ecuacién (5.1) para estado
estacionario, verificando que la funcional F conduce
a la solucion estacionaria correcta. Euler también
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establecié que la condicion de frontera natural
asociada a la ecuacién (5.5) es:

ar

oT ar
|xkx5x—+1yk,—+1,k,—+g+h(T-T,)=o ,(5.9)

o simplemente:
oT
k, —+g+h(T-T.)=0 > (5.4.b)

donde n es la normal unitaria a un punto sobre la
superficie y k, es la conductividad en dicha
direccién.

Esta es la condicién de frontera natural dada
anteriormente por la ecuacion (5.4).

5.3 MATRICES DE ELEMENTO Y MATRICES DE FRONTERA.

A partir de las ecuaciones (5.1) y (5.7) se ve
claramente que el funcional bidimensional requerido
para el andlisis en estado estacionario, es:

1=M£[%{k,(%)z +ky(gy£)z}—QT] g dx dy

+ [ [qr+p1 /2] et (5.10)

donde ¢ es el espesor del dominio. Para
el ensamblaje se procederd exactamente en la misma
forma que como lo hicimos en la formulacién
variacional previa. Es decir, asumiremos que la
integral de drea es la suma de las integrales sobre las
dreas de cada elemento. De manera semejante, la
integral de contorno, donde la temperatura no estd
especificada, se asume que es la suma de las
integrales de los segmentos de frontera.

Entonces:

I=ZI'+ZI": (511)
[ b

donde las contribuciones al elemento son:

- [ () oo

(5.12)

y las contribuciones de los segmentos frontera son:

I'=  [[qT+bT/2)edl (5.13)
contornomI"?
Si se toman en cuenta las consideraciones de
interpolacién usuales en el interior del elemento y en

sus fronteras, entonces podemos expresar estas
cantidades en forma matricial como:

[I] = % [T [ST[T°] -[T]" [C] (5.14)
Y
=% [T [S*] [T*] - [T*]" [CY] (5.15)

De aqui que las matrices del elemento sean:

1= el oy 529

[ce]= J[H] Qeraxay (5.17)
AO
[si]= r{[thHb]T[HbIE"] dl (5.18)
- epRETEle 6o
Fb
C. = r_[[quHb]T[Eb]- (5.20)



Donde [H] denota las funciones de forma y sus
derivadas se especifican como {H,] = 8[H)/dx, etc.
Para esta clase de problemas existe solamente una
temperatura desconocida por nodo. Una vez mas si el
vector [T] denota todas esas incégnitas, entonces
tanto [T°] como [T?] son subconjuntos de [T].

Si se selecciona un elemento triangular de tres
nodos, entonces las funciones de interpolacién por
elemento, [H*] estdn dadas en coordenadas locales
por la ecuacioén (3.23) y en coordenadas globales por
las ecuaciones (3.29) a (3.31). Para el conjunto
anterior de ecuaciones:

[H;]uﬂgl{b, b, b,]./2A'=[Dx] (5.21)
[H;]:ﬂgl{c, c, c,:|./2A'=[Dy] (5.22)

Debido a que todos los parametros que
incluyen estas ecuaciones son constantes, podemos
evaluar la ecuacion (5.16) por inspeccién, Si ademés
las conductividades térmicas también son constantes:

cooe[Dib1 Biby b
[s°]= 2 lbb, byb, byby| +

bsb;  bsb, byb,
oo C1€1 €€ G 629
kye

4A°

CaCy CrCy  CrCy
CC C3Cp GG,

Esta arreglo matricial se conoce como matriz
de conductividad del elemento. Nétese que esta
expresion permite modificar los valores de las
conductividades en las direcciones x e y. Las
ecuaciones (5.23) y (3.30) muestran que la
conduccién en la direccién x depende del tamafio del
elemento en la direccidn y, y viceversa. Si la
generacion interna de calor, Q también es constante,
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entonces la ecuacién 5.17 puede ser integrada via
primer momento del Area para dar:

I[=sx dxdy=A (x+x;+x3)/3 (5.24)
pera dar:

1
[c']= Q 1; € : (5.25)

Este vector de fuente interna muestra que un
tercio del calor interno, Q° A® &%, es diferido a cada
uno de los tres nodos.

Sobre un segmento de frontera tipico, la
interpolacién en el borde puede ser correspondiente a
la ecuacién 3.11 u otras formas. Las integrales
exactas pueden ser evaluadas por la ecuacién :

I= |, e | 1 Jix (5.26)

Por ejemplo si el coeficiente convectivo h es
constante, entonces la matriz cuadrada del segmento
de frontera se obtiene a partir de esta integral dando:

b hb b_.b 21
[s ]=%L 2} (5.27)

Similarmente, si existe un flux de calor
normal constante q en la superficie, entonces el
vector de flux en la frontera es:

Cb - gblbﬁb |:

1
> ] (5.28)

1

En este caso la mitad del flux normal total es
diferido a cada uno de los dos nodos del segmento.



5.4 EJEMPLO DE APLICACION

Considérese una placa cuadrada de espesor
uniforme cuyo perimetro exterior se mantiene a
temperatura invariable, mientras que su interior
genera calor con una potencia constante, Nétese que
la distribucién de temperatura serd simétrica respecto
a los centros de linea del cuadrado asf como respecto
a sus dos diagonales. Esto significa que solamente es
necesario utilizar 1/8 de la regién en el andlisis. Por
simplicidad se considerarda que el material es
homogéneo y que la conductividad térmica es
isotrépica, ky = k, =k.

Los planos de simetria tienen flux normal de
calor igual a cero, q = 0. Esta es una condicién de
frontera natural en el andlisis de Elemento Finito y
en este caso se cumple debido a que [Cy] en la
ecuacion (5.20) es igual a cero cuando el flux normal
q = 0. La otra condicién de frontera corresponde a la
temperatura constante en el borde, como se muestra
en la Fig. 5.2.

Para empezar a construir ¢l modelo se
seleccionan 4 elementos y 6 nodos. Conforme a la
numeracion, a los Oltimos tres nodos se les asocia
una condicién de frontera isotérmica, mientras que a
los primeros tres les corresponden las temperaturas
internas desconocidas.

Para la geometria de la Fig. 52. se
determinan las propiedades geométricas del elemento
a partir de las ecuaciones (3.28) a (3.31). Las cuales
son:

e=1,24 e=3

1 2 3 1 2

L

-2 2 0 2 -2 0

0 -2 2 0 2 -2

LO L5 =

A*=2 A°=2

4 6
Q=6 4
__ x e=1 3 5
L=4 3
To = ?
1 2 4
kx - ky =8 -
L
Figura 5.2. Transferencia de calor 2-D y su
discretizacién por elementos finitos.
Para esta region homogénea los datos son:
ELEMENTO | K° | Q° | TOPOLOGIA | ¢*
i 8 6 1,2,3 1
2 8 6 24,5 1
3 8 6 532 1
4 8 6 3,5,6 1

A partir de la ecuacién (5.23), la matriz de
conduccion para los elementos 1,2 y 4 son:

; 4 4 0 8 0 0 0
s‘--}%—4 4 o+ﬁ 0 4 4
0O 0 0 @ 0 -4 4
o simplemente;
4 -4 0
[s]=]-4 8 -4 (5:29)
0 -4 4

Debido a que el elemento 3 resulta de una
rotacion de 180 grados del elemento 1, ambos tienen
la misma [S°]. El ensamblaje para los cuatro
elementos da el siguiente sistema de ecuaciones :

[S)[T]=[C]
Donde:
[+4 -4 0 0 0 0]
-4 (tB8+4+4) (-4 -4 0 0
S 0 (4-4) (+4+8+4) 0 (4-4) 0
0 —4 0 +8 -4 0
0 0 (4-4) -4 (H4+4+8) -4
| 0 0 0 0 -4 +4
Y- o
[ 1 1 F47 [0]
1+1+1 0 12 0
Ae|l1+1+1 0 12 0
[C = ‘(ﬁ ) + = +

3 1 q, 4 q.4
1+1+1 q, 12 q,

1 q¢ | | 4 qs |




En el vector anterior las q’s son los fluxes de
calor nodales que se requieren para mantener la
temperatura externa fija. Debido a que a las (ltimas
tres ecuaciones se les asocian condiciones de frontera
isotérmicas y los valores de dichas temperaturas son
conocidos, se pueden reducir las tres primeras a:

4 4 oz [4 0 0 0
—4 16 8|7, |=|12|-T,|-4|-T) 0 |-T|0
0o -8 16|7] |12 0 -8 [0

Substituyendo los datos de que la temperatura
de la superficie exterior es 5, se reduce el término
fuente a:

4 0 0 4
[C¥ =|12|+[20]|+]| O |=]32
12 |0 |40| |52

Al resolver el sistema de ecuaciones [S][T] =
[C*] se obtiene:

8.75
[T =| 7.75
7125
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Substituyendo estos valores en el sistema
original de ecuaciones se obtienen los los fluxes de
calor nodales externos. Por ejemplo, la cuarta
ecuacion indica que:

-4T2+8T4‘4T5-4+q4,
de donde q, =-15 .

Los otros dos fluxes nodales son:
Qs =-29;qs=-4.

y ¢l calor interno generado total es:
ZQ°A°t°= 48.

La energia térmica generada internamente es
igual al calor disipado hacia el exterior para
mantener condiciones de estado estacionario.

En la siguiente seccién se presenta un
algoritmo de computo escrito en lenguaje Qbasic,
donde se implementa este procedimiento de
elementos finitos variacionales, considerando un

nimero de elementos en la base que puede
extenderse hasta un méximo de 100.

5. 5. Programa para Determinar la Distribucién de Temperaturas en un
Proceso de Transferencia de Calor Bidimensional en Estado Estacionario

A continuacién se presenta un algoritmo
computacional basado en la formulacidn variacional
del método de elementos finitos para el calculo del
perfil de temperaturas en una placa rectangular que
genera calor uniformemente en su superficie,
disipandolo de manera tal que la temperatura de sus
bordes se mantiene constante al transcurrir el tiempo.
El anélisis se realiza sobre la octava parte de la placa
rectangular,, como puede observarse en la
representacién grafica de la malla de elementos
finitos de la figura lateral. El dominio de la ecuacién
diferencial se divide en elementos triangulares,
conformando un arreglo de neb? trisngulos isdsceles
cuyos dos lados iguales son de longitud L/(2 neb),
siendo neb = nimero de elementos en la base. El
programa que se lista a continuacién se utilizé para
determinar los perfiles de temperatura en la placa
cuadrada con fronteras isotérmicas y generacién
interna de calor a lo largo de su superficie.

L / (V2neb)

L / (2neb)

L/ (2neb)

Fig. 5.3. Especificacién del arreglo de elementos
finitos en una placa rectangular para andlisis de
transferencia de calor por conduccion,




BLOQUE L

* Se especifica el nimero de elementos en la
base del tridngulo (neb).

e  Se calcula el nimero de nodos totales (sum)
en funcién del nimero de elementos en cada
nivel del triangulo, mediante un ciclo FOR-
NEXT, el cual va sumando log nodos en los
arreglos triangulares en cada nivel.

CLS
nch = 10
FORI=}1TOneb+1
SUM = SUM +1 ‘calcula el nimero total de nodos
NEXT I

BLOQUE IL.

Se dimensionan los arreglos matriciales para
cada una de las variables que se utilizan en el
programa principal y sus subrutinas:

* Se dimensiona un vector [AP] de dimensién
(sum) para especificar el nimero de
elementos que son vecinos para cada nodo, y
que corresponde también al nimero de veces
que aparecerd un nodo en el sistema de
ecuaciones globalizado.

¢  Se calcula el numero de nodos en la bass del
tridfngulo y se dimensiona una matriz
cuadrada [T] de dimensién (2 * nimero de
nodos en la base + 1),

e En la matriz [m] de dimensién (neb’,3) se
guardan el numero de elemento y la
identidad de sus tres vértices, es decir el
numero de nodo correspondiente a cada uno
de sus vértices, de acuerdo a la topologia.

o En la matriz [mg] de dimensién igual al
(nGmero total de nodos, nimero total de
nodos +1) se guardan los coeficientes de la
matriz -globalizada que resulte del
ensamblaje de las ecuaciones para cada
elemento.

¢ La matriz cuadrada [COEF] de dimensién
(3,3) se utiliza para guardar los coeficientes
correspondientes a cada uno de los vértices
del sistema de ecuaciones planteado para
cada elemento, siendo diferentes valores
para los tridangulos normales e invertidos,

¢ La matriz [al] de igual dimensién que en el
caso de la matriz [mg], para transferir el
sistema de ecuaciones a la subrutina de
eliminacion Gaussiana,
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e El vector [nc] especifica el nimero de capa
a que pertenece cada elemento .

o Los vectores [x], [ylfxa], [yn] y [y1] se
utilizan para almacenar las variables de
graficacion, se les asigna una dimensién
(sum®) para tener la posibilidad de graficar
la distribucién de temperaturas para la placa
rectangular completa.

DIM nc(neb + 1), m(neb * 2, 3), mg(SUM, SUM +
&1), COEF(3, 3), al(SUM, SUM + 1)

DIM x(SUM * 2), ap(SUM)

DIM y(SUM ~ 2), yn(SUM ~ 2), xn(SUM ~ 2),

&Y1(SUM*2)

NNODOS=neb+1 'nimero de nodos en la base
DIM T(2 * NNODOS, 2 * NNODOS)

BLOQUE IIL

Se especifica el nimero de elementos por capa
(nivel horizontal) y al mismo tiempo el niinero de
capa para cada elemento:
FORN=1TOneb"2
'determinacion del mimero de capa (nc)
FORI=1TO neb
im=2*I*neh-1~2
IF N < 1.001 * iim THEN ¢ =I: GOTO 10
NEXT I
10 COLOR.c

nc(l) = nc(l) + 1
BLOQUE IV,

Se calcula un conjunto de funciones
auxiliares que serdn utiles en la especificacién del
ntimero de capa de cada elemento:

1Ic=1/2%c~2-(neb*2-1)/2%c+neb-1

cl=1/2%(c-1)22-(uecb*2-1)/2%(c-1)
&+neb-1

c2=1/2*%@c+1)"2-(nch*2-1)/2%(c+
&l)+neb-1

BLOQUE V.

Se determina la topologia del arreglo
triangular de elementos, es decir se determina el
nimero de nodo que le corresponde a cada vértice de
los tridngulos normales ¢ invertidos mediante un
ciclo FOR-NEXT en el que se van barriendo los
renglones de la regién triangular desde 1a base, hasta
el vértice.

* normal se refiere a que los tridngulos
corresponden a la siguiente geometria: y




s mientras que los tridngulos invertidos tienen
la siguiente geometria: V

'determinacioén ¢ impresién de la topologia
Hm2=-1*cA2+(2*neb+1)*c-neb+1
IFN<-1*¢~2+(2*neb+1)*c-neb+ 1 THEN
8:20 ELSE 30

20 COLOR 14:

nodol = N + rc: nodo2 = N + rc + 1: nodo3 = N +
&rcl +2

‘PRINT "elemento="; o, "("; n+rc; n+rc+ 1; n +
&rcl + 2, "y

GOTO 40

30 COLOR 3:

nodol = N+ rc+ 2: nodo2 = N +rc + 1: nodod = N
&+rc2-1

PRINT “elemento="; n, "("; n+rc+2;,n+rc+1;n
&+rc2-1,""

40 'PRINT ‘elemento="; n, "("; nodol; nodo2;
&nodo3; ™"

m(N, 1) = nodol: m(N, 2) = nodo2: m(N, 3) = nodo3
NEXT N

FOR I =1 TO ncb

PRINT "ne(*; I, ")="; nc(l)

NEXT I

BLOQUE VI.

Especificacion de los coeficientes del sistema
de ecuaciones para cada elemento.

COEF(1, 1) = 4: COEF(1, 2) = -4: COEF(1, 3)= 0
COEF(2, 1) = 4: COEF(2, 2) = 8: COEF(2,3)= 4
COEF(3, 1) = 0: COEF(3, 2) = -4: COEF(3,3) = 4

BLOQUE VII.

Ensamblaje de los sistemas de ecuaciones
para obtener la matriz globalizada,

Una vez determinada la topologia, es decir
¢l nimero de nodo que corresponde a los 3 vértices
de cada elemento se van llenando las casillas en la
matriz  globalizada con los  coeficientes
correspondientes segiin el BLOQUE VI, donde se
van guardando los valores de los coeficientes para
cada casilla y conforme van llegando mds términos a
esa casilla se van sumando algebraicamente.

FORN=1TOneb "2
FORI=1TO3
FORj=1TO3
mg(m(N, I), m(N, j)) = mg(m(N, I),
&m(N, j)) + COEF(, j)
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NEXT j
NEXT I
NEXT N

BLOQUE VIIL

Se especifica el nimero de elementos con que
es vértice cada nodo:

-A cada nodo se le asigna un nimero de seis
elementos circundantes y posteriormente a los nodos
que son vértice, se les especifica el valor de 1 y a los
nodos que son orilla se les asigna un nimero de tres
elementos como corresponde a la topologia.

REM especificacidn de mimero de elementos con los
&(que es vértice cada nodo
FOR1=1TO SUM

ap() = 6 ‘inicializa apariciones de todos los
&nodos con 6, es decir, se especifica que c/nodo es
& vértice de 6 elementos ‘
NEXT1
ap() = 1: ap(neb + 1) = 1 'nodos esquina de 1a
&base 50l0 son vértice de 1 elemento
FORI=2TOneb

ap(l) =3
&de 3 elementos
NEXT I
ap(neb + 2) = 3: sumy = neb + 2 '
FORI=1TOnch -2

sumy = sumy + neb - (I - 1)

ap(sumy) = 3 '‘nodos orilla diagonal son
&viértice de 3 elementos
NEXT I
sume = neb + 1
FORI=1TOneh-1

sume = sume + neb - (1~ 1)

ap(sume) =3 'nodos orilla derecha son vértice
&de 3 elementos
NEXT 1
ap(SUM) = 1
&vértice de un elemento
FORI=1TO SUM
! PRINT "AP"; I, "="; ap(I), 'imprime
&relacion nodo-nim de elementos con que es vértice
NEXT I

'nodos orilla de la base son vértice

‘nodo esquina superior es

BLOQUE IX.

Se especifica el calor producido (gprod) en el
interior de cada elemento.
‘qprod= calor producido en cada elemento (128 es el
&calor total producido en la placa)
qprod =16 / neb ~ 2



BLOQUE X.

Se calcula la contribucién del término fuente a
cada vértice multiplicando el mimero de elementos
que circundan a cada nodo por el gprod del elemento
y se construye el vector correspondiente al término
fuente.

FOR k = 1 TO SUM ‘calcula el término
&de gprod para ¢/nodo correspondiente a la matriz
&de capacitancia

mg(k, SUM + 1) = ap(k) * qprod
NEXT k
FORk=1TO SUM

FORL =1TOSUM+ 1
! PRINT mg(K, L); 'imprime sistema
&de ecuaciones sin condiciones de frontera

NEXTL
' PRINT
NEXTk

BLOQUE XI.

Se introducen las condiciones de frontera
isotérmica en el borde derecho y las condiciones de
frontera adiabdtica (condicién de frontera natural) en
los otros bordes del tridngulo, procediéndose a la
modificacién de los arreglos matriciales en funcién
de las temperaturas conocidas.

REM introduccion de condiciones frontera
REM frontera isotérmica en el borde derecho
temp= 1
FORI=neb+ 1 TO 1 STEP -1
suma = suma + | ‘suma es el nimero de
&nodo isotérmico '
FOR j= 1 TQO SUM
IF mg(j, suma) < 0 THEN mg(j, SUM +
&1) = mg(j, SUM + 1) - mg(j, suma) * temp

mg(j, suma) = 0 ‘hace cero los
&ccoeficientes del renglén suma
mg(suma, j) = 0 ‘hace cero los
&coeficientes de la columna suma
NEXT j
mg(suma, suma) = 1 'hace 1 el

&oocficiente de 1a diagonal del nodo isotérmico
mg(suma, SUM + 1) = temp ‘iguala la
&temperatura del nodo isotérmico al valor temp
NEXT I
REM impresion de la matriz de cocficientes del
sistema de ecuaciones a resolver
FOR k=1 TO SUM
FORL=1TOSUM+1

PRINT mg(k, L);
NEXT L
PRINT
NEXT k

BLOQUE XII.

Resolucién del sistema de ecuaciones
mediante eliminacién gaussiana.
REM*ELIMINACION GAUSSIANA
SCREEN 0: COLOR 4, 15
a=4:b=636:c=4:d=436
SCREEN 12: COLMARC = 4
LINE (a, ¢)«(b, d), 3, BF
LINE (640, c)«(1, 1), COLMARC, BF
LINE (1, 1)«(a, 440), COLMARC, BF
LINE (1, 440)~(640, d), COLMARC, BF
LINE (b, 1)-(640, 440), COLMARC, BF
LOCATE 12, 40: PRINT "calculando®
‘Inicia Algoritmo de Eliminacién Gaussiana
FOR1=1TO SUM

FORj=1TO SUM + 1
aldl, j) = mg(L j)
PRINT al(], j);
NEXT j
NEXT 1
N = SUM
FORr=1TON-1
PRINT
FORI=r+1TON
qt=ald, r)/al(r, 1)
FORj=r+1TON+1
al(l, j) = al(l, j) - qt * al(r, j)
NEXT j
NEXT 1
FORI=r+1TON
al, D=0
NEXT1
NEXTTr
X(N) = al(N, N + 1)/ al(N, N)
FORNX=1TON-1
SUMAT =0
I=~N-NX
FORj=I+1TON
SUMAT = SUMAT + al(J, j) * x(j)
NEXT j
x(D) = (al{l, N + 1) - SUMAT) / al(l, I)
NEXT NX
CLS
FORI=1TO SUM
PRINT "x"; I; "=", x(T)
NEXT I



BLOQUE XIIL

Después de hallar la solucién del sistema de
ecuaciones se obtiene la temperatura en cada uno de
los nodos de la region triangular, enseguida se
procede a copiar esos valores a los puntos que sean
simétricos, respecto a las diagonales del rectangulo y
a las perpendiculares mediatrices. Esto se realiza
mediante el siguiente conjunto de ciclos iterativos:

SUMAT =0
FOR1=1TONNODOS -1
SUMAT = SUMAT +1
NEXT I
NTOTAL = NNODOS ~ 2 - SUMAT
FOR k = 1 TO NNODOS
sum2 = ()
SUM1 = SUM1 +k
‘Copia las temperaturas nodales al tridngulo
&adyacente inferior
‘conservando la simetrfa com la perpendicular
&mediatriz horizontal
FOR L = k TO NNODOS
T(k, L) = x(NTOTAL - sum2 - SUM1 + 1)
sum?2 = sum?2 + L
NEXT L
'Copia las temperaturas nodales del nuevo trisngulo
al tridngulo adyacente respetando la simetria con la
diagonal.
FORL =1 TONNODOS -k
T(k, NNODOS + L) = T(k, NNODOS - L)
NEXT L
'Copia las temperaturas nodales del nuevo tridngulo
&al tridngulo adyacente
‘respetando la simetrfa con la perpendicular
&mediatriz vertical.
FORL = 1 TO NNODOQS
T, k) = T(k, L)
NEXTL
FORL = 1 TONNODOS -k
TMNODOS + L, k) = TINNODOS -L, k)
NEXT L
NEXT k
'Hasta este momento se ha obtenido la distribucion de
&tomperaturas para la mitad del rectdngulo, bajo la
&diagonal superior y se procede entonces a copiarlo
&hacia la parte superior de la diagonal mediante el
&siguiente ciclo:
FOR k= 1TQ 2 * NNODOS - 2
FORL=1TQ2*NNODOS-k-1
T(2 * NNODQS -k, 2 * NNODOS - L) =
T(k, L)
NEXTL

NEXT k

'Ciclo de impresion de las temperaturas nodales para
&toda 1a regién rectangular,
FORI=1TONNODOS *2-1
FOR j=1TO NNODOS *2 -1
PASOA = PASOA + 1
Y1(PASO) = T(, I)
COLOR 13
NEXT j
NEXT 1

BLOQUE XIV.

Se lleva a cabo el desplegado gréfico de los
resultados, mediante una grifica tridimensional
T=T(x,y) y un corte sobre el plano de simetria.
SCREEN 12
* * # * GRAFICADOR TRIDIMENSIONAL * * * *
a=4:b=636:c=4:d=436: COLMARC =4
LINE (a, ¢)«b, d), 3, BF
LINE (640, c)«(1, 1), COLMARC, BF
LINE (1, 1)<(a, 440), COLMARC, BF
LINE (1, 440)-(640, d), COLMARC, BF
LINE (b, 1)-(640, 440), COLMARC, BF
a=20:b=420; ¢c=20:d= 280
LINE (a, c)«(b, d + 30), 15, BF
xmin = 1; xmax = NNODOS *2 - 1
ZMIN = 1; ZMAX = NNODOS *2 - 1
NX = xmax: nz = ZMAX
DIM Z(nz), yTRI(NX, nz), xgrafiNX), ygraf(NX,

- &nz), limizq(nz), limder(nz), liminf{nz), limsup(nz)

DELTAX = (xmax - xmin) / NX: DELTAZ =
& (ZMAX - ZMIN) / nz.
PASOG=0
FORI=1TONX
x(T) = xmin + (I - 1) * DELTAX
FORj=1TOnz
Z(j) = ZMIN + (j - 1) * DELTAZ
yIRI(L, j) = TQL j)
PASOG = PASOG + 1
Y1(PASOG) = T(, j)
NEXT j
NEXT I
YMIN = yTRI(1, 1): YMAX =yTRI(1, 1)
FORI=1TONX
FORj=1TOnz
IF yTRI(L, j) < YMIN THEN YMIN = yTRI(, j)
IF yTRI(, j) > YMAX THEN YMAX = yTRI(I, j)
NEXT j
NEXT I
e = 200: f= 200: colcuad = 7
FORj=1TOnz
limizq(j) =e-(j-1)*e/nz
limder(j) = limizq(j) + (b - €)



limsup()=c+ (G- *(d-f)/nz
liminf(j) = limsup(j) + £
LINE (limizq(j) + 20, limsup(j))-(limder(j) - 10,
&limsup(j)), colcuad
LINE ~(limder(j) - 10, liminf(j)), colcuad
IF j = 1 THEN colorl = 9 ELSE colorl =
&colcuad
LINE -(limizq(j) + 20, liminf{(j)), colorl
LINE ~(limnizq(j) + 20, limsup(j)), colorl
NEXT j
xmingraf = xmin * ¢ / (xmax ~ xmin)
ymingraf = YMIN * f/ (YMAX - YMIN)
FOR j = 1 TO nz
FORI=1TONX
xgrafT) = x(I) * ¢ / (xmax - xmin) -+ limizq(j) -
&xmingraf + 20
ygraf(L, j) = -yTRI(, j) * £/ (YMAX - YMIN) +
&liminf(j) + ymingraf
PSET (xgraf(I), ygraf(, j)), j
IF 1> 1 THEN LINE (xgraf(D), ygraf(l, j))-
& (xgraf(l - 1), ygraf(l - 1, j)), INT( / 10 + 1)
IF j > 1 THEN LINE (xgraf(l), ygraf(, j))-
& (xgraf(l) + o/ nz, ygraf{], j - 1)), INT(I/ 10) + 1
NEXT I
NEXT j
DO
LOOP WHILE INKEYS =""
CLS
SCREEN 12
" * # GRAFICADOR BIDIMENSIONAL * » # % * &
a=4:b=636:c=4:d=436: COLMARC =4
LINE (a, c)«(b, d), 3, BF
LINE (640, ¢)<(1, 1), COLMARC, BF
LINE (1, 1)~(a, 440), COLMARC, BF
LINE (1, 440)-(640, d), COLMARC, BF
LINE (b, 1)<(640, 440), COLMARC, BF
a=20:b=620:c=20:d= 420
LINE (a, c)-(b, d), 15, BF
xmin = 1; xmax = (NNODOS *2 - 1) A 2
COLOR 14:
DELTAX=(xmax - xmin) / (NNODOS * 2 - 1)*2 - 1
x(0) = xmin - DELTAX
REM VALORES DE LA FUNCION
FORI=1TO MNNODOS*2-1)~2
y@ = Y1(D): x(IO) =1
COLOR 3
NEXT 1
REM VALORES EXTREMOS DE LA FUNCION
YMIN = y(1): YMAX = y(1)
FORI=2TO (2 *NNODOS +1)~2-1
IF YMIN > y(I) THEN YMIN = y(T)
IF YMAX < y(I) THEN YMAX = y(T)
NEXT I

PRINT "TMIN="; YMIN, *TMAX="; YMAX
xmingraf = 0: xmaxgraf = xmax: ymingraf = YMIN
ymaxgraf = YMAX

scalex = 2 * (neb + 1) - 1: scaley = 1
1100
izq = 40; der = 400: sup = 20; inf = 300
LINE (0, 0)<639, 440), 15, BF: COLOR 9

LINE (izq, sup)-(izq, inf)

LINE (izq, sup)~(der, sup)

LINE (izq, inf)-(der, inf)

LINE (der, sup)-(der, inf)

PASX = xmaxgraf + ABS(xmingraf)

PASY = ymaxgraf + ABS(ymingraf)

EIEY = izq + (der - izq) / PASX * ABS(xmingraf)
EBJEX = sup + (inf - sup) / PASY * ymaxgraf
LINE (EJEY, sup)«EJEY, inf)

LINE (izq, EIEX)~(der, EJEX)

REM normalizacion de escala
NY = INT(PASY / scaley)

NX = INT(PASX / scalex)

DIM DIVX(NX), DIVY(NY)

DIVX(1) = izq: DIVY(1) = inf

FORI=2 TONX
DIVX() =DIVX(I - 1) + scalex * (der - izq) / PASX

COLOR 7
LINE DIVX(, EJEX - 2)-(DIVX(), EIEX + 2)
LINE (DIVX(Y), sup)DIVX(D), sup +2)

LINE (DIVX(D), inf - 2)<DIVX(D), inf)

NEXT 1
FOR j=2TONY
DIVY(j) = DIVY(j - 1) - scaley * (inf - sup) / PASY
LINE (EIEY - 3, DIVY(J)))<EJEY + 3, DIVY(j))
LINE (izq, DIVY())Hizq + 3, DIVY(}))

LINE (der - 3, DIVY(j))<(der, DIVY(j))

NEXT j
1200
FORI=1TO (NNODOS *2-1)A2

xn(l) = x(1) * (der - izq) / PASX + EJEY
yn(T) =-Y1(I) * (inf - sup) / PASY + EJEX

COLOR 3
PSET (an(I) - 1, yn() + 1)

PSET (xn(I) - 1, yn(D))

PSET (xn(I) ~ 1, yn(@) - 1)

PSET (xn(l), yn(D) + 1)

PSET (xn(®), yn(D) - 1)

PSET (xn(T) + 1, yn(l) + 1)

PSET (xa(D) + 1, yn(I))

“PSET (xn(I) + 1, yn(I) - 1)

NEXT I

FORj=1TO (NNODOS *2-1)A2 -1
COLOR 4

LINE (xn(), ynG))-Geng + 1), yng + 1))
NEXT j

END



5.5.1. Resultados de la Simulacién Computacional.

Los resultados de los célculos se despliegan
mediante un par de graficas. En la primera de ellas
se visualiza la dependencia de la temperatura con las
coordenadas, T(x,y), por medio de la subrutina de
graficacion tridimensional , siendo el resultado el
siguiente:
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Fig. 5.4.a. Distribucién de temperaturas en la
superficie de una placa con densidad superficial
de generacién interma de calor constante y
perimetro isotérmico .

Obsérvese la distribucion simétrica de
temperaturas tanto respecto a la direccién x como en
Y, lo cual es resultado de la homogeneidad en la
produccién de calor en la superficie de la placa y la
temperatura isotérmica a lo largo de su perimetro.

THIN= O THAX= 4.592706
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Fig. 5.4.b. Distribucién de temperaturas en la
superficie de una placa con densidad superficial de
generacién interna de calor constante y perimetro
isotérmico . Cortes transversales.

En el segundo desplegado gréfico (fig. 5.4b)
por medio de la subrutina de graficacién
bidimensional, se visualiza la distribucién de
temperaturas para la mitad de la placa. Dicha mitad
se divide en niveles mediante cortes transversales y
se especifica graficamente el perfil de temperaturas
en cada nivel, siendo més ficil leer el valor numérico
correspondiente a la temperatura de cada nodo que
en la grifica 3-D. El esquema que se presenta a
continuacién muestra dicha divisién en niveles:
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Los resultados mostrados corresponden a
una especificacién de 9 elementos en la base de la
placa. La simetria en la distribucibn de la
temperatura permite que este wltimo desplegado
grafico sea general para cualquier corteenx 0 y.

Un pequefio cambio en la instruccién donde se
especifica la intensidad de la fuente permite resolver
un problema ligeramente diferente, por ejemplo, si en
el bloque IX se especifica una variacién sinusoidal de
la intensidad de produccién de calor con las
coordenadas x e y, digamos:

Qproa = q 5 sin [(Z + y* /8]

los resultados correspondientes a la distribucion de
temperaturas en la superficie de la placa son los
siguientes (considerando 19 elementos en la base de
la placa) : :



Fig. 5.5.a. Distribucién de temperatura en una
placa con generacién interna de calor no
homogénea y frontera isotérmica. Grifica 3-D
Q=5qsin(x*+y*)/8

M IN=— 3741176 A= 3.71673 ~====———"
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Fig. 5.5.b. Distribucién de temperatura en una
placa con generacién interna de calor no
homogénea y frontera isotérmica. Gréfica 2-D
Q= 5q sin(x* +y*) /8

A partir de la gréfica 5.5.a se puede observar
que la distribucién de temperaturas en la placa sigue
siendo simétrica con respecto a los ejesx e y.

Si el calor producido varia en forma
cosenoidal siguiendo la funcién:

Qurod ™ q 2 cos [(x* +y*) / 18],
Modificando nuevamente el bloque IX, se

caracterizarfa el respectivo perfil de temperaturas.
Entonces los resultados son:
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Fig.5.6.a. Representacién 3-D de la distribucién
de temperatura cn una placa con generacién no
homogénea de calor y perimetro isotérmico
Q=2qcos (x> +y)) /18

THIN=—.7329295 HAX= 2.936101
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Fig.5.6.b. Representacién 3-D de la distribucién
de temperatura en una placa con generacién no
homogénea de calor y perimetro isotérmico.
Q=2qcos (x> +y?) /18

Por otra parte, las condiciones de frontera
también pueden modificarse de manera sencilla. Si
en el bloque XI en lugar de considerar frontera
isotérmica se toma en cuenta una distribucion de
temperaturas en los bordes que varfe en forma
sinusoidal, por ¢jemplo:

Thonde = 3 sin (y/3) para el borde vertical
Thorde = 3 8in (x/3) para borde horizontal
Con el sistema de coordenadas en el centro

de la placa, los resultados, de la simulacién
computacional serian los siguientes:
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Fig. 5.7.a. Distribucién de Temperaturas en una
placa con generacién interna de calor
homogénea y variacién sinusoidal de la
temperatura en la frontera. Representacién 3-D
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Fig. 5.7.a. Distribucién de Temperaturas en una
placa con generacidn interna de calor homogénea
y variacién sinusoidal de la temperatura en la
frontera. Representacién 3-D

En la siguiente seccién se analizari la
aplicacion de las ecuaciones de transferencia de calor
bidimensional a la determinacion de la distribucién
de temperaturas en aletas de enfriamiento,
introduciendo el manejo de condiciones de frontera
adiabéticas y convectivas

5.6. Transporte Bidimensional de Calor en Estado Estacionario a Través de
Aletas de Enfriamiento.

Uno de los problemas mas interesantes
respecto a las aplicaciones practicas de la
transferencia bidimensional de calor en estado
estacionario es el de la optimizacidn de la geometria
de aletas de enfriamiento. Dichos dispositivos se
utilizar para incrementar el drea de transferencia de
calor de equipos industriales o componentes
electrénicos y disipar eficientemente el exceso de
energia térmica hacia el medio ambiente circundante.
La eficacia de la aleta se mide en términos de la
competencia entre la energia disipada y el
incremento del drea, Debe existir una geometria
optima en la que el cociente entre el calor disipado y
el incremento del 4rea sea méximo. La primera etapa
en la optimizacién de las aletas de enfriamiento es la
caracterizacién del perfil de temperaturas en el
interior de la aleta y el célculo del calor disipado por
unidad de drea. El segundo paso corresponde a
ensayar con diferentes geometrias y obtener datos que
en una tercera etapa serian procesados por algin

algoritmo de optimizacién como el de escalamiento
de montafias o mediante algoritmos genéticos, para
dar finalmente con la geometrfa éptima para una
aplicacién especifica. En esta seccién se presenta un
algoritmo de coémputo que tiene como objetivo
determinar el perfil de temperaturas en el interior de
una aleta de enfriamiento, dando la posibilidad al
usuario de modificar la geometria de la aleta y las
condiciones de frontera.

La ecuacién diferencial que caracteriza el
fenémeno de transferencia de calor a lo largo de la
aleta es la ecuacion 5.1, y para el transporte
bidimensional en estado estacionario, se convierte en
la ecuacion 5.2, con el término Q correspondiendo a
la transferencia convectiva a través de la superficie
de la aleta, es decir:

KV?T + h (T-Tyms) (Area/Volumen) = 0 (5.30)



Para una aleta metdlica en la que se transfiere
calor por conveccién natural hacia el aire
circundante, la transferencia de calor por conduccién
domina sobre las pérdidas oconvectivas y la
formulacién presentada en las secciones 5.2 y 5.3 es
vilida. Las condiciones de frontera quedan dadas por
las expresiones (5.3) y (54), con h = 0 en Ia
condicién de Neumann para las fronteras adiabdticas
y h distinta de cero para las frouteras convectivas.

Considerando elementos finitos trisngulares y
funciones de aproximacién lineales en x y en y, para
el endsimo eclemento, se temndria 1a siguiente
expresidn para la distribucitn de tanperaturas:

Tao=8a,x+b,y+o, (5.31)

Donde a,, b, y ¢ son los pardmetros a
optimizar y son funcién de las temperaturas nodales
Ta1 » Taa ¥ Tas en los vértices del elemento (X4, Ya1),

(Xa2, ¥n2) Y (X3, Yu3), respectivamente. De acuerdo a
la discusion presemtada en el capitulo 3 para
clementos finitos triangulares:

8, =(1/2A) (4 Toy + 253 Ty + 253 T) (5.32)
by =(1/2A) a1 Tot +boy Toz +bua Tus)  (5.33)

oon:

801 ™ ¥Yuz—Yu3 3 %02 ™ Y3 — Yu1 > 803 T Yn1 — Yz
(5344,byc)

bui = Xa3 ~ Xa2 5 Xn2 ™ Xo1 — Xa3 ; X3 = Xaz — X
(5.35a,byo)

2A %ot ( Yoz — Ya3) + Koz (Yus — Yar) + Xaa(Ya1 — Yaz)
(5.36)

El funcional (5.10) puede expresarse como:

I= Ezi J'[%w’ - QT]dA
+er‘4 _[quem Mzk: J.%(T—T’)dl

(5.37)

ecuaciéon en la que q represemta el calor que se
produce en la frontera m y que para condiciones
adiabdticas es q=0. La primera sumatoria se realiza
sobre el ndmero total de elementos, la scgunda se
realiza sobre todas las fronteras adiabdticas y la
tercera sobre todas las fronteras convectivas. Las

fronteras isotérmicas s¢ consideran al momento de
modificar el sistema de ecuaciones ensamblado,

Al integrar ¢l primer término a lo largo de la
superficie de un elemento se obtiene:

I3t o2)-crpa - o)

—A%(T“1 +T,, +T,5)
(5.38)

La integracién a lo largo de la frontera m que
oumple con los requerimientos de produccién
constante de calor q, da:

L-
) q['rm 4Ty —Tml)]dt =gy,
(5.39)
Donde L, es 1a longitud de la frontera.

Para condiciones de frontera comvectivas la
ultima integral da:

LR I 'rm.)]zeu

L Lah T3, +T,T +T2
ol " o lom? "t omd
2 [ 3 T(T, 1+Tm2)+T32]

(340

Al minimizar la funcional, el procedimiento
de integracién anterior da como resultado un sistema
de ecuaciones simulténeas de dimension igual al
mimero de nodos.

Suponiendo que T, representa la temperatura
nodal del vértioe i del elementon, coni=1, 2, 3, el
proceso de minimizacién de la fancional lleva a:

% e fnmen)

(5.41)
donde las dexivadas parciales dentro de la sumatoria

corresponden a:



(“-211 +b7) )Tnl

4 : QA
(2], bl bt | 2

nl
+(ﬂnlan3 + bn1bn3 )Tn3

-(ﬂ n28m + bnlbnl )Tnl

a k| /2 . .2 QA
— =X | a2, +b2,)T _

(a'r,,2 J‘T‘“’“ﬁ, aa| o+ 00T 3
seme _—'_(anlanli +bn2bn3)Tn3_

clemento

(a n3dm + bn3bn1 )Tnl

ol k QA
(Ena—l?ﬁmo Yy +(bn2bn3; 852853) T N
slemento _+(nf;3 +bp, )TM ]
(5.42a,byo)

Para el emésimo eclemento frontera oon
produccién de calor g a lo largo de ella, la
optimizacién del funcional conduce a :

(_’31_ - q_I;m. (5.43 a)
0Ty, Jembsimo

( or ) _9ln (5.43 b)
armz Glo:llﬂ'tol 2

Mientras que para condiciébn de frontera
convectiva en ¢l emésimo elemento frontera, se tiene:

al J hL
| . ==R2T, +T,,-3T)  (5444)
(arm anbsimo 6
m2 elemento "

En el caso de frontera adiabdtica, la derivada
del funcional en la frontera puede expresarse como:

5%1_ = %(Tml + Tm2 _2T3)
m (5.45)

Finalmente, la minimizacién total del
funcional (81 / 9T, = 0) puede escribirse como un
gistema de ecuaciones simultAneas lineales:

[A][T]1=(B] (5-46)

Igualando a cero la suma total de todas las
operaciones anteriores que involucran al comjunto
completo de los elementos interiores y de frontera, se
obtiene el sistema de ecuaciones simultineas
mencionado con dimensién igual al mimero de
puntos nodales,

El ensamblaje del sistema de ecuaciones se
realiza en la forma en que se explicé en el capitulo 2.
Para este caso, el endsimo elemento triangular
contiene los vértices v1, , v2,, v3, , como se ilustra
en la figura 5.8 En la matriz global se lenan las
casillas correspondientes a los niuneros de nodos
asignados a cada vértice con las correspondicntes
ectaciones de aproximacién que dependen de si el
elemento es interno o si ¢s un elemento frontera.

De acuerdo a lo que se ha desarrollado en esta
seoci6én, dichas ecuaciones son:

[+ S =&(aniani +bmbm)

vivj

(5.47)

que en forma explicita para cada vértice del enésimo
elemento dan:

Ay ™ ‘Zl%'(“ﬁl + bﬁ,)

(547 a)
k
By1v2 = K(anlarﬂ + bnlbnz) (5.47b)
k
Ayivz ™ K(nnlalﬂ +bn1bn3) (5 47 c)
k
By2v1 =H(Enﬂlnl +bn2bnl) (547 d)
_ ka2
Byrv2 = ZK(anZ +bn2) (5 47 e)
k
Byavy = K(a,ﬂa“3 +bpbys) 5479
k
LT =K(aﬂ3a“‘ +bysb ) (547 g)
47 g
k
By3yp = K(ﬁnsanz + bn3bn2) (5.471h)
ka2 .2
B33 = K(anﬂ + bn3) (5.47 l)

Difiriendo un tercio del calor producido en
cada elemento (Q) a cada uno de los vértices, es
decir:

by =b,=by=QA/3 (5.48)
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Luego, suponiendo que vl(m) y v2(m) denotan
los vértices del elemento frontera m:

e Si la frontera es de produccidén constante de
calor en el borde (g = constante) o adiabdtica
(q=0):
by = by =qLun/2 (5.49)

. Si la frontera es convectiva, entonces a los
vértices en los bordes, vl y v2 se les suman los
siguientes términos:

v =8pv=hL,/3 (5.50)
v =8pw=hLly,/6 (5.51)
byi =by=h Ly Tamy /2 (5.52)

o Si la frontera es isotérmica, la temperatura en los
vértices vl y v2 es conocida, consecuentemente
los coeficientes a, v y 8,; «» Se hacen iguales a 1,
todos los demés coeficientes de los respectivos
renglones y columnas se igualan a cero y en el
vector de términos independientes se especifica el

81

valor de la temperatura conocida, mediante el
procedimiento descrito en la seccién 5.4.

La eliminacion de los nodos de temperatura
conocida reduce el tamafio del sistema de ecuaciones
a resolver, obteniéndose un sistema de ecuaciones
lineales simultdneas de dimensién igual al niimero de
temperaturas desconocidas.

[AT[T]=[B’] (5.53)

La matriz de coeficientes que se obtiene al final
de este proceso de ensamblaje es tridiagonal
convergente.

En la siguiente seccidn se explica el diagrama de
bloques y el algoritmo de cémputo para el célculo de
la distribucién de temperaturas en aletas de
enfriamiento.

vl v2 v3

b o B ot .

i

v " aaas T | ba
V2 m” S =
i
522 ‘ .
V3 H s g 1 by

Figura 5.8.- Especificacion de coeficientes para el ensamblaje del sistema de ecuaciones simultineas lineales
para transferencia de calor por conduccion a lo largo de una aleta de enfriamiento.
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5.6.1. Diagrama de Bloques del Programa Alepar.Bas.

A continuacién se presenta un conjunto de
diagramas de bloques que representan el algoritmo
de computo para la determinacion de los perfiles de
temperatura en una aleta de enfriamiento de perfil
parablico. En primera instancia se presenta el
diagrama de bloques del programa principal,
seguido por cada una de las subrutinas que lo
conforman.

Este programa estd construido de forma tal
que el usuario puede modificar fécilmente la
geometria y las condiciones de frontera accediendo
a las subrutinas topologia y ensamblaje que
conforman el programa principal. El perfil
geométrico de la aleta puede especificarse como
una funcién continua 0 puede indicarse la altura de
la aleta en cada coordenada X a lo largo de ella.

Fig. 5.9. Diagrama de Bloques del Programa Principal Alepar.Bas

DEFDBL A-H, O-Z
¢ Se definen variables de doble
precisién

v

Subrutina GAMACOLOR
“Se especifica la escala de colores para desplegado grifico de resultados

v

Subrutina DIMENSIONAMIENTO
Se dimensionan los arreglos matriciales

v

Subrutina INICIO
‘ especificacién de pardmetros para la ejecucién del programa: Dimensiones
de la aleta, Temperatura ambiental, Temperatura de la base, conductividad
térmica y coeficiente convectivo

v

Subrutina TOPOLOGIA
Especificacion de la Topologia

v

Subrutina MALLA
Desplegado Gréfico de la Topologia

v

A Caicula temperatura resolviendo

Subrutina ENSAMBLAJE
Ensamblaje del sistema de ecuaciones e
Introduccién de condiclones de frontera

v

Subrutina IMPMATRIZ

Despliega el sistema de ecuaciones
simultédneas a resolver

!

Subrutina CALTEMP

¢l sistema de ecuaciones
simultineas

v

Subrutina MOSAICO
Especifica patrones de impresién
para el desplegado grifico de
resultados

!

Subrutina DESPRESULT
Despliega graficamente los
resultados numéricos de la

simulacion.
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Fig. 5.10 Subrutina Topologia del programa Alepar.bas

NUMERA ELEMENTOS |

NI=N-1
X% =360/N/8—1: IX=9*+IX%

IY% =360 /N/16 -1: IY = 18 * 1Y%

LX0 =24 :LYO = 412 :
LX=IX*N:LY~IY*N

DH = FH/N: DB = FB/N: DW = SQR (DH* + DB?)

H=.45*FH
Y

ALETA DE PERFIL PARABOLICO
APAR~(2*FH-4*H)/(FB?)
BPAR ~ - APAR * FB — FH/ FB: CPAR =FH

< FORJ=1TO2*N-1 ><j

NO

51

JO = J0—-JOO0: J1 =J1-JO1: J2 =J2 + JO2
JOO = JOO -1: JO1 = JO1 — 1 : JO2 = JO2 -1

JO=J0 +2; J2 = J2 - JE2: JE2 = JE2 -2 |<-—v

X4=]*DB:
HPAR (J) = APAR * X4* + BPAR *X4 + CPAR

FORI=1TON-J\2

v

0=10+1

v

]

EL (10, 0) =10 + JO : EL (IO, 1) =10 + J1
EL {10, 2) = I0 + J2

INMAX = INMAX + 1

EX ( INMAX) = LX0 + * IX

EY (INMAX) = LYO — J * HPAR(T) * 800
XG (INMAX) = EX (INMAX)

YG (INMAX) = EY (INMAX)

PSET (EX(INMAX), EY(INMAX), 15

I DIBUIA NODOS |

v

0=0:J0~N+1:J1=N:J2=-]

JO2=N+2:JE2=2%N

BIX10,0) =0; BIXI0,1) = I0 + J10: BD{10,2) = 0+1
BIX10,0) = 2: BI{I0,1) = I0+J10: BIX10,2) =10+120
J10=J10+J11:T11=J11-1:320J20+-J21:)21=J21-1

JOO=N+1:J01=N-1: —




10 =I0 +1

BIXI0,0) =2:BD(I0, 1)=10+J 10
BIXI0,2)=10+J20

F10 = J10+J1L: F11 = J11-1:
J20 = J20 +J21: J21 = J21 -1

BIX10,0) =2:BD(10, 1)=10+710: BD(I0,2)=10+J20
J10 = J10+T11: J11 = J11-1 : J20 = J20 +J21: J21 = J21 -1

NEXTJ

IBMAX =0

JNNO=~-N:J11=N-1:J20=0: 21 =N -2

—

Fig. 5.11. Ejemplo de Desplegado Grafico de la Topologia de una Aleta Parabolica

1e
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yul
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n

L |

a4

54w
0 8

a1l
1] 9

1n

10 12
0] 4 7 1

=~ Nimero de Elemanto
—— Nfmero de Nodo
——  Nimero de Frontem
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Fig. 5.12. SUBRUTINA ENSAMBLAJE.

X1 = DB [XG(EL(L0)}-XG(EL(0,0))] / IX
X2 = DB [XG(EL{, 1)}-XGELO,00)/ IX
X3 = DB [XG(EL(1,2))}- XG(EL(0,0))] / IX
Y1 = DB [YG(EL(L,0))}-Y GEL(0,0))}/ TY

¥2 = DB [YG(EL(, 1))-YG(EL(0,0))] / TY
- FRONTERA ISOTERMICA
Y3 = DB [YG(EL(L,2))-YG(EL(0,0))] / TY - T[BIXK, 1)] ~TB; TIBI(K.2)] <TB
v Z[BI(K,1)] =1: T[BD(K,2)] =1
AREA(T) = | (X2-X1)(Y3-Y1) - (Y2-Y1) (X3-X1) |

"
i

: SI
< ForK:OtoZ = < Fal=1to2 >

v

< Forl=0t02 “>e—— FRONTERA ADIABATICA
y

Y[BIXK,) = YIBIXK.D] + CQW

CE(LK,]) = CO [ AE(K) AE(J) + BE(K) BE(J)] '—C)
NEXT

- NEXT
(BD(K,0) = 27
81

FRONTERA CONVECTIVA
X[BD{K,1),BIXK,1)] + =2 CHW
X[BD(K.2),BIXK,1)] + = CHW
X[BIXK,1),BIXK,2)] + = CHW
X[BD(K.2),BD(K,2)] + ~ 2 CHW
Y[BIXK,1),BD(K,1)] + = 3 CHW * TAMB
Y[BD(K,2),BD(K.2)] + = 3 CHW * TAMB

DBAS(I) = SQR [ (Y2-Y1)* + (X2-X1)*]
DALT() = SQR [ (Y3-Y2)! + (X3-X2)" ]
DDIAG(T) = SQR [ DBAS(I)! + DALT(I)* |

CO = KT/ [4 AREA(I)]

AE(0) = - DBAS(T) : AE(1) = DBAS(T) : AE(2) = 0
BE(0) = - DALT(T) : BE(1) = 0: BE(2) = DALT(I)

NEXT

F 3

X[EL(K,D), EL(K,J)] = CE(K,LJ) + X[EL(K,D,EL(K,))] ) b1

- NEXT @)b—-
YIEL(K,I)l = Y[EL(K,D)] + CQ @

NEXT NEXT

F 3




—

f—><_ForK-1t10INMAX >

S

ST
‘rb<i‘or KK = 1 to ]NMA)>>
2

Y(KK) = Y(KK) - T(K) *X(KK,K)

NEXT

g
1’

)

- \H\ "
ForK=1 to INMAX/.-—-

e >

SI

B(L) = Y(K) NO
TBL(L) = K
MM = 1

—»<_For KK=K to 1NMAX><4'

.

MM=M+1
RETURN

(MM >N+17? L=L+1
Xt >
h
NO=L-1
- Y

El siguiente par de figuras muestra el
desplegado gréfico correspondiente al proceso de
ensamblaje de las ecuaciones locales para obtener el
sistema de ecuaciones global, que aparecen en la
pantalla del monitor. En la primera de ellas se puede
observar que se tmta de un sistema
predominantemente diagonal simétrico de dos bandas
convergentes. Las celdas en rojo indican coeficientes
diferentes a cero. El valor numérico de dichos
coeficientes estd dado por la ecuacion (5.47).

En la segunda figura puede observarse el
resultado de la introduccién de las condiciones de
frontera. Los valores numéricos de los elementos de
la matriz global de coeficientes cambian segin las
ecuaciones (5.50) y (5.51). Nétese también que los
términos independientes se modifican al introducir las
condiciones limite, pasando de su formulacién de
acuerdo a la ecuacién (5.48) a la correspondiente a
(5.49) 0 (5.52).



Ensarr}tl)

je:

"
13
1L Ll

Introduccion de condiciones de Frontera;

e

it
1

»
n” »
» RF

Fig.5.12.a. Ensamblaje del sistema de ecuaciones
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Fig. 5.13. DIAGRAMA DE BLOQUES DE LA SUBRUTINA CALTEMP

. v :

A]('q' BK
M=K-1
A
Si
No
Agm = Axm /! Ax No
M =M+l Ago ™ Axo - AMp AM, kM1
M= M+1
! -
NEXT K /

L=K+1 1
Q-NO —+ 1, STE >“'_‘}
y
- Ja®-D\N+1
J=K-(I-1)*N
AK'O - Ax_o —AM ] A[('M.[(+[
M=K+1
IMSK+N1-L+17 !
Y M<NO-L+1? - No

No
Ao = Axo—Amp Ax Mk
= M+
ALm = ALy — Ax L+l ALk Akl M=M+1
M=M +1 ‘

- i}

T marwy = Ako [

L=L+1

y NEXT K »

NEXTK |=
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Fig. 5.14. Diagrama de Bloques Subrutina DESPRESULT

Tmin = Tamb
Tmax=TB  [—®| GosubESCALA

v

DTMAX = TMAX — TMIN
DTM =DTMAX/ 21

I
<NE-1INW>.—@ G

TI=T(EL(IE,0)): T2 ~T(EL(E,1)): T3 =T(EL(IE,2)):
X1=EX(EL(IE,0)): X2~EX(EL(IE, 1)):X3=EX(EL(IE,2)): | XS=XE:YB=YE:A$="2" |<—'A
Y1=EY(EL(E,0)):Y2=EY(EL(E,2)): X3=EX(EL(IE,2)):
XPROM = (X1 + X2 + X3)/ 3
YPROM=(Y1+Y2+Y3)/3

v

UBICA PIXEL EN EL CENTRO DEL PAINT [(XS+XE+X1+X3)4,(YS+YE+Y1+Y3)/4], ALES(K) I

ELEMENTO E ILUMINA DE BLANCO:
PAINT (XPROM, YPROM), ALE$(20), 15

v

| Tc=t™MmN:K=2 |

@ No o
| LNE (x5, Y$) - (XE, YE), 15

I 8i

GOSUB DIB1

PAINT [(XS+XE+X2Y3,(YS+YE+Y2)3], ALES(K), 15 |

I TC=TC+DITM: TCH=TC+DIM; K=K -1

¢T1>TCH? & ¢T2 >TCH Si
& T3 > TCH?

No GOSUB DIB1

(T1 > TC? & ;T2 >TC? Si
& T3>TC? GOSUB DIB2 |

No

8i | XS=X1+X2-X1)(TC-T1)/(T2-T1)
P YS=Y1+X2-X1) (TC-T1) / (T2-T1)
Sl A$ - l(l”

«T1 =TC) (T2 ~TC) < 07

No

XS =X1 + (X2-X1) (TC-T1) / (T2-T1)
(T2 - TC) (T3 -TC) < 0? YS =Y1 + (X2-X1) (TC-T1) /(T2-T1) [

No J
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Y

(T3 - TC) (T1-TC) < 0?

XE = X3 + (TC-T3) (X1-X3) / (T1-T3)
YE = Y3 +(TC-T3)(Y1-Y3) /(T1-T3)

v

LINE (X8, Y$) - (XE,YE), 15

No
(AS = “1™7 —P
i
No
(T1>TC? PAINT [(XS+XE+X2+X3y4, (YS+YE+Y2+Y3Y4], ALES(K), 15
i
PAINT [(XS+XE+X1)/3, (YS+YE+Y1)/3,ALES(K),15
>
si
@ PAINT [(XS+XE+X1+X2)4, (YS+YE+Y1+Y2)4] ALES(K),15
Si
| PAINT [(XS+XE+X3V3, (YS+YE+Y3V3LALES(K),15
Y3 GosusDBI |«

. | gl

SUBROUTINE DIB1:
@ -
No SIGUIENTE NE
SUBROUTINE DIB2:

PAINT [(X1+X2+X3)/3, (Y1+Y2+Y3)/3], ALES(K),15




5.6.2. Algoritmo de Computo del Programa Alepar.bas

A continuacidn se presenta el cédigo en lenguaje Qbasic para la simulacién computacional del
comportamiento de aletas de enfriamiento con perfil geométrico correspondiente a parabolas ciibicas caladas.

DEFDBL A-H, O-Z

GOSUB GAMACOLOR: 'ESCALA DE COLORES

GOSUB DIMENSIONAMIENTO: 'ARREGLOS MATRICIALES

GOSUB INICIO: 'MENé DE INICIO

GOSUB TOPOLOGIA: 'ESPECIFICA TOPOLOGOA

GOSUB MALLA: 'IMPRESIAN DE LA TOPOLOGOA

GOSUB ENSAMBLAJE: 'ENSAMBLAJE E INTRODUCCIAN DE CONDICIONES DE FRONTERA

GOSUB IMPMATRIZ: 'despliega los elementos de la mat.

GOSUB CALTEMP: 'c lculo de la temperatura

GOSUB MOSAICO: 'patrones de impresi<én

GOSUB DESPRESULT: 'despliega los resultados

GOSUB CALFLUX: 'balance de calor

GOSUB IMPRFLUX: 'calcula la relaci¢n de transf. calor
FIN: 'fin del tratamiento

END

Thdwhkhkdhkhhkhkhhbh bAoA A A h SUBRUTINAS e 3 0 A ek e W o e o e e v ol T ok ke ok e ok o ok e ok ke ok e

¥ e e v ok e ok e e ke ke ke ok e ok ESPECIFICACI&N DE LA ESCAI_A DE COLORES***i*ii**********
GAMACOLOR: 'ESPECIFICA ESCALA DE COLORES

SCREEN 12 ' MODO GRuFICO DE ALTA RESOLUCIAaN

GBLANC% = 15: GAMARY = 14: GCIEL% = 11: GVERD% = 10: GVIOLET% = 13: GROSI% = 12:
GAZULY% = 9

GNEGR% = 0: GIL% = {

COLOR GBLANC%: CLS

ON KEY(30) GOSUB FIN: KEY(30) ON

IMAX = B82: JMAX = 10
RETURN

Thkbkhkhkhkhkhkirhhkhkhkkt ARREGLOS MATRICIALES Y PANTALLA e #r P deode v i o ek e
DIMENSIONAMIENTO:
DIM X(IMAX, IMAX), Y(IMAX), Z(IMAX), T(IMAX), EX(IMAX), EY(IMAX)
DIM XG(IMAX), YG(IMAX)
DIM TBL(IMAX), EL(IMAX, 2), BD(IMRX, 2), CE(2, 2)
DIM A(IMAYX, JMAX), B(IMAX)
DIM ALES (20), AREA(82), LONGIT(81), TPROM(B82), QCONV(82), aguj (81, 3, 2)
RETURN
¥ b e e e e o ok ok ke A o ke ke ok MENé DE INICIO LA AR AR SRR SRS R
INICTO:
CLS : N =9
LINE (0, 0)-(640, 440), 15, BF
COLOR GIL%: LOCATE 6, 21: PRINT "CONDUCCIaN TORMICA EN UNA ALETA VIA ELEMENTO
FINITO"
COLOR GCIEL%: LOCATE 9, 21: PRINT USING "Nfmero de MALLAS (<9)= #"; N
COLOR GIL%: LOCATE 9, 44: INPUT "", AS:
IF AS <> "" THEN N = VAL(AS)
IFN>8 ORN < 3 THEN N = 9
ALT = .05: ANCH = .05: GROS = .001: TB = 30: TAMB = 10: KT = .21: HF = 100

RETURN

IR EEEEEEESEEE X R ESPECIFICACI&N DE TOPOLOGOA PR EREE R EE R EEE RS R
TOPOLOGIA:
Nl = N - 1: IX% = 560 / (N * B) — 1: IY% = 360 / (N * 16) - 1
IX = IX% * 9: IY = IY% * 18 .. -
IX0 = 16 + B: LYD = 420 - 8: LX = IX * N: LY = IY * N
'"WVORTICE INF IZQ EN (LXO, LYO); DELTAX =9, DELTAY=18
"DELTAS: DE ALTURA =DH: DE BASE =DB; DE SUPERFICIE =DS, DE DIAGONAL=DW



CLS

DH = ALT / N: DB = ANCH / N: DS = DH * DB / 2: DW = SQR(DB * DB + DH * DH)
H = .6 * ALT:

Hl = .1 * ALT: H2 = .3 * ALT: DCUB = ALT

ACUB = 27 / 2 * (H1 - H2) / ANCH "~ 3

BCUB = (H2 - 2 * HL -~ 6 / 27 * RCUB * ANCH ~ 3) * 9 / 2 / BNCH ~ 2

CCUB = 1 / ANCH * (-ACUB * ANCH ~ 3 - BCUB * ANCH ~ 2 - DCUB)

COLOR 14

LOCATE 1, 1: PRINT "ACUB="; ACUB; "BCUB="; BCUB; "CCUB="; CCUB; "DCUB="; DCUB
DO

LOOP WHILE INKEYS = ""

PRINT

HPAR(9) = 0

FOR J = 0 TON - 1

X4 = J * DB:

HPAR(J) = ACUB * X4 ~ 3 + BCUB * X4 ~ 2 + CCUB * X4 + DCUB

HPAR(J) = HPAR(J) * 9 / (N - J)

PRINT "HPAR"; J; "="; HPAR(J)

NEXT J

DO

LOOP WHILE INKEYS = ""

'Nfmero de NODO
INMAX = 0
COLOR 14

FOR J = 0 TO N:
FORI = 0 TON - J
INMAX = INMAX + 1
'X8% = (LXO0 + I * IX) / B: YS% = (LYO - J * IY + 8) / 16
'AS = MIDS (STRS (INMAX), 2, 2)
'COLOR GAMAR%: LOCATE YS%, XS%: PRINT AS;
EX (INMARX) = LX0 + I * IX:
EY (INMAX) = LY0 - J * HPAR(I) * 800
XG(INMAX) = EX(INMAX)
YG (INMAX) = EY (INMAX)
LOCATE 1, 1
' IMPRIME COORDENADAS NODALES EN PANTALIA:
PRINT "nodo="; INMAX, "x="; EX(INMAX):; "y="; EY(INMAX)
PSET (EX(INMAX), EY(INMAX)), 15
NEXT:
NEXT:

N7 = N

FOR

1)),
5UM)

1 +

J=0TO N
FOR I = 1 TO N7 - J

92

LINE (XG(I + SUM + J), YG(I + SUM + J))-(XG(I + SUM + J + 1), YG(I + SUM + J +

I
LINE (XG(I + J + SUM), YG(I + J + SUM))-(XG(LI + N+ 1 + SUM), YG(I + N + 1 +
)
LINE (XG(I + J + SUM + 1), YG(I + J + SUM + 1))-(XG(I + N + 1 + SUM), YG(T + N +
SUM) )
NEXT I

SUM = SUM + N7 - J

NEXT J

'NEmero de elemento
I0 = 0: JO = N + 1: Jl = N: J2 = -1
JOO = N + 1: JO1l = N - 1: JOZ2 = N + 2: JE2 = 2 * N
FOR g = 1 TO 2 * N -1
IF (J MOD 2) » 0 THEN
JO = J0 - J00: J1 m» J1 - JOl: J2 = J2 + JO2
JOO = JOO - 1: JOL = JO1 — 1: JO2 = JO2 - 1
ELSE
JO = J0 + 2: J2 = J2 - JE2: JE2 = JE2 - 2
END IF



FOR I =1TON-J \ 2: I0 = I0 + 1

'X5% = (LX0 + (I - (INT(J) MOD 2) * .5) * IX) / 8 - 2

'YS5% = 1 + (LYO - (J * .5 - (INT(J + 1) MOD 2) * .25) * IY) / 16
'A% = MID$ (STRS$(IO0), 2, 2)

'COLOR GAZUL%: LOCATE YS%, XS%: PRINT AS$

EL(I0, 0) = I0 + J0: EL{IO0, 1) = IO + Jl: EL(IO, 2) = I0 + J2:

NEXT: NEXT
IEMAX = TI0

'Nfmero de frontera
I0 = Q:

FOR I = 1 TO N: I0 = I0 + 1:
'XS% = (LXO + I * IX - .5 * IX) / 8: ¥YS% = (LYO + 8) / 16
'A$ = MID$ (STRS(I0), 2, 2)
"COLOR GROSI%: LOCATE YS%, XS%: PRINT AS
BD(I0, 0) = 0: BD(IO, 1) = I0 + J10: BD(IO, 2) = I0 + 1:
NEXT
J10 = -N: J11 = N: J20 = 1: J21 = N - 1
FOR J = 1 TO N: I0 = I0 + 1
'XS% = LXO0 / B: YS% = (LYO - J * IY + .5 * IY + 9) / 16
'AS = MIDS (STRS (I0), 2, 2)
"COLOR GROSI%: LOCATE YS%, XS%: PRINT AS:
BD(I0, 0) = 0: BD(IO0, 1) = I0 + J10: BD(IO, 2) = I0 + J20:
J10 = J10 + J11: J11 = J11 - 1: J20 = J20 + J21: J21 = J21 -~ 1
NEXT
J10 = -N: J11 = N - 1: J20 = 0: J21 = N - 2
FOR J = 1 TO N: I0 = I0 + 1
"XS% = (LXO + (N - J + 1) * IX - .5 * IX) / 8 + 1
'YSk = (LYO - J * IY + .5 * IY + 9) / 16
'AS$ = MIDS (STRS(IO0), 2, 2)
'COLOR GROSTI%: LOCATE YS%, XS%: PRINT AS:
BD(IO, 0) = 0: BP(IO, 1) = IO + J10: BD(I0, 2) = I0 + J20:
J10 = J10 + J11l: J11 = J11 - 1: J20 = J20 + J21: J21 = J21 - 1
NEXT

T o ok ok ok ok ok k ok Kk ok ok ok ok ok h Kk ok ok ok ok k k ok Kk k k Kk ok * Kk ok k Kk % % Kk

'**************coordenadasagujeros * ok ok ok ok W ok ok ok kK
Yok ok ok ok ok h ok ok ok ok ok ok ok ok k ok kK ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok *x k Kk ok h

NAGUJ = 5

aguj(l, 1, 1) = 12: aguj(l, 1, 2) = 13 ' borde 1
aguj(l, 2, 1) = 12: aguj(1, 2, 2) 21 ' borde 2
aguj(l, 3, 1) = 13: aguj(l, 3, 2) 21 ' borde 3

H

aguj(2, 1, 1) = 23: aguj(2, 1, 2) = 30 ' borde 1
aguj (2, 2, 1) = 23: aguj(2, 2, 2) = 31 ' borde 2
aguj(2, 3, 1) = 30: agquj(2, 3, 2) 31 ' borde 3

aguj (3, 1, 1) = 23: aguj(3, 1, 2) 24 ' borde 1
aguj (3, 2, 1) = 23: aguj(3, 2, 2) = 31 ' borde 2
aguj (3, 3, 1) = 24: aguj(3, 3, 2) = 31 ' borde 3

aguj(4, 1, 1) = 42: aguj(4, 1, 2) = 43 " borde 1
aguj (4, 2, 1) = 42: aguj(4, 2, 2) = 47 ' borde 2
aguj (4, 3, 1) = 43: aguj(4, 3, 2) = 47 ' borde 3

aguj(5, 1, 1) = 16: aguj(b, 1, 2) = 17 * borde 1
aguj (5, 2, 1) = 16: aguj(5, 2, 2) = 25 ' borde 2
aguj (5, 3, 1) = 17: aguj(5, 3, 2) = 25 ' borde 3

tow ok ok ok k ok ok ok ok ok ok ok k ok k k k ok ok ok ok k k k k * * K k Kk k k *k *k
td h k k k ok k ok ok W ok ok ok ok * k k Kk ok ok ok ok ok k&

Yok ok % ok W ok ok ok ok k&K k Kk *F K Kk Kk ok k * *x w Kk w Kk k k * * k * K* W Kk &
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FOR K = 1 TO NAGUJ

FOR p =1 TO 3 ' p = contador de bordes de elemento
I0 - I0 + 1
BD(I0, 0) = 2: BD(IO, 1) = aguj(K, p, 1): BD(I0, 2) = aqguj(K, p, 2):
NEXT p
NEXT K
IBEMAX = T0
DO
LOOP WHILE INKEYS = ""
CLS
RETURN
Thhh kA AN kA kdrwr IMPRIME TOPOLOGOA v d e v Wy o Y o e e
MALLA:
CLS
COLOR GAMAR%: LOCATE 1, 1: PRINT "Elemento No. NODO No."

COLOR GBLANCS
FOR IE = 1 TO IEMAX
LOCATE 2, 1:
PRINT USING " #### ##%, #4#, ##,"; IE; EL(IE, 0); EL(IE, 1):; EL(IE, 2)
NEXT:
COLOR GAMAR%: LOCATE 5, 1: PRINT "Elemento No. NODO No. Condicié¢én de Frontera No."
COLOR GBLANCS%
FOR IB = 1 TO IBMAX

LOCATE 7, 1
PRINT USING " #### #i# 4 ###"; IB; BD(IB, 1); BD(IB, 2); BD(IB,
0)
NEXT
RETURN
'* * * ENSAMBLAJE E INTRODUCCIAN DE CONDICIQONES DE FRONTERA * * =
ENSAMBLAJE :
CLS

LINE (0, 0)-(640, 480), 15, BF
CO=KT / (4 *DS): Q=0
AE(Q) = -DB: BE(l) = DB: AE(2) =« 0
BE(Q) = -DH: BE(l) = 0: BE(2) = DH
FOR I = Q0 TO 2:
FOR J = Q TO 2:
CE(I, J) = CO * (BE(I) * AE(J) + BE(I) * BE(J))
NEXT J
NEXT I
CQ=0Q *Ds / 3
FOR I = 1 TO INMAX
LINE (5 * I + 5, 0 +5)-(5 * I + 5, INMAX * 5 + 5), 9
LINE (0 + 5, 5 * I + 5)~(INMAX * 5 + 5, 5 * I + 5), 9
NEXT T
FOR K = 1 TO IEMAX:
FOR I = Q0 TO 2
FOR J = Q0 TO 2
X(EL(K, I), EL(K, J)) = X(EL(K, I), EL(K, J)) + CE(I, J)
FOR I1 =0 TO 4
FOR Jl = 0 TO 4
PSET (EL(K, I) * 5 + Il1l, EL{(K, J) * 5 + J1), 12
NEXT J1
NEXT Il
NEXT J
Y(EL(K, I)) = Y(EL(K, I)) + CQ



IF Y(EL(K, I)) =
FOR I2 = 0 TO 4
FOR J2 = 0 TO 4

ELSEIF BD(K, 0) = 1 THEN

FOR I = 1 TO 2: Y(BD(K, I))
ELSEIF BD(K, 0) = 2 THEN
X(BD(K, 1), BD(K, 1)) = X(BD(K,
X(BD(K, 2), BD(K, 1)) = X(BD(K,
X(BD(K, 1), BD(K, 2)) = X(BD(K,
X(BD(K, 2), BD(K, 2)) = X(BD(K,
Y(BD(K, 1)) = Y(BD(K, 1)) + 3 *
Y(BD(K, 2)) = Y(BD(K, 2)) + 3 *
FOR I = Q0 TO 4
FOR J = Q0 TO 4
PSET (5 * BD(K, 1) + I, 5
PSET (5 * BD(K, 1) + I, 5
PSET (5 * BD(K, 2) + I, 5
PSET (5 * BD(K, 2) + I, 5
NEXT J
NEXT I
FOR I3 = Q0 TO 4
FOR J3 = 0 TO 4
IF Y(BD(K, 1)) <>
PSET (INMAX * 7 +
IF Y(BD(K, 2)) <»
PSET (INMAX * 7 +
NEXT J3
NEXT I3
END IF
NEXT
DO
LOOP WHILE INKEYS = ""
FOR K = 1 TO INMAX
IF Z(K) = 1 THEN
FOR KK = 1 TO INMAX: Y(KK) = Y(KK)
END IF
NEXT
L =1
FOR K = 1 TO INMAX
IF Z{(K) <> 1 THEN
B(L) = Y(K): TBL(L) = K: MM = 1

PSET (INMAX * 7 + I2, EL(K,

0 THEN CLR% = 4 ELSE CLR% = 2

I) * 5 + J2), CLR%

"FRONTERA ISOTURMICA

TB

5 * BD(K, 1) + J4), 8
5 * BD(K, 2) + J4), 8

1) * 5+ J4), 8

NEXT J2
NEXT I2
NEXT I
NEXT K
DO
LOOP WHILE INKEYS = ""
CQW = 0: CHW = DW * HF / 6
FOR K = 1 TO IBMAX
IF BD(K, 0) = 0 THEN
T(BD(K, 1)) = TB: T(BD(K, 2)) =
Z(BD(K, 1)) = 1: Z(BD(K, 2)) = 1
FOR I4 = 0 TO 4
FOR J4 = 0 TO 4
PSET (5 * BD(K, 1) + Id4,
PSET (5 * BD(K, 2) + Id4,
PSET (INMAX * 7 + I4, BD(K,
NEXT J4
NEXT I4

"FRONTERA ADIABpTICA
= Y(BD (K,

I)) + COQW: NEXT I

'FRONTERA CONVECTIVA

1), BD(K, 1)) + CHW * 2
2), BD(K, 1)) + CHW:
1), BD(K, 2)) + CHW:
2), BD(K, 2)) + CHW * 2
CHW * TAMB

CHW * TAMB

* BD(K, 1) + J), 4

* BD(K, 2) + J), 4

* BD(K, 1) + J), 4

* BD(K, 2) + J), 4

0 THEN CLR% = 3 ELSE CLR% = 14

I3, BD(K, 1) * 5 + J3), CLR%
0 THEN CLR% = 3 ELSE CLR% = 14
I3, BD(K, 2) * 5 + J3), CLR%

- T(K) * X(KK, K): NEXT



FOR KK = K TO INMAX
IF Z(KK) <> 1 THEN
A(L, MM) = X(K, KK): MM = MM + 1
IF MM > N + 1 THEN GOTO CL1

NEXT KK:
CL1: L=L+1
END IF

NEXT K

NO =L -1
RETURN

texxxwkk* ¥ *DESPLIEGA 1L.OS ELEMENTOS DE LA MATRIZ****#H+*w#x

IMPMATRIZ:

CLS

COLOR GVERD%: LOCATE 1, 27: PRINT "Elementos de la Matriz"
COLOR GBLANCS%
PRINT " A(K,1) A(K,2) A(K, 3) A(K, 4) A(K, 5) A(K, 6) A(K, 7)
FOR K= 1 TO NO: FOR J = 1 TO 7
IF A(K, J) <> 0 THEN COLOR GBLANC% ELSE COLOR GAZUL%
PRINT USING "#.###~~~~ "; A(K, J):

NEXT J
COLOR GIL%
PRINT USING "#.###~~~" "; B(K)
NEXT
DO
LOOP WHILE INKEYS = "¢
RETURN
'************CALCULOS DE TEMPERATURA********************
CALTEMP:
Nl = N
FOR K = 1 TO NO
M=2

WHILE (M <= 1 + N1) AND (M <= NO - K + 1)
A(K, M) = A(K, M) / A(K, 1): M= M + 1

WEND

L=K+ 1

WHILE (L <= K + N1) AND (L <= NO)
M=1

WHILE (M <= K+ N1 — L + 1) AND (M <= NO - L + 1)
BA(L, M) = A(L, M) - A(K, L - K+ 1) * A(K, M+ L -~ K) * A(K, 1)
M=M+1

WEND
L =1L+ 1
WEND
NEXT K
FOR K = 1 TO NO
A(K, 0) = B(K)
M=K-1
WHILE ((M >= K - N1) AND (M >= 1))
A(K, 0) = B(K, 0) - A(M, 0) * A(M, K - M + 1)
M=M-1 '
WEND
NEXT K
FOR K = NO TO 1 STEP -1
I = (K-1) \N+1: J=K- (I -1) *N
A(K, 0) = A(K, 0) / A(K, 1)
M=K+ 1
WHILE (M <= K + N1) AND (M <= NO)
A(K, 0) = A(K, 0) ~A(M, 0) *A(K, M - K+ 1): M =M + 1
WEND
T(TBL(K)) = A(K, 0):
NEXT K
FOR K = 1 TO INMAX: PRINT T(K): NEXT
RETURN
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VHH Rk kA kX *CPLCULOS DE TRANSFERENCIA DE CALOR*** %% &4k &
CALFLUX:
'PRINT "COORDENADAS NODALES DE CADA ELEMENTO:"
FOR I = 1 TO 81

X1 = (XG(EL(I, 0)) - XG{EL(0, 0))) * DB / IX

X2 = (XG(EL(I, 1)) - XG(EL(0, 0))) * DB / IX

X3 = (XG(EL(I, 2)) - XG(EL(0, 0))) * DB / IX

Yl = (YG(EL(I, 0)) — YG(EL(0, 0))) * DH / IY

Y2 = (YG(EL(I, 1)) - YG(EL(0, 0))) * DH / IY

Y3 = (YG(EL(I, 2)) — YG(EL(O, 0))) * DH / IY

TPROM(I) = (T(EL(I, 0)) + T(EL(I, 1)) + T(EL(I, 2))) / 3

AREA(I) = 1 / 2 * BBS((X2 - X1) * (Y3 — Y1) — (Y2 - Y1) * (X3 - X1))
QCONV(I) = (TPROM(I) - TAMB) * AREA(I)

QCONV1 = QCONV1 + QCONV(I)

SUMAREA = SUMAREA + AREA(I)

COLOR 14

"PRINT "X"; I; "="; XG(EL(I, 0)); XG(EL(I, 1)); XG(EL(I, 2))

"PRINT "Y"; I; "="; INT(YG(EL(I, 0))); INT(YG(EL(I, 1))); INT(YG(EL(I, 2)))

COLOR 3
LOCATE 1, 1
"PRINT "AREA"; I; AREA(I); "M"2"
NEXT I
FOR I = 1 TO IBMAX
X1B = (XG(BD(I, 1)) - XG(EL{0, 0))) * DB / IX
X2B = (XG(BD(I, 2)) - XG(EL(D, 0))) * DB / IX
Y1B = (YG(BD(I, 1)) - YG(EL(O, 0))) * DH / IY
Y2B = (YG(BD(I, 2)) - YG(EL(O, 0))) * DH / TIY
LONGIT(I) = SQR((Y2B — Y1B) ~ 2 + (X2B - X1B) * 2)

AREAB = AREAB + LONGIT(I) * GROS

NEXT

AREAB = AREAB - ANCH * GROS

'PRINT "AREAB="; AREAB

ARSINAL = ANCH * GROS

'PRINT "SUMAREA="; SUMAREA; "ARSINAL="; ARSINAL
DO
LOOP WHILE INKEY$ = ""

DELTAA = ({SUMAREA + AREAB) / ARSINAL: QSUM = 0
FOR IB = 1 TO IBMAX
OSUM = QSUM + LONGIT(IB) * GROS * ((T(BD(IB, 1)) + T(BD(IB, 2)})) / 2! - TAMB)
NEXT
QSINAL = (TB - TAMB) * ANCH * GROS
QS5UM = Q5UM - QSINAL
DELTAQ = (QSUM + QCONV1) / (QSINAL: EFIC = DELTAQ / DELTAR
'LOCATE 1, 1: PRINT "QSUM="; QSUM; "QCONV="; QCONV1; "QSINAL="; QSINAL
DO
LOOP WHILE INKEYS$ = ""

RETURN

|***********BAIJANCE DE CAIJOR********************
IMPRFLUX:
COLOR 14: LOCATE 2, 1: PRINT USING "Incremento de prea =###.###"; DELTAA
LOCATE 1, 1: PRINT USING "Incr de Calor =###.###", DELTAQ

LOCATE 3, 1:

PRINT USING "Eficiencia de aleta =###.###"; EFIC;

LOCATE 5, 41: PRINT USING "Altura aleta(m) .H###"; ALT
LOCATE 6, 41: PRINT USING "Ancho aleta(m) . .H###"; BNCH

LOCATE 7, 41: PRINT USING "Conductividad (W/mK) #H#4"; KT

LOCATE 8, 41: PRINT USING "Coeficiente convectivo (W/m2K) ####"; HF
LOCATE 9, 41: PRINT "PERFIL=":

LOCATE 9, 48: PRINT USING "#####.%#"; ACUB;
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RETU

MARC
SUM

FOR

1))

SUM)
1 +
NEXT
DO

LOOP
RETU

DESP

2310

2320

2330

LOCATE 9, 55: PRINT "X*3+"
LOCATE 9, 59: PRINT USING "##.##"; BCUB
LOCATE 9, 64: PRINT "X"2+"
LOCATE 9, 67: PRINT USING "#.##"; CCUB
LOCATE 9, 73: PRINT "X+"
LOCATE 9, 75: PRINT USING "“#.##"; DCUB
COLOR GBLANC%
DO
LOOP WHILE INKEYS = ""
RN
!wwwxk DTBUJA MARCO PARA DESPLEGADQ GRpFICO DE RESULTADQS **#kski*
0:
=0
J=0TO N
FORI =1TON-J
COLOR 15
LINE (XG(I + SUM + J), YG(I + SUM + J))~(XG(I + SUM + J + 1), YG(I + SUM + J +
LINE (XG(I + J + SUM), YG(I + J + SUM))-(XG(I + N + 1 + SUM), YG(I + N + 1 +
)
LINE (XG(I + J + SUM + 1), YG(I + J + SUM + 1))-(XG(IT + N+ 1 + SUM), YG(I + N +
SUM) )
NEXT T
SUM = SUM + N - J
J
WHILE INKEYS = ""
RN
Phddkkdkkdkxk**DESPLEGADO DE RESULTADQS* % % d d & & d ke w e
RESULT:
CLS
LINE (0, 0Q0)-(640, 480), 3, BF
GOSUB MARCO

IF TB > TAMB THEN TMIN = TAMB: TMAX = TB ELSE TMIN = TB: TMAX = TAMB
GOSUB escala
DTMAX = TMAX - TMIN: IF DTMAX = 0 THEN RETURN
DTM = DIMAX / 20.99
FOR IE = 1' TO IEMAX
IF IE = 19 OR IE = 23 QR IE = 36 OR IE = 42 QR IE = 67 THEN 2310 ELSE 2320
Tl = 0: T2 = Q0: T3 = 0
X1l = EX(EL(IE, 0)): X2 = EX(EL(IE, 1)): X3 = EX(EL(IE, 2))
Yl = EY(EL(IE, 0)): Y2 = EY(EL(IE, 1)): Y3 = EY(EL(IE, 2))
PAINT ((X1 + X2 + X3) / 3, (Y1 + Y2 + Y3) / 3), ALES$(20), GBLANC%: GOTO 2330

Tl = T(EL(IE, 0)): T2 = T(EL(IE, 1)): T3 = T(EL(IE, 2))
X1 = EX(EL(IE, 0)): X2 = EX(EL(IE, 1)): X3 = EX(EL(IE, 2))
Yl = EY(EL(IE, 0)): Y2 = EY(EL(IE, 1)): Y3 = EY(EL(IE, 2))
PAINT ((X1 + X2 + X3) / 3, (Y1l + Y2 + ¥3) / 3), ALES(20), GBLANCS
TC = TMIN: K = 20
WHILE (TC <= TMAX)
TC = TC + DTM: TCH = TC + DTM: K = K - 1
IF ((T1 > TCH) AND (T2 > TCH) AND (T3 > TCH)) THEN GOTO DW2
IF ((T1 > TC) AND (T2 > TC) AND (T3 > TC)) THEN GOTO DW3
AS - " "
IF (Tl -~ TC) * (T2 - TC) < 0 THEN
XS w X1 + (TC - T1) / (T2 - T1) * (X2 - X1)
¥S5 = Y1 + (TC - T1) / (T2 - T1) * (Y2 - Y1)
AS = "1";
END IF
IF (T2 - TC) * (T3 - TC) < 0 THEN
XE = X2 + (TC - T2) / (T3 - T2) * (X3 - X2)
YE = Y2 + (TC - T2) / (T3 - T2) * (¥3 - ¥Y2)



IF A$ = "1" THEN
LINE (XS, YS)-(XE, YE), GBLBNCS%
IF T2 > TC THEN
PRAINT ((XS + XE + X2) / 3, (YS + YE + Y2) / 3), ALES(K), GBLANCS%
ELSE
PAINT ((X5 + XE + X1 + X3) / 4, (Y5 + YE + Y1 + Y3) / 4), ALES(K),
GBLANC%
END IF
GOTO DW2
ELSE
XS = XE: YS = YE: AS = "2
END IF
END IF
IF (T3 - TC) * (Tl - TC) < O THEN
XE « X3 + (TC - T3) / (Tl - T3) * (X1 - X3)
YE = Y3 + (TC - T3) / (Tl - T3) * (Y1l - Y3)
LINE (XS, YS)-(XE, YE), GBLANC%
IF A% = "1" THEN
IF T1 > TC THEN
PRINT ((XS + XE + X1) / 3, (YS§ + YE + Y1) / 3), ALES(K), GBLANCH
ELSE
PRAINT ((XS + XE + X2 + X3) / 4, (YS + YE + Y2 + ¥3) / 4), ALES(K),
GBLANCS%
END IF
ELSEIF A$ = "2" THEN
IF T3 > TC THEN
PRINT ((XS + XE + X3) / 3, (YS + YE + Y3) / 3), ALES(K), GBLANC%
ELSE
PAINT ((XS + XE + X1 + X2) / 4, (YS + YE + Y1 + Y2) / 4), ALE$(K),
GBLANCS
END IF
END IF
GOTO DW2
END IF
IF Tl <= TC THEN GOTQ DW2
DW3: PAINT ((X1 + X2 + X3) / 3, (Y1 + Y2 + ¥Y3) / 3), ALES(K), GBLANCS%
DW2: WEND
NEXT
RETURN
¥ ****************MODOS DE MOSAICO****************
MOSAICO:
ALE$ (0) = CHRS$(&H55) + CHRS (&HAR) + CHRS (&HFF) + CHRS (&HFF) + CHRS$ (§HARA) + CHRS (&H55)
CHRS$ (&HFF) + CHRS (&HFF)
ALE$S (1) = CHR$(&H11l) + CHRS(&H44) + CHRS (&HFF) + CHRS (&HFF) + CHRS (&H44) + CHRS (&H11)
CHRS (&HFF) "+ CHRS (&HFF)
ALES$ (2) = CHRS(&HQ) + CHRS(&HO0) + CHRS (&HFF) + CHRS (&HFF)
ALES (3) = CHR$ (&HO0) + CHRS(&H11) + CHR$ (&HFF) + CHRS (&HFF) + CHRS$ (&HO) + CHRS (&H44)
CHRS (&HFF) + CHRS (&HFF)
ALES (4) = CHR$ (&HO) + CHR$(&HS55) + CHRS (&HFF) + CHRS (&HFF) + CHRS (&HQ) + CHRS (&HAR)
CHRS (&HFF) + CHRS$ (&HFF)
ALES (5) = CHR$(&HO) + CHR$(&H77) + CHRS(&HFF) + CHRS (&HFF) + CHRS (&HO) + CHRS (&HDD)
CHRS (&HFF) + CHRS (&HFF)
BLES$ (6) = CHR5(&HO) + CHRS (4HFF) + CHRS {&HFF) + CHRS (&HFF)
ALES (7) = CHRS (&HO) + CHRS$(&HFF) + CHR$ (&H77) + CHRS (&HFF) + CHRS (&HO) + CHRS (&HEF)
CHRS (&HDD) + CHRS (&HFF)
ALE$(8) = CHR$(&HO) + CHRS (&HFF) + CHRS (&H55) + CHRS {&HFF) + .CHRS (&H0Q) + CHRS (&HFF)
CHRS (&HAA) + CHRS$ (&HFF)
ALES (9) = CHR$ (&HO) + CHRS(&HFF) + CHRS (&H11) + CHRS$ (&HFF) + CHRS (&HO) + CHRS (&HFF)
CHRS (&H44) + CHRS (&HFF)
ALE$ (10) = CHR$ (&H0) + CHRS (&HFF) + CHRS (&HO0) + CHRS (&4HFF)
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ALES (11) = CHRS (&H11) CHRS (&HFF) + CHRS (&HO) + CHRS (&HFF) CHRS (&H44) CHRS (&HFF)
CHRS$ (&HQ) + CHRS (&HFF)

ALES (12) = CHRS (&H55) CHRS (&HFF) + CHRS (&HO) + CHRS (&HFF) CHRS (&HAR) CHRS (&HFF)
CHRS (&HO) + CHRS (&HFF)

ALES(13) = CHRS(&H77) CHRS (&HFF) + CHR$ (&HQO) + CHRS (&HFF) CHRS (&HDD) CHRS (&HFF)
CHRS (&HO) + CHRS (&HFF)

BALES (14) = CHRS (&HFF) CHRS (&HFF) + CHRS (&HOQO) + CHRS (&HFF)

ALES (15) = CHRS (&HFF) CHRS (&H77) + CHRS (&HO) + CHRS (&HFF) CHRS (&HFF) CHRS$ (&HDD)
CHRS (&H0) + CHRS (&HFF)

BLES (16) = CHRS$ (&HFF) CHRS (&H55) + CHRS (&HO) + CHRS (&HFF) CHRS (&HFF) CHRS (&HAR)
CHRS (&HO) + CHRS (&HFF)

ALES (17) = CHRS (&HFF) CHRS (&H11) + CHRS (&4HO) + CHRS (&HFF) CHRS (&HFF) CHRS (&H44)
CHRS (&HO) + CHRS (&HFF)

BLES(18) = CHRS (&HFF) CHRS (&HO) + CHRS$ (&HO) + CHRS (&HFF)

ALES (19) = CHRS (&HFF) CHRS (&HO) + CHRS (&H11) + CHRS (&HFF) CHRS (&HFF) + CHRS (&HO)
CHRS (&H44) + CHRS (&HFF)

ALES$(20) = CHRS (&HFF) + CHRS (&HO) + CHRS(&H55) + CHRS (&HFF) + CHRS (&HFF) + CHRS (&HO) +

CHRS (&HRA) + CHRS$ (&HFF)
'DO
'LOOP WHILE INKEYS$ = "

RETURN
1 t**t*********ttmm DE COLOR******************

escala:

LOCATE 1, 28

COLOR 15

PRINT "T="; TMIN: LOCATE 1, 53: PRINT (TMIN + TMAX) / 2

LOCATE 1, 75: PRINT TMAX

XREN = 264: YREN = 31: DXREN = 16: DYREN = 16

LINE (XREN, YREN)-(XREN + DXREN * 21, YREN - DYREN), GBLANC%, B

FOR I = 1 TO 20

LINE (XREN + I * DXREN, YREN)-(XREN + I * DXREN, YREN - DYREN), GBLANCH%
NEXT
FOR K= 0 TO 20
PAINT (XREN + 1 + K * DXREN, YREN - 1), ALES$(20 - K), GBLANC%
NEXT
LINE (XREN, YREN)-(XREN + DXREN * 21, YREN - DYREB), GNEGR%, B
FOR I = 1 TO 20
LINE (XREN + I * DXREN, YREN)-(XREN + I * DXREN, YREN - DYREN), GNEGR$%

NEXT
DO
LOOP WHILE INKEY$ = ""

RETURN
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5.6.3. Resultados de la Simulacié_n de Transferencia de Calor Bidimensional en Aletas de
Enfriamiento

Las figuras 5.15 a 5.20 corresponden al
desplegado grafico de la ejecucién del programa
Alepar.Bas para aletas de enfriamiento de diferentes
geometrias y bajo distintas condiciones de frontera,
En la Figura 5.15 se presenta la distribucion de
temperaturas en una aleta con perfil parabolico dado
por la ecuacién:

y=-8 x> 0.6 x + 0.05

La base de la aleta cumple con la condicién
de frontera de temperatura constante e igual a 100°C,
mientras que a lo largo de las otras dos fronteras la
condicion limite corresponde a la transferencia
convectiva de calor hacia el medio ambiente
circundante que se encuentra a 10°C. La aleta tiene
una altura méxima de 5 cm y un ancho también de 5
cm. El coeficiente de conductividad térmica es
isotrdpico e iguala 1 W/m °K, mientras que el
coeficiente convectivo es de 500 W/m? °K.

En la figura 5.16 se representa el perfil de
temperaturas a lo largo de una aleta con las mismas
condiciones de frontera y las mismas propiedades
termofisicas que en el caso anterior y cuyo contorno
en la diagonal estd dado por:

y=16 x* -1.8 x +0.05

Puede observarse que la eficiencia de esta
aleta es menor a la anterior, dividiendo el incremento
del drea entre el incremento de calor, dando como
resultado 27.5 % y 32.6 %, respectivamente.

La figura 5.17 exhibe una aleta de perfil
lineal y con 2 condiciones de frontera isotérmicas y
una convectiva. Dicho perfil puede simularse
facilmente al especificar un valor de h = 0.5 * alt en
la subrutina de especificacién de la topologia del
programa Alepar.Bas. Las temperaturas de los lados
vertical y horizontal son de 100°C, mientras que en la
diagonal se tiene contacto con un medio ambiente a
10°C. Las propiedades termofisicas siguen siendo las
mismas que en los casos anteriores. En la figura 5.18
se muesira otra aleta de perfil parabélico operando
bajo las mismas condiciones isotérmicas y convectiva
que la aleta lineal del caso anterior. Puede onservarse
que la eficiencia aumenta un poco respecto al perfil
lineal. La figura 5.19 muestra una aleta de
enfriamiento de perfil irregular sujeta a las mismas
condiciones isotérmicas y convectivas que en los
casos precedentes.

Ademas de probarse con condiciones de
frontera convectivas e isotérmicas, también se pueden
hacer calculos con condiciones adiabéticas, tal como
se exhibe en la figura 5.20, para un perfil irregular. El
programa Alepar.bas permite ir definiendo la altura
“y” correspondiente a cada coordenada nodal “x” de
la base. El cambio en la subrutina topologia es:

HPAR(9) = 0
HPAR(0) = 1 * H: HPAR(1)=.7 * H
HPAR(2) =.5 * H: HPAR(3) = .6 * H
HPAR(4) = .3 * H : HPAR(5) =.75 * H
HPAR(6) = .8 * H: HPAR(7) = .4 * H
HPAR(8)=.5* H
FOR J=0 TON -1

HPAR(J9 0 HPARBJ9 * 9/(N—J)
NEXT J

La figura 5.21 representa la distribucién de
temperaturas en una aleta de perfil cibico. La
modificacién de la geometria de pardbola cuadrética a
pardbola cibica se realiza de manera sencilla en la
subrutina topologfa. El procedimiento consiste en
definir la altura de la aleta a distancias de 1/3 y 2/3 de
la longitud de la base de la aleta. El programa
automaticamente calcula los coeficientes a, b. c y d de
la pardbola ciibica correspondiente a la ecuacién:

y=ax +bx*+cx+d

Finalmente en la figura 5.22 se muestra una
aleta calada con condiciones de frontera isotérmicas.

Mediante la utilizacién exhaustiva del
programa Alepar.bas puede llevarse a cabo la
optimizacién del perfil de la aleta, hasta obtener
aquella que exhiba una eficiencia maxima para
diferentes  condiciones de operacién. Dicha
optimizaciéon puede dirigirse por ejemplo, hacia la

-~ eficientizacidn de los pardmetros de la funcién que

define los perfiles geométricos de las distintas aletas
parabolicas. El proceso de bisqueda queda inmerso
en un espacio multifuncional y métodos como el de
algoritmos genéticos pueden dar buen resultado. El
programa Alepar.bas estd limitado por el hecho de
que en Ia base solo se pueden considerar 9 elementos
como méximo. Esto es debido a la limitacién en le
dimensionamiento de los arreglos matriciales, que en
Qbasic tienen un maximo de (120, 120). El cambio de
método de resolucidn de las ecuaciones simultdneas
puede solventar este problema, tal como se hizo en el
programa Dispavl.bas donde se utilizé el método
iterativo de Gauss-Seidel con relajacion.



Incr de Calor = 11.685 T= 18 55 100

Increnento de Area - 34.052 & e
Eficlencia de aleta = ©.326
Altura aleta(m) .050
Ancho aleta(m) 850
2, Conduct iuidad (W/mK) 1

Coeficiente convectivo(i-nZK) 566
PERFIL= -B8.6%X"2 -0.606X% +0.05

FRONTERA CONVECTIVA

Fig.5.15 Distribucion de temperatura en una aleta de enfriamiento de perfil parabélico
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Incr de Calor = 6.348 T= 10

55 1
Incremento de Area = 23.110 IEEEEENEEEE . 'mEEun
Eficlencia de aleta = 9.275

filtura aleta(m) .050
fncho aleta(m) .050
4 Conductividad (M/mK) 1
04% Coeficiente convectivo(W/m2X) 500
PERFIL= 16.0%*2 -1.80X +0.05

T

FRONTERA CONVECTIVA

00

Fig.5.16 Distribuci6én de temperatura en una aleta de enfriamiento de perfil parabolico
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Incr de Calor = 19.801 T= 10

55
Incremento de Area = 30.364 N T
Eficiencia de aleta = 0.652

filtura aleta(n) .050
fAncho aleta(m) .050
Conduct ividad (W/mK) 1

Coeficiente convectivo(U/mZR) 500
PERFIL= 0.0X"2 -1.00X +0.05

FRONTERA ISOTERMICA

FRONTERA ISOTERMICA

Fig.5.17 Distribucion de temperatura en una aleta de enfriamiento de perfil parabélico
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FRONTERA ISOTERMICA

Altura aleta(m) 050
fmche aletaim) 050

Canductividad(d/nK) 1
Ceeficliente covectivo(/nZX) 500
PERFIL= -24.0X"2 0.20% +0.05

N

ISOTERMICA

Ay S

FRONTERA

Fig.5.18 Distribucion de temperatura en una aleta de enfriamiento de perfil parabolico
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Incr de Calor = 22.980 T= 10

55 100
Increnento de frea = 35.211 DEENEEEEEEENG N

Eficiencia de aleta = 0.653

FRONTERA ISOTERMICA

Altura aletai(m) .050
Ancho aletaim) 050
Conductividad (&-mK) 1

Coeficiente convectivo(/mZK) 500

}'RONTE
Ra g
Mecr,,

FRONTERA ISOTERMICA

Fig.5.19.Distribucion de temperatura en una aleta de enfriamiento de perfil irregular
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Incr de Calor = 14.243 T= 10 00

95 1
Incremento de Area = 28.906 DEEEEEEEE R
Eficiencia de aleta = 0.493

Altura aleta(m) .050
Ancho aleta(m) .050
Conductividad (W mK) 1

Coeficlente convectivo(i/nZK) 500

VILLVEVIAY VIALINOYA

L PN - -~

FRONTERA ISOTERMICA

Fig.5.20.Distribucion de temperatura en una aleta de enfriamiento de perfil irregular
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Incr de Calor = Z3.389 1= 1

8 pa:) 36
Incremento de firea = 38.70 DEEEEEEEEEESET . ZaEEEn
Eficiencla de aleta = 9.629

Altura aleta(m) .058
fncho aleta(n) 650
Frontera Convectiva Conductividad (W/mK) )
Coeficiente convectivo(/mZK} 160
PERFIL=-1688.6X"3+63.80X"2x-1.45X+8 .65
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Inice die Calor - 24204
[nerenecnbey e fireae 41t
“Ficiencia de o aletla

Mtuwea aliztalm)

mcho aletatn) L0450
Condnctividad (HsnR) 0
oeficiente comuect jun(H-nZK) 100
PERFIL - 1080 . 0X73+03 UuX 271 . 49X+ .05
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Slnilisis lisirmbtrico

6.1. INTRODUCCION.

Una gran cantidad de problemas de la
termodindmica irreversible corresponden a los flujos
de calor, masa o0 momentum asociados a la
distribucion axisimétrica del respectivo potencial
impulsor. Por ¢jemplo, los problemas de transporte
de calor o masa a través de sélidos de revolucién
pueden formularse en términos del flujo de los
campos vectoriales a través de superficies generadas
por la revolucién de un arco alrededor de un eje de
rotacion. El sistema de coordenadas cilindricas es el
més adecuado para llevar a cabo el andlisis do este
tipo de problemas.

Cuando la dimensién axial del cilindro es
mucho mayor que la radial y el anélisis se realiza
lejos de los extremos, el fenémeno se simplifica al
caso de transporte radial unidimensional, es decir, se
puede hacer la aproximacién de cilindro infinito. En
caso contrario también debe considerarse el
transporte en direccion axial. La simetria alrededor
del eje del cilindro permite no tener que considerar
algun tipo de transporte en direcci6n tangencial.

El cambio a coordenadas cilindricas requiere
de pequeflas modificaciones en las ecuaciones
diferencinles gobernantes y en los teoremas
integrales correspondientes que permiten llevar a
cabo la formulacién de Elemento Finito en
coordenadas cartesianas.

Las integrales de superficie y de volumen
toman formas especiales. En ellas se hace uso de los
Teoremas de Pappus del célculo elemental. El
primero demuestra que Ia superficie de revolucién
gonerada por un arco que se hace girar alrededor de
un eje de rotacion es igual al producto de la longitud
de dicho arco y la distancia recorrida por su
centroide de linea. El segundo teorema establece que
el volumen generado por la rotacién de una
superficie alrededor de un eje de revolucion es igual
al producto del drea generatriz por la distancia
recorrida por el centroide de drea. En ambos casos la
distancia recorrida por el centroide correspondiente
durante una revolucién completa es 2n <R>, donde
<R> es la coordenada radial del centroide del arco o
frea, medida desde el eje de rotacion. Si se considera
un anélisis infinitesimal, entonces las diferenciales
de superficie o de volumen de revolucién
correspondientes son;

dA = 27R dI (6.1)
dv =2z RdR dz. (6.2)

expresiones que serdn muy utiles en el desarrollo que
sigue.

6.2. CONDUCCION UNIDIMENSIONAL DE CALOR
A TRAVES DE UN CILINDRO.

Cuando a un rectangulo, que tiene uno de sus
lados adyacentes al eje de rotacion, se le hace girar
hasta completar un ciclo, se genera un volumen de
revolucién constituido por envolventes cilindricas
superpuestas y cuyas éreas superficiales siguen una
proporcionalidad directa respecto a la longitud de su
radio, Consecuentemente, conforme se lleva a cabo
la transferencia de calor por conduccién en direccién
radial, se atraviesa una cantidad cada vez mayor de
material, es decir, una drea transversal mas grande.

La ecuacién de balance de flujo de calor en
estado estacionario para coordenadas cilindricas, es:

1 d( dT)
———|Rk—|+Q=0 6.3
RdR\  dR Q ©.3)
donde:

R = distancia radial desde el eje de revolucion,
k = conductividad térmica.
T = temperatura,



Q = generacidn interna de calor por unidad de
volumen,

Se pueden tener condiciones de frontera
esenciales donde T corresponda a un valor definido
por alguna funcidén de distribucién, o donde se
conozca la distribucion del flux superficial de calor:

dT
sk — =, 6.4
dR d 64)

donde:

q = es el flux normal a la superficie, es decir, en
direccién radial.

Si se multiplica la ecuacién (6.3) por R ,
entonces obtendremos para la forma unidimensional:

dciz (k ’ dR) *Q*=

donde:

k* =Rk,
Q*=RQ

Que corresponde a una ecuacién diferencial
de coeficientes variables. Esta formulacién permite
encontrar la forma de la integral variacional,
requerida para el andlisis de elementos finitos,
mediante una simple inspeccién, quedando:

I=2nZ I:lk‘(%)-Q‘T]dR, 0
1=2n Az_[ [k( ) QT}I{

Esta ultima funcional representa el principio
variacional en coordenadas cilindricas para la
ecuacion de Poisson. Los limites de integracién son
los radios interior'y exterior del segmento cilindrico
bajo estudio. La longitud tfpica en la direccién axial
se denota con AZ.,

6.5)

La matriz de conduccién para un elemento
representativo es:

T
[S‘] =2n Ik‘ ﬂ?—;]—ﬂgleR (6.6)
LO

y el vector fuente (si existe un manantial de calor) es:
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T
[c&,]:zn ﬂH] Q°RdR. 6.7)
Le
Si se considera un elemento lincal de dos

nodos en la direccién radial, se pueden usar los
resultados previos para escribir estas matrices por

inspeccion. Definiendo:
(4
dme] L[_ L]

L°=(R; - R))°, y dR _I°

ademds, asumiendo una conductividad constante del
material en el elemento, se obtiene:

[s¢]-= 21:(1;6)2[1 _II]EIRdR
[S°]-21|:k °(R,? —R,l)c[l —1}

2(L°)? -1 1

(6.8)

e
[S°]=RM|: 1 -l] 6.9)

(R;~RpE [-1 1

Por lo tanto, a diferencia de lo que ocurre con
el caso unidimensional cartesiano, la matriz de
conduccidn depende del sitio donde esté localizado el
elemento. Es decir, de la cantidad de material que
esté incluido por unidad de longitud en la direccion
radial.

Considerando un término fuente constante:

[c5]=2n0° j [H°] RdR (6.10)

Pero las funciones de interpolacién lineal
[H*], también dependen directamente de la posicion
radial. Una aproximacion a esta integral se consigue
utilizando la interpolacion isoparamétrica con lo cual
tenemos:

R = [H'] [R°]. 6.11)
Entonces:

il el o
Asf que:

[c"] O HER Q"L° 2R, +R,
6 [12 R2 R, +2R,

(6.13)



Como ejemplo numérico se considera un
cilindro con propiedades constantes y sin generacion
interna de calor, con una temperatura interior de T =
100 en R =4 y una temperatura en el radio exterior
de T = 10 en R = 8. Se selecciona un modelo con 4
segmentos de llnea equidistantes y 5 nodos. La
numeracion de los nodos es de adentro hacia afuera.
Las condiciones de frontera isotérmicas son de T, =
100 y Ts= 10.

12345

Fig. 6.1. Malla de elementos finitos para
transferencia unidireccional de calor

A partir de la ecuacién (6.9) se nota que los
términos (R;+R,)*/ L® para cada clemento son: 9, 11,
13, y 15; respectivamente. A partir de estos datos se
ensambla el sistema de ecuaciones quedando;

[9 -9 0 0 0[T
-9 (9+11) -11 0 0||L
& 0 ~11 (11+13) -13 0 ||T,
0 0 —13  (13+15) -15||T,
0 0 0 ~15 15 | T,
"0 ]
0
= 0 (6.14)
0
Ity

Aplicando las condiciones de frontera
esenciales y dividiendo ambos lados por ¢l factor
constante T k° se obtiene el sistema de ecuaciones
reducido:

20 -11 0 [T, 9 0
—11 24 —I3[T,}=100{0}+105 0
0 -13 28 |(|T, 0 15
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Resolviéndolo se obtiene la distribucién de
temperaturas internas:

Ty= 71.0627, T1=47.3943, y T,= 27.3417.
Comparando con la solucién exacta:
T=[TyIn (Rs/R) + T In(R/R,)]/ In(Rs / R})

Se observa que la aproximacién es adecuada
en al menos tres cifras significativas. También se
puede notar que tanto la distribucion de temperaturas
aproximada como la exacta son independientes del
valor de la conductividad térmica, (k). Esto es cierto,
iinicamente porque la generacién interna de calor
(Q) fue cero. Por supuesto, la conductividad térmica
tiene algunos efectos sobre los flujos de calor
externos (q; y qs) necesarios para mantener las
temperaturas superficiales. Retrosustituyendo en la
primera ecuacion del sistema 6.14, para los flujos de
calor, se obtiene:

qu/nk® =[9(100)-9(71.06)+0] = 818.3 ,

que corresponde al flux de calor que entra por el
radio interior. La quinta ecuacién da qs una cantidad
de calor igual que sale por la superficie envolvente
del cilindro de radio exterior. Asf que en este sistema
¢l flujo de calor es siempre en la direccién radial
positiva. Debe hacerse notar que si se hubiese usado
una funcién de aproximacién de mds alto orden,
entonces las integrales hubieran sido mucho mds
complicadas que en el caso unidimensional. Esto es
tipico en la mayorfa de 103 problemas axisimétricos.
En la préictica se puede utilizar integracién numérica
para evaluar las matrices de conductividad de cada
elemento.

Como ejemplo en el que el término (6.12) de
generacién interna de calor es diferents de cero, se
puede considerar el proceso en el que el material es
irradiado por una fuente electromagnética. La onda
incide con una potencia Py y conforme a las
propiedades eléctricas de material, principalmente su
conductancia eléctrica y su capacitancia, la onda
penetrara en el volumen. El modelo matemético mds
sencillo para caracterizar el calentamiento por
radiacidn electromagnética es la Ley de Beer-
Lambert que corresponde a una disipacién
exponencial decreciente de la potencia incidente a
medida que penetra la onda en el material.
Introduciendo esta expresién en la ecuacién (6.12) se
obtiene: '
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Integrando se llega finalmente a la expresion:

[ |- 2np,em [“ b]{“'y (6.16)

b ¢]|{R,

6.1
(6.15) Que e3 ¢l término de fuente de calor en el

ensambiaje del sistema de ecuaciones.

6.3. SOLUCION ANALITICA PARA TRANSPORTE UNIDIRECCIONAL
DE CALOR EN COORDENADAS CILINDRICAS Y
ESTADO ESTACIONARIO.

En esta seccién sc citan dos ejemplos de la
resolucién analitica de la ecuacién de Fourier en
coordenadas cilindricas para transferencia de calor
unidireccional en estado estacionario.

Dichas soluciones servirin como referencia
para comparar la exactitud de los resultados que se
obtengan mediante la solucién computacional por
clementos finitos.

6.3.1. Conduccién de Calor a Través de un Cilindro Hueco.

El primer ejemplo corresponde a un cilindro
hueco de radio interno, Ry, y radio externo, R, La
temperatura de su superficie interior se mantiene
constante a un valor Ty, mientras que la temperatura
de la envolvente externa se mantiene invariable en
T,. 8i T, es diferente a T, espontdncamente se lleva
a cabo un proceso irreversible de transferencia de
calor por conduccidn axisimétrica unidireccional en
estado estacionario, que queda caracterizada por la
ecuacion de Laplace en coordenadas cilindricas;

dT 1dT

ar* rdr (6.16)

Esta ecuacién se resuelve mediante el
siguiente cambio de variable:

y=dT /dr
Sustituyendo se obtiene la siguiente ecuacién
diferencial ordinaria lineal de primer orden de

variables separables:

dy/dr + (1/r) y = 0,

cuya solucién es:y=¢; /r

Retrosustituyendo la variable “y” se llega a:
dT/dr=¢; /1,

E integrando se obtiene la siguiente solucién
general:

T=c¢lnr+e
Finalmente, introduciendo condiciones de

frontera isotérmicas para compatibilidad con el
¢jemplo del apartado anterior, tenemos:

Condiciones isotérmicas
T=T, enr=R, (R, = radio exterior)
T=T, enr=R, (Ro = radio interior).

Solucién Particular:

I(r/Ry)
T=Ty+ (T, -Ty)———22_
° ! ° ln(Rl /RO) (6.17)



6.3.2. Transferencia de Calor por Conduccién Unidireccional con
Generacion Interna de Calor por Radiacion.

Un sistema ligeramente diferente consiste en
un cilindro s6lido que genera calor por resonancia
electromagnética con una fuente externa, tal como
en ¢l calentamiento de materiales por microondas.
En condiciones de transporte unidireccional radial y
estado estacionario, la expresion matemadtica que
rige el proceso de transferencia de calor es:

k[1 4 (r d—TJ] =P e o) (6.18)
rdr\ dr

que es una ecuacién diferencial ordinaria lineal de
variables separables.

Integrando dos veces consecutivas, la segunda
mediante la sustitucién de la funcién exponencial
por una serie de Taylor, e introduciendo como
condiciones de frontera:

dT/dr = 0 enr={
T=T, enr=Ry (6.19)

Se llega a la solucién para el perfil de
temperaturas radial en el cilindro:

T:T0+P—°
KkB” exp(BR,,)
crfio PRy R
e’“’{ R”(l ROJ}+§n<n!) 1 {R}

(6.20)

6.4 ALGORITMO COMPUTACIONAL PARA TRANSFERENCIA
UNIDIMENSIONAL DE CALOR EN COORDENADAS CILINDRICAS.

El programa Axis1D.Bas sirve para evaluar la
transferencia de calor unidireccional por conducci6n
a través de un material homogéneo e isotrépico, con
términos de produccion de calor por resonancia
electromagnética con una fuente externa, bajo
condiciones de flujo de calor axisimétrico y estado
estacionario. Se puede especificar I’y = 0 y entonces
se tratarfa exclusivamente de procesos de transporte
de calor por conduccién en régimen estable.

Transferencia de calor axisimétrica 1-D
con radiacién

Bloque L.- Especificacién de las propledades
fisicas del material:

REM ANALISIS AXYSIMETRICO

LE=.01 Longitud del elemento
K=.46 Conductividad térmica
L=.1 Altura del material

BETA =285 Factor de atenuacién

RO = .06 Profundidad de Penetracién
PO = 15206 Potencia Incidente

RMIN = .04 Radio interior

RMAX = .0B Radio exterior

n=16 Nimero de elementos

Bloque Il.- Dimensionamiento de Arreglos
Matriciales. Se dimensionan los siguientes arreglos
matriciales para la implementacién del método de
elementos finitos:

e Un vector [R] para almacenar los valores de
las coordenadas radiales de cada nodo.

¢  Una matriz cuadrada [A], que es la matriz

de conductividad, de dimensién igual al
nimero de nodos, n+1.
Una matriz cuadrada [s] del mismo tamafio
Un vector [c] para almacenar los términos
firente en cada nodo y que corresponde a la
suma de radiacién incidente por el radio
interior y el radio exterior del cilindro.

* Una matriz cuadrada [Al] para la
implementacién del método de eliminacion
gaussiana con el que se resuelve el sistema
de ecuaciones simultineas resultante

e  Cuatro vectores {x], [y], [xn], [yn], para el
procedimiento de graficacién. La variable x
es la coordenada radial nodal y xn su
normalizacién. Mientras que la variable y
¢s la temperatura y yn su normalizacidn.

DIMR(n+ 1), An+1,n+1),s(n+1,n+1),
c(n+1) Al(n+ 1, n+ 1), x(n), xn(n), Y(n), yn(n)



Bloque IIL.- Chlculos preliminares. Se realiza una
serie de procedimientos previos a la implementacidn
del algoritmo del método de elementos finitos,

‘Se asigna el valor del radio minimo al primer
‘elemento del vector [R] y el del radio maximo al
‘ultimo elemento.

R(1) = RMIN

R(n) = RMAX

¢ Se calculan las variables A1, B y D para usarse en
‘la expresion de Beer-Lambert, de acuerdo a la
‘ecuacion (6.15)

Al =1/BETA * (EXP(BETA * (L - R0)) - EXP(-
BETA * R0))

B=(L/BETA)* EXPBETA *(L-R0)-1/
BETA ~ 2 * (EXP(BETA * (L - R0)) - EXP(-BETA
* RO)

D=L"2/BETA* EXP(BETA*(L-RO)-2*L/
BETA ~2* EXP(BETA* (L-R0))+2/BETA "3
* (EXP(BETA * (L - R0)) - EXP(-BETA * R0))

Bloque IV.- Se construyen las matrices locales de
conductancia y capacitancia y se ensamblan
simultdneamente para obtener las matrices
globales.

FORI=1TOn
RA+1)=1"* RMAX - RMIN)/ n + RMIN

REM construccién de 1as matrices locales de
‘conductancia y capacitancia
ALD=K* RO +RI+1))/RA+1)-R(I)
B(Li)=K'(R(I)+R(1+1))/(R(I+1)-R(1))+A(1
-1L,I-1)

sI,I+1)=-AI): s +1,1)=-AQ, D)
sd+1,I+1)=AQI)

c()=2*31416*P0O* (Al1-2/L*B+D/L"2)
*RO+@/L-D/LA2)*RA+ 1)
e(I+1)=2*31416*PO*(B/L-D/L*2*
RAY+D/LA2*RI+1)

NEXT I

Bloque V.- Se introducen las Condiclones de
Frontera,

' CONDICIONES DE FRONTERA ISOTERMICAS
c(1)=100: ¢(n + 1) =10

Bloque VL- Reconstruccién del Sistema de
Ecuaciones. Debido a que al haber introducido las
condiciones de frontera en los extremos, la
temperatura en el primer y dltimo nodo son
conocidas, por eso en la matriz de capacitancia, al
primer y ultimo coeficiente se les asigna el valor de
1. Ademds, en las ecuaciones que contienen a dichos
coeficientes como incégnita, se sustituye la
temperatura conocida y se pasa con signo contratio
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al vector de términos independientes, como lo
requiere el dlgebra.

e2)=o(1) * (I, 1): (1, 1) =1:
FORI=2TOn:&(1,1)=0: (I, 1)=0: NEXT I
cn)y=cn+D*stn+L,n+1)sn+l,n+1)=1
FORI=1TOn:s(I,n+1)=0:8n+1,1)=0
NEXT I: COLOR 3

Bloque VII.- Impresién del sistema de ecuaciones
a resolver

FORI=1TOn+1
FORJ=1TOn+1: PRINT s(J, I);* ";
NEXT J ; PRINT o(l)

NEXT I

Bloque VIIL- Resolucién del sistema de
ecuaclones por Eliminacién Gausslana. Subrutina
presentada en el programa de Galerkin 1-D.

Bloque IX.- Grafieacién de los resultados.
Subrutina presentada en el programa Galerkin 1-D.

La siguiente figura es un ejemplo del
desplegado grafico de los resultados. El ejemplo
corresponde a la transferencia de calor por
conduccidn a través de un cilindro hueco con radio
interno igual a 4cm y radio externo de 8 ¢cm; con una
conductividad térmica igual a 1 y condiciones de
frontera isotérmicas de temperatura interna en la
pared igual a 100° y en la pared exterior de 30°. Una
potencia de radiacién incidente igual a 15206 Watts
y un coeficiente beta igual a uno. Nétese que debido
a la incidencia de la radiacién por las dos paredes, la
distribucidn de temperaturas presenta un méximo en
una coordenada radial interna. La comparacion entre
la prediccién via elementos finitos y la soluci6n
analftica (ecuacion 6.20) indica un error méximo de
—0.002013% y una media cuadrética del error de
0.000385%.

YanAE- 147 4147

N

/N

NERMFw § MHRAF= 16

Fig. 6.2.Transferencia radial de calor en un
cilindro infinito con generacién interna de calor
por radiacion




6.5 Transferencia de Calor Bidimensional Axisimétrica

. S.i se tl:ansporta cal(l)r por condu'ccién tanto V€ =25 IRdeZ=21t IRdA =21t(R)A°,
en direccion axial como radial, la ecuacién (6.3) se A A
generaliza a: A A
1 8 aT T donde <R> = (R, +R; + R;)° /3 es el centroide radial
E:?E(Rk"‘__li:) +kz-52;+Q=0. (6.21) del elemento. En el caso de la placa plana, el

elemento de volumen tenfa un tamafio dado por: V =
gA, donde e es el espesor; ahora simplemente se

Y entonces, la correspondiente matriz de tiene que reemplazar € por 21 <R>.
conduccién del elemento es:

Aun cuando el término fuente es constante

o[al* o[l o[al|" a1 la ecuacién (6.23) no es trivial. Si interpolamos la
[S] = I( E?R]r B[R] + [BZ] gZ] dRdZ posicién radial a partir de las coordenadas nodales:
(6.22) R = [H] [R°)

y el vector fuente es:
Entonces;

csl =2z [[H]'Q°RdRdZ (6.23)
[ ,{[[ ] [Ca]=2nQ' [[H]'[H]dRdZ]R*]. (6.24)
SI otra vez se consideran elemenios A°

triangulares simples de tres nodos, como en el caso

de transporte de calor bidimensional en coordenadas La integral es facil de resolver. Sustituyendo

cartesianas, los cuales tienen derivadas globales la matriz integrada, obtenemos:
constantes, se puede integrar la ecuacién (6.22) por .
inspeccion. e.el2 1 TRy
[c8]-ZLA 1 2 1R, | ©629)
La matriz [H] es constante y por lo tanto 12 11 20r
3

puede ser removida de la integral, siendo inicamente
necesario integrar en el volumen; utilizando el
teorema de Pappus:

6.6. Algoritmo Computacional para Transferencia de Calor Bidimensional
Axisimétrica en Coordenadas Cilindricas.

El programa Axis2D.Bas en cidigo Qbasic permite calcular el perfil de temperaturas para transferencia de
calor bidimensional en estado estacionario a través de un cilindro sélido de radio r, con un hueco concéntrico de
radio r, y generacién interna de calor homogénea en su volumen. Considerando condiciones de frontera
isotérmicas en las paredes interna y externa del cilindro, as{ como en sus tapas.

El anélisis axisimétrico bidimensional s¢ realiza eligiendo elementos finitos triangulares cuyo nimero
puede ser modificado por el usuario, quien establece el niimero de elementos en la base del cilindro, siendo igual el
nimero de elementos verticales y horizontales,

‘wswsrasesese AGORITMO COMPUTACIONAL PARA TRANSFERENCIA DE CALOR * *# ¢ ¢ # » +
‘#%%stasaereress et s BHMENSIONAL EN COORDENADAS CILINDRICAS * % * * » »

Bloque I.- Especificacién de Propiedades del Arreglo Matricial. En ¢l primer bloque de instrucciones se
especifica la longitud del elemento y el niimeto de elementos en la base (neb). El niimero de nodos en la base es
igual al ndmero de elementos més uno. El nimero total de elementos es igual a dos veces el niimero de elementos



117

en la base al cuadrado. El programa calcula ese nimero de elementos totales (nel), asi como el nimero total de
nodos que se guarda en la variable sum.

LE=3

neb=10 'nimero de elementos en la base
nel=2*neb"2 'calcula el niumero de elementos totales
PRINT "nimero de elementos totales="; nel

sum = (neb+ 1)~ 2

PRINT "num. total d¢ nodos = ", sum

Bloque 11.- Dimensionamiento de Matrices. En el segundo conjunto de instrucciones se dimensionan los
arreglos matriciales que se utilizan a lo largo del programa, que son:

» Una matriz [m] de dimension (nel,3) donde se guardan el niimero de elemento y la identidad de los tres
vértices, es decir, el nimero de nodo de cada uno de sus vértices.

¢ Una matriz [mg] de dimensién igual a (sum, sum+1), donde se guardan los coeficientes de la matriz
globalizada que vayan resultando durante el ensamblaje de las ecuaciones para cada elemento. No se trata
de una matrlz cuadrada porque en la Gltima columna se almacenan los términos independientes del
sistema de ecuaciones globalizado.

¢ Una matriz cuadrada [COEF] de dimensién (3,3) que se utiliza para guardar los coeficientes
correspondientes a cada uno de los vértices en el sistema de ecuaciones locales y que han sido planteados
analfticamente mediante el dlgebra reportada en 6.5.

s El vector [cq] donde se almacena para cada nodo, la contribucién al término fuente que generan cada uno
de los elementos circundantes.
El vector [RPROM] donde se guarda ¢l radio promedio de cada elemento.
Los vectores [r1], [r2]y [r3] donde se guardan las coordenadas de los tres vértices de cada elemento.
Los vectores [x], [y] y [xn], [yn], itiles para el procedimiento de graficacion.

DIM c(neb), m(nel, 3), mg(sum, sum + 1), COEF(3, 3)
DIM APARECE(sum + 1)

DIM x(sum), y(sum), xn(sum), yn(sum), cq(sum)
DIM RPROM(nel), r1(nel), r2(nel), r3(nel)

En la siguiente instruccion se define la variable ALE que sirve para redimensionar las matrices de
coeficientes globales [MG1] ante la reduccién del sisterna de ecuaciones globalizado cuando se introducen
condiciones de frontera.

ALE=(neb-1)"2

Se dimensiona el vector [COEF1] donde se almacenan los términos independientes del sistema de
ecuaciones esamblado, la matriz [MG1] donde se guardan los coeficientes del sistema de ecuaciones ensamblado y
la matriz [al] con la que se transfieren los coeficientes del sistema de ecuaciones a resolver hacia la subrutina de
" eliminacién Gaussiana.

DIM COEFI(ALE), MGI(ALE, ALE + 1), Al(ALE, ALE + 1)

Bloque lil.- Especificacién de Topologia. Se establece la topologia del arreglo de elementos finitos. Con el se
especifican los nimeros de cada elemento, se identifica si se trata de un tridngulo normal o invertido (parado o de
cabeza), también se especifica los nimeros de los nodos que corresponden a cada uno de sus vértices y la capa o
nivel a que pertenece cada elemento. El programa da la posibilidad de que el usuario visualice la topologfa.

FORN=1TO nel

¢=INT((N-1)/2/neb)+ 1 ‘'determinacién de la capa a que corresponde cada elemento

' PRINT “num ele="; n; "capa=", ¢

IFN-2"*neb*(c- 1) <= (neb) THEN 10 ELSE 20 'determina si el tringulo est parado o de cabeza
10 nodol =N -(c- 1) * (neb - 1): NODO2 = nodol + 1: NODO3 = N +2 + neb - (¢ - 1) * (neb - 1)
COLOR 9: PRINT N; "("; nodol; NODO2, NODO3; ")

GOTO 30

20 nodol =N +2-(c-1)*(neb - 1): NODO2 = nodol - 1: NODO3 =N - neb-(c- 1) * (neb - 1)
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colord4: PRINT N; "("; nodol; NODO2, NODO3; ")
30 m(N, 1) =nodol: m(N, 2) = NODO2: m(N, 3) = NODO3
NEXT N

Bloque IV.-Especificacién de matrices locales. El siguiente conjunto de instrucciones sirve para establecer
los coeficientes del sistema de ecuaciones locales para cada elemento baséndose en el dlgebra desarrollada en la
explicacion previa.

COEF(1, 1) = 4: COEF(1, 2) = -4: COEF(1, 3) = 0
COEF(2, 1) = -4: COEF(2, 2) = 8: COEF(2, 3) = -4
COEF(3, 1) = 0: COEF(3, 2) = -4: COEF(3, 3) = 4

Bloque V.-Determinacién del Radlo Promedio y Coordenadas Radiales de los Nodos de cada Elemento.

Para triingulos normales:
FORI=1TOneb* 2 STEP 2
FOR j = 1 TO neb
rineb* I-D+j))=LE*(G-1)
2meb*(I-1)+j)=LE"*j
r3meb* -1 +j))=LE*;
RPROM(meb* (I-1)+)=LE*(2*j+(G-1)/3
NEXT j
NEXT 1
Para tridngulos invertidos:
FORI=2TO neb * 2 STEP 2
FORj=1TO neb
rlneb* (I-1)+j)=LE *j
2meb* -1 +j)=LE*(-1)
r3meb*d-1)+jH=LE*(-1)
RPROM(neb* @ - D +)=LE*(§+2*(G-1)/3
NEXT j
NEXT1
Impresién de los radlos promedio de cada elemento:
FORI=1TO nel
PRINT "rpro®; I, "=", RPROM(I)
NEXT I

Bloque VL- Ensamblaje del Sistema de Ecuaclones Global.- Se ensamblan las ecuaciones de cada elemento para
obtener la matriz globalizada. Mediante el siguiente procedimiento de ensamblaje se van leyendo los niimeros de
celda asignados & cada uno de los términos para cada vértice en la matriz globalizada y se van llenando con los
coeficientes que le corresponden si se trata del nodo 1, 2 6 3. Conforme van llegando nuevos valores a la celda se
suman a los que se tenfan anteriormente.

FORN =1 TO nel
FORI=1TO3
FORj=1TO 3
mg(m(N, I), m(N, j)) = mg(m(, I), m(N, j)) + COEF(, j) * RFROM(N)
NEXT j
NEXT I
NEXT N

Bloque VIL- Calculo del calor producide en cada elemento. Con la siguiente instruccién se calcula el calor
producido en el interior de cada elemento. qprod puede ser una constante o una funcién que dependa de la
posicion, o eventualmente puede ser cero. Lo cual indicarfa ausencia del término fuente. El usuario tiene la
posibilidad de acceder a esta instruccién para modificar la naturaleza de la fuente de calor en la simulacién.
'gprod= calor producido en cada elemento

qprod=0*8/neb”~2/2
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Bloque VIII. Célculo y ensamblaje de los términos fuente. El siguiente ciclo de cdlculos iterativos permite
ensamblar el vector de términos fuente:

'Ensamblaje De Los Términos Fuente

FOR N =1 TO nel
eq(m(N, 1)) = cq(m(N, 1)) + 2 * r1(N) + r2(N) + r3(N)
cg(m(N, 2)) = eq(m(N, 2)) + r1(N) + 2 * r2(N) + r3(N)
eq(m(N, 3)) = cq(m(N, 3)) + rI(N) + r2(N) + 2 * r3(N)

NEXT N

* Impresién de los términos fuente

FORT=1 TO sum
PRINT "CQ"; I; "="; cq(I),

NEXT I

Bloque IX.- Construccién de ln matriz globalizada. En la siguiente serie de instrucciones se le asigna a la dltima
columna de la matriz globalizada los valores correspondientes del vector de términos fuente, multiplicando por el
perimetro del cilindro local para tomar en cuenta las correcciones geométricas por variacién del tamafio (espesor)
de los elementos.

FORKk =1 TO sum

mg(k, sum + 1) = cq(k) * qprod * 2 * 3.1416 / 12
NEXT k
FORKk =1 TO sum

FORL=1TO sum + 1

PRINT mg(k, L);
NEXTL
PRINT
NEXT k
DO
LOOP WHILE INKEY$ = "
COLOR 3

Bloque X.- Introduccién de condiciones frontera. Se especifican las condiciones de frontera isotémicas para
cada uno de los nodos que se ubican en las paredes interna y externa del cilindro y en las tapas superior e inferior
del mismo. Simultdneamente se reconstruye el sistema de ecuaciones lineales. Debido a que al introducir las
condiciones de frontera en los extremos, la temperatura en varios nodos son conocidas, a los coeficientes
correspondientes en la matriz de capacitancia se les asigna el valor de 1. Ademés, en las ecuaciones que contienen
a dichos coeficientes como incdgnita, se sustituye la temperatura conocida y se pasa con signo contrario al vector
de términos independientes, como lo requiere el dlgebra.

TEMP =5
FORI=1TO neb
FORj=1TQO sum '"BORDE INFERIOR
IF mg(j, I) <= 0 THEN mg(j, sum + 1) = mg(j, sum + 1) - mg(j, ) * TEMP

mg(, [}=0

mgd,j)=0
NEXT j
mg(l,1)=1

mg(l, sum + 1) = TEMP
IN=I*(meb+1) 'BORDE DERECHO
FOR j = 1 TO sum
IF mg(j, 11) < 0 THEN mg(j, sum + 1) = mg(j, sum + 1) - mg(j, I1) * TEMP

mg(j, I =0

mg(1,j)=0
NEXT j
mgd1,I1)=1

mg(I1, sum + 1) = TEMP
I2=1*(neb+1)+1 'BORDE IZQUIERDO



FOR j =1 TO sum
IF mg(j, 12) <= 0 THEN mg(j, sum + 1) = mg(j, sum + 1) - mg(j, 12) * TEMP
mg(j,12)=0
mg(12,j)=0
NEXT j
mg(12,12)=1
mg(12, sum + 1) = TEMP
I3=neb* (neb+1)+1 'BORDE SUPERIOR
FORj=1TO sum
IF mg(j, I3) <> 0 THEN mg(j, sum + 1) = mg(j, sum + 1) - mg(j, I3) * TEMP * 2
mg(j, [3) =0
mg(I3,1) =0
NEXT j
mg(I3,13)=1
mg(13, sum + 1) = TEMP * 2
NEXTI
FOR j=1TO sum
IF mg(j, sum) <= 0 THEN mg(j, sum + 1) = mg(j, sum + 1) - mg(j, sum) * TEMP
mg(j, sum) =0
mg(sum, j) =0
NEXT j
mg(sum, sum) = 1
mg(sum, sum + 1) = TEMP
COLOR 4
REDUC =0

FORI=1TO sum
IF mg(, [) < 1 THEN 110 ELSE 120
110 REDUC = REDUC + 1
'‘PRINT "REDUC"; REDUC
COEFI(REDUC) =T
120 NEXT I
FOR j =1 TO REDUC
FOR k = 1 TO REDUC
MG1(j, k) = mg(COEFI(j), COEFI(k))
MGI1(j, k + 1) = mg(COEFI(j), sum + 1)
NEXT k
NEXT j
COLOR 9
FOR j=1TO REDUC
FORk=1TOREDUC + 1
PRINT MG1(j, k),
NEXT k
PRINT
NEXT j

Bloque XI.- Se transflere el sistema de ecuaciones a la subrutina de eliminactén Gaussiana.

FORi=1TO REDUC
FOR j = 1 TO reduc+1
A1(i,j) = MG1(i)
NEXT j
NEXT i

Bloque XI.- Subrutina de Eliminacién Gaussiana.

Bloque XII.- Subrutina de Graficacién.



121

6.7. Resultados de la Simulacion de Transferencia de Calor Bidimensional en
Coordenadas Cilindricas.

La gréfica siguiente muestra los resultados de la
ejecucion del programa Axis2D. Bas evaluando la
distribucién axisimétrica de temperatura a lo largo del
volumen de un cilindro hueco de radio interior de 4
cm, radio exterior de 8 cm y longitud de 8 cm. Con
una conductividad térmica de 1 Watts / m °K y
produccién de calor cero en su volumen, Las
temperaturas de la pared externa e interna asl como las
de las tapas permanecen constantes ¢ iguales a:

e Pared interior = 5°

e  Pared exterior = 5°
e  Tapa superior = 10°
e Tapa inferior = 5°

Los mimeros romanos representan el nimero de
nivel contado desde el plano inferior hasta el plano
superior. Las divisiones en cada nivel representan las
coordenadas nodales de 0 a 9, donde cero corresponde
al radio de 4 cm y 9 al radio de 8 cm, El esquema del
inciso (b) representa la malla de elementos finitos.

T (°C)

8

4 | ]

3.

2 I II 111 v \" A" vl VIII IX
D N T V R 1 |

1 1

Coordenada nodal radial por nivel

3 6 ¢ 3 6 9 3 6 9 3 6 9 3 6 9 3 6 92 3 6 9 3 6 9 3 6 9

Fig. 6.3.a. Simulaci6én de la transferencia de calor a través de un cilindro hueco con condiciones de frontera
isotérmicas y sin generacion interna de calor. Este esquema representa el perfil de temperaturas por niveles que
s¢ especifican en la malla de elementos finitos representadas en la figura 6.3.b. Este ejemplo corresponde a la
resolucién de la ecuacidn de Laplace en coordenadas cilindricas.
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Fig. 6.3.b. Simulacion de la
transferencia de calor a través
de un cilindro hueco con
condiciones de frontera
isotérmicas y sin generacién
interna de calor. Esquema
anterior representa el perfil de
temperaturas por niveles que se
especifican en la malla de
elementos finitos representadas
en la figura lateral. Este
giemplo corresponde a la
resolucion de la ecuacidn de

“EEI<S5S

Laplace bidimensional en 3.
coordenadas cilindricas.
. 5 °
La siguiente figura es otra de las en las figuras 6.3 a y b, se representa la distribucién de
representaciones graficas de los resultados del temperaturas en los nodos internos. La temperatura en

problema anterior, que da como salida el programa
AXIS2I).BAS, utilizdndose la subrutina de graficacion
tridimensional presentada. En esta grifica, al igual que

los nodos superficiales se conoce, T = 10°C en la tapa
superior y 5°C en las demas superficies.

Fig. 6.4.

, Representacion grafica

tridimensional de la

5 radio interiox

& distribucion de
temperaturas en el
interior de un cilindro
hueco con condiciones
de frontera isotérmicas
‘ y sin generacién
| interna de calor.,

radio exterlox

tapa superlor -
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Si para la ejecucion del programa AXIS2D.BAS se le asigna una produccion de calor interna de 100 Watts en el
bloque VI, entonces la ecuacién diferencial de transferencia de calor por conduccién corresponde al tipo de ecuacion de
Poisson. Los resultados de la simulacién por elementos finitos son los siguientes:

temperatuza

~ radio interior

Fig. 6.5.
Representacion
grifica de la
Transferencia de
Calor por
conduccion a través
de un cilindro
hueco con
generacion interna
de calor y fronteras
isotérmicas.

!

I ‘ b 4

X radio exterlor

o

tapa superior

Aun cuando el programa Axis2D.Bas maneja
exclusivamente fronteras isotérmicas, no resulta dificil
modificarlo para introducir la consideracion de
fronteras adiabdticas o convectivas, tal como se hizo en
el capitulo 5. De hecho, la mayorfa de los problemas de
utilidad practica de este tipo de procesos de la
termodindmica irreversible tiene que ver con fronteras
no isotérmicas.

En procesos de transferencia de masa por
difusion en coordenadas cilindricas se pueden
enconfrar situaciones semejantes a las de los
fenémenos de transferencia de calor, por lo que el par
de programas presentados aqui , también pueden ser
tiles en la caracterizacién de procesos de difusién
molecular. En el capitulo que sigue se aborda

precisamente el andlisis por elementos finitos de la
difusién molecular en estado estacionario.

El algoritmo de cémputo presentado en este
capitulo puede ser ficilmente modificado accediendo a
las instrucciones del bloque III, para incluir otras
formas geométricas de simetria axial. La especificacién
de las coordenadas radiales como una funcién de la
coordenada axial, permite llevar a cabo el célculo de 1a
transferencia de calor en estado estacionario y
fronteras isotérmicas, pricticamente para cualquier
cuerpo axisimétrico. A continuacién se presenta como
ejemplo un conjunto de figuras en las que se muestran
las distribuciones de temperaturas obtenidas para
cuerpos de diferentes configuraciones geométricas de
simetria axial, con condiciones de frontera isotérmicas
y en estado estacionario.
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Fig.6.7. Distribucién de Temperatura en un cono truncado con condiciones de frontera axisimétricas.
Grafica en colores y representacién tridimensional T = T(nam. nodo radial, mim. nodo axial)
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Fig.6.7. Distribuciéon de Temperatura én un cono truncado con condiciones de frontera axisimétricas.
Griéfica en colores y representacién tridimensional T = T(nim. nodo radial, nim. nodo axial)




7.1.-INTRODUCCION

Otro de los procesos de la termodindmica
irreversible que se presentan frecuentemente en la
naturaleza y en aplicaciones industriales, es el de la
difusién de sustancias en mezclas multicomponentes.
En este capitulo se llevard a cabo el estudio de
sistemas binarios donde ocurre el fenémeno de
difusion de A en B estdtico considerando diferentes
geometrias y desde dos puntos de vista:

¢ la integracién analitica en los casos de
ecuaciones diferenciales sencillas y con
condiciones de frontera regulares, y

* Ja integracién numérica mediante el método de
elementos finitos en los casos de condiciones de
frontera de geometrfa irregular.

A Finales del siglo XIX, el médico aleman
Adolf Eugene Fick, analizando el proceso de difusién
molecular en mezclas binarias, llegd a deducir el
modelo matemdtico que describe la evolucion en el
tiempo de los perfiles de concentracion de una
sustancia A en una mezcla de multicomponentes.

En primer lugar, identificd experimentalmente
la proporcionalidad lineal entre la densidad de flujo
molar de difusion con los gradientes de
concentracion, escribiendo la ecuacion diferencial de
primer orden que describe dicho comportamiento e
introduciendo el coeficiente de difusividad molar D,z
como la constante de proporcionalidad. Esta ecuacion
se conoce como primera ley de Fick y puede ser
escrita en forma vectorial de la siguiente manera:

Jar=Daz (- VCy). (.n

donde J.; representa el flux molar de difusion
respecto a un sistema de referencia que sigue el
movimiento del fluido (moles de A que se difunden a
través de la mezcla de multicomponentes por unidad
de drea y unidad de tiempo); mientras que el signo
negativo en el gradiente de concentracién indica que
la transferencia de la sustancia A se verifica de zonas
de alta concentracién hacia regiones de concentracion
baja.

La formulacion de la primera ley de Fick para
densidad de flujo molar relativa a coordenadas
estiticas, toma en cuenta la transferencia de A por
mecanismos de transporte molecular y convectivo, y
corresponde a:

NAEEXAEN|-CDA£VXA. (7.2)

En esta ecuacion, el vector x,ZN; representa el
flux molar de A resultante del movimiento global del
fluido, mientras que el vector cD,zVx, corresponde a
la densidad de flujo que resulta de la difusién
molecular (por efecto del gradiente de concentracion),
superpuesta al flujo global. La concentracién molar
global del fluido se denota con la letra ¢. Para una
mezcla binaria de A y B:

Na=xa (NA+ NB) -C DAB VXA. (73)

La siguiente figura representa dos situaciones
que ilustran el significado de las funciones Ny y J, :

Disolucién de azicar en un
vaso de agua. Ejemplo de
difusién molecular de A en

B estatico.
En este caso Jar = Nar.
La difusion guarda simetria

esférica, mientras que las
jcondiciones de frontera son

mpatibles con coordena-
das cilindricas.

Disolucién de un colorante
en la corriente de un rio.

Yy

El transporte molecular
Pt estd superpuesto al flujo
& AL - global del fluido, es decir,
e
( g

al transporte convectivo.
En este caso :

Nu’: Xa ZN{-JA}:

Fig. 7.1.- Difusién molecular y convectiva de
materia en una mezcla de multicomponentes




Recordando el significado fisico de la funcién
divergencia podemos realizar un balance de materia
para la sustancia A durante el proceso de difusién en
condiciones de estado transitorio, con el fin de
obtener el modelo matematico que propuso Fick en su
trabajo original. La siguiente figura es una
representacion esquematica de dicho balance:

»
flujo mésico
de entrada yd T
/ Acumulacién £
_/
3 flujo masico
-~ de salida
X \ Superficie Gaussiana
'5 Envolvente del
volumen de control

Fig. 7.2. Balance de materia para la sustancia A:
ntradas - Salidas por
transporte molecular

y convectivo

= Rapidez de acumulacion.
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Tomando en cuenta coordenadas fijas (enfoque
Euleriano), podemos escribir:

—VONu=c6xA/6t (74)
para la difusién en un sélido o en un fluido estético:

Velaur=coxa/dt (1.5)

donde el divergente del flux molar de A representa la

" diferencia de los flujos molares de entrada menos

salida que atraviesan una superficie gaussiana tornada
en las inmediaciones del campo de difusién, mientras
que el lado derecho de la ecuacién representa la
rapidez de acumulacién de la sustancia A en el
interior de la superficie gaussiana que encierra el
volumen de control considerado para el balance.

La difusion molecular de A en B estitico
corresponde a un evento fisico de alta incidencia tanto
en procesos naturales como industriales. En lo que
sigue consideraremos varias situaciones en las que la
integracidn de la ecuacion diferencial correspondiente
pueda llevarse a cabo en forma analitica, mientras que
en los casos relacionados a geometrias o condiciones
de frontera complejas, tomaremos en cuenta el
método de elementos finitos para integracién.

7.2.- SOLUCIONES ANALITICAS.

a) Celda de Arnold en Estado Estacionario.

Para mezclas binarias en fase gaseosa, el
ejemplo clasico de la difusién de A en B estitico
corresponde al de la celda de Arnold. Dicho sistema
consiste en un tubo vertical que se llena parcialmente
con el liquido voldtil A y que se coloca con su
extremo superior abierto al paso de una corriente de
gas constituida por las sustancias A y B. En la parte
superior, z = 7, , la fraccidn molar de A es igual a x,.

En la interfase, la concentracion del vapor de
A corresponde al equilibrio termodindmico con el
liquido a la presién y temperatura del sistema. Por lo
tanto en z = z,, la fraccién molar de A, x,, es igual al
cociente de la presion de vapor de la sustancia A entre
la presién del sistema, suponiendo implicitamente que
Ay B forman una mezcla ideal, para hacer factible la
sustitucién de las fugacidades por las presiones
parciales.

Difusion
_|Unidireccional de
A cn B estitico en
estado estacionario

La cantidad de liquido en el tubo se mantiene
constante por el artificio mostrado en 1a figura, el cual
permite la entrada de A en la cantidad exacta para
compensar las pérdidas por evaporacién, La parte
superior del tubo se llena con la mezcla gaseosa de A



y B, entonces, al evaporarse A se difunde a través de
dicha mezcla. Consideraremos que el proceso de
difusién se realiza a presién y temperatura constantes
y que B es completamente insoluble en A.

Al alcanzar el estado estacionario, existe un
movimiento neto de A alejdndose de la superficie de
evaporacion, mientras que el gas B en la seccion
superior del tubo permanece inmoévil.

Como el proceso de difusion ocurre en una
sola direccion, el primer paso es escribir la ecuacién
(7.3) para tomar en cuenta exclusivamente el
transporte unidireccional:

NA:: = XA (NAz+ NBT.) -¢Dap 3] XA / oz (76)

Para las condiciones indicadas, Ng, = 0,
entonces, simplificando:

¢y dX,
N, =———~*= 7.7
e (1.7)

Por otra parte, el balance de materia de A (ec.
7.4) para difusion unidireccional en condiciones de
estado estacionario, se simplifica a:

-VeN,;=0;

d

——N,, =0 7.8
AP (7.8)

Sustituyendo (7.7) en (7.8), obtenemos:

dleqg dx, | _
clz[l-xA dz ]_0 79)

Para mezclas de gases ideales en régimen
isotérmico e isobdrico, la concentracién global del
fluido, ¢, es constante y el coeficiente de difusividad,
D,p, es independiente de la concentracién. Dichos
témminos se factorizan como una constante fuera del
operador derivada y al pasar dividiendo al otro lado
de la ecuacidn, se eliminan:

d 1 dx,
— =0 7.10

Integrando dos veces esta ecuacion diferencial
de segundo orden, obtenemos:

-In(l-xa)=c z+¢, (7.11)
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Las constantes de integracién se evalGan
mediante las condiciones de frontera:
enz=1z, XA = X, (7.12)
enz==1; XA = X3 (7.13)
que al ser sustituidas dan lugar a dos ecuaciones

simultaneas con dos incognitas, cuya solucion
conduce a:

¢; = In [(1-xa1) / (1-Xa2)] / (22 - Zy)
=In (xp\/ X82) / (2 - 21) (7.14)

2=(zInxp -2, Inxg; ) /(23 - 29) (7.15)

consecuentemente, el perfil de concentracién de A en
la parte superior del tubo queda dado por:

I-I
l—xA = ]_XAZ zl_:l; (7_16)
1-xu 1-x4,
Z—Ill
o: [_"n_} = [Em}‘f" (7.17)
Xp1 Xpy

La gréfica siguiente representa los resultados
obtenidos:

0 05 1 15
&, distancia adimensional desde la

superficie del liquido que se evapora

Fig. 7.4, Distribucion de concentraciones de A y
B para difusién molecular de A en B estdtico en
una celda de Arnold.

A pesar de que el perfil de concentracion es
muy util en la caracterizacién cuantitativa de los
procesos de difusién, una variable de mayor uso a
nivel de aplicaciones de Ingenierfa es la
concentracion media, es decir, el promedio ponderado
de la concentracién de las especies de la mezcla



binaria. El factor de ponderacion seria, obviamente, la
distancia medida desde la interfase liquido-vapor.
Denominando al cociente (z - z,) / (zz - ;) =  como
la distancia adimensional desde la superficie liquida,
tenemos, para la concentracién promedio ponderada
de la especie B:

1
<Xg> _(xm“xm)c‘

Xpy [’ dz

de donde resulta que:

[1 (xB/xBl)dz f(xm —xm)ch
'—'_l_ —3

fo

< Xp > = (Xpz- Xp1) / In (Xp2/ Xgy) (7.18)
Por lo tanto, el promedio ponderado de xg es la
media logaritmica de los valores extremos.

La velocidad de evaporacién del liquido, se
obtiene evaluando el flujo molar de A en la interfase
liquido-gas, utilizando la ecuacién (7.7) :

Nl =- oBp 9%2 | _|Bp 9Xp
z=zl l-XA dZ Xm d.Z 71

= B | Xp2

lz z Zz Zz X
Ar|rm 1
2 1 Bl

(7.19)

Combinando las ecuaciones (7.18) y (7.19),
finalmente llegamos a:

_ _SBp (Xa) —X43)

. (7.20)
Azlz-zl (22 - Zl)(xB)mod In

En esta tltima expresién se puede identificar el
potencial impulsor que promueve la transferencia de
masa, como el gradiente de concentracién de la
especie A a lo largo de la longitud del tubo.
Considerando el modelo de gas ideal, las ecuaciones
(7.19) y (7.20) pueden escribirse como:

__Wllﬂ_mlnfﬂ=

Nyl _ = PR (Pa) ~Pa;)
A= T RT(z;-2,))  p

RT(ZI - zl)(pB)mcd In

Estas ecuaciones son mas frecuentemente
usadas ya que la presién es més ficil de medir que la
concentracion,

La celda de Arnold fue uno de los dispositivos
més ampliamente utilizados en la determinacion
experimental de los coeficientes de difusién para
mezclas binarias en fase gaseosa. Trabajando a nivel
de liquido constante, con el dosificador se cuantifica

"~ InGegy /X)),
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la cantidad de A evaporada. Se mide también la
distancia (z,-z;). Conociendo la presién de vapor de 1a
sustancia a  volatilizar  (mediante  tablas
termodindmicas) , y midiendo la presién total del
sistema, la presion del componente B se determina
restando estas dos presiones, y entonces, se dispone
de todos los datos, simplemente para despejar el
coeficiente de difusion y llevar a cabo las operaciones
aritméticas.

Sin embargo, el método de Amold adolece de
varios defectos. Mantener el régimen isotérmico
puede ser complicado debido a la tendencia del
lquido a enfriarse conforme se evapora. También,
pueden existir corrientes convectivas pardsitas cuando
el vapor que genera el liquido que se volatiliza es de
menor densidad que el gas que osta sobre él. Ademis,
¢l menisco que forma la interfase liquido-gas por
tension interfacial, provoca que la trayectoria de
difusion no sea completamente uniforme a lo largo
del tubo. Actualmente se prefieren métodos mds
precisos para la estimacién de los coeficientes de
difusion,

Ejemplos:

Ejemplo 1. Difusién Unidireccional a través de una
pelicula liquida estancada en estado estacionario.

En el estudio de la velocidad de lixiviacién de una
sustancia A a partir de particulas sélidas mediante un
disolvente B, s¢ puede postular que la etapa que
controla la velocidad del proceso es la difusién de A
desde la superficie de la particula hasta la corriente
global del fluido. La solubilidad de A en B es Cyp
gmol/cm’, y 1a concentracién de la corriente global
(mas all4 de la pelicula liquida de espesor 8) es Cag.

CAO ‘1 - ........................

Particula
s0lida que
contiene

pelicula de liquido estancado.




a) Obtener una ecuacion diferencial de C, en funcién
de z, aplicando un balance de materia para A a una
lamina delgada de espesor Az. Supdngase que Dyp es
constante y que A es solo ligeramente soluble en B.
Despréciese la curvatura de la particula.

b) Demostrar que en ausencia de reaccion quimica en
la fase liquida, el perfil de concentracion es lineal.

¢) demostrar que la velocidad de lixiviacién viene
dada por:

NAz = %(CAO"CAB)

Solucién:

a) para ¢l elemento de volumen de espesor Az, la
diferencia entre los flujos molares de la sustancia A
(entradas menos salidas) es igual a la acumulacién de
A en el interior de dicho volumen, pero en
condiciones de estado estacionario, este tltimo
término es cero; entonces, y en ausencia de reaccion
quimica:

SNaz lz - SNaz[z+a: = 0

siendo S el 4rea transversal a la direccién de flujo.
Dividiendo esta ecuacién entre el volumen de la
superficie gaussiana considerada para el andlisis: AV
= § Az, y tomando el limite cuando Az tiende a cero,
tenemos:

dN,,
—A&
dz

para el l{quido estancado, el término de difusién
convectiva es cero, entonces:

dx dC
Naw =00 =, =~ Q= *

Al sustituir este resultado en la ecuacién de
balance, obtenemos (considerando al coeficiente de
difusividad independiente de la concentracion):

2

b) integrando dos veces 1a ecuacién anterior, llegamos
a

Caz = €1 Z + ¢, un perfil lineal de concentracién de A.
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Introduciendo las condiciones limite:

enz=0 Ca=Cao.
enz=24 CA=CM-

obtenemos los siguientes valores para las constantes
de integracion :

€ =(Cas-Cro)/d ; =0
La distribucidn de la concentraciéon de A en

liquido estancado B, queda dada entonces por la
siguiente funcion lineal :

z

Ca =Cas §+CA0|:1_ 8:|" (Cas = Cao) (z/ 8) + Cpg

Mientras que la densidad de flujo molar de A,
que es la pendiente del perfil de concentraciones, es
igual a una constante:

Nm:“%EC_A= B

= T(CAO =Cas)

Ejemplo 2.~

Difusién desde una gota hacia una pelicula
de gas estancado,

Una gota de la sustancia A estd suspendida en
una corriente del gas B. El radio de la gotita es r;. Se
admite que existe una pelicula csférica de gas
estacionario de radio r,, alrededor de la gota esférica.
La concentracion de la sustancia A en la fase gaseosa

CSXa pAIAT =1, Y Xaz pArar=run, .

a) Demostrar, mediante un balance aplicado a una
envoltura, que para la difusion en estado estacionario,

Na: , €5 una constante cuyo valor en la superficie de
la gota es r;2 Np.

b) Demostrar que la ecuacién (7.3) y el resultado del
inciso (a) conducen a la siguiente ecuacién diferencial
ordinaria para x,:

" AA

c) Integrar esta ecuacidn entre los limitesr, y r; con el
fin de obtener:



N, zﬂLmeﬂ

L-n(n Xpi

d) Si se define un coeficiente de transferencia de
materia k, mediante la ecuacién Nan = k, (Pai-Paz),
demostrar que, cuando ry—o, se cumple:

ky =2 ¢ Dag /D (PB) med In

en la que D es el didmetro de la gotita. Discitase el
sipnificado de este resultado aplicado a 1la
evaporacion de una gotita en una gran masa de gas
que no estd en movimiento.

Fig. 7.6. Ejemplo 2. Difusion de A a través de
B estitico en coordenadas esféricas.

Solucién :

Conociendo el significado fisico de la funcién
divergencia, podemos obviar el anilisis sobre un
clemento diferencial de volumen, procediendo a
escribir las ecuaciones constitutivas que caracterizan
esta configuracion de flujo de materia.

El balance de materia (flujos de entrada menos
salida = rapidez de acumulacién) para la sustancia A
que se difunde en B estdtico, para régimen transitorio,
corresponde a la signiente ecuacién:

“VeNsup=c(@xa/0t)
La cual, para estado estacionario y difusion

unidimensional radial en coordenadas esféricas, se
simplifica a:
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integrando y sustituyendo la primera condicidon de
frontera, que se refiere a la concentracién de A en la
interfase liquido-gas:

I'2 NA‘- =¢ = l'12 NAr]
de donde : Np, =12 Nay / P

Ahora escribimos la primera ley de Fick en
coordenadas esféricas:

N __c% d'xA.
AT 1ex, dr’

Igualando las dos altimas ecuaciones:

___‘[AB_ 29x,

N _le dr

c) Separando variables e integrando:

2 A2 ﬁ
4 Nm[ %_[: a- "A)
N 2T 2 e 1T XA2 - In 282
t Nart =cdp =¢hp
nr 1-Xu4 Xp1

Despejando Ny,q, finalmente obtenemos:

Nan _%L{ }m
n

LN Xp|

la cual, expresada en términos de presiones parciales
€5:

NArlz—qAn“c L ]lnpm
1

n-h5 Pni

d) Cuando r, tiende a infinito, ry - r; = 15

Nan =k, (Pas —Pa2) =°_?B_|:l;z_:|]n?_m_;
2 Lk

Pri
In PB2
kp=ﬂﬂ_ Pgi =%anodh
D pg;-Pmi D

Los resultados obtenidos son vélidos para
procesos en estado estacionario de difusién de A en B
estdtico bajo condiciones de temperatura y presién
constantes. A diferencia del ejemplo 1, aqui no existe
deformacion de las trayectorias de difusién, debido a



la simetria esférica de la configuracién del campo de
flujo y la ausencia de efectos de tension superficial
que provoquen la aparicién de un menisco en la
interfase.

Al integrar sin limites el resultado del inciso
(b), se obtiene el perfil de concentraciones en el
interior de la pelicula de difusién. Un poco de algebra
permite llegar a deducir que estd dado por:

X, = l—(l—xm)expl:%‘:l(l——l})]

El siguiente esquema representa grificamente
este perfil de concentraciones, que corresponde a una
funcién exponencial decreciente de la coordenada
radial:
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08
0.7 XAl
0.6
05 p Xa2
0.4
03
0.2
0.1

fraccién molar

0 n 1 I2 2
coordenada radial

Fig. 7.7. Distribucién de Concentracion para
difusién de A en B estitico en coordenadas
esféricas.

7.3.- Procesos Electroliticos Controlados por Transporte de Carga en
Soluciones Diluidas Isotérmicas en Estado Estacionario.

Algunas de las aplicaciones tecnoldgicas mas
importantes de los conceptos tedricos relacionados
con la difusién de A en B estético ocurre en el campo
de la Ingenieria Electroquimica. Uno de cuyos
procesos, la electrodeposicion de sustancias
electrolfticas en la superficie de electrodos de
diferente geometria, frecuentemente llega a ser un
problema de dificil solucién, desde el punto de vista
analitico. La dificultad surge casi siempre en la
manipulacién de las condiciones de frontera para
geometrias irregulares. Es por eso que en esta seccién
consideraremos dicho problema para presentar
algunos de los métodos numéricos que hemos
desarrollado para la solucion de problemas
relacionados con los fenémenos de transporte

Para empezar consideremos un sistema
isotérmico que consiste de un solvente sin disociar y
n sustancias o especies idnicas disueltas.

Podemos representar a la densidad de flujo
molar del iésimo componente, J; (mol/m? seg), como

la suma vectorial de tres términos : difusion,
migracion iénica y conveccién.
J=-D;V(; - CiuiV¢+ Civ, (721)

donde:

- D; VC; representa la densidad de flujo molar
del componente i, debido a la difusién molecular, es

decir, a la existencia de un gradiente de concentracidn
en el seno de la solucién. Este término corresponde a
la ley de Fick de la difusién,

- Ciu;V¢ representa la densidad de flujo molar
del componente i, debido a la migracién idnica, es
decir a la influencia del potencial eléctrico de la
solucién sobre las especies cargadas. Este término
corresponde a la ley de Coulomb para las
interacciones eléctricas.

Ci v, s el términe que representa el flux molar
convectivo del componente i. Corresponde a la
cantidad de las sustancias electroliticas que son
arrastradas por el fluido que se mueve con velocidad
Vo.

En esta ecuacidn:

o D) Denota el coeficiente de difusion del iésimo
componente en el disolvente.

e u; La velocidad de migracién de la i-ésima

particula dividida por la intensided de campo

eléctrico(denominada también movilidad eléctrica o

movilidad electroquimica).

¢ ¢ El potencial eléctrico de la solucién.

s v, la velocidad del solvente con respecto a un
sistema de coordenadas fijo.



Por simplicidad, usamos la convencion de que
el signo de u; es idéntico al de la carga del i-ésimo
ion. Por lo tanto para un ion sin disociar u; = 0.

La densidad de flujo molar J; es un vector
normal al drea de la seccidn transversal al flujo.

La velocidad de movimiento del solvente
generalmente se puede calcular resolviendo la
ecuacion hidrodindmica de Navier-Stokes: En casos
especiales puede ser constante y los fluxes J; pueden
ser referidos convenientemente a un sistema de
coordenadas que se mueve con el solvente, es decir,
podemos utilizar N;= J;- Cyv,.

La cantidad ¢ es el potencial interno de una
fase dada, la diferencia de ¢ entre dos puntos se
denomina diferencia de potencial galvénico.

Las cantidades D; y u; son linealmente
dependientes; para soluciones idnicas muy diluidas,
su interdependencia se describe mediante la relacion
de Nernst-Einstein:

Di= RTuw/zF (7.22)

* 7 Eselnimero de carga iénica, es decir, la carga
del iésimo ion referida a la carga del protén. También
s¢ le denomina “mimero de transporte™.

+ F Esla constante de Faraday en Cb/mol

Por convencién el signo de u; es idéntico a z;,
por lo tanto el lado derecho de esta ecuacién es
siempre positivo.

La corriente que fluye a través del electrolito
se debe al movimiento de 103 iones. La densidad de
flujo de los iones J; es cominmente expresada e mol
cms™, pero otra forma de expresarlo es en Amp/cm”.
la cantidad resultante puede ser convenientemente
denominada densidad parcial de corriente debida a las
especies 1 y estd dada por:

ji = Fzl (7.23)

La densidad total de corriente es obtenida por
la suma de las densidades parciales de todas la
especies cargadas:

n

i=Fzzy; (7.24)

=l

Como caso especial, el vector de densidad de
corriente |, puede tener un solo componente diferente
de cero, cuyo signo dependeria de la direccién del eje
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de coordenadas. Esto se conoce como el caso
unidimensional, en donde el campo eléctrico en la
solucién es homogéneo.

Otra ecuacion bésica es el balance de masa
para las especies i. En notacioén vectorial tiene la
siguiente forma:

aCyat = «(VJ; + R) (7.25)

Que indica que la rapidez con la que aumenta
la concentracién de la especie i en el interior de una
superficie gaussiana en el seno de la solucién es igual
a la diferencia entre los flujos molares de (entrada-
salida) de dicha especie por difusién molar mds la
(producci6n - consumo) de dicha especie por alguna
reaccién quimica homogénea que se esté llevandose a
cabo. Literalmente:

(Almacenamiento) = [(Entrada) - (Salida)] +
[(Produccién) - (Consumo)]

El iltimo término de la ecuacién tiene
significado especial en la teoria de electrodos
porosos. Si es negativo, entonces el proceso concierne
a la formacién de las especies i; si es positivo se
tendrd un consumo de especies. Los tres términos
tienen las mismas dimensiones (mol L3T™).

Finalmente, la ecuacién que sirve como
complemento a las anteriores, es la condicién de
electronentralidad:

£2rC = 0 (7.26)

La cual es exacta en regiones del electrolito sin
gradientes de concentracién y exhibe alta precision
también en el seno de la solucién eon gradientes de
concentracién diferentes de cero. Sin embargo no es
aplicable en la regién de doble capa de Helmholtz, es
decir en la vecindad de la superficie del electrodo,
una region de 1 a 10 nandmetros de espesor.

Afortunadamente la influencia de la doble
capa comunmente es despreciable en los cdlculos de
transporte de sustancias electroliticas, Dicha regién es
frecuentemente identificada geométricamente con la
superficie del electrodo para efectos de simulacién
computacional, por lo que no representa un problema
critico.

El conjunto de ecuaciones bdsicas citadas
permiten realizar los cdlculos de las densidades de
flujo de masa y carga as{ como la distribucién de
concentraciones en espacio y tiempo. La primera de
ellas aplica, por supuesto, solo a procesos



isotérmicos. En un caso mas general podria ser
necesario considerar también la difusion térmica con
una fuerza impulsora VT, lo cual representa, sin
embargo, solo una correccidn que se afiadiria al flux
masico debido a la difusion isotérmica,

En los procesos electrolfticos controlados por
transferencia de carga, la fuerza impulsora mas
importante que promueve las corrientes de difusién de
las especies electroquimicas cargadas es el potencial
eléctrico. Consideraremos un sistema isotérmico en
estado estacionario de una solucién electrolitica
diluida en el que los gradientes de concentracién sean
nulos o despreciables, y ademds en el que la
contribucién del mecanismo de transporte convectivo
también sea igual a cero. Bajo estas condiciones , la
ecuacién (21) se reduce a:

3= DXC - Cou Vb +;«€. (7.21)

La ecuacién de balance de materia (7.5) en
estado transitorio se simplifica a:

Vel =-Ve(- CuyV$)=0 (7.27)

En el caso de concentraciones constantes de
todos los iones, se reduce a la ecuacién de Laplace.

div(grad ¢) = V=0 (7.28)

Esta ecuacién es una de las que mas llama la
atencién en textos de mateméticas avanzadas y de
fisica-matem4tica. Se han desarrollado una gran
cantidad de métodos analiticos, numéricos e hibridos,
para llevar a cabo su solucién en la forma mis general
posible. En este resumen, la resolveremos
analfticamente mediante series de Fourler y
compararemos los resultados con los obtenidos al
aplicar uno de los métodos numéricos mas versatiles
que se han desarrollado hasta la actualidad, el de los
elementos finltos. La solucién computacional via
diferencias finitas es poco exacta, y por eso no la
abordaremos aqui.

7.4.- Solucién Analitica de la Ecuacién de Laplace.
a) Coordenadas Cilindricas 1-D.

Desarrollaremos la solucién analitica de la
ecuacién de Laplace para el transporte de A a través
de B estitico, durante el proceso de difusion
electrolitica controlada por transferencia de carga.
Como primer ejemplo, consideraremos la electrélisis
que se verifica entre dos electrodos cilindricos
concéntricos, en régimen isotérmico y estado
estacionario. El flujo de las especies electroquimicas
es exclusivamente radial, y por lo tanto, la ecuacién
caracterfstica para este proceso, cotresponde al
Laplaciano en direccién radial igual a cero, dando
lugar a la siguiente expresién;

Zo 1%, (7.29)

orl raor

Esta ecuacién se resuelve mediante el cambio
de variable; y = d¢ / dr.

Sustituyendo se obtiene una ecuacién
diferencial ordinaria lineal de primer orden de
variables separables:

dy/dr+(1/r)y=0.

Al separar variables queda;
| dyly = -f duir,
¢ integrando:
Iny=1In(c, /r),
dedonde: y=¢,/r
Luego, al retrosustituir la variable “y”;
¢,/ r=ddvdr.

Integrando nuevamente se obtiene la siguiente
solucién general:

¢=c lnr+c,.

Para evaluar las constantes de integracion ¢,y
¢, se introducen las condiciones de frontera. Como
ejemplo consideremos que el potencial eléctrico es
homogéneo en la superficie de ambos electrodos:



¢=¢ enr=R, (R, = radio exterior). (4nodo)
d=doenr=Ry (R, = radio interior). (citodo)
entonces:

ci=(1-9)/In(Ri-Ry), y

2=t - €1 In Ro = o -($1-tho) In Ro/ In (Ry/Ry).

Finalmente:

0% T
b= R 7Ry "R, T

Esta solucién servird como referencia para
comparar los resultados que se obtengan con los
programas de elemento finito.

b) Coordenadas Cartesianas 2-D.

Como ejemplo de la solucién analitica de la
ecuacion de difusién de A en B estitico en estado
estacionario, caracterizada por la ecuacién de Laplace
bidimensional la cual define el potencial eléctrico en
el seno de una solucién electrolitica, determinaremos
la distribucién de ¢ en el espacio comprendido entre
dos electrodos que forman un arreglo cuadrangular
como el que se muestra en la siguiente figura:

4
W =
AR .,
y
L ¢=0 X

H
e

Fig. 7.8, Difusién Bidimensional de Aen B
estatico en coordenadas cartesianas

De acuerdo con la ley de Gauss del
campo eléctrico, las lineas de campo quedan
encerradas en el espacio comprendido entre las dos
placas. El potencial eléctrico variarh con las
coordenadas x e y, pero en direccion z se mantendré
constante debido a la invariabilidad de las
condiciones de frontera en planos verticales. Uno de
esos planos representa la forma en que se simplifica
la ecuacién de Laplace para esta conformacién
geométrica de los electrodos y sus condiciones de
frontera, tal como puede observarse en la siguiente
figura:

Panddiioo

H Pont A Poat

v Pont

&
k J

2w

Las condiciones de frontera son claramente
definidas, de acuerdo al siguiente conjunto de
ecuaciones:

x=-W x=W

y=H

Y

y=0

O = Qmsdico €N X=tW Vy
O = Qewsdico €N y=0 vV x

Q= Quedico en y=H Vx

Resolveremos la ecuacién de Laplace por el
método de separacién de funciones que nos permitird
convertir esta ecuacién diferencial parcial en un
conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias, y
utilizaremos series de Fourier para la integraci6n
ulterior.



Antes de llevar a cabo la integracion, es
conveniente adimensionalizar la ecuacion diferencial.
Usando variables adimensionales, e} resultado tendré
cierto grado de universalidad. Es decir, seré aplicable
a cualquier escala y ademas permitird manejar mas
facilmente las condiciones de frontera.

Definiendo el potencial adimensional ¢ como:
b= (¢ - Poarsdico ) / (Pansdico = Peatédico )

y a las coordenadas adimensionales como ;
X*=x/w;

y*=y/H

Las condiciones limite adimensionales son:

x*=-1 x* =1
y*:ll ¢=1
$=0 $=0
y*:O ¢=0

Obsérvese que :
x*=0x/W; ox*=oxt/W?
y*=oy/W; oy?=ay /W
06 =0 ¢/ (Pantdico ~ Pomedico ) 3
F0=8" ¢/ (Qusdico - Pesstico )

Por lo que la ecuacion diferencial
adimensional es:

e () ]

Suponemos que el potencial ¢, dependiente de
las coordenadas x*, y*, puede ser escrito como el
producto de dos funciones: Chi, X, que depende solo
de x*, e ipsilon, Y, dependiente exclusivamente de

*

Y.
6= XY.

Derivando con respecto a x* se tiene:

o o d?
— = v (XY)=de*2

ox ¥ X

Mientras que al derivar con respecto a y*:

7 7 &
ay*zd)_ay*Z(XY)_Xdytl

Y

Sustituyendo las segundas derivadas con
respecto a x* e y* en la ecuacién de Laplace, se
obtiene la siguiente ecuacioén en derivadas ordinarias:

2 2 2
Yd—2X+(E) x4 _ya0
dx * H dy*

Y la solucidn para ¢ es :

b=XY=ccicos([(2n+1) /2] nx*)
sinh ([H/W][ 2n+1) 2 ]n y*)

d=c,cos ([(2n+1) /2w x*)
sinh ([/'W][ @n+1) /2] y*)

=c,cos ([ (Rn+1) /2 ]nx*)
sinh ([H/W] 2n+1)/2]n)  Vx*

En esta expresién matemadtica aparece el
término ¢, , que corresponde a una serie de valores
que puede tomar la constante de integracién nica.
La determinaci6n de las constantes de integracién ¢,
se realiza introduciendo la cuarta condicion de
frontera:

condicién limite 4: ¢=1 en y* = | V¥,

Como esta condicidn es vilida para todo valor

-de x* en el intervalo de -1 < x* < 1, la evaluacién de

las constantes ¢, debe tomar en cuenta la
contribucidn cosenoidal en todo el intervalo de x*,
esto se logra realizando la suma infinitesimal de
dichas contribuciones. Dentro del universo de
funciones que permiten obtener la solucién general,
aquellas que son ortogonales con la funcién coseno,
no entran en la solucidn, en tanto que aquellas que no
son ortogonales, conforman la solucién particular del
problema. Para tomar en cuenta todas las funciones
que conforman la solucién tomaremos el producto
punto de la ecuacidn anterior con el coseno del
argumento.
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[ 1=c,c0s([(2n+1)/2 ] x* ) sinh ([H/W][ 2n+1) /2 1) ] ® cos ([ Qm+1) /2 Jnx*)

haciendo : b, = ¢, sinh { [H/'WH 2n+1)/2 ]n)

1
j' cos ([ (2m+1)/2 Jn x* ) dx* = b, j cos ([ 2m+1) /2 Jm x* ) cos ([ (2n+1) /2 T x* ) dx*

-1 -1

La integral del lado derecho se hace cero cuando n # m, ya que entonces se tienen funciones ortogonales, y es
igual a cero si n = m (funciones no ortogonales), entonces:

1 1
[ cos(L@mt1) 217 x*) dx* =b, j' cos? ([ 2m+1) /2 Jmx* ) dx*
-1

-1

Integrando:

2 2n + 1 ' | ]
msin( n2+ TX *) 1_ c smh( )J:[ cos(2n+ 1)mx * +2]dx*

al evaluar los lfmites de integracién:

+1 _ . _I:I__
m(—l) Q)= cnsmh(w 7»)

Por lo tanto :

4(_1)n+1

I+l
Cn+1)n smh(E n+

cn=

m)

El potencial adimensional queda dado por:

4% (-pn+l S(2n+1 ) (2n+1 H)
¢ =2 H2n+1 *) sill{ ——m y*5,

%0 2n+1) sin h( o=

Sustituyendo las variables adimensionales :

o _yn+1
=iz -D M— cos(2n+11! l) sinh(2n+1n _y_) (7.30)
"0 @n+D) sinh( =) 2 W 2 W

El resultado es una serie infinita convergente. Al momento de evaluar el potencial adimensional local en
cualquier punto de coordenadas (X, y), mientras mayor sea n, es decir, mientras mayor sea el nimero de términos
considerados en la sumatoria, més exacto seré el resultado.



Si en lugar de seleccionar el origen del sistema de coordenadas a la mitad de la placa central de las tres que
conforman el cdtodo, se hubiese seleccionado la esquina izquierda de ella, la ecuacién que describirfa la distribucién
espacial del potencial eléctrico seria (es facil llevar a cabo los célculos):

D
b= s > ——%-—sin(nn%) sinh(nn %,‘) (7.31)

K ])3)5)7!"' n Sinh(W n‘lt)

Notese que en esta ultima expresién matematica ha desaparecido la parte simétrica y ha sido sustituida por
una parte antisimétrica, la funcién sinusoidal, lo cual no es sorprendente, y estd relacionado con la ubicacion del
origen del sistema de coordenadas. Cualquicra de las dos @ltimas ecuaciones es util para determinar el potencial
eléctrico en los puntos comprendidos entre dnodo y citodo. El programa que se presenta a continuacién permite
llevar a cabo el célculo, haciendo uso de esta segunda formulacion,

INPUT "NUM DE NODOS="; N

DIMt(N,N+1) 'la matriz [t] se utiliza para guardar los valores del potencial en puntos (x,y)
w=2:H=1:U=1 'Ues el potencial eléctrico adimensional anédico, el catédico es cero

FORI=1TON
Y=I1/(N)*H
FORJ=1TON
X=T/(N+1)*w
FOR G = 1 TO 53 STEP 2
ARGl1=G*3.1416*Y/w
SENHI = 1/2 * (EXP(ARGI1) - EXP(-ARG1))
ARG2=G*3.1416 *H/w
SENH2 = 1 / 2 * (EXP(ARG2) - EXP(-ARG2))
ARG3=G*3.1416 * X/ w
SEN3 = SIN(ARG3)
S=8+1/G* SENHI / SENH2 * SEN3
NEXT G
0, )=U*4/3.1416*S
PRINT "POT="; (1, J)
S=0
NEXT J
NEXT I

Los resultados de la simulacién computacional via elementos finitos s¢ comparardn contra los obtenidos
mediante esta solucién analftica que se toma como exacta, con la finalidad de estimar la exactitud del método
numérico en la resolucién de la ecuacién de Laplace.

Una vez comprobado el grado de exactitud, se utilizara el algoritmo de elementos finitos en la caracterizacién
de la funcién de distribucién del potencial eléctrico para configuraciones geométricas de los electrodos en los que
sea muy dificil acceder a una solucién analitica.

En la siguiente seccién se desarrolla un algoritmo computacional basado en el método de elementos finitos
para el cdlculo del potencial eléctrico en celdas electroliticas de diferentes conformaciones geométricas. El
programa que se describe en 7.5 es versétil y exacto, ya que permite mancjar diferentes geometrias simplemente
modificando la posicién de los puntos nodales, y calcular con exactitud el potencial eléctrico, como se demuestra en
la seccién 7.7.
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7.5 ALGORITMO COMPUTACIONAL PARA LA CARACTERIZACION DE
PROCESOS DE ELECTRODEPOSICION POR EL. METODO DE LOS
ELEMENTOS FINITOS.

7.5.1. Descripcién del Algoritmo Computacional.

El algoritmo computacional que se describe a
continuacién, escrito en lenguaje Qbasic, permite
evaluar el potencial eléctrico para densidad de
corriente primaria en el espacio comprendido entre
los electrodos (4nodo y cdtodo) de una solucién
electrolitica diluida homogénea en condiciones
isotérmicas y estado estacionario,

El usuario tiene la posibilidad de establecer
diferentes configuraciones geométricas de los
electrodos accediendo a un conjunto de instrucciones
donde se especifican las coordenadas nodales (x, y)
de los vértices de cada elemento triangular que
conforma la malla de elementos finitos en que se
discretiza el dominio de la solucién. Existen dos
posibilidades:

e Para electrodos de pgeometria irregular se
recomienda la utilizacion del par de
instrucciones READ-DATA e introducir la lista
de las coordenadas x e y de cada uno de los
nodos.

o En el caso de geometrias regulares, donde la
ubicacién de los nodos se puede ajustar a una
funcién en el plano x-y, se recomienda utilizar
un ciclo FOR-NEXT para establecer mediante
una relacién matemética las coordenadas de cada
punto nodal.

Para efectos de explicacién, en el algoritmo que
se describe a continuacién, se consideré un par de

electrodos cilindricos concéntricos por lo que es
aplicable la segunda opcién, Posteriormente, en la
seccién 7.5.7 se ejemplifica como cambiar a otras
geometrias utilizando la especificacion directa de las
coordenadas nodales.

El algoritmo siguiente resuelve la ecuacién de
Laplace bidimensional en coordenadas cartesianas
mediante la formulacién variacional del método de
Elementos finitos, utilizando funciones de
aproximacion bilineales (lineales en “x” y en “y”).

Los pasos que conforman el programa de
cdmputo son:

Dimensionamiento de los arreglos matriciales.
Especificacién de la Topologia.
Representacion grifica de la malla de elementos
finitos.

» Construccién de las ecuaciones locales de cada
elemento
Ensamblaje de la matriz global del sistema.
Introduceién de la condiciones de frontera
naturales y de potencial constante,

e Resolucion del sistema de ecuaciones
algebraicas simultdneas lineales,

e Célculo de la distribucién del potencial eléctrico
en el espacio interelectrédico.

¢ Representacion grifica de los resultados.

7.5.2. Ciclo para Dimensionamiento de Arreglos Matriciales.

En el primer bloque de Instrucciones se
especifica el nimero de nodos radiales (K1) y de
nodos tangenciales (J1) para el caso de electrodos
cilindricos concéntricos (para otra configuracion
geométrica se requiere de especificar las coordenadas
nodales (x, y) mediante un listado directo, lo cual
puede hacerse ficilmente mediante las instrucciones
READ-DATA. En el capitulo siguiente veremos un
ejemplo especifico donde se utiliza este
procedimiento. Por lo pronto, y para fines de

explicacion de este algoritmo, se consideraran los
electrodos cilindricos.

Se puede dar un valor méximode 11 ajlya
kl, debido a la limitacién en cuanto a memoria
disponible en el software. Aunque no resulta muy
complicado ingeniérselas para aumentar el niimero
de nodos.

En este bloque de instrucciones, se calcula
también el nimero total de nodos en la malla de



elementos finitos (N2 = nimero de nodos = niimero
de ecuaciones a resolver), y ademds, se calcula el
numero total de elementos triangulares (N3).

CLS

jl=11. kl=jl-1 ‘k1 = nodos radiales,
‘j1 = nodos tangenciales
N2 =jl *kl

N3=@Gl-D*kl-1)*2

En el segundo bloque se dimensionan los
arreglos matriciales Gtiles en la implementacién del
algoritmo de elementos finitos:

e [a] = a(N2,N2) = matriz cuadrada de dimensién
N2 para almacenar los coeficientes del sistema
de ecuaciones simulténeas lineal que se obtiene
al introducir la formulacién de elementos finitos.

e [s] = s(m2, 1) = vector columna donde se
almacenan los términos independientes del
sistema de ecuaciones lineal que se obtiene
durante la implementacién del método.

» [t] = t(n2,1) = vector columna que se abre para
guardar los valores del potencial eléctrico que se
obtengan de la solucion del sistema de
ecuaciones.

» [EA] = EA(3); [EB] = EB(3) = vectores de
coeficientes que se utilizan para almacenar los
numeros de identificacién de los nodos que
conforman los vértices en los elementos
triangulares.

o [X]=X(3); [Y] = Y(3) =vectores que se utilizan
para guardar las coordenadas de los nodos de
cada uno de los vértices de los elementos finitos.
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e [Al] = matriz cuadrada de dimensién N3 que se
utiliza para construir el sistema de ecuaciones
simulténeas lineales y transferirlas a la subrutina
de eliminacion gaussiana.

* Las matrices [xn}, [yn], [xgl], [ygl]l. [xg2],
[ye2]l, [xg3] y {yg3] se utilizan para almacenar
los valores normalizados de las coordenadas
espaciales de cada uno de los nodos y utilizarlas
posteriormente para fines de graficacién,

e El vector [xec] almacena los valores del
potencial electroquimico de cada nodo calculado
al resolver el sistema de ecuaciones simultdneas.
A dicho valor se le asigna un color de acuerdo a
una escala de colores preestablecida
convencionalmente.

» Los vectores [t1], [t2] y [t3] se abren para
almacenar los potenciales eléctricos en cada uno
de los vértices de cada elemento, con el fin de
tener la posibilidad de subdividir la malla inicial
en tres subregiones para cada elemento
aumentando la exactitud del potencial calculado.

DIM a(n2, n2), s(n2, 1), t(n2, 1),

DIM EA(3), EB(3), X(3), Y(3),

DIM NN(n2, 3), x1(n2), y1(n2),

DIM Al(n2 + 1, n2 + 1), xec(n2 + 1)

DIM xn(n2), yn(n2), xg1(n3), xg2(n3), xg3(n3),
DIM yg1(n3), yg2(n3), yg3(n3), Tec(n3)

DIM t1(n3), 2(n3), t3(n3)

7.5.3. Ciclo para la Representacién Grifica de la Topologia del Sistema.

En el tercer bloque se especifican los
parametros de graficacién que definen el 4rea de la
pantalla donde se representardn los resultados de
forma grifica. También en este bloque se establece el
valor del radio menor del cdtodo y radio mayor del
dnodo, para el caso de dos electrodos cilindricos
concéntricos.

‘ pardmetros de graficacion
8=30:b=399:c=180:d =559
ra=]1:Rb=4 ‘radio interior y exterior

El cuarto bloque de instrucciones consiste de
un ciclo FOR-NEXT anidado en donde se
especifican las coordenadas radiales de cada hilera de
elementos concéntricos y las  coordenadas

tangenciales de cada uno de ellos. Al mismo tiempo
se determina y especifica un ntimero para cada nodo
(variable Kempes) mediante una regla de
procedencia y se le asocian sus coordenadas
cartesianas correspondientes (X1, Y1). Por lo tanto,
en este ciclo se define la topologia del sistema bajo
estudio. Si se desea cambiar la configuracién
geoméirica, este conjunto de instrucciones debe ser
sustituido por las de la nueva topologfa. Al terminar
el ciclo anidado, aparece otro ciclo en términos del
indice ficticio i, con el cual se imprime la
conformacion topolégica del sistema de elementos
finitos; es decir, los nimeros de cada elemento, los
nodos que conforman sus vértices y las
correspondientes coordenadas. Este ultimo ciclo
tiene funcién de monitoreo. Si no se desea



monitorear basta con afiadir una comilla a la
instruccidn print para que se anule dicha tarea y la
ejecucion del programa sea mas agil.

FORk=1TOkI
r=ra+(@b-ra)/(kl-1)*(k-1)
FOR j=1 TO jl
alfa=3.1416/2/(GL-1)* (- 1)
kempes =k + (j- 1) * ki
x1(kempes) = r * COS(alfa)
yl(kempes) = r * SIN(alfa)
PRINT "nodo="; kempes, "x=";
&: x1(kempes); “y="; yl(kempes)
NEXT j
NEXT k
FORi=1TOn2
PRINT "xlll; i; “=“; xl(i), IIYIII; i; l|=l|; yl(i)
NEXT i

En el quinto bloque se encuentran las
instrucciones que permiten graficar los electrodos y
la distribucién topolégica de los elementos. Se
dibujan los puntos correspondientes a las
coordenadas de cada uno de los nodos y se trazan
lineas que unen las parejas de nodos adecuadas para
conformar la malla de elementos finitos de acuerdo a
la topologia. A cada nodo se le asigna un nimero de
identificacién y a cada elemento se le asigna otro
nlimero que identifica su posicion en las series de
hileras consecutivas de triAngulos parados o
invertidos; ademés a cada elemento se le asocia una
tercia de ndmeros que corresponden a los niimeros de
identidad de los nodos que tienen como vértices.

REM "GRAFICADOR"
REM se leen los valores de la funcién a graficar, en
este caso, las coordenadas x, y de los puntos nodales
FORi=1TOn2
COLOR 3
PRINT "x="; x1(I), "y="; y1(1)
NEXT i
REM Determinacién de valores extremos de la
funcién para especificar escalas y drea de graficacién
ymin = y1(1): YMAX = yI(1)
xmin = x1(1): xMAX = x1(1)
FORi=2 TOn2
IF ymin > yl1(i) THEN ymin = y1(i)
IF YMAX < yl(i) THEN YMAX = y1(i)
IF xmin > x1(i) THEN xmin = x1(i)
IF xMAX < x1(i) THEN xMAX = x1(i)
NEXT i
xmingraf = xmin: xmaxgraf = xMAX: ymingraf =
ymin: ymaxgraf = YMAX
scalex = .1: scaley = .1

SCREEN 12 ‘ inicia procedimiento de graficacion.
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100 CLS
LINE (0, 0)-(639, 440), 15, BF
COLOR 3
LINE (¢, a)(c, b)
LINE (c, a)-(d, a)
LINE (c, b)-(d, b)
LINE (d, a}(d, b)
pasx = xmaxgraf + ABS(xmingraf)
pasy = ymaxgraf + ABS(ymingraf)
ejey = ¢ + (d - ¢) / pasx * ABS(xmingraf)
‘ calcula posicion de gjes x, y
ejex = a + (b - a) / pasy * ymaxgraf
COLOR 3
LINE (ejey, a)-(ejey, b)
¢ dibuja ejes x, y en verde
LINE (c, ejex)-(d, ejex)
REM normalizacién de escala
NY = INT(pasy / scaley)
NX = INT(pasx / scalex)
DIM DIVX(NX), DIVY(NY)
DIVX(1)=c: DIVY(1)=b
FORi=2TONX
DIVX(i) = DIVX(i - 1) + scalex * (d - c) / pasx
COLOR 3
LINE (DIVX(i), ejex - 2){(DIVX(i), ejex + 2)
* dibuja divisiones de escala
LINE (DIVX(i), a){(DIVX(i), a + 2)
LINE (DIVX(), b - 2-(DIVX(i), b)
NEXT1i .
FOR j=2 TONY
DIVY(j) =DIVY(j - 1) - scaley * (b - a) / pasy
LINE (gjey - 3, DIVY(j))}-(ejey + 3, DIVY(j))
LINE (¢, DIVY(j))-(c + 3, DIVY(j))
LINE (d - 3, DIVY(j))-(d, DIVY(j))
NEXT j

¢ fondo blanco

‘ marco en color verde

1200

FORi=1TOn2
xn(i) = x1(i) * (d - ¢) / pasx + ejey
yn(i) = -yl(i) * (b - a) / pasy + ejex
COLOR 9
* dibuja puntos nodales con nueve pixeles
PSET (xn(i) - 1, yn(i) + 1)
PSET (xn(i) - 1, yn(i))

PSET (xn(i) - 1, yn(i) - 1)

PSET (xn(i), yn(i) + 1)
PSET (xn(i), yn(1))
PSET (xn(i), yn(i) - 1)
PSET (xn(i) + 1, yn(i) + 1)
PSET (xn(i) + 1, yn(i))
PSET (xn(i) + 1, yn(i) - 1)

NEXT i

¢ traza malla de elementos finitos uniendo nodos.
FORi=1TOjl -1
FORj=1TOKkl



COLOR 3
LINE (xn(kl * (i - 1)+ j + k1), yn(kl * (i -
&:1) +j+k1))-(xn( + k1 * (i - 1)), yn(j+ kI * i -
&:1))
NEXT j
FORj=1TOKkl-1
COLOR 3
LINE (xn(k1 * (i - 1) + j), yn(k1 *
(i-1)+))-CnG+1+kl*(-1), yn(+ 1
+k1 *(i- 1))
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NEXTj
NEXT i
FOR i =2 TOjl
FORj= 1 TOKkI
COLOR 3
LINE (xn(k1 * (i - 1) +j), yn(k1 * (i -
&:1)+j)-xnG + 1 + K1 *(i-2)), yn(j+ 1 +k1 * (i -
&:2)))
NEXT j
NEXT i

7.5.4. Ciclo para la Formulacién de las Ecuaciones Locales y Ensamblaje del
Sistema de Ecuaciones Global .

El sexto bloque es la subrutina
correspondiente a la aplicacién del método de los
elementos finitos. Mediante la variable ALE se le
asigna un mimero de identificacién a cada elemento.
En seguida se le asocian los nimeros de los nodos
que conforman sus vértices, asi como las
coordenadas en “X” y en “y” de cada uno de ellos. Se
conforman las ecuaciones locales y al mismo tiempo
se construye la matriz global del sistema, [a]. Todo
esto se lleva a cabo mediante una serie de ciclos
iterativos FOR-NEXT anidados, que aparentemente
conforman el algoritmo mas resumido que se puede
escribir.

FORL=1TOjt-1
FORk=1TOkl -1

NN(1, 1) =(L- 1) *k1 +k:

NN(1,2)=L*kl +k+1:

NN(1,3)=L*kl +k

NN(2, 1) =NN(, 1):

NN(2,2)=NN(2, 1)+ 1:

NN(2, 3)=NN(1, 2)

FORNE=1TO2
ALE = ALE +
FORj=1TO3
NP = NN(NE, j): X(j) = x1(NP):
Y(j) = yI(NP)
NN(NE, j) = NP:
NEXT j
EA(1) = X(3) - X(2):
EA(2) = X(1) - X(3):
EA(3) = X(2) - X(1)
EB(1)=Y(2)- Y(3):
EB(2)=Y(@3)-Y(1):
EB3)=Y(1)- Y(2)
AE = EB(1) * EA(2) - EB(2) * EA(1)
FORi=1TO3
IR = NN(NE, i)
FORj=1TO3
[C =NN(NE, j)

EK = (EA(i) * EA(j) + EB(i) *
&:EB(G)) /2
a(IR, IC) = a(IR, IC) + EK
NEXT j
NEXT i
NEXT NE
NEXT k
NEXT L

En el séptimo bloque de instrucciones se
especifican las condiciones de frontera mediante las
sentencias READ-DATA y se reconstruye la matriz
globalizada de coeficientes del sistema eliminando
las columnas y renglones que tengan un coeficiente
correspondiente al potencial eléctrico conocido. Por
otra parte, las condiciones de frontera naturales en
los bordes laterales de los electrodos quedan
automdticamente establecidas y no es necesario
introducir por ellas alguna modificacién adicional al
sistema de ecuaciones global. En el par de
instrucciones READ-DATA se introducen
alternadamente los nimeros de los nodos donde se
tiene el valor del potencial eléctrico conocido y en
seguida el valor de dicho potencial en forma
adimensional. El valor de cero corresponde al
potencial catédico adimensionalizado y el valor de
uno es el del potencial anédico adimensional.

FORi=1TON3

READ NP, SV

DATAL1,0,11,0,21,0,31,0,41,0,51,0,61,0,71,0,
&:81,0,91,0,10,1,20,1,30,1,40,1,50,1,60,1,70,1,80,1,
&:90,1,100,1

FORj=1TO n2

a(NP, j)=0
NEXT j

a(NP, NP) = 1: t(NP, 1) = SV
'PRINT "NP="; NP, "SV="; SV
NEXT i



7.5.5. Ciclo Para la Resolucién del Sistema de Ecuaciones Simultineas Lineales.

Después de haber introducido mediante estos
ciclos, las condiciones de frontera, se obtiene un
sistema de ecuaciones simultdneas lineales
modificado que corresponde al sistema de ecuaciones
a resolver. El método de resolucién puede ser el de
eliminacién gaussiana, el de inversion de matriz o el
de descomposicion L-U. En seguida, como octavo
bloque de instrucciones, se presenta el algoritmo de
eliminacién gaussiana que es el que se utilizd en esta
simulacién computacional:

REM*ELIMINACION GAUSSIANA
'PRINT "Sistema De Ecuaciones A Resolver:"
FORi=1TOn2

FOR j=1TOn2

Al(, j) = a(i, j)
'PRINT A1, j);
NEXT j
Al n2+ 1)=t(i, 1)
NEXT i
N=n2

FORr=1TON-1

FORi=r+1TON
qt = Al@, r)/ Al(r, 1)
FORj=r+1TON+1
ALG, j) = A1G, ) - qt * Al(r, )
NEXT j
NEXT i
FORi=r+1TON
AlG, =0
NEXT i
NEXT r
xec(N) = AI(N, N+ 1)/ AI(N, N)
FORNX=1TON-1
sumat =0
i=N-NX
FORj=i+1TON
sumat = sumat + A1(i, j) * xec(j)
NEXT j
xec(i) = (A1(i, N + 1) - sumat) / A1, i)
NEXT NX
FORi=1TOn2-5
'PRINT "x"; I, "="; xec(I)
NEXT i

7.5.6. Ciclo para la Representacién Grifica de los Resultados.

Finalmente, habiendo obtenido la solucién a
la ecuacién diferencial de Laplace para el potencial
eléctrico, se procede a representar graficamente los
resultados, en un procedimiento similar con el que se
representd graficamente la topologia del sistema, y
empleando una escala de colores para los valores del
potencial eléctrico. El algoritmo que se empleé fue el
siguiente:

‘topologfa tridngulos parados.
FORi=1TOkl -1
FORj=1TOQOjl-1
elem=i+(G-1)*2*(kl-1)
ml=i+(-1)*kl +kl
m2=ml-Gl-1)
m3=m2+1
xgl(elem) = x1(m1)
xg2(elem) = x1(m2)
xg3(elem) = x1(m3)
ygl(elem) = yl(m1)
yg2(elem) = yl(m2)
yg3(elem) = yl(m3)
Tec(elem) = (xec(m1)+xec(m2)+xec(m3)) / 3
tl{elem) = (Tec(elem)+xec{m1)+xec(m?2))/ 3

t2(elem) = (Tec(elem)+xec(m3 )+ xec(m2)) / 3
t3(elem) = (Tec(elemn)+xec(m1)+xec(m3)) / 3
NEXT j
NEXT i

‘topologfa tridngulos de cabeza
FORi=1TOkl-1
FORj=1TOjl -1
elem=i+(G-1)*2*kl-1)+kl-1
m3=i+(-1)*kl +kl
ml=m3-(kl-1)
m2 =m3 + 1
xgl(elem) = x1(m1)
xg2(elem) = x1(m?2)
xg3(elem) = x1(m3)
ygl(elem) = yl(ml)
yg2(elem) = yl(m2)
yg3(elem) = y1(m3)
Tec(elem) = (xec(m | +xec(m2)+xec(m3)) / 3
t1(elem) = (Tec(elem)+xec(m1)+xec(m2)) / 3
t2(elem) = (Tec(elem)+xec(m3)y+xec(m?2)) / 3
t3(elem) = (Tec(elem)+xec(m 1 +xec(m3)) / 3
NEXT j
NEXT i



FORi=1TOn3
PRINT “elem="; i

PRINT "tec="; Teo(i), "t1="; t1(i); "t2=" t2(i);

&:"3="; 13(i)

NEXT i

COLOR 3

FOR elem = 1 TO n3
IF tl(elem) <.
IF tl(elem) > .
IF tl(elem) > .
IF ti(elem) >,
IF t1(elem) > .
IF t1(elem) > .
IF tl(elem) > .
IF tl(elem) > .
IF tl(elem) > .
IF tl{elem) > .
IF ti(elem) > .
IF t1(elem) > .
IF tl(elem) > .

IF tl(elem) > 1.04 THEN colorl = 14

IF t2(elem) < .
IF 2(elem) > .
IF t2(elem) > .
IF 2(elem) > .
IF 2(elem) > .
IF 2(elem) > .
IF t2(elem) > .
IF 2(elem) > .
IF t2(elem) > .
IF t2(elem) > .
IF t2(elem) > .
IF 2(elem) > .
IF 2(elem) >,

IF t2(elem) > 1.04 THEN color2 = 14

IF t3(elem) <.
IF t3(elem) >,
IF t3(elem) > .
IF t3(elem) > .
IF t3(elem) > .

04 THEN colorl =0
08 THEN colorl = 8
16 THEN colorl = 1
24 THEN colorl =9
32 THEN colorl =2
4 THEN colorl =4
48 THEN color]l = 6
56 THEN colorl = 12
64 THEN color] = 5
72 THEN color]l = 13
8 THEN colorl = 11
88 THEN colorl =7
96 THEN color]l = 10

04 THEN color2 =0
08 THEN colot2 = 8
16 THEN color2 = 1
24 THEN color2 = 9
32 THEN color2 = 2
4 THEN color2 = 4
48 THEN color2 = 6
56 THEN color2 = 12
64 THEN color2 = 5
72 THEN color2 = 13
8 THEN color2 = 11
88 THEN color2 =7
96 THEN color2 = 10

04 THEN color3 =0
08 THEN color3 = 8
16 THEN color3 = 1
24 THEN colot3 =9
32 THEN color3 =2
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IF t3(elem) > .4 THEN color3 =4

IF t3(elem) > .48 THEN color3 = 6
IF t3(elem) > .56 THEN color3 = 12
IF t3(elem) > .64 THEN color3 = 5
IF t3(elem) > .72 THEN color3 = 13
IF t3(elem) > .8 THEN color3 = 11
IF t3(elem) > .88 THEN color3 = 7
IF t3(elem) > .96 THEN color3 = 10
IF t3(elem) > 1.04 THEN color3 = 14

xgm = (xgl(elem)+xg2(elem)+xg3(elem))/ 3
ygm = (vgl(elem)+yg2(elem)+yg3(elem)) / 3
xgmnor = xgm * (d - c) / pasx + ejey

ygmnor = -ygm * (b - a) / pasy + ejex

xgl(elem) = xgl(elem) * (d - ¢) / pasx + ejey
ygl(elem) = -ygl(elem)* (b - a) / pasy + ejex
xg2(elem) = xg2(elem)* (d - ¢) / pasx + gjey
yg2(elem) = -yg2(elem) (b- a)/ pasy + ejex
xg3(elem) = xg3(elem) * (d - c) / pasx + ejey
yg3(elem) = -yg3(elem)* (b - a) / pasy + ejex

LINE (xg3(elem), yg3(elem))-(xgmnor, ygmnor)
LINE -(xgl(elem), ygl(elem))
LINE (xg2(elem), yg2(elem))-(xgmnor, ygmnor)
'LINE ~(xgl{elem), ygl(elem))

PAINT ((xgl(elem) + xg2(elem) + xgmnor) / 3,
&:(ygl(elem) + yg2(elem) + ygmnor) / 3), colorl, 3
PAINT ((xg2(elem) + xg3(elem) + xgmnor) / 3,
&:(yg2(elem) + yg3(elem) + ygmnor) / 3), color2, 3
PAINT ((xgl(elem) + xg3(elem) + xgmnor) / 3,
&:(ygl(elem) + yg3(elem) + ygmnor) / 3), color3, 3

NEXT elem

En la seccién 7.6 se representa el diagrama
de bloques correspondiente a este algoritmo
computacional. Antes se explicard la forma en que
debe modificarse este programa para aplicarlo a otras
conformaciones geométricas de los electrodos y a
diferentes condiciones de frontera,



7.5.7. Aplicacién a Diferentes Configuraciones Geométricas de los Electrodos.

Para electrodos de diferente configuracién
geométrica se realiza una modificaciéon en la
especificacion de la topologia del cuarto bloque de
instrucciones. Por ejemplo, para un par de electrodos
planos ubicados uno frente al otro, con un dngulo de
inclinacién, como se muestra en la siguiente figura,
tendriamos:

A
Anodo

catodo

mtot 0

Ag=2:cg=5:dg=1
Mtot = (cg — ag) / dg:
FOR k=1 TO k1
FORj=1TOjl
Kempes = k + (j-1) * k1
Xl(kempes) =k +(j— 1) *.1
Yl(kempes)=ag/(kl -1 *k-1)+
&: mtot / (k1 — 1) * (k —1) * x1(kempes)
‘PRINT “nodo="; kempes, “x=";
&: x1(kempes); “y="; y1(kempes)
NEXT j
NEXT K

En este conjunto de instrucciones, los dos
primeros renglones especifican la geometria de los
electrodos de acuerdo a la figura adjunta. En el

primer renglon se especifica la distancia de
separacion entre dnodo y cétodo en el lado izquierdo
y derecho, respectivamente. En el segundo renglén se
calcula la pendiente del dnodo.

El ciclo de cdlculos iterativos permite calcular
automaticamente las coordenadas nodales de la malla
de elementos triangulares con la que se llena el
espacio entre los electrodos. Nuevamente la variable
kempes es el nimero de nodo y las coordenadas x1 y
y1 se utilizan posteriormente a lo largo del programa
para los cdlculos del potencial eléctrico y la
visualizacién grifica de los resultados.

Estos son lo unicos cambios que deben
hacerse al programa para la aplicacién del método de
elementos finitos a nuevas configuraciones
geométricas de los electrodos. La serie de
instrucciones estin construidas de forma tal que el
programa por sf solo calcula longitudes y dreas de los
elementos finitos, construye el conjunto de
ecuaciones locales y lleva a cabo el ensamblaje,
introduce condiciones de frontera y finalmente
resuelve el sistema de ecuaciones resultante y
representa graficamente los resultados.

Para un par de electrodos paralelos, es decir
cuando la pendiente es cero, ag se especifica con un
valor igual al de cg y se procede con la ejecucién del
programa.

El usuario tiene, entonces, simplemente, que
establecer la nueva topologfa mediante un ciclo
FOR-NEXT o por medio de la especificacién directa
de los puntos nodales con un par de instrucciones
READ-DATA. En este dltimo caso deben
especificarse las coordenadas (x , y) de todos los
puntos nodales.

7.5.8. Aplicacién a diferentes condiciones de Frontera.

La especificacién de las condiciones de
frontera que se hacen en el séptimo bloque, puede ser
cambiada introduciendo directamente los valores del
potencial eléctrico en los numeros de nodos
correspondientes. El potencial anédico se especifica
para los puntos nodales miiltiplos de 10, mientras
que el potencial catédico corresponde a los nodos
multiplos de 10 mas uno. La distribucién no
homogénea del potencial eléctrico en los electrodos
puede ser causada por no homogeneidad en la
densidad de corriente.

FORi=1TON3
READ NP, SV
DATA1,0,11,0,21,0,31,0,41,0,51,0,61,0,71,0,
81,0,91,0,101,0,10,0,20,0,30,0,40,0,50,0,60,1,70,1,8
0,1,90,1,100,1,110,1
FOR j=1TO n2
a(NP, j) = 0
NEXT j
a(NP, NP) = 1: (NP, 1) = SV
'PRINT "NP="; NP, "SV="; SV
NEXT i



7.6. DIAGRAMA DE BLOQUES DEL PROGRAMA FEMELECT.BAS

AG=2:CG=5DG=1

MTOT = (CG-AGYDG
J1=11:K1 = J1-1

N2 =J1*K1 : N3 = 2%J1-1)*K1-1)

v

DIMENSIONAMIENTO DE ARREGLOS
MATRICIALES

DIM A(N2,N2), S(N2,1), T(N2,1), EA(3), EB(3), X(3),

Y(3), NN(2,3), XI(N2), Y1(N2), AL(N2+], N2+1),

XEC(N2+1), XN(N2, YN(N2), XGI(N3), XG2(N3),

XG3(N3), YG1(N3), YG2(N3), YG3(N3), TEC(N3),

T1(N3), T2(N3), T3(N3), TILES(20)

v

PARAMETROS DE GRAFICACION;
A=30:B=399:C=180:D=599
RA=1:RB=4 "RADIO INTERIOR Y EXTERIOR

v
A‘"< FOR Knl'ro K1 >

< FORITOI  >e

A

v

KEM = K+ (J-1) * K1
X1(KEM)=0.1*(J-1)
Y(KEM) = AG * (K-1) + MTOT * X1(KEM) / (K1 - 1)

[ SUBRUTINADE GRAFICACION _|

SUBRUTINA
DESCOMPOSICN
L-U

!

SUBRUTINA
GRAFICACION
DE
RESULTADOS

ANP,J)=0:T(NP, J) = SV

<__FORI=1TON2
*

INTRODUCCION DE CONDICIONES DE
FRONTERA MEDIANTE SENTENCIAS
READ (NP. $V)- DATA

N3 =20

-
<__FORT=1TON) >—‘—'
f

g
£¥< FOoRL-1TON1 >
v
<_FORK=ITOKLl __~>«—,
v

NN(1,1)=K1%L-1#K
NN(1,2) = K1*L+K+1
NN(1,3) = K1*L+K: NN(2,1) = NN(1,1)
NN(2,2) = NN(2,1): NN(2,3) = NN(1,2)

v
< FORNiz=1 TO2 >

| AE=atEs |

< FOR}l T03 >

NP = NN(NE,J)
X(3) = X1(NP): Y(J) = Y1(NP)
NN(NE,J) = NP

EA(1) =X(3) - X(2): EB(1) =Y(2) - Y(3)
EA(2) =X(1) - X(3): EB(2) =Y(3) - Y(1)
EA(3) =X(2) - X(1): EB(3) =Y(1) - Y(2)
AE= EB(1)*EA(2)-EB(2)*EA(1)

v
< FORI-1+T03 =

| R=NNNE) |

v
< FORJ-+1 TO3 >

IC = NN(NE,J)

EK = [EA()*EA(JYEB()*EB(J))/2
A(RIC=A(IR+IC) + EK
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7.7 RESULTADOS Y ANALISIS DE RESULTADOS.

Para los Procesos Electroliticos Controlados
por Transporte de Carga en Soluciones Diluidas
Isotérmicas en Estado Estacionario, la distribucién
del potencial eléctrico en el seno de la solucion
permite controlar la densidad de corriente para
obtener mejor calidad del electrodepésito. Los
resultados de la aplicacion del programa
Femelect.bas para determinar la distribucién del
potencial eléctrico en el espacio intercatddico de
una solucién electrolitica.

Los siguientes resultados son los obtenidos al
llevar a cabo la simulacién computacional
mediante el programa femelect.bas de elementos
finitos variacionales, adaptado a diferentes
geometrias.

Empezaremos por un par de electrodos
cilindricos concéntricos. La figura siguiente
representa un corte transversal, considerando solo
la cuarta parte del perimetro de la circunferencia:

Potencial eléctrico potencial no homogéneo

96-1.0
BB-.96
.BO-.BR
.72-88
.64-72
5664
4B- 56
40- 48
32-40
24-32
16-24
08-.16
.04-.08
0.0-04

Distribucién de Potencial Eléctrico entre un par de
Electrodos Cilindricos Concéntricos

La figura muestra como varia el potencial en
el seno de la solucién electrolitica, desde 0 a 1,
que son los correspondientes potenciales anddico
y catédico normalizados. Cada color representa
diferente valor del potencial eléctrico. La escala
de colores aparece al lado de la figura y es la
misma que se utiliza en todas las distintas
configuraciones geométricas de los electrodos
cuando se ejecuta ¢l programa. Si la distribucion
del potencial no es homogénea, el cdlculo del
potencial interlectrédico se puede hacer con el
programa Femelect.bas simplemente modificando
las condiciones de frontera, como se muesira a
continuacion:

La figura que s¢ muestra a continuacidn
corresponde al desplegado grifico de la
simulacién computacional de la distribucién del
potencial eléctrico para un par de elecirodos en un
arreglo cuadrangular, cuya solucion analitica
CONOCEIMOS:

POTENCIAL ANODICO =1

POTENCIAL CATODICO =

Los cdlculos computacionales se realizaron
con el mismo programa, utilizando 11 nodos en
direccién horizontal y 10 nodos en direccion
vertical para un total de 110 nodos y 200
elementos, que posteriormente mediante una
regresién lineal simple de la funcién de
aproximacion se convirtieron en 600 elementos
que son los que aparecen en el desplegado grafico.
Obsérvese 1a distribucion simétrica del potencial
eléctrico para esta configuracisn.

El intérprete Qbasic permite resolver
sistemas de 120 ecuaciones simultdneas lineales o
menores, por eso la limitacién en cuanto al
numero de elementos a procesar. Sin embargo, un
manejo inteligente de varias matrices de



coeficientes, en lugar de una, puede servir para
incrementar el nimero de elementos, como en este
caso. A pesar de esta limitacion, los valores
predichos por el método de elemento finito son de
alta exactitud respecto a la solcién analitica
presentada en este texto para las dos situaciones
anteriores

La figura que se sigue es ¢l desplegado
grafico que se obtiene de la determinacién del
potencial eléctrico para una celda de Hull con el
mismo programa. La solucién analftica a este
problema se¢ obtiene por series de Fourier. La
solucidon numérica obtenida mediante la
aplicacién del programa Femelect bas ajusta muy
bien a los resultados tedricos:

CATODO

Un caso mas dificil de integrar
analiticamente es el de un par de electrodos con
perfil parabdlico. La simulacién por elementos
finitos se muestra en la siguiente figura:

0 05 10
IR W
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Finalmente, las figuras siguientes exhiben la
distribucion del potencial eléctrico en el espacio
interclectrédico para un par de electrodos
sinusoidales, con potenciales homogéneos en los
electrodos en la primera de ellas y con
distribucién no homogénea de potencial eléctrico
en la Oltima:

Distribucion de potencial eléctrico entre un
par de electrodos con geometria sinusoidal

Distribucién de potencial eléctrico entre un
par de electrodos con geometria sinusoidal y
potencial eléctrico no homogéneo en dnodo y
catodo
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Dindsmica de Foidos.

8.1. INTRODUCCION.

El andlisis del movimiento de fluidos ha
sido uno de los problemas mds interesantes
dentro de la termodindmica de procesos
irreversibles. Desde el enfoque fenomenolégico
de las ecuaciones de Navier-Stokes hasta las
formulaciones recientes mediante la Dindmica
Molecular, las reticulas de gas o las redes de
Boltzmann, el objetivo de caracterizar la
dindmica de fluidos compresibles e
incompresibles en régimen laminar o turbulento
y condiciones de estado estacionario o inestable,
se ha logrado parcialmente.

Desde el punto de vista fenomenoldgico
la expresion matemdtica gobernante es la
conocida como ecuacién de Navier-Stokes, una
ecuacién diferencial parcial de segundo orden
no lineal:

p[%+v-Vv:l=--V-‘t—VP+pg 8.1

Esta expresion corresponde a la segunda
ley de Newton aplicada al movimiento de un
fluido. EIl primer término del lado izquierdo es
la aceleracién temporal del fluido por unidad de
volumen. El segundo término, es decir, el
producto punto de la velocidad con el gradiente
de velocidad, es la aceleracién espacial, que se
presenta por ejemplo cuando existen cambios
de édrea en la seccién transversal al flujo y
corresponde al término no lineal de la ecuacién.
El primer término del lado derecho es la fuerza
viscosa por unidad de volumen, el tensor de
transporte molecular de momentum, 1, puede
exhibir a nivel macroscépico una dependencia
lineal con el gradiente de velocidad para los
denominados fluidos Newtonianos o cualquier
otro tipo de correlacién para fluidos no
Newtonianos. El segundo término del lado
derecho es el gradiente de presién. Si en el
campo de velocidades existen regiones en las
que se¢ manifiesten presiones altas y otras

regiones en las que la presidén sea menor, el fluido
tenderd a fluir desde las zonas de alta presién hacia las
regiones de presion baja, es decir, en sentido contrario
al gradiente. Finalmente las fuerzas de gravedad
corresponden al ltimo término de la ecuacién (8.1).

La ecuacién de Navier-Stokes puede resolverse
para una gran cantidad de casos de dinAmica de
fluidos en régimen laminar después de llevar a cabo
una simplificacién importante de algunos de los
términos., frecuentemente tomando en cuenta
condiciones de régimen laminar en estado estacionario
y con configuraciones de flujo correspondientes a
geometrias regulares, Para geometrias irregulares es
ma4s conveniente emplear métodos numéricos como el
de diferencias finitas o el de los elementos finitos.

Para flujos turbulentos es necesario tomar en
cuenta las fluctuaciones aleatorias espacio-temporales
de la velocidad del fluido. A finales del siglo XIX el
Ingeniero Nautico britdnico Osborne Reynolds dedujo
la expresién matemédtica que caracteriza la dindmica
de los flujos turbulentos, la cual se conoce actualmente
como ecuacién de Reynolds:

[a«:v:»
<p>

-V<1>-V<P>+<p>g~-V-<p><v'Vv>

+<v>-V<v>]=

(8.2)

Esta ecuacin escrita para los promedios
temporales de la velocidad, densidad y presién, tiene
la misma forma que la ecuacién de Navier-Stokes,
salvo la introduccién del término correspondiente al
flujo turbulento de momentum. Dicho término, que es
el dltimo de la ecuacién anterior, toma en cuenta el
transporte de cantidad de movimiento asociado a las
componentes fluctuantes de la velocidad del fluido e
introduce un problema clisico en la dindmica de
fluidos, el “problema .de cerradura”, ya que se tienen
més incognitas que ecuaciones,



Para resolver el problema de cerradura,
desde principios del siglo XX se propusieron
algunos modelos mateméticos para calcular el
tensor de esfuerzos turbulentos (<p><v’v’>), El
primero de ellos, el de Boussinesq proponia una
relacion de proporcionalidad lineal de dicho
tensor con los gradientes de velocidad, en una
analogia con la ley de Newton de la viscosidad
¢ introduciendo el parametro de viscosidad
turbulenta. No tiene ningtin fundamento fisico y
predice perfiles turbulentos con muy baja
precision.

El segundo modelo de cerradura en
orden cronoldgico fue el de longitud de mezcla
de Prandtl, el cual realiza una analogfa de la
dindmica de los remolinos turbulentos con la
teorfa cinético molecular de Boltzmann y
Maxwell, predice con fundamentos tedricos,
una  dependencia de  proporcionalidad
cuadritica entre el tensor de esfuerzos
turbulentos y el gradiente de velocidad, y sus
resultados, al menos con fluidos confinados,
son bastante exactos. Por ejemplo, su
prediccién para flujo turbulento en tuberfas se
adapta con muy alta precision al perfil
universal de velocidades de naturaleza
empirica.

Finalmente vale la pena mencionar el
modelo de Kolmogorov que toma en cuenta el
tamafio de los remolinos mds pequefios y su
frecuencia de  aparicién, introduciendo
respectivamente los pardmetros x y & Este
modelo es bastante preciso para una gran
cantidad de flujos turbulentos alrededor de
objetos.

Para flujo irrotacional bidimensional la
ecuacién de Navier-Stokes en conjuncién con la
ecuacion de continuidad, conducen al par de
ecuaciones:

ov ov
ivif—--l=0; av"+—y=0
dy ox ox oy

Estas ecuaciones cumplen con las
siguientes relaciones matemaéticas:

o

ox Y oy
o2, v
) Yooy
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donde ¢ y w representan campos escalares y se les
denomina respectivamente funcién de potencial y
funcién de corriente. Cauchy y Riemann demostraron
que el conjunto anterior de cuatro ecuaciones son
condiciones necesarias y suficientes para que exista
una funcién de variable compleja w(z) tal que su parte
real corresponda a la funcién de potencial y su parte
imaginaria a la funcién de corriente.

Entonces, dada una funcién compleja
cualquiera, la grafica de ¢ = constante produce las
lineas equipotenciales (suma de energia cinética por
unidad de masa mds presién igual a constante) y la
grafica de y = constante produce las lineas de
corriente, es decir las lineas a las cuales el vector
velocidad del fluido es tangente.

El desplegado gréifico de ¢= constante y
y=constante genera los denominados mapas
conformacionales. Puede demostrarse ficilmente que
tanto ¢ como y conforman campos laplacianos y que
el gradiente de ambas funciones son mutuamente
ortogonales. A situaciones de flujo como esta se les
conoce como flujo de potencial bidimensional, y
debido a que la ecuacibn gobernante para la
distribucién de las funciones de potencial y de
corriente es la ecuacion de Laplace, resulta méas o
menos sencillo caracterizar fluyjos de esta naturaleza
aplicando programas de elementos finitos semejantes a
los que se han desarrollado en este trabajo hasta este
momento.

El otro enfoque de la dinidmica de fluidos,
basado en fisica estadistica, ha producido varios
modelos basados en dindmica molecular, teoria del
caos, grupos de renormalizacién, reticulas de gas y
recienterente se encuentra en desarrollo los modelos
de reticulas de Boltzmann.

En este capitulo se presentard la solucién
analftica para varias configuraciones de flujo en
régimen laminar, llegando a establecer el perfil de
velocidades bidimensional en estado estacionario para
flujo laminar incompresible de un fluido Newtoniano a
través del canal de un extrusor y se llevard a cabo la
caracterizacion de dicha configuracion de flujo
utilizando el método de los elementos finitos. Luego se
abordard el problema de flujo de potencial
bidimensional para diferentes configuraciones de flujo.



8.2. Flujo Laminar Viscoso a Través de un Canal Rectangular.

Revisaremos ahora las caracteristicas maés
importantes del flujo laminar estacionario de un
fluido Newtoniano a través de un canal rectangular
cuando el movimiento es causado por el
deslizamiento de una de las fronteras de dicho canal,
como se ilustra en la siguiente figura:

i
I |
gk

Y

-+— L

Fig. 8.1. Flujo Laminar a través de un canal
rectangular

Esta configuracién de flujo se presenta en algunos
cagos de aplicacién industrial, como en el transporte
de fluidos o semisdlidos en bandas de transmisién y
con mayor frecuencia en extrusores de plastico o de
pastas alimenticias, como serd explicado en la
siguiente seccidn.

La formulacién Lagrangiana de la ecuacién de
movimiento puede ser simplificada para obtener una
ecuacién diferencial mas facil de integrar:

0
p|:_5t_v+v.Vv} —V.T—Vp+pg (81)

La aceleracién temporal del fluido, en
condiciones de estado estacionario es cero por lo que
la primera derivada del lado izquierdo de la ecuacién
se hace anula.

Como el érea transversal al flujo es constante,
la aceleraci6n espacial también se elimina.

Debido a que el flujo es por arrastre viscoso y
el movimiento es horizontal, no existen gradientes
de presion y los efectos gravitacionales son nulos, por
lo que la ecuacién de Navier-Stokes se reduce a:

“Ver=0 (8.3)

Integraremos esta ecuacidn diferencial para el
caso de fluidos newtonianos, en los que el tensor de
flux molecular de momentum se expresa como una
funcién lineal de los gradientes de velocidad. El caso
mas complicado que corresponde al flujo no
newtoniano de modelo de potencia sera tratado
posteriormente.

Para fluido newtoniano la ecuacién diferencial
resultante es;

pvZy=0 (8.9)

El Laplaciano vectorial es un vector definido
como la suma de las segundas derivadas de los
componentes de velocidad en cada direccién, menos
dos tercios de la divergencia de la velocidad,
multiplicados por los correspondientes vectores
unitarios. En nuestro caso, como el {nico
componente de velocidad distinto de cero es v, , la
componente en z del Laplaciano es:

& & &
l"‘ ax2 vz + ayl vz + alz vz (85)

Puede observarse, a partir de la ecuacion de
continuidad que la velocidad solo varfa en direccién
X e Yy, mientras que en direccion z permanece
invariable:

La ecuacién de continuidad es :

-Vepv = dp/dt = -[ dpv,/Ox + dpv,/By + dpv,/Oz ]
(8.6)

Considerando flujo incompresible (p =

constante), observando que v, =0y v, =0, y como la

densidad no cambia con el tiempo, la ecuacién de
continuidad da como resultado:

dv,/6z = 0, por lo tanto &v,/622 =0

Por lo tanto:

Eaaeat
— Vv, +—5v |=0 (8.7)



Esta expresidn matemdtica se conoce como
ecuacion de Laplace (en honor del matemdtico
francés Pierre Simén de Laplace), y aparece
frecuentemente en la fisica matematica.

Las condiciones de frontera estan claramente
definidas, segin el siguiente sistema de coordenadas:

x=-W x=W

y=H

y=0

Y

v;=0en x=12WVy

v:=0eny=0 Vx

v, =V, en vy=H Vx

Por simplificacién de la notacién, en todo el
desarrollo que sigue omitiremos el subindice z del
componente de velocidad.

En el capitulo 7 se presenté la solucién de la
ecuacion de Laplace para un sistema anélogo al que
se tiene en este momento, por lo que la solucién debe
ser equivalente. En seguida se adimensionalizarén
las variables que definen la dindmica del fluido en
esta configuracién de flujo y se procedera a escribir
la solucién al perfil de velocidades por analogia a la
solucién analftica presenteda en el capitulo 7.
Obtener la solucién en forma adimensional permite

- lograr una expresion matemdtica vélida a cualquier
escala.

Definiendo la velocidad adimensional v* como

vi=v/v,
y a las coordenadas adimensionales como :
x*=x/w,y*=y/H

Las condiciones de frontera adimensionales
son:
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*—_| "=
X | xi 1
y*=1 1
0 0
y*=0
0
Obsérvese que :

Ox* =0x/ W ; ox* = ox* | W?
dy* =8y / W ; oy* = 8y’ | W*
V*=ov/vy; vt =y v,

Por lo que la ecuacibn diferencial
adimensionalizada es:

& * (E)z & *_0
6x"‘2v +I_I ay*zv = (8.8)

Al integrar por separacién de variables y
utilizando series de Fourier, la velocidad

adimensional queda dada por:
(-pr+1 g(2n+1 *)
H2n+l O 5 ™
42 —
woiy (2n+l)sinh(w 7™
To
inh(znu .E)
T2 Y w
(8.9)

Obsérvese la simetrfa de esta solucién respecto
al eje x y la asimetria en respecto al eje de las y.

Sustituyendo las variables adimensionales :




4v o n+1
p - 2n+1 X .. [2n+1 y
v= % ~H il cos( ;T W) smh( 5T W) (8.10)
2n+1) smh(W 2 T)

Expresion equivalente a la ecuacion (7.30)

Si en lugar de seleccionar el origen del sistema de coordenadas en la parte central de la placa inferior del
canal rectangular, se hubiera seleccionado la esquina inferior izquierda, la ecuacién que describiria el perfil de
velocidades seria:

dv ¢ o}
v=—"L > f—“——l-—sin(mr i) sinh(nn L] (8.11)
T .. H w W
1,3,5,7,.... n sinh(— nmn)
w

Noitese que en esta 1ltima expresién En la siguiente seccién veremos como se
matemdtica ha desaparecido la funcién simétrica utiliza este resultado pare caracterizar el perfil de
para la dependencia de la velocidad con respecto a x, velocidades en un extrusor de tornillo sencillo. Como
y ha sido sustituida por una funcién antisimétrica. en dicho dispositivo se utiliza un tornillo que rota en

el interior de una cdmara cilindrica concéntrica, es

La ecuacién (8.11) representa la distribucién necesario analizar el flujo tangencial en régimen
de velocidad en el canal rectangular en condiciones laminar y estado estacionario de fluidos de diferente
de estado estacionario para flujo laminar por arrastre comportamiento  reolégico  entre cilindros
viscoso. concéntricos rotatorios, por lo que en la siguiente

seccién se presenta la caracterizacion analftica de
dicha configuracién de flujo.
8.3. Flujo Tangencial Laminar entre Cilindros Concéntricos Rotatorios
en Estado Estacionario.

El flujo laminar tangencial entre cilindros trayectorias circulares planas horizontales, el tnico
concéntricos rotatorios es una configuracién de flujo componente de velocidad diferente de cero es la
de gran importancia para la determinacién de los velocidad tangencial (de las coordenadas cilindricas).
parametros reoldgicos de un fluido. En el flujo axial a
través de conductos cilindricos, el fluido se mueve en Hallaremos el perfil de velocidad considerando
régimen laminar cuando el nimero de Reynolds es un flujo laminar incompresible en estado estacionario.
menor a 2100. Esto impone una fuerte limitacién al
intervalo de experimentacién en redmetros capilares. La ecuacién de movimiento es;

En el flujo tangencial entre cilindros rotatorios d . - .
concéntricos, la fuerza centripeta estabiliza el régimen P[‘“ V+Ve VV:| =-VeTr~ VP +pg
laminar y las ondulaciones que conducen a la ot
turbulencia aparecen hasta nimeros de Reynolds
mayores a 20 000. El efecto es similar al que se ve El primer término (la aceleracién temporal) es
sujeto una piedra en una honda, donde la fuerza cero debido a la condicion de flujo en estado

centripeta que ejerce la cuerda impone la trayectoria estacionario.
circular. Esta configuracién de flujo consiste en



El segundo término (la aceleraciéon espacial) es
cero porque el 4rea transversal no cambia de tamafio.

El gradiente de presion es cero en la direccion
de movimiento, ya que para una linea de corriente
dada, la presién es constante, La presién varia radial y
axialmente, pero no en direccién tangencial,

La componente de la fuerza de gravedad en
direccién del movimiento es cero, ya que las lineas de
corriente estdn distribuidas en planos horizontales.

Entonces, la simplificacién de la ecuacién de
movimiento conduce a::

-Ver=0

El tensor de flux molecular de momentum
tiene una sola componente diferente de cero, la
correspondiente al transporte radial del componente
tangencial de momentum: T4 0.

o)
/" Condiciones de Frontera:
C > A
[l] Vo= 0 ent=R,
[2)ve=QRy enr=Ry
-+ R,
Ry
——— L

Fig. 8.2. Flujo Tangencial laminar entre dos cilindros
concéntricos rotatorios en estado estacionario,

Por lo tanto:
1d
—z—rz‘rre =0
r¢ dr
C
2 = =1
I“T,g=Ci DT, 9= 2

aquf no es posible evaluar c; , ya que las condiciones
de frontera se encuentran especificadas en términos de
la velocidad.
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Introduciendo el modelo reolégico de 1la
potencia:

consecuentemente:
v c 1/n
n -
Yo _ M r 2/n +c,
r 24k

Introduciendo las condiciones de frontera:

2\ k
nfcYa| -2 -2
[2]-[1} @ 5(1‘—) Ry -R, "
20 Q
¢, =k 5 N| =7
n Ron_Rln ]...(_l}.l_]n
i i Ry

El perfil de velocidades queda dado por:

2
vy =—~»9r—2 1—(%—‘)" (8.12)
()
R,

La velocidad tangencial del fluido depende de
la coordenada radial via la suma de una



proporcionalidad directamente lineal y un reciproco
delapotencia(2/n—1).

Para un fluido newtoniano:

R 2
v9=—~9r—21—(—r'u) ., (8.13)
1_(&)
RO

una combinacién de una funcién lineal con un reciproco.

El perfil de esfuerzos cortantes es:

_a_ ] _20m |1
TR TR R |
1

El esfuerzo cortante en la pared del cilindro
interior corresponde al valor del tensor de flux de
momentum enr =Ry :

To = €1 / Ry? = fuerza tangencial / drea de la
envolvente cilindrica

tw=Fg/2mrsL=c¢,/Ry®

Comutnmente, para determinar los pardmetros
reol6gicos, no se mide la fuerza tangencial sino el
torque aplicado al cilindro interior y la velocidad
angular resultante, la cual depende de la fuerza de
friccién que genera el fluido.

Fo
Eltorque es : Mo=rx F

como r es perpendicular a F :

Mo =r Fy (formulacién escalar) Fy

El torque total aplicado por el par de fuerzas
es:

MOT="2['F9’=2R0F9
Mor=(c;/Ro* )4 m Ry’ L

Por lo tanto, para un fluido cuyo
comportamiento se ajusta al modelo de potencia;
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1]
Moy = 4nLk| ——=22/10 }

P Y P— Y
RO n_ Rllln

para un fluido newtoniano:

[ 20
Mo, = 4nly| —===
T u_RBZ—Rl_z]

Una relacién lineal entre el torque y la
velocidad angular.

Si al graficar los resultados experimentales de
torque y velocidad angular, el ajuste a una linea recta
que pasa por el origen es con un coeficiente de
regresién alto, el fluido es newtoniano y la pendiente
de la recta es la velocidad angular,

Mo A

STLORZRe / (Ry% -Re?)

Fig. 8.3. Linealizacién de la relacién matemdtica
entre torque y velocidad angular para flujo
tangencial entre cilindros concéntricos rotatorios.

La linealizacién de la ecuacién correspondiente
al fluido no newtoniano procede tomando logaritmos.

Rearreglando la ecuacién del torque:
Mor= Q" 4nlk [ 2/ )/ Ry ™ - Ry ) I
adimensionalizando:

M " 2/ "
°1 _| £ | 4uik —= 0| Q"Mo,
Moy Qg R;“" —R;

Donde Mog es un torque de referencia
correspondiente a una velocidad angular de referencia
(Q2). Tomando logaritmos:



R

log Mor _ log[i}+ log( )4nLl{i——
Mo, Q

-2/n -2/n
Ry —R;

Al graficar los resultados experimentales es
factible determinar los pardmetros reolégicos ny k si
la reologfa del fluido se adapta al modelo de potencia,

n
} Q"Mo,

8.4. Determinacién Analitica de la Distribucién de Velocidades

en un Extrusor de Tornillo Sencillo.

La figura 8.4 es la representacién esquemética
de un extrusor de tornillo sencillo. Estd constituido
por un barril o coraza en el que se introduce
coaxialmente un tornillo helicoidal, normalmente de
seccién transversal rectangular o trapezoidal. El
material a extruir se introduce en la tolva de
alimentacién ubicada en uno de los extremos de la
extrusora. Mediante un motor se pone a girar el
tornillo que conducird el material alimentado a lo
largo del barril hasta el otro extremo, fluyendo en
régimen laminar, Durante su trayectoria el fluido
puede verse sometido a un tratamiento térmico que
normalmente se monitorea por medio de un conjunto
de termopares colocados equidistantemente. En el
extremo opuesto del equipo se hace pasar al material
a través de un dado que le da la forma final,

El proceso de extrusién es muy comun en la
industria de polimeros y en la industria alimenticia,
donde la mayoria de los fluidos tienen un
comportamiento reoldgico no Newtoniano, aunque
hay algunos casos como algunos polimeros de Nylon
que en condiciones isotérmicas pueden considerarse
como Newtonianos. El objetivo en esta seccién es
establecer las ecuaciones diferenciales que describen
¢l paso de un fluido Newtoniano o no Newtoniano a
través del tornillo de un extrusor y llevar a cabo la
solucién analitica para el caso integrable del flujo de
un fluido Newtoniano en régimen isotérmico
estacionario.

Suponiendo un tratamiento isotérmico, la

ecuacion diferencial gobernante para el flujo del
material a través del canal del tornillo es:

2 2
&®_ p.I:a Vs, Q—Y--‘-] (8.14)

oz ox* oy’

Esta ecuacién es Ia representaciéon mis simple
de la dindmica de un fluido Newtoniano en un
extrusor de tomillo sencillo y corresponde a una
ecuacién de Poisson. Su solucién, mas el
acoplamiento con la solucién de la ecuacién de
Navier-Stokes para dos cilindros concéntricos
rotatorios y la introduccion de un factor de correccién
que tome en cuenta el dngulo de la hélice del tornillo,
permiten caracterizar el proceso de extrusién y
predecir la variacion del flujo volumétrico con
respecto a la calda de presién necesaria para hacer
fluir el material.

El problema de la integracién de la ecuacién
de Poisson, que es una ecuacién diferencial parcial
no homogénea, puede dividirse en dos partes. La
primera de ellas es la solucién de la ecuacion de
Laplace asociada, cuyo resultado es la ecuacién
(8.11). Y el segundo paso corresponde a encontrar la
solucion particular que puede realizarse mediante el
método de inspeccin o por variacién de pardmetros.
Procediendo de esta manera se llega a:

=l£["_zﬂ+ml L] (8.15)

v
7 ulL 2 ! v

p

donde v esté dada por la ecuacion (8.11).

Para un fluidlo no Newtoniano cuyo
comportamiento reolégico se puede ajustar al modelo
de potencia, la ecuacién de Navier-Stokes para flujo
laminar incompresible isotérmico en estado
estacionario se reduce a:

VP=-V.1 (8.16)

Sustituyendo el modelo de potencia:



se obtiene:

2] -

Realizando la derivacion se llega :
dp (av)"" v | & (av)"
—=|kn| = —[|+—=[[=] |+
dz x,) ox*| ox|\ox (8.19)

o=l .4 I
BEE0
dy) o) oy|\oy

Considerando despreciable la variacién del

fndice de consistencia en las direcciones x e vy,

perpendiculares a la direccién de flujo, se llega
finalmente a:

n-1 -1
dpP _ kn(ﬂ) PV ) 2V | (820
dz x) oxr &y, &°

Nétese que si el indice de comportamiento se
hace igual a uno y se sustituye el {ndice de
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congsistencia por la viscosidad, se obtiene la ecuacién
de Laplace para fluidos Newtonianos.

(8.18) es una ecuacién diferencial no lineal, el
indice de comportamiento frecuentemente es
fraccionario, por lo tanto es muy dificil lograr una
solucion analftica, entonces es recomendable
proceder mediante algin método numérico. El
método de diferencias finitas proporciona una opcién
viable pero poco versétil en cuanto la modificacién
de la geometria por lo que se procedera a formular la
solucién por elementos finitos que permite un manejo
mds adecuado de las condiciones e frontera.

Para la ecuacién de Poisson del flujo del
fluido Newtoniano se puede formular la solucién
mediante elementos finitos variacionales, en cambio
para el modelo de potencia es mas conveniente
alguno de los métodos de residuos ponderados.

La solucién de la ecuacién de Navier-Stokes
para la componente tangencial del flujo helicoidal a
través del canal del extrusor ya ha sido desarrollada
en 8.2. Esta solucién se suma a la ecuacién (8.11)
directamente, ya que en ambos casos se trata de la
resolucién de la ecuacién de movimiento donde se ha
eliminado el término no lineal.

8.5. Algoritmo Computacional para el Flujo Laminar de Fluidos Newtonianos en Estado
Estacionario a través del Canal de un Extrusor de Tornillo Sencillo de Diferentes
Geometrias.

Para las ecuaciones de Poisson y Laplace se
dispone de un principio variacional debido a que
ambas cumplen con al ecuacién de Euler-Lagrange.
Por lo tanto, para el flujo laminar de fluidos
Newtonianos utilizaremos el método variacional de
la técnica de elementos finitos.

El programa para el cdlculo de los perfiles de
velocidad es el mismo que el presentado como
femelect.bas en el capitulo 7. La Gnica diferencia es
la introduccién del término fuente para incluir los
efectos de la contrapresién sobre la ecuacién
diferencial de Laplace que caracteriza el flujo por
arrastre viscoso.

La figura 8.4 representa esquemdticamente un

. extrusor, mientras que en las figuras (8.5 y 8.6) se

muestra el resultado de la determinacién de los
perfiles de velocidad en estado estacionario para un
fluido Newtoniano que fluye en régimen laminar a
través del canal de un extrusor de tornillo sencillo,
tanto cuando el flujo es por arrastre, como cuando el
efecto de contrapresion es importante.

La comparaciéon de los resultados de la
simulacién computacional contra las soluciones
analiticas desarrolladas para las ecuaciones de
Laplace y Poisson, demuestran la gran exactitud del
método. Tanto para flujo por arrastre como con
contrapresion, el error pricticamente es nulo.



Figura 8.4. Representacion esquemética de un extrusor de tornillo sencillo.
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profundidad de Ia hélice

Fig. 8.5. Distribucion de velocidades en el canal de un extrusor de torniilo sencillo con gran profundidad de la hélice
del tornillo, para flujo por arrastre de un fluido Newtoniano en condiciones de estado estacionario.
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base de 1a hélice

Fig. 8.6. Distribucién de velocidades en el canal de un extrusor de tornillo sencillo con baja profundidad de la hélice
del tomnillo, para flujo por arrastre de un fluido Newtoniano en condiciones de estado estacionario.
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Fig. 8.7.- Perfiles de velocidad para el canal profundo de un extrusor a diferentes relaciones de contrapresién.
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a) Contrapresion nula. Flujo por arrasire b) Contrapresion iguat a 0.05 (Pa m”3 /kg) *{}4), (AP/ p) » (}4)

V=0 Y=0.5 V=1m/s
—— L

¢) Contrapresién ignat a 0.1 (Pa m”3 /kg) ~(\4) ., (AP/ p) * (\%) d) Contrapresion igual a 0.3 (Pa m*3 /kg) *(4), (AP/ p) " (14)

Fig. 8.8.- Perfiles de velocidad para el canal rectangular de un extrusor a diferentes relaciones de contrapresion.
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8.6. Flujo de Potencial Bidimensional.

Las consideraciones matematicas para el flujo
ideal no viscoso conduce a las ecuaciones de Laplace
tanto para el potencial de velocidades como para la
funcién de corriente. La caracterizacién de los campos
de velocidad en flujos en régimen turbulento
plenamente desarrollado puede lograrse considerando
el modelo de flujo de potencial en las regiones alejadas
de las fronteras sélidas y la teoria de capa limite en las
vecindades préximas a dichas fronteras. En esta
seccién se ejemplifica la aplicacién de la resolucion de
la ecuacién de Laplace en la caracterizacién de la
distribucién de la funcién potencial de un campo de
velocidades bidimensional. Las lineas de corriente de
dicho campo pueden construirse trazando lineas
perpendiculares a las lineas equipotenciales. La teorla
subyace en las ecuaciones de Cauchy-Riemann, ya
mencionadas en este capitulo, y puede encontrarse
mayor informacién en cualquier texto de Dindmica de
Fluidos o en el libro cldsico de Fenémenos de
Transporte de Bird, Stewart y Lightfoot.

El ejemplo base que consideraremos consiste
en lo siguiente:

Un recipiente rectangular de ancho W, y
profundidad H, tiene dos compartimientos con las
caracteristicas mostradas en la siguiente figura:

Lil)

rttt

mampara

< g
\"%
y

Fig. 8.9. Flujo de un Fluido de un compartimiento a
otro debido a la carga hidrostatica.

El compartimiento derecho tiene mayor altura
que el izquierdo y consecuentemente una mayor
energfa potencial. En la parte intermedia se encuentra
una mampara que divide los dos compartimientos.
Bajo estas condiciones el fluido tenderd a fluir del
compartimiento derecho al izquierdo tal como se
muestra en la figura. Una fuente externa podria
asegurar la estacionariedad del proceso.

La caracterizacién de las lineas de corriente
que definen el flujo del fluido se puede lograr por dos
vias:

* Resolviendo 1a ecuacién de Laplace para la funcién
de corriente.

* Resolviendo la ecuacién de Laplace para la funcién
potencial y construir las lineas de corriente trazando
vectores perpendiculares a las lineas equipotenciales,

Consideraremos la segunda opcion debido a
que resulta sencillo establecer las condiciones de
frontera,

. El problema puede ser dividido en dos, el
compartimiento izquierdo y el compartimiento
derecho. La carga hidrostitica define la energia
potencial en los puntos sefialados, mientras que la
ausencia de flujo a través de las paredes del recipiente
definen las otras dos condiciones de frontera.

Para los compartimientos separados se
tendrian las siguientes condiciones, que son las que se
introducen en la simulacién computacional :

o* =1
B™/om = (
P*=0 Bp*/on =0
dp*/on = 0
Bp*/on =0
@* =03
dg*/on = 0 Bo¥/an = 0

Fig. 8.10. Condiciones de Frontera para el ¢jemplo
de flujo de potencial bidimensional




8.6.1. Algoritmo Computacional para Flujo Potencial Bidimensional de Fluidos
Incompresibles en Estado Estacionario.

A continuacién se presenta el listado del
programa Potflux.Bas con el que se llevaron a cabo los
calculos de la distribucién espacial de la funcion
potencial para el ejemplo del paso de un fluido Hquido
de un compartimiento a otro debido a la diferencia en
la carga hidrostitica entre ambos, asi como para el
conjunto de configuraciones de flujos que se presentan
en la subseccién 8.6.2. Este algoritmo resuelve la
ecuacion de Laplace y grafica los resultados en escala
de colores. El programa es una adaptacién del
algoritmo femelect.bas presentado en el capitulo 7.

Bloque I.- Especificacion de nimero de nodos y
dimensionamiento de arreglos matriciales.

REM j1 = nodos verticales, k1= nodos horizontales
jl=11:kl=jl-1

n2 =jl *kl

N3=(Gl-1)*kl-1)*2

DIM A(n2, n2), s(n2, 1), t(n2, 1), EAQ3), EB(3)
DIM X(3), Y(3), NN(n2, 3), x1(n2), yl1(n2)

DIM Al(n2 + 1, n2 + 1), xec(n2 + 1)

DIM xn(n2), yn(n2), XG1(N3), XG2(N3), XG3(N3)
DIM YGI1(N3), YG2(N3), YG3(N3), Tec(N3)

DIM TI1(N3), T2(N3), T3(N3), ALE$(20)

Bloque IL.- Especificacitn de limites de graficacién:
A=40: B =399: C=180: D=559
Bloque III.- Ciilculo de coordenadas nodales,

FORK=1TOkl
FORJI=1TOjl
x1(kempes)=J- 1
yl(kempes) =K - 1
NEXTJ
NEXTK

Bloque IV.- Determinacién de los valores extremos
de las coordenadas nodales y desplegado grafico de
la malla de elementos finitos.

Es el quinto bloque del programa Femelect.
Bas presentado en la pégina 134, sin ningiin cambio.

Bloque V.- Construccién de las ecuaciones locales y
ensamblaje del sistema de ecuaciones global.

Es el ciclo de cdlculos presentado en 7.5.4, sin
cambio alguno.

Bloque VI.- Introduccién de condiciones de
frontera,

Se especifican los valores de la velocidad en
los nodos orilla ubicados en los sitios de entrada y
salida de fluido. A los nodos que corresponden a los
puntos de contacto con las paredes sélidas se les asigna
la condici6n de frontera natural.

N3 =16
FORI=1TO N3
READ NP, SV
DATA 101, 0.5,102, 0.5,103, 0.5,104,0.5,105,
0.5,10,0,20,0,30,0,40,0,50,0,60,0,70,0,80,0,90,0,100,0,
110,0
FOR J = 1 TO n2
ANP, J)=0
NEXT J
A(NP, NP) = 1: {(NP, 1) = SV
NEXT I

Bloque VIIL.- Resolucién del sistema de ecuaciones
simultineas lineales por climinacién gaussiana.

Subrutina presentada en 7.5.5.
Bloque VIII.- Desplegado grifico de resultados.

Corresponde al conjunto de instrucciones
presentado en 7.5.6. La representacion grifica de los
tridngulos “de cabeza™ y “parados” es la misma, lo que
se cambia es la subrutina que colorea el interior de los
elementos.

‘topologfa tridngulos de cabeza
FORI=1TOkl-1
FORJ=1TOjl -1
ELEM=I+(J-1)*2*(k1-1)+kl-1
m3=1+(J-1)*kl +kl
ml=m3 - (kl-1)
m2=m3+1
XGI(ELEM) = x1(m1)
XG2(ELEM) = x1(m2)
XG3(ELEM) = x1(m3)
YGI(ELEM) = yl(m1)
YG2(ELEM) = y1(m2)
YG3(ELEM) = y1(m3)
Tec(ELEM) = (xec(m1) + xec(m2) + xec(m3)) / 3
T1(ELEM) = (Tec(ELEM) + xec(m1) + xec(m2)) / 3
T2(ELEM) = (Tec(ELEM) + xec(m3) + xec(m2)) / 3
T3(ELEM) = (Teo(ELEM) + xec{m1) + xec(m3)) / 3

NEXTJ

NEXT1
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COLOR 3

CLS

SCREEN 12

DIM ALE$(20)

ALES$(0) = CHR$(&HS55) + CHR$(&HAA) + CHR$(&HFF) + CHR$(&HFF) + CHR$(&HAA) + CHRS$(&HS55) +
CHRS$(&HFF) + CHRS$(&HFF)

ALES$(1) = CHR$(&H]11) + CHR$(&H44) + CHR$(&HFF) + CHR$(&HFF) + CHR$(&H44) + CHR$(&H]11) +
CHR$(&HFF) + CHR$(&HFF)

ALES$(2) = CHR$(&H0) + CHR$(&H0) + CHR$(&HFF) + CHR$(&HFF)

ALES$(3) = CHR$(&HO0) + CHR$(&H! 1) + CHR$(XHFF) + CHR$(&HFF) + CHR$(&H0) + CHRS(&H44) +
CHR$(&HFF) + CHR$(&HFF)

ALES$(4) = CHR$(&HO0) + CHR$(&HS55) + CHR$(&HFF) + CHR$(&HFF) + CHR$(&H0) + CHRS(&HAA) +
CHR$(&HFF) + CHRS$(&HFF)

ALES$(5) = CHR$(&H0) + CHR$(&H77) + CHR$(&HFF) + CHR$(&HFF) + CHRS(&HO0) + CHRS(&HDD) +
CHR$(&HFF) + CHR$(&HFF)

ALE$(6) = CHR$(&H0) + CHR$(&HFF) + CHR$(&HFF) + CHRS$(&HFF)

ALES$(7) = CHR$(&H0) + CHR$(&HFF) + CHR$(&H77) + CHR$(&HFF) + CHRS$(&HO0) + CHR$(&HFF) +
CHR$(&HDD) + CHR$(&HFF)

ALE$(8) = CHR$(&H0) + CHR$(&HFF) + CHR$(&HS55) + CHR$(&HFF) + CHR$(&HO0) + CHR$(&HFF) +
CHR$(&HAA) + CHR$(&HFF)

ALES$(9) = CHR$(&HO0) + CHRS$(&HFF) + CHR$(&H1 1) + CHR$(&HFF) + CHR$(&HO0) + CHR$(&HFF) +
CHR$(&H44) + CHR$(&HFF)

ALE$(10) = CHR$(&H0) + CHR$(&HFF) + CHR$(&HO0) + CHR$(&HFF)

ALES$(11) = CHR$(&HI1) + CHR$(&HFF) + CHR$(&H0) + CHR$(&HFF) + CHR$(&H44) + CHR$(&HFF) +
CHR$(&H0) + CHR$(&HFF)

ALE$(12) = CHR$(&HS55) + CHR$(&HFF) + CHR$(&H0) + CHR$(&HFF) + CHR$(&HAA) + CHR$(&HFF) +
CHR$(&HO0) + CHR$(&HFF)

ALE$(13) = CHR$(&H77) + CHR$(&HFF) + CHR$(8H0) + CHR$(&HFF) + CHR$(&HDD) + CHR$(&HFF) +
CHR$(&HO0) + CHR$(&HFF)

ALE$(14) =~ CHR$(&HFF) + CHR$(&HFF) + CHR$(&H0) + CHR$(&HFF)

ALES$(15) = CHR$(&HFF) + CHR$(&H77) + CHR$(&HO) + CHR$(&HFF) + CHR$(&HFF) + CHR$(&HDD) +
CHRS$(&H0) + CHR$(&HFF)

ALE$(16) = CHR$(&HFF) + CHR$(&HSS5) + CHR$(&HO0) + CHRS(&HFF) + CHR$(&HFF) + CHRS(&HAA) +
CHR$(&HO0) + CHR$(&HFF)

ALE$(17) = CHR$(&HFF) + CHR$(&H]11) + CHR$(&H0) + CHR$(&HFF) + CHRS(&HFF) + CHR$(&H44) +
CHRS$(&HO0) + CHR$(&HFF)

ALE$(18) = CHR$(&HFF) + CHR$(&H0) + CHR$(&HO0) + CHRS$(&HFF)

ALES$(19) = CHR$(&HFF) + CHR$(&HO0) + CHRS$(&H11) + CHR$(&HFF) + CHR$(&HFF) + CHR$(&H0) +
CHRS$(&H44) + CHR$(&HFF)

ALES$(20) = CHR$(&HFF) + CHR$(&HO0) + CHR$(&HS5) + CHR$(&HFF) + CHR$(&HFF) + CHR$(&H0) +
CHR$(&HAA) + CHR$(&HFF)

'*##t*t****‘****BARRA DE COLOR*#**‘******#******

LOCATE 1, 28
PRINT "T="; TMIN: LOCATE 1, 53: PRINT (TMIN + TMAX) /2
LOCATE 1, 75: PRINT TMAX
XREN = 264: YREN =31: DXREN = 16: DYREN = 16
LINE (XREN, YREN)-(XREN + DXREN * 21, YREN - DYREN), GBLANC%, B
FORI=1TO20

LINE (XREN + I * DXREN, YREN)~(XREN + I * DXREN, YREN - DYREN), GBLANC%
NEXT
FORK=0TO20

PAINT (XREN + | + K * DXREN, YREN - 1), ALE$(20 - K), GBLANC%
NEXT
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LINE (XREN, YREN)-(XREN + DXREN * 21, YREN - DYREB), GNEGR%, B

FORI=1TO20

LINE (XREN + I * DXREN, YREN)-(XREN + I * DXREN, YREN - DYREN), GNEGR%

NEXT
FORELEM =1 TO 180
FORK=0TO 20

IF TI(ELEM)>=(K /20) AND TI(ELEM)<(K + 1)/ 20 THEN COLORIS$ = ALE$(20 - K)
IF T2(ELEM)>=(K /20) AND T2(ELEM)<(K + 1)/ 20 THEN COLOR2S = ALE$(20 - K)
IF T3(ELEM)>=(K /20) AND T3(ELEM)<(K + 1)/ 20 THEN COLOR3$ = ALE$(20 - K)

NEXT K

XGM = (XG1(ELEM) + XG2(ELEM) + XG3(ELEM)) / 3
YGM = (YGI(ELEM) + YG2(ELEM) + YG3(ELEM))/ 3

XGMNOR = XGM * (D - C)/ PASX + EJEY

YGMNOR =-YGM * (B - A) / PASY + EJEX
XG1(ELEM) = XG1(ELEM) * (D - C) / PASX + EJEY
YG1(ELEM) = -YG1(ELEM) * (B - A) / PASY + EJEX
XG2(ELEM) = XG2(ELEM) * (D - C)/ PASX + EJEY
YG2(ELEM) = -YG2(ELEM) * (B - A) / PASY + EJEX
XG3(ELEM) = XG3(ELEM) * (D - C) / PASX + EJEY
YG3(ELEM) = -YG3(ELEM) * (B - A)/ PASY + EJEX
LINE (XG3(ELEM), YG3(ELEM))}-(XGMNOR, YGMNOR)
LINE -(XG1(ELEM), YGI(ELEM))

LINE (XG2(ELEM), YG2(ELEM)){(XGMNOR, YGMNOR)

PAINT ((XG1(ELEM) + XG2(ELEM) + XGMNORY)/ 3, (YG1(ELEM) + YG2(ELEM) + YGMNOR) / 3),

COLOR1S$

PAINT ((XG2(ELEM) + XG3(ELEM) + XGMNOR) / 3, (YG2(ELEM) + YG3(ELEM) + YGMNOR) / 3),

COLOR2S$

PAINT ((XG3(ELEM) + XG1(ELEM) + XGMNOR) / 3, (YG3(ELEM) + YG1(ELEM) + YGMNOR) / 3),

COLOR3%
NEXT ELEM

8.6.2. Resultados de la Simulacién de Flujo Potencial Bidimensional.

Para finalizar este caplitulo se presenta una
serie de graficas en las que se puede observar los
resultados de la aplicacién del algoritmo de cémputo
listado en la seccién anterior. La modificacién de la
geometrin y condiciones de frontera es fiicil de llevar a
cabo.

En la figura 8.9 se representa el desplegado
gréfico para el flujo por presién hidrostatica entre dos

compartimientos. En la figura 8.10 se modifica
levemente el sistema especificando la salida en la parte
superior de la pared lateral izquierda del primer
compartimiento, En la figura 8.11 se muestra el mapa
conformacional para flujo de un campo de velocidades
homogéneo que incide sobre una pared plana. La
solucién analftica para esta configuracién de flujo es
conocida y resulta Util para cuantificar la exactitud del
método numérico,



Fig_ 8.9 Distribucion de la funcion potencial de velocidad y lineas de corriente para flujo de potencial 2-D debido a presion
hidrostatica
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Fig.8.10. Distribucién de la funcién potencial de velocidad v lineas de corriente para flujo de potencial 2-D debido a presién
hidrostatica. Recipiente izquierdo con salida lateral.
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0.5

$=0

Fig.8.11. Distribucién de la funcién potencial de velocidad y lineas de corriente para flujo de potencial 2-D de un campo homogéneo

que incide sobre una placa plana.
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ANALISIS TRANSITORIO.

EJEMPLOS UNIDIMENSIONALES

9.1 Introduccidn.

En los capitulos anteriores se han
ejemplificado Unicamente procesos irreversibles en
estado estable. Sin embargo, muchos de los
fendmenos que ocurren en la naturaleza proceden sin
que llegue & alcanzarse el estado estacionario, y ain
aquellos en los que se alcanza dicho régimen,
evolucionan durante un tiempo en forma transitoria,
por lo que el andlisis del régimen inestable es de
tanta importancia como el de los procesos en estado
estacionario.

En este capitulo se considerard la resolucién
de ecuaciones diferenciales parciales dependientes de
las coordenadas espaciales y del tiempo, que
caracterizan a algunos procesos irreversibles no
estacionarios. Ejemplos de tales modelos
matemdticos son las ecuaciones de Fick, Fourier y
Navier-Stokes, o las ecuaciones de Reynolds para
flujo turbulento, que contienen primeras derivadas
temporales y segundas derivadas espaciales. A
diferencia de la ecuacién de onda en la que la
aplicacién de la segunda ley de Newton y el término
de transporte de las ondas en el espacio obligan a
incluir segundas derivadas de la amplitud con
respecto al tiempo y al espacio, respectivamente.

La resolucibn numérica de ecuaciones
diferenciales dependientes del tiempo requiere de Ia
revisién de numerosos aspectos tedricos que se deben
investigar antes de seleccionar un algoritmo
computacional. Estos incluyen: los limites de
estabilidad, la amplitud del error, el error de fase
implicito en el método, etc. El proposito de este
capitulo es ejemplificar procedimientos tipicos que se
utilizan en la resolucion numérica de ecuaciones
diferenciales que caracterizan procesos transitorios
de la termodinémica irreversible. Unicamente se
considerardn problemas no estacionarios con
primeras derivadas temporales.

El algoritmo que se presenta al final de este
capitulo es un hibrido de elementos finitos que se
utiliza para la integracién espacial combinado con un

ciclo externo de diferencias finitas para la
integracion temporal.

Recuérdese la  definicion  del  cdlculo
diferencial ¢ integral para la derivada de una
cantidad, R, con respecto al tiempo:

dr R(t+A t)—R(t)

=—=lim ——m———
dt a0 At

Esta forma del teorema de L’Hopital serd util

para reemplazar el operador derivada temporal en las

ecuaciones diferenciales por su correspondiente
aproximacion numeérica.

R (9.1)

La subrutina relacionada a la integracién en el
tiempo queda caracterizada por la seleccion de los
operadores de diferencias y las formas en que se
combinen. A las expresiones resultantes se les
denomina diferencias finitas debido a que la
diferencia de tiempo At es finita en lugar del limite
infinitesimal en la derivada.,

Las aproximaciones de diferencias finitas mas
comunmente empleadas son las diferencias hacia
adelante:

. R(t+At)-R
B = (t+A t)-R(1)

— ) ©.2)

las diferencias hacia atrés:
. R(t)-R(t-A't
B ( ( )
At

y las diferencias centrales:

R:R(t+A )-R(t-A t)’ ©.4)
At

, 93)

donde At denota una pequefia diferencia de tiempo.

Es facil desarrollar expresiones similares para
estimar la segunda derivada, aunque aqui no se
especifiquen.
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9.2 Métodos para Integracién Temporal.

El sistema de ecuaciones gobernantes para
un proceso irreversible transitorio es generalmente
un conjunto de ecuaciones diferenciales de la forma:

[AJR®]+[BIR(t)] = [P()] ©.5)

donde el punto representa la derivacién con respecto
al tiempo. El establecimiento de las condiciones
iniciales define los valores de la variable R en el
tiempo cero, R(0); mientras que las condiciones de
frontera fijan a uno o varios de los componentes de la
matriz [R], digamos R(j), como una funcién del
tiempo, es decir R(j) = g(t). Las ecuaciones
gobernantes involucran ahora dos matrices
cuadradas, [A] y [B]. Por lo tanto, en general, sert
necesario aplicar dos veces el procedimiento de
ensamblaje discutido previamente. Es decir:

[A]“f[”] ©.6)

[B]=§[B°] 9.7)

donde [A°] y [B] son generadas a partir del
procedimiento de ensamblaje directo y las
correspondientes contribuciones al elemento, [a°] vy

(b1 .

Solamente se tomaré en cuenta la integracion
temporal directa considerando como evoluciona la
variable dependiente R de la ecuacién (9.5) de un
intervalo de tiempo a otro, a este esquema se le
conoce como integracién paso a paso, Hay una gran
cantidad de tales procedimientos publicados en la
literatura. El texto de Zienikiewicz y Taylor (1994)
examina en detalle muchos aspectos de los
procedimientos simples de integracién temporal para
aplicaciones lineales trangitorias. Dicho autor utiliza
tanto aproximaciones espaciales de diferencias finitas
como de elemento finito para ilustrar como difieren
sus soluciones trangitorias.

9.2.1 El método de Integracién de Euler.

La exactitud, estabilidad y tamafio relativo del
algoritmo computacional para un esquema numérico
de integracién temporal dependen de como se
aproxime la "velocidad", es decir, la primera
derivada de la variable dependiente, durante el
intervalo de tiempo. Por ejemplo, se puede suponer
que la rapidez de cambio durante dicho intervalo es:

a) constante,

b) igual al valor promedio entre el principio
y el final del intervalo,

¢) varia linealmente durante el intervalo,
etc.

Para ilustrar los casos (a) y (¢), considérese un
intervalo de tiempo k = At y astinase una seriec de
Taylor para [R(t)] en términos de su valor en el
intervalo de tiempo previo, [R(t-k)]:

[R®]=[R(t- k)] +K[R(t-K)] + %[R(t -k 9.8)

0 02 04 0.6 08 1
tlempo

Fig. 9.1 Consideraciones tfpicas en el método
de Integracion de Euler,

Como se ilustra en la Fig. (9.1), la suposicién
del inciso (a) y-la ecuacion (9.8) dan [R(t)] para el
tiempo actual en funcién del valor R en el paso de
tiempo anterior. El procedimiento de integracién



estindar de Euler se obtiene, para una aceleracién
cero (segunda derivada temporal igual a cero),
multiplicando ambos lados de la ecuacién (9.8) por
[A] y resulta:

[AIR®)] = [A]R¢t—k)]+ ARt -] (9.9)

Al sustituir en la ecuacién (9.5) evaluada al
tiempo (t-k):

[A]R@t- k)] = [Pt- 0] -[BIR(t- k)] (9.10)

Para obtener el resultado final:

[AJ[R(M)] = k [P(t-k)] + {[A] - k [B]} [R (t-k)].
9.11)

La ecuacién diferencial gobernante ha sido
reducida a un conjunto de ecuaciones algebraicas de
la forma:

[S] R ®)] = [F(V)] 9.12)

El cual puede resolverse explicitamente en
cada paso de tiempo. En el caso actual el método de
Euler da lugar al sistema de matrices:

[S] = [A] (9.13)
y:
[F®O] =k [P(t-k)] + ([A] -k [B] ) [R(t-K)]. (9.14)

Como se ilustra en la Tabla 9.1 todas las
técnicas de integracion pueden ser reducidas a la
forma de la ecuacion (9.12).

Cuando el problema es lineal y el tiempo k, es
constante, la matriz cuadrada del sistema no cambia
con el tiempo. Por lo tanto necesita ser ensamblada e
“invertida™ solo una vez (En caso que la solucién
algebraica sea via matriz inversa). Entonces a cada
paso de tiempo solo es necesario evaluar [F(t)] y
resolver para [R (t)].

Antes de considerar el significado practico de
formas alternas de la ecuacion (9.12), reportadas en
la tabla 9.1, regresemos a la suposicién de que la
variacion de R es lineal durante el paso de tiempo.

A partir de la Fig. 9.2 se nota que:

[R(v] =[Rt- ]+ Rt - k)

(9.15)

t- t

Fig. 9.2. Relacidn lineal entre derivadas
temporales de orden progresivamente creciente

Resolviendo la ecuacién (9.8) para d*[R}/dt y
sustituyendo en la ecuacién anterior se llega a:

[R(t)]zz{LE(t-k_)}_[R(t_k)] 9.16)

Sustituyendo d[R(t)l/dt evaluada al tiempo t
en la ecuacién (9.5) se obtiene el sistema de
ecuaciones lineales:

[S] [R ®] = [F (1], 6.17)
donde ahora
[S1=[B]+2[A]/k (9.18)

[F®]=[Pm)]+ [A]{M +[R(t -k)]} .19

A esta ecuacion se le conoce como algoritmo
de velocidad lineal. El método de Euler es un método
explicito, mientras que la formulacién de la
velocidad lineal es uno de muchos algoritmos
implicitos.

Nétese que la formulacion de Euler no
requiere almacenamiento adicional, mientras que el
algoritmo de velocidad lineal requiere de almacenar
la primera derivada en el tiempo t y en el tiempo (t-
k), para llevar a cabo los cdlculos necesarios que
permitan actualizar sus valores en cada paso de



tiempo. La relacion de recurrencia necesaria que
utiliza los valores calculados anteriormente para
[R(t)], se obtiene a partir de la ecuacién (9.16).
Noitese también que el procedimiento implicito
requiere que se tengan valores iniciales de la
velocidad para empezar. Esto puede ser obtenido a
partir de la ec. (9.5) como:

RO]=[A]" PO]-[BIRO} (9.20)

Sin embargo, este es un enfoque préctico
solamente cuando [A] es una matriz diagonal.
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Tabla 9.1 Matrices de Sistema para Transitorios
Lineales,

1. Método de Euler (diferencias hacia adelante), k = At

[S]=[A]/k

[F] = [P(t)] + ([A) / k —[B] ) [R(t-K)]

2. Cranck-Nicholson (diferencias centrales) h = At/2.

[S]=[A]/k +[B] /2.

[F] = [P(t-)] + ([A] /k—[B] /2) [R(t-K)]

3. Velocidad Lineal.

[S}]=2[A]/k+[B]

[F]=[P®] + [A] (2 [R (t-K)] / k — [R(t-k)]

Rw]=2{R®)]- [Rt -k)]}/k + [R(t - )]

9.2.2 Diagonalizacién de Matrices para Soluciones Transitorias.

Cuando se utiliza una formulacién espacial de
diferencias finitas explicitas, la matriz [A] es una
matriz diagonal, sin embargo si se utiliza una
formulacién de Elemento Finito, no se obtiene una
matriz diagonal. La forma consistente de la
formulacién de Elemento Finito introduce un
acoplamiento de algunos de los coeficientes de la
matriz de las derivadas del tiempo. Como fue
demostrado por Myers, esto tiende a generar un
algoritmo de integracién menos estable en el tiempo.

La conversién de [A] a una matriz diagonal
economiza la memoria de almacenamiento y hace
més econdmica la resolucion del sistema de
ecuaciones. Algunos procedimientos matemiticos
para la modificacion de [A] han demostrado ser
exitosos. Para ilustrar esto, considérese la forma
tipica de la contribucién de un elemento, digamos a°.
La definicién consistente para propiedades constantes
es:

(a]° =q J'[H°]T[H°]dv 9.21)

ve

Donde q es alguna propiedad constante por
unidad de volumen y la matriz [H] denota las
funciones de interpolacion del elemento. Esto
generalmente puede ser escrito como:

[a°1=QM] (9:22)
donde Q = qV°, y [M] e3 una matriz simétrica llena.

Hagamos que la suma de los coeficientes de la
matriz [M] sea T, es decir:

TuY %M (9.23)

En la mayorfa de los casos T puede ser
unitaria, pero no en el caso de las integrales
axisimétricas. Otra cantidad de interés es la suma de
los términos diagonales de [M], es decir su traza:

dm XMy (9.24)

La solucién mds comin para diagonalizar una
matriz es diferir o sumar todos los términos de un
renglon dado sobre la  diagonal del renglén y
después hacer los términos fuera de la diagonal igual
a cero. Estos es la matriz diferida [L] que se define
como:

La=% My (9.25)

Lij:OSii#j.




Noétese que al hacer esto no se altera el valor
deT.

Puede obtenerse otra matriz diagonal [D], con
el mismo valor T retrayéndola de la diagonal de [M]

y escaldndola por un factor de T/d. Es decir:

Dil = Mﬁ T/d.

(9.26.8)
Dy=0sii=j. (9.26.b)
La matriz [D] serd denominada matriz

diagonalizada y [L] la matriz diferida. Estas matrices
son referidas como matrices condensadas.

Para elementos lineales simples en dos y tres
dimensiones ambos procedimientos dan lugar a
matrices  diagonales idénticas. Aunque para
problemas axisimétricos y elementos de mayor orden
se obtienen resultados diferentes y la matriz
diagonalizada es la que da resultados mds exactos en
general, Esto es debido a que los elementos de mas
alto orden en la forma diferida pueden introducir
ceros en la diagonal. Las matrices [M], [L] y [D]
para un tridngulo cuadritico se presentan en la Fig.
9.2.
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L. &

6 -1 -1 0
6 -1 0
1 6 -4
M=% 32
| sim
(a) Matriz consistente.
[0
0
1 0
[leﬁ 60
60
i 60
(b) Matriz diferida.
6
6
1 6
=1 32
32
| 32
() Matriz Diagonalizada.

~4 0
0 -4
0 0
16 16
32 16
32

Fig. 9.2. Matrices Diagonales y Consistentes
para un Tridngulo Cuadtratico.
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9.3 Transferencia de Calor Transitoria

Como un ejemplo mas detallado de lo anterior
se aplicard el método de Cranck-Nicholson a un
problema de Transferencia de Calor simple.

Considérese una barra uniforme que estd
inicialmente a temperatura constante, Supongamos
que los dos extremos de la barra sufren descenso
repentino  hasta temperaturas diferentes. Por
simplicidad, utilizaremos tres elementos lincales
iguales y un total de cuatro nodos como se muestra
en la Fig. 9.3. Debido a que los dos nodos extremos
son de temperatura conocida, necesitamos determinar
la historia térmica de los dos nodos restantes.

(e

T inicial = 0°C
Fig. 9.3. Problema tipico transitorio lineal.

La ecuacién diferencial parcial que gobierna
el fendmeno es:

R 3R
C - K
P> ot ax*?

=0 9.27)

donde R denota la temperatura, t es el tiempo, y las
propiedades del material K, p y Cp son Ila
conductividad térmica, la densidad mésica, y el calor
especifico, respectivamente,

Este sistema también requiere condiciones
iniciales, es decir R(x, t=0) y las condiciones de
frontera como una funcién del tiempo, es decir R(0,

yR(L, 0.

Como ejemplo se tomard en cuenta una
condicién inicial de temperatura igual a 0°C, y
arbitrariamente se establecers que las condiciones de
frontera sean R, (t) = 10°C y Ry(t) = 20°C .

En el capftulo 5 se demostré6 que la
contribucién del elemento a la matriz de conduccién
global es:

oy K21 -1
[B®] = e [_1 :l (9.28)

Myers da la derivacién de la correspondiente
matriz de capacitancia del elemento como:

6 |1 2
(9.29)

[A%]= cop® _[B[H“]T[H’]dx:ccpq‘o |:2 l]

El ensamblaje de tres elementos iguales da la
ecuacion 9.5 como:

2100 1 -1 0 0
pCpL°1410.1(—12—10
R|+— o=
6 (01 41 L°O~12-1][P]
0 01 2 0 0 -1 1

De ahi que la longitud total de la barra es L =
3 L° . El término de fuerza [P] contiene las fuentes
internas de calor dependientes del tiempo y las
fuentes de calor nodales. Aquf se asume que ellos son
cero en los nodos interiores.

La forma anterior fue utilizada para ilustrar
el punto de que la ecuacién 9.1 requiere de los dos
sistenas de matrices cuadradas. Sin embargo,
podriamos no desear almacenarlas en la forma
anterior. Cuando comparamos las opciones de la
tabla IX.1 con las ecuaciones actuales a resolver, es
decir la ecuacion 9.12, vemos que es probablemente
mas eficiente usar las dos matrices cuadradas
alternas. Por ejemplo, la opcién de Crank-Nicholson
necesita que tanto la matriz:

[S]1=[A)k + [B] 22, (9.31)
asf como;
[Ql=[A]/k—[B]/2, 9.32)

sean usadas en la actualizacién del término de fuerza

[F].

Suponiendo un paso de tiempo constante, k, y
multiplicando todos los términos por (6k/pL®),
permite escribir el método de Crank-Nicholson (para

[P] =[0] ) como:
[S'] [R(t+0)] = [Q'] [R®] = [F'] 9.33)

donde:



@+b) (I-b) 0 0
.- @b a-b 0 |
(4+2b) (1-b)
sim. (2+b)

y donde b = 3kK/pC, L*? . La matriz [Q’] la misma
excepto por un cambio en el signo de todos los
términos b. Si renormalizamos de manera que b=3,
nuestro modelo numérico actual llega a ser:

5 -2 0 0 -1 4 0 0

-2 10 =2 0 R(410 = 4 -2 4 0 R(t)

0 -2 10 -2 1o 4 -2 4 '

0 0 -2 5 0 0 4 -1
(9.35)

Por supuesto, esta ecuacion alin debe ser
modificada posteriormente, debido a que el lado
izquierdo involucra términos de R que son definidos
por las condiciones de frontera.

Cuando esos términos se mueven hacia la

derecha solamente el segundo y el tercer renglones
permanecen independientes:

10 -2 2 4 Rz(t)
R 5 P e
-R (t+k){ } R4(t+k){ }

Para los resultados en el primer paso
sustituimos las condiciones iniciales en R, y Ry , y
las nuevas condiciones de frontera son R; y R, . El
lado derecho resultante en este caso es

(2 S {3

(9.37)

(9.36)

Resolviendo para los nuevos valores de R, y

R;:

)40 -

(9.38)
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En el siguiente paso el lado derecho cambia a:
-2 4 {2917 20 0

F'= + .
4 as83[ " 40

Las nuevas temperaturas correspondientes

(9.39)

son:

R,| {4271
R,|  |5104]
Continuando de esta manera se encuentra que
esas temperaturas finalmente alcanzan sus valores
estacionarios de 13.333 y 16.667, respectivamente,
La primera y tltima ecuacién no utilizadas, pueden
ser usadas para determinar el flux de calor en los
extremos dependiente del tiempo, P, y P, ,

necesarios para mantener las dos temperaturas
extremas.

(9.40)

Este tipo de célculo transitorio es sensible al
tamafio del paso del tiempo, k. Si el paso de tiempo
es demasiado largo, pueden surgir oscilaciones de las
temperaturas calculadas. Si es demasiado pequefio,
entonces puede ocurrir un choque térmico en el flux
nodal de calor o un incremento repentino de la
temperatura hacia niveles térmicos fisicamente
imposibles. Ambos efectos son causados por tamafios
incompatibles de la malla y del paso del tiempo.
Ellos pueden ser combinados con propiedades del
material para dar el nimero adimensional de Fourier

fo KK (9.41)

pCpLoz

Para problemas térmicos transitorios el
nimero de Fourier deberd tener un valor
aproximadamente igual a la unidad en todos los
nodos donde hay un severo choque térmico. En tal
caso L° denota la distancia mas pequefia hasta otro
nodo en el elemento.

Las expresiones matemdticas obtenidas en este
apartado serdn utiles en la construccién del algoritmo
computacional para la determinacion de la evolucién
de los perfiles de temperatura en procesos
unidimensionales de transferencia de calor en estado
transitorio. Antes de ello, y a manera de
comparacion, se obtendrd la soluci6n analitica.
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9.4. Soluciéon Analitica para la Transferencia de Calor por Conduccién en
Régimen Transitorio

I.- Coordenadas Cartesianas y Fronteras Isotérmicas

Consideraremos un prisma rectangular de un
material homogéneo e isotrdpico, con propiedades
fisicas, conductividad térmica (k), densidad (p) ¥y
capacidad calorifica (C,) independientes de la
temperatura. Dicho bloque se encuentra inicialmente
a una temperatura inicial T,y Yy se introduce en
hielo, quedando completamente cubierto. La cantidad
de hielo es suficiente para mantener en todo
momento la temperatura de la pared del prisma igual
a cero grados centigrados.

Seleccionaremos un sistema de coordenadas
con su origen ubicado en el centroide de volumen del
prisma con la finalidad de tener condiciones de
frontera simétricas y simplificar el élgebra.

El modelo matemdtico que caracteriza la
evolucién de la distribucién de temperaturas en el
interior del bloque es la ecuacién de Fourier:

kV'T= pC, 8T/t (9.42)
Para un material isotrépico y homogéneo en

coordenadas cartesianas, la transferencia de calor 3-
D corresponde a:

[62T NT 82T
k +

o7 "o 6’:2] pCpat (9.43)

Las condiciones de Frontera son:

T=0°Cen x=2LV(y,zt) (9.44.a)
T=0°Cen y=2HV (x,27t) (9.44.b)
T=0°Cen z=2WV(x,y,t) (9.44.¢)
La condicion inicial es :
T=Tement=0V(x,y, z) (9.45)

Proponemos ahora que la solucién de la
ecuacidn diferencial, T = T (x, y, z, t) puede ser
escrita en términos de un  producto de cuatro
funciones unidependientes ;

T = X(x) Y(y) I'(z) @(t), entonces:

N

y
2H
X
z 2W
J— 2 P
Fig. 9.3 Transferencia de calor en un prisma

2 2 2
PT_2 o= vret x
ox ax dx?
2 2 2
q 9 —XYI'® = Xl"@-d—Y
oy oy’ dy’
2 2 2
Q—ZI 9 —XYTO = XY0 d—-F
oz 8z? dz?
Q_T_= —chYFG) =XYT d—@)
at ot dt
Sustituyendo:
2y 2 2
Yl"()cl X]‘@dzr+XY®dr XYFd(-D
dx? dy dz? dt

siendo o la difusividad térmica del cuerpo, una
medida de la rapidez con la que se conduce el calor
en el material respecto a la cantidad de energia
térmica que se acumula,

dividiendo entre XYT'® , obtenemos:

1d2X 1d%y 1dr| 14d
- + + =
Xdx? Ydy? T'dz?| ©dt

Esta ecuacion solo puede satisfacerse si cada
uno de los términos del lado izquierdo es igual a una
constante ( -A,® , -A%, -A;%, respectivamente) y si el



término de la derecha es igual a la suma de las tres
constantes - (A2 + A"+ As3%).

Por lo tanto :

2
—)lz-(:l—)z( =-A] , rearreglando:
X

2
-dngX +A{X =0 , factorizando los operadores:

(D? +2,)x =
como chi no es cero:
D=FJ-22 = tid,
entonces:
X= ¢y exp (Mx) + ¢z exp (-A1X)
Utilizando la férmula de Euler:
X= ¢y cos (Mx) + ¢, sin (A;x)
Esta es la solucién general para la funcién chi.
Estd constituida por una parte simétrica (la funcién
coseno) y una parte antisimétrica (la funcién seno).
De manera semejante:
Y= ¢; €03 (Aay) + ¢4 sin (Azy)
I'= c3 cos (A3X) + ¢4 sin (A3x)

La ecuacién diferencial ordinaria para la
dependencia en el tiempo es:

dO/dt = -a (M2 + A2+ A2) @
cuya solucion es :
@=cyexp[-a A2+t + A2 )t]

Por condiciones de simetria, las constantes c,,
¢4 ¥ ¢ deben ser cero (las partes antisimétricas de X
Y y I no contribuyen a la solucién).

Como T =0 enx =1L, X debe ser cero en
dicha posicién para que, independientements de
cualquier valor que pudiesen tomar Y, I' y ©, se
cumpla con la condicién de frontera isotérmica de
temperatura cero, entonces:

X=0=c¢;cos (A x)

por lo tanto :

M=[@n+1)2)k /L, con n=%0,1,2,3... @
similarmente, eny= +tH, T=0 (Y=0),y:
L=[Qm+1)2lk/H, con m=%£0,1,2,3 ...
ademasenz=+W, T=0 (C'=0),y:
L=[@ptD2lx/W , con p=%0,1,2,3.,.

Después de haber obtenido los eigenvalores
A, A2 ¥ A3 , solo queda introducir la condicién
inicial:

ent=0, T =T,y para toda x, y, z, t. Sustituyendo:

Tamb = €a €08 (A4 X) cos (A, y) cos (A5 2)
exp [-a (M2 + 22 +457) t]

como t = 0, la exponencial decreciente toma el valor
de 1, consecuentemente;

Tamb = €a €08 (A X) €08 (A2 Y) cos (A; Z)

donde ¢, = ¢, ¢ ¢5 ¢; , es la Umica constante por
evaluar, Esto se consigue multiplicando la ecuacion
anterior, via producto punto, por una funcién que
permita eliminar las componentes ortogonales a la
solucién de la ecuacién diferencial. Es decir, dentro
del universo de todas las funciones cosenoidales nos
quedaremos con solo aquellas que contribuyen a la
solucién.

La ortogonalidad entre dos funciones cumple
con la condicién de que el producto punto entre ellas
es igual a cero (igual que con vectores):

fix) o g(x) = | f{x) g(x) dx =0

La integracién se realiza en todo el intervalo
de evaluacion de la funcién fx).

En el caso que estamos analizando f{x) es la
funciéon multidependiente de los cosenos de x, y, z.
Entonces, la multiplicacién via producto punto por la
funcion g(x, y, z) que dé la posibilidad de quedarnos
solo con las componentes no ortogonales que si
contribuyen con la solucién, corresponde a :

[Tamb = €n 08 (A, X) 008 (A2 y) cos (A3 Z) Ie (X, y, Z)



donde:
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g(x,y,z) = cos [ (2n+1) 2L} cos[ 2m"+1) /2] cos[ (2p"+1) W2W]

quedando:

[Temb = Ca €05 (A1 %) coS (A2 y) cos (As 2) Je{ cos [ (2n'+1)/2}r / L}{ cos[ (2m'+1)/2}n / H} { cos[ (2p'+1)/2]}n/ W}

El producto punto del lado derecho es cero si n es distinta a n’', m distinta a m' o p distinta a p' (componentes
ortogonales) ; y es diferente a cero solo sf : n =n', m =m' y p =p". Consecuentemente:

Tame HI{ cos [ (2n+1)/2} / L}{ cos[ (2m+1)/2}x / H} { cos[ 2p+1) 2}t/ W} dz dy dx =
= ¢, [II{ cos* [ 2n+1)2k / L}{ cos? [ 2m+1)2}x / H} { cos’[ (2p+1)2In / W} dz dy dx

L

J-OO 5(2n2+ 1 -

-L

Los limites de integracién son de -L a L para la integral en x, -Ha H para la deyy -W a W para z.

Las dos integrales multiples pueden ser
resucltas para cada variable por separado, debido a
que el argumento corresponde a productos de
funciones unidependientes.

Del lado izquierdo de la ecuacién tenemos:

S

2L

2n+1

@n+n [“( 2

o]

En la siguiente tabla se especifican los valores
que toma la funcién seno evaluada de -L a L:

n | lim. sup (x=L) | lim. inf. (x=- |[sen T,
L)

0| sen(n/2)=1sen(n/2)= 2

1 [ sen (31/2) =-1{ sen(-3n/2) = 1 -2

2 | sen (5n/2) =1 | sen(-5m/2) = -1 2

3 | sen (7n/2) =-1| sen(-7n/2) =1 -2

4 | sen (9n/2) =1 | sen(-9n/2) =-1 2

L
feo
-L

=2(-1)"

De acuerdo a estos valores, la integral anterior
da como resultado:

2n+1

similarmente:

R (2m+1
!f‘“( 2 "

2H
Cm+Dn

X n
R—J (2n+ D= D

oy -

2A-D"

2p+1 z =_2W_ o
oos( W)dz 2p+Dn 2D

del lado derecho, las integrales de coseno cuadrado
dan :

L L
_‘-cos"(211 L Ede = I[l —~ lcos(2n +1)n l{-]dx
1 2 1272 L

x| L X -
- [EL T2+ n [SC"([Z“ +Hr f)] =L

-L

igualmente:

H
_[ cos” (Mn l)dy =H
2 H

-H

o 2p+1 z
_" cos? (—*p—'n:—)dz =W
2 W

é:stituyendo:
Tm[ 4L(-1)" }[ 4H(-1)" ][4W(—1)"} . LHW
Qn+Dx | @m+Dr | 2p+1Din

Por lo tanto ¢, toma el valor:
_ ﬂ+m+p
¢. =T, 64 (-1 :
Cn+DCm+D2p+ 1w

Entonces, la solucién de la ecuacién de
Fourier para el transporte 3D de calor por
conduccién en. coordenadas cartesianas, estado
transitorio y fronteras isotérmicas, es:
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2 S (=1)"rmee 5(2n+l x) S(2m+1 y) S(22p+1 z)
= T —|co - —
““"’z 2 Z(2n+l)(2m+l)(2p+l)co 2 L TV A U™

= —a) M m—a0 pl‘l—«)
2 2 2
. {[(Zn—H) z] +[(zm+1)_n_] +[(2p+1)1] }m 046
2 L 2 H 2 w

Esta serie convergente es la solucién analitica de la ecuacién de transferencia de calor por conduccion en tres
dimensiones con fronteras isotérmicas. La serie de Fourier resultante da la solucién exacta cuando se toma un
nimero infinito de términos; para efectos practicos es suficiente considerar 7 términos en cada Indice de
corrimiento de las sumatorias.

La solucién para procesos de transferencia de calor Bidimensional es ficil de obtener eliminando los
términos de z de la ecuacién anterior:

T— z Z -D cos(2n+1nijcos(2m+ln—y—)
et e (20 + 1)(2m + 1) 2 L 2 H
(2n+1)1t ’ (2m+1)n
exp| - —| + — 1 ot
2 L 2 H
En tanto que para transporte unidimensional, tendremos:

_ ,.,,bZ 5(2n+ 1) xp|:_(2n2+ 1) = t} 048

n~-o

%.47)

El proceso de adimensionalizacion de la ecuacién diferencial y de las condiciones de frontera permite
obtener una solucién més universal. Sin embargo, es fiicil construir la solucién adimensional a partir de la ecuacién
(9.46), siendo ella:

T-T_64 (~1)rme S(2n+1 x) g(2m+1 y s(2p+l z]
:E: :E: :E: Cco m— | CO TT— | CO m—
T, - @2n+1)2m+1)(2p +1) 2 L 2 H 2 W

o el T

Donde T, es la temperatura en las fronteras isotérmicas y T, es la temperatura inicial del bloque homogéneo.

(9.50)

En el programa transitl se grafica la solucién analitica para la transferencia unidimensional de calor en
estado transitorio simultineamente con la solucién numérica de elementos finitos para determinar la exactitud de
dicho método.



9.5 ALGORITMO COMPUTACIONAL PARA LA
TRANSFERENCIA DE CALOR EN ESTADO TRANSITORIO 1-D.

El programa de computo TRANSIT1 evalua la
evolucién del perfil de temperaturas en el interior de
una barra solida con una envolvente aislante de
manera tal que se lleva a cabo un proceso de
transferencia unidireccional de calor con condiciones
de frontera de temperatura constante en los extremos.
La temperatura inicial de 1a barra es T; en una
distribucién completamente homogénea. En un
momento determinado el extremo derecho adquiere
una temperatura mis alta que eventualmente puede
ser igual a la temperatura izquierda. Bajo estas
condiciones la distribucién de temperaturas en el
interior de la barra evoluciona paulatinamente hacia
la distribucién de equilibrio térmico.

El usuario tiene la posibilidad de especificar
los valores de la temperatura inicial y las
temperaturas en los extremos, asi como la longitud
de la barra, el coeficiente de conductividad térmica y
la capacidad Calorifica del material.

BLOQUE 1. En el primer bloque de instrucciones se
dimensionan las variables de interés:

-Una matriz [A] de (n+1) renglones y (n+1)
columnas, la cual contiene a los coeficientes que
multiplican al vector de temperaturas en el tiempo t
+ At,

-Una matriz cuadrada [B] de dimensién (n+1)
que corresponde a los coeficientes que multiplican al
vector de temperaturas en el tiempo actual, antes de
introducir las condiciones de frontera

-Una matriz cuadrada [C] de dimensi6n (n-1)
para los coeficientes de t + At reducida al introducir
las condiciones de frontera.

-Un vector [P] en el que se almacenard el
producto de la matriz [B] por el vector de
temperaturas actuales.

-Un vector [D] de dimensién (n-2) en el que
se almacenan los valores resultantes de la reduccidn
del vector [P] al eliminar los términos de temperatura
constante.

Un par de matrices cuadradas [L] y [U] que se
utilizan en la implementacién del método de

descomposicién L-U para resolucidn del sistema de
ecuaciones simultineas lineales.

Un par de vectores [X] y [T] para almacenar
las coordenadas y las temperaturas nodales,
respectivamente. Un vector [Y] para transferir los
valores de la temperatura a la subrutina de
graficacion.

Un par de vectores [XN], [YN] para guardar
las coordenadas graficas normalizadas utiles en la
representacion grifica de los resultados.

CLS

'EL SISTEMA DE ECUACIONES A RESOLVER
ES [A][T+]}=[B][T]

FO=3:N=14

DIMF(N + 1,N+1), C((N-2,N-2), GN+ 1, N +
1), P(N), D(N), L(N, N), U(N, N), C1(N), X(N)

DIM T(N), X1(N), Y(N), XN(N), YN(N)

BLOQUE II. En el segundo blogue de instrucciones
se especifica el valor de la temperatura inicial para
todos los nodos.

'TEMPERATURA INICIAL
TINIC=0
FOR =1 TON: T(I) = TINIC: NEXT I

BLOQUE III El tercer conjunto de instrucciones es
un ciclo FOR-NEXT anidado en el que se construye
la matriz [A] especificando el valor de los
coeficientes en el diagrama como (2+Fo) y de los
términos fuera de la diagonal (1 -Fo) y llevando a
cabo el ensamblaje para obtener la matriz global [A]
a partir de las matrices de cada elemento, del
ensamblaje resultan los términos (4+2Fo) para los
términos de la diagonal, excepto en las esquinas
donde se conserva el valor de (2+Fo).

'CONDICIONES DE FRONTERA
TIZQ = 10: TDER = 20
'CONSTRUCCIAN DE MATRIZ [F]
FORI=1TON

FORJ=1-1TOI+1

IF J =1 THEN F(I, J) = 4 + 2 * FO ELSE

F(, J)=1 - FO

NEXT J
NEXT I
F(1, 1) =2 + FO: F(N, N) = 2 + FO



BLOQUE 1IV: En el cuarto bloque se imprime la
matriz [F] mediante un ciclo anidado FOR-NEXT.

FORI=1TON
FORJ=1TON

' PRINT F(I, J);
NEXT J

' PRINT

NEXT I

BLOQUE V. En el bloque V se lleva a cabo la
reduccién de la matriz [F] a la matriz, eliminando
[F] de los renglones y columnas cuyo término en la
diagonal corresponde a una temperatura conocida .

'REDUCCIAN DE MATRIZ [F]-—>[C]
COLOR 3
FORI=1TON-2
FORJ=1TON-2
CQ ) =FI+1,J+1)
' PRINT C(I, J);
NEXT J
' PRINT
NEXT I
COLOR 15

BLOQUE VI: Se construye la matriz ensamblada
[G] especificando los valores de (2-Fo) para los
términos en la diagonal y (1+Fo) para los términos
fuera de la diagonal, excepto en los extremos.

'CONSTRUCCION DE MATRIZ [G]
FORI=1TON

FORJ=1-1TOI+1

IF 1=1J THEN G(I, J) = 4 - 2 * FO ELSE

G, J)=1+FO

NEXT J
NEXT I
G(1, 1) =2 - FO: GN, N) = 2 - FO

BLOQUE VII. Se calcula el producto de [G] por
[T], en el tiempo actual obteniéndose el vector [P], e
imprimiéndose el resultado mediante un ciclo FOR-
NEXT anidado.

100 ' MULTIPLICACIAN [G][T]=[P]
FORI=1TON

SUMAT =0

FORJ=1TON

SUMAT = SUMAT + G(1, J) * T(J)

NEXT J

P(I) = SUMAT
NEXT I

BLOQUE VIIL

Se lleva acabo la reduccion del vector [P] al
vector [D], tomando en cuenta las condiciones de
frontera en el extremo izquierdo y derecho de la
barra, especificando entonces el término[D1] como
resultante en el despeje de la segunda ecuacién en la
que estd contenida la temperatura de la izquierda,
similar es el caso para el término [D(n-2)

'REDUCCIAN DEL VECTOR [P]-->[D]
1) =P@2) - F(2, 1) * TIZQ
D(N-2)=P(N- 1)-F(N - 1, N) * TDER
FORI=2TON-3
D) =P(+1)
NEXT |
COLOR 3

GOSUB 200
GOTO 100
END

BLOQUE IX: SUBRUTINA DESCOMPOSICION
L-U (METODO DE KOLESKI)

200 'DESCOMPOSICIAN LU
FORI=1TON-2
L(L 1)=C(, 1)
NEXTI
FORJ=1TON-2
UL, =Cq, )/ L, 1)
NEXT J
FORJ=2TON-2
FORI=JTON-2
SUMACI = 0
FORK=1TOJ-1
SUMAC1=SUMAC1+L(I, K)*U(K, J)
NEXT K
L(, J) = C(1, J) - SUMACI
NEXT I
ud, =1
FORI=J+1TON-2
SUMAC2 = 0
FORK=1TOJ-1
SUMAC2= SUMAC2+L({J, K)* U(K, I)
NEXT K
U@, 1) = (C(J, I) - SUMAC2) / L(J, J)
NEXT I
NEXT J
"PRINT "MATRIZ L"
FORI=1TON-2
FORJ=1TON-2
NEXT J
NEXT I



FORI=1TON-2
FORJ=1TON-2
NEXT J
NEXT |
C1(1)=D(1) / (1, 1)
FORI=2TON-2
SUM3 =0
FORK=1TOI-1
SUM3 = SUM3 + L(I, K) * C1(K)
NEXT K
CI(I) = (D(1) - SUM3) / L(1, I)
NEXT 1
X(N) = CI(N)
FORTI=N-1TO I STEP -1
SUM4 =0
FORK=1+1TON-2
SUM4 = SUM4 + U(I, K) * X(K)
NEXT K
X(I) = C1(I) - SUMA4
NEXT I
COLOR 3
FORI=1TON-2
NEXT I
FORI=2TON-1
TMH=X{I-1)
NEXT I
T(1) = TIZQ: T(N) = TDER
GOSUB 2000
RETURN

BLOQUE X. SUBRUTINA DE

GRAFICACION

2000:SCREEN 12

FORI=1TON

X1(I) = 1: Y(I) = T(I)

NEXT I

PASO=PASO+1

IF PASO =1 THEN 2010 ELSE 2020

2010: CLS

XMIN = 0: XMAX =N
DELTAX = (XMAX - XMIN) / (N - 1)
XMINGRAF = 0: XMAXGRAF =N
YMINGRAF = 0; YMAXGRAF =25
SCALEX =1: SCALEY =1

PASX = XMAXGRAF + ABS(XMINGRAF)
PASY = YMAXGRAF + ABS(YMINGRAF)
EJEY = 80+(559 - 80) / PASX * ABS(XMINGRAF)
EJEX =30 + (400 - 30) / PASY * YMAXGRAF
LINE (0, 0)-(600, 440), 15, BF

LINE (80, 30)-(80, 400), 4

LINE (80, 30)-(559, 30), 4

LINE (80, 400)-(559, 400), 4

LINE (559, 30)-(559, 400), 4

LINE (EJEY, 30)-(EJEY, 400), 7

LINE (80, EJEX)-(559, EJEX), 7

REM normalizacion de escala

NY = INT(PASY / SCALEY):

NX = INT(PASX / SCALEX)

DIM DIVX(NX), DIVY(NY)

DIVX(1) = 80: DIVY(1) = 400

FOR =2 TO NX

DIVX(I) = DIVX(I -1+SCALEX*(559-80) / PASX
LINE (DIVX(I), EJEX - 2)-(DIVX(I), EJEX + 2), 9
LINE (DIVX(I), 30)«(DIVX(I), 32), 9

LINE (DIVX(I), 397)-(DIVX(]), 400), 9

NEXT I

FORJ=2 TONY

DIVY(J) =DIVY(J-1) - SCALEY*(400 - 30) / PASY
LINE (EJEY - 3, DIVY(D))-(EJEY + 3, DIVY(J)), 9
LINE (80, DIVY(D))-(83, DIVY(J)), 9

LINE (556, DIVY(J))-(559, DIVY(J)), 9

NEXTJ
2020: FORI=1TON

XN = X1{I) * (559 - 80) / PASX + EJEY

YN(I) =-Y({I) * (400 - 30) / PASY + EJEX

PSET (XN(I) - 1, YN(I) + 1), 2

PSET (XN(I) - 1, YN(I)), 2

PSET (XN(I)- 1, YN(I) - 1), 2

PSET (XN(I), YN(D + 1), 2
PSET (XN(I), YN(D) - 1), 2

PSET (XN(D+ 1, YN(D + 1), 2

PSET (XN(D) + 1, YN(I)), 2

PSET (XN(I) + 1, YN([) - 1), 2

NEXT1

FORJ=1TON-1

LINE (XN(J), YNODAXNJ + 1), YN(J + 1)), 3

NEXT ]

RETURN

BLOQUE XI. SUBRUTINA DE
SOLUCION ANALSTICA.

400 NOD = (n+1) /2

LTOT =2 * NOD —1: DELTAT = 1: ALFA = 1
FORI=1 TO NOD

SUMATI = 0

FOR J= 0 TO 40

SUMATI = SUMATI + ((-1) A J) / (2*J+1) *
COS((2*J+1)/2*3.1416*(NOD-I+1)/ (LTOT+1)*2)
*EXP(-(J+1/2)"2*3.1416 2*ALFA/ (LTOT+1) /22
*PASI*DELTAT)

NEXT J

TEMP(l) = TIZQ+4 * (TINIC-TIZQ) / 3.1416
* SUMAT!
NEXT I
GOSUB 2000
GOTO 100
RETURN



Las figuras 9.4 y 9.5 muestran los resultados
graficos de la simulacién computacional de la
transferencia de calor por conduccién en estado
transitorio. En ambas se utiliza un nimero de Fourier
de 3, un total de 50 nodos a lo largo de la barra y una
temperatura inicial de la barra igual a 0°C.

En la figura 9.4 puede observarse el caso en
que la temperatura de ambos extremos se eleva
repentinamente a 20°C en el tiempo t=0, y como
evoluciona posteriormente el perfil de temperaturas a
lo largo de la barra. En dicha grafica las lineas en
rojo representan la solucién analftica correspondiente
a la ecuacion (9.48) y las lineas en verde la
aproximaciéon numérica. El desplegado gréfico
aparece en el monitor de la computadora tal y como
se muestra en esta grafica. En la parte superior
izquierda se imprime el porcentaje de error maximo
actual y el promedio de error acumulado durante el
tiempo de gjecucién del programa. Las curvas verdes
y rojas practicamente se traslapan debido a que el
error es muy pequefio, por ejemplo en el
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septuagésimo segundo intervalo de tiempo, el error
méximo en ese instante es de 0.1947%, mientras que
el error promedio acumulado es de 0.2653%, lo cual
quiere decir que al principio la prediccion del
algoritmo hibrido (elementos finitos — diferencias
finitas) exhibe un error més grande, el cual va
disminuyendo a medida que avanza el tiempo.

En la figura 9.5 se grafican las predicciones
del método de elementos finitos cuando la
temperatura en los extremos se eleva repentinamente
a valores diferentes, 20°C para el lado izquierdo y
30°C para el derecho, también con condiciones de
frontera isotérmicas. También aqui los resultados
concuerdan bastante bien con la soluci6n analitica.

Aunque no se presenta aqui, no resulta
complicado modificar los programas de los procesos
termodindmicos irreversibles de transferencia de
masa y de dindmica de fluidos para incluir la
condicién de no estacionariedad.
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Conclusiones.

La formulacién clasica de la termodindmica de
procesos irreversibles, basada en los postulados de
Onsager, junto con los principios de conservacion de
calor, masa y momentum, permiten llegar a las
ecuaciones diferenciales parciales de Navier-Stokes,
Fourier y Fick, como modelos mateméticos para los
procesos de transferencia de momentum, transporte de
calor y difusién molecular, respectivamente.

En este trabajo se ha abordado el problema de la
resolucion de dichas ecuaciones diferenciales mediante
la aplicacién de uno de los métodos numéricos més
versitiles y de mas amplio uso en aplicaciones
cientificas y de ingenieria, el método de los elementos
finitos. A pesar de que dicho método dista de ser
reciente, ya que Sir [saac Newton desarrollé las bases
del cdlculo variacional en la clasica y semilegendaria
resolucién del problema de la braquistécrona, en épocas
tan lejanas como finales del siglo XVII, sus
aplicaciones practicas en los procesos irreversibles,
solo ha sido posible gracias al rapido desarrollo de la
tecnologia electrénica de los ultimos afios.

En esta tesis se ha desarrollado el analisis
matemdtico que conduce a la formulacién de la
solucién via principios variacionales y por métodos de
residuos ponderados.

Se ha demostrado la versatilidad en el manejo
de geometrias irregulares y diferentes condiciones
de frontera. En este aspecto, se ha ejemplificado como
un solo programa puede ser utilizado para resolver
diferentes problemas, ya que los algoritmos que se han
escrito permiten cambiar ficilmente la geometria al
modificar las coordenadas de posicion de los puntos
nodales que conforman la malla de elementos finitos;
tales programas reconstruyen autométicamente las
ecuaciones locales de cada elemento, las ensamblan,
introducen condiciones las condiciones de frontera, y
resuciven el sistema de ecuaciones globalizado
empleando alguno de los varios métodos como el de
inversién matricial, descomposicién L-U, eliminacién
gaussiana o el de gauss Seidel con relajacion, mismos
que fueron utilizados a lo largo del desarrollo de esta
tesis,

También se presentaron las soluciones analiticas
de las ecuaciones diferenciales para procesos
irreversibles en los que la geometria permite llevar a
cabo la integracion, utilizando métodos de separacién
de variables, series de Fourier y funciones de Bessel.

Una vez desarrolladas dichas ecuaciones analfticas para
los casos algebraicamente integrables, se llevé a cabo la
evaluacion cuantitativa de la exactitud del método
numérico. Luego de probada su exactitud, y después de
haberse obtenido resultados altamente confiables, se
procedié a aplicar con confianza los algoritmos de
computo en la solucion de casos de dificil integracion.

Se utilizaron tanto métodos variacionales en la
solucién de las ecuaciones de Laplace y Poisson, asf
como algoritmos de residuos ponderados en
aplicaciones précticas de transferencia de masa, calor y
momentum.

Se analizaron procesos irreversibles en estado
estacionario en dos y tres dimensiones, en coordenadas
cartesianas y cilindricas. Se formulé un algoritmo
hibrido diferencias finitas- elemento finito para resolver
problemas de transferencia de calor en régimen
transitorio.

Evidentemente pudo haberse extendido este
estudio a procesos irreversibles acoplados como el
efecto Soret de transferencia de masa debido a
gradientes de temperatura o como el efacto Dufour para
la transferencia de calor promovida por gradientes de
concentracién. También es factible aplicar el andlisis a
procesos con transiciones de fase y transferencia
interfacial, asf como extender el transporte transitorio
unidimensional a dos y tres dimensiones y profindizar
en la resolucién de ecuaciones diferenciales no lineales,
pero se espera que los ejemplos que se tomaron en
cuenta ilustren la versatilidad y exactitud del método de
elementos finitos en la caracterizacion de la
termodindmica de procesos irreversibles.

A pesar de que el método data de la década de
los 40’s, la mayorfa de las personas que en México
utilizan las técnicas de elementos finitos, lo hacen
ejecutando software comercial, muchas veces
operandolo como si fuese una caja negra. Sin embargo,
al programar, se va conociendo las caracteristicas del
método y resolviendo una a una las dificultades para
poder llegar a un programa versatil. La experiencia que
se adquiere al manejar los métodos variacionales o de
residuos ponderados, es bastante valiosa, y permite
resolver problemas cada vez de mayor grado de
dificultad, sin depender de las limitaciones de los
paquetes comerciales.
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