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INTRODUCCION

El sonido de cada guitarra acustica construida con madera, siempre es diferente
aunque las dimensiones sean idénticas. Esto se debe a que las propiedades
elasticas de los materiales con las que son construidas son distintas, pues no
existen dos arboles exactamente iguales. Incluso se dice que los constructores de
guitarras mas reconocidos, son los primeros en escoger las mejores secciones de
un arbol.

Existe una gran variedad de disefios aun para guitarras acusticas del mismo tipo,
sean clasicas, flamencas, folcloricas, o de tapa arqueada. Se dedica especial
cuidado en la construccion de la tapa superior, pues es la parte mas determinante
para modificar el sonido que generara el instrumento, asi que el constructor debe
ser muy cuidadoso en su disefio [1]. Una prueba sencilla de la relevancia de la
tapa superior, puede hacerse tocando la sexta cuerda de una guitarra acustica, y
presionando ligeramente la tapa superior en diferentes lugares con la palma de la
mano, mientras el instrumento esta sonando. El timbre del sonido cambiara
dependiendo del lugar y la presidon que se ejerza, pues se estardn cambiando las
condiciones de vibracion de la tapa, y su acoplamiento con las otras partes del
sistema vibratorio de la caja de resonancia.

En la actualidad, la capacidad de las computadoras para procesar ecuaciones
matematicas, permite disefiar sistemas vibratorios (por ejemplo: edificios, puentes,
automoviles), especificando la geometria, los materiales, y el modelo fisico que
pueda describir su comportamiento. La principal ventaja de modelar
numéricamente un sistema vibratorio, radica en que una vez que se tiene una
simulacién confiable de su comportamiento, ésta puede ser modificada con relativa
facilidad para predecir su respuesta vibratoria incluso antes de construir la
estructura.

Resumen

La calidad del sonido radiado por una guitarra acustica depende, ademas de la
técnica del ejecutante, del comportamiento vibratorio de la caja de resonancia. El
disefio de la tapa superior y su abanico, es una parte crucial en la construccion del
instrumento, y cada disefio debe ser diferente debido a que las propiedades de la
madera varian de una muestra a otra, incluso siendo del mismo arbol. En este
trabajo se desarroll6 una metodologia para generar un archivo de ejecucién por
lotes, que simul6 el comportamiento vibratorio de una tapa real mediante ANSYS,
un programa computacional basado en el Método del Elemento Finito. En dicho
archivo se especificaron datos medidos a partir de pequefias vigas rectangulares,
cortadas de la madera con la que se construyé0 la tapa, paso a paso, con
geometria y abanico definitivos. El objetivo fue que la simulacion pudiera ser
modificada, teniendo los datos de cualquier madera en particular, para predecir su
comportamiento vibratorio de manera confiable. La caracterizacion del material se
realizo a partir de las resonancias de las vigas, obteniendo sus propiedades



elasticas mas relevantes y promediando sus densidades. Las frecuencias de
resonancia y los modos mas bajos de vibracion con condiciones de frontera libre,
calculados en ANSYS para cada etapa de construccion de la tapa, resultaron
satisfactoriamente congruentes con los del modelo experimental, visualizados con
arena esparcida en la superficie, al excitar la tapa en sus frecuencias de resonancia
aplicando fuerza armonica con un excitador electromagnético (figuras de Chladni).
Con esto se verifico la utilidad y confiabilidad del archivo de ejecucion por lotes.

Planteamiento del problema

Esta tesis propone establecer una metodologia para simular mediante el método
del elemento finito, de manera confiable, la tapa superior de una guitarra clasica, a
partir de las propiedades de la madera con la que sera construida.

Objetivo y alcance

Desarrollar una metodologia para crear un archivo de ejecucion por lotes para
ANSYS, que calcule en los tres modos de vibracion mas bajos y sus frecuencias de
resonancia, con condiciones de frontera libre, de la tapa superior de una guitarra
clasica; a partir de las placas y las vigas de madera con las que sera construida.

Justificacion

La tapa superior es una parte crucial en la construccion de una guitarra, como se
ha mencionado. La principal ventaja de modelarla numéricamente, radica en que
una vez que se tiene una simulacién confiable de su comportamiento vibratorio,
ésta puede ser modificada con relativa facilidad para optimizar su disefio.

Antecedentes

La guitarra fue considerada en el inicio de su historia, como un instrumento
popular inadecuado para ser tocado en conjunto con una orquesta, originando que
las obras musicales para guitarra empezaran siendo escritas por los mismos
intérpretes, antes de ganar la atencion de los compositores [2]. Esto pudo ser
consecuencia entre otras cosas, de la inherente desafinacion y baja intensidad de
los sonidos que produce [3], en comparacion con otros instrumentos, como los de
viento o de cuerda frotada [4]. Incluso se ha encontrado que guitarras
consideradas de alta calidad, no poseen una eficiencia sonora particularmente alta,
en comparacion con guitarras de menor calidad [5], dandole mayor importancia a
otros factores como el timbre del sonido; que depende del nimero, amplitud, y
decaimiento de las parciales que lo componen [6].

La calidad del sonido radiado por una guitarra acustica depende, ademas de la
técnica del ejecutante [7], del comportamiento acustico de todo el instrumento
[8], y de como le fue transmitida la energia mediante las cuerdas, no solo a través
del puente, sino también del punto de apoyo sobre el diapasén [9].



El analisis de una guitarra como un oscilador mecanico, representandola mediante
masa, rigidez y amortiguamiento [10], puede ayudar a cuantificar los factores que
intervienen en las caracteristicas del sonido que produce.

Al considerar la guitarra como un sistema fisico ideal (es decir, que se puede
realizar de manera préactica, tiene parametros constantes, es estable, y es lineal),
es de esperarse que su comportamiento basico pueda estudiarse mediante su
Funcién de Respuesta en Frecuencia FRF (normalmente una grafica de velocidad
entre fuerza) [11]. Esta puede ser obtenida mediante un barrido de frecuencias
con un excitador electromagnético [12]; o una excitacion transitoria [13] que
incluso puede hacerse con un arreglo mecanico simple [14]. Una vez obtenida la
FRF de la guitarra, pueden obtenerse los parametros modales de sus resonancias
[15]. Sin embargo, resulta complicado explicar la relacion de dichos pardmetros
modales para una guitarra, con la calidad del sonido que genera; principalmente
por el hecho de que cada parte colabora directa o indirectamente en la FRF
(incluso la admitancia de trastes diferentes a lo largo del diapasén [16]), y el
ignorar dichos efectos puede llevar a resultados inesperados.

Meyer [17] considera las dos frecuencias de resonancia mas bajas de una guitarra,
como las méas importantes para definir las caracteristicas de su sonido. Muestra
que si una de estas frecuencias coincide con la de alguna nota musical, el sonido
de ésta sera fuerte durante un lapso corto de tiempo, y después decaera
sUbitamente, en comparacion con otras notas alejadas de las frecuencias de
resonancia de la guitarra.

Sali [18] afirma que el primer pico de resonancia de la FRF de una guitarra, esté
relacionado con la amplitud de algunas notas, siendo este un criterio apropiado
para ayudar a determinar la calidad de una guitarra pero no suficiente. Esta
resonancia es el resultado de la interaccion entre la tapa superior, la cavidad de
aire, y la tapa posterior [19]. Dicha interaccion ha sido analizada mediante pruebas
experimentales diferentes, tratando de estudiar individualmente, la cavidad del aire
considerandolo como una aproximacién a un resonador de Helmholtz, y la primera
resonancia de la tapa superior, dandole una particular importancia a la fase
vibratoria de ambas [20]; tanto en guitarras construidas como en modelos
especiales para ese fin [17].

Sin embargo, no solo deben ser tomadas en cuenta las frecuencias bajas en el
comportamiento de la guitarra (cuya nota mas baja en afinacién estandar es E2 a
82 Hz), pues se ha mostrado la relevancia de analizar su comportamiento en un
intervalo de 400 Hz a 2500 Hz, lo cual es alto en comparacion con sus resonancias
mas bajas, que suelen estar entre 100 Hz y 200 Hz [21]. En [22], puede
observarse un diagrama de bloques sobre las partes de la guitarra que intervienen
en su vibracion en altas y bajas frecuencias, donde puede notarse que la tapa
superior también interviene en ambos intervalos de frecuencia.

El disefio de la tapa superior y su abanico, es entonces una parte crucial en la
construccion del instrumento, pues el espectro de sonido de la guitarra presenta



cambios apreciables si se altera el niumero y la distribucién del abanico, lo cual
puede notarse tanto en la amplitud vy la frecuencia de las resonancias [23], asi
como en pruebas psicoacusticas subjetivas [24]. Es conveniente estudiar sobre la
posicion Optima de cada barra, asi que cada abanico debe disefiarse
individualmente [25], debido a que las propiedades de la madera varian de una
muestra a otra, incluso siendo del mismo arbol [26].

Aunque existe la posibilidad de sustituir la madera por materiales sintéticos en la
construccion de instrumentos musicales [27], algunos lauderos prefieren continuar
haciendo guitarras de madera [28]. Es entonces necesario conocer las
caracteristicas de este material, y se han hecho trabajos especificos, acerca de
métodos para relacionar las vibraciones de muestras de madera, con sus
propiedades elasticas desde un punto de vista teorico [29], y desde un punto de
vista practico [30]. Incluso también se ha abordado el tema de los efectos
acusticos de dichas propiedades, en la construccion de instrumentos [31].

Al disefiar la tapa superior de una guitarra, es entonces necesario conocer la
variacion de las resonancias mas bajas, a causa de las distintas propiedades de la
madera con la que se construye [32]. Con el desarrollo de la computacion, es
posible estudiar los modos de vibracion de la tapa mediante modelos en elemento
finito, verificando los resultados usando distintas técnicas experimentales, como
analisis modal [33], interferometria de hologramas [34], o el método tradicional de
Chladni.



1. MARCO TEORICO

1.1. Medios elasticos y sus propiedades

Si a un medio cualquiera se le aplica una carga o perturbacién externa modificando
su geometria, y al descargarse regresa a su estado original, se dice que es un
medio elastico.

1.1.1. Mddulo de elasticidad o médulo de Young

En la Figura 1 se muestra un diagrama esfuerzo o contra deformacioén ¢ tipico para
un ensayo a tension. Obsérvese que la curva corresponde a una linea recta en la
etapa inicial de prueba; esto es, en esta region el esfuerzo es proporcional a la
deformacién, y puede establecerse que

o=Ec¢ (1)

en donde la constante de proporcionalidad £ se denomina modulo de Young, que
tiene dimensiones [Fuerza/Areaj.

Rango
lineal

Figura 1. Diagrama tipico de esfuerzo-deformacion de un ensayo a tension, para
un material elastico.

1.1.2. M6dulo de elasticidad en cortante

Si se hace pasar un plano a través de un cuerpo, una fuerza que acttia a lo largo
del plano se llama esfuerzo cortante 7. La variacion angular de un elemento
sometido a un esfuerzo cortante se define como deformacion por cortante y. La
division del esfuerzo cortante por la superficie sobre la que actla, se llama tension
cortante r. La relacién de

G=z/y 2)



se llama mddulo de elasticidad en cortante, algunas veces llamado simplemente
modulo cortante, y tiene las mismas unidades que £.

1.1.3. Relacién de Poisson

Cuando una barra esta sometida a una carga de traccion simple, se produce en
ella un aumento de longitud en la direccidon de la carga, asi como una disminucién
de las dimensiones laterales perpendiculares a ésta. La relacion entre la
deformacién en la direccién lateral y la de la direccién axial se define como relacién
de Poisson v, y es adimensional.

1.1.4. Clasificacién de la madera como material elastico

La madera es un material que puede considerarse que tiene tres planos de
simetria elastica perpendiculares entre si, dos a dos, por lo que se dice que es
ortotropico, en cuyo caso el nimero de constantes independientes es nueve.

Modulo
cortante G

Relacion
de Poisson
v

Figura 2. Interpretacion gréfica de la propiedad que describe el comportamiento

eldstico de un material al ser sometido a las fuerzas mostradas con flechas rojas

(izquierda). Se muestran también las direcciones ortogonales para caracterizar la
madera (derecha).

En la Figura 2 se muestra ilustrada una interpretacion grafica de las pruebas para
obtener las propiedades elasticas de un material, y las tres direcciones del
comportamiento ortotrdopico de la madera: longitudinal, tangencial, y radial,
denotadas en subindices por sus iniciales mayusculas ;, 7, Y & respectivamente.
Las nueve constantes independientes para la madera son entonces £, £7, Y Er



para los modulos de Young; G;7, Gz, Y Gig para los modulos cortantes; y vi7, viry
V,# para las relaciones de Poisson [35].

1.2. Introduccién al analisis modal

La habilidad de describir sistemas vibratorios en términos de propiedades modales,
es una técnica poderosa que sirve tanto para llevar a cabo un analisis como para
entender los datos de una prueba. La clave del analisis de los modos normales es
desarrollar herramientas que permitan la reconstruccion de la respuesta general
de un sistema a partir de una superposicion de las respuestas de los diferentes
modos del sistema. En este analisis, el método modal permite reemplazar las n-
ésimas ecuaciones diferenciales acopladas con las n-ésimas ecuaciones
desacopladas, donde cada ecuacién desacoplada representa el movimiento del
sistema para el modo de vibracién. S/ /as frecuencias naturales y modos de
vibracion del sistema estan disponibles, entonces es facil visualizar el movimiento
del sistema en cada modo, gue es €l primer paso para entender como modificar e/
sistema para cambiar sus caracteristicas.

En general, el analisis modal de un sistema mecanico lineal y sus beneficios son:

e Resolver el problema del valor propio sin amortiguacion, que identifica las
frecuencias resonantes y los modos de vibracion (valores propios y vectores
propios), Uutiles para entender los movimientos basicos del sistema.

e Usar los vectores propios para desacoplar o diagonalizar el conjunto original
de ecuaciones acopladas, permitiendo la solucion de 7 problemas de grados
de libertad sencillos desacoplados en vez de resolver un conjunto de n
ecuaciones acopladas.

e Calcular la contribucién de cada modo en la respuesta general. Esto ademas
permite reducir el tamano del problema eliminando modos que no pueden
ser excitados y/o modos que no responden en el grado de libertad deseado.
Ademas, modos de frecuencia alta que tienen poca contribucion al sistema
en frecuencias mas bajas, pueden ser eliminados o considerados de manera
aproximada, para reducir la medida del sistema en andlisis.

e Escribir la matriz del sistema por inspeccion. Ensamblar las matrices de
entrada y salida usando los términos del vector propio apropiado. En este
punto pueden resolverse los problemas en el dominio de la frecuencia y de
respuesta forzada transitoria. Si estan disponibles los vectores propios
completos, ademas pueden resolverse los problemas transitorios con
condiciones iniciales. Para sistemas ligeramente amortiguados, puede ser
considerada amortiguacién proporcional, mientras siga permitiéndose a las
ecuaciones estar desacopladas [36].



1.2.1. Funcion de transferencia

Si a una estructura se le miden simultdneamente las sefiales de entrada vy
respuesta de salida en el dominio del tiempo, y estas sefiales son transformadas al
dominio de la frecuencia, al dividir la transformada de la respuesta entre la
transformada de la entrada, se tendrd una funcidon de transferencia entre la
entrada y los puntos de respuesta de la estructura. A partir de la funcién de
transferencia, pueden ser identificados los modos de vibraciéon de una estructura
elastica.
1.2.2. Modelo dinamico estructural

El movimiento del sistema fisico es descrito de manera adecuada por un conjunto
de ecuaciones diferenciales lineales simultaneas de segundo orden de la forma

M X(£) + C x(£) + Kx(t) = £(£) (3)
Donde
f(t) = vector de fuerza aplicada
X(t) = vector resultante de desplazamiento

y M G y K son llamadas matriz de masa, amortiguamiento, y rigidez
respectivamente. Estas matrices usualmente tienen valores reales y son simétricas.
Si el sistema tiene n dimensiones (77 grados de libertad) entonces los vectores de
arriba son de dimension 7y las matrices son de (nxn), lo cual se puede expresar
como

£ xeC"
M, G K €Cun
Tomando la transformada de Laplace del sistema de ecuaciones (3) se tiene
B(s)X(s) = F(s) (4)
donde
B(s) = M&+Cs + K (5)
s = Variable de Laplace (un nimero complejo).

B(s) es llamada la matriz del sistema. La matriz de transferencia H(s) es definida
como la inversa de la matriz del sistema, esto es

H(s) = B(s)" (6)

asi que H(s) satisface la siguiente ecuacion:



X(s) = H(s)F(s) (7)

que es equivalente a las ecuaciones (4). Nétese que este conjunto de ecuaciones
tiene las variables de X(s) como incdgnitas, y ademas la variable de Laplace s,
obteniendo entonces un sistema de 7 ecuaciones con 77 incdgnitas que a su vez
estan parametrizadas con s. Para que H(s) exista, el determinante de la matriz del
sistema (denotado por \B(s)\) debe ser diferente de cero, pero como H(s) estara

en funcién de s, elegir si |B(s) es cero o no, es una parte fundamental para el
tipo de solucién buscada. Para resolver (4), se tendran dos posibilidades:

a) si F=0(vibracion libre),

b) si F#0 (vibracion forzada).

Para el caso a), F(s)=0 en las ecuaciones (4) indica que en el conjunto de
ecuaciones algebraicas obtenidas, al buscar la solucion no trivial para X(s), H(s) no
debe existir. Para mostrarlo, supdngase que H(s) si existe. Entonces al multiplicar
ambos lados de la ecuacién por H(s) implicaria que X{(s)=0, la solucién trivial, que
significa que no hay movimiento. Asi que la solucién de este sistema de ecuaciones
depende en cierta manera de la inversa de la matriz, y para el calculo de cada
valor propio hay 77 incdgnitas mas un parametro (el desplazamiento de cada grado
de libertad y la frecuencia de resonancia) para un sistema con 7 ecuaciones de
movimiento, asi que los vectores propios son conocidos sélo como relaciones de
desplazamientos, y no como magnitudes absolutas. El sistema tendra un nimero
infinito de soluciones que son los modos de vibracion, los cuales se definiran mas
adelante.

En el caso (b), si F#0 entonces existe una Unica solucidn, calculada aplicando (7)
que implica |B(s) #0. Entonces los desplazamientos en cada grado de libertad

pueden ser obtenidos para el patréon de vibracidon inducido por la carga. En la
seccion 4.1.2.1 se realiza un experimento bajo estas condiciones.

Cada elemento de la matriz de transferencia es una funcion de transferencia con
valor complejo. La funcién de transferencia evaluada a lo largo de un eje de
frecuencias es ademas llamada Funcion de Respuesta en Frecuencia (FRF). El eje
real en el plano de s es conocido como eje de amortiguamiento.

De modo que a partir de FRF medidas es posible identificar todos los parametros
necesarios para completar especificamente H(s), para una estructura elastica. La
matriz de transferencia contiene toda la informacién necesaria para describir la
dindmica de la estructura y ademas reconstruir las matrices de masa, rigidez, y
amortiguamiento una vez que H(s) es conocida. Esto es debido a que como 5(s) es
una matriz simétrica como se menciond anteriormente, mediante el teorema
espectral, es posible construirla mediante la obtencién de sus valores y vectores
propios [37].



1.2.3. Modos de vibracion

Si el sistema es conservativo (sin amortiguamiento), los modos normales de
vibracion existiran. Tener modos normales significa que en ciertas frecuencias
todos los puntos en el sistema vibraran en la misma frecuencia y en fase, es decir,
todos los puntos en el sistema alcanzaran sus desplazamientos minimos y maximos
en el mismo instante.

Al resolver el problema del valor propio, es necesario plantear las ecuaciones de
movimiento del sistema para obtener la ecuacion caracteristica como un polinomio
en s, donde sus raices son los valores propios, polos, o frecuencias de resonancia
del sistema como se vera mas adelante.

La presencia de valores propios igual a cero es indicada por el hecho de que el
determinante de la matriz de rigidez es cero. La multiplicidad del valor propio igual
a cero, es también igual al nUmero de modos de cuerpo rigido (desplazamiento sin
deformacion) que el sistema es capaz de realizar.

La matriz de transferencia puede ser escrita en términos de frecuencia de
resonancia, amortiguamiento y vectores modales como se menciond. Esta forma
matematica especial es la clave del analisis modal usando funciones de
transferencia y tiene implicaciones tanto en las mediciones como en el analisis de
los datos obtenidos, mostradas al final de esta subseccion.

Notese que los elementos de B(s) son funciones cuadraticas de la variable de
Laplace (s). Esto trae como consecuencia que los elementos de H(s) sean razones
de polinomios en s, g(s) con \B(s)\ (que es conocido como ecuacion

caracteristica) en cada denominador, de tal forma que los elementos 4; de H(s)
son de la forma

h(s)= 9(5) (8)
(s) B(s)
y los valores para los que
\B(s)\ =0 (9)

son conocidos como los polos de la funcién de transferencia y son entonces las
raices de la ecuacion caracteristica del sistema. Los polos muestran las frecuencias
donde el sistema amplificara las entradas, y éstos son una caracteristica basica
que depende sdlo de la distribucion de masa, rigidez, y amortiguamiento a través
del sistema; y no de donde son aplicadas las fuerzas o dénde son medidos los
desplazamientos. De modo que para los valores en los que se cumple la igualdad
(9), es claro que el valor de la funcion de transferencia se va a infinito, pues el
denominador vale cero. En términos fisicos, esto es cuando la estructura entra en
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resonancia, y cada par de polos complejos conjugados son un modo de vibracion,
escritos como

Dk = Okt Ok, Wk € | 9] (10)
donde
P« = polo del sistema
ox = coeficiente de amortiguamiento modal (que se asume es un valor positivo)
wi = frecuencia natural.
Ademas, la frecuencia de resonancia esta dada por

Q, 2“/(7/(2"‘60/(2 (11)

Y el factor de amortiguamiento o porcentaje de amortiguamiento critico estéd dado
por

- (12)

Cuando &= 1, el modo (k) esta criticamente amortiguado, y cuando es & < 1, el
modo (k) esta subcriticamente amortiguado. Cuando el sistema esta amortiguado
subcriticamente, los polos son nimeros complejos y ocurren en pares conjugados.
Cuando la estructura esta criticamente o supercriticamente amortiguada, los polos
son valores reales y estan a lo largo del eje real en el plano de s.

Los vectores modales (wx) son definidos como soluciones de la ecuacion
homogénea

B(p)ux = 0 (13)
donde
ux = vector complejo n-dimensional.

Asi que la matriz de transferencia puede ser escrita como una sumatoria de (n)
pares conjugados:

n * *t 14
H(s)=Y, Uglty. LYl 9
1| S~ P S—p;

donde * denota conjugado complejo, y ‘ denota transpuesto. Cada uno de los
términos en la sumatoria (14) es una matriz de 7nxn que representa la contribucion
de cada modo & en la funcién de transferencia. Los vectores modales y la
localizacion de los polos pueden ser identificados desde cualquier renglén o

11



columna de la matriz de transferencia excepto los correspondientes a vectores
modales con valor cero, conocidos como puntos nodales. Esto lleva a las
conclusiones mas significativas del andlisis modal.

Sélo una columna o rengldn de la matriz de transferencia necesita ser medida para
identificar todos los parametros modales de una estructura teniendo en cuenta
que:

¢ El movimiento es lineal, descrito por ecuaciones de segundo orden.

e La simetria de movimiento o propiedad de reciprocidad es valida (por
ejemplo, las matrices By H son simétricas).

e Sdlo existe un modo en cada polo de la matriz de transferencia del sistema
[38].

1.2.4. Método del elemento finito

El método del elemento finito es una técnica numérica poderosa que usa métodos
variacionales y de interpolacién para modelar y resolver problemas de valores en la
frontera, asociados a vibracidon en medios con parametros distribuidos, como
barras, vigas, y placas. EIl método es ademads extremadamente util para
mecanismos complicados y estructuras de geometria inusual con deformaciones,
como es el caso de la tapa de guitarra. El método del elemento finito es muy
sistematico y modular. Por ello el método del elemento finito puede ser
implementado facilmente en una computadora digital para resolver una amplia
variedad de problemas practicos de vibracion simplemente cambiando la entrada
de un programa computacional. De hecho, muchos cddigos comerciales de
elemento finito estan disponibles. Estos cddigos comerciales pueden ejecutarse en
casi cualquier tipo de computadora, desde portatiles hasta supercomputadoras. Tal
es el caso del paquete computacional usado en esta tesis, ANSYS, el cual permite
modelar sistemas fisicos Unicamente a partir de sus propiedades, geometria y
condiciones de frontera; sin necesidad de conocer a detalle los métodos numéricos
utilizados para calcular las soluciones requeridas. En los anexos de esta tesis, se
muestra una introduccion mas formal sobre cdmo opera el método del elemento
finito.

El método del elemento finito aproxima una estructura de dos maneras distintas. El
primer modo de aproximacion, hecho al modelar en elemento finito, es dividir la
estructura en un numero finito de partes simples pequenas. Cada una de estas
pequefas partes son llamadas elemento finito y el procedimiento de dividir la
estructura es llamado discretizacion. Cada elemento es usualmente muy simple,
como una barra, viga, o placa, que tiene una ecuacion de movimiento que puede
ser resuelta facilmente o de manera aproximada. Cada elemento tiene puntos
finales llamados nodos, que estan conectados al elemento préoximo (Figura 3). La
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coleccion de elementos finitos y nodos es llamada malla de elemento finito o rejilla
de elemento finito.

La ecuacion de vibracion para cada elemento finito individual es entonces
determinada y resuelta. Esto forma el segundo nivel de aproximacion en el método
del elemento finito. Las soluciones de las ecuaciones de los elementos son
aproximadas por una combinacion lineal con polinomios de orden bajo. Cada una
de estas soluciones polinomiales es hecha compatible con la solucién adyacente
(lamada condiciones de continuidad) en nodos comunes de dos elementos. Estas
soluciones son entonces conjuntadas en un proceso de ensamble, dando como
resultado matrices de masa global y de rigidez, que describen la vibracién de la
estructura como un todo. El vector de desplazamientos asociado con la solucidn
del modelo global en elemento finito corresponde al movimiento de los nodos de la
malla en elemento finito.

En el andlisis de elemento finito, un nodo es un punto de la estructura en la
frontera entre dos elementos, correspondiente a la coordenada o punto en la
estructura que representa el movimiento de la estructura como un todo. Los
nodos en los métodos de elemento finito son usados para capturar el movimiento
global de la estructura al vibrar.

Figura 3. Ejemplo de un tipo de elemento para mallar estructuras de geometria
complicada [39].

Debido a que las estructuras simples tienen soluciones concretas, desarrollar una
aproximacion en elemento finito de estas estructuras provee una comparacion
sencilla con una solucidn mas exacta. Sin embargo, el poder y la utilidad del
método del elemento finito no se encuentran en examinar estructuras simples con
soluciones analiticas cerradas o explicitas, sino modelando y resolviendo partes
complicadas y estructuras que no tienen este tipo de soluciones (Figura 4).

La meta principal de un andlisis de elemento finito es examinar como una
estructura o un componente responde a ciertas condiciones de carga. Especificar
las condiciones de carga apropiadas es, entonces, un paso clave en el analisis.
Pueden aplicarse cargas a un modelo de maneras diferentes, teniendo la
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posibilidad de controlar cdmo las cargas estan siendo aplicadas durante la
solucién. La palabra carga incluye condiciones de frontera y funciones de fuerzas
internamente o externamente aplicadas. Algunos ejemplos de cargas en una
estructura son: desplazamientos, rotaciones, fuerzas, presiones, temperaturas,
gravedad [39].

A oo,
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Figura 4. Mallado de una tapa de guitarra mediante el elemento mostrado en la
Figura 3.

La frase “método de elemento finito” es a menudo abreviado como “MEF”. Esta
abreviacion puede ademas denotar la frase “modelo de elemento finito” [40].
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2. METODOLOGIA

2.1. Planos

En la actualidad, la tapa superior para una guitarra de tipo Torres se construye con
un espesor entre 2,5y 2,8 mm. Lleva siete abanicos, en vez de los tres o cinco
que son considerados suficientes, y ahi radica la particularidad de este disefio [1].

Para el presente trabajo, se hicieron algunas modificaciones al disefio de una tapa
tipo Torres, sin que esto afecte su objetivo. En la Figura 5 se muestra el plano de
la tapa superior a partir del cual se construyeron los modelos experimental y
numeérico, con la numeracién de las barras del abanico; y en la Figura 6 se
muestran las medidas de las barras por separado, y una vista de su montaje en la
tapa para facilitar su interpretacion.

< 378 > AN
- 288 >
7y
45,5
espesor 2.5
105 v 7y
l b10 /
7y
‘ 493
15 343
T
274
5
b6 b 11 |
bl 29
b8 b2
A I} v v
Alejandro Torres CCADET UNAM

Figura 5. Plano de la tapa superior con la numeracion de las barras del abanico
(acotaciones en mm).
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Figura 6. Planos de las barras del abanico (arriba) segun la numeracion mostrada
en el plano de la Figura 5, y una vista de su montaje en la tapa para facilitar su
interpretacion (abajo). Las acotaciones estan en mm.

2.2. Maderas utilizadas en la construccion del modelo experimental

La tapa superior consiste de dos mitades simétricas pegadas. La placa de madera
usada es inicialmente del doble del espesor y es entonces cortada en dos partes
iguales. Ambas mitades se unen con pegamento de modo que las lineas de grano
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formen una imagen espejo con el eje de simetria de la placa obtenida. Para la
construccidon de la tapa real, se contd con el apoyo de un taller de guitarras, a
cargo del Sr. Miguel Olvera [41], tanto por su experiencia, como por la
disponibilidad de materia prima y herramienta del lugar. La madera utilizada fue
una placa de pinabete; y para las barras del abanico, se adquirieron seis varas de
madera, cinco con seccién rectangular y una de seccion trapezoidal mostradas en
la Figura 7.

Figura 7. Maderas para la construccion. Dos placas simétricas para la construccion
de la tapa (izquierda), y seis varas para el abanico y una viga trapezoidal para /as
barras de la boca (derecha).

2.3. Grados de libertad y condiciones de frontera

Los grados de libertad para un analisis estructural son seis y se refieren al sistema
de referencia cartesiano: tres de traslacion y tres de rotacién. A partir de la
informacion del problema, es posible indicar como se comporta la estructura con
respecto a sus grados de libertad, en ciertos puntos que generalmente son el
borde. Por ejemplo, el caso de condiciones de frontera libre se refiere a que la
estructura no tiene restricciones en movimientos de traslacién ni de rotacion;
mientras que para el caso de condiciones de frontera fija, el movimiento de la
estructura puede estar restringido en ciertas direcciones (0 en todas), al igual que
para las rotaciones. En los anexos de esta tesis, se encuentra un ejemplo de como
se plantean matematicamente las condiciones de frontera libre-libre, para el
analisis modal de una viga mediante MEF en Mat/ab.

2.4. Propiedades elasticas mas relevantes para el analisis

Ciertas propiedades elasticas son mas dominantes que otras en la descripcion del
comportamiento vibratorio de un material ortotrdpico, lo cual puede averiguarse
teniendo informacion sobre la geometria y la aplicacion del sistema. Aunque
existen muchos métodos para reducir la medida del modelo de un sistema
vibratorio, a menudo suele simplemente truncarse los modos de frecuencias altas,
siempre y cuando no se afecte el intervalo de frecuencias de la respuesta
analizada, como se menciona en el marco tedrico.

Para cuantificar la calidad de una guitarra, puede ser Util conocer los parametros
modales de su primer modo de vibracidn [18], correspondiente al acoplamiento del
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modo fundamental de vibracidon de la cavidad de aire, la tapa superior y la tapa
posterior [19]. Una de las alternativas para manipular el acoplamiento
mencionado, es modificando el disefio de la tapa superior, segin el
comportamiento en su primer modo de vibracion con el contorno fijo (montada en
la guitarra), del cual puede verse una aproximacién en la Figura 8. Los nueve
colores mostrados en la barra de abajo, indican la proporcién del desplazamiento
de diferentes zonas de la tapa. El color azul representa el minimo y el rojo
maximo, abreviados en la imagen como MN y MX, respectivamente. Los
desplazamientos de los puntos en el andlisis modal de una estructura no son
magnitudes absolutas, sino que los desplazamientos de cada grado de libertad se
muestran de manera relativa entre ellos, y en ANSYS se normalizan con respecto a
la masa del sistema [36], asi que el cédigo de colores es proporcional a la maxima
amplitud en cada analisis, asi que no tiene los mismos valores siempre, y fue
omitido en el resto de las imagenes similares, pues mientras no se especifique una
vibracion forzada, el desplazamiento visual suele exagerarse para clarificar el modo
de vibracion.

I 2 s I
0 1.534 3.069 4.603 6.138
. 767202 2.302 3.836 5.37 6.905
Alejandro Torres - CCADET UNAM

Figura 8. Primer modo de vibracion de una tapa superior fija en el contorno,
calculado mediante ANSYS.

Con el objeto de identificar las propiedades elasticas mas relevantes de la tapa en
dicho modo de vibracion, se procedio a verificar el efecto que producia la variacion
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de cada propiedad en la frecuencia y amplitud del estado de resonancia. Utilizando
el archivo de ejecucidon por lotes realizado en [42], y propiedades para madera
tabuladas en [26], cada propiedad se multiplicd por un factor de 2, y después por
otro de 0,5; mientras las demas se mantuvieron en el valor inicial, para observar la
variacion en la frecuencia de resonancia inicial de 64 Hz, y la del desplazamiento
relativo maximo de 6,5. Los resultados se muestran en la Tabla 1, acomodados en
orden decreciente de izquierda a derecha segun la variacién en el valor original de
la frecuencia y el desplazamiento, y de los cuales se concluyd que las propiedades
elasticas mas relevantes en la caracterizacion fueron £, Ery G, La variacion
provocada por el resto de las propiedades puede considerarse insignificante.

Pri op/édaa’ E Er GL T GTR GLR ER, V¥
Factor 2105 21|05 2|05 2105 2|05 2|05
Frecuencia (Hz) | 74 | 57 | 74 | 57| 69| 61 | 65| 63| 65| 64| 64| 64

Desplazamiento | 6,9| 6,1| 6,2| 6,7| 63| 6,7| 65| 6,5| 6,5| 66| 66| 6,5

relativo maximo

Tabla 1. Variacion en la frecuencia y amplitud del primer modo de vibracion de una

tapa con el contorno fijo, simulada mediante ANSYS, al multiplicar cada propiedad

de su tensor elastico por un factor y manteniendo las demas en el valor original.
(*Todas las direcciones).

Este analisis fue considerado como suficiente para determinar las propiedades
elasticas mas relevantes en este trabajo debido a los resultados, y a la cercania del
modo de vibracion ilustrado en la Figura 8, con los mostrados en [22] para el
primer modo de la caja de resonancia de una guitarra.

2.5. Método para obtener los Modulos de Young

Segun las especificaciones del constructor, los granos mas estrechos deben estar
en el centro de la tapa que se pretende construir, de manera que una vez que se
trazd la plantilla de la tapa con la orientacion adecuada (Figura 9 izquierda), se
pudo disponer del resto de la madera para cortar dos muestras con las que se
determinaron propiedades elasticas de la placa, una viga con la longitud paralela al
grano de la madera para obtener £, y otra con longitud perpendicular al grano
para Er (Figura 9 derecha). EI método para determinar £, y £7 consistid en
encontrar la primera frecuencia de resonancia para condiciones de frontera libre-
libre de cada barra, pues se puede considerar que dicha frecuencia depende
directamente de su mddulo de Young longitudinal.
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Figura 9. Trazado del contorno de la tapa y las vigas (izquierda), y vigas utilizadas
como probetas (derecha).

Para aproximar el comportamiento vibratorio libre, cada barra de longitud /
espesor A, y densidad p, se apoyd en las dos lineas nodales de su primer modo de
vibracion libre, localizadas a 0,224/ de los extremos, como puede observarse en un
analisis modal con ANSYS (Figura 10 izquierda). La viga se excitd impulsivamente
aproximadamente en las zonas con desplazamientos maximos para obtener una
FRF, mediante un micréfono direccional dirigido hacia el centro de la barra (Figura
10 derecha), cuya sefial fue enviada a un analizador Bruel & Kjaer Tipo 2034.

Zonds nodales. Alejandto Torres CCADET UNAM

Figura 10. Simulacion del primer modo de vibracion libre de una viga. Los
desplazamientos suelen ilustrarse de manera exagerada para clarificar el fendmeno
(izquierda); y arreglo experimental para la obtencion de la frecuencia fundamental

de vibracion libre de una viga (derecha).

Asi se obtuvo la FRF requerida para cada barra, con 1 Hz de resolucion (801

puntos de muestreo en una banda de frecuencia de 0 a 800 AHZz). Para localizar la
primera frecuencia de resonancia £, se verificd el Nivel de Presién Sonora maximo
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correspondiente a las frecuencias alrededor del primer pico de la grafica (Figura
11), para entonces aplicar

F- F (15)
2n - JT

1.06 [ 3.011
pl”

donde 7 es el nimero de lineas nodales del modo de vibracién, siendo 7 = 2 para
el primero, como se explica en [30].
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Figura 11. FRF de las vigas cortadas como muestras de la tapa. La primer
resonancia de la viga paralela al grano es de 417 +0,5 Hz (arriba) y de la viga
perpendicular es de 172 +0,5 Hz (abajo).

Los valores para £, y Er obtenidos, resultaron ser congruentes con los tabulados
para abeto de densidad similar [26]; y con los aproximados mediante un modelo
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en ANSYS, creado a partir de la geometria y la densidad medidas de la muestra,
(Figura 12) variando su £ de tal forma que la frecuencia de resonancia de su

primer

modo de vibracion

libre,

coincidiera con

la que fue medida

experimentalmente. A partir de la Tabla 2 se puede realizar una comparacion de
la obtencién de £ y £7 a partir de la ecuacion (15), modelos en ANSYS'y valores
tabulados con densidad similar [26].

Viga mallada. Alejandro Torres CCADET UNAM

AN

Figura 12. Modelo en elemento finito de la viga paralela al grano de la madera.

Dimensiones| Densidad | Orientacion Obtencion de los datos
+0,05 mm +1,38 | del grano con| Formula | Aproximacion abeto

LargoxAncho| kg/mT | respecto a la | +1,6x10P| con ANSYS | 390 kg/nr’
XEspesor longitud N/m? 10° N/n? [26]
250x29x5 405 Longitudinal 105 105 116
201x32x5 413 Perpendicular| 7.64 /.48 9

Tabla 2. Comparacion de las propiedades elasticas obtenidas mediante métodos
distintos.

2.5.1. Barras para el abanico

Unicamente se calculé £ para cada viga a partir de las cuales se construyeron las
barras del abanico, puesto que la dimension en esta direccion era mucho mas
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grande que en las otras, asi que los modos de vibracion libre mas bajos
dependerian principalmente de esta propiedad. El método experimental fue el
mismo usado con las muestras de la placa, y también fue verificado mediante
ANSYS. Debido a que los lados de la seccion de las vigas variaban con sélo
algunas fracciones de milimetro, los dos primeros modos de vibracién tenian una
diferencia de unos pocos Hertz, por lo que se puso especial cuidado en que las
resonancias simuladas correspondieran con las experimentales. Para la elaboracion
de las barras de la boca, se escogid la viga de seccién trapezoidal (Figura 13
izquierda), y su mddulo de Young longitudinal fue calculado simuldndola en
ANSYS, pues debido a su geometria, la ecuacion (15) no puede ser aplicada,
aunque la proximidad de resultados en las pruebas anteriores permitié confiar en
este método. Como puede observarse en el primer modo de vibracion libre
mostrado obtenido con la simulacién, los nodos se localizan en las zonas de color
azul (Figura 13 derecha) de manera analoga a las vigas de seccién rectangular
(Figura 10), asi que el método de apoyarla en sus zonas nodales para conocer su
primer frecuencia de resonancia, continué siendo aplicado.

Figura 13. Perfil de /a viga de seccion trapezoidal (izquierda) y su primer modo de
vibracion libre simulado (derecha).

Todas las densidades y modulos de Young resultaron ser distintos, como se
esperaba, y se muestran en la Tabla 3. El amortiguamiento modal fue despreciado
debido a que se puede considerar que no es relevante en el disefio final de la tapa
[43].

Densidad +1,38 kg/m’ 321|334 364 | 382 | 399 | 405 | 498*

Mddulo de Young longitudinal +1,6x10° Pa| 66 | 72 | 71.9| 67.3|66.2| 76.6 | 149%

Tabla 3. Densidades y modulos de Young longitudinal de las 6 vigas utilizadas para
construir el abanico (*viga de seccion trapezoidal).
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3. RESULTADOS

3.1. Comparaciones del comportamiento vibratorio experimental y
simulado, en diferentes etapas de construccion de la tapa superior

3.1.1. Primera etapa de construccién: modos de vibracion de la
placa de madera

Una vez que se determinaron £,y £ra partir de las muestras de la placa, ésta se
cortdé para que su geometria fuera nuevamente rectangular. Algunas FRF de la
placa con condiciones de frontera libres pudieron aproximarse, soportandola con
esponjas (para despreciar efectos en la movilidad) en algunos puntos donde se
esperaba hubiera zonas nodales, y excitandola impulsivamente en zonas donde se
esperaba localizar desplazamientos maximos. El sonido generado fue captado por
un micréfono localizado aproximadamente por encima de dichas zonas con
desplazamiento maximo, y su sefial se envi6 al analizador. Este método es analogo
al usado con las vigas en el capitulo anterior, incluyendo la resolucion de la grafica,
su ancho de banda, y el método para localizar las frecuencias de resonancia.

Se graficaron dos FRF con el objeto de diferenciar las frecuencias de resonancia de
modos de vibracion distintos (Figura 14). En una de éstas, la placa se soportd con
cuatro esponjas colocadas cada una a la mitad de sus lados (Figura 15), y
promediando cincuenta excitaciones impulsivas en puntos cercanos a las esquinas.
Bajo estas condiciones, se pretendio visualizar las frecuencias de resonancia para
modos de vibracion similares al (1,1); donde la componente de la izquierda en el
arreglo es el nimero de lineas nodales que cortan el eje longitudinal, y la
componente de la derecha corresponde al nimero de lineas nodales que cortan el
gje transversal. Para la otra FRF, la placa se soportdé Unicamente en los lados
transversales y se promediaron cincuenta excitaciones en puntos cercanos a su
centro (Figura 15). Esta nueva disposicion se realizo para distinguir las frecuencias
de resonancia correspondientes para el modo (0,2) y modos similares (Figura 14).

Fue posible notar como las amplitudes de los picos para las mismas frecuencias en
cada FRF, variaron considerablemente, e incluso llegaron a ser maximas en unos e
indistinguibles en otros, como es el caso del pico correspondiente a 54 Hz, que fue
claro en la FRF con excitacion en las esquinas (Figura 14 abajo), y que no aparecio
en la otra (Figura 14 arriba). Una manera de verificar el comportamiento vibratorio
de la placa en las frecuencias correspondientes a los picos de las FRF, es
excitdndola en cada frecuencia por separado. Dado que se esperaba que cuando
menos algunos picos correspondieran a modos de vibracion, se simuldé un analisis
modal de la placa con ANSYS mediante un archivo de ejecucion por lotes, usando
su geometria, densidad, £, £, y aproximando las demas constantes elasticas con
estos tres ultimos datos mediante tablas [26]. Con las figuras obtenidas, se
determin6 dénde apoyar la placa y donde excitarla segun el modo de vibracion que
se esperaba apareciera en la frecuencia del pico.
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Figura 14. FRF de la placa con distintas condiciones experimentales de apoyo y
excitacion.
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Figura 15. Arreglos experimentales para obtener una FRF que registre amplitudes
maximas en las esquinas (izquieraa), y amplitudes maximas en zonas centrales
(derecha).

Para excitar la placa, se utilizd6 un excitador electromagnético disefiado por el Dr.
Ricardo Ruiz Boullosa, que consiste de una bocina sin el cono y con una tachuela
para corcho fijado en la arafia (Figura 16), la cual se conectdé a un generador de
frecuencias mediante un amplificador.

Figura 16. Excitador electromagneético.

Los modos de vibracion se verificaron de manera experimental mediante el método
de Chladni, en el cual se rocia arena sobre la superficie de la placa de manera
uniforme, y al excitarla en una frecuencia de resonancia, la arena se mueve hacia
las zonas nodales del modo de vibracion correspondiente. Las condiciones de
frontera libre, se aproximaron soportando la placa mediante esponjas en las zonas
nodales del modo de vibracién que se esperaba visualizar, y colocando el excitador
en las zonas de méximo desplazamiento; cuidando de esparcir el minimo de arena
necesaria para visualizar la figura, con el objeto de despreciar su influencia en el
sistema.

La Figura 17 muestra una comparacion de los ocho modos de vibracion libre mas
bajos de la placa obtenidos de manera experimental, con los resultados de su
simulacion. Resultaron ser satisfactoriamente congruentes un método con el otro,
pudiendo asi identificar los modos de vibracién correspondientes a las frecuencias
de resonancia que aparecen en las FRF de la Figura 14.

27



Figura 17. Comparacion de los modos de vibracion visualizados mediante e/
método de Chladni y un analisis modal en ANSYS.

3.1.1.1. Relacion de los modos de vibracion con las propiedades
elasticas mas relevantes de la madera

Mediante la manipulacién en el archivo de ANSYS para la placa, de las tres
propiedades elasticas mas relevantes de la madera, se estudio la variacién de cada
propiedad por separado y manteniendo constante las otras dos, para analizar el
efecto que se producia en las tres frecuencias de resonancia méas bajas de la placa.
El modo (2,0) obtenido en la segunda frecuencia de resonancia, es proporcional al
valor de £;, lo cual resulta evidente por el tipo de flexion pura que presento el
modo; al igual que el modo (0,2) en la cuarta frecuencia de resonancia, que es
proporcional al valor de Er No fue necesario variar E; ni Er obtenidos
experimentalmente de las vigas para la simulacion utilizada para los analisis
correspondientes a las siguientes etapas de construccion, pues las frecuencias de
resonancia para los modos (2,0) y (0,2) resultaron congruentes con las medidas en
/a placa real. Basado en las consideraciones anteriores, se prosiguio a calcular G;r
a través de la variacion de dicha propiedad en la simulacion del modo mas bajo
donde se presentd torsion pura en la placa, es decir la primera resonancia
correspondiente al modo (1,1). Esta frecuencia mostré ser proporcional al valor
buscado G;r, al igual que el modo (2,1) presentado en la tercera resonancia,
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resultando G,r = 0,47 GPa. En la Figura 18 se observan tres gréaficas ilustrativas
para mostrar la variaciébn de las frecuencias de resonancia de los modos de
vibracion libre mas bajos al cambiar el valor de una propiedad elastica en un
andlisis modal en ANSYS. Las figuras de los cuatro modos mas bajos de vibracion
libre se colocaron ubicando su frecuencia de resonancia en un eje de £ (abscisas),
en su interseccion con otro eje de la propiedad elastica que se varid (ordenadas).
Las flechas punteadas muestran el desplazamiento de cada modo a traves del
plano coordenado. A pesar de que las frecuencias de resonancia tienen diferentes
comportamientos para cada caso, las figuras de los modos de vibracion no se
alteraron.

A A R A A
v K v v >
f
A A A A R
Er | | o
A 4 v v /S >
f
4 bl A b 4
Gir
> 4 > 4 >

f

Figura 18. Comportamiento de las frecuencias de los cuatro modos de vibracion
libre mas bajos de la placa, variando E; y manteniendo constante Er y G, (arriba),
variando Er y manteniendo constante E; y G,;r (centro), y variando G;ry
manteniendo constante E; y Er (abajo).

La Tabla 4 muestra una comparacion de las ocho frecuencias de resonancia mas

bajas de la placa libre, obtenidas de manera experimental y mediante ANSYS,
utilizando el valor ajustado de G;r, y los demés valores que ya se habian estimado.
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Modo 1,120\ (1) 02| (12)]| (30)| (22) ]| (31)

Frec. experim. £0,5 Hz 54 | 101 | 148 | 169 | 203 | 272 | 298 | 318

Frec. simulada +0,5 Hz 54 | 101 | 149 | 167 | 198 | 281 | 295 | 323

Tabla 4. Comparacion de las frecuencias de resonancia mas bajas experimentales
Y simuladas de la placa libre.

3.1.2. Segunda etapa de construccion: aproximacion de la forma de
las placas, a la de la tapa superior

Las placas simétricas fueron cortadas, aproximando su geometria al contorno de
las mitades de la tapa superior, para posteriormente ser ensambladas (Figura 19).

Figura 19. Placas cortadas con geometria aproximada a cada mitad de la tapa
superior.

Antes de que las mitades fueran pegadas en el eje de simetria de la tapa, se
observé su comportamiento vibratorio libre mediante el método de Chladni y un
andlisis modal en ANSYS, para advertir sobre los efectos del cambio de geometria
en el modelo numérico. Los resultados obtenidos continuaron siendo satisfactorios
como lo muestra la Figura 20, en donde se puede apreciar la similitud tanto de los
modos de vibracion libre experimentales y simulados, como de sus frecuencias de
resonancia correspondientes. Ambas mitades de la tapa tuvieron comportamientos
experimentales practicamente iguales.
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Primer modo Segundo modo Tercer modo Cuarto modo
80 Hz 104 Hz 176 Hz 218 Hz

72 Hz 106 Hz 177 Hz 214 Hz
Figura 20. Comparacion de los modos de vibracion con condiciones de frontera
libre y sus frecuencias, experimentales (+0,5Hz) y simulados, de una de las
mitades de la tapa antes de ser ensamblada.

3.1.2.1. Comportamiento vibratorio en frecuencias sin
resonancia

También fue posible visualizar el comportamiento vibratorio de las mitades de la
tapa a frecuencias diferentes a las de resonancia, manteniendo el mismo lugar de
excitacion. Este tipo de analisis se realizé con un barrido de frecuencias (conocido
también como analisis armoénico) y en [44] se puede encontrar una guia completa
para llevarlo a cabo en ANSYS. En la grafica de la Figura 21 obtenida en ANSYS, el
desplazamiento de un punto de excitacion de una mitad de la tapa, esta en funcion
de la frecuencia de la fuerza. Puede observarse que para una frecuencia de
excitacion de 242 Hz (linea punteada roja de la Figura 21), el sistema no presento
desplazamientos maximos en forma de picos, los cuales corresponden
aproximadamente a los modos de vibracibn més bajos de la mitad de la tapa, los
cuales se identificaron previamente. Alrededor de dicha frecuencia, se observé el
comportamiento vibratorio de manera experimental de la mitad de la tapa,
ubicando el excitador segun se puede ver en la Figura 22, donde se muestra la
direccién de la fuerza de excitacion con una flecha roja, que es perpendicular al
modelo mallado, con el cual se llevé a cabo la simulacion.

La figura obtenida experimentalmente mediante el desplazamiento de la arena, fue
comparada con la correspondiente en el analisis arménico de ANSYS para 242 +0,5
Hz, obteniendo patrones de vibracion similares, como se muestra en la Figura 23,
donde ademas se puede verificar que la posicion del excitador para realizar el
experimento, es aproximada a la de la fuerza en el modelo para la simulacion del
analisis armaonico.
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Figura 21. Andlisis armonico de una mitad de la tapa, donde se sefiala el punto
correspondiente a 242 Hz, que no coincide con ninguna de /as cinco frecuencias de
resonancia mas bajas que se pueden identificar claramente en forma de picos.
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Figura 22. Modelo mallado de la mitad de la tapa en ANSYS, en el cual se muestra
la ubicacion y direccion de la fuerza de excitacion con una flecha rofa, del que se
obtuvo el anallsis armonico de la Figura 21.
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Figura 23. Comparacion del patron de vibracion obtenido mediante un analisis
armonico a 242 Hz (izquierda), con excitacion ubicada y orientada como se
observa en la Figura 22; con el patron de vibracion obtenido con condiciones
experimentales aproximaadas (derecha). Tal frecuencia no hace resonar el sistema.

3.1.3. Tercera etapa de construccion: union de las mitades de la
tapa

Una vez mostrada en este trabajo la congruencia del comportamiento vibratorio
experimental y simulado para diferentes condiciones, resultdé conveniente
especificar hasta qué frecuencia de resonancia era prudente analizar. El analisis
hecho acerca de las gréficas mostradas en la Figura 18, permiti6 notar la
independencia de la influencia de las propiedades elasticas mas relevantes para el
andlisis, G;r, E;, Y Er, sobre los tres modos de vibracion libre mas bajos: los modos
(1,2), (2,0) y (0,2), respectivamente. Asi que éstos fueron los modos escogidos
para ser estudiados a partir de la tercera fase de construccion.

Dicha etapa consisti6 en unir las mitades de madera con pegamento blanco y
cepillar la tapa obtenida hasta tener un espesor de alrededor de 3 mm. Los tres
modos de vibracion libre mas bajos y sus frecuencias de resonancia
experimentales (£0,5 H2) y simulados, continuaron siendo similares como se puede
observar en la Figura 24.

Para verificar que es suficiente analizar el comportamiento vibratorio de estos tres
modos, en la Figura 25 puede observarse una comparacion de los siguientes
cuatro modos de vibracion libre mas bajos, experimentales y simulados con el
mismo archivo de ejecucion por lotes para ANSYS. Estos resultados, junto con los
de anteriores fases de construccion, sugirieron que una vez que el modelo
simulado corresponde aproximadamente a los resultados experimentales en los
tres modos de vibracion libre mas bajos, el comportamiento vibratorio contindia
siendo similar en algunos de los siguientes modos sin necesidad de hacer ajustes
en las propiedades elasticas.
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32 Hz 42 Hz 70 Hz

27 Hz 42 Hz 71 Hz

Figura 24. Comparacion de los tres modos de vibracion libre de la tapa sin boca

obtenidos experimentales (arriba) y simulados (abajo), con sus respectivas
frecuencias de resonancia (+0,5 Hz para las frecuencias experimentales).

79 Hz 93 Hz 111 Hz 145 Hz
'
84 Hz 95 Hz 108 Hz 146 Hz

Figura 25. Comparacion de los modos (cuatro al siete) de vibracion libre de la tapa
sin boca obtenidos experimentales (arriba) y simulados (abajo), con sus
respectivas frecuencias de resonancia (+0,5 Hz para las frecuencias
experimentales).
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3.1.3.1. Diferencias entre resultados experimentales vy
simulados

El modo de vibracion correspondiente a la frecuencia de resonancia de 95 +0,5 Hz,
no aparecio de manera simétrica a diferencia del modo simulado correspondiente.
Este fendmeno se atribuy6 al hecho de que los arreglos experimentales no dejan
de ser una aproximacion a condiciones de frontera libre. Como un ejemplo de las
variaciones debidas a las condiciones experimentales en los modos de vibracién
visualizados, se muestran dos patrones de vibracién en la Figura 26 obtenidos a
108 Hz, variando el punto de excitacion a la izquierda del eje de simetria de la
tapa, y posteriormente a la derecha; mientras que los puntos de apoyo se
mantuvieron en el mismo sitio. Puede observarse en ambos casos cdmo aparece
una unién de zonas nodales en la mitad en donde se aplic6 la excitacion, que
puede localizarse guiandose por el cable negro y el amarillo conectados al
excitador bajo la tapa; mientras que su otra mitad no presenta la union
correspondiente.

Figura 26. Diferencias en el modo de vibracion libre presentado a 108 +0,5 Hz,
variando el punto de excitacion a la izquierda y a la derecha del eje de simetria de
/a tapa.

3.1.4. Cuarta etapa de construccion: tapa libre con boca.

La siguiente etapa de construccion consistio en hacer la boca y la roseta de la tapa
a base de incrustaciones. El espesor fue de aproximadamente 2,5 mm como se
especifica en el plano de la Figura 5.
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La Figura 27 muestra la comparacion de los tres modos de vibracion libre mas
bajos para esta fase de construccion, con sus respectivas frecuencias de
resonancia. Los efectos de la roseta en el comportamiento vibratorio de la tapa
superior no fueron considerados, debido a que la funcion de las incrustaciones es
basicamente decorativa [33]. Esto pudo corroborarse al notar la cercania de las
frecuencias de resonancia y la similitud de los modos de vibracién, entre los
resultados experimentales y simulados sin considerar dichas incrustaciones.

20.5 Hz 31 Hz 58 Hz

21 Hz 31 Hz 57 Hz
Figura 27. Comparacion de los tres modos de vibracion libre de /a tapa con boca y
roseta, obtenidos experimentalmente (arriba) y simulados (abajo), con sus
respectivas frecuencias de resonancia (+0,5 Hz para las frecuencias
experimentales).

3.1.4.1. Modos de cuerpo rigido

Conforme la geometria del modelo numérico se vuelve mas complicada, el proceso
de mallado para su discretizacion va demandando més recursos de computo. Una
manera de optimizar el tiempo en que se lleva a cabo un analisis modal con
condiciones de frontera libre en ANSYS, consiste en considerar que los seis modos
de cuerpo rigido aparecen a 0 Hz [36], lo cual no causa ninguna alteracion en los
resultados de los modos de vibracion correspondientes a las resonancias. En la
Figura 28 se muestra la simulacion de los seis modos de cuerpo rigido de la tapa
ilustrados mediante la clave de colores que se ha ido usando. En la primera
imagen arriba a la izquierda, aparece toda la tapa en color rojo para los tres

36



modos de traslacion (uno para cada eje cartesiano), esto quiere decir que todos
los nodos que se generan al mallar la tapa, se mueven en la misma direccion al
mismo tiempo, presentdndose en cada uno de ellos desplazamiento maximo
(correspondiente a dicho color). En las siguientes imagenes de la tapa, las zonas
azules (correspondiente a desplazamiento minimo), representan los ejes de giro
correspondientes al modo de rotacion de cuerpo rigido para cada eje cartesiano,
siendo la linea con la distancia méas corta entre el color azul y el rojo, el radio con
el cual se revoluciona la tapa.

I o L

Alejandio Torres - CCADET UNAM Aljandro Torres - CCADET UNAM

Alsjandro Torres - cma)q:frw\czsw\-\_‘_‘—————/ - [X

Alejandro Torres - CCADET UNAM

Figura 28. Modos de cuerpo rigido de la tapa. La primera imagen arriba a la
izquieraa representa los modos de traslacion, y las otras muestran cada una, un
efje paralelo al cartesiano en color azul sobre el cual se lleva a cabo el modo de

rotacion correspondiente.

3.1.5. Quinta etapa de construccion: montaje del abanico

La etapa final de construccion consistié en pegar las barras en la tapa para formar
el abanico, segun los planos mostrados en la Figura 6. Los tres modos de vibracion
libre mas bajos, simulados y experimentales se muestran en la Figura 29, con sus
respectivas frecuencias de resonancia. Comparando estos resultados con los
obtenidos en la fase de construccion anterior, el primer modo de vibracion
(Iizquierda) no cambio aunque su frecuencia aumento en poco mas del cincuenta
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por ciento,; mientras que el sequndo y tercer modo de vibracion (centro y derecha
respectivamente) cambiaron de una manera considerable y su frecuencia también
se incremento en aproximadamente la misma proporcion que el primero.

34 Hz 66 Hz 76 Hz

34 Hz 67 Hz 85 Hz

Figura 29. Comparacion de los tres modos de vibracion libre de la tapa terminada,

obtenidos experimentales (arriba) y simulados (abajo), con sus respectivas
frecuencias de resonancia (+0,5 Hz para las frecuencias experimentales).

3.1.5.1. Influencia del abanico en las variaciones de las
resonancias de la tapa

Es posible predecir la contribucion del abanico en la variacion de los parametros
modales y los modos de vibracion de la tapa, una vez estudiados por separado los
modos de vibracion libre de las maderas que la componen.

Para mostrar esto, se analiz6 la influencia del abanico en el primer modo de
vibracion libre de la tapa superior. Pudo notarse que la barra de la boca bl1, esta
localizada en una zona donde se encuentran desplazamientos maximos (color
rojo) del modo de vibracién, como se muestra en la Figura 30.
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Figura 30. Vistas de la deformacion de la barra de la boca b11, en el instante de
maximo desplazamiento del primer modo de vibracion libre de la tapa con abanico,
Simulado mediante ANSYS.

La barra es sometida a una torsion similar a la de su primer modo de vibracion
libre que presenta torsidn pura, que es ilustrado en la Figura 31 cuya frecuencia es
proporcional al médulo cortante de la viga.

A pesar de que el modo de vibracién analizado de la tapa es practicamente el
mismo al correspondiente de la tapa sin abanico a 21 Az (mostrado en la Figura
27), la frecuencia del modo al adherirle el abanico a la tapa aument6é a 34 Hz,
siendo el modulo de corte de la barra b11 el mas relacionado con el aumento en el
valor de esa frecuencia.

El analisis anterior sugiere que conocer los modos de vibracion libre de los
componentes de un ensamble, puede ser util para predecir su comportamiento al
estar acoplados.
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Alejandro Torres - CCADET UNAM

Figura 31. Simulacion del primer modo de vibracion libre de torsion, de la viga
trapezoidal que posteriormente se identifica como b11 al ser adherida en /a tapa.
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CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

Algunos constructores de instrumentos musicales experimentados tienen la
capacidad de imaginar como sera el sonido que emitir4 un instrumento terminado,
a partir del sonido de la madera con la que construirdn su tapa superior,
simplemente sujetandola y golpeandola con los nudillos. En este trabajo, una
metodologia para elaborar el modelado numérico de la tapa superior de una
guitarra fue desarrollada, tratando de cuantificar objetivamente un complemento a
esta habilidad de los constructores.

Esta metodologia puede ser usada como guia, para llevar a cabo la simulacién en
elemento finito mediante ANSYS, de los modos de vibracion libre de una tapa
superior, a partir de la madera con la que sera construida. Debido a que la
simulacién fue hecha mediante un archivo de ejecucién por lotes, puede llevarse a
cabo una nueva simulacion a partir de la obtencién de las propiedades mas
relevantes (segun se mostro) de la madera en el andlisis: £, £, Y Gy,
especificandose ademéas como pueden medirse. El archivo principal para realizar la
simulacion de la tapa, puede crearse a partir de las instrucciones en el apéndice.

El célculo de las propiedades elasticas de las probetas de madera mediante un
archivo de ejecucion por lotes en ANSYS, produce valores cercanos a los obtenidos
mediante el método propuesto en [30].

El excitador utilizado en el arreglo experimental, es de bajo costo y construccién
sencilla, mientras que los demas elementos son de facil acceso.

Se mostro que el comportamiento vibratorio experimental con condiciones de
frontera libre, de la tapa superior construida, resultd ser satisfactoriamente similar
al comportamiento modelado con elemento finito a través de ANSYS, sin tener que
modificar las propiedades medidas de la madera, contrario a lo mencionado en
[43], donde se argumenta un aumento en la rigidez global de un modelo numérico
debido a un mallado fino.

De los resultados de esta tesis puede concluirse que es posible predecir la
influencia del abanico antes de adherirlo a la tapa, obteniéndose una alternativa a
meétodos para cuantificar las caracteristicas del ensamble, que surgen por el hecho
de que una vez terminada la tapa, no es factible modificar la posicion de las barras
sin dafos en la estructura [25].

La congruencia entre resultados experimentales y simulados, del patron de
vibracién libre en frecuencias distintas a las de resonancia (Figura 23) mediante un
barrido de frecuencias de una fuerza aplicada en un punto de la estructura,
permite analizar su comportamiento vibratorio considerando la contribucion de las
diferentes frecuencias de resonancia que influyen para la formacion del patron de
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vibracién, de lo cual no se encontraron trabajos previos similares. La relevancia de
esto es que puede ser posible analizar directamente un sistema vibratorio en
frecuencias especificas, tales como las correspondientes a las notas musicales, sin
necesidad de que coincidan con resonancias.

La siguiente etapa de este trabajo, consiste en simular el comportamiento
vibratorio de la tapa fija en el contorno, y verificar los resultados mediante pruebas
experimentales, para después estudiar el acoplamiento vibratorio de la tapa
superior, con la cavidad del aire de la caja de una guitarra. Este tema fue entonces
presentado en un protocolo de investigacién doctoral en el Posgrado de Ingenieria
Eléctrica de la UNAM.
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ANEXOS

Apéndice 1. Introduccién a los fundamentos matematicos del método
del elemento finito

Problemas de estado no estacionario, dependientes del tiempo

Su soluciéon usualmente consiste en que tanto la ecuaciéon de Poisson o una
ecuacion generalizada de segundo orden es combinada con derivadas de tiempo
de la funcién requerida. Esta funcidon es entonces dependiente del tiempo y del
espacio. En dos dimensiones los problemas estan basados en una ecuacién
diferencial parcial de la forma

‘v (16)

0 ou 0 ou ou
k —\k, —|=Ff(x,y; ) +k(x,y;t)— X,y t)—-
( J+ [2ayj (X, y;t)+k(x,y )at“j( yit) -

ox\Tox) oy
Los coeficientes « y f son entonces funciones de tiempo y espacio, y por
consideraciones fisicas no pueden ser negativas. La ecuacion diferencial (16) tiene
condiciones de frontera asociadas que son dependientes del tiempo, y ademas
condiciones iniciales que determinan la posicion relativa a su posiciéon en un
tiempo inicial £. Hay tres posibilidades, correspondientes a si Ky f son cero 0 no
son cero, siendo de interés en el campo de las vibraciones mecanicas cuando «=0,
H#0.

En este caso normalmente =0, dando un problema vibratorio para el que, como
una regla, sélo soluciones periddicas son de interés. El método de separacion de
variables puede entonces ser aplicado a la funcion de la forma

ulyt) = Uxy) €, (17)

asi que después de sustituir en (16) y cancelar el factor €“ la ecuacion de
Helmbholtz resulta

18
a(klau}a k%Y |+ v =0 (18
ox\"ox ) oy Moy

que es efectivamente, una representacion espacial de la ecuacion de onda. El
problema ahora consiste en encontrar los valores desconocidos de la frecuencia de
oscilacién w en la ecuacion (18) junto con las condiciones de frontera que tendran
soluciones no triviales. La frecuencias de oscilacion resultantes son conocidas
como las eigenfrecuencias de la vibracion del sistema, y las soluciones U(x,y) son
las eigenvibraciones relacionadas. La dependencia con el tiempo de la solucién ha
sido eliminada de la ecuacion (16) debido a la separacion de variables (17), sin
haber condiciones iniciales en el estado del problema.
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Esta formulacién tiene aplicaciones practicas considerables en ingenieria pues
permite la dependencia de efectos de resonancia en eigenfrecuencias y
eigenvibraciones a ser descritas. Para esta clase de problemas de importancia
pertenecen los ejemplos vibratorios unidimensionales mas simples: cuerdas,
membranas, y vibraciones acusticas en espacios cerrados.

Principios extremos

Supdngase una regidon G con frontera conectada en el plano (x,y) con una frontera
diferenciable C. Esta frontera puede consistir de muchas curvas continuas si la
region no esta simplemente conectada. Es deseable mostrar que los valores de
frontera de los problemas de estado no estacionario, dependientes del tiempo
puedan ademas ser considerados en términos de un principio extremo funcional.

Teorema

Dadas ki(x,y), kax,y), p(xy)y f(x,y) como funciones en la region G, y a(s)y »(s)
como funciones de los segmentos de frontera de la frontera C La funcidn u(x,y)
que hace la expresion integral

1 1 (19)
I= I[z (ks O s + ko (x, y)uy) = PO e + F(x, y)u}dxa’y
G
'Z 2
= - d
+ i [ ; a(s)u y(s)u} /s
estacionaria bajo la condicidn asociada
u=¢(s) en C; (20)

donde C; es un segmento en la frontera C que necesariamente resuelve el
problema de valor en la frontera

d ou d ou (21)
— |k, —— — k, —— X, y)u = f(x, enG
ax[laXJ+ay(zayJ+p( Y = F(x,y)
y la condicién de frontera general de Cauchy
ou ou (22)
/(1a X+k2§ny+a(s)u=y(s)

donde nyy n, son los cosenos directores de la normal n a la frontera Cy G es el
resto de la frontera, con la propiedad de

GuG=C, CiNnC=2.
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El método clasico de Ritz

Para la determinacién practica de una solucidon aproximada a la funcion
estacionaria dada, hay un método constructivo propuesto por Ritz.

En una region bidimensional G se tiene una funcidn u(x,y) que, sujeta a
condiciones de frontera particular, hace una cierta funcion estacionaria. Para
resolver este problema se escoge un conjunto de funciones linealmente
independientes

P, Y); 01(%Y), ©200Y),..., @m(X, V) (23)

La funcion ¢p(x,y) tiene un rol especial aqui pues satisface las condiciones de
frontera inhomogénea; no esta presente cuando no hay condiciones de frontera
inhomogéneas. Las funciones restantes (X, )),..., om(xy) deben satisfacer las
condiciones de frontera homogéneas dadas. La funcidon deseada u(x,y) es
expresada como una combinacion lineal de las funciones (23),

u(x,y)=@(x,y)+ Zn_?lckfpk(x, y) (29)

en que los coeficientes ¢, son determinados. La combinacion lineal (24) satisface
las condiciones de frontera para cualquier ¢ asi que las ¢ pueden ser evaluadas
de la condicién Unica u(x,y) dando un valor estacionario a la funcional. Después de
la sustituciéon de (24) en la funcional, ésta misma se vuelve una funciéon de
coeficientes desconocidos ¢, Una condicidn necesaria es que la funcional
estacionaria tenga su primer derivada parcial con respecto a ¢ igual a cero. Esto
produce exactamente las condiciones para determinar los coeficientes deseados.
Estas condiciones son lineales en ¢, cuando la funcional es cuadratica en w.

El método de Galerkin

Conocido también como el método de residuos pesados, puede ser descrito de la
siguiente manera. Analogamente a la aproximacion de Ritz, la solucion deseada v
del problema es aproximada mediante funciones escogidas ¢g @1 @3..,¢m de la
forma

m
U=ae@,+ chCDk (22)

k=1
donde ¢, otra vez satisface cualquier condicion de frontera inhomogénea, y las
funciones restantes ¢y satisfacen las correspondientes condiciones homogéneas de
frontera. De esa forma v satisface las condiciones de frontera para ¢. Si esta
aproximacion es ahora sustituida en la ecuacién diferencial, entonces en un
pequeio numero de casos la ecuacion sera satisfecha, pero usualmente hay un
residuo. Este residuo debe ser tan pequefio como sea posible sobre la region
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considerada. La integral de los residuos, pesados con funciones conocidas W, es
de este modo requerida para desvanecerse sobre esta region. En otras palabras,
sobre la regién, los residuos se desvanecen en relacion a las funciones pesadas.
Debido a que la aproximacion (25) contiene los /m parametros desconocidos c¢;,
Cz...,Cm, la condicidén puede ser formulada para m funciones pesadas linealmente
independientes, dando /m ecuaciones desde que los parametros son definidos.

Descripcion general del método del elemento finito

Paso 1. El problema es discretizado dividiendo el dominio del espacio total en
subdominios simples, los elementos. En problemas bidimensionales la region
basica G es dividida en triangulos, paralelogramos, triangulos de lados curvos o
cuadrilateros. Para problemas tridimensionales la regidon es discretizada en
elementos tetraédricos, cubos o con superficies curvas, segun sea apropiado.

Paso 2. Para cada uno de los elementos una aproximacion a las funciones que
describen el problema ha de ser escogida. Funciones racionales con variables
espaciales independientes son adecuadas. Para elementos unidimensionales, es
apropiado escoger polinomios de primer, segundo, tercer u ocasionalmente orden
mas alto. Para problemas bidimensionales, polinomios lineales, cuadraticos, y de
orden mas alto de la forma

u(x,y)=cr+cx+csy, (26)
U(X, V) =C1+CoX+C3y+CC+CsXy+Co)° (27)

o la aproximacion bilineal
U(X,¥)=C1+CoX+C3y+Caxy (28)

son apropiados. Esta forma de aproximacion depende de la deformacion de un
elemento y ademas del tipo de problema tratado. Hay ciertas condiciones de
continuidad definidas que han sido satisfechas por la aproximacion de funciones a
través de elementos interconectados. Estos requerimientos son obviados
frecuentemente desde consideraciones puramente fisicas, pero ademas son
matematicamente necesarios porque el conjunto de funciones aproximadas tienen
la forma de una clase admisible tanto para principios extremos o el método de
Galerkin.

En general la forma de la funcion en el elemento es controlada por valores de la
funcion — y posiblemente ademas valores de las derivadas parciales — en ciertos
puntos del elemento, los nodos o puntos nodales. Estas funciones nodales y
valores de las derivadas son llamados variables nodales del elemento. La funcion
de aproximacion puede ser expresada con la ayuda de estas variables nodales
como una combinacion lineal de las funciones base, con las variables nodales como
coeficientes. Si sdlo los valores de la funcién ¢/ en los nodos son tomados como

46



variables nodales, entonces la funcién de aproximacién para un elemento
bidimensional con p nodos tiene la forma

0 29
u® (x,y) = Zulge)/vi(e) (x,y) ( )
i=1
Puesto que la expresién (29) debe ser vélida para cualquier variable nodal ¢/, la
funcidn base N/?(x,y) debe poseer la interpolacidn caracteristica que, en un nodo
Pf® con coordenadas (xf®,yf¢), su valor es igual a la unidad, mientras que en los
otros puntos nodales del elemento su valor es igual a cero.

La aproximacion (29) permanece para cualquier elemento, como indica el
superindice (e).

Para establecer la conexién con la aproximacion de Ritz y preparar el contexto
para la aplicaciéon del método de Galerkin al método de elemento finito, se
considera la forma global de la funcién deseada u(x,y) en el total de la region,
haciendo la unién de los elementos de la particion. La aproximacion para u(x,y) es
la combinacién de las aproximaciones u/?(x,y) sobre todos los elementos, y es
entonces la unién de las aproximaciones (29) sobre todos los elementos. Al
numerar las variables nodales desde 1 hasta n, la formula combinada resultante
para la funcién de aproximacién es

M&M=iw%@m> (30)

Aqui Ni(xy) es la combinacion de las funciones base de los elementos individuales
Nf®(x,y) que tienen un valor de la unidad en el punto nodal # asociado con la
variable nodal . Es inmediatamente claro que la funcidon base global Ni(x,y) tiene
valores no cero solo en elementos que contienen el punto nodal A — un
subdominio muy restringido. La expresion (30) es una aproximacion de Ritz en que
Ux son los coeficientes determinados e igual a las variables nodales deseadas. De
este modo el método de Ritz es modificado mediante el uso de las funciones de
aproximacion Ni(x,y) que posee solo soporte local. Esta propiedad es una
caracteristica fundamental del método de elemento finito.

Paso 3. Queda sdlo la sustitucién de la aproximacion (30) en la funcional. Los
principios extremos mostrados anteriormente como integrales contienen funciones
cuadraticas de vy sus derivadas, en todos los casos generan funciones cuadraticas
en las variables nodales w. Estas funciones cuadraticas, que son definidas como la
suma de integrales de area y de linea, son creadas sumando la contribucion de
elementos individuales y sus fronteras. Asi el problema de calcular integrales de
area y de linea es reducido a uno mas simple de representar las integrales
relacionadas por un elemento o un lado, respectivamente, como funciones de
variables nodales relevantes. Las contribuciones de los elementos son entonces
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sumadas para formar una funcién cuadratica global que, para problemas de
vibracion llevan a una forma cuadratica del tipo

e, 1y (31)
I—Zu Su zAu Mu .
Al imponer la propiedad estacionaria a esta funcional, se obtiene el problema del
valor propio

Su=Mu (32)

donde Sy M son matrices simétricas, y M es definida positiva. La forma cuadratica
v’ Mu representa la energia cinética del sistema, que también es positiva.

El método de Galerkin puede ser implementado en la practica con una
aproximacion de la forma (30) a la(s) funcidn(es) deseada(s). Las funciones
globales base N(x,y)juegan entonces un papel de funciones de aproximacion, que
en las ecuaciones de Galerkin son tomadas ademas como funciones pesadas. La
matriz de coeficientes de las ecuaciones globales resultantes y el vector constante
son formados mediante la suma de las contribuciones de los elementos
individuales [45].

Ejemplo: Analisis vibratorio en MEF de una barra libre libre

La Figura 32 indica el sistema de coordenadas y variables usadas en el analisis en
elemento finito de una barra libre-libre para vibraciones transversales. A es el area
transversal de la barra e 7 es su momento de inercia. Las coordenadas usadas en
el modelo de elemento finito de la barra son dos coordenadas lineales w;(t)y us(t)
y las dos coordenadas rotacionales uy(t) y u4t). Una de cada tipo es requerida
para describir el movimiento de cada nodo. Esto es, cada nodo es modelado
teniendo dos grados de libertad. Uno de éstos para la flexién y otro para el
movimiento lateral. Los desplazamientos nodales desconocidos wjt) deben
satisfacer las condiciones de frontera

u(0,t)=us(t) u(0,t)=ux(t) (33)
u(l,t)=usxt) Ux(L,t)=u4t)

teniendo en cuenta que para encontrar v, se requiere que Uxux=0, pues son cuatro
variables nodales para el elemento de la barra.

La ecuacion de Euler-Bernoulli para flexion de vigas es

(34)

p o’u az[ o’u

i atzj:q(xlt)

+
L ot? o°x
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donde u(xt) es el desplazamiento transversal de la viga y g(x,t) es la carga de
presion externa aplicada. Entonces, se aplica el método de Galerkin a la ecuacién
(34) para desarrollar la formulacidon en elemento finito y las correspondientes
ecuaciones matriciales [46].

uy(t) us(t)
u(xt)
u4(t) u«(t)
4 /\ T /\ 4
T nodo 1 AEp I nodo 2 T P
< L >

Figura 32. Modelo de un elemento finito sencillo de una barra ilustrando las dos
coordenadas transversales u(t) y us(t) y las dos coordenadas de rotacion uy(t) y
uy(t) requeridas para describir la vibracion de este elemento.

Asumiendo que la rigidez de la viga £7 es constante en el elemento, la matriz de
rigidez K'del elemento es
12 6L -12 6L
_EI| 6L 47 -6L 217
CP|-12 -6L 12 -6L
6L 217 —-6L 4I°

y la matriz de masa M del elemento es

156 221 54 -13L
_pAL| 22L 47 13L -3¢

C420| 54 131 156 -22L

-13L -317 -22L 47
Para construir las matrices globales de masa Mgy rigidez Kz mediante matrices de
elementos individuales, puede usarse un método de superposicién, en el que cada
matriz local de los elementos individuales es sobrepuesta con los elementos

adyacentes [40], y al resolver el problema generalizado del valor propio para
determinar las soluciones no triviales de la ecuacion

KGX = /‘MGX /' (35)
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de los valores del escalar A que satisfacen la ecuacién (35) (los valores propios
generalizados) y los valores correspondientes de x (los vectores propios derechos
generalizados) [47], se obtienen la frecuencias de resonancia del sistema.

Se observa la implementacion del método descrito en este ejemplo para Mat/ab en
[48], mediante una descarga gratuita de internet que es posible modificar.
Utilizando los datos de la Tabla 2 de la viga con orientacién del grano paralela con
respecto a la longitud, se obtiene la FRF de la Figura 33, que es comparable con
los resultados calculados en ANSYS para los mismos valores y la grafica superior
de la Figura 11, obteniendo resultados similares en los tres métodos para la
primera frecuencia de resonancia (417 Hz).

FREF de una barra libre libre
EDD T T T T T T T T T

100

o

AJF(dh)

=100
-200
-300

] 100 200 300 400 &S00 BOO 70O 8OO 900 1000

Figura 33. FRF obtenida mediante una simulacion con elemento finito en Matlab,
de la vibracion de una barra con condiciones de frontera libre.

Apéndice 2. Instrucciones para la creacion del archivo de ejecucion
por lotes para ANSYS

A continuacidon se muestra el archivo de ejecucion por lotes para ANSYS Structural,
que calcula el analisis modal con condiciones de frontera libre de la tapa superior
que se construyd durante este trabajo. El listado tiene comentarios para orientar al
usuario acerca de la funcién de los comandos, a los cuales se les puede variar los
datos. Para mayor informacion de la funcién de cada comando, puede verse la
ayuda del paquete ANSYS Command Reference, incluida en cualquier version. Si se
requiere ver paso a paso lo que se va haciendo, sélo hay que copiar el renglon o
los renglones deseados del listado, en la linea de entrada de comandos localizada
en la parte superior del programa ANSYS'y pulsar Enter.

El modelo de la tapa y la numeracion de las barras del abanico, corresponden a los
planos mostrados en la Figura 5 y en la Figura 6; ademas, el listado incluye un
plano, con las dimensiones parametrizadas de las barras para el abanico, hecho
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con caracteres de texto. Las propiedades de las maderas son las obtenidas en este
trabajo mediante los métodos explicados.

Entonces, los pasos para crear el archivo de ejecucion por lotes son:

Copiar todo el listado desde el renglon “INICIO DEL ARCHIVQO”, hasta el
renglon “!FIN DEL ARCHIVO”, en un paquete que genere archivos con
extension txt. Cualquier procesador de texto tiene esta opcién, como por
ejemplo un bloc de notas.

Guardar el archivo, por ejemplo en AnalisisModalDeUnaTapa. txt.
Ejecutar ANSYS
En el menu de archivo o File, escoger la opcidn “Read Input from...".

Elegir el archivo creado que contiene el listado. El analisis hecho en una
computadora con un procesador a 2.4 GHz y 256 Mb en RAM, tarda
aproximadamente tres minutos.

Para finalizar, en el menu de archivo o File, escoger la opcién “Clear & Start
New”.

Listado

TINICIO DEL ARCHIVO

IBATCH CREADO POR JESUS ALEJANDRO TORRES TORRES

IDURANTE LA TESIS DE MAESTRIA TITULADA

1""MODOS DE VIBRACION SIMULADOS POR COMPUTADORA Y EXPERIMENTALES
IDE UNA TAPA DE GUITARRA EN SUS ETAPAS DE CONSTRUCCION"

ICCADET UNAM 2006

/FILNAME , MODAL
/TITLE,Alejandro Torres - CCADET UNAM
/UNITS, SI ITODAS LAS UNIDADES ESTAN EN SISTEMA INTERNACIONAL

IPLANO DE LAS BARRAS DEL ABANICO DE ANCHO a SEGUN LA FIGURA 6 DE LA TESIS

/PREP7

L1
1<->1 I<-—- L2 --->1
—-——- XXXXXKXXXXKKX XXX KKX XX KKXX XXX XX XXX
X X
X X
-—- X X
hl x X ———=
X X h3

/ANG,1,90,7S,1
/ANG,1,180,YS,1

ICREACION DE LAS BARRAS DEL ABANICO

INUMERO DE BARRA
BARRA = 1
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IDIMENSIONES

a = .005
hl = .002
h2 = .006
h3 = .001
L1 = .035
L2 = .10
L=.19

TEJE DE REFERENCIA PARA LA BARRA
LOCAL,10+BARRA,0, .274,.194,0,180,180,0

TPERFIL

K,100,0,0

K,101,L,0

K,102,L,0,h3
K,103,L-L2,0,h2
K,104,L1,0,h2
K,105,0,0,h1
A,100,101,102,103,104,105

TCREACION DEL VOLUMEN
VEXT,1,,,,-a

BARRA = 2
a = .005
hl = .002
h2 = .007
h3 = .001
L1 = .030
L2 = .115
L = .238

LOCAL ,10+BARRA,0, .274,.155,0,185,180,0
K,106,0,0

K,107,L,0

K,108,L,0,h3

K,109,L-L2,0,h2

K,110,L1,0,h2

K,111,0,0,h1

A,106,107,108,109,110,111

VEXT,9,,,,a

BARRA = 3
a = .005
hl = .002
h2 = .007
h3 = .001
L1 = .030
L2 = .115
L = .238

LOCAL ,10+BARRA,0, .274,.194+.029,0,175,180,0
K,112,0,0

K,113,L,0

K,114,L,0,h3

K,115,L-L2,0,h2

K,116,L1,0,h2

K,117,0,0,h1

A,112,113,114,115,116,117

VEXT,17,,,,a

BARRA = 4
a = .005
hl = .002
h2 = .006
h3 = .001
L1 = .030
L2 = .110
L = .218

LOCAL,10+BARRA,0,.274,.122,0,191,180,0
K,118,0,0
K,119,L,0
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K,120,L,0,h3
K,121,L-L2,0,h2
K,122,L1,0,h2
K,123,0,0,h1
A,118,119,120,121,122,123
VEXT,25,,,,a

BARRA = 5
a = .005
hl = .002
h2 = .005
h3 = .001
L1 = .030
L2 = .110
L = .218

LOCAL,10+BARRA,0, .274,.257,0,169,180,0
K,124,0,0

K,125,L,0

K,126,L,0,h3

K,127,L-L2,0,h2

K,128,L1,0,h2

K,129,0,0,h1

A,124,125,126,127,128,129
VEXT,33,,,,a

BARRA = 6

a = .005

.002

.006

.001

-030

L2 .085

L = .196

LOCAL ,10+BARRA,0, .274,.089,0,195,180,0
K,130,0,0

K,131,L,0

K,132,L,0,h3
K,133,L-L2,0,h2
K,134,L1,0,h2
K,135,0,0,h1
A,130,131,132,133,134,135
VEXT,41,,,,a

=y
w
I n

BARRA = 7

a = .005

.002

-0055

.001

-030

L2 .085

L = .196
LOCAL,10+BARRA,0, .274,.291,0,165,180,0
K,136,0,0

K,137,L,0

K,138,L,0,h3
K,139,L-L2,0,h2
K,140,L1,0,h2
K,141,0,0,h1
A,136,137,138,139,140,141
VEXT,49,,,,a

=y
w
I an

BARRA = 8

.004
.006
-006
.006
0
0

L = .102

LOCAL ,10+BARRA,0, .025,.130,0,299,180,0

K,142,0,0

K,143,L,0

K,144,L,0,h3

oo
HII

o>
NP WN
o an
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K,145,0,0,h1
A,142,143,144,145
VEXT,57,,,,a

BARRA = 9

a = .004

.006

-006

.006

0

0

L = .102

LOCAL ,10+BARRA, 0, .025, .253,0,61,180,0
K,146,0,0
K,147,L,0
K,148,L,0,h3
K,149,0,0,h1
A,146,147,148,149
VEXT,63,,,,a

=y
w
o an

IBARRAS DE BOCA
LOCAL,10+BARRA+1,0, .288, .065
K,250,0,0,0

K,251,-0.009,0
K,252,-0.007,0,-.017
K,253,-0.002,0,-.017
A,250,251,252,253
VEXT,69,,,,-253

LOCAL ,10+BARRA+2,0,.288+.114, .05
K,280,0,0,0

K,281,0.009,0
K,282,0.007,0,-.017
K,283,0.002,0,-.017
A,280,281,282,283
VEXT,75,,,,-284

TCONTORNO DE LA GUITARRA MEDIANTE PUNTOS
CSYS,0
K,301,0,.165
K,302,.005,.113
K,303, .020, .070
K,304,.040, .040
K,305,.065,.020
K,306,.100, .005
K,307,.135,.002
K,308,.178,.010
K,309, .245,.040
K,310,.278,.060
K,311,.295,.067
K,312,.307,.068
K,313,.350, .055
K,314,.395,.047
K,315,.430, .055
K,316,.467,.080
K,317,.485,.119
K,318,.493,.195
K,319,.490, .247
K,320, .465, .305
K,321,.415,.335
K,322,.365,.335
K,323,.335,.325
K,324,.310,.317
K,325,.290,.318
K,326,.245,.345
K,327,.195,.370
K,328,.153,.380
K,329,.125,.382
K,330,.075,.370
K,331,.030,.331
K,332,.010, .287
K,333,.002,.250
K,334,.0,0.215



TUNION DE LOS PUNTOS POR CURVILINEAS
BSPLINE,301,302,303,304,305, 306,
BSPLINE,306,307,308,309,310,311
BSPLINE,311,312,313,314,315
BSPLINE,315,316,317,318,319,320
BSPLINE,320,321,322,323,324,325
BSPLINE,325,326,327,328

BSPLINE, 328,329,330,331
BSPLINE,331,332,333,334,301

LGLUE,175,176,177,178,179,180,181,182
AL,175,176,177,178,179,180,181,182

ICREACION DEL VOLUMEN
ANCHO=.0025
VEXT,81,,,,,ANCHO

1BOCA
CYL4,.3435,.191, .0455, ,, ,ANCHO
VSBV, 12,13

TUNION DE LA TAPA Y EL ABANICO
VGLUE,ALL

1 Propiedades de las maderas

IMATERIALES DEL 1 AL 6: VIGAS RECTANGULARES

MP,DENS,1,321 IDENSIDAD CORRESPONDIENTE AL NUMERO DE MATERIAL
MP,EX,1,66E8 IMODULO DE YOUNG EN X CORRESPONDIENTE AL NUMERO DE MATERIAL
MP,NUXY,1,.2 TRELACION DE POISSON CORRESPONDIENTE AL NUMERO DE MATERIAL
MP,DENS, 2,334

MP,EX,2,72E8

MP,NUXY,2, .2

MP,DENS, 3,364
MP,EX,3,71.9E8
MP,NUXY,3,.2

MP,DENS, 4,382
MP,EX,4,67.3E8
MP,NUXY,4, .2

MP,DENS, 5,399
MP,EX,5,66.2E8
MP,NUXY,5, .2

MP,DENS, 6,405
MP,EX,6,76.6E8
MP,NUXY,6, .2

IMATERIAL ORTOTROPICO 7: VIGA TRAPEZOIDAL
MP,DENS,7,498

MP,EX,7,7E8
MP,EY,7,149E8
MP,EZ,7,3E8

MP,GYZ,7,1.25E8
MP,GXY,7,20E8
MP,GXZ,7,7.5E8

MP,NUXY,7,.6
MP,NUXZ,7,.013
MP,NUYZ,7,.025

IMATERIAL ORTOTROPICO 8: TAPA SUPERIOR
MP,DENS, 8,390



MP,EX,8,1.05e10
MP,EY,8,7.64E8
MP,EZ,8,3E8

MP,GYZ,8, .36E8
MP,GXY,8,4.7E8
MP,GXZ,8,7.5E8

MP,NUXY,8, .2
MP,NUXZ,8,.013
MP,NUYZ,8,.025

IMALLADO
b = .015 ITAMANO MAXIMO DE LOS ELEMENTOS DEL MODELO

IBARRAS DE LA BOCA

MAT,7 INUMERO DEL MATERIAL A UTILIZAR
ET,1,SOLID92 ITIPO DE ELEMENTO PARA LA MALLA
ESIZE,b TTAMANO MAXIMO DEL ELEMENTO
VMESH, 10 TVOLUMEN A SER MALLADO

ET,1,SOLID92
ESIZE,b
VMESH, 11

IBARRAS INFERIORES CON 21 GRADOS DE INCLINACION

MAT,3 INUEVO NUMERO DE MATERIAL PARA MALLADO SIGUIENTE
ET,1,SOLID92

ESIZE,b

VMESH, 8

ET,1,SOLID92
ESIZE,b
VMESH, 9

IMALLADO DE LAS BARRAS DEL ABANICO
MAT, 2

ET,1,SOLID92

ESIZE,b

VMESH, 1

MAT, 2
ET,1,SOLID92
ESIZE,b
VMESH, 2

ET,1,SOLID92
ESIZE,b
VMESH, 3

MAT, 4
ET,1,SOLID92
ESIZE,b
VMESH, 4

ET,1,SOLID92
ESIZE,b
VMESH, 5

MAT,5
ET,1,SOLID92
ESIZE,b
VMESH, 6

MAT,6
ET,1,SOLID92
ESIZE,b
VMESH, 7

IMALLADO DE LA TAPA
MAT, 8
ET,1,SOLID92



ESIZE,b
VMESH, 12

FINISH

/S0LU

ANTYPE ,MODAL ICALCULO DEL ANALISIS MODAL

MODOPT, SUBSP, 9 INUMERO DE MODOS A CALCULAR (INCLUYENDO MODOS RIGIDOS)
rR1G1D,0,0,0,0,0,0 TFRECUENCIAS DE LOS 6 MODOS DE CUERPO RIGIDO

SOLVE

FINISH

/POST1
SET,LIST,2
set,FIRST
SET,NEXT
SET,NEXT
SET,NEXT
SET,NEXT
SET,NEXT
SET,NEXT
set, last
PLNS,U,SUM

TFIN DEL ARCHIVO
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