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Introducción

Una de las preguntas en las que más se ha interesado la Teoŕıa de Con-
tinuos en las últimas décadas es la de clasificar a todos los continuos ho-
mogéneos planos. Se conocen tres de ellos con más de un punto: la circun-
ferencia, el pseudoarco y el ćırculo de pseudoarcos. Si bien es claro que las
circunferencias tienen las propiedades mencionadas, los dos últimos no sola-
mente son dif́ıciles de visualizar, su construcción, por medio de cadenas, es
complicada y es dif́ıcil demostrar sus propiedades. La finalidad de este traba-
jo es presentar construcciones de estos dos ejemplos y demostrar que son, en
efecto, continuos homogéneos planos. Presentamos también tres caracteriza-
ciones del pseudoarco.

Este trabajo está basado principalmente en los art́ıculos de Bing [1], [2],
[3], Bing y Jones [6] y Wayne Lewis [10].

Un repaso de los resultados necesarios para el entendimiento de este tra-
bajo lo presentamos en el Caṕıtulo I. Incluimos conjuntos parcialmente orde-
nados, espacios métricos, descomposiciones, continuos y cadenas. De los con-
juntos parcialmente ordenados lo que más nos interesa es el Lema de Zorn,
el cual enunciamos sin demostración. De los espacios métricos nos interesan
algunas propiedades como lo son el diámetro y el número de Lebesgue. En
la parte de descomposiciones definimos lo que son descomposiciones semi-
continuas superior e inferiormente, las cuales utilizaremos en la construcción
del ćırculo de pseudoarcos. En la parte de continuos damos las definiciones
que utilizaremos con frecuencia en caṕıtulos posteriores. Por último, en la
sección de cadenas definimos lo que son las cadenas y también presentamos
el concepto de lo que es que una cadena que se tuerza dentro de otra cadena,
concepto fundamental a lo largo de este trabajo.

En el Caṕıtulo II estudiamos el pseudoarco y tres de sus caracterizaciones.
En la primera sección de este caṕıtulo vemos la construcción del pseudoarco.
En la segunda sección estudiamos las propiedades de ser hereditariamente
indescomponible y homogéneo. Finalmente en la tercera sección, vemos tres
de sus caracterizaciones algunas de las cuales son usadas como definiciones
equivalentes del pseudoarco.
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En el Caṕıtulo III estudiamos el ćırculo de pseudoarcos. En la primera
sección vemos su construcción. En la segunda sección probamos los teore-
mas que nos llevan finalmente a probar que el ćırculo de pseudoarcos es un
continuo homogéneo del plano.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Algunos de los conceptos básicos que usaremos a lo largo de este trabajo
son presentados en este caṕıtulo, conjuntos parcialmente ordenados, espacios
métricos, descomposiciones, continuos y cadenas.

1.1. Conjuntos parcialmente ordenados

En esta sección discutiremos un poco de conjuntos, conjuntos parcial-
mente ordenados, conjuntos ordenados y el Lema de Zorn. Esto nos servirá pa-
ra probar algunas convergencias de conjuntos que necesitaremos más ade-
lante.

Una relación R en un conjunto A es un subconjunto de A × A. Usual-
mente denotamos a ∼ b para decir que la pareja (a, b) está en R. Si R es
una relación en un conjunto A, se dice que R es reflexiva si a ∼ a para todo
a ∈ A. R es simétrica si a ∼ b implica que b ∼ a para todo a, b ∈ A. R es
antisimétrica si a ∼ b y b ∼ a implica a = b. R es transitiva si a ∼ b y b ∼ c
implica a ∼ c. R es una relación de equivalencia si R es reflexiva, simétrica
y transitiva.

Una relación R en un conjunto A es una relación de orden parcial si R es
reflexiva, antisimétrica y transitiva. Usualmente denotamos ≤ a una relación
de orden parcial y denotamos (A,≤) al conjunto A en el cual está definida
una relación de orden ≤. Se dice que un conjunto A está totalmente orde-
nado si cualesquiera dos elementos de A son comparables, es decir, si para
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cualesquiera a y b en A, a ≤ b o b ≤ a.
Un elemento a0 en un conjunto parcialmente ordenado (A,≤) es un ele-

mento mı́nimo de A, si a0 ≤ a para cada a ∈ A. Un elemento a1 en un con-
junto parcialmente ordenado (A,≤) es un elemento máximo de A, si a ≤ a1

para cada a ∈ A. Se dice que un elemento a0 en un conjunto parcialmente or-
denado (A,≤) es un elemento minimal de A si para cada a ∈ A que cumple
que a ≤ a0, se tiene que a = a0. Un elemento a1 en un conjunto parcial-
mente ordenado (A,≤) es un elemento maximal de A si para cada a ∈ A que
satisface que a1 ≤ a, se tiene que a1 = a.

Un subconjunto C de un conjunto parcialmente ordenado (A,≤) es una
cadena conjuntista si (C,≤) es un conjunto totalmente ordenado. Dados un
conjunto parcialmente ordenado (A,≤) y un subconjunto no vaćıo C de A,
diremos que un elemento a ∈ A es una cota superior (inferior) de C si a ≥ c
(a ≤ c) para cada c ∈ C.

1.1.1 Lema (Zorn). Si cada cadena C en un conjunto parcialmente orde-
nado no vaćıo (A,≤) tiene una cota superior, entonces A tiene un elemento
maximal.

Una demostración del Lema 1.1.1 se puede encontrar en el Teorema 1.13,
pag. 142 de [8].

1.2. Espacios métricos compactos

En esta sección daremos las definiciones de espacio métrico y espacio com-
pacto. También veremos algunos resultados relacionados a dichos espacios.

1.2.1 Definición. Sea X un conjunto. Una métrica en X es una función
d : X ×X → R+ ∪ {0} tal que para cualesquiera x, y, z ∈ X se satisfacen las
siguientes tres propiedades:

a) d(x, y) ≥ 0, d(x, y) = 0 si y sólo si x = y;

b) d(x, y) = d(y, x);

c) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y).

1.2.2 Definición. Un conjunto X en el cual se puede definir una métrica
se llama espacio métrico. Denotamos a un espacio métrico X con métrica d
como (X, d).
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1.2.3 Definición. Sean (X, d) un espacio métrico y A un subconjunto no
vaćıo de X. Definimos el diámetro de A como diám(A) = sup{d(x, y) |
x, y ∈ A}.
1.2.4 Definición. Si U es una familia de conjuntos en un espacio métrico,
definimos la malla de U como:

malla(U) = sup{diám(U ) | U ∈ U}
1.2.5 Definición. Una familia U de conjuntos es una cubierta de un espacio
X si X es un subconjunto de

⋃{U | U ∈ U}, es decir, si para cada x ∈ X,
x ∈ U para algún U ∈ U . Se dice que la cubierta es abierta si cada elemento
de U es un conjunto abierto. Si U es una cubierta de X, una subcubierta de
U es una subfamilia U ′ de U que también es una cubierta de X.

1.2.6 Definición. Un espacio X es compacto si cada cubierta abierta de X
tiene una subcubierta finita.

1.2.7 Definición. Sean X un espacio métrico y U una cubierta abierta de
X. Decimos que λ > 0 es un número de Lebesgue para la cubierta U si para
cada subconjunto A de X con diám(A) < λ, se tiene que existe U ∈ U tal
que A ⊆ U .

Un resultado muy importante para los espacios métricos compactos nos
lo da el siguiente teorema.

1.2.8 Teorema. Sean (X, d) un espacio métrico compacto y U una cubierta
abierta de X, entonces existe un número de Lebesgue para U .

Una demostración del Teorema 1.2.8 se puede encontrar en [11], Teorema
1.6.6, Pag. 44.

1.3. Descomposiciones

Daremos las definiciones de descomposición, descomposiciones semicon-
tinua superiormente, semicontinua inferiormente y continua.

1.3.1 Definición. Una descomposición de un espacio X es una colección de
conjuntos mutuamente ajenos no vaćıos cuya unión es X.
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1.3.2 Definición. Sea G una descomposición de un espacio métrico X.
Definimos el espacio cociente X/G como el conjunto cuyos elementos son
los elementos de G. La función q : X → X/G, que a cada punto de X lo
manda al único elemento G de G tal que x ∈ G, se le llama función cociente.

1.3.3 Definición. Sean X un espacio métrico, G una descomposición de X
y q : X → X/G la función cociente. La topoloǵıa U = {U ⊆ X/G | q−1(U) es
abierto en X} se llama la topoloǵıa cociente para X/G.

1.3.4 Definición. Sean X un espacio métrico y G una descomposición de
X. Decimos que G es semicontinua superiormente si para cada G ∈ G y
para cada subconjunto abierto U de X tal que G ⊆ U , existe un subconjunto
abierto V de X tal que G ⊆ V ⊆ U y tal que si G′ ∈ G y G′∩V 6= ∅, entonces
G′ ⊆ U .

1.3.5 Definición. Sean X un espacio métrico y G una descomposición de
X. Decimos que G es semicontinua inferiormente si para cada G ∈ G, cua-
lesquiera dos puntos x y y de G y cualquier subconjunto abierto U de X tal
que x ∈ U , existe un subconjunto abierto V de X tal que y ∈ V y tal que si
G′ ∈ G y G′ ∩ V 6= ∅, entonces G′ ∩ U 6= ∅.
1.3.6 Definición. Sean X un espacio métrico y G una descomposición de X.
Decimos que G es continua si G es semicontinua superior e inferiormente.

1.3.7 Definición. Si G es una descomposición de un espacio X, entonces
cualquier subconjunto de X que es una unión de elementos de G se dice que
es G-saturado.

1.4. Continuos

En esta sección presentaremos las definiciones de los conceptos principales
que utilizaremos a lo largo de esta tesis. Además, siempre supondremos que
estamos trabajando en un continuo fijo M .

1.4.1 Definición. Un continuo M es un espacio métrico, compacto y conexo.

1.4.2 Definición. Se dice que un continuo es descomponible si se puede ver
como la unión de dos subcontinuos propios no degenerados.

Por ejemplo, una circunferencia es un continuo descomponible.
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1.4.3 Definición. Se dice que un continuo es indescomponible si no se puede
ver como la unión de dos subcontinuos propios no degenerados.

Un ejemplo de un continuo indescomponible es el continuo de Knaster.

Figura 1.1: El continuo de Knaster

1.4.4 Definición. Se dice que un continuo es hereditariamente indescom-
ponible si cada uno de sus subcontinuos es indescomponible.

1.4.5 Definición. Una función f : X → Y entre espacios topológicos X y
Y se dice que es un homeomorfismo si es una función biyectiva continua tal
que f−1 : Y → X también es continua.

1.4.6 Definición. Se dice que un espacio topológico X es homogéneo si para
cualquier par de puntos p1, p2 ∈ X, hay un homeomorfismo ϕ : X → X tal
que ϕ(p1) = p2.

Un ejemplo de un continuo homogéneo es una circunferencia. Un ejemplo
de un continuo que no es homogéneo es el intervalo [0, 1].

1.4.7 Definición. Sean M un continuo no degenerado y p un punto de M .
El conjunto k(p) = {x ∈ M | hay un subcontinuo propio A de M tal que
x ∈ A y p ∈ A} se llama la composante de p en M .

1.4.8 Teorema. Sea M un continuo no degenerado y p un punto de M . Si
k(p) es la composante de p en M , entonces k(p) es densa en M .

1.4.9 Teorema. Si M es un continuo indescomponible no degenerado, en-
tonces el número de composantes de M es no numerable.

Para una prueba del teorema anterior, ver Teorema 11.15 de [14].
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1.5. Cadenas

Daremos algunas definiciones y veremos alguas propiedades de cadenas y
continuos encadenables.

1.5.1 Definición. Una cadena es una colección D = {D1, D2, ..., Dn} de
conjuntos abiertos D1, D2, ..., Dn tales que Di intersecta a Dj si y sólo si
| i− j |≤ 1. El elemento Di es el i-ésimo eslabón de la cadena D. A los
eslabones D1 y Dn se les llama eslabones finales. Eslabones que no son es-
labones finales se les llama eslabones interiores. Dos eslabones son adya-
centes si se intersectan. Si r < t < s entonces se dice que el eslabón Dt

está entre los eslabones Dr y Ds. Si p y q son puntos que pertenecen a D1 y
a Dn respectivamente pero a ningún otro eslabón de la cadena, entonces se
dice que D = {D1, D2, ..., Dn} es una cadena de p a q. Por último, D∗ denota
la unión de los eslabones de la cadena D.

Para nuestro caso vamos a considerar las cadenas como subconjuntos del
plano.

1.5.2 Definición. Se dice que una cadena D = {D1, D2, ..., Dn} cubre a un
continuo M si M ⊆ ⋃n

i=1 Di. Se dice que la cadena D cubre propiamente a
M si M ∩Dj 6= ∅ para cada j ∈ {1, 2, ..., n}. Además, se dice que la cadena
D cubre irreduciblemente a M si D− {Dj} ya no cubre a M para cualquier
j ∈ {1, 2, ..., n}.
1.5.3 Definición. Sean ε > 0, M un continuo y D una cadena que cubre a
M . Si malla(D) ≤ ε, entonces se dice que D es una ε-cadena.

1.5.4 Definición. Se dice que un continuo M es encadenable si para cada
ε > 0, existe una ε-cadena que cubre a M . Si p y q son puntos distintos de
M y para toda ε > 0 existe una ε-cadena U = {U1, U2, ..., Un} que cubre a M
tal que p ∈ U1 y q ∈ Un, entonces se dice que M es encadenable de p a q.

1.5.5 Definición. Sean M un continuo y p ∈ M . Se dice que p es un punto
final de M si para cada ε > 0, hay una ε-cadena que cubre a M tal que
sólamente el primer eslabón de esta ε-cadena contiene a p.

1.5.6 Definición. Si E es una cadena para la cual cada uno de sus eslabones
es un eslabón de la cadena D entonces se dice que la cadena E es una subca-
dena de la cadena D. Si los eslabones finales de la cadena E son el i-ésimo y
el j-ésimo eslabones de D, con i < j, denotaremos a E como D(i, j). Además,
D∗(i, j) denota la unión de los eslabones de la subcadena D(i, j).
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1.5.7 Definición. Se dice que la cadena E = {E1, E2, ..., En} se tuerce en la
cadena D = {D1, D2, ..., Dm} si E está contenida en D y E es tal que si E(i, j)
es una de sus subcadenas, Ei y Ej intersectan a Dh y a Dk, respectivamente,
y | h− k |> 2, entonces E(i, j) es la unión de tres subcadenas E(i, r), E(r, s)
y E(s, j) tales que (s − r)(j − i) > 0 y Er y Es son subconjuntos de los
eslabones de D(h, k) adyacentes a Dk y a Dh, respectivamente.

Dk
Dh

Ei

Es

Er

Ej

E
D

Figura 1.2: La cadena E se tuerce en la cadena D.

1.5.8 Definición. Se dice que la cadena E es una consolidación de la cadena
D si cada eslabón de E es la unión de una subcolección de eslabones de D y
D está contenida en E.

1.5.9 Definición. Sean D y E dos cadenas tales que D esté contenida en E.
Si (x1, y1), (x2, y2),...,(xn, yn) es una colección de pares ordenados de enteros
positivos, se dice que D sigue el patrón (x1, y1), (x2, y2),...,(xn, yn) en E si el
xi-ésimo eslabón de D es un subconjunto del yi-ésimo eslabón de E.

1.5.10 Definición. Decimos que la cadena E refina a la cadena D, si cada
eslabón de E está contenido en un eslabón de D. En este caso, decimos que
E es un refinamiento de D.

1.5.11 Definición. Decimos que la cadena E refina fuertemente a la cadena
D, si la cerradura de cada eslabón de E está contenida en un eslabón de D.

1.5.12 Teorema. Si D, E y F son cadenas tales que D es una consolidación
de E y F se tuerce en E, entonces F se tuerce en D.

Demostración. Supongamos que Fh y Fk son eslabones de F que intersectan
a los eslabones Dr y Ds de D, respectivamente, con | r − s |> 2, y ningún
eslabón interior de F(h, k) intersecta ni a Dr ni a Ds. Entonces los eslabones
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de F(h, k) sólo intersectan a los eslabones de D que pertenecen a D(r, s).
Sean Em y En eslabones de E contenidos en Dr y Ds tales que Em y En

intersecten Fh y Fk, respectivamente.
Como cada eslabón de E(m,n) intersecta a un eslabón de F(h, k) y

cada eslabón interior de F(h, k) es un subconjunto de un eslabón interior
de D(r, s), entonces E(m,n) está contenida en D(r, s). Como el eslabón de
E(m,n) adyacente a Em intersecta a un eslabón interior de F(h, k), éste no
está contenido en Dr. Por lo tanto, el eslabón de E(m,n), adyacente a Em,
está en el eslabón de D(r, s) adyacente a Dr. También, el eslabón de E(m,n),
adyacente a En, está en el eslabón de D(r, s) adyacente a Ds.

...

D
s

F
v

E
m

E
n

E

D
r+1 D

s-1
D

r

F
u

F
k

F
h

Figura 1.3: La cadena F se tuerce en la cadena D.

Como F se tuerce en E , F(h, k) es la unión de tres subcadenas F(h, u),
F(u, v) y F(v, k) tales que (k−h)(v−u) > 0 y Fu y Fv están en los eslabones
de D(r, s) adyacentes a Ds y Dr, respectivamente. Por lo tanto, F se tuerce
en D.

¤

1.5.13 Teorema. Si D, E y F son cadenas tales que E contiene a F y E se
tuerce en D, entonces F se tuerce en D.

Demostración. Supongamos que Fh y Fk son eslabones de F que intersectan
a los eslabones Dr y Ds de D, respectivamente, y que | r − s |> 2. Sean Em

y En elementos de E que contienen a los eslabones Fh y Fk, respectivamente.
Como E se tuerce en D, E(m,n) es la unión de tres subcadenas E(m,u),
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E(u, v) y E(v, n) tales que (n−m)(v − u) > 0 y Eu y Ev están en eslabones
de D(r, s) adyacentes a Ds y a Dr, respectivamente.

Como Eu está entre Em y En en E(m,n), hay un eslabón, Fx, de F(h, k)
en Eu. Además, hay un eslabón Fy de F(x, k) en Ev. Entonces F(h, k) es la
unión de tres cadenas F(h, x), F(x, y) y F(y, k) tales que (k−h)(y−x) > 0
y Fx y Fy están en eslabones de D(r, s) adyacentes a Ds y a Dr, respectiva-
mente. Por lo tanto, F se tuerce en D.

¤

Ds

Fy

Em
En

Dr Fx

Fk

Fh

Eu

Ev

Figura 1.4: La cadena F se tuerce en la cadena D.

El siguiente corolario es una consecuencia inmediata del Teorema 1.5.13.

1.5.14 Corolario. Si D, E y F son cadenas tales que E se tuerce en D y E
es una consolidación de F , entonces F se tuerce en D.

1.5.15 Teorema. Si la cadena D se tuerce en la cadena E = {E1, E2, ..., Em}
y Dj es un eslabón particular de D, entonces hay una cadena F tal que F es
una consolidación de D, Dj sólo está contenido en el primer eslabón de F ,
cada eslabón de F es un subconjunto de la unión de dos eslabones adyacentes
de E y cualquier eslabón de F que contiene a un eslabón final de D que
intersecte a E1 o a Em es un subconjunto de E1 ∪ E2 o de Em−1 ∪ Em.

Demostración. Probaremos el teorema por inducción sobre m. Primero
vemos que el teorema vale para m ∈ {1, 2, 3, 4}. En estos casos hacemos que
uno de los eslabones de F sea la unión de eslabones de D contenidos en la
unión de los primeros dos eslabones de E , y el otro eslabón (si lo hay) de F
sea la unión de los otros eslabones de D.
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Si Dj es un subconjunto de E1 ∪ E2 se sigue fácilmente el teorema sin
tener en cuenta el valor de m ya que F puede ser definida de la siguiente
manera: su primer eslabón es la unión de los eslabones de D contenidos en
E1 ∪ E2, su segundo eslabón es la unión de eslabones de D contenidos en
E3 pero no en E2, su tercer eslabón es la unión de eslabones contenidos en
E4 y no en E3, y aśı sucesivamente hasta que su último eslabón es la unión
de eslabones de D contenidos en Em−1 ∪ Em. De igual manera se sigue el
teorema si el eslabón Dj es un subconjunto de Em−1 ∪ Em.

Supongamos que el teorema vale para m < r y entonces hay que probar
que el teorema vale para r.

Caso especial. Primero consideremos el caso en que ningún eslabón inte-
rior de D intersecta ni a E1 ni a Er. Por conveniencia, supongamos que los
eslabones finales, D1 y Dn, de D intersectan a E1 y a Er, respectivamente.
Como D se tuerce en E , D es la unión de tres subcadenas D(1, h), D(h, k) y
D(k, n) tales que 1 < h < k < n, Dh es un subconjunto de Er−1 y Dk es un
subconjunto de E2.

Supongamos primero que Dj es un eslabón de D(1, h). Como E(1, r − 1)
contiene a D(1, h) y tiene menos de r eslabones, entonces, por hipótesis de
inducción, hay una cadena H tal que H es una consolidación de D(1, h), sólo
el primer eslabón de H contiene a Dj, cada eslabón de H es un subconjunto
de la unión de dos eslabones adyacentes de E(1, r − 1), cualquier eslabón
de H que contiene a D1 es un subconjunto de E1 ∪ E2 o de Er−2 ∪ Er−1, y
cualquier eslabón de H que contiene a Dh es un subconjunto de E1 ∪ E2 o
de Er−2 ∪ Er−1.

Sea Hu el primer eslabón de H que contiene a Dh. Como r > 4, Dh no es
un subconjunto de E1∪E2. Entonces Hu es un subconjunto de Er−2∪Er−1. La
cadena F se elige como sigue: H(1, u−1) es una subcadena de F ; D(k+1, n)
es una subcadena de F , si D′

consiste de los eslabones de D que no están
contenidos ni en H(1, u − 1) ni en D(k + 1, n), la unión de los eslabones de
D′

en E1 ∪ E2 es un eslabón de F , la unión de los eslabones de D′
en E3

pero no en E2 es otro eslabón de F , la unión de los eslabones de D′
en E4

pero no en E3 es otro eslabón de F ,..., y la unión de los eslabones de D′
en

Er−2 ∪ Er−1 es otro eslabón de F . La cadena F es la cadena que buscamos.
De igual forma, si Dj es un eslabón de D(h, k), o si Dj es un eslabón de

D(k, n) se construye la cadena F que satisface el teorema.
Caso general. La idea en este caso es poder llevar las cadenas a alguno

de los casos anteriores.
Sea D(h, k) una subcadena de D, maximal con respecto a que D(h, k)
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Figura 1.5: Dj sólo está contenido en el primer eslabón de F .

contiene a Dj y ningún eslabón interior de D(h, k) intersecta ni a E1 ni a Er.
Hay una cadena H tal que H es una consolidación de D(h, k), únicamente el
primer eslabón de H contiene a Dj, cada eslabón de H es un subconjunto de
la unión de dos eslabones adyacentes de E y si un eslabón de F contiene un
eslabón final deD(h, k) que intersecte a E1 o a Er, entonces es un subconjunto
de E1 ∪ E2 o de Er−1 ∪ Er. Si ningún eslabón de D(h, k) intersecta a E1, o
si ningún eslabón de D(h, k) intersecta a Er, la existencia de H se sigue de
la hipótesis de inducción; si un eslabón de D(h, k) intersecta a E1 y otro
intersecta a Er, la existencia de H se sigue del caso especial del teorema.

Sea Hu el primer eslabón de H que intersecta a E1 ∪ Er. Por convenien-
cia, supongamos que Hu intersecta a E1. Entonces Hu es un subconjunto de
E1 ∪ E2. Definimos la cadena F como sigue: H(1, u − 1) es una subcadena
de F ; si D′

está formada por los eslabones de D que no están en H(1, u− 1),
la unión de los elementos de D′

en E1 ∪ E2 es un eslabón de F , la unión de
los eslabones de D′

en E3 pero no en E2 es otro eslabón de F , la unión de
los eslabones de D′

en E4 pero no en E3 es otro eslabón de F ,..., y la unión
de los eslabones de D′

en Er−1 ∪Er es otro eslabón de F . Como H(1, u− 1)
es igual a la cadena F(1, u− 1), entonces Dj está en el primer eslabón de F ,
por lo que la cadena F es la cadena que buscamos.

¤

1.5.16 Teorema. Si D = {D1, D2, ..., Dn} es una cadena que se tuerce en
la cadena E = {E1, E2, ..., Em} y D(r, s) es una subcadena de D tal que
un eslabón de D(r, s) intersecta a E1 y un eslabón de D(r, s) intersecta a
Em, entonces hay una cadena F tal que F es una consolidación de D, cada
elemento de F es un subconjunto de la unión de dos eslabones adyacentes de
E, Dr sólo está contenido en el primer eslabón de F , y Ds sólo está contenido
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en el último eslabón de F .

Demostración. Sea D(h, k) una subcadena de D(r, s) tal que Dh intersecta
a E1 y Dk intersecta a Em. Por conveniencia, supongamos que h < k y que
Dr y Ds son eslabones de D(1, h) y D(k, n) respectivamente.

Por el Teorema 1.5.15, hay una cadena H que es una consolidación de
D(1, h) tal que cada eslabón de H es un subconjunto de la unión de dos
eslabones adyacentes de E , Dr sólo está contenido en el primer eslabón de H,
y si un eslabón de H contiene a Dh entonces es un subconjunto de E1 ∪E2 o
de Em−1 ∪Em; también hay una cadena G tal que G es una consolidación de
D(k, n), cada eslabón de G es un subconjunto de la unión de dos elementos
adyacentes de E , Ds sólo está contenido en el primer eslabón de G y si un
eslabón de G contiene a Dk entonces es un subconjunto de E1 ∪ E2 o de
Em−1 ∪ Em.

Dr

Em-1 EmE2
E1

Dk

Dh

Ds

Hu-1 Hu

Gv

E

Figura 1.6: Dibujo Teorema 1.5.16

Sean Hu y Gv los primeros elementos de H y G que contienen a Dh y
a Dk, respectivamente. Como el caso donde m ≤ 4 se establece fácilmente,
supongamos que Hu y que Gv son subconjuntos de E1 ∪E2 y de Em−1 ∪Em,
respectivamente. La cadena F requerida se define como sigue: los primeros
eslabones de F son los eslabones de H(1, u − 1), los últimos eslabones de
F son los eslabones de G(v − 1, 1); si D′

consiste de los eslabones de D que
no están ni en H(1, u − 1) ni en G(v − 1, 1), la unión de los eslabones de
D′

en E1 ∪ E2 es un eslabón de F , la unión de los eslabones de D′
en E3

pero no en E2 es otro eslabón de F , la unión de los eslabones de D′
en E4

pero no en E3 es otro eslabón de F ,..., y la unión de los eslabones de D′
en

Em−1∪Em es otro eslabón de F . Aśı, si la cadena F tiene w elementos, como
H(1, u− 1) = F(1, u− 1) y G(v− 1, 1) = F(w− (v− 2), w), esto nos asegura
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que Dr está en el primer eslabón de F y que Ds está en el último eslabón de
F .

¤

1.5.17 Teorema. Supongamos que (1, x1), (2, x2),...,(n, xn) es una colección
de pares ordenados de enteros positivos tales que h = x1 ≤ xi ≤ xn = k y
que | xi − xi+1 |≤ 1 para i ∈ {1, 2, ..., n − 1}. Supongamos que D1, D2,... es
una sucesión de cadenas de p a q tales que para cada entero positivo i;

1. Di+1 se tuerce en Di;

2. La cadena Di+1 refina fuertemente a la cadena Di;

3. La malla de Di es 1/i.

Denotamos por D(i)r el r-ésimo eslabón de Di. Supongamos que la subcadena
D2(u, v) de D2 está contenida en la subcadena D1(h, k) de D1 y las cerraduras
de D(2)u y de D(2)v son subconjuntos ajenos de D(1)h y de D(1)k, respectiva-
mente. Entonces para cada entero w hay un entero j > w y una cadena
E = {E1, E2, ..., En} que sigue el patrón (1, x1), (2, x2),...,(n, xn) en D1 tales
que E es una consolidación de los eslabones de Dj contenidos en D2(u, v) y
ningún eslabón interior de E intersecta a D(2)u ∪D(2)v.

Demostración. Probaremos este teorema por inducción sobre n. Si n = 1,
entonces h = k y entonces la subcadena D2(u, v) de D2 está contenida en
D(1)h y aśı, si w es un número entero positivo, para cualquier j > w el
teorema se cumple.

Supongamos que n es un número entero fijo mayor que 1. Como la cer-
radura de cada eslabón de D2 es un subconjunto compacto de un eslabón
de D1, hay un número positivo ε (el número de Lebesgue, Teorema 1.2.8)
tal que cualquier conjunto que es de diámetro menor que ε y que intersecta
un eslabón de D2 es un subconjunto de un eslabón de D1. Por este resul-
tado, el hecho de que la cerradura de D(2)u y D(2)v son subconjuntos de
D(1)h y D(1)k, respectivamente, y la hipótesis de que ningún eslabón de Di

tiene diámetro mayor que 1/i, encontramos que, si w es un número entero
positivo, hay un entero m mayor que w tal que cada subcadena de Dm con
cinco eslabones contenida en D2(u, v) es tal que la cerradura de la unión de
esta subcadena es un subconjunto de un eslabón de D1(h, k), cada subca-
dena con cinco eslabones de Dm, uno de cuyos eslabones intersecta a D(2)u

16



está contenida en D(1)h, y cada subcadena con cinco eslabones, uno de cuyos
eslabones intersecta D(2)v está contenida en D(1)k.

p q

D(1)h

D(2)v

D(2)u

D(1)k

Figura 1.7: Dibujo 1 Teorema 1.5.17

D(1)h

D(2)vD(2)u

D(1)k
m

1 2 3 4 5 12345

D

Figura 1.8: Dibujo 2 Teorema 1.5.17

Como | xi − xi+1 |≤ 1, n ≥ k − h + 1. Si n = k − h + 1, el teorema se
cumple para cualquier entero j mayor que m. Entonces, la unión de todos
los eslabones de Dj en la intersección de D(1)h y D∗

2(u, v) se puede tomar
como E1, la unión de todos los eslabones de Dj en la intersección de D(1)h+1

y D∗
2(u, v) que no están en D(1)h se puede tomar como E2,..., y la unión de

todos los eslabones de Dj en la intersección de D(1)k y D∗
2(u, v) se puede

tomar como En.
Supongamos que el teorema se satisface para cualquier entero positivo

menor que n y sean h y k enteros positivos tales que n > k + 1− h.
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Consideremos el caso en que x1 = x2. Por nuestra suposición, hay un
entero s > m y una cadena F = {F1, F2, ..., Fn−1} tales que F es una
consolidación de los eslabones de Ds en D2(u, v), F sigue el patrón (1, x2),
(2, x3),...,(n− 1, xn) en D1, sólo el primer eslabón de F contiene algún pun-
to de D(2)u y sólo el último eslabón de F contiene algún punto de D(2)v.
Como ningún eslabón de Di tiene diámetro mayor que 1/i y la cerradura de
D(2)u es un subconjunto de D(1)h, se pueden encontrar un entero positivo
j y una cadena E = {E1, E2, ..., En} que satisfagan las condiciones anterior-
mente descritas. Notemos que j y E pueden ser elegidos de tal manera que
E1 sea un subconjunto de F1 ∪ D(2)u, E2 sea un subconjunto de F1 ∪ F2,
E3 sea un subconjunto de F3,..., y En sea un subconjunto de Fn−1 ∪D(2)v.
Entonces, x1 6= x2.

Ahora, consideremos el caso en que hay enteros r y t tales que 1 < t <
r < n, x1 = xr < xt, y xi < xt para i ∈ {1, 2, ..., r}.

Supongamos que una subcadena Dm+1(p, q) de Dm+1 está contenida en
D2(u, v) y que sus eslabones finales, D(m + 1)α y D(m + 1)β, intersectan
D(2)u y D(1)xt+1, respectivamente. Ya que las cerraduras de los eslabones
de las subcadenas de Dm son subconjuntos de eslabones de D1 y, como Dm+1

se tuerce en Dm, se sigue que Dm+1(p, q) es la unión de tres subcadenas,
Dm+1(p, y), Dm+1(y, z) y Dm+1(z, q) tales que (q − p)(z − y) > 0. Además,
Dm+1(p, z) es un subconjunto de D1(h, xt), pero ninguno de sus eslabones
intersecta a D(2)v, la cerradura de D(m + 1)y es un subconjunto de D(1)xt

y la cerradura de D(m + 1)z es un subconjunto de D(1)h.
Notemos que, por construcción, la colección de eslabones de Dm+1 en

D2(u, v) es la unión de cinco subcolecciones R,U ,S,V y T tales que R con-
tiene a cada eslabón de Dm+1 en D(2)u. La cerradura de U∗ es un subconjunto
de D(1)xt . La cerradura de V∗ es un subconjunto de D(1)h. La cadena T con-
tiene a cada eslabón de Dm+1 en D(2)v. Ningún eslabón de R∪U intersecta
a ningún eslabón de V∪T y cada eslabón de R∪U ∪S∪V es un subconjunto
de D∗

1(h, xt).
Por la hipótesis de inducción, encontramos que hay un entero j(R ∪ U)

mayor que m y una cadena F tales que F es una consolidación de eslabones
de Dj(R∪U) en D∗

2(u, v) ∩ (R∪U)∗, F sigue el patrón (1, x1), (2, x2),...,(t, xt)
en D1 y sólo el primer y el último eslabones de F contienen puntos de D(2)u

y U∗, respectivamente. Además, hay un entero j(U ∪ S ∪ V) mayor que m y
una cadena G tales que G es una consolidación de los eslabones de Dj(U∪S∪V)

en la intersección de D∗
2(u, v) y de (U ∪ S ∪ V)∗, G sigue el patrón (1, xt),

(2, xt+1),...,(r + 1 − t, xr) en D1, y sólo el primer y el último eslabones de
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G contienen puntos de U∗ y V∗, respectivamente. Más aún, hay un entero
j(V ∪ T ) mayor que m y una cadena H tales que H es una consolidación de
los eslabones de Dj(V∪T ) en la intersección de D∗

2(u, v) y de (V ∪ T )∗, H sigue
el patrón (1, xr), (2, xr+1),...,(n + 1− r, xn) en D1, sólo el primer eslabón de
H contiene puntos de V∗ y sólo el último eslabón de H contiene puntos de
D(2)v.

Sea j = máx{j(R∪ U), j(U ∪ S ∪ V), j(V ∪ T )}. Una cadena E que sa-
tisfaga las condiciones de nuestro teorema se puede definir como sigue: E1

es la unión de todos los eslabones de Dj en D2(u, v) que están contenidos en
D(2)u o en el primer eslabón de F ; Ei (i ∈ {2, 3, ..., t − 1}) es la unión de
todos los eslabones de Dj en el i-ésimo eslabón de F ; Et es la unión de todos
los eslabones de Dj en la unión del último eslabón de F y el primer eslabón
de G; ... ; y En es la unión de todos los eslabones de Dj en D2(u, v) que están
contenidos en D(2)r o en el último eslabón de H. Entonces, el teorema se
satisface si para algún entero i > 1, xi = x1.

Supongamos que para cada entero i > 1, xi 6= x1. Sean W el conjunto
de todos los eslabones de D2(u, v) que no están en D(1)h y W ′ el conjunto
de todos los elementos de W que intersectan D(1)h. La cerradura de cada
eslabón de W ′ es un subconjunto de D(1)h+1. Por la hipótesis de inducción,
hay un entero j > m y una cadena F = {F1, F2, ..., Fn−1} tales que F es
una consolidación de los eslabones de Dj en W , F sigue el patrón (1, x2),
(2, x3),...,(n − 1, xn) en D1, F1 es el único elemento de F que intersecta a
W ′ y Fn−1 es el único eslabón de F que intersecta a D(2)k. Una cadena E
que satisfaga las condiciones anteriormente descritas se puede obtener como
sigue: E1 es la unión de todos los elementos de Dj en D∗

2(u, v) ∩ D(1)h, E2

es F1,..., y En es Fn−1.
¤

El siguiente teorema es una consecuencia inmediata del Teorema 1.5.17.

1.5.18 Teorema. Supongamos que (1, x1), (2, x2),...,(n, xn) es una colección
de pares ordenados de enteros positivos tales que 1 = x1 ≤ xi ≤ xn = k y
que | xi − xi+1 |≤ 1 para i ∈ {1, 2, ..., n − 1}. Supongamos que D1, D2,... es
una sucesión de cadenas de p a q tal que D1 tiene xn eslabones y, para cada
entero positivo i;

1. Di+1 se tuerce en Di;
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2. La cadena Di+1 refina fuertemente a la cadena Di;

3. La malla de Di es 1/i.

Entonces hay un entero j y una cadena E de p a q tales que E es una con-
solidación de Dj y E sigue el patrón (1, x1), (2, x2),...,(n, xn) en D1.

1.5.19 Teorema. Supongamos que la cadena D se tuerce en la cadena E =
{E1, E2, ..., En}, (n > 2), un eslabón de D está en E1 y un eslabón de D
está en En. Entonces hay una cadena F que es una consolidación de D y
satisface:

1. F tiene sus eslabones finales en E1 y En;

2. F se tuerce en E pero ninguna consolidación propia de F tiene estas
propiedades;

3. F sigue el patrón (1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 2), (5, 3), (6, 4),...,(i, y(i)),...,
(z(n), n) en E, donde z(n) es el número de eslabones de F , z(3) = 3,
z(4) = 6, z(5) = 30,..., z(n) = 2z(n − 1) + z(n − 2) − 2, y y(i) =
1 + y(1+ | z(r − 1) + z(r − 2)− 1− i |), donde z(r − 1) ≤ i ≤ z(r)
para algún entero r.

Demostración. Probaremos este teorema por inducción. Claramente el teo-
rema vale para n ∈ {3, 4}. Supongamos que el teorema es cierto para n con
3 ≤ n < m. Hay que probar que el teorema vale para n = m.

Sean F1 la unión de los eslabones de D en E1 y Fz(m) la unión de los
eslabones de D en Em. F2 es la unión de los elementos de D en E2 que
intersectan a E1 pero no están en E1, y Fz(m)−1 es la unión de los elementos
de D en Em−1 que intersectan a Em, pero que no están en Em. Los demás
eslabones de D se colocarán en eslabones apropiados de F como se describe
a continuación:

Sea D(r, s) una subcadena de D tal que Dr intersecta a E1 y Ds intersecta
a Em, pero ningún eslabón interior de D(r, s) intersecta a E1∪Em. Entonces,
D(r, s) es la unión de tres subcadenas D(r, j), D(j, k) y D(k, s) tales que
(r−s)(j−k) > 0, Dk ⊆ E2 y Dj ⊆ Em−1. Por hipótesis de inducción, alguna
consolidación, F1, de D(r, j) y un eslabón de D en E1 se tuerce en E y sigue
el patrón {(1, 1), (2, 2), ..., (i, y(i)), ..., (z(m−1),m−1)} en E . Nótese que F1

podŕıa no ser una cadena, ya que su primer eslabón podŕıa no intersectar a su
segundo eslabón. Además, alguna consolidación, F3, de D(k, s) junto con un
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Figura 1.9: Una cadena que se tuerce de forma mı́nima en otra cadena

eslabón de D en Em se tuerce en E y sigue el patrón {(1, 2), (2, 3), ..., (i, y(i)+
1), ..., (z(m− 1),m)} en E . Más aún, alguna consolidación, F2, de D(j, k) se
tuerce en E y sigue el patrón {(1,m−1), (2, m−2), ..., (i,m−y(i)), ..., (z(m−
2), 2)} en E . El i-ésimo eslabón de F1 pertenece al i-ésimo eslabón de F . El i-
ésimo eslabón de F3 pertenece al (z(m−1)+z(m−2)+(i−2))-ésimo eslabón
de F . Y el i-ésimo eslabón de F2 pertenece al (z(m−1)+i−1)-ésimo eslabón
de F .

Los demás elementos de D se pueden poner en elementos apropiados de
F hasta obtener una cadena F que satisface las condiciones anteriormente
descritas.

¤

1.5.20 Teorema. Supongamos que la cadena Dn (n ∈ {1, 2}) se tuerce en la
cadena E = {E1, E2, ..., Em}, cada eslabón final de E contiene un eslabón de
Dn y ninguna consolidación propia de Dn tiene estas propiedades. Entonces
D1 sigue, en E, el mismo patrón que D2 sigue en E, y la cadena cuyos es-
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labones son las uniones de eslabones correspondientes de D1 y D2 se tuerce
en E.

Demostración. Como las dos cadenas D1 y D2 cumplen las hipótesis del
Teorema 1.5.19, entonces tanto D1 como D2 siguen el patrón (1, 1), (2, 2),
(3, 3), (4, 2), (5, 3), (6, 4),..., (i, y(i)),..., (z(n), n) en E . Aśı, D1 y D2 siguen
el mismo patrón en E . Esto prueba la primera parte del teorema. Más aún,
como las dos cadenas, D1 y D2, siguen el mismo patrón en E , esto quiere
decir que tanto D1 como D2 tienen z(n) eslabones.

E1

E4

E

D

D D(2)2

D(2)4 D(2)5

D(2)1 D(2)6

D(1)2

D(1)4

D(1)3

D(1)5

D(1)1

D(1)6

2

1

Figura 1.10: D1 y D2 siguen el mismo patrón en E
Probaremos la segunda parte del teorema por inducción sobre m (el

número de elementos de la cadena E). Primero vemos que el teorema vale
para m = 4. Como ninguna consolidación propia de Dn se tuerce en E y a
la vez cada eslabón final de E contiene un eslabón de dicha consolidación
propia, entonces las cadenas D1 y D2 siguen patrón (1, 1), (2, 2), (3, 3),
(4, 2), (5, 3), (6, 4) en la cadena E . Además la cadena cuyos eslabones son
las uniones de eslabones correspondientes de D1 y D2, es decir, la cadena
D′ = {D(1)1 ∪D(2)1, D(1)2 ∪D(2)2, ..., D(1)6 ∪D(2)6} se tuerce en la cade-
na E .

Supongamos que el teorema vale para r < m. Como Dn se tuerce en E ,
entonces Dn es la unión de tres subcadenas Dn = Dn(1, r)∪Dn(r, s)∪Dn(s, l)
con 1 < r < s < l, l el número de eslabones de la cadena Dn y D(n)r ⊆ Em−1,
D(n)s ⊆ E2.

Ahora, como las cadenas Dn(1, r) se tuercen en E(1,m−1), entonces, por
hipótesis de inducción, la cadena cuyos eslabones son las uniones correspon-
dientes de eslabones de D1(1, r) con los eslabones de D2(1, r) se tuerce en
la cadena E(1,m− 1). Como las cadenas Dn(r, s) se tuercen en E(m− 1, 2),
entonces la cadena cuyos eslabones son las uniones correspondientes de es-
labones de D1(r, s) con los eslabones de D2(r, s) se tuerce en E(m−1, 2). Por
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último, como las cadenas Dn(s, l) se tuercen en la cadena E(2,m), entonces
la cadena cuyos eslabones son las uniones correspondientes de eslabones de
D1(s, l) con los eslabones de D2(s, l) se tuerce en E(2,m). Pero entonces, la
unión de las tres subcadenas cuyos eslabones son las uniones correspondi-
entes de eslabones de D1(1, r) con los eslabones de D2(1, r), D1(r, s) con los
eslabones de D2(r, s) y D1(s, l) con los eslabones de D2(s, l) se tuerce en E .

¤

1.5.21 Teorema. Supongamos que la cadena D = {D1, D2, ..., Dn} se tuerce
en la cadena E = {E1, E2, ...Em}, D1 está en E1, Dn está en Em, Dr está en
Em y Ds está en E1 (r < s). Entonces para cada entero t < s, hay una
consolidación F de D tal que el primer eslabón de F contiene a D1 y el
último contiene a Dn, cada eslabón de F es un subconjunto de la unión de
dos eslabones adyacentes de E y cualquier subcadena de F cuyos eslabones
finales contienen a Dt y a Dn, respectivamente, contiene a D(r, n).

Demostración. Por los Teoremas 1.5.19 y 1.5.20, hay cadenas G1 y G2 que son
consolidaciones de D(1, r) y de D(r, s), respectivamente, tales que el primer
eslabón de G1 es un subconjunto de E1 y contiene a Ds y el primer eslabón
de G2 es un subconjunto de E1 y contiene a Ds. El último eslabón de G1 es un
subconjunto de Em y contiene a Dr y el último eslabón de G2 es un subconjun-
to de Em y también contiene a Dr. Entonces la cadena H = {H1, H2, ..., Hu},
cuyos eslabones son las uniones de eslabones correspondientes de G1 y de G2,
se tuerce en E .

Sea Hv el primer eslabón de H que contiene a Dt. Por el Teorema 1.5.16,
hay una consolidación K de H ∪ D(s + 1, n) tal que el primer eslabón de
K contiene a Hv, el último eslabón contiene a Dn y cada eslabón de K es
un subconjunto de la unión de dos eslabones adyacentes de E . Los primeros
v− 1 eslabones de F son los eslabones de G1(1, v− 1), el v-ésimo eslabón de
F es la unión de los eslabones de D que están en el primer eslabón de K pero
en ningún eslabón de G1(1, v − 1), y cualquier otro eslabón de F es la unión
de dos eslabones de D que están en un eslabón de K pero no intersectan
eslabones de G1(1, v − 1).

¤
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Caṕıtulo 2

El Pseudoarco

En este caṕıtulo definiremos uno de los continuos más importantes, el
pseudoarco. Además presentaremos varias de sus propiedades y tres de sus
caracterizaciones.

2.1. Construcción del pseudoarco

2.1.1 Definición. Sean p y q dos puntos de un continuo. Sea D1, D2, D3,...
una sucesión de cadenas de p a q tales que para cada entero positivo i se
cumplen:

Dk
Dh

Ei

Es

Er

Ej

E
D

Figura 2.1: Primer paso en la construcción del pseudoarco

1. Di+1 se tuerce en Di;

2. La cadena Di+1 refina fuertemente a la cadena Di;

3. La malla de Di es 1/i.
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Entonces, definimos el pseudoarco, P , como: P =
∞⋂
i=1

D∗
i , donde D∗

i denota

la unión de los eslabones de Di.

2.2. Propiedades del pseudoarco

Un pseudoarco es un continuo que es hereditariamente indescomponible
y homogéneo, eso es lo que probaremos en los Teoremas 2.2.1 y 2.2.4.

2.2.1 Teorema. El pseudoarco, P , es hereditariamente indescomponible.

Demostración. Supongamos que el subcontinuo P ′ de P es la unión de dos
subcontinuos propios H y K de P ′. Notamos que hay dos puntos p y q de P ′

y un entero j tal que la distancia de p a H es mayor que 2
j

y la distancia de

q a K es mayor que 2
j
.

Sea D1, D2, D3,... una sucesión de cadenas que cubren a P tales que para
cada entero positivo i se cumplen: Di+1 se tuerce en Di, ningún eslabón de
la cadena Di tiene diámetro mayor que 1

i
y la cerradura de cada eslabón de

Di+1 es un subconjunto de un eslabón de Di.
Sean Dj(h, k) (h < k) y Dj+1(u, v) subcadenas de Dj y Dj+1, respectiva-

mente, tales que p y q pertenecen a eslabones finales de cada una de estas
subcadenas. Supongamos que p ∈ D(j)h. Como P ′ es un continuo, cada es-
labón de Dj(h, k)∪Dj+1(u, v) contiene un punto de P ′; en particular, D(j)h+1

contiene un punto de K y ninguno de H y D(j)k−1 contiene un punto de H
pero ninguno de K.

Como Dj+1 se tuerce en Dj, Dj+1(u, v) contiene tres eslabones D(j +1)r,
D(j + 1)s y D(j + 1)t tales que r < s < t, D(j + 1)s ⊆ D(j)h+1 y que
D(j +1)r ∪D(j +1)t ⊆ D(j)k−1. Pero H no es un continuo ya que D(j +1)r

y D(j + 1)t contienen puntos de H pero D(j + 1)s no. Por lo tanto, suponer
que P ′ = H ∪ K, con H y K subcontinuos propios de P ′ nos lleva a una
contradicción. De donde P es hereditariamente indescomponible.

¤

Los siguientes dos teoremas los necesitamos para poder probar el Teorema
2.2.4, que nos dice que el pseudoarco es homogéneo.

2.2.2 Teorema. Sean Mn (n ∈ {1, 2}) dos continuos, {εi}∞i=1 una sucesión
decreciente de números positivos con suma finita, es decir,

∑∞
i=1 εi converge,

25



y {Xn,i}∞i=1 una sucesión de colecciones finitas de abiertos, Xn,i = {X(n, i)1,
X(n, i)2, ..., X(n, i)ri

}, tales que para cada entero positivo i se cumple:

1. Xn,i cubre a Mn;

2. La malla de Xn,i es εi;

3. Si el j-ésimo elemento de Xn,i+1 intersecta al k-ésimo elemento de Xn,i

entonces la distancia entre el j-ésimo elemento de Xm,i+1 y el k-ésimo
elemento de Xm,i es menor que εi, donde m y n son tales que si n = 1
entonces m = 2 y viceversa, si n = 2 entonces m = 1.

Entonces hay un homeomorfismo T que manda M1 en M2.

Demostración. Sea X(n, i)k el k-ésimo elemento de Xn,i. Definimos Y (n, i)k

como el conjunto de todos los puntos q tales que la distancia de q a X(n, i)k

es menor que εi+2(εi+1+εi+2+ ...). Sea Yn,i la colección de todos los Y (n, i)k.
Notamos que cada una de las colecciones {X(n, i)k} y {Y (n, i)k}, variando i
y k en los naturales, son bases de Mn.

Supongamos que X(n, i)r intersecta a X(n, i + 1)s. Como la distancia
entre X(m, i)r y X(m, i + 1)s es menor que εi y el diámetro de X(m, i + 1)s

es menor que εi+1, la cerradura de Y (m, i+1)s es un subconjunto de Y (m, i)r.
En general, si i < j y X(n, i)r intersecta X(n, j)s, entonces la cerradura de
Y (m, j)s es un subconjunto de Y (m, i)r. Para ver esto sea w ∈ cl(Y (m, j)s)
y veamos cuál es la distancia de w a x(m, i)r:

d(w, X(m, i)r) ≤ d(w, X(m, j)s)+diám(X(m, j)s)+d(X(m, j)s, X(m, i)r)
< εj + 2(εj+1 + εj+2 + ...) + εj + εi < εi + 2(εi+1 + εi+2 + ... + εj−1) +
2εj + 2(εj+1 + εj+2 + ...)

lo que implica que w ∈ Y (m, i)r.
Sean p ∈ M1 y {X(1, r)ar}∞r=1 una sucesión de conjuntos abiertos de

las colecciones Xn,i que contienen a p. Definimos T (p) = ∩∞r=1Y (2, r)ar .
Notamos que T (p) está bien definido ya que cl(Y (2, r)ar+1) ⊆ Y (2, r)ar y
aśı ∩∞r=1Y (2, r)ar 6= ∅, si {X(1, r)br}∞r=1 es otra sucesión de conjuntos abier-
tos que contienen a p y si ∩∞r=1Y (2, r)br = {w}, con w 6= T (p), entonces existe
un número natural N tal que si j, k > N se tiene que Y (2, j)aj

∩Y (2, k)bk
= ∅.

Sin embargo p ∈ X(1, j)aj
∩ X(1, k)bk

y, según el párrafo anterior, tenemos
que si j, k > N , entonces Y (2, j)aj

∩ Y (2, k)bk
6= ∅, lo cual es una contradic-

ción. Por lo tanto T (p) = w.
Ahora veamos que T , aśı definida, es continua. Sea V un abierto de M2

tal que T (p) ∈ V . Entonces, como {Y (2, j)aj
}∞j=1 es una base local de T (p),
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existe un número entero j tal que cualquier elemento de Y2,j que contiene a
T (p) es un subconjunto de V . Si X(1, j)r es un elemento de X1,j que contiene
a p, entonces la imagen bajo T de X(1, j)r es un subconjunto de Y (2, j)r.
Pero T (p) ∈ Y (2, j)r ⊆ V . Por lo tanto, T es continua.

Veamos ahora que T (M1) = M2. Sean q ∈ M2, V un abierto de M2 que
contiene a q y j un entero tal que cualquier elemento de Y2,j que contiene
a q es un subconjunto de V . Supongamos que q ∈ X(2, j)r ∈ X2,j. Ahora,
T (X(1, j)r) ⊆ Y (2, j)r y Y (2, j)r ⊆ V . Entonces V contiene un punto de
T (M1), es decir, T (M1) es denso en M2. Como M1 es compacto y T es conti-
nua, entonces T (M1) es compacto, lo que quiere decir que M2 = cl(T (M1)) =
T (M1).

Por último, hay que probar que T es inyectiva. Supongamos que T no es
inyectiva. Entonces hay dos puntos distintos p1 y p2 de M1 tales que T (p1) =
T (p2) y, además, hay un entero k tal que ningún elemento de Y1,k contiene
a p1 y p2 al mismo tiempo. Sea X(2, k)r ∈ X2,k tal que T (p1) ∈ X(2, k)r,
entonces hay un entero j > k tal que cualquier elemento de Y2,j que contiene
a T (p1) es un subconjunto de X(2, k)r. Sean X(1, j)u y X(1, j)v elementos
de X1,j que contienen a p1 y p2, respectivamente. Como Y (2, j)u y Y (2, j)v

contienen a T (p1), entonces X(2, j)u y X(2, j)v son subconjuntos de X(2, k)r,
lo que implica que X(1, j)u y X(1, j)v son subconjuntos de Y (1, k)r, lo cual
es una contradicción. Por lo tanto, T es inyectiva.

Como T es continua y biyectiva definida de un compacto en un compacto,
entonces T es un homeomorfismo.

¤

2.2.3 Teorema. Supongamos que Mn (n ∈ {1, 2}) es un continuo, pn y qn

son puntos de Mn, {εj}∞j=1 es una sucesión de números positivos tales que
ĺımj→∞ εj = 0, y {Dn,i}∞i=1 es una sucesión de cadenas de pn a qn tal que,
para cada entero i se cumple:

1. Dn,i+1 se tuerce en Dn,i;

2. La cadena Dn,i+1 refina fuertemente a la cadena Dn,i;

3. La malla de Dn,i es εi;

4. Mn =
∞⋂
i=1

D∗
n,i, donde D∗

n,i representa la unión de los eslabones de la

cadena Dn,i.
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Entonces hay un homeomorfismo de M1 en M2 que manda a p1 y q1 en p2 y
q2, respectivamente.

Demostración. Construiremos una sucesión {Xn,i}∞i=1 de colecciones de
abiertos que cubran a Mn y que satisfagan las condiciones del Teorema 2.2.2.

Sea X1,1 una D1,i tal que la malla de X1,1 sea 1
2
. Sea X2,1 una cadena

de p2 a q2 que tiene el mismo número de eslabones que X1,1 y que sea una
consolidación de alguna D2,i.

Como X2,1 es una consolidación de alguna D2,i, hay un entero k tal que
D2,k está contenida en X2,1 y la malla de D2,k es 1

2
. Sea X2,2 esta D2,k. Por el

Teorema 1.5.18, hay un entero j y una cadena X1,2 de p1 a q1 tales que X1,2

es una consolidación de D1,j y sigue, en X1,1, el mismo patrón que X2,2 sigue
en X2,1.

Sea X1,3 una D1,l tal que X1,3 está contenida en X1,2 y la malla de X1,3 es
1
4
. Por el Teorema 1.5.18, hay un entero r y una cadena X2,3 de p2 a q2 tales

que X2,3 es una consolidación de D2,r y sigue, en X2,2, el mismo patrón que
X1,3 sigue en X1,2.

Este proceso descrito en los dos párrafos anteriores se puede continuar
hasta obtener una sucesión {Xn,i}∞i=1 de colecciones de abiertos tales que
para cada entero positivo i se satisface:

1. Xn,i cubre a Mn;

2. cada elemento de Xn,i intersecta a Mn;

3. la malla de Xn,2i es 1
2i ;

4. Xn,i+1 es una cadena de pn a qn que sigue el mismo patrón en Xn,i que
Xm,i+1 sigue en Xm,i, donde n 6= m y m,n ∈ {1, 2}.

Entonces se sigue, del Teorema 2.2.2, que hay un homeomorfismo que manda
M1 en M2. El homeomorfismo descrito en el Teorema 2.2.2 manda a p1 y q1

en p2 y q2, respectivamente.
¤

2.2.4 Teorema. El pseudoarco P es homogéneo.

Demostración. De la definición del pseudoarco (2.1.1) vemos que existe una
sucesión de cadenas D1, D2, D3,... tales que, para cada entero positivo i se
cumplen:
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1. Di+1 se tuerce en Di;

2. La cadena Di+1 refina fuertemente a la cadena Di;

3. La malla de Di es 1
i
.

Por el Teorema 2.2.1, tenemos que P es indescomponible. Sean x y y
puntos que pertenecen a diferentes composantes de P . Afirmamos que, para
cada entero j, hay un entero k > j tal que la subcadena de Dk que va,
digamos, de x a y tiene un eslabón que intersecta al primer eslabón de Dj y
tiene un eslabón que intersecta al último eslabón de Dj. Para ver que esto es
cierto sea j un entero. Tenemos que, para cada i, si Di(x, y) una subcadena de
Di que va de x a y entonces, el conjunto ĺımite de la sucesión {D∗

r(x, y)}∞r=j+1

es un continuo que contiene a x y a y y, como x y y pertenecen a diferentes
composantes de P , este continuo debe ser P . Por lo tanto, hay un entero
k > j tal que Dk(x, y) intersecta a los eslabones finales de Dj.

Usando el Teorema 1.5.16, encontramos que hay un entero h y una cadena
E1 de x a y tales que E1 es una consolidación de Dh y la malla de E1 es 1.
Sea j > h tal que la malla de Dj sea 1

2
. Por el Teorema 1.5.12, Dj se tuerce

en E1. De la definición de la sucesión de las cadenas Di, se sigue que hay un
entero k tal que, la cerradura de la unión de cada par de eslabones que se
intersectan de Dk es un subconjunto de un eslabón de Dj. Por el Teorema
1.5.16, hay una cadena E2 de x a y tal que E2 es una consolidación de Dk y
E2 está contenida en Dj. Por el Teorema 1.5.13, E2 se tuerce en E1.

Continuando este proceso obtenemos una sucesión {Ei}∞i=1 de cadenas de
x a y tal que, para cada entero i se cumple:

1. Ei+1 se tuerce en Ei;

2. La cadena Ei+1 refina fuertemente a la cadena Ei;

3. La malla de Ei es 1
i
;

4. Ei es una consolidación de alguna Dj.

Supongamos que p1 y p2 son dos puntos de P . Sea qn (n ∈ {1, 2}) un
punto que pertenece a una composante de P que no contiene a pn. Por lo que
acabamos de mostrar, se tiene que hay una sucesión de cadenas {Yn,i}∞i=1 de
pn a qn tales que, para cada entero positivo i se cumple:
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1. Yn,i+1 se tuerce en Yn,i;

2. La cadena Yn,i+1 refina fuertemente a la cadena Yn,i;

3. La malla de Yn,i es 1
i
;

4. Yn,i es una consolidación de alguna Dj.

Entonces, por el Teorema 2.2.3, hay un homeomorfismo de P en P que
manda p1 en p2. Por lo tanto, P es homogéneo.

¤

2.3. Caracterizaciones del pseudoarco

En esta sección se darán tres caracterizaciones del pseudoarco, en algunos
casos usaremos la primera de ellas (Teorema 2.3.1) como definición del pseu-
doarco.

2.3.1 Teorema. Un pseudoarco es un continuo encadenable, no degenerado,
hereditariamente indescomponible.

Por construcción tenemos que el pseudoarco P es encadenable, es no
degenerado y por el Teorema 2.2.1 tenemos que P es hereditariamente in-
descomponible. Lo que hay que ver ahora es que si tenemos dos continuos
encadenables, no degenerados y hereditariamente indescomponibles entonces
son homeomorfos. Esto es lo que asegura el Teorema 2.3.2.

2.3.2 Teorema. Dos continuos no degenerados, hereditariamente indescom-
ponibles M y M ′ son homeomorfos si cada uno puede ser encadenado. De
hecho, si p y q son puntos de diferentes composantes de M , y p′ y q′ son
puntos de diferentes composantes de M ′, entonces hay un homeomorfismo de
M en M ′ que manda p en p′ y q en q′.

Demostración. Como el continuo M es encadenable, hay una sucesión
{Ci}∞i=1 tal que Ci es una 1

i
-cadena que cubre a M , cada eslabón de Ci in-

tersecta a M , y Ci+1 es un refinamiento de Ci.
Primero probaremos que hay un entero n2 suficientemente grande tal

que Cn2 se tuerce en C1 = {C(1)1, C(1)2, ..., C(1)t1}, donde C(1)i es el i-
ésimo eslabón de la cadena C1. Si esto no fuera cierto, debeŕıan de existir
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elementos C(1)h y C(1)k de C1 tales que k − h > 2 y, para cualquier entero
m, Cm = {C(m)1, C(m)2, ..., C(m)tm} debeŕıa de tener dos eslabones C(m)i y
C(m)j en C(1)h y C(1)k, respectivamente, tales que si C(m)r está en C(1)k−1

y está entre C(m)i y C(m)j, entonces ningún eslabón de Cm está en C(1)h+1

que esté entre C(m)r y C(m)j. Sin pérdida de generalidad, supongamos que
i < r < j. Sea Wm = (Cm(i, r))∗, es decir, Wm es la unión de los eslabones
C(m)i y C(m)r y los eslabones de Cm que están entre ellos, donde suponemos
que ningún eslabón de Cm en C(1)k−1 está entre C(m)i y C(m)j. Sea Vm =
(Cm(r, j))∗, es decir, Vm es la unión de los eslabones C(m)r y C(m)j y los
eslabones de Cm que están entre ellos.

Sea {ai}∞i=1 una sucesión creciente de números enteros tal que las suce-
siones {Wai

}∞i=1 y {Vai
}∞i=1 converjan. Ahora, el conjunto W = ĺımi→∞ Wai

es
un continuo que intersecta a cl(C(1)h) y no intersecta a cl(C(1)k). También
el conjunto V = ĺımi→∞ Vai

es un continuo que intersecta a cl(C(1)k) y no
intersecta a cl(C(1)h). Por lo que si suponemos que no existe el entero n2 tal
que, Cn2 se tuerce en C1, obtenemos una contradicción a que M es heredita-
riamente indescomponible, ya que el continuo V ∪W es descomponible.

Entonces, hay una subsucesión {Cni
}∞i=1 de {Ci}∞i=1 tal que Cni+1

se tuerce
en Cni

.
Sean p y q puntos que pertenecen a diferentes composantes de M . En-

tonces, para cada entero j, hay un entero k tal que la subcadena de Cnk
de

p a q tiene un eslabón que intersecta al primer eslabón de Cnj
y un eslabón

que intersecta al último eslabón de Cnj
. Para ver que esto es aśı, tomemos

un entero j. Sea Wi la unión de los eslabones de la subcadena de Cni
de p a

q. Como el conjunto ĺımite de la sucesión {Wi}∞i=1 es un continuo en M que
contiene a p y a q, entonces este conjunto ĺımite es M . Entonces, algún Wk,
con k > j intersecta al primer y al último eslabones de Cnj

y la subcadena
de Cnk

correspondiente a Wk tiene eslabones que intersectan al primer y al
último eslabones de Cnj

.
Se sigue del Teorema 1.5.16 que hay una cadena Ej tal que el primer

eslabón de Ej contiene a p, el último eslabón de Ej contiene a q, Ej es una
consolidación de Cnj

, cada eslabón de Ej está en la unión de dos eslabones
adyacentes de Cnj

y, por lo tanto, cada eslabón de Ej es de diámetro menor
que 2

j
. Entonces, no hay perdida de generalidad en suponer que cada cadena

en la sucesión {Ci}∞i=1 es una cadena de p a q.
Por lo tanto, hay una sucesión de cadenas {Di}∞i=1 de p a q tal que, para

cada entero i se cumple:
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1. Di+1 se tuerce en Di;

2. La cadena Di+1 refina fuertemente a la cadena Di (Lema 12.8 de [15]);

3. La malla de Di es 1
i
;

4. M =
∞⋂
i=1

D∗
i , donde D∗

i es la unión de los elementos de Di.

De la misma forma encontramos que si p′ y q′ son puntos de diferentes
composantes de M ′, hay una sucesión {D′

i}∞i=1 de cadenas de p′ a q′ tales que,
para cada i se cumple:

1. D′
i+1 se tuerce en D′

i;

2. La cadena D′
i+1 refina fuertemente a la cadena D′

i (Lema 12.8 de [15]);

3. La malla de D′
i es 1

i
;

4. M ′ =
∞⋂
i=1

D′∗
i , donde D′∗

i es la unión de los elementos de D′
i.

Ahora, el Teorema 2.2.3 nos asegura que hay un homeomorfismo que
manda M en M ′, p en p′ y q en q′.

¤

La segunda caracterización que daremos del pseudoarco está en el Teo-
rema 2.3.10 pero, para su demostración, necesitamos algunas definiciones y
algunos resultados previos.

2.3.3 Definición. Sean M un continuo y A ⊆ M . Se dice que M es irre-
ducible con respecto a A si ningún subcontinuo propio de M contiene a A.
Si existen dos puntos p y q en M tales que M es irreducible con respecto a
A = {p, q}, entonces se dice que M es irreducible.

2.3.4 Definición. Sea M un continuo y E un subconjunto de M . La frontera
de E se define como Fr(E) = cl(E) ∩ cl(M − E).

Para una prueba de este teorema ver Teorema 5.6 de [14].
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2.3.5 Teorema. Sean M un continuo y E un subconjunto propio y no vaćıo
de M . Si K es una componente de E, entonces cl(K) ∩ Fr(E) 6= ∅.
2.3.6 Teorema. Para cada subconjunto propio, R, de un continuo M , hay
un punto p de M − R tal que la unión de todos los continuos que están
contenidos en M − {p} e intersectan a R es densa en M .

Demostración. Sean M un continuo y R un subconjunto propio de M . Sea
N un subcontinuo de M tal que N es irreducible con respecto a R. Primero
supongamos que M = N , es decir, supongamos que M es irreducible con
respecto a R. Sea p ∈ M − R. Supongamos que el teorema es falso, es
decir, supongamos que M contiene un subconjunto abierto S 6= ∅ tal que
S ∩ H = ∅, para todo subcontinuo H tal que H ∩ R 6= ∅ y p /∈ H. Como
M es regular, existe un subconjunto abierto E de M tal que cl(E) ⊆ S.
Entonces cl(E) ∩H = ∅ para todo continuo H tal que H ∩ R 6= ∅ y p /∈ H.
Es decir, M contiene un subconjunto abierto E tal que cada subcontinuo de
M que intersecte a R y a cl(E) al mismo tiempo contiene a p. Entonces cada
componente de M − E que contiene un punto de R también contiene a p,
de donde tenemos que, la componente de M − E que contiene a p, es un
continuo propio de M que contiene a R, pero esto no puede ser ya que M es
irreducible con respecto a R.

Ahora consideremos el caso en que M 6= N . Como M es métrico y com-
pacto, entonces es 2o numerable y, por lo tanto, todos sus subespacios lo son.
Sea {Ui}∞i=1 una base numerable de M −N .

Construiremos ahora una sucesión {Ni}∞i=1 de subcontinuos propios de M
tales que Ni+1 contenga un subconjunto abierto que, a su vez, contenga a
Ni ∪ Ui. Si un subconjunto abierto de un subcontinuo propio de M contiene
a N ∪ U1, sea N2 este subcontinuo, N2 = N en otro caso. Si un subconjunto
abierto de un subcontinuo propio de M contiene a N2 ∪ U2, sea N3 este
subcontinuo, N3 = N2 en otro caso. De forma similar obtenemos N4, N5,...
Notemos que si Wi es un abierto de Ni+1 que contiene a Ni ∪ Ui, como se
cumple que Wi ⊆ Wj si i ≤ j, entonces (M − Wj) ⊆ (M − Wi). Entonces
{M −Wi}∞i=1 es una sucesión de cerrados con la propiedad de la intersección
finita y, aśı,

⋂∞
i=1(M − Wi) 6= ∅. Es decir, existe, por lo menos, un punto

en M − ⋃∞
i=1 Ni. De esta forma, si

⋃∞
i=1 Ni es densa en M , un punto de

M −⋃∞
i=1 Ni es el punto requerido.

Supongamos que
⋃∞

i=1 Ni no es densa en M . Entonces, existe un entero

positivo k tal que
⋃∞

i=1 Ni =
⋃k

i=1 Ni. Ya que, de lo contrario,
⋃∞

i=1 Ni seŕıa
densa en M . En efecto, si E es un subconjunto abierto no vaćıo de M −N ,
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entonces Uj ⊆ E para alguna j y existe un continuo Nj+1 tal que Uj ∪Nj ⊆
Nj+1. Se sigue de aqúı que (

⋃∞
i=1 Ni) ∩ E 6= ∅. Sea H =

⋃k
i=1 Ni. Notemos

que H es conexo, pues es unión de continuos con intersección no vaćıa, y H
no pertence a ningún subconjunto abierto de ningún subcontinuo propio de
M .

Sean Ei la componente de M − Ui que contiene a H y Fi = cl(M − Ei).
Como Ei∩Fi tiene interior vaćıo, el Teorema de Baire nos asegura que existe
p ∈ M −H tal que p /∈ ⋃∞

i=1(Ei ∩ Fi).
Veremos ahora que Fi ∪H es conexo. Supongamos que Fi ∪H = X ∪ Y ,

con X y Y cerrados en Fi ∪H (que como Fi ∪H es cerrado en M , entonces
X y Y son cerrados en M), no vaćıos tales que X ∩ Y = ∅ y supongamos
que H ⊆ X.

Notamos que H ⊆ (M − Y ) y, además, M − Y ⊆ X ∪ Ei. Ya que, si
x ∈ M − Y y x ∈ Fi ∪ H, entonces x ∈ X, o si x ∈ M − Y y x /∈ Fi ∪ H
entonces x ∈ Ei.

Como H ⊆ M −Y ⊆ X ∪Ei ⊆ M , bastará ver que X ∪Ei es un subcon-
tinuo propio de M y aśı, H está contenido en un subconjunto abierto, M−Y ,
de un subcontinuo propio de M , X ∪ Ei, lo cual contradice el hecho de que
H no está contenido en ningún subconjunto abierto de ningún subcontinuo
propio de M .

Veamos que X ∪ Ei es cerrado ya que X y Ei son cerrados. Para ver
que X ∪ Ei es conexo notemos que X = H

⋃∪α∈ICα, donde Cα es una
componente de Fi y Y = ∪β∈JCβ, donde Cβ es una componente de Fi. Por
el Teorema 2.3.5 tenemos que Cα ∩ cl(M − Fi) 6= ∅, pero Cα ∩ cl(M − Fi) =
Cα∩ cl(M − cl(M −Ei)) = Cα∩ cl(int(M − (M −Ei))) = Cα∩ cl(int(Ei)) ⊆
Cα∩cl(Ei) = Cα∩Ei. Esto quiere decir que Cα∩Ei 6= ∅ para cada componente
Cα de Fi que está en X y, como Ei es cerrado y conexo, entonces X ∪ Ei es
conexo.

Ahora, para ver que X∪Ei es propio, sea y ∈ Y y supongamos que y ∈ Ei.
Como y ∈ Fi, tenemos que y ∈ Ei ∩ Fi ⊆ Fr(Ui), ya que si y ∈ Ei ∩ Fi,
y ∈ Fr(Ei) y como y ∈ Fr(Ei), entonces para todo abierto V de M tal que
y ∈ V se tiene que existen dos puntos y1, y2 ∈ V tales que y1 ∈ V ∩ Ei y
y2 ∈ V ∩ (M −Ei), pero esto último implica que y1 /∈ Ui y y2 ∈ Ui, es decir,
y ∈ Fr(Ui). Como Y es abierto en Fi∪H, entonces Y = W ∩(Fi∪H), con W
un abierto en M . Para este abierto W , como Y * H y Fi ∩W 6= ∅, entonces
existe w1 ∈ (W ∩ Ui) ∩ Fi. Entonces w1 /∈ Ei, pero w1 ∈ W y w1 ∈ Fi ∪H y
como Y = W ∩ (Fi ∪H), entonces w1 ∈ Y , es decir, w1 /∈ X y aśı X ∪Ei es
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propio.
De lo anterior tenemos que Fi∪H es un subcontinuo de M . Definamos Gi

como el continuo Ei o el continuo Fi∪H que no contiene a p. Ahora,
⋃∞

i=1 Gi

es densa en M . Ya que si U es un abierto de M , primero supongamos que
U ⊆ N , entonces U ⊆ Ei, lo que implica que U ∩ Fi = ∅ y, como p /∈ U , ya
que p ∈ M−N , entonces tenemos que, en este caso, Gi = Ei∩U 6= ∅. Ahora,
si U ∩N 6= ∅ pero U no es un subconjunto de N entonces sea w ∈ U −N . De
esta forma existe un número natural i tal que w ∈ Ui ⊆ cl(Ui) ⊆ (U − N).
Como Ei ∩ Fi ⊆ Fr(Ui), entonces Ei ∩ U 6= ∅ y Fi ∩ U 6= ∅. Por último, si
U ∩ H = ∅, entonces existe una número i tal que Ui ⊆ cl(Ui) ⊆ U y, como
Ei ∩ Fi ⊆ Fr(Ui), Ei ∩ U 6= ∅ y Fi ∩ U 6= ∅. Por lo que

⋃∞
i=1 Gi es densa en

M y p /∈ ⋃∞
i=1 Gi.

¤

2.3.7 Teorema. Si D es una cadena que cubre a un continuo M y p es un
punto de M tal que cada subcontinuo M ′ no degenerado de M que contiene
a p es irreducible de p a algún otro punto de M ′, entonces hay una cadena
E = {E1, E2, ..., En} que cubre a M tal que E es un refinamiento de D y
E1 − cl(E2) contiene a p.

Demostración. Supongamos que el teorema es falso. Hay que ver entonces
que hay un subcontinuo M ′ en M que contiene a p tal que M ′ es irreducible
de p a algún otro punto de M ′ pero el teorema es falso para esta cadena
dada D. Por conveniencia supongamos que M = M ′ pero como queremos
que cualquier subcontinuo propio de M śı cumpla la conclusión del teorema
consideremos la siguiente familia F = {M ′ ⊂ M | p ∈ M ′,M ′ no satisface
el teorema} y ordenemos a F por inclusión. Sea C = {M ′

j}j∈J tal que C

está totalmente ordenada. Hay que ver que C está acotada inferiormente y,
aśı, podemos utilizar el Lema de Zorn para ver que hay un elemento minimal.
Afirmamos que

⋂
j∈J M ′

j es una cota inferior de C y que está en F.

1. Notemos que
⋂

j∈J M ′
j es un subcontinuo ya que C está totalmente

ordenada (intersección de continuos anidados, Corolario 6.1.9 de [7]).

2. Como p ∈ M ′
j para todo j ∈ J , entonces p ∈ ⋂

j∈J M ′
j.

3. Vemos que
⋂

j∈J M ′
j no satisface la conclusión del teorema. Suponga-

mos que
⋂

j∈J M ′
j śı satisface el teorema. Sea K un subconjunto nume-

rable de J tal que M ′
k converge a

⋂
j∈J M ′

j con k ∈ K. Como estamos
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suponiendo que
⋂

j∈J M ′
j śı satisface la conclusión del teorema, entonces

existe una cadena E = {E1, E2, ..., En} tal que
⋂

j∈J M ′
j ⊆

⋃n
r=1 E ′

r,
donde E ′

i = Ei ∩ (
⋂

j∈J M ′
j) y Ej es abierto en M . Entonces existe k0

tal que
⋂

j∈J M ′
j ⊆ M ′

k0
⊆ ⋃n

r=1 Er, lo cual es una contradicción ya que
M ′

k0
no satisfaćıa la conclusión del teorema. Por lo tanto,

⋂
j∈J M ′

j no
satisface la conclusión del teorema.

Entonces, aplicando el Lema de Zorn (Lema 1.1.1), a la familia F vemos
que existe un elemento minimal en F. Es decir, existe un elemento minimal
M0 tal que M0 no satisface la conclusión del teorema. Podemos suponer,
entonces, que M = M0 y supongamos que M intersecta a cada elemento deD.
Entonces, como la composante de p es un conjunto denso en M , M contiene
un subcontinuo propio M ′′ que intersecta a cada eslabón de D. Como M ′′ es
un subcontinuo propio de M , entonces existe una cadena F = {F1, F2, ..., Fj}
que cubre a M ′′ tal que F es un refinamiento de D y p ∈ F1−cl(F2) y ninguna
cadena con menos eslabones tiene estas propiedades.

F1

D2 Dm
D1 Dr

F2

Fj

N

M’’

M

Figura 2.2: Dibujo Teorema 2.3.7

Entonces el último eslabón de F intersecta a M ′′ ∩ (D1 ∪ Dm), pues de
otro modo, alguna cadena con menos elementos que F (con las propiedades
requeridas) cubriŕıa a M ′′. Supongamos que (M ′′ ∩ Fj) ∩D1 6= ∅ y N es un
conjunto abierto tal que N ∩M ′′ 6= ∅ y cl(N) ⊆ (D1 ∩ Fj)− {p}.

Como p satisface la condición de que cada subcontinuo M ′ que lo contiene
es irreducible de p a algún otro punto de M ′, la componente de M − N
que contiene a p es un subconjunto de M ′′ y está cubierto por F . Entonces
existen dos conjuntos separados H y K tales que M −N = H ∪K, p ∈ H y
H ⊆ ⋃j

r=1 Fr.

36



Como M es normal entonces existen conjuntos abiertos ajenos OH y OK

tales que H ⊆ OH y K ⊆ OK . Sea E = {OH ∩ F1, OH ∩ F2, ..., OH ∩ (Fj−1 −
cl(N)), (D1−cl(OH))∪N, OK∩D2, OK∩D3, ..., OK∩Dm}. Entonces, la cadena
E cubre a M , es un refinamiento de la cadena D y p ∈ ((OH∩F1)−(OH∩F2)),
lo cual es una contradicción. La contradicción viene de suponer que el teore-
ma es falso para M .

¤

2.3.8 Teorema. Sean M un continuo y p ∈ M , entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1. Cada subcontinuo no degenerado, H, de M que contiene a p es irre-
ducible de p a algún otro punto de H.

2. Si dos subcontinuos de M contienen a p, entonces uno está contenido
en el otro.

Demostración. Primero veamos que la condición 1 implica la condición
2. Supongamos que H y K son dos subcontinuos de M tales que ninguno
contiene al otro y que p ∈ H ∩K. Entonces existe algún punto q ∈ H ∪K
tal que H ∪K no es irreducible de p a q, lo cual es una contradicción. Por lo
tanto, se satisface la condición 2.

Ahora veamos que la condición 2 implica la condición 1. Sea M ′ un sub-
continuo de M tal que p ∈ M ′. Por el Teorema 2.3.6 hay un punto q de
M ′ − {p} tal que la unión de todos los continuos en M ′ − {q} que contienen
a p es densa en M ′. Ahora, como estamos suponiendo que se satisface 2, M ′

es irreducible de p a q, ya que si H fuera un subcontinuo propio de M ′ que
contiene a {p, q} debeŕıa de existir un continuo K en M −{q} tal que p ∈ K
pero no es un subcontinuo de H. Pero ni H ni K contienen uno al otro.

¤

2.3.9 Teorema. Sean M un continuo encadenable y p ∈ M . Entonces, p es
un punto final de M si y sólo si p satisface las condiciones 1 ó 2 del Teorema
2.3.8.

Demostración. Primero supongamos que p es un punto final de M . Supon-
gamos que para cada ε > 0, existe una ε-cadena D = {D1, D2, ..., Dn} tal
que p ∈ D1−D2 y supongamos que H y K son subcontinuos de M tales que
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p ∈ H ∩K y cada uno contiene un punto que está a distancia ε del otro. Es
decir, existen h ∈ H tal que d(h,K) = ε y k ∈ K tal que d(k, H) = ε.

Sea Dj el último elemento de D que contiene un punto de H ∪K. Si Dj

contiene un punto de K, entonces cada elemento D1, D2,...,Dj contiene un
punto de K. De aqúı que ningún punto de H está más lejos que ε de K. Pero
esto no puede ser porque estamos suponiendo que existe h ∈ H que dista ε
de K. Análogamente se obtiene una contradicción si Dj contiene un punto
de H.

Ahora supongamos que p satisface alguna de las condiciones del Teorema
2.3.8, que, por el mismo Teorema 2.3.8, tenemos que se satisface la condición
1. Sea ε > 0. El Teorema 2.3.7 nos asegura que existe una ε-cadena C que
cubre a M tal que sólamente el primer eslabón de C contiene a p.

¤

2.3.10 Teorema. Cada continuo M homogéneo, no degenerado y encadena-
ble es homeomorfo a un pseudoarco.

Demostración. Primero probaremos que M tiene un punto final p. Para
cada entero n, sea qn un punto de M tal que la 1

n
-cadena Dn cubra a M y un

eslabón final de Dn contenga a qn. Alguna subsucesión de {qn}∞n=1 converge
a un punto q. Entonces, el punto q de M tiene la propiedad de que para cada
vecindad N de q y cada ε > 0, hay una ε-cadena que cubre a M y uno de sus
eslabones finales intersecta a M y está en N . Como M es homogéneo y cada
homeomorfismo de M sobre śı mismo es uniformemente continuo, se sigue
que cada punto de M tiene la propiedad de q.

Sea D1 un eslabón final de una 1-cadena que cubre a M tal que D1

contiene a un punto p1 de M . Como p1 tiene la propiedad de q, hay un
eslabón final D2 de una 1

2
-cadena que cubre a M tal que D1 contiene a

cl(D2) y D2 contiene a un punto p2 de M . También hay un eslabón final D3

de una 1
3
-cadena que cubre a M tal que D2 contiene a cl(D3) y D3 contiene

un punto p3 de M . De forma similar obtenemos D4, D5,... Entonces el punto
p, donde {p} =

⋂∞
j=1 Dj, es un punto final de M , ya que para toda ε > 0,

hay una ε-cadena que cubre a M y tiene a p en un eslabón final.
Ahora, probaremos que el continuo M es hereditariamente indescom-

ponible y aśı, por el Teorema 2.3.1, tendremos que M es un pseudoarco.
Supongamos que M no es hereditariamente indescomponible. Es decir, su-
pongamos que un subcontinuo H de M es tal que H = H ′ ∪ H ′′, con H ′ y
H ′′ subcontinuos propios de H. Sea p ∈ H ′ ∩ H ′′. Como M es homogéneo,
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entonces p es un punto final de M , pero por el Teorema 2.3.9 tenemos que
H ′ ⊆ H ′′ o H ′′ ⊆ H ′, pero esto no es posible ya que H ′ y H ′′ son subconti-
nuos propios de H. Entonces M es hereditariamente indescomponible y, por
lo tanto, M es un pseudoarco.

¤

Por último, la tercera caracterización que daremos del pseudoarco está en
el Teorema 2.3.11. Ésta está relacionada con los puntos finales del pseudoarco.

2.3.11 Teorema. Sea P un continuo no degenerado y encadenable. Entonces
P es un pseudoarco si y sólo si cada punto de P es un punto final de P .

Demostración. Primero supongamos que P es un pseudoarco. Entonces, por
el Teorema 2.3.1, P es un continuo encadenable, no degenerado y heredita-
riamente indescomponible. Por lo que, por el Teorema 2.3.2, tenemos que si
p y q son puntos en diferentes composantes de P , entonces p y q son puntos
finales opuestos de P .

Ahora supongamos que cada punto de P es un punto final de P . Hay que
verificar que P es hereditariamente indescomponible. Supongamos que P no
es hereditariamente indescomponible. Entonces existen subcontinuos H y K
tales que P = H ∪K y ninguno está contenido en el otro, pero esto implica
que ningún punto de H ∩ K es un punto final de P . Lo cual es una con-
tradicción. Por lo tanto, P es hereditariamente indescomponible y aśı, por el
Teorema 2.3.1, P es un pseudoarco.

¤
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