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Introduccion

Una de las preguntas en las que mas se ha interesado la Teoria de Con-
tinuos en las ultimas décadas es la de clasificar a todos los continuos ho-
mogéneos planos. Se conocen tres de ellos con méas de un punto: la circun-
ferencia, el pseudoarco y el circulo de pseudoarcos. Si bien es claro que las
circunferencias tienen las propiedades mencionadas, los dos ultimos no sola-
mente son dificiles de visualizar, su construccion, por medio de cadenas, es
complicada y es dificil demostrar sus propiedades. La finalidad de este traba-
jo es presentar construcciones de estos dos ejemplos y demostrar que son, en
efecto, continuos homogéneos planos. Presentamos también tres caracteriza-
ciones del pseudoarco.

Este trabajo estd basado principalmente en los articulos de Bing [1], [2],
3], Bing y Jones [6] y Wayne Lewis [10].

Un repaso de los resultados necesarios para el entendimiento de este tra-
bajo lo presentamos en el Capitulo I. Incluimos conjuntos parcialmente orde-
nados, espacios métricos, descomposiciones, continuos y cadenas. De los con-
juntos parcialmente ordenados lo que mas nos interesa es el Lema de Zorn,
el cual enunciamos sin demostracion. De los espacios métricos nos interesan
algunas propiedades como lo son el didmetro y el nimero de Lebesgue. En
la parte de descomposiciones definimos lo que son descomposiciones semi-
continuas superior e inferiormente, las cuales utilizaremos en la construccién
del circulo de pseudoarcos. En la parte de continuos damos las definiciones
que utilizaremos con frecuencia en capitulos posteriores. Por 1ltimo, en la
seccién de cadenas definimos lo que son las cadenas y también presentamos
el concepto de lo que es que una cadena que se tuerza dentro de otra cadena,
concepto fundamental a lo largo de este trabajo.

En el Capitulo IT estudiamos el pseudoarco y tres de sus caracterizaciones.
En la primera seccién de este capitulo vemos la construcciéon del pseudoarco.
En la segunda seccion estudiamos las propiedades de ser hereditariamente
indescomponible y homogéneo. Finalmente en la tercera secciéon, vemos tres
de sus caracterizaciones algunas de las cuales son usadas como definiciones
equivalentes del pseudoarco.



En el Capitulo III estudiamos el circulo de pseudoarcos. En la primera
seccién vemos su construccion. En la segunda seccién probamos los teore-
mas que nos llevan finalmente a probar que el circulo de pseudoarcos es un
continuo homogéneo del plano.



Capitulo 1

Preliminares

Algunos de los conceptos basicos que usaremos a lo largo de este trabajo
son presentados en este capitulo, conjuntos parcialmente ordenados, espacios
meétricos, descomposiciones, continuos y cadenas.

1.1. Conjuntos parcialmente ordenados

En esta seccién discutiremos un poco de conjuntos, conjuntos parcial-
mente ordenados, conjuntos ordenados y el Lema de Zorn. Esto nos servira pa-
ra probar algunas convergencias de conjuntos que necesitaremos mas ade-
lante.

Una relacion R en un conjunto A es un subconjunto de A x A. Usual-
mente denotamos a ~ b para decir que la pareja (a,b) estd en R. Si R es
una relacion en un conjunto A, se dice que R es refleriva si a ~ a para todo
a € A. R es simétrica si a ~ b implica que b ~ a para todo a,b € A. R es
antisimétrica si a ~ by b~ a implica a = b. R es transitiva sia~by b~ c
implica a ~ ¢. R es una relacién de equivalencia si R es reflexiva, simétrica
y transitiva.

Una relacion R en un conjunto A es una relacion de orden parcial si R es
reflexiva, antisimétrica y transitiva. Usualmente denotamos < a una relacion
de orden parcial y denotamos (A, <) al conjunto A en el cual estd definida
una relacion de orden <. Se dice que un conjunto A estd totalmente orde-
nado si cualesquiera dos elementos de A son comparables, es decir, si para



cualesquiera a yben A, a <bob<a.

Un elemento @y en un conjunto parcialmente ordenado (A, <) es un ele-
mento minimo de A, si ag < a para cada a € A. Un elemento a; en un con-
junto parcialmente ordenado (A, <) es un elemento mdzimo de A, si a < aq
para cada a € A. Se dice que un elemento ay en un conjunto parcialmente or-
denado (A, <) es un elemento minimal de A si para cada a € A que cumple
que a < ag, se tiene que a = ag. Un elemento a; en un conjunto parcial-
mente ordenado (A, <) es un elemento mazimal de A si para cada a € A que
satisface que a; < a, se tiene que a; = a.

Un subconjunto C' de un conjunto parcialmente ordenado (A, <) es una
cadena conjuntista si (C, <) es un conjunto totalmente ordenado. Dados un
conjunto parcialmente ordenado (A, <) y un subconjunto no vacio C' de A,
diremos que un elemento a € A es una cota superior (inferior) de C'sia > ¢
(a < ¢) para cada c € C.

1.1.1 Lema (Zorn). Si cada cadena C' en un conjunto parcialmente orde-
nado no vacio (A, <) tiene una cota superior, entonces A tiene un elemento
mazimal.

Una demostracion del Lema 1.1.1 se puede encontrar en el Teorema 1.13,
pag. 142 de [8].

1.2. Espacios métricos compactos

En esta seccion daremos las definiciones de espacio métrico y espacio com-
pacto. También veremos algunos resultados relacionados a dichos espacios.

1.2.1 Definicion. Sea X un conjunto. Una métrica en X es una funcion
d: X xX — RTU{0} tal que para cualesquiera x,y,z € X se satisfacen las
siguientes tres propiedades:

a) d(z,y) >0, d(z,y) =0 si y sdlo si x =y;
b) d(z,y) = d(y,x);
c) d(z,y) < d(z,z) +d(z,y).

1.2.2 Definicién. Un conjunto X en el cual se puede definir una métrica

se llama espacio métrico. Denotamos a un espacio métrico X con métrica d
como (X, d).



1.2.3 Definicién. Sean (X,d) un espacio métrico y A un subconjunto no
vacio de X. Definimos el didmetro de A como didm(A) = sup{d(z,y) |
x,y € A}.

1.2.4 Definiciéon. Si U es una familia de conjuntos en un espacio métrico,
definimos la malla de U como:

malla(U/) = sup{didm(U) | U € U}

1.2.5 Definicién. Una familiad de conjuntos es una cubierta de un espacio
X si X es un subconjunto de | J{U | U € U}, es decir, si para cada x € X,
x € U para alguin U € U. Se dice que la cubierta es abierta si cada elemento
de U es un conjunto abierto. SiU es una cubierta de X, una subcubierta de
U es una subfamilia U' de U que también es una cubierta de X.

1.2.6 Definicién. Un espacio X es compacto si cada cubierta abierta de X
tiene una subcubierta finita.

1.2.7 Definiciéon. Sean X un espacio métrico y U una cubierta abierta de
X. Decimos que A > 0 es un nimero de Lebesgue para la cubierta U si para
cada subconjunto A de X con didam(A) < A, se tiene que existe U € U tal
que ACU.

Un resultado muy importante para los espacios métricos compactos nos
lo da el siguiente teorema.

1.2.8 Teorema. Sean (X, d) un espacio métrico compacto y U una cubierta
abierta de X, entonces existe un numero de Lebesque para U.

Una demostracién del Teorema 1.2.8 se puede encontrar en [11], Teorema
1.6.6, Pag. 44.

1.3. Descomposiciones

Daremos las definiciones de descomposicion, descomposiciones semicon-
tinua superiormente, semicontinua inferiormente y continua.

1.3.1 Definicién. Una descomposicion de un espacio X es una coleccion de
conjuntos mutuamente ajenos no vacios cuya union es X.



1.3.2 Definicién. Sea G una descomposicion de un espacio métrico X.
Definimos el espacio cociente X/G como el conjunto cuyos elementos son
los elementos de G. La funcion q : X — X/G, que a cada punto de X lo
manda al unico elemento G de G tal que x € G, se le llama funcién cociente.

1.3.3 Definicion. Sean X un espacio métrico, G una descomposicion de X
yq: X — X/G la funcién cociente. La topologia U = {U C X/G | ¢ *(U) es
abierto en X} se llama la topologia cociente para X/G.

1.3.4 Definicién. Sean X un espacio métrico y G una descomposicion de
X. Decimos que G es semicontinua superiormente si para cada G € G y
para cada subconjunto abierto U de X tal que G C U, existe un subconjunto
abierto V de X tal que G CV C U ytal que si G' € G y G'NV # (), entonces
G' CU.

1.3.5 Definicién. Sean X un espacio métrico y G una descomposicion de
X. Decimos que G es semicontinua inferiormente si para cada G € G, cua-
lesquiera dos puntos x yy de G y cualquier subconjunto abierto U de X tal
que x € U, existe un subconjunto abierto V de X tal que y € V y tal que st
G'eGyG NV #£0D, entonces G NU # 0.

1.3.6 Definicion. Sean X un espacio métrico y G una descomposicion de X .
Decimos que G es continua si G es semicontinua superior e inferiormente.

1.3.7 Definicion. Si G es una descomposicion de un espacio X, entonces
cualquier subconjunto de X que es una union de elementos de G se dice que
es G-saturado.

1.4. Continuos

En esta seccion presentaremos las definiciones de los conceptos principales
que utilizaremos a lo largo de esta tesis. Ademads, siempre supondremos que
estamos trabajando en un continuo fijo M.

1.4.1 Definicién. Un continuo M es un espacio métrico, compacto y conezo.

1.4.2 Definicion. Se dice que un continuo es descomponible si se puede ver
como la union de dos subcontinuos propios no degenerados.

Por ejemplo, una circunferencia es un continuo descomponible.
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1.4.3 Definicion. Se dice que un continuo es indescomponible si no se puede
ver como la union de dos subcontinuos propios no degenerados.

Un ejemplo de un continuo indescomponible es el continuo de Knaster.

Figura 1.1: El continuo de Knaster

1.4.4 Definicién. Se dice que un continuo es hereditariamente indescom-
ponible si cada uno de sus subcontinuos es indescomponible.

1.4.5 Definicién. Una funcion f : X — Y entre espacios topologicos X y
Y se dice que es un homeomorfismo si es una funcion biyectiva continua tal
que f~1:Y — X también es continua.

1.4.6 Definicion. Se dice que un espacio topolégico X es homogéneo si para
cualquier par de puntos pi,pe € X, hay un homeomorfismo ¢ : X — X tal
que p(p1) = pa.

Un ejemplo de un continuo homogéneo es una circunferencia. Un ejemplo
de un continuo que no es homogéneo es el intervalo [0, 1].

1.4.7 Definicién. Sean M un continuo no degenerado y p un punto de M.
El conjunto k(p) = {x € M | hay un subcontinuo propio A de M tal que
x € Aype A} se llama la composante de p en M.

1.4.8 Teorema. Sea M un continuo no degenerado y p un punto de M. Si
k(p) es la composante de p en M, entonces k(p) es densa en M.

1.4.9 Teorema. Si M es un continuo indescomponible no degenerado, en-
tonces el numero de composantes de M es no numerable.

Para una prueba del teorema anterior, ver Teorema 11.15 de [14].
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1.5. Cadenas

Daremos algunas definiciones y veremos alguas propiedades de cadenas y
continuos encadenables.

1.5.1 Definicién. Una cadena es una coleccion D = {Dy, Ds,...,D,} de
conjuntos abiertos Dy, Dy, ..., D, tales que D; intersecta a D; si y sélo si
| i—j |< 1. El elemento D; es el i-ésimo eslabén de la cadena D. A los
eslabones Dy y D,, se les llama eslabones finales. Eslabones que no son es-
labones finales se les llama eslabones interiores. Dos eslabones son adya-
centes si se intersectan. Si r < t < s entonces se dice que el eslabon D,
estd entre los eslabones D, y Dg. Si p y q son puntos que pertenecen a Dy y
a D, respectivamente pero a mingun otro eslabon de la cadena, entonces se
dice que D = {Dy, Ds, ..., D,,;} es una cadena de p a q. Por ultimo, D* denota
la union de los eslabones de la cadena D.

Para nuestro caso vamos a considerar las cadenas como subconjuntos del
plano.

1.5.2 Definicién. Se dice que una cadena D = {Dy, D, ..., D,,} cubre a un
continuo M si M C |J_, D;. Se dice que la cadena D cubre propiamente a
M si M N Dj; # 0 para cada j € {1,2,...,n}. Ademds, se dice que la cadena
D cubre irreduciblemente a M si D —{D;} ya no cubre a M para cualquier
je{1,2,...n}.

1.5.3 Definicion. Sean € > 0, M un continuo y D una cadena que cubre a
M. Simalla(D) < e, entonces se dice que D es una e-cadena.

1.5.4 Definicién. Se dice que un continuo M es encadenable si para cada
e > 0, existe una e-cadena que cubre a M. St p y q son puntos distintos de
M y para toda € > 0 eziste una e-cadena U = {Uy, Us, ...,U,} que cubre a M
tal que p € Uy y q € U, entonces se dice que M es encadenable de p a q.

1.5.5 Definicién. Sean M un continuo y p € M. Se dice que p es un punto
final de M si para cada € > 0, hay una e-cadena que cubre a M tal que
solamente el primer eslabon de esta e-cadena contiene a p.

1.5.6 Definicién. Si £ es una cadena para la cual cada uno de sus eslabones
es un eslabon de la cadena D entonces se dice que la cadena € es una subca-
dena de la cadena D. Si los eslabones finales de la cadena £ son el i-ésimo y
el j-ésimo eslabones de D, coni < j, denotaremos a & como D(i, j). Ademds,
D*(i,j) denota la union de los eslabones de la subcadena D(i, j).
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1.5.7 Definicién. Se dice que la cadena € = {E1, Es, ..., E,} se tuerce en la
cadena D = {Dy, D, ..., D, } si € estd contenida enD y € es tal que si E(1, j)
es una de sus subcadenas, E; y Ej; intersectan a Dy, y a Dy, respectivamente,
y | h—k|>2, entonces £(i,j) es la unidn de tres subcadenas E(i,r), E(r,s)
y E(s,7) tales que (s —r)(j —i) > 0 y E, y Es son subconjuntos de los
eslabones de D(h, k) adyacentes a Dy y a Dy, respectivamente.

Figura 1.2: La cadena & se tuerce en la cadena D.

1.5.8 Definicion. Se dice que la cadena £ es una consolidacion de la cadena
D si cada eslabon de € es la union de una subcoleccion de eslabones de D y
D estd contenida en &.

1.5.9 Definicién. Sean D y £ dos cadenas tales que D esté contenida en .
Si (z1,11), (T2,Y2),-.,(Tn, Yn) €s una coleccion de pares ordenados de enteros
positivos, se dice que D sigue el patron (1, y1), (T2,Y2),,(Tn, Yn) en E si el
x;-ésimo eslabon de D es un subconjunto del y;-ésimo eslabon de .

1.5.10 Definicion. Decimos que la cadena £ refina a la cadena D, si cada
eslabon de & esta contenido en un eslabon de D. En este caso, decimos que
& es un refinamiento de D.

1.5.11 Definicién. Decimos que la cadena £ refina fuertemente a la cadena
D, si la cerradura de cada eslabon de £ estd contenida en un eslabon de D.

1.5.12 Teorema. Si D, £ y F son cadenas tales que D es una consolidacion
de & y F se tuerce en &, entonces F se tuerce en D.

Demostraciéon. Supongamos que F}, y F}, son eslabones de F que intersectan
a los eslabones D, y D, de D, respectivamente, con | r — s |> 2, y ningin
eslabdn interior de F(h, k) intersecta ni a D, ni a D,. Entonces los eslabones
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de F(h, k) sélo intersectan a los eslabones de D que pertenecen a D(r,s).
Sean F,, y E, eslabones de &£ contenidos en D, y D, tales que F,, v E,
intersecten F} y Fj, respectivamente.

Como cada eslabén de E(m,n) intersecta a un eslabén de F(h, k) y
cada eslabon interior de F(h, k) es un subconjunto de un eslabén interior
de D(r,s), entonces £(m,n) estd contenida en D(r, s). Como el eslabén de
E(m,n) adyacente a F,, intersecta a un eslabén interior de F(h, k), éste no
estd contenido en D,.. Por lo tanto, el eslabén de £(m,n), adyacente a E,,,
estd en el eslabén de D(r, s) adyacente a D,.. También, el eslabén de £(m,n),
adyacente a E,, estd en el eslabon de D(r, s) adyacente a D;.

Figura 1.3: La cadena F se tuerce en la cadena D.

Como F se tuerce en &, F(h, k) es la unién de tres subcadenas F(h,u),
F(u,v)y F(v, k) tales que (k—h)(v—u) > 0y F, y F, estan en los eslabones
de D(r, s) adyacentes a Dy y D, respectivamente. Por lo tanto, F se tuerce
en D.

U

1.5.13 Teorema. Si D, £ y F son cadenas tales que € contiene a F y & se
tuerce en D, entonces F se tuerce en D.

Demostracién. Supongamos que F}, y Fj son eslabones de F que intersectan
a los eslabones D, y Dy de D, respectivamente, y que | r — s |[> 2. Sean E,,
y E, elementos de £ que contienen a los eslabones F}, y F},, respectivamente.
Como & se tuerce en D, £(m,n) es la unién de tres subcadenas £(m,u),
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E(u,v) y E(v,n) tales que (n —m)(v—u) >0y E, y E, estan en eslabones
de D(r, s) adyacentes a Dy y a D,, respectivamente.

Como E, estéd entre E,, y E, en £(m,n), hay un eslabén, F,, de F(h, k)
en F,. Ademas, hay un eslabén F,, de F(x,k) en E,. Entonces F(h, k) es la
union de tres cadenas F(h,x), F(x,y) vy F(y, k) tales que (k—h)(y —x) >0
y F, y F, estan en eslabones de D(r, s) adyacentes a D, y a D,, respectiva-
mente. Por lo tanto, F se tuerce en D.

Figura 1.4: La cadena F se tuerce en la cadena D.

El siguiente corolario es una consecuencia inmediata del Teorema 1.5.13.

1.5.14 Corolario. 5i D, £ y F son cadenas tales que £ se tuerce en D y &
es una consolidacion de F, entonces F se tuerce en D.

1.5.15 Teorema. Si la cadena D se tuerce en la cadena € = {Ey, Es, ..., E,}
y Dj; es un eslabon particular de D, entonces hay una cadena F tal que F es
una consolidacion de D, D; sdlo estd contenido en el primer eslabon de F,
cada eslabon de F es un subconjunto de la union de dos eslabones adyacentes
de £ y cualquier eslabon de F que contiene a un eslabon final de D que
intersecte a Ey o a E,, es un subconjunto de E1 U Ey o de E,,_1 U E,,.

Demostracion. Probaremos el teorema por induccion sobre m. Primero
vemos que el teorema vale para m € {1,2,3,4}. En estos casos hacemos que
uno de los eslabones de F sea la unién de eslabones de D contenidos en la
unién de los primeros dos eslabones de &, y el otro eslabén (si lo hay) de F
sea la union de los otros eslabones de D.
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Si D; es un subconjunto de E; U Es se sigue facilmente el teorema sin
tener en cuenta el valor de m ya que F puede ser definida de la siguiente
manera: su primer eslabén es la union de los eslabones de D contenidos en
E1 U Es, su segundo eslabén es la union de eslabones de D contenidos en
E5 pero no en FEs, su tercer eslabon es la unién de eslabones contenidos en
E4 y no en Ej3, y asi sucesivamente hasta que su iltimo eslabon es la unién
de eslabones de D contenidos en F,, 1 U E,,. De igual manera se sigue el
teorema si el eslabén D; es un subconjunto de E,,_1 U E,,.

Supongamos que el teorema vale para m < r y entonces hay que probar
que el teorema vale para r.

Caso especial. Primero consideremos el caso en que ningtn eslabdn inte-
rior de D intersecta ni a £, ni a E,.. Por conveniencia, supongamos que los
eslabones finales, Dy y D,,, de D intersectan a F; y a FE,, respectivamente.
Como D se tuerce en &£, D es la unién de tres subcadenas D(1, h), D(h, k) y
D(k,n) tales que 1 < h < k < n, Dy, es un subconjunto de F,_; y Dy es un
subconjunto de FE.

Supongamos primero que D; es un eslabén de D(1, h). Como E(1,7 — 1)
contiene a D(1,h) y tiene menos de r eslabones, entonces, por hipdtesis de
induccién, hay una cadena H tal que H es una consolidacién de D(1, h), sélo
el primer eslabéon de H contiene a D;, cada eslabén de ‘H es un subconjunto
de la unién de dos eslabones adyacentes de £(1,r — 1), cualquier eslabén
de 'H que contiene a D; es un subconjunto de £y U Ey ode E, o UE,_ 4,y
cualquier eslabén de ‘H que contiene a D), es un subconjunto de F; U E5 o
de ET,Q U Erfl.

Sea H, el primer eslabon de ‘H que contiene a Dy. Como r > 4, Dy no es
un subconjunto de £y UF,. Entonces H,, es un subconjunto de F, sUFE,_;. La
cadena F se elige como sigue: H(1,u—1) es una subcadena de F; D(k+1,n)
es una subcadena de F, si D' consiste de los eslabones de D que no estén
contenidos ni en H(1,u — 1) ni en D(k + 1,n), la unién de los eslabones de
D' en E; U Fy es un eslabén de F , la union de los eslabones de D' en Fj
pero no en E, es otro eslabén de F, la unién de los eslabones de D' en E,
pero no en Fs es otro eslabén de F,..., v la unién de los eslabones de D" en
FE,_oUFE,_q es otro eslabén de F. La cadena F es la cadena que buscamos.

De igual forma, si D; es un eslabén de D(h, k), o si D; es un eslabén de
D(k,n) se construye la cadena F que satisface el teorema.

Caso general. La idea en este caso es poder llevar las cadenas a alguno
de los casos anteriores.

Sea D(h, k) una subcadena de D, maximal con respecto a que D(h, k)
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Figura 1.5: D; sélo estd contenido en el primer eslabén de F.

contiene a D; y ningun eslabén interior de D(h, k) intersecta ni a £y ni a E,.
Hay una cadena H tal que H es una consolidacién de D(h, k), inicamente el
primer eslabon de H contiene a D;, cada eslabéon de H es un subconjunto de
la unién de dos eslabones adyacentes de £ y si un eslabén de F contiene un
eslabén final de D(h, k) que intersecte a £y o a E,., entonces es un subconjunto
de F1 U Ey o de E,_; U E,. Si ningin eslabén de D(h, k) intersecta a Fy, o
si ningtn eslabén de D(h, k) intersecta a E,, la existencia de H se sigue de
la hip6tesis de induccién; si un eslabén de D(h, k) intersecta a E; y otro
intersecta a F,., la existencia de H se sigue del caso especial del teorema.

Sea H, el primer eslabén de H que intersecta a F; U E,.. Por convenien-
cia, supongamos que H, intersecta a F;. Entonces H, es un subconjunto de
E, U Es. Definimos la cadena F como sigue: H(1,u — 1) es una subcadena
de F; si D' est4 formada por los eslabones de D que no estan en H(1,u — 1),
la unién de los elementos de D" en E; U Ey es un eslabén de F , la unién de
los eslabones de D' en E5 pero no en E, es otro eslabén de F, la unién de
los eslabones de D" en E, pero no en Ej es otro eslabén de F,..., y la unién
de los eslabones de D" en F,_; U E, es otro eslabén de F. Como H(l,u—1)
es igual a la cadena F(1,u — 1), entonces D; estd en el primer eslabén de F,
por lo que la cadena F es la cadena que buscamos.

O

1.5.16 Teorema. Si D = {Dy, Ds, ..., D,,} es una cadena que se tuerce en
la cadena & = {Ei1, Fa, ..., Eyn} y D(r,s) es una subcadena de D tal que
un eslabon de D(r,s) intersecta a Ey y un eslabon de D(r,s) intersecta a
E,,., entonces hay una cadena F tal que F es una consolidacion de D, cada
elemento de F es un subconjunto de la union de dos eslabones adyacentes de
E, D, solo esta contenido en el primer eslabon de F, y D, solo estd contenido
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en el ultimo eslabon de F.

Demostracion. Sea D(h, k) una subcadena de D(r, s) tal que Dy, intersecta
a Fy y Dy intersecta a E,,. Por conveniencia, supongamos que h < k y que
D, y Ds son eslabones de D(1,h) y D(k,n) respectivamente.

Por el Teorema 1.5.15, hay una cadena H que es una consolidaciéon de
D(1,h) tal que cada eslabén de H es un subconjunto de la unién de dos
eslabones adyacentes de £, D, sélo esta contenido en el primer eslabon de H,
y si un eslabén de ‘H contiene a Dy, entonces es un subconjunto de Fy U Fsy o
de F,, 1 U FE,,; también hay una cadena G tal que G es una consolidacién de
D(k,n), cada eslabén de G es un subconjunto de la unién de dos elementos
adyacentes de £, D; sélo esta contenido en el primer eslabén de G y si un
eslabon de G contiene a D, entonces es un subconjunto de E; U E5 o de
E,  1UE,.

Figura 1.6: Dibujo Teorema 1.5.16

Sean H, y G, los primeros elementos de ‘H y G que contienen a Dy y
a Dy, respectivamente. Como el caso donde m < 4 se establece facilmente,
supongamos que H, y que G, son subconjuntos de £y U FEs y de E,, 1 UE,,,
respectivamente. La cadena F requerida se define como sigue: los primeros
eslabones de F son los eslabones de H(1,u — 1), los ultimos eslabones de
F son los eslabones de G(v — 1,1); si D’ consiste de los eslabones de D que
no estan ni en H(l,u — 1) ni en G(v — 1,1), la unién de los eslabones de
D' en E; U E, es un eslabén de F, la unién de los eslabones de D' en Ej
pero no en E, es otro eslabén de F, la unién de los eslabones de D' en E,
pero no en Es es otro eslabén de F,..., y la unién de los eslabones de D’ en
E,,_1UFE,, es otro eslabén de F. Asi, si la cadena F tiene w elementos, como
HlLu—1)=F1,u—1)yGv—1,1) = F(w— (v —2),w), esto nos asegura
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que D, esta en el primer eslabén de F y que D, estd en el ultimo eslabon de
F.
O

1.5.17 Teorema. Supongamos que (1,z1), (2,232),...,(n, x,) es una coleccion
de pares ordenados de enteros positivos tales que h = v1 < x; < x, = k vy
que | z; — xiq |< 1 parai € {1,2,...,n — 1}. Supongamos que Dy, Ds,... €s
una sucesion de cadenas de p a q tales que para cada entero positivo i;

1. Diy se tuerce en D;;
2. La cadena D;yq refina fuertemente a la cadena D;;

3. La malla de D; es 1/i.

Denotamos por D(i), el r-ésimo eslabon de D;. Supongamos que la subcadena
Dy (u,v) de Dy estd contenida en la subcadena Dy (h, k) de Dy y las cerraduras
de D(2), y de D(2), son subconjuntos ajenos de D(1), y de D(1), respectiva-
mente. Entonces para cada entero w hay un entero j > w y una cadena
E={E, Es, ..., E,} que sigue el patrdn (1,z1), (2,x2),...,(n,x,) en Dy tales
que & es una consolidacion de los eslabones de D; contenidos en Dy(u,v) y
ningun eslabon interior de & intersecta a D(2), U D(2),.

Demostraciéon. Probaremos este teorema por induccién sobre n. Si n = 1,
entonces h = k y entonces la subcadena Dy(u,v) de Dy estd contenida en
D(1), y asi, si w es un nimero entero positivo, para cualquier j > w el
teorema se cumple.

Supongamos que n es un numero entero fijo mayor que 1. Como la cer-
radura de cada eslabon de Dy es un subconjunto compacto de un eslabon
de Dy, hay un nimero positivo € (el nimero de Lebesgue, Teorema 1.2.8)
tal que cualquier conjunto que es de diametro menor que € y que intersecta
un eslabéon de Dy es un subconjunto de un eslabén de D;. Por este resul-
tado, el hecho de que la cerradura de D(2), y D(2), son subconjuntos de
D(1), y D(1), respectivamente, y la hipdtesis de que ningun eslabén de D;
tiene didmetro mayor que 1/i, encontramos que, si w es un nimero entero
positivo, hay un entero m mayor que w tal que cada subcadena de D,, con
cinco eslabones contenida en Dy(u,v) es tal que la cerradura de la unién de
esta subcadena es un subconjunto de un eslabén de Dj(h, k), cada subca-
dena con cinco eslabones de D,,, uno de cuyos eslabones intersecta a D(2),,
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estd contenida en D(1),, y cada subcadena con cinco eslabones, uno de cuyos
eslabones intersecta D(2), esta contenida en D(1)g.

Figura 1.7: Dibujo 1 Teorema 1.5.17

Figura 1.8: Dibujo 2 Teorema 1.5.17

Como | x; —xip1 |1, n>k—h+1. 8Sin==%k—h+1, el teorema se
cumple para cualquier entero j mayor que m. Entonces, la unién de todos
los eslabones de D; en la intersecciéon de D(1), y Dj(u,v) se puede tomar
como £}, la unién de todos los eslabones de D; en la interseccién de D(1)p41
y D}(u,v) que no estdn en D(1);, se puede tomar como Ej,..., y la unién de
todos los eslabones de D; en la interseccion de D(1); y Di(u,v) se puede
tomar como FE,,.

Supongamos que el teorema se satisface para cualquier entero positivo
menor que n y sean h y k enteros positivos tales que n > k+ 1 — h.
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Consideremos el caso en que x; = z. Por nuestra suposicién, hay un
entero s > m y una cadena F = {Fy, Fy,...,F, 1} tales que F es una
consolidacién de los eslabones de Dy en Dy(u,v), F sigue el patréon (1,xs),
(2,23),...,(n — 1,2,) en Dy, sélo el primer eslabén de F contiene algin pun-
to de D(2), y soélo el ultimo eslabén de F contiene algin punto de D(2),.
Como ningtn eslabén de D; tiene didmetro mayor que 1/i y la cerradura de
D(2), es un subconjunto de D(1)y, se pueden encontrar un entero positivo
j y una cadena & = {F4, Es, ..., E,,} que satisfagan las condiciones anterior-
mente descritas. Notemos que j y £ pueden ser elegidos de tal manera que
E; sea un subconjunto de F; U D(2),, Es sea un subconjunto de Fy U Fy,
Ej5 sea un subconjunto de Fj,..., y E, sea un subconjunto de F,,_; U D(2),.
Entonces, x # xs.

Ahora, consideremos el caso en que hay enteros r y t tales que 1 < t <
r<n,r =x,<xyyr;<xparai € {1,2,...,r}

Supongamos que una subcadena D,,11(p,q) de D,,41 estd contenida en
Ds(u,v) y que sus eslabones finales, D(m + 1), y D(m + 1)3, intersectan
D(2), y D(1),,41, respectivamente. Ya que las cerraduras de los eslabones
de las subcadenas de D,, son subconjuntos de eslabones de D; y, como D,,
se tuerce en D,,, se sigue que D,,11(p,q) es la unién de tres subcadenas,
Dini1(P,Y); D41y, 2) ¥ Dimya(2,q) tales que (¢ — p)(z —y) > 0. Ademsds,
Diny1(p, z) es un subconjunto de Dy (h,x;), pero ninguno de sus eslabones
intersecta a D(2),, la cerradura de D(m + 1), es un subconjunto de D(1),,
y la cerradura de D(m + 1), es un subconjunto de D(1).

Notemos que, por construccion, la coleccién de eslabones de D,,.1 en
Ds(u,v) es la unién de cinco subcolecciones R, U, S,V y T tales que R con-
tiene a cada eslabon de Dy, 1 en D(2),. La cerradura de U* es un subconjunto
de D(1),,. La cerradura de V* es un subconjunto de D(1);. La cadena 7 con-
tiene a cada eslabén de D, 1 en D(2),. Ningin eslabén de R UU intersecta
a ningun eslabon de VU7 y cada eslabén de RUU US UV es un subconjunto
de Di(h, x).

Por la hipdtesis de induccién, encontramos que hay un entero j(R UU)
mayor que m y una cadena JF tales que F es una consolidacion de eslabones
de Djruy en Dy (u,v) N (RUU)*, F sigue el patron (1,z1), (2, 22),...,(t, 24)
en Dy y sélo el primer y el tltimo eslabones de F contienen puntos de D(2),
y U*, respectivamente. Ademds, hay un entero j(U US U V) mayor que m y
una cadena G tales que G es una consolidacion de los eslabones de Djusuy)
en la interseccién de Dj(u,v) y de (U USUV)*, G sigue el patrén (1, z;),
(2,2441)5e-,(r + 1 — t,x,.) en Dy, y sblo el primer y el ultimo eslabones de
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G contienen puntos de U* y V*, respectivamente. Mas aun, hay un entero
Jj(VUT) mayor que m y una cadena H tales que H es una consolidacién de
los eslabones de D7) en la interseccién de D3 (u,v) y de (VU T)*, H sigue
el patrén (1, z,), (2,2,41),....,(n + 1 — 7, z,) en Dy, s6lo el primer eslabén de
‘H contiene puntos de V* y sdélo el ultimo eslabon de H contiene puntos de
D(2),.

Sea j = max{j(RUU),j(UUSUV),j(VUT)}. Una cadena £ que sa-
tisfaga las condiciones de nuestro teorema se puede definir como sigue: Ej
es la unién de todos los eslabones de D; en Ds(u,v) que estan contenidos en
D(2), o en el primer eslabén de F; E; (i € {2,3,...,t — 1}) es la unién de
todos los eslabones de D; en el i-ésimo eslabén de F; E; es la unién de todos
los eslabones de D; en la unién del ultimo eslabén de F y el primer eslabén
de G; ... ; y E, es la unién de todos los eslabones de D; en Dy (u, v) que estan
contenidos en D(2), o en el ultimo eslabén de H. Entonces, el teorema se
satisface si para algtiin entero ¢ > 1, x; = xy.

Supongamos que para cada entero ¢ > 1, x; # x1. Sean W el conjunto
de todos los eslabones de Dy(u,v) que no estan en D(1), y W' el conjunto
de todos los elementos de W que intersectan D(1),. La cerradura de cada
eslabén de W es un subconjunto de D(1)y,41. Por la hipétesis de induccidn,
hay un entero j > m y una cadena F = {Fy, Fy, ..., F,, 1} tales que F es
una consolidacién de los eslabones de D; en W, F sigue el patrén (1, ),
(2,23),....,(n — 1,x,) en Dy, F} es el tnico elemento de F que intersecta a
W'y F,_; es el tnico eslabén de F que intersecta a D(2);. Una cadena &
que satisfaga las condiciones anteriormente descritas se puede obtener como
sigue: E; es la unién de todos los elementos de D; en Dj(u,v) N D(1)y,, Es
es Fi,....,y E, es F},_1.

O

El siguiente teorema es una consecuencia inmediata del Teorema 1.5.17.

1.5.18 Teorema. Supongamos que (1,z1), (2,23),...,(n, xz,) es una coleccion
de pares ordenados de enteros positivos tales que 1 = v; < x; < x, =k y
que | z; — x4 |< 1 parai € {1,2,...,n — 1}. Supongamos que Dy, Ds,... €s
una sucesion de cadenas de p a q tal que Dy tiene x, eslabones y, para cada
entero positivo i;

1. Djyq se tuerce en D;;
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2. La cadena D;yq refina fuertemente a la cadena D;;

3. La malla de D; es 1/i.

Entonces hay un entero j y una cadena £ de p a q tales que £ es una con-
solidacion de D; y & sigue el patrén (1,z41), (2,22),...,(n, z,) en Dy.

1.5.19 Teorema. Supongamos que la cadena D se tuerce en la cadena £ =
{Ey, Es, ..., E,}, (n > 2), un eslabon de D estd en Ey y un eslabon de D
esta en E,. Entonces hay una cadena F que es una consolidacion de D vy
satisface:

1. F tiene sus eslabones finales en Fy y Fy;

2. F se tuerce en € pero minguna consolidacion propia de F tiene estas
propiedades;

3. F sigue el patron (1,1), (2,2), (3,3), (4,2), (5,3), (6,4),...,(7,y(7)),-..
(2(n),n) en &, donde z(n) es el nimero de eslabones de F, z(3) = 3,
2(4) = 6, 2(5) = 30,..., z2(n) = 2z(n — 1)+ 2(n — 2) — 2, y y(4)
1—|—y(1—|—|z(r—1)+z( —2)—1—1i]), donde z(r — 1) < i < z(r
para algin entero r.

Demostraciéon. Probaremos este teorema por induccion. Claramente el teo-
rema vale para n € {3,4}. Supongamos que el teorema es cierto para n con
3 < n < m. Hay que probar que el teorema vale para n = m.

Sean F la unién de los eslabones de D en E; y Fl.(y) la unién de los
eslabones de D en FE,,. F5 es la unién de los elementos de D en E5 que
intersectan a E; pero no estan en Ey, y F,(,)—1 es la unién de los elementos
de D en FE,,_; que intersectan a FE,,, pero que no estan en F,,. Los demas
eslabones de D se colocaran en eslabones apropiados de F como se describe
a continuacion:

Sea D(r, s) una subcadena de D tal que D, intersecta a Ey y Dy intersecta
a E,,, pero ningun eslabén interior de D(r, s) intersecta a £ U E,,. Entonces,
D(r,s) es la unién de tres subcadenas D(r,j), D(j,k) vy D(k,s) tales que
(r—s)(j—k) >0, D, C Eyy D; C E,,_;. Por hipétesis de induccién, alguna
consolidacién, Fi, de D(r, j) y un eslabén de D en F; se tuerce en & y sigue
el patrén {(1,1),(2,2), ..., (¢,y(7)), ..., (z(m—1),m—1)} en €. Nétese que F;
podria no ser una cadena, ya que su primer eslabén podria no intersectar a su
segundo eslabén. Ademads, alguna consolidacién, F3, de D(k, s) junto con un
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Figura 1.9: Una cadena que se tuerce de forma minima en otra cadena

eslabén de D en E,, se tuerce en & y sigue el patrén {(1,2), (2, 3), ..., (4, y(¢) +
1),...,(z(m —1),m)} en £. Més atin, alguna consolidacién, F», de D(j, k) se
tuerce en & y sigue el patrén {(1,m—1),(2,m—2), ..., (i, n—y(i)), ..., (z(m—
2),2)} en £. El i-ésimo eslabon de Fy pertenece al i-ésimo eslabén de F. El i-
ésimo eslabdn de F3 pertenece al (z(m—1)+z(m—2)+ (i —2))-ésimo eslabén
de F.Y el i-ésimo eslab6n de F; pertenece al (z(m—1)+1i—1)-ésimo eslabén
de F.

Los demas elementos de D se pueden poner en elementos apropiados de
F hasta obtener una cadena F que satisface las condiciones anteriormente

descritas.
O

1.5.20 Teorema. Supongamos que la cadena D,, (n € {1,2}) se tuerce en la
cadena € = {Ey, Es, ..., E,.}, cada eslabdn final de € contiene un eslabon de
D,, y ninguna consolidacion propia de D,, tiene estas propiedades. Entonces
D sigue, en £, el mismo patron que Dy sigue en &, y la cadena cuyos es-
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labones son las uniones de eslabones correspondientes de Dy y Dy se tuerce
en &.

Demostracion. Como las dos cadenas Dy y D, cumplen las hipdtesis del
Teorema 1.5.19, entonces tanto D; como Dy siguen el patrén (1,1), (2,2),
(3,3), (4,2), (5,3), (6,4),..., (¢,y(3)),..., (2(n),n) en . Asi, D; y Dy siguen
el mismo patron en £. Esto prueba la primera parte del teorema. Mas aun,
como las dos cadenas, Dy y Ds, siguen el mismo patrén en £, esto quiere
decir que tanto D; como D, tienen z(n) eslabones.

Figura 1.10: Dy y D, siguen el mismo patrén en £

Probaremos la segunda parte del teorema por induccién sobre m (el
ntimero de elementos de la cadena &). Primero vemos que el teorema vale
para m = 4. Como ninguna consolidacién propia de D,, se tuerce en £ y a
la vez cada eslabén final de £ contiene un eslabon de dicha consolidacion
propia, entonces las cadenas D; y Dy siguen patrén (1,1), (2,2), (3,3),
(4,2), (5,3), (6,4) en la cadena £. Ademés la cadena cuyos eslabones son
las uniones de eslabones correspondientes de D; y Ds, es decir, la cadena
D' ={D(1);UD(2);,D(1)2U D(2)s, ..., D(1)6 U D(2)s} se tuerce en la cade-
na &.

Supongamos que el teorema vale para r < m. Como D,, se tuerce en &,
entonces D,, es la unién de tres subcadenas D,, = D,,(1,r)UD,,(r, s)UD,(s,)
con 1 < r < s <, el nimero de eslabones de la cadena D,, y D(n), C E,,_1,
D(TL)S Q EQ.

Ahora, como las cadenas D,,(1,7) se tuercen en £(1, m — 1), entonces, por
hipétesis de induccion, la cadena cuyos eslabones son las uniones correspon-
dientes de eslabones de D;(1,r) con los eslabones de Dy(1,7) se tuerce en
la cadena £(1,m — 1). Como las cadenas D, (r, s) se tuercen en E(m — 1,2),
entonces la cadena cuyos eslabones son las uniones correspondientes de es-
labones de D (r, s) con los eslabones de Dy (r, s) se tuerce en £(m —1,2). Por
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ultimo, como las cadenas D, (s,!) se tuercen en la cadena £(2,m), entonces
la cadena cuyos eslabones son las uniones correspondientes de eslabones de
D (s,1) con los eslabones de Dy(s,1) se tuerce en £(2,m). Pero entonces, la
unién de las tres subcadenas cuyos eslabones son las uniones correspondi-
entes de eslabones de D;(1,7) con los eslabones de Dy(1, 1), Dy(r, s) con los
eslabones de Dy(r,s) y D1(s,1) con los eslabones de Dy(s,1) se tuerce en E.

O

1.5.21 Teorema. Supongamos que la cadena D = {Dy, Ds, ..., D, } se tuerce
en la cadena € = {E\, By, ...E,. }, Dy estd en Ey, D, estd en E,,, D, estd en
E. y Dy estd en Ey (r < s). Entonces para cada entero t < s, hay una
consolidacion F de D tal que el primer eslabon de F contiene a Dy y el
ultimo contiene a D,,, cada eslabon de F es un subconjunto de la union de
dos eslabones adyacentes de £ y cualquier subcadena de F cuyos eslabones
finales contienen a Dy y a D, respectivamente, contiene a D(r,n).

Demostraciéon. Por los Teoremas 1.5.19 y 1.5.20, hay cadenas G; y G que son
consolidaciones de D(1,r) y de D(r, s), respectivamente, tales que el primer
eslabén de Gy es un subconjunto de E; y contiene a D, y el primer eslabon
de G, es un subconjunto de F; y contiene a D;. El iltimo eslabon de G; es un
subconjunto de F,, y contiene a D,. y el ultimo eslabén de G; es un subconjun-
to de E,, y también contiene a D,. Entonces la cadena H = {Hy, Ho, ..., H, },
cuyos eslabones son las uniones de eslabones correspondientes de G; y de G,
se tuerce en &.

Sea H, el primer eslabén de H que contiene a D;. Por el Teorema 1.5.16,
hay una consolidaciéon K de H U D(s + 1,n) tal que el primer eslabén de
K contiene a H,, el ultimo eslabén contiene a D,, y cada eslabon de K es
un subconjunto de la unién de dos eslabones adyacentes de €. Los primeros
v — 1 eslabones de F son los eslabones de G1(1,v — 1), el v-ésimo eslabén de
F es la union de los eslabones de D que estan en el primer eslabén de I pero
en ningin eslabén de G;(1,v — 1), y cualquier otro eslabén de F es la unién
de dos eslabones de D que estan en un eslabon de K pero no intersectan
eslabones de G;(1,v — 1).

O
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Capitulo 2

El Pseudoarco

En este capitulo definiremos uno de los continuos mas importantes, el
pseudoarco. Ademads presentaremos varias de sus propiedades y tres de sus
caracterizaciones.

2.1. Construccion del pseudoarco

2.1.1 Definicion. Sean p y q dos puntos de un continuo. Sea Dy, Ds, Ds,...
una sucesion de cadenas de p a q tales que para cada entero positivo i se
cumplen:

Figura 2.1: Primer paso en la construccién del pseudoarco

1. D;yq se tuerce en D;;
2. La cadena D;y1 refina fuertemente a la cadena D;;

3. La malla de D; es 1]i.
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Entonces, definimos el pseudoarco, P, como: P = ﬂ Dy, donde D} denota
i=1

la union de los eslabones de D;.

2.2. Propiedades del pseudoarco

Un pseudoarco es un continuo que es hereditariamente indescomponible
y homogéneo, eso es lo que probaremos en los Teoremas 2.2.1 y 2.2.4.

2.2.1 Teorema. El pseudoarco, P, es hereditariamente indescomponible.

Demostracion. Supongamos que el subcontinuo P’ de P es la unién de dos
subcontinuos propios H y K de P’. Notamos que hay dos puntos p y ¢ de P’
y un entero j tal que la distancia de p a H es mayor que % y la distancia de
q a K es mayor que %

Sea Dy, Dy, Ds,... una sucesion de cadenas que cubren a P tales que para
cada entero positivo ¢ se cumplen: D, se tuerce en D;, ningtin eslabon de
la cadena D; tiene diametro mayor que % y la cerradura de cada eslabén de
D; 1 es un subconjunto de un eslabén de D;.

Sean D;(h, k) (h < k) y D;+1(u,v) subcadenas de D; y Dj 44, respectiva-
mente, tales que p y ¢ pertenecen a eslabones finales de cada una de estas
subcadenas. Supongamos que p € D(j),. Como P’ es un continuo, cada es-
labén de D;(h, k)UD,41(u, v) contiene un punto de P’; en particular, D(j)p+1
contiene un punto de K y ninguno de H y D(j)x_1 contiene un punto de H
pero ninguno de K.

Como Dj4; se tuerce en D;, D;i1(u,v) contiene tres eslabones D(j 4+ 1),,
D(j+1)sy D+ 1) tales que r < s < t, D(j +1)s € D(j)ps1 y que
D(j+1),UD(j+1); € D(j)k—1. Pero H no es un continuo ya que D(j + 1),
y D(j + 1); contienen puntos de H pero D(j + 1) no. Por lo tanto, suponer
que P = HU K, con H y K subcontinuos propios de P’ nos lleva a una

contradiccion. De donde P es hereditariamente indescomponible.
O

Los siguientes dos teoremas los necesitamos para poder probar el Teorema
2.2.4, que nos dice que el pseudoarco es homogéneo.

2.2.2 Teorema. Sean M, (n € {1,2}) dos continuos, {€;}32, una sucesion
decreciente de nimeros positivos con suma finita, es decir, .-, € converge,
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y {AXni}2, una sucesidn de colecciones finitas de abiertos, X, ; = {X(n,i),
X(n,i)a, ..., X(n,1),}, tales que para cada entero positivo i se cumple:

1. X,; cubre a M,;
2. La malla de X,,; es €;

3. St el j-ésimo elemento de X, ;11 intersecta al k-ésimo elemento de X, ;
entonces la distancia entre el j-ésimo elemento de X, ;11 y el k-ésimo
elemento de X, ; es menor que €;, donde m y n son tales que sin =1
entonces m = 2 y viceversa, si n = 2 entonces m = 1.

Entonces hay un homeomorfismo T que manda My en M.

Demostracion. Sea X (n,i) el k-ésimo elemento de &, ;. Definimos Y (n, @),
como el conjunto de todos los puntos ¢ tales que la distancia de g a X (n, i)
es menor que €; +2(€;41+ €42+ ...). Sea YV, ; la coleccién de todos los Y (n, 7).
Notamos que cada una de las colecciones { X (n, 7).} y {Y (n,4)x}, variando i
y k en los naturales, son bases de M,,.

Supongamos que X (n,1), intersecta a X(n,i + 1)s. Como la distancia
entre X (m,i), y X(m,i+ 1) es menor que ¢; y el didmetro de X (m,i+ 1),
es menor que €41, la cerradura de Y (m,i+1)s es un subconjunto de Y (m, i),.
En general, si i < j y X(n,i), intersecta X (n,j)s, entonces la cerradura de
Y (m,j)s es un subconjunto de Y (m,i),. Para ver esto sea w € cl(Y (m,j)s)
y veamos cudl es la distancia de w a x(m, i),

d(w, X(m,1),) < d(w, X(m,j)s)+didm(X (m, j)s)+d(X(m, j)s, X (m,i),)
< € + 2(6j+1 + €12 + ) + €6 + 6 < €6+ 2(62‘4_1 + €42 + ... + €j_1) +
2€j + 2(6]-_;,_1 + €12 + )

lo que implica que w € Y (m,1i),.

Sean p € My y {X(1,7r),.}52, una sucesién de conjuntos abiertos de
las colecciones A,,; que contienen a p. Definimos T'(p) = NX,Y(2,7),,.
Notamos que T'(p) estd bien definido ya que cl(Y(2,7)q,,,) € Y(2,7)a, ¥
ast N2, Y (2,7),, # 0, si {X(1,7)p,}52, es otra sucesién de conjuntos abier-
tos que contienen a py si N2, Y (2,7),, = {w}, con w # T'(p), entonces existe
un nimero natural N tal quessi j, k > N se tiene que Y (2, j)q, NY(2, )y, = 0.
Sin embargo p € X(1,7)q, N X(1,k)s, ¥, segin el parrafo anterior, tenemos
que si j,k > N, entonces Y (2,7)s, NY(2,k)p, # 0, lo cual es una contradic-
cién. Por lo tanto T'(p) = w.

Ahora veamos que T, asi definida, es continua. Sea V un abierto de My
tal que T'(p) € V. Entonces, como {Y (2, j)a,}52, es una base local de T'(p),

J
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existe un nimero entero j tal que cualquier elemento de )s ; que contiene a
T'(p) es un subconjunto de V. Si X(1, j), es un elemento de X; ; que contiene
a p, entonces la imagen bajo T' de X(1,j), es un subconjunto de Y (2, j),.
Pero T'(p) € Y(2,7), C V. Por lo tanto, T es continua.

Veamos ahora que T(M;) = M,. Sean q¢ € My, V un abierto de M, que
contiene a ¢ y j un entero tal que cualquier elemento de ), ; que contiene
a ¢ es un subconjunto de V. Supongamos que ¢ € X(2,5), € Xy;. Ahora,
T(X(1,5).) € Y(2,4)ry Y(2,7)r € V. Entonces V contiene un punto de
T(M,), es decir, T'(M;) es denso en M,. Como M; es compacto y T' es conti-
nua, entonces T'(M;) es compacto, lo que quiere decir que My = cl(T(M;)) =
T(My).

Por 1ltimo, hay que probar que T es inyectiva. Supongamos que 7' no es
inyectiva. Entonces hay dos puntos distintos p; y ps de M; tales que T'(p;) =
T'(p2) vy, ademds, hay un entero k tal que ningun elemento de ), j contiene
a p1 y p2 al mismo tiempo. Sea X(2,k), € Xyoy tal que T'(p1) € X(2,k),,
entonces hay un entero j > k tal que cualquier elemento de ), ; que contiene
a T(p1) es un subconjunto de X (2,k),. Sean X(1,7), v X(1,7), elementos
de A} ; que contienen a p; y pa, respectivamente. Como Y (2,7), v Y(2,7)s
contienen a T'(py), entonces X (2, 7)., y X(2, j), son subconjuntos de X (2, k).,
lo que implica que X (1,7), y X(1,j), son subconjuntos de Y (1, k),, lo cual
es una contradiccion. Por lo tanto, T' es inyectiva.

Como T es continua y biyectiva definida de un compacto en un compacto,
entonces T' es un homeomorfismo.

O

2.2.3 Teorema. Supongamos que M, (n € {1,2}) es un continuo, p, y qn
son puntos de M, {ej};?‘;l es una sucesion de niumeros positivos tales que
lim; .o€; =0, y {D,;}2, es una sucesion de cadenas de p, a g, tal que,
para cada entero i se cumple:

1. Dy 41 se tuerce en Dy, ;;
2. La cadena D, ;11 refina fuertemente a la cadena Dy, ;;

3. La malla de D,,; es €;

"8 n,i

4. M, = ﬂD* donde D} . representa la union de los eslabones de la
=1

K3
cadena D, ;.
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Entonces hay un homeomorfismo de My en My que manda a py y q1 en ps y
G2, respectivamente.

Demostracion. Construiremos una sucesion {X,,;}2, de colecciones de
abiertos que cubran a M,, y que satisfagan las condiciones del Teorema 2.2.2.

Sea A&7 ; una D;; tal que la malla de AX;; sea % Sea X, una cadena
de py a g2 que tiene el mismo nimero de eslabones que &) ; y que sea una
consolidacion de alguna Dy ;.

Como &;; es una consolidacién de alguna D, ;, hay un entero k tal que
D, ), esta contenida en Xy ; y la malla de Dy, es % Sea Xy o esta Dy . Por el
Teorema 1.5.18, hay un entero j y una cadena &) 5 de p; a ¢ tales que X o
es una consolidacion de D, ; y sigue, en X ;, el mismo patrén que Xj 5 sigue
en Xy .

Sea X 3 una D tal que &) 3 estd contenida en &) 5 y la malla de & 3 es
%. Por el Teorema 1.5.18, hay un entero r y una cadena X3 de py a g2 tales
que X3 es una consolidaciéon de Dy, y sigue, en Xs 9, el mismo patrén que
X 3 sigue en X 5.

Este proceso descrito en los dos parrafos anteriores se puede continuar
hasta obtener una sucesién {AX,,;}°, de colecciones de abiertos tales que
para cada entero positivo ¢ se satisface:

1. &, ; cubre a M,;
2. cada elemento de X, ; intersecta a M,;
3. la malla de X, 9; es 2%

4. X, ;41 es una cadena de p, a ¢, que sigue el mismo patrén en X, ; que
Xomiv1 sigue en X, ;, donde n # m y m,n € {1,2}.

Entonces se sigue, del Teorema 2.2.2, que hay un homeomorfismo que manda
M en M,. El homeomorfismo descrito en el Teorema 2.2.2 manda a p; y ¢;

en Py y @o, respectivamente.
0

2.2.4 Teorema. El pseudoarco P es homogéneo.

Demostracion. De la definicién del pseudoarco (2.1.1) vemos que existe una
sucesion de cadenas Dy, Do, Ds,... tales que, para cada entero positivo i se
cumplen:
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1. D;1q se tuerce en Dy;
2. La cadena D, ; refina fuertemente a la cadena D;;

3. La malla de D; es %

Por el Teorema 2.2.1, tenemos que P es indescomponible. Sean x y vy
puntos que pertenecen a diferentes composantes de P. Afirmamos que, para
cada entero j, hay un entero k& > j tal que la subcadena de D que va,
digamos, de z a y tiene un eslabon que intersecta al primer eslabén de D; y
tiene un eslabén que intersecta al tltimo eslabén de D;. Para ver que esto es
cierto sea j un entero. Tenemos que, para cada i, si D;(z, y) una subcadena de
D; que va de x a y entonces, el conjunto limite de la sucesion {D; (z,y)}72,;,4
es un continuo que contiene a x y a y y, como x y y pertenecen a diferentes
composantes de P, este continuo debe ser P. Por lo tanto, hay un entero
k > j tal que Dy(z,y) intersecta a los eslabones finales de D;.

Usando el Teorema 1.5.16, encontramos que hay un entero A y una cadena
&1 de x a y tales que & es una consolidacion de Dy, y la malla de &; es 1.
Sea j > h tal que la malla de D; sea % Por el Teorema 1.5.12, D; se tuerce
en &;. De la definicién de la sucesién de las cadenas D;, se sigue que hay un
entero k tal que, la cerradura de la unién de cada par de eslabones que se
intersectan de Dy, es un subconjunto de un eslabén de D;. Por el Teorema
1.5.16, hay una cadena & de = a y tal que & es una consolidacién de Dy y
&, estd contenida en D;. Por el Teorema 1.5.13, & se tuerce en &;.

Continuando este proceso obtenemos una sucesion {&;}:2, de cadenas de
xr a y tal que, para cada entero ¢ se cumple:

1. &1 se tuerce en &;
2. La cadena &;,, refina fuertemente a la cadena &;
3. La malla de &; es %;

4. & es una consolidacién de alguna D;.

Supongamos que p; y pp son dos puntos de P. Sea ¢, (n € {1,2}) un
punto que pertenece a una composante de P que no contiene a p,,. Por lo que
acabamos de mostrar, se tiene que hay una sucesién de cadenas {J,;}2, de
Pn a @, tales que, para cada entero positivo ¢ se cumple:
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1. Vn,it1 se tuerce en YV, ;;
2. La cadena ), ;41 refina fuertemente a la cadena ), ;;
3. La malla de ), ; es %;

4. Y, es una consolidaciéon de alguna D;.

Entonces, por el Teorema 2.2.3, hay un homeomorfismo de P en P que
manda p; en py. Por lo tanto, P es homogéneo.

O

2.3. Caracterizaciones del pseudoarco

En esta seccién se daran tres caracterizaciones del pseudoarco, en algunos
casos usaremos la primera de ellas (Teorema 2.3.1) como definicién del pseu-
doarco.

2.3.1 Teorema. Un pseudoarco es un continuo encadenable, no degenerado,
hereditariamente indescomponible.

Por construccion tenemos que el pseudoarco P es encadenable, es no
degenerado y por el Teorema 2.2.1 tenemos que P es hereditariamente in-
descomponible. Lo que hay que ver ahora es que si tenemos dos continuos
encadenables, no degenerados y hereditariamente indescomponibles entonces
son homeomorfos. Esto es lo que asegura el Teorema 2.3.2.

2.3.2 Teorema. Dos continuos no degenerados, hereditariamente indescom-
ponibles M y M' son homeomorfos si cada uno puede ser encadenado. De
hecho, si p y q son puntos de diferentes composantes de M, y p' vy ¢ son
puntos de diferentes composantes de M', entonces hay un homeomorfismo de
M en M’ que manda p enp' y q en ¢.

Demostracion. Como el continuo M es encadenable, hay una sucesion
{C;}2, tal que C; es una %—cadena que cubre a M, cada eslabén de C; in-
tersecta a M,y C;y1 es un refinamiento de C;.

Primero probaremos que hay un entero nsy suficientemente grande tal
que C,, se tuerce en C; = {C(1)1,C(1)2,...,C (1), }, donde C(1); es el i-
ésimo eslabén de la cadena C;. Si esto no fuera cierto, deberian de existir
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elementos C(1), y C(1)x de C; tales que k — h > 2y, para cualquier entero
m, Cp, = {C(m)1,C(m)a, ..., C(m),,, } deberia de tener dos eslabones C(m); y
C(m)jen C(1),y C(1)y, respectlvamente tales que si C'(m), estd en C'(1)g_;
y estd entre C'(m); y C(m);, entonces ningin eslabén de C,, estd en C'(1)541
que esté entre C'(m), y C(m);. Sin pérdida de generalidad, supongamos que
i <r <j.Sea W, = (Cpn(i,r))*, es decir, W, es la unién de los eslabones
C(m); y C(m), y los eslabones de C,,, que estén entre ellos, donde suponemos
que ningin eslabén de C,, en C(1),_y estd entre C(m); y C(m),. Sea V,, =
(Cpn(r,7))*, es decir, V,, es la unién de los eslabones C'(m), y C(m); y los
eslabones de C,, que estan entre ellos.

Sea {a;}2, una sucesién creciente de nimeros enteros tal que las suce-
siones {W,, }2, v {V4, }32, converjan. Ahora, el conjunto W = lim; .., W, es
un continuo que intersecta a cl(C(1),) y no intersecta a cl(C(1),). También
el conjunto V' = lim; ., V,, es un continuo que intersecta a cl(C(1);) y no
intersecta a cl(C(1)). Por lo que si suponemos que no existe el entero ny tal
que, C,, se tuerce en C;, obtenemos una contradicciéon a que M es heredita-
riamente indescomponible, ya que el continuo VU W es descomponible.

Entonces, hay una subsucesién {C,, }5°, de {C;}5°, tal que C,,,, se tuerce
en Cy,.

Sean p y q puntos que pertenecen a diferentes composantes de M. En-
tonces, para cada entero j, hay un entero k tal que la subcadena de C,, de
p a q tiene un eslabén que intersecta al primer eslabén de C,,; y un eslabon
que intersecta al tltimo eslabén de C,,. Para ver que esto es asi, tomemos
un entero j. Sea W; la unién de los eslabones de la subcadena de C,,, de p a
q. Como el conjunto limite de la sucesion {W;}°, es un continuo en M que
contiene a p y a ¢, entonces este conjunto limite es M. Entonces, algin W,
con k > j intersecta al primer y al dltimo eslabones de C,; y la subcadena
de C,, correspondiente a W, tiene eslabones que intersectan al primer y al
tultimo eslabones de C,;.

Se sigue del Teorema 1.5.16 que hay una cadena &; tal que el primer
eslabon de &; contiene a p, el dltimo eslabén de &; contiene a ¢, &; es una
consolidacion de C,;, cada eslabén de &; esta en la unién de dos eslabones
adyacentes de Cy,; y, por lo tanto, cada eslabon de &; es de diametro menor
que % Entonces, no hay perdida de generalidad en suponer que cada cadena
en la sucesién {C;}°, es una cadena de p a q.

Por lo tanto, hay una sucesién de cadenas {D;}°; de p a ¢ tal que, para
cada entero ¢ se cumple:

MNi41
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1. D;11 se tuerce en D;;
2. La cadena D,y refina fuertemente a la cadena D; (Lema 12.8 de [15]);

3. La malla de D; es %;

4. M = m Dy, donde D} es la unién de los elementos de D;.

=1

De la misma forma encontramos que si p’ y ¢’ son puntos de diferentes
composantes de M’, hay una sucesién {D}}°, de cadenas de p" a ¢’ tales que,
para cada ¢ se cumple:

1. D';44 se tuerce en D';;
2. La cadena D’; refina fuertemente a la cadena D’; (Lema 12.8 de [15]);

3. La malla de D’; es %;

4. M' = ﬂ D'?, donde D' es la unién de los elementos de D;.

i=1

Ahora, el Teorema 2.2.3 nos asegura que hay un homeomorfismo que
manda M en M’ penp yqenq.
O

La segunda caracterizaciéon que daremos del pseudoarco esta en el Teo-
rema 2.3.10 pero, para su demostracion, necesitamos algunas definiciones y
algunos resultados previos.

2.3.3 Definicién. Sean M un continuo y A C M. Se dice que M es irre-
ducible con respecto a A si ningun subcontinuo propio de M contiene a A.
Si existen dos puntos p y q en M tales que M es irreducible con respecto a
A = {p, q}, entonces se dice que M es irreducible.

2.3.4 Definicién. Sea M un continuo y E un subconjunto de M. La frontera
de E se define como Fr(E) =cl(E)Ncl(M — E).

Para una prueba de este teorema ver Teorema 5.6 de [14].
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2.3.5 Teorema. Sean M un continuo y E un subconjunto propio y no vacio
de M. Si K es una componente de E, entonces cl(K) N Fr(E) # 0.

2.3.6 Teorema. Para cada subconjunto propio, R, de un continuo M, hay
un punto p de M — R tal que la union de todos los continuos que estdn
contenidos en M — {p} e intersectan a R es densa en M.

Demostraciéon. Sean M un continuo y R un subconjunto propio de M. Sea
N un subcontinuo de M tal que N es irreducible con respecto a R. Primero
supongamos que M = N, es decir, supongamos que M es irreducible con
respecto a R. Sea p € M — R. Supongamos que el teorema es falso, es
decir, supongamos que M contiene un subconjunto abierto S # () tal que
SN H =, para todo subcontinuo H tal que HNR # (0 y p ¢ H. Como
M es regular, existe un subconjunto abierto E de M tal que cl(E) C S.
Entonces cl(E) N H = () para todo continuo H talque HNR# 0y p ¢ H.
Es decir, M contiene un subconjunto abierto F tal que cada subcontinuo de
M que intersecte a R y a cl(E) al mismo tiempo contiene a p. Entonces cada
componente de M — E que contiene un punto de R también contiene a p,
de donde tenemos que, la componente de M — E que contiene a p, es un
continuo propio de M que contiene a R, pero esto no puede ser ya que M es
irreducible con respecto a R.

Ahora consideremos el caso en que M # N. Como M es métrico y com-
pacto, entonces es 2° numerable y, por lo tanto, todos sus subespacios lo son.
Sea {U;}3°, una base numerable de M — N.

Construiremos ahora una sucesién {N;}°, de subcontinuos propios de M
tales que N;,; contenga un subconjunto abierto que, a su vez, contenga a
N; UU;. Si un subconjunto abierto de un subcontinuo propio de M contiene
a N UUj, sea Ny este subcontinuo, Ny = N en otro caso. Si un subconjunto
abierto de un subcontinuo propio de M contiene a No U Us,, sea N3 este
subcontinuo, N3 = N en otro caso. De forma similar obtenemos Ny, Ns,...
Notemos que si W; es un abierto de N;;; que contiene a N; U U;, como se
cumple que W; C W; si i < j, entonces (M — W;) C (M — W;). Entonces
{M —W,;}2, es una sucesién de cerrados con la propiedad de la interseccién
finita y, asi, (o, (M — W;) # 0. Es decir, existe, por lo menos, un punto
en M — |J;Z, N;. De esta forma, si |J;o; N; es densa en M, un punto de
M —J;2, N; es el punto requerido.

Supongamos que | J;°, N; no es densa en M. Entonces, existe un entero
positivo k tal que J;2, N; = Ule N;. Ya que, de lo contrario, ;= N; seria
densa en M. En efecto, si £ es un subconjunto abierto no vacio de M — N,
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entonces U; C I para alguna j y existe un continuo N, tal que U; UN; C
Nji1. Se sigue de aqui que ([J;o; N;) N E # 0. Sea H = Ule N;. Notemos
que H es conexo, pues es unién de continuos con interseccién no vacia, y H
no pertence a ninguin subconjunto abierto de ningiin subcontinuo propio de
M.

Sean F; la componente de M — U; que contiene a H y F; = cl(M — E;).
Como E;N F; tiene interior vacio, el Teorema de Baire nos asegura que existe
pe M —H tal que p ¢ U2, (E; N F).

Veremos ahora que F; U H es conexo. Supongamos que F; UH = X UY,
con X y Y cerrados en F; U H (que como F; U H es cerrado en M, entonces
X y Y son cerrados en M), no vacios tales que X NY = () y supongamos
que H C X.

Notamos que H C (M —Y) y, ademéds, M —Y C X U E;. Ya que, si
r€M-—-Yyx e F,UH,entoncesz € X,osix € M —-Y yx ¢ F,UH
entonces x € E;.

Como HC M—-Y C XUFE; C M, bastara ver que X U E; es un subcon-
tinuo propio de M y asi, H esta contenido en un subconjunto abierto, M —Y,
de un subcontinuo propio de M, X U E;, lo cual contradice el hecho de que
H no esté contenido en ningin subconjunto abierto de ningin subcontinuo
propio de M.

Veamos que X U E; es cerrado ya que X y E; son cerrados. Para ver
que X U E; es conexo notemos que X = H|JU,e/Cy, donde C, es una
componente de F; y Y = Uge;C3, donde Cp es una componente de F;. Por
el Teorema 2.3.5 tenemos que C, Ncl(M — F;) # 0, pero C, Nel(M — F;) =
ConNc(M—c(M—E;)) = Cyncl(int(M — (M — E;))) = CoNcl(int(E;)) C
C.Ncl(E;) = C,NE;. Esto quiere decir que C,NE; # () para cada componente
C, de F; que esta en X y, como E; es cerrado y conexo, entonces X U F; es
conexo.

Ahora, para ver que X UFE; es propio, sea y € Y y supongamos que y € F;.
Como y € Fj;, tenemos que y € E; N F; C Fr(U;), ya que si y € E; N F;,
y € Fr(E;) y como y € Fr(E;), entonces para todo abierto V' de M tal que
y € V se tiene que existen dos puntos y;,y2 € V tales que y; € VN E; y
y2 € VN (M — E;), pero esto dltimo implica que y; ¢ U; y yo € U;, es decir,
y € Fr(U;). Como Y es abierto en F;UH, entonces Y = WN(F,UH), con W
un abierto en M. Para este abierto W, como Y ¢ H y F;NW # (), entonces
existe wy € (W NU;) N F;. Entonces wy ¢ E;, perow; € Wy w, € F;UH y
como Y =W N (F;UH), entonces wy € Y, es decir, w; ¢ X y asi X U E; es
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propio.

De lo anterior tenemos que F; U H es un subcontinuo de M. Definamos G;
como el continuo E; o el continuo F; U H que no contiene a p. Ahora, | J;°, G;
es densa en M. Ya que si U es un abierto de M, primero supongamos que
U C N, entonces U C E;, lo que implica que U N F; =0 y, como p ¢ U, ya
que p € M — N, entonces tenemos que, en este caso, G; = FE;NU # (. Ahora,
si UNN # () pero U no es un subconjunto de N entonces sea w € U — N. De
esta forma existe un nimero natural i tal que w € U; C ¢l(U;) C (U — N).
Como E; N F; C Fr(U;), entonces E; NU # Oy F;NU # ). Por tltimo, si
U N H = (), entonces existe una nimero i tal que U; C cl(U;) C U y, como
ENE, CFrU;), EENU#0y F;NU # 0. Por lo que |J;2, G; es densa en
Myp ¢ Ufil Gi.

O

2.3.7 Teorema. Si D es una cadena que cubre a un continuo M y p es un
punto de M tal que cada subcontinuo M' no degenerado de M que contiene
a p es irreducible de p a algin otro punto de M’, entonces hay una cadena
E ={E\, Ey,....E,} que cubre a M tal que £ es un refinamiento de D y
Ey — cl(Es) contiene a p.

Demostraciéon. Supongamos que el teorema es falso. Hay que ver entonces
que hay un subcontinuo M’ en M que contiene a p tal que M’ es irreducible
de p a algin otro punto de M’ pero el teorema es falso para esta cadena
dada D. Por conveniencia supongamos que M = M’ pero como queremos
que cualquier subcontinuo propio de M si cumpla la conclusion del teorema
consideremos la siguiente familia § = {M’' C M | p € M', M’ no satisface
el teorema} y ordenemos a § por inclusion. Sea € = {M}};c; tal que €
estd totalmente ordenada. Hay que ver que € esta acotada inferiormente vy,
asi, podemos utilizar el Lema de Zorn para ver que hay un elemento minimal.
Afirmamos que () ies M ]’ es una cota inferior de € y que esta en §.

1. Notemos que ﬂje 7 MJ’ es un subcontinuo ya que € estd totalmente

ordenada (interseccién de continuos anidados, Corolario 6.1.9 de [7]).

2. Como p € M; para todo j € J, entonces p € ﬂje, M.

3. Vemos que [ e MJ’ no satisface la conclusién del teorema. Suponga-
mos que | ies M  sf satisface el teorema. Sea K un subconjunto nume-
rable de .J tal que M; converge a (), M; con k € K. Como estamos
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suponiendo que [ e M * sf satisface la conclusion del teorema, entonces
existe una cadena & = {Ey, By, ..., B} tal que (., M; C U, E,
donde E} = E; N ((;c; M) y Ej es abierto en M. Entonces existe ko
tal que jes Mj C My, C Ul_, E;, lo cual es una contradiccién ya que
M;, no satisfacfa la conclusién del teorema. Por lo tanto, (;c; M] no
satisface la conclusion del teorema.

Entonces, aplicando el Lema de Zorn (Lema 1.1.1), a la familia § vemos
que existe un elemento minimal en §. Es decir, existe un elemento minimal
My tal que My no satisface la conclusion del teorema. Podemos suponer,
entonces, que M = M, y supongamos que M intersecta a cada elemento de D.
Entonces, como la composante de p es un conjunto denso en M, M contiene
un subcontinuo propio M” que intersecta a cada eslabén de D. Como M” es
un subcontinuo propio de M, entonces existe una cadena F = {F}, Fy, ..., F; }
que cubre a M” tal que F es un refinamiento de Dy p € Fy —cl(F3) y ninguna
cadena con menos eslabones tiene estas propiedades.

Figura 2.2: Dibujo Teorema 2.3.7

Entonces el dltimo eslabén de F intersecta a M” N (Dy; U D,,), pues de
otro modo, alguna cadena con menos elementos que F (con las propiedades
requeridas) cubrirfa a M"”. Supongamos que (M” N F;) N Dy # 0y N es un
conjunto abierto tal que NN M" #£ 0y cl(N) C (D, N F}) — {p}.

Como p satisface la condicion de que cada subcontinuo M’ que lo contiene
es irreducible de p a algin otro punto de M’, la componente de M — N
que contiene a p es un subconjunto de M"” y estd cubierto por F. Entonces
existen dos conjuntos separados H y K talesque M —N=HUK,pe Hy
HCU, B
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Como M es normal entonces existen conjuntos abiertos ajenos Oy y Ok
tales que H C Oy K COk. Sea £ ={0Og N F1,0g N Fy,...,0g N (Fj—1 —
cl(N)), (D1—cl(Op))UN,OxNDy, OxNDs, ..., OxND,, }. Entonces, la cadena
& cubre a M, es un refinamiento de la cadena Dy p € (OyNFy)—(OgNFy)),
lo cual es una contradiccion. La contradiccion viene de suponer que el teore-
ma es falso para M.

O

2.3.8 Teorema. Sean M un continuo y p € M, entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1. Cada subcontinuo no degenerado, H, de M que contiene a p es irre-
ducible de p a algin otro punto de H.

2. Si dos subcontinuos de M contienen a p, entonces uno estd contenido
en el otro.

Demostracion. Primero veamos que la condicién 1 implica la condiciéon
2. Supongamos que H y K son dos subcontinuos de M tales que ninguno
contiene al otro y que p € H N K. Entonces existe algin punto ¢ € H U K
tal que H U K no es irreducible de p a ¢, lo cual es una contradiccién. Por lo
tanto, se satisface la condicién 2.

Ahora veamos que la condicién 2 implica la condicién 1. Sea M’ un sub-
continuo de M tal que p € M’. Por el Teorema 2.3.6 hay un punto ¢ de
M’ — {p} tal que la unién de todos los continuos en M’ — {q} que contienen
a p es densa en M’. Ahora, como estamos suponiendo que se satisface 2, M’
es irreducible de p a ¢, ya que si H fuera un subcontinuo propio de M’ que
contiene a {p, ¢} deberia de existir un continuo K en M — {q} tal que p € K
pero no es un subcontinuo de H. Pero ni H ni K contienen uno al otro.

O

2.3.9 Teorema. Sean M un continuo encadenable y p € M. Entonces, p es
un punto final de M si y solo si p satisface las condiciones 1 6 2 del Teorema
2.3.8.

Demostraciéon. Primero supongamos que p es un punto final de M. Supon-
gamos que para cada € > 0, existe una e-cadena D = {Dy, Dy, ..., D,,} tal
que p € D1 — Dy y supongamos que H y K son subcontinuos de M tales que
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p € HN K y cada uno contiene un punto que esta a distancia € del otro. Es
decir, existen h € H tal que d(h, K) =€y k € K tal que d(k, H) = e.

Sea Dj el dltimo elemento de D que contiene un punto de H U K. Si D;
contiene un punto de K, entonces cada elemento Dy, Ds,...,D; contiene un
punto de K. De aqui que ningin punto de H esta mas lejos que € de K. Pero
esto no puede ser porque estamos suponiendo que existe h € H que dista e
de K. Andlogamente se obtiene una contradiccién si D; contiene un punto
de H.

Ahora supongamos que p satisface alguna de las condiciones del Teorema
2.3.8, que, por el mismo Teorema 2.3.8, tenemos que se satisface la condicién
1. Sea ¢ > 0. El Teorema 2.3.7 nos asegura que existe una e-cadena C que

cubre a M tal que s6lamente el primer eslabon de C contiene a p.
O

2.3.10 Teorema. Cada continuo M homogéneo, no degenerado y encadena-
ble es homeomorfo a un pseudoarco.

Demostraciéon. Primero probaremos que M tiene un punto final p. Para
cada entero n, sea ¢, un punto de M tal que la %—cadena D" cubra a M y un
eslabén final de D™ contenga a ¢,. Alguna subsucesién de {g,}°2; converge
a un punto ¢. Entonces, el punto ¢ de M tiene la propiedad de que para cada
vecindad N de ¢ y cada € > 0, hay una e-cadena que cubre a M y uno de sus
eslabones finales intersecta a M y esta en N. Como M es homogéneo y cada
homeomorfismo de M sobre si mismo es uniformemente continuo, se sigue
que cada punto de M tiene la propiedad de gq.

Sea D; un eslabon final de una 1-cadena que cubre a M tal que D,
contiene a un punto p; de M. Como p; tiene la propiedad de ¢, hay un
eslabon final D, de una %—cadena que cubre a M tal que D; contiene a
cl(Ds) y Dy contiene a un punto py de M. También hay un eslabén final Dj
de una 3-cadena que cubre a M tal que D, contiene a cl(D3) y Ds contiene
un punto p3 de M. De forma similar obtenemos Dy, Ds,... Entonces el punto
p, donde {p} = ﬂj’;l Dj, es un punto final de M, ya que para toda € > 0,
hay una e-cadena que cubre a M y tiene a p en un eslabdn final.

Ahora, probaremos que el continuo M es hereditariamente indescom-
ponible y asi, por el Teorema 2.3.1, tendremos que M es un pseudoarco.
Supongamos que M no es hereditariamente indescomponible. Es decir, su-
pongamos que un subcontinuo H de M es tal que H = H' U H”, con H' y
H" subcontinuos propios de H. Sea p € H' N H”. Como M es homogéneo,
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entonces p es un punto final de M, pero por el Teorema 2.3.9 tenemos que
H' C H" o H" C H', pero esto no es posible ya que H' y H” son subconti-
nuos propios de H. Entonces M es hereditariamente indescomponible y, por
lo tanto, M es un pseudoarco.

O

Por ltimo, la tercera caracterizacion que daremos del pseudoarco esta en
el Teorema 2.3.11. Esta estd relacionada con los puntos finales del pseudoarco.

2.3.11 Teorema. Sea P un continuo no degenerado y encadenable. Entonces
P es un pseudoarco si y solo si cada punto de P es un punto final de P.

Demostraciéon. Primero supongamos que P es un pseudoarco. Entonces, por
el Teorema 2.3.1, P es un continuo encadenable, no degenerado y heredita-
riamente indescomponible. Por lo que, por el Teorema 2.3.2, tenemos que si
py q son puntos en diferentes composantes de P, entonces p y ¢ son puntos
finales opuestos de P.

Ahora supongamos que cada punto de P es un punto final de P. Hay que
verificar que P es hereditariamente indescomponible. Supongamos que P no
es hereditariamente indescomponible. Entonces existen subcontinuos H y K
tales que P = H U K y ninguno esta contenido en el otro, pero esto implica
que ningin punto de H N K es un punto final de P. Lo cual es una con-
tradiccion. Por lo tanto, P es hereditariamente indescomponible y asi, por el
Teorema 2.3.1, P es un pseudoarco.

O
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Capitulo 3

El circulo de pseudoarcos

Primero veremos la construccion del circulo de pseudoarcos. Después,
probaremos algunos teoremas que nos servirdn para ver que el circulo de
pseudoarcos es homogéneo.

3.1. Construccién del circulo de pseudoarcos

Primero damos algunas definiciones.

3.1.1 Definicién. Una cadena circular es una cadena D = {Dy, Da, ..., Dn}
en la cual dos eslabones D; y D; son adyacentes siy sélo si|i—j <1 o0s:

i,j € {1,n}.

3.1.2 Definicién. Se dice que un continuo G es un arco de continuos, G =
UG donde G = {G: | 0 < t < 1}, si existe una funcidn continua, abierta y
suprayectiva f : G — (0, 1] tal que:

1. (G/ ~) es homeomorfo a [0,1], donde G/ ~ es el espacio cociente de
la relacion X ~Y siy sélo si f(X) = f(Y).

2. f~1(t) = G; es un continuo para toda t en [0, 1].

Los continuos Go y Gy se llaman elementos finales de la coleccion G =
{G, |0 < t < 1}. Usamos G(a,b) para denotar la unién de los continuos en
la coleccién {G¢ | a <t < b}. SiG = J{G: | 0 <t < 1} es encadenable,
entonces se dice que el arco de continuos G es encadenable.
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De la definicién de un arco de continuos G = | J{G; | 0 <t < 1} tenemos
que G = {G; | 0 <t < 1} es una descomposicién continua de continuos que
llena a G tal que el correspondiente espacio cociente es un arco.

El circulo de pseudoarcos requiere una construccién preliminar. Sean W,
y Wa circulos en el plano con centro en (0,0) y radios 1 y 2, respectivamente.
Definiremos una coleccién {G; | —7 < t < 7} de arcos mutuamente ajenos
tales que cada G, es un segmento de linea recta que es irreducible de W, a
Wa, o que es la unién de dos segmentos de linea recta irreducibles de W; a
W, cuya interseccién es un punto final comin. Queremos que G = G_r y
que e[~ Gt s€2 un continuo tipo circulo.

Gu/z

Figura 3.1: Continuo circular de conjuntos V

Sea G_r la unién del segmento de recta (dado en coordenadas polares)
de (1, —7) a (2, —m — {5) con el segmento de recta de (1, —7) a (2,—7+{5) ¥
hacemos G_r = Gx. Sea Gy la unién del segmento de recta de (1,0) a (2, {5
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con el segmento de recta de (1,0) a (2,—75). Sea Gz la unién del segmento de
recta de (2,%) a (1, 5+ 5) con el segmento de rectade (2, 5) a (1,5 — 75)- Sea
G-z la unién del segmento de recta de (2,-%) a(1,—% +{5) con el segmento
de recta de (2,—%) a (1,—5 — 73)- A los elementos Go, Gz,G-z5,Gx,G_x se
les llaman conjuntos V.

Ahora, sea U! el conjunto de los puntos del anillo, W; W2, que se forma
entre los circulos W; y Wa pero que no estdn en ninguno de los conjuntos
V construidos hasta el momento. Notemos que hay cuatro componentes U7,
Us, U3 y U} de U' que intersectan tanto a W) como a Wj. Sin pérdida
de generalidad, podemos suponer que las componentes estdn numeradas en
sentido contrario a las manecillas del reloj, empezando en el cuadrante IIL
En cada una de estas componentes hay que definir dos conjuntos V. Sea T} =
U 11 N W;. Entonces un punto final de Tij es un vértice de un conjunto V y un

punto final de Tij es un punto final de un conjunto V. Tomamos los puntos que
dividen al arco T? en cuatro partes iguales y, asi, construimos dos conjuntos
V de forma tal que se vaya alternando la orientacién de éstos. Hacemos lo
mismo en todas las componentes U}. Entonces hemos construimos otro ocho
conjuntos V.

Sea U? el conjunto de los puntos del anillo W; W, que no estdn en ninguno
de los conjuntos V construidos hasta el momento. Hay doce componentes U7,
U2,..., UZ, de U? que intersectan tanto a Wy como a Ws. En cada una de estas
componentes hay que definir dos conjuntos V de la misma forma en que las
construimos para el caso de U'. Observemos que ni en W; ni en Wa, ningtin
vértice de un conjunto V es adyacente a un vértice de otro conjunto V y
ningdn punto final de un conjunto V es adyacente a un punto final de otro
conjunto V. Ahora hay que repetir el proceso una cantidad numerable de
veces.

Sea G la unién de todos los conjuntos V, junto con cada segmento de
linea recta que es el limite de una sucesién convergente de conjuntos V pero
que no es un subconjunto de un conjunto V.

Hay que dar una numeracién apropiada a los subindices t en la coleccién
G = {G; | =7 < t < 7}. Para esto hagamos lo siguiente: nos fijamos en el
intervalo [—, 7). Los primeros cuatro elementos que tomamos son —m, —7,
0, 5 y =, aunque este tltimo estd identificado con — vy, asi, los primeros
cuatro elementos que construimos son: G_x = gx, G_%, Goy G;‘;.

Ahora, en la regién U}, donde construimos dos conjuntos V, estos con-
juntos V serdn numerados como G_STR y G_ 2, siguiendo el sentido contrario
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de las manecillas del reloj. En la regién U}, donde también construimos dos
conjuntos V que son G_z y G_z. En la regién U3}, estos conjuntos V son G=
y Gz. Por dltimo, en la regién U}, los conjuntos V son G2T1r y G’s._gl (ver figura
3.1).

/-f\—v-*-v-*—v-*‘\

o+

3

ol
O~|-‘-l -+
oA =+
wid
NIRRT+

-2n
3

o
N

Figura 3.2: La numeracién que daremos a los G;

Repetimos el mismo proceso de numeracién para las regiones UZ, UZ,...,
U, y lo mismo para las regiones U, U3,..., Ug;, y asi sucesivamente, hasta
obtener la numeracién que queremos para los conjuntos V de la coleccién
G = {G: | - < t < w}. Nos falta numerar los segmentos de recta que
van de W; a W, que son limite de sucesiones de conjuntos V y que no son
subconjuntos de ningin conjunto V ya numerado. Para esto, hagamos lo
siguiente; sea L,, el limite de alguna sucesién de conjuntos V de G = {G; |
—m < t < w}. Entonces como los conjuntos V ya estdn numerados, nos
fijamos en la sucesién de indices. Esta sucesién de indices converge a un
nimero z € |-, «]. Entonces hacemos G, = L.

El continuo G = [ J{G; | =7 < t < =}, asi construido, es un continuo que
se puede encadenar circularmente. Es decir, para cualquier € > 0, existe una
e-cadena circular que cubre a G. Resulta que G no es un continuo homogéneo.

Ahora, para construir el circulo de pseudoarcos, nos fijamos en el conjunto
de los puntos extremos y vértices de los conjuntos V de la coleccién anterior
G. Como la familia de los conjuntos V es numerable, podemos suponer que
estan numerados como Vi, V3, V3, .... Sean a; y ¢; los extremos de V; y b; el
vértice de V;. Supongamos que b; € W si i es impar y que b; € W, si i es par.
Observemos que existe una sucesién de cadenas circulares Dy, D5, Dj, ..., en
el plano, que cumplen con lo siguiente:

1. Para toda %, la cadena D;,; refina fuertemente a la cadena D;.

2. Cada elemento de D; intersecta el anillo W;W, y, para toda 4, ningtin
par de eslabones adyacentes de D; intersecta a W; y a W, al mismo
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tiempo.
3. La malla de D; es §; y la sucesién {d;}2, converge a cero.

4. Los subindices de los elementos de D; que intersectan W; preservan
el orden contrario de las manecillas del reloj y los subindices de los
elementos de D; que intersectan W, preservan el orden contrario de las
manecillas del reloj.

Figura 3.3: Circulo de pseudoarcos

5. Si a;, ¢; son extremos y b; vértice de V;, hay un nimero natural m(3)
tal que:
= la subcadena de Dy, irreducible de a; a ¢;, contiene a b;
= la subcadena de Dy(iy+1, irreducible de a; a b;, contiene a c;;
s la subcadena de Dp(i)42, irreducible de b; a ¢;, contiene a a;;
= la subcadena de D,,;)43, irreducible de a; a c;, contiene a b;.

6. (WaUW2) N2, D = (U2, {ai, bi,ci}), donde D} es la unidn de los
eslabones de D;.
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7. Para cada i, D; es la unién de varias subcadenas Ta, Tz, -, Tingi) tales
que:

* * * 1 .
» {73}, T3, Ty} es una cadena circular;

= para cada j, con 1 < j < n(i), T;; es irreducible de W; a W5 o,
para alguna k, 7T;; es irreducible con respecto a {ax, b, ck }-

8. Si h < i, cada elemento de {’1:;};@ es un subconjunto de dos elementos
que se intersectan de {7, Z(:hl)

9. Si h < iy T;; es un refinamiento de 7y U7, entonces T;; se tuerce con
respecto a Tpx U Tny, donde I = (k + 1) (méd(n(h))).

3.1.3 Definicién. Definimos el circulo de pseudoarcos como C = ()2, D},
donde D} es la unidn de los eslabones de D;.

3.2. El circulo de pseudoarcos

En esta seccién veremos algunos de los teoremas que necesitaremos para,
finalmente, probar que el circulo de pseudoarcos es un continuo homogéneo
plano.

3.2.1 Definicién. Se dice que un continuo M es unicoherente si cada vez
que M = AU B, con A y B subcontinuos propios de M, entonces AN B es
conezo.

3.2.2 Teorema. Cada continuo encadenable es unicoherente.

Demostracién. Supongamos que un continuo encadenable M se puede ver
como la unién de dos subcontinuos propios M = M; U M,. Sean p,q €
M; N M,. Hay que ver que p y ¢ estdn en la misma componente de M; N
M,. Como M es encadenable, sea D = {Ds, Ds,..., Dy} una e-cadena que
cubre a M tal que p € D; y ¢ € D; y podemos suponer que i < j. Como
M, y M, son conexos y {p,q} € M; N Ma, entonces M; y M> intersectan
a los eslabones D;, Diy1, ..., D;. Entonces hay una sucesién de puntos p =
PiPit1, -, Pi—1,P; = ¢ donde p, € (D, N M;). Como D es una e-cadena,
entonces d(p,, Ma) < € y d(p;,pr41) < 2¢, ya que p, € D, didmD; < ey
D, N M, #0.
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Figura 3.4: Cada continuo encadenable es unicoherente

Como M es encadenable, para todo nimero natural k, M se puede cubrir
con una %-cadena. Entonces hay una sucesién Ry, Rs, ... tal que Ri es un
ndmero finito de puntos, p = p§,p, ..., Pl _1» Plxy = 9, tales que ke M,
d(D¥, Mz) < ¢y d(p7,Phys) < §-

Alguna subsucesién de Ry, Ro,... converge a un conjunto L. Pero L es
conexo (Lema 4.16 de [14]), contiene a {p,q} y pertenece a M; N Mz. Como
p y ¢ son arbitrarios tenemos que M; N M; es conexo. Por lo tanto, M es
unicoherente.

O

3.2.3 Teorema. Supongamos que G es un arco encadenable de continuos,
G=U{G:|0<t<1},y0<a<b<c<d<1. Hay un nimero positivo
€ tal que si D es cualquier e-cadena que cubre G, entonces cualquier eslabdn
de D que intersecta a G(b,c) estd entre algin eslabon de D que inltersecta a
G(0,a) y algun eslabdn que intersecta a G(d,1).

Demostracién. Sea ¢ > 0 y menor que

d(G(0,b),G(c, 1))
7 :

Sean D una e-cadena que cubre a G y D;, D; y Dy elementos de D que
intersectan a G(0,a), G(b,c) y G(d, 1), respectivamente, donde ¢ < k. Hay
que probar que i < j < k.

Como G(0,b) y G(c, 1) son conexos, entonces hay subcadenas D' y D" de
D que contienen a D; y Dy y cubren a G(0,b) y G(c, 1), respectivamente,
tales que cada eslabén de T’ intersecta a G(0,b) y cada eslabén de D" in-
tersecta a G(c,1). Como d(G(0,b),G(c,1)) > 2¢, algin eslabén D de D

d(G(0,a),G(b,c)),  d(G(b,¢),G(d,1))
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Figura 3.5: D; estd entre D; y Dy.

est4 entre los eslabones de D’ y los eslabones de D”. Entonces ¢ < t < k.
Si j < i < t, entonces G(b,c) intersecta a D;, ya que G(b,c) es conexo e
intersecta a D, y a D, lo cual es una contradiccién. Ya que G(0,a)ND; # 0
y d(G(0,a),G(b,c)) > ¢, por lo tanto, i < j. Andlogamente, si suponemos
que t < k < j llegamos a una contradiccién y, por lo tanto, j < k.

O

3.2.4 Teorema. Supongamos que G es un arco encadenable de continuos,
G = U{G: | 0 < t < 1}. Entonces para toda € > 0, eziste una e-cadena D
que cubre a G tal que el primer eslabdn de D intersecta a Go y el dltimo
eslabdn intersecta a G;.

Demostracion. Sean € > 0y & > 0 tales que § < § y § < 491, Como
G es encadenable, hay una d-cadena £ = {Ej, Es, ..., E,} que cubre a G.
Supongamos que E; y E; son el primer y dltimo eslabones de la cadena £
que intersectan a Go. Supongamos, ademds, que E, y E; son el primer y
Gltimo eslabones de £ que intersectan a G;. Entonces £(i,7) y &(r,s) son
subcadenas de £ que cubren propiamente a Gy y a G, respectivamente, y
ningiin eslabén de £(%, j) intersecta a ningin eslabén de £(r, s). Supongamos
quei < j<r<s. Seanaybtalesque0<a<b<l,E(, ) cubre a G(0,a)
y &(r,s) cubre a G(b,1). Aplicando el Teorema 3.2.3, existe v > 0 tal que
si F es una 7y-cadena que cubre a G, entonces cualquier eslabén de F que
intersecta a G(a,b) estd entre algiin eslabén de F que intersecta a G(0, §
y un eslabén que intersecta a G(%l, 1). Més atn, si F es una y-cadena que
cubre irreduciblemente a G, entonces F refina a £ y cualquier eslabén de F
que intersecta a G(0, a) estd en un eslabén de (3, j) y cualquier eslabén de
F que intersecta G(b, 1) est4 en un eslabén de £(r, s).

Sea F = {F, F,..., Fn} una 7y-cadena irreducible que cubre a G. Su-
pongamos que F; y F, son eslabones de F que intersectan a Go y a G,
respectivamente, y ningin eslabén de F entre F; y F, intersecta a Go U G1.
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G, Geun

Figura 3.6: El primer eslabén de D intersecta a Go y el dltimo a Gj.

Supongamos que ¢ < u. Sea F(v,w) la subcadena de F (t,u) que es minimal
con respecto a la propiedad de que F, estd en un eslabén extremo de & (2,9)
y F,, est4 en un eslabén extremo de £(r, s). Entonces £(i, j) cubre cada es-
labén de F(1,v), y £(r, s) cubre cada eslabén de F(w,m). Por conveniencia,
supongamos que F, C E; y que F, C E;. Sean A la unién de los elementos
de F(1,v) y B la unién de los elementos de F(w, m). Entonces, la cadena D
que buscamos es: D = {A n E,', AN E,'.H, ceey AN Ej, Fv+1, Fv+2, sony Fw—l, BN
E,, BN E,1,..,BNE,},donde (ANE)NGo# 0y (BNE,)NG1 # 0.
O

3.2.5 Teorema. Supongamos que G es un arco encadenable de continuos,
G =U{G: |0 <t <1}, y quep es un punto de G — (Go U G1). Entonces,
cada vecindad abierta de p que no intersecta Go UG, separa Go de G1 en G.

Demostracién. Supongamos que U es una vecindad abierta de p que no
intersecta a Go U G, y sea € > 0 tal que d(p,G — U) > e

Por el Teorema 3.2.4 hay una e-cadena D = {Dy, Dy, ..., D} que cubre a
G tal que Dy NGy # 0 y que D, NGy # 0. Sea D; € D tal que p € D;. En-
tonces G—U = AUB, donde A = G—(UJU_;D;)y B = G—(UUUj, D;)-
N_otemos que A y B son cerrados ya que U es abierto y, tanto Uj_;D; como
Ui_,Dj, también son abiertos. Entonces A y B son abiertos y cerrados en
G — U ya que son ajenos. Por lo tanto, A y B son cerrados en G y, asi, U
separa a Go de Gj.

O
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Figura 3.7: U separa a Gy de Gj.

3.2.6 Teorema. Supongamos que G es un arco encadenable de continuos
indescomponibles, G = | J{G; | 0 < t < 1} y que £ es una cadena que cubre
a G tal que € cubre propiamente a cada G; en la coleccion G = {Gy | 0 <
t < 1}. Entonces, si U es un abierto tal que UNG # 0, UN (GoUGy) = B
y cl(U) estd en un eslabon de £, entonces G — U puede ser expresado como
la union de dos conjuntos ajenos A y B tales que Go C A, G; C B y, para
cadat € [0, 1], se tiene que ANG; intersecta a todos los eslabones de € o que
B N G, intersecta a todos los eslabones de £.

Demostracién. Sean D, D,, Ds, ... una sucesién decreciente de cadenas que
cubren a G tales que el primer eslabén de cada D; intersecta a Gy y el dltimo
intersecta a G; (Teorema 3.2.4). Sea D; un eslabén de alguna D; tal que
D, C U y diam(D;) < 1. Entonces, por el Teorema 3.2.5, G— D; = A;U B;
tal que AlﬂBl =0, Go Q A] ¥ Gl Q Bl.

Supongamos que el teorema es falso. Es decir, supongamos que existe
a; € (0,1) tal que A; N G,, no intersecta a todos los eslabones de £ y que
B1NG,, tampoco lo hace. Sean 14! = d(Go,N Ay, B1) y 7 = d(Ga,N By, Ay).
Como G,, N A; y B son cerrados y ajenos en G y G,, N B; y A; también
son cerrados y ajenos en G, entonces r%! y 73 son estrictamente positivos.
Sean 7 = min{ rj‘,r"B‘,g}—@%D—‘) }yV ={z € G| dxG,) <r}. Por
construccién, V' es abierto y G,, C V. Ahora, como G es una coleccién
semicontinua superiormente, entonces existe un conjunto abierto W tal que
W es G-saturado y G,, C W C V. Entonces existe b; € (0, 1) (que sin pérdida
de generalidad podemos suponer que a; < by) tal que A; N Gy, no intersecta
a todos los eslabones de £ y que B; N Gy, tampoco lo hace. Entonces, para
cada t € [a1,b1], ni A; NG, ni B; N G; intersecta a todos los eslabones de £.

Sea D> un eslabén de alguna D; tal que Do C Dy, Da N (G(0,a;) U
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G(b1,1)) = 0 y didm(Ds) < % Entonces, por el Teorema 3.2.5, G — D, =
AU B, tal que A,N By =0y A; € G(0,a;) C Az, By CG(by,1) C Bos.

Como estamos suponiendo que el teorema es falso, entonces existen a; y
b, tales que 0 < a; < az < by < b; <1y, para cada t € [az, by}, ni A2 NGy ni
B> N G, intersectan a todos los eslabones de £.

Continuando con este proceso, encontramos una sucesién de abiertos D,
Ds, Ds,..., una sucesién de nimeros a,, as, a3,... y una sucesién de nimeros
by, ba, bs,... tales que Djy1 C Dj, D; tiene didmetro menor que } y €s un
eslabén de alguna D;, a; < ajy1 < bjp1 < bj y G — D; = A; U B; tal que
G(O, aj_l) g AJ‘ y G(bj_l, 1) £ Bj.

Sea ¢ un nimero tal que 0 < a; < a3 < ... < c<...< by < b; < 1. Para
alguna sucesi6n creciente de enteros n(1), n(2), n(3),..., la sucesién A, NG,
An2) N Ge, An(s) N Ge,... converge a un conjunto A, y la sucesién B,y N Ge,
Bn2)NGe, By3)NGe,... converge a un conjunto B.. Ahora, A, es un continuo
ya que A;NG. no es la unién de dos conjuntos cuya distancia es mayor que %
Ademés, A, es un subcontinuo propio de G, ya que ningin A; NG, intersecta
a ninguin eslabén de £ (sin embargo G, si lo hace).

Anédlogamente, B, es un continuo propio de G. y G. = AU B, lo cual
es una contradiccién ya que G, es indescomponible.

O

Antes del siguiente teorema necesitamos definir lo que es una funcién de
cadenas.

3.2.7 Definicién. Una funcién de cadenas H : D — £ de una cadena D
en una cadena € es una funcién que asigna un eslabon de € a cada eslabon
de D tal que las imdgenes de eslabones adyacentes son adyacentes, esto es,
H(D;) y H(Di41) son eslabones adyacentes de .

3.2.8 Teorema. Supongamos que D = {Dy,Ds,...,.D,} y € = {En, E,...,
En} son cadenas y que Hy y Hy son dos funciones de cadenas de D en &
tales que, tanto H, como H,, mandan un eslabén de D en E,,_,. Entonces
para algin eslabén D; de D, el eslabén Hy(D;) de € es adyacente al eslabon
Hy(D;).

Demostracién. Supongamos que H;(D;) precede a Hao(D,) en € = {Ey, Es,
«.yEm}, €s decir, si Hy(D,) = Ex y Ha(D,) = Ei, entonces k < . Si cada
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eslabén Hy(D;) de £ precede al correspondiente eslabén Hy(D;), sea D; el es-
labén de D tal que Hy(D;) = E,,_,. Entonces H,(D;) es adyacente a Hy(D;)
ya que Hy(D;) = E,,_; o Hy(D;) = E,,. Si para algiin eslabén D; de D,
Hy(D;) no precede a Hy(Dj), sea D; el primer eslabén de D tal que H,(D;)
no precede a Ha(D;), entonces H(D;) es adyacente a Hy(D;).

O

3.2.9 Teorema. Supongamos que D = {Dy, Dy, ..., D,} es una cadena que
cubre propiamente al pseudoarco P y que H es una funcién de cadenas de
una cadena X = {Xl,Xz,...,Xm} sobre la cadena D. Entonces hay una
cadena € = {E,, Ey, ..., En} que cubre propiamente a P tal que E; C Dj si
H(X;) = D;. De hecho, si A y B son conjuntos cerrados en PN D, $rPnb,,
respectivamente, H(X;) = Dy y H(X,) = D,, entonces la cadena £ se puede
elegir de manera que AC E, y que B C E;.

Demostracién. Primero supongamos que A C D; — cd(Ds), B C D, -
c(Dn-1), 7 =1, s = m, X, es el dnico elemento de X tal que H(X,) = D,
y que X es el tnico elemento de X tal que BX,) =B,

Sean p; y pe puntos, en distintas composantes de P (Teorema 1.4.9), en
Dy —cl(D3) y Dy — cl(D,-y), respectivamente, y Dy, Ds, Ds,... una sucesién
de cadenas de p; a p, tales que cada D; cubre a P, la malla de cada D; es
%, i+1 se tuerce en D; y D = D;. Entonces, se sigue del Teorema 1.5.18,
que hay una cadena £ = {Ey, E,, ..., E,} de p; a p, tal que € cubre a P,
E; C Dj si H(X;) = Dj (es decir, se pide que la cadena £ siga el mismo
patrén en la cadena D que el patrén que define la funcién H : X — D)y,
para algin entero r, cada eslabén de £ es la unién de eslabones de D, (es
decir, la cadena £ es una consolidacién de alguna cadena Dy).

Ahora que hemos visto que el teorema es cierto para el caso especial hay
que cambiar D, X' y ‘H para obtener 7/, X' y H' para poder aplicar el caso
especial, encontrar la cadena £’ y ajustarla a una cadena £ que ser la cadena
requerida. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que 7 < s.

La cadena D’ se obtiene como sigue: sean Uy, U; y Us subconjuntos
abiertos de Dy, D; N Dy y Ds, respectivamente, tales que PN (D1UD,) C
UoUU1UU, PN(Dy— D2)UA C Uy, PN(Dy— Dy) C Uy, c(Uo)Nel(Us) = 0
y ANc(Uy) = 0. También, sean U,_;, U, y U,41 subconjuntos abier-
tes de D, Doy 0D, v B, respectivamente, tales que P N (D,_; U
D,) C Uped UUp U Upyy, PN (Dy — Dpey) UB C Unyr, PN (Dn-1 —
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D,) C Up-1, d(Up-1) N c(Uny1) = 0y BN (U,) = 0. Entonces sea
:{ 0, Ula U21 D31 Dn—2a Un—laUn, Un+l}-

Figura 3.8: Dibujo Teorema 3.2.9

La cadena X' = {Y'.Y,,Y,1,....,Y2, X1, X2, ..., Ximy Zm—1, .-, 25, Z'} se
obtiene de X aifiadiendo r elementos al principio y m + 1 — s al final. En-
tonces definimos la funcién de cadenas H’' de &’ sobre T’ tal que H'(Y"') = U,
H'(Z') = Upnr, H'(X:) = H'(Y;) = H(Z;) = U; (0 D) si H(X;) =D

Como el caso especial aplica a D', X’ y H', entonces hay una cadena
& = {F,F . F., ... BEE, .. E’ s Fetsns Gae § tal que A € F,
B C G' y un eslab6n E’ de &' estd en un eslabén D de D’ dado que D es la
imagen bajo H' del eslabén de X’ correspondiente a E'.

La cadena € = {Ey, F», ..., E,} que satisface la conclusién del teorema se
obtiene de afiadir ciertos elementos de £’. El eslabén E, es la unién de F', F,
y E]. Mientras que E; es la unién de G', G, E.. En general, E; es la unién
de E], F;, G; (si hay tales F; y G;).

a

3.2.10 Teorema. Supongamos que P es un arco encadenable de pseudoarcos,
P=U{P |0<t <1}, D={Dy,Ds,..,D,} es una cadena que cubre a P
tal que cada eslabon de D intersecta a cada P; de la coleccion P = {F; | 0 <
t < 1} y H es una funcién de cadenas de una cadena Y = {Y1,Ya,...,Yn}
sobre D. Entonces hay una cadena € = {Ey, Es, ..., En} que cubre a P tal
que cada P; intersecta a cada eslabon de € y E; C D; si H(Y;) = D

Demostracion. Primero consideremos el caso cuando H(Y;) = Dy y H(Yn) =
D,,. Sean U4 y Up conjuntos abiertos con cerradura en D; y a D, respecti-
vamente, tales que Uy y Up intersectan a cada elemento de P = {F; | 0 <
i< 1}
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Se sigue del Teorema 3.2.9 que, para cada a, con 0 < a < 1, hay una
cadena £(a) = {E(a)1, E(a)2, ..., E(a)m} que cubre P, tal que c(Us) NP, C
E(a):, d(Ug)N P, C E(a)m y E(a); C D; si HYY;) =D

La semicontinuidad superior de la colecciéon P = {F | 0 < t < 1}
implica que a estd en un subconjunto conexo y abierto, I,, del intervalo
I = [0,1] tal que si z € I,, entonces €(a) cubre Py, cl(Us) NP, C E(a); y
cd(Up) N P; C E(a)m. Una coleccién finita de tales conjuntos I,,, I,,, ..., I,
cubren a I. Sean £(a;), £(az), ..., £(a;) las correspondientes cadenas £(a).

Ahora, hay que formar la cadena & a partir de £(a;), £(az), .., E(as). Se
sigue del Teorema 3.2.5 que P se cubre por conjuntos abiertos Uy, Us, ..., U,
tales que U;NU; = UqUUpsi i # j y, si PN (U; — (UsUUg)) # 0, entonces
z € I,,. Entonces la cadena &, cuyo k—ésimo eslabén es:

Ey = (E(a1)e NUL) U (E(a2)k NU2) N ...N (E(ag)k N U),
es la cadena requerida.

O

En el Corolario 3.2.11 vamos a usar la notacién que usaremos en la de-
mostracién del Teorema 3.2.13.

3.2.11 Corolario. Supongamos que Q(;, 1“{:—1) es un arco encadenable de
w )

pseudoarcos, Q(‘ '+1) ={Q: |z <t< H1 £ es una cadena que cubre
Q(3, 22) tal que cada Q; mtersecta a cada eslabon de € y Hy es una funcién
de cadenas de una cadena D(r,s) sobre €. Entonces hay un nimero posi-
two € tal que si F(t,u) es una e-cadena irreducible que cubre a Q(’ ‘+1 :
entonces hay una funcién de cadenas Rz xu de F (t,u) sobre D(r,s) tal que
para cada eslabon F; de F(t,u), se tiene que F; C (Hy o R_-L)( 3) v, S
{F,, Foa,..., F} es una subcadena de F(t,u) que cubre zrmduczblemente
algin Qq, entonces cada eslabén de D(r,s) es la imagen de tres eslabones
consecutivos de {F,, Fyy1, ..., Fy}.

Demostracién. Se sigue, del Teorema 3.2.10, que hay una cadena C =
{Cy,Cs, ...,Cs—+} (podemos suponer que s > ) tal que C cubre a (Q(1 ﬂ),
cada Qt intersecta a cada eslabén de C y C; C E; si Hy(D;_,41) = Ej. Sea
Ui = f~'(Io), donde f: Q(3, %) — [£,52], a1 € £, ";1] y 5,22 se cubre
por un nimero finito de intervalos I ;. Sean § > 0 un nimero de Lebesgue
para la cubierta { Ex N U;} (Teorema 1.2. 8) y e >0 tal quee < . Si F(t,u)
es una e-cadena irreducible que cubre Q(; ! '“) entonces para toda m, con
v < m < w, existen tres eslabones consecutivos de F(¢,u) contenidos en E,,.
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Definamos R_z%{l : F(t,u) — D(r,s) como Rz_;i_x_(Fa) = Drsss 8l Fo € E;.
Esta Ra_.&;, asi definida, cumple con lo pedido.
O

3.2.12 Teorema. Supongamos que D y £ son cadenas que cubren propia-
mente a los pseudoarcos P y Q, respectivamente, y que H es una funcidn de
cadenas de D sobre £ tal que cada eslabén de € es la imagen de un eslabon
de D que contiene un punto de P que no estd en la cerradura de ningun otro
eslabén de D. Entonces hay un homeomorfismo h de P sobre Q tal que para
cada eslabén D; de D, h(P N D;) C H(D;).

Demostracién. Usaremos dos simplificaciones en la demostracién.

Primera simplificacién: No hay pérdida de generalidad si suponemos
que D y £ tienen el mismo nimero de eslabones, H (D;) = E; y que ca-
da eslabén de D contiene un punto de P que no estd en la cerradura de
ningin otro eslabén de D. Esto se puede ver de la siguiente forma. Sea
D' = {D!,DY,...,D"} la cadena tal que D/ es la unién de los eslabones
de D que caen en el i-ésimo eslabén de £ bajo H. Entonces D" es una
cadena que cubre a P tal que cada eslabén de D" contiene un punto que
no esté en la cerradura de ningin otro eslabén de D”. También, si h es
un homeomorfismo de P en Q tal que h(P N D) C E;, entonces h es el
homeomorfismo requerido. Por lo que podemos suponer, sin pérdida de gene-
ralidad, que D" = {D¥,D4,...,D!} = {D1,Ds,...,D,} = D, H(D;) = E;,
PN (D, — cl(D.)) contiene un punto p; y PN (D, — cl(Dy-1)) contiene un
punto p, tales que p; y p» pertenecen a distintas composantes de P.

Segunda simplificacién: Reemplazaremos las cadenas D = Dy, Doy vy
D,} y € = {E1, Es,...,E,} de la primera simplificacién por las cadenas
D = {D,,D},...,Dlp_s} y & = {E{,E}, ..., E,_3} que cubran a Py a Q,
respectivamente, tales que p; € (D} — cl(D})), p2 € (Djy_3 — cl(Digy—y)) ¥ 8i
h es un homeomorfismo de P sobre Q tal que h(PND}) C cl(E;_1)Ucl(E;)U
cl(E;41), entonces h sers el homeomorfismo requerido.

Ahora, supongamos que ¢; ¥ gz son puntos de distintas composantes de
Q en Ey — cl(Ez) y E, — cl(E,-1), respectivamente. Sea € > 0 tal que cada
subconjunto de @ de diémetro menor que 5¢ estd en un eslabén de € (ndmero
de Lebesgue, Teorema 1.2.8). Sea F una e-cadena que cubre propiamente a 6.
Entonces E} es la unién de todos los eslabones de F cuya cerradura intersecta
a By — Es, E} es la unién de todos los eslabones de F cuya cerradura intersecta
a Ey — (Ey1 U E3), Ej es la unién de todos los eslabones de F cuya cerradura
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intersecta a F3 — (Fo U Ey),..., ¥y Ej,_s es la unién de todos los eslabones de
F cuya cerradura intersecta a E, — F,_;. Los eslabones de F con cerradura
en E; N E; son combinados para formar Ej, Ej, Ej; los eslabones de F con
cerradura en E;N E3 son combinados para formar Eg, E}, Ej,..., los eslabones
de F con cerradura en E,_; N E, son combinados para formar E}, ¢, E},_s,
Ellln—«i'

VA7 N NI

Figura 3.10: En el i-ésimo eslabén de la cadena E'

Sea d > 0 tal que la distancia entre cualesquiera par de eslabones no ad-
yacentes de D = {D;, Ds, ..., D,} es mayor que 5§ y la distancia entre {p;, p2}
y D2 U D,,_; sea mayor que 34. Sea C una d-cadena que cubre propiamente a
P y refina a D. Entonces Dj es la uni6én de los eslabones de C que intersectan
a DiN Dy, Dy es la unién de los eslabones de C que intersectan a DoN Ds,..., y
D),,._s es la unién de los eslabones de C que intersectan a D,_;ND,. También
D es la unién de los eslabones de C cuyas cerraduras contienen a py; Dj es la
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unién de los otros eslabones de C en Dy — cl(Ds); D, D’5, Dj estan formados
de combinar eslabones de C en Dy — cl(Dy U Ds),..., Dj,_5 es la unién de
los eslabones de C cuyas cerraduras contienen a po; D‘,n_4 es la unién de los
otros eslabones de C en D, — cl(Dn_1).

D, D, D, D,, D,

Figura 3.12: En el i—ésimo eslabén de la cadena D

Ahora mostraremos que si h es un homeomorfismo de P a @ tal que
k(P N D)) C c(E;_;) Ud(E)UCcl(E, +1)a entonces h es el homeomorfismo
requerido ya que k(PN D;) C E;. La razén es que h(PND;) C h(PN(Dy_sVU
Djy;_4UDy_3UDy;_,UD,_4)) € cl(El_s)Uel(Eli_s) Ucl(By;_g) Ucl(Eg;_3)U

cl(Eg;_p) U cl(Ef;_y) U cl(Ey) C cl(E).

Se sigue, del Teorema 2.2.4 y de la definicién del pseudoarco, que hay una
sucesién de cadenas {F; } de p; a p; tales que F; cubre a P, F;y; se tuerce
en F; y la malla de F; es 1 Tamblen hay una sucesién de cadenas {C }2, de
q1 a g2 tal que C; cubre a Q Ci41 se tuerce en C; y la malla de C; es 1

Vamos a definir el homeomorfismo k. Sean {D;}{2, una sucesién de cade-
nas de py a po y {&}$2; una sucesién de cadenas de ¢; a g» tales que:
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1. D; cubre a P y &; cubre a Q.
2. D; y &; tienen malla 1.

3. D;={D},Ds,...,Di } y & = {E}, E;, ..., E, } tienen el mismo nimero
de eslabones.

4. Hay dos funciones de cadg:nas Hf : & — & y HY : D;yy — D; tales
que EF*! C He(Ei*) y Di*' € HY(Di*') y si H}(D;*') = Dj entonces
Hg(E*') = E}.

Veamos que, efectivamente, existen estas dos sucesiones de cadenas. Hag-
amos D; = D'y & = &, donde D’ y & son las cadenas obtenidas en la
segunda simplificacién. Sean &, alguna de las cadenas C; tal que su malla sea
%, refine a &, y si Hf es cualquier funcién de cadenas de &; sobre &; entonces
E? C H;(E}) para cada j. Entonces, por el Teorema 1.5.18, encontramos
que hay una cadena D, de p; a p2 que cubre a P tal que para algin entero r,
cada eslabén de D, es la unién de eslabones de F,, D, tiene el mismo nimero
de eslabones que & y D? C H{(D}) = Dj si H{(E?) = Ej.

Sean D; alguna F; tal que su malla sea 1, refine a D, y si Hy es cualquier
funcién de cadenas de D3 sobre D, entonces Df € Hg(D?) para cada j.
Nuevamente, se sigue del Teorema 1.5.18, que hay una cadena &3 de ¢ a
g2 que cubre a Q tal que para algin entero s, cada eslabén de &3 es la
unién de eslabones de C,, £ tiene el mismo nimero de eslabones que D3 y
E? C H3(E?3) = E} si H§(D?) = Dj. Repitiendo este proceso obtenemos las
sucesiones {D;}2,, {&i}2;.

Sea A4(p,i) la unién de los elementos de D; que contienen al punto p
de P y B.(p,i) la unién de los elementos correspondientes de &;. Entonces
Ai(p,i+1) C Ad(p,3). Ademss, B.(p,i+1) C Be(p,%) ya que si E]".+1 estd en
Be(p,i+1), D;"'l contiene a p, entonces H;’(D}“) = D} contieneapy estéd en
D(p,i) y Ei estd en E(p,i) y contiene a E;+1. El homeomorfismo h se define
de tal manera que h(p) es la interseccién de las cerraduras de las sucesiones
decrecientes de conjuntos abiertos {Be(p,7)}2,. Del Teorema 2.2.2 se sigue
que h es un homeomorfismo de P sobre Q.

57



Finalmente hay que ver que h(P N D}) C d(EL,) U c(E}) U cl(E},).
Pero si p es un punto de D}, entonces A4(p,1) € D}, U D} U D}, por
lo que h(p) € cl(Bc(p,1)) € d(EL,) U cl(E}) U cl(E},,). Por lo tanto,
RPN DY) C c(EL,) U (B} Uc(EL).

O

La condicién de que cada eslabén de la cadena £ sea la imagen de un
eslabén de D que cubre a un punto de P que no es cubierto por la cer-
radura de ningn otro eslabdén de D es necesaria. Porque podria suceder que
D = {Dy,Ds,...,D,} y € = {E, Ea,..., E,} tengan el mismo nimero de
eslabones, H(D;) = E; para toda i, P C cl(D2) U c(Ds3)U...Ucl(Dp-1) y
Q & cl(E2)Ucl(Es)U...Ucl(En-1). Esta condicién podria ser sustituida por la
condicién de que cada eslabén de € sea la imagen de un eslabén interior de D.

3.2.13 Teorema. Supongamos que P y Q son continuos, arcos encadenables
de pseudoarcos, P = |J{P, |0 <t <1} yQ=J{Q: | 0 < t < 1}. Entonces
cada homeomorfismo h que manda la unién de los extremos de P sobre la
unidn de los extremos de Q puede ser extendido a un homeomorfismo que
manda a P en Q. De hecho, si h(P) = Qo, el homeomorfismo extendido, h,
se puede escoger tal que h(P,) = Q; para toda t € [0, 1].

Demostracién. Hay que conseguir una sucesién de cadenas Dj, Ds,... que
cubran a P y una sucesién de cadenas &, &,... que cubran a Q y usar
estas sucesiones para definir el homeomorfismo h. También obtendremos dos
sucesiones de funciones de cadenas Hy, Hs,... y K1, Ka,... tales que H; manda
a D; sobre E; y K; manda a ;4 sobre D;.

2 D, D D Dy
VAV VA VA
LA LY -
81 82 83 81‘ 8i+1 gnz
Figura 3.13: Diagrama de funciones de cadenas

La funcién de cadenas H; serd una aproximacién al homeomorfismo h en
el sentido de que para cada punto p € P, existe un nimero natural 7 tal que
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p € D} (D} es el i-ésimo eslabén de Dy) y h(p) € H1(D}) € &. También, K,
ser4 una aproximacién a h~! en el sentido de que para cada punto q € Q,
existe un nimero natural i tal que ¢ € E? (E? es el i-ésimo eslabén de &) y
h=1(q) est4 en el eslabén K;(E?) € D;. Més aiin, K, concuerda con Hi' en
que cada eslabén de &; estd en su imagen bajo H; o K.

Las cadenas D;, Ds,..., £1, &3,... y las funciones de cadenas H;, H,,..., Ki,
Kj,... serén definidas en el siguiente orden: &;, Dy, Hi, & K, D,, H, &3,
K,...

Las cadenas D} € D; y Ei € &; tendrén malla . En general, E}*! es-
tard contenido en (H;oK;)(Ei™') y Di*! estara contenido en (K;oH41)(D5H).

Las sucesiones de cadenas {D;}2, y {£:}2,, y las sucesiones de funciones
de cadenas {H;}, y {Ki}2, serén elegidas de tal forma que para cada punto
p de P, exista una sucesién decreciente de eslabones D} , D2,, D3 ... que
contienen a p (cada Di, € D) tal que (Ki_; o H;)(D},) = DiY| v Hi(Dy,)),
Hy(D2)), Hs(D3,)... sea una sucesién de eslabones (cada H;(Dj,) € &) cuya
cerradura contiene un punto g de Q.

El homeomorfismo h va a ser elegido de tal manera que h(p) = ¢. Para
definir las cadenas {D;}®; vy {&}, y las funciones de cadenas {H;}2; y
{K;}2, adecuadamente, extenderemos el homeomorfismo A a ciertos elemen-
tos de {F;} més adelante.

Sean P(a,b) la unién de los elementos de {P, | a < t < b} y Q(a,b) la
unién de los elementos de {Q; | a < t < b}.

Paso 1 En este paso definiremos la cadena &; y extenderemos el homeo-
morfismo h a algunos elementos més de P = {P, | 0 < t < 1}. Este paso
consta de tres partes:

(a) Considerar una cadena &, irreducible que cubre a Q y cuya malla es %

(b) Se sigue de la continuidad de la coleccién {Q:} y de la compacidad
de un arco que hay un entero positivo n, tal que si 0 < b—-a < %,
entonces la subcadena de £; que irreduciblemente cubre a Q(a, b), cubre
propiamente a cada elemento de {Q; | a <t < b}.

(c) Extender el homeomorfismo h ya definido en /o U P, a R UPL U P2 U
..UP,. .

Paso 2 En este paso definiremos D;, H; y extendemos la funcién h hasta
definirla en algunos elementos més de {P; | 0 < ¢t < 1} y queremos que se
cumplan las siguientes condiciones:
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L. Si el eslabén D} de D, intersecta a P1, entonces Hy(D}) contiene a
h(D} 0 P.).

1. Para cada t € [0,1], H; manda a cualquier subcadena de D; que cubre
propiamente a P; sobre una subcadena de & que cubre propiamente a

Q.

Las partes (a) a (e) del Paso 2 van a ser usadas para obtener D; y H;. Las
partes (f) a (h) muestran que H; y D; satisfacen las condiciones I y II. En la
parte (i) extendemos el homeomorfismo a otros elementosde {F; | 0 < ¢ < 1}.

(a) Sea F una e-cadena que cubre a IP, donde ¢ es suficientemente pequeno
para hacer ciertas las siguientes afirmaciones:

l.e< %;
2. ningin eslabén de F intersecta a ambos P, y B, si 5 < b—a;

3. la imagen bajo h de cualquier subconjunto de P()UPI UPz SN
de didmetro menor que 5¢ estd en un elemento de g

4. cualquier subcadena de F que cubre un elemento de {Pi}icp
tiene por lo menos seis veces el nimero de eslabones de &;.

(b) En esta parte del Paso 2 vamos a obtener aproximaciones Ro, R A Ry,
Rs 25 ..,R; a Hy. Primero describimos R_, i€ {0,1,2,...,n}). Consider-

emos la subcadena {Fy, Fy41, ..., Fu} de T que cubre 1rreduciblemente a
P: y lasubcadena {E;, E,41, ... Es} de &; que cubre irreduciblemente a
Q@ :i. Entonces, R. es una funcién de cadenas de { F, Fi41, ..., Fu} sobre

{Enr,Er+1, B } tal que h(F;NPi) C Ry (F ) v, para cada elemento Ej
de &(r, s), hay tres elementos consecutivos de F (t,u) que van a Ej bajo
R: i Una precaucién que hay que tomar para asegurar que cada elemen-

to Ek eslai 1magen de tres elementos consecutivos de { Ft, F41, ..., Fu} €s
que Ry (Fy-2) = Ru(Fy-1) = Re(F) = Re(F) = Ry(Fyu2) = B, s
Ej es el tinico elemento de & tal que h(F;NPs ) C Ex. La condicién (a)
del Paso 2 nos permite hacer esto. A menos ‘e que Fj sea el primero
o tltimo elemento de F, tal que un R: mande més de tres elementos
consecutivos de F en Ey. ;

Ahora hay que describir Ra: 21, (i € {0,1,2,...,n — 1}). Sean F(t,u)
y & (r,s) las subcadenas de F y & que 1rreduc1blemente cubren a
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P(%,%1) y a Q(£, 1), respectivamente. Puede ser que los subindices
tyu mencwnados aqui difieran considerablemente de los ¢ y u men-
cionados en el dltimo pérrafo, pero los r y s usados aqui no difieren por
més de uno de los utilizados alld. Se sigue de la condicién (b) del Paso
1, que & (r,s) cubre propiamente a cada elemento de {Q; | £ <t <
’“} Entonces Rz es cualquier funcién de cadenas de cual%qmera
F, Fi,, ..., F, sobre E.,E.,..., Es tan grande como sea para que re-
sulte cierto que, para cada elemento Ey de & (r,s) y cada subcadena
{F,, Fy31,..., Fy} de {F}, Fiqa, ..., Fu} que irreduciblemente cubre a un
elemento de {P; | £ < ¢ < #1}, haya tres elementos consecutivos de
{Fy, Fy41,---, Fu} que van a Ej bajo R__L Vamos a tener que ser mas
cuidadosos en describir el andlogo de Rai 241 €n el Paso 3, pero podemos
completar el resultado aqui, asignando que sz{;l mande a los primeros
tres elementos de {F;, Fi41, ..., Fu} en E;; los siguientes tres en E,1,...,
a los siguientes tres en E, a los siguientes tres en F_j,... La condicién
4 del Paso 2(a) nos asegura que {F,, Fy41, ..., Fi,} tiene suficientes ele-
mentos para que tal procedimiento pueda asegurarse que cada elemento
de {E,, Er1,..., Es} sea la imagen de tres elementos consecutivos de
{F,, Fys1, ..., Fy} bajo R?%-"Ll_.

Si fuera cierto que todas las funciones R concordaran, podriamos usar
F y una extensién de las R para D; y H;. Sin embargo, no hay razén
por que ellas deban concordar. Asi que obtenemos una cadena D; que
refina F y una funcién de cadenas H;. Para obtener H; estaremos
influenciados por R: cerca de P: y por Ra_;ﬂ en la parte de P entre
Piy Pu. " " "

Mencionamos que estaremos influenciados por R. cerca de P, De-
scribimos ahora la parte P; de P cerca de P. donde ‘estuvimos influidos.

Sea € > 0, € < - y tan pequefio que si {F}, Fiy1, ..., Fu} es la subca-
dena de F que cubre irreduciblemente a Pi y {E;, Ery1,..., Es} es la
imagen de {F;, Fiy1,..., Fy} bajo R%, entonces {F, Fi41,..., F,,} cubre
propiamente cada elemento de {F; | | t — £ |< €} y {E;, Erq1, -y Es}
cubre propiamente a cada elemento de {Q | | ¢ — % |< €}. Describimos
P; tal que P; CP(2 — ¢, +¢).

Como cada una de Ri, Ran y Rz;; manda {F;, Fi41, ..., Fu} (y posi-
blemente més) sobre una subcadena (posiblemente una dlferente) de
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& que cubre propiamente a Qi, se sigue del Teorema 3.2.8 que hay
una F, y una F; de {F;, Fi41, ..., Fu} tales que Ra_;1—_l(Fy) y R (Fy) son
adyacentes y, ademds RZ_;_—_—L(FZ) y Ri(F.) también son adyacentes.

Por el Teorema 3.2.6, hay un abierto U; en P(%,% + ¢) N F,, tal que
c(U;) € F, y P—U; es la unién de dos conjuntos cerrados ajenos A;
y B; tales que P(0, %) C A;, P(% +¢,1) C B, y, para cada elemento P
de {P | -:; <= ,il+e}, hay uno de los conjuntos PN A; o PN B; que
intersecta cada elemento de {F;, Fiy1, ..., Fu}-

También hay un conjunto abierto V; en P(£ — ¢, £) tal que cl(V;) N
dU;) =0,d(V;) CF,yP-Ves la unién de dos subconjuntos
cerrados ajenos A’ y B! tales que P(0, i —¢) C A, P(%,1) C B}y para
cada elemento P; de {P; | £ —e <t < %}, uno de los conjuntos F; N A
o P, N B! intersecta a cada elemento de {Fy, Fi41, ..., Fu}-

Entonces P; = A;NB!sii€ {1,2,..,n—1}.8ii =0, P; = Aisii =n,
P; = B!. Nétese que Pi C P;.

En este paso definimos la cadena D;. Sea D; una cadena que cubre
irreduciblemente a P tal que didm(D}) sea tan pequefio que:

1. Si un elemento D de D; intersecta a P;, D estd en P;UU; UV, y
en un eslabén de la subcadena de F que cubre irreduciblemente
P;.

2. Si D no intersecta a ningin P;, entonces D esté en algin P(,
y en un eslabén de la subcadena de F que irreduciblemente cubre
P(, ).

3. D no intersecta ambos U; y V; pero esté en Fy o en F, de acuerdo
a que si D intersecta U; o V;. Notamos que si D intersecta a P;, D
est4 en un elemento de F en que R estd definido, en caso de que

no, D est4 en un elemento de F en "que algin Rz_;ﬂ est4 definido.

Ahora vamos a describir la funcién de cadenas H; de D; sobre &.
Supongamos que D es un elemento de D; que estd en Fj de F.Si D
intersecta el U;, mencionado en el Paso 2(c), entonces escogemos a Fi
como Fy; con base a lo anterior Hy(D) es Ri(Fy) 0 Ragt1 (F,) de acuerdo
a que D intersecte o no a P;. Si D intersecta V;, entonces escogemos
a Fi como F; en este caso Hi(D) es Ri(F;) o Raz (F;) de acuerdo
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(h)

a que D intersecte o no a P;. Si D intersecta P; pero no a U; U V;,

escogemos Fj como cualquier eslabén de F en que R: esté definida;
por lo anterior ponemos Hy(D) = R:(Fi). Si D no intersecta a ningin
V;UP;UU;, D, estd en algin P(£, 1) y elegimos Fy como algiin eslabén

n’ n

de F en que Rz_;t;(Fk) esté definido; entonces H;(D) = R_z_;_-'x'-_l(Fk).

Aqui mostraremos que H; es una funcién de cadenas, esto es, Hy(D;)
es adyacente a Hy(Dj41), donde D; y Dj;, son elementos adyacentes
de D;. Si tanto D; como Dj4, intersectan P;, entonces Hy(Dj;) es adya-
cente a H1(Dj4+1) yaque R: es una funcién de cadenas. Si uno interseca
a P; y el otro no, entonces ambos intersectan U; o ambos intersectan
V.. Si ambos intersectan a U;, entonces ambos estédn en F, y R:(F,) es
adyacente a R _+_( F,); si ambos intersectan V;, entonces ambos estén
en F,yR: (F ) es adyacente a Raizs (F;). Y sini Dj ni Dj;; intersectan
a ningun P,, entonces H; (D) es adyacente a Hi(Dj41) ya que Rat1 es
una funcién de cadenas.

En este paso mostraremos que la funcién de cadenas H; satisface la
condicién I mencionada al principio del Paso 2. Supongamos que D;
intersecta a PL, D; C Fy y que Hy(D;) = (Fk) Entonces, de la
definicién de R. en el Paso 2(b), tenemos que h(F}c n P.) C Hy (Fk)
De donde h(D, n P.) CR: (Fk) Hi(D;).

Ahora veamos que la condicién II del Paso 2 se satisface. Supongamos
que Dj intersecta F;, (}l s < %) Primero hay que mostrar que
Hy(D;) intersecta a Q.
Hay un elemento Fy de F que contiene a D; tal que Hy(D;) es igual, o
(Fk), 0 a Ran 1(F), 0 a Riwa(Fy). Si Hi(D;) = R:(Fy), entonces
H 1 (D ) es un eslabon de la subcadena de &1 que cubre irreduciblemente
a Qi y entonces intersecta a @), ya que se cumplen las condiciones
del Paso 1(b); si Hi(D;) = R (Fy), entonces H;(D;) es un eslabén
de la subcadena de & que cubre irrecuciblemente a Qi1 y entonces
intersecta a Qy; si H1(D;) = Ra_;%;(Fk), entonces Hl(Dj);s un eslabén
de la subcadena de & que cubre irreduciblemente a Q(;;, %) como se

pide en el Paso 2 (b) y, por el Paso 1(b), tenemos que H;(D);) intersecta
a cada elemento de {Q; | £ < ¢ < 1},
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Ahora supongamos que { Dy, Dy41, .., D} €s una subcadena de Dy que
cubre irreduciblemente a P,. Hay que probar que si Ej es un elemento
de la subcadena de £ que cubre irreduciblemente a Q;, entonces hay
un elemento D; de {D,, Dy41, -.-, Du} tal que Hy(D;) = E;.

Si P, intersecta P; U U;, entonces, se sigue de la definicién de € en el
Paso 2(c), que Ej es un elemento de la subcadena {E,,E;11,..., Es} de
& que cubre irreduciblemente a Q.

Si P,NP; intersecta a cada elemento de la subcadena T OO
de F que cubre irreduciblemente a P:, entonces hay que considerar los
tres elementos consecutivos Fg_j, F: y Foy1 de {Fi, Fiy1, ..o, Fu} que
van a Ej bajo Ri como se mencioné en el Paso 2(b). Hay un D; de
{(Dy, Dos1, ..., Du} tal que D;NP.NP; intersecta a F,. Entonces Hi(D;)
esigual 0 a Ri(F,—1),0a Ri(F,),0a Ri(Fa41) y los tres son iguales
a Ek. " " i

En el caso en que P; intersecte a P; U U; pero P, N P; no intersecte a
ninguno de {F}, Fi41, - F,}, entonces, por la definicién de A;y B;enel
Paso 2(c), P, — (U;UP;) intersecta a cada elemento de {Fy, Fiy1, -, Fu}-
Ahora, sean F,_j, F, y Fy41 tres elementos consecutivos de la subcade-
na {F;, Fi41, ..., Fu} que van a Ej bajo Rg;j_l. Hay un D; de {D,, Dy41,
..yDy} tal que D; estd en F, e intersecta P, — (U; U P;). Entonces
Hy(D;j) es, o Ra_;;gl(Fa_l), o R?.;:;_l(Fa), 0 Rg%:_l(FaH) y los tres son
iguales a Fj.

En el caso en que P; intersecte a V41 UP;41, también encontramos que
hay un elemento D; de {Dy, D41, --., Dw} tal que Ex = Hi(Dj).

En el caso en que P; no intersecte a P; UU; U Vi1 U Piy1, encontramos
que E; es un eslabén de la subcadena de £ que cubre irreduciblemente
a Q(%, %) Sean {F}, Fiy1, ..., Fu} la subcadena de F que cubre irre-
duciblemente a P, y Fy_1, Fa, Foy1 los tres eslabones consecutivos de
{F, Fy41, ..., Fu} que van en Ej bajo Rg%;_l. Otra vez encontramos que
hay un elemento D; de {D,, Dy41,-.., Du} €n F, tal que H,(D;) = Ex.

(i) Como en el Paso 1(b) encontramos que hay un entero k tal que k es
un miltiploden ysi0 <b—-a < %, entonces la subcadena de D; que
cubre irreduciblemente a P(a,b) cubre propiamente a cada elemento
de {P, | a < t < b} y la imagen de esta subcadena bajo H; cubre
propiamente cada elemento de {Q; | a <t < b}.
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Ahora extendemos el homeomorfismo h a Fo, P4, P% , .-, P1. Esto lo hace-
mos de tal forma que h(P% }=Q iy tal que para cada elemento D; de la
subcadena de D; que cubre propiamente P% , entonces h(P% ND;) C Hi(D;).
El Teorema 3.2.12 nos asegura que h puede ser extendido de esta forma.

Paso 3 En este paso definiremos una cadena & que cubra a Q, una
funcién de cadenas K; de & sobre D;, y extendemos la funcién h a algunos
elementos adicionales de {P;}. Este paso se parece mucho al Paso 2, pero
esta vez estamos obteniendo una aproximacién de h™'.

Veremos que hay una %—cadena &, que cubre irreduciblemente Q y una
funcién de cadenas K; de &; sobre D; tal que:

I. Si el eslabén E; de &; intersecta @ 4» entonces Y ENQ %-) C Ki(E;).

II. Para cada t, K; manda a cualquier subcadena de £; que cubre propia-
mente Q; sobre una subcadena de D; que cubre propiamente Tioy

III. E; C (H, o K1)(E;) para cada eslabén E; de &.

Lo que hace un poco més dificil el Paso 3 con respecto al Paso 2 es la
condicién III. La prueba de que existen & y K que satisfacen las condi-
ciones I y II es similar a la prueba de que existen D; y H; que satisfacen las
condiciones I y II del Paso 2.

Mostraremos cémo modificar los argumentos del Paso 2 para obtener &
y K1 y que satisfagan las condiciones I, I y I11.

Al igual que en el Paso 2, sea F una e-cadena que cubre irreduciblemente
a Q donde ¢ es lo suficientemente pequefio para hacer ciertas las siguientes
afirmaciones:

1

I 6<Z,

2. ningln eslabén de F intersecta a ambos Q. y Qs st ﬁ <b-a;

3. la imagen bajo k™! de cualquier subconjunto de QoUQ1 UQzU... UQ:
de didmetro menor que 5¢ estd en un elemento de &;;

4. € es menor que la e que se menciona en el Corolario 3.2.11 donde D(r, s)
es la subcadena de D que cubre irreduciblemente a P(;, #l) con i €

{0,1,2, ...,k — 1} y € es la imagen de D(r, s) bajo H;.
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La funcién de cadenas Ri que definimos aqui es similar a las R% definidas
en el Paso 2(b), en que Ri manda la subcadena {F}, Fi1,..., Fu} de F,
que cubre irreduciblemente @ i sobre la subcadena {D,, Dyt1,..., Dw} de
D; que cubre irreduciblemente P% de tal manera que cada elemento de
{Dy, Dy41, ..., Du} es la imagen de tres elementos consecutivos de {F}, Fyy1,
.., Fu} y para cada j, h"1(Qi N Fj) C Ry (Fj). Aplicando en ambos la-
dos de A™1(Q in F;)c pin R%(P}') el homeomorfismo h encontramos que
(Q; NF;) C h(Py N R;(F)), ya que h(P N R;(F})) € (Hyo R:)(Fj) y, por
el Paso 2(i), tenemos que Q% NF; C(Hyo Ri)(F’)

Ahora, para completar el andlogo del Paso 2(b), sélo necesitamos obtener
una funcién de cadenas R%{—l que mande a la subcadena {F;, Fi41, ..., Fu} de

F que cubre irreduciblemente a Q(%, %) sobre la subcadena 5 R0 1

D,} de D; que cubre irreduciblemente a P(3, &41) de tal forma que:

L. F; C (Hy o Rust)(Fy) y

2. para cada t € [}, %l], Rg%;;_l mande a la subcadena {F,, Fyt1, ..., Fu}
de F que cubre irreduciblemente a Q. sobre {Dr, Dr41, ..., D,} de tal
manera que cada elemento de {D;, Dry1, ..., D;} es la imagen de tres
eslabones consecutivos de {Fy, Fyq1, - Vel

Del hecho de que el didmetro de cada eslabén de la cadena F se tom6 menor
que la € mencionada en el Corolario 3.2.11, tenemos que la funcién de cadenas
R%-_x existe.

En la analogia con el Paso 2(c), elegimos ¢ tan pequena que los Q;, Vi,
U; que obtuvimos tengan la propiedad de que si Fj es un elemento de la
subcadena de F que cubre irreduciblemente a @ i, entonces (:uQ;ul;)N
F; C (Hyo Ry)(Fj). De la definicién de R; ya tenemos que Q:NF C
(Hy o R3)(Fj)-

Ahora, el argumento en el Paso 3 procede como el argumento en el Paso 2
a través de las partes (c),(d),(e),(f),(g),(h) e (i). El propésito en extender el
homeomorfismo h en la parte (i) es para ayudar en el Paso 4. Para completar
el Paso 3 hay que mostrar que la cadena & que obtuvimos en la analogia del
Paso 2(d) satisface la condicién ITI, con respecto a la funcién de cadenas K,
que obtuvimos en la analogia del Paso 2(e).

Supongamos que el eslabén E; de &; intersecta Q; (donde Q; es el andlogo
de P; enel Paso 2(c)), E; C F,y Ki(F;) = Ri(Fz)' Entonces F, es un eslabén
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de la subcadena de F que cubre irreduciblemente a Qi y E; CV;uQ;uU;,
yaque (V;UQ;UU;)NF, C (H, oRi)(Fz) y E; C (H; o K1)(E;).

Supongamos que E; no intersecta a ningin Q;. Entonces hay un F; tal
que E; C F, y que K;,(Ej) = R%F(F’)' Pero como F, C (H, 0R2_;-’|;_1)(Fz),
E; C (Hy o K1)(E;).

Pasos 4,5, 6, ... Estos pasos son esencialmente copias del Paso 3. Tenemos
condiciones A, A’, B y B’ que se tienen que satisfacer y que son modifica-
ciones de las condiciones II y III del Paso 3.

Pasos 2n En estos pasos encontramos una cadena D, que cubre irre-
duciblemente a P y una funcién de cadenas H,, de D, sobre £, tales que se
satisfacen las siguientes condiciones:

A. Para cadat € [0, 1], H, manda a cualquier subcadena de D,, que cubre
propiamente a P, sobre una subcadena de &, que cubre propiamente

Qs;
B. D; C (K,-1 0 H,)(D;) para cada eslabén D; de D,,.
Pasos 2n + 1 En estos pasos encontramos una cadena &,;; que cubre

irreduciblemente a Q y una funcién de cadenas K, de &, sobre D, tales
que se satisfacen las siguientes condiciones:

A’. Para cada t € [0,1], K, manda a cualquier subcadena de &,,;, que
cubre propiamente a @, sobre una subcadena de D,, que cubre propi-
amente F;;

B'. E; C (H, o K,)(FE;) para cada eslabén E; de £,41.

Aunque hemos visto la analogia de la condicién I del Paso 3, la tnica
parte de ésta que nos interesard de aqui en adelante es la siguiente:

C. Si el eslabén D; de D, intersecta a PoU P, entonces h(D;N(RUP)) C
Hn(Di)'

C’. Si el eslabén E; de &, intersecta a Qo U @1, entonces A~ (E; N (Qo U
Q1)) € Ky (E).
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Ahora acabaremos de extender la definicién del homeomorfismo h. Para
cada punto p de P, sea D(p, 7) la unién de los elemento de D; que contienen a p
y Hi(D(p,1)) denota la unién de las imagenes bajo H; de los elementos de D;
en D(p, i). Notemos que D(p, i) es la unién de uno o dos eslabones adyacentes
de D; mientras que H;(D(p, 1)) es la unién de uno o dos eslabones adyacentes
de &;.

Es claro que D(p,i + 1) C D(p, ). Ahora hay que ver que H;1(D(p,i +
1)) C Hi(D(p,3)). Para esto, si Ej** = Hyy1(D;*'), donde Dt es un elemen-
to de Diy1 en D(p, i+1), entonces E"'+l C H;(D(p,1)). Como, por la condicién
B, Dit* C (Kio Hiy1)(Dit), el eslabon (Kio H,H)(D"“) = K;(E}*') de D;
estd en D(p, i). Ademés, por la condicién B, Ei*' C (H; o K; )(E'“) y, asf,
(Hio Ki)(E;T) = HyD}'") € Hi(D(p, ).

Para cada, punto p de P, sea h(p) la interseccién de la cerradura de la suce-
sién decreciente de conjuntos abiertos Hy(D(p, 1)), H2(D(p,2)), Hs(D(p,3)),

.. Esta interseccién existe ya que Hiy1(D(p,i + 1)) € Hi(D(p,%)) y es un
punto ya que el didmetro de la cerradura de cada H;(D(p,)) es menor que
2
’ Siges cualquier punto de D(p, 1), el diamet,ro de H;(D(p,1))U Hi(D(q,%))
es menor que 3 y entonces d(h(p), h(q)) < 3., es decir, h es continua.

2"
Sipe P ntonces se sigue, de la condicién A, que H;(D(p,1)) intersecta

a Q. Asi, h(p) € Qz.

Ahora hay que ver que h manda P en Q de manera suprayectiva. Sean ¢
un punto de Q y E? un elemento de &; que contiene a g. Hay un elemento D
de D; tal que H;(D}) = E:. Por lo tanto, para algunpde P, E; C H;(D(p,1)).
Como el didmetro de H; (D(p, 1)) es menor que 3 2‘ ,d(g,h(p)) < . Esto quiere
decir que h(P) es denso en Q y, como h(P) es cerrado, entonces h(P) = Q.

La transformacién h que definimos coincide con el homeomorfismo dado
h en By U P, porque para cada punto p de Py U P, y, por la condicién C,
H;(D(p,1)) contiene h(p).

Por dltimo hay que ver que h es inyectiva. Supongamos que h(p) = h(q).
Como la cerradura de H;(D(p,i)) y de H;(D(g,%)) se intersectan y, por el
tipo de cadenas con el que hemos estado trabajando, tenemos que H;(D(p,1))
intersecta a H;(D(g,i)). Como K;_; es una funcién de cadenas, el conjun-
to (Ki—1 o H;)(D(p,1i)) intersecta al conjunto (K;; o H;)(D(g,%)). Pero la
cerradura de esos conjuntos contienen a p y a g, respectivamente, entonces
d(p,q) < - Por lo tanto p = g si h(p) = h(q).
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3.2.14 Proposicién. El circulo de pseudoarcos es homogéneo

Demostracién. Segin la Definicién 3.1.3 podemos suponer que el circulo
de pseudoarcos estd dado por C = |J{F; | t € [0,1]} donde los elementos
Py y P estén identificados, es decir, Py = P,. As{ que, para cada t € [0,1),
podemos representar a C = |J{P, | ¢t € [0,1]}, duplicando P, y despegando
el circulo de pseudoarcos C como se muestra en la figura 3.14. Diremos que
C est4 separado en el pseudoarco P;.

X 0~1 y X

N NN

Figura 3.14: Identificacén del intervalo [0,1] en el punto t

Ahora, como el circulo de pseudoarcos es un continuo circularmente enca-
denable, al momento que separamos al circulo de pseudoarcos en el pseudoar-
co P;, lo que obtenemos es un continuo arco encadenable de pseudoarcos. Esto
se sigue del punto 7 de la definicién del circulo de pseudoarcos (3.1.3), es decir,
nos fijamos en la sucesién de subcadenas T;;;) que cubren al pseudoarco F;
y separamos la cadena circular {73, 733, ..., T 4ys - Tingsy} €n €l eslabén T3,
para obtener la cadena {73, Ti(j)41)> -+ Tinciyp Til Ti3s > TiGiey-1)» Tiot Y
como cada una de las subcadenas 7;; de la d;-cadena D;, entonces lo que
obtenemos al separar el circulo de pseudoarcos en el pseudoarco F; es, efec-
tivamente, un continuo arco encadenable de pseudoarcos.

Sean p y ¢ dos puntos distintos en C, entonces existen ¢t y r en [0, 1] tales
que p € P, y q € P.. Separamos el circulo de pseudoarcos de dos formas
diferentes.

La primera forma de separarlo es en el pseudoarco F; y al continuo arco
encadenable de pseudoarcos asi obtenido le llamamos P. La segunda forma
de separarlo es en el pseudoarco P, y a este arco encadenable de pseudoarcos
le llamamos Q. Entonces P y Q son arcos encadenables de pseudoarcos. Més
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NN AN f

ANV AV A

Figura 3.15: Formas de separar el circulo de pseudoarcos

aain,comoﬂyﬂsonpseudoamos,eﬁsteunhomeomorﬁsmohdeﬁsobre
P. tal que h(p) = ¢ (Teorema 2.2.4) y, entonces, por el Teorema 3.2.13, el
homeomorfismo k puede ser extendido a un homeomorfismo h* que manda
PP sobre Q y es tal que h*(p) = g, es decir, el circulo de pseudoarcos es

homogéneo.
O
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