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Resumen

En este trabajo se presenta un estudio sobre el flujo dipolar generado a través
de la interaccién electromagnética de una corriente eléctrica independiente del
tiempo y el espacio y un campo magnético no uniforme e independiente del tiem-
po en una delgada capa de fluido conductor. En el Capitulo 1 se presenta una
introduccidén a la agitacién electromagnética; se aborda su importancia dentro
de fendmenos meteoroldgicos asi como en aplicaciones industriales, y se hace
un breve recuento de trabajos previos y experimentos afines. En el Capitulo 2
establecemos el sistema de ecuaciones magnetohidrodinamicas y las aproxima-
ciones que nos permiten analizar el flujo utilizando un enfoque bidimensional.
En el Capitulo 3, se presenta la solucién al modelo bidimensional utilizando un
enfoque analitico vélido para bajos nimeros de Reynolds y Hartmann. En el
Capitulo 4 se desarrolla un modelo numérico bidimensional que permite analizar
los efectos inerciales y magnéticos sobre el flujo, para nimeros de Reynolds y
Hartmann grandes. En el Capitulo 5 se presenta un modelo cuasi-bidimensional
que toma en cuenta las capas limite que se forman en el fondo del recipiente que
contiene al fluido conductor, y se analizan los efectos sobre el flujo. Finalmente,
se establecen las conclusiones del trabajo.



Capitulo 1

Introduccion

Comdnmente en la dindmica de fluidos se busca describir el movimiento de
liquidos o gases producido por fuerzas que actian sobre el fluido. Tales fuerzas
pueden ser de corto o largo alcance y bajo ciertas condiciones, pueden agitar
el fluido y eventualmente lograr el mezclado del mismo. Evidentemente, existen
muchas formas de agitar fluidos. Por ejemplo, es posible agitar un fluido en un
contenedor mediante fuerzas mecanicas al hacer girar rodetes dentro del conte-
nedor, o a través del desplazamiento periddico de sus paredes, es decir, mediante
fuerzas tangenciales que generan vorticidad en la capa del fluido cercana a la
pared [Chien et al. 1986]. Una manera diferente de agitacién se logra al rotar
cilindros concéntricamente, obteniendo un mezclado eficiente en la regién anular
entre los cilindros [Aref y Balachandar 1986]. Otra manera es imponiendo una
diferencia de temperatura periddica entre las paredes del recipiente. Si la diferen-
cia de temperatura es suficientemente alta se presentan flujos convectivos que
agitan el fluido de manera intensa [de la Cruz 2005]. Las fuerzas electrostéticas
también se han utilizado para este fin, sin embargo, su uso requiere de altos po-
tenciales eléctricos [Qian et al. 2002]. Pero también es posible agitar y mezclar
fluidos utilizando fuerzas electromagnéticas, como veremos mds adelante.

La agitacion y el mezclado de fluidos es un tema de gran interés practico. De he-
cho, observamos estos fendmenos en sistemas naturales tales como la atmdsfera
y el océano, pero también se encuentran en dispositivos creados por el hombre,
para miltiples aplicaciones tecnoldgicas. El éxito de muchas operaciones dentro
de la industria metdlurgica, de pinturas, quimica, de alimentos, farmacéutica,
entre otras, depende de una agitacién y un mezclado eficaz. El mezclado de
fluidos puede mejorar la transferencia de calor en distintos procesos industriales,
mientras que en la atmdsfera o el ocedno ocasiona el transporte y dispersion
de sustancias quimicas disueltas, particulas sélidas (contaminantes), nutrientes
u organismos pequenos.
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Debemos distinguir entre agitacion y mezclado. De una manera poco estric-
ta, entendemos por agitacion el movimiemto recirculante inducido en un fluido
dentro de un contenedor. Por su parte, el mezclado es el proceso mediante el que
puede obtenerse una distribucién espacialmente homogénea de dos o mas fases
inicialmente separadas. Entonces, la agitacidon puede producir mezclado. En par-
ticular, resultan de interés aquellos procesos mediante los cuales es posible agitar
fluidos sin necesidad de introducir un material externo al fluido y al recipiente
que lo contiene.

En aplicaciones industriales donde se requiere una alta pureza, tal como en el
procesamiento de metales, semiconductores o pinturas, es importante lograr un
mezclado eficiente en ausencia de materiales ajenos al procesado que puedan
contaminar el producto. Una manera no intrusiva de agitar un fluido eléctri-
camente conductor es usando fuerzas electromagnéticas, lo que da lugar a la
agitacion electromagnética. Tales fuerzas pueden crearse mediante la interaccién
de corrientes eléctricas que circulan en el fluido, y campos magnéticos externos;
las corrientes eléctricas pueden ser inyectadas directamente al fluido o pueden ser
inducidas por el movimiento del fluido dentro del campo. De hecho, cuando un
fluido conductor se mueve en un campo magnético, se induce una fuerza electro-
motriz (fem) que da lugar a corrientes eléctricas. Dichas corrientes interacttan
con el campo magnético originando fuerzas de cuerpo que pueden modificar el
movimiento del fluido considerablemente.

La utilizacidn de fuerzas electromagnéticas para producir flujos de liquidos con-
ductores en laboratorio es de gran interés basico. El hecho de que la fuerza
electromagnética pueda modularse a través de controlar la corriente eléctrica in-
yectada en el fluido o bien la intensidad del campo magnético, ofrece una gran
versatilidad que permite obtener toda una gama de patrones de flujo laminares
o turbulentos e incluso estudiar con detalle la transicion de un régimen a otro.
Entre los experimentos de interés se encuentran aquéllos realizados en delgadas
capas de un metal liquido o un electrolito bajo campos magnéticos que apuntan
esencialmente en la direcciéon normal a la capa del fluido. A grandes rasgos, po-
demos distinguir dos tipos de estudios. Por un lado, aquéllos que se realizan bajo
campos magnéticos uniformes presentes en toda la regién de flujo. Cominmen-
te este tipo de campos magnéticos es generado por electroimanes o bobinas
especialmente disenadas, o bien por imanes superconductores que pueden al-
canzar intensidades muy altas [Sommeria 1986, Messadek y Moreau 2002]. Por
otro lado, existen estudios que utilizan campos magnéticos generados por imanes
permanentes y por consiguiente las intensidades alcanzadas son pequenas y los
campos son no uniformes [Qian et al. 2002, Paret et al. 1997, Gleeson 2005]. El



movimiento se produce al inyectar, mediante electrodos, una corriente eléctrica
en el fluido conductor en presencia del campo magnético, lo que da lugar a una
fuerza de Lorentz que agita al fluido. Recordemos que la fuerza de Lorentz es
una fuerza rotacional y por tanto capaz de generar vorticidad en el fluido. Al
confinar el movimiento en dicha capa, se reducen las perturbaciones del flujo
en la direcciéon normal dando lugar a un flujo cuasi-bidimensional. Ademds, si
el campo magnético es intenso, éste introduce una direccién preferencial en el
espacio, por lo que se induce aiin mas la bidimensionalidad del sistema. Se ha
comprobado tedrica y experimentalmente que un campo magnético intenso es
capaz de atenuar las componentes de vorticidad que no son paralelas al campo
aplicado. Esto trae como resultado que los vértices dentro del campo tienden
a alinearse en la direccién del mismo, produciendo un flujo cuasi-bidimensional
[Sommeria y Moreau 1982]. De esta manera ha sido posible comprobar expe-
rimentalmente muchas de las propiedades de la turbulencia bidimensional, que
eran conocidas desde los anos sesenta y que sélo tenian un sustento tedrico,
como es el caso de la cascada inversa de energia. En turbulencia tridimensional
existe una casacada directa de energia mediante la cual la energia introducida
en el sistema a escalas grandes se transfiere a escalas pequenas hasta alcanzar
un limite inferior, donde se disipa por efectos viscosos. En dos dimensiones, sin
embargo, las escalas pequefias pueden transferir energia hacia las escalas grandes
de modo que una multitud de vértices o remolinos pequenos puede organizarse
y eventualmente dar lugar a una o varias estructuras de gran tamano. Esto es de
relevancia en la formacion de estructuras en los flujos atmosféricos que en buena
aproximacién pueden considerarse cuasi-bidimensionales; de hecho, la existencia
de la gran mancha roja de Japiter ha sido explicada a partir de una turbulencia
cuasi-bidimensional [Sommeria et al. 1988, Marcus 1988].

Una manera sencilla de efectuar experimentos de mezclado electromagnético es
mediante la inyeccion de corriente eléctrica en una capa delgada de electrolito en
presencia de campos magnéticos producidos por imanes permanentes. En el Cen-
tro de Investigacién en Energia (CIE) se han realizado experimentos con fuerzas
electromagnéticas en capas delgadas de electrolitos [Salas et al. 2001, Cuevas et
al. 2002]. Aunque el trabajo objeto de esta tesis es esencialmente teérico, con el
fin de dar una idea clara de los experimentos que lo han motivado, se presenta a
continuacién una breve descripcion del dispositivo experimental y los resultados
principales. El montaje experimental consiste de una cuba, que es un contenedor
rectangular con dimensiones interiores de .36 x 0.28 m y una altura de 0.013 m,
el contenedor se coloca horizontalmente y estd abierto por la parte superior. La
cuba que contiene al electrolito esta hecha de acrilico y vidrio. Sélo una de las
paredes laterales mas largas estd hecha de vidrio con indice de refracciéon aproxi-
mado al indice de refraccidn del agua, esto es para minimizar la desviacion de una



6 CAPITULO 1. INTRODUCCION

hoja laser debido al cambio del medio en que se propaga. Las dimensiones del
vidrio son 0.29 x 0.02 x 0.006 m. La hoja |aser entra horizontalmete para medir
el campo de velocidades con la técnica de velocimetria por imagen de particu-
las, PIV por sus siglas en inglés. El equipo de PIV consta de un procesador, un
laser pulsado de doble cavidad, una cdmara para la captacion de imagenes y una
computadora. El laser estd montado sobre un banco éptico que permite su posi-
cionamiento vertical para medir la velocidad en planos horizontales a diferentes
profundidades de la capa de fluido. La cdmara estd montada encima de la cuba
enfocada hacia la capa de fluido, como se muestra en la Figura 1.1, donde se
presenta una imagen del equipo experimental.

Figura 1.1: Equipo experimental.

La corriente eléctrica directa se induce a través de aplicar una diferencia de poten-
cial (usando una fuente de corriente regulable) a dos electrodos de cobre situados
en los costados mas alejados de la cuba. El campo magnético es originado por un
iman cilindrico permanente de Neodynium Iron Boron (NdFeB) con didametro
de 0.019 m y longitud de 0.01 m, colocado en una trampa a 0.002 m del fondo
del centro geométrico de la cuba (ver Figura 1.2), con objeto de disminuir la
distancia entre el electrdlito y el iman. El valor maximo del campo magnético en
el centro del imdn es de 0.33 T mientras que en el borde se alcanza sélo 5% de
este valor. El campo magnético en el centro del iman apunta principalmente en
la direccion vertical positiva y es perpendicular al fondo del contenedor. El fluido
de trabajo es una solucién electrolitica de bicarbonato de sodio (NaHCO3) a
8.8 % en masa, preparada con agua tridestilada, alcanzando una altura de 0.004
m dentro de la cuba. En condiciones de temperatura ambiente (25°C), la solu-
cién tiene una densidad de 1086 kg/m?, una viscosidad cinemdtica, de 10~ ¢ m?/s
y una conductividad eléctrica de aproximadamente 4 mho/m. La regidn encima
del fluido esta en condiciones de atmdsfera libre.



Figura 1.2: Iman.

En estos experimentos se ha logrado obtener diversos patrones de flujo para
distintas distribuciones de campo magnético producidas por diferentes configu-
raciones de uno o varios imanes permanentes. Un patrén de flujo de interés es
el que se forma debido a la interaccion de una corriente eléctrica inyectada y
el campo magnético de un iman dipolar. Dicho patrén de flujo es un vértice
dipolar o dipolo, el cual ha sido estudiado de manera tedrica [Salas et al. 2001.]
y numérica [Ramos et al. 2005], y es la estructura basica que aparece en flujos
mds complejos. Un dipolo se caracteriza por la apariciéon de un par de vortices
gemelos que rotan en direcciones opuestas (ver Figura 1.3). En la Figura 1.3,
7Yy BY representan a la densidad de corriente eléctrica inyectada y al campo
magnético generado por el iman permanente, respectivamente.

Los vértices o remolinos son fendmenos ubicuos en la naturaleza que a través de
los afios han llamado la atencién de la humanidad. En los océanos se presentan
por ejemplo, como corrientes en forma de hongo y en la atmdsfera como hura-
canes y tornados, eventos devastadores que han dejado huella en el hombre. De
hecho, los movimientos caprichosos de los vértices que podemos contemplar en
un sistema tan simple como una taza de té o café al verter unas gotas de leche,
tienen un potencial de aplicacion en dreas tales como el crecimiento de cristales,
mezclado quimico, estudios del clima y otros.
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Figura 1.3: Dipolo generado con una corriente de 50 mA.

Desde un punto de vista basico es de gran importancia el estudio de las pro-
piedades de tales flujos, en particular su estabilidad, ya que dependiendo de las
condiciones impuestas pueden dar lugar tanto a movimientos laminares como a
cadticos o turbulentos. En este trabajo nos interesa estudiar patrones de flujo
generados por fuerzas electromagnéticas, y cabe notar que es diferente al trabajo
presentado por Beltran (2006), donde se estudia el flujo de un liquido conductor
sobre un obstaculo magnético. En particular, estudiaremos tnicamente flujos la-
minares mediante la soluciéon numérica de las ecuaciones que gobiernan este tipo
de flujo.



Capitulo 2

Formulacion del problema

Al tomar como base los experimentos realizados en el CIE, nuestro objetivo es
modelar numéricamente el flujo producido por la interaccidon del campo magnéti-
co de un imdn permanente y una corriente directa a través de una delgada capa
de una solucién electrolitica. Es necesario entonces establecer primeramente las
ecuaciones que describen este fendmeno. Ya que realizaremos la descripcion del
flujo visualizando al liquido conductor como un medio continuo, debemos hacer
uso, por un lado, de las ecuaciones de balance de la dindmica de fluidos vy, por
otro, de las ecuaciones del campo electromagnético. La fusion de estas ecuacio-
nes da lugar a las ecuaciones de la magnetohidrodindmica (MHD) que permiten
estudiar los fenémenos producidos cuando interaccionan campos magnéticos y
fluidos eléctricamente conductores no magnetizables. A continuacién presenta-
remos de manera condensada las ecuaciones de la dinamica de fluidos, las del
campo electromagnético y las ecuaciones fundamentales de la MHD. Posterior-
mente normalizaremos las variables del problema para obtener un conjunto de
ecuaciones adimensionales adecuadas para la descripcién del flujo bajo estudio.

2.1. Ecuaciones de balance de la dinamica de
fluidos

En una gran cantidad de aplicaciones practicas, los liquidos y aun los gases,
pueden considerarse incompresibles, es decir, su volumen permanece inalterado
ante esfuerzos normales de tipo compresional y por tanto su densidad puede
considerarse constante. En particular, el electrolito utilizado en los experimentos
puede suponerse incompresible por lo que la ecuacion de conservacion de masa
o ecuacién de continuidad tiene la forma:

V-u=0, (2.1)
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donde u es el vector campo de velocidad. Por otra parte, podemos modelar al
electrolito como un fluido Newtoniano, de manera que la ecuaciéon de balance de
la cantidad de movimiento, conocida también como la ecuacién de Navier-Stokes
queda

@+(U-V)u:—lVP+VV2u+lf+lj><B, (2.2)
ot p PP

donde P es el campo de presion, f es una fuerza de cuerpo no electromagnética
relevante (como la fuerza de gravedad), j es el vector densidad de corriente y B
es el vector de campo magnético. A su vez, p y v son la densidad de masa y
la viscosidad cinematica del fluido, respectivamente. Notese que la ecuaciéon de
Navier-Stokes difiere de la ecuacién para el caso puramente hidrodindmico por
un término adicional, llamado, la fuerza de Lorentz (j x B).

La ecuacidn de transferencia de calor cuando existe interaccion electromagnética
tiene la forma

j2

g

pc, {%—ZZ—%(U-V)T} =V (kVT) +

+ o, (2.3)
donde T es el campo de temperatura, ¢, denota una fuente de disipacién viscosa
que explicitamente involucra términos cuadraticos de los gradientes de velocidad,
¢p es el calor especifico a presién constante, k es la conductividad térmica y o es
la conductividad eléctrica del medio. El segundo término del lado derecho denota
la disipacién de Joule presente en el fluido debido a la circulaciéon de corrientes
eléctricas en el medio. Esta ecuacion esta desacoplada de las dos anteriores y
se presenta sélo por completés ya que no sera considerada para la descripcion
de nuestro problema pues no estudiaremos la transferencia de calor. El consi-
derar la interaccion electromagnética lleva a que las ecuacidnes ordinarias de la
mecanica de fluidos sean insuficientes para lograr una descripcién adecuada del
sistema. Por lo tanto, debemos complementarlas con las ecuaciones del campo
electromagnético, que comprenden a las ecuaciones de Maxwell, y las ecuaciones
constitutivas que caracterizan a los campos en distintos medios.

2.2. Ecuaciones del campo electromagnético

En un medio homogéneo, isotrépico y lineal, las ecuaciones macroscépicas de
Maxwell en forma diferencial son

vV-E="e (2.4)
€
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V-B=0, (2.5)
oB
E=—, 2.
V x TR (2.6)
OE
VXB=pj+ Hegr (27)

donde E es el campo eléctrico, p. denota a la densidad de carga eléctrica total,
€ es la permitividad eléctrica del material y i es la permeabilidad magnética.
Las ecuaciones (2.4)-(2.7) establecen la ley de Gauss para el campo eléctrico,
la inexistencia de monopolos magnéticos, la ley de Faraday y la ley de Ampere-
Maxwell, respectivamente. Al segundo término del lado derecho de la ecuacidn
(2.7) se le conoce como la corriente de desplazamiento de Maxwell; dicho término
es de relevancia cuando las oscilaciones de los campos son de alta frecuencia.

En general, € y p pueden depender del estado termodindmico del medio, sin
embargo para la gran mayoria de los problemas tratados en MHD, estas canti-
dades pueden considerarse constantes. En particular, la permeabilidad magnética
puede considerarse igual a la del vacio, g = 47 x 1077 Vs/Am.

Es necesario proporcionar una ecuacién constitutiva que establezca la relacién
entre la densidad de corriente eléctrica y los campos eléctrico y magnético. La
ecuacion mas comun, valida para liquidos y gases conductores, es la llamada ley
de Ohm, que en un medio conductor en reposo se expresa como

j=oF, (2.8)

donde E’ es el campo eléctrico en el sistema en reposo, y la conductividad eléctrica
se puede suponer constante como una buena aproximacién. Si el conductor se
desplaza respecto al sistema de laboratorio con velocidad u, la ley de Ohm toma
la forma

j=0(E+uxB)+pu. (2.9)

Los términos (p.u) y (E + u x B) se denominan la corriente de conveccién vy el
campo eléctrico efectivo, respectivamente.

La fusién de las ecuaciones de la mecanica de fluidos con las ecuaciones del
campo electromagnético presenta algunas dificultades. Las primeras son ecua-
ciones cldsicas no relativistas, y por ende son invariantes ante transformaciones
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Galilenas. Por su parte, las ecuaciones del campo electromagnético son ecua-
ciones relativistas, por tanto invariantes ante transformaciones de Lorentz. La
mezcla de ecuaciones con distintas propiedades de invarianza podria dar lugar a
un descripcion errénea del fendmeno en consideracion. Esto se resuelve utilizan-
do lo que se conoce como la aproximacién MHD que consiste basicamente en
restringir los fenémenos estudiados a aquellos en donde: a) la velocidad del fluido
es mucho menor que la velocidad de |a luz; b) los flujos tienen lugar en campos
magnéticos cuasi-estacionarios o a bajas frecuencias; c) los campos eléctricos son
del orden de magnitud de la fuerza electromotriz inducidad por el movimiento
del fluido en el campo electromagnético [Cuevas 2004].

Debido a esta aproximacién se puede despreciar la corriente de desplazamien-
to de Maxwell en la ecuacién (2.7). Fisicamente lo que se esta despreciando es
el proceso de acumulacién o redistribucion de cargas eléctricas. La aproximacion
MHD lleva también a establecer asimismo la invarianza del campo magnético
en los distintos sistemas de referencia. También establece que la corriente de
conveccién p.u en la ecuacién (2.9) es despreciable respecto a la corriente de
conduccién j. Con estas simplificaciones las ecuaciones del campo magnético en
un conductor en movimiento son

V-B=0, (2.10)
0B
E=—— 2.11
V x B = /j. (2.12)
j=c(E+uxB). (2.13)

En esta aproximacién es apropiado ignorar la ecuacién de conservacién de la
carga eléctrica (2.4) ya que el campo eléctrico estd completamente determinado
por las ecuaciones rotacionales y la ley de Ohm. Al despreciar la corriente de
desplazamiento, las ecuaciones (2.10)-(2.13) pierden su invarianza ante tranfor-
maciones de Lorentz, presentando Unicamente su invarianza Galileana. Ademads,
de la ecuacién (2.12) se sigue la condicién

V.j=0, (2.14)

que es equivalente a despreciar la corriente de desplazamiento. Estas ecuaciones,
junto con las de balance para el fluido forman un sistema completo de ecuaciones
que permiten describir el comportamiento de un fluido conductor en un campo
magnético.
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2.3. Ecuaciones de la MHD

Las ecuaciones del campo electromagnético (2.10)-(2.13) pueden combinarse
para dar lugar a lo que se conoce como la ecuacién de induccién [Miller y Buihler
2001]. Primero, despejamos el campo E de la ecuacién (2.13) y lo introducimos en
la ecuacién (2.11); eliminamos j con ayuda de la ecuacién (2.12), considerando la
ecuacién (2.10) y que el fluido es incompresible (ecuacién (2.1)). De esta forma,
obtenemos la ecuacién de transporte que obedece el campo magnético B, es
decir,

%—?+(U-V)B:)\V2B+(B-V)u, (2.15)
donde la cantidad A = 1/pg0 es la difusividad magnética, que es una propiedad
del medio conductor que expresa la medida de la tendencia del campo magnético
a difundirse a través del medio. Esta ecuacidn establece que el campo magnético
también obedece una ecuacién de transporte y se propaga mediante los meca-
nismos convectivo y difusivo. Evidentemente, por el hecho de que aparece la
velocidad u, la ecuacién (2.15) debe resolverse similtanemente con las ecuacio-
nes de continuidad (2.1) y Navier-Stokes (2.2).

De modo que el sistema completo de ecuaciones que describe el movimiento
de un fluido viscoso, incompresible y eléctricamente conductor en un campo
magnético es

V-ou=0, (2.16)
Ou 1 9 1.
E—F(U'V)U——;VP-FVVU—FZJXB, (2.17)
oB )
E‘F(U-V)B:)\VB*F(B-V)U, (2.18)
V-B=0, (2.19)
V x B = [4j. (2.20)

A continuacidn, escribiremos estas ecuaciones de manera adimensional.
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2.4. Adimensionalizacion

La modelaciéon completa del experimento realizado en el CIE puede resultar
bastante compleja. Al inyectar la corriente en el electrolito a través de los electro-
dos, ésta interactia con el campo magnético dando lugar a la fuerza de Lorentz
que provoca el movimiento del fluido. Cuando el electrolito tiene un movimiento
relativo al campo magnético aplicado, de acuerdo a la ley de induccién de Fara-
day, se genera una fuerza electromotriz que induce la circulacién de una corriente
en el electrolito. Por tanto, en el electrolito existe una densidad de corriente total
que es la suma de la corriente aplicada y la inducida:

i=i"+7, (2.21)

donde j° vy j' son la corriente aplicada e inducida, respectivamente. La existencia
de corrientes eléctricas tiene a su vez varios efectos fisicos. Por un lado, la cir-
culacién de corrientes eléctricas en el fluido conductor generan lo que se conoce
como el calentamiento o disipacion de Joule, que manifiesta el hecho de que
parte de |la energia existente en el sistema es transformada de manera irreversible
en calor; sin embargo, este efecto lo consideramos despreciable, debido a que
la energia disipada es en general muy pequeina. Por otro lado, en concordancia
con la ley de Ampere, estas corrientes inducen campos magnéticos, por lo que
el campo magnético total sera ahora el campo aplicado mas el campo inducido
por la corriente que circula en el fluido:

B=B’+b, (2.22)

donde B® y b son el campo magnético aplicado e inducido, respectivamente.
Se debe tener en cuenta que la corriente inducida, j’, da lugar a fuerzas electro-
magnéticas (de Lorentz) que actdan en direccidn contraria a las fuerzas aplicadas,
por lo que tienden a inhibir el movimiento del fluido, tratando de llevarlo al equi-
librio.

Los pardmetros controlados externamente durante los experimentos son la inten-
sidad de campo magnético aplicado y la densidad de corriente aplicada; ademas,
las propiedades del electrolito, es decir, la densidad, la viscosidad cinematica,
la permeabilidad magnética y la conductividad eléctrica se suponen conocidas.
Al tomar en consideracion lo anterior y realizando un anélisis dimensional se
optd por las siguientes variables adimensionales denotadas con un asterisco:
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P
u*:i’ P*:_2*
Ug pPUy
H 0
.k .l [OF3 B
—_ — B _ —
.l j07 Bm’
b X
b>i<:7H * 7
RmB,, = d
N t v
= Uy = —
d2/1/’ 0 d,

donde d es la longitud caracteristica del sistema, que especificamente es el
didmetro del iman, B,, es la magnitud maxima del campo magnético aplica-
doy Rm = pgodUy es un parametro adimensional conocido como nimero de
Reynolds magnético, el cual analizaremos con mayor detenimiento posteriormen-
te. La velocidad ug = v/d puede interpretarse como una velocidad viscosa ya
que es precisamente la fuerza viscosa la que se opone a la fuerza de Lorentz apli-
cada. El modelo de Salas et al. (2001) utiliza una adimensionalizacién distinta y
para su soluciéon omite el témino convectivo, sin embargo, como veremos en el
Capitulo 3, al hacer uso de la adimensionalizaciéon aqui presentada, no omitimos
el término convectivo. Al utilizar estas variables, las ecuaciones adimensionales
de conservacion de masa y cantidad de movimiento toman la forma

\ARTTRE)) (2.23)
8 *
8';( + (U* . V*) U* — _v*P* + V*2u*
+Re (j* x B”™) + ReRm (j* x b*). (2.24)

En la ecuacidn (2.24), Re denota al nimero de Reynolds el cual da una estima-
cién de la importancia del transporte de cantidad de movimiento por conveccién
comparado con el transporte por difusién viscosa y estd dado por
Uod
Re = =, (2.25)

14

donde la velocidad caracteristica Uy surge del balance de las fuerzas dominantes
en el flujo, es decir, la fuerza viscosa y la fuerza electromagnética aplicada, es
decir,

1
vV ul~] o B, (2.26)
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o bien, en orden de magnitud

VUO jOBO
de donde
'OBOd2
Uy = jpT' (2.28)

La ecuacién de induccién magnética adimensional queda de la siguiente forma

R gap (B . V*)u* — (u*- V*) B

ot
+Rm (b* - V*)u* — Rm (u* - V*) b*. (2.29)

En la ecuacidn (2.29) aparece un pardmetro adimensional de gran importancia en
la MHD, el nimero de Reynolds magnético Rm. Este nimero puede interpretarse
como la razén del campo magnético inducido por el movimiento del fluido, y el
campo externo aplicado BY. Otra interpretacién comin de Rm es que estima la
importancia del transporte de campo magnético por efectos convectivos compa-
rado con el transporte de esta cantidad por efectos difusivos. Matematicamente
lo anterior se expresa como

Uod

o
Se observa que este pardmetro tiene la misma estructura que el nimero de
Reynolds que cominmente aparece en hidrodindmica. El cardcter de la ecua-
cién (2.18) depende fuertemente de la importancia relativa de Rm. Asi, cuando
Rm < 1, los efectos difusivos son dominantes. Este es el caso que se presenta
en la mayoria de los flujos de metales liquidos y electrolitos a escala industrial o
de laboratorio, donde el campo magnético inducido por el movimiento del flui-
do es despreciable en comparacién con el campo impuesto o aplicado. Por otra
parte, cuando Rm > 1, dominan los efectos convectivos. En tal caso los cam-
pos magnéticos inducidos pueden incrementarse sustancialmente, de manera que
la conservacion de flujo magnético origina que la fuerza de Lorentz propicie un
comportamieto eldstico del campo que da lugar a las ondas de Alfvén. Las ondas
de Alfvén, desconocidas en la mecanica de fluidos y en la electrodindmica, son
perturbaciones transversales que se propagan a lo largo de las lineas de fuerza
del campo magnético, y su origen puede asociarse a la vibracion de estas lineas
concebidas como cuerdas de tension. Estos efectos son usualmente de gran rele-
vancia en fenémenos astrofisicos y significativos a escala geofisica [Cuevas 2004].

Rm = M()O'dUo = (230)
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En este trabajo utilizaremos la aproximacion Rm < 1, de modo que los términos
de orden Rm en la ecuacién (2.29) se desprecian. Asimismo, el dltimo término
del lado derecho de la ecuacidn (2.24) se desprecia pues para los valores de Re
utilizados en este trabajo, el producto ReRem sigue siendo mucho menor que
uno. Al quitar por simplicidad los asteriscos a las variables adimensionales, las
ecuaciones que gobiernan el flujo quedan como sigue

V.u=0, (2.31)
ou 2 . 0
5+(U-V)U:—VP+VU+R6(JXB), (2.32)
0=V’b+ (B*-V)u—(u-V)B’, (2.33)
V.b=0, Vxb=—j (2.34)
- Y _NJ, :
V-B’=0, VxB’=0, (2.35)

donde N es el pardmetro de interaciéon o nimero de Stuart. Este pardmetro
cuantifica la razén de la fuerza magnética y la inercial, y estd dado por

odB°?
pUs

Este parametro también puede expresarse como N =
de Hartmann, definido como

N =

(2.36)

Ha?
Re

Ha=dB", | = (2.37)
pv

El cuadrado de Ha da una estimacion de la magnitud de la fuerza magnética
comparada con la fuerza viscosa. Evidentemente, de los tres parametros Re, Ha
y N, sélo dos son independientes.

, donde Ha es el nimero

2.5. Aproximacion 2D

Existen diversas situaciones fisicas en las que el flujo de un liquido presenta
un comportamiento que tiende a la bidimensionalidad. Tal es el caso de flujos
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bajo campos magnéticos muy intensos [Messadek y Moreau 2002] o flujos en
rotacién [Zavala-Sansén et al. 2001] donde las fuerzas magnéticas o bien la de
Coriolis, respectivamente, inhiben las perturbaciones en la direccién ya sea del
campo aplicado o de la velocidad angular de rotacién. Por otro lado, el confi-
nar el movimiento de un liquido a una capa muy delgada propicia también un
comportamiento cuasi-bidimensional, donde las perturbaciones en la direccién
normal a la capa son amortiguadas por el confinamiento geométrico [Satijn et
al. 2001]. De hecho, en estos sistemas se puede inferir que después de un pe-
quefio estado transitorio, el flujo puede ser tratado como bidimensional [Paret
et al. 1997]. Tal es el caso de los flujos producidos mediante fuerzas magnéti-
cas en una capa de electrolito, estudiados experimentalmente en el CIE [Salas
et al. 2001, Ramos et al. 2005, Cuevas et al. 2002]. Este tipo de flujos puede
modelarse analitica o numéricamente como un flujo puramente bidimensional o
bien cuasi-bidimensional, de manera fisicamente aceptable, a pesar del caracter
tridimensional del flujo real. Este es el enfoque que se seguira en el presente tra-
bajo ya que simplifica enormemente la tarea de modelaciéon y ofrece resultados
razonables, [Smolentsev 1997, Cuevas et al. 2006, Paret et al. 1997]. Al tomar
lo anterior en cuenta, consideramos primeramente un modelo bidimensional que
ignora completamente la dependencia en la coordenada normal z, lo que implica
que el espesor de la pelicula de fluido es despreciable. Por tanto, las componentes
del campo de velocidad son

u=[u(z,y,t),v(z,y,t),0]. (2.38)

Aunque el campo magnético es tridimensional, en esta aproximacion considera-
mos que la componente normal al plano xy es la unica relevante al problema.
Suponemos que la delgada capa de fluido de espesor h, es mucho mds pequena
que el didametro del imén d, (h< d), que es la longitud caracteristica relevante
en el plano de movimiento. Se considera ademas que en el plano de movimiento
el campo magnético es independiente de la coordenada z. Por tanto, el campo
magnético es de la forma

B’ = [0,0, B! (z,y)] . (2.39)
Asimismo, el campo inducido se aproxima como

b=1[0.0,b. (z,y,t)]. (2.40)

Como se verd mas adelante, con esta suposicidn es posible obtener las corrientes
inducidas en el plano de movimiento a partir de la ley de Ampere. Al igual que
el campo de velocidad, las corrientes se encuentran en el plano xy
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Notese que la densidad de corriente aplicada estd en la direccién x, y su valor
igual a 1, ya que normalizamos utilizando la magnitud de la corriente aplicada
4V, Finalmente, las ecuaciones a resolver para el problema planteado son las
siguientes:

ou Ov
J— —_— = \ 4
ox * oy 0 (242)
ou ou ou OP 0*u  0d*u i 10
ot +u%+va_y*_%+@+8—yﬁ+Reijz’ (243)

ov ov v oOP 0*v 0% 4
ATl — ReB° — Rej' B 2.44
BT +u8$ +U8y 3y + 52 + By ReB, — Rej. B, ( )

02b, N 0?b, OB’ OB’
= — U — v .

or?  0y? ox oy
Una vez determinado b,, de la ley de Ampere (2.34b), pueden calcularse las
componentes de la corriente inducida

0

(2.45)

- b, b.
PR P\

donde puede observarse que b. hace las veces de una funcién de corriente para
la densidad de corriente eléctrica.

A continuacién, presentaremos la solucion analitica de estas ecuaciones por el
método de perturbaciones para el caso de numeros de Reynolds pequenos.
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Capitulo 3

Solucion analitica para nameros
de Reynolds pequenos

En el capitulo anterior planteamos las ecuaciones de la MHD e hicimos ciertas
aproximaciones para llegar a un sistema de ecuaciones adecuado para describir
nuestro fendmeno de estudio. El siguiente paso es solucionar dicho sistema. Aun-
que uno de los principales objetivos de este trabajo es el tratamiento numérico
del problema, buscamos primeramente un analisis analitico como método alter-
nativo que nos sirva como base para lograr una mejor comprension del fenémeno.
Sin embargo, como se vera a continuacion, las soluciones analiticas encontradas
aqui presentan diversas limitaciones que impiden reproducir de una manera com-
pleta el flujo estudiado. No obstante, dichas soluciones captan algunos rasgos
fisicos relevantes del fendmeno por lo que resulta ilustrativo considerar este en-
foque como un primer acercamiento al problema.

Para resolver el sistema de ecuaciones de manera analitica recurrimos al méto-
do de perturbaciones partiendo de la ecuacién de vorticidad. Si derivamos con
respecto a la coordenada vertical y la ecuacién (2.43), y el resultado lo restamos
a la derivada con respecto a la coordenada horizontal x de la ecuacién (2.44)
obtenemos

ow, Ow, ow, 0w, 0w, 0BY
+ e

R P W S N
o(jiBY) 05, BY)
. -z ’ 1
Re( O + oy . (3 )

donde w,(z,y) es la componente de la vorticidad en direccién de la coordenada
transversal z, y esta definida como

21
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v Ou
= o — 3.2
“ or 0Oy (3.2)
Al aplicar la conservacién de la carga eléctrica (2.14), la ecuacién (3.1) toma la
forma

Ov: o Owe Ow:  Pw D p OB o (] OB; | i 832) . (3.3)
ot ox dy or?  0y? ox * Ox Y oy

El tercer y cuarto término del lado derecho de la ecuacién (3.3) dan cuenta de las

fuerzas de Lorentz presentes en el flujo. El tercer término es la fuerza aplicada,

es decir, el motor de movimiento. Por su parte, el dltimo término es la fuerza

inducida que actta para frenar el movimiento.

Al analizar el dltimo término del lado derecho de la ecuacién (3.3) observamos
que es de orden Ha?, es decir,

ob, ob,
ox ox

Debido a que en el experimento Ha ~ (.38, en una primera aproximacién po-
demos despreciar la fuerza de Lorentz producida por las corrientes inducidas,
es decir, podemos omitir el Gltimo término de la ecuacién (3.3). Finalmente, la
ecuacién de vorticidad queda como

Rej,BY = —Ha®—=BY,  Rej.B] = Ha®——B". (3.4)

Ow, N Ow, N ﬁwz _ Pw, N ’w, _R dB°
o " Yor "oy T a2 T oz Cor

Por otra parte, la ecuacidn para la presion se puede obtener al tomar la divergencia
de las ecuaciones de movimiento (2.43) y (2.44). Al despreciar las corrientes
inducidas, la ecuacién (3.5) queda desacoplada de la ecuacién (2.45), por lo
que se puede resolver primero la ecuacién de vorticidad (3.5) para obtener el
campo de velocidad y posteriormente el campo de presion, y después resolver la
ecuacién para el campo magnético inducido (2.45). Finalmente, las componentes
de la densidad de corriente inducida pueden obtenerse a través de la ecuacion
(2.46).

(3.5)

3.1. Campo magnético aplicado

Para modelar el campo magnético aplicado de una manera simplificada, re-
currimos a la expresion exacta del campo debido a un dipolo magnético puntual
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[Good y Nelson 1971]. Ya que deseamos hacer una modelacién bidimensional,
consideramos un dipolo puntual cuyo momento magnético dipolar m apunta en la
direccion z; de esta forma la contribucion dominante esta en la direccion normal
al plano de la capa de fluido xy. Ademas, omitimos la dependencia en la coorde-
nada transversal z, puesto que el flujo tiene lugar sélo en un plano determinado,
z = constante. Colocando el sistema coordenado en el origen (z = y = 0), la
expresion para el campo magnético bidimensional queda como

Ho T

0 _
B(r,y) = a1

+ pomd(z)d(y). (3.6)
En la ecuacién (3.6), el primer término del lado derecho da la contribucién del
campo magnético fuera del origen, mientras que el segundo término considera
los efectos de la singularidad del campo dipolar. El campo se puede normalizar
con B, = pym/L?, donde L es una longitud caracteristica. Para un dipolo de
longitud finita, la longitud L se puede escoger sin ambigiiedad, sin embargo,
no hay longitud caracteristica para un dipolo puntual. Para propdsitos practicos,
escogimos L de tal manera que la constante de normalizacién B, = 1, esto es,
L = \/mym [Cuevas et al. 2006]. Finalmente, el campo magnético normalizado
estad dado por

1 1

0 _
B;(z,y) = %m

+ ()0 (y). (3.7)
Es importante notar que la expresion tridimensional del campo dipolar satisface
exactamente las ecuaciones magnetostdticas (2.35). Sin embargo, si conservamos
sélo la componente normal, el campo pierde su propiedad de irrotacionalidad. No
obstante, ya que las componentes del campo en las direcciones = y y son muy
pequeinias comparadas con la componente normal, el mantener (inicamente esta
componente permite describir la dinamica de flujo con resultados fisicamente
razonables.

3.2. Condiciones de frontera y condicién inicial

En constraste con el experimento, donde el fluido estd contenido por una
caja de seccion transversal rectangular, en la solucién analitica consideramos por
simplicidad que el fluido estd en una regidn infinita.

Suponemos que a una distancia suficientemente alejada del origen el campo
magnético producido por el dipolo puntual es despreciable, por lo que la fuer-
za de Lorentz serd nula, el campo de presion serd constante y el fluido per-
manecerd estatico. Ademds, suponemos también que a esa distancia el campo
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magnético inducido es cero. Entonces

u— 0
v—>>0
P — s constante cuando z,y — Fo0. (3.8)

b, — 0

En principio, el campo de velocidad y presion, asi como el campo magnético
inducido deben ser finitos en el origen, es decir,

u — finito
v — finito
P — finito
b, — finito

cuando z,y — 0. (3.9)

En un inicio el fluido esta en reposo, por lo que como condicién inicial tenemos:

u=v==b,=0 B
P = constante } en ¢ =0. (3.10)

3.3. Solucién analitica

Para resolver analiticamente las ecuaciones de movimiento, suponemos que
el nimero de Reynolds es muy pequeiio de manera que podemos expresar las
variables como una serie en el pardmetro Re, es decir,

W, 9 + Re wV) 4+ Re? w(2 + O(Re3)
u = u(o) + ReuW + Re* u® + O(Re®),
v=1v"+ Re v(l) + Re? 0@ 4+ O(Re?),
b. =0 + Re b + Re? b(2) + O(Re3),
P =PY 4+ Re PV + Re? P® + O(Re?), (3.11)

donde el superindice muestra el orden de la aproximacién.

3.3.1. Solucién a orden cero

La vorticidad a orden cero cumple con la ecuacion
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Ol O 0w 2w 92l
+ul® +0© = + .
ot Ox dy Ox? oy?

En la ecuacién (3.12) no aparece algtin término fuente que provoque movimiento
en el fluido, por lo que éste permanece en reposo. La solucion de esta ecuacion
€s por tanto

(3.12)

w® = 4@ =@ =, (3.13)

z

La ecuacion para la presion es

PO §2pO
92 + 7 =0, (3.14)

Esta ecuacién puede resolverse facilmente mediante el método de separacién de
variables. la cual tiene como solucién?

PO =, (3.15)

A su vez, el campo magnético inducido obedece a la ecuacién

2 92" oB° oB°
Ox? 0y? ox oy

(3.16)

cuya solucién es

b0 =0, (3.17)

z

Al igual que el campo magnético inducido, las corrientes eléctricas inducidas a
este orden son también cero:

3(0)

70 = 0 =o0. (3.18)

3.3.2. Solucién a primer orden

A O(Re), la vorticidad satisface a la ecuacién

A - 8wt N Pw  9BY

(3.19)

ot 0x? 0y? ox

Para dar solucién a la ecuacién (3.19) utilizamos el método de la funcién de Green
en el dominio infinito —co < x < 00, —00 < y < 00, para t > 0y la condicién

1Este tipo de ecuaciones se resuelven ficilmente mediante el método de separacién de
variables, y utilizando coordenadas polares .
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inicial w, = 0 en t = 0 [Ozisik 1993, Salas et al. 2001]. Cabe resaltar que sélo
el término correspondiente a las funciones delta de Dirac del campo magnético
aplicado (ecuacién (3.7)), da una contribucién diferente de cero. Finalmente, |a
solucion a la ecuacién de vorticidad es

o LT Eat (3.20)
21 22 + y?
de donde obtenemos para ¢ — oc la solucién estacionaria
1 T
m_- - = 3.21
e 21 22 + 92 (321)

Notese que esta solucidn no satisface la condicidn (3.9), es decir, diverge en el
origen. Este comportamiento es heredado del campo magnético dipolar que tam-
bién presenta una singularidad en el origen. A pesar de esta limitacion, veremos
que la solucién analitica reproduce de manera satisfactoria el comportamiento
del flujo en la vecindad de la singularidad.

Para obtener el campo de velocidad recurrimos a la funcién corriente ¢ (z, y)
definida como

oY e

:a_yv U= 8w’

u

(3.22)

de manera que satisface la condicién de conservacién de masa (ecuacién (2.42)).
Expandiendo la funcién corriente tenemos

P =@+ Rey® + Re? v + O(Re?), (3.23)
que a orden cero, al igual que el campo de velocidad a ese orden, tiene como

solucién 1 = 0.

La funcién corriente a primer orden cumple con la ecuacién

2,50 2,1
oY + o = —wW,
ox? oy? N
La soluciéon general de esta ecuacidn tiene la forma

(3.24)

T
87
Si aplicamos las condiciones de frontera (3.8) y (3.9) pidiendo que las velocidades

se anulen en infinito y tomen valores finitos en el origen, concluimos que las
constantes (7 y (5 deben ser iguales a cero, por lo tanto

xr
2/)(1) [1 — Log(x2 + y2)] + CIW + 021'.
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M = 81 [1— Log(z® + %)) . (3.25)
T
De la definicién (3.22) obtenemos las componentes de velocidad
b = 1 _my (3.26)
4t 22 + y?’ '
1 22°
1 2 .2

Sin embargo, notamos que las soluciones (3.26) y (3.27) no satisfacen las condi-
ciones a la frontera. El que no satisfagan la condicién en el origen se debe, como
ya lo hemos mencionado, a la singularidad existente en el campo magnético apli-
cado. Por su parte, el hecho de no satisfacer la condicién en r — oo manifiesta
un problema intrinseco a la aproximacién Re < 1. Este problema no es carac-
teristico sélo del flujo en consideracién sino que se presenta de manera andloga
en un problema cldsico de la dindmica de fluidos, a saber, en el flujo sobre un
cilindro sdlidos a bajos nimeros de Reynolds (ver por ejemplo, Batchelor 1967,
p. 244-246). En tal caso, se encuentra que es posible satisfacer la condicidn de
no deslizamiento sobre el cilindro, pero la solucién diverge cuando r — 0.
El determinar de manera precisa la regién del espacio donde nuestra solucién es
valida, es un problema complejo que requiere de un analisis asintético cuidadoso
que trasciende los alcances del presente trabajo y se plantea como una tarea a
futuro. No obstante, es interesante analizar los resultados que se obtienen con
este enfoque a pesar de sus limitaciones.

La presion obedece a la ecuacion

PP PPO 90

+ ==

Ox? Oy? oy

y puede resolverse de manera andloga a la ecuacién (3.19), de modo que la
solucién estacionaria es

(3.28)

Ly
1) _
P = Coma? 42 (3:29)

La ecuacidn para el campo magnético inducido es

o2 orlY OBY OB?
ox? 0y? ox oy
Con el fin de obtener soluciones analiticas simples, en lugar de utilizar |a expresion
(3.7) para la componente normal del campo magnético aplicado, utilizamos la
distribucién Gaussiana

(3.30)
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BY(z,y) = %e’”(xgﬂﬁ), n > 0. (3.31)

De hecho, ambas expresiones para el campo magnético aplicado presentan una
distribucién similar alrededor del origen. Asimismo, la integracion de ambas ex-
presiones en el dominio infinito es igual a 1. Utilizando la expresién (3.31), la
solucién de la ecuacién (3.30) es

b = m {(1=n(@®+y?) Bi (-n(2® + y*))

— 7M@) Log(2? + y2)} : (3.32)

donde la funcién FE7 estd definida como

00t
Ei(l') = —/F ert, para T > 0. (3.33)

Curiosamente, la solucién (3.32) se comporta correctamente en infinito, pero al
igual que las soluciones previas, diverge en el origen.

Las componentes de la densidad de corriente inducida se calculan a través de
la ecuacién (2.46), obteniendo

. Ne_n(l'2+y2)
jl(l) —
* 1672 (22 + y?

E {(v* + 2ny*(2® + v*) — 2°) Log(2* + )
) i (—p(a? 4+ 7))

(v + n(=® +y°)* — 2%)

— 2y (2? + y2)} , (3.34)

—n(z?+y?)
(1) _ zyNe 2 2
Jy 82(22 + y?)? {n(=*+y%)
") g (—n(=® +y?))

— (L4 n(z*+y*)) Log(z® + y*)} . (3.35)
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3.3.3. Solucién a segundo orden

Para completar el tratamiento analitico, obtendremos la correccion al campo
de velocidad a segundo orden. La ecuacién de vorticidad a O(Re?) es

5’2(,0(2) 82w(2) aw(l) aw(l)
zZ + z zZ + (1) zZ

=y : 3.36
Ox? 0y? Y o v dy (3.36)
la cual tiene como solucién
2 2y Log(z® +¢%)
w® = o R p (3.37)
La funcién de corriente cumple con la ecuacién
2,/,(2 2,/,(2
87/;()+8q/)() L (3.38)
Ox? oy? 27 '
y al resolverla obtenemos
2) 1Y 2 2 2 a2 1
@ = FTo3 Log (z* +y*) — (Log(z® +y?))” — 5| (3.39)

De la ecuacién (3.39) podemos inferir las componentes de velocidad

u?® — *
102472 (22 + )

{—2® +3y> + 2Log (2 + v*) [2* — 3y* — (2" + y*) Log(2® + y*)] },  (3.40)

2) _ Yy
102472 (22 + y?)
{=32% +y* + 2Log(a® + y*) [32® — y* + (® + y*)Log(a® + y*)]} . (3.41)

o€

Al tomar en cuenta la forma de las soluciones para u® y v@ 1a solucién de bg)
es complicada y hemos decidido omitirla, asi como también omitimos la solucién
de P Esto es plausible debido a que las soluciones a segundo orden no tienen
una contribucidn significativa cuando Re < 1.

3.4. Resultados

Los resultados que se muestran a continuacion fueron obtenidos con el parame-
tro Ha = 0.2, que es un valor muy cercano al experimental (Ha ~ 0.38). Ya que
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Ha < 1, los efectos de la corriente inducida son minimos. El niimero de Reynolds
utilizado es Re = 0.1. Las graficas se presentan en el intervalo —2 < (z,y) < 2,
puesto que es en esta region donde mejor se puede apreciar el flujo dipolar.

La Figura 3.1 muestra el campo vectorial de velocidad calculado con las ex-
presiones analiticas (3.26), (3.27), (3.40) y (3.41). En ella, podemos observar
la formacién de un dipolo, en el cual el vértice izquierdo gira en sentido horario
mientras que el vortice derecho gira en sentido antihorario. La fuente del campo
magnético aplicado estd localizada en el centro geométrico, y es ahi donde se
localiza la magnitud maxima de velocidad en la direccién negativa del eje y. Las
lineas de corriente asociadas al campo vectorial se pueden apreciar en la Figura
3.2, donde observamos la simetria del dipolo respecto a ambos ejes coordenados.
Dicha simetria manifiesta el dominio de los efectos difusivos respecto a los con-
vectivos, o en otras palabras, el efecto despreciable de la correccidon a segundo
orden. De hecho, el considerar esta correccién lleva a modificaciones de orden
10% que resultan totalmente despreciables.

2/‘//1444“\\\\\\
/‘/It(,,A“x\\\\
A A P UGG N Y
/‘///,-‘,,‘V\\\\\
1;//"‘\V"'\\\:
SRR NN

1 ¢ u PR
VO***‘A',\li'A‘***
HRSETIEEY

\VA/ \;r’
1\\\\‘,'v“,///f
_“\\\\“,,\-,11/‘/‘
L N S P A
A NN A
_2\\\\\\\‘44111//
-2 -1 0 1 2

X

Figura 3.1: Campo vectorial de velocidad. Re = 0.1, Ha = 0.2.

En la Figura 3.3 observamos los perfiles de la componente vertical de velocidad
v en funcién de y para distintos valores de z. Notamos que lejos de la fuente
de campo magnético (y — =+2), la velocidad tiende a cero, mientras que al
acercarnos a la fuente de campo magnético (y — 0) la velocidad incrementa su
magnitud hasta alcanzar un maximo cuando x = 0. Los perfiles correspondientes
ax=0.1y2x=0.2 muestran un maximo local en y = 0, este comportamiento
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da cuenta sobre los cambios en la direccidn de la velocidad al atravesar el vortice
derecho.

9

-15-1-050 05 1 15 2
X

Figura 3.2: Lineas de corriente. Re = 0.1, Ha = 0.2.
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Figura 3.3: Componente vertical de la velocidad v en funcién de y para = cons-
tante. Re = 0.1, Ha = 0.2.

La Figura 3.4 contiene perfiles de la componente vertical de la velocidad v en
funcion de la coordenada x para y = constante. Nuevamente observamos que la
velocidad maxima se alcanza precisamente en el origen donde, de hecho, la velo-
cidad es infinita en el modelo matematico. Notese que paray = 0.3y y = 0.6 la
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velocidad también alcanza un maximo cuando x = (). Asimismo observamos que
al atravesar los vortices de izquierda a derecha la velocidad cambia de positiva a
negativa y nuevamente a positiva.

0.01
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Figura 3.4: Componente vertical de la velocidad v en funcién de = para y cons-
tante. Re = 0.1, Ha = 0.2.
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Figura 3.5: Componente horizontal de la velocidad u en funcién de y para x
constante. Re = 0.1, Ha = 0.2.

En la Figura 3.5 se muestran los perfiles para la componente de velocidad horizon-
tal u en funcidn de la coordenada vertical y para x = constante. Si observamos



3.4. RESULTADOS 33

el perfil x = 0.1, al movernos a lo largo de la coordenada y la velocidad se
incrementa en direccidn positiva en el cuadrante inferior derecho debido a que el
vortice del lado derecho gira en sentido antihorario, mientras que se vuelve nega-
tiva, pasando por cero en el centro geométrico, en el cuadrante superior derecho.
Puesto que el vértice izquierdo gira en sentido horario, el perfil x = —0.1 tiene
la forma inversa del perfil z = 0.1.

La Figura 3.6 presenta perfiles de u en funcion de la coordenada horizontal z
para y = constante. En el perfil y = 0.1, cuando nos movemos en direccién
de la coordenada x atravesamos ambos vértices por encima del eje horizontal z,
por tanto la velocidad aumenta puesto que el vértice izquierdo gira en sentido
horario, haciéndose cero al pasar por el centro para enseguida disminuir, debido
a que el vértice derecho gira en sentido antihorario. Debido a que en el perfil
y = —0.1 atravesamos ambos vértices por debajo del eje horizontal x, la curva
se invierte respecto al caso y = 0.1.

0.004

0.002

-0.002

~0.004 I R
15 -1 =05 0 05 1 15 2

Figura 3.6: Componente horizontal de la velocidad u en funcién de z para y
constante. Re = 0.1, Ha = 0.2.

La Figura 3.7 muestra las isolineas de vorticidad del flujo. En ella se puede notar
que la vorticidad es simétrica respecto a ambos ejes coordenados, lo que muestra
que los efectos difusivos dominan en el flujo.
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1
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Figura 3.7: Isolineas de vorticidad. Re = 0.1, Ha = 0.2.

La Figura 3.8 muestra como varia la vorticidad en funcién de la coordenada y
para x = constante. Observamos que la vorticidad es apreciable inicamente y
se intensifica alrededor del centro geométrico. El perfil x = —0.1 es idéntico al
perfil x = 0.1 pero invertido. Esto se debe a que se refieren al vértice izquierdo
y derecho, respectivamente, los cuales tienen vorticidad de la misma magnitud
pero de sentido opuesto.

0.15 (Y
0.1 _,‘i !
0.05

wz O ......... -
-0.05
-0.1

-0.15

Figura 3.8: Vorticidad w, en funcién de y para = constante. Re = 0.1, Ha = 0.2.

En la Figura 3.9 observamos los perfiles del campo de presion en funciéon de y
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cuando x = constante. La presion presenta un salto en las vecindades del origen.
Este comportamiento se puede explicar de manera sencilla y aproximada con la
ecuacion de Bernoulli. Si observamos el perfil x = 0.1, cerca del origen la mag-
nitud de la velocidad aumenta, por ende la presion disminuye tomando valores
negativos; al alejarse del centro la magnitud de velocidad disminuye, por lo que
la presién aumenta.

-1.5 -1 =05

Figura 3.9: Presién P en funcién de y para = constante. Re = 0.1, Ha = 0.2.

-15-1-050 05 1 15 2
by

Figura 3.10: Isolineas de campo magnético inducido. Re = 0.1, Ha = 0.2.
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En la Figura 3.10 se muestran las isolineas del campo magnético inducido, mien-
tras que en las Figuras 3.11 y 3.12 se muestran sus perfiles en funcién de y y «
respectivamente. En las figuras se aprecia que el campo magnético inducido es
intenso en la periferia del origen, ademas de ser simétrico respecto a ambos ejes
coordenados.

0.04 ‘
x=0
002+ ]| e x=0.1
b, 0
-0.02 1
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Figura 3.11: Campo magnético inducido b, en funcién de y para = constante.
Re =0.1, Ha = 0.2.
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Figura 3.12: Campo magnético inducido b, en funcién de = para y constante.
Re=10.1, Ha = 0.2.
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La Figura 3.13 muestra el campo vectorial de la densidad de corriente inducida.
Se puede observar la formacién de dos circuitos de corriente, el circuito inferior
gira en sentido antihorario y el superior gira en sentido horario. En la vecindad
del origen las corrientes de ambos circuitos se suman para alcanzar la corriente
inducida maxima en direccidn negativa de la coordenada horizontal . Nétese que
esta corriente estd en sentido opuesto al de la corriente aplicada. La corriente
inducida interactia con el campo magnético aplicado y da lugar a una fuerza
de Lorentz opuesta a la fuerza magnética que ocasiona el movimiento, es decir,
actiia como un freno magnético.
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Figura 3.13: Campo vectorial de la densidad de corriente inducida. Re = 0.1,
Ha = 0.2,

Aunque se tiene el campo de densidad de corriente inducida, las soluciones ob-
tenidas no toman en cuenta su efecto sobre el flujo (freno magnético), ademds
no todas satisfacen las condiciones a la frontera y sélo son vélidas para nimeros
de Reynolds pequenios.
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Capitulo 4

Solucion numeérica del modelo
bidimensional

Las limitaciones encontradas en las soluciones analiticas hacen necesaria la
busqueda de soluciones numéricas que permitan extender el rango de nimeros
de Reynolds y Hartamnn analizados, asi como evitar las divergencias en el origen
y en regiones alejadas de éste. También es de interés poder analizar efectos no
lineales en el flujo. En este capitulo presentaremos un modelo numérico puramen-
te bidimensional que ignora la presencia del fondo del recipiente que contiene al
electrolito. En el capitulo 5, extenderemos este modelo para incluir el efecto de
la friccion causada por el fondo del contenedor.

Para la simulaciéon numérica utilizamos una formulacién basada en las varia-
bles primitivas velocidad y presion y el campo magnético inducido como variable
electromagnética. A continuacién se expondra el método utilizado asi como las
aproximaciones y pruebas realizadas para evaluar el desempefio numérico.

4.1. Campo magnético aplicado

En el experimento el campo magnético es producido por un iman dipolar con
geometria cilindrica. En la simulaciéon numérica, el campo se modela median-
te una superficie aislante magnetizada de geometria rectangular uniformemente
polarizada en la direccién normal, para el que existe una expresién analitica [Mc-
Caig 1977]. Aunque estrictamente el campo es tridimensional, la contribucién
dominante del campo aplicado es la componente normal a lo largo de la direc-
cion z, por lo que serad la unica que consideraremos en el analisis. Este tipo de
suposicion para modelar campos magnéticos no uniformes ha dado resultados
razonables [Cuevas et al. 2006]. En términos dimensionales, poniendo el siste-

39
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ma coordenado en el centro de la superficie rectangular cuyas dimensiones son
Xo=2ayYy=2b, la componente normal del campo producido por la superficie

magnetizada situada sobre el plano Z = Z, estd dada por la expresion analitica
[McCaig 1977]

B = ¢Bn, {tam1 ( (X +a)(Y +b) 1 2)
(Z - Zo) [(X +a)2 + (Y +b)2 + (Z i Zo)z] /
+ tan? < (X —a)(Y —0) )
(Z — Zy) [(X - 02+ (Y — b2+ (2 — Zo)2]l/2
- tan1< (X +a)(Y =) >
(2= 20) [(X +a) + (Y — b+ (Z - 2]
— tan™' < (X —a) (Y +b) ) }(4.1)
(Z—2) [(X =l + (Y + b + (Z - 2]

donde & es una constante de normalizacién. Por simplicidad, consideramos que la
superficie magnetizada tiene forma cuadrada, esto es, 2a = 2b = d. Recordemos
que d es la escala geométrica utilizada para adimensionalizar el sistema de ecua-
ciones. Ya que el flujo tiene lugar tnicamente en un plano determinado donde
z = constante, se supone también que el campo magnético aplicado es una
funcion independiente de la coordenada z. La Figura 4.1 muestra la distribucién
adimensional de la componente normal del campo. El campo se normalizé de tal
forma que el valor maximo del campo en la regién central es igual a 1. Conside-
ramos que la superficie magnetizada esta separada del plano de movimiento por
una distancia 2y = h. El campo muestra un rapido decaimiento al ir alejdndose
del centro, en los bordes de la placa la intensidad del campo es de 36 % del valor
en el centro, y sélo un 4% a una distancia adimensional de dos unidades. Debido
a su rapido decaimiento, el campo presenta alta intensidad sélo en una zona muy
localizada que para efectos de la simulacion numérica, se supondra suficiente-
mente alejada de las fronteras del sistema.
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Figura 4.1: Campo magnético aplicado (adimensional) producido por una placa
cuadrada magnetizada uniformemente en la direcciéon normal, la longitud de la
placaes 2a =1 .

Debe notarse que mientras que la expresién tridimensional del campo producido
por la superficie magnetizada satisface exactamente las ecuaciones magnetostati-
cas (2.35), al conservar sélo la componente normal, el campo ya no es irrota-
cional. No obstante, como veremos mas adelante, manteniendo Unicamente esta
componente es posible describir la dindmica de flujo con resultados razonables.
De hecho, las componentes del campo en las direcciones = y y son muy débiles
comparadas con la componente normal y su influencia en el flujo es pequefa.

4.2. Condiciones de frontera y condicién inicial

La soluciéon numérica se obtuvo en dominios de integracién rectangulares,
por lo que se cuenta con cuatro fronteras. Para el campo de velocidad se supone
condicién de no deslizamiento en las cuatro fronteras, simulando las paredes que
contienen al electrolito:
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u=0, v=0. (4.2)

Ademas, suponemos que el campo magnético inducido es cero a una distancia
suficientemente grande de la fuente del campo aplicado. Ya que suponemos que
las fronteras que contienen al fluido estan suficientemente alejadas de la zona
donde se localiza el imdn, se impuso que la tinica componente del campo inducido
satisface la condicién

b [s= 0, (4.3)

donde el subindice S denota las fronteras del dominio de integracién. Por su
parte, las paredes que confinan al fluido se suponen eléctricamente aislantes, por
lo que las corrientes inducidas forman trayectorias cerradas en el fluido.

Como condicién inicial tenemos que el fluido estd en reposo, por lo que

en t=0, u=v=>b,=0, (4.4)

es decir, de acuerdo con la ecuacién (2.45), al no haber movimiento, el campo
magnético inducido también es cero.

4.3. Implementacién numérica

Para dar solucién numérica a este problema, se utilizé el método numérico
descrito en [Griebel et al. 1998] que se extendié para considerar flujos MHD [Cue-
vas et al. 2006]. De acuerdo a este procedimiento, las ecuaciones (2.42)-(2.45)
fueron discretizadas utilizando un método de diferencias finitas. La discretiza-
cién espacial es de segundo orden en un arreglo de malla uniforme, y se utilizé el
método de Euler para la discretizacién temporal. Las diferentes variables estdn
localizadas en distintas partes de la malla. Las componentes de velocidad u y v
se definieron en los puntos medios verticales y horizontales respectivamente de
la malla computacional, mientras que la presion y el campo magnético inducido
se definieron en el centro de la celda. Este arreglo de las variables previene posi-
bles oscilaciones de la presion. Los términos difusivos se discretizaron utilizando
diferencias centrales. Para los términos convectivos se utilizé6 una mezcla de di-
ferencias centrales y discretizacién por celda donante (donor-cell)!. El campo de
velocidad y campo magnético inducido cumplen con las condiciones de frontera
(4.2) y (4.3), respectivamente, y con la condicién inicial (4.4).

LVer Anexo.
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La discretizacién de las ecuaciones de cantidad de movimiento (2.43) y (2.44)
es de la forma

uWﬂzm@+&P%+8%—aw%—mm0+&ﬁ$—gq,

or?  Oy? ox Jy ox

Pv v I(uww)  I(v?) y oP

(+) — ) g |22 4 2 - —Re(1+4)B°— 2|,
! vt [8$2+8y2 ox oy Re( +‘7””) =0y

(4.5)

En el paso del tiempo (n) se conocen todas las variables, mientras que aquellas en
el tiempo (n + 1) son las variables a conocer. Las ecuaciones han sido reescritas
utilizando la ecuacién de continuidad (2.42). Si definimos

Pu  *u O(u?) O uw) y
F™M — (™ 4 st _ o i go
v [81‘2 * y? Ox dy - Hed,y z] ’

Pv v I(ww)  I(v?) p
(n) — 4™ - 4z _ _ 1+ %) BY 4
G™ = o™ 4 6t [ax2 tor e ey~ le(l+i) } . (4.6)

llegamos a las siguientes abreviaciones

p(n+1) pn+1)
0 : v(”“):G(”)—(Staa . (47)

(ntD) _ pln) _ 5
“ Ox Y

donde las velocidades se asocian al tiempo (n), mientras que a las derivadas
corresponientes a la presién se asocian al tiempo (n + 1). Esta discretizacién del
tiempo en las ecuaciones de momento es explicita en las velocidades e implicita
en la presién. Sustituyendo la relacién (4.7) en la ecuacién de continuidad (2.42)
se llega a la ecuacién de Poisson para la presién p(®t1)

2 p(n+1) 2 p(n+1) (n) (n)
0°P i 0°P 1 <8F oG ) (4.8)

= — +
ox? 0y? ot \ Oz oy
En resumen, para calcular las variables en el tiempo (n + 1) se siguen los
siguientes pasos:

1: Calcular F™ y G™ de acuerdo a la relacién (4.6)
2: Obtener la presién P"*1) de la ecuacién de Poisson (4.8) 2

%Para resolver la ecuacién de Poisson para la presion se utilizaron condiciones de Neumann
en las fronteras, de acuerdo al método de proyeccién de Chorin y Teman.
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3: Obtener el campo inducido bgnﬂ) para calcular las corrientes inducidas

4: Calcular el nuevo campo de velocidad utilizando la ecuacién (4.7)

Para resolver la ecuacién de presion se utilizé el método de Gauss-Seidel, la
ecuacion se iteré hasta alcanzar la divergencia del campo de velocidades en el
orden de 107°. La ecuacién para el campo magnético inducido (2.45) se resol-
vié al tiempo (n+ 1) utilizando el mismo método. Las componentes de densidad
de corriente se calcularon a través la relacién (2.34), para el cual la condicién de
divergencia cero se satisface por la identidad vectorial V - (V x b) = 0.

4.4. Resolucion de malla, paso en el tiempo y
localizaciéon del iman

Para efectuar la simulacién se utilizé un dominio cuadrado de 25 x 25. Al
igual que en el experimento, el centro de la placa cuadrada magnetizada de lado
unitario que genera el campo aplicado se colocé en el centro geométrico, es decir,
en las coordenadas x = 12.5 y y = 12.5. De esta manera, la distancia entre la
placa y las fronteras es lo suficientemente grande para cumplir la condicion que
el campo magnético inducido en las fronteras es cero. En la solucion numérica
se utilizé una malla ortogonal equidistante con una razén de 1 : 4, es decir,
cada unidad adimensional es seccionada cuatro veces de manera uniforme. En
los distintos casos resueltos, la malla es suficientemente fina para resolver las
capas cortantes que se forman debido a la accidn de las fuerzas magnéticas. La
integracion temporal se realizé usando un paso en el tiempo pequeiio: At =
5 x 107°. Con estas condiciones se obtienen divergencias del campo de velocidad
menores a 3 X 10™*, cumpliendo asi con la condicién V - u = 0 en una buena
aproximacion.

4.5. Resultados

4.5.1. Comparacion con el modelo analitico

En primer instancia, buscamos comparar al menos cualitativamente los re-
sultados obtenidos a través de la simulacién numérica con aquellos del anilisis
analitico. Es por ello que los pardmetros adimensionales en este caso son; al igual
que en el andlisis analitico, Ha = 0.2, y Re = 0.1.

La Figura 4.2 muestra el campo vectorial de velocidad. En ella, al igual que
en la Figura 3.1 para la solucién analitica, se puede observar la formacién de un
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dipolo; el vértice del lado izquierdo gira en sentido horario mientras que el vértice

del lado derecho gira en sentido antihorario. Una diferencia entre los dos casos es

én numéri-

s

la distancia de separacion entre los nicleos de los vortices; en la soluci

ca la distancia es mayor, ya que en este caso el campo es generado por una placa

magnetizada de geometria cuadrada de longitud 1, mientras que en la solucién

analitica el campo es producido por un dipolo puntual. La Figura 4.3 muestra las

lineas de corriente de este campo vectorial. En ella se puede apreciar |la simetria

del dipolo y la distancia de separacién entre los vortices. Aunque no es posible
realizar una comparacién cuantitativa directa entre los resultados analiticos y los

7

numéricos

debido a que el campo magnético aplicado es distinto en cada caso,

teriza

fa que carac

Ve
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on numérica man

el transporte esencialmente difusivo de vorticidad.
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Figura 4.2: Campo vectorial de velocidad. Re = 0.1, Ha = 0.2.

En las Figuras 4.4 y 4.5 se muestran los perfiles de las componentes de velocidad

13.125. Observamos que estos perfiles son

cualitativamente similares a los obtenidos con la solucién analitica (ver Figuras

33y 3.5).

vy u en funcidén de y para z
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Figura 4.3: Lineas de corriente. Re = 0.1, Ha = 0.2.
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Figura 4.4: Componente vertical de velocidad v en funcién de y para x = 13.125.
Re =0.1, Ha = 0.2.
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0.001

Y

Figura 4.5: Componente horizontal de velocidad u en funcién de y para z =
13.125. Re = 0.1, Ha = 0.2.

Las Figuras 4.6 y 4.7 muestran las isolineas de vorticidad y de campo magnético
inducido, respectivamente. Claramente se observa la simetria tanto en la gene-
racion de vorticidad como en la induccién de campo magnético. Como sabemos,
las isolineas de campo magnético son las lineas de corriente de la densidad de
corriente eléctrica inducida, las cuales forman circuitos cerrados a ambos lados
del eje horizontal. La Figura 4.8 muestra precisamente el campo vectorial de
la densidad de corriente inducida. Se observan nitidamente los dos circuitos de
corriente que se intensifican en la zona donde el campo magnético es mads in-
tenso, fluyendo en la direccidon negativa del eje . Como ya mencionamos, la
corriente inducida fluye en direccién opuesta a la aplicada y al interactuar con el
campo magnético aplicado produce un frenado magnético conocido como frenado
de Hartmann. Para nimeros de Hartmann pequenos este frenado es despreciable.

La Figura 4.9 muestra el comportamiento de la componente horizontal de den-
sidad de corriente inducida j% en funcién de z para y = 13.125. Se observa que
en el caso de la soluciéon numérica no se tiene una densidad de corriente infinita,
es decir, no tenemos el problema de la discontinuidad de la solucién analitica,
puesto que el campo magnético aplicado es finito en todo el dominio.
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Figura 4.6: Isolineas de vorticidad. Re = 0.1, Ha = 0.2.
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Figura 4.7: Isolineas de campo magnético inducido. Re = 0.1, Ha = 0.2.



49

>

>

-~

v v
~

<

~
-

A

4.5. RESULTADOS
13 -

15
25

v |7
14
20

v

12 13
T
10 15
x

>

11

10
-0.0004 |-
-0.0006 |-
-0.0008 |-

-0.001 -
-0.0012 |-
-0.0014 |-
-0.0016 |-
-0.0018

10
-0.0002 -
de x para y = 13.125. Re = 0.1, Ha = 0.2.

T

7

cién
Podemos afirmar que las soluciones numérica y analitica concuerdan de manera

Figura 4.8: Campo vectorial de densidad de corriente inducida. Re = 0.1, Ha
Figura 4.9: Componente horizontal de densidad de corriente inducida j¢ en fun-

0.2.
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cualitativa y reproducen razonablemente el comportamiento de los vértices gene-
rados por fuerzas electromagnéticas cuando los nimeros de Hartmann y Reynolds
son pequenos. A continuacidon exploraremos el efecto de incrementar Re man-
teniendo Ha pequeno. Mds adelante analizaremos el efecto de considerar Ha
grandes.

4.5.2. Efecto del namero de Reynolds

El incremento del nimero de Reynolds se traduce en una intensificacion de
las fuerzas convectivas o inerciales. Recordemos que para un fluido y un cam-
po magnético dado, Re se incrementa al aumentar la magnitud de la densidad
de corriente inyectada en el fluido, lo que ocasiona, a su vez, que la fuerza de
Lorentz que impulsa al fluido y genera vorticidad sea mads intensa. El efecto de
incrementar Re se puede apreciar claramente en las Figuras 4.10y 4.11, donde se
muestran los campos vectoriales de velocidad para Re = 10 y Re = 50, respec-
tivamente. Cabe mencionar que el nimero de Hartmann se mantuvo constante
(Ha = 0.2). En ambas figuras vemos que al aumentar el nimero de Reynolds,
se extiende el area que ocupan los vértices, ademas, los niicleos de los vértices
se desplazan en la direccién negativa del eje vertical. Este desplazamiento es un
efecto claro de la influencia de las fuerzas inerciales, ya que existe un arrastre
de los vortices en la direccion de la fuerza aplicada. Este efecto no lineal tiende
a romper la simetria del flujo respecto al eje z. Para el caso Re = 50 se lo-
gra apreciar la influencia de la frontera inferior sobre el flujo, se puede observar
que la velocidad pasa de una manera rdpida de un valor diferente de cero a un
valor cero, para satisfacer la condiciéon de no deslizamiento, en contraste con
las otras tres fronteras donde la velocidad pasa a cero de forma gradual. Es de-
bido a lo anterior que Re = 50 es el nimero de Reynolds mas alto que utilizamos.

Las Figuras 4.12 y 4.13 muestran las lineas de corriente para los casos Re = 10
y Re = 50 respectivamente. En estas figuras se observa mas claramente la
elongacion de los vortices que se produce al incrementar el nimero de Reynolds.
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Figura 4.12: Lineas de corriente para Re = 10, Ha = 0.2.

Figura 4.13: Lineas de corriente para Re = 50, Ha = 0.2.

En la Figura 4.14 se muestra el efecto de Re sobre la componente vertical de
velocidad v en funcién de y para x = constante. Los perfiles corresponden a la
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coordenada x = 12.375 que es muy cercana al centro geométrico del dominio
de integracion. Se observa que el perfil Re = 10 es cercanamente simétrico, pre-
sentando la velocidad maxima muy cerca del punto donde el campo magnético
aplicado es maximo. Para este valor de Re los efectos inerciales no son muy noto-
rios. Sin embargo al incrementar el nimero de Reynolds la simetria se pierde,y el
punto de velocidad maxima se desplaza hacia abajo, en direccién del flujo, mos-
trando claramente el efecto convectivo. Asimismo, la magnitud de la velocidad
se incrementa con el nimero de Reynolds.

Y

Figura 4.14: Efecto del nimero de Reynolds en la componente vertical de velo-
cidad v en funcién de y para x = 12.375. Ha = 0.2.

La Figura 4.15 muestra a la componente v en funcién de x para y = 12.375, y
los distintos niimeros de Reynolds. En ella notamos también el incremento de la
magnitud de la velocidad al aumentar Re, aunque la simetria respecto al eje y
no se pierde.

Por otro lado, las Figuras 4.16 y 4.17 muestran el impacto del aumento de Re
en la componente horizontal de velocidad u. Al igual que v, la componente
horizontal aumenta su magnitud con Re, aunque debe notarse que es mucho
menor que la magnitud de v. Para esta componente también notamos que la
simetria con el eje vertical se conserva y se pierde con el eje horizontal.
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0 5 10 15 20 25

Figura 4.15: Efecto del nimero de Reynolds en la componente vertical de velo-
cidad v en funcién de x para y = 12.375. Ha = 0.2.

0.4 ‘

Figura 4.16: Efecto del nimero de Reynolds en la componente horizontal de
velocidad u en funcién de y para x = 12.375. Ha = 0.2.

Si observamos detenidamente, en la Figura 4.17 los perfiles Re = 30 y Re = 50
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presentan sus maximos invertidos respecto al perfil Re = 10. Este efecto puede
explicarse notando que cuando Re = 10, el perfil v en funcién de x en y = 12.375
corresponde a la parte inferior de donde se localizan los ndcleos de los vortices,
y que presentan velocidades negativas para x < 12.5 y positivas para z > 12.5.
Sin embargo, cuando Re = 30 y 50 en y = 12.375 los perfiles se encuentran
por encima de lo nicleos de los vértices debido al elongamiento de éstos en la
direccion negativa del eje y. En tal posicidn, el sentido de la velocidad se invierte.
Este cambio en el sentido de la velocidad se muestra también en la Figura 4.18,
donde se observan los perfiles para Re = 5, 10 y 15.

1.5

15 \ \ 7 \

T

Figura 4.17: Efecto del nimero de Reynolds en la componente horizontal de
velocidad u en funcién de z para y = 12.375. Ha = 0.2.

En la Figura 4.19 se muestra la velocidad maxima en funcién del nimero de
Reynolds. En ella observamos un incremento no lineal al aumentar las fuerzas
inerciales.
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Figura 4.18: Efecto del nimero de Reynolds en la componente horizontal de
velocidad u en funcién de = para y = 12.375. Ha = 0.2.
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Figura 4.19: Velocidad vertical maxima como funcién del nimero de Reynolds.
Ha =0.2.

Como anteriormente se comentd, el punto de velocidad maxima se desplaza en
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la direccién de la fuerza aplicada. En la Figura 4.20 se muestra la coordenada
y donde se localiza la velocidad maxima como funcién del nimero de Reynolds
(para los valores de Re analizados, la coordenada horizontal donde se encuentra la
velocidad méxima es siempre = 12.375). El hecho de que el patrén encontrado
sea escalonado manifiesta que la malla utilizada no es suficientemente fina para
captar desplazamientos ligeros al variar Re.

12.7 ‘
eH T i

125 _|
12.4 + 4+ + —
12.3 _|
122 —
1] + + + + +

12 + —
119 |

11.8 \ \ \ \ \ \ \ \ \
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Figura 4.20: Posicién de la velocidad maxima en funcién del nimero de Reynolds.
Ha=0.2.

Los isocontornos de vorticidad son cualitativamente similares a las lineas de
corriente mostradas en las Figuras 4.12 y 4.13. Las Figuras 4.21 y 4.22 muestran
los perfiles de vorticidad para distintos nimeros de Reynolds. Notamos que w.
es apreciable en la zona de campo magnético intenso, ademas de incrementar su
valor y perder su simetria respecto a ambos ejes con el aumento de Re.
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Figura 4.21: Efecto del nimero de Reynolds en la vorticidad w. en funciéon de y

para z = 12.375. Ha = 0.2.

\
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Figura 4.22: Efecto del nimero de Reynolds en la vorticidad w, en funcién de z

para y = 12.375. Ha = 0.2.
En la Figura 4.23 se presenta a la vorticidad en el centro geométrico como
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funcién del tiempo para Re = 10, 30 y 50. Se observa que la vorticidad parte
de cero, y al ir avanzando el tiempo su magnitud aumenta hasta llegar a un
valor constante, indicando que el flujo llega a un estado estacionario. Cabe notar
que, en los perfiles 30 y 50 la magnitud de la vorticidad aumenta y después
disminuye levemente antes de alcanzar un valor constante, este comportamiento
se debe a que al aumentar Re las fuerzas inerciales también aumentan, por lo
que constituye un efecto inercial transitorio. Se observa que al incrementar Re
la magnitud de la vorticidad también aumenta, y le toma mas tiempo al flujo
llegar al estado estacionario. La Figura 4.24 muestra a la vorticidad en funcién
del tiempo para Re = 50 en x = 12.375 y distintas posiciones a lo largo del
eje y. Esta figura muestra como cerca del méximo de campo magnético aplicado
(y = 12.5), la vorticidad se transporta en un tiempo muy corto, mientras que
el transporte es mas lento conforme nos alejamos del punto maximo de campo
magnético. Ademas, el efecto inercial mencionado anteriormente se manifiesta
en mayor manera cerca de la fuente de campo magnético.

0 I
_1 %\L Re —= ]_O - ]
i Re =30 ————-—-
150 Re = 50 i
W, N
-2 - \ . -
2.5 K )}
3L |
35k T T i
0 2 4 6 8 10

Figura 4.23: Efecto del nimero de Reynolds en la vorticidad w, localizada en el
centro geométrico en funcién del tiempo. Ha = 0.2.

Por su parte, las isolineas de campo magnético inducido son cualitativamente
similares a las encontradas para Re = 0.1 (ver Figura 4.7). Sin embargo, su
magnitud se incrementa notablemente al aumentar Re, tal como puede obser-
varse en la Figura 4.25, donde se muestra el campo inducido en funcién de y
para z = 12.375.
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Figura 4.24: Vorticidad w, en distintos puntos de |la coordenada vertical y para
x = 12.375 en funcién del tiempo para Re = 50. Ha = 0.2.
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Figura 4.25: Efecto del niimero de Reynolds en el campo magnético inducido en
funcién de y para x = 12.375. Ha = 0.2.



61

4.5. RESULTADOS

P ]
P
« v v EEER
PR .

PR
TR S RN

yoorla < Ly
[ I
[
ros 4= v

13

N ¥
Yoy v < »
N T
444444 e
L I r
, ,
< o
i i

R
R v e«
A e e e
e e e,
A v
o4 s, «i
[@\] i
i i

10

15

14

12

11

10

X

Figura 4.26: Campo vectorial de la densidad de corriente inducida para Re = 10.
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Figura 4.27: Campo vectorial de la densidad de corriente inducida para Re = 50.

Ha =0.2.

Las Figuras 4.26 y 4.27 muestran el campo vectorial de densidad de corriente
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inducida. Al hacer la comparacién entre estas dos figuras vemos la disminucién
de la magnitud de la corriente cuando Re se incrementa. Esto puede observarse
mas claramente en la Figura 4.28 donde se tiene el perfil de la maxima densi-
dad de corriente inducida en direcciéon x como funcion del nimero de Reynolds,
y que presenta un comportamiento ligeramente no lineal. Esto muestra que el
frenado de Hartmann disminuye conforme Re aumenta. Como comentabamos
previamente, en todos los casos analizados hasta ahora el frenado de Hartmann
es despreciable, esto es, los casos puramente hidrodindmicos no difieren signifi-
cativamente de aquellos que toman en cuenta la densidad de corriente inducida
cuando Ha = 0.2.
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0.0024
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Figura 4.28: Densidad de corriente inducida horizontal mdxima como funcién de
Re. Ha = 0.2.

4.5.3. Efecto del numero de Hartmann

Hasta ahora hemos analizado casos en que el nimero de Hartmann es muy
pequeno. A continuacién estudiaremos el efecto que tiene sobre el flujo el aumen-
tar Ha. Experimentalmente esto se logra aumentando la intensidad del campo
magnético aplicado o bien utilizando un fluido de trabajo con una conductivi-
dad eléctrica mayor, por ejemplo, un metal liquido. Ambas posibilidades plantean
ciertas dificultades experimentales ya que, por una parte, incrementar la intensi-
dad de campo magnético requiere probablemente la utilizaciéon de un electroimdn
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pues dificilmente pueden obtenerse intensidades altas con imanes permanentes.
Por otra parte, el trabajar con metales liquidos requiere cuidadosas medidas de
seguridad y la adaptacion del dispositivo experimental para lograr un contacto
eléctrico adecuado entre el metal y los electrodos. No obstante, el trabajar con
nimeros de Hartmann altos es experimentalmente factible. Como hemos visto, la
interaccion de la densidad de corriente aplicada con el campo magnético aplicado
da origen a una fuerza de Lorentz que crea vorticidad e imprime movimiento al
fluido. A su vez, la interaccién de la densidad de corriente inducida con el campo
magnético aplicado crea una fuerza de Lorentz que se opone al movimiento, efec-
to conocido como el frenado magnético o de Hartmann. El aumento del nimero
de Hartmann se traduce en incrementar las corrientes inducidas, lo que lleva a
intensificar el frenado de Hartmann.
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Figura 4.29: Efecto del nimero de Hartmann en la componente vertical de velo-
cidad v en funcién de y para x = 12.375. Re = 10.

Las Figuras 4.29-4.32 muestran el efecto del ndmero de Hartmann sobre los
perfiles de velocidad. Para los resultados aqui mostrados el nimero de Reynolds
se mantuvo constante, Re = 10. En las figuras vemos que al aumentar Ha
la magnitud de la velocidad se reduce debido al frenado magnético, ademds,
notamos que el frenado de Hartmann es mds intenso en la zona donde el campo
magnético es mas fuerte. Para notar rapidamente el la intensidad y el efecto de
frenado podemos referirnos a los perfiles Re = 10 de las Figuras 4.14 -4.17,
donde Ha es pequeno. Por otra parte, el flujo pierde simetria con respecto a
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ambos ejes coordenados.
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Figura 4.30: Efecto del nimero de Hartmann en la componente vertical de velo-
cidad v en funcién de x para y = 12.375. Re = 10.

Figura 4.31: Efecto del nimero de Hartmann en la componente horizontal de
velocidad u para = = 12.375. Re = 10.
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Figura 4.32: Efecto del nimero de Hartmann en la componente horizontal de
velocidad u para y = 12.375. Re = 10.

Ahora bien, si aumentamos ain mas el niumero de Hartmann el efecto de la
corriente inducida puede llegar incluso a cambiar el sentido de la velocidad. Las
Figuras 4.33 y 4.34 muestran la componente vertical v de la velocidad como
funcién de x y y, respectivamente, para valores del nimero de Hartmann de 40,
100 y 200. En este caso, la corriente inducida en la region central llega a ser
mayor que la aplicada de manera que la fuerza de Lorentz inducida supera a la
aplicada en esa zona y la velocidad cambia de sentido, es decir, llega a ser positiva.

Como vimos en la seccién anterior, cuando Ha es pequefio la velocidad maxima
se localiza siempre a lo largo del eje vertical que pasa por el punto donde el
campo magnético es maximo. En la Figura 4.34 observamos que cuando Ha es
grande la velocidad maxima se desplaza hacia el lado izquierdo, ligeramente fuera
de la zona de campo magnético intenso. De hecho, se encuentra una asimetria ya
que se observa un maximo local del lado derecho, pero menor al del lado izquier-
do. Nétese que este mdximo va disminuyendo conforme Ha aumenta. Esto se
observa méas claramente en la Figura 4.35 donde se grafica la velocidad méaxima
contra el numero de Hartmann, encontrandose que ésta tiende a cero conforme
Ha aumenta.
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Figura 4.33: Efecto del nimero de Hartmann en la componente vertical de velo-
cidad v en funcién de y para x = 12.375. Re = 10.
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Figura 4.34: Efecto del nimero de Hartmann en la componente vertical de velo-
cidad v en funcién de = para y = 12.375. Re = 10.



4.5. RESULTADOS 67

|Umax |

150 200

Figura 4.35: Velocidad vertical mdxima como funcién del ndmero de Hartmann.
Re = 10.

Del andlisis de los perfiles de velocidad previos es claro que el flujo puede modi-
ficarse drasticamente cuando Ha > 1, comparado con el flujo que se encuentra
cuando Ha es O(1). La manera mas directa de observar las modificaciones en el
flujo es a través de los campos de velocidad, como los mostrados en las Figuras
4.36-4.38. En la Figura 4.36, que corresponde al caso Ha = 40, pueden obser-
varse los dos vértices que rotan en sentido horario y antihorario, a la izquierda y
a la derecha, respectivamente, del centro geométrico donde se localiza el cam-
po magnético aplicado. Sin embargo, justo en la zona central encontramos un
cambio sustancial en el patrén de flujo. Se observa cémo el flujo que desciende
en direccion negativa del eje y se desvia y rodea la zona de campo intenso. Es-
to se observa ain mas claramente en la Figura 4.37 donde se muestra el caso
Ha = 200. Nétese que ademas el tamafio de la zona donde el flujo se desvia es
mayor. Esto indica que el flujo encuentra una fuerte oposicién en la zona central
debido a la fuerza de Lorentz inducida que actia en direccidn opuesta a la apli-
cada. Notamos entonces que la zona de campo magnético intenso actiia como
un obstdculo para el flujo, es decir, como un obstdculo magnético. Este tipo de
obstaculos han sido estudiados recientemente en flujos de liquidos conductores
bajo campos magnéticos localizados en condiciones donde no existen corrientes
inyectadas [Cuevas et al. 2006]. En la Figura 4.38 se muestra un acercamiento a
la zona del obstaculo magnético. Observamos que dentro de la regién donde el
flujo es desviado, se forma una zona de recirculacion, es decir, un monopolo que
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do horario.
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Figura 4.36: Campo vectorial de la velocidad para Ha = 40, Re = 10.
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Figura 4.37: Campo vectorial de la velocidad para Ha = 200, Re = 10.
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Figura 4.38: Acercamiento a la zona del obstdculo magnético en el campo vec-
torial de la velocidad para Ha = 200, Re = 10.

v
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, v

1674 .................................. M
««««««««««««««««««««««««««««««««««««
AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA
v e e e e e e e e A a

15 4 4 4« « « « + v v 1 7 7 1};/’>’>‘.ﬂ\\.\\‘ ~
44444444444 i e N S S S T
4444444444 ﬂ////'/'dﬂq\\‘\\\‘\««<<<“vv
4444444444 //'/'// — D

TS Nowo

14 v v oo e /—<>\?~\~§\xa yyyyyyyy
AN a  — N A AR S S R
NN s = N RS
»»»»»»»» RN — )/,,,,,,,,,A
»»»»»»»»»»»»»»»»»»

13T YYYYYYYYY WA /_ﬁﬁ, ....... =

y e s d i il L= N

12 ,,,,,,,,,, / NN N v v vy vy
TF o+ 5 v r e, “/// - /\f\?k >>>>>>>> o
R TR —— AL DD
vvvvvvvvv IR / E O S Y

11 vvvvvvvvv NI x‘q////f 444444 ©
Foor v e v ey \\§§\\\‘<//y/// ‘‘‘‘‘‘‘‘ e
L T T N IR S S g 2 I 2

NN T~ s T T T T T Y 4 e e e 4 A
YA U e N N T T T Ty s e 44

1 LR T T S i .
I T S N U T P
LR S N T
YA A A 8 s e e e e e e e e e e e e e

vvvvvvv

974 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, < |
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, A

8,,,.\.,..\,>;»\»;.,\,.,,\,,,,\,,,y\,,,,\,,,A

Figura 4.39: Campo vectorial de la densidad de corriente inducida para Ha = 40,
Re = 10.

Para reafirmar el andlisis anterior podemos observar las Figuras 4.39 y 4.40 que
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muestran los campos vectoriales de la densidad de corriente inducida para Ha =
40 y Ha = 200, respectivamente. Notamos que al aumentar Ha el 4rea de los
circuitos de corriente se incrementa, asi como su intensidad, lo que da cuenta
del incremento de la fuerza magnética inducida.

17
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10

Figura 4.40: Campo vectorial de |a densidad de corriente inducida para Ha = 200,
Re = 10.

La Figura 4.41 presenta a la vorticidad en el centro geométrico como funcién del
tiempo para distintos nimeros de Hartmann. En ella se observa que la vorticidad
sufre oscilaciones al incrementar Ha. La frecuencia de la oscilacién (~2.98 Hz)
es similar para los distintos valores de Ha , sin embargo existe un ndmero de
Hartmann critico (Ha ~ 60) en el cual la amplitud de la oscilacién es mayor.
No obstante, este comportamiento es transitorio, ya que para tiempos largos las
oscilaciones tienden a desaparecer.

En la Figura 4.42 se muestra la vorticidad como funcién del tiempo para Ha = 60
en un intervalo de tiempo mucho mayor que en la figura anterior. Aunque la ampli-
tud de las oscilaciones se va amortiguando hasta alcanzar un estado estacionario,
este resultado parece indicar que el flujo puede desestabilizarse aumentando el
nimero de Hartmann. Aunque aqui no se encontraron condiciones para la des-
estabilizacién, se plantea como un caso interesante al analizar flujos con Ha
grandes y Re > 10 ya que al incrementar Re, las fuerzas inerciales intensas
pueden propiciar condiciones que desestabilicen al flujo.
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Figura 4.41: Efecto del nimero de Hartamnn en la vorticidad w. localizada en el
centro geométrico en funcién del tiempo. Re = 10.
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Figura 4.42: Vorticidad w, localizada en el centro geométrico en funcion del
tiempo para Ha = 60, Re = 10.
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Capitulo 5

Modelo numérico
cuasi-bidimensional

El modelo completamente bidimensional analizado en el capitulo anterior
captura razonablemente bien las estructuras vérticosas observadas en los experi-
mentos. Sin embargo, es evidente que el fondo de la cuba debe tener influencia
sobre el flujo, de manera que el campo de velocidad en la delgada capa de fluido
muestra una dependencia en la coordenada transversal z. Lo anterior ha sido ve-
rificado experimentalmente [Demiaux 2003]. Con el fin de mejorar la descripcién
del fendmeno, se optd por desarrollar un modelo cuasi-bidimensional que toma
en cuenta la friccion del fluido con el fondo del recipiente.

En la delgada capa de fluido los principales efectos tridimensionales provienen
de la existencia de capas limite que se forman en el fondo del contenedor. Como
veremos, en el modelo cuasi-bidimensional las capas limite se modelan a través de
un término adicional en la ecuacién de momento que toma en cuenta a la friccion
con el fondo. Debemos hacer notar que existen dos tipos diferentes de capas limi-
te presentes: la capa de Hartmann dentro de |la zona del campo magnético y la
capa limite viscosa en el dominio donde el campo magnético es despreciable. En
campos magnéticos transversales fuertes, las capas de Hartmann son muy delga-
das (O(Ha™)), y las variables primitivas presentan una variacién leve a lo largo
de las lineas de campo magnético. Bajo estas condiciones es razonable reducir el
esfuerzo computacional al considerar un comportamiento cuasi-bidimensional del
flujo que modela los ligeros efectos tridimensionales en vez de resolverlos explici-
tamente. Esta aproximacion, originalmente establecida por Sommeria y Moreau
en 1982, ha sido exitosamente aplicada a flujos MHD en canales al promediar las
ecuaciones a lo largo de las lineas de campo [Bihler 1996; Smolentsev 1997]. En
estos casos, un campo magnético uniforme se extiende sobre todo el dominio y
el flujo cuasi-bidimensional obtenido retiene los efectos MHD tridimensionales a

73
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través de la friccién de Hartmann y un término de fuerza.

Una aproximacion similar para campos magnéticos no uniformes fue utilizada
por primera vez por Lavrent’ev et al. (1990), donde los efectos tridimensionales
debidos a la presencia de capas de Hartmann fueron introducidos a través de un
perfil de velocidad de Hartamnn local a lo largo de la direccién del campo. Esta
suposicién fue justificada de manera experimental [Bocheninskii et al. 1971] y
tedrica [Kalyutik et al. 1986], demostrando que aidn con niimeros de Hartmann
y pardmetros de interaccién pequenos la velocidad longitudinal se aproxima a
un perfil de Hartmann local. El perfil de Hartmann es una solucién exacta de
las ecuaciones de la MHD para el caso de un fluido conductor que fluye entre
dos planos infinitos bajo un campo magnético transversal a los planos [Miiller
y Biiller 2001]. El enfoque cuasi-bidimensional también se ha utilizado en flujos
de delgadas capas de fluido en ausencia de campos magnéticos. En tal caso, las
perturbaciones tridimensionales son inhibidas por el confinamiento geométrico.
Bajo estas condiciones se puede aplicar el mismo procedimiento de promediado,
llegando a ecuaciones cuasi-bidimensionales para las variables primitivas. Este es
el enfoque seguido por Satijn et al. (2001) y Clercx et al. (2003) al modelar flujos
en aguas someras, donde la friccién del fondo es parametrizada a través de un
término lineal adicional conocido como la fricciéon de Rayleigh.

Siguiendo la aproximacién cuasi-bidimensional, suponemos que el transporte de
momentum en la direccidon normal es principalmente difusivo, por tanto, las com-
ponentes de velocidad pueden ser expresadas en la forma

u=lu(z,y,zt),v(zyz2t),0. (5.1)

Por tanto, las ecuaciones para el campo de velocidad son:

ou Ov
I + 6_3/ =0, (5.2)

Ou du  du oP  9*u  9*u  F*u i 10
ot + o + ay = _6—37 + 922 + ay2 + 522 +R€]yBZ, (53)

v v v oP 9% 9% O ,

— tu—4v—=——+—+—-——+—-——— ReB) — RejiB). (5.4

o “or ey T By 022 9y 922 - fRejBe. (54)
Si derivamos la ecuacién (5.3) con respecto a la coordenada vertical y, y el
resultado lo restamos a la derivada con respecto a la coordenada horizontal = de
la ecuacién (5.4), obtenemos la ecuacién de transporte de vorticidad.
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ow, N u@wz N U@wz - Pw, N Pw, 0w,
ot ox oy ox? oy? 072
0BY ., 9(xBY) o 0(5,B7)
—Re 5 Re o Re o (5.5)
donde
ov  Ou
.= =— — —. 5.6
“ or 0Oy (5.6)
Aplicando la conservacion de la carga eléctrica (2.14) tenemos que
ox oy 0z JeTgy T v oy '
Por tanto, la ecuacién de vorticidad queda como
Ow, N u@wz N U@wz _ Pw, N w, N w,
ot ox oy  Ox2 Oy? 022
0B a5 0B 0B
—-R 2 + ReB°=22 — Reji—% — Rej'! —=. 5.8
c ox e * 0z Ja ox “y oy (5:8)

Ahora bien, definimos el promedio sobre el grosor de la capa de fluido para una
funcién arbitraria g(x,y,z,t) como

1 h
0 @) =5 [ olpabds (59)
0
donde h es el grosor de dicha capa.
Ademds suponemos que las variables de campo estdn dadas como la variable

promedio en el espesor de la capa de fluido, multiplicadas por una funcién f que
depende de la direccion z:

u(z,y,2,t) = (u) (z,y,t) [ (z,9,2), (5.10)
v(z,y,2,t) = (v) (2,9, 1) f (2,9, 2), (5.11)

Je(z,y, 2, t) = (o) (z,y,t) f (2,9, 2), (5.13)
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La dependencia de f en las coordenadas = y y refleja las diferentes regiones de
flujo debido a la localizacion del campo magnético. Ademds, la funcién f debe
satisfacer

h
%/0 fde=1. (5.15)

Sustituyendo las ecuaciones (5.10)-(5.14) en la ecuacién (5.8) e integrando res-
pecto a z de 0 a h, obtenemos

O{w) O{w) O{w) Plw) | Plw) | W)
W+[<u> Ox v 8y}1_ Ox? * 0y? T

B} 1. 0B aB

donde las cantidades [ y 7 estan definidas como

h
= %/O f*dz, (5.17)

= - [fg] N (5.18)

T puede interpretarse como una escala de tiempo caracteristico para el decaimien-
to de la vorticidad, debido a la disipacién en las capas de Hartmann y viscosa.

De acuerdo con los experimentos, suponemos que las fronterasen 2 =0y z=h
(es decir, la pared del fondo del recipiente y la superficie libre) son eléctricamente
aislantes, por lo que la componente normal de la densidad de corriente se anu-
la en tales fronteras, de modo que la ecuacién de vorticidad para las variables
promediadas (5.16) queda como

—Rea(ff; Re <jz>8aB — Re(j )aalzz (5.19)
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5.1. Determinacion de la funcion f

Para resolver la ecuacién (5.19) necesitamos conocer la funcién f, la cual
€s necesaria a su vez para determinar las cantidades [ y 7. La funciéon f se
determina de una manera aproximada, pues de lo que se trata es de describir de
forma razonable la dependencia de los campos de velocidad, vorticidad y densidad
de corriente con la coordenada normal. Si nos referimos al plano yz que corta
justamente al iman por la mitad, Figura 5.1, la corriente inyectada apunta en la
direccién x, mientras que el campo magnético aplicado apunta en la direccién z,
de modo que la fuerza de Lorentz apunta en la direccion negativa del eje y, por
tanto, la velocidad maxima del fluido se tiene precisamente en el plano yz.

Superficie libre
Cal z=h

Figura 5.1: Plano yz.

Tomando lo anterior en cuenta, simplificamos el problema haciendo las siguientes
suposiciones: la tnica componente del campo de velocidad estd en direccién
negativa del eje y y depende sélo de la coordenada z, por tanto v = f(z); no
existe gradiente de presion en la direccién y y la fuerza de Lorentz estd dada
por el producto de las corrientes (inyectada e inducida) en la direccién x por el
campo aplicado. Al aplicar esta suposicién en la ecuacién (5.4), obtenemos

il ReBY — Rej:B? =0 (5.20)

dz2 z Tz ’ :
donde f es la funcién f sin normalizar. La componente horizontal de la den-
sidad de corriente inducida estd dada por la ley de Ohm (ecuacién (2.9)), que

adimensionalizada es

j; = NUBS? (5.21)
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donde suponemos que F, = 0, esto, dado que sabemos que la corriente inducida
se genera en respuesta al movimiento del fluido en el campo magnético aplicado
y no debido a campos eléctricos. De modo que la ecuacién (5.20) queda como

il Ha?B?f — ReB? =0 5.22

d22 —Ha Dy f —heb, = ( : )
La funcién f satisface la condicion de no deslizamiento con el fondo de la cuba,
y la condicién de ausencia de esfuerzos cortantes en la superficie libre, por tanto,
las condiciones de frontera son

~0. (5.23)

Al aplicar las condiciones (5.23), la solucién de (5.22) es

— Re

f(z) = 250 [cosh (HaB(h — z)) sech (HaB2h) — 1] . (5.24)

La funcién normalizada f(z) es

fe) =12, (5.25)

donde M es la constante de normalizacién dada por

1 Re 0 0
M= / REEE HaiE [tanh(HaB%h) — HaB%h],  (5.26)

de modo que

cosh (HaB%(h — z)) sech (HaB%h) — 1
tanh (HaB%h) — HaBYh

Notese que la funcidén f adquiere una dependencia en las coordenadas z y y a
través del campo magnético aplicado BY(z,y) y que es independiente de Re. En
la Figura 5.2 se muestra la variacién de f con z para dos distintas posiciones
en el plano de flujo, una cerca de la zona de campo magnético intenso y otra
en una posicién donde el campo es despreciable. Observamos que en el centro
geométrico donde el campo magnético aplicado es intenso, se forma un perfil
de Hartmann local, mientras que lejos de la fuente de campo se forma un perfil
parabdlico de Poiseuille.

f= HaB’h (5.27)
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Figura 5.2: Efecto del campo magnético en f en funcién de z para h = 1,
Ha = 10.

Una vez conocida f podemos calcular las cantidades [ y 7, es decir,

tanh (HaBYh)
tanh (HaB%h) — HaBh’

71 = (HaB")? (5.28)

_ HaBghsech? (HaB2h)
4 (tanh (HaB°h) — HaBOh)?
[2HaBYh (2 4 cosh (2HaBJh)) — 3sinh (2HaB h)] . (5.29)

5.2. Ecuaciones promediadas

Una vez obtenido el modelo promediado a partir de la ecuacidn de vorticidad,
es posible reescribir las ecuaciones cuasi-bidimensionales que gobiernan al flujo
incluyendo nuevos términos, es decir,

ou Ov

5t ey = (5.30)
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@ @ + @ I = _8_P + @ + @
ot " |“0r "oyl T Tor T a2 9y
+2 4 RejiBY, (5.31)
T
ov  [0v o], 0P &v O
ot |Yor Yoyl T oy o2 ay?
+§ — ReBY — Reji B, (5.32)

_ P . 0B OB
- 0x2  Oy? “or " oy

donde el simbolo ( ) se ha omitido por simplicidad. Debe notarse que el campo
magnético inducido b, se supuso siempre puramente bidimensional, ya que incluir
una dependencia en la coordenada z lleva a no satisfacer la condiciéon V -b = 0.
Adicionalmente, debemos enfatizar que el cuarto término del lado derecho de las
ecuaciones (5.31) y ((5.32)) modelan la friccién magnética en regiones donde
el campo magnético es intenso y la friccion viscosa en regiones donde el campo
magnético es despreciable. De hecho, la friccion magnética es mayor que la vis-
cosa y aumenta con el nimero de Hartmann.

0 (5.33)

Las componentes de la corriente inducida se determinan a partir de la ley de
Ampere (2.34b)

i 00 i 0b,
Je=N R Jy=—N o (5.34)
Las ecuaciones retienen la dependencia temporal asociada con los efectos iner-
ciales. Bajo esta aproximacion la dindmica de flujo estd determinada por la inter-
accion de la componente normal del campo aplicado con los lazos de corriente
paralelos al plano del fondo, asi como por la fricciéon de las capas limites de
Hartmann-Rayleigh [Cuevas et al. 2006].

Las condiciones a la frontera utilizadas para la resoluciéon de este modelo
son las mismas del modelo completamente bidimensional. Por otra parte, la im-
plementacién numérica para solucionar este modelo es completamente similar al
algoritmo utilizado para el modelo bidimensional.
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5.3. Resultados

El tomar en cuenta la friccién ocasionada por la existencia de capas limite
en el fondo del recipiente, tiene como consecuencia una mayor estabilidad del
flujo debido a la inclusiéon de un efecto disipativo adicional. En la practica, el
disminuir el espesor h trae como consecuencia la atenuacién de los distintas
variables de flujo, en particular, de las componentes de velocidad. Evidentemente,
el efecto de la friccién serd mayor mientras menor sea el grosor de la capa de
liquido. Por el contrario, el efecto del fondo del recipiente sera menos importante
mientras mayor sea el espesor de la capa de liquido. De hecho, si tomamos el
limite cuando h — oo, tenemos que I = 1y 7! = 0, por lo que el efecto
disipativo desaparece. Con esto podemos afirmar que en un limite idealizado, el
modelo puramente bidimensional corresponderia al caso de una capa de fluido de
grosor infinito, suponiendo que la dependencia con la coordenada = es inexistente.
Cabe mencionar que aunque estrictamente el modelo cuasi-bidimensional sélo es
valido cuando la altura de la capa de fluido es menor a la longitud caracteristica
(didmetro del imdn), conservando con ello el confinamiento geométrico, es decir,
cuando h < 1, arroja resultados ilustrativos cuando A > 1, por lo que se incluirdn
a continuacion.

Figura 5.3: Efecto de la altura de la capa de fluido h en la componente vertical
de velocidad v en funcién de y para = = 12.375. Re = 50, Ha = 0.2.

Las Figuras 5.3-5.6 muestran perfiles de las componentes de velocidad, vorticidad
y campo magnético inducido en funcién de y para x = 12.375, y diversos valores
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del espesor h. Todos los resultados presentados aqui corresponden a Re = 50
y Ha = 0.2. En todas las figuras observamos la misma tendencia, es decir, al
disminuir la altura de la capa de fluido, el efecto de friccion con el fondo es
mayor, por lo que las variables reducen su magnitud. Notese que ademas los
perfiles recuperan la simetria respecto a ambos ejes coordenados. Asimismo,
notamos que los perfiles con A = 10 son muy parecidos a los perfiles de las
figuras correspondientes del modelo bidimensional para los mismos valores de Re
y Ha, por lo que se puede decir que en el modelo bidimensional A > 1.

0.4

Figura 5.4: Efecto de la altura de la capa de fluido h en la componente horizontal
de velocidad u en funcién de y para x = 12.375. Re = 50, Ha = 0.2.
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Figura 5.5: Efecto de la altura de la capa de fluido h en la vorticidad w, en
funcion de y para x = 12.375. Re = 50, Ha = 0.2.
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Figura 5.6: Efecto de la altura de la capa de fluido h en el campo magnético
inducido b, en funcién de y para x = 12.375. Re = 50, Ha = 0.2,

En la Figura 5.7 se presenta a la vorticidad en el centro geométrico como funcién
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del tiempo para distintos valores de h. Observamos que al disminuir la altura de
la capa de fluido la magnitud de la vorticidad también disminuye. Ademds, en
contraste con h > 1, cuando h es pequena el flujo requiere de menor tiempo para
llegar al estado estacionario. Cuando h es grande el efecto disipativo disminuye
y los efectos inerciales se vuelven apreciables, esto lo podemos observar en el
perfil h = 10, notamos que en un inicio la magnitud de la vorticidad aumenta y
disminuye ligeramente hasta alcanzar un valor constante.

Figura 5.7: Efecto de la altura de la capa de fluido en la vorticidad w, localizada
en el centro geométrico en funciéon del tiempo. Re = 50, Ha = 0.2.

La velocidad médxima y la densidad de corriente inducida maxima en funcién de
h, se muestran en las Figuras 5.8 y 5.9, respectivamente. Notamos que ambas
variables disminuyen su magnitud cuando la altura de la capa de fluido se reduce.
Este es un claro efecto de la atenuaciéon sufrida por el flujo debido a la existencia
de las capas limite viscosa y de Hartmann en la pared del fondo.
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Figura 5.8: Velocidad maxima en funcién de la altura de la capa de fluido h.
Re =50, Ha = 0.2.
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Figura 5.9: Densidad de corriente inducida maxima en funcién de la altura de la
capa de fluido h. Re =50, Ha = 0.2.
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Conclusiones y trabajo a futuro

En este trabajo hemos estudiado tedricamente la generacién de vértices di-
polares mediante la interaccion de una corriente eléctrica directa y un campo
magnético localizado en una pequena seccion del dominio del flujo. Se estable-
cieron las ecuaciones que describen el fenédmeno y posteriormente se utilizd un
enfoque analitico y uno numérico para la solucién de las mismas. El enfoque
analitico involucra un método de perturbaciones que es valido siempre y cuan-
do los nimeros de Reynolds y Hartmann sean pequenos. Aunque las soluciones
analiticas presentan limitaciones severas en la satisfaccién de las condiciones de
frontera, resultan ilustrativas ya que reproducen de manera fisicamente razonable
muchas de las caracteristicas dominantes de los flujos en cuestién. Las limitacio-
nes de las soluciones analiticas motivaron el desarrollo de un método numérico
capaz de analizar el comportamiento del flujo en un rango amplio de valores de Re
y Ha, lo que permite explorar comportamientos no lineales, asi como la variacién
temporal de las variables. Primeramente, se utilizd6 un modelo puramente bidi-
mensional que ignora la presencia de la pared del fondo del recipiente que contiene
al fluido. Los resultados para Re y Ha pequenos se comparan razonablemente
bien de manera cualitativa con las soluciones analiticas. Los resultados numéri-
cos muestran que cuando se incrementa el nimero de Reynolds, manteniendo
el Ha pequeio, el flujo pierde su simetria con respecto al eje x, los vortices se
elongan y sus nicleos se desplazan en direccion de la fuerza de Lorentz aplicada.
En estas condiciones la fuerza de Lorentz inducida que se opone al flujo es des-
preciable. Por otra parte, cuando se aumenta el nimero de Hartmann, el efecto
de la corriente inducida es apreciable, y puede propiciar oscilaciones que podrian
eventualmente llegar a desestabilizar el flujo. Para valores de Ha suficientemente
altos, el efecto de la corriente inducida puede llegar incluso a cambiar el sentido
de la velocidad en la zona de campo magnético intenso. De hecho, se observa
que el flujo se desvia y rodea esa zona que actiia como un obstaculo magnético.
Dentro de dicha zona se observa la formacion de un vértice monopolar. Debemos
hacer notar que se requiere de un estudio en un intervalo mas ampliode Rey Ha,
puesto que los casos aqui estudiados corresponden a flujos laminares que even-
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tualmente alcanzan un estado estacionario. Seria interesante explorar condiciones
que puedan llegar a desestabilizar al flujo y eventualmente producir un régimen
turbulento. El andlisis de la turbulencia puede requerir modificaciones al modelo
e incluso el desarrollo de una técnica computacional diferente. También se uti-
liz6 un modelo cuasi-bidimensional que introduce el efecto de las capas limite con
el fondo del recipiente a través de un término de friccién de Hartmann-Rayleigh.
Este término modela la friccion de Hartmann cerca de la zona de campo magnéti-
co intenso, y la friccion de Rayleigh donde el campo magnético es despreciable.
En los resultados, observamos que el efecto del fondo se intensifica cuando la
capa de fluido disminuye. Como es de esperar, la inclusién del término de friccion
juega un papel disipativo que atenta las variables de flujo y produce un efecto
estabilizador. El modelo cuasi-bidimensional logra capturar caracteristicas funda-
mentales del flujo, aunque un modelo tridimensional puede ser una tarea a futuro.

Existen muchas tareas a futuro en el presente estudio. En particular es nece-
sario afinar el modelo numérico para hacer posible una comparacién cuantitativa
con los resultados experimentales. Las herramientas computacionales utilizadas
aqui se pueden tomar como base para el desarrollo de métodos numéricos que
caractericen el mezclado de fluidos conductores en sistemas confinados mediante
fuerzas magnéticas dependientes del tiempo. En particular, es de interés consi-
derar la interaccién de una corriente eléctrica alterna con un arreglo de imanes
permanentes y determinar la eficiencia de mezclado realizando un seguimiento
de particulas, ademas de resolver la ecuacion de conveccidn-difusion para la con-
centracion de las especies mezcladas. El tratamiento tedrico y experimental del
problema aportarda un enfoque complementario que permitird obtener un cono-
cimiento profundo del fenémeno estudiado. Este conocimiento es la base de las
aplicaciones exitosas del método de agitacion electromagnética.
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Anexo

Esquema donor cell

Una forma para evitar problemas de estabilidad es discretizar con el esquema
de celda donora (donor cell). Este esquema se aplica principalmente a la discreti-
zacién de términos de conveccién de la forma d(ku)/dx. La variable u se coloca
en los puntos de la malla y se asume que la variable £ estd en los puntos medios
(Ver Figura 5.10).

Figura 5.10: Discretizacion utilizando el esquema celda donora.

La discretizacién por celda donora del término de conveccién sobre la malla
en el punto x; estd dada por

1
= 9%r {hr (us + wigr) — kr(uimy + w;)
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