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Cuadro 1: Notacién

Numeros reales

Ntumeros reales positivos

Ntumeros enteros

Funcién de densidad

Funcién de densidad normal estandar
Funcién de densidad condicional
Funcién de distribuciéon

Funcién indicadora sobre el conjunto A
Distribucién Normal

Funcién de distribucién de una N(0, 1)
o—algebra

Esperanza

Esperanza condicional

Medidas de probabilidad

Espacio muestral

Se distribuye
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Introduccion

El objetivo de este trabajo es mostrar el uso del algoritmo EM propuesto
por Dempster, Laird y Rudin (1977), el cual tiene el proposito de encontrar
estimaciones maximo verosimiles cuando hay datos faltantes y es 1til para
dar una solucién alternativa al problema de hacer inferencia estadistica sobre
los pardametros de una mezclas de distribuciones de datos censurados con
identificacién parcial usando variables latentes.

Una aplicacién concreta a este tipo de problemas lo podemos encontrar
en un estudio de cancer a N pacientes con este mal. Supongamos que di-
chos pacientes estdn bajo un tratamiento médico que durara un periodo de
tiempo C', conocido éste como umbral de censura. Supongamos también que
los decesos pueden ocurrir por dos causas (k = 2); muerte por céncer o por
una causa distinta a esta enfermedad. Por la forma en que esta planteado el
problema puede haber dos posibles escenarios:

a) Los N pacientes murieron antes del tiempo C' ya sea por causa del
cancer u otra causa. En este caso no hay datos censurados ya que los tiempos
de los decesos son todos conocidos y por lo tanto hacer inferencia sobre los
parametros de la mezcla de distribuciones que describen el fenémeno no es
complicado.

b) El segundo escenario es que una cantidad m < N de muertes se dieron
antes de llegar al tiempo C' por cualquiera de las dos causas, y por lo tanto
los restantes N — r pacientes continuaron vivos después del tiempo C'. En
este contexto tenemos N — r datos censurados

Problemas de este estilo son los que podemos resolver usando el algoritmo
EM, suponiendo que los N — m datos censurados son variables latentes.

Este trabajo se divide en tres capitulos y tres apéndices. En el primer
capitulo se da una breve introduccion a la forma en que se hace inferencia
puntual y por intervalos desde el punto de vista Bayesiano, a la vez que se
hace una comparacién con la forma en que se hace inferencia también puntual



Indice general

y por intervalos pero desde el punto de vista clésico.

En el segundo capitulo se describe el algoritmo EM y se ilustra su apli-
cacion en dos ejemplos, el primero trata de la uniéon de dos clases genéticas
que al separarlas da como resultado un problema con datos faltantes. El otro
ejemplo, es el uso del algoritmo EM en un problema de analisis de regresién
simple con datos censurados para tiempos de falla de motores sometidos a
distintas temperaturas.

En el tercer capitulo se estudia un problema como el expuesto en el escena-
rio b) descrito anteriormente, y se describe una forma de aplicar el algoritmo
EM para hacer estimaciones puntuales sobre los parametros de una mezcla
finita de distribuciones (k =2 6 3) de datos censurados con identificacién
parcial.

También en el tercer capitulo se describe una forma de obtener de ma-
nera numérica la matriz de varianza-covarianza del vector de parametros y
asi obtener la desviacion estandar de cada parametro y como consecuencia
poder construir el intervalo de confianza asociado a cada estimacién puntual.
Acto seguido, se simulan cien muestras con k = 2 para estudiar la cobertura
de los intervalos de confianza. Finalmente se simula una muestra con k = 3
y se le construyen sus intervalos de confianza, en este ejercicio se puede ver
como todos los valores verdaderos de los parametros caen dentro del intervalo
construido.

El contenido de los apéndices A y B son calculos relacionados a lo expuesto
en el segundo y tercer capitulo respectivamente. La razén por la cual se
procedio de esta manera, es porque los calculos son muy largos y desviaban
el sentido de la exposicion. El lector interesado en ver como se llegd a algin
resultado puede consultarlo por separado.

Finalmente el apéndice C, muestra dos codigos de programas hechos en
R para simular una muestra con datos censurados provenientes de una mez-
cla de distribuciones como se describe en el capitulo 3, y tres programas en
Mathematica que calculan los estimadores puntuales y los intervalos de con-
fianza bajo el contexto del algoritmo EM para cada uno de los parametros.
Todo esto en el caso de que la mezcla de distribuciéne sea de tamano k = 2
6 k=3.



Capitulo 1

Estadistica Bayesiana

1.1. Introduccién

La estadistica Bayesiana o metodologia Bayesiana debe su nombre al
ministro presbiteriano Thomas Bayes (1702-1761) quien fue elegido como
Miembro de la Royal Society en 1742 por la publicaciéon de sus dos tnicas
obras, una de ellas la titulé An Essay towards solving a Problem in the Doc-
trine of chance; en la cual demuestra el resultado que hoy en dia conocemos
como el Teorema de Bayes. Este teorema se enuncia a continuacién en un
lenguaje matematico moderno:

Teorema 1.1 Teorema de Bayes Sea (€2, F,P) un espacio de probabilidad.
Supongamos que tenemos una sucesién de eventos {B,} € F tal que {B,}
es una particién de €2, donde se cumple:

(i) Q=U,B,
(i) BNBj=¢ Vitj.

Sea A otro evento tal que P(A) > 0, entonces

P(A|B;)P(B;) '
P(B;|A) = , paraalguna i = 1,2,...,n.
>_; P(A|B;)P(B;)

Resulta muy interesante que a partir de este resultado sencillo pero cru-
cial y la esquematizacion fundamentada en la teoria de decisiones dada por
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1.2. El paradigma Bayesiano

algunos autores como Dennis V. Lindley, se haya desarrollado la metodologia
Bayesiana la cual hoy dia es una alternativa muy usada para resolver pro-
blemas de inferencia estadistica. A continuacién se expondré grosso modo el
paradigma Bayesiano y sus diferencias con respecto al enfoque clésico.

1.2. El paradigma Bayesiano

Tanto la estadistica Bayesiana como la cldsica o frecuentista son herra-
mientas para un tomador de decisiones bajo condiciones de incertidumbre.
Cuando se estudia un fenémeno aleatorio, la incertidumbre en datos prove-
nientes de este, debe ser medida a través de la probabilidad. Es decir, al
fenémeno aleatorio se le asocia un modelo probabilistico apropiado. Es comtn
suponer que este modelo depende de un vector o un escalar que se conoce
como parametro 6 y que pertenece al espacio parametral ©.

Desde el punto de vista de la estadistica frecuentista o clasica, nuestro
problema de decision a resolver es encontrar una distribucion de probabilidad
completamente especificada de entre un conjunto infinito de distribuciones de
probabilidad. Como dijimos antes, podemos pensar en que cada distribucion
depende de un valor del parametro 6, entonces podemos denotar nuestro
conjunto de distribuciones posibles como

P ={P(X|0):0c O

Entonces desde un punto de vista clasico, nuestro problema es equivalente
a encontrar un § € © “adecuado” para un conjunto de datos «.

Desde el punto de vista de la estadistica Bayesiana, podemos pensar
en cuantificar la incertidumbre en la toma de decisiones proponiendo dis-
tribuciones de probabilidad no solamente para datos provenientes de nuestro
fenémeno, sino también para el valor de 6. En algunos textos (por ejem-
plo Bernardo y Smith (1994)) se enuncia el teorema de representacion de
de Finetti , el cual justifica (bajo algunos supuestos) la existencia de una
distribucion de probabilidad para . Esta distribucion se puede interpretar
como la cuantificacién de nuestro conocimiento inicial respecto a . Las con-
clusiones acerca del parametro 6, asi como acerca de datos no observados
x, se hacen en términos de probabilidades condicionales en el valor de datos
observados @. Asi por ejemplo, son de interés P(6|x) o P(x|x).

Asi, el aspecto de condicionar en el valor de datos observados diferencia a
la estadistica Bayesiana de la estadistica clasica. Notemos que en esta tltima,
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1.3. Distribucion a priori

el objetivo es la evaluaciéon de un procedimiento que se utilizo para estimar
0 (o x) a partir de P(x|0).

A lo largo de este trabajo usaremos P(:|-) para denotar densidades de
probabilidad con los argumentos determinados por el contexto, al igual que
en el caso de P(+) que denota una densidad marginal. Los términos “distribu-
cion” y “densidad” se empleardan indistintamente, salvo en los casos donde
se indique explicitamente.

1.3. Distribucién a priori

Como se afirmd en la seccion anterior consideraremos a  como una va-
riable aleatoria.

La distribucion a prior: o inicial, es una distribucién de probabilidad
sobre el pardmetro 6 que denotaremos por m(#) y que refleja la cantidad de
incertidumbre o certidumbre que subjetivamente tenemos de 6.

El término distribucion a priori implica la traduccion de la informacion
inicial que tiene una persona sobre € en una distribucion de probabilidad so-
bre este parametro. Ain antes de efectuar cualquier muestreo, naturalmente
la inferencia sobre las observaciones del fenémeno aleatorio seran mejores en
la medida en que el conocimiento de la persona sobre el verdadero valor del
parametro sea mas preciso. Aunque mas adelante se discutiran otras formas
de obtener una distribucion a prior: con informacion vaga sobre el fendmeno
aleatorio.

A continuacién se presenta lo que entenderemos como muestra:

Definicién 1.1 Seax = (X7, Xy, ..., X,) una muestra de tamano n, prove-
niente del modelo probabilistico P(X |#). Supondremos la siguiente estructura
de independencia condicional al valor de 6

P(z|f) = P(Xi,...,X,|0)
= PX,[0) - ... P(X,|0)
I(x]0).

Llamamos a [(x|f) la funcién de verosimilitud de los datos.



1.4. Distribucion predictiva a priori

1.4. Distribucién predictiva a prior:

Es claro que si nosotros conocieramos el valor real de 6 entonces po-
driamos hacer prediciones sobre observaciones futuras del fenémeno aleatorio
usando el modelo probabilistico P(|€), pero en general 6 es desconocido. Sin
embargo si usamos la distribucion a priori que es la informacién que tenemos
acerca del pardmetro 6, si podemos saber la probabilidad de que se genere
una muestra .

Primero notemos que al tener una funcién de distribucién a priori 7(6)
y al utilizar el resultado de la probabilidad total podemos calcular

P(%,0) = P(z|0)r(6).

Al obtener la marginal con respecto a 6 tenemos la probabilidad de ge-
nerar una muestra

P(z) = /@EG P(%, 0)df

_ /9 _ B(@lo)a (o) do.

A P(x) se le conoce como la funcién de distribucién predictiva a priori.

Antes de continuar destacamos que la distribucion predictiva a priori se
basa exclusivamente en la informacion a priori reflejada en m(0), y que hasta
el momento no hemos usado una muestra de valores observados para hacer
predicciones. Esta es una ventaja de la estadistica Bayesiana la cual se vale
de cualquier informacién disponible, esté esta basada en un juicio personal o
en experiencias, mientras que de la teoria clasica es principalmente empirica
y s6lo emplea informacién de la muestra como la base para estimar e inferir.

1.5. Distribucién posterior o final

Ahora bien si podemos tener acceso a una muestra x de datos observados
y utilizando el Teorema de Bayes obtenemos



1.5. Distribucion posterior o final

A 7(0|x) se le conoce como la distribucién posterior o final de 6.

De la funcién de densidad posterior podemos notar lo siguiente:

(a)

1 1
La cantidad K = Plz) f@ (@|0)7 (@) dO es una constante con res-
pecto a 6, la cual garantiza que f@ 9|:E) dfd = 1 . Por lo tanto, la

distribucion de probabilidad posterior es proporc1onal a la multipli-
cacion de la verosimilitud por la distribucion inicial, y lo denotaremos
con el simbolo x de la siguiente manera:

7(0]x) o (x]0)7(6).

Tanto la distribucion posterior como la a prior: son distribuciones de
probabilidad sobre €, pero la primera toma en cuenta tanto la informa-
cién que dan los datos observados respecto a 6, asi como la informacion
a priori 6 inicial con respecto a 6.

Para obtener la distribucion posterior se necesita de una muestra que
puede ser tan pequena como un solo dato.

Este razonamiento induce un ciclo, puesto que la distribucién posterior
pasa a ser la nueva distribucion a priori, si es posible obtener mas datos
observados bajo el mismo procedimiento, podemos generar una nueva
distribucion posterior.

Si m(f) es una constante entonces

m(0|lx) o l(x|f). (1.1)

y como consecuencia al encontrar el estimador maximo verosimil es-
tarfamos encontrando la moda de la distribucion posterior.
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1.6. Distribucion predictiva posterior

1.6. Distribucién predictiva posterior

Naturalmente podemos hacer prediccion sobre observaciones futuras del
fenémeno aleatorio ahora que contamos con mas elementos como: una mues-
tra &, un modelo probabilistico P(-|#) y una distribucién posterior. Veamos
como estos elementos inducen una distribucién conjunta para = y 6, condi-
cionada a la muestra .

P(z,0,x)
P(x)
P(z|0, 2)P(0, x)
P(z)
P(z]0, z)P(6]x)P(x)
P(x)
= P(z|0,x)P(0|x). (1.2)

77, 0z) =

Notemos que P(z|6, ) = P(z|0) porque = y « son independientes dado
el valor de 6.

Obtengamos la distribucion marginal de = a partir de la funcién de dis-
tribucién conjunta (7, f|x). De la ecuacién (1.2) tenemos que

PGlz) — /_oo (7, 0l) db

[e.9]

- /_ " B@EI0)P0]) db.

[e. 9]

A la funcién de distribuciéon P(z|x) se le conoce como distribucién pre-
dictiva posterior.

Con el fin de mostrar en la practica lo que hasta ahora se ha escrito se
expone un ejemplo cuyo objetivo es dar pie al concepto de familias conju-
gadas.

Ejemplo 1.1

Supongamos que tenemos la siguiente familia paramétrica

P = {P(X|0) = Uniforme(X|0,0) : 0 € R*}.

8



1.6. Distribucion predictiva posterior

Por otro lado dos personas por separado proponen una distribucién a
priori que a su juicio refleja la informacion subjetiva que tienen de 6; de-
notemos a:

m;(0) como la distribucién a priori que propuso la persona i coni = 1,2,

donde
2(4—-06
0 (6) = %nu@(e).
ba® o o
mo(6) = Pareto(f]a,b) = Wn(gza)(e), con b > 0. Més atn, la se-

gunda persona seglin su experiencia cree que los valores de los parametros
ay b que ajustan bien al fendmeno aleatorio son 1y 2.5 respectivamente.

0.6
0.5 1.5
0.4
0.3
0.2
0.1

0.5

L5 2 25 3 35 4 2 3 4 5 6

Figura 1.1: Distribuciones () y m2(0) respectivamente.

Obtengamos en ambos casos:

(a) La distribucién predictiva a priori

(b) La distribucién posterior

Solucion

Primero hagamos unos cdlculos que nos serviran en ambos casos

n

P(z|0) = [ ] P(X;16).

J=1

Como (g, p) () - -+ Liay 5)(®) = Liay b1)n--N(an,bn) (T) entonces



1.6. Distribucion predictiva posterior

P(216) = 0" L 00 (). (1.3)

Donde z(,) es la observacion mayor o el estadistico de orden n-ésimo.
Ademas notemos que

1 si0<z<@
Log) (@) = { 0 enotrocaso } = L) (0).

Por lo tanto, la ecuacion (1.3) la podemos reescribir de la siguiente manera

9’"]1(96(”)700)(«9).
Calculemos (a), por definicién tenemos que:

Py(x) = /Oo P(2|0)m1(6) do

i 4—6
_ / 0", o0 (6) - (9 1.0 (60) do

4—46
= 9/0 H—NH(m(n)oo)(e)ll(lzl)(H)de

9 4
= = / 497" — 67" dp
9 méx{x(n)71}
(
2{4in(0) — 0} sin=1
max{z(,),1}
B 2{ —n+1 —n+2 } 4
5 stn>1
2 Lo
2 {4[In(4) — In(méx{w(y), 1})] — 4+ max{z(,,1}} sin=1
- —ntl méx{x —n+1 4—n+2  méx{z,, 1} 72
{ (m)> U- — + { () ) stin>1
—n+1 —-n+1 —n+2 —n+2

10



1.6. Distribucion predictiva posterior

Py (x) :/ P(x|0)mo(0) db

—n ba®
- ]l(x(n) OO)(9>W]1(92Q)(9) do

«9b+"+1 (l“(n) ,00) (6) ]1(92@) (9) do

= / 6~ d
w0

X{x(n) a}

b+

max{z(y),a}

b (méux{x(n), a})*b*"

= b
¢ b+n

(b) En cuanto a las distribuciones posteriores tenemos:

m(0)lx) o< P(x|0)m(0)

= 9_71]1(1(”)700)(0)
2(4 — 9)
9 gn

L mascfa () 13,4) (6)-

m(0]z) o Plz|f)m(0)

n ba®
= 9 ll(x(n),oo)(e) WH(GZG)(Q)

ba?
o Wﬂ(ﬂﬁ<n)v°@)<‘9)ﬂ(92a)<‘9)

bab
Qb+n+1 ﬂ(méx{r(n)ya}yoO) (8)

El lector debe notar que la estructura algebraica o kernel de m(0|x)
y m1(f) no es la misma (mientras la a priori es la ecuacién de una recta
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1.6. Distribucion predictiva posterior

con respecto a 6 la posterior no lo es), en cambio my(0|x) y m(6) si tienen
el mismo kernel, ain mas, si multiplicamos la posterior por una constante
apropiada ! obtendremos que dicha posterior es una distribucién Pareto con
nuevos pardmetros a = max{z,a} y b = b+ n.

Otra ventaja notoria es que hasta el momento el tratamiento algebraico
ha sido mas sencillo con 7 () que con 7(6), estas dos caracteristicas nos
inducen a definir el concepto de familias conjugadas.

Definicién 1.2 Sea P = {P(:|¢) : § € O} una familia paramétrica. Se
dice que una coleccién de distribuciones de probabilidad G, es una familia
conjugada para P si ocurre que:

vV P(-|)eP y m(0)€G entonces w(flx)e€G

El cuadro 1 muestra algunos ejemplos de familias conjugadas.

Cuadro 1.1: Familias conjugadas

Familia paramétrica | Parametro a inferir | Familia conjugada
Bernoulli(X |6) 0 €(0,1) Beta(0|«, 3)
Poisson(X6) 0 e R Gama(f|a, 3)
Geométrica( X |6) 0 €(0,1) Beta(0|«, 3)
Exponencial (X6) 6 € Rt Gama(f|a, )
Uniforme (X0, 6) 6 € RY Pareto(f|«, 3)
Normal( X6, \) R Normal(0|a, [3)
Normal(X|6, \) A €eRT Gama(f|a, )
Normal(X|6, \) feRyNeRT Normal-Gama(f|a, 3)

Pese que en la estadistica Bayesiana se permite incorporar el conocimiento
respecto a 6 a través de la asignacion de una distribucién inicial, este paso
puede ser subjetivo. Existe en la literatura Bayesiana una discusién respecto
a como deberia hacerse esta asignaciéon, en particular se ha desarrollado el
concepto de distribucion no informativa (véase, Bernardo y Smith (1994) y
Gelman et al (1995)).

Como su nombre lo indica, la idea en este tipo de asignacién es proponer
una distribuciéon que no se basa en la informacion que subjetivamente tiene el

(b+ n) max{z(,),a}’*"

1K:
bab
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1.7. Estimacion por intervalos

investigador sobre el fendmeno sino de la evidencia que da una muestra. Hay
varias formas de lograr este fin, algunos métodos muy simples son suponer
una distribucién con una varianza muy grande, la otra forma es proponer
una distribucién donde sea equiprobable tomar el valor del parametro, pero
la forma por excelencia de obtener una distribucién no informativa en el
caso unidimensional, es la regla de Jeffreys. Este método propone distribu-
ciones iniciales que requieren de verificar las condiciones de regularidad que
se mencionan a continuacion:

i) El modelo paramétrico f(z;60) para la distribucién de la poblacién es
tal que el soporte de f no depende de 6.

ii) La funcién In(l(x;6)) es dos veces diferenciable con continuidad, es
decir, de clase C2.

iii) Las operaciones de derivacién e integraciéon o suma en caso discreto
son intercambiables.

Definicién 1.3 Sea un modelo paramétrico P(X0), 7(0) es no informativa
de Jeffreys si:

7(0) x /I(0) 0eo.

2
_m [on(lo)
donde I(0) =E [%} :

Un inconveniente de la regla de Jeffreys es que puede producir distribu-
ciones que al integrarlas sobre su rango no integren uno sino infinito, a este
tipo de distribuciones se les conoce como impropias.

1.7. Estimacién por intervalos

A continuacién se explicara brevemente las diferencias entre intervalo de
confianza en la estadistica cldsica y un intervalo de probabilidad bajo el
contexto de la estadistica Bayesiana.

Comencemos con el enfoque clasico; una vez que se tiene un estimador
puntual 0 dada una muestra x en particular, no se sabe que tan cercano
estd el estimador del verdadero valor del parametro 0; esta es la razén por la
cual es deseable acompanar la estimacién puntual de alguna medida de error
asociado a esta estimacion, es decir, asociar a cada estimacion puntual del
parametro un intervalo

13



1.7. Estimacion por intervalos

0(), 0()],

donde f(x) y O(x) son el limite inferior y superior respectivamente del
intervalo, y ambos son funciones de la informaciéon muestral.

Ademas, una medida que nos refleje la confianza que tenemos acerca de
que el verdadero valor del parametro pertenezca a dicho intervalo.

Ph(x) <6<6(x)) = 1—a, (1.4)

donde a 1 — « se le conoce como el nivel de confianza.
Observacion 1

(i) Una vez fijado el nivel de confianza, los limites del intervalo de confianza
varian aleatoriamente segtin la muestra seleccionada, por lo tanto la
longitud es aleatoria.

(ii) La expresion (1.4) no debe entenderse como; la probabilidad de que el
pardmetro 6 tome algun valor entre f(x) y 6(x) es igual a 1 — «; ya
que:

(a) En la practica, el parametro 6 siempre serd desconocido.

(b) Desde el punto de vista de la estadistica cldsica, en la expresién
(1.4) las variables aleatorias son §(x) y 6(x) y no el pardmetro 6.

(iii) Una forma de interpretar (1.4) es; 1 — « es la probabilidad de que
el intervalo [f(x),0(x)] incluya el verdadero valor del pardmetro. O
en otras palabras, si consideramos un numero grande de muestras del
mismo tamaifio y calcularemos f(z) y 6(z) para cada muestra entonces
se tendra que aproximadamente en el (1 — ) x 100 % de los intervalos
resultantes estard incluido el verdadero valor de 6. En consecuencia
a [f(x),0(x)] se le conoce como intervalo de confianza con nivel de
confianza del (1 — «) x 100 %.

Definamos primero lo que entenderemos por un intervalo de probabilidad
en el contexto del enfoque Bayesiano.

14



1.7. Estimacion por intervalos

Definicién 1.4

Un intervalo de probabilidad al 100(1 — «) % para 6 es un subconjunto
C = [L(x),U(x)] de © tal que

Jom(@lx)  caso continuo
l1-a=P/C|z) =
(Cle) Z m(0|lx) caso discreto.
beC

La razoén por la cual en el enfoque Bayesiano si se puede hablar de inter-
valos de probabilidad es que el parametro 6 es una variable aleatoria; a la
cual se le asigna una distribucién que ya puede ser la a priori w(6), en el caso
en que no se tenga muestra alguna; o la a posteriori w(6|x) si se cuenta con
informacion muestral. Por lo tanto, tiene sentido preguntarse por el evento

0 € [L(x),U(x)].

Un método muy empleado para encontrar los limites del intervalo de
probabilidad L(zx) y U(x) de forma numérica es trazar una recta paralela al
eje de las abscisas, € = u con u > 0, la cual iremos bajando de tal forma que
intersecte en dos puntos a la funcién de densidad 7 (0|x) (si la distribucién
posterior es unimodal), a la proyecién de estos puntos sobre el eje de las
abscisas les llamaremos a y b ; este proceso de bajar la recta con pendiente
cero terminard cuando fab 7(f|x)dd =1 — o, entonces a = L(x) y b = U(x).

Regresando al Ejemplo 1.1, supongamos que tenemos una muestra aleato-
ria de tamano n = 5 del fenémeno, x ={1.21, 1.40, 1.10, 2.12, 3.67}.

A continuacién se obtendrd un intervalo de probabilidad al 95 % para 6
sobre las funciones de densidad m;(6|x) y 7 (0|x).

Primero notemos que; max{z,), 1}=3.67 y max{z,),a}=3.67, ya que
a =1, entonces

2(4 — 6)

7T1(0|m) = ClW

1 (3.67,4)(0),

(b+ 5)3.670+5
m(0lz) = — g mm Leereo(0),

sustituyendo el valor de b =2.5

C.
mo(0lx) = 9T.25 13.67,00) (0)

15



1.7. Estimacion por intervalos

donde €} =63384.93 y Cy =128842 son las constantes de proporcionalidad
que garantizan que tanto m(f|x) como my(f|x) integren uno.

2

15

3.6 3.7 3.8 3.9 3.8 42 44 46 48 5

Figura 1.2: Distribuciones m(0|x) y m2(0|x) respectivamente.

Como podemos ver en la figura (1.2) ambas funciones son estrictamente
decrecientes, por lo tanto, al trazar una recta horizontal en los dos casos el
limite inferior sera L(x) = 3.67. Solo nos resta encontrar U(x) para cada
distribucion o de manera equivalente.

Uy Us
/ i (0lz)do =095 / o(60]2) d = 0.95 .
3.67 3.67
O
Uio204-6 e
/ Clgdezo.% : / —2 46 =0.95 ,
9 95 98.5
3.67 3.67

calculando las integrales y despejando U; y Us

U, 0.95%9 _, 3.6773
= —3.67
3 20, *

1
75 095%7.5)\ 73
e (sar VST
al resolver la expresion del lado izquierdo de manera numérica tenemos
que U; =3.91577; y al calcular la ecuacion del lado derecho obtenemos que
Uy =5.47187, por lo tanto, el intervalo con 0.95 de probabilidad para 6 en
el caso de la distribucién 7 (6]x) es [3.67, 3.9177] mientras que para la dis-
tribucién m(0|x) es [3.67, 5.47187].
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Capitulo 2

El Algoritmo EM

2.1. Introduccion.

No nos pareceria descabellado pensar que la observacion es parte del
proceso de aprendizaje, de hecho esta es la forma que tenemos para darnos
una idea de la “realidad objetiva”, muestra de ello es que la observacién
forma parte de uno de los pasos del método cientifico, més atn, gracias a ella
nosotros podemos tomar decisiones. Sin embargo, puede ocurrir que durante
la investigacion de una poblacién o fenémeno aleatorio existan datos que por
una u otra razén no puedan ser observados y esto daria lugar a un problema
con datos faltantes.

Los datos faltantes pueden surgir por varias causas, entre otras:

(a) La imposibilidad de obtener la informacién, como por ejemplo, si uno
quisiera hacer inferencia sobre una especie en peligro de extincion, en
este caso es imposible obtener una muestra mas grande que el tamano
de la poblaciéon existente. Otro ejemplo es, cuando generar una obser-
vacion tiene un costo muy alto y se cuenta con pocos recursos.

(b) Al diseno del mismo experimento, como por ejemplo, supongamos que
tenemos una cantidad N de focos, los cuales se pondran en funcionamien-
to simultdneamente durante un periodo de tiempo C. Supongamos que
una cantidad m de dichos focos se fundieron antes de llegar al tiempo
C, estos son valores fijos u observados; mientras que los restantes N-
m focos seguian funcionando, y podrian seguirlo haciendo un tiempo
desconocido mayor a C. Estos son valores faltantes que han pasado el

umbral C.
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2.1. Introduccion.

¢ extravio o no registro de la informacién de tal suerte que estos no

Al extravi gistro de la inf ion de tal t t
pueden ser recuperados. Como pasa en las lecturas de secuencias de
A.D.N. en las que en general hay datos faltantes.

Para resolver problemas de este estilo existe un algoritmo iterativo prop-
uesto por Dempster, Laird y Rudin (1977), cuyo objetivo es encontrar la mo-
da de la distribuciéon posterior o de manera equivalente el estimador maximo
verosimil en el caso en que se proponga una distribucion a priori constante;
el método consta de dos pasos: paso E (Esperanza) y el paso M (Maxi-
mizacion)y por tanto es conocido como el algoritmo EM.

Este método en lugar de hacer dificiles maximizaciones y simulaciones,
propone “aumentar” los datos faltantes imputéandoles variables aleatorias,
las cuales llamamos variables latentes que nos faciliten el cdlculo de la maxi-
mizacién de la funciéon de verosimilitud aumentada o la distribucion posterior
aumentada con dichas variables latentes. Como se verd en los ejemplos, siem-
pre resulta mas facil tratar con la verosimilitud aumentada.

De esta forma se trata de relacionar un problema de datos faltantes a uno
con datos completos. O en palabras de los autores:

“ El término datos incompletos en su forma general implica la
existencia de dos espacios muestrales Y y Z y una funcion de
Z a Y. Los wvalores observados Y son realizaciones de Y. Los
correspondientes Z pertenecen a Z los cuales no son observados
directamente, sino solo indirectamente a través de Y ... Nosotros
suponemos una funcion Z — Y (Z) de Z a Y, y que Z es cono-
cido bajo la relacion Z(Y), el subconjunto de Z es determinado
por la ecuacion Y=Y (Z), donde Y son valores observados y Z
son los datos completados.

Postulamos una familia de densidades f(Z |@) que depende de
los pardmetros ¢ y derivada su correspondiente familia de den-
sidades g(Y |¢). La especificacion completa de los datos f(-|-)
estd relacionada a la especificacion de los datos incompletos g(-|-)
por

9(Y]e) = /Z(Y) 1(2|¢) dZ.

El algoritmo EM tiene como objetivo encontrar el valor de ¢
que mazimice g(-|-) dada una muestra Y observada.” Dempster,
Laird y Rudin (1977).
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2.2. Descripcion del algoritmo

2.2. Descripcion del algoritmo

El algoritmo es un método iterativo para encontrar la moda de la dis-
tribucion posterior o el estimador maximo verosimil para datos incompletos.
Como ya lo habiamos dicho, cada iteracién consiste de dos pasos: el paso E
(paso de la esperanza) y el paso M (paso de la maximizacién). Denotemos
por 6% la hipotesis actual para la moda de la distribucion posterior de nuestro
interés P(0|x) y sea P(A|x, z) la distribucién posterior aumentada, donde x
son los valores observados y z los datos aumentados (variables latentes). Por
ultimo definamos a P(z|x; ") como la distibucién predictiva condicional de
los datos latentes z dada la hipotesis actual de la moda posterior.

» Entrada: Una hipotesis actual para la moda de la distribucién poste-
rior de nuestro interés 6*.

» Salida: La moda de la distribucién posterior o el estimdor obtenido a
través del algoritmo EM 6.

Paso E Consiste en calcular
Q0,0") = / P(z|x; 0%) logP(0|x, z) dz
z
es decir, la esperanza de log P(f|x, z) con respecto a P(z|x; 6").

Paso M Consiste en maximizar la funcién Q(6,0"*) con respecto a 6 para
obtener §“*!. Después de esto, regresamos al Paso E.

El algoritmo se itera hasta que |[0“™ —0%|| o |Q(0*T, 6*) — Q(6", 6*)| sea
suficientemente pequeno.
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2.3. Algunas aplicaciones del algoritmo EM

2.3. Algunas aplicaciones del algoritmo EM

A continuacién se presentan dos ejercicios donde se ilustran estas ideas
al usar el algoritmo EM.

Ejemplo 2.1

Supongamos que 197 animales estan separados en cuatro categorias genéticas
de la siguiente forma

Y = (yla Y2, Y3, ?/4) = (125, 18,20,34)

Una variable aleatoria que describe el experimento de manera natural es
una distribucién multinomial, donde falta determinar py, ps, p3 v ps que son
las probabilidades de caer en las categorias vy, ¥2, y3 O Y4 respectivamente,
para tener el modelo multinomial probabilistico completamente especificado.

Supongamos que se propone al siguiente vector de probabilidades en fun-
cién de 6

( (L0010
P1, P2, P3, P4 - 9 47 4 ) 4 ) 4 9

4
dondeZpl-zl y 0<60<1.
i=1
El cual tiene sentido, ya que uno esperaria en funcién de lo observado,
que las categorias - y y3 tengan la misma frecuencia de ocurrencia, mientras
que, la categoria y; sea la que tiene mayor incidencia.

Notemos que hasta el momento no tenemos datos faltantes, y este pro-
blema se puede resolver de manera sencilla buscando el estimador maximo
verosimil para € de la siguiente funcién

f<Y|¢9):<y1 y|2|y|3 'y4> — 4 v )
Y1'Y2:Ys3:Ys: 2 4 4 4 4
Por alguna razén las personas que hacen el experimento se dan cuenta

que la primera cateroria y; se puede en dividir dos, como resultado se tendran
cinco categorias distintas, es decir

20



2.3. Algunas aplicaciones del algoritmo EM

Z = (Zlu 227 23, %4, 25) = (Zla Z?v 187 207 34)7

tal que Z; + Z5 = 125.

En este caso, ya tenemos un problema con datos faltantes porque no
sabemos con certeza cuantas observaciones pertenecen a Z; 6 Zs.

Supongamos que se les asignan a las nuevas categorias Z; y Zs las si-
guientes probabilidades % y g respectivamente, nuevamente la distribucién
del experimento es una multinomial

(Zla)_(zl+Z2+Z3+Z4+Z5)! 1 Z1 Q Z> 1—6 23 1—0 24 g 25
g - Z1!Z2!2’3!Z4!Z5! 2 4 4 4 4 ’

al factorizar

Z z3+z4+2
. (Z1 + ZQ + z3 + Z4 + 2’5)' 1 3l taatas Zo+zs . 23424
- ; pZ2t= (1 — gyt

21!Z2!2’3!Z4!Z5!

Como los primeros dos factores son constantes con respecto a 6

g(Z|0) oc 072t (1 — )=t (2.1)
Antes de comenzar con el algoritmo notemos que:

(1) g(Z]0) es precisamente la funcién de verosimilitud de una distribucién
multinomial. Por lo tanto, al maximizar (2.1) encontraremos el esti-
mador maximo verosimil para 6

lg(Z10) o< g(Z10).

(2) Si proponemos una distribucién a priori constante en todo el rango de
6 ( el intervalo abierto (0,1) ), es decir, una distribucién no informativa.
Y con la observacién hecha en (1.1) tendremos que (2.1) es proporcional
a la distribucién posterior aumentada

©(0Z) o 1,(Z)0).
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2.3. Algunas aplicaciones del algoritmo EM

(3) Para facilitar los cdlculos a la hora de maximizar trabajaremos con el
logaritmo (2.1), quedando

Ly(Z]0) = log(n(0]2))
x (Zy+ z5)logl + (23 + 24) log(1 — 6). (2.2)

Paso E

Comencemos con el algoritmo tomando la esperanza de (2.2) condicionada
al valor actual del parametro ' y a la muestra observada Y, a esta esperanza
la denotaremos como Q(6,6%).

Q0,6") =E[Ly(Z]0)]6", Y]

=K [(ZQ + 25) log 0 + (23 + 24) log(1 — 0)|6", Y] ,

por la linealidad de la esperanza condicional

= (E[Z]0",Y] + 25) log + (23 + 24) log(1 — 6). (2.3)

Antes de empezar con el paso el M, veamos cémo queda E [Z,]0°, Y], ya
que este calculo nos sera tutil mas adelante.

Observacion 2

(a) La variable aleatoria Z, depende tinicamente del valor y; y 6° y no de
Yo, Y3, ys debido a que Zy+Zy = yy, entonces E[Z,|07, Y] = E[Z,|07, 11].

(b) La variable aleatoria Z,|y; tiene una distribucién binomial con n = y,

01
z 92
robabilidad de éxito —3— = -,
vp IR
Luego entonces
91‘
E|Z = -
[Za]y1] y12 o
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2.3. Algunas aplicaciones del algoritmo EM

Paso M

Debemos maximizar Q(6,6%) con respecto a 6, y asi encontrar 6°7!; al
derivar con respecto a 6 e igualar a cero (2.3), da como resultado:

E[ZZ|927Y] + 25 3 + 24
0 1-06"

de donde obtenemos
O equivalentemente

E[Zzwl, Y] + z5 = 9<E[ZQ‘92, Y] + 23+ 24+ 25).

Finalmente despejando a 6

E[Zz‘el, Y] + z25

ot = . .
E[Z|00, Y] 4 23 + 24 + 25

Al sustituir la esperanza tenemos que

91’
Yiggt t+ 25

0@'-‘,—1 —
0 '
Yigrgr T 23+ 21+ 25

Notemos que 0! es funcién sélo de €' y todos los demés términos son
constantes.

Afirmamos que este punto critico es maximo puesto que

Q0,0 _ (B[Za|0, Y] + 23+ 24 + 25) (23 + 24) <0

En efecto, la ultima expresién es menor que cero ya que z3, 24 y 25 son
no negativos por ser observaciones de la muestra; mientras que E[Z;|0%, Y]
es mayor a cero por ser la esperanza de una distribucién de conteo como
lo es la binomial. Luego entonces, tanto el numerador y el denominador son
positivos y al multiplicar por un signo negativo en general la tltima expresién
es negativa.
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2.3. Algunas aplicaciones del algoritmo EM

Como consecuencia decimos que ! es el estimador méximo verosimil
o el valor del parametro actualizado. A continuacion se presenta una tabla
donde se dan tres valores iniciales distintos a 6. En los tres casos notamos
una rapida convergencia.

Cuadro 2.1:

i 0@ |02 _ 0i71| 02 |02 _ 0i71| 02 |0@ _ 0i71|
0 0.5 - 0.1 - 0.9 -

11 0.6082474 | 0.1082470 | 0.5125229 | 0.4125230 | 0.6570184 | -0.2429820
21 0.6243211 | 0.0160740 | 0.6102501 | 0.0977270 | 0.6307438 | -0.0262750
31 0.6264889 | 0.0021680 | 0.6245940 | 0.0143440 | 0.6273408 | -0.0034030
41 0.6267773 | 0.0002880 | 0.6265252 | 0.0019310 | 0.6268904 | -0.0004500
5 1 0.6268156 | 0.0000380 | 0.6267822 | 0.0002570 | 0.6268306 | -0.0000600
6 | 0.6268207 | 0.0000050 | 0.6268163 | 0.0000340 | 0.6268227 | -0.0000080
71 0.6268214 | 0.0000010 | 0.6268208 | 0.0000050 | 0.6268217 | -0.0000010
8 1 0.6268215 | 0.0000000 | 0.6268214 | 0.0000010 | 0.6268215 | 0.0000000

Si proponemos a 6 = 0.6268215 como el valor del estimador de @ entonces
las probabilidades de caer en cada categoria son

(p1, p2, p3, pa, p3)=(0.5, 0.156705, 0.093294, 0.093294, 0.156705).

Ejemplo 2.2 (Anailisis de regresién simple con valores censurados)

Consideremos los datos que se encuentran en Schmee y Hahn (1979).
Estos datos corresponden a grupos de diez motores que se probaron a cua-
tro temperaturas distintas, 150°, 170°, 190° y 220° grados centigrados, los
tiempos de falla fueron medidos en horas y se indica en el cuadro 2.2.

Con estos datos queremos estimar el siguiente modelo de regresién lineal:

donde:

(i) & ~ N(0,1)

ti = Bo + Biv; + o€,

24
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2.3. Algunas aplicaciones del algoritmo EM

Cuadro 2.2: Tiempos de falla
150° | 170° | 190° | 220°
8064* | 1764 | 408 408
8064* | 2772 | 408 408
8064* | 3444 | 1344 | 504
8064* | 3542 | 1344 | 504
8064* | 3780 | 1440 | 504
8064* | 4860 | 1680* | 528*
8064* | 5196 | 1680* | 528*
8064* | 5448* | 1680* | 528*
8064* | 5448* | 1680* | 528*
8064* | 5448* | 1680* | 528*

(*) significa que el motor fue desconectado y llevaba
funcionando la cantidad de tiempo que se indica.

B 1000
 temperatura + 273.2

(ii) v :

(iii) ¢; es el logaritmo base diez del tiempo de falla del i-ésimo motor.

Como consecuencia inmediata del supuesto (i) y del supuesto (2.4) t; ~
N(By + Bivs, 0%). Renombremos a 3y + B1v; como fi;.

Si en nuestra muestra no existieran datos censurados, es decir, valores
que exceden un cierto umbral ¢;, entonces podriamos facilmente calcular los
estimadores de 3y, 3; y 02 por méxima verosimilitud

I = H 1 e—ﬁ(ti—ui)g _ (271‘)_%0'_716_# Z?:l(ti_ﬂi)Q. (2.5)

En general, si deseamos ajustar una regresiéon lineal a una muestra de
tamano n con m valores fijos denotados por t; (los valores observados) y los
restantes n-m datos que son variables latentes {Z; :i =m+1,m+2,...,n}
que cumplen con la caracteristica {Z; > ¢;}. Podemos escribir la verosimilitud
aumentada con las variables Z; de la siguiente manera

m n

1 1
“552 > (i —mi)* - 252 > (Zi—w)

L= (2r)" 30 " =1 i=m+1 . (2.6)
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2.3. Algunas aplicaciones del algoritmo EM

Nuevamente usamos el hecho de que la distribucién posterior es propor-
cional a la verosimilitud por la distribucion a priori. De la misma manera que
en el ejercicio anterior, si multiplicamos a (2.6) por una distribucién a priori
con las siguientes caracteristicas; 7(6) oc 1 donde 8 = (5o, 31,0) v 0 € R3,
es decir, que sea equiprobable tomar cualquier posible valor del parametro,
tendremos una distribucion posterior aumentada, que es por construccién
proporcional a (2.6). Para empezar con el algoritmo EM necesitamos calcu-
lar el logaritmo de la distribucion posterior aumentada

> (- ) > (Zi— )
i=1 1=m+1
C —nlno — 52 — 52 : (2.7)

donde C' = —%In(2m).
Paso E

Sea U = {0y, 01,0, Z; > ¢;} de forma que a continuacién denotaremos

E [|U] =K ['|ﬁ07ﬁ170a Zz > Ci] .

Calculemos la esperanza de (2.7)

n

R e VR AN 1 S 2 2
Q(BOaﬂlvgaﬂovﬂlao—)*E Cinlno—fﬁg(tz*uz) T 5 9 Z (szﬂ’b) |U )

i=m-+1

por la linealidad de la esperanza condicional y desarrollando el binomio
al cuadrado tenemos que

m

i 1
Q(/807ﬁ170-;/8(l)7/8%,0'l) = C — ’I’LZ’I'LO' — ﬁ Z(tl _ Mz)Q
=1
1 n
= 5B | X (2 =22+ ) U
i=m+1
= C—nlno — %ﬂz(ti — w)?
=1

1 n

— 55 O (E[ZU] - 2mE(Zi|U] + 2} (2.8)

i=m-+1
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2.3. Algunas aplicaciones del algoritmo EM

La funcién (2.8) es la que debemos maximizar con respecto a By, 31 y o
en el paso M, pero antes de hacer esto, notemos que

E[Z|U] = pi + o H (C" ;“) y ademds (2.9)

B(20) =+ 0* 4 H (S0 ol ). (2.10)

ci—pii
donde H(ci;‘”) = 1f(<1>(i—?‘) y

¢y ® son las funciones de densidad y distribucién de una normal estandar
respectivamente.

La demostracion de estos resultados se puede consultar en el Apéndice A.

Paso M

Maximicemos la funcién (2.8) con respecto a los pardmetros desconocidos

Bo, b1y o

8@(607 617 g, 5(2)7 ﬁi7 Ui)
9P

Sustituyendo lo que vale la funcién, usando la linealidad de la derivada y
despejando obtenemos

=0.

"9 (2022 - ) B aiﬁo (202 S {E[Z2W) - 206 + B IZIU) +

1=m+1
Al calcular la derivada, y multiplicar de ambos lados por o?

> (i — o — Bvy) Z {E[Z;|U] — Bo — Brvi)} -

i=1 i=m+1

Al distribuir la suma y despejar a 3, tenemos pardmetro actualizado 35"
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2.3. Algunas aplicaciones del algoritmo EM

ARES Z > Z|U ~ 5T, (2.11)

i=m-+1

donde v = zm:vi + z": v;.
i=1

i=m-+1

Por tltimo sustituimos la esperanza condicional

i Z Z ,MZ+OH (“H) _ 87 (2.12)

i=m+1

Notemos que 5™ queda en términos de 31, para que 35" quede com-
pletamente determinado habra que reemplazar 3; por el valor del estimador
“+1 que encontraremos después.

Ahora maximicemos () con respecto a (3,

8@(ﬁ07ﬁ170—; Z+17/817 )

=0,
b
sustituyendo por lo que vale la funcion Q
1 0 [ .
“9.2 95, (Z(tz — G5t = Bwi)? Z {E[Z|U] —2(85"" + Bivd)E [Z:|U] + (857 + 51%‘)2}) =0,
=1 1=m-+1

después de calcular las derivadas y al multiplicar toda la expresién por
o? tenemos

n

sz‘( ZH — Brvg) + Z Ui {E [Z:|U] — Hl 511}@)} =0,

i=m+1

si distribuimos las sumas podemos escribir

n

ZtvlJrZ [Zi|U v — BT vy ﬁlzv =0,

i=m+1 i=1 i=1
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2.3. Algunas aplicaciones del algoritmo EM

puesto que Zv —Zv + Z v! para j=1, 2.

i=m+1

Sustituyendo (2.11) en la dltima expresién

ZtmeZ 1Z0] vi Z by AU s Zvl glzv_o

i=m+1 i=m+1

Notemos que esta ultima expresion es unicamente funciéon de (3, ahora
despejemos a (3,

n n n m n m

DD S SR IPAGINE i P gt
i=1 =1 i—1

i+1 i=m+1 i=1 i=m+1

n

_g vi—g vl-z
i=1

i=1

H
Il
3

<

1
si multiplicamos el lado derecho por + resulta
D LD Dt Db
i+l _ i=m+1 i=m+1 i=1 i=1

n 2
—9 } : Ui
/l} J— —_—

- n

=1

Por 1ultimo se sustituiran las esperanzas condicionales quedando

+ =t =1 (2.13)
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2.3. Algunas aplicaciones del algoritmo EM

Una vez conocido 3! se sustituye en (2.12) y 85" queda determinado.

Para la maximizacién de o'*! se sustituiran los estimadores g5 y git!

0 1
calculados previamente. Definamos a pf; = ARSI

8@(ﬁ07 ﬁla g, é+17 i-‘rl’ O-i)
do

=0,

sustituyendo Q

) 1 & 1\

1=m-+1

por la linealidad de la derivada

J=m+1

0 (QL <tj—u;>2)—g% (% > {E[z;w]—m;‘-mzjww;f}) ~0

24907 (% St - W) 203 (% ST {E[Z2U] - 2B [Z,|U] + (ué)Q}) =0.

j=m+1

De esta ecuacion despejemos a o

m

Do ot S B[]~ 20 1Z0U) + (1))

J
j=1 j=m+1

O equivalentemente

Y= Y AE[ZU] - 2(1)E 1Z,|U) + (15)°}

9  j=1 j=m+1
_'_

n n

Sustituyendo las esperanzas
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2.3. Algunas aplicaciones del algoritmo EM

m

Dot =)

2 Jj=1

n
n

. 3 oot 2 ) o (o220 ) 4

Observacion 3

Si no tuvieramos datos faltantes, esto es, m = n entonces los estimadores
que hemos calculado en los tres casos se reducen a los estimadores maximo
verosimiles o minimo cuadraticos de 3y, v o 1. Es decir que

m
. t;
1 (2
o= >
- n
i=1

"+ o H (42
2. T

- ﬁlv7
i=m-+1
se reduce a
n
4 t.
i+1 ¢ =
0 = E - = ﬁlv
)
=1
- f - 51@
En el caso de 3; tenemos que
n i — i n i — i
_ Z pi + o H(“5E) (i + o H(ZH v Tty Ot
Y . DD Dh
it1 _ i=m+l i=m+1 i=1 i=1
1 = n 2 + o2
—2 i 2 i
v _ Y
. 2
=1 =1
se reduce a
n
- t;v;
vt
: n
i+l i=1
1

1
|
3|S5,

'Puesto que los estimadores de By 31 coinciden bajo estos dos métodos
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2.3. Algunas aplicaciones del algoritmo EM

Y para el caso de o

> (tj — ph)?

02 = =1
n
n C< — u< 7: C, — M» i
5> {0 oty 4 ) O L) = s+ o) 412
j=m+1
+ ;
n
se reduce a

Esta observacion nos muestra que es consistente lo que hemos calculado.

Una vez que ya tenemos los estimadores, lo podemos programar y para
empezar las iteraciones debemos dar valores iniciales a 3, 4Y y ¢°. Una
manera que se opté para dar dichos valores iniciales fue correr una regresion
lineal por minimos cuadrados donde se tomé en cuenta tinicamente los valores
fijos u observados bajo este procedimiento obtuvimos que ) = —5.15, 3} =
3.82 y 0 = 0.219. Acto seguido se hicieron una serie de iteraciones del
algoritmo dando como resultado la siguiente tabla.

32



2.3. Algunas aplicaciones del algoritmo EM

_ Cuadro 2.3: '

i 5 5 o

0 -5.15 3.82 0.219

1 | -5.35152705 | 3.93098389 | 0.04805809
2 ] -5.59040665 | 4.05256721 | 0.04800388
3 | -5.80404617 | 4.15810481 | 0.04833615
4 1-5.97165015 | 4.23959046 | 0.04874269
5 |-6.09461223 | 4.29875477 | 0.04909053
6 | -6.18165575 | 4.34032201 | 0.04934930
7 1-6.24203930 | 4.36899145 | 0.04952923
8 |-6.28341516 | 4.38854661 | 0.04965004
9 |-6.31153821 | 4.40178953 | 0.04972969
10 | -6.33054567 | 4.41071347 | 0.04978172
11 | -6.34333910 | 4.41670548 | 0.04981557
12 | -6.35192301 | 4.42071797 | 0.04983756
13 | -6.35766840 | 4.42339930 | 0.04985185
14 1 -6.36150647 | 4.42518814 | 0.04986115
15 | -6.36406642 | 4.42637998 | 0.04986721
16 | -6.36577174 | 4.42717322 | 0.04987117
17 | -6.36690659 | 4.42770072 | 0.04987376
18 | -6.36766117 | 4.42805125 | 0.04987546
19 | -6.36816257 | 4.42828405 | 0.04987657
20 | -6.36849554 | 4.42843859 | 0.04987730
50 | -6.36915 4.42874 0.0498787

oy L L L L Lo L L L L |
204 206 208 210 212 214 216 218 220 22 2% 2%

@
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Figura 2.1: (a) Regresién con valores fijos y (b) con la muestra completada




Capitulo 3

Un problema de datos
censurados con identificacion
parcial

3.1. Introduccion.

El problema que se plantea en este capitulo tiene la siguiente descripcion;
supongamos que un artefacto estd conformado de k£ componentes distintos.
Para que el artefacto funcione es necesario que cada componente funcione.
Nosotros podemos considerar que el tiempo de falla asi descrito, es una mues-
tra de una de las k distribuciénes Fj con j = 1,2,...,k, donde cada una de
estas distribuciones esta asociada a un tipo de falla.

Ademads supongamos que segun el diseno del experimento, el artefacto se
mantendra funcionando a lo més un periodo de tiempo C, esto nos genera
dos posibles escenarios:

(i) Si el artefacto se descompone en un tiempo t < C, entonces sabremos
el valor del tiempo de falla y de qué distribucién provino.

(ii) Mientras que si el artefacto funciona hasta el tiempo C', el experimento
acabard y no sabremos cuanto tiempo adicional a C' hubiera seguido
funcionando ni tampoco cual de los componentes es el que hubiera
originado la falla; lo inico que sabremos es que su tiempo de falla es
mayor a C'.

Consideremos que podemos obtener N observaciones independientes de
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3.1. Introduccion.

tiempos de falla bajo el esquema anterior. Puesto que la identidad de la falla
o la distribuciéon F; no es conocida para todas las observaciones, usaremos
una mezcla de distribuciones para modelar la muestra completa.

Sea G(-;0,7) la funcién de distribucién que representa la mezcla de las
k funciones de distribucién F; = Fj(-;6;), para j € {1,2,...,k}.

k
G(0,m) =D mF(-6;),
j=1

donde 6" = (04, ...,0) es el vector de los pardmetros y " = (7, ..., %)
es el vector de los pesos de la mezcla. Notemos que tanto los componentes
de 0" y m’ son todos desconocidos; lo tnico que sabemos es : m; > 0y

k _
Zj:l m = L.

La informacion proporcionada por la muestra de tamano N la podemos
dividir en:

(a) los datos observados, que a su vez los podemos agrupar de la siguiente
manera

{5512‘}7;17 {%z‘}ﬁp sy {Mz’};il )

donde, para cada j € {1,2,...,k}, x;1,750,...,2;,, y r; denota el
niumero de observaciones las cuales fueron menores o iguales a C' y
fueron identificadas como provenientes de la distribuciéon F}, y ademas

(b) la cantidad de datos censurados que pasaron el umbral C' es

k
N—erEN—r
j=1

puesto que r denota la cantidad total de observaciones que fueron
menores o iguales a C'.

Denotemos a L(@,7;x) como la funcién de verosimilitud para 6 y .
Esta funcién es proporcional a

k Ty

LTI it 00} > {1 = G(C; 0,7}, (3.1)

j=1i=1
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3.1. Introduccion.

donde f;(+;0;) es la funcién de desidad de la correspondiente funcién de
distribucién Fj(-;6;).

La expresién (3.1) la podemos reescribir de la siguiente forma

{HHf] ;i 0, }Hw‘xg— (C;0, )}V

- {Hﬂfxxﬁ;ej)} [I{%5 )« n-cco.my

fj($32a ) rj : N=r
W}H{m 3(C36;)7 x {1 -G(C;0,m)}" . (3.2)

. 4

' a'g
A B

El factor A de (3.2) es la funcién de densidad de los datos observados
{x;;};L,, para toda j € {1,...,k} condicionada al evento de que la obser-
vacién fue menor o igual a C'; mientras que el factor B de la misma ecuacion,

corresponde a la probabilidad multinomial asociada a los conteos r, 79, ..., 7%
yN—r.

En Mendenhall y Hader(1958) y Cox (1958) se han estudiado proble-
mas de esta naturaleza. Mas recientemente Diaz Francés (1998) trabajé este
esquema modelando F; como una distribucion Weibull.

Siguiendo este tltimo trabajo, supongamos que F] se modela con una dis-
tribucion Weibull con diferentes parametros de forma y escala. Recordemos
que si Y se distribuye Weibull con parametros «, 8 > 0, entonces su funcion
de distribucion estéd dada por

Frans) = 1-en{- (%)}, (33)

Si consideramos la transformacion X = log(%)

Fj(ac;ozj,ﬂj):IP’(ng):IP)Oog <%> §x> P(Y <Ce") = ~J(Cem;ozj,ﬁj) y
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3.1. Introduccion.

al sustituir en (3.3) tenemos que

ity - 1-en{-(55)')
J

= 1l—exp {— (%)aj emaa}

= 1l—eap {—eaj IOg(%) emf} ,

sea (t; = log (%), entonces

Fi(z;aj,p;) = 1—exp{—e "}
= 1—exp {_eaj(r*uj)}

it}
= 1—exp{—e 75 }

Esta ultima expresion se tiene si se define a «; como aj_l, o equivalente-
mente

Fi(z;py,05) = 1—exp {—e(x“‘j)(’f_l}
= 1l—exp {—e(ﬂﬁ—uj)e”ogwj)}

= l—exp {—e(ﬂﬁ_“j)ewj} : (3.4)

donde ¢; = log(c;).

Esta ultima distribucion es una distribucion de valores extremos conocida
en la literatura como Gumbel con parametros de localizacion p; y escala ¢;.
Una de las ventajas de esta transformacién es que el nuevo umbral de censura
es Cy = 0, esto debido a la transformacién propuesta, ya que log(C/C) =
log(1) = 0. Por otra parte, la parametrizacién localizacién-escala es adecuada
para trabajar con aproximacion normal.

De la funcién de distribucién que hemos obtenido en (3.4)

Fy(w; pj, ) = 1 — exp {_euw)ﬂj} |
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3.2. Un algoritmo EM

al derivar con respecto a x obtenemos la funcién de densidad

(T, pi, ;) = e e _cp'e:cp —elrmm)e L .
; i» 0 $j pl@—pz)e 7 (x—pj)e 7 3.5

En Contreras-Cristan et al. (2002) se utiliza esta modelacién para re-
solver el problema de datos con censura descrito al inicio de este capitulo.
En particular en esta tesis trabajaremos un algoritmo EM para los datos de
tiempos de falla estudiados originalmente en Mendelhall y Hader (1958).

3.2. Un algoritmo EM

Consideremos a = como el vector de todos los parametros, definido de la
siguiente manera

(1]
|

)
= (61,05, ...,0,), (w1, 72, ..., 7)),

donde 0 = (p;,;)-

Con el fin de plantear el algoritmo EM, comencemos por considerar a los
datos aumentados como las parejas

z1 = (3701,1'1)722 = (SUoz,iz), c 3 EN—p = ($0N77’7Z’N7r)7

donde la primera entrada de cada pareja es un dato no observado, mien-
tras que la segunda entrada es un nimero entero, el cual indica la poblacién a
la que corresponde la primera entrada. Entonces la verosimilitud aumentada
con estos datos que denotaremos por L(x, z|E) es tal que

k T N-—r
L(z,2[8) o [[1Imfi(:05) x [ [{mifu(wor: )} (3.6)
=1

j=11i=1

Por otra parte, de las ecuaciones (3.2) y (3.6) se sigue que la distribucién
predictiva para los datos aumentados es
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3.2. Un algoritmo EM

N-—r
)
P(Zl,zQ,...,zN,r\;p;,_‘ H {Wule Toi; w))}’
I=1

~—~

3.7)

para z; = (zg,4;), cond; € {1,2,...,k}, yxo, > 0paral € {1,2,..., N—
r}.

En el Apéndice B se muestra que (3.7) es una densidad para 21, 29, .. ., 2y,
es decir

N—r . SL’ )
/ / { Zl Oh ) }d.r()l deNfr =1. (38)
i1=1 1

—1 =

Como en los dos ejemplos del algoritmo EM del segundo capitulo supon-
gamos una distribucién a priori vaga o no informativa P(2) o 1, entonces
la correspondiente distribucién posterior para = es

P(E|x) x L(E; x).

Notemos que de cambiar la especificacion inicial P(E) las expresiones que
se derivan a continuacion también cambiaran.

De sustituir (3.5) en (3.6) obtenemos la densidad de la posterior aumen-
tada

k T4
P(E|z;x) H{HW e~ i p(@ii—hj)e " eXp{_e(:vjiuj)e“”f}}
_]:1 =1
N—r
X {71'2 e ‘leem()l ;Ule)

=1

— Py

exp{—e(%l*“iz)ewil }} . (3.9

Para el paso E, necesitamos calcular la esperanza de log{P(Z|z;x)} con
respecto a la distribucién predictiva aumentada (3.7) evaluada en el valor
actual 2" de E

Primero calculemos el logaritmo a (3.9)
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3.2. Un algoritmo EM

Paso E

QEE") = E{log{P(E|x,2)}E" x} =
k k N-—r
00 o0 i f(xor; 0;
/ Z Z log{P(E|x, 2)} . l éoz ,:,L)d 01---dToN—r
0 (R — in_r=1 =1 (0:E7)

— , , A _
Para el siguiente calculo, definamos al simbolo = como igualdad salvo por
sumandos que son constantes con respecto a =
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3.2. Un algoritmo EM

O
m
[1]
=
1>

I M =~

{bg{Wj} — @i+ (x5 — pjle ¥ — o(@ji—ps)e”%i }

j=1i=1
N—r
{1 - (0765)}
; Zlog{ml}{ 0%, }
I=1 3=1 1-G(0;EY)
- NZiso {Wéj{l— <o,e;;>}}
(7 L=
=1 ;=1 1-G(0;E")
N—r k
= oy [ Tl Gor )
+ ZZ/ (@01 — piyJe " {1Z_G( a;)}dxm
=1 ;=170 =
N—r k 0o ) ” Cnu
_ Z/ e(roz*uu)eﬂp'l 71—izf(wohaiz) dzo;
‘ 0 1—G( ;Eu)
=1 Zl:1

o,

e

j=1
B ' - F(0:67)} ‘
k Ty k T o
T Z (@ji — pj)e”" — Zze(xﬂiuﬂe ’
j=1 i=1 j=1i=1
& men) - 1 FO00)}
+ (N T);{ =G0.EY e ¥
k ﬂ@e_/‘je_wj
=1 o
donde
m(05) = ey / log{v}e "dv + ,uy/ e "dv,
1(6%) 1(6%)

oo u
U™ ¥j Y%
(9“,%) eti® J/ ve? e Vdv
%)

g
u _Wf

yi(6y) = e

El lector interesado en ver con detalle los calculos anteriores, los puede
encontrar en el Apéndice B, esto con el fin de no desviar la exposicion del
problema.
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3.2. Un algoritmo EM

Observemos que (3.10) la podemos expresar como la suma de dos fun-
ciones, una que es funcién exclusivamente del vector (my,...,m) y otra que
es funcién de (@1, ..., QK p1, - - -, fg), es decir

A
:h(ﬂ-la"'7ﬂ-k2)+g(9017"'7spk‘;ﬂla"'auk‘)7

donde

TS S R

g

9(P1s e Pri i, ) = —Zk;{Tﬁ(N—T){W?i{l__gf(.oié;)}}}%

g

b kT
+ Z Z xji - Mj)e_wj — Z ZJ e(ﬂﬁji—ﬂj)e*%

j=1 i=1 Jj=1 i=1
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3.2. Un algoritmo EM

Paso M

Como antes se mencion6 () se puede expresar como la suma de dos fun-
ciones entonces para maximizar a () con respecto a =, es equivalente encon-
trar el siguiente maximo

mEaX{Q} = m;ix{h} + mgéx{g}.

Puesto que la funcién h es funcién de (7, ma, ..., mx) y por definicién del
problema tenemos que Y ;. m; = 1, se maximizé h usando multiplicadores
de Lagrange. Alcanzando el méximo en el punto *

“(1-F(0:6))

T] ( >{ J1 G(O —“ }
N )

T = j=1,2 ...k (3.11)

Por otro lado, al diferenciar g con respecto a p1; y ¢;, paraj € {1,2,... k},
el punto (pq, ..., fg; @1, - .., k) donde g se maximiza debe de ser tal que la
derivada parcial de g con respecto a cada componente de 6 se anula, es decir,
si Vg denota al vector gradiante de g con respecto a 6 entonces el punto
(s - prs 01, - - -, 1) debe satisfacer

Vo g = 0.
Luego entonces
99 et m {1~ F(0;6%))
— 7 = . (wji—pj)e 77 _ N — J J
o it Z c N =" —co.a)

u{V( Jiei)} —pje%i

+ )me =0, j=1,....k (3.12)

despejando p; de esta tltima expresion

{1 — F(0;07)}

(N —
ﬂA — e¥i log ik i ( r) 1 - G(07 EU) (3 13)
i T3 u u. )
Z e L (N — )M
2 ° Y160, EY

ILa demostracién se encuentra en el Apéndice B
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3.8. Desuviacion estandar en el contexto del algoritmo EM.

{1 — F(0; 0" i
@ — —{Tj—l-(N—'r) 31{1_ G( ('OHU>)}}€<PJ _Z@ji_ﬂj)

= i=1

- i@fﬂ _ pup)etenme (T — 15— FL067)))

— 1-G(0;E")
7T eHie " "
- (N- )m{ V(0 o) — w(By;05) }
— 0, j=1,2.. .k (3.14)
donde
w(By ;) = v (0} 05) + €57 e / v 7 log{v}evd

1(6%)

Los calculos de la maximizacién de h y g el lector los puede encontrar en
el Apéndice B.

La iteracion del algoritmo, al calcular primero el paso E como en la
ecuacion (3.10) y después al hacer el paso M como en (3.11), (3.13) y (3.14)
nos dard una sucesién de estimadores 2 23 . para =.

Después de un ntimero de iteraciones, detenemos el proceso cuando ||Equl
="|| es suficientemente pequeno. El ltimo valor =7 obtenido al momento de
detener las iteraciones sera nuestro estimador puntual para =.

Notemos que la solucién numérica de la ecuacién (3.14) no es trivial, es
por eso que con ayuda de Mathematica se instrumentaron los pasos (3.10),
(3.11), (3.13) y (3.14) para la obtencion del estimador puntual de =.

3.3. Desviacion estandar en el contexto del
algoritmo EM.

Como ya se menciond, el resultado de aplicar el algoritmo EM nos da
estimadores puntuales para la moda de la distribucién posterior P(Z|x). Para
que nosotros pudieramos hacer intervalos de confianza con respecto a los
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3.8. Desuviacion estandar en el contexto del algoritmo EM.

parametros, necesitamos encontrar formas para calcular errores estdndar con
respecto a los estimadores puntuales que hemos encontrado.

Una vez obtenido un punto fijo E" via el algoritmo EM, la matriz de
varianzas-covarianzas asintética para E" se puede calcular de la siguiente
manera

_ P logP(E|x
v - {-TeEEEe

=)
e

-1

} . (3.15)
Z=a"
En la practica esto puede ser muy complicado de evaluar, es por eso que se

han ideado métodos asintoticos. Discutiremos aqui uno propuesto por Meng
y Rubin (1991).

Es facil notar que

_ P(E|x, z)P(z|x)
P(z|lx,B)

Aplicando logaritmo a ambos lados

logP(E|x) = log P(E|x, z) — log P(z|x, BE) + K,

donde K = logP(z|x), la cual es una constante con respecto a =.

Derivando dos veces con respecto a E y multiplicando por menos uno

?logP(Elx) = 0*logP(Elx, z) N PlogP(z|x, =)

=2 0=? 0=?

Multiplicando por P(z|x, E) e integrando con respecto a z

— P(z|x,E)dz

=2
e

_ PlogP(Elx) _/OZIOgIP’(E|m,z)

H)P(z x,2)dz, (3.16)

puesto que
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3.8. Desuviacion estandar en el contexto del algoritmo EM.

9 logP(E 0?logP(E
—/MP(z\w,E)dz = —M/]P’(zkc,E)dz
0*log P(E|x)

=2

En lo siguiente, supondremos que se dan las condiciones necesarias para
intercambiar el orden en las operaciones de integral y derivada. Estas condi-
ciones se conocen como condiciones de regularidad (véase Lehmann (1983))
y primordialmente se basan en el hecho de que el soporte de la distribucion
F(-,E) no varia con el valor de E.

De la definicién de Q(-, -) obtenemos que
=)

el
0

=
l—l’
=2
e

=2
o

2Jog P(2
_ _/8 g P(EIZ,2) p 12 =),

=
(=

Por otra parte definamos

2logP E
= _/6 ogPlz|z, )]P’(z\w,E)dz.

=2
d

_PlogP(E[z)  —0*Q(E,E")

0=? 0=?

A la ecuacion (3.17) le podemos dar una interpretacién, la parte (a) es la
informacién completada, mientras que la parte (b) es la parte de la informa-
cion perdida, es decir que

inf. observada = inf. completada — inf. perdida.

Por otro lado, como se dijo al principio del capitulo 2, el algoritmo EM
lo podemos pensar como una funcion M : Q@ — € que va del espacio de
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3.8. Desuviacion estandar en el contexto del algoritmo EM.

parametral Q C R? a el mismo, tal que M(E") = E“*!. De tal manera que
después de un numero M de iteraciones, el algoritmo encuentra un punto
fijo 2", el cual cumple lo siguiente; M (E") = E". Entonces podemos usar la

sucesién 2, 2, ... E™, m < 7, para diferenciar numéricamente M (Z).
OM(=) . .
Queremos calcular =—z=. Tanner (1996) sugiere aproximar el elemento

OM(E)

0=
==="

(1,9),1,5 € {1,2,...,d} en la matriz usando un resultado de

Meng y Rubin (1991) que dice que si M es diferenciable en E" entonces

(= (=" =. =1\ _ (=N
oM;(=) — M;(ZY, ... 5, ... 2)) — M;(E")
_ _ p = =N
8:.2‘ E:En :i":? = =
M,(:W =u :77) _ ="
- , ]i—dl’..-’i_dz’.--’i_dd I_A.]
= ILm e , (3.18)
u—eo = =i
donde B% = (2%, ... Z¥ ... =) esel u-ésimo valor en la sucesiéon 2%, &', ... 2™
1> )= » —d ) ) ) )
con m < 1.
Asi entonces usando (3.18 los valores 2°. B! ... . B™ podemos apro-
b b ) b
) OM; (=
ximar los valores de las entradas de %
=i |m_gmn

Este resultado se puede usar junto con la siguiente ecuacién, cuya de-
mostracion puede hallarse en Dempster et. al. (1977)

FESEED
== 852

Al sustituir (3.19) en (3.17)

{ OM(E)

0
=)
e

—?log P(E|x) _ —0PQ(E,E")

—2 - =2

=
e

) { ;_ OM(E)

(1

o U

PQ(E,E"
Y =R

donde I es la matriz identidad de dimensién 3k.

—

En el Apéndice B se muestra que la siguiente expresién es precisamente
el inverso de (3.20)
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3.4. Instrumentacion.

{—6210gP(E|w)}1 _ {_8%2(5

=2

-1 -1
OM(E
fiE L

PQE,E" !
} + {—% } (3,21)

esto es precisamente la matriz de varianzas-covarianzas para Z7 a la que

nos referimos en (3.15). Notemos que para calcular (3.21) basta encontrar
P?Q(E,E")

=2

X

{ OM(E)

y evaluarla en 2 = 2",

3.4. Instrumentacion.

En Mendenhall y Hader (1958) se describe un ejemplo de datos censurados
con identificacion parcial con las siguientes caracteristicas; k = 2, es decir,
que uno puede identificar el género de la falla entre dos posibles causas o
componentes. En este experimento se usé como umbral de censura C' =
630 horas; con N = 369 observaciones de tiempos de falla de un receptor-
transmisor de comunicacion. De estos datos se registré lo siguiente: r; = 107,
ry = 218 y los restantes N — r = 44 excedieron el umbral C 2.

El punto fijo 2" se calculd iterando el paso E (3.10) y despues el paso M
(3.11), (3.13) y (3.14) treinta veces, obteniendo la siguiente tabla

2Los datos el lector los puede encontrar al final del Apéndice B
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3.4. Instrumentacion.

Cuadro 3.1:
H1 Ha @Y1 ©2 1 7o
= 1-0.66383 | -0.81470 | -0.11054 | -0.12764 | 0.66445 | 0.33555
=2 | -0.64095 | -0.88125 | -0.13766 | -0.10275 | 0.68042 | 0.31958
=3 | -0.63176 | -0.91242 | -0.13948 | -0.11746 | 0.68498 | 0.31502
=% 1-0.62336 | -0.93753 | -0.13703 | -0.13460 | 0.68827 | 0.31173
=5 | -0.61544 | -0.95994 | -0.13375 | -0.15105 | 0.69115 | 0.30885
=5 1 -0.60835 | -0.97967 | -0.13051 | -0.16636 | 0.69367 | 0.30633
=7 1 -0.60228 | -0.99644 | -0.12759 | -0.18009 | 0.69578 | 0.30422
=8 1 -0.59729 | -1.01015 | -0.12509 | -0.19185 | 0.69750 | 0.30250
=Y 1-0.59333 | -1.02091 | -0.12304 | -0.20145 | 0.69884 | 0.30116
=19 1.0.59031 | -1.02905 | -0.12141 | -0.20894 | 0.69985 | 0.30015
=1 1-0.58807 | -1.03502 | -0.12016 | -0.21457 | 0.70059 | 0.29942
=12 | -0.58644 | -1.03929 | -0.11922 | -0.21865 | 0.70111 | 0.29889
=131 -0.58529 | -1.04228 | -0.11854 | -0.22155 | 0.70148 | 0.29852
=1 | -0.58448 | -1.04435 | -0.11805 | -0.22358 | 0.70174 | 0.29827
=1 1-0.58393 | -1.04577 | -0.11771 | -0.22497 | 0.70191 | 0.29809
=191 .0.58355 | -1.04673 | -0.11747 | -0.22592 | 0.70203 | 0.29797
27| -0.58329 | -1.04738 | -0.11731 | -0.22657 | 0.70211 | 0.29789
=181 -0.58311 | -1.04782 | -0.11720 | -0.22700 | 0.70216 | 0.29784
=19 1.0.58299 | -1.04812 | -0.11712 | -0.22730 | 0.70220 | 0.29780
=20 | -0.58291 | -1.04832 | -0.11707 | -0.22749 | 0.70222 | 0.29778
=21 1 -0.58286 | -1.04845 | -0.11703 | -0.22763 | 0.70224 | 0.29776
=22 | -0.58282 | -1.04854 | -0.11701 | -0.22772 | 0.70225 | 0.29775
=2 1 -0.58280 | -1.04860 | -0.11699 | -0.22778 | 0.70226 | 0.29774
22| -0.58278 | -1.04864 | -0.11698 | -0.22782 | 0.70226 | 0.29774
=2 | -0.58277 | -1.04867 | -0.11698 | -0.22784 | 0.70227 | 0.29773
=26 1.0.58276 | -1.04869 | -0.11697 | -0.22786 | 0.70227 | 0.29773
=27 1 -0.58276 | -1.04870 | -0.11697 | -0.22787 | 0.70227 | 0.29773
=28 | -0.58276 | -1.04871 | -0.11697 | -0.22788 | 0.70227 | 0.29773
=21 .0.58275 | -1.04871 | -0.11696 | -0.22789 | 0.70227 | 0.29773
=7 | -0.58275 | -1.04872 | -0.11696 | -0.22789 | 0.70227 | 0.29773

En virtud de que tenemos forma de construir estimadores puntuales para
cada componente de =, asi como para calcular aproximaciones de las vari-
anzas asintéticas de estos estimadores, podemos usar estos ingredientes para
construir intervalos de confianza usando teoria asintdtica. En la literatura
hay resultados referentes a la aproximacion de la distribucion posterior usan-
do la distribucién Normal (véase por ejemplo Bernardo y Smith, 1994 sec-
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3.5. Cobertura con datos simulados y k = 2.

ci6én 5.3.2), recordemos ademds que al asumir una distribucién inicial tal que

P(E) = 1, la moda de la distribucién posterior es equivalente al estimador
maximo verosimil.

Asi entonces el supuesto de que los estimadores obtenidos son asintotica-
mente normales estd justificado.

Si B denota la i-ésima componente de E" entonces un intervalo de con-
flanza al (1 — a) x 100 % para E; basado en la teorfa asintética Normal es

(EZ — Uy * ¢1—om E? + vy * ¢1—o¢)7

donde E! es la i-ésima componente de E7, i € {1,2,...,3k}, ¢1_, es el
cuantil (1 — a) x 100 % de una distribucién Normal y v;; es la raiz cuadrada
0*log P(E|x)
o=
En la siguiente seccion llevaremos a cabo un estudio de la cobertura de
los intervalos producidos con esta metodologia.

de la i-ésima componente en la diagonal de la matriz —

3.5. Cobertura con datos simulados y k£ = 2.

En esta seccién se hara un estudio de la cobertura de los intervalos de
confianza producidos, es decir, la proporcién de intervalos que contienen al
verdadero valor del parametro.

Se simularon 100 muestras de mezclas censuradas donde el esquema de
censura es como se describi6 en la introduccién de este capitulo. Cada una es
de tamano N = 369 y con C' = 630 como umbral de censura, donde el valor
verdadero de los parametros es

Cuadro 3.2: (my =1 —m)

Verdadero valor del parametro =
1 -1.138
142 -0.635
V1 -0.327
©®2 -0.171
m 0.33

A cada una de las 100 muestras simuladas, se le calcula su estimador
puntual E7 iterando el algoritmo EM treinta veces, después se le estima su
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3.6. Datos simulados con k = 3.

desviacién estandar usando la matriz de varianzas covarianzas asintotica que
se ha descrito en (3.21). Con la estimacién puntual y su error estdndar esti-

mado construimos un intervalo de confianza al 95 % para cada componente
de E.

Para el caso k = 2, la matriz Hessiana aQQa(:éEn) y el vector de pardmetros
EI - (Mla Y1, U2, P2, T1, 7T2)7 nos queda’

(Q11 0 Qi3 0 0 0]

, 0 Q22 0 (24 0 0

0°Q(=, ="

=2 0 Q24 0 Q44 0 O

0 0 0 0 @ps O
0 0 0 0 0 Qsg]

Las dobles parciales @);; que son distintas de cero son expresiones muy
extensas para mostrarlas aqui, el lector interesado en ver los calculos los
puede encontrar en el Apéndice B.

En la siguiente tabla se muestran los resultados de la cobertura al 95 %
de la muestra que hemos generado

Cuadro 3.3:
Pardmetro =
[bo 0.96
V1 0.98
V2 0.95
1 0.98
Ty 1.00

Notemos que para todos los componentes de E se cumple que al menos
en 95 ocasiones de los 100 intervalos producidos para cada muestra y cada
parametro respectivamente el verdadero valor del parametro queda dentro
del intervalo.

3.6. Datos simulados con k& = 3.

Por 1ltimo, se simulé una muestra de tamano N = 500 nuevamente con
el esquema de censura descrito en la introduccién del presente capitulo pero
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3.6. Datos simulados con k = 3.

esta vez de tres poblaciones y umbral de censura C' = 600. Dicha muestra
tiene las siguientes caracteristica: r; = 115, ro = 153, r3 =194y N —r = 38.

Después de iterar treinta veces el algoritmo EM, encontramos los esti-
madores puntuales de cada parametro, mismos que mostramos a continuacién

Cuadro 3.4:

Parametro Valor verdadero del pardametro =
11 -0.8680 -0.8009
Lo -0.6495 -0.7676
143 -0.7496 -0.6905
1 -0.1967 -0.1299
V2 -0.3737 -0.3674
©3 -0.3922 -0.4027
T 0.3229 0.3346
e 0.2434 0.2663
3 0.4337 0.3990

En la siguiente tabla se muestran los intervalos de confianza usando la
aproximacion asintotica de la matriz de varianzas covarianzas asi como se

y . 0*Q(=,=") . .
definié en (3.21), donde la matriz B tiene la siguiente forma

0110 0 0 Qa0 0 0 0 0]

0 Qoo O 0 Qus O 0 0 0

0 0 Qs 0 0 Qg 0 0 0

82Q(=, =") @Qa 0 0 Qqa O O 0 0 O
T = 0 QZ,S 0 0 Q575 0 0 0 0 (323)

= 0 0 Qs 0 0 Qg 0 0 0

0O 0 0 0 0 0 Q7 0 0

0O 0 0 0 0 0 0 Qss O

(0 0 0 0 0 0 0 0 Qu

Observemos que en todos los casos el valor verdadero del pardmetro
estd contenido en el intervalo correspondiente.
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3.6. Datos simulados con k = 3.

Cuadro 3.5:
Pardametro Valor verdadero del parametro Intervalo
1 -0.8680 (-0.9746 , -0.6271 )
[bo -0.6495 (-0.9273 , -0.6078 )
143 -0.7496 (-0.8160 , -0.5649 )
©1 -0.1967 (-0.2693 , 0.0095 )
V2 -0.3737 (-0.5358 ,-0.1990 )
©3 -0.3922 (-0.5283 , -0.2770 )
T 0.3229 (10.2823 , 0.3869 )
o 0.2434 (0.2195, 0.3132)
3 0.4337 (10.3419 , 0.4562 )




Conclusiones

Algunas ventajas que podemos notar al usar el algoritmo EM descrito en
la seccion 3.2. para datos de tiempos de falla de una mezcla de distribuciones
censuradas son:

= Uno puede aprovechar la informacién tanto de los datos observados @

{5512‘}7;17 {xzi}l-"il, ceey {Mz’};il )

como de las variables latentes z

21 = (3701,1'1)722 = (SUoz,iz), c 3 EN—p = ($0N77’7Z’N7r)7

y asi reducir el costo del experimento, ya que no se tendra que invertir
mas que una cantidad determinada de recursos y no se tendra que
esperar hasta que el tltimo artefacto se descomponga.

Comunmente, solo las causa de falla 71,7s,...,75y_, son consideradas
para proceder o plantear el algoritmo EM.

No obstante, en Contreras-Cristan et al. (2003) se sugiere considerar
tanto las causas de falla como los tiempos de falla o1, zo 2, ..., ToN—r,
para poder establecer comparaciones con métodos Bayesianos.

Esta especificacion no vuelve méas complicada la instrumentacion del
algoritmo.

= Obtener estimadores puntuales y por intervalo para los parametros de
una mezcla de distribuciones donde hay un esquema de censura como
el descrito en la introduccién del tercer capitulo, puede ser abordado
de manera muy efectiva usando el algoritmo EM.

Esto lo pudimos constatar de tres maneras, la primera fue al usar una
muestra de datos censurados con k = 2, tomada de Mendenhall y Hader
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3.6. Datos simulados con k = 3.

(1958). En esta muestra N = 369, C' = 630 horas, r; = 107, r, = 218
y N—r=N —r; —ry =44 3. Estos datos también fueron usados en
Diaz Francés (1998), y los resultados a los que llegaron en este articulo
son los mismos a los que llegamos nosotros al iterar el algoritmo EM
treinta veces?. El tiempo que tomé hacer esta estimacién fue menor a
siete minutos usando una computadora con un procesador Pentium IV.

La segunda forma fue al simular cien muestras censuradas con las mis-
mas caracteristicas que la de Mendenhall y Hader (1958) y al hacer
un estudio de la cobertura de los intervalos de confianza para cada
parametro de la mezcla de distribuciones; en el Cuadro 3.3 podemos
ver que la proporcién de intervalos que contienen al verdadero valor del
parametro es cercana al nivel de confianza de los intervalos.

El tiempo que le tomo a la computadora calcular los estimadores pun-
tuales y los intervalos de confianza para cada parametro de la mezcla
de distribuciones fue menor a quince minutos para cada muestra.

Por ltimo, la tercera manera fue cuando se simulé una muestra con
k = 3, es decir, cuando uno puede identificar el género de la falla entre
tres posibles causas o componentes. A esta muestra se le calcularon
sus estimadores puntuales y sus intervalos de confianza. ® Podemos
notar que los estimadores puntuales son muy parecidos a los valores
verdaderos de los pardmetros y que estos ultimos en todos los casos
estan contenidos en los intervalos de confianza.

Por lo tanto, concluimos que el algoritmo EM es una buena alternativa
para hacer inferencia sobre los parametros de una mezcla de distribuciones
censurada con identificacién parcial.

3Véase los cuadros B.1. y B.2.
4Véase el cuadro 3.1
5Véase el Cuadro 3.4 y el 3.5 respectivamente.
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Apéndice A

El objetivo de este apéndice es calcular E [el- < zle; > %} yE [e? < zle; > %]
y asi probar lo establecido en las ecuaciones (2.9) y (2.10) de la seccién 2.3,
pero antes hacemos tres observaciones que nos seran utiles para nuestro fin.

Observacion 1

Si e; ~ N(0, 1), entonces la funcién de densidad condicional Seerscimmi (x)

es igual a

P(@) L (cimm o0 ()

o

1 — @(Ci—ui)

g

Demostracién

Por definicién

(e el o G _P(2F <e<u)
F s ez (u) =P <ez < ule; > > ) = Ple, > ock) ]l(ci;“i,oo)(u)' (A.1)

o

Por otro lado

ez (B R) = F e (2)

Jeteseizes (7) = lim h ’

usando (A.1) en el numerador podemos reescribir la expresién como

_ 1 o P < e So+h) Lo ) (@+h) —P (255 <6 <2) Len (@)

(e > o) i 0

)

notemos que P <el- > G- 'ui) =1- CID(Ci — 'ui), y ademas que
o o
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Pz <e <xz+h) ]l(crui_oo)(ac—i—h) =

P(Ci_,ui <& gx—i—h) L OO)($+h)_I[D(Ci_Mi <& gx) Wi g (),
e o )

g

por lo tanto

Ci—Hg - - - 1/
oeesgen () = g azamy 11y h

Pz <e < h
peroqb(:c)]l(ﬂ )(SC):h’m (r<e <x+h)

*,00 0 h ﬂ(@ 00) (x+h), entonces

¢($)]1(%Moo)($)
Jeges e (2) = =7 b(agh)
|
Observacién 2
w2
Si ¢(u) = —tre 7 es la funcién de densidad de una variable aleatoria

(2m)
normal(0,1), entonces

(a) ¢(u) = —up(u) y ademds
(b) u?d(u) = p(u) + ¢u).

Demostracién

Al derivar ¢(u) con respecto a u

[V

w

$u) = —u—e ™ = —ud(u).

1
U——e
V2T

Con respecto a (b) si calculamos ¢(u) tenemos




Observacion 3

Calculemos los primeros dos momentos de la variable aleatoria ¢; condi-
: S G
cionada a que {¢ > “=H}

(i) Ele < zle; > 9] = H (95

(i) B [ < alei > 958] = 1 I (55) (45),
¢ (*3*)
— P(azpiy’

o

donde H (Ci_’”) = N

g

Demostracién

Primero desarrollemos (i), por definicién tenemos

. |:€i = x|€i > - lul:| N / xfe’|5->ci7l‘i (ZL‘) d:E,
g _ pi=e o

e}

de la observacién 1 podemos escribir

Y ¢(z)
_/mxmﬂ(%jﬁ,m)(x)dl"

g
o equivalente

! / T re(a)ds.

De la observacién 2 (a) y al cambiar los limites de integracién

Jo7 Ble)da
1 — ey

g

y finalmente al aplicar el Teorema Fundamental del Célculo

_o(=2) -0
Y=

g
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E[ei§x|ei> Ci_m] :H<Ci_'ui>.

o o

Ahora se va a calcular el segundo momento

C. — /JLA oo
E |:612 < "L‘|€i > : Z:| :/ x2fe'\e~>5i‘“i ("L‘) dx
o oo i|€q =

I R €
_/ xr Wﬂ(%7m)(l‘)d$

! [00 ngb(x)dx,

B 1— CI)(—”;’”) cipi

usando la observacién 2 (b)

1 = 27,
=) /_H ¢(z) + ¢'(x)dz,

o o

por la linealidad de la integral

1 > o 77
— T(C%H) {/T# o(x)dr + /T“ ¢ (x)dx} ,

resolviendo las integrales

{22

1 N

[
o0
Ci—Hi
o

Al usar la regla de LHospital podemos ver que lim, .. z¢(z) = 0, y por
lo tanto solo basta con evaluar en el limite inferior

nuevamente al usar la observacién 2 (a)

1

g
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g ( =

cb(”—“—) i
— ()

E e?§x|6i>ci_m} —1+H(Ci_ui) (Ci_ui).
g g g

2

Observacion 4

Por ultimo se vera que:
(a) E[Z|U] = pi + o H (932).

(b) E[Z2|U] = pi + 0 + H (254) {o(ci + )} -

Demostracién

De (a) tenemos que
E [ZZ‘U] =E [ZZ|507 ﬁlu g, ZZ > Ci] )
como Z; = pu; + o€;, y Z; > ¢; esto implica que ¢; > %

z_,ui—

=FE [,ui + oeile; >

= u; + oE lei|ei >

E[Z|U] = pi+oH <Ci _'ui) :

g

Ahora calculemos el segundo momento
E [ZZ2|U:| =K [Ziz‘ﬁ(]aﬁlaav ZZ > Ci]
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= [(Mi + o€)’|e; > - Ml} ;

g

desarrollando el binomio y por linealidad de la esperanza tenemos

= pf + 201, lei|ei . _'ul} + o’E {eﬂei > 4 _MZ} :
o o

sustituyendo las esperanzas condicionales con lo que se obtuvo en la ob-
servacion 3

:M?+20_M{H<Ci—m)}+02{1+[{<0i—m) (ci—m)}’
g g g

factorizando

E {63 < zle; > Ci;m} :M?+02+H(%) {o(ei+ i)}
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Apéndice B

Un resultado que utilizaremos en varias ocasiones es el siguiente

Proposicién 1

k; o
Z/ i [ (%0530, )dres = 1—-G(0;EY) Vs={1,2,...,N—r}
0

15=0

(B.1)
Demostracion
k 00 k [e%S)
Z/ Wisf(%s;ez's)dﬂ?m = Zm/ f(lUOs;ez's)diUos
is=0"0 i5=0 0
k
= > m{1-F(0;6,)}
is=0
k k
= ZWZS—ZTI'ZSF(O,QZS)
is=0 is=0
= 1-G(0;EY)
[ |
1

Definamos A\ =

(1= GO;E )N
A continuacién se mostrara la afirmacién hecha en (3.8), que dice
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N—r

o0 o k k
)\/ / Z Z {7T” ZL’Q[, i }dl‘01 deN—r: 1.
0 0

11=1 iN—r=1 =1

(B.2)

Demostracién

De la parte izquierda de (B.2), si intercambiamos las integrales por las
sumas y desarrollamos el producto nos queda

AZ Z / / 7T11f Zo1; 21>- -'WiN_rf(xONfr;eiN_r>dx01---deNfrv

i1=1 IN_

o equivalentemente

k k 0o 00
= )\Z Z / Wilf(l‘()l;eil).../ ﬂ-iN,Tf(xON—r;eiN,r)dlUl~~~dx0N—7"
; iNfrzl 0 0
k k o) 00
I)\Z"' Z / 7Tz'1f(3701;‘9i1)d3701'---'/ WiN_Tf<~TON7r;eiN_r>dx0Nfr
' in_p=1"0 0

E / ﬂ-ZN r 'rON 7‘792]\/ r)d'rON T

IN—r=1

k oo
Z/ 7Tz1f 1’01;921 dzoy -

y por (B.1) tenemos

=M1 -G0;E")} ... {1 - G(0;E")}

. J

N —r veces

=A\"'=1.
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B.1. Cdlculos del paso E del Capitulo 3

B.1. Calculos del paso E del Capitulo 3

Para el paso E necesitamos resolver

)\/ / Z Z logP(E|z; x H i f(xo15 05 )dzor - . . dro N—r, (B.3)
0 0

7,1 1 7,]\] T—l

y recordemos que

Tj
e(Tii—ng)e ¥ }

logP(E|z;x) o< {10g{7fj} — i+ (w50 — py)e” 7 —

<
HME.
_

i=1

2

—-Tr

log{m;,} — i, + (xor — pi,)e” ¥ — e(”“"”_“iz)ew” } . (B4)

+
——

=1

Por la linealidad de la integral, empecemos por integrar el primer miembro

de (B.4)

ri

’ /OOO /OO i_ i {gil i—1 {log{ﬁj} =+ (@i = py)e™ — e(wﬂ_w)ew}}

N—r
X m f(01;05) dvoy ... dwo N—r,
=1

sacando de las integrales lo que no depende de xg; paral =1,2,3,...,. N —r

kT
- Z Z {1Og{7rj} — @+ (acji - ,uj)e_‘/’J' — e(zji_llj)ei‘pj }

j=1i=1
) 0o k k N-—r

)\/ / E E HWZf(zol;Gz‘L)dz()l...deN,T,
0 0 =1  iy_,=11=1

por (B.2) sabemos que el segundo miembro de esta ultima ecuacién es
uno, entonces

Tj

{1Og{ﬂ-j} — @5+ (w5 — py)e” %7 — e(@ii—pg)e” % } ,

-5

j=11i=1

por ultimo, distribuyendo la suma
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B.1. Cidlculos del paso E del Capitulo 3

k

= erlog{wj} ergpj

j=1
kT kT
+ D i:(%‘i —pj)e " = i: elerimne ™, (B.5)
j=1i=1 j=1i=1

Tomemos los dos primeros términos del segundo miembro de (B.4)

k N—r N-—r
/ / Z {log{m;,} — i, } H i f(wor; 05 )dzor ... droN—r
i1=1 IN—r=1 l=1 =1
N—r
desarrollando la suma Z {log{m;,} — i, }
I=1

oo o k k
A/O / S S {(os{ma} — i)+t (og{min L} — oin )}

=1 in_,=1
N-—r
H f(@ou; 05 )dwor ... dxon—r

Por la linealidad de la integral podemos tomar unicamente uno de los
sumandos, digamos (log{m;, } — ¢;,) con s € {1,2,..., N —r} y resolvamos
la integral

)\/Oo/ Z Z 1og{7rzs} 5015 H 7T“f SCOl, ” d$01 dIL'oNfr,
0 0

11 1 1N 7«—1
desarrollando el producto
oo o k k
T[T S Gostm) )
0 0 =1 in_,=1
X 77'?1 ($01; 9?1) R ngf(xos; 91) EE W?N,Tf(xON—T; H;LNir)dl'01 . d,TQN_T s

o equivalentemente
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B.1. Cdlculos del paso E del Capitulo 3

k
/ / S Foni02) - S (log{m } - o1, Flasi6l) .
71=1 is=1
k
X Z i f@on—r; 0F,_ )dro1...dxoN_r,

TN
iN—pr=1

que es reescribible como

= / Z T f(@oN—r; 07, )dzon—r

IN—pr=1

X

o k
/ Z (log{mi.} — i) f(20s; 05 )dros - ... / Z it f(zo1; 07 )dwo
0 0

is=1 i1=1

A Z / flwon—r;0f, )dxon—r

IiN—r=1

X

Z/ (log{ms,} — g )7 F(0s; 0% o s Z/ 7 f (o ;02 )z 1

1s=1 11=1

nuevamente usando (B.1)

— A {1-G0:EY) Z/ (log{mi.} — @i )t f(20s: 08 )dzos - .. {1 — G(0;EY)} ,

is=1

notemos que hay N —r — 1 términos {1 — G(0; 2")} multiplicandose y
de la definicién de A, es claro que AM{1 —G(0; E*)}¥ ! = {1 - G(0;E")} !,
entonces

1
- m Z (log{m;, } — wi, )7 / flzos; 0 i “)dxo s
1s=1

k
ﬂZ{l—F(O,GZ)}
= 3" (log{m.} - %‘J{ 1 G0;%) } '

is=1

Recordemos que esto lo hemos hecho para un sumando , entonces al sumar
sobre todos los valores que toma s
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B.1. Cdlculos del paso E del Capitulo 3

N—r

0 =1  iy_,=11=1

£(0; 9Z§

N-—r

{log{m;,} — vi, } H 7 f(wo; 05 )dxoy ...

=1

k

k - (
= i;(log{m}—%) { . GO.E"

si desarrollamos las sumas

7y (1-F(0:61))
1-G(0;EY)

j

(log{m} - 1) {

+

+

7 (1=F(0:05))
—G(0;E")

j

(log{m} — ¢u) { =&

e

t2

(log{m} - ¢1) {

+

+

7T1N—r
log{ﬂ-iN—T}_SDiN—T) { 1 _ G(O

w1 (1=F(0;67))

(log{mi} — o) {

dxo N—r

u u
4 0; 07, .
’:u)
)

(1 - F(

))}

)

1-G(0

=)

7 (1—F(0:6;))
1-G(0;E%)

j

sumando renglén por renglén lo pordemos reescribir como

(v~ ttoggm} - o) { R v = r)og(m) - ) { R
o de forma equivalente
Nor 74 (1 — F(0; 0%
-1 3 g} — o) { S (B.6)

Tomemos el tercer sumando del segundo miembro de (B.4) para resolver

N—r

o

IiN—r=1 [=1

{(@o -

,LL”
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B.1. Cidlculos del paso E del Capitulo 3

desarrollando la suma Efi?" {(zor — i, )e %}

A/OOO"'/OOO"'/O Z Z Z {(wor — piy)e™ + .+ (o5 — pa, e~ + ...

11=1 1s=1 IN
+  (xon—r — uiN7T)67WiN*T} H 7, f(wor; 05 )dzoy .. dros. .. droN—r . (B.7)
1=1

Como lo hicimos antes, usando la linealidad de la integral, resolvamos la
integral tnicamente para el sumando s € {1,2,..., N — r}; y desarrollamos
el producto

k k
R Y AT A S SRS SN g
= 1s= =1 ’LN 7«—1
X 7T ($01,9“) 7T (.Tos, is ) 7T f($ON—r§9;LN7T)d-r01---d$Os---d-TON—r;
(B.8)
de manera equivalente
) oo oo k k
)\/ / / Zﬂ'iulf(xoneﬁ)...Z(mos—Mis)€*WiS7TZf($OS;GZ)...
0 0 0 =1 is=1
X Z WngTf(-TON—r;engr)dwOl---d-TOs---d-TON—r (Bg)
IN—pr=1
/ Z T f(@on—r; 0F_ JdzoN—r
IN—pr=1
o0 o0 k
/ Z(IEOS — pi,)e” Fiem f(x0s; 05 )dros - .. / Z it f(zo1; 07 )drgB.10)
0 =1 0 =1

por (B.1) notamos que tenemos de nuevo una multiplicacién de N —r —1
términos {1 — G(0;E")}

k
= AM1-gOoE )N 1/ Z(xOSfuis)eﬂ"iSﬂZf(:cOS;HZ)dzOS (B.11)

1s=1

R IET=0) Z/ (zos — pi,Je™ Pimil f(x0.5; 0;! )dwo s - (B.12)

15_1
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B.1. Cdlculos del paso E del Capitulo 3

Recordemos que esto se hizo para tunicamente para el sumando s-ésimo,
si lo hacemos para todos los sumandos tenemos que

N—r N-—r
/ / E {(wor — pi,)e™ % } H 7y f(xo1505 )dzor - .. dro N—p
=1 :1 =1 =1

> (1'01’91)
Piy 7L . B.1
/0 (zor — pi)e” 1—G(0; )d 01 (B.13)

[e3

Para resolver esta tltima expresién, primero calculemos a de (B.13)

o0 i f(zo1;03)
v il g
/0 (zor — pa,Je™ ¥ 1-G(0:EY Lo

por linealidad
eitpil 7T§L > U > U
= T’éu) {/0 $0lf($0l;eil)d$01 — M /0 f($0l;9il)d$01}

—p¥
e Wllﬂ-’{l‘

T;;l"u) /0 $Olf($01;9?[)d$01 —,uil{l (0,9%)} . (B.14)

—

A

Calculemos aparte A de ecuacién anterior, renombrando a xg como y, y
u

Lguy _ el (-pt)e i _—ut)e Tu
recordemos que f(y;0}) = e Tue expq —e” M

e > u wy P uy . et
/ yf(y;0;)dy = / ye PhelvTiie lexp{—e(y_“il)e L}dy. (B.15)
0 0

Propongamos el siguiente cambio de variable

u
Lpil

dx,
x

e

u
‘Pil

—_yu -
— y—mi)e

entonces y = ju; + efilog(z) y dy=

luego entonces los limites de integracién cambian de la siguiente manera
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B.1. Cdlculos del paso E del Capitulo 3

si0 <y <oo entonces [(f) <z < o0

(e
donde 1(6}!) = e " :
Sustituyendo esto en (B.15) tenemos que

efu

dx ,

/ yf(y;05)dy = / (ug + e 10g(x)) e Pz e
0 I

o) x

simplificando tenemos que

= / (“Z + €% log(x)) e "dx,
l

o)

distribuyendo la multiplicacién, renombremos al resultado de la siguiente
manera

m(0j;) = ,UZ/ €_$d$+eﬁl/ log(z) e *dx .
l(egl) l(egl)

Sustituyendo en A de (B.14)

> o T (wous 62) e Pimp . .
/0 (wor — piy )e w”md%l = T(),Elu) {m(6}) — pi, {1 — F(0;6;)}} .

Recordemos que todo esto lo hemos hecho para encontrar una expresion
que debemos sustituir en « de (B.13), entonces

N—r k N—r k _—opt

- —or T (@015 65) e Fump {m(0%) — pa {1 — F(0;05)} }
S0 [ = P e, = 37 30 A el
1=1 ;=170 =1 i;=1

—

desarrollando una suma y después la otra tenemos que

—0i u u _‘p:fL _ u u u
_ Xk: e ¥ iy {m(eil)_ﬂil{l_F(0§9,’1)}}+ N 2’“: e TNormio {m(GiNir) — iy {1 —F(O%Om,)}}
= 1—-G(0;EY) LS 1—-G(0;EY)
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( e—Wfng{mieﬂfézgl_i})—lf(o;eﬂf)}} ) ( e—‘P’fﬁ{m(legézgl_%—F(o;eg)}} )
+ +
— 4t 7
+ +
e~ Phmp{m(0y)—pur {1-F(0:61)} } e~ Phmp{m(0y)—pu {1-F(0:61)} }
\ 1-G(0;E") ) \ 1-G(0;E") )

sumando renglén por renglén

v [ {mop) — {1 - F(0:01)}) e g, {mO% ) — v {1 - FO0% )}
== - G(0,E") et - G(0,E") ’

por lo tanto

00 co k k  N-r N—r
)\/ / Z Z {(zol—uil)67Wil} Hﬁxf(xol;ﬂg)dxm...d:po]v,r
0 0 =1  in_,=11=1 =1
e {m(0Y) — {1 — F(0;0%)}}
— (N — J J J . B.1
L)Y = (B.16)
Por tltimo, tomemos el cuarto sumando de (B.4) para resolver
00 co k k N—r o N—r
)\/ / Z Z Z{e(z‘”*“il)e ”} HWZf@Ol;GZ)d%Ol---d:EONfrv
0 0 =1 in_,=11=1 =1
(B.17)

se puede demostrar de manera andloga como se hizo en los pasos (B.7),
(B.8), (B.9), (B.10), (B.11) y (B.12), que (B.17) es igual a
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Nor koo —eq, [T f(201505)
Z/ e(@or—piy)e {”7'_2}6&'01, (B.18)
=1 i,=170 1-G(0;EY)

Como en el caso anterior primero resolvamos primero la integral

/OO e(y—pi e 71 { mi S (Y 05)
0

= Wix = (y—pi,)e” Fh . gu
1=-aG( ;E“)}dy 1—G(O;E“)/O eI fy; 05)dy

IR 7]

que al sustituir lo que vale f(y; 0} )

7T’U.

u

B G /OO eW=mi)e” T o=l lymut)e exp —e(y_“gl)ew% dy
1-G(0;E") Jo 7

bajo el mismo cambio de variable propuesto anteriormente tenemos que

U

T /OO { et =i | =Pl pe—® e
= = exp | (wg, + 7 log(x) — py Je™ 7 } e "hre de,
1= G(0:E") Jyor) l l

T

simplificando y usando el hecho e? log(x) = log(xe(pil

ﬂ_u

¢ o oY
= erp {(N? +log{z® "} — py JemPn } e "dz,
1-G(0; = )/z(eyl) : :

distribuyendo el producto y por propiedades de los exponentes
B ﬂ-x /OO ue " { s ( e‘p?l ) } s h
= — exp e Piterpqe Pulog | x exp—u,e it e “dx,

como exp{e ¥ log (xe%’ )} = exp{log <xe¢ilewil>}, entonces

—¥q

e Hiye T u Py > i —e;
=1 _¢li° / exp{log (z¢ "¢ " )}e "dx

1-G(0;EY) 102)

—0;
e 1
ﬂ-;{lle Hiy

w -

o0 u
v iy Pi TPy
= el / z* e tdz,
1-G(0;EY) 1(02)
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wll

"’11 _
definamos 1/(9“, ©i;) M fl o) T dx, entonces

.
oo . u . pu U =i e 1
e [ Tul@osbi)Y o mettt
/0 © {1—0(0;5“) o1 = T goEny i en):

Sustituyendo esta dltima en (B.18)

gi/oo (o1 —pua Ye~ #in {TFZ (.rOl;eZ)}d Ji"i ﬂﬁe—”izeiwl o3 ,
e Tol—Hiy)e — xTo] = —a ! 790”
=1 4=1"0 1-G(0;EY) =1 i1 1-G(o;E") "

desarrollando las sumas como se hizo antes

= (N—r)jzleMV(e;‘;@j). (B.19)

Si sumamos (B.5),(B.6),(B.16) y (B.19)

ZTJ 10g{7rj} ZTJSQJ + ZZ Tji — ,LLJ e ¥ — Zze(%‘i*w)e “J
J=1 j=11i=1 =it
= m (1 - F(0:6))
+ W 2 eelml =) (PTgmEn)
j=1 y =
b e m {m(0%) — p {1 — F(0; 6%}
e s m %)
+ (N=-m)> i 1]_ G(()?:“) t
j=1 ;=
k W;-Lefﬂﬂewj
SO coET )
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o e

> {ry v on {H

j=1
k T
+ Z(xﬂ MJ e ¥i _Zze(zj —pje” %I
Jj=11i=1 j=11i=1
N {ﬂ}‘{m( o) — i1~ F(0; 9”))}6%.}
1-G(0;E")

k

(N*T)Z
]; rUe—He” I

(N — T)Zl {ml/(%‘;%)} ,

j=

con esto queda demostrado (3.10).

B.2. Calculos del paso M del Capitulo 3

Calculemos el Lagrangiano de la funcién

R R i Ly

e

7=1
restringido a
k
flmy,...,m) = ij =1.
j=1
Debemos resolver
Vh = AV/.

Pero

AV = (M, ...,
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mientras que si s € {1,2,...,k}, entonces

m {1 — F(0;6)}
rs+ (N —7) —
gﬂh { 7T1 — G(0;E") } (B.20)

Entonces para que dos vectores sean iguales, deben coincidir entrada a
entrada, por lo tanto

1-G(0;E")

Ts

\ =

o (=) {ELZEOE o

AT, = rs+(N—r){7T51{1__C;€J('Oé§5))}} Vs=1,2,... k.

(B.21)

Para determinar el valor de A\ sumemos sobre todo el conjunto s =
{1,2,...,k} en la ecuacién (B.21)

Aiwszi{muv—r){“5{1‘”0;9?)}}},

— 1-G(0;8")
distribuyendo la suma y usando el hecho que Zle me =1

k

, {1 — F(0; 6
A:;rs+(zv—r){Zs—l_{gm,ai) >}} :

I

k k

puesto que er =7y ng{l — F(0;09)} =1 —G(0; E*) podemos
s=1 s=1

escribir

A=r+(N—r).

Entonces A = N y por tanto sustituyendo en (B.21) tenemos que
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B.2. Cadlculos del paso M del Capitulo 3

me{l = F(0; 9;‘)}}

rs+(N—T){ 1= G(0.8")

Ty = N , Vs=1,2,...,k.

Por lo tanto queda demostrado ( 3.11).

Calculemos el gradiente de la funcion

9(P1se o ri i, ) = —Zk:{Tj+(N—7“){W?i{l__gf(.oié;)}}}%

g

7=1

k T4 k T4 B
5 SRR 3 St

j=1 =1 Jj=1 i=1

k
mi{m(0}) — p; (1 — F(0;67))}

N — J J J e~ i

+ T)Z{ 1-G(0;2")

k up—pje ¥
— (N—=r) Z {mu(ﬁy; goj)} ) (B.22)

Sea s € {1,...,k}.

Del primer sumando de (B.22), es claro que

~ous (i {Tﬂ + { u1{1__G( ioé?;)}}}%) — 0. (B.23)

J]=

Derivando parcialmente con respecto a p el segundo sumando de (B.22)

o (B2 )

j=1 =1
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desarrollando una suma

= alu/ (Z (xli - ,Ul)ef‘f’l 4+ ...+ Z (I‘SZ- — ,ujs)ef@s 4+t Z (xkl B Mk)e<pk> 7

i=1 i=1 i=1
como solo un sumando depende de u4 entonces

Ts

0 _
- aM Z(xsz _:us)e e

i=1

rs 9
— R R —Ps

por lo que

(xji—,uj)e_‘pj> = —rge 7. (B.24)

Derivando parcialmente con respecto a u; el tercer sumando de (B.22)

9 (&
_aus <ZZ€(%M)6 J)

j=1 i=1

y de manera analoga

1 Ts Tk
= (Z eloimm)e™ 4 g Z el@simh)e™ 4y Z e(ffki%)@“”’f)
i=1 i=1

i=1

0
Ol

77
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finalmente

s ; i=1

j=1 i=1

Derivando parcialmente con respecto a i, el cuarto sumando de (B.22)

P k u{m 9“ (1 — F(07 ‘9;))} —©;
Dt ( ;{ G<0; E") ) }>

es facil notar que queda

— (v - 1__(;(?0 ioéﬁ;;)} e (B.26)

Derivando parcialmente con respecto a j, el quinto sumando de (B.22)

0 i W@“Jewj
& (ot femn)
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k —pie i
o [ mierae
=—(N—-r 4 ——v(07; ¢,

mleHse emps
= (N_T){ 1 —G( ;r:u) U(ej;@j)}

e

es decir, que

. f e
i (‘(N—T)Z {W’/(@vﬁ)})

Jj=1

Wge*use‘“’s . o,
(B.27)

Ahora saquemos las parciales con respecto a g de la funcién (B.22), del
primer sumando tenemos

- (oo (i) )

Jj=1

R 5 N

Derivando parcialmente con respecto a ¢ el segundo sumando de (B.22)
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0 [
5 DO (wji— e
Ps j=1 i=1
a r1 Ts Tk
g (Z (x1; — p)e P 4+ ...+ Z (Tgi — ps)e™ >+ ...+ Z (T — pi)e” 7"
S \li=1 i=1 i=1

= —e ¥ Z (Tgi — ps)- (B.29)

Derivando parcialmente con respecto a ¢y el tercer sumando de (B.22)

(i TZJ e(rjiuj)e_“’j>

j=1 i=1

0
O,

71 Ts Tk
(Z el@rimp)e™ Z e@simps)e™™ 4 4 Z e(ffki;%)@“”’f)

i=1 =1 i=1

0
Ops
= ZS ie(xsi*HS)eﬂps

— dps

Ts

- Z 6(1517%)67% (xsi - Ms)eﬂps

i=1
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Ts

= €703 (g — )T (B.30)

i=1

Derivando parcialmente con respecto a ¢, el cuarto sumando de (B.22)

5 k m{m(04) — (1 — F(0;604))} —p;
9o ( ;{ G(0;5“> ) }>

ey {{ﬁ{m(eﬁi - g((ol; Eul;(o 0“))}} 823 e%}

Derivando parcialmente con respecto a g el quinto sumando de (B.22)

k

8@5 Z{l— . ) (9u7903)}

7=1

emHie

:_ _Tza%{l_g(.‘_‘) (euij)}

0 e HaeTT
= - N Hgv S )
( )5‘%{ — G(0;EY) 4 Qp)}
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sacando lo que es constante con respecto a ¢

_ (N — T)ﬂ-g 9 —pse” s w.
1-G(0;EY) | 0ps {6 V(QS,SOS)} ’

por la defincion de la derivada de un producto

(N—r)x* P R S
- _ s eu Use Use eu
T G027 o, PO e T b e bt ) )

realizando la derivada del segundo sumando tenemos que

(N - T)Wu — 1 — s 8 — — —®¥s
=~ /8 s€ ov- Ps ,—Hs€ Y-
T-GE) ¢ B, Vel e e B 050 g

. — -
factorizando e #s¢ 7°

P Fo ruemie ™
— N — 2N
e 2 { —coEn %)}

j=1
(N =)

1-G((0;8")

Lok 10500} + 08500 ) (B32)

Por otro lado calculemos {v(0%; ps) }, por definicion

0ps

0 0 Up—Ps o Py —ps _
v(0);ps)} = {e“se / 7 e xdx}
a(ps { ( )} 8903 1(0%)

wg—ps O o U 0 s o Uips
o L g {/ e e”‘“daz} + {e“se ’ }/ ¢ ey
dos | Juen dips 102

al meter la parcial a la derivada y hacer la parcial del segundo sumando

Up—ps o 0 Py —ps _ _ Up—ps o Py —ps _
= el's¢ {xe }e Tdr — pye % q el x* e “dxp
10) 0% 1)
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B.2. Cadlculos del paso M del Capitulo 3

lo que estd entre parentesis del lado derecho es precisamente v(0Y; @)

o [ D .
Rl B ol T R U]
1(6%) s

da? . dz
puesto que ] =a log( ) ] , con a constante y z funcién de v
v v’

(0% p,)} = —erve ™ /( ):c‘f“”“s log(z) e % e da — pte " (0% ¢5)
16w

o equivalentemente

_ g {euge-%ewz / 27 log(w)e da + pitv (9“,%)} )
uoy)

e e}

definamos w(0Y; p,) = et=¢ 7 evs /
1oy)

27 og(x)e dr + ptv (6% p,)

entonces
( 7905)} = —ePw (9u7¢8) (B33)
sustituyendo y factorizando e~#s en (B.32) queda
k —%j
e ti¢
- , (9“;%)}
8@% ]1{1 EY)
_ (N r)mle Hse"
E— s (0% o)) — w0 . (B34
oo e (i) — w80} - (B34)

Al sumar las ecuaciones (B.23), (B.24), (B.25), (B.26) y (B.27) e igualan-

do a cero

- N (i) {1 — F(0;6")}
e DT (N )
{ = 1-G(0;EY)

- TV 0} e
©s N _ S S use —
e {< T)l—G(;E“)e "
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B.2. Cadlculos del paso M del Capitulo 3

donde s € {1, ..., k}, multiplicando todo por e?s tenemos

Ts B e uf] — F(O 9u)}
— (msz ,Ufs)e _ N _ 7TS{ y Vs
rs+;e ( T) -G

u 0“. s
+ (N_T>%euse ’ =0, Vs=1,2,....k

Por lo tanto queda probado (3.12).

Por otra parte si sumamos las ecuaciones (B.28), (B.29), (B.30), (B.31)
y (B.34) e igualamos a cero

) {TS A F(Oﬁg)}} e S )

1-G(0;EY) p—
e NS e (g T Aml6) = u (1= F(0:61))}
Wge_ﬂos—MSE“”s . .
- (N—T)m{vws;%)us—w(@s;%)}
= 0, (B.35)

multiplicando por e¥* tenemos que

T {1 = F(0;09} .. ~
— {TS+(N—T) SI{—G(O(,EU))}}G _izl(xsi_,us)

i:(xsi  pg)elsineT (N T)Wé‘{m(ﬁg) — ps(1 = F(0;0%))}

+ —u
— 1—-G(0;E")
- (N-— )—Wge_use_% (w655 0s) s — (055 05) }
NG gy Wsens —wlie,
= 0,

por lo tanto (3.14) queda demostrado.
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B.3. Cdlculos de la matriz Hessiana

B.3. Calculos de la matriz Hessiana

En esta seccién nos daremos a la tarea de calcular la matriz Hessiana

20 (=, ="
—% para (3.22) y (3.23).

Primero recordemos que habiamos notado que a la funcién @) la podemos
reescribir como

2

(1]

Q(E,E") = h(m) + g(p, p),

donde E = (04,...,0,m1,...,7) v 0= (us,ps) paras=1,... k.

Entonces debemos calcular

Q(z,5") _ Ph(m) g, p)
=2 T 9=2 =2

Para los siguientes célculos supongamos que s,j € {1,2,...,k}.

Primero calculemos

_PQ(EE) _ Ph(m)  Pglme) 0 (0g(u, 50))
8:“3 8:“] 8,“3 8:“] 8,“3 8:“] 8,“3

- Iy

dg(p, )
Oy

la derivada ya la calculamos en (B.35), ahora derivemos con

respecto a

o [ . e {1 — F(0;6})}
_ (6 P {_Tj + Z 6( ji—Hj) _ (N _ 7«) ]1 — G(O -:-u]>
i=1 =

Ol
o ( mi{v(07:03)} e
®j N — J J pie I
o G (G ec-— T

PQE,E
notemos que si j # s, entonces —M =
sy,

Si s = j entonces

85



B.3. Cdlculos de la matriz Hessiana

o [ o) {1 = F(0;607)}
- Pj —r. (wji—pjle 73 N — J J
on, (e { e S 0D

T s u eu; . o
o S e R
i= =) y

T P5 o P5 - (1-].2., j)eitpj Py . W;L{V<9;L780J)} — jef‘f’j
= e@{e‘ﬂze Iz elﬂ(]\/‘ T>1_G(-':‘“)eu

g

PQEE) oy IS (e mi{v (05505} e
o ¢ Zeﬁ " +<N—7‘>W€ : '

Si k = 2 podemos obtener las entradas de la matriz (3.22)

1 u u.
Quu = {Z el (N — )T {Vée(li’.@gi eme“”} :
i=1

g

_ 2¢2 To;—p2)e” P2 . {V(0u7¢2)} o h2e —¥2
=e {Ze ) + (N T)—I—G(O":u) }

=1 =

Sik=3,0Q11y Qa2 son iguales que en el caso k = 2 y ademds la tercera
entrada sobre la diagonal principal de (3.23) esta dada por

3 u U.
=1

=
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B.3. Cdlculos de la matriz Hessiana

Ow (055 ¢;5)

Antes de continuar, calculemos
dp;

, ya que lo necesitaremos mas
adelante.

Por definicién tenemos que

8&) eu, 1 8 u U, Pj > §—%j
( J ij) _ <6¢j +pie ®j / xe% ®j log(l_)e—mdl, + M;LV(Q;A, SOJ)>
j 1(ov)

O | s [© e (0% 0,
= | e tme / g7 log(x)e “dx +u;7( J cp])7
I p;

de (B.33) se sigue

8 Uy U, TP > §—e;
— | ¥ +ufe ¥j / xe% #j log(x)e—a:dx _ M;{Je_‘ij(Q;%; ij)’
dp; 16

de la definicion de la derivada del producto

/ a7 log(z)e *dz
1(6v)

8 U Uo"Pj * §%;
+ (esoj +uje <P]> / xe‘PJ #j log(l’)eimdx o M;e*¢1w<9;%; 90]')7
1oy)

L putple i 0
= e¥iTH —
dp;

dp;
calculando las derivadas
= _eptue / 27 (log(x))?e?i ~%ie "dx
1(0v)

_ M‘?e_cpjeép;*»'u;eivj / l’e —p; 1Og(l‘)e_$dl‘ _ ﬂ?6_¢Jw(9;L7 (p])’
16

definamos a I'(z, ;) = / 27 (log(x))’e? ~%ie"dr y Mz, p;) =
10w

¢} u
Y% — -y - m .,
/ ¢’ 7 log(x)e *dx, entonces podemos reescribir la tltima expresién
I
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B.3. Cdlculos de la matriz Hessiana

Ow(0%; v;)

J
Oyp;

u U, Pj
—e%i JF,Uije J

F(%%‘)

— et T T N (2, 05) — e Piw (0 05). (B.36)

Ahora calculemos

CPQEE) . Ph(m)  Pglp.p) 0 <ag(u, 90))

Ops0p; — Opsdp;  Op.dp; Doy \ Oy
0
en (B.35) se mostré que 99(n. @) es igual a
;i

- {’f’j + (N = T)W;{l — F(Ojﬁ)}} —e i(fcﬁ = 15)

1 —-G(0;EY) —
v i )e mi{m(0}) — p;(1 = F(0;67))}
_'_ € & ;('rjl - lu.])e( " uj) - (N - T) ’ jl _ C;<0, Eu) ’ e i
ﬂ-}‘e*;ufje_wj . . .
(N—T)W{V@;%)Mj—W(9j;90j)}€ !

si a esta ultima la derivamos con respecto a , sera cero si s # j, pero si
s = 7 tenemos que
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B.3. Cdlculos de la matriz Hessiana

o2 " " .
a g(éug, ?) —eP> (i — ) e (i — )i v
©j i=1 i=1
Tj

9 i pae%d
* g <{V(9?%<Pj)uj—w(9§*;soj)}e 5 Hi ) (B.37)

4

v~
3

Calculemos aparte 7 de la ultima expresiéon

({05 i)y — w0 ) e )

u u d —pj—pje ¥i
= {v(0; 01)m W(9j;¢j)}a—%(€ e )

¥ 8%({ (0% o)1ty — (6 05)}) (&9,

calculando las derivadas

{y 790] Hj — (‘%L; @j)} (e*%*ujewj {/utjeﬂpj _ 1})
Ov(0305)  Ow(03500)\ [ pspes
{,uj 890] - 8@] } (6 )7

distribuyendo los productos
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B.3. Cdlculos de la matriz Hessiana

= w(B;p)e 7 {ee — 1}
piv (0 p)e #7197 {pge? — 1}
. O (05; ¢5)
dp;

Ow (07 ;)

_ e~ Pihe

Oyp;

e*iﬂj*we—(pj

Y

de (B.33) sabemos que 8%5 {v(0Y%; ps)} = —e P w(0Y; ps), entonces

= w(@?;goj)e’“’f’“fewj {pe=# —1}
u (03 og)e 71 { e — 1}

— e PGy )e e
_ 8w<9?;(pj)ewrwewj
;i

al sustituir (B.36) en la ultima expresién tenemos que

= w0 y)e e 7 {pem? — 1}
piv(02s e 71 Lpjee — 1}
— e Piw(B); pp)e e

_'_ {680;-"_“;6799] F('x’ @]) + M;%€¢;L—¢j+u}tefwj[\(x’ ()0]) —'— 'u/;‘be_sojw(e;‘b7 (p])} e‘@j‘ﬂje_"’j ’

distribuyendo el producto

Wb} pj)e e {pie — 1}
— (0 (pj)e*sorwe_"’j {je# —1}

0 I ]
— pie"Pw(l];py)e e

[(w, pj)e#te ™

u oY —pjtute i Ne—®i—Hie I
piefs =P TN (@, pj)em FITH

i)

ey tuge

-

U, —Pj U, )~ PiTHE
eI ;) e H
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B.3. Cdlculos de la matriz Hessiana

notemos que el tercer sumando y el sexto se pueden factorizar de la sigu-
iente manera que

0

dp; <{V(9§L; iy — w(b}s9;) } e*%‘*w‘fw>
J

(G5 p5)e 7 {pye? — 1)
— (0% (pj)e*sorwe_"’j {pje# —1}
(M}L _ 'uj)efww(g;%; (pj)ewrwe*“i
Iz, )

u o —pjtute ¥ Ne—®i—Hie I
pg€rs T Az, @j)e P71 )

P e

+ o+

sustituyendo esto en i de (B.37)

829 K, P —p; - —; - Tji—pj)e I
_% =~y (g g) T e Y (s — el
©j i=1 i=1
F e (g — g e
i=1
N Tm0]) — (1 — FO0:05))}
- W= - G(0;E") ‘

U
00 (g
x w0 pg)em s e — 1)
— (0 p)e e {pee — 1}
(1 = ng)e” P w(B); ps)e e "
R N e pj)e iHe

u Y —pjtpute” —pj—pje ¥
pyets eIt Az, pg)e P T .

+ + 4

entonces en el caso en que k = 2 la tercera y cuarta entrada de las matriz
(3.22) sobre la diagonal principal estan dadas por
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B.3. Cdlculos de la matriz Hessiana

Q33 = —e” Z(qu —y) +e Z(afu — iy )e@rimHET
i=1 i=1
+ e Z(fb’u — jup)%e@1imH)eT
i—1
_ (v ) — (- PO 0)}
1-G(0;8")

,n-u
N — "t
+ r><1—G(O;E“))
<l pne T e~ 1)
— (0 )e e {ulef“’l — 1}

(1 — p)e ™ w (B pr)e o e

u uU,— @1 _ _ _—
erituie P(l‘, S01)6 p1—pie

U ot —ppfute—®1 P—Y
plePi—ertal Az, @p)e o1 }

+ + +

T2 ro

—e ¥2 Z(ﬂﬁz - MQ) —+ e ¥2 Z(xm . M2>€(mgi7u2)e*v2
=1 i=1
r2

+ e Z(fb’zz — M2)2e(”32¢’“2)67“2

o mn(85) (- PO},
(N=7) 1= G(0; ") ¢

ﬂ.u
N — -2
+ r><1—G(O;E“))
x {W(%‘; pa)e P2 H2 7 {pem?2 — 1}
—  puav(0y; pg)e PR e {ugef‘” — 1}

(1l — p2)e™ P w(By; py)e#2H2e "

u u,—po o —g
eP2tuze P(l‘, S02)6 p2—p2e

U P8 —pa+pse” F2 —po—jine” P2
H2€ ? 2 A('Ta 802)6 .

Q4,4

+ + +

Si k = 3 la cuarta, quinta y sexta entrada de las matriz (3.23) sobre la
diagonal principal estan dadas por
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B.3. Cdlculos de la matriz Hessiana

Qig = —e Z(xlz — 1) +e Z(xu — iy )elTrimm)en
=1 i=1
1
+ ey (g — ) el
i=1
R {m(88) — (1= F(0:00))} _
— N — 1 1 71 »1

,n_u
N
r (1 G, E"))
X {w(ﬁi‘; @r)e Fr1me {Mle—% _ 1}
— (0 pr)e e fpe et — 14

(uf — p)e Prw(0; gol)e’“’l*‘“e_“

Uy U, — P o -1
6301—"_“16 P(ZE, (pl)e PY1—H1€

U __ UL—p1 _ _ —1
u1116901 p1tuye A(l‘, 901)6 p1—p1e }

+ o+ 4

T2 ro

—e ¥2 Z(ﬂﬁz - MQ) —+ e ¥2 Z(x% . //L2>€({L'2i7'u,2)67§92
=1 i=1
r2

e (ay — prg) e

() - w1~ FO.09))
N=1) 1= G(0;E) ¢

Q5,5

U
T

00 (=ge)
X {w(@;‘; @2)e*¢2*u2e*¢2 {lu267902 _ 1}
— (05 pa)e 2T { e — 1}

(13 = p2)e™#w(03; pa)e #2712

u u,— P9 _ _ —py
ez tuze [(x, pq)e ¥27H2e

U P8 —pa+pse F2 —po—jine” P2
Ho€ : ? A('Ta 802)6 .

+ + +
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B.3. Cdlculos de la matriz Hessiana

73 3

Qos =~ e ps) 4 & 3 (s — el

i=1 1=1
3

=1
my{m(05) — pa(1 — F(0;65))} _

_ N _ 3 3 3 ©3

(N =) 1-G(0;E") ‘

ﬂ_u

N — 3
- =0 ()
X {w(%‘; py)e T {pgem® — 1}
— pav(0%; ps)e #3TT {pgem? — 1}

(5 — pa)e™#w(Bg; a)e #2710

u U,—P3 —(pa— —¥3
eP3tuze F(x, 903)6 p3—p3€

u oy —p3tpye” 3 —p3—puze” 3
plePS—PtEeT I\ (g oY e e }

+ o+ 4

Ahora calculemos

PQ(E,E) _ _Ph(m)  Pglpp) 9 [(Oh(m)
Oms0m; OmsOT; OmsOm; o ’

B 87'(']‘

Oh()
9,

7T .
j
derivar parcialmente con respecto a

la primera derivada ya se calcul6 en (B.20), a esta, la debemos

mU{1-F(0;0%)}

Y
o, u

PQEE
notemos que si j # s entonces —M = (. Pero si s = j tenemos
877'5671']‘

que
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B.3. Cdlculos de la matriz Hessiana

m¥{1-F(0;0%)}
_QEE _ntW-rn {“laner |
(’9752» sz

Entonces si £ = 2 la quinta y sexta entrada sobre la diagonal principal
de las matriz (3.22) estan dadas por

7 {1—F(0;0%
o (V) {e )

Q55 = W% )

y
rat (N — ) { 0o L
Q66 = B} .

3

Mientras que se k fuera igual a tres entonces la septima, octava y novena
entradas sobre la diagonal principal de las matriz (3.23) estdn dadas por

-+ (N _ ,,,) {W’f{lfF(O;G’f)}}

1-G(0;2%)
Q77 = P)
™
ro+ (N — 1) {w;{iﬂgg;n}
1-G(0;2%)
Q88 = ) )
T2
y
ro (N = o) {hfioRea )
Qoo = : .

T3

Ahora calculemos

CPQEE) _ Ph(m)  Pgpe) 0 <8g(u, w))
OpsOp; OpsOp; 05O dps \ Opy
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B.3. Cdlculos de la matriz Hessiana

dg(p, )

de (B.35) sabemos que
I,

es igual a

& s ru{l — F(0; 6"

e

=1
mi{v(05:0i)} e
b ) P }

a esta funcion, tenemos que derivarla con respecto a ¢, pero si s # j
PQEZ=
entonces _IRESE) =0.
05O
Si s = j entonces al derivar el producto

_PREE) _
001,

mi{l = F(0;6)}

o i e
— e Pl | —p. (zgi—mg)e™ _ (N —
e {&pj ( i+ ;1 e ( T) =G0 E")

B )

& —e; 41— F(0;04)}
i d . (zji—pj)e” 9 _ _ T ' J
+ e” { 7’]—0—;16 . (N —r) -G

RS2}
1 -G(0;E") ’

+ (N—r)

0 equivalentemente

N R (N —r)rt 9 L
— —p ¥ - (le_H’J)e 7 J eu . —Hje J
¢ {890]' <Ze >+1—G(O;E“)8g0j (V(],cp])e )}

i=1
£ e u{l — F(0;6%)}
—0j ) o (zji—npj)e ¥I _ _ Wﬂ{ g
+ e? { T+ E e H (N —r) =0

g

=1
i euv j —%j
T !

de (B.33) se sigue
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B.3. Cdlculos de la matriz Hessiana

= —e ¥ {_ e(@ji—h)e” 7 (zj; — pj)e %

i=1
(N =r)m  —er . .,

al e n-o LR GO R CAT):

& ) uf1— F(0; 6%
4+ e ¥ {_Tj _i_ze(mﬁfuj)e i (N—T)ﬂ-]{ ( ]>}

1-G((0;8")
“{V( ,%)} e
- W-nTgge

por ultimo tenemos que al distribuir

_PQ(E,E)

. w1 — F(0;61)}
— e ¥4 e ¥ e(@ji—ng)e " _ (N —r)e % 7 _J
Op;0p; ! 121 1-G(0;8Y)
+ (N —1r)m CZ({V( ,)%‘)} {efeorwe_(pj — uj€*2¢j*uj6_‘”"}
1-G(0;E"
(V)R ))
4 2% = g )e@iimr)e J 1Y) 2 —pge T
) ;@J e - G0:E) ©

Si estamos bajo el supuesto de que k = 2 entonces las entradas (1,3) y
(2,4) de la matriz (3.22) quedan determinadas de la siguiente manera

T1 u u
_ - - (z13—p1)e %1 _ - ﬂ-l{l — F<O7 91)}
Q3 = —re t4e ! Zzle ’“ (N —r)e# 1 =G0
( — T>7T1 {V( 1 ()01)} { —p1—p1e” 1 —2p1—p1e” %1 }
+ 1-G(0;EY) ¢ Hae

S - N — r)miw(6Y; ¢1) _
—2p1 L (T15—p1)e”¥1 ( 1 15P1) 201 —pe—#1
+ e E (x1; — pa)e + e TR0 e ’

i=1
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B.3. Cdlculos de la matriz Hessiana

Z - {1 — F(0;6%)}
= e P2 4 o2 (Z2i—p2)e™#2 _ (N _ —p2 12 V2
Q2.4 ro€ e ;e ( r)e -G
( — T)WQ {V( 7()02)} { —po—poe P2 72@27“26_(92}
T T —coEy ¢ H2e
T2
) B e T (e F
T e (wg; — pig)elTHTHRITE — [
2 1= G(0;2")

i=1

Mientras que si k = 3 entonces las entradas (1,4), (2,5) y (3,6) de la
matriz (3.23) quedan determinadas de la siguiente forma

" u . Qu
Qa4 = —re e Ze(m“"“)e_m — (N —=r)e Wll{l _G]:O(Oéil))}
i=1 =
(N = r)m v (075 01)} | o) pre—s e
+ e P1HIE — e 2erme }
1-G(0;EY) {
8" u u
—2p1 L (z1:—p1)e 1L (N _ T)7T1W(01 ; 901) —2p1—p1e”¥1
e e —GoE) ¢
r2 u . Qu
Qap = —Toe ¥ 4 e ¥ Z el@2imh2)e™™ (N _ e 7T21{1 _GZ;O;%))}
i=1 =
(N =) w5 {v(05;02)} [y ppe—ve e
+ e~ P2 H2e — pipe2PrH2e }
1-G(0;EY) {
o w.
+ e (wy — prp)ePH TR (V= me(fz’ ?2) e~ 2p2 e 2
pa G(0;E")
y
r3 u . u
Qse = —rze P 4e Z e @imha)e™™ (N )3 7T31{1 _G?m’_%)}
i=1 =
(N =) w3 {v(05;03)} [ o pmevs g pge3
+ e P3TH3E — luse p3—p3e }
1-G((0;8") {

r3 _ N _ T)’YTU <9u ) 3
—2¢3 E o (3i—p3)e”?3 ( 3W \U35¥3) _ops—pge—vs
+ € ('TBZ ,LL3)€ —+ 1_ G( - -—-u) e i

i=1 =
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Ahora calculemos

CPQEE) _ Ph(m)  Pg(p, )

Ousdm;  Ousom, OpsOT;
__ 0 (9n() 0 (09 )Y _ _
B 8us<8wj> m( o, ) VTUTY

para toda s,j € {1,2,...,k}.

Esto es claro, puesto que g es funcién de p y ¢ v al derivar con respecto

Oh(m)
(’97@

respecto a Us NOS da nuevamente cero.

a ; es cero, mientras que serd funcién de 7; y al derivar después con

De manera completamente andloga podemos concluir que

9°Q(E,5)

Do

Por tltimo veamos que en efecto al multiplicar (3.20) por (3.21) obtene-
mos la matriz identidad de dimensién 3k.

Recordemos que

P—

—0?logP(Elx) { OM(E)

PQ(E.E")
] o=?

=2
d

Renombremos como
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G
b
Y
=2
e

=_="
_—

y B=-

0”Q(
0

al sustituir A y B en (B.38) y (B.39), y multiplicar ambas expresiones
tenemos que

{(I-AyBx{BY{I-A}y"A+B"}
={I-A}BB ' {I-A}'A+{I - A} BB
=TA+{I-A}I

—A+T-A=1

Por lo tanto, queda demostrado que (B.39) es el inverso de (B.38).
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B.3. Cdlculos de la matriz Hessiana

Cuadro B.1:

-3.6731 | -0.9990 | -1.2308 | -1.2308 | -0.4150 | -2.7568 | -0.6774 | -2.4204
-0.4745 | -2.1691 | -0.6527 | -1.9684 | -1.7272 | -0.6774 | -2.7568 | -0.0290
-0.4345 | -1.3218 | -2.7568 | -2.9800 | -1.6094 | -0.9005 | -2.7568 | -0.1468
-0.7287 | -0.1616 | -1.3218 | -1.4759 | -1.7272 | -1.4759 | -2.0637 | -1.2308
-1.1082 | -1.0341 | -1.8814 | -1.7272 | -0.4345 | -1.2752 | -1.8013 | -0.8109
-0.9005 | -0.3058 | -1.3705 | -0.1766 | -0.1766 | -0.0488 | -0.6527 | -0.1322
-0.2554 | -2.1691 | -2.0637 | -1.6582 | -2.7568 | -1.8013 | -1.4759 | -0.9323
-2.3514 | -3.6731 | -2.4204 | -1.2528 | -0.7554 | -1.3218 | -1.0341 | -1.2308
-0.5596 | -2.1691 | -0.9404 | -1.5937 | -0.2719 | -1.6582 | -0.9323
-2.4204 | -1.4218 | -4.3663 | -2.7568 | -0.8399 | -0.7287 | -0.6527
-1.3218 | -1.3218 | -1.0341 | -1.1882 | -1.2752 | -0.9005 | -1.4759
-1.8814 | -0.7828 | -1.2308 | -1.3218 | -0.0758 | -0.5596 | -1.7272
-0.0225 | -0.8698 | -2.9800 | -1.4759 | -1.4759 | -0.8109 | -3.2677
-0.6527 | -1.1082 | -1.8013 | -0.9005 | -0.4951 | -2.4204 | -4.3663
-2.0637 | -3.6731 | -1.7272 | -1.5937 | -2.2868 | -1.3705 | -0.4745
-2.0637 | -1.5937 | -2.7568 | -1.8814 | -2.5745 | -1.8013 | -0.7554
-0.1322 | -0.9005 | -0.8109 | -0.2554 | -2.7568 | -0.7828 | -0.5596
-0.8399 | -2.1691 | -2.0637 | -1.3705 | -0.2554 | -0.7554 | -0.1036
-2.1691 | -1.5331 | -2.9800 | -0.0622 | -0.6286 | -0.1178 | -0.4150
-1.7272 | -1.3218 | -0.0225 | -2.1691 | -0.8698 | -0.9005 | -0.4345
-1.2308 | -1.1082 | -0.0355 | -1.3218 | -2.4204 | -1.8814 | -0.2074
-1.4218 | -0.3589 | -0.8698 | -1.3705 | -2.5745 | -0.4543 | -2.5745
-1.0341 | -2.7568 | -0.9651 | -0.3589 | -0.4745 | -0.0896 | -1.3705
-0.0896 | -2.2868 | -0.2719 | -1.3705 | -1.3705 | -2.0637 | -0.7554
-0.4951 | -1.7095 | -1.4218 | -0.2231 | -0.4745 | -0.6051 | -1.8814
-3.6731 | -0.4543 | -0.5821 | -1.0341 | -0.3409 | -1.2752 | -1.3218
-1.1779 | -2.7568 | -1.0341 | -0.7828 | -3.6731 | -1.2752 | -1.1882
-1.0704 | -0.3409 | -1.2752 | -0.4951 | -2.4204 | -2.7568 | -1.1082
-1.6582 | -2.4204 | -1.5937 | -2.9800 | -0.0488 | -1.3218 | -0.6286
-1.1082 | -0.3960 | -1.7272 | -1.4218 | -0.0622 | -2.0637 | -1.6582

Tiempos de fallo del componete r; bajo la trasformacién log(%)
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B.3. Cdlculos de la matriz Hessiana

Cuadro B.2:

-0.5376 | -1.7272 | -1.8814 | -0.4745 | -3.2677 | -0.0758 | -4.3663 | -0.6774
-0.6051 | -2.1691 | -0.6774 | -0.3960 | -2.1150 | -1.6582 | -1.9684 | -0.9990
-0.1178 | -1.1082 | -1.8013 | -0.2887 | -0.9005 | -1.3218 | -1.9684 | -3.2677
-2.9800 | -1.7272 | -1.1474 | -0.7027 | -2.0637 | -0.8109 | -1.8013 | -1.1082
-1.1474 | -0.8399 | -0.4543 | -3.2677 | -0.4745 | -0.9651 | -3.6731 | -0.8399
-1.4759 | -0.9005 | -1.5331 | -2.7568 | -1.5331 | -2.7568 | -2.9800 | -1.7272
-2.2868 | -1.9684 | -2.0637 | -1.7272 | -1.0341 | -1.2308 | -2.5745 | -1.0704
-1.8013 | -1.2308 | -0.0225 | -1.7095 | -0.7287 | -1.7272 | -0.8399 | -0.2887
-1.6582 | -0.2074 | -1.2308 | -0.5596 | -2.1691 | -0.7287 | -1.8013 | -1.0704
-0.7287 | -2.1691 | -0.7828 | -0.3589 | -1.4218 | -3.2677 | -0.9005
-1.4218 | -1.6582 | -0.2719 | -4.3663 | -1.4759 | -0.3232 | -2.4204
-1.5331 | -2.4204 | -2.2868 | -1.3218 | -1.5937 | -0.5376 | -0.9323
-0.9404 | -1.3218 | -4.3663 | -1.9684 | -3.6731 | -2.5745 | -1.2752
-1.3218 | -1.7095 | -1.8013 | -1.8814 | -1.3705 | -1.2752 | -1.8013

Tiempos de fallo del componete r; bajo la trasformacién log(Z)
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Apéndice C

Primero hagamos una observacién que nos sera muy util para la simu-

lacion de una muestra

Observacién 4

SiY ~ Weibull(a,b) entonces

o también se puede ver como

ycx

Fy(y)=1—e 7 donde b=a y a=p"

De (C.1) tenemos que si u € (0,1)

entonces al despejar u tenemos que

Y = (—a log(1 — u))?.

Entonces de la transformacién

X =log (%)
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al despejar Y

donde la media y la varianza son

o (? 1
p=log( =] v o=—

De (C.2) sabemos que b = a y que as = (3, entonces al sustutuir esto en
las ultimas ecuaciones y al despejar a y b tenemos que

1
b=— 1y que a=Cres.
o

Entonces dado C', o y p podemos producir una muestra proveniente del
modelo (C.2), y después bajo la transformacién dada en (C.3) podemos pro-

Tr—p

ducir una muestra de la funcién de distribuciéon Fx(z) =1—e7¢ 7 .

A continuacién se presenta dos codigos hechos en el lenguaje R, el primero
es una funcién llamada simula que se empled para simular una mezcla de dos
poblaciones con distribucién Weibull, donde Te es el tiempo de censura y N
es el tamano de la muestra; mientras que en el segundo programa se hizo
una funcion llamada sampler que simula una muestra para ser usada por el
algoritmo EM.

simula < — function(N,mul,mu2,sigl,sig2,p1){
p2 < — 1-pl

Te < — 630

al < — exp(mul/sigl)*Te " {1/sigl}
bl < — 1/sigl

a2 < — exp(mu2/sig2)*Te" {1/sig2}
b2 < — 1/sig2

u < — runif(N)

uaux < — runif(N)
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indexu < — {1:length(u)}

indl < — indexu[ u < pl ]

ul < — vaux[indl]

ind2 < — indexu[ u > = pl]
u2 < — uaux[ind2]

tl < — -al*log(1-ul)
tl < —t17(1/b1)
lenl < — length(tl)

t2 < — -a2*log(1-u2)
12 < — t27(1/b2)
len2 < — length(t2)

tl < —t1[ tl < = Te]
lenl < — length(tl)

2 < —t2[t2 < = Te]
len2 < — length(t2)

tl < — log(t1l/Te)
t2 < — log(t2/Te)

tsamples < — list(popl=tl, pop2=t2, lengl=lenl, leng2=len2)
tsamples

}

sampler < — function(k){
n < — 369

Tsigmal < — 0.7208386
Tsigma2 < — 0.8424424

Tthetal < — -1.1374
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Ttheta2 < — -0.6353

Tp < — 0.33
set.seed(k)

tsample < — simula(n, Tthetal Ttheta2, Tsigmal, Tsigma2,Tp)

yl < — tsample$popl
y2 < — tsample$pop2

rl < — tsample$lengl
r2 < — tsample$leng?

write(y1,file="c: /tesis/muestras para el cap 3/y1.80.txt" ,ncol=1)
write(y2,file=“c: /tesis/muestras para el cap 3/y2_80.txt" ,ncol=1)

vect < — c(k,r1,r2,r14+r2,n,n-(r14r2))
paste(c( Hk:” , “r1:” , “r2:” , “r:H , “N:” , “N_r:H ),Vect)

}

Los siguientes tres programas fueron hechos en Mathematica; el primero es
una funcién llamada Mf[], este programa necesita que se le de como entrada
el vector de pardmetros de la distribucién posterior THETA" { = }, y regresa
THETA" { =+ 1 } bajo el algoritmo EM.

Mf[mul_, mu2_, Igsigl., Igsig2_, pil_, pi2_, xm1_, xm2_, nm_, Igsig01_, Igsig02] :=
Module[{r1, r2, r, u, ©, pl, 2,01, Y2, w1, 72, fil, fi2 },

rl = Length[xml]; r2 = Length[xm2]; r=rl + r2;
summnl[] i= 37, (Explxmt » Expl— ][l
summn2[ip] := 312, (Exp[xm?2 * Exp[—]][[i])
summiLe] i= S (i [f]] - o)

summi2e] i= 2 (cm2lf] - o)

summkL[p-, 1] == Y%, (1 {{] — ) * Explxm1 = Exp[— ][]

summkeli-, 1] = 2, (xm2[[] ~ ) + Explxm2 « Expl— ][]
a2 = Exp[-mu2 * Exp[-lgsig2]];

al = Exp[-mul * Exp[-lgsigl]];

FFF1 = Exp[-al];

FFF2 = Exp[-a2];
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Em12 = pil * FFF1 + pi2 * FFF2;

uml = -rl - (nm-r) * (pil * FFF1Em12);

um2 = -r2 - (nm - r) * (pi2 * FFF2Em12);

uuml = Integrate[Log[w] * Exp[-w], {w, a1, Infinity}] ;
uum2 = Integrate[Log[w] * Exp[-w], {w, a2, Infinity}] ;
vwml = Integrate[Exp[-w], {w, al, Infinity}];

vwm2 = Integrate[Exp[-w], {w, a2, Infinity}];

mm2 = Exp[lgsig2] * uum2 + mu2 * vwm2;

mml = Expllgsigl] * uuml + mul * vwm1;

Cesigl

fml[t., o] :=t e * Exp[-t];

Clesig?

fm2[t_, -] :=t « * Exp[-t];

gml[p-] := Integrate[fml][t, ¢], {t, a1, Infinity}];
gm2[p-] := Integrate[fm2[t, ¢], {t, a2, Infinity}];
vml[p]:= Exp[mul * Exp[-¢]] * gm1[s];
vm2[p_]:= Exp[mu2 * Exp[-¢]] * gm2[¢];

Clgsigl

hmlft., ¢ ] :=t =7 * Log[t] * Exp[-t];

hm2[t_, p_] := e * Loglt] * Exp[-t];

wml[p_] := Nintegrate[hml[t, ¢], {t, al, Infinity}] ;

wm?2[p-] := Nlintegrate[hm2[t, ¢], {t, @2, Infinity}] ;

dmlfp -] := mul * v mlfyp] + (Expllgsigl] * Exp[mul * Exp[-¢]] * wml[¥]);
dm2[p-] ;= mu2 * vm2[p] + (Exp[lgsig2] * Exp[mu2 * Exp[-¢]] * wm2[¢]);

-1 __ lgsig014-Igsigl .

fil = I T

,LL]. = —EXp[fIl]* LOg[ summnl[fil]+(:r:rilr)*(7pil*"ml[m]) ];

=ml2

Bmal[p-] := uml * Exp[p] - summl1[ul] + Exp[-pl * Exp[-¢]] * summkl[p, pl] - %
* Expl- ul * Explo]] * ((vml[g] * ul) - @mlfg]) - (nm - r) * ( BRAmMIZLERRAEEEL ),

vl = o1 /. FindRoot[ Bmal[pl] == 0, { ¢1, lgsig01, Igsigl }];

-y __ lgsig02+-lIgsig2 .
fi2 = EERESESRS

u2 = —Exp[fiQ]* Log[ —um2 sl ];

summn1{fi2]4+(nm—r)=( pi2 s

Bma2[p_] ;= um2 * Exp[y] - summl2[u2] + Exp[-u2 * Exp[-¢]] * summk2[p, 12] - %

* Expl- 42 * Explo]] * ((vm2[p] * i2) - @m2[g]) - (nm - r) * ( BRmmELERREER ),
02 = 2 /. FindRoot[ Bmal[p2] == 0, { ¢2, Igsig02, Igsig2 }];

7l = frac—umlnm;
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w2 = frac—um2nm; {ul, u2, 1, 2, 71, 72}]

El segundo programa es la funcién llamada DG[], este programa evalua
02Q(E,E")

la matriz Hessiana —%=5

llamada Q).

evaluada en = = =" y la guarda en una variable

DG[mul_, mu2_, Igsigl_, lgsig2_, pil_, pi2_, xgl_, xg2_, ng_| := Module[{r1, r2, r, ul, u2, 1,
w2, w1, ®2, al, a2, FF1, FF2, ugl, ug2, uugl, uug2, vwgl, vg2, mgl, mg2, Qg = Array[q,
{6, 6}]}, r1 = Length[xgl]; r2 = Length[xg2];

r=rl+ r2;
sumgli[pl] == 3L, (xgl[fi]] — p1);
sumgl2[u2] == 312, (xg2[[i]] — p2);

sumgkl[ul_, 1] := 3, (xgl[[il] — u1) * Exp[(xgl[[i]] — pu1) * Exp[—1]];
sumgk2[u2_, ©2.] == 312, (xg2[[i]] — p12) * Exp|(xg2[i]] — 12) * Exp[—2]};
sumgol[ul_, @1 := 31, (xg1[[i]] — p1)? * Exp[(xg1[[i]] — p11) * Exp[—1]};
sumgo2[u2_, 2] := 32, ((xg2[fil] — 42)? * Exp[(xg2[[i]] — 12) * Exp[—2]];

sumgn[ul., 1] = 3L, Expl(xgl[[i]] — 1) * Exp[—1];
sumgn2[u2., 2] := 12, Exp[(xg2([i]] — 12) * Exp[—2]];
al = Exp[ -mul *Exp| -lgsigl ]];
a2 = Exp[ -mu2 *Exp| -lgsig2 |];
FF1 = Exp[ -al |;
FF2 = Exp[ -a2 |;
Sg12 = pil*FF1 + pi2*FF2 ;
ugl = -rl - (ng-r) * ( pil*FF1 /=gl2) ;
ug2 = -r2 - (ng - r) * ( pi2*FF2 /Egl2) ;
uugl = Integrate[Log[w]*Exp[ -w |, {w, al, Infinity}] ;
uug2 = Integrate[Log[w]*Exp[ -w |, {w, a2, Infinity}] ;
wgl = Integrate[Exp[ -w ], {w, al, Infinity}];
wg2 = Integrate[Exp[ -w |, {w, a2, Infinity}];
mg2 = Expllgsig2]*uug2 + mu2*vwvg2;
mgl = Expllgsigl]*uugl + mul*vvgl;
fglft, 1] := telegv%ifl* Exp[ -t ];
Jwig2
fg2t., ¢2.] :=te*2 * Exp[ -t |;

ggllpl] := Nintegrate[fgl[t, ©1], {t, al, Infinity}];
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gg2[©2_] := Nintegrate[fg2[t, ¢2], {t, a2, Infinity}];
vgllpl] := Exp[mul * Exp[ -¢1 |]* ggl[e1];
vg2[p2.] := Exp[mu2 * Exp[ -¢2 ]]* gg2[»2];
hgl[t-, pl] = telegv;ifl* Expl[ -t ]*Log|t];

hg2[t_, 2] := tele%z* Exp[ -t |*Log]t];

Agl[pl] := Nintegrate[hgl[t, ¢1], {t, al, Infinity}];
Ag2[p2] :

Nlintegrate[hg2[t, ©2], {t, a2, Infinity}];
clesigl
vellt., p1] =t * Exp[ -t * (Loglt))

1820t 2] = 5 % Expl -t ]* (Logft))%

Tgl{¢l] := Nintegrate[ygl[t, ©1], {t, al, Infinity}];

I'g2[p2] := Nintegrate[yg2[t, 2], {t, a2, Infinity}];

Drgl[pl] := Exp[mul * Exp[ -1 ]| * Expllgsigl - ©1] * Agl[pl] + Exp[ -1 ] * mul *
vellpl];

Drg2[p2] := Exp[mu2 * Exp[ -2 ]| * Expllgsig2 - ©2] * Ag2[©2] + Exp[ -2 | * mu2 *
vg2[p2];

qgll[ul., 1] := Exp[-2 * ¢1] * sumgnlful, ©1] + (ng-r) * @1;;7521)[@1] * (Exp[-2 * o1
- i1 * Expl-p1]])

qgl2[ul., ¢1]:=0;

qgl3[ul., 1] :=-rl * Exp[ -l | + Exp[ -2 *©1] * sumgkl[ul, 1] + Exp[ -¢1 ] *
sumgnl[ul, p1] - (ng - r) * Exp -1 ] * ( PEEEL) + (ng-r) * ( BRZEUEN ) * (1~ 41 * Exp|
~p1]) * Exp[ 1 - p1 * Expl -1 1] + (ng - r) * ( 2L ) * Exp[ -1 - p1*Exp| -1 |];
qglaful., 1] :=0; qgl5[ul, ¢l]:=0; qgl6ul. ¢l]:=0;

qg21[ul-, ¢1]:=0;

qg22[u2-, v2_] := Exp[ -2 * ©2] * sumgn2[u2, ©2] + (ng-r) * M gl2) * Exp[ -2 *
92 - p2 * Exp -2 |I;

qg23[u2-, 2] :=0;

qg24[u2., 2] := -r2 * Exp[ -¢2 | + Exp[ -2 * ©2] * sumgk2[u2, ©2] + Exp[ -2 ] *
sumgn2[s2, 2] - (ng - r) * Expl -2 |¥ ( PZFE2) 4 (ng-r) * ( pi2 * 422 * (1- 2 * Exp|
-2 ]) * Exp[ -2 - 12 * Exp| -¢2 ]| + (ng - r) * ( 2228222 ) Exp[ o2 - 112 * Exp| -2 |I;
qg25[p2-, p2.] :=0; qg26[u2_, 2] :=0;

qg31[ul., 1] :=-rl * Exp[ -l | + Exp[ -2 *©1] * sumgkl[ul, 1] + Exp[ -¢1 ] *
sumgnful, ¢1] - (ng - r) * Exp[ -¢1] * (BLEL) + (ng - r) * (PLLELEL) * (1 p1 * Exp|
~1]) * Exp[ -1 - 1 * Expl -1 ]] + (ng - r) * ( BH282l) * Exp[ -1 - 1 * Exp| -1 |];
qg32[ul., 1] :=0;
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qg33[ul., 1] :=-1* sumgll[pl] *_ Exp[ -1 ] + Exp[ -1 ] * sumgkl[ul, ©1] + Exp[-2 *
1] * sumgol[ul, 1] - (ng - r) * (PFELIFE) * Expl-p1 | + (ng - 1) * (2;) * ( (ul

- mul) * (vglfpl] * (u1 * Exp[-¢1] - 1) * Exp[-¢1 - u1 * Exp[ -1 ]] - Exp[ -1 - p1 *
Exp[-¢1 ]| * Drgllpl]) + Exp[Exp[ -1 ] * (mul - pi1) + (lgsigl - 1) | * Expllgsigl - 1]
*Tgllpl] 4+ (1 + (mul - p1) * Exp[ -1 ]) * Exp[Exp[ -1 ] * (mul - p1) + (lgsigl - ¢1) |
* Agllpl]) ;

qg34[ul., p1.]:=0; qg35[ul., ¢l]:=0; qg36[ul. ¢l]:=0;

qgdl[u2-, 2] :=0;

qga2[u2., 2] :=-r2 * Exp[ -¢2 | + Exp[ -2 * ©2] * sumgk2[u2, ©2] + Exp[ -2 ] *
sumgn2[i2, 2] - (ng - r) * Exp[ -2 ] * (B2EE2) + (ng - r) * (P2ZEZE2) * (1- 2 * Exp|
-2 ]) * Exp| 92 - 2 * Expl 92 ]] + (ng - r) * (P2282E2) * Expl -2 - 2 * Exp| -2 ||;
qg43[p2-, ¢2.] == 0;

qgdau2_, p2_] == -1 * sumgl2[p2] * Exp[ -2 ] + Exp[ -2 ]| * sumgk2[n2, ¢2] + Exp[ -2 *
2] * sumgo2[u2, ¢2] - (ng - r) * (PRMLLZER) ) % Expl 02 | + (ng - 1) * (L£2;) * ( (u2
- mu2) * (vg2[p2] * (u2 * Exp[ 92 ] - 1) * Exp[ -2 - pi2 * Exp[ -2 ]] - Exp[ -2 - p2 *
Exp[ -2 || * Drg2[p2]) + Exp[Exp[ -2 ]* (mu2 - 12) + (lgsig2 - ©2) | * Exp[lgsig2 -
©2] * T'g2[p2] + (1 + (mu2 - pu2) * Exp[ -¢2 ]) * Exp[Exp[ -¢2 ] * (mu2 - p2) + (Igsig2 -
w2) ] * Ag2[p2]) ;

qgab[u2-, 2] :=0; qgdblu2., ¢2.] :=0; qgbl[rl]:=0;

qgh2[r1l]:=0; qgb3[rl]:=0; qgb4[rl]:=0;

qg55[rL] = (ugl * (=17 )

qgb6[rl] :=0; qgbl[n2]:=0; qgb62[r2]:=0;

qgb3[m2] :==0; qgb4[r2]:=0; qgb5[r2]:=0;

qgbb[r2] := -ug2 * (ﬁ )

q[l, 1] = qgll[mul, Igsigl]; q[l, 2] = qgl2[mul, Igsigl];

q[1, 3] = qgl3[mul, Igsigl]; q[l, 4] = qgl4[mul, Igsigl];

q[l, 5] = qgl5[mul, Igsigl]; q[l, 6] = qgl6[mul, Igsigl];

q[2, 1] = qg21[mu2, Igsig2]; q[2, 2] = qg22[mu2, Igsig2];

q[2, 3] = qg23[mu2, Igsig2]; q[2, 4] = qg24[mu2, Igsig2];

q[2, 5] = qg25[mu2, Igsig2]; q[2, 6] = qg26[mu2, Igsig2];

q[3, 1] = qg31[mul, Igsigl]; q[3, 2] = qg32[mul, Igsigl];

q[3, 3] = qg33[mul, Igsigl]; q[3, 4] = qg34[mul, Igsigl];

q[3, 5] = qg35[mul, Igsigl]; q[3, 6] = qg36[mul, Igsigl];

q[4, 1] = qgdl[mu2, Igsig2]; q[4, 2] = qg42[mu2, Igsig2];

q[4, 3] = qg43[mu2, Igsig2]; q[4, 4] = qgd4[mu2, Igsig2];

q[4, 5] = qg45[mu2, Igsig2]; q[4, 6] = qg46[mu?2, Igsig2];
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q[5, 1] = qgb1[pil]; a[5, 2] = qgb2[pil];
q[5, 3] = qgb3[pil]; q[5, 4] = qgb4[pil];
q[5, 5] = qg55[pil]; q[5, 6] = qg56[pil];
q[6, 1] = qgb1[pi2]; q[6, 2] = qgb2[pi2];
q[6, 3] = qgb3[pi2]; a6, 4] = qgb4[pi2];
q[6. 5] = qgb5[pi2];  q[6, 6] = qgbb[pi2]; Qg |

El tercer programa lee los datos simulados por los programas hechos en
R, y manda a llamar las funciones Mf[] treinta veces para encontrar un
estimador puntual de =7, y después manda a llamar a la funcién DG[] para
construir los intervalos de confianza.

x1 = ReadList[“C: /tesis/cap tres/k2/y1.80.txt"];
x2 = ReadList[“C: /tesis/cap tres/k2/y2_80.txt"];
tamrl = Length[x1];

tamr2 = Length[x2];

xbarrl = Stamrl <]

i=1 tamrl’

xbarr2 = Ztamr2 x2[[i]] .

i=1 tamr2’

fil = fil /. FindRoot[N[ 1z (S [[i)] * Explx1[[i]] - Explfi1] *

Log[y i Bl AIMEe[A) gyl £i1] ) - Expl- fil]] == xbarrl , { fiL, -8, 8 }];
ol = fil + 0.5;

©01 = fil - 0.5;

,LL]. _ EXp[ fi1 ] * Log[z;:ir;\rl Exp[xl[[i]]*Exp[ffil]]];

tamrl

fi2 = fi2 /. FindRoot[N[ =15 ( 32127 x2[[i]] * Exp[x2[[i]] - Exp[fi2] *

tamr2

Log[ S Belllll=Bal 12} gyp_fi] 1) - Exp[-fi2]] == xbarr2, {fi2, -8, 8}];
©2 = fi2 + 0.5;

©02 = fi2 - 0.5;
. amr2 Exp[x2[[i]]*Exp[—fi
§2 = Exp[ fi2 ] * Log[y ;27 BebellBel=rall),
amrl
Tl =Gt
2 =1-7l;
n=369;

Estar=Array[matZ,30,6];

Do[Zstar[[kk]|[=Mf[ul, u2, ©1, @2, w1, w2, x1, x2, n, 01, ©02]; P01l=pl; Y02=¢2; ul =
Estar[[kk, 1]]; p2=Estar[[kk, 2]]; ¢1=Estar[[kk, 3]]; p2=Estar[[kk, 4]]; m1=Estar[[kk, 5]];
m2=Estar[[kk, 6]]; Print[Estar[[kk]]]; , {kk, 30} ]
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Estar[[30]]
plstar==star[[30,1]];
w2star=Estar([30,2]];
plstar=Estar[[30,3]];
p2star=Zstar[[30,4]];
wlstar==star[[30,5]];
m2star=Estar[[30,6]];
Q=Array|[q,6,6];

Q = DG[ulstar, u2star, plstar, @2star, wlstar, m2star, x1, x2, nl;
ERRE=Array[matr,6,6];
6d=Array[0,6];
Otilda=Array[6t,6];

Do[Do[fd = Estar[[30]]; 6d[[ii]] = Estar[[tt, ii]];

Otilda = Mf[Ad[[1]], od[[2]], 6d[[3]], Od[[4]], Od[[5]], od[[6]], x1, x2, n, Estar[[21, 3]],
Estar[[21, 4]]];

Do[ matrlii, jj] = et”da[m]]—ESta’[BOJﬂ]} o {0, 6}, {ii, 6}]; Print[tt];, {tt, 12, 19}]

=star|[tt,ii]] —=star[[30,ii]

MatrixForm[ERRE]

Il = DiagonalMatrix[{1,1,1,1,1,1}];
VMAT=Inverse[Q]+Inverse[Q].ERRE.Inverse[lI-ERRE];
MatrixForm[VMAT]

LImul =Estar[[30,1]]-1.96*Sqrt[VMAT][[1,1]]]
LSmul =Zstar{[30,1]]+1.96*Sqrt[VMAT[[L,1]]]
LImu2 =Estar[[30,2]]-1.96*Sqrt[VMAT[[2,2]]]
LSmu2 =Estar{[30,2]]+1.96*Sqrt[VMAT[[2,2]]]
Llphil =Zstar[[30,3]]-1.96*Sqrt[VMAT][3,3]]]
LSphil =Zstar[[30,3]]+1.96*Sqrt[VMAT][3,3]]]
LIphi2 =Zstar[[30,4]]-1.96*Sqrt[VMATI[[4,4]]]
LSphi2 =Zstar[[30,4]]+1.96*Sqrt[VMAT[[4,4]]]
LIpl =Zstar[[30,5]]-1.96*Sqrt[VMAT][[5,5]]]
LSpl =Estar[[30,5]]+1.96*Sqrt[VMAT[5,5]]]
LIp2 =Estar[[30,6]]-1.96*Sqrt[VMAT][[6,6]]]
LSp2 =Estar[[30,6]]+1.96*Sqrt[VMAT([6,6]]]

Ahora se muestran dos cédigos hechos en el lenguaje R el primero (como
en el caso k = 2) se uso para simular una mezcla de tres poblaciones con
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distribucion Weibull y el otro programa simula una muestra para ser usada
por el algoritmo EM.

simula < — function(N, mul, mu2, mu3, sigl, sig2, sig3, pl, p2) {
p3 < — 1-pl-p2
Te < — 600

al < — exp(mul/sigl)*Te ~ {1/sigl}
bl < — 1/sigl

a2 < — exp(mu2/sig2)*Te ~ {1/sig2}
b2 < — 1/sig2

a3 < — exp(mu3/sig3)*Te ~ {1/sig3}
b3 < — 1/sig3

u < — runif(N)
uaux < — runif(N)
indexu < — {1:length(u)}

indl < — indexu[ u < p1]

ul < — uvaux[ind1]

ind2 < — indexu[ u > = pl & u jp2]
u2 < — uaux[ind2]

ind3 < — indexu[ u > = p2 ]

u3 < — uvaux[ind3]

tl < — -al*log(1-ul)
tl < —t1 " {1/bl}
lenl < — length(t1)

12 < — -a2*log(1-u2)
2 < —t2 " {1/b2}
len2 < — length(t2)

t3 < — -a3*log(1-u3)
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t3 < — t3 " {1/b3}
len3 < — length(t3)

tl < —t1[ tl < = Te]
lenl < — length(tl)

12 < — 2] 12 < = Tej
len2 < — length(t2)

t3 < —t3[t3 < = Te]
len3 < — length(t3)

tl < — log(t1l/Te)
t2 < — log(t2/Te)
t3 < — log(t3/Te)

tsamples < — list(popl = t1, pop2 = t2, pop3 = t3, lengl = lenl, leng2 = len2, leng3 =
len3)

tsamples

}

sampler < — function(k){
n < — 500

Tsigmal < — 0.8214
Tsigma2 < — 0.6882
Tsigma3 < — 0.6755
Tthetal < — -0.8680
Ttheta2 < — -0.6495
Ttheta3 < — -0.7496
Tpl < — 0.3229

Tp2 < — 0.2433 + 0.3229
set.seed(k)
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tsample < — simula(n, Tthetal, Ttheta2, Ttheta3, Tsigmal, Tsigma2, Tsigma3, Tpl, Tp2)
yl < — tsample$popl

y2 < — tsample$pop2

y3 < — tsample$pop3

rl < — tsample$lengl

r2 < — tsample$leng?

r3 < — tsample$leng3

write(yl, file = “c:/tesis/k tres/yl.txt", ncol = 1)

write(y2, file = “c:/tesis/k tres/y2.txt", ncol = 1)

write(y3, file = “c:/tesis/k tres/y3.txt", ncol = 1)

vect < — c(k, rl, r2, r3, r14+r2+r3, n, n-(r1+r2+r3))

paste(c("k =", "l =", "r2=","3 =", =", "N=", “N-r="), vect)

}

Por 1ultimo se muestra los tres programas hechos en Mathematica, el
primero se uso para encontrar un estimador puntual para el vector de paramet-
ros de la distribucién posterior (Mf3[]) , el segundo para evaluar el Hessiano
DG3[] y el tltimo es el que lee la muestra simulada para encontrarle el esti-
mador puntual después de treinta iteraciones y hacer los intervalos de confi-
anza.

Mf3[mul_, mu2_, mu3_, Igsigl_, lgsig2_, lgsig3._, pil., pi2_, pi3_, xml_, xm2_, xm3_, nm_,
lgsig01_, Igsig02_, Igsig03] : = Module[{r1, r2, 3, r, u, o, pl, u2, u3, pl, 2, 3, 71, 72,
73, fil, fi2, fi3 },

rl = Length[xm1]; r2 = Length[xm2]; r3 = Length[xm3];

r=rl+r2+r3;
rl
summnl[p] : = Z( Explxm1*Exp[ - ]] [ [ ];

summn2[p ] : = Z( Exp[xm2*Exp[ - |] [ [i] |;
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r3
summn3[p.] : = ( Exp[xm3*Exp[ -¢ ]| [[i] ]

i=1
rl

summil[p] : = ((xm1[ [i]]- p);
i=1

summi2[] : = > " ((xm2[ [i] ] - 1) ;
i=1
r3

summi3[u.] - = Z((Xm3[ (1] -p)

summkl[p-, ] s = 3 ((m1[[]]- ) * Explm1*Expl < 1] [ [ ];

summkp-, ] s = 3 ((m2[ []]- 1) * Explm2*Exp[ < 1] [ ] ];

r3
summialip_, ] = S ((m3[ [1] - 1) * Explxm3*Expl <o 1] [ [ )

i=1
a3 = Exp[ -mu3 *Exp[ -Igsig3 ]] ;
a2 = Exp[ -mu2 *Exp][ -Igsig2 |] ;
al = Exp[ -mul *Exp[ -Igsigl ]] ;
FFF1 = Exp[-al];
FFF2 = Exp[ -a2 |;
FFF3 = Exp[ -a3 |;
=m123 = pil*FFF1 + pi2*FFF2 + pi3*FFF3;
pil x FFF1

ml = -rl - _p) ¥ )
uml = -rl - (nm-r) * ( =13 )
— o oy # ( Pi2xFFF2.
um2 = -r2 - (nm - r) * ( =13 )
3. )+ ( PI3xFFR3.
um3 = -r3 - (nm - r) * ( =13 )

uuml = Integrate[Log[w]*Exp[ -w ], { w, a1, Infinity }] ;
uum?2 = Integrate[Log[w]*Exp[ -w |, { w, a2, Infinity }] ;
uum3 = Integrate[Log[w]*Exp[ -w ], { w, a3, Infinity }] ;
vwml = Integrate[Exp[ -w ], { w, al, Infinity }];

vwm?2 = Integrate[Exp[ -w |, { w, a2, Infinity }];

vwm3 = Integrate[Exp[ -w |, { w, &3, Infinity }];

mm3 = Exp|lgsig3]¥*uum3 + mu3*vvm3;
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mm2 = Expllgsig2]¥*uum2 + mu2*vvm2;

mml = Expllgsigl]*uuml + mul*vvml,;
elgsi

fmlft., ¢]: = xa *Exp[ -t ];

fm2[t_, o_ — 52 *Exp[ -t [;
¥

fm3[t-, ¢] = t$ *Exp[ -t |;

gml[p.] : = Integrate[fml[t, ¢], {t, a1, Infinity }];
gm2[p] : = Integrate[fm2[t, ¢], {t, a2, Infinity }];
gm3[p_] : = Integrate[fm3[t, ¢], {t, a3, Infinity }];
vml[p]: = Exp[mul*Exp[ -¢ |[*gml[e];

vm2[p_]: = Exp[mu2*Exp[ -¢ ][*gm2[g];

vm3[p-]: = Exp[mu3*Exp[ -¢ |[*gm3|¢];

elgsigl

hml[t., o] : =t <% *Log[t]*Exp[-t];

elgsi
hm2[t_, ] : = = *Log[t]*Exp[ -t |;

elgsig3

hm3[t_, ¢ ] : =t <% *Log[t]*Exp[-t];

wml[p_] : = Nintegrate[hml][t, ¢], {t, al, Infinity }] ;
wm?2[p-] : = Nintegrate[hm2[t, ¢], {t, a2, Infinity }] ;
wm3[p_] : = Nintegrate[hm3[t, ¢], {t, a3, Infinity }] ;
dmlfp ] : = mul*vmlfy] + (Exp[lgsigl]*Exp[mul*Exp[ -¢ |[*wml[¢]) ;
dm2[p-] : = mu2*vm2[y] + (Exp[lgsig2]*Exp[mu2*Exp[ -¢ |]*wm2[¢]) ;

dm3[p_] : = mu3*vm3[y] + (Exp[lgsig3]*Exp[mu3*Exp[ -¢ |]*wm3[¢]) ;
fil = Igsig012+|gsig1;

ul = -Exp[fil]* Log[ —uml o] l;

summn1{fil]4+(nm—r)=( Pi15m123 )

nm—r)x*pil

Bmal[p-] := uml * Exp[p] - summl1[ul] + Exp[-pl * Exp[-¢]] * summk1[p, ul] 4 =13
 Exple 1l * Explgl] * ((vmilg] * i1 ) - Bmifg]) - (m - ) * ( Plemmitlpilree)

=m123
vl = o1 /. FindRoot[ Bmal[pl] == 0, { ¢1, lgsig01, Igsigl }];
. __ lgsig02+lgsig2 .
fip — lesig02 lesig2.

p2 = -Exp[fi2]* Log| —um2 l;

- 2w vm2[i2
summnl[fl2]+(nm_r)*(pTT23[])

Bma2[p_] := um2 * Exp[¢] - summl2[u2] + Exp[-u2 * Exp[-¢]] * summk2[p, 12] - %

* Bxpl- 12 * Expll] * ((vm2le] * 2 ) - dm2le]) - (nm - 1) * ( EmniiziperEEL),

=mi23
02 = @2 /. FindRoot[ Bmal[p2] == 0, { ¢2, Igsig02, Igsig2 }];
fi3 = Igsig032+|gsig3;
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u3 = —Exp[fi3]* Log[ —ums3 RERPIEIE ];

summnl[fi3]+(nm—r)* (S =15

Bma3[p_] := um3 * Exp[y] - summl3[u3] + Exp[-u3 * Exp[-¢]] * summk3[p, 13] - %
 Expl- 13 * Bxplgl] * ((vm3[e] * i3 ) - Bm3e]) - (nm - r) * ( BEmmSmieFES)

=mi23
©3 = 3 /. FindRoot[ Bmal[p3] == 0, { ¢3, Igsig03, Igsig3 }];

uml
™l =-—:
nm
um?2
T2 = - ;
nm
um3
3 =-—;
nm

{ wl, p2, u3, ¢l, 2, 3, 71, 72, 73 }]

DG3[mul_, mu2_, mu3., Igsigl., Igsig2_, Igsig3_, pil_, pi2, pi3_, xgl_, xg2_, xg3_, ng] : =
I\/Iodule[{rl, r2, 13, r, ul, p2, u3, ©l, 2, 3, w1, 72, 73, al, a2, a3, FF1, FF2, FF3, ugl,
ug2, ug3, uugl, uug?, uug3, vvgl, wg2, wg3, mgl, mg2, mg3, Qg = Array|[q, {9, 9}]},
r1 = Length[xgl]; r2 = Length[xg2]; r3 = Length[xg3];

r=rl+r2 + r3;
rl
sumgll[ul] : = Y ((xgl[fil] - p1);
i=1
r2
sumgl2[p2] : = Z((Xg2[[i]] - p2);
p
sumgl3[u3] : = > (xg3[lil] - 1:3);
i=1
sumgkl[pl, ¢1]: = > " ((xgl[fil] - p1)*Exp|(xgl[[]] - p1)*Expl-01]];
i=1
r2
sumgk2[u2_, ¢2.] : = Z((Xg2[[i]] - p2)*Exp[(xg2[[i]] - #2)*Exp[-¢2]];
r3
sumgk3[u3-, 03] : = > (xg3l[[i]] - #3)*Exp[(xg3[[il] - 113)*Expl-3]];
i=1
sumgol[ul., 1] : = > ((xgl[[i]] - u1)2*Exp[(xgl[[i]] - 111)*Exp[-o1]];
i=1

118



r2
sumgo2[u2_, ¢2.] : = Z((Xg2[[i]] - 12)2*Exp|(xg2[[i]] - 112)*Exp[-¢2]];
r3

sumgo3[u3-, 3] : = > _(xg3lll] - 13)2*Expl(xg3([i] - 13)*Expl-3]l;

sumgnlful,, 1] : = Exp[(xgl[[i]] - p1)*Exp[-¢1]];
i=1
r2

sumgn2[u2., 2] : = Z Exp[(xg2[[i] - n2)*Exp[-»2];
r3

sumgn3[u3-, 3] : =Y Exp[(xg3[[i]] - #3)*Exp[-¢3]l;

i=1

al = Exp[-mul*Exp[-lgsigl]];

a2 = Exp[-mu2*Expl[-lgsig2]];

a3 = Exp[-mu3*Exp[-lgsig3]];

FF1 = Exp[-al];

FF2 = Exp[-a2];

FF3 = Exp[-a3];

=gl23 = pil*FF1 + pi2*FF2 4 pi3*FF3;

ugl = -rl - (ng - r)*(pil*FF1/Zg123);

ug2 = -r2 - (ng - r)*(pi2*FF2/=g123);

ug3 = -r3 - (ng - r)*(pi3*FF3/2g123);

uugl = Integrate[Log[w]*Exp[-w], {w, al, Infinity}] ;
uug? = Integrate[Log[w]*Exp[-w], {w, a2, Infinity}] ;
uug3 = Integrate[Log[w]*Exp[-w], {w, a3, Infinity}] ;
wgl = Integrate[Exp[-w], {w, al, Infinity}];

wg2 = Integrate[Exp[-w], {w, a2, Infinity}];

vvg3 = Integrate[Exp[-w], {w, a3, Infinity}];

mg3 = Expllgsig3]*uug3 + mu3*wvg3;

mg2 = Expllgsig2]*uug2 + mu2*vvg2;

mgl = Expllgsigl]*uugl + mul*vvgl;

fglft., pl]: = tigv%ifl * Expl[-t];

Igsig2

fg2t_, ©2] : = t'e#@ * Exp|[-t];

Jlesig3
fg3[t., 3] : =t == * Exp[-t];
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ggl[pl] : = Nintegrate[fgl[t, ©1], {t, al, Infinity }];
gg2[¢2.] : = Nintegrate[fg2[t, ¢©2], {t, a2, Infinity }];
gg3[©3.] : = Nintegrate[fg3[t, ©3], {t, a3, Infinity }];
vglpl] : = Exp[mul * Exp[-¢1]]* ggl[el];
vg2[p2.] : = Exp[mu2*Exp[-2]]* gg2[¢2);

vg3[p3-] : = Exp[mu3*Exp[-¢3]]*gg3[¢3];

hglft., 1] : = teleg;_i?l* Expl[-t]*Log[t];

hg2lt, ¢2.] : = t'er * Exp[-t]*Log[t];

hg3[t-, ¢3] : = te'eg_igj* Exp[-t]*Log][t];

Agl[pl] : = Nintegrate[hgl[t, ©1], {t, al, Infinity }];
Ag2[p2.] : = Nintegrate[hg2[t, ©2], {t, a2, Infinity }];
Ag3[©3.] : = Nlintegrate[hg3[t, ©3], {t, a3, Infinity }];

eI sigl ~
vellt., 1] : = t't *Expl-t]*(Log[t])2;
eI sig2 ~
7g2lt-, 2] : = t'ew *Expl-t]*(Log[t])2;

7g3[t., 93] : = ' *Exp[-t]*(Loglt])?:

I'gl[pl] : = Nintegrate[ygl[t, ©1], {t, al, Infinity }];

I'g2[p2] : = Nintegrate[yg2[t, ©2], {t, a2, Infinity }];

I'g3[p3.] : = Nintegrate[yg3[t, ©3], {t, a3, Infinity }];

Drgl[pl] : = Exp[mul*Exp[-p1]]*Exp[lgsigl - ©1]*Agl[el] + Exp[-@1]*mul*vgl[pl];
Drg2[p2] : = Exp[mu2*Exp[-p2]]*Exp[lgsig2 - ©2]*Ag2[02] + Exp[-p2]*mu2*vg2[p2];
Drg3[p3.] : = Exp[mu3*Exp[-¢3]]*Exp[lgsig3 - ©3]*Ag3[¢3] + Exp[-¢3]*mu3*vg3[p3];

pil * vgl[pl]

qgll[ul., 1] : = Exp[-2*¥p1]*sumgnl{ul, 1] + (ng -r) * ( =123

pL*Exp[-p1]]);
qgl2[pl., p2]: =0; qgl3[ul., u3]:=0;
qgld[ul., 1] : = -r1*Exp[-¢1] + Exp[-2*@1]*sumgkl[ul, ©1] + Exp[-¢1]*sumgnl[ul, ¢1]

J*(Expl-2*1 -

) Y ik PiLxFFL ) «(PILxvelipl] | ETI=NE * R
(ng - r)*Exp[-p1]*( =4123 ) + (ng - 1) *( =123 )*(1 - p1*Exp[-p1])*Exp[-¢1
pil x Dvglipl]

p1*Expl-¢1]] + (ng - r)*( =123 )* Expl-01 - ul*Exp[-¢1]];

qg15[ul., @2 : = 0; qglé[ul., p3]: =0;
qel7[pl., 71]:=0; qgl8[ul., w2]:=0;
qgloul., 73] :=0; qg2l[ul., u2]:=0;
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pi2 * vg2[p2]

qg22[u2-, p2_] : = Exp[-2*p2]*sumgn2[u2, ©2] + (ng -r) *( =123

p2*Exp[-¢2]];
qg23[u2-, u3] : = 0; qg24[u2., ¢l1]:=0;
qg25[p2-, p2.] : = -r2*¥Exp[-¢2] + Exp[-2*p2]*sumgk2[u2, 2] + Exp[-p2]*sumgn2[u2, ¢2]

) * Exp[-2%2 -

pi2 x FF2 pi2 * vg2[p2]
_ CP)*¥Expl-po2]*(——— < )R (IS k(1 L 0*%Expl-02])* Expl-02 -
(ng-r) ><p[sD](Eg123 ) + (ng - r)*( =123 )*(1 - p2*Exp[-¢2])* Exp[-»
Pi2 x Drg2[p2]

H2*Explp2]] + (ng - ) (155 )" Bxelw2 - 12 Bxple2);
qg26[u2-, ©3]:=0; qg27[p2., 71]:=0;
qg28[p2-, 2] : = 0; qg29[u2-, 73] : = 0;
qg3l[ul., pu3] : =0; qg32[u2., p3]: =0;

pi3 * vg3[p3]

qg33[u3-, ©3] : = Exp[-2*p3] * sumgn3[u3, ©3] + (ng - r) *( =123

n3*Expl-¢3]]);
qg34[u3-, p1.]: =0; qg35[u3-, ¢2.]: =0;
qg36[u3-, ©3.] : = -r3*Exp[-¢3] + Exp[-2*¢3]*sumgk3[u3, ©3] + Exp[-¢3]*sumgn3[u3, 3]

)*(Exp[-2%¢3 -

- (ng - * Bl o3P (Pt E3) 1 (ng - e (PLYENE e 3 Eplea) o3 -
=g =g
i3 % Drg3[p3
u3*Exp[-¢3]] + (ng - 1)*( pT&M)*EXP[-w?S - u3*Exp[-¢3];

qg37[p3-, 1] : =0; qg38[u3-, w2]: =0;

qg39(p3-, 73] : = 0;

qgdlul., ©1]: = -r1*Exp[-¢1] + Exp[-2*¢1]*sumgkl[ul, p1] + Exp[-¢1]*sumgnl[ul, ¢1]
P w)*(l - pI*Expl-1])* Exp[-¢1 -

- (ng-n* EXP[-SDl]*(m ) + (ng - r)*( =123

pil * Drgl|pl
p1*Exp[-¢1]] + (ng - r)*(:g—li[w)*Exp[wl - uI*Expl-o1]];

qg42[p2-, p1]: =0; qgd3[u3-, ¢l]:=0;
qgddpl., ¢l] : = -1*sumgll[ul]*Exp[-p1] + Exp[-¢1]*sumgkl[ul, ©1] + Exp[-2*p1] *

i vk Pl (mgl — pl <« FFL) ol vk P 1.
sumgoll1, 1] - (ng - (P PE LTy Epbot] + (ng - 1°( 25"l

mul)*(vgl{pl]*(u1*Exp[-¢1] - 1) * Exp[-¢1 - pl * Exp[-¢1]] - Exp[-¢1 - pl1 * Exp[-¢1]] *
Drgl[el]) + Exp[Exp[-¢1]*(mul - ul) + (lgsigl - ¢1)] *Exp[lgsigl - 1]*T'glel] + (1 +
(mul - p1)*Expl-@1])*Exp[Exp[-¢1]*(mul - u1) + (Igsigl - ©1)]*Agl[pl]);

qg4slpl., p2] 1 =0; qgdblel., 3] : =0;
qgd7[pl., w1]:=0; qgd8lpl., m2]:=0;
qg49pl., 73] : =0; qgbllul., 2] :=0;
qgb2[u2-, 2] : = -r2*Exp[-02] + Exp[-2*@2]*sumgk2[u2, ¢2] + Exp[-¢2]*sumgn2[u2, ¢2]

i VkEnl ok P2 % FF2 vk P2k rg2[02] 1 12*Exol-o2]V*Exol-o2 -
(ng - r)*Exp[-»2] (7Eg123 )+ (ng-r) (7Eg123 )* (1 -p2*Expl-92])*Exp[-¢
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pi2 * Drg2|p2

2 Exole2l] + (g (O e B2 - 2t Erpl o)

qgb3[u3-, ¢2.] 1 = 0;  qgb4[pl., 2] : = 0;

qgb5[u2-, 2] : = -1*sumgl2[u2]* Exp[-92] + Exp[-p2]*sumgk2[u2, ¢2] + Exp[-2*p2] *
i2 2 — 12 * FF2 i2

sumgo2li2, 2] - (ng - (P2 T I2 TR yeppl oo + (ng - (P ((u2 -

mu2)*(vg2[p2]*(u2*Exp[-¢2] - 1)*Exp[-¢2 - u2*Exp[-¢2]] - Exp[-¢2 - 12 * Exp[-¢2]] *
Drg2[p2]) + Exp[Exp[-¢2]*(mu2 - p2) + (Igsig2 - p2)] *Exp[lgsig2 - ¢2]*T'g2[¢2] + (1 +
(mu2 - p2)*Expl-¢2]) * Exp[Exp[-02]*(mu2 - 12) + (Igsig2 - ¥2)]*Ag2[¢2]);

qe56[p3., p2.] : =0; qg57[rl., 2] : =0;
qgb8[m2_, 2] : = 0; qgh9[r3., 2] : =0;
qeblul., 3] :=0; qgb2[u2-, ¢3]:=0;
qgb3[u3-, ©3.] : = -r3*Exp[-p3] + Exp[-2*p3]*sumgk3[u3, ©3] + Exp[-3]*sumgn3[u3, ¢3]

pi3 * FF3 pi3 * vg3[p3]
. - V*Explep31*( P2 T2 (P2 TSR vk 1 L 3% Expl-03]1)* Expl-03 -
(ng - r)*Exp[-3]*( 4123 ) + (ng - r)*( =123 )*(1 - u3*Exp[-¢3])* Exp[-¢3
pi3 *« Drg3[p3]

p3*Expl[-¢3]] + (ng - r)*( =123 )*¥Expl[-3 - u3*Exp[-»3]];

qgb4[pl., p3.] : = 0; qgb5[p2-, ¥3.] : =0;
qg66[u3-, ©3.] : = -1*sumgl3[u3]*Exp[-©3] + Exp[-¢3]*sumgk3[u3, ©3] +

i3 3 — u3*FF3
Expl-3%:3] sumgo3i3, 3] - (ng - (P A I el o+ (ng -

(i) (3 - mud)(vg3le3l (i3 Expl3] - 1)* sl - i3 Explo3]] - Exploo3 -
n3*Expl-¢3]] * Drg3[3]) + Exp[Exp[-3]*(mu3 - 1i3) + (lgsig3 - ¥3)] * Expllgsig3 -
©3]*T'g3[¢3] + (1 + (mu3 - u3)*Exp[-©3])* Exp[Exp[-¢3]*(mu3 - u3) + (lgsig3 -
©3)]*Ag3[3]);

qgb7[rl, 3] :=0; qgb8[r2_, ¢3]: =0;
qgb9[r3., ©3]:=0; qgrl[rl]:=0;
qg?2[rl]:=10; qg73[r1l]:=0;
qgr4[nrl]:=10; qg75[r1]:=0;
qg76[r1]: = 0;

qg?7[nl] : = -ugl*(

qg78[nl]:=10; qg79[rl]:=0;
qg8l[r2.] : = 0; qg82[r2]: =0;
qg83[r2] : = 0; qg84[r2]: =0;
qg85[n2] : = 0; qg86[r2]: =0;
qg87([r2.] : = 0;

qg88[m2.] : = -ug2*(

(w2
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qgd9[r2] : =0; qg91[r3]:
qg92[n3] : =0; qg93[r3]:
qg94[n3] : =0; qg95[r3]:
qg96[m3] : = 0; qg97[r3]:
qg98[r3] : = 0;

903 : = g3 (= )

q[1, 1] = qgll[mul, Igsigl];
q[l, 3] = qgl3[mul, mu3];
q[1, 5] = qgl5[mul, Igsig2];
q(1, 7] = qgl7[mul, pil];
q[1, 9] = qgl9[mul, pi3];
q[2, 2] = qg22[mu2, Igsig2];
q[2, 4] = qg24[mu2, Igsigl];
q[2, 6] = qg26[mu2, Igsig3];
q[2, 8] = qg28[mu2, pi2];
q[3, 1] = qg31[mul, mu3];
q[3, 3] = qg33[mu3, Igsig3];
q[3, 5] = qg35[mu3, Igsig2];
q[3, 7] = qg37[mu3, pil];
q[3, 9] = qg39[mu3, pi3];
q[4, 2] = qg42[mu2, Igsigl];
q[4, 4] = qgd4[mul, Igsigl];
q[4, 6] = qg46(lgsigl, lgsig3];
q[4, 8] = qg48|lgsigl, pi2];
q[5, 1] = qgbl[mul, Igsig2];
q[5, 3] = qgb3[mu3, Igsig2];
q[5, 5] = qgb5[mu2, Igsig2];
q[5, 7] = qg57[pil, lgsig2];
q[5, 9] = qgb9[pi3, Igsig2];
q[6, 2] = qgb2[mu2, Igsig3];
q[6, 4] = qgb4[lgsigl, lgsig3];
q[6, 6] = qgb6[mu3, Igsig3];
q[6, 8] = qgb8[pi2, lgsig3];

q[1, 2] = qgl2[mul, mu2];

q[l, 4] = qgl4[mul, Igsigl];

q[1, 6] = qgl6[mul, Igsig3];

q[l, 8] = qgl8[mul, pi2];
q[2, 1] = qg21[mul, mu2];

qa[2, 3] = qg23[mu2, mu3];
q[2, 5] = qg25[mu2, Igsig?];
q[2, 7] = qg27[mu2, pil];

q[2, 9] = qg29[mu2, pi3];

q[3, 2] = qg32[mul, Igsigl];
q[3, 4] = qg34[mu3, Igsigl];
q[3, 6] = qg36[mu3, lIgsig3];

a[3, 8] = qg38[mu3, pi2];
q[4, 1] = qgdl[mul, Igsigl];

a4, 3] = qg43[mu3, Igsigl];
q[4, 5] = qg4d5]lgsigl, lgsig?];
q[4, 7] = ag47[lgsigl, pil];
q[4, 9] = qg49[lgsigl, pi3];
a5, 2] = qgb2[mu2, Igsig2];
q[5, 4] = qgb4|lgsigl, lgsig2];
q[5, 6] = qgb6]lgsig3, lgsig?];
q[5, 8] = qg58]pi2, lgsig2];
q[6, 1] = qgbl[mul, Igsig3];
q[6, 3] = qgb3[mu3, lIgsig3];
q[6, 5] = qgb5|lgsig2, lgsig3];
q[6, 7] = agb7[pil, lgsig3];
q[6, 9] = qg69[pi3, lgsig3];
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ql7,
q[7,
q[7,
q[7,
q[7,
q[8,
q[8.
q[8,
q[8.
ql9,
q[o.
ql9,
ql9,
q[o,

1] = qg71[pil]; q[7,
3] = ag73[pil]; a7,
5] = qg75[pil]; a7,
7] = qg77[pil]; a7,
9] = qg79[pil]; al8,
2] = qg82[pi2]; a8,
4] = qg84[pi2]; q[s,
6] = qg86[pi2]; al8,
8] = qg88[pi2]; q8,
1] = qg91[pi3];  q[9,
3] = qg93[pi3];  q[9,
5] = qg95[pi3]; a9,
7] = qg97[pi3];  al9,

9] = qg99[pi3]; Qg]

2] = qg72[pil];
4] = ag74[pil];
6] = qg76[pil];
8] = qg78[pil];
1] = qg81[pi2];
3] = qg83([pi2];
5] = qg85[pi2];
7] = qg87[pi2];
9] = qg89[pi2];
2] = qg92[pi3];
4] = qg94[pi3];
6] = qg96[pi3];
8] = qg98[pi3];

x1 = ReadList[“C:/tesis/cap tres/k3/yl.txt"];
x2 = ReadList[“C: /tesis/cap tres/k3/y2.txt"];
x3 = ReadList[“C: /tesis/cap tres/k3/y3.txt"];
tamrl = Length[x1];

tamr2 = Length[x2];

tamr3 = Length[x3];

tamrl

xL[[i]]

xbarrl = Z t—l;
amr

i=1

tamr2

x2[i]]

xbarr2 = Z t—2;
amr

i=1

tamr3

x3[il]

xbarr3 = Z m;

fil =

fil/.FindRoot[N[taﬁ Z x1{[il]

tamrl
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tamrl

« Exp[xL[[i]] — Explfi1] * Log[ 3

i=1

Exp[x1[[i]] * Exp[—fi1]]

tamrl

|Exp[—fil]]-



Expl|-fil]]|==
xbarrl,{fi1,-8,8}];

el = fil+.5;
©01 = fi1-0.5;
tamrl .
Exp[x1[[i]] * Exp[—fi1]
* .
ul = Expl[fil] * Log[ 2 tamrl l;
fi2 = ) ,
tamr. tamr’ . .
fi2/. FlndRoot[N[ Z x2[[i]] * Exp[x2[[i]] — Exp[fi2] * Log[z EXp[Xz[[It]i;iXp[iﬂz]]]Exp[—fQ]]-
r
i=1
Exp[-fi2]]==
xbarr2,{fi2,-8,8}];
p2 = fi2 + 0.5;
002 = fi2 - 0.5;
tamr2 .
Exp[x2][[i]] * Exp[—fi2
2 = Exp[fi2] * Log| Z Pl [[t]jmr2 Pl ] l;
i=1
fi3 = , ;
tamr. tamr. . .
fi3/. FlndRoot[N[ Z x3[[i]] * Exp[x3[[i]] — Exp][fi3] * Log[z EXp[Xz[[E;;ZXp[ifI?’H]Exp[ffi3]]_
i=1
Exp[-fi3]]==
xbarr3,{fi3,-8,8}];
©3 =fi3 + 0.5;
©03 = fi3 - 0.5;
tamr3 .
Exp[x3[[i]] * Exp[—fi3
u3 = Expl[fi3] * Log[ Z Pl [Hjmr3 Pl ] I;
i=1
_ tamrl )
~ tamrl 4 tamr2 + tamr3’
tamr2

- tamrl + tamr2 + tamr3;
m3=1-7l1-x2;

n = 500;
Estar = Array[matZ, {30, 9}];

Do[Zstar[[kk]] = Mf3[ul, u2, u3, ©1, 2, ©3, 1, 72, 73, x1, x2, x3, n, 01, ©02, ©03];
001 = ¢1; p02 = p2; Y03 = ¢3; ul = Estar[[kk, 1]]; 2 = Estar[[kk, 2]]; u3 = Estar[[kk,
3]]; ¢1 = Estar[[kk, 4]]; 2 = Sstar[[kk, 5]]; ¢3 = Estar[[kk, 6]]; 71 = Estar[[kk, 7]]; 72 =
Estar[[kk, 8]]; 73 = Estar[[kk, 9]]; Print[Estar[[kKk]]];, {kk, 30}]

Estar[[30]]
plstar = Estar[[30, 1]];
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p2star = Estar[[30, 2]];
u3star = Estar[[30, 3]];
plstar = Estar[[30, 4]];
p2star = Estar|[30, 5]];
3star = Estar[[30, 6]];
wlstar = Estar[[30, 7]];
w2star = Estar[[30, 8]];
m3star = Estar[[30, 9]];
Q = Array[q, {9, 9}];
Q] = DG3|[plstar, u2star, p3star, plstar, p2star, 3star, wlstar, w2star, 73star, x1, x2, x3,
nj;
ERRE = Array[matr, {9, 9}];
0d = Array[0, {9}];
Otilda = Array[6t, {9}];
Do[ Dolfd = Estar[[30]]; 0d[[ii]] = Zstar[[tt, ii]];
ftilda = Mf3[Ad[[1]], &d[[2]], Od[[3]]. Od[[4]]. &d[[5]]. od[[6]]. od[[7]]. Od[[8]]. Od[[9]]. x1, x2,
x3, n, Zstar[[21, 4]], Estar[[21, 5]], Estar[[21, 6]]];
Do[
dtilda[[jj]] — =star[[30, jj]]
Sstar|[tt, ii]] — =star[[30, ii]]
MatrixForm[ERRE]
Il = DiagonalMatrix[1, 1, 1,1, 1,1, 1, 1, 1];
VMAT = Inverse[Q]+Inverse[Q].ERRE.Inverse[ll-ERRE];
MatrixForm[VMAT]
Limul = Sstar[[30, 1]]-1.96*Sqrt[VMAT][L, 1]]]
LSmul = Estar[[30, 1]]4+1.96*Sqrt[VMAT[1, 1]]]
Limu2 = Sstar[[30, 2]]-1.96*Sqrt[VMAT][[2, 2]]]
LSmu2 = Estar[[30, 2]]4+1.96*Sqrt[VMAT[2, 2]]]
Limu3 = Estar[[30, 3]]-1.96*Sqrt[VMAT][[3, 3]]]
LSmu3 = Estar|[30, 3]]+1.96*Sqrt[VMAT][3, 3]]]
Liphil = Estar[[30, 4]]-1.96*Sqrt[VMATI[4, 4]]]
LSphil = Sstar[[30, 4]]+1.96*Sqrt[VMAT][[4, 4]]]
LIphi2 = Estar[[30, 5]]-1.96*Sqrt[VMAT][5, 5]]]
LSphi2 = Sstar[[30, 5]]+1.96*Sqrt[VMAT][[5, 5]]]
LIphi3 = Estar[[30, 6]]-1.96*Sqrt[VMAT][6, 6]]]

matrlii, jj] =

. il 93 {ii, 91]; Print[tt];, {tt, 12, 19}]
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LSphi3 = Zstar[[30, 6]]+1.96*Sqrt[VMAT[[6, 6]]]
Llpl = Estar[[30, 7]]-1.96*Sqrt[VMAT[7, 7]]]
LSpl = Sstar[[30, 7]]-+1.96*Sqrt[VMATI[7, 7]]]
LIp2 = Estar|[[30, 8]]-1.96*Sqrt[VMAT][8, 8]]]
LSp2 = Sstar|[30, 8]]-+1.96*Sqrt[VMATI[S, 8]]]
LIp3 = Sstar[[30, 9]]-1.96*Sqrt[VMAT][9, 9]]]
LSp3 = Estar|[30, 9]]+1.96*Sqrt[VMATI[9, 9]]]
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