AVEN"MA DE
MEXICO

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA
DE MEXICO

FACULTAD DE INGENIERIA

“Analisis Cinematico y Balanceo de una
Plataforma Paralela de 5 GDL”

T E S 1 S

QUE PARA OBTENER EL TITULO DE
Maestro en Ingenieria

PRESENTA:

Ing. Jorge Enrique Gonzalez Almanza

DIRECTOR DE TESIS

M. en |. Francisco Cuenca Jiménez

MEXICO, D. F. Agosto 2006




e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



INDICE DE CUADROS 1

Agradecimientos

A mis padres por el apoyo que siempre me han brindado, quienes con su

ejemplo han dado un gran impulso a mis proyectos.

A mi pais México, que a pesar de sus multiples problemas es tan generoso

con sus ciudadanos. Que la educacién siempre sea para todos

A mi Universidad, por ser esa institucién tan impetuosa, a ti mi gratitud por

siempre.

A mi tutor Francisco Cuenca, por todo el emperno y esfuerzo que puso en este

trabajo y que ha compartido su experiencia con cada uno de sus alumnos.

A Leopoldo Gonzalez, por el gran soporte que ha facilitado mucho el que yo

pueda retribuirle a la Universidad parte del aprendizaje que en sus aulas obtuve.

A Eusebio Jiménez , quien en sus clases nos hizo entender la importancia de

la profundidad en el conocimiento sistemaético.

A mis cuates Robert, Lencho Priscilinha, Marquino, Campién, Palace, por

haber pasado con uds. los mejores ratos y aventuras en estos anos.

Al Conacyt, por la beca que me otorgd, con la cual pude realizar mis estudios

de maestria.



Indice general

43

1.3.

. Generalidades
1.1.
1.2.

Introduccion . . . . . . . L
Justificacion . . . . . . .

Definiciones . . . . . . . . ..
1.3.1. Rotaciones . . . . . . . . . . .. . ... ... ... ...,
1.3.2. Transformaciones . . . . . . . . . . ... ... ... ....
1.3.3. CambiodeBase . . . . . ... ... .. ... ... .....
1.3.4. Definicién de Cuerpo Rigido . . . . . . ... ... .. ...
1.3.5. Matrices de Rotacién . . . . . ... ... ... .. .....
1.3.6. Matrices Homogéneas . . . . . . .. .. .. .. ... ....
1.3.7. Transformaciones Principales . . . .. ... ... .. ...

Analisis Cinematico

2.1.

Analisis de Posicidon . . . . . . . ...
2.1.1. Desarrollo de Cadenas Motrices . . . . . . . . . . . . ...
2.1.2. Desarrollo de Cadena Central . . . . .. .. .. ... ...

Solucién Algebréaica

3.1.

Despeje de dngulos en las cadenas motrices . . . . . . . . ... ..
3.1.1. Despejedefls; . . . . . ..o

despejeteta3i.jpg (0)

3.2.

3.1.3. Despejede s . . ... ... ..o
3.1.4. Despejedetg; . . . . . . oo
3.1.5. Despeje de 687; y 697; ......................
3.1.6. Despejede 3, . . . . . . .o
Despeje de dngulos en Cadena Central . . . . ... ... .. ...
3.2.1. Despejede Oy, . . . . . . ..o oo

3.2.2. Despejede Oyp . . . . . .
3.2.3. Despejedebsp . . . . ..o



INDICE GENERAL

II

3.2.4. Despeje de 0;p
3.2.5. Despeje de by, .

3.3. Solucién Cinemdtica .

4. Balanceo Estatico

4.1. Balanceo Estéatico Con Contrapesos . . . . . . . . ... ... ...

4.2. Balanceo Con Resortes
4.3. Solucién del Balanceo .

5. Andlisis Estatico

5.1. Analisis Estatico Empleando Torsores . . . . . . .. .. ... ...
5.2. Anadlisis Estdtico de la Plataforma . . . . . . .. ... ... ....
52.1. Cuerpo i . . . . . ..
5.2.2. Cuerpo2i . . . ...
523. Cuerpodi . . . . . ..
524. Cuerpolp . . . . . . e
5.25. Cuerpo2p . . . . . .. e
52.6. CuerpoPlato . ... ... ... ... ... ... ...

5.3. Comprobacion estdtica

6. Conclusiones

Apéndice A

52
o4

o4
59
60

66
67

73
73
7
78

80
82
84

87

89

91

94

97



INDICE DE CUADROS 2

Prefacio

A lo largo de la historia, la Mecénica ha ido evolucionando conforme logra
responderse asi misma las preguntas que se plantea y al interrogarse, genera
nuevas alternativas y/o cuestiones que a lo largo del tiempo han conformado
un proceso iterativo de ideas; con esto se ha logrado el avance y evolucién de
los sistemas mecédnicos pasando de sistemas que describen en un movimiento
en el plano a los mds sofisticados mecanismos tridimensionales como el que se

desarrolla en este trabajo.

Concretamente en el campo de la robética, ha habido un avance vertiginoso.
Desde la década de los 50’s donde aparecen los primeros robots seriales, con
diferentres configuraciones, hasta las plataformas paralelas; todos estos con un
numero de grados de libertad que hace que se complique méas o menos su estudio.
Se podria pensar que en fechas recientes se encuentra estancado el desarrollo de
estos mecanismos, ya sea por problemas con su propia configuracién, las singu-
laridades geométricas que pueden tener estos, las limitaciones en el movimiento
con las que se enfrenta el disenador; esto ademas de que no ha sido posible su
comercializacién de la forma como si lo han logrado los robots seriales.

A pesar de estos problemas a los que se enfrentan estos sistemas mecanicos,
son las ventajas de estos mismos, las que han hecho que persista su estudio y con
esto ir salvando de manera lenta pero sistemadtica, una a una las dificultades a
las que se enfrentan las personas dedicadas al analisis y diseno de estos sistemas
mecanicos; optdandose en regresar a configuraciones més sencillas pero sin deteri-
orar el funcionamiento de las plataformas. Esto es benéfico ya que por un lado se
simplifca la solucién de las ecuaciones mecdnicas al poder ser méds simples, por
otro lado la calibracién y control de estos sistemas también se ven beneficiados.

Lo que se pretende con este trabajo es el ir avanzando poco a poco en el
entendimiento de estos mecanismos dentro de la UNAM. Es de esperar que con-
forme se vayan logrando resolver las dificultades, mediante el estudio, el andlisis
y la investigacion, seremos capaces de mantenernos al nivel tecnolégico de los
centros de desarrrollo avanzados, sin sufrir un resago de esta fndole en nuestra
institucién. Es deseable que se logren involucrar diversas dreas de la misma insti-
tucién y en conjunto ir respondiendo a las interrogantes y problemas de manera

que se puedan tener una retroalimentacién de todos los participantes al conocer
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los problemas especificos y generales que conlleva el desarrollo de las plataformas
paralelas. En la UNAM existe el talento sélo hace falta encauzarlo de manera

adecuada para el beneficio de todos, pero sobre todo de nuestra institucion.

Es preciso que se persista en el andlisis de este tipo de mecanismos y que se
vayan encontrando mds tipos de aplicaciones a las que actualmente existen para
poder estar en los grupos tecnolégicos de vanguardia y a la postre obtener ben-

eficios al poder explotar economica y comercialmente estos sistemas mecanicos.



Capitulo 1

Generalidades

1.1. Introducciéon

Una plataforma se define como aquel mecanismo de lazo cerrado donde su
organo terminal estd conectado a la base por varias e independientes cadenas
cinemdticas. La primera plataforma fue la de Gough, que fue un mecanismo de 6
grados de libertad que sirvié para probar llantas en la Dunlop. De ahi en adelante
se han desarrollado muchas configuraciones y arreglos. Desde plataformas esféri-
cas de 3 grados de libertad, plataformas paralelas seriales e inclusive mecanismos
paralelos compuestos de cables. Las personas que més se han dedicado a esto

han sido Jorge Angeles, Jean Pierre Merlett, Clement Gosselin

A lo largo del tiempo este tipo de plataformas han captado més atencién por
sus multiples usos. Se les pueden hallar en diferentes aplicaciones tecnolégicas,
siendo la de mayor interés la de mdaquinas de alta precision en particular las
maquinas herramienta.

Para nuestro caso de estudio partiremos de una plataforma de 5 grados de
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libertad con cinco actuadores rotacionales.

Fig 1.- Ilustracion del mecanismo de plataforma paralela para 5 GDL

Tiene 6 cadenas cinemdticas que incluyen 5 cadenas actuadas con la misma
topologfa y una pasiva la cual conectard la base con la plataforma mévil. Las
cinco cadenas cinemadticas cuentan con una junta rotacional actuada, un eslabén
movil, una junta de Hooke (universal), un segundo eslabén mévil y una junta
esférica compuesta, esto es, estd hecha con base en una junta de hooke y una

junta rotacional a 90° colocada en una extensién al plato mévil.
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Fig 2.- Junta Universal
La sexta cadena que conecta a la base con la plataforma es una cadena pasiva
restrictiva y tiene una arquitectura diferente a las 5 cadenas actuadas; ésta tiene
una junta rotacional que conecta a la base con el primer eslabén mévil, una
junta de Hooke que conecta al otro eslabén y otra junta de Hooke que conecta al

segundo eslabén con la plataforma movil. Esta iltima cadena es necesaria para
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restringir el movimiento de la plataforma a sélo 5 grados de libertad.

> o [ ] [ °f)

&b 1 1 op)

Fig 4.- Cadena de restriccion

La base inferior tiene una disposicion axisimétrica donde las 2 patas superi-
ores tienen un espaciamiento de 60 grados las 3 inferiores lo tienen de 45 grados
entre ellas y respcto al eje horizontal. Cuatro de ellas tienen la misma longitud

a excepcion de la cuarta que es mds corta que las otras 5.
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ILUSTRACIONZ [DWG] WORK

Fig 5.- Base inferior

La base superior tiene la misma disposicién pero las magnitudes de las patas

es completamente distinta

o]

Fig 6.- Plataforma movil

1.2. Justificacién
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En la UNAM es relativamente reciente el estudio de estos sistemas de mul-
ticuerpos. Lo que pretende este trabajo es dar un paso mds en el entendimiento
del comportamiento mecdnico de estos mecanismos. Primero se hace el estudio
cinemadtico de la posicién y se define una trayectoria arbitraria a través de la cual
se mueve el 6rgano terminal o plataforma mévil, con esto se pretende comprobar
el andlisis planteado de manera matricial y verificar que los resultados obtenidos
sean los esperados. Posteriormente se presenta el desarrollo del balanceo estético
utilizando contrapesos y resortes, esto con el fin de comprobar el que se haya lo-
grado el balanceo se presenta a continuacién el anélisis estatico de la plataforma
y es a través de este como se logra constatar que el balanceo de la plataforma

due efectivamente logrado para cualesquier punto de la trayectoria definida.

Finalmente se muestra los resultados obtenidos asi como los andlisis hechos
en el desarrollo del trabajo matematico, agregandose un apéndice donde se ponen
los dibujos de la plataforma asi como algunos breves andlisis matemaéticos que
ayudaron a resolver la tésis.

Mas atn, se debe lograr involucrar a las areas de la UNAM que se requieran
para poder armar un grupo tecnolégico como lo hacen en otras universidades
a nivel internacional y en donde, mediante un equipo multidiciplinario, se lo-
gran desarrollar importantes proyectos que muchas de las veces conducen a la

elaboracién de prototipos con los que se verifican las hipétesis planteadas.

1.3. Definiciones

1.3.1. Rotaciones

Una rotacién es una tranformacion lineal y homogénea que sirve para ubicar,

dentro de un marco de referencia, algin objeto ubicado en el espacio.

1.3.2. Transformaciones

Una transformacién T de un espacio U™ a uno V" es una regla de correspon-
dencia entre un elemento de U con un tnico elemento de V !, esto se representa
como

T:U™ —=V"

1 Angeles, Jorge. Spatial Kinematics Chains, Springer Verlag 1982
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Siue U™ yv e V", entonces la regla de correspondencia se establece como:

v = Tu

Se cumple que
i) T(u, +uz) = T(u,) + T(u,)
ii) T(au) = aT(u)

De lo anterior se establece que v es la imagen de u bajo T,esta transformacién
lineal deberda de ser uno a uno y sobreyectiva para que pueda ser invertible.

Cuando esto ocurre V v corresponde un tinico u,/”

u=T"(v)

siendo T~ la transformacién inversa de T

1.3.3. Cambio de Base

Existe la necesidad de poder representar un objeto dentro de un marco de
referencia, este puede ser medido en una cualesquier base definida previamente.
En ocasiones, por motivos del andlisis mismo, es conveniente cambiar de marco
de referencia con el fin de tomar en cuenta propiedades del objeto que afectan o

se relacionan con otro medido en una base distinta.

— .. . ‘
Dado un vector v° su representacién de manera extendida serd:

vV = (vlu V2, V3, ...y Un)T

referida a una base

B — [,31, ,627 /63“-'7 Bn]

la cual es definida como un conjunto de vectores que producen v como una

combinacién lineal de vectores de la base B. Por tanto

vV = 711/31 + U262 + ...+ Un/Bn
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Aqui ambas lados de la igualdad son diferentes entidades a pesar de repre-
sentar al mismo vector. Ahora si definimos al vector v definido en la base Lg.
Sea tambien una base C definida como

C = [v1,72: Y30 Yl
ahora sea Ap (definida en B) la matriz que relacionars a las 2 bases

a1 Q12 . . OQap
Qo1 Qg . | Qip
Ag =
| ap1 G2 . . Opp |

Y1 = o+l + ..+ o,
Yo = 0421,81 -+ 0422,82 T Oégn,Bn

Y1 = O‘nlﬂl + an2,62 + .+ annﬁn

Debido a esto se nombra v; a la iésima componente de v, que es un vector
formado con la base C, est oimplica que

Vo = U177 + V2o R UnYn

lo cual nos lleva a

’ wd
Vo = E Uj E Oéz‘jﬁj
j i
la cual expresado de manera tensorial nos indica

v = QU

osea

vp = Apve
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y de manera equivalente

Vo = AEIVB

Si definimos a w como una imagen de v bajo L, se tiene que para las bases
By C [fig 7]

wp = Lp(vp)

we = Le(ve)

Base C

Base B

Fig 7.- Bases para el vector v

Despejando de la ecuacion anterior al vector wg se obtiene:

Wp = ABLcABIVB

obteniéndose la expresién para la transformacién de bases
_ —1
Ly =ApLcAj

1.3.4. Definicién de Cuerpo Rigido

El cuerpo rigido es una abstraccién matematica que se auxilia de la descrip-

cién de medio continuo. Esto es un volimen ubicado en un marco de referencia
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donde todos los puntos y su frontera tienen las mismas caracteristicas fisicas y
en donde el material que lo compone se distribuye de manera continua dentro del
mismo y llena todo el espacio que ocupa en el espacio. Para fines de cinemética
de los cuerpos rigidos estos son homogéneos e isétropos.

Ademss al someterse a un movimiento cumple con preservar la distancia entre
cualesquier par de puntos; analégicamente se puede ver como la preservacién del

dangulo entre cualesquier par de puntos dentro del cuerpo rigido.

1.3.5. Matrices de Rotacion

Sea e el eje unitario de cualesquier eje de rotacién en el espacio alrededor

de un punto, sea # el angulo correspondiente de la rotacién.

|

p*

Fig 8.- Rotacion de un punto respecto a un eje en el espacio

se cumple que

—_—s =

r/ = O0Q + QP
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— —
0o = r—QP
—_— —
rr = r— QP+ QP!
defininimos el segmento

—

QP =e®r

—

—
QP =—-e®QP"'=—-e®(e®r)

Ademas

C_Q—P_; = Cﬁ)cos (0) + Wsen (0)
Q—P; = —cos(@)]e®(e®r)]+sen(f)(exr)

Substituyendo en la ecuacién vectorial de r’

rr=r+e®(e®r)—cos(f)je®(e®r)]+sen(d)(exr)
Si

eR(e®r)=(e-rje—(e-e)r

ya que
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Representando matricialmente esta identidad nos queda:

(e-r)e—(e-e)r

e®(e®r)
e® (v)

e® (v)

Eikl €LV

EiklCEEIkMEETm
Eikl€lkmCLEETm
5gﬁnekekrm

(5251‘; - 5fn(5§) €Lk m
(52(5’% — 5;1) €LeLTm
525ﬁlekekrm — 6jnrmekek
5’; };ekekrm - (5ﬁ,lrmekek
eiéfnrmek — TieLek
€iTLEE — TiCLEE

(e-r)e—(e-e)r

= (e''r)e—(e"-e)r
= el[rre—e-r

= (eT[r-e—e-r])T

por lo que la expresién vectorial queda:

r/=r+ (1—cos(f)) (

ee’ —1) -r+sen(f)(1®e) r
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finalmente

r/ = [(1—cos(f)ee” —cos(f)1+sen(f)1®e| r
rr = Q-r
Q = [(1—cos(f))ee” —cos(0)1+ sen(0)1®e]

La matriz de rotacién de un dngulo de magnitud 6 definida para un eje e

cualesquier en el espacio es 2:

Q=-ce’ + (1 —ee’)cos () +sen(f)1®e

Cuando el eje de rotacion se convierte en los ejes unitarios i, j, k se tienen

respectivamente las matrices de rotacién candnicas:

1 0 0
Qx=| 0 cos(0) —sen(0)
0 sen(f) cos(0)

cos(0) 0 —sen(0)0
Qy= 0 1 0
sen(6) 0  cos(0)

cos () —sen(0) 0
Qz=| sen(0) cos(f) 0O
0 0 1

1.3.6. Matrices Homogéneas

La notacién utilizada a lo largo de este trabajo es la de matrices homogéneas,
debido a que tiene ventajas como ser compactas y poder representar de una
manera ficil y legible las caracteristicas del movimiento.

Los vectores homogéneos se expresan como

u, = [Ia Y, Z]T

2 Angeles, Jorge. Op-Cit
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Las transformaciones de estos como

r,= Tabrb
donde
Sab Ugp
T (), =

La inversa de esta transformacion es:

T
Sab - Sabuab

T;bl =Ty = 0 1

Hay que tomar en cuenta que las matrices T, Tgbl no son ortonormales como
S, S, que si lo son.
La forma en como se compone el movimiento a través de distintas bases

mediante la concatenacién de las matrices de transformacién. Se sigue que:

ri; = Tpr
ro = Tors
rn1 = Tnflrn

r = T12T23....Tn_1rn

r = Tlnrn

Tln = T12T23--‘-Tn71,n

La matriz describe el movimiento de un punto en el espacio desde el sistema

n hasta el inercial 1. Si fuera necesario proceder de manera contraria se tendria

que: 3

To = (T12Toge Toory) L =T T T

n—1mn-*

3Stekjal, V & Valasek, M.. Kinematics and Dynamics of MAchinery, John Wiley & Sons,
1996
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1.3.7. Transformaciones Principales

Dentro del estudio del movimiento existen 6 transformaciones las cuales se
describen a continuacién

Desplazamiento en x

1 00 =«
0100
Tat) =109 19
0001
Desplazamiento en y
(100 0]
010wy
T20= 10 9 1 0
0001
Desplazamiento en z
1 000
0100
Ta@ =100 1 .
0001
Rotacién alrededor de x
1 0 0 0
Tou(e) = 0 cos¢p, —sing, 0
e 0 sinp, cosp, O
0 0 0 1
Rotacién alrededor de y
[ cos ¢, 0 sing, 0 |
Tos(p) = 0 1 0 0
B\ Py —sing, 0 cosg, O
0 0 0 1
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Rotacién alrededor de z

TZG((pz) =

cos @,

sin @,

—singp,

cos ¢,

o = O O

o O O




Capitulo 2
Analisis Cinematico

2.1. Analisis de Posiciéon

2.1.1. Desarrollo de Cadenas Motrices

Para el desarrollo del andlisis de posicién se tomardn ciertas convenciones
para facilitar el entendimiento del mismo.

Para un sistema de coordenadas x, y, k los dngulos de rotacién variables
serdn 0, para dngulos de rotacién constantes §, y para angulos de Euler «, 3,y

respectivamente.

Teniendo en cuenta esta convencién se inicia con el sistema de referencia
inercial xo, yo, Zo €l cual se encuentra al centro de la plataforma [Fig. 9]. El
sistema local se desplaza a la primera junta rotacional de la cadena cinemética
rotando primero sobre zy un dngulo § por medio de la matriz: T,¢(d1;)

generando un sistema (z1;, Y14, 217), después la siguiente transformacién sera
un desplazamiento dg; sobre x3; de la forma T,;(dy;), la cual se multiplica con la

anterior para darnos :

T.6(61:)T ,;(d2)

20
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Fig 9.- Base Inferior

Obteniéndose el sistema (x9;, Yo;, 22;) , Se rota éste nuevo sistema local alinedn-
dolo con el primer brazo motriz un dngulo #3; y se genera el sistema local
(x3i, Ysi, 23;) mediante la transformacion T ,5(f3;) . Desplazando este sistema una
distancia (longitud del brazo) dy; por medio de la transformacién T,3(dy;), se
forma el sistema (x4;, y4i, 24;) , con lo cual estas dos tltimas transformaciones se

integran a la ecuacién de lazo como:

T.6(01:) T, (d2i) T 5(05:) T 5(dsi)

Este sistema local se encuentra en el nodo de la cruceta de la primer junta
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universal paralelo al sistema anterior.

ol

Fig 10.- Transformaciones 3 y 4

La primera rotacion de la junta se hard sobre z4 por medio deT ,¢(05;) obtenién-

dose el sistema (x5, ysi, 25:) [Figll].
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Fig 11.- Transformacion el sistema 4 al 5

En esta parte del movimiento el sistema cinco queda completamente acoplado

a la cruceta de la junta universal.

Fig 12.- Transformacion del sistema 4 al 5

La segunda rotacién se hace sobre ys;, por medio de la transformacion
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T.5(06;) para obtener el sistema local (zg;, ysi, 26:), que seria la salida de la
junta de Hooke.. Estas 2 tltimas transformaciones se integran a la ecuacién de

lazo la cual queda como

T.6(616)T .1 (d2i) T ,5(03:) T ,5(di) T 5 (05:) T 5 (0si)

if

Fig 13.- Transformacion del sistema 5 al 6
La secuencia del movimiento se encuentra el sistema local (xg;, Yei, 26;) que
es la parte inicial del segundo brazo de la pierna motriz. Continuando con el
movimiento habra que desplazarse una longitud d;; sobre xg;, que es la magnitud
del eslabén superior, esto con el fin de llegar a la segunda junta de Hooke
por medio de T,;(—dr;) debido a que la orientacién del eje xg; quedd positiva
apuntando hacia abajo [Fig 13 y 14], con este desplazamiento se llega al sistema

de referencia (z7;, yr:, 27;) €l cual es paralelo al anterior pero ubicado en la junta
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de Hooke.

Fig 14.- Desplmto. al sist. 7
Ya aqui nuevamente se desarrollan las rotaciones de la junta de Hooke como
en el caso anterior, primero girando en y y por medio un dngulo fg; alrededor

del eje y7; utilizando la transformacion T ,5(0g;).

Fig 15.- Transformacion del sist. 7 al 8

Este movimiento genera a (zg;, ysi, zsi), para posteriormenete girar en z a

través de la transformacion T,g(fg;) que alcanza al sistema (zo;, yo;, z9;). Estas
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iltimas 3 transformaciones se acumulan en nuestro lazo matricial de la siguiente

maneras:

T.6(01:) T, (d2i) T 5(03:) T ,5(dai) T (05:) T 5 (06i) T 1 (—7i) T 5 (08:) T 6 (0o:)

Fig 16.- Transformacion del sistema 8 al 9

Con esta primera parte de las transformaciones se llega a la cruceta de la segunda

junta de Hooke, el cual es el punto donde se cerrara la ecuacién de lazo matricial

[fig 17]. Para formar éste de una manera mds compacta, ésta primer parte del

lazo matricial se puede representar como:

Tozi = T.6(01:) Tos(0y)
Toy = T.s(03) Tos(da)
Tuei = T.6(05i) Tos5(06i)
Teoi = Tl

Por lo que ésta primera parte del lazo cinemético queda andlogamente rep-

resentado por
To2T24T46T69
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of)

Toal €5 )

Fig 17.- Transformaciones a traves de la cadena motriz

Con la primera parte del lazo matricial ensamblada, se planteara el llegar al
mismo punto pero partiendo por el otro lado, directamente de la plataforma fija
a la movil directamente. Se toman en cuenta los tres desplazamientos en cada

uno de los ejes del sistema de referencia inercial [Fig 18], los cuales tienen una

I u
representacion matricial T, , = [ 01| siendo I la matriz identidad de 3 x 3
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vy u=(z,9,2)"

<f)

Fig 18.- Transformaciones del sistema 0 al P

Ubicados en el centro de la plataforma movil se necesitan las transforma-
ciones de Hooke [Fig 19] caracteritcas de esta plataforma de 5 grados de libertad
definidas comoT ppore = T,4(0:)T25(0y)

Fig 19.- Transformaciones de Hooke para la plataforma movil
Estas 2 transformaciones daran la ubicacién y la orientacién de la plataforma
moévil, realizan un desplazamiento respecto a los ejes inerciales (zo.yo,20), ya
colocados en la base local de la plataforma mdévil se producen los giros que
tendrfa ésta respecto a los ejes locales zp y yp.Estas se integraran a la segunda

parte del lazo matricial como
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TxyxTHooke

Ya en la parte superior de la plataforma hay que rotar un dngulo d,; con
T.6(d,:), que indicard la orientacién de cada brazo de la plataforma superior
respecto a su origen; posteriormente se avanzara una distancia dyy; que es es-

pecifica de cada brazo de ésta [Fig 20] con la matriz T, (d11;)

s

= ZioivZe
Z 1 > » O ‘

pi

‘N* X 5.2 YX

X 4b'\\-‘-"‘..j;?o"—’--—-_‘|'
|

Fig 20.- Desplazamiento del sistema 10 al 11

A continuacién se hace una rotacion de 90° en el eje yi1;, [Fig2l] con la

transformacién T.5(7), esto se acopla con la ecuacién matricial de la forma

3

Ta:yxTHooke Tz6 ((spz ) Tzl (dlli ) TZ5 ( )

Do |
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e

Fig 21.- Desplazamiento del sistema 11 al 12

Ya acomodado el sistema local (19, Y12:, 212;) ( T12; apunta hacia abajo) se
introduce el giro de la junta rotacional ubicada en este sistema de referencia con
el angulo 013, por medio de T ,6(613;), obteniéndose el sitema local (x13;, y13i, 213:)
para después desplazar este sistema una distancia dy4; [Fig22] empleando a la
matriz T ,5(d14;); todas estas transformaciones se integran en la ecuacién de lazo

quedando

3

T:vy:rTHookeTzﬁ (6pi)T21 (dlli)Tz5 (5)T26(913i)T25 (d14i)



2. Andlisis Cinematico

31

Fig 22.- Desplazamiento del sistema 13 al 14

El sistema (214i, Y14, 214;) Serd paralelo al sistema local que le antecede y

al (xg;, Yoi, 29;) que se obtuvo en el andlisis de las primeras juntas cinemdticas,

acomodando estas transformaciones de manera similar a la primera parte de la

ecuacién del lazo matricial tenemos que

sz:r

THooke
Tpl 17

T1114i

Ya cerrado el lazo y con las transformaciones planteadas para la ubicacién

de la junta de Hooke en el segundo eslabén de la plataforma movil [Fig 23] se

muestra el lazo matricial que se utilizard para resolver las variables cinemaéticas

T02i T24i T46iT69i = Txy:r THookeTplliT1114i (2 1)
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Tl 9,5 I

Tol ¥ ]
Tel©)

i
I ol

Fig 23.- Tranfmcnes. de la plataforma movil respecto al sistema inercial

2.1.2. Desarrollo de Cadena Central

La cadena central se muestra en la figura siguiente [Fig 24]. El procedimiento

para encontrar los dngulos es el mismo que el utilizado anteriormente para la
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cadena motriz.

Fig 24.- Cadena Central
Se inicia con el sistema de referencia inercial (xg,yo,20) este se encuentra al
centro de la plataforma. Para desplazarnos a la primera junta rotacional de la

cadena cinemética se debe rotar primero sobre z, [Fig 25] un angulo d;p por

medio de la matriz T,5(d1,)
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7
lpﬂ]

YO
zo,z‘ép 4

[ 1T X,

Fig 25.- Rotacion sobre el sistema inercial Op

Después hay que rotar este nuevo sistema local alinedndolo con el primer
brazo central un dngulo -6, a través de T,4(—05,), ya ubicado en esta posicién,
el sistema (2, Y2, 22) se desplazard el sistema local una distancia ds, por medio
de la transformacién sobre el eje zop T,3(ds,) como se muestra a continuacién
[Fig 26] , estas transformaciones se multiplican consecutivamente para hasta este

punto de la forma siguiente:

TZ6(51P)T24(_92P)TZ3 (d?’p)
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X

P

A
R

Fig 26.- Transformacion del sistema 1p a 2p

Ip 9

Con esta transformacién se ha llegado a la primera junta de Hooke se realizan
sus respectivas rotaciones T,4(—04) YT .6(—05,) que se muestran en las figuras
27 v 28



2. Andlisis Cinematico 36

Fig 28.- Transformacion de 4P a 5P

Fig 27.- Transformacion de 3P a 4P

Tomando en cuenta éstas dos tltimas transformaciones, la ecuacién de lazo
matricial para el movimiento de la cadena central de rerstriccién quedaria hasta

este punto como:

T.6(01,) T, (—02)T 5(d3p) T, (—04p) T (—05p)

Con el sistema local (x5, Ysp, 25p) se realiza un desplazamiento -dg, utilizando

la transformacién T,o(—de,) [Fig 29], la magnitud queda expresada con signo

negativo debido a que el eje y5, apunta hacia la parte inferior del segundo eslabén

y al recorrer el eslabén en sentido contrario provoca que se agregue el signo menos
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en la transformacion.

Fig 29.- Desplazamiento de 5P al 6P

El nuevo sistema (g, Ysp, 26p) S€ encuentra ubicado en la tltima junta de
Hooke, por lo tanto las siguientes transformaciones se hardn en la cruceta de la

junta a través de T,6(67,) la cual es una rotacién es sobre el eje zgp [Fig 30]
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Figura 30.- Rotacion de sistema 6p al 7P
Posteriormente corresponde la rotacién hacerse x7p [Fig 31] con la matriz
T.4(0s,), con estas 2 dtlimas transformaciones se alcanza el sistema (¢, Yop, 26p)-
Estas transformaciones posmultiplicardn a la ecuacién matricial que describe el
movimiento de esta cadena central de restriccién, lo que se muestra a contin-

uacion

Tz6(51p)Tz4(_92p>Tz3 (d3p)Tz4(_94p)Tz6 (_95p)T22(_d6p)T26 (97p>Tz4(98p>
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Fig 31.- Transformacion del sistema 7P al 8P

Para llegar al centro de la plataforma movil a través de la cadena cinemética
central se tienen que hacer las dltimas 2 transformaciones, una sobre s, recor-
riendo la distancia dg, [Fig 32], la cual es la distancia entre ésta dltima junta
de Hooke y el centro de la plataforma, esto a través de T.o(—dy,). Posterior a
este movimiento se hace un giro de 90° sobre el eje xg, utilizando la matriz de
rotacién T.4(%), lo cual provoca que el sistema (210, Y10p, 210p) quede alineado
con el sistema (x,,yp, 2,) local de la plataforma, encontréndose que la ecuacién

que describe el movimiento de la cadena central quede hasta este momento como:

Tz6(51p)Tz4(—92p>T23 (d3p)Tz4(—94p>Tzﬁ (_05P)Tz2(_d6p)T26 (97p)Tz4(98p)T22(_d9p)Tz4(

b | 3
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Fig 32.- Movimientos finales para cadena de restriccion

Para obtener una expresién més compacta bastard con ordenar las transfor-

maciones de la siguiente manera

Top = Tu(01,) T

Tosp = T.3(dsp) Toa(—04p)
Tiwp = T.6(—05) Toa(—dsp)
Tesp

T810P -

Con estas expresiones se tiene la descripcién geométrica del movimiento de
la cadena central a través de los pares cineméticos que la conforman. El ltimo
paso serd relacionar estas transformaciones con las que se desempenan para llegar
directamente del sistema inercial al centro de la plataforma movil las cuales
son Tgyp = T.1(2)T2(y)T.3(2) ademds de Troore = T24(0)T (1)) con lo que
finalmente la ecuacién de lazo matricial que describird al movimiento de la cadena

de restriccion quedard como:

ToorT2upT16rTespTs10P = Toya T Hooke (2.2)



Capitulo 3

Solucién Algebraica

3.1. Despeje de angulos en las cadenas motrices

Aqui se despejardan cada uno de los dngulos variables de la plataforma medi-
ante la aplicacién de los lazos vectoriales asi como matriciales, y por medio de
una manipulacién algebrdica de matrices y despejes de variables, se pondréan los
angulos variables de la plataforma en funcién del resto de los términos. Para este

despeje de variables es necesario definir la siguiente matriz:

Dll -D12 D13
Tdatos - D21 D22 D23
D31 D32 D33

la cual serd utilizada para substituir las siguientes matrices

Tdatos = TmszHooke Tpll

3.1.1. Despeje de 63,

A través de vectores se plantea la ecuacién de magnitud vectorial, donde se
involucra la distancia d7, que es la magnitud del 2° eslabén de la pierna, ademés,
se logran eliminar los dngulos de la segunda junta de hooke al cerrar nuestro lazo
vectorial en ese punto [Figura 33]; esto se plantea de la forma siguiente:

Formamos dos vectores que parten del sistema de referencia y que apunten a

las dos juntas de Hooke del segundo eslabén movil, por un lado el primer vector

41
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apunta al sistema local (4;, y4:, 24:), que se encuentra en la primera junta, este

se compone de la siguiente forma

Rosi = T26(61:) T, (d2i) T 5 (03:) rasi

El vector que apunta a la segunda de hooke se compone de las transforma-
ciones
Ro14i = Taatos T25(90°)T 4 (013:) Ta14i

La diferencia de ambos nos dara el vector que recorre a todo el segundo
eslabon [Fig 33] el cual servird para poder obtener la magnitud del mismo y
poder generar la ecuacién necesaria para despejar el dngulo f3; de la siguiente

manera

Ry = Roisi — Ros
R414i'R414i = (d7i>2

3.1.2.

T 1dabag!

T, 901
Tzl ©131 )

Lz4)

'—Idlﬂil

Tizeal 8,1
Tianl dz2, ]
Tl O ]
rid,,)

Fig 33.- Despeje 031’, 952', 9&'
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con ambas ecuaciones se obtendrd una expresién algebrdica de la siguiente

forma:

C3; + C1; COS 932‘ + CQisenH&- = 01

Esta ecuacién aplicando el método explicado en el apéndice A conduce a una

expresion para el dngulo f3; cuyos coeficientes son:

c1; = 2dy4; D33 daj — 2D34; du;

¢y = Diy diy; —2Di3; dia; Digi + D3y + diy; D3s; — 2d1a; Dogi Doy
+D3y; + dy; + diy; Dssi D3y + D3y + dy; — d;
+2 (D13i diai — Diai) dai cos (615) + c1i cos (63;) +
2d14; Dagi Dy dyi sen (615) + 2 Doy do; sen (615) + c2i sen (03;)

¢s; = Diy diy —2D1si dig Digi + D3y — diy; Dosi —
2dy4; Dasi Dasi + D3y + dy; + diy; D3y — 2d1a; Dsgi D
+D32,; 4+ d3, — d2; + 2(Ds4; digi — Diai) do; cos (61;)
+2dy14; Da3i dy; sen (01;) — 2Day; do; sen (61;)

Estos forman la siguiente expresion del dngulo 0;

_ Co; _ —Cs;
0z, = tan 1(—>:|:cos —= 3.1
’ C1i N (3:1)

3.1.3. Despeje de 05

Para este caso, lo que se hace es es formar una ecuacién de lazo vectorial que
termine en la segunda junta de Hooke por un lado y por otro. La expresién que

utiliza es la siguiente

T.6(01:) T, (dai) T 5(03:) T 5(dai) T 6(05:) T 5 (06i )T 47,

ITa forma de resolver este tipo de ecuaciones se presenta en el Apndice A
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En donde rg7;; = (—d7;,0,0,1) es la distancia que va de la primera a la
segunda junta de Hooke. Por el otro lado también se establece la expresién que

deberd de llegar al mismo punto [Fig 33] mediante:

™

TDatost5(§)Tz4<913i) ®Ti14;

En este caso rg14; = (dy4;, 0,0, 1) representa la distancia del cople superior hacia
la segunda junta de Hooke [Fig 33], al estar ambas expresiones representando al
mismo punto pueden ser igualadas para realizar los despejes necesarios, esto con
el fin de tener posibilidad de despejar el dngulo 05;, expresandose de la siguiente

manera:

T.6(05:)T,5(06:)r7; = Toa(dai)T,5(—03) T, (—dai) T 5(—01:)
7T
TDatost5<§)Tz4<‘913i) * Tq144

Esta tltima ecuacién tiene una representacién vectorial homogénea con 3
componentes vectoriales y una cuarta que es la homogénea y que serd igual a
1. Igualando componente por componente, se hardn los despejes necesatios para
llegar a expresiones que estén en términos de 0s;, y para despejar este angulo

finalmente se utiliza una funcién trigonométrica.

Tqi = c0s(03;) [doi + (Disi diai — Dia;) cos(01;) + dia; Dagi sen (61;)
—Do4; sen (511))] + <d14i Ds3; — D34i) Sen (931‘)

Yai = [—(Daszi diai + Dagi) cos ([01;]) + (diai D1s; — Dhai) sen (61;)

Os; = arcTan <@> (3.2)
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3.1.4. Despeje de 6,

De la misma ecuacién vectorial que apunta hacia la segunda junta de hooke
[Fig 33], se realizan los despejes necesarios, para poder tener acceso al dngulo

O, esto se hace de la forma siguiente:

T.6(05:)T.5(06i)rgr; = Tes(dai)T,5(—05:) T, (—doi) T 6(—01:)-
™
‘T patos Tz5(5) T 4 (0130)T g4

establecida esta ecuacién lo que queda de la manipulacién algebrdica de la

expresién es lo siguiente:

Zai = —dg + [—(Dssi diai — Dsa;) cos (0s;) — (do; + Disi diai cos (91;) —
D14i COS (511) + d14i D23isen (511))] Sen (932)

0s; = arcTan (M> (3.3)

T

3.1.5. Despeje de 0s; y Oy,

Para obtener este dngulo lo que se utiliza es un lazo matricial que apunte a
la base de la plataforma movil [Fig 34], el vector rg4; es un vector ascendente
y se cierra el lazo vectorial en la junta rotacional que existe en cada uno de los

brazos de la base superior por medio de:

T.6(01:)T 1 (d2i) T 5(05:) T ,5(dai) T 6(05:) T 5 (0si)-
T.1(—=d7i)T 5(0s:) T (00:)T 145

= TDatosn

o4 = (dl4i7 0, 0, 1)
(0, 0, 0, 1)
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Se reacomoda la expresién anterior quedando

Ty5(0g,) To6(00i)T 414
= T (dn)T 5(—06:)) T 6(—05) T 3(—da;) T 5(—03)
Tzl (_in)Tz(S (_61i)TDatosn

Aquf definimos a n = ( 0, 0, 0, 1 ) , €l cual serd un vector nulo pero con
la cualidad de que al ocuparlo, ayuda a obtener la posicién, desde el sistema
de referencia, del punto en andlisis. De esta forma al ocuparlo en la expresién
anterior estamos obteniendo la informacién de la posicién del punto que cerraria

el lazo vectorial homogéneo.

" a14i

[ ab)
Figura 34.- Despejes de 0g;, 0y;

Nuevamente se tiene una expresién con un vector homogéneo con 4 com-
ponentes de las cuales se utilizan las 3 primeras donde existe informacién del
movimiento. De esta expresion se toman de ambos lados las respectivas compo-

nentes para dejar despejados los dngulos 0g; y fg; lo cual se expresa de la siguiente
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forma:

Ty = dp — Dsg; cos (0s;) cos (0g;) sen (03;) + Dagicos (01;) cos (0g;) sen (0s;)
—D1y; cos (0s;) sen (81;) sen (05;) + da; sen (0g;) + do; sen (0s;) sen (0g;)
—D1y; cos (01;) sen(0s;) sen (0g;) — Dag; sen (d1;) sen (0s;) sen (0g;) +
cos (03;) [—cos (05;) cos(0¢;) [doi — Drai cos(d1;) — Dagi sen (61;)]
—D33; sen (0g;)

i = [—(D1gi cos(0s;) sen (d1;)) + (cos (0s;) (doi + Day; sen (01;))
+D34i sen (931) + d14i Dggi Sen (511)) Sen ((951)]
4+ cos (511) {D24i COS (051) — d14i COS (931)] Sen (951))

Zai = €08 (0g;) (—dy + Dsy; cos (03;) + (—da; + Dig; cos (0y;)
+Ds4; sen (015)) sen (63;) — cos (03;) cos (05;) (doi — Diai cos (61:)
—Day; sen (615)) — Day; cos (0s;) sen (03;)
+ (Dagi cos (01;) — Dia; sen (1)) sen (0s:) sen (6s:)

081‘ = tan_l < b ) (34)

— Ty

992‘ = tanfl (M> (35)

Ly

3.1.6. Despeje de 6;3;

En la obtencién de este dngulo se hard uso nuevamente de las ecuaciones de
lazo matricial, pero para este caso, se cerrardan en la primera junta de Hooke
[Figura 35], utilizando buevamente el vector neutro. Esto se muestra a contin-

uacion:

Ty Toyn = T:ryzTHookeTplliQiT1114ird7i
Y = (dn', 0, 0, 1)
T

Tis = Tz5(§)Tz4(813i)Tzl(dl4i)
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Haciendo los depejes correspondientes de la ecuaciéon anterior matricial an-
terior se obtiene:

1 1 —1
Tpl 1iTHookeT:cyz T2 Toun

= T1114Tz6(_99i)Tz5(_98i)<d?z‘; 0, 0, 1)

L )

Figura 35.- Despeje de 03,

Del vector homogéneo que surge en la ecuacién anterior se toman las compo-
nentes que tiene la informacién del movimiento y se utiliza una funcién trigonométri-
ca de tal forma que se llega a una expresion de 63; en términos de los otros
angulos previamente ya calculados.

T = dig—cos () sen(dy) [sen (8y) (do; + dai sen (0s;)) — ]
—z sen (0,;) sen(¢) +dy cos(03) sen (6,) sen (1)
+cos (0pi) cos(0) [—x + cos(01;) (do; + da; sen ([0s;))]
+sen (0p;) (2 + dg; cos (03;)) cos (¢) +
[~y + sen (013) (dai + da; sen(0s;)] sen (1)
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Yei = €08 (0p) cos(y)[—y+ sen(d1;) (do + da; sen(6s;))]
+(—2 4+ dy; cos(03)) sen () +sin (6,;) cos(6) [z — cos(61:)
(do; + dy; sen (0s;))] — sen (0) [(z — dyg cos(03;)) cos ()
—(y — sen (013) (da;i + da; sen (03:))) sen ()]

O3, = tan™" (yci sen (0s;) + e cos (0s;) sen (091))

Tei sen (0g;) + Yo cos (0s;) sen (0g;)

3.2. Despeje de angulos en Cadena Central

3.2.1. Despeje de 0y,

Por medio de la utilizacién de vectores homogéneos se plantea la ecuacién
de magnitud vectorial al vector resultante de la diferencia entre 2 puntos; aqui
se involucra la distancia dgp [Figura 36], que es la magnitud del 2° eslabén de
la pierna, ademsds, se eliminan los dngulos de la segunda junta de hooke por la

forma en que se arma el lazo vectorial, por medio de la siguiente expresion:

E.ip = Toop Taorsp - Txvz Thooke Ts10Prnw Taiopep

T
Eclp Eclp = dGP
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rdfl | I ol
Fig 36.- Despeje de 0y, 03p
con ambas ecuaciones se obtendrd una expresion algebrdica de la siguiente

forma:

Cop = —2d3pz + 2dspdg,cos(0)cos(v) + 2ds,dg,sen(v)

csp = dip — dipH2dip + 27 + Y7 + 2% — 2dgpycos(v)
—2dgpzcos(8)cos(v) + 2dgyzsen(d)
—2dgpzsen() + 2dgyycos(0)sen(i))

csp + capcos(Bzy) + crpsen(bap)

_ C2 _ —C3p
fap = tan 1(—p>:|:cos H— 3.7
i C1p Veip +p B0
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3.2.2. Despeje de 04p

Se plante la siguiente ecuacién vectorial cerrando el lazo en la segunda junta
de Hooke [Figura 37]

T.a(=0sp)T 4(—0sp)ry; = Tu3(—dsp)T 4 (02p)T 4( — d1p):

1 me1
Ty T Hooke Tg1p Legp 1

(dofo [T I okl
Fig 37.- Despeje de O4p, 05p

igualando las componentes de esta ecuacion vectorial se obtiene lo siguiente:

yai = yeos(dir)cos(flar) — wcos(far)sen(dir) — zsen(fa)
+dgy[cos(02p)sen(01p)sen(0) + cos(0)cos(1)sen(f2p)
+cos(01p)cos(8)cos(O2p)sen(1))]

zgi = —dsp+ zcos(fap) + ycos(d1p)sen(0ap) — xsen(d1p)sen(Oap)
—dgy[cos(8)cos(02p)cos(y) — sen(d1p)sen(d)sen(f2p)
—cos(01p)cos(0)sen(fyp)sen(i))]
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—Zdi
Ydi

tCLTL(04p) =

3.2.3. Despeje de 05p

Del desarrollo anterior se toman los mismos elementos, pero ademas se agrega

la siguiente componente

yai = xcos(01p) + ysen(d1p) — doylcos(d1p)sen(h)

—cos(0)sen(01p)sen(y))
tan(9sp) — Zeico3(0ar)
5P Vai

3.2.4. Despeje de 0;p

El desarrollo para despejar estos dngulos es diferente al par de dngulos ante-
riores ya que ahora se cierra el lazo vectorial en el origen de la plataforma movil
[Fig 38]. Se plantea el lazo matricial de tal forma que se cierre en la base de la
plataforma movi, para posteriormente hacer el desarrollo a fin de llegar a una

expresién de donde se pueda despejar el dngulo. Esto se muestra a continucacién

T02pT24pT46pT68pT810Pn = TxyavTHooken

—1 —1 —1
T68pT810pn = T46pT24pT02pTxyxTHook:en



3. Solucién Algebréica 53

(dolo 1 1 obl
Fig 38.- Despeje de 07, y 0g,

De la expresiéon matricial anterior se utilizan las componentes de este vector

homogéneo las cuales se utilizardan para encontrar las expresiones siguientes:

Lei

Yei =

—dzpsen(Oay)sen(Bsy,) + z[cos(0ay)sen(Bsy)sen(bs,)

(
+cos(6p) sen(Bap) sen(0sp)] + ylcos(0s,)sen(d1p)

)
— cos(d1p)cos(0ap,)cos(04,)sen(0s,)

)]
0ap)cos(04y)sen(01,)sen(8s,)

sen(fsp)]

+cos(61p)sen(Bzp)sen(by,)sen(fs,

+x[cos(d1p)cos(05,) + cos(
)

—sen(d1p)sen(fa,)sen (O,

dep + dspcos(0sp)sen(Bsy) — z[cos(0ap)cos(0sp,)sen(fap)
+c0s(02p) cos(05,)sen(by,)] — x[cos(0ap)cos(84y)cos(0s,)sen(01,)
—cos(0sp)sen(01p)sen(Bs,)sen(ly,) — cos(d1p)sen(sy)]
+y[cos(01p)cos(0ap)cos(84y,)cos(05))

—c0s(01p)cos(0sp,)sen(0a,)sen(fay,) — sen(d1p)sen(sy)]

tan(fz,) = e

el
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3.2.5. Despeje de 0y,

La ecuacién para el dngulo 0g, se obtiene tomando como base el desarrollo

anterior [Figura 38| para el despeje de 67, solo que ahora se utiliza la componente

z del vector utilizado para despejar

Zei = —dspcos (0ap) + y[cos (01,) cos (0sy) sen (0ap) + cos [d1p] cos (02p) sen (04y)]
—xcos (0ap) sen (61p) sen (0ap) + cos (0a,) sen (01,,) sen (04p)

+2 [cos (02p) cos (0ap) — sen (0s,) sen (04p)]

et 9
tan (0s,) = Zel ) SZHK )

3.3. Solucién Cinematica

En esta parte del trabajo se plantean cémo es que se solucionan las ecuaciones
cinemadticas de la posicién tanto para las cadenas motrices asf como la cadena de
restriccién. Durante el desarrollo de la cinemética fué necesario primero resolver
las ecuaciones de la cadena central para acotar el cémo es que se iba a mover
la plataforma mdévil. Ademds a pesar de que la plataforma es de 5 GDL se
tuvo que considerar como incégnita al dngulo 6, el cual es la rotacién sobre el
eje x local de la plataforma movil, esto debido a que la asignacién de ¢ como
un valor arbitrario, producird posiciones en la plataforma que no satisfacen las
ecuaciones cinemdticas de la cadena central, teniendo como consecuencias que
el andlisis estdtico, que es dependiente de la posicién, no pudiera demostrar el
andlisis de balanceo previamente hecho.

Para el movimiento de la plataforma mévil se asigna una trayectoria recta
entre su configuracién inicial y la final donde se toma al sistema local de la
plataforma [zp, yp, zp] como punto de referencia. Los valores respecto al sistema

inercial de referencia son:

P, = (SCPim', YPini, ZPini > = < 0, 0 ,O;5>

Prw = (opsins yppns 2epn ) = (02, 015, 03 )
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Existe una linea recta a través de la cual se mueve el punto central de la
plataforma movil (ubicado en el centro del plato superior) y la cual tiene la

siguiente descripcién paramétrica:

t
t) = Pini + —(Prin — Pin
p(t) + 100( f )

Para el incremento del dngulo se utiliza la siguiente ecuacién

Vi = 0°
Vpin = 20°
t
Anaulo — TR
nguto wlnzlm + 10077Z)Fm

En estas ecuaciones t tinicamente es un pardametro que aumentard gradual-
mente desde 0 a 60.
y en donde el dngulo 1) aumenté de 0 a 20° .

La trayectoria es una recta paramétrica definida de la siguiente manera

Para la cadena 1 se tienen

N % |
40 /
~ 30
g
E ———
5 z0 -
" 10 \‘
e
0 ma—— —
4 | .-.-"“*-
sk, | \ [ —

0 0.1 0.z 0.3 0.4 0.5 0.6
t (=)

Fig 39.- Angulos de cadena motriz 1

la cadena 2
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la cadena 3

la cadena 4

la cadena 5

g (Grados)
o) = o
o o o =}

[
o

20

&0

40

6 (Grados)

z0

I
-
T—
—_—
"--....______‘ ]
\

t (=)

Figura 40.- Angulos cadena motriz 2

Figura 41.- Angulos de la cadena motriz 3

8 (Grados)
ra s o @
[=] (=1 o (=]} =]

[
=1
[=1

#_——‘/
‘//
L
—\

T
. [ ——
a 0.1 0.z 0.3 0.4 0.5 0.

t (=)

Fig 42.- Angulos de la cadena 4
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20 __—__.&
Sl g— .
g 40 j
el
o — I
o 20
© e —
0 e
-20 #_‘
-ap L [ —— ]
0 0.1 0.z 0.3 0.4 0.5 0.6

t (=)
Fig 43.- Angulos de la cadena motriz 5

la cadena de restricciéon

——
40 P
o 20_\
E -
M
o ] —\
o e
] —--gﬁ
=40 L, L 1 |
u] 0.1 0.z 0.3 0.4 0.5 o.&
t (3}

Fig 44.- Angulos de la cadena de restriccion
Para finalizar, se muestra dos imagenes con la posicién final y la inicial de la

plataforma obtenidas en el Mathematica

iese——/

-0.3 -0.25 u] 0.253 r

k4

Fig 45.- Plataforma en posicion inicial
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/

=0.3 =0.253 ul 0.23
b4

Fig 46.- Plataforma en posicion final




Capitulo 4
Balanceo Estatico

Una plataforma balanceada tiene un mejor comportamiento dindmico al re-
ducir la potencia aplicada de los actuadores asi como reducir las vibraciones que
se pudiesen generar en el mecanismo al momento de estar en operacion. El obje-
tivo del balanceo es que los actuadores no tengan que contribuir en soportar el
peso de los cuerpos que forman la plataforma y que se utilicen tinicamente para
generar las condiciones de aceleracién necesarias para moverla.

El balanceo estdtico de la plataforma serd por medio de contrapesos y re-
sortes. El método plantea realizar el balanceo mediante el método coconcido
como compensacién de la gravedad. El método de balanceo con resortes plantea
el equilibrio de la energfa potencial tanto de los cuepos asi como de los resortes.
El balanceo se logra cuando se obtienen valores nulos de torques en los actuadores
para cualquier posicién del mecanismo. El desarrollo matemadtico consistird en
poder armar expresiones tanto del centro global de masa asf como el plantemiento
energético, en funcién de la posicion.

Las dos maneras de balancear mecanismos generan ventajas y desventajas,
debido a que, en el caso del balanceo por contrapesos, la solucién que se obtenga
podria de requerir de una masa muy grande o de un brazo de palanca que
inclusive pudiera ser desproporcionado.

Cuando el balanceo se hace por medio de resortes el peso de todo el mecan-
ismo puede ser compensado por medio del uso de la energia potencial de los
resortes, esto significa, menor masa agregada al manipulador. Sin embargo, los
mecanismos balanceados por medio de resortes, estardan balanceados tinicamente

para una sola direccién de la gravedad.

59
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4.1. Balanceo Estatico Con Contrapesos

Se parte de la premisa de que el centro de gravedad del sistema de multic-
uerpos estd formado por la suma de todos los centros de gravedad de cada uno
de los cuerpos moéviles de la plataforma. Todos estos centros de gravedad ten-
drén que ser medidos en la misma base (la inercial del mecanismo) para poder
hacer la suma de los mismos [Figura 47]. Aunque las coordenadas del centro de
gravedad para cada cuerpo serdn medidad en la base local correspondiente. Una
simplificacién en el andlisis es que los coples rotacionales, los cuales unen a la
base mévil con cada una de las cadenas motrices, se han considerado como parte
integrada a la base superior, por lo que tanto sus masas y sus inercias seran

contabilizadas dentro del total de la plataforma mévil. !

Se plantea la siguiente ecuacién para la suma de centros de gravedad

5
MRqg = my Ry +mipReip + mopReop + Z (m1;Rea1i + maiRaai) (4.1)
i=1

!Gosselin, Clemente & Wang J. Static balancing of spatial four-degree-of-freedom parallel
mechanisms, Mechanism and Machine Theory 35 (2000)
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obl

Figura 47.- Centros de gravedad de cadenas motriz y restriccion

M es la suma de todas las masas de los cuerpos méviles en el sistema de

=1

multicuerpos:

Cada uno de los vectores R apunta hacia los centros de gravedad de los
respectivos cuerpos méviles. Ry, apunta al centro de gravedad de la plataforma

moévil [Figura 48]
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Figura 48.- Centro de gravedad de plataforma movil

T
Ry = Top.TrookeTam roy = ( Tam Yam Zam 1 >

(xaar, Yo, 2au) son las coordenadas del centro de gravedad ubicadas en la base
local (x,, yp, 2p) de la plataforma mévil. Rei,, Raap son los vectores que apuntan
al centro de gravedad del cada uno de los eslabones que componen la cadena

cinemdtica central. Para el primer eslabén se tiene lo siguiente [Figura 49]

T
RGlp = TO2PrG1p TGlp = ( TGlp YGip <Gip 1 )
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Fig 49.- Vector del centro de masa Rg1p,Raop

Para el segundo su vector es
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Figura 50.- Centro de masa del 2do eslabon

[
Roop = Rys— (1 — P—C) (Rps — Rp1p)

lpy
T
Rp6 = T:cszHookerde Taop = ( 07 07 _d9p7 1)

T
Ry p = Toerap rd3P:<07 0, dsp, 1)

Los vectores que estdn dentro de la sumatoria son los que apuntan a cada
uno de los eslabones de las cadenas cinematicas motrices [Fig 51], los cuales son

por un lado:

T
Reaii= To2T 25 (03:) v rgii = ( T You ccu 1 )
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°p)

Fig 51.- Centros de masa de cadena motriz Rg1;,Rao;

El vector del centro de masa para el segundo cuerpo se plantea de la siguiente

forma [Figura 52]: 2

Lo que se hace es a través de las ecuaciones de lazo cinemadtico, obtener la
posicién del centro de gravedad del segundo eslabdn; es necesario el crear un
vector que apunte a la segunda junta de Hooke R,;, y cuya direccién vaya de
la segunda a la primera -(R,;—R,;;) (hacia abajo). Ahora, ya colocados ahf ese
vector va a quedar en términos de la distancia al centro de masa [;. y de la
magnitud del eslaboén [;,. Eso se logra si tomamos como magnitud de ese vector
(1 — ll’—z) Con esto llegamos finalmente a esta expresion:

Lic
Reoi= Ryi— <1 - —) (Rpi—Ryp1s)

liu

2Gosselin, Clemente & Wang J. Op-Cit
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Fig 52.- Centro de masa segundo eslabon

T
Ry = T.p:ThookeTp11iT 25 (013i) Taras Ti14i = ( disi, 0, 0, 1)
T

Rpii = ToeTz5 (03i) ra Ty = ( 0, 0, dy, 1)
4.2. Balanceo Con Resortes

Se considera el siguiente arreglo, los resortes estdan situados en la parte inferior
de todas las cadenas cinemadticas, en un extremo sujeta a la extensién de los
eslabones inferiores y en el otro con la base fija [Figura 53]. Para hacer el an4lisis
de balanceo se cuentan con los siguientes parametros:

s1; es el la distancia que existe entre el centro de rotacién del eslabén y el
punto donde se sujeta el resorte a la pata movil. Este valor es propuesto.

h; es la distancia desde el centro de rotacién del eslabén movil a la parte
de la base fija de la plataforma paralela, de donde se sujeta el otro extremo del

resorte. Este valor es propuesto.
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k; es la constante de rigidéz del resorte. Este valor es calculado en las ecua-
ciones de balanceo
e; es la deformacién que sufre el resorte y que se pone en funcion del angulo

del eslabén movil (6s;) . 3

Fig 53.- Configuracion de resortes para balanceo

El planteamiento de las ecuaciones para el balanceo por medio de resortes,

parte del equilibrio de la energia potencial y la eldstica

V=Vw+V,

Vw =r.9

4.3. Solucién del Balanceo

Para fines de simplificacién algebraica, los movimientos angulares de la platafor-

ma mévil se representaran con la siguiente matriz:

3Gosselin, Clemente & Wang J. Op-Cit
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di1 q12 13
g21 422 (23

431 g32 (33
0 0 0

Ya asumida esta simplificacién , la ecuaciéon de centros de masa se define

Trooke = Ta(¥)T,(0) =

_ o O O

COIMo:

MRe = mpR,, + muRegip + maReop + (minRei1 + maRea1) + (maaReaia + meaRaos)
+(misRa13 + masRaas) + (miaRa1a + masRaas) + (misRais + masReaos)

con esta ecuacién vectorial se arman las ecuaciones de balance, tomandose
la componente 3, se asignan los pardmetros siguientes a todas aquellas variables

que puedan verse afectadas por el tiempo y que pertenecen a esta 3° componente

tl — COS ((931) t5 = COS (933) tg = COS (035) t13 =z
t2 = Sen (931) t6 = sen (933) th = Sen (935) t14 = ({31
(032) (034) t11 = cos(Oap) tis = g3

t4 = sen (832) ts = sen (034) t12 = sen (Qgp) t16 = (33

t3 = COS 032 t7 = COS 834

Ya con estos pardmetros asignados a la componente 3 de la ecuacién de los
centros de masa, se factoriza esta para agrupar todas las constantes que afectan
a los términos que se cambian respecto del tiempo para tener una expresiéon méas
compacta. Los factores que afectan a los pardmetros listados en la tabla son los

siguientes:
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C = dymay — %+m21 + M1z
C.o = —muzaon

Cl3 = dgomay — d“LZ#m” + mi2zgi2
Coy = —Mi2Tci2

Cls = dagmoz — %#ﬂm + Mi3zc13
Ci6 = —Mi3Tcis

Cr = dgamoy — d44L§+m24 + Mis2G14
Cs = —M1sTai4

Cl9 = dgsmos — d45L§+m25 + MmiszG15
Co0 = —MisTais

Coa1 = dspmgy, — i”)—Ldeﬁpw + mipzgip
C2 = —mipyaip

Liom Locm Laom Liom Lsom Lecm
1021+ 2022+ 3023+ 4024+ 5025_|_ 6CM2p

Caz =
By dry dr dr drs dsp
di11 L 0 di1oL )
Cas = mpTon + 111 1Cm21COS( pl) i 112 2Cm22003< p2)
drny dry
di13L3cmazCos (5p3) di1aLacmasCos (5p4)
+ +
drs dry
d115LscmasCos (5p5)
+
drs
di11L Sen (6 di1oL Sen (0
Cos = mpyan + 111L10M21 6”( p1) 112420122 en( p2)
dn dro
diizLacmazSen (5p3) di1aLacmasSen (5p4)
+ +
dr3 dry
I di15LscmasSen (5p5)

d75

dya1Licmar dya2Lacmag dya3L3cmos
+
dn d7o dzs
dr4aLacmay dy45Lscmeas dopLecmap
+ +
d74 d75 dﬁp

C.ie = mpzam —
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Posteriormente se asignan estas constantes en la siguiente que se obtiene de

la componente 3 del vector Rg

R, = MRg [3] = Cty + Cupty + Custs + Cuats + Custs + Cgte + Cortr + Clsts
+C.otg + Cliotio + Coartin + Caastia + Caastis + Coaatia + Castis - (4.2)

Esta es una expresion simplificada de la tercer componente del vector del
centro de masa, el cual al estar balanceado su resultado debe ser cero; de ahi se

puede establecer que

Chr=0 Cu=0

Co=0 Ci0=0

Cs3=0 C.1=0

Cau=0 C,i2=0

Cs=0 C,iz=0

Cs=0 Coiu=0

Cr=0 Ca5=0

Cg=0 C.s=0
Tomando en cuenta los datos del dibujo de la plataforma utilizado a lo largo
del trabajo, obtenemos las coordenadas de los centros de masa de cada uno de

los cuerpos cuya informacién se enlista a continuacién:

zg11 = —0,5m Ton =0m
Zag1e = —0,0 m Taiz2 = 0m
Zo13 = —0,5 m a3 =0 m
Zg1a = —0,5 m Toa =0m
zZg1is = —0,9 m Tois = 0m
zeip=—1,00m  ygip=0m

oy = 0m

Yo = —0,0075 m

zamy = —0,00m

Lec = —0,625 m

Ya definida esta expresién para los centros de masa ahora se deben de elab-

orar las expresiones para introducir la energfa producida por los resortes y que
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deberdn de permitir obtener una expresién para el equilibrio energético en donde
se encuentren tanto los centros de masa como las expresiones para la energia elds-
tica de los resortes. Estas expresiones son para cada uno de los eslabones que
tendran articulados un resorte en la parte inferior por medio de una extensién
adicional a cada una de los eslabones involucrados. Las expresiones de energia

potencial de los resortes son las siguientes

_ 1 2 _ 1 2
‘/;1 = 5]6161 V94 = 5]€4€4
1 2 _ 1 2
‘/52 = 5]{3262 ‘/55 = 5:1{}565
_ 1 2 _ 1 2
‘/53 = 5]{3363 V;p = EkpeP

La suma de todas estas es:

Vor = Va + Ve + Vi + Vi + Vs + Vip

Por otro lado la energia potencial perteneciente a cada uno de los elementos

moviles se representa por:

VW:g'RGz

Con estas dos energias se obtiene el total de energia con la que se establece

la condicion de el equilibrio energético, la expresién de la energfa total es:

Vror = Ver + Vi

1
Vior = 5 (Wthy + hgks & hiks + hika + hiks + hbkp + st + kas3) +

+% (k3s3 + kasy + kssi + kpsp) (Cz1g — hikisi) t + Cragta +
(Cz3g — hakasy) ts + Czagts + (Czsg — haksss) ts + Czegts

+ (Czrg — hakasa) tr + Cysgts + (Crog — hsksss) to + Cz109t10

+ (Cz119 — hpkpsp) tin + Cz120t12 + Czi39t1s + Cr1agt1a + Cz159t15

Como se ve, en esta expresién existen términos que afectan los pardmetros que
dependen del tiempo (t;), también existen términos que son independientes de
cualquier variacién del mismo. Lo que sigue es armar un sistema de ecuaciones
solamente con los los factores que afectan a los pardametros dependientes del

tiempo para establecer las condiciones de equilibrio.
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C.19 — hikis1 =0 Co9g — hskss; =0

Cg=0 Cr109 =0
C.39 — hokasy =0 Cl119 — hpkps, =0
Cag=0 C.29 =0
C.59 — hskszsz3 =0 C.i139 =0
Cu9=0 Coa9 =0
Corg — hakysy =0 C.i59 =0
Csg=0 Cr169 =0

De la tabla anterior se observa que existen 6 componentes que involucran las
constantes de los resortes, utilizando los valores correspondientes en las dimen-
siones de cada uno de los eslabones y masas de la plataforma, se obtienen los

siguientes valores en las constantes de los resortes:

ky = 120357 N/
ky = 120357 N/
ks = 120357/
ky = 120357/
ks = 120357 Y/
kp =9385/



Capitulo 5

Analisis Estatico

5.1. Analisis Estatico Empleando Torsores

Se tiene el andlisis de cuerpo libre siguiente:

Fig 54.- Analisis de Cuerpo Rigido

73
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Este andlisis hace uso de la primera ley de Newton donde se establece el
principio de la accién y la reacciéon. Por medio de este se contabilizan todas las
fuerzas generadas en las juntas cinematicas del mecanismo paralelo.

Las condiciones de equilibrio se planteardn en la base local de cada uno de
los cuerpos por lo que serd necesario expresar adecuadamente cada una de las

fuerzas y momentos de reaccién aplicados

Fig 55.- Aplicacion de torsores en el cuerpo rigido

Las ecuaciones de equilibrio dindmico se definen como:

Z F =mag

ZM:MG—i—r@maG
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Donde mag v Mg son las fuerzas y momentos inerciales respectivamente.
Aplicando las ecuaciones de equilibrio dindmico al cuerpo 1 y definiéndolas en

la base local (x1,y1,21), se tiene que [Fig 54]:

f.+fi +Rio(—f) + R oW = Ryo(mag)
to+m; +Rio(—my) +r @ Ryo (—f2) + 11 @ Rigowy; = Ry oMegr +re1 ® Ry (mag)

fo = [0,0/]
fi = [fio f1y,0]"
fo = [four foy for]
W, = [0,0,—myg]
t, = [0,0,t,)"
m;, = [My,M,,0"
my, = [My,, My, 0]"
Mo = [Mae, Moy, Mor]"

Los vectores f,, f1, t, y m; estén definidos en la base (21, y1, 21). Los vectores
f5, my estdn definidos en la base (xg, Y2, 22). Los vectores Wy, ag1, Mg, estdn
definidos en la base (o, Yo, 20) -R1,0 y Ry 2 son matrices que transforman a los
vectores de la base (xo, %o, 20) a la base (z1,y1,21) y de la base (za,ys,22) a
la base (1,y1, 21) respectivamente. Los vectores que no son transformados, ya
estdn definidos en la base (z1,y1, 21). Empleando matirces antisimétricas para
definir el producto cruz, esto es, S = r®, las ecuaciones anteriores se reescriben

CO1mo:

f.+fi +Ri2(—f) +Riowi = Ryp(miag)
t, + m; + Ry (—my) + SoRy 2 (—f5) + SeiRi 0w = RioMear + SaiRio (miag)

Matricialmente
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BRI
_ta my SQRI,Q R1,2 my
B [ Rip 0 miag
| SaiRuy Rl,o] [ M ]

Renombrando

+

)

RLO 0 W,
SaiRio Rip 0

Fo+Fi1—QoFo+ QoW1 = QioF¢
FA'4+FE+F = 0 (5.1)

La ecuacién anterior representa las ecuaciones de equilibrio dindmico medi-
ante el uso de torosores de fuerzas y momentos. Un torsor es un vector de 6
componentes, las primeras 3 son fuerzas asociadas a la traslacién del cuerpo y
los segundas 3 componentes son torques o momentos asociados al giro del cuerpo.
Una expresion similar se hace para el cuerpo 2.

Donde:

F4 = Torsor de fuerzas y momentos aplicados al cuerpo

F4 = Torsor de fuerzas y momentos de reaccién del cuerpo

F4 = Torsor de fuerzas y momentos inerciales

Q* = Matriz de transformacién de torsores

A partir de la Figura 55 se tiene que:

F, = fa,ta] [OOfa,OOt]
Fl = f17 1]T [flwafly707mlx7mly7O]T

[
[
F, = [f, 2] [f2m7f2y7f227m2x;m2y;O]T
[
[

W1 = Wl,O] [O O mlg,O 0 O]
Fo = [mag, Ma|" = [miacie, miacyy, macrz, Maie, Maiy, Mei2]"
R 0
Qo = o
| SciR10 Rug

[ R 0
Q2 = b2
L S2R1,2 R1,2
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5.2. Analisis Estatico de la Plataforma

La ecuacién 11 se generaliza para todos los cuerpos de cada cadena de la

plataforma mediante la siguiente nomenclatura

F +F[+F =0

donde

1— Base donde se expresan las fuerzas y momentos j— Ntumero del
cuerpo
También se definen las siguientes matrices de rotacién con eje de giro x, y

z respectivamente

(10 0
R.4(60,) = 0 cosf, —sinf,

| 0 sinf, cosf,

cosf, 0 —sind,
Rz5(0y) — O ]. 0

sinf, 0 cos0,

[ cosf, —sinf, 0]
R.(0,) = sinf, cosf, 0
0 0 1

Las matrices antisimétricas se definen a continuacion

1 0 O
S.a(z) = 0 —=x
i r 0
SR y_
S.o(y) = 0O 00
L~y 0 0
SR y_
Szg(y) = 00
L~y 0 0
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5.2.1. Cuerpo 1i

Del diagrama de cuerpo libre [Fig 48] Para este caso las fuerzas serén refer-

enciadas en la base 3i de la cadena motriz

Fg‘i,li—i_F:]S%i,li + Fézlz =0 (5.2)

A

Fii1i = FentQsz oW1t Qs oFru
R _

Fgii = Fu—Qg5F%

1 _

Fz ., = 0

Donde
F..: — Torsor de torque aplicado al cuerpo 1i, definido en la base 3i
W, .- Torsor de peso del cuerpo 1i, definido en la base 0

F r1; .- Torsor de fuerza del resorte aplicado al cuerpo 1i, definido en la base

Fy; .- Torsor de fuerza de reaccién aplicado al cuerpo 1i por la base fija

F,; .- Torsor de fuerza de reaccién aplicado al cuerpo 2i por el cuerpo 1i,
definido en la base 5i

Q3 0.- Matriz que transforma torsores de la base 0 a la base 3i

Qs; 5:.- Matriz que transforma torsores de la base 5i a la base 3i

Ademas:

De manera explicita estas fuerzas se representan de la siguiente forma:

- T
Fouw = [0, 0,0, 0, Ty, 0]
- T
Wy, = |0, 0, —mug, 0, 0, 0}
- T
Fai = [ fas 0,0, 0]
Z T
Fli = flix; fliya fliZ7 Mli:m 07 Mliz:|
- T
F2i = f2'ix> f27§ya f2i27 MQiJ:) Oa O:|

Las fuerzas generadas por los resortes se describen a continuacién [Fig 56]
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T
Fri = (fRia 0, 0, 0) fri = (ki ei)u;

1
0 = —————(Ru— Ry
R — Ry o~ R

T
Ry = Toara rAi:<O, 0, —h, 1>
T

Rpi = To2T.5(05)rs I'Bz':(O, 0, —s, 1)

e = \/hf + 52 — 2 h; s; cos(03;)

Fig 56.- Descripcion geometrica para las fuerzas de los resortes

Las matrices de transformacién de torsores se definen como:

R;; 0
Qsi0 = 30
S3ioRsi0 Rasio
Rao = (Ros) = Rus (—03) Rug (—01,)
T
e, = (IGlz‘a Yaii, ZGu)
0 —2G1i  YG1i
S30i = 21 0 —zcu

—Yc1i TGl 0
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Donde rgy; es el vector del centro de gravedad del cuerpo 1i definido en la base
local 3i. La matriz Ss; es la matriz antisimétrica formada con las componentes

de rgp;. La matriz estd definida en la base local 3i. De manera similar:

Rss; 0
Q35i =
S35iR35i R35i
R35i — R26(95z>
T
o = (0, 0, dy )
0 —dy O
S3i,5i - d4i O O - SZ3<d4z)
0 0 0

Fig 57.- Fuerzas de reaccion en el cuerpo 1; (cadena motriz)

5.2.2. Cuerpo 2i

Del diagrama de cuerpo libre [Fig 58] para este caso las fuerzas serén refer-

enciadas en la base 5i de la cadena motriz

F$72i+F£,2i + FézZz =0 (5-3)
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A
Fgioo = QsioWa
R _ . .
Fgioi = Fai—Qg4.F3,
I _
Fs 0 = 0

Fig 58.- Fuerzas aplicadas en el segundo eslabon de la cadena motriz

Donde

Wy, .- Torsor de peso del cuerpo 2i, definido en la base 0

Fy; .- Torsor de fuerza de reaccién aplicado al cuerpo 2i por la base 3i

F3; .- Torsor de fuerza de reaccién aplicado al cuerpo 2i por el cuerpo 3i,
definido en la base 8i

Qsi0.- Matriz que transforma torsores de la base 0 a la base 5i

Qs 5i.- Matriz que transforma torsores de la base 8i a la base 5i

Ademas:

De manera explicita estas fuerzas se representan de la siguiente forma:

T
W2i - |:07 07 —maig, 07 07 0i|

T
F3i = |:f3i327 f3iy7 f3iza M?)ix? 07 0i|

Las matrices de transformacién de torsores se definen como:
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Rs; 0
Qsi0 = [ o0 ]

SSi,ORSi,O Rsi,o
Rsio = (Rosi)” = Rus(—05)R.; (—0s:) Rug (—01:)

T

gei = (36021‘, Ya2i, ZGQi)
0 —Zg2i  Yaoi

Ssi0 = 2G2i 0 —XG2i
—YG2i  TGai 0

Donde rgs; es el vector del centro de gravedad del cuerpo 2i definido en la base
local 5i. La matriz Sg; o es la matriz antisimétrica formada con las componentes

de rgo;. La matriz esté definida en la base local 5i. De manera similar:

Q o R5z 8¢ 0
5,87  —
S5z 81R5z 81 R5z 81

Rsisi = Rus(06)R 5(0s:)
R

Yari = 0, 0, dy )
Ssisi = Rus (06:) Sa(—dn)R 5 (—06)
0 0 0
Sa(—du) = |0 0 dy
0 —dy O

5.2.3. Cuerpo 3i

Del diagrama de cuerpo libre [Fig 59] las fuerzas seran referenciadas en la

base 8i de la cadena motriz

F1841 31+F8z ,31 + F81 3 0 (54)

A

F8i,3z’ = QSLOWSi

R _

F8i,3i = FSi_QSi,12iF4i>
1 _

FSZ’,?)i =0
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Fig 59.- Cuerpo 3i de la cadena motriz

Donde

W3, .- Torsor de peso del cuerpo 3i, definido en la base 0

F3; .- Torsor de fuerza de reaccién aplicado al cuerpo 3i definido en la base
8i

Fy4 .- Torsor de fuerza de reaccién aplicado al cuerpo 3i por el cuerpo 4i
(plataforma movil), definido en la base 8i

Qsi0.- Matriz que transforma torsores de la base 0 a la base 8i

Qs;.12i.- Matriz que transforma torsores de la base 12i a la base 8i

Ademas:
De manera explicita estas fuerzas se representan de la siguiente forma:

T

W3i - [07 07 —ms;g, 07 07 O]
T
Fii = | fuwr Sy fiirs O My, M |

Las matrices de transformacion de torsores se definen como:



5. Anadlisis Estatico 84

Ry; 0
Qsio = 50 ]

S8i,OR8i,O R&‘,o
Rsio = (Rosi) = Rus(—0s)R s (—06i) Rag (—05:) Ras (—03:) Reg (—01:)

T

rgs: = (96031, Yasi, 2031)
0 —2G3i  Yasi

Ssio = 2G3i 0 —Xa3i
—Ya3i  TGsi 0

Donde rgs; es el vector del centro de gravedad del cuerpo 3i definido en la base
local 8i. La matriz Ss; o es la matriz antisimétrica formada con las componentes

de rgs;. La matriz estd definida en la base local 8i. De manera similar:

Rai 12 0
Qsi12i =
Ssi2iRsi12i Rsgi2i
Rsii2i = Rue(0o)R,,(—013:)
T
o4s = (0, 0, d14¢>
Ssii2i = Rue(09i) Saa(—dia)R ¢ (—09;)
0 0 0
Sa(—dui) = 0 0 di

5.2.4. Cuerpo 1p

Del diagrama de cuerpo libre [Fig 60] Para este caso las fuerzas serén refer-

enciadas en la base 3i de la cadena motriz

FA

2p,1p

+Fy  +FL . =0 (5.5)

2p,1p 2p,1p

A _

F2p,1p - Q2P70W1P+Q2p,OFR1p
R _

F2p,1p - Flp_Q2p,4pF2p

F! =0
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Donde
W, .- Torsor de peso del cuerpo 1i, definido en la base 0

F i1, .- Torsor de fuerza del resorte aplicado al cuerpo 1p, definido en la base

F,, .- Torsor de fuerza de reaccién aplicado al cuerpo 1p por la base fija

F,, .- Torsor de fuerza de reaccién aplicado al cuerpo 2p por el cuerpo 1p,
definido en la base 4p

Q2,,0.- Matriz que transforma torsores de la base 0 a la base 2p

Q2p.4p-- Matriz que transforma torsores de la base 4p a la base 2p

op)

/
||

Yar

Fig 60.- Descripcion de reacciones cuerpo 1p

Ademas:

De manera explicita estas fuerzas se representan de la siguiente forma:

r T
Wi, = |0, 0, —myg, 0, 0, 0}
- T
FRli = lepa 07 07 O]
- T
Flp - flpxa flpya f1p27 Mlpxa O> Mlpz]
r T
F2p - f2pxa f2pyu f2pz» MQpa:u 0, 0}
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Las fuerzas generadas por los resortes se describen a continuacién [Fig 60]

T
Fri = (fm 00, 0)  f,= (hye)y,

1
w, = ——— (R4, — Ry,)
P ||RAp_RBp|| P P

T

RAp = T02prAp rAp:<07 07 _hp’ 1)
T

Rpi = ToopT5(02)rs, er:(O> 0, —=sp, 1>

e = \/hf, + 82 =2 hy s, cos(fz)

Las matrices de transformacién de torsores se definen como:

Q o R2p7() 0
2p,0 —
g S2p,0R2p70 R2p70
R2p,0 = <R0,2p)T - Rz5 (_92p) Rz6 (_61]))
T
rcip = ( TGip, YGip, ~<Glp )
0 —Zcp  Yaip
Sopo = 2G1p 0 —IG1p
—Ycip Taip 0

Donde rgq, es el vector del centro de gravedad del cuerpo 1p definido en

la base local 3p. La matriz Ss,o es la matriz antisimétrica formada con las

componentes de rgy,. La matriz estd definida en la base local 2p. De manera

similar:

QQpAp -

R2p,4p 0
S2p,4pR2p,4p R2p,4p

Ropp = Rua(—b4)
T
(0. 0, dy)

0 —ds O
Sopap = S:u3(dsp) = dz 0 0
0 0 O

Tgap =
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5.2.5. Cuerpo 2p

Del diagrama de cuerpo libre [Fig 61] Para este caso las fuerzas serén refer-
enciadas en la base 3i de la cadena motriz

FA

4p,2p

+FE, +FL, =0 (5.6)

4p,2p 4p,2p

A
Fio = QupoWay,

R _

F4p,2p - FQP_Q4p,7pF3P
1 _

F4p72p =0

Fig 61-Fuerzas en el 2do eslabon cadena central

Donde
Wy, .- Torsor de peso del cuerpo 2p, definido en la base 0
F,, .- Torsor de fuerza de reaccién aplicado al cuerpo 2p por el cuerpo 1p,

definido en la base 4p
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F3, .- Torsor de fuerza de reaccién aplicado al cuerpo 2p por la plataforma
movil, definido en la base 7p
Qup,0.- Matriz que transforma torsores de la base 0 a la base 4p

Qup,7p- Matriz que transforma torsores de la base 7p a la base 4p

De manera explicita estas fuerzas se representan de la siguiente forma:

_ T
W2p = 07 07 —Ma2pg, 07 07 0
_ T
F2p = f2pac; f2py7 f2pza M2px7 07 O]
_ T
F3p = I f3px; fSpya fsz> 07 MSpy7 0 :|

Las matrices de transformacioén de torsores se definen como:

Q o R4p70 O
4p0 =
P S4p,OR4p,O R4p,0
Ryo = (Rogp)’ = Rua(04)R_, (—02,) Rug (—01)
T
gy = <$G2p, Ya2p, ZG2p>
0 —ZG2p Yaop
Sopo = 2G2p 0 —TGoyp
—Yaz2p Ta2p 0

Donde rgg, es el vector del centro de gravedad del cuerpo 2p definido en
la base local 4p. La matriz Ss,o es la matriz antisimétrica formada con las
componentes de rgy,. La matriz estd definida en la base local 2p. De manera

similar:

R 0
Q4p,7p - [ T ]

S4p,7pR4p77p R4p77p
Ry = Rue(—05)R 5(07,)

iy = (0, 0, —dy )T
Supmp = Rus (—05p) Sz2(_d7p)Rz5 (05p)
0 0 ds
S.a(dsy) = 0O 0 O
—ds, 0 0
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5.2.6. Cuerpo Plato

Del diagrama de cuerpo libre [Fig 62] Para este caso las fuerzas serén refer-

enciadas en la base 3i de la cadena motriz

A R I _
Fp7p+Fp7p+Fp’p =0 (5.7)
Fﬁp = QoW
i=5
F,I;tp = Z Qp,12’iF4’L’_Qp77pF3p
=1
I
FW = 0

Fig 53.- Fuerzas en la plataforma movil

Donde

W,, .- Torsor de peso de la plataforma, definido en la base 0

F4; .- Torsor de fuerza de reaccién aplicado a la plataforma por el cuerpo
2i, definido en la base 12i

F3, .- Torsor de fuerza de reaccién aplicado al cuerpo 2p por la plataforma

movil, definido en la base 7p
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Q,0.- Matriz que transforma torsores de la base 0 a la base p

Q, 7p.- Matriz que transforma torsores de la base 7p a la base p
Q,,12.- Matriz que transforma torsores de la base 12i a la base p

De manera explicita estas fuerzas se representan de la siguiente forma:

- T
W, = [0, 0, —myg, 0, 0, o]
- T
Fou = | faiws Jaiy, faiz, 0, My, M4iz]
- T
F3p = _f3p.237 fSpy7 f3pz> O, M3py7 O}

Las matrices de transformacién de torsores se definen como:

R, 0
Qp,O =
Sp,ORpﬁ Rp70
Rp,O = (RO,p)T == Rz5<¢)Rz5 (6)
T
I'ap = (pru Yap, ZGp)
0 —ZGp  Yap
Sp70 = ZGp 0 —IGp
—Yacp Tap 0

Donde rg, es el vector del centro de gravedad de la plataforma definido
en la base local p. La matriz S, es la matriz antisimétrica formada con las
componentes de rg,. La matriz estd definida en la base local p. De manera

similar:
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0
ijp _ [ p77p ]
p7p p7p p7p
Rpip = RZ( 95p)Rz5(97p)
T
Taop = ( d9p>
0 0 dy
Sprp = Sia(dgy) = 0 0 0
—~dg, 0 0

Qpi2i = B2 0
pl12i =
Sp12iRp 120 Rpa2i

T
Rpi2i = RZﬁ(épi)Rz5(§)

T
rqi2i = <d12x7 d12iy, dlZiz)
0 —d12iz  di2iy

Sp12i = Suo(dizi) = | dyi- 0 —d12ix
—di2iy  dizix 0

5.3. Comprobacion estatica

En esta seccion se resuelven las ecuaciones estdticas planteadas en la seccién
anterior, donde los datos de contrapesos y resortes obtenidos del anélisis de
balanceo serdn tomados en cuenta. Para esto, las ecuaciones se escriben para un
iterador i=1,2,3,4,5. Dando como resultado que las cadenas cineméticas actuadas
porporcionen 90 ecuaciones estaticas . Lo anterior debido a que se cuenta con
5 cadenas cineméticas motrices, cada una de ellas consta de 3 cuerpos, esto da
un total de 15 cuerpos en movimiento, para los que se escriben 6 ecuaciones
estdticas-especiales (3 de suma de fuerzas y 3 de suma de momentos), dando en
total 90 ecuaciones.

Para la cadena central y la plataforma es posible escribir 18 ecuaciones es-
taticas, esto debido a que se cuenta con 3 cuerpos y se tienen igualmente 6

necuaciones para cada uno de ellos.

Finalmente se puede decir que tenemos un sistema con 108 ecuaciones con

108 incognitas (momentos y fuerzas de reaccion)
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La solucién que se genera, se hace considerando la trayectoria definida para la
solucién cinemdtica ( una recta paramétrica y en donde cambian los dos éngulos
de la plataforma de manera lineal).. La solucién mostrada a continuacién, confir-
ma que el balanceo producido por los contrapesos y resortes produce cero"toruge
en los actuadores. Ya que los contrapesos y resortes mantienen en equilibrio a la

plataforma paralela para cualquier posicién y orientacién de la plataforma mévil.

T11 = 43,7 x 1076
Tig = 43,7 x 1076
T13 = 135,7 x 1076
T1a = 154,2 x 1076
T15 = 135,7 x 1076

Los torques para la posicién tienen un valores muy cercano a cero a lo largo

de la trayectoria, esto es:

10 20 30 40 50 50
& (grad)

Fig 62.- Valor de torques en las cadenas motrices

Otra forma de corroborar este resultado es con el cédlculo de las reacciones en
la base de la plataforma, la suma de todas ellas debe ser constante para toda la

trayectoria, como se muestra a continuacién
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71

70.8

0.6

70.4

0.2

10 20 30 40 50 &0
S(grad)

Fig 62.- Mag. de las reacciones en la base del mecanismo



Capitulo 6
Conclusiones

Con los resultados obtenidos en este trabajo se puede concluir que las hipéte-
sis utilizadas para el desarrollo del mismo son vélidas y congruentes con los datos
obtenidos. Aunque surgieron algunos problemas que obliga a revisar y saber qué
causas son las que provocan la aparicion de los mismos.

Para el caso del desarrollo cinemadtico inicialmente se habia pensado en una
plataforma paralela con las los puntos de apoyo de las cadenas cineméticas mo-
tices en la base fija espaciadas de manera regular, con dngulos y magnitudes
iguales para cada una respecto al origen de la plataforma paralela. Esta config-

uracién se repetia también en la plataforma movil (configuracién tipo estrella)

94



6. Conclusiones 95

ISOMETRICO1 [DWG) WORK

Fig 63.- Plataforma inicial simertrica previa al analisis.

Sin embargo debido a problemas que surgieron en la verificacion del bal-
anceo (comprobacién estética) se pudo observar que esta configuracién no logra
balnacearse estdticamente con la teoria utilizada en esta tésis. A pesar de que
se habian resuelto las ecuaciones de movimiento adecuadamente e inclusive se
habian revisado que los valores obtenidos en los desplazamientos angulares fuer-
an coherentes, al verificar el cierre de los lazos cinematicos, aparecian valores
residuales que fueron inesperados, valores pequenos pero que simplemente no
tenfan por qué haber aparecido. Este error forzé a hacer un cambio en el diseno
de nuestra plataforma por el que se muestra en este trabajo. Al realizar nue-
vamente el andlisis de posicién y estdtico el error este desaparecié y permitié
el comprobar el balanceo de la plataforma al mostrar, en el algoritmo estético,
que los valores del torque en los actuadores eran cero para cualquier posicién
de nuestra plataforma (en la trayectoria definida anteriormente). Este tipo de
fenémenos observados en la resolucién de este trabajo ameritan el seguirse estu-
diando ya que aunque el cambio hecho sirvié para resolver las ecuaciones, no es
suficiente el reaccionar de esta forma sin entender qué condiciones del sistema

de ecuaciones estan induciendo estos resultados.
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En el caso del balanceo, se aprendié a plantear correctamente los valores
(fracciones) para hacer el célculo de los centros de masa respecto a sus origenes
de referencia, ya que puede ser un poco confusa la manera en que se deben de
armar los lazos vectoriales. Se verific6 que las fracciones que resultan en este
planteamiento sean realmente las que indican las proporciones correctas para
ubicar tanto al centro de masa de los eslabones como la distancia a la que se debe
de colocar el contrapeso de los eslabones superiores. Con los valores obtenidos
de los contrapesos y las constantes de los resortes de la plataforma, queda para
un trabajo posterior el redisenar la plataforma utilizada en este proyecto ya que,
sin ser estos exagerados, serfa bueno el poder recalcular las distancias a donde
se deberian de situar los contrapesos y asi mismo las masas obtenidas. Ambos
son valores razonables pero se prefiere reducir las distancias aumentando la masa

utilizada para los mismos.



Apéndice A

Usualmente en el andlisis matematico de los mecanismos se suele encontrar
el siguiente tipo de expresiones

A(0)Costp + B (0) Senyp = C ()

su solucién a estas expresiones es:

1 (B(9) 1 C(0)
Y (0)=Tan"" | —= | £ Cos
(A (9>> VA©? + B(O)

Esta expresion se obtiene de del siguiente planteamiento:

Haciendo uso del método de solucién trigonométrica para las integrales ten-
emos la ecuacion

A(0) Costp + B (0) Senty = C' (6)

y dividimos entre el radical \/ A (0)2 +B (9)2, obtenemos los siguientes tér-
minos

A(0) v Send — B(0)

Cosd =
VA®P + B0y A(0)* + BO®

97
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Va (8)2+B (8)2

A (8)
Fig. 64.- Triangulo de Funciones

Lo que nos entrega la siguiente expresion:

Cosd Cosyp 4+ Send Senyp = Cos (¢ — 9)

Aplicando la identidad trigonométrica correspondiente se tiene que

\/A

De la ilustracién anterior es evidente que

e (9)

Cos (¢

Tand = B5) (9)

Finalemtne obtenemos la expresion

Y (0) =Tan™" (i E?) + Cos™ (\/A ¢@) )
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