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CAPiTULO 0

Introduccion

Actualmente uno de los tema centrales del algebra contemporanea
es el estudio de categorias trianguladas. Cabe mencionar que, mas alla
de sus origenes en la geometria algebraica, recientemente se vislumbran
conexiones con la fisica matematica. El ejemplo clasico de una cate-
goria triangulada es la categoria derivada de una categoria abeliana A,
D(A). Filoséficamente, la importancia de D(A) es que contiene la es-
encia homoldgica de A. Por ello resulta atractivo clasificar algebras con
respecto a equivalencia derivada, o en otras palabras estudiar cudndo
las categorias derivadas de sus categorias de médulos son equivalentes.
Para ello se buscan invariantes de las dlgebras que se preserven bajo
equivalencia derivada, aunque hasta ahora se conocen muy pocos y
resulta complicado distinguir si dos algebras son o no derivadamente
equivalentes. Un ejemplo reciente de invariantes obtenidos combinato-
riamente se presenta en el trabajo [BHO05].

En la presente investigacién se estudia este problema para las dlge-
bras gentiles, que forman una familia de algebras cerrada bajo equiva-
lencia derivada [SZ03]. Esta familia es importante ya que aparece de
modo natural en la teoria de representaciones de algebras de dimensién
finita; por ejemplo las dlgebras derivadamente equivalentes a algebras
del tipo A o del tipo A son algebras gentiles definidas por arboles en
el primer caso y por carcajes con un solo ciclo en el segundo (como se
detallard més adelante), ver [BHO05]. El problema ha sido entendido
en el caso de algebras gentiles cuyos carcajes asociados son arboles
o tienen un ciclo. En esta tesis se definen nuevos invariantes para
algebras gentiles que se obtienen de un modo combinatorio muy sencillo
a partir de los carcajes con relaciones que definen a las algebras y que
permiten, en algunos casos, dar la clasificaciéon completa bajo equiva-
lencia derivada.

En las investigaciones sobre este tema, juega un papel importante
el funtor de Happel

F: D'(mod A) — A — mod

que permite obtener informacion de la categoria derivada mediante
el estudio de la categoria de modulos estable A — mod y el carcaj
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x 0. INTRODUCCION

estable de Auslander-Reiten del algebra repetitiva 121, Lj, Este es
un funtor pleno, fiel y exacto, ademas se trata de una equivalencia de
categorias trianguladas si y sélo si la dimensién global del dlgebra es
finita. A lo largo de esta tesis se trabajard con modulos izquierdos.
A continuacién resumiremos los resultados que se tienen hasta este
momento con respecto al caso de arboles y carcajes de un sélo ciclo
que podemos encontrar en [GP99, 3] y en [BGS04]. Aquellos que se
refieren a dlgebras definidas por arboles se tienen gracias a [AH81],
los que se refieren a algebras definidas por carcajes con un solo ciclo
se deben a los trabajos de investigaciones como [AS87] y [Vo01]. Sea
A = kQ/ (P) un élgebra gentil, con () un carcaj finito y conexo de n
vértices.

e A es derivadamente equivalente a un algebra hereditaria de
tipo A,, siy solo si () es un arbol. En este caso I'j | consiste
de una sola componente de tipo ZA,,.

e — A es derivadamente equivalente a un dlgebra hereditaria
de tipo A, , para algunos p,q € Ncon p+qg =nsiy
sOlo si () tiene un tnico ciclo C'y el nimero de relaciones
en C en el sentido de las manecillas del reloj coincide
con el nimero de relaciones en C' en sentido opuesto (se
dice entonces que ) cumple la condicién del reloj). En
este caso I'; , consiste de varias familias numerables de

componentes: un familia de componentes del tipo ZAM,
una familia de tubos ZA./ (77), una familia de tubos
LA/ (T7) y una cantidad numerable de familias de tubos
homogéneos ZA.,/ (1) provenientes de mddulos banda,
parametrizadas por el campo.

— Si ) tiene un unico ciclo C'; y no se cumple la condicion
del reloj denotemos por ¢ al nimero de relaciones en C' en
el sentido de las manecillas del reloj, por a al nimero de
relaciones en C' en sentido opuesto y definamos r := |c—al.
Entonces I'j | consiste exactamente de: 2r componentes
ZAs y r componentes ZAX.

En este ultimo caso es posible describir las clases de equivalencia
derivada mediante el estudio de las componentes ZA,, y ZAZ de I';
como se hace en [BGS04] donde ademés se presenta una forma normal
para el estudio del mismo.

En el caso de algebras gentiles con mas de un ciclo se sabe que
I'j , tiene una infinidad de componentes del tipo ZAZ, una infinidad

de familias de tubos homogéneos ZA.,/ (T) provenientes de médulos
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banda, ver [BR87] pero aun un nimero finito de componentes ZA.,,
ver [GP99].

La investigacion consiste en estudiar mas a fondo el problema para
algebras gentiles de més de un ciclo. Como se mencioné anteriormente,
en la tesis se definen ciertos invariantes bajo equivalencia derivada for-
mados a partir de parejas de naturales y que son calculados combi-
natoriamente de modo muy directo a partir del carcaj con relaciones
que define al algebra; basicamente se obtienen de hacer recorridos so-
bre el carcaj avanzando por caminos sin relaciones y retrocediendo por
caminos donde cada par de flechas consecutivas forman una relacién.
Ademas, a partir de ellas se puede obtener informacion sobre el algebra,
por ejemplo, la suma de las segundas coordenadas de las parejas cor-
responde al numero de flechas del carcaj (que se prueba es también
invariante bajo equivalencia derivada), la suma de las primeras coor-
denadas y las segundas es dos veces el nimero de vértices y las parejas
de la forma (0, m) aparecen en el caso de dlgebras de dimensién global
infinita. De hecho las parejas estan intimamente ligadas a la estructura
de I';, y permiten saber cudntas familias de componentes ZA y de
tubos que provienen de médulos cuerda tiene y como es la accién del
funtor de Heller, €2, sobre las mismas.

Con estos invariantes podemos recuperar los resultados antes men-
cionados y se prueba que salvo en un caso degenerado éstos permiten
distinguir las diferentes clases de equivalencia derivada de las dlgebras
gentiles definidas por carcajes con dos ciclos. Para esta investigacién se
utilizaron transformaciones combinatorias sobre los carcajes con rela-
ciones asociados a un dlgebra gentil, definidas en [HSZ01], que fueron
esenciales para probar los resultados obtenidos.

El trabajo consta de ocho capitulos. En el primero se introducen
algunas definiciones basicas del area y ciertos conceptos nuevos que se
usan a lo largo del texto. Ademas se definen de forma combinatoria las
parejas de naturales asignadas a un carcaj con relaciones asociado a
un algebra gentil. En su 1ltima seccién se enuncian los teoremas prin-
cipales de la investigacion: el hecho de que estas parejas de naturales
son invariantes bajo equivalencia derivada, que en el caso de dlgebras
gentiles definidas por carcajes de dos ciclos se tienen una o tres parejas
asociadas al dlgebra y que en el caso de que se tengan tres parejas de
naturales asociadas, éstas permiten distinguir las diferentes clases de
equivalencia derivada.

En el segundo capitulo se construyen algebras gentiles definidas por
carcajes de dos ciclos, asociadas a todos los posibles casos en que se
presentan tres parejas de naturales como invariantes. Debido a los
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resultados que se obtienen en este trabajo, éstas conforman de hecho
una lista de representantes para todas las diferentes clases de equiva-
lencia derivada de algebras gentiles de dos ciclos y con tres parejas de
naturales como invariantes. Al final de este capitulo se dan algunos
ejemplos de dlgebras cuyos invariantes constan de una séla pareja de
naturales, se presentan casos en que esta pareja coincide pero no se sabe
si las algebras son o no derivadamente equivalentes, sélo se sabe que no
es posible obtener una en otra mediante transformaciones elementales.

En el capitulo 3 se estudian ciertos grupos de automorfismos para
probar al final del mismo que el nimero de flechas en el carcaj que
define a un algebra gentil es un invariante derivado, lo cual, ademas de
ser un resultado original e importante en si mismo, se usa durante el
siguiente capitulo.

Maés adelante, durante el capitulo 4, se estudia la conexién que
tienen las parejas de naturales mencionadas con la estructura de I';
y se prueba con ello que son invariantes bajo equivalencia derivada.

En la investigacion se prueba que si dos algebras gentiles definidas
por carcajes de dos ciclos tienen los mismos invariantes, entonces son
derivadamente equivalentes. Mas aun, a partir de 5 vértices, las trans-
formaciones elementales antes mencionadas, definidas por primera vez
en [HSZO01], permiten obtener una a partir de la otra. El estudio de
dichas transformaciones, se realiza a lo largo del capitulo 5.

El material presentado en los capitulos 6 y 7 permite justificar que
cualquier algebra gentil definida a partir de un carcaj de dos ciclos, a la
cual se asocian tres parejas de naturales, puede modificarse mediante
transformaciones elementales hasta obtener uno de los representantes
del capitulo 4. En el primero de ellos se desarrollan basicamente lemas
técnicos para lograr este objetivo y en el segundo se presenta la prueba
de esta afirmacién con un argumento de induccién sobre el nimero de
vértices; ademas se demuestra también que para las dlgebras gentiles
definidas por carcajes con dos ciclos sélo se presentan una o tres parejas
de naturales como invariantes asociados.

El dltimo capitulo es de hecho un anexo donde se presenta el pro-
grama de GAP que se desarrollé en este trabajo para obtener, a partir
de un algebra gentil, todas aquellas algebras derivadamente equiva-
lentes a ella mediante transformaciones elementales y asi poder enten-
der en este caso cémo son las distintas clases de equivalencia derivada.
Se muestran también los calculos realizados con él, que se presentan
ocupando la descripcién combinatoria de las algebras gentiles que se
introduce en el primer capitulo. Estos cdlculos son usados como base
de la prueba por induccién que se realiza en el peniltimo capitulo.
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Por dltimo, es importante mencionar que los resultados desarro-
llados en esta tesis, permiten continuar con el estudio del problema
planteado inicialmente. Si bien es cierto que se logra entender la clasi-
ficacién bajo equivalencia derivada de dlgebras gentiles definidas por
carcajes de dos ciclos cuando se tienen tres parejas de naturales como
invariante asociado, queda abierta la pregunta de qué es lo que ocurre
cuando se presenta solo una pareja. De acuerdo a los cédlculos rea-
lizados encontramos algebras con estas caracteristicas, asociadas a la
misma pareja de naturales pero que no son derivadamente equivalentes
mediante transformaciones elementales. Hasta el momento no se sabe
si pertenecen o no a la misma clase de equivalencia derivada.

Otra pregunta interesante que surge a partir de este trabajo es
entender el problema para algebras gentiles definidas por carcajes de
mas de dos ciclos. Los invariantes mencionados son bastante tutiles
y ayudan a estudiar este problema pero habria que desarrollar otro
tipo de técnicas para entenderlo por completo, ya que simplemente los
calculos de computo que se podrian desarrollar continuando por este
camino rebasarian la capacidad del programa de GAP usado para este
trabajo.



CAP{TULO 1

Algebras gentiles e invariantes

En este primer capitulo se introduciran, por un lado, algunos con-
ceptos basicos que se ocupardn a lo largo del trabajo, algunos de los
cuales estan presentes en la literatura que trata este tema. Otros, se
definieron especificamente para este texto con el fin de manipular de
un modo mas sencillo ciertos objetos. Por otro lado se establecera un
modo combinatorio de asignar parejas de naturales a los carcajes con
relaciones asociados a dlgebras gentiles que permiten estudiar las clases
de equivalencia derivada de dichas algebras, como se enunciara en los
teoremas de éste capitulo y que forman parte de los resultados centrales
de la investigacion.

1. Notacién y definiciones previas

A lo largo de este texto denotaremos por @@ = (Qo, @1, $,€) a un
carcaj, o simplemente por () siempre que no exista confusién al hacerlo,
donde g es el conjunto de vértices, )1 el de flechas y s,e : Q1 —
Qo las funciones que determinan el principio y el final de cada flecha
respectivamente.

Definicién 1.1. Consideremos @ = (Qo, @1, s,€) un carcaj finito
(es decir con un numero finito de vértices y de flechas) y conexo. El
nimero de ciclos de Q es ¢(Q) := #Q1 — #Qo + 1.

Observacién 1.2. La condicién descrita en la definicién anterior
es equivalente a decir que basta quitar ¢(Q) flechas de @) para obtener
un arbol.

Definicién 1.3. Sea ) un carcaj. Diremos que dos vértices u,v €
(o son vecinos si existe a € @y tal que {s(a),e(a)} = {u,v}; a u se
le llama un vecino de v y viceversa.

Definicién 1.4. Consideremos @ = (Qo, @1, s,€) un carcaj finito
y conexo. Sea S la coleccion de vértices que pertenecen a un ciclo
0 a una trayectoria que une a dos vértices pertenencientes a ciclos.
Diremos que un subcarcaj @’ de ) es un arbol enraizado en v € )
si Q' es un arbol, v es el Unico vértice de Q' que pertenece a S; ademés

1



2 1. ALGEBRAS GENTILES E INVARIANTES

#Q| es maximo con respecto a esta propiedad. La profundidad del
arbol enraizado en v es el nimero de aristas de una trayectoria que
comienza en v de longitud maxima, en la grafica subyacente. Diremos
que Q" un arbol enraizado en v es una rama si todos los vértices tienen
grado menor o igual a dos en @'.

2. Algebras de caminos

Un camino en () es una secuencia C' = a, ... asa; de flechas en )
de modo que s(a;41) = e(a;) parai = 1,2,...,n— 1, diremos entonces
que el principio de C es s(C) := s(ay), su flecha inicial es a1, el
final de C es ¢(C) := e(ay,), su flecha final es «,, y la longitud de C
[(C) := n. Diremos que el camino pasa por v si v = s(a;) o v = e(;)
para alguna ¢ = 1,2,...,n. Para cada vértice v € )y tenemos un
camino trivial 1, que comienza y termina en v que denotaremos por
1,. Dada a € Q; denotaremos por a~! al inverso formal de o donde
s(ai=e(a)ye(a™):=s(a)y (') :=a. ParaC = a,...aom
un camino en @, su inverso es la secuencia C~' := a;'a; ... a; . En
el caso de un camino trivial 1,1 := 1,,.

Dados dos caminos C; y Cy en @ tales que s(Cs) = e(C) definimos
la composicion CyCy como la concatenacion de los caminos; los caminos
triviales funcionan como idempotentes con respecto a la composicion.
Si k es un campo el algebra de caminos de @, k@, es aquella cuya
base son los caminos en () y la multiplicacién es la inducida por la
composiciéon antes mencionada, donde CoCy = 0 si s(C) # e(Cy).
Una relaciéon en () es una combinacion lineal no nula de caminos
de longitud mayor o igual a dos que tienen el mismo principio y el
mismo final. Sea P un conjunto de relaciones en @ y (P) el ideal de
k@ generado por P. Denotaremos al carcaj con relaciones mediante la
pareja @, P. Consideramos el dlgebra dada por el cociente kQ/ (P).
Haciendo un abuso de notacién identificaremos a un camino de () con
su correspondiente clase en kQ/ (P).

Un camino permitido maximo del dlgebra A = kQ/ (P) o del
carcaj con relaciones (@, P) es un camino C' = «,...asaq € kQ ~
(P) tal que no existen 3,7 € @1 con Bay,...a201q 0 Ay ... a1y Sean
caminos en k@ \ (P) . Un camino prohibido en A es una secuencia
P = «, ...asx; de flechas distintas en () de modo que a1 € P para
cadai € {1,2,...n—1}. Un camino prohibido méximo en A es un
camino prohibido ay, ...asa; de modo que no existen (3,7~ € () tales
que Bay, ... a0 O Oy . .. (a0 7y sean caminos prohibidos®.

INo en todos los casos existen estos caminos maximos, depende de cémo sea el
algebra de carcaj A. Sin embargo, para las algebras gentiles de dimension finita
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Trabajaremos con algebras cuyos carcajes correspondientes cumplen
algunas condiciones que se describiran a continuacion.

3. Algebras gentiles

Las algebras gentiles con las que se trabajarda mas adelante son un
tipo especial de las llamadas algebras biseriales especiales. A lo largo
de esta tesis, se hard un abuso de notacién y se hablard de algebras
gentiles refiriéndonos en realidad a los carcajes con relaciones que las
definen, ya que esto no afecta la generalidad de los resultados obtenidos.

Definicién 1.5. Decimos que k@)/ (P) es un algebra biserial es-
pecial si se cumplen:

(1) Para cada v € Qo, #{a € Qi[s(a) = v} < 2y #{a €
Q1le(a) =v} < 2.

(2) Para cada 1 € @1, #{a € Qu[s(8) = e() y fa ¢ P} <1y
#{v € Qils(v) =e(B) y 78 ¢ P} < 1.

(3) Para cada 3 € @i existe una cota n(3) tal que cualquier
camino 3,3 ... B0 con B, = [ contiene un subcamino
en P, y cualquier camino 3,g) . .. 5231 con 3; = (3 contiene un
subcamino en P.

Observacién 1.6. Un algebra biserial especial k@Q/ (P) es de di-
mensién finita si y sélo si @ es finito, ver [Ri97, 1].

Definicién 1.7. Decimos que un dlgebra biserial especial k@Q/ (P)
es un algebra de cuerda si se cumple:

(1) Todas las relaciones en P son caminos en Q.

Definicién 1.8. Decimos que k@Q/ (P) es un algebra gentil si es
un algebra biserial especial que cumple:

(1) Todas las relaciones en P son monomios de longitud 2.
(2) Para cada € Q1, #{a € Q1|s(B) = e(a) y fa € P} <1y
#{y € Qls(y) =e(B) y 16 € P} < 1.

Observaciéon 1.9. Se puede definir un dlgebra biserial especial, de
cuerda o gentil A como aquella isomorfa a una del tipo k@ / (P) biserial
especial, de cuerda o gentil respectivamente de acuerdo a la definicién
anterior, pero para los fines de nuestra investigaciéon no es necesario,
ver [Ri97, 1].

que se estudiaran en este trabajo, existiran siempre los caminos méximos permitidos
debido al inciso 3 de la definicién 1.5) y los prohibidos.gracias a la restriccién de
considerar flechas distintas
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4. Hilos de un algebra gentil

A partir de este momento consideraremos sélo dlgebras gentiles
A = kQ/ (P) donde @ es un carcaj finito y conexo, y k un campo
algebraicamente cerrado.

Fijémonos en los caminos permitidos méaximos de un algebra gentil
A =kQ/ (P), alos cuales también llamaremos los hilos permitidos
no triviales de A. Sea v € @y un vértice para el cual #{a € Q1|s(a) =
v} <1, #{a € Qule(a) = v} < 1y si §,7 € Qu son tales que s(y) =
v = e(f) entonces 73 ¢ P, diremos que existe un hilo permitido
trivial en v que denotaremos por h, y cuya longitud es cero, ((h,) := 0.
Sea H,4 el conjunto de todos los hilos permitidos de A, triviales y
no triviales. Observamos que este conjunto describe por completo al
algebra A.

Utilizaremos también la coleccién de caminos prohibidos méaximos
que llamaremos hilos prohibidos no triviales de A. Nuevamente,
sea v € Qo de modo que #{a € Q1|s(a) = v} < 1, #{a € Q1]e(a) =
v} < 1ysif,y€ @ son tales que s(y) = v = e([3) entonces v5 € P,
diremos que existe un hilo prohibido trivial en v que denotaremos
por p,, con longitud cero, I(p,) := 0. Sea P4 el conjunto de todos los
hilos prohibidos de @, triviales y no triviales.

Daremos otra presentacién de A usando los hilos del dlgebra. Serd
util escribir los caminos de un carcaj ), con #@)y > 2, usando los
vértices por los que pasa el camino, en lugar de las flechas. Queremos
describir una flecha o € @)1 mediante el par (e(«), s(«)), pero evitando
confusiones en el caso de que existan flechas multiples en el carcaj (s6lo
se pueden presentar dos flechas que comiencen y terminen en el mismo
vértice debido a que se trata de un élgebra gentil). Para ello hacemos
lo siguiente. Elegimos o,7: Q1 — {1, —1} con las propiedades:

(1) Si B # (2 son flechas con s(f3;) = s(fs), entonces o(f;) =

—0 ().

(2) Si 71 # 72 son flechas con e(y;) = e(72), entonces n(vyy) =
—n(72)-

(3) Si g 27é v son flechas con s(y) = e(8) y 76 ¢ P, entonces
a(y) =n(p).

Estas funciones existen debido a que A es gentil [BR87, 3| (la funcién
anterior o es la que aparece en el texto referido mientras que —n es la
funcién e que se presenta en el articulo).

Extenderemos ahora estas funciones a los hilos permitidos e hilos
prohibidos de A de la siguiente forma. Dado C' = a, ...asaq un hilo
permitido en A definimos o(C) := o(ay) y n(C) = n(ay,). Si hay
un hilo permitido trivial h, para algin v € @y, como () es conexo,
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existe v € @1 con s(y) =v o S € Q1 con e(F) = v, en el primer caso
definiremos o(h,) = n(h,) = —o(y) , y en el segundo caso o(h,) =
n(h,) = —n(B). Para los hilos prohibidos P = «, ...asa; definimos
o(P) = o(aq) y n(P) := n(ay,). Sise presenta un hilo prohibido
trivial p, para algin v € )y, como en el caso anterior, existe v € ),
con s(y) = v o € @ con e(f) = v, en el primer caso definiremos
a(ps) = n(py) == 0(7) , y en el segundo caso o (p,) = n(p,) := —n(H).

Identificaremos a o € @, con (e(a)"® s(a)?®). De modo més
general, identificaremos al hilo permitido no trivial a, ...asa; con el
vector

(e(an>n(an)7 S(an)a'(an)’ e 75(0{2)0(a2)’ S(O{l)a(al))
y a su inverso con
(S(Ql)a(al)’ S(OQ)a(az), .. ,S(an)a(o‘"), e(an)"(o‘")),

Si existe un hilo permitido trivial h, para algin v € () lo identificare-
mos con (v?")). Para simplificar la notacion escribiremos v* en lugar
de v y v~ en lugar de v~!. Podemos describir entonces a H 4 medi-
ante cualquier arreglo [cicy - - ¢,] donde los ¢; son los inversos de los
distintos elementos de H 4 escritos con la notacién anterior, a manera
de columnas y r = #H 4.

Debido a que trabajaremos con relaciones monomiales de longitud
dos, éstas seran indicadas en el carcaj con lineas punteadas, uniendo a
través de ellas cada par de flechas que formen una relacién.

Ejemplo 1.10.

ar
V9 —> U8

ag
P L

A Vg <— V5 <— V4 <— V3 <— V2 <— V1

ag « (6 D) (5]
a1} /
ag
v7

O'(Oél()) = —|—1,
) = nla )
n(as) =

U? 7'0;7 1)2 )
se puede repre-

Definimos o(ay) = o(ay) = o(ag) = o(ag) = o(ag) =
o(az) = o(as) = o(as) = olar) = =1, nlar) = n(a
n(as) = n(ag) = nlag) = n(one) = +1y n(as) = n(

En este caso H, estd formado por (vy,v]),
(vg,v;“,%,vg), (1}677};)7 (U87U9)7 (Ul)( ) (

sentar mediante la expresion

~—

o]

0é7)
N
5)ys

Vg Uy Uy Vg Ug
vy vy

v vg

+
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Usualmente se omitiran en dicha presentacién los hilos triviales. En
este caso escribiremos

Uy Vs Uy U9 Yy

vy vy vy U5 vy
vi vy

+ 4

vg

Cabe recalcar que hay muchas formas distintas de representar a
H 4, de acuerdo al orden en que elijamos escribir a los elementos de
dicho conjunto.

Aunque en los ejemplos y resultados que se mencionaran mas ade-
lante se usard esta forma de codificar a las algebras gentiles, se dara
otro modo de visualizar esta presentacién, cuya importancia para el
trabajo radica en que los calculos que se hicieron con ayuda de la com-
putadora se obtuvieron con dicha presentacién. Consideremos P(2n),
la coleccion de particiones® de 2n, con n el ntimero de vértices de Q,
es decir, P(2n) := {A\A F 2n}. Denotemos por R(2n) a la coleccién de
particiones® del conjunto [2n] = {1,2,...,2n} cuyos elementos tienen
cardinalidad 2, es decir

R(2n) := {R|R es particién de [2n] |p| =2 Vp € R}

Se puede definir una relacién de equivalencia en P(2n) x R(2n) y
una biyeccién ¢ : A(n) — P(2n)xR(2n)/ ~ donde A(n) es la coleccién
de dlgebras gentiles cuyo carcaj asociado es conexo de n vértices. Para
cada A = kQ/ (P) € A(n) sean Hy, Hs, ..., H, los distintos hilos de
A ordenados de una forma no decreciente de acuerdo a su longitud,
y definamos A := (I(Hy) + 1,1(H2) +1,...,l[(H,) + 1). Sean Qy =
{v1,v9,...,0,}, 0 y n como se describié anteriormente, y definamos
f{vil <i<mnyee{+1,—-1}} — [2n] como f(v§) := (I(Hy) + 1) +
(I(Hy) + 1)+ ... (I(H;) +1) —m + 1 si v{ es el elemento m-ésimo del
vector H;. Sea v € R(2n) tal que {c,d} € v siy sélo si existe v; € Q
de modo que f(vf) = cy f(v;°) = d. Entonces ®(A) es la clase de
equivalencia de la pareja (A, 7).

2Una particién de un natural m es una sucesién A = (A1, Ag, ... ) de naturales tales
que A1 > Ag > ..., con s6lo un numero finito de términos no cero y de modo que
>; Ai = m; lo denotaremos por A F m.

3Para un conjunto A, la coleccién {4;}; de subconjuntos no vacios de A es una
particién de A si A; N A; = D paratodai#jy U A = A
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Ejemplo 1.11. Sea A el algebra cuyo carcaj con relaciones es

a2

as ar  az N
V5 —> V4 <— V3 <— V2 <— V1
......... o

Tomemos o(a;) = o(az) = o(as) = +1, o(ag) = o(au) = —1, n(ay) =
n(as) = +1 y n(az) = n(as) = n(ay) = —1. Los hilos de A son H; =
(U171}2,Ul) HQ:(Zﬂ’U; ;)H3 (U5,U4) Hy = (+)YH5 (E?

por lo cual A = (3, 3,2, 1,,1). omo f(vi) =1, f(vy) =2, f(v]) =
flog) =4, flvg) =5, flvy) =6, f(vg) =7, flvg) =8, f(v3) =
f( ) = 10. Entonces Y= {{LS}: {2»4}7 {579}a {678}7 {7a 10}}

);
3,
9,

5. El algebra repetitiva de un algebra gentil

El material presente en esta seccién proviene del articulo [GP99|
y puede revisarse también de manera mds detallada en [Ri97]. Sea
A =kQ/ (P) un dlgebra gentil con Q conexo. Esta se puede expresar
como el k espacio vectorial @, ,eg,14A1,. Definimos

DA := &y, peq, Hom(1,A1,, k)
que tiene una estructura de A — A bimédulo dada por

)\1@5)\2()\) = gb()\g)\)\l)

para ¢ € DAy X\, A1, A € A. El dlgebra repetitiva * de A se define
como el espacio vectorial

A= (®iczA) ® (BiczDA)
con la multiplicaciéon dada por
(Nis @i)iez - (N Dh)icz = (NiA; A1 @ + diy).

Debido a que estamos trabajando con un algebra gentil existe una
forma de describir a su algebra repetitiva construyendo un nuevo car-
caj a partir de un numero infinito de copias de ). De modo més
preciso, sea M la coleccién de caminos maximos permitidos de A, M :=
{1,2,...,#M]} y denotemos a sus elementos por p; = @ ip(i)) - - - 04,2041

“Esta construccién se puede hacer en el caso més general de un lgebra localmente
acotada, es decir, de modo que para cualquier idempotente e, eA y Ae son de di-
mensién finita sobre k. En el caso de un dlgebra A = kQ/ (P), esto corresponde
a decir que para todo vértice v € Qo casi todos los caminos del carcaj que em-
piezan y terminan en v pertenecen a (P). DA es independiente de la coleccién de
idempotentes que se elija.
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para cada i € M. La expansién Z(Q, P) se define como el carcaj con
relaciones Z(Q,P) := (Q,ZP) donde Q esta dado por

QO = {v[z]|lv € Qo, 2z € Z},

Q1 = {alz]la € Q1,2 € Z} U{aol2]li € M,z € Z}
con alz] : v[z] — w[z] para cada a : v — w,z € Z y las flechas de
conexion o olz] : ()2 + 1] — s(i1)[z] para cada i € M,z € Z.
Sea f : Qy — M la funcién tal que f(a;,[2]) = i. Definimos

ZP = {Pala, B € Qu, f(e) # f(B)}-
En (Q,ZP) existe un automorfismo v dado por v(v[z]) = v[z +
1] y v(ij2]) = ai [z + 1], que corresponde al funtor de Nakayama.
Decimos que un camino permitido en (Q,ZP) es pleno si comienza
en algin v € Qo y termina en v~'(v). Definimos dos conjuntos de
relaciones

P :=2ZPU{p—p|p,p son caminos plenos con s(p) = s(p') y e(p) = e(p')}

U{q|q es un camino permitido que contiene propiamente un camino pleno},

~

P :=ZP U {p|p es un camino pleno}.
El dlgebra biserial especial k@ / <75> es el dlgebra repetitiva asociada
a A, es decir, /l, mientras que el algebra de cuerdas A= k@/ <75>
se obtiene de A formando el cociente sobre el soclo de A vista como
modulo sobre si misma. Observamos que para cada flecha 3 en A

existen flechas o y 7 tales que Sa y 3 son caminos permitidos en fl,

decimos entonces que A es expandida. En esta situacion sélo tenemos
dos tipos de vértices:

(1) Vértices de transicién: Existe una sola flecha a que termina
en el vértice y una tnica flecha § que comienza en ¢él con

Ba ¢ P.
(2) Vértices de encrucijada: Existen exactamente dos flechas
que terminan en el vértice y dos flechas que empiezan en él.
Debido a la construccién de A, en cada vértice de transicién t
comienza un tnico hilo permitido no trivial de A, p(t), y termina un

unico hilo permitido no trivial de A, i(¢), mientras que en un vértice
de encrucijada comienzan y terminan exactamente dos hilos permitidos

no triviales de A. Observamos que

H ; = {plp es un camino permitido méximo de A}
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U {t € Qo|t es un vértice de transicién}.

Para cada flecha 3 € Ql definimos dos elementos de H ; como sigue:
Le(g), sie(B3) es un vértice de transicién

u(f3) := ¢ el hilo permitido no trivial que termina en e(3)

\ vy que no contiene a 3, en caso contrario

Ly(a), si s(3) es un vértice de transicién

v() := ¢ el hilo permitido no trivial que comienza en s(/3)

y que no contiene a 3, en caso contrario

Entonces, H ; es la unién disjunta de los conjuntos {v(3)|3 € Q)
y {p(t)|t es un vértice de transiciéon}, o también la unién disjunta de
{u(B)|f € Q1} v {i(t)|t es un vértice de transicién}. Se puede definir
una correspondencia biyectiva 7 : H ; — H ; como

_ [u)sie=009)
e {i(wl(t)) e=pl1)

El conjunto H ; parametriza de modo natural los vértices del carca]

estable de Auslander-Reiten de A que son extremos de sucesiones de
Auslander-Reiten con término medio indescomponible y 7 es la accién
del trasladado de Auslander-Reiten, ver [BR87]. Si () no es un arbol,
las 7-6rbitas infinitas de H ; parametrizan las componentes ZA,, del

carcaj estable de Auslander-Reiten de fl, mientras que las 7-érbitas fini-
tas de H ; parametrizan las componentes ZA,,/ (7") que no provienen
de médulos banda.

6. Calculo combinatorio de los invariantes

Describiremos a continuacién un algoritmo combinatorio para obte-
ner ciertas parejas de naturales, usando el carcaj con relaciones que de-
fine a A sin necesidad de calcular explicitamente el carcaj de Auslander-
Reiten de A. Su justificacion tedrica se da a partir de la descripcion
que se realiza en [GP99, 2.3] y [BR87, 3] de los médulos que aparecen
en las fronteras de las componentes caracteristicas de dicho carcaj, es
decir, médulos correspondientes a sucesiones de Auslander-Reiten con
un solo término medio, como se explicard en la seccién 2 del capitulo
3.

En el algoritmo se procede de la siguiente manera. Se haran recorri-
dos sobre el carcaj asociado al algebra, avanzando por hilos permitidos
y retrocediendo a través de hilos prohibidos de modo que cada flecha
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y su inversa se recorran exactamente una vez. Se procede como se
muestra a continuacién:

(1) Comenzamos por un hilo permitido Hy de A.

(2) Teniendo definido H; consideramos II; el hilo prohibido que
termina en e(H;) y tal que n(H;) = —n(IL;).

(3) Sea H,;iy el hilo permitido que empieza en s(II;) y tal que
0(H;y1) = —o(I1;), en caso de que II; no sea un hilo prohibido
trivial, o H;;; el unico hilo permitido que inicia en s(II;) en
caso de que II; sea trivial.

El algoritmo se detiene en el momento en que H, = H,
para algin natural n. Seam =, .. [(II,_1) obteniendo asi
la pareja (n,m). o

(4) Si existen ciclos dirigidos en el carcaj, en donde cada par de
flechas consecutivas forman una relacion, se agrega una pareja
de la forma (0, m) para cada uno, donde m es el nimero de
flechas que conforman el ciclo.

Se repiten los primeros tres puntos del algoritmo hasta que sean con-
siderados todos los hilos permitidos de A. Definimos ¢, : N> — N
donde ¢4(n,m) es el nimero de veces que se obtuvo la pareja (n,m)
en el algoritmo. Dicha funcién es invariante bajo equivalencia derivada,
como se enunciara en la siguiente seccién. Observamos que el soporte
de ¢4 es siempre finito. Sea {(ny, m1), (ng, ma), ..., (ng, my)} el soporte
de ¢4 , denotaremos por [(ny,my), (n2, ma), ..., (ng, mi)] a ¢4 donde
cada (nj,m;) esta escrito ¢a(nj, m;) veces y el orden es arbitrario.
Definiremos ademds #¢4 1= >, da(ng, m;).

Observacién 1.12. El caso donde se presentan ciclos dirigidos en
el carcaj, en los cuales cada par de flechas consecutivas forman una
relacion, es cuando se trata de un algebra gentil de dimension global
infinita. De acuerdo al algoritmo anterior para un hilo prohibido II de-
terminado por uno de estos ciclos se agrega la pareja (0,m), donde
m = [(II), lo cual corresponderia a un proceso degenerado de los
primeros tres pasos del algoritmo en el que se regresa a través de dicho
hilo prohibido pero no hay ningiin avance por hilos permitidos.

Ejemplo 1.13. Consideramos
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Sean () = o(ag) = o(az) = o(ar) = o(ag) = +1, o(ay) = o(as) =
o(as) = olag) = —1, nlar) = nlaz) = nlaz) = nlas) = nlas) =
n(as) = n(ag) = +1y nlas) =nlar) = —1.

una descripcion de A en términos de sus caminos maximos es

Ha:|ft bt h~
+

Tomamos Hy = (b*,a™, f7) y Iy = (b7) el hilo prohibido trivial en
b. Entonces H; es el tnico hilo permitido que empieza en b, es decir,
(h=, ¢, b7). Tenemos que II; = (h*, g") pues es el hilo prohibido que
termina en h con n(Il;) = —n(H;). Entonces Hs, el hilo permitido
que empieza en s(Il;) y tal que o(Hy) = —o(I1;) es el hilo permitido
trivial en g, (¢97). Ahora, Il, el hilo prohibido que termina en g con
n(Ily) = —n(Hs) es (g7, f1). Entonces Hz = (b",a™, f~) = Hy, por lo
cual n =3y m = [(Ily) + I(II;) + {(Ily) = 0+ 1 + 1 = 2. Obtenemos
la pareja (3,2).

Repetimos el algoritmo, comenzando ahora con Hy = (d*,e”),
entonces IIp = (d7) es el hilo prohibido que termina en d tal que
n(Hy) = —n(Ily). Hy es el dnico hilo permitido que comienza en d, el
hilo permitido trivial en ese vértice (d~). Por tanto tenemos entonces
que IT; = (dt,e7)(eT,a™)(a™, f)(fT,eT) y Hy = (dt,e”) = Hy. Asi
n=2ym=I(Ily) +{(II;) = 0+ 4 = 4. La pareja correspondiente es
(2,4)

Aplicando una vez mas el algoritmo consideramos el hilo permitido
Hy = (ht,g", fT,e",a’), entonces Iy, el hilo prohibido que termina
en h tal que n(Ily) = —n(Hy) es (h™,c"). Entonces H; es el hilo
permitido trivial en ¢, (¢7), y II; = (¢7,b")(b~,a”). Por lo tanto
Hy = (b, g%, fT,et,a™) = Hy. Se tiene que n = 2 y m = [(Ily) +
I(Il}) = 14+ 2 = 3, que determinan a la pareja (2,3). Por lo tanto
ba= [(37 2)7 (27 4)7 (2» 3)]

De modo mas sintético, escribiremos el algoritmo de la siguiente
manera;



12 1. ALGEBRAS GENTILES E INVARIANTES

HU - <b+7a_7f_) Hal - (b_)
H = (h=,ct,b7) ;! = (g7, ht)
Hy, = (97) L' = (f*.9%)
H; = Hy

— (3,2)
Ho = (d*e7) ' = (d”)
Hy = (d”) Mt = (e, fO(f,a7)(ar, et) (e, d)
H2 = HO

— (2,4)
Ho = (h*,g% f* et a%) T = (+, 1)
H, = (™) ;b = (a=,b7) (b, ¢7)
H2 = HO

— (2,3)

oA = {(37 2)7 (27 4)7 (2’ 3)]

O bien, usando la notacién de flechas:

HO = Q504 Hal = Ly
H, = Q700 Hfi = agi
HQ = 19 HQ_ = CK??
Hy, =  H,

— (3,2)
H() = ag Hal = 1d
H = 1 I = oy ag!
Hy = Hy

— (2,4)
HO = (g3 ry Hal = Oé';l
H = 1. ;' = aglag!
Hy, = Hy

— (2,3)

oA = [(37 2)7 (27 4)7 (27 3)]

Observacién 1.14. Sea ¢4 = [(n1, m1), (n2, m2), ..., (ng, mg)]. De-
bido a que estas parejas son las que se obtienen en el algoritmo tenemos
que o, 1 = #Ha pues en ¢l son considerados todos los hilos per-
mitidos de A exactamente una vez. Ademds ) i<y = #Q1, ya
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que esta expresion corresponde a la suma de las longitudes de todos
los hilos prohibidos del algebra y cada flecha aparece en exactamente
un hilo prohibido. Escrito de otro modo }_,, . cn2 @a(n, m)pi(n, m) =

HHAY D (myene Pa(n,m)pa(n,m) = #Q1, donde p; : N> — Nees la
proyeccién en la coordenada i ésima, para i € {1,2}.

Observacién 1.15. Si pensamos en los hilos permitidos de un
algebra gentil como graficas ajenas, éstos conforman un bosque con
#H, arboles, 2#Q)y vértices v #0) flechas. Debido a ello #H, =
2#0Q — #Q1. Si c es el numero de ciclos de Q, #Q1 = #Qo+c—1, es
decir, #Qy = #0Q1—c+1. Substituyendo tenemos #H s = 2(#Q1—c+
1)—#Q1 = #Q1—2c¢+2, o bien #H 4 +2c—2 = #();. Usando la Obser-

vacién 1.14 podemos concluir que 35, e @a(n, m)pi(n, m)+2c—2 =
Z(n,m)éN2 ¢A(n7 m)p2 (n7 m)

Observacién 1.16. Para justificar mas adelante que la funcién
¢4 es invariante bajo equivalencia derivada es conveniente analizar las
posibles situaciones que pueden presentarse en el desarrollo del algo-
ritmo:

(1) Para H; trivial, H; = 1, con v € Qq:

(a) Si v = s(h) para algin A hilo permitido no trivial de A,
Hi es trivial y HiJrl = h.

(b) Si v no es el inicio de un hilo permitido no trivial en A,
IT; es el hilo prohibido que termina en <, la Unica flecha
de @ tal que e(y) = v.

Graficamente tenemos:

(a) . _h v

(b) w2 . 0 ..,

(2) Para H; no trivial:

(a) Si existe v € @ tal que e(H;) = e(y) con n(H;) = —n(7),
I1; es el hilo prohibido que termina con la flecha ~.

(b) Si no existe v € @ tal que e(H;) = e(y) con n(H;) =
—n(v), II; es trivial y H;;; es el hilo permitido tal que
s(Hip1) = e(H;), que es log,) si e(H;) es un vértice de
grado uno.

Esto corresponde a:
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7. Resultados principales

Usaremos las parejas de naturales antes descritas para clasificar las
algebras gentiles de dos ciclos. El primer resultado importante pro-
ducto de esta investigacién es que las parejas de naturales que se men-
cionan en la seccién anterior son invariantes bajo equivalencia derivada,
en otras palabras:

Teorema 1.17. Sean A y B dlgebras gentiles. Si A y B son
derivadamente equivalentes entonces ¢4 = ¢p.

Justificaremos este resultado en la dltima seccién del siguiente capitulo.
Al final de este trabajo se probara ademas lo siguiente:

Teorema 1.18. Si A = kQ/ (P) es un dlgebra gentil, con Q) un
carcaj con dos ciclos, entonces #¢ € {1,3}.

Mas atin, se vera que, en el caso en que #¢4 = 3, estos invarian-
tes asociados a algebras gentiles con carcajes de dos ciclos, permiten
distinguir las clases de equivalencia derivada. De modo mas preciso:

Teorema 1.19. Sean A =kQ/(P) y B =kQ'/ (P’) dlgebras gen-
tiles, con Q y Q' carcajes de dos ciclos. Si #¢, = 3 entonces,
A y B son derivadamente equivalentes si y solo si ¢4 = ¢p.

La fuerza de este resultado radica en que el método combinatorio
para calcular estos invariantes asociados a las algebras con las cuales
estamos trabajando, a partir del carcaj con relaciones que las define,
es bastante accesible y no se necesita recurrir al carcaj de Auslander-
Reiten del algebra repetitiva.



CAPI{TULO 2

Representantes

1. Tres parejas de naturales

Si A es un algebra gentil definida por un carcaj de dos ciclos y
o4 = [(a1,a2), (b1, b2), (c1,¢2)], sabemos por la Observacién 1.15 que
a;+bi+c1+2(2)—2=as+by+co, 0 bien a;+by +c1+2 = as+ by +co.
A continuacién veremos que, de modo reciproco, a partir de parejas
de naturales (ay,as), (b1,b2) y (c1,c2) tales que a3 + by +¢; +2 =
as + by + ¢ es posible construir algebras gentiles A de modo que ¢4 =
[(a1,az), (b1, b2), (c1,c2)]. En la prueba de este resultado se da una lista
de representantes o formas normales de las distintas clases de equiva-
lencia derivada que aparecen en este caso.

Teorema 2.1. Sea [(ay,as), (b1, b2), (c1,c2)] € N? tal que a; +
by + ¢+ 2 = as + by + co. Ezxiste un dlgebra gentil A tal que ¢4 =
[(aba?)? (b17b2)7 (01702)]'

DEMOSTRACION:

Se construird un algebra gentil A para cada posible coleccion de
invariantes. Trabajaremos primero con el caso de parejas de naturales
de la forma (0, a), (a,0) o (1,1).

(1) Un élgebra gentil A tal que ¢4 = [(0,a), (0,b),(a+b—2,0)] y

a>b>1es
Vp—3 .& ......... v3 .<_ v
A ’1}572_)1)1,,191}1)9 U1 a U weovnennnn —_— > Ug—4
I |

S TN

Vp—2 —> Vp_1 —=Up U Uz — U3

15
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(3) Un algebra gentil A tal que ¢4 = [(1,1),(b,0),(0,b+ 2)] es

(4) Un algebra gentil A tal que ¢4 = [(1,1),(1,1),(0,2)] es

A 2N

wp —> Y0

(5) Un algebra gentil A tal que ¢4 =[(1,1),(0,1),(0,1)] es

A Qv1<—v23

Para los casos generales, se agregaran hilos permitidos triviales
a las algebras antes construidas:

(6) Un élgebra gentil A tal que ¢4 = [(k,a+k),(q,b+q),(a+b—
24nrr)cona>b>1,k>qgsia=bes

Vb4q <— VUbgq—1 ~oooovivminmnnnns <—— Up41
v A
V1 e vy S vy gt e gk
A Ugo1 <y ey
7
W] ——> WY —oeeveeee — > Wp

(7) Un algebra gentil A tal que ¢4 = [(a + k, k), (b+ ¢, q), (r,a+
b+2+r)cona>b>1,k>qsia=bes

Wl —> W2 —> W3 o Wy Zh e z9 <~— 21
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(8) Un algebra gentil A tal que ¢4 = [(k, k), (b+q,q), (r,b+2+7)]

es
Vpgl e oo - vy
O3 < = —us <
W] —= W2 —> —oeeeeeee — Wp—1 —> Wy
/
2] — == 29 ———— s — 2g—1 —= 2Zq
(9) Un élgebra gentil A tal que ¢4 = [(k, k), (¢,q), (r,r + 2)] con
k<gqes
uQ
V'
w1 ul
e v
A w2 uz
qul
Wp = Vg —> oo — = Uy

(10) Un &lgebra gentil A tal que ¢4 = [(k, k), (¢, ¢+ 1), (r,r + 1)]
con q <res

A : V] T 02 e Ug—1 —> vq""_}. U =— e U] <— UQ é""‘[l}rrJrl <~ Wy e WY ~<— W1

Veamos por ultimo que con esto se cubren todos los posibles casos
que pueden presentarse en ¢4:

Supongamos que A es un dlgebra gentil definida por un carcaj con
dos ciclos de modo que ¢4 = [(a1,a2), (b1, b2), (c1,¢2)]. Sia; =asy by =
by tenemos (9). Por otro lado si a; = as pero by # by y ¢1 # ¢, puede
ser que by > by y ¢1 < g, 0 que by < by y ¢1 < ¢, que corresponden a
(8) y a (10) respectivamente; debido a que a; +b; +¢1+2 = ag+ by + ¢
no es posible que by > by y ¢1 > cs.

Otra opcién es que a; # ag, by # by y ¢1 # ¢ ya sea que a; < as,
b1 < by y ¢1 > 9, 0 bien que a; > as, by > by y ¢1 < ¢o, que dan lugar a
los casos (6) y (7) respectivamente; como aj + by +¢1+2 = ag+bs + ¢
no es posible que a; < ag, by < by y ¢ < ¢, 0 que a; > as, by > by y
Cc1 > Ca.

O

2. Una pareja de naturales

En esta seccion mostraremos algunas algebras gentiles definidas por
carcajes con dos ciclos de 2, 3, 4 y 5 vértices con #¢p, = 1. Estas
son representantes de las distintas clases de equivalencia derivada bajo
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las transformaciones elementales que se estudiaran en el capitulo 5,
es decir, cualquier algebra con dichas caracteristicas es derivadamente
equivalente a una de las que presentaremos a continuacion y se puede
transformar en ella mediante operaciones elementales. Sin embargo,
no se sabe si aquellas dlgebras en la siguiente lista, que presentan el
mismo invariante asociado, son o no derivadamente equivalentes.

(1) Un dlgebra gentil A tal que ¢4 = [(1,3)] es
A i
(2) Un élgebra gentil A tal que ¢4 = [(2,4)] es

A' 1)1—>U2_—>-v3

Ar NN

(4) Algunas algebras gentiles A tales que ¢4 = [(4,5)] son
(a)
v3
/—\\/ ...... \

A 1 2 5
\J\ ...... /
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U3

TN

A v1 v ©ows

V4

V] ———>= V2 ————> U4

vg —= = vy

V2 —— U3

19



CAPiTULO 3

Interpretacién tedrica de los invariantes

1. Componentes caracteristicas

Sea A = k@/ (P) un algebra gentil con ) un carcaj de al menos un
ciclo y A el algebra repetitiva asociada, que es un algebra autoinyec-
tiva. Consideremos el carcaj estable de Auslander-Reiten de A, que
denotaremos por I' .. Sean T la traslacion de Auslander-Reiten y (2 el

funtor de lazos en la categoria de médulos estable A —mod; como 7y 2
conmutan, () permuta las componentes de I'; . Llamaremos compo-
nentes caracteristicas de I i, a las componentes de la forma Z A,
0 ZAs/ (TP) con p > 21 ver [GP99, 2.3].

Es posible definir una relaciéon de equivalencia en la coleccién de
las componentes caracteristicas de I'; , del siguiente modo: dadas C;
y Cy componentes caracteristicas de I’ Ao C esta relacionada con Cy
si se encuentran en la misma {2 érbita. Llamaremos series de com-
ponentes a las clases de equivalencia de dicha relacién.

Asociaremos a cada serie de componentes [C] una pareja de na-
turales (n,m), que denotaremos por ijc|, como se explica a continua-
cién. Sabemos por [GP99, 2.3] que I'; ; contiene una cantidad finita
de componentes ZA,,, v en consecuencia cada serie de este tipo de
componentes [C] tiene una cantidad finita de elementos, en este caso
tomamos ijc == (n,m) donde |n —m| = #[C] y Q""™(M) = (M)
para todo M un moédulo cuya clase de isomorfia se encuentra en dicha
serie. Para una serie de componentes [C] con C del tipo ZA,/ (")
y n > 2, consideramos ifc) := (n,n) que corresponde de hecho a un
caso limite de lo anterior; aqui la serie consiste de una cantidad nu-
merable de componentes y debido a que se trata de tubos de rango
n, Q°(M) = M = (M) para todo M un médulo cuya clase de iso-
morfia se encuentra en dicha serie. Estamos interesados en las parejas
de naturales asociadas a las distintas series de componentes y en el
ntimero de veces que aparecen. Definimos entonces Ny : N2 — N

INotemos que todas las componentes Z A, y las componentes ZA,/ (TP) con p > 2
provienen de médulos cuerda, sélo aquellas del tipo ZA.,/ (1) consisten posible-
mente de médulos banda.

21
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con Na(n,m) = #{[C] serie de componentes de I';  [ijc] = (n,m)}
si (n,m) # (1,1) y Na(1,1) como el ntmero de 2 6rbitas de tubos
homogéneos que provienen de moédulos cuerda. Aunque el hecho de
que un tubo homogéneo consista o no de médulos cuerda dependa de
la presentacion del dlgebra, el niimero de ellos es de hecho un invari-
ante derivado como se prueba en el capitulo 4. Al igual que para la
funcion ¢4 de la seccion 6 del capitulo 1, observamos que el soporte de
N, es siempre finito. Sea {(ny, m1), (ng, ma), ..., (ng, my)} el soporte
de Ny , denotaremos por [(ny, my), (ng, ms), ..., (ng, my)] a Na donde
cada (nj,m;) estd escrito N4(n;,m;) veces y el orden es arbitrario.
Definiremos ademds #Na 1= >, Na(n;,m;), es decir, el ntimero
de series de componentes de A.

2. Justificacion del algoritmo

De acuerdo a lo mencionado en la secciéon 5 del capitulo 1, para
un algebra gentil, un médulo en el carcaj estable de Auslander-Reiten
del algebra repetitiva que es extremo de una sucesion de Auslander-
Reiten con término medio inescindible, corresponde a un hilo permitido
de A: identificando a estos médulos con los hilos permitidos corres-
pondientes analicemos ahora cémo actia el funtor de lazos sobre la

coleccion de hilos permitidos. Por definicion, si M es un médulo sobre
un algebra A, Q7'(M) = coker(M — I) donde I es la envolvente
inyectiva de M. Sea H un hilo permitido de A. Observamos que,
o bien H es trivial, o se obtiene de un camino pleno suprimiendo su
flecha final que, siguiendo la notacion de la seccién 5 del capitulo 1, es
de la forma o j[2] para algunas i € M, j € {0,1,...,[(H)}, z € Z,
y que denotaremos por afj[z] . En este caso, si j # 0, oy; € @4
e identificaremos a H con Ozfj [2]7%; si no, se trata de una flecha de
conexién (ver la seccién 5 del capitulo 1) y entonces H corresponde a
una de las copias de un hilo permitido h de A en el carcaj asociado a
fl, es decir, H = aym[2] - - - quio[2]as1[2] con h = iy -+ - 040041 un
hilo permitido en A y z € Z, denotemos entonces H = h[z]. Debido a
la estructura de A se tiene
01 (H) = p(v[z+1]) si H =1, conv € Qy, z € Z
v(a;[z +1]) si H no es trivial
de modo maés especifico,
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(p(v[z+1]) si H = Ly con v € Qo, 2 €Z
Lue(rry) si H no es trivial y v(e(H)) es un vértice
Q- 1(H) = de transicion

el hilo permitido que comienza en v(e(H)) que no

involucra a a5z 4 1] si H no es trivial y

\ v(e(H)) es un vértice de encrucijada
donde p y v son como en la seccién 5 del capitulo 1.

Observacién 3.1. A partir de lo anterior y debido a que A es un
dlgebra gentil podemos describir Q~'(H) para H un hilo permitido de

A en los diferentes casos:

(1) Para H trivial, H = 1,j con v € Qg , 2 € Z (en este caso 1,

es un hilo permitido trivial de A):

(a) Si v = s(h) para algin h hilo permitido no trivial de A,
Q7Y (H) =h[z+1].

(b) Si v no es el inicio de un hilo permitido no trivial en A,
Q~Y(H) se identifica con 7[z] donde 7 es la tnica flecha
de @ tal que e(y) = v.

Gréficamente:

(a) h[z] ai0(z]  h[z+1]

- -~ V2] =~ ~—————— V[zF1]

7[7]

(b) o 0[] =— WU[Z—H]

(2) En el caso H = hlz| para algtn h hilo permitido no trivial en

A:

(a) Si existe v € @ tal que e(h) = e(y) con n(h) = —n(7),
Q~Y(H) se identifica con y[z]7!, y v corresponde al final
de un hilo prohibido de A.

(b) Si no existe v € @ tal que e(h) = e(y) con n(h) =
—n(7y), Q7L (H) es de la forma h'[z + 1] donde I/ es el hilo
permitido tal que s(h’) = e(h), que es 1,y si e(h) es
de grado uno.

Graficamente:
72|
@ £
h[z]
(b) ai,o[z—lx' /v;/,o[z} o el AR
e N

(3) Por otro lado, en el caso en que H se identifique con ozf-ij [2]7L
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(a) Si existe v € @y tal que e(v[2]) = s(a/}[2]) = e(H) con
n(v) = —o(af}), Q'(H) se identifica con v[2]™" y of%y
es un camino prohibido en A.

(b) Si no existe v € Q1 tal que e(v[2]) = s(af][z]) = e(H)
con () = —o(a’), a/%; es el inicio de un hilo prohibido

en Ay Q7' (H) = W[z + 1] donde %’ es el hilo permitido

de A tal que s(h') = s(a}) que no involucra a o/}, es
decir, tal que o(h') = —U(ozf]) que es 1wy si e(H) es
de transicion.

Graficamente:

Con esto, podemos justificar el siguiente resultado:

Teorema 3.2. Sean A un dlgebra gentil y ¢4 : N> — N la funcién
definida en la seccion 6 del capitulo 1, entonces ¢4 = Na.

DEMOSTRACION:
Recordemos el algoritmo mencionado en la seccién 6 del capitulo
1. Comparando las Observaciones 1.16 y 3.1 nos damos cuenta que, si

H es un hilo de A, las potencias Q/(H) dan lugar a los distintos hilos
permitidos de A que aparecen en el algoritmo, o bien, se identifican
con los inversos de las flechas de ) que conforman los hilos prohibidos
no triviales de A, apareciendo en el mismo orden que surgen durante el
algoritmo. De modo mas detallado, sean Hy un hilo permitido de A y
Hy, Hy, ... H, los hilos permitidos obtenidos en el proceso al iniciar con
H,. Denotemos por Ily, II;,...1I,_; a los hilos prohibidos no triviales
de A involucrados en esta parte del algoritmo, donde

II; = T (1) - T2 1

con m; € Qparai € {0,1,2,....n—1}, j € {1,2,...,I[(IL;)}, m =
Y o<icn_i1 ((IL}) ¥ (n,m) es la pareja de naturales obtenida a partir de
H,. Esta etapa del algoritmo puede ser descrita entonces mediante el
arreglo
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Hy[n]
donde se omiten los hilos prohibidos triviales (y esto se indicara
poniendo en su lugar un asterisco). Haciendo la identificaciéon de los

hilos permitidos de A que contienen una flecha de conexién con su
correspondiente ozflj [2]7! y gracias a las observaciones previas, esto co-
rresponde al arreglo

Hol0] Q=10 (Hy[0]) - - Q' (Ho[0])

Q- l(0) =1 (14 [0]) Q1 Io) =l =1 Fo[0]) - - - @~ o) =2 ( Hy [0])
Qo) =1(IT1) =2 ( Fy[0])

b*l(nn)*l(nl)*”'*l(nn—1 )=n(H, [o)

donde el dltimo elemento es Q~™"(H,[0]) debido a la definicién
de m. Como el algoritmo se detiene en el primer momento en que
H, = Hy, Q""" (Hy[0]) es el primer médulo que se encuentra en la
misma v-6rbita que Hy[0] al aplicar cierto nimero de veces Q71 de
hecho Q27" (H[0]) = Hy[n] = v"(Hy[0]). Debido a que 2 es una
equivalencia, a partir de la informacién que tenemos para los médulos
en el carcaj de Auslander-Reiten que son extremo de una secuencia de
Auslander-Reiten con término medio indescomponible, podemos con-
cluir que Q7"~™ = " en todos los médulos de la serie de componentes
donde se encuentra Hy[0]. Como 7 = Q?ov y 2 conmuta con v se tiene

7_71, — (QQ o V)n _ QQn o Vn = Q—Zn o 7_71, — Vn _ Q—n—m

lo que prueba que 7" = Q"™ ™. Este desarrollo es valido incluso si
los naturales n y m coinciden y en este caso 7% = Q° = id en los
moédulos de la serie de componentes donde se encuentra Hy[0], con n
el menor natural para el cual esto ocurre, asi estas componentes son
tubos de rango n. Sin # m, al aplicar Q' a Hy[0], obtenemos médulos
en las distintas componentes que aparecen en la serie de componentes
asociada a Hy[0] hasta llegar, después de n — m pasos, de nuevo a la
componente donde se encuentra la clase de isomorfia de Hy[0]. Asi
|n — m| corresponde al nimero de componentes en dicha serie. En
el caso de un élgebra gentil de dimension global infinita, sabemos que
existe un ciclo dirigido en el que cada par de flechas consecutivas forman

una relacién. Sea a cualquiera de dichas flechas y H el hilo permitido

1

en A con el que se identifica a[0]7. Por las observaciones hechas,
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las potencias Q71 (H), Q7 2(H)...Q ™(H) se identifican precisamente
con las flechas que conforman el ciclo dirigido mencionado, con m la
longitud del ciclo dirigido y Q~™(H) = H. Esto nos indica que Q™™ =
id = 7% para aquellos médulos en la serie de componentes donde se
encuentra H, que se conforma por exactamente m componentes.

O

Ejemplo 3.3. Para el dlgebra presentada en el ejemplo de la seccion
6, tomando Hy = asay el algoritmo quedaria codificado como

(asq)[0] =
(arag)[1]  ag[1]7!
14[2] az[2]~!
(asq)[3] =

para Hy = ag como

0[8[0] *
La[1]  ao[l]tay[1] Loy 1] tag[1] !
048[2]

vy para Hy = agagasag
(OégOégOZQOq)[O] OZ7[O]_1
1.[1] as[1] " ag[1] !
(Oz90[30[20[1>[2]

que corresponden a los arreglos

(049063062061)[0] Q_l((agagagal)[O])
972((0(90[36120{1) [OD 974((0@()[30(20(1) [0])973 ((O[gOégOéQOél) [0])
Q7 ((agaszazai)[0])

Observacién 3.4. De acuerdo al resultado previo, podriamos ree-
nunciar el Teorema 1.18 del siguiente modo: Si A = k@/ (P) es un
algebra gentil, con () un carcaj conexo de dos ciclos, A tiene una o tres
series de componentes.
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2.1. Prueba del Teorema 1.17. Consideremos A = kQ/ (P) y
B =kQ'/ (P’") dos algebras gentiles derivadamente equivalentes, ¢ y
¢p las funciones definidas a partir de las parejas obtenidas al aplicar
el algoritmo descrito en la seccién 6 del capitulo 1 a los carcajes con
relaciones de las algebras.

Como Ay B son derivadamente equivalentes entonces A y B también
lo son, ver [As97, Thm. 1.5] and [As98], y debido a que éstas tltimas
son autoinyectivas, por [Ric89] se tiene que A-— mod y B— mod son
equivalentes como categorias trianguladas. Entonces, una serie de com-
ponentes ZA, que tiene a (n,m) como pareja asociada se corresponde
mediante la equivalencia a una serie de componentes del mismo tipo con
igual nimero de elementos, |n—m/|, y de forma que Q"™ (M) = 7"(M)
para todo M un médulo cuya clase de isomorfia se encuentra en dicha
serie. Por otro lado, una serie de componentes de tubos de rango n, con
n > 1 que tiene a (n,n) como pareja asociada se corresponde mediante
la equivalencia a una serie de componentes de tubos del mismo rango,
a la cual se le asocia también la pareja (n,n).

Denotemos por ¢/, a la restriccién de ¢4 a N2\ {(1,1)}, como
¢’y = N por el Teorema 3.2, ¢/, describe la accién de Q7! sobre las
componentes ZA., y ZA/(17) de A con p € N\ {1} y debido a lo
anterior, concluimos que ¢y = ¢'s.

Por otro lado, usando la Observacion 1.14 sabemos que

Z ¢A(n7 m)pZ(n7 m) = #Qla

(n,m)eN?

ast ga(1,1) = #Q1 — X menz\ (1)) Pa(n, m)p2(n, m) y andlogamen-
te para B. Por el capitulo 4 sabemos que el nimero de flechas es
un invariante derivado por lo cual #@Q; = #Q, ademds ¢'y(n,m) =
¢’z(n,m), por tanto ¢4 (1,1) = ¢p(1,1). Con esto se tiene que ¢4 = ¢p
y se concluye la prueba.

[



CAPIiTULO 4

Grupos de automorfismos

En el presente capitulo se daran algunos resultados de geometria
algebraica para justificar que el ntimero de flechas es un invariante
derivado en el caso de algebras gentiles. Este hecho es necesario al
trabajar con componentes caracteristicas en el capitulo 3. Se sabe por
un resultado presentado en [HS01] y en [Ro00], que el grupo Out®(A)
(que serd definido mas adelante) de una k-algebra de dimensién finita,
con k un campo algebraicamente cerrado, es invariante bajo equivalen-
cia derivada. Se vera que en el caso de un algebra gentil éste es de la
forma S x U con S 22 (k*)%?) y f un subgrupo nilpotente, de donde se
obtiene el resultado. Veamos con detalle el desarrollo del argumento.

Dada una k-algebra A denotaremos por Aut(A) al grupo de au-
tomorfismos de A, por Inn(A) al grupo de automorfismos internos
de A, es decir Inn(4) := {uJx € A*} donde 1,(a) = x 'ax para
toda a € A, y por Out(A) al grupo de automorfismos externos de
A, Out(A) := Aut(A)/Inn(A). Debido a que Out(A) es un grupo afin
podemos considerar la componente conexa que contiene a la identidad
llamada su componente neutral y denotada por Out’(A).

Teorema 4.1. [HS01],[Ro00] Sea A una k-dlgebra de dimension
finita. El grupo afin Out®(A) es invariante bajo equivalencia derivada.

Para facilitar ciertos argumentos trabajaremos con un subgrupo
de Out(A) cuya componente neutral coincide con la de este grupo.
Trabajaremos con un dlgebra gentil A = k@/ (P). Siguiendo el trabajo
[GS99] definimos

Aut'(A) := {f € Aut(A)|f(v) = Vv € Qo}
Inn'(A) := Inn(A4) N Aut'(A) = {1, € Inn(A)|z € Dyeg,vAv}
Out!(A) := Aut'(A)/Inn'(A)

Teorema 4.2. [GS99, Thm.15] Si A es una k-dlgebra de dimension

finita, entonces Out'(A) es un subgrupo de Out(A) de indice finito y
tiene la misma componente neutral Out’(A).

29
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Debido a que estamos trabajando con un algebra gentil, podemos
considerar como base a todos los caminos distintos de cero en A, es
decir, que no estédn en (P), coleccién que denotaremos por I'; sea I'sg
el conjunto de los elementos de I" de longitud mayor o igual a uno. Asi,
A = ®cerkC y suradical es J = @cer., kC. Debido a que un elemento
fen Autl(A) fija los vértices de @, éste queda determinado por com-
pleto por el valor que toma en las flechas de ). Mas especificamente,

para f € Aut'(A) y o € Q,

fla)=> fela)C= > fela)C

cer Cee(a)l's(a)

donde fo(a) € k y la segunda igualdad se debe a que f fija los vértices
de ). En general se tiene entonces que para un camino D = a, ... asaq

fD)y=" > felow) .. fe(an) fe,(an)Ch ... CoCh

Cice(a;)T's(a;)

y denotamos por fo(D) al escalar fo, (o) ... fo,(ao)fe,, si se tiene
que C,...C5C, =C.

Recordemos que al hablar de los caminos estamos identificando a los
caminos de @) con sus correspondientes clases en el cociente kQ/ (P);
a pesar de ello, los escalares fo(a) estan bien definidos ya que A es
gentil y por tanto monomial, lo que implica que no existen dos caminos
distintos que representen al mismo elemento en kQ/ (P).

Buscamos entender ahora cémo es la componente neutral de Out'(A).
Para ello sera clave el siguiente resultado:

Teorema 4.3. Sea A = kQ/ (P) un dlgebra gentil, con @ conezo
distinto del carcaj de Kronecker. Existe un orden total < en I's; tal
que si f € Aut'(A) con fo(a) # 0 para toda o € Q,

C <D= fco(D)=0.
para C, D € I'sy.

DEMOSTRACION:

El primer paso para definir el orden total buscado es ocupar la longi-
tud de los caminos, si C, D € I's; y [(C) < (D) entonces consideramos
C < D. Veremos que también podemos ordenar los caminos que son
de la misma longitud de modo que se cumpla la condicién requerida.
Haremos la prueba en varios pasos:

(1) Probaremos que para C,D € I'sy con [(C) < (D) se tiene
fo(D) = 0. Primero veamos que es cierto si D = a € Q.
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Sean C' € I's; y a € @1 con [(C) < l(a) = 1, es decir,
[(C) = 0. Como

f(a) = Z fE(a)Ev

Ece(a)l's(a)

si @ no es un lazo C no aparece en la suma anterior porque
los caminos considerados en ésta comienzan y terminan en
distintos vértices, a diferencia de C'. Por otro lado, si a es un
lazo e(a)T's(a) = {15, @} y como a? = 0 tenemos

0= f(a2) = (f(a))2 = (fls(a) (a)ls(a) + foc(a)a>2 =
= (fls(a) (a))le(a) + 2f15(a)(()é)fa(a)04
entonces (f1,, (a))* = 0y por ser k un campo fi (@) = 0.
En cualquier caso [(C') < I(«) implica que fo(a) = 0. Consi-

deremos ahora D = a,, ...asaq, al aplicar f tenemos f(D) =
flag) ... flag)f(a1) v cada f(«;) es de la forma

> fela)Ci
Ci€e(a;)T's(av;)
Al desarrollar el producto anterior tenemos
fD)y=" > foon) ... fo,(02) fe, (1)Ch ... CoCy
Cice(a;)T's(av)

Asi, fo(D) # 0siy sélosi C = C,...CyC) para algunos C; €
e(a;)T's(a;) con fe, (o) # 0 para toda i; usando lo anterior
tenemos entonces que [(C;) > l(a;) = 1 y entonces [(C) >

n=1(D).
En resumen, si C,D € I's; con [(C) < (D) se tiene
foe(D) =0.

Analicemos ahora qué ocurre con los caminos de la misma
longitud; debido a la descripcién de f(C) basta estudiar caminos
que comienzan y terminan en el mismo vértice. Veamos primero
el caso de las flechas.

Sean «, 3 € Q; tales que s(a) = s(f) y e(a) = e(). De-
bido a que A es gentil, conexa y no es la de Kronecker, pode-
mos suponer sin perder generalidad que existe v € ) tal
que s(y) = e(a) con ya = 0y v6 # 0 (si esto no ocurre
se trabaja de manera andloga con el caso dual). Afirmamos
que fg(o) = 0 y entonces ordenamos 3 < « para cumplir la
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condicién requerida en el orden total. Tenemos que
0= f(ye) = f(7)f(e) =
(> feON Y fela)O)

Cee(y)le(a) Cee(a)l's(a)

y al realizar este producto el coeficiente de y5 es f,(7) f(a)
ya que por (1) no aparecen caminos triviales en las sumatorias
anteriores y el algebra es monomial. Por hipdtesis sabemos
que f,(y) # 0, asi que fz(a) = 0.

Consideremos ahora C, D caminos de longitud mayor que uno,
con s(C) = s(D) y e(C) = e(D). Veremos que fo(D) =
fp(C) = 0 y entonces podemos ordenar a estos caminos del
modo que querramos. Sea C' = ..., vy cada f(oy)
es de la forma 3 (s [E()E, asi que al calcular el
producto de todas ellas obtenemos una combinaciéon lineal
de caminos del tipo E, ... FEyE; acompanados del coeficiente
fe. () ... fB,(2) fE (1), con cada E; € e(a;)I's(a;). Sea
D = B, ...00. Siparaalguna i € {2,...,n} s(a;) # s(6),
entonces D no aparece en dicha combinacién lineal (nueva-
mente debido a que A es monomial). Si por el contrario,
s(ay) = s(f;) para toda ¢ € {1,2,...,n}, por (2) fg,(c;) =0
para toda i € {1,2,...,n} y entonces el coeficiente de D en la
combinacién lineal, fg, (ay) ... fg,(2)fs (1), es cero, es de-
cir, fp(C) = 0. En cualquier caso tenemos fp(C) = 0, y por
simetria fo(D) = 0.

O

Consideremos ahora a los elementos f de Aut'(A) tales que f,(a) #

0 para toda « una flecha en @, es decir

Autl (A) := {f € Aut'(A)|f.(a) # 0 Ya € Q,}.

Como consecuencia del teorema anterior podemos saber cémo es

esta coleccién.

Corolario 4.4. Sea A = kQ/ (P) un dlgebra gentil, con Q) conexo

distinto del carcaj de Kronecker.

(1)
(2)

S(Qn)
N(A)

El abierto Aut' (A) es un subgrupo de indice finito de Aut'(A) y
es isomorfo a un subgrupo de matrices triangulares inferiores.
Aut! (A) = S(Q,) x N(A) donde

= {f e Aut (A)|f(a) € k'a Vo € Q,} = (k*)#& Y
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DEMOSTRACION:

(1) Por el Teorema 4.3 sabemos que existe un orden total en I's4
de modo que en términos de la base ordenada correspondiente
de los caminos en A, las matrices que describen a los elemen-
tos de Autl(A) son invertibles y triangulares inferiores. Vemos
entonces que éste es un subgrupo de Aut'(A), ya que el pro-
ducto de dos matrices de estas caracteristicas es nuevamente
de esa forma.

(2) Debido a que A es monomial cada elemento (¢, )acq, € (k*)#@!
determina un automorfismo f en Aut’ (A) definido por f(a) =
co para toda a € Q1 y esta correspondencia establece un iso-
morfismo entre (k*)#91 y S(Q;). Veamos ahora que Aut (A4) =
S(Q1) x N(A). Sea f € Autl(A). Para cada o € Q se
tiene f(a) = ca® + X cco(arsna) Jo(@)C.  Consideremos
g € S(Q1) definido por g(a) = ¢, para toda a € Q1. Obser-
vamos que fg~' € N(A) ya que

fg (@) = flg7 (@) = flci'a) =
= flo) =la+ Y M fela)C
Cee(a)l's(a)\{a}

entonces f = fg g € N(A)S(Q:1). Ademss, si f € N(A)N
S(Q1), f(a) = la para toda o € @ y por tanto f = id.
Veamos que N(A) < Autl(A4). Para ello consideremos g €
S(Q1) tal que g(a) = cqr con ¢, € k* para toda a € @y,
y h € N(A) tal que

ha)=la+ > he(a)C.
Cee(a)l's(a)\{a}
Entonces
97 hg(a) = g7 h(car) = cag™ (@) =

=cog (la + Z he(a)C) =
Cee(a)l's(a)\{a}

=c(lg @)+ > he(a)g(C)) =

Cee(a)T's(a)\{a}
= la+ Z he(a)eqag™H(O)
Cee(a)l's(a)\{a}

que es un elemento de N(A) pues si g71(C) = a, C = g(a) =
cov y asi C = a. Entonces S(@;) normaliza a N(A). Con-
sideremos ahora f € Aut'(A) y h € N(A); sabemos que f
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es de la forma f = hg para algunos h € N(A) y g € S(Q1).
Tenemos que

Fhf = (hg)'h(hg) = g7 h~'hhg = g~ ' (k' hh)g
que es un elemento de N(A) ya que h~'hh € N(A) y S(Q1)
normaliza a N(A). Se tiene asi que N(A) < Aut:(A). Con

esto se prueba que Aut!(A) = S(Q;) x N(A).
U

Ahora podemos entender finalmente cémo es la componente neutral

de Out(A).

Teorema 4.5. Sea A = kQ/ (P) un dlgebra gentil, con @ conezo
distinto del carcaj de Kronecker. Out®(A) es isomorfo a un subgrupo
de matrices invertibles triangulares inferiores de la forma S x U con
S 2 (k)49 un toro mazimal y U un subgrupo nilpotente de Out®(A).

DEMOSTRACION:

Sea & € Bye,vAv un elemento invertible. Tenemos que su com-
ponente en v es x, = ¢,1, + ZC@FNU ccC con ¢,,cc € k. Por ser
x invertible, ¢, # 0 para toda v € Qo, y entonces z, = c,1,(1, +

ot ZCGUF>1U ccC) con ¢, ZCGUF> , ccC un elemento nilpotente que
denotaremos por n, € vAv y ¢, € k*. Definamos s := Zver( v1y)
y U= Zver(lv + n,) observamos que su = x ya que ¢,1,1, =0 =
Colyny, para v,w € Qg con v # w y entonces su = Zver
tenemos asi que ¢, = i,Ls y observamos que ¢, € N(A), 15 € S(Q1).

Ty = X;

Definamos
InnéV(A) = {w|u= Z (1, +ny), n, € vAv nilpotente}
vEQoO
Tnnis(A) == {1ls = > (eyly),cr €K}
vEQo

Observamos que para f € Aut!(A), , € Inn'(A), y € A
(frfD(y) = f(fo_l( ) = fla fTHy)a) = fla™yf(a) = tpw(v)

y entonces fi,f~! = tf(;). De aqui se desprenden las siguientes obser-
vaciones:
(1) Innk(A) < S(Ql) ya que Innk(A4) C Z(Aut (A)). Esto se debe

aquesi f € Aut! (A)YLSES(Q ) frsf Tt =145y =ts yaque s
es de la forma o (cy1,), con ¢, € k* y entonces f(s) = s.

(2) Inn‘(A) < Autl(A) ya que si f € Aut (A) y 2 € @yeq,vAv
f(7) € Bueq,vAv, asi fr,f~r = 1) € Inn'(A).
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(3) Inn’(A) < N(A) pues de hecho Innk(A) es un subgrupo nor-
mal de Aut! (A). Para justificarlo consideremos u = > vegy (Lot
ny) con n, = ¢! > ceurs,» ccC un elemento nilpotente y f €
Aut! (A); entonces f(n,) = ¢;* ZCEUFEW ce f(C) que es nueva-
mente nilpotente porque en el desarrollo de f(C') no aparecen
caminos triviales y A es gentil. Asf, f(u) = > .o (1, + 1)

con 7, nilpotente, y entonces fi,f~! =ty € Inn’y (A).

Podemos considerar el morfismo

p:5(Q1) = Aut(N(A))
donde, para cada g € S(Q;) ©(g) es tal que ¢(g)(h) := g 'hg para
toda h € N(A). Este induce un morfismo

@ : S(Q1)/ Innk(A) — Aut(N(A)/Innk (A)).
Por otro lado definamos
Y2 S(Q1) x N(A)) = S(Q1)/ Inng(A) x5 N(A)/ Inny(A)

dado por ¥(gh) = (g Innls({l), hInn’ (A)). Es un morfismo de grupos
yaquesig,g € S(Q1)y h,h e N(A)
O((gh)(Gh) = ¥(99(5"hg)h) = (99 In's(A), (57" hg)h Inniy ()
= (99 Tnns(A), p(g)(h)h Inny (A))
= (gInnk(A), hInnk (A))(g Inn} (A),ﬁlnnlN(A))

= (gh)(gh)

y kertp = Inn'(A). Esto se debe a que el nicleo consta de los
elementos de la forma gh con g € Innk(A) y h € Innly(A), es decir g =
Ly donde s = ZUEQO(CUL,) con ¢, € k*, h =, donde u = Zver(lv +
n,) con n, € vAv nilpotente, y como se observé en la primera parte de
esta prueba gh = 151, = ts, con su € By, vAv un elemento invertible
y de hecho cualquier elemento invertible en @,cq,vAv es de esta forma.

Asi

Autl(4)/ Tnn'(A) = (S(Q1) x N(A))/ Inn'(4)

(5
S(@1)/ Inng(A) x5 N(A)/ Inniy (A).

Por ser N(A) nilpotente, N(A)/Inn’(A) también lo es. Por otro
lado, consideremos un vértice vy € Qq, si s = ZUGQO(Cvlv) con ¢, € k*,

Y 8" = Loy + 2 coo oy (Co1o) con ¢, == ¢ le,, tenemos que 1y = Ly y

Il
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si consideramos otro elemento de la forma s” = 1y, + >, o0\ 1001 (G0 10)
para algunas ¢! € k¥ 1y = 1y implica que ¢, = ¢ para toda v €
Qo\ {vo} ya que @ es conexo. Esto quiere decir que cada uno de los au-
tomorfismos en Innk(A) puede ser determinado por la eleccién de los es-
calares ¢, en los vértices distintos a vy y entonces Innk(A) 2 (k*)#@ 1,
Asi, S(Q1)/Inny(A) =2 (k*)#Q-#Q—1) — (k)@ Sabemos por el
Teorema 4.2 que Out’(A) = (Out')°(A). Por otro lado Autl(A) es
por definicién un abierto de Aut'(A) y usando [Hu95, 7.4] sabemos
que es a su vez cerrado y por ello (Aut'(A))° = Aut!(A). Debido a
esto (Out'(A))° = (Aut!(A4))°/Inn'(A) = Aut’(A)/Inn'(A) y se tiene
entonces completada la prueba.

|

Como consecuencia del resultado anterior tenemos:

Corolario 4.6. El nimero de ciclos y el niumero de flechas es un
invariante derivado para la coleccion de dlgebras gentiles.

DEMOSTRACION:

Sabemos por el Teorema 4.1 que Out®(A) es invariante bajo equi-
valencia derivada, y de acuerdo al resultado anterior, éste contiene un
toro maximal de rango ¢(Q). Ademds en un grupo soluble los toros
maximales son conjugados y por tanto tienen todos el mismo rango,
asi, ¢(Q) es invariante bajo equivalencia derivada. Como #Q; = #Qo+
¢(Q) — 1 y el nimero de vértices es un invariante derivado, el niimero
de flechas también es invariante bajo equivalencia derivada.

O



CAPIiTULO 5

Transformaciones de algebras gentiles

Describiremos de manera combinatoria algunas transformaciones
sobre algebras gentiles que preservan equivalencia derivada. El siguien-
te material aparece en [HSZO01], pero en la investigacién fue necesario
agregar algunos casos que no estaban contemplados en el articulo. A
pesar de que son transformaciones sencillas de calcular (mds atn si se
describe al dlgebra mediante sus hilos), nos permiten obtener, a partir
de cualquier dlgebra gentil A = k@Q/ (P) con @ de dos ciclos, #N4 = 3
y mas de 4 vértices toda su clase de equivalencia derivada.

1. Transformaciones sobre un vértice

Sea A = kQ/ (P) un algebra gentil con () conexo tal que existen
aq, ap € @ distintas con s(ay) = s(ag). Denotaremos a dicho vértice
por 7, j1 :=e(a1) y J2 := e(az). Supongamos también que j; # i # ja
(aunque no es necesario que j; # j2). La situacién més general que
puede tenerse en el correspondiente carcaj con relaciones alrededor del
vértice 17 es la que se presenta a continuacion:

o1 i
S1 <—J1

1 P
N

7

QQ/
L F

S52 <——— jo P2
o2

N

Definiremos una nueva &lgebra V;(A) = kQ'/ (P’) tomando Q) =
Qo, Q) vy P’ de acuerdo a cada uno de los casos siguientes:

(1) Si 51 # i # s sean o, T, 0., para m € {1,2} flechas tales
que jm = s(ay,) = e(m,,), i = s(0,,) = e(e,), pm = s(m5_,) ¥
sm = €(0,,). Definimos

Q= (@1 \ {on, @, 71, m2, 01, 02 }) U {a), g, my, 7, 01, 05}
y
P = (P \ {0101, 030, aymy, aama}) U {0y, 0gr), a0y, gy }

37
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es decir

- e S
S1 <; J1 - P1 S1 72 % P1
al\/ Cfll \// Ty
7 — i Qy

(2) Si s; =i tenemos

(a)

"o (

> AN <
82<T”"j2 D2
PN

en cuyo caso tomamos a,,,, 7., param € {1,2} y o, flechas
tales que j,, = s(a,) = e(m,), i = s(o,) = s(my) =
e(a,)), p = s(m)) v 52 = e(0,). Definimos
Q) = (@1 \ {a1,az, ™, T, 02}) U {04/1704,%”;;7?/2,0;}
y
P = (P\ {mou, 020, onmy, aama}) U {myory, opary, oy, Gy b

es decir
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(b)
/

/K

/\

52 <——52

PN

en Cuyo caso tomamosa T param € {1, 2} y oy flechas
tales que jn, = s(a,) = e(7r ), i = s(oy) = s(m) =
e(a,.), p1 = s(my) v 52 = e(0,). Definimos
Q) = (@ \ {au, 0,11, m,05}) U {a), g, ), 3, 0}
y
P = (P \ {moa1, 090, a7y, aama}) U {mr iy, 0ory, 0y Ty, gy }

es decir

\_“/ !
- T2
i j2 <
042 .

aq N / .

/Q/ — > /‘\\

p1

s

(3) Si s; = s9 =i el dlgebra queda invariante.
Denotaremos por V™! a la transformacién inversa.

2. Transformaciones sobre una flecha

Sea A = k@/ (P) un élgebra gentil con ) conexo y 6 € (); con
i:=s(9) 7:=e€(0), 1 # j. La situacién mas general que puede tenerse
en el correspondiente carcaj con relaciones alrededor de J es la que se
presenta a continuacion:

\”‘/
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Sean Q el carcaj obtenido al eliminar las flechas 3y «, es decir QO = Qo,
Q= Q) \{G,7}, v P="P \ {03,7A}. Consideremos los subcarcajes
conexos méximos de Q que contienen a los vértices b y ¢ y sea Q! la
unién de los mismos. Definamos también Q? como el subcarcaj conexo
maximo de Q que contiene al vértice 7. En caso de que QN Q3 = O
definimos una nueva algebra Fs(A) = kQ'/ (P’) tomando Q) = Qo,
"'y P’ de la siguiente manera. Sean 8,6, , N, € flechas tales que
j = 8(0) = e(X), i = s(7) = s(€) = e(8) = e(8), b = s(8),
c=ce(y),l=s(N)yz=-e(). Definimos

Q/l = (Ql \ {575777>\75}) U {6/’6l77,7 )‘/75,}

y
P = (P\{88, 7\, &1 u{y'd, €' 6,5\

es decir

b x b / T
3
BN 8 ¢E< 5’\-".' / A <
4 )\—> J — f P me—

l

>07/\ >:/l/>\,
TN TN

Denotaremos por Fj, ! a la transformacién inversa.

3. Transformaciones sobre un lazo

Sea A = k@/ (P) un algebra gentil con () conexo y A € @1 un lazo
de @, es decir i := s(\) = e(\). La situacién més general que puede
tenerse en el correspondiente carcaj con relaciones en torno al lazo A
es la que se presenta a continuacién:

A
O 5\“‘/
lir—=1*

Definiremos una nueva &lgebra Ly(A4) = kQ'/ (P’) tomando Q =
Qo, Q, v P’ de la siguiente forma. Consideramos o', , ¢ flechas tales

g§j=%ﬁ=ewxi=d&=6W%%:wﬂyx=dﬁ-
Q)= (Q:1\ {6, u{a,0,¢}

P = (P\ {0, E6H)U{0 €6}
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es decir

Denotaremos por Ly a la transformacién inversa.

Diremos que T es una transformacion elemental si se trata de
una transformacion de vértice, de flecha, de lazo o es la inversa de
alguna de éstas. Ademas, dos algebras gentiles A y B se llamaran
derivadamente equivalentes mediante transformaciones ele-
mentales si existe una sucesién finita de operaciones elementales T,
Ty,..., T, tales que B = T,(---T1(A)).

4. Descripciéon de las transformaciones con los hilos de A

Ahora, describiremos cada una de las transformaciones anteriores
mediante la presentacion que se tiene de las dlgebras gentiles en términos
de sus hilos. En esta descripcién todas las funciones mencionadas
parten de una transformacién combinatoria mas elemental o su co-
rrespondiente dual. Ello permitira un mejor manejo de las mismas.

Definicién 5.1. Sea A = k@Q/ (P) un algebra gentil con () conexo

u, v € Qo vértices consecutivos distintos. Consideremos una descrip-
cion de A mediante sus hilos permitidos:

s(Hy+) s(Hy-) s(Hy-)

Ha :

e(ﬁw)

donde H,- y H,- son los hilos en A que involucran a u y a v que no
involucran a la flecha (v*,u") y H,+ el hilo en A que involucra a dicha
flecha. Denotaremos por m,+(H4) al correspondiente arreglo que se
obtiene quitando a u* de su posicién y colocdndolo debajo de v, es
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decir

M+ (Ha) :

Diremos que u' es movido después de v~. La transformacion inversa
se denotara por m;j, en este caso diremos que u™ es movido antes de
v™. Definiremos m,- y su inversa de manera andloga.

Observemos ahora que estas transformaciones combinatorias per-
miten describir a las que se presentaron en la seccién anterior.

4.1. Transformacién sobre un vértice. Sea A como en la Seccion
1. Veamos que en cualquier caso, la transformacién sobre un vértice ¢
corresponde a aplicar m;+ seguida de m;-.

(1) Si sy # i # s2. Un arreglo asociado a H 4 se ve de la forma

s(H;1) s(H;-) S(Hjl_) s(HjQ_) 7 [ s(H;+) s(H,—) S(Hjl_) S(HjQ_)
O S o S - S e
it i 3'1" s;' mg+ i3 i st it
PR : : — : it : 53

e(H,) e(H,) e(Hy) () :
e(H,+) e(H, ) ] _ e(H,) ()

S(Hye) s(H,-) s(H2) s(H, )

i i - -

Py Do I J2
m;— iy it i it
—
st s
e(Hﬁ») e(Hq'f )

E(ij ) e(Hj;)

(2) Si sy =1 el arreglo H 4 se ve de la forma
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(a)

s(H+) s(H;-) S(Hfz_) 1 [ s(H) s(H;—) S(sz—)
i P iy - SO S >SN
it i~ sT my+ ix i it
A+ _ N N - +
J2 g : : N S2
e(HJ ) e(H,;+) :
2 e(H,_) e(H._)
E(Hi+) e(Hi,) g Jo

s(Hyt) s(H;-) S(hj;)
A s ds
my— i~ ir it
+
Ja2 S
e(H,—)
e(H+) e(H,-)
2
o bien
(b)
s(Hy4) s(H,-) S(ng) ] [ s(H4) s(H;-) S(ng)
[ U A Y
it i~ sy M+ iy i~ it
—
Ja i J1 Sg
e(ng) e(H,+) : :
e(Hyy) e(H,-) e(Hi-) elH,; )

que al aplicar m;- queda invariante
(3) Si s1 = sy =i el arreglo H4 queda invariante al aplicar m;+ y
m;—.

En cualquiera de los casos, los arreglos obtenidos corresponden a Hy;(4).

4.2. Transformacién sobre una flecha. Sea A como en la Seccién
2. Veamos que la transformacién sobre una flecha (j*,4") corresponde
a aplicar m;+.
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El arreglo H 4 se ve de la forma

S(HpL) S(H»L'*) S(Hj*) 1 [ s(H¢+) s(Hi,) S(H]'*)
S D O N
it i zt my+ jt i it
gt ct ot e

. . G(HJ-_) e(H,H,) N .

e(H;+) e(H;—) e(H;-) e(H,-)

que es el arreglo correspondiente a H Fiye iy (A)-

4.3. Transformacién sobre un lazo. Sea A como en la Seccién
3. Veamos que la transformacién sobre un lazo (i~,:") corresponde a
aplicar m;- seguida de m;+. El arreglo H 4 se ve de la forma

S(Hfr) S(ij)
. . S(Hi+) S(ij)
N L : :
it xt mi— |- 1T I
. it i~
i : L — j+ zt
.7'+ e(ij)
e(I_ji-F) e(H:j—)
E(Hfr)
S(Hi+) S(ij)
NS
my+ gt it
— : i
e(Hy) a7t
i e(H,-)
que corresponde al arreglo H L iy (A)-

5. Justificacion teorica de las transformaciones

En esta secciéon probaremos que las transformaciones elementales
del presente capitulo dan lugar a algebras derivadamente equivalentes
a aquellas sobre las que se aplica la transformacién. Las pruebas que
se muestran son parte del material que aparece en [HSZ01], aunque
para la transformacion de vértice se trabajan algunos casos que no se
incluyen en este articulo.

Teorema 5.2. Sea A = kQ/ (P) un dlgebra como aquella definida
en (1) o (2) de la seccion 1. Consideremos
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T:=T.® EB P[]
1eQo\{i}
con

(a1,02)
Te:= — (0 —=> Pj;®P, = P, —>0—>

Entonces T' es un complejo inclinado y Endpea)(T) ~ Vi(A).

DEMOSTRACION:

Por construccién 7" es un complejo inclinado y sabemos por [SZ03|
que el dlgebra End pu 4y (T') es gentil y entonces End pe4)(T') = kQ"/ (P")
con @y = Qo. Denotemos por Py, a los Endps4)(T)-médulos proyec-
tivos indescomponibles para m € @, que se identifican con los suman-
dos indescomponibles de T'. Sea F' una equivalencia de categorias tri-
anguladas D°(End ps(4)(T')) — D(A) tal que F(Endp4)(T)) =Ty

B = T,
F(Py) = Pull], meQo\{i}
y asi identificamos a V;(A) con Endpe4)(T) como se verd a continua-
cién. Analicemos c6mo son los morfismos irreducibles en End pu 4y (1) —
mod en cada uno de los distintos casos. Tenemos los siguientes morfis-
mos irreducibles:
(1)

- —>0—>le—>0_>0_>

/ .
= 4,0 ¢
al (id,0) } (o100
- —=0—= Pj;®Pj, = P, —0—> -

- —>0—>—Pj2_> ) =

by 1= (0,id) } (o0 ’r

_ —>0—>Pj1@Pj2—> > () = e

7-(1 = ?O‘WZT ¢

. _>0_>0_>P71_>0_>

> 0—=>0—>FPp; —>0—>

Wé . 1\&27{-11\ /r

. _>0_>0_>Pj2_>0_>

(a1,02)
> (0 — le@sz__% P —> 0 —

A= e

=0 —=Psy; —=0—0—>
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(a1,a2)
=) = Ph@sz — P =0 =

N

. —>0—>P52—>0_>0_>

que son morfismos irreducibles pues no se factorizan a través de
ningn otro sumando indescomponible de T'. Los morfismos
o : Py, — Py oy : P, — Pj, que son irreducibles en
A, inducen morfismos que se factorizan a través de o y o}
respectivamente. Ademds, las composiciones ojaf y oha) son
cero y oy y oyl son homotdpicas a cero:

._>0_>Pp2_>0_>0_>. .......

! e T \ T T

04171—1 e e () —— le _,l; 0—>0 —> -

(CZAOL S i

(01,02
. —>0—>Pj1@Pj2—> = () > e

—-0—> P —=0—0—

amf™

0/27-‘-5 ......_>.0_>.Pj2'___w£0_>0_>. .......

(0,id) } @Q' (;J i

. 909P71®Pj29pi909 .......

(2) (a) Sean o}, o, ) y o4 como en (1), y

(a1,00
>0 = le@Pj2..9 = () ==

G

. 90ﬁpj2ﬁ0%0%

que es también un morfismo irreducible pues no se fac-
toriza a través de ningiin otro sumando indescomponible
de T. El morfismo o, : P;, — P}, es irreducible en A,
pero induce un morfismo que se factoriza a través de aj,
mientras que apm induce un morfismo que se factoriza a
través de o). Ademas, las composiciones cha) y mhal, son
cero y ojmy es homotdpica a cero como en (1) al igual que
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ayTh:

(o1,02)
. —>0—>P]-169Pj2_>PZ._>0_> .......

(a207l'1) », Wi T

1

abm, ﬂﬁ%f(,o g
i} - i

(01,02
. —>0—>Pj1®Pj2_> > ) > e

(b) Sean o, o4, ™, y o4 como en (1), y

(o,002)
=0 = le@sz__—>- Pp—=0— -

7T/1 = (Otloﬂz) 1\ /r T
= 0= P} — > 0 == 0 == -

que es también un morfismo irreducible pues no se fac-
toriza a través de ningiin otro sumando indescomponible
de T'. El morfismo oy : Ps, — P;, que es irreducible en
A, induce un morfismo que se factoriza a través de aj,
mientras que a;7my induce un morfismo que se factoriza a
través de o). Ademas, las composiciones o450 y T son
cero y nuevamente a7, es homotdpica a cero como en (1)
asi como o) 7i:

(a1,a2)
. —>0—>—Pj1@Pj2 — P, —=0— -

L (a107r2>/? \\ "lﬁ T
O{lﬂ-l s () —— le # (L 0—= -

(id,0) ) (o T
Para cada caso, los demds morfismos irreducibles en A — mod dan
lugar a morfismos irreducibles en Endps4)(7") — mod debido a que los
correspondientes modulos proyectivos indescomponibles son sumandos
directos de T" en grado uno. Tenemos asi que Endpsy) (T') se puede

identificar con V;(A).

O

Observacién 5.3. En el caso (3) de la seccién 1, usando el complejo
inclinado antes mencionado, End ps4) (T ) se identifica con un 4lgebra
definida por el mismo carcaj con relaciones que determina a A.

Teorema 5.4. Sea A =kQ/ (P) como en la seccion 2. Definamos

T:=T.e P P.o @ PR

meQ reQg\{i}t
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con

[
Toi= e —>= (0 — Pj — P, =0 — -

Entonces T' es un complejo inclinado y Endpeay(T') ~ F5(A).

DEMOSTRACION:

Por construccién T es un complejo inclinado. Sabemos por [SZ03|
que el dlgebra End pu 4y (T') es gentil, escribimos entonces End pu(4) (1) =
kQ"/ (P") con Qf = Qo. Denotemos por P alos Endp(4)(T")-médulos
proyectivos indescomponibles para m € ), que se identifican con los
sumandos indescomponibles de T'. Sea F' una equivalencia de categorias
trianguladas D’(Endps4)(T)) — D"(A) tal que F(Endpsa)(T)) =T
y

FPY = T,
F(P"y = P, r e Qé

veremos que se logra una identificacién de F5(A) con Endpa)(T).
Analicemos cémo son los morfismos irreducibles en End ps 4y (1) —mod.
Tenemos por ejemplo a los siguientes:

...... —0—0—> P, —=0—

7 b e o

...... 909]3]»_)".]31._)0_)

90*>Pj2>PZ-*>0*>

T (A

....... —-—0—0—P. —0—

...... _>0_>Pj_>0_>.0_>

§ = id} 5 R

—->0—=>P > P —>0—>

909P7__.j>-Pi909

&= 4 1o

...... —-0—= P, —0—0— -

e = == 0 —=>=0—> P =0 —

N o= boat
90—>0—>0—>Pj —= () = e
que no se factorizan a través de ningiin otro sumando indescomponible
de T' y son por ello irreducibles. El morfismo § : P, — P; que es
irreducible en A, da lugar a un morfismo que se factoriza a través de
0’. Ademés, las composiciones &3’ y 7/¢" son cero y '\ es homotdpica
a Ccero:
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--+O—>Pl_>0_>0_> ..... .

YL |

5/)\/ '“"“—>O—>Pj."—-__;0—>09 ..... .

—0—=>PFP —> P —0—>

Los demas morfismos irreducibles en A — mod dan lugar a morfismos
irreducibles en End p(4)(T") —mod ya que los correspondientes médulos
proyectivos indescomponibles son sumandos directos de 1" en los grados
adecuados y Endps4)(T') se identifica de este modo con F5(A).

O

Teorema 5.5. Sea A =kQ/ (P) como en la seccion 3. Definamos

T=T.0 @ P
meQo\{i}
con

(8.67)
Toi= e —>= (0 — P]-@Pj — Pi — () =

Entonces T' es un complejo inclinado y Endpe 4y (T') >~ Lx(A).

DEMOSTRACION:

Por construccién T es un complejo inclinado y por el articulo [SZ03|
el algebra Endps4)(T) es gentil y asi Endpea)(T) = kQ"/(P") con

6 = Qo. Denotemos por P, a los Endps4)(7)-médulos proyectivos

indescomponibles para m € Qf, que se identifican con los sumandos
indescomponibles de T'. Sea F' una equivalencia de categorias triangu-
ladas D*(Endpe(a)(T)) — D*(A) tal que F(Endps4)(T)) =Ty

F (Pi”) = T

F(PT/;L) = Pm[1]7 mer\{z}

y podemos identificar a Ly(A) con Endpy4)(T) como se probard
a continuacién. Analicemos cudles son los morfismos irreducibles en
Endps(4)(T") — mod. Por ejemplo:

a = toxat 4

...... —>0—>O—>Pj—>0—>

...... _>.0_>Pj_>0_>0_>

§ = (0,id) } (5,5/\)T 1

...... — () — Pj@Pj — P —= 0 — -
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)\/ o _>O_>P]@%elzl>,6}.\)1)_>0_> R
T ((1) 8” (575>\)¢>‘ ?

=0 —= Pj®oP; = P, — 00— -

(5,6))

— e
(5)f b
son morfismos irreducibles pues no se factorizan a través de ningin
otro sumando indescomponible de T'. El morfismo £ : P, — P; que
es irreducible en A, determina un morfismo en Endps4)(T) que se
factoriza a través de 0’ y el morfismo inducido por la proyecciéon de
P; @ P; en la primera componente, se factoriza a través de \'. Ademas,
las composiciones £'6" y '\ son cero y ¢’a’ es homotépica a cero:

at® f

6’@’ 90ﬁpj$0%09 .......
(0,ie) (5,5&-)1\ |

- —=>0— Pj®P; = P, = 0 — -
Los deméas morfismos irreducibles en A — mod dan lugar a morfismos
irreducibles en Endpe(4)(1) — mod debido a que los correspondientes
modulos proyectivos indescomponibles son sumandos directos de T en
grado uno; identificamos a Endpe4)(T") con Ly(A).
|



CAPIiTULO 6

Reducciones de un algebra a la forma normal

En este capitulo se estudian ciertas simplificaciones sobre las al-
gebras gentiles de dos ciclos, usando las transformaciones del capitulo
anterior, para modificarlas y llevarlas a alguna de las formas normales
presentadas en el Capitulo 2. Debido a la diversidad de algebras que se
presentan, incluso cuando se trabaja con carcajes de pocos vértices, no
se desarrollé un algoritmo para transformarlas a su forma normal. En
cambio se realizaran mas adelante pruebas por induccién en las cuales,
si se conocen las transformaciones elementales para llevar a un algebra
cuyo carcaj tiene n vértices a su forma normal, se pueden modificar cier-
tas algebras asociadas a carcajes con n+1 vértices, obtenidas agregando
de modo adecuado un vértice a un carcaj de n vértices, hasta obtener
sus respectivas formas normales. A lo largo del presente capitulo se
muestran los resultados técnicos necesarios para dichas pruebas.

1. Simplificacién de ramas en el carcaj

Debido a que se realizaran pruebas por induccién sobre el niimero
de vértices del carcaj asociado a un algebra necesitaremos lo siguiente:

Definicién 6.1. Sea () un carcaj. El grado de un vértice es la
suma del nimero de flechas que comienzan en v y el nimero de flechas
que terminan en v.

Definicién 6.2. Sea A = k@/ (P) un algebra gentil, con @) un
carcaj conexo y « € (Jp un vértice de transicién (ver la seccién 5), o
bien, un vértice de grado 1 que es el inicio de una flecha; graficamente
tenemos alguno de los siguientes casos:

(1)
> 3 z—IB> v<

51



52 6. REDUCCIONES DE UN ALGEBRA A LA FORMA NORMAL

(2)

Consideramos el correspondiente carcaj con relaciones que se obtiene
quitando al vértice x, es decir, formamos un élgebra A\{z} := kQ’'/ (P’)
donde Qf = Qo\{z}, @) = (@1\{a, f})U{a’} con s(o') = u, e(a’) = v
P =P\ ({avly € Qi}U{vBly € @i})U{a'v|ay € Ptu{ra'[y8 € P}
para el caso (1); para el caso (2) tomamos Q) = Qo \ {z}, Q] =
(Q1\{6}) P =P\ {xb}. Es decir:

> u—a>a:—ﬁ>v < — > ug;v <
> o < > <
i K N K

RN
Observacién 6.3. Si A = k@Q)/ (P) es un élgebra gentil, con () un
carcaj de dos ciclos y € @y como en la definicién anterior, A\ {z} =
k@'/ (P') también es un dlgebra gentil con Q" un carcaj de dos ciclos,
ya que tiene exactamente un vértice y una arista menos que Q).

e =g

Observacion 6.4. Si tenemos

):(

al aplicar una transformacién de flecha Fs obtenemos

)=

es decir, un vértice como en la primera parte de la Definicién 6.2.
Analogamente en el caso dual.

Veamos ahora como se comportan los arboles enraizados de un car-
caj asociado a un algebra gentil, ver Definicién 1.4:
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Lema 6.5. Sea QQ un carcaj de dos ciclos y mas de cinco vértices,
asociado a un dlgebra gentil. St existen drboles enraizados de profun-
didad mayor a uno se presenta alguna de las siguientes formas:

o alguno de los respectivos duales. FEn los diagramas anteriores los
numeros indican el grado de cada vértice.

DEMOSTRACION:

Sea u € @)y de grado 1 tal que el tnico vecino de u, v, es de grado
minimo. Como el dlgebra es gentil, el carcaj conexo y de al menos
5 vértices, el grado de v es 2, 3 0 4. Si v es de grado 2, las tnicas
posibilidades son (a), (b) o (¢), o sus respectivos duales, si es de grado
3 las posibilidades son (d), (e) o (f) o alguno de sus duales, y si es de

grado 4, las opciones son (g) o su correspondiente dual.
O

Maés especificamente:

Lema 6.6. Sea QQ un carcaj de dos ciclos y mas de cinco vértices,
asociado a un dlgebra gentil A. Si existen drboles enraizados de profun-
didad mayor a uno, A es derivadamente equivalente mediante transfor-
maciones elementales a un dlgebra B =kQ'/ (P') donde eziste x € Q)
como en el inciso (1) de la Definicidn 6.2.

DEMOSTRACION: Basta analizar cada uno de los casos que se presen-
tan en el Lema 6.5. Para (a) no hay nada que probar y en (b),(d), (e),
(f) v (g) el resultado se sigue de la Observacién 6.4. Para (c) tenemos:
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S<—2 —=>8
~ |
—
S=<—8=<—c

27N 27N
y para los casos duales se aplican las transformaciones inversas.
O
Analicemos lo que ocurre con los drboles enraizados de profundidad

uno.

Lema 6.7. Sea A =kQ/ (P) un dlgebra gentil, con Q un carcaj con
dos ciclos. Si en Q) se tiene un drbol enraizado de profundidad uno,
eriste © € QYo de modo que A es derivadamente equivalente mediante
transformaciones elementales a B = kQ'/ (P") donde el correspondien-
te x se presenta en alguna de las siguientes situaciones:

(1)
>u&miv<

con x de grado 2, o

>ugigv<

con w de grado 3 y o y [ pertenecientes a un ciclo.

(2)

DEMOSTRACION:

Analicemos los posibles casos en que puede presentarse el arbol
enraizado de profundidad 1. Si se presenta una situacion como en la
Observacién 6.4 no hay nada que probar, asi que habra que analizar
qué ocurre si la rama de profundidad 1 se ve de la forma:

>ug}igv<

con w de grado 3. Si 'y [ pertenecen a un ciclo se tiene el resultado.
Si no, podemos aplicar Fjg para obtener
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y concluir la afirmacion nuevamente a partir de la Observacion 6.4.
En el caso dual se aplica la transformacién inversa respectiva.

O

Veamos ahora cémo, bajo determinadas situaciones, podemos ase-
gurar la existencia de un vértice x para el cual tenga sentido considerar
el dlgebra A\ {z} como en la Definicién 6.2.

Proposicién 6.8. Sea A = kQ/ (P) un dlgebra gentil, con Q un
carcaj de dos ciclos y mas de 5 vértices. Entonces A es derivadamente
equivalente mediante transformaciones elementales a B = kQ'/ (P')
donde existe x € Q) del siguiente tipo:

(1)
>ug>z£>v<
>u;£gv<

con w de grado 3 y o y [ pertenecientes a un ciclo

(3)

con x de grado 2

(2)

con x de grado 2 y o y (3 pertenecientes a un ciclo.

DEMOSTRACION:

Si existen arboles enraizados el resultado se sigue de los Lemas 6.6
0 6.7.

Por otro lado, si no existen arboles enraizados todos los vértices
tienen grado 2, 3 o 4. Sabemos que

D gr(v) = 2#Q1 = 2(#Qo + 1) = 2#Qy + 2

vEQo
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Entonces los vértices son de grado 2, salvo uno que es de grado 4
o dos de grado 3. Por hipdtesis hay al menos 6 vértices, entonces
tenemos al menos dos vértices consecutivos de grado 2 (ver Definicién
1.3) denotémoslos por u y v. Si en ninguno de estos dos vértices se
presenta la situacién (1) tenemos entonces alguna de las siguientes:

- U —=> UV <—

o su dual:

- U —=> UV —>

En la primera situacién aplicamos la transformacién de vértice

Vi
- U >V <— N U <— UV <—

donde el grado del vértice u puede variar pero el de v es 2, asi, se tiene
(1). Para los deméds casos, si la arista § pertenece a un ciclo se tiene
(3); si no, podemos aplicar la transformacion de flecha:

y por el Lema 6.7 se tiene el resultado, o bien

— U L V< F6 — U <— UV <—

para el caso dual se aplica la transformacion inversa correspondiente
y se presenta una situacion previamente analizada.

O

Refinando un poco el resultado anterior se tiene:



1. SIMPLIFICACION DE RAMAS EN EL CARCAJ 57

Proposicién 6.9. Sea A = kQ/ (P) un dlgebra gentil, con @ un
carcaj de dos ciclos y mads de 5 vértices. Si A no es derivadamente
equivalente a un dlgebra B = kQ'/ (P') donde existe © € Q) del si-

guiente tipo:
(1)
> u i x g v <
v

con w de grado 3 y o y [ pertenecientes a un ciclo

con x de grado 2

(2)

entonces #oo = 1 0o A es derivadamente equivalente a uno de los
representantes (1), (2) o (3) del Capitulo 2.

DEMOSTRACION:

Supongamos que A no es derivadamente equivalente a un algebra
cuyo carcaj asociado tenga un vértice x como el descrito, sabemos
entonces por los Lemas 6.6 y 6.7 que () no tiene ramas. Como #Qq >
6 sabemos por la prueba de la Proposiciéon 6.8 que debe existir una
secuencia de 3 flechas del tipo

— U —=> UV —=>
Qg e ] e

con uy v de grado 2 vy ag, a1 y «o pertenecientes a un mismo ci-
clo; mas aun, cualquier secuencia formada por vértices uy, us, ...uU,
consecutivos de grado 2, n > 2 debe ser de la forma

v debe estar formada por flechas que pertenezcan a un mismo ciclo,
pues en caso contrario, el argumento presentado en la prueba de la
Proposicién 6.8 permitiria transformar el carcaj con relaciones en uno
con un vértice x como el descrito. Sabemos también que todo vértice
en A es de grado dos, salvo uno de grado 4 o dos de grado 3. Si se
tiene un vértice v de grado 4, éste puede presentarse en alguna de las
siguientes formas
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L Lo v 0! v - pero éste tltimo

) AN b 2SN

y, por el sentido de las mismas, apareceria una secuencia distinta a la
mencionada anteriormente. En el primer caso se tiene un representante
del tipo (1) y en el segundo uno del tipo (2). Analicemos ahora qué
ocurre si aparecen dos vértices de grado 3, a y b:

Observamos de acuerdo a lo anterior que todas las flechas forman
parte de un ciclo salvo quizas una o dos. Veamos que en cualquier caso,
dadas las condiciones del carcaj con relaciones, #¢4 = 1 o bien A es
derivadamente equivalente a uno de los representantes (1), (2) o (3) del
Capitulo 2:

Caso 1.- Todas las flechas forman parte de algin ciclo.

Sabemos que existe una secuencia de al menos tres flechas como la
mencionada anteriormente y sus extremos deben ser precisamente a y
b. Se presenta alguna de las siguientes tres situaciones:

<—b<—] :<—b<—j seb_>j:
oo 1,

—
—_—

i) Aplicando la transformacién V;;l obtenemos un hilo permitido
trivial en w,,.

ii) Si j # a, aplicando también la transformacién V,~' obtenemos
un hilo permitido trivial en j; por otro lado, si j = a se tiene

L =~b.

I }
P 0 f en el primer caso, aplicando la transfor-

—=a
macién Vb_1 obtenemos un hilo permitido trivial en a, y en el segundo,
debido al algoritmo para calcular ¢4 tenemos que #¢, = 1.

i1i) Si s # a, al aplicar la transformacién V; obtenemos un hilo
permitido trivial en s. Por otro lado, si s = a tenemos alguno de los
siguientes casos:
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b —= b ——j b — b ——

4 ’ /1 b : 0 /1 En el primero,
dONT N NI

a —= a <— G- a <

aplicando V,, obtenemos un hilo permitido trivial en uq, en el segundo,
si j = a se tiene un representante del tipo (3) y si j # a al aplicar
V=1 obtenemos un hilo permitido trivial en b. Los tltimos dos casos
corresponden a algebras con #¢4 = 1.

Caso 2.- Todas las flechas forman parte de un ciclo salvo una, aque-
lla determinada por los vértices b y a.

Tenemos una de las siguientes opciones

| 7} ) ________ /} - J\; -
i) e Q)i a—=b i 0dd)  al=b
SRR T O e T

i) Si j # a aplicando V, al algebra obtenemos un hilo permitido
trivial en j. Si j = a, es decir, si se tiene un lazo A en a hay dos

posibilidades
j ...... : g e .
C a ﬁi 0 C “ _>¢ para la primera, basta aplicar V; !
b R

aplicar Ly para obtener un hilo permitido trivial en b.

i1) Como el dlgebra es de dimensién finita no puede existir un lazo
en a, vy al aplicar V, se obtiene un hilo permitido trivial en b.

i11) Si j; # ja, basta aplicar V,-! para obtener un hilo permitido
trivial en j;. Si j; = jo hay sélo dos opciones

a'"—>i§ ‘o md'ﬁ?_t - en la primera, aplicando V};l se ob-
M
...... do
tiene un hilo permitido trivial en ¢ y en la segunda, aplicando Fj, !
se obtiene un carcaj donde todas las flechas pertenecen a un ciclo, es
decir, se reduce al caso 1.

Caso 3.- Hay exactamente dos flechas que no pertenecen a un ciclo.

Tenemos alguna de las siguientes opciones:

QU
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aplicando Fjy se reduce al caso 2.

i1) Es dual a 7).

i1i) Aplicando Fj se tiene un algebra como en i) o bien se reduce al
caso 2.

Finalmente vemos que los hilos permitidos triviales corresponden a
carcajes con relaciones donde aparecen vértices de transicién o ramas y
debido a la hipdtesis que se tiene sobre A y a los Lemas 6.6 y 6.7 esto no
puede ocurrir. Las tinicas opciones posibles son entonces que #¢4 = 1,
o bien, A es derivadamente equivalente a uno de los representantes (1),
(2) o (3) del Capitulo 2.

O

Con los resultados anteriores podemos estudiar qué ocurre al aplicar
una transformacion elemental a un algebra gentil A y cémo se relaciona
con aquella que se obtiene de aplicar la misma transformacion a una
que se construye a partir de A quitando adecuadamente uno de sus
vértices:

Lema 6.10. Sean A =kQ/ (P) un dlgebra gentil, con Q) un carcaj
de dos ciclos y #Qog > 6. Sean x € @y como en la Definicion 6.2
y T una transformacion elemental que sea factible aplicar a A\ {x}.
Entonces A es derivadamente equivalente mediante transformaciones
elementales a un dlgebra B = kQ'/ (P’) de modo que el correspondiente
x € @ es también un vértice como en la Definicion 6.2 y tal que

T(A\{z}) = B\ {z}.
DEMOSTRACION:

Analicemos cada uno de los casos que se presentan para el vértice
x. Observamos que cualquier transformacién elemental que se aplique
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a A\ {z} puede aplicarse también a A. Sean H,- y H,- los hilos
permitidos en A que involucran a u y a v que no involucran a a y
a 3, Hy+ v Hy+ los hilos permitidos en A que involucran a oy a (3
respectivamente. En las correspondientes presentaciones de A\ {z} y
A con los hilos permitidos tenemos, para cada caso:

(1) En A\ {z}

s(H,+) s(H,_) s(H,_)
ut v
vt

e(H,-) e(H,-)

e(H,+)

en A

s(H,+) s(H,—) s(C,~) =z~

xt : :
vt e(H,-) e(H,-)

e(H,+)

Cuando la transformacién T no desplaza ut después de
v~, o bien v* antes de u™, al aplicar T" a A el hilo permitido
trivial £~ no desaparece, = sigue siendo un vértice como en
la primera parte de la Definicion 6.2 y se tiene el resultado
definiendo B = T'(A). Veamos qué ocurre si ut es desplazado
después de v~:

S(Hy4) s(H,—) s(H,~) s(Ho4) © s(H,_)
4 . . — vt v
v . . .
+
: e(H,-) e(H,-) U‘
e(Hu+) ] e(Hu+) .
e(H,-)

En A hacemos lo siguiente
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s(H,+) s(H,-) s(H,~) =~ s(H,+) s(H,—) s(H,_) a~
ut u v F(v+ zt) ot u= v
zt : : — ot : =+
vt e(H,_) e(H,) ’
. e(H,-)
e(H,+) ) - U «(-)
s(H,) @ s(H,-)a~
T e vt v
—
. ut
e(H,+) zt
e(H.U_)

o bien, en caso de que e(H,-) = v~

s(Hy+) s(H,—) s(H,—) &= s(H,+) s(H,-) s(H,-)
ut u_ v F(v+ ) ot u= v~
o e(H, ) — vt : ot
. e(H,-)
(), +) J - o)

s(H,y) & s(H, )z~ : _
(Hyt) = s(H,-) @ s(H,+) @ s(Hy-)z
- —1 :
T v F(I+ ut) iooat
+ : - ’ e vt wT 0T
— v : v N
: +
. -+ . . u
. u
e(H,+) ot e(H,+)

De cualquier forma, el arreglo final describe un algebra B
que se obtiene del de T'(A\ {z}) agregando al hilo permitido
trivial ~ que corresponde a un vértice x € Q) como el descrito
en la Definicién 6.2. Si T involucra un desplazamiento de v+
antes de u~, procedemos de manera similar pero usando la
transformacién F; (ﬁ,ﬁ) .

(2) En A\ {a}
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s(H,+) s(H,—) w~
. "
ut u-
wt e(H,-)
zt  e(H,-)
e(H,+)

en A

s(H,y)sH,—) «t =z
. w—
ut u” vo
wt : :
2t e(H, ) e(H,-)

e(H,+) .
El tinico movimiento que podria desaparecer al hilo permi-

tido trivial en x seria el desplazamiento de w™ antes de z~,

pero esto no ocurre ya que w es el inicio de un hilo permitido

en A\ {z}. En este caso B :=T(A) es el algebra buscada.

O

Aplicando repetidas veces el lema anterior tenemos:

Corolario 6.11. Sean A = kQ/ (P) un dlgebra gentil, con Q un
carcaj de dos ciclos y #Qog > 6. Sean x € Qg como en la Definicion
6.2 y'T la composicion de transformaciones elementales de modo que
T(A\ {z}) tenga sentido. Entonces A es derivadamente equivalente
mediante operaciones elemntales a un dlgebra B = kQ'/ (P') de modo
que el correspondiente v € @, es también como en la Definicion 6.2 y

tal que T(A\ {z}) = B\ {z}.

2. Formas de agregar un vértice a los representantes

A continuacién se analizaran cudales son las distintas formas de agre-
gar un vértice del tipo de la Definicién 6.2 a los representantes de la
primera seccién del Capitulo 2 y se probard que en cualquier caso es
posible aplicar tranformaciones elementales a las algebras obtenidas
para llegar nuevamente a un representante. Necesitamos entender
primero qué ocurre si se agrega un vértice de transicién a un algebra
gentil. Para ello serd til lo siguiente:
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Observacion 6.12.

es derivadamente equivalente a

S~

U —=w—-=—z —=>v

mediante la transformacién Fj.

A continuacién se vera que, bajo ciertas condiciones, al agregar a
una rama un vértice que define a un hilo permitido trivial y quitarlo
en otra se obtienen algebras derivadamente equivalentes.

Lema 6.13. El dlgebra gentil correspondiente al carcaj con rela-
ciones

W] —> W2 —= et — Wy Zm <— e =— 2] =— T

es derivadamente equivalente mediante transformaciones elementales a
un dlgebra definida por

T — W] —> W2 —> - —>’u} 2 —~— e =— 2]

u—>w—>z—>v

DEMOSTRACION:
Aplicando primero V7! y renombrando los vértices tenemos

T —>= W] —> W2 —> e s =<— 21

pwe

U —w —==z —"7
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usando la transformacion F 671 tenemos

T —> W] —> W2 —> e —>w Zm <— e <— 21
u—>w—>z—>v

que por la Observacién 6.12 es derivadamente equivalente a

T —> W] —> W2 —> onn- — Wy Zm < s =< 27

u—>w—>—z—>—v

y usando Fjs tenemos el resultado.

Observacién 6.14. Como consecuencia de lo anterior tenemos que
vmwTm s

es derivadamente equivalente a

Se trabajara ahora con las formas normales y se analizaran las di-
versas maneras de agregar a ellas un vértice como el de la Definicién
6.2. Si éste es un vértice de transicién tenemos que la mayoria de las
veces podemos transformar el dlgebra con operaciones elementales a un
representante, debido a la Observacion 6.12 y por la simetria misma
de las formas normales, como es el caso del representante (7). El tnico
problema pudiera ser que se desajusten las condiciones requeridas en
cuanto al tamano de los parametros a, b, k y ¢, lo cual queda resuelto
con las siguientes proposiciones:

Proposicion 6.15. Las dlgebras asociadas a los siguientes carcajes
con relaciones son derivadamente equivalentes.
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V] = V2 e © == Vg—1 —%= Vg — Ua+1

A: P

Ug—] < o

7

W] —> W2 - —> Wy

A

— Vg—1 —= VUq —= Uq+1

B: b y

Ug—] e s

Observacion 6.16. ¢4 = ¢p = [(k,a+ k), (k+1,a+k+1),(2a —
2+7,7).

DEMOSTRACION:
Reescribiendo A tenemos

co o _ o .
Wy Vg_g Uy Uy =t Uy o9 U Uy Va—2
- ot .t + .+ +
Vg Uy Uj Ug—1 V2 V3 Vg—1
+ o+
Wr Ugiq
“:71 . V—l
+ + Va
v, u
& Tatk —
vl u
a+1 Y1
i
va+k)
T
+
L V1 J
+ _ - N _
Wy Vg_q Uy Ug Ug_2 V1 Vg Vo—2
+ ot ot + ot ot —
Ugyq Uy Ug Vg Uy Vg Vg
- +
Wy uafl 'Uafl
+ ot
Ug—1 ua+k
+ +
Va1 U1
va+k
Tt
|t _
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es decir
Wi e i —~— W1
T <— Vatk - <— Vatl <— Ua—1
V1 % VY weeeeene 9’[&172% Vg —> Vg—1 —> Ug}1 v —> Ugtk
Ug—2 o e e Uy ey

Usando el Lema 6.13 y las Observaciones 6.12 y 6.14 tenemos que
es derivadamente equivalente a

T <— Vatk - <— Va+1 <— Ua—1
V1 9 VY woeverennnn _>.Ua_2_>. Vg —> Va—1 —> Uag+1 o — Ug+k
W] —> W —eeeee — Wy UG—D o e < U2 <_" ul

Observamos que renombrando los vértices, éste es precisamente el car-
caj asociado a B.

O

Proposicion 6.17. Las dlgebras asociadas a los siguientes carcajes
con relaciones son derivadamente equivalentes.

Observacién 6.18. ¢4 = ¢p = [(k, k), (k+ 1,k + 1), (r,r + 2)].
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DEMOSTRACION:
Usando la Observacion 6.12 tenemos que A es derivadamente equi-
valente a

P
e \

w1 u2

K Ur \UT 1

Wg = V) —> — > Up_—1

Después de aplicar este resultado r veces y de renombrar a los
vértices tenemos precisamente B.

0

Proposiciéon 6.19. Las dlgebras asociadas a los siguientes carcajes
con relaciones son dertvadamente equivalentes.

A: T = v1 Vg—1 —> Vg =5 up <— U] < up == Wg <— Wg—1 W <— w1

B N T S V1 e UVg—1 —> Vg i Ul —> s U] —> UQ <_wq < Wg—1 . Wy <— W1

Observacién 6.20. ¢4 = ¢p = [(k, k), (¢ + 1,9+ 2),(q,q+ 1)].

DEMOSTRACION:
Usando la Observacion 6.4 varias veces tenemos que A es derivada-
mente equivalente a

Ve AN

T —>= V| e Vg—1 —> Vg —>= Up <— - U] <— UQ <=— Wq <— Wg—1 - WY <— W]

y reescribiendo tenemos

(ug ot wfl -
o+ Wy X Wy Uy wt ot wt ul]
w, vy 1 1 1
¢ ul v ug

- Wt 1 U 0 oot L we
0 7 | Vi D wt qu ., . q
. M q —_
Pooof P | Uy Wo—1 o
i E Yg Yo e wF
Uy, U+ q q 0

+ 7 U,

vy h k

LUy,

es decir
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VR Y

T —>= V] - Vg—1 —>= Vg — U <=— -+ <— U2 =— U] —> Wg =— U) <=— Wg—1 - W2 = W]

y aplicando V,,, es derivadamente equivalente a

VA 2N

T — U1 Uq—1*>’l-’q*>:uk<— euz»ule’qu—uoe’wq—l -wW2 <— w1

o bien, renombrando los vértices

VS AN

T —>= V] o Vg—1 —= Vg —>= Up =— -~ =— U2 —> U] =— U) =— Wq =— Wq—1 - W2 =— W1

Aplicando ahora las transformaciones V,, y Vi, tenemos

VN VAR

T = V] o Vp] —> Vp —> Ug <— o <— UY —> U] —> U) <— Wq <— Wg—1 = w2 <— w1

Siguiendo con este procedimiento, después de k pasos obtenemos

o AR

T —> V] Vg—1 — Vg 9 Ul —> -~ U] —> U e Wqg =— Wg—1 - W2 <=— W1

que, por la Observacion 6.4, es derivadamente equivalente a B.
O

Por otro lado, si el vértice que se agrega al algebra es como en el
inciso (2) de la Definicién 6.2, y esta presente la flecha £ mencionada en
la misma, por la Observacién 6.4 se reduce todo al caso de un vértice
de transicion, previamente analizado. Si no es asi, debido a las formas
normales con las que estamos trabajando y a la Observacion 6.14 basta
ver el siguiente resultado:

Proposicion 6.21. Las dlgebras asociadas a los siguientes carcajes
con relaciones son derivadamente equivalentes.

vb+q -~ Ub+q71 ................... <—— Up41
V1 S v s U S Oy e Ul e Ugik
A v a1 2 < ey
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Vpgq <— Ubgg—1 -oomvemeeemees ~<~— Upt1
V. 4
D1 e g B R A e tark
(o R
B : gl o o ey e
7
L = W oo — Wy

Observacién 6.22. ¢4 = ¢p = [(k,a + k), (¢,b+q),(a +b—2 +
r+1,7))].

DEMOSTRACION:
Sabemos que A es derivadamente equivalente a

Vbdq <— Vbgg—1 -vvvemmneens - < Upt1
| A
A vy _>’Ub_1% o — U1 oovrerrmrene — Ugtk
\ b R
z Ugol 2 s = s =y
/
wp ——> w2 —= Wy

Usaremos el proceso presentado en la demostracion anterior tenemos,
reescribiendo A y usando transformaciones

+ + - - - - - -
wl x Il}l U2 “ .. ,Z}b72 ul u2 PEEEEY ua_2
: - + o+ + + o+ -

N Upq U V3 ... Uq Uy UT ... Uy g
.

ua—l ua+1

n i

2

Upp1 Yotk

: uf

+

Uptq
vy
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—_— _ _ _
Wy Y1 U1 Uy Upo Uy Ug Ug—2
+ o+ + + —~
erb Uy U3 Up—1 Uz U3 Ug—1
+ +
Wy Ugyy z
n .
_ u, :
(Ub,px_'—) 5+1 u+
— b aik
vt u
b+1 1
+
Ubyq
U+
L Y1 ]
- + _ _ _ _ _ -
w/ UV V] Vg e Vg o UL Uy e Uy o T
+ o+ + .+ - -
ul g vy vy o @t oug g g v
wt
+ o+
V Ug—1 ua+k
1| o+t
— b 1
Up—1
+
va+1
N
Vbtq
+
L o] ]
es decir
Vpdq <— Ubgg—1 —mveemmenens <— Up+1
1 T v NS 1.11;71 < Vg —> Uqg+1 —> Uq ik
Ugol o s = e e Uy
W] ——>= W -eoens —_— Wy

que por el Lema 6.13 y la Observacion 6.14 es derivadamente equiv-

alente a

Vptq <— Ubdg—1 -ooeeeeveeeeen < Up41 Wy € coeeeenns - W1
U1 _>. VY wooeinnn — _>. Vp—1 <— Vp —_— Ug+1l —= oo —>= Utk
Ug—1 S i - Uy = uy

o bien
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e + = o - s - - -
Uy 1 W] Uy Uy oo Uy o Uy e Uy _o T Vg
+ . + .+ + 7t - + -
’Ub . U2 ’113 .. T u3 ua71 Ub—l ua+1
’Ub 1 Wy
Upt1 UYat1
.
Ubtgq Yatk
+ +
v U
T
L Ug |
Mot + o= - = - - 1
Uy | W] V] Uy o Uy g Uy - Uy o T
- e + ot -
Vy_q LUy V3 ... X Ug oo Uy 1 Upy_q
+ +
Vpt1 Wr vy
u
a+1
|
— vbiq ib
V1 Ugq2
g
ua«H@
uy
I uy ]
es decir
Vbgq <— Ubgg—1 -omeemeemeees <— Up41 Uag+1 <— Wy e - W1
v Vg o m Ub—lr__ vp Ug+42 S s — Uqg+k
e T o

que por el Lema 6.13 y la Observacion 6.14 es derivadamente equiva-

lente a B.
O



CAPiTULO 7

Justificacién de la clasificacion

En el presente capitulo se desarrollan las pruebas por induccién de
los Teoremas 1.18 y 1.19, se usan para ello los lemas y proposiciones
del Capitulo 6. A continuacion se muestra la prueba del Teorema 1.18,
recordemos su enunciado:

Si A =kQ/ (P) es un élgebra gentil, con Q) un carcaj con dos ciclos,
entonces #¢4 € {1,3}.

DEMOSTRACION:

Haremos la prueba por induccién sobre el niimero de vértices. Para
#Qo < 5 presentamos en el Capitulo 8 los calculos explicitos de ¢4 de
cada algebra A con dichas caracteristicas, y en todos los casos #¢4 €
{1,3}. Consideremos entonces A = k@/ (P) un algebra gentil, con @
un carcaj conexo de dos ciclos y #Qq > 6. Sabemos por la Proposicién
6.8 que existe x € @, del siguiente tipo:

(1)
> u S T i v <
I
YT

con « y 3 pertenecientes a un ciclo y w de grado 3

(3)

con z de grado 2

(2)

con « y [ pertenecientes a un ciclo y z de grado 2

y sl no aparece ningtn vértice x del tipo (1) o (2), por la Proposicién
6.9 tenemos que #¢4 = 1 o0 bien A es derivadamente equivalente a uno
de los representantes (1), (2) o (3) y entonces #¢4 € {1, 3}.

73
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Trabajemos entonces con el caso en que aparece un vértice x del
tipo (1) o (2). Consideramos el dlgebra A\ {z}. Sabemos, por la
Observacién 6.3 que A\ {z} es un dlgebra gentil asociada a un carcaj
de dos ciclos con un vértice menos que el que define a A; asi, usando
la hipétesis de induccién #¢a\ (o3 € {1,3}, es decir, el algoritmo para
calcular los invariantes de A\ {z} da lugar a tres parejas de niimeros
naturales. Analizaremos las diferencias que se presentan al desarrollar
ahora el algoritmo para calcular los invariantes asociados a A.

Caso 1.-

Observamos que el proceso sélo se modifica cuando a y G se reco-
rren en sentido contrario a las flechas, es decir, cuando aparecen como
parte de hilos prohibidos. Sean I, = aps...p1 y g = 7, ... 7103 los
hilos prohibidos de A que involucran a « vy a 3 respectivamente, H el
hilo permitido tal que s(H) = s(Il,) y o(H) = —o(Il,), y H el hilo
permitido tal que e(H) = e(Ilg) y n(H) = —n(Ilz). En el algoritmo
tenemos:

FA\a)
A\{z
HA

(M1 = (y, yd ps )

H
H

para algin natural i, donde o’ es una flecha como en la Definicién
6.2. Esta etapa del algoritmo da lugar a una pareja (n,m). En el
correspondiente algoritmo para A tenemos

HA = H ()T = ()7 = (gmf)
Hiﬁl - 1} <H%A+1)71 = ()" = (aps...p)"
H{, = H

y por tanto obtenemos la pareja (n+ 1,m + 1).

Caso 2.-

Observamos que el proceso sélo se modifica cuando « y (3 se recorren
en el sentido de las flechas, es decir, cuando aparecen como parte de
hilos permitidos. Sean H, = aps;...p1 y Hg = ...y los hilos
permitidos de A que involucran a o y a 3 respectivamente. En el
algoritmo tenemos:

HMY = Hy = ape...p ()70 = 1,

1

A\{z
Hi—l—\l{} = Hﬁ = Y...mp
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para algtin natural ¢, y esta etapa del algoritmo da lugar a una pareja
(n,m). En el correspondiente algoritmo para A tenemos

H{: = H, = Qaps...p1 (Hfi )_1 = n!
HZ'AH - L (L) = L
Hi+2 = Y%...mPn

y por tanto obtenemos la pareja (n+ 1,m + 1).

De este modo, #¢4\(2} = #¢4, de hecho aparecen exactamente las
mismas parejas en el algoritmo para calcular ¢4, salvo una, que difiere
de la que aparece en el calculo de ¢4\ ;) por un sumando (1, 1).

O

Ahora, daremos la prueba del Teorema 1.19 que permite la clasifi-
cacién de algebras gentiles con carcajes de dos ciclos y tres series de
componentes caracteristicas de acuerdo a equivalencia derivada. Antes
recordemos el enunciado de este teorema:

Sean A = kQ/(P) y B = kQ'/ (P’) algebras gentiles, con Q y @’
carcajes de dos ciclos. Si #¢4 = 3 entonces,

Ay B son derivadamente equivalentes si y sélo si ¢4 = ¢p.
DEMOSTRACION:

Para #Q < 5 tenemos los calculos explicitos de la clasificacién de
las algebras gentiles A = k@Q/ (P), con carcajes de dos ciclos, en clases
de equivalencia derivada que se presenta en el Capitulo 8. En este
caso observamos que el resultado se cumple y de hecho, para #Qy =5
dadas dos algebras con estas caracteristicas, que sean derivadamente
equivalentes, lo son mediante transformaciones elementales, es decir,
existe una composicién de transformaciones elementales que convierte
a una en la otra.

Consideremos ahora un élgebra gentil A = kQ/ (P) con @) un carcaj
de dos ciclos, #Qo > 6 y #¢4 = 3. Probaremos que es derivadamente
equivalente a un representante de los descritos en el Capitulo 2. Si
existe z € )y como en (1) o (2) de la Proposicién 6.8 consideramos el
algebra A\{z}, ver la Definicién 6.2. Sabemos que A\{z} es un dlgebra
gentil con un carcaj de dos ciclos, un vértice menos que A y, debido a la
prueba del Teorema 1.18, con exactamente tres series de componentes.
Podemos aplicar entonces la hipétesis de induccién a A\ {z}, y concluir
que es derivadamente equivalente a uno de los representantes descritos
en el Capitulo 2, llamémosle R4\f,} a dicho representante; mas atn,
existe una composicion de transformaciones elementales 7', de modo
que T(A\ {z}) = Ra\ys}. Por el Corolario 6.11, sabemos que A es

derivadamente equivalente a un dlgebra R4 = kQ'/ (P') de modo que
el correspondiente x € @, es como en la Definicién 6.2 y tal que T'(A\
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{2}) = Ra \ {2}, es decir R\ = R4\ {z}. Tenemos entonces que
R4 se obtiene del representante 4, agregando un vértice como el
de la Definicién 6.2. Por los resultados del capitulo anterior, o bien
Ry es ya un representante de los descritos en el Capitulo 2 o se puede
modificar mediante transformaciones elementales hasta llevarlo a uno

de ellos, con lo cual se concluye la prueba.
O
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CAPIiTULO 8

Apéndice

1. Programa de GAP

En la primera parte de este apéndice se muestra
por escrito el programa que se desarrollé en Groups Al-
gorithms and Programming para realizar los céalculos
necesarios para la investigacion. La version que se usé
de GAP fue la del 18 de mayo del 2000.

Listan:=function(n)
local B;
B:=[1..n];
return B;
end;

Parte:=function(A,i)
local B,D,f,j;
f:=1;

B:=0;

for j in [1..i] do
D:=B+A[f];
f:=f+1;
B:=D;

od;

return B;

end;



Parten:=function(A,i)
local B;
B:=Listan(Parte(A,i));
SubtractSet (B,Listan(Parte(A,i-1)));
return B;

end;
Particion:=function(A)

local B,D,j;

B:=[];

for j in [1..Length(A)] do
D:=Parten(4,j);
Add(B,D);

od;

return B;

end;

Listadeparticiones:=function(n)
local B;
B:=List(Partitions(n),Particion);
return B;
end;

Listadeparticionesbi:=function(n)
local B,C,i;

B:=[];

C:=Listadeparticiones(n);

for i in [1..Length(C)] do
if Length(C[i])=(1/2)*n-1 then
Add(B,C[i]);
fi;

od;

return B;

end;

8L

PartBuena:=function(A)
local B;
B:=IsSubset(Cartesian(Listan(20),Listan(20)),A);
return B;
end;

RelacionesBuenas:=function(n)
local B;
B:=Filtered(PartitionsSet(Listan(n)) ,PartBuena);
return B;
end;

Todaspart:=function(n)
local B;
B:=Cartesian(Listadeparticiones(n),

RelacionesBuenas(n));

o

return B; o
end; g\
Todaspartbi:=function(n) Z,
local B; E
B:=Cartesian(Listadeparticionesbi(n), %

RelacionesBuenas(n));
return B;
end;
Todaspartdeforma:=function(A)
local B,f,C;
C:=Particion(A);
f:=Length(C) ;
B:=Cartesian([C],
RelacionesBuenas(C[f] [Length(C[£]1)1));
return B;
end;
Forma:=function(A)
local B,D,j;



B:=[];
for j in [1..Length(A[1]1)] do
D:=Length(A[1] [j1);
Add(B,D);
od;
return B;
end;
Sumparcial:=function(A,n)
local f,d,i;
f:=0;
for i in [1..n] do
d:=Forma(A) [i];
f:=f+d;
od;
return f;
end;
Enterop:=function(A)
local C,g,n;
C:=Particion(A);
g:=Length(A);
n:=Sumparcial([C,1,1],g);
return n;
end;
Bip:=function(A)
local G,Flechas,i,j,k,f,r;
G:=NullGraph(Group(()),6*Length(A[2]));
Flechas:=[];
f:=2+Length(A[2])+1;
for j in [1..Length(A[1]1[11)-1] do
Append (Flechas, [[j,£], [£,j+1]11);
f:=f+1;
od;

for i in [2..Length(A[1])] do
for j in [1..Length(A[1]1[il)-1] do
Append

(Flechas, [[j+Sumparcial(A,i-1),f],

[f, j+Sumparcial (A,i-1)+111);
f.=f+1;
od;
od;
for k in [1..Length(A[2])] do
Append (Flechas,

[[A[2] [k1[1],£1,[£,A[2] [k1[2]111);
f:=f+1;
Append(Flechas, [[A[2] [k] [2],£],

[£,A[2] (k1 [1111);
f:=f+1;
od;

for r in [1..Length(A[1])] do
Append (Flechas, [[£,A[1]1 [r]1[1111);
f:=f+1;
od;

AddEdgeOrbits(G,Flechas);

return G;

end;

Relpart:=function(A)

local B,D,E,j;
B:=[1;
for j in [1..Length(A[2])] do
D:=A[2][j1[1];
Add(B,D);
E:=A[2] [j]1[2];
Add4(B,E);
od;
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return B;
end;

Todasparticiones0:=function(n)

local B,f,i,j;
B:=Todaspart(n) ;
f:=1;
for i in [1.. Length(B)] do
if Length(B[i])=2 then
Add(B[i],f);
for j in [i+1..Length(B)] do
if Length(B[j])=2 and
Forma(B[i])=Forma(B[j]) and
IsIsomorphicGraph
(UnderlyingGraph(Bip(B[i])),
UnderlyingGraph(Bip(B[j])) ,false)
then
Add(B[j],£);
fi;
od;
f:=f+1;
fi,;
od;
return B;
end;
Todasparticiones:=function(n)
local B;
B:=TodasparticionesO(n);
Read("borra.g");
return B;
end;
Todasparticionesdeforma0:=function(A)
local B,f,i,j;

B:=Todaspartdeforma(A) ;
f:=1;
for i in [1.. Length(B)] do
if Length(B[i])=2 then
Add(B[i],f);
for j in [i+1..Length(B)] do

if Length(B[j])=2 and IsIsomorphicGraph

(UnderlyingGraph(Bip(B[i])),
UnderlyingGraph(Bip(B[j])),false)
then
Add(B[j1,£);
fi;
od;
fi=f+1;
fi;
od;
return B;
end;
Todasparticionesdeforma:=function(A)
local B;
B:=Todasparticionesdeforma0(4A) ;
Read("borra.g");
return B;
end;
Extremos:=function(A)
local B,i,j;
B:=[1];
for i in [1..Length(Forma(A))] do
Add(B,A[1][i] [Length(A[1]1[11)1);
od;
for j in [1..Length(Forma(A))] do
Add(B,A[1][1]1[11);
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od;
B:=Union([B]);
return B;
end;
Extremoss:=function(A)
local B,i;
B:=[1];
for i in [1..Length(Forma(A))] do
Add(B,A[1] [1]1[11);
od;
B:=Union([B]);
return B;
end;
Extremosi:=function(A)
local B,i;
B:=[];
for i in [1..Length(Forma(A))] do
Add(B,A[1] [i] [Length(A[1]1[i1)1);
od;
B:=Union([B]);
return B;
end;
Nexti:=function(A)
local B,D,i;
B:=Extremosi(A);
D:=Listan(2xLength(A[2]));
SubtractSet(D,B);
return D;
end;
Nexts:=function(A)
local B,D,i;
B:=Extremoss(A);

D:=Listan(2*Length(A[2]));
SubtractSet(D,B);
return D;
end;
Next:=function(A)
local B,D,i,C;
B:=Extremoss(A);
C:=Extremosi(A);
D:=Listan(2xLength(A[2]));
SubtractSet(D,B);
SubtractSet (D,C) ;
return D;
end;
Verticesbuenos:=function(A)
local B,D,i;
B:=[1;
D:=Listan(2*Length(A[2]));
for i in [1..Length(A[2]1)] do
if A[2][i]1[1] in Extremosi(A) or
A[2][i][2] in Extremosi(A) then
Add(B,A[2]1 [1]1[11);
Add(B,A[2] [1]1[2]);
fi;
od;
SubtractSet (D,B);
return D;
end;
lazos:=function(A)
local D,B,i;
D:=Next (4);
B:=[1;
for i in D do
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if IsSubset(A[2],[[i-1,i]]) or
IsSubset(A[2],[[1,i-1]]) then
Add(B,1i);
fi;
od;
return B;
end;
verticesbuenos:=function(A)
local B,i,f;
B:=[];
f:=0;
for i in [1..Length(A[2]1)] do
if A[2]1[i]1[1] in Nexti(A) and A[2][i][2]
in Nexti(A) then
if A[2][i]J[2] in lazos(A) then
f:=f+1;
fi;
if £=0 then
Add(B,A[2] [1]1[2]);
fi;
fi,;
od;
return B;
end;
Dondeesta:=function(A,i)
local £f,L,k;
f:=0;
L:=Forma(A);
for k in [1..Length(L)] do
if IsSubset(A[1][k],[i]) then
f:=f+k;
fi;

od;
return f;
end;

dondeesta:=function(A,i)

local f,s,k;
f:=0;
s:=Dondeesta(A,i);
for k in [1..Length(A[1]1[s])] do
if A[1][s][k]=i then
f:=f+k;
else
f:=f;
fi;
od;
return f;
end;

Ins:=function(A,i,k)

local x,1,C,r,H,s,D,t,E,p,j,m;
1:=Dondeesta(A,k);
c:=[;
for r in [1..1-1] do
Add(C,A[1][x]);
od;
H:=[1;
for s in [1+1..Length(Forma(A))] do
Add(H,A[11[s]);
od;
x:=(Length(A[1] [11)+A[1]1[1]1[1]1-1-k);
if x<>0 then
D:=[]1;
for t in [1..k-A[1]1[1]1[1]+1] do
Add(D,A[11[11[t]);
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od;
E:=[];
for p in [1..(Length(A[1][11)-k+A[1][1]1[1]-1)]
do
Add(E,A[1] [1] [p+k-A[1]1[1][11+11);
od;
Add(D,i);
Append (D,E) ;
fi;
if x=0 then
D:=[];
for m in [1..Length(A[1]1[1]1)] do
Add(D,A[1][1] [m]);
od;
Add(D,1);
fi;
Add(C,D);
Append(C,H);
G:=[1;
Add(G,C);
for j in [2..Length(A)] do
Add(G,A[j1);
od;
return(G);
end;

ins:=function(A,i,k)

local 1,C,r,H,s,D,t,E,p,j,n;

1:=Dondeesta(A,k);

n:=dondeesta(A,k);

c:=[1;

for r in [1..1-1] do
Add(C,A[11[x]);

od;

H:=[1;

for s in [1+1..Length(Forma(A))] do
Add(H,A[1][s1);

od;

D:=[1;

for t in [1..n] do

Add(D,A[11[1][t]);

od;

Add(D,1);

for p in [1..Length(A[1][1])-n] do
Add (D,A[1]1[1] [p+n]);

od;

Add(C,D);

Append (C,H) ;

G:=[1;

Add(G,C);

for j in [2..Length(A)] do
Add(G,A[j1);

od;

return(G) ;

end;

Mueve:=function(A,i,k)

local t,p,H,1,B,C,j,D,E,r,s,F,G;

H:=A;

1:=Dondeesta(H,i);

B:=Ins(H,i,k);

c:=[1;

for j in [2..Length(B)] do
Add(C,B[j1);

od;

D:=[1;
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for r in [1..1-1] do
Add(D,B[1][r]);

od;

E:=[];

for s in [1+1..Length(Forma(H))] do
Add(E,B[1]1[s]);

od;

F:=[;

for t in [1..i-H[1]1[1]1[1]] do
Add(F,H[1] [1]1[t1);

od;

for p in [1..(Length(H[1][11)-i+A[1][1][1]-1)]

do
Add(F,H[1] [1] [p+i-H[11[1] [1]1+11);

od;

Add(D,F);

Append(D,E);

G:=[D];

Append(G,C);

return(G) ;

end;

mueve:=function(A,i,k)

local t,p,H,1,8B,C,j,D,E,r,s,F,G,m,n,u,v;
:=A;

:=Dondeesta(H,i);

:=ins(H,i,k);

:=dondeesta(H,i);

:=Dondeesta(H,k);

:=dondeesta(H,k);

if 1=n and u<m then

£ B B wWrHm

v:i=m+1;
else

v:i=m;

fi;

C:=[1;

for j in [2..Length(B)] do
Add(C,B[j1);

od;

D:=[1;

for r in [1..1-1] do
Add(D,B[1] [x]);

od;

E:=[];

for s in [1+1..Length(Forma(B))] do
Add(E,B[1]1[s]);

od;

F:=[1;

for t in [1..v-1] do
Add(F,B[1]1[11[t]);

od;

for p in [1..(Length(B[1]1[11)-v)] do
Add(F,B[1]1 [1] [p+v]);

od;

Add(D,F);

Append(D,E) ;

G:=[D];

Append(G,C);

return(G);

end;

Bip20:=function(A)

local G,Flechas,i,j,k,f;

G:=NullGraph (Group(()) ,4*Length(A[2]));

Flechas:=[];
f:=2%Length(A[2])+1;
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for j in [1..Length(A[1][1]1)-1] do
Append (Flechas, [[A[1][1]1 [j],A[1] [1]1 [j+1111);
od;
for i in [2..Length(A[1]1)] do
for j in [1..Length(A[1][i])-1] do
Append (Flechas, [[A[1] [1] [j],A[1] [i]1 [j+1111);
od;
od;
for k in [1..Length(A[2]1)] do
Append (Flechas, [[A[2] [k] [1],£], [£,A[2] [k] [2]11);
f:=f+1;
Append (Flechas, [[A[2] [k] [2],£], [£,A[2] (k] [1111);
f:=f+1;
od;
AddEdgeOrbits(G,Flechas) ;
return G;
end;

Bip2:=function(A)

local B;
B:=Bip20(A);
Read("borra.g");
return B;

end;

TodaspartcO:=function(n)

local B,C,i;
B:=Todaspart(n) ;
c:=[1;
for i in [1.. Length(B)] do
if IsConnectedGraph(UnderlyingGraph
(Bip2(B[i]))) then
Add(c,B[il);
fi;

od;
return C;
end;

Todaspartc:=function(n)

local B;
B:=TodaspartcO(n);
Read("borra.g");
return B;

end;

Todaspartcdeformal:=function(A)

local B,C,i;

B:=Todaspartdeforma(A) ;

c:=[1;

for i in [1.. Length(B)] do
if IsConnectedGraph(UnderlyingGraph
(Bip2(B[i1))) then

Add(C,B[il);

fi;

od;

return C;

end;

Todaspartcdeforma:=function(A)

local B;
B:=TodaspartcdeformaO(4) ;
Read("borra.g");

return B;

end;

Todasparticionescdeforma0:=function(A)

local B,f,i,j;
B:=Todaspartcdeforma(A) ;
f:=1;

for i in [1.. Length(B)] do

dVD Hd VINVEDOUd T

a8



if Length(B[i])=2 then
Add(B[i]l,f);
for j in [i+1..Length(B)] do
if Length(B[j]1)=2 and IsIsomorphicGraph
(Bip2(B[il) ,Bip2(B[j]),false) then
Add(B[j],);
fi;
od;
f:=f+1;
fi;
od;
return B;
end;
Todasparticionescdeforma:=function(A)
local B;
B:=Todasparticionescdeforma0(A) ;
Read("borra.g");
return B;
end;
todasparticiones0:=function(n)
local B,f,i,j;
B:=Todaspart(n) ;
:=1;
for i in [1.. Length(B)] do
if Length(B[i])=2 then
Add(B[i],£);
for j in [i+1..Length(B)] do
if Length(B[j1)=2 and
Forma(B[i])=Forma(B[j]) and
IsIsomorphicGraph
(Bip2(B[il) ,Bip2(B[j]) ,false) then
Add(B[3],£);

fi;
od;
f:=f+1;
fi;
od;
return B;
end;
todasparticiones:=function(n)
local B;
B:=todasparticionesO(n);
Read("borra.g");
return B;
end;
todasparticionesdeformal:=function(A)
local B,f,i,j;
B:=Todaspartdeforma(A) ;
f:=1;
for i in [1.. Length(B)] do
if Length(B[i])=2 then
Add(B[i],£);
for j in [i+1..Length(B)] do
if Length(B[j]l)=2 and IsIsomorphicGraph
(UnderlyingGraph(Bip2(B[i])),
UnderlyingGraph(Bip2(B[j])),false)
then
Add(B[j],£);
fi;
od;
f.:=f+1;
fi;
od;
return B;
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Read("borra.g");
end;
todasparticionesdeforma:=function(A)
local B;
B:=todasparticionesdeformaO(A);
Read("borra.g");
return B;
end;
todasparticionescO:=function(n)
local B,f,i,j;
B:=Todaspartc(n) ;
f:=1;
for i in [1.. Length(B)] do
if Length(B[i])=2 then
Add(B[i],f);
for j in [i+1..Length(B)] do
if Length(B[j])=2 and
Forma(B[i])=Forma(B[j]) and
IsIsomorphicGraph(Bip2(B[il),
Bip2(B[j]),false) then
Add(B[j1,£);
fi;
od;
f:=f+1;
fi;
od;
return B;
end;
todasparticionesc:=function(n)
local B;
B:=todasparticionescO(n);
Read("borra.g");

return B;
end;
ctodasparticionesc:=function(n)
local B,C,i;
B:=[1;
C:=todasparticionesc(n);
Add(B,C[1]);
for i in [2..Length(C)] do
if C[i] [3]1>B[Length(B)]1[3] then
Add(B,C[i]);
fi;
od;
return B;
end;
todasparticionescdeforma0:=function(A)
local B,f,i,j;
B:=Todaspartcdeforma(A);;
f:=1;;
for i in [1.. Length(B)] do
if Length(B[il)=2 then
Add(B[il,f);;
for j in [i+1..Length(B)] do

if Length(B[j]l)=2 and IsIsomorphicGraph

(Bip2(B[i]),Bip2(B[j]) ,false)
then
Add(B[j1,);;
fi;;
od;
f:=f+1;;
fi;
od;
return B;
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Exec("bash borrar.bash");
end;
todasparticionescdeforma:=function(A)
local B;
B:=todasparticionescdeforma0(A);
Read("borra.g");
return B;
end;
vecino:=function(A,i)
local j,g,h,f;

for j in Listan(Length(A[2])*2) do
if IsSubset(A[2],[[j,i]1]) then
g:=g+j;
else g:=g;
fi;
if IsSubset(A[2],[[i,j1]) then
h:=h+j;
else h:=h;
fi,;
od;
f:=g+h;
return f;
end;
transvertice:=function(A,i)
local j,k,r,B,C;
j:=vecino(A,i);
if i in Next(A) then
if IsSubset(A[2],[[i-1,i+1]]) or
IsSubset (A[2], [[i+1,i-1]]) then
if j in Next(A) then

if IsSubset(A[2],[[j-1,j+1]1]1) or
IsSubset (A[2], [[j+1,j-1]11) then
B:=A;
else
k:=vecino(A,i+1);
B:=mueve(A,i,k);
fi;
else
k:=vecino(A,i+1);
B:=mueve(A,i,k);
fi;
else
if IsSubset(A[2],[[i-1,j+1]1]) or
IsSubset (A[2],[[j+1,i-1]1]) then
if j in Next(A) then
if IsSubset(A[2],[[i+1,j-1]11) or
IsSubset(A[2],[[j-1,i+1]]) then
B:=A;
else
k:=vecino(A,i+1);
B:=mueve(4,j,k);
fi;
else
k:=vecino(A,i+1);
B:=mueve(4,j,k);

k:=vecino(A,i+1);
r:=vecino(A,j+1);
C:=mueve(A,i,k);
B:=mueve(C,j,r);
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fi;
else
if j in Next(A) then

if IsSubset(A[2],[[j-1,j+11]1) or
IsSubset(A[2],[[j+1,j-1]11) then

B:=A;
else

if IsSubset(A[2],[[j-1,i+1]1]) or
IsSubset (A[2], [[i+1,j-1]1]) then

B:=A;
else
k:=vecino(A,i+1);
r:=vecino(4,j+1);
C:=mueve(A,i,k);
B:=mueve(C,j,r);
fi;
fi;
else
k:=vecino(A,i+1);
r:=vecino(A,j+1);
C:=mueve(A,i,k);
B:=mueve(C,j,r);
fi;
fi;
return B;
end;
Transvertice:=function(A,i)
local u,v,1,t,j,k,r,B,C;
j:=vecino(4,i);
1:=Dondeesta(A,i);
t:=dondeesta(A,i);
u:=Dondeesta(A,j);

v:=dondeesta(4,j);
k:=vecino(A,A[1] [1] [t+1]1);
r:=vecino(A,A[1] [u] [v+1]);
C:=mueve(A,i,k);
B:=mueve(C,j,r);

return B;

end;

quita:=function(A,i,k)

local 1,C,r,H,s,D,t,E,p,j,n;

1:=Dondeesta(A,k);

n:=dondeesta(A,k);

c:=[1;

for r in [1..1-1] do
Add(C,A[11[x]);

od;

H:=[];

for s in [1+1..Length(Forma(A))] do
Add(H,A[11[s]);

od;

D:=[1;

for t in [1..n] do
Add(D,A[1T[1]1[t]);

od;

Add(D,1i);

for p in [1..Length(A[1][1])-n] do
Add(D,A[1]1[1] [p+nl);

od;

Add(C,D);

Append (C,H) ;

G:=[1;

A44(G,C);

for j in [2..Length(A)] do
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Add(G,A[ D) ;
od;
return(G) ;
end;

QuitaO:=function(A,i)

local G,Flechas,Flechas2,j,r,s;

G:=Bip2(A);

Flechas:=[];

Flechas2:=[];

j:=vecino(A,i);

r:=Dondeesta(4,j);

s:=dondeesta(A,j);

if j in Nexti(A) then
Append(Flechas, [[j,A[1] [r] [s+1111);

fi;

if j in Nexts(A) then
Append(Flechas, [[A[1] [r] [s-1]1,311);

fi;

if j in Nexts(A) and j in Nexti(A) then
Append (Flechas2, [[A[1] [r] [s-1]1,A[1] [xr] [s+1111);

fi;

RemoveEdgeOrbits(G,Flechas);

AddEdgeOrbits(G,Flechas?2);

return G;

end;

Quita:=function(A,i)

local B;
B:=QuitaO(A,i);
Read("borra.g");
return B;

end;

vbuenosO:=function(A)
local B,D,i,C,E,U,G,]j,£;
D:=Nexti(A);
B:=[1;
C:=Extremoss(A);
E:=Extremosi(A);
G:=[1;
for i in [1..Length(D)] do
if IsConnectedGraph
(UnderlyingGraph(Quita(A,D[i]))) then
Add(B,D[i]);
fi;
od;
SubtractSet(D,B);
SubtractSet (C,E);
for j in Nexti(A) do
f:=vecino(4,j);
if f in Extremoss(A) and
f in Extremosi(A) then
Add(G,3);
fi;
od;
U:=Union(D,G);
return U;
end;
vbuenos:=function(A)
local B;
B:=vbuenos0(A);
Read("borra.g");
return B;
end;
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Transflecha:=function(A,i) F:=Forma(b) ;

local 1,t,k,C; for k in [1..Length(A)] do
1:=Dondeesta(A,i); if x=0 then
t:=dondeesta(A,i); if IsEqualSet(Forma(A[k]),F) and
k:=vecino(A,A[1] [1] [t+1]1); IsIsomorphicGraph(Bip2(A[k]),
C:=mueve(A,i,k); Bip2(b),false) then
return C; Add(C,A[k]);
end; x:=1;
Translazo:=function(A,i) Add4(T,k);
local 1,t,k,B,C,D; fi;
1:=Dondeesta(A,i); fi;
t:=dondeesta(A,i); od;
k:=vecino(A,A[1][1] [t+1]); od;
C:=mueve(A,i,k); for 1 in vbuenos(A[i]) do
D:=mueve(C,A[1] [1] [t+1],1i); b:=Transflecha(A[i],1);
B:=mueve(D,k,A[1] [1] [t+1]); I:=Forma(b);
return B; for u in [1..Length(A)] do
end; if y=0 then
clases:=function(n) if IsEqualSet(Forma(A[ul),I) and

local A,f,D,i,C,j,b,F,k,1,I,J,u,r,v,t,E,R,H, IsIsomorphicGraph(Bip2(A[ul),
w,q,M,N,T,x,y,2; Bip2(b) ,false) then
A:=ctodasparticionesc(n); Add(C,A[ul);
f:=1; y:=1;
D:=[]; Add(T,u);
T:=[1; fi;
for i in [1.. Length(A)] do fi;

x:=0; od;

y:=0; od;

z:=0; for r in lazos(A[i]) do

C:=[A[i]]; b:=Translazo(A[il,r);

for j in verticesbuenos(A[i]) do J:=Forma(b) ;

b:=Transvertice(A[i]l,j); for v in [1..Length(A)] do
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od;

if z=0 then

if IsEqualSet(Forma(A[v]),J) and
IsIsomorphicGraph(Bip2(A[v]),

Bip2(b) ,false) then
Add(C,A[v]);

z:=1;
Add(T,v);
fi;
fi;
od;
od;
Adda(D,C);
E:=[]1;
R:=[];

for t in [1..Length(D)] do
H:=IntersectionSet(C,D[t]);
if Length(H)>0 then
Add(E,t);
Add(R,D[t]);
fi;
od;
K:=[1;
for w in [1..Length(E)] do
Add(X,D[E[w]]);
od;
M:=Union(R);
D:=Difference(D,R);
Add(D,M);

return D;
end;

clasesrr:=function(n)

6

local A,f,D,i,C,j,b,F,k,1,I,J,u,r,v,t,E,R,H,
w,q,M,N,T,x,y,2,L,S,X,Y,Z;
A:=ctodasparticionesc(n);

f:=1;

D:=[];

T:=[1;

for i in [1.. Length(A)] do
C:=[A[il]1;
L:=[1];

for j in verticesbuenos(A[i]) do o
b:=Transvertice(A[i],j); 2>
F:=Forma(b); E\
for k in [1..Length(A)] do Z

if x=0 then =
Q
=

if Forma(A[k])=F and
A[k] [2]=b[2] and
IsIsomorphicGraph(Bip2(A[k]),
Bip2(b) ,false) then
Add(C,A[k]);
x:=1;
Add(L,k);
fi;
fi,;
od;
od;
for 1 in vbuenos(A[i]) do
b:=Transflecha(A[i],1);
I:=Forma(b);



for u in [1..Length(A)] do
if y=0 then
if Forma(A[u]l)=I and
Alul [2]=b[2] and
IsIsomorphicGraph(Bip2(A[ul),
Bip2(b) ,false) then
Add(C,A[ul);
y:=1;
Add(L,u);
fi;
fi;
od;
od;
for r in lazos(A[i]) do
b:=Translazo(A[i],r);
J:=Forma(b);
for v in [1..Length(A)] do
if z=0 then
if Forma([v])=J and
A[v][2]=b[2] and
IsIsomorphicGraph(Bip2(A[v]),
Bip2(b) ,false) then
Add(C,AL[v]);

z:=1;
Add(L,v);
fi;
fi;
od;
od;
Adda(D,C);
Add(T,L);
E:=[1;

R:=[];
s:=[1;
for t in [1..Length(D)] do
H:=IntersectionSet (C,D[t]);
if Length(H)>0 then
Add(E,t);
Add(R,D[t]);
Add(S,T[t]);

fi;
od;
K:=[];
Z:=[1;

for w in [1..Length(E)] do
Add(K,D[E[w]]);
Add(Z,T[E[w]l]);
od;
M:=Union(K);
X:=Union(Z);
N:=Difference(D,R);
Y:=Difference(T,S);
Add (N,M) ;
Add(Y,X);
od;
return Y;
end;
clasesr:=function(n)
local A,C,B,i,j;
A:=clases(n);
Cc:=[1;
for i in [1..Length(A)] do
B:=[1;
for j in [1..Length(A[i])] do
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UniteSet (B, [A[i]1[j]1[311); 1:=0;
od; while f=0 and j in Nexti(A) do
Add(C,B); j:=vecino(A,j+1);
od; if i=j then
return C; f:=f+1;
end; fi;
clas:=function(A) k:=k+1;
local f£,D,i,C,j,b,F,k,1,1,J,u,r,v,t,E,R,H, od;
w,q,M,N,T,x,y,2,d; if f=0 then
C:=[A]; while i<>j do
d:=ctodasparticionesc(6); if j in Extremosi(A) then
t:=verticesbuenos(A); if j in Extremoss(A) then
for j in [1..Length(t)] do ji=vecino(4,3);
b:=Transvertice(A,t[j1); 1:=1+1;
F:=Forma(b) ; if j in Nexti(A) then
for k in [1..Length(d)] do j:=vecino(A,j+1);
if IsEqualSet(Forma(d[k]),F) and k:=k+1;
IsIsomorphicGraph(Bip2(d[k]), else
Bip2(b),false) then while j in Extremosi(A) do
Add(C,d[k]); j:=vecino(A,A[1] [Dondeesta(A,j)][11);
fi; 1:=1+1;
od; od;
od; fi;
return C; else
end; while j in Extremosi(A) do
comp:=function(A,i) j:=vecino(A,A[1] [Dondeesta(A,j)]1[11);
local a,j,k,f,C,1; 1:=1+1;
a:=Nexti(A); od;
ji=i; fi;
k:=0; else
f:=0; j:=vecino(4,j+1);
C:=[1; k:=k+1;
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fi;

od;
Add(C, [1,k1);
fi,;
if f=1 then
Add(c, [0,k]);
fi;
return C;
end;
comp2:=function(A,i)
local j,1,f;
ji=1;
1:=0;
f:=0;

j:=vecino(A,A[1] [Dondeesta(A,j)][11);

1:=1+1;

while i<>j and j in Extremosi(A) do
j:=vecino(A,A[1] [Dondeesta(A,j)1[11);
1:=1+1;

od;

if i=j then

return [1,0];
fi;
end;

inv:=function(A)

local a,j,k,f,C,1,D,i,b,L;

a:=Nexti(A);

D:=[1;

while Length(a)>0 do
i:=al1];

i

0

>
>

j:
k:

f:=0;
c:=[1;
1:=0;
SubtractSet(a,
while f=0 and

01
j in Nexti(A) do

j:=vecino(A,j+1);
SubtractSet(a, [j1);

if i=j then

f:=f+1;
fi;
k:=k+1;
od;
if £=0 then

while i<>j do
if j in Extremosi(A) then
if j in Extremoss(A) then
j:=vecino(4,j);
1:=1+1;
SubtractSet(a, [j1);

if j

in Nexti(A) then

j:=vecino(4,j+1);
k:=k+1;
SubtractSet(a, [j1);

else

while j in Extremosi(A) do

od;

j:=vecino(A,A[1] [Dondeesta(A,j)]1[11);
1:=1+1;

SubtractSet(a, [j1);

fi;
else

while j in Extremosi(A) do
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j:=vecino(A,A[1] [Dondeesta(A,j)]1[1]);

1:=1+1;
od;
SubtractSet(a, [j1);
fi;
else
j:=vecino(4,j+1);
k:=k+1;
SubtractSet(a, [j1);
fi;
od;
C:=[1,x];
fi;
if f=1 then
C:=[0,k];
fi;
Ad4(D,C);
f:=0;
od;
b:=Intersection(Nexts(A),Extremosi(A));
while Length(b)>0 do
i:=b[1];
ji=i;
1:=0;
f:=0;
SubtractSet (b, [j1);
j:=vecino(A,A[1] [Dondeesta(A,j)I[1]);
1:=1+1;
SubtractSet (b, [j1);
while i<>j and j in Intersection
(Nexts(A) ,Extremosi(A)) do
j:=vecino(A,A[1] [Dondeesta(A,j)]1[11);

96

1:=1+1;
SubtractSet (b, [j1);
od;
if i=j then
L:=[1,0];
Add(D,L);
fi;
od;
return D;
end;
ctodasparticionesc2:=function(n)
local A,B,i,a;
A:=ctodasparticionesc(n);
B:=[1;

foe
for i in [1..Length(A)] do .
a:=SortedList (inv(A[i])); o
. =
Add(A[i],a); Z
Add(B,A[i1); g
. Q
od; e
return B;
end;

ctodasparticionesc3:=function(n)
local A,B,i,C;
A:=ctodasparticionesc2(n);
B:=[1;
c:=[;
while Length(A)>0 do
for i in [1..Length(A)] do
if IsEqualSet(A[1][4],A[i][4]) then
Add(B,A[i]);
Add(C,A[i]);
fi;



od;
SubtractSet(A,C);
od;
return B;
end;
ctodasparticionesc4:=function(n)
local A,B,E,f,1,i,a,C,j,D;
A:=ctodasparticionesc3(n);
D:=ctodasparticionesc3(n);
B:=[1;
f:=1;
1:=1;
c:=[1;
while Length(D)>0 do
for i in [1..Length(A)] do
if Length(A[i] [4])=f then
Add(Alil,1);
1:=1+1;
Add(B,A[i]);
Add(C,1);
fi;
od;
E:=Listan(Length(A));
SubtractSet (E,C);
D:=[1;
for j in E do
Add(D,A[31);
od;
f:=f+1;
od;
return B;
end;

Todaspartbii:=function(n)

local A,B,i,a;

A:=Todaspartbi(n) ;

B:=[];

for i in [1..Length(A)] do
a:=SortedList (inv(A[i]));

Add(A[i],a);
Add(B,A[i]);
od;
return B;
end;

Todaspartbii2:=function(D)
local A,B,i,j,C,n;

n:=0;

for j in [1..Length(D)] do
n:=n+D[jI[1]+D[j][2];

od;
A:=Todaspartbii(n);
B:=[];

C:=[1;

for i in [1..Length(A)] do

if IsEqualSet(D,A[i][3]) then

Add (B,A[i]
fi;
od;
return B;
end;

)

TodaspartbiicO:=function(n)

local B,C,i;

B:=Todaspartbii(n);

C:=[1;
for i in [1..

Length(B)] do
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if IsConnectedGraph invariantes:=function(n)
(UnderlyingGraph(Bip2(B[i]))) then local A,B,i,C;
Add(C,B[il); A:=Todaspartbiic(n);
fi; B:=[1;
od; for i in [1..Length(A)] do
return C; Add(B, [A[i1[3]1]);
end; od;
Todaspartbiic:=function(n) C:=Union(B);
local B; return C;
B:=Todaspartbiic0(n); end;
Read("borra.g"); invariantes2:=function(n)
return B; local A,B,E,f,1,i,a,C,j,D;
end; A:=invariantes(n);
Todaspartbii2c0:=function(D) D:=invariantes(n) ;
local B,C,i; B:=[];
B:=Todaspartbii2(D) ; f:=1;
c:=[1; 1:=1;
for i in [1.. Length(B)] do C:=[1;
if IsConnectedGraph while Length(D)>0 do
(UnderlyingGraph(Bip2(B[i]))) then for i in [1..Length(A)] do
Add(C,B[il); if Length(A[i])=f then
fi; 1:=1+1;
od; Add(B,A[i]);
return C; Add(C,i);
end; fi;
Todaspartbii2c:=function(D) od;
local B; E:=Listan(Length(4));
B:=Todaspartbii2c0(D) ; SubtractSet (E,C);
Read("borra.g"); D:=[1;
return B; for j in E do
end; Add(D,A[j1);

od;
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f:=f+1;
od;
return B;
end;

todasparticionesbiicO:=function(n)
local B,f,i,j;
B:=Todaspartbiic(n);
f:=1;
for i in [1.. Length(B)] do
if Length(B[i])=3 then
Add(B[il,f);
for j in [i+1..Length(B)] do
if Length(B[j1)=3 and
Forma(B[i])=Forma(B[j]) and
IsIsomorphicGraph
(Bip2(B[il) ,Bip2(B[j1) ,false) then
Add(B[j],£);
fi;
od;
f:=f+1;
fi,;
od;
return B;
end;
todasparticionesbiic:=function(n)
local B;
B:=todasparticionesbiicO(n);
Read("borra.g");
return B;
end;
todasparticionesbii2cO:=function(D)
local B,f,i,j;

B:=Todaspartbii2c(D);
f:=1;
for i in [1.. Length(B)] do
if Length(B[i])=3 then
Add(B[i],f);
for j in [i+1..Length(B)] do
if Length(B[j1)=3 and
Forma(B[i])=Forma(B[j]l) and
IsIsomorphicGraph
(Bip2(B[i]) ,Bip2(B[j]),false) then
Add(B[],£);
fi;
od;
f:=f+1;
fi;
od;
return B;
end;
todasparticionesbii2c:=function(D)
local B;
B:=todasparticionesbii2c0(D);
Read("borra.g");
return B;
end;
ctodasparticionesbiic:=function(n)
local B,C,i;
B:=[1;
C:=todasparticionesbiic(n);
Add(B,C[1]);
for i in [2..Length(C)] do
if C[i] [4]1>B[Length(B)][4] then
Add(B,C[il);
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fi;
od;
return B;
end;
ctodasparticionesbii2c:=function(D)
local B,C,i;
B:=[];
C:=todasparticionesbii2c(D);
Add(B,C[1]);
for i in [2..Length(C)] do
if C[i][4]>B[Length(B)][4] then
Add(B,C[il);
fi;
od;
return B;
end;
clases3:=function(n)

local A,f,D,i,C,j,b,F,k,1,I,J,u,r,v,t,E,R,H,

w,q,M,N,T,x,y,2z;
A:=ctodasparticionesc4(n);
f:=1;
D:=[1;
T:=[1;
for i in [1.. Length(A)] do
x:=0;
y:=0;
z:=0;
C:=[A[il];
for j in verticesbuenos(A[i]) do
b:=Transvertice(A[i],j);
F:=Forma(b) ;
for k in [1..Length(A)] do

if x=0 then
if IsEqualSet(Forma(A[k]),F) and
IsEqualSet (A[k] [4],b[4])
and IsIsomorphicGraph
(Bip2(A[k]),Bip2(b) ,false) then
Add(C,A[k]);
x:=1;
Add(T,k) ;
fi;
fi,;
od;
x:=0;
od;
for 1 in vbuenos(A[i]l) do
b:=Transflecha(A[i],1);
I:=Forma(b);
for u in [1..Length(A)] do
if y=0 then
if IsEqualSet(Forma(A[u]),I) and
IsEqualSet (A[ul [4],b[4])
and IsIsomorphicGraph
(Bip2(A[ul) ,Bip2(b) ,false) then
Add(C,A[ul);
y:=1;
Add(T,u);
fi;
fi,;
od;
y:=0;
od;
for r in lazos(A[i]) do
b:=Translazo(A[i],r);
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J:=Forma(b); od;

for v in [1..Length(A)] do return D;
if z=0 then end;
if IsEqualSet(Forma(A[v]),J) and clasesri:=function(n)
IsEqualSet (A[v] [4],b[4]) local A,C,B,i,j;
and IsIsomorphicGraph A:=clases3(n);
(Bip2(A[v]),Bip2(b),false) then c:=[1;
Add(C,A[v]); for i in [1..Length(A)] do
z:=1; B:=[];
Add(T,v); for j in [1..Length(A[i])] do
fi; UniteSet (B, [A[i]1[j1[511);
fi; od;
od; UniteSet (B, [A[i][1]1[411);
z:=0; Add(C,B);
od; od;
Add(D,C); C:=Union([C]);
E:=[]1; return C;
R:=[1; end;
for t in [1..Length(D)] do clasri:=function(n)
H:=IntersectionSet(C,D[t]); local A,B,C,D,i,f;
if Length(H)>0 then A:=clasesri(n);
Add(E,t); B:=ctodasparticionesc4(n) ;
Add(R,D[t]); c:=[1;
fi; for i in [1..Length(A)] do
od; f:=Length(A[il);
K:=[1; D:=[B[A[i]1[1]1],A[i] [Length(A[i])],Length(A[i])-1];

for w in [1..Length(E)] do
Add(K,D[E[w]I);

od;

M:=Union(R);

D:=Difference(D,R);

Add(D,M);

Add(C,D);
od;
return C;
end;

Todaspartcciclos:=function(n,m)

local A,B,i;
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A:=Todaspartc(n) ;
B:=[1;
for i in [1..Length(A)] do
if Length(A[i][1])=n/2-m+1 then
Add(B,A[i]);
fi;
od;
return B;
end;
todasparticionescciclosO:=function(n,m)
local B,f,i,j;
B:=Todaspartcciclos(n,m);
f:=1;
for i in [1.. Length(B)] do
if Length(B[i])=2 then
Add(B[i]l,f);
for j in [i+1..Length(B)] do
if Length(B[j]1)=2 and
Forma(B[i])=Forma(B[j]) and
IsIsomorphicGraph
(Bip2(B[il) ,Bip2(B[j1),false) then
Add(B[j1,£);

fi;
od;
f:=f+1;
fi;
od;
return B;
end;

todasparticionescciclos:=function(n,m)
local B;
B:=todasparticionescciclosO(n,m);

Read("borra.g");
return B;
end;
ctodasparticionescciclos:=function(n,m)
local B,C,i;
B:=[1;
C:=todasparticionescciclos(n,m);
Add(B,C[11);
for i in [2..Length(C)] do
if C[i] [3]1>B[Length(B)]1[3] then
Add(B,C[i]);
fi;
od;
return B;
end;
ctodasparticionescciclos2:=function(n,m)
local A,B,i,a;
A:=ctodasparticionescciclos(n,m);
B:=[];
for i in [1..Length(A)] do
a:=SortedList (inv(A[i]));
Add(Alil,a);
Add(B,A[il);
od;
return B;
end;
ctodasparticionescciclos3:=function(n,m)
local A,B,i,C;
A:=ctodasparticionescciclos2(n,m);
B:=[1;
C:=[1;
while Length(A)>0 do
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for i in [1..Length(A)] do od;

if IsEqualSet(A[1][4],A[i][4]) then fi=f+1;
Add(B,A[i]); od;
Add(C,A[i]); return B;
fi; end;
od; clasesciclos3:=function(n,m)
SubtractSet(A,C); local A,f,D,i,C,j,b,F,k,1,I,J,u,r,v,t,E,R,H,
od; w,q,M,N,T,x,y,2;
return B; A:=ctodasparticionescciclos4(n,m);
end; f:=1;
ctodasparticionescciclos4:=function(n,m) D:=[];
local A,B,E,f,1,i,a,C,j,D; T:=[1; =
A:=ctodasparticionescciclos3(n,m); for i in [1.. Length(A)] do o)
D:=ctodasparticionescciclos3(n,m); x:=0; g
B:=[]; :=0; Q
f:=1; Z:=O; §
1:=1; C:=[A[i]]; =
c:=[1; for j in verticesbuenos(A[i]) do >
while Length(D)>0 do b:=Transvertice(A[il,j); Ej
for i in [1..Length(A)] do F:=Forma(b) ; 0
if Length(A[i] [4])=f then for k in [1..Length(A)] do %
Add(A[il,1); if x=0 then
1:=1+1; if IsEqualSet(Forma(A[k]),F) and
Add(B,A[i]); IsEqualSet (A[k] [4],b[4])
Add(C,1i); and IsIsomorphicGraph
fi; (Bip2(A[k]) ,Bip2(Db) ,false) then
od; Add(C,A[k]);
E:=Listan(Length(4)); x:=1;
SubtractSet (E,C) ; Add(T,k);
D:=[1; fi;
for j in E do fi;
Add(D,A[;D); od;
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x:=0;
od;
for 1 in vbuenos(A[i]) do
b:=Transflecha(A[i],1);
I:=Forma(b);
for u in [1..Length(A)] do
if y=0 then
if IsEqualSet(Forma(A[ul),I) and
IsEqualSet (A[ul [4],b[4])
and IsIsomorphicGraph
(Bip2(A[ul),Bip2(b),false) then
Add(C,A[ul);
y:=1;
Add(T,u);
fi;
fi;
od;
y:=0;
od;
for r in lazos(A[i]) do
b:=Translazo(A[i],r);
J:=Forma(b);
for v in [1..Length(A)] do
if z=0 then
if IsEqualSet(Forma(A[v]),J) and
IsEqualSet (A[v] [4],b[4])
and IsIsomorphicGraph
(Bip2(A[v]),Bip2(b) ,false) then
Add(C,A[v]);
z:=1;
Add(T,v);
fi;

fi;
od;
z:=0;
od;
Add4(D,C);
E:=[]1;
R:=[];
for t in [1..Length(D)] do
H:=IntersectionSet (C,D[t]);
if Length(H)>0 then
Add(E,t);
Add(R,D[t]);
fi;
od;
K:=[];
for w in [1..Length(E)] do
Add(K,D[E[w]]);
od;
M:=Union(R);
D:=Difference(D,R);
Add(D,M);
od;
return D;
end;
clasesciclosri:=function(n,m)
local A,C,B,i,j;
A:=clasesciclos3(n,m);
c:=[1;
for i in [1..Length(A)] do
B:=[1;
for j in [1..Length(A[i])] do
UniteSet (B, [A[i]1[j1[611);
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od;
UniteSet (B, [A[i] [11[4]11);
Add(C,B);
od;
C:=Union([C]);
return C;
end;
clasciclosri:=function(n,m)
local A,B,C,D,i,f;
A:=clasesciclosri(n,m);
B:=ctodasparticionescciclos4(n,m);
c:=[1;
for i in [1..Length(A)] do
f:=Length(A[i]);
D:=[B[A[i]1[1]],A[i] [Length(A[i])],
Length(A[i])-1];
Add(C,D);
od;
return C;
end;
clasesbii2c:=function(G)
local A,f,D,i,C,j,b,F,k,1,I,J,u,r,v,t,E,R,H,
w,q,M,N,T,x,y,2;
A:=ctodasparticionesbii2c(G);
f:=1;
D:=[]1;
T:=[1;
for i in [1.. Length(A)] do
x:=0;
y:=0;
z:=0;
C:=[A[il];

for j in verticesbuenos(A[i]) do
b:=Transvertice(A[i],]);
F:=Forma(b) ;
for k in [1..Length(A)] do
if x=0 then
if IsEqualSet(Forma(A[k]),F) and
IsIsomorphicGraph(Bip2(A[k]),Bip2(b),false)
then
Add(C,A[k]);
x:=1;
Add(T,k);
fi;
fi;
od;
x:=0;
od;
for 1 in vbuenos(A[i]) do
b:=Transflecha(A[i],1);
I:=Forma(b);
for u in [1..Length(A)] do
if y=0 then
if IsEqualSet(Forma(A[ul),I) and
IsIsomorphicGraph(Bip2(A[ul),Bip2(b),false)

then
Add(C,A[ul);
y:=1;
Add(T,u);
fi;
fi;
od;
y:=0;
od;
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for r in lazos(A[i]) do
b:=Translazo(A[i],r);
J:=Forma(b) ;
for v in [1..Length(A)] do
if z=0 then
if IsEqualSet(Forma(A[v]),J) and
IsIsomorphicGraph(Bip2(A[v]) ,Bip2(b),false)
then
Add(C,A[v]);
z:=1;
Ad4(T,v);
fi;
fi;
od;
z:=0;
od;
Ad4(D,C);
E:=[1;
R:=[];
for t in [1..Length(D)] do
H:=IntersectionSet(C,D[t]);
if Length(H)>0 then
Ad4(E,t);
Add(R,D[t]);
fi;
od;
K:=[];
for w in [1..Length(E)] do
Add(X,D[E[w]]);
od;
M:=Union(R);
D:=Difference(D,R);

Adda(D,M);
od;
return D;
end;

clasesbii2cr:=function(G)

local A,C,B,i,j;

A:=clasesbii2c(G);

c:=[1;

for i in [1..Length(A)] do
B:=[];

for j in [1..Length(A[i])] do
UniteSet (B, [A[i] [j]1[4]11);

od;
UniteSet (B, [A[i]1[1]1[311);
Add(C,B);

od;

C:=Union([C]);

return C;

end;

clbii2cr:=function(n)

local A,B,i,c;

A:=invariantes2(n);

B:=[];

for i in [1..Length(A)] do
c:=clasesbii2cr(A[i]);
Add(B,c);

od;

return B;

end;

clbii2c:=function(n)

local A,B,i,c;
A:=invariantes2(n);

90T
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B:=[]; Add(F,A[k]);

for i in [1..Length(A)] do od;
c:=clasesbii2c(A[i]); return F;
Add (B, c); end;
od; clasesdep:=function(P,Q)
return B; . .
end: local S,B,c,d,n,A,f,D,i,C,j,b,F,k,1,I,7J,
u,r,v,t,E,R,H,w,q,M,N,T,x,y,2;
ctpartbii2c:=function(n) n:=Length(P[2])*2;
local A,B,i,c; £.=1:
A:=invariantes2(n); '
B:=[1; Add(P,0);
for i in [2..Length(A)] do D:=[P];
c:=ctodasparticionesbii2c(A[i]); S:=[P];
Add(B,c); d:=1;
od;
return B; c:=1;
end; while d=1 and Length(D)>0 and £<12 do
T:=[1;

dual :=function(A)

local 1,P,C,3,k,F; for i in [1.. Length(D)] do

P:=[1; %:=0;
=0 y:=0;
for i in [1..Length(A[1])] do 2:=0;
C:=[];
for[1 in [1..Length(A[1]1[i])] do if d=1 then
Add(C,A[1][i] [Length(A[1] [i])-j+11); for j in verticesbuenos(D[i]) do
od; B:=Transvertice(D[il,j);
Od;Add(P,C) ; F:=Forma(B);
Add(F,P) for k in [1..Length(S)] do
for k in [2..Length(A)] do if x=0 and d=1 then

dVD Hd VINVEDOUd T
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if IsEqualSet
(Forma(S[Length(S)-k+11) ,F)
and IsIsomorphicGraph
(Bip2(S[Length(S)-k+1]) ,Bip2(B) ,false)
then
x:=1;
fi;
fi;
od;
if x=0 and d=1 then
Add (B, [[1,3]1,f,c1);
c:=c+l;
if IsEqualSet (Forma(Q),Forma(B))
and IsIsomorphicGraph
(Bip2(Q) ,Bip2(B) ,false) then
d:=2;
Add (B, 100) ;
fi;
Add(T,B);
Add(S,B);
fi;
x:=0;
od;
fi;
if d=1 then for j in

verticesbuenos(dual(D[i])) do

B:=dual (Transvertice(dual(D[i]),j));
F:=Forma(B) ;
for k in [1..Length(S)] do
if x=0 and d=1 then
if IsEqualSet(Forma(S[Length(S)-k+1]),F)
and IsIsomorphicGraph
(Bip2(S[Length(S)-k+1]) ,Bip2(B) ,false)
then

80T

x:=1;
fi;
fi;
od;
if x=0 and d=1 then
Add(B, [[10,j],f,c]);
c:=c+1;

if IsEqualSet(Forma(Q) ,Forma(B))

7
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and IsIsomorphicGraph
(Bip2(Q) ,Bip2(B) ,false) then
d:=2;
Add(B,100);
fi,;
Add(T,B);
Add(s,B);
fi;
x:=0;

od;



fi;
if d=1 then
for 1 in vbuenos(D[i]) do
b:=Transflecha(D[i],1);
I:=Forma(b);
if d=1 then
for u in [1..Length(8)] do
if y=0 and d=1 then
if IsEqualSet
(Forma (S [Length(S)-u+1]),I)

and IsIsomorphicGraph

(Bip2(S[Length(S)-u+1]),Bip2(b),false)

then
y:=1;
fi;
fi;
od;
if y=0 and d=1 then
Add (b, [[2,1],f,c]);

c:=c+1;

if IsEqualSet(Forma(Q),Forma(b))

and IsIsomorphicGraph
(Bip2(Q) ,Bip2(b) ,false) then
d:=2;
Add(b,100) ;
fi;

Add(T,Db);
Add(S,b);
fi;
y:=0;
fi;
od;
fi;
if d=1 then
for 1 in vbuenos(dual(D[i])) do
b:=dual (Transflecha(dual(D[i]),1));
I:=Forma(b);
if d=1 then
for u in [1..Length(S)] do
if y=0 and d=1 then
if IsEqualSet
(Forma(S[Length(S)-u+1]),I)

and IsIsomorphicGraph

(Bip2(S[Length(S)-u+1]),Bip2(b),false)

then
y:=1;
fi;
fi;
od;
if y=0 and d=1 then
Add (b, [[20,11,£,c1);

c:=c+l;

dVD Hd VINVEDOUd T
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if IsEqualSet(Forma(Q),Forma(b))
and IsIsomorphicGraph
(Bip2(Q) ,Bip2(b) ,false) then
d:=2;
Add(b,100);
fi;
Add(T,b);
Add(S,b);
fi;
y:=0;
fi;
od;
fi;
if d=1 then
for r in lazos(D[i]) do
b:=Translazo(D[i],r);
J:=Forma(b) ;
if d=1 then
for v in [1..Length(S)] do
if z=0 and d=1 then

if IsEqualSet(Forma(S[Length(S)-v+11),J)

and IsIsomorphicGraph

Bip2(S[Length(S)-v+1]) ,Bip2(b) ,false)

then
z:=1;

fi;

fi;
od;
if z=0 and d=1 then
Add(b, [[3,r],f,c]);

c:=c+1l;

if IsEqualSet(Forma(Q),Forma(b))

01T

and IsIsomorphicGraph(Bip2(Q),Bip2(b),false)

then
d:=2;
Add(b,100) ;
fi;
Add(T,b);
Add(s,b);
fi;
z:=0;
fi;
od;
fi;
if d=1 then
for r in lazos(dual(D[i])) do

b:=dual (Translazo(dual(D[i]),r));

J:=Forma(b);
if d=1 then
for v in [1..Length(S)] do
if z=0 and d=1 then
if IsEqualSet
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(Forma(S[Length(S)-v+1]),J)
and IsIsomorphicGraph
(Bip2(S[Length(8)-v+1]),
Bip2(b),false) then
z:=1;
fi;
fi,;
od;
if z=0 and d=1 then
Add (b, [[30,r],f,c]);
c:=c+1;
if IsEqualSet(Forma(Q),Forma(b))
and IsIsomorphicGraph
(Bip2(Q) ,Bip2(b) ,false) then
d:=2;
Add(b,100) ;
fi;
Add(T,b);

Add(s,b);
fi;
z:=0;

fi;
od;
fi;
od;
f:=f+1;
D:=T;
od;
if d=1 then
return S;
else
return S;
fi;

end;
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2. Clasificacién para dos ciclos y menos de seis vértices

En esta seccion se muestra la lista de las clases de equivalencia derivada de algebras gentiles definidas por
carcajes de dos ciclos con a lo mucho cinco vértices. Para aquellas de 2, 3 y 4 vértices se dan primero las clases
de equivalencia derivada bajo transformaciones elementales, mostrando el niimero de cada algebra que pertenece a
dicha clase y el invariante ¢ 4, de acuerdo a la lista que se presenta inmediatamente, donde aparecen numeradas todas
las diferentes algebras gentiles con dos ciclos asociadas a un invariante especifico. Estos datos fueron calculados
usando las instrucciones clbii2cr(2n) y clpartbii2c(2n) respectivamente, donde n es le niimero de vértices. En el
caso de algebras gentiles con dos ciclos y 5 vértices, por cuestiones de espacio solo se muestra la primera de estas
dos listas, la segunda puede ser consultada en la pagina de internet www.matem.unam.mx/avella

Se observa que todas las clases de equivalencia derivada bajo transformaciones elementales presentan distintos
invariantes salvo en el caso de 4 vértices para ¢4 = [[1,1],[1,1],[1, 3]], donde encontramos dos clases con el mismo
invariante. Como se verifica de acuerdo a las listas siguientes,

[[[1,2,3,4],5,6],[7, 8]}, [[1, 5], [2, 6], [3, 7], [4, 8]], [[1, 1], [1, 1], [1, 3]], 1]

aparece en la primera de estas clases y

[[[1,2,3,4], 5,6, [7, 8]}, [[1, 5], [2, 7], [3, 8], [4, 6]], [[1, 1], [1, 1], [1, 3]], 2]

en la segunda. Estas dlgebras corresponden a los siguientes carcajes con relaciones:

1- VA HTN

© Uy = V3 =V = U1
2: V3 <=2 <— V] =— Vg

pero éstas se construyen como una coextension y una extension en un vértice del algebra asociada al carcaj con
relaciones

48t
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V3 <='V2 <— V]

asi que son de hecho derivadamente equivalentes, ya que por [HW83] las dlgebras repetitivas correspondientes
son isomorfas y debido a que la dimension global es finita tenemos la equivalencia derivada deseada. Sin embargo
no podemos transformar una en la otra mediante operaciones elementales.

2.1. Clases de equivalencia derivada bajo transformaciones elementales de dlgebras gentiles de dos vértices.

clbii2cr(4);
rcrts,0C1,31111,
rcs,cCo,21,00,121,01,1211711,
rci,0C00,21,00,21,01,011111
clpartbii2c(4);
rcrcrfte,2,3,411,001,31,02,411, (001,311,111,
rcrcf1,2,3,411, 001,21, 03,411,(Co0,11,C00,121, 01,117,111,
rcrcrf1,2,3,411, (01,41, 02,311, (Co0,121,[0,21,[1,011,1111
2.2. Clases de equivalencia derivada bajo transformaciones elementales de dlgebras gentiles de tres vértices.
clbii2cr(6);

tcf1, 00241711, 02, [02,4111,0[3,4,5,6,7,8,9,10,11, [[2,4]1111,
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