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RESUMEN

Se estudian analiticamente los fendmenos épticos lineales y no lineales presentes
en muestras que tienen una estructura periodica helicoidal (de tipo colestérico) y en
donde se considera que la luz se propaga paralelamente al eje de la muestra. Se deducen
expresiones analiticas para una onda electromagnética que se propaga en un medio, el
cual es al mismo tiempo, dieléctrico y magnético; el conjunto de soluciones para este
sistema exhibe un intervalo de longitudes de onda, dentro del cual, dos de las cuatro
ondas propias son evanescentes (banda de reflexion). Dentro de este intervalo y usando el
formalismo de la matriz de transferencia, se estudian las propiedades Opticas de un
material helicoidal con un nimero ng de defectos de torsidn idénticos y equidistantes. Se
dan expresiones analiticas para la transmitancia y reflectancia de muestras con no=1. Para
no=1, 2, 3, se definen analiticamente las longitudes de onda del defecto A4 para las cuales,
las ondas evanescentes, en los planos del defecto, son por mucho las que dominan, dando
origen a un confinamiento de energia en las proximidades de los planos del defecto. Las
matrices de transferencia y de dispersién de no defectos de torsidn se escriben en términos
de la matriz de transferencia de un solo defecto de torsion. Se obtiene que ny defectos de
torsion generan ng longitudes de onda del defecto Aq4, para los cuales existe un
confinamiento de energia alrededor de los no planos del defecto. Se estudia la
propagacion dptica de un paquete estrecho de ondas en un cristal liquido colestérico puro
considerando un acoplamiento débilmente no lineal entre el campo Optico y el medio
elastico. Se construye la solucién como la superposicion de cuatro paquetes de onda
estrechos centrados alrededor de las ondas propias lineales de la estructura helicoidal y,
cuyas correspondientes envolventes A, son funciones que varian lentamente con sus
argumentos. Se encuentra un conjunto de cuatro ecuaciones acopladas que describen el
paquete de ondas vectorial resultante, el cual tiene algunas constantes de integracion y
que bajo condiciones especiales, se reduce a la ecuacién de Schrddinger no lineal con
coeficientes que dependen de la coordenada espacial. Esta ecuacion se resuelve de dos
maneras; aplicando un método variacional y usando un método numérico. Se observa que
ambos métodos proporcionan el mismo tipo de solucion estable: un solitén oscuro. Se
obtiene analiticamente la dependencia con la longitud de onda del indice de refraccion no
lineal demostrando que tiene maximos en las fronteras de la banda de reflexion. También
se exhibe la existencia de otras soluciones exactas pero que no presentan
autoenfocamiento.



ABSTRACT

Linear and nonlinear optical phenomena are theoretically studied for light
propagation along the helix axis of a sample which possesses a helical periodic structure
(cholesteric-like). Analytical expressions are deduced for an electromagnetic wave
propagating through a sample which is, at the same time, dielectric and magnetic one; the
complete solution of this system exhibits a wavelength range, in which, two of the four
eigenwaves are evanescent (reflection band). Within this range, the optical properties of a
helical material with a finite number ny of identical and equidistant twist defects are
studied by using the transfer matrix formalism. Exact and analytical expressions are
given for the transmittance and reflectance of samples with no=1. For no=1, 2, 3, the
defect wavelengths A4 are analytically defined, for which, the evanescent eigenwaves, at
the defect planes, are by far the dominant ones giving rise to the energy confinement near
the defect planes. The transfer and scattering matrices of ng twist defects are written in
terms of the transfer matrix of a single twist defect. It is obtained that ny twist defects
generate ny defect wavelengths A4, for which, the energy is confined around the ny defect
planes. By considering a weakly nonlinear coupling between the optical field and the
elastic media, the propagation of a narrow optical wave packet through a pure cholesteric
liquid crystal is studied. The solution is constructed as the superposition of four narrow
wave packets centered around the linear eigenwaves of the helical structure whose
corresponding envelopes A are slowly varying functions of their arguments. A set of four
coupled equations to describe the resulting vector wave packet are found, which has some
integration constants and that under special conditions reduces to the nonlinear
Schrédinger equation with space-dependent coefficients. This equation is solved, both, by
using a variational approach and by performing numerical calculations. It is observed that
both methods give the same type of stable solution: a dark soliton. The wavelength
dependence of the nonlinear refraction index is analytically computed showing that this
has its maxima at the edges of the reflection band. The existence of some other exact but
non-self-focused solutions are also exhibited.



Introduccion

En las ultimas décadas, el disefio y la fabricacion de materiales artificiales con
nuevas e interesantes propiedades, no estudiadas previamente con suficiente amplitud
y profundidad, han motivado que exista un creciente interés dentro de la comunidad
cientifica en la investigacion tanto téorica como experimental de estos nuevos materiales.
Como primer ejemplo se tienen los llamados metamateriales. Estos materiales tienen la
peculiaridad de poseer ¢ < 0y ¢ < 0, en donde € y 1 son la permitividad dieléctrica y
permeabilidad magnética del medio, respectivamente. Si en estos metamateriales incide
un haz electromagnético con vector de onda k, el correspondiente vector de Poynting
S apunta en la direccién opuesta a k [1]. De esta manera, luz que incide sobre un
metamaterial experimentard refraccion pero opuesta a la que se observa usualmente.
La fase de una onda viajando en un material normal se incrementa, en cambio, en un
metamaterial decrece. Estos medios podrian utilizarse en la fabricacién de lentes planas
casi perfectas. En efecto, mientras que en una lente convencional la resolucién de la
imagen estd limitada por la longitud de onda, en una lente construida con un metamaterial
la resolucion es infinita. Un segundo conjunto de materiales que aparecieron desde los
80’s son los medios quirales y bianisotrépicos que surgieron como algunos de los temas
mads novedosos e interesantes por sus propiedades Opticas no locales. El origen de estas
nuevas propiedades radica principalmente en las relaciones constitutivas que gobiernan a
los campos electromagnéticos en estos medios [2] y que son causa del comportamiento
peculiar de estos materiales. Una de las caracteristicas més destacadas de estos medios
es su gran actividad Optica, es decir, la capacidad de una molécula o grupo de moléculas
para hacer girar el plano de polarizacién de una onda electromagnética conforme ésta se

propaga en la muestra [2, 3].
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En la presente tesis se estudian tedricamente los fendmenos Opticos lineales y no
lineales presentes en cristales liquidos colestéricos (CLC), asi como en materiales solidos
artificiales construidos de tal forma que presentan simetria helicoidal. Ambas son algunas
de las estructuras periddicas més interesantes encontradas en la literatura debido a sus
propiedades Opticas, tanto tedrica como experimentalmente, y es por ello el motivo de

esta investigacion.

Las investigaciones enfocadas al andlisis de propiedades 6pticas en medios con
simetria helicoidal es muy amplia y relativamente reciente. Soluciones analiticas y
exactas, para propagacion axial, se han conocido perfectamente desde hace mads de
medio siglo [4, 5], para medios no magnéticos, y mas recientemente en [6], para medios
magnéticos. Las soluciones en este caso son cuatro ondas de Bloch que, escritas en
un marco de referencia apropiado, se pueden escribir como ondas planas con vectores
de onda constante. Hasta donde se sabe, nada similar se encuentra para otro medio
periddico, pues en el caso mds simple de capas isotropicas periédicamente espaciadas,
la solucidn es una superposicion de un numero infinito de ondas planas. Se encuentra
que, a incidencia normal, hay una regién de longitudes de onda (banda de reflexion total
0 banda parcialmente prohibida), en donde hay reflexién total para una componente
de luz polarizada circularmente, a la vez que la otra componente del haz es transmitida
completamente. En medios con simetria helicoidal las propiedades Opticas dependen
mucho de la relaciéon que existe entre la longitud de onda incidente )y y el periodo
espacial p: cuando p corresponde a una )y en el rango visible, la muestra emite colores
brillantes por reflexion total; de tal modo que si se hace incidir luz blanca sobre una

muestra de CLC, el color reflejado puede ser elegido cambiando simplemente el valor de

p.

Los avances en las técnicas de fabricacion de materiales con simetria helicoidal,

asi como la posibilidad de insertar defectos en ellos, ha sido motivo de primeras inves-
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tigaciones que daran origen a dispositivos con gran potencial en aplicaciones fotOnicas.
Un defecto en una estructura se presenta cuando la periodicidad de dicha estructura se
rompe abruptamente. Un posible defecto puede lograrse haciendo que la configuracién
del director n, que describe la rotacién de la hélice, cambie abruptamente de un valor
0_(z0) = qozo, a un valor 0, (z9) = qozo + ¢+, en un punto z, sobre el eje de la hélice,
donde ¢; es el dngulo de torsion. Experimentalmente, este tipo de defectos se pueden
obtener de la siguiente manera: (1) primero se considera una muestra helicoidal sin
defectos entre planos ortogonales al eje de la hélice; (2) enseguida se corta la muestra
de manera que se obtengan dos o mas capas entre planos paralelos; y (3) finalmente
se gira cualquier capa con respecto a la precedente un cierto dngulo a lo largo del eje
comun. Muestras con solo un defecto de torsion han recibido gran atencion tanto tedrica
[7,8,9,10, 11, 12, 13, 14], como experimentalmente [15, 16, 17, 18]. En estos trabajos se
encuentra que un defecto en una estructura puede dar origen a un modo resonante dentro
de la banda de reflexién, esto es, ondas estacionarias con una alta densidad de energia
localizada en la proximidad del defecto (modo de defecto), haciéndolos susceptibles
de considerarse para el disefio de laseres con umbral de intensidad de activacion bajo.
Para un cierto valor de la longitud de onda incidente )\, existen picos de transmitancia
y reflectancia en funcion del dngulo de torsion. Resultados similares se han encontrado

para la propagacién de ondas acusticas en sistemas helicoidales sélidos [19, 20, 21].

En los modelos considerados en la literatura, el haz electromagnético que incide
sobre la muestra porta una energia que se puede despreciar en comparacién con la
energia elastica del medio. Sin embargo, la disponibilidad de ldseres como generadores
de ondas electromagnéticas de potencia moderada, asi como el posible confinamiento
de energia Optica en las proximidades de un defecto de torsién discutido en el pérrafo
anterior, requiere de un analisis en el cual se debe tomar en cuenta el acoplamiento entre
la densidad de energia eldstica del medio y la densidad de energia electromagnética. En
ciertos laseres, la potencia P puede facilmente llegar a valores del orden de I = 3 x 10°

W/m justo en la region de la cintura del haz de area 30um?. Bajo estas condiciones,
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la energia electromagnética es comparable con la energia eléstica del medio y, por lo
tanto, su contribucion debe tomarse en cuenta y ahora las ecuaciones resultantes son
no lineales dando lugar a fendmenos mas complejos e igualmente interesantes. Aqui,
y considerando un acoplamiento débil entre el campo Optico y el medio elastico, se
muestra uno de tales fendmenos: los solitones [22, 23, 24, 25, 26]. Los solitones son un
resultado de la dindmica no lineal cuando se alcanza un equilibrio entre la dispersion y
el autoenfocamiento. Soluciones de este tipo se han considerado previamente solo en
cristales liquidos nemadticos, encontrando efectos no lineales gigantes [27, 28]. Aqui,
ademads de considerar la gran actividad no lineal que presentan los cristales liquidos, se
aprovecha el grado de libertad extra que se tiene en los CLC, el cual llevard a encontrar

resultados muy interesantes: su periodicidad.

En general, el modo de defecto en medios periddicos es la superposicion de ondas
de Bloch y su descripcion requiere del uso de célculos o ecuaciones complicadas, con la
Unica excepcion de estructuras helicoidales con defectos de torsion. Este hecho es una
motivacion muy importante para la realizacion de la presente tesis, pues la obtencién de
soluciones analiticas y exactas, permite un entendimiento més profundo de la fisica del
sistema. Varios resultados numéricos se han encontrado previamente para el caso de un
defecto de torsion, sin embargo, aqui se extiende el andlisis de manera sistematica para
una muestra con cualquier nimero de defectos, con la gran ventaja que los resultados
presentados aqui son analiticos y exactos. Asimismo, el uso apropiado de las soluciones
exactas conocidas desde hace méds de medio siglo, para propagacién axial, permite
deducir expresiones que describen la optica no lineal, en la cual el acoplamiento entre la
energia electromagnética y la energia elastica del medio se debe tomar en cuenta. Aunque

las expresiones obtenidas en este caso son mds complejas, ellas son analiticas.

La investigacion original presentada en esta tesis se enfoca sobre estructuras con
simetria helicoidal que son, al mismo tiempo, dieléctricas y magnéticas, de tal modo que

los resultados obtenidos aqui, son validos para cualquier longitud de onda. La adicién
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de un tensor de permeabilidad al tensor de permitividad permite obtener ecuaciones que
son a la vez mds simples y generales, al menos en el sentido de que son mas simétricas.
Adicionalmente, una eleccién de un marco de referencia apropiado, simplifica enormente

las ecuaciones.

En base a lo expuesto, se puede plantear el objetivo general de este trabajo de la

siguiente manera:

“Estudiar tedrica y analiticamente los fenomenos opticos lineales y no lineales, para

propagacion axial, presentes en medios con simetria helicoidal. ”

Y como objetivos particulares los siguientes:

m Generalizacion de las soluciones obtenidas en el régimen de la Optica lineal para

medios que son, al mismo tiempo, dieléctricos y magnéticos.
= Optica lineal de medios con un nimero finito de defectos de torsién.
= Optica en el régimen débilmente no lineal de CLC puros.

El lineamiento a seguir en el presente trabajo a fin de cumplir con los objetivos

establecidos, se muestra a continuacion.

En el capitulo 1 se hace una breve revision sobre la clasificacién y descripcion de
algunas de las propiedades de los cristales liquidos (CL), poniendo particular énfasis en

los CLC, los cuales debido a su simetria helicoidal, son de especial interés.

En el capitulo 2 se obtienen las expresiones para la energia libre de distorsion y las
ecuaciones de equilibrio para CL neméticos y CLC. Estas ecuaciones seran posterior-

mente acopladas con las ecuaciones que obedecen el campo Optico.
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Enseguida, en el capitulo 3 y tomando en cuenta que se estudiard la propagacion
axial de ondas electromagnéticas, se escriben las ecuaciones de Maxwell y sus cor-
respondientes relaciones constitutivas para medios anisotrépicos y quirales en una
representacion mas apropiada, la cual permitird analizar de una manera sistematica los
sistemas aqui mostrados, ademés de aprovechar la propiedad de transversalidad del
campo Optico. La finalidad serd separar el conjunto de ecuaciones de Maxwell en dos
partes: 1) una ecuacion en la que estén involucradas sélo las componentes transversales
de los campos, las cuales son perpendiculares al eje de la hélice; y 2) una ecuacién en la
que esté involucrada sélo la componente longitudinal. Antes de finalizar este capitulo y
basado en los capitulos anteriores, se planteard el problema mas general de interaccién

entre el campo electromagnético y un cristal liquido.

El capitulo 4 de esta tesis presenta una revision sobre la dptica lineal de medios con
simetria helicoidal que ya ha sido estudiada previamente por otros autores, incluyendo
una aportacién original en donde se considera que la muestra es, tanto dieléctrica,
como magnética. A diferencia de los andlisis encontrados en la literatura, en los cuales
solo se considera el tensor de permitividad, aqui también se toma en cuenta el tensor
de permeabilidad. Esto permite obtener ecuaciones mdés generales. Esta dltima parte
es esencial, pues representa la base para el planteamiento y solucion de los sistemas

analizados posteriormente.

El capitulo 5 presenta la segunda parte original de la investigacion: se analiza la Optica
lineal axial de un material con simetria helicoidal con varios defectos de torsién. Usando
la solucidén mas general obtenida en el capitulo 4, y exigiendo la continuidad tangencial
del campo electromagnético en el plano de cada uno de los defectos, se obtienen las
correspondientes matrices de transferencia y de dispersion, y a partir de aqui se deducen
expresiones analiticas de diversas propiedades Opticas, como son la transmitancia y

reflectancia.
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La tercera aportacion original se encuentra en el capitulo 6, en donde se estudia la
optica débilmente no lineal de un paquete de ondas que se propaga axialmente en CLC
puros. Nuevamente, las soluciones mas generales encontradas en el capitulo 4, permiten
obtener una ecuacion no lineal vectorial que describe la interaccion débilmente no lineal
entre el paquete de ondas y la muestra. Se hace una clara distincién entre la propagacion

de un paquete de ondas con vector de onda central dentro y fuera de la banda de reflexion.

Finalmente, se resumen ciertos resultados importantes, se presentan algunas conclu-

siones y se sefialan algunas perspectivas derivadas del presente trabajo.

Es importante destacar que los resultados obtenidos y mostrados en la presente tesis
sirvieron como base para la escritura y publicacién de dos articulos de investigacién en

revistas de arbitraje internacional; las referencias de estos articulos son [6] y [29].
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Capitulo 1

Cristales Liquidos

Ademas de los tres estados de agregacion mas estudiados que presenta la materia,
los cuales son el sélido, liquido y gaseoso, existen las llamadas mesofases, esto es,
fases intermedias que algunas sustancias presentan y que se forman durante la transicion
de un estado a otro. Un cristal liquido (CL) es una mesofase formada en la transicién
sOlido-liquido. Dependiendo de la geometria molecular particular, la sustancia puede
experimentar una o mdas mesofases antes de transformarse en la fase liquida. Como
es bien sabido, un cristal sélido posee orden posicional, es decir, despreciando las
vibraciones térmicas, los centros de masa de las moléculas o grupos de moléculas en esta
fase estdn condicionados a ocupar solo ciertas posiciones para formar una red periddica.
Si adicionalmente las moléculas constituyentes del cristal no presentan simetria esférica
y existe cierta interaccidén que permite que cada una de éstas se oriente con respecto a
sus vecinas, existird de forma natural un cierto grado de orden o simetria orientacional.
Cuando un sélido se funde en un liquido, ambos tipos de orden se pierden completamente.
En cambio, cuando un sélido se transforma en un cristal liquido, el orden orientacional
prevalece, mientras que los centros de masa de los elementos de la red periddica pueden
ahora moverse en forma andloga a como lo hace un liquido [30]. La transicién a este
estado intermedio puede obtenerse fundamentalmente ya sea por procesos térmicos
(fases termotrdpicas) o por la influencia de solventes (fases liotropicas). Los primeros
conocimientos sobre cristales liquidos se remontan a finales del siglo XIX mediante

los descubrimientos de Reintzer y Lehmann [31, 32] y sus primeras aplicaciones en
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termografia y pantallas electro-Opticas en la década de los 60’s a través de los trabajos de

Fergason [33, 34].

Aunque en la literatura existen diferentes tipos de cristales liquidos, aqui se de-
scriben brevemente sélo los tres tipos principales: nemdticos, colestéricos y esmécticos

[35, 36, 37], haciendo especial énfasis en los cristales liquidos colestéricos.

Un requisito esencial para obtener un cristal liquido es que las moléculas o grupos
de moléculas constituyentes sean altamente anisotropicas. Los nematicos, colestéricos y
esmécticos estdn frecuentemente conformados por objetos alargados (tipo rodillo), sin
embargo, otro tipo de fases (no presentadas aqui) y algunos tipos de nematicos, pueden
estar conformados por objetos discéticos. Las moléculas en cada una de estas mesosfases
se ordenan en tal forma que el sistema presenta un orden orientacional manifestado por
una direccién promedio en la cual estan orientados localmente los ejes moleculares. Esta
orientacion preferencial se describe macroscopicamente por un vector unitario o comun-
mente llamado director n y representa la orientaciéon promedio de alineamiento de los

centros de masa cada punto de la muestra.

1.1. Nematicos
Cinco caracteristicas principales distinguen a los cristales liquidos nematicos [38]:

m Los grupos de moléculas no tienen orden de largo alcance traslacional y, por lo tan-
to, no se observan maximos y minimos en el patron de difraccion de rayos X como
lo harfa comunmente un cristal s6lido. En otras palabras, el nemético se comporta
como un liquido convencional. Para un nemético termotrdpico tipico tal como el
PAA (p-azoxyanisol), con férmula quimica representada en la Fig. 1.1, la viscosi-
dad es del orden de ~ 10! Poise a temperatura ambiente (~ 10 veces mds grande

que la viscosidad del agua).

= Hay un orden direccional de las moléculas, es decir, tienden a ser paralelas a cierto

2
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m Los estados 7 y —n son indistinguibles debido a que las contribuciones dipolares

promedio de las moléculas son nulas para nematicos no ferroeléctricos.

m Esta fase se presenta solamente en materiales que no distinguen entre derecha e
izquierda, ésto es, cada molécula o grupo de moléculas constituyentes, es idéntica
a su imagen espejo. Cuando una molécula o grupo de moléculas no es idéntica a su

imagen espejo se dice que es quiral.

1.2. Colestéricos

Si en un material nemaético se disuelven moléculas que son quirales, €sto es, que son
Opticamente activas, se encuentra que la estructura original sufre una distorsioén en forma
de hélice; asf, el director 7 gira en funcién de la posicién en torno a un eje comin'. El mis-
mo tipo de distorsion se encuentra también en ésteres colestéricos puros y por esta razon,
a la fase helicoidad de un nematico se le conoce como cristal liquido colestérico (CLC).
La primera fase colestérica, llamada colesterol benzoato, fue reportada por Reinitzer en
el ano 1888 [31].

Localmente, un colestérico es muy similar a un nemaético, sin embargo, ahora el direc-
tor 7 no es constante en el espacio, sino que la configuracion preferencial de las moléculas
es helicoidal (Fig. 1.3). Haciendo el eje de la hélice coincidir con el eje z, tenemos las

siguiente expresion para n

ny = cos(qoz + @)
ny, = sen(qz+ o)
n, = 0, (1.1)

en donde ¢ estd relacionado con el paso o periodo espacial p = 27 /gy de 1a hélice y ¢ es

una fase arbitraria.”

' A nivel molecular, uno de los enlaces flexibles del nematico (ver Fig. 1.1) adopta una molécula chiral
de tal modo que cada nueva molécula formada interactda con su vecina en tal forma que las fuerzas in-
termoleculares permiten el alineamiento entre ellas haciendo un angulo pequefio. Esto se repite con cada
molécula y su vecina ocasionando una distorsién en forma de hélice El colestérico puede ser derecho o

4
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Figura 1.3: El arreglo de moléculas en la fase colestérica. En cada plano sucesivo las
moléculas se comportan como en la fase nematica. Aqui p representa el periodo espacial
de la hélice.

Un valor tipico para p es de 6000 A°, mucho mayor que las dimensiones moleculares
de unos cuantos angstroms. El orden del valor de p es la causa de actividad la 6ptica de
interés en el intervalo de radiacién visible. Para un material dado, el valor de p depende
de la temperatura, siendo mas pequefio conforme la temperatura aumenta. El signo de
qo distingue entre hélices derecha e izquierda; un material dado a una temperatura 7'
especifica siempre produce una hélice del mismo signo. Si 7' cambia, entonces g, cambia.
En algunos casos particulares ¢, puede cambiar de signo a una temperatura 7. A la
temperatura 7™, el colestérico se comporta como un nematico convencional y arriba de
T™ las propiedades fisicas, tales como el calor especifico, no cambian abruptamente con
la posicidn, demostrando que el arreglo molecular local es muy similar en los estados
nemadtico y colestérico.

Se encuentra también que la diferencia entre la molécula constituyente y su imagen es-

pejo en un colestérico tipico es pequeia. Por otra parte, termodindmicamente, el colestéri-

izquierdo dependiendo del tipo de molécula quiral agregada.

’Debido a que los estados 7 y —7 son equivalentes, en la literatura es comtn encontrar redefinido el
periodo espacial como L = p/2 = 7/qqo. En la presente tesis se usard el periodo p.
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co es muy similar al nematico; la energia de torsién forma s6lo una diminuta parte de la
energia total asociada con el alineamiento paralelo de las moléculas (~ 107°). Un cristal
colestérico, frecuentemente puede ser obtenido con muestras de grosor aproximado de

100pm, con tal de que las condiciones de frontera sobre ambas placas sean tangenciales.

1.2.1. Agentes externos y algunas aplicaciones de los CLC

La presencia de agentes externos, tales como la temperatura, la composicién quimica,
campos electromagnéticos, etc, modifican las propiedades del CLC. La mds representativa
es el periodo espacial p. Aqui se presentan algunos agentes que se usan para modificar esta

propiedad y se explicardn algunas de sus posibles aplicaciones.

Temperatura

Se ha demostrado tedricamente (ver Cap. 4) que las propiedades Opticas de los CLC
dependen, ademds de otros parametros, de la relacion existente entre la longitud de onda
incidente )\, y el periodo espacial p: cuando )\ es del orden de p en el intervalo visible del
espectro, la muestra emite un color brillante por reflexion total (reflexion de Bragg), de tal
modo que si luz blanca incide sobre el CLC, el color reflejado se puede escoger cambiando
el valor de p. Experimentalmente se encuentra que el paso p y entonces la longitud de onda
de la luz reflejada )y, dependen inversamente con el aumento de la temperatura; el color
del material puede cambiar drasticamente en un intervalo de temperatura de unos cuantos
grados, por ejemplo, para el nonanoato colesterol [39], en cierto intervalo de temperatura

alrededor de 74,6°C, se pueden alcanzar valores de

1|dp(T)
p| dI'

’ ~ 100 (°C)~".

Una aplicacion posible de este comportamiento es la deteccion de puntos calientes en
microcircuitos [40], localizacion de fracturas y tumores [41]; la superficie bajo estudio
es recubierta con una pelicula delgada de material colestérico, y cualquier diferencia de
temperatura entre dos puntos sobre la superficie, mostrard una diferencia en coloracion.

La dependencia de p con la T" también es usada en la conversion de imédgenes en infrarojo
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a una imagen en visible; la imédgen infraroja es enfocada sobre una pelicula colestérica;
en las areas irradiadas de la pelicula, calor es liberado, 7" incrementa y el paso disminuye;
el cambio local de p se manifiesta por una fuente de luz visible que se observa ya sea por

reflexion o transmision.

Composicion Quimica

Cuando una pequefia concentracién ¢ de material Opticamente activo se disuelve en
un CL nematico, el resultado es un CLC de periodo espacial grande p. Para bajas concen-

traciones, el periodo p es lineal e inversamente proporcional a la concentracion c [42],
pc=a,

en donde a es una constante que depende de la naturaleza del soluto (material 6pticamente
activo) y del solvente (CL nematico). A concentraciones altas esta relacion lineal ya no se
obedece.

Una pequeiia cantidad de un compuesto dpticamente activo no mesomorfico puede
también transformar un nemadtico en un colestérico [43]. Sin embargo, el signo de gg
no estd directamente relacionado con la configuraciéon absoluta de la molécula soluto.
Por ejemplo, (S)-s-amyl-p-aminocinnamato y (S)-2-(octyl)-p-aminocinnamato, los cuales
tienen la misma configuracion absoluta, generan colestéricos de distinto signo cuando son
disueltos en el nematico MBBA.

Se encuentra experimentalmente que para la mayoria de las mezclas entre derivados
de colesterol en soluciones concentradas, el valor de § = 27 /P de la muestra es casi igual

al promedio del peso de las g; de cada componente sin mezclar [44]

q(T) =3 cigi(T), (1.2)

en donde ¢; es la concentracion (en peso) del componente . Notese que las diferentes g;
pueden ser positivas o negativas: en particular, si se tienen dos componentes, uno con q; >
0 y otro con ¢, < 0, una apropiada mezcla de los dos, formard un nematico: § = 0. Por

ejemplo, considere una mezcla 1.75:1.00 de cloruro de colesterol-myristato de colesterol
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a 40°C; el cloruro puro tiene gy > 0, mientras que el myristato tiene gy < 0. Esta mezcla
particular tiene gy = 0, es decir, es un nemdtico. Sin embargo, hay algunas excepciones
a la regla de aditividad (1.2). Mezclas de cloruro de colesterol-laureato de colesterol son
un ejemplo de ello; en este caso, una grafica de § vs. ¢ muestra un extremo bien definido
[45]. Una explicacion de este fendmeno atin no se ha establecido.

Ciertos gases, cuando son absorbidos en una pelicula colestérica, causan un cambio
significativo en el periodo espacial p y por lo tanto, de coloracién [33]. Basado en este
principio, el grupo Xerox [46] invent6 un dispositivo que es capaz de transformar una im-
agen ultravioleta en una imagen en el visible. La imagen UV se enfoca sobre una pelicula
que contiene una mezcla de ésteres colestéricos y, en particular, algin ioduro de coles-
terol; este componente se descompone fotoquimicamente en las regiones irradiadas con
luz UV. Asi, en estas regiones, tenemos un cambio en la composicion quimica y un cam-

bio resultante en p. La imagen se observa ahora en el visible.

Campos electromagnéticos

Los CL en general son muy sensibles a campos externos, ya sean eléctricos o
magnéticos; constantes o variables. Uno de los primeros estudios con campo magnético
constante fue hecho por Fredericks y Tsvetkov [47].

Una transicién colestérico-nematico® se puede llevar a cabo mediante la aplicacién de
un campo eléctrico o magnético constante en la direccién perpendicular al eje de la hélice.
Esta transicion se observo primeramente por Sackmann [48] bajo la influencia de un cam-
po magnético y por el equipo de Xerox [49] bajo un campo eléctrico y posteriormente fue
explicada tedricamente en las referencias [50] y [51], en donde muestran que el campo
critico necesario para obtener tal transicion depende inversamente con el periodo pg, en
donde p, es el periodo espacial en ausencia de campo del colestérico. Este fendmeno se
conoce comunmente como transicion de Fredericks. Tipicamente, para una solucion dilu-
ida de moléculas quirales en un nemadtico convencional, para un p = 20um la transicién

de Fredericks puede observarse con campos magnéticos del orden de 15 £G.

3Esto es, cuando el periodo p de la muestra colestérica tiende a ser infinito p — oco.
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Si la muestra es una pelicula delgada, con el eje de la hélice perpendicular a las pare-
des y un campo paralelo a este eje, arriba de un cierto campo umbral se presenta una
distorsion periodica de los planos perpendiculares al eje. Esta idea fue propuesta por Hel-
frich [52] para campo eléctrico constante y posteriormente profundizada por Hurault [53]
para campos magnéticos.

Quizas, una de las aplicaciones mds conocidas de los CL en presencia de campos
electromagnéticos constantes, son los sistemas de pantalla (displays), como los relojes,
calculadoras y muy recientemente los monitores. Ademas de estas caracteristicas, en gen-
eral, los CL no son caros y operan con un voltaje bajo de alimentacién. Incluso, pueden
operar con luz solar [54].

En la literatura se encuentra una amplia variedad de andlisis de CL bajo la influencia
de campos electromagnéticos, sin embargo, en la presente tesis sélo se tratardn casos
en los cuales se encuentra presente el campo electromagnético generado por una onda

electromagnética, esto es, un campo externo oscilante en el tiempo.

1.3. Esmécticos

Primeramente reconocidos por G. Friedel [55], los esmécticos son estructuras con
cierto orden posicional que presentan una estructura en capas de espaciamiento bien
definido. Para un material dado, la fase esméctica siempre ocurre a una temperatura infe-
rior a la fase nematica. Aunque pueden observarse algunas variantes, los cristales liquidos

esmécticos se clasifican en tres tipos principales: esmécticos tipo A, tipo By tipo C.

m Tipo A

i) Presentan una estructura en capas (planos xy) con grosor [ cercano a la longitud

de las moléculas que lo constituyen como puede verse en la Fig. 1.4.

ii) Cada capa es un liquido bidimensional (20) y no muestra un orden de largo
alcance dentro de la capa. El orden se presenta de manera unidimensional

(1D) en la direccion perpendicular a las capas.
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iii) El sistema es 6pticamente uniaxial, con el eje dptico perpendicular a los planos

que limitan las capas, es decir, el eje z.

iv) Las direcciones z y —z son equivalentes.

AT ANINARTARAATAR ATATAA
7 TUAALAAINARUARAA VAR ATATAN 0.1)
N A OAATATAIAARTARARTAR ATATAR 0000

Figura 1.4: Arreglo de moléculas en un esméctico tipo A. Aqu i d representa el grosor de
cada capa.

m Tipo B

En esta fase las capas, ademads del orden (1 D) especificado arriba, presentan la pe-
riodicidad y rigidez de un sélido (2D), que se puede observar usando difrac-
cién de rayos X. La diferencia a nivel microscépico, entre un esméctico de

este tipo y un solido no se ha entendido claramente.
m Tipo C

i) Cada capa es un liquido (2D).

i1) El material es dpticamente biaxial [56]. Esto debido a que el eje de las molécu-
las esta inclinado un dngulo promedio w con respecto al eje z (Fig. 1.5), en
el plano zz, dando origen a un tensor dieléctrico con dos ejes principales en
el plano zz perpendiculares entre ellos y perpendiculares a su vez al eje y. El

espesor de las capas se reduce a d = [ cos w.

1i1) Si adicionalmente se agregan moléculas que tienen actividad Optica, la estruc-
tura se distorsiona; la direccion que representa la inclinacién promedio precesa

alrededor del eje z, obteniendo una configuracion de hélice (Fig. 1.6)
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TITV T NN
TN

Figura 1.5: Arreglo de moléculas en un esméctico tipo C. Las moléculas estdn inclinadas
con respecto al eje un angulo promedio w.

Es interesante destacar que si un material es capaz de presentar las tres fases, la se-

cuencia seguida cuando se incrementa la temperatura es siempre

S=B=C=A, (1.3)

en donde S indica la fase sélida. Las fases descritas arriba pertenecen al grupo de las
fases termotrdpicas, o equivalentemente, indica que la transiciéon de fase es inducida

mediante un cambio de temperatura.

La influencia de los agentes externos en las propiedades de los CL y sus posibles
aplicaciones son algunas de las principales causas que motivaron la realizacién de la
presente tesis. Como se dijo anteriormente, aqui se estudiardn nuevas € interesantes
propiedades 6pticas de los CLC. Para tal finalidad, en los tres capitulos siguientes
se establecerdn todas las bases necesarias para analizar detalladamente los modelos
originales aqui estudiados. En particular, en el siguiente capitulo revisaremos ciertas

propiedades elasticas de los nematicos y de alli extenderemos el andlisis a los CLC.
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LIV 2 T e .
17 I LA
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Figura 1.6: Torsion inducida en un esméctico tipo C debido a la presencia de un agente
quiral
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Capitulo 2

La energia libre de distorsion

En general, los cristales liquidos son facilmente perturbados por agentes externos, o
bien, pueden ser modificados en su estructura por manipulacion directa de las superficies
que los limitan. Por ejemplo, cuando se le aplica un esfuerzo perpendicular a una de las
superficies de una pelicula delgada de cristal liquido se provoca lo que es conocida como
una compresion o una elongacion; o bien, cuando se gira una de las superficies con respec-
to a la otra, se realiza una torsion de la muestra. Si ahora se define a la fase isotropica como
un estado totalmente desordenado (tanto traslacional como orientacionalmente), entonces
se dice que un estado con un cierto grado de orden solamente serd obtenido mediante
una deformacidn del estado isotropico. En neméticos, tres tipos bésicos de deformacion
son reconocidos: Apertura (Splay), Pandeamiento (Bend) y Torsion (Twist) (Fig 2.1), los
cuales pueden ser combinados para obtener deformaciones mas complejas. Es necesario
senalar que el estado de deformacion tipo torsion no es equivalente a la fase colestérica.
Esta dltima adquiere dicha estructura en forma espontdnea al agregar moléculas quirales
a un material nematico o debido a la quiralidad estructural o intrinseca del arreglo de
moléculas, en cambio, la torsién en un nematico se logra a través de la manipulacién de
las superficies que limitan a la muestra'. Para la mayoria de las situaciones de interés, las
distancias [ sobre las cuales ocurren variaciones significativas de la deformacion del esta-

do isotrépico son mucho mayores que las dimensiones moleculares a (I ~ 1pum, mientras

! Adicionalmente, se demostrard més adelante que en un CLC la densidad de energia libre minima para
obtener este estado se encuentra en un valor ¢y # 0, mientras que el estado nematico tiene su energia
minima justo en go = 0. Recuérdese que ¢o = 27 /p, en donde pes el periodo espacial de la muestra.
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que a ~ 20A°). Asi, los detalles de la estructura a escala molecular pueden ser des-
preciados y las deformaciones pueden ser estudiados mediante una teoria del continuo.
Asimismo, los cambios en la densidad del liquido, inducidas por una distorsion son muy
pequeiios. De este modo, el estado distorsionado puede ser descrito totalmente en térmi-
nos del campo director o vector de campo 7(r), en donde r indica el vector posicién.
Aqui se supone que 7 es una funcién que varia suave y lentamente con la posicién r. El
objetivo serd pues, mediante aproximaciones adecuadas, utilizar una teoria del continuo
que permita obtener una expresion para la configuracion de cada uno de estos estados de
deformacion. La idea es iniciar con la densidad de energia libre de Helmholtz F' del sis-
tema en términos del campo director 7(r) y utilizar el método de Lagrange para encontrar

el estado o configuracién natural en la cual la energia es minima?.

¥
Pandeamiento
/__A
Torsién

Figura 2.1: Los tres tipos de deformacion bdsicos que se presentan en un materi-
al nematico. Se muestra como cada tipo puede ser obtenido separadamente moviendo
apropiadamente las paredes de la celda.

2El director 7(7) tiene longitud unitaria, pero orientacién variable.
3Descripci(’)n iniciada por Oseen [57], Zocher [58] y seguida por Frank [59] y Ericksen [60].
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2.1. Nematicos

A continuacién se procederd a encontrar una expresion para la energia libre de distor-
sion para los CL neméticos tomando como grado de libertad el vector de campo 7(r) y
a partir de aqui, escribir las ecuaciones que describen el estado de equilibrio del sistema
distorsionado.

Como se menciono en la seccidn anterior, las variaciones de n son lentas a escala
molecular, esto es, aVh < 1*. Asimismo, entre moléculas las tnicas fuerzas de impor-
tancia son aquellas de corto alcance.

La densidad de energia libre de Helmholtz F (por unidad de volumen m~3) de un
nematico se conforma de la energia libre F{y del estado sin distorsién y de la energia
F; del sistema distorsionado. En el estado de equilibrio sin distorsion, las variaciones
de n con la posicion en promedio son cero y por lo tanto la densidad energia libre de
deformacién también lo serd, esto es, F; = Vn = (. Un estado ligeramente distinto a
éste, cambiara el valor de F' muy poco, lo cual permite expresar de manera apropiada la

densidad de energia libre en serie de potencias de V7>

F, = F—F,
= Vi4 e (Vi) + ..

en donde c; y ¢, son constantes. La energia libre F}; debe satisfacer las siguientes condi-
ciones adicionales:

i) Debe ser una funcién par de n, pues los estados 7 y —n son indistinguibles.

i1) No hay términos lineales en V7; la condicion i) asi lo exige, ésto es, se necesita un
estado de equilibrio local en donde 7 = const. De tal modo que la primera contribucién
a la energia libre es del orden (Vﬁ)2. Los tnicos términos que son invariantes ante rota-

ciones son: V -7, pero es excluido por i); - V X n cambia de signo ante la transformacioén

“La cantidad V7 es un tensor de rango dos y tiene la forma e,3 = 9,ns (en donde se ha definido
On = 0/0z4).

3 Aqui es conveniente hacer una aclaracién. Aparentemente, no hay concordancia entre los rangos de la
cantidad escalar F'y el tensor de rango 2, Vn, del desarrollo aqui mostrado. Sin embargo, la cantidad que
se toma para la expresion de la energia libre F' no es en si mismo el tensor V7, si no sus componentes
y la suma de ellas en un sistema de referencia apropiado, tal que cumplan con ciertas condiciones que se
declaran en el texto.
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r — —x,y — —Y, 2 — —zy por lo tanto, es prohibido en un material centrosimétri-
co. Sin embargo, los colestéricos, no son centrosimétricos y por lo tanto este término
aparecera.

iii) Términos en Fy; que son de la forma V - u, con u = u(r) un campo vectorial arbi-
trario, pueden ser descartados. Recuérdese que F); representa la energia libre de distorsion
por unidad de volumen, es decir, se estd interesado en las contribuciones a la energia total

del bulto. El teorema de Gauss

V-udr= [ udo, 2.1
/ /

en donde [ do representa una integral de superficie sobre el limite del nematico, muestra
que sélo hay contribuciones de energia superficial y no volumétrica.
Con las condiciones anteriores, la densidad de energia libre de distorsion para

nemadticos puede ser escrita como [35]

1 1 1
Fy= 5K (V) + 5K (Y % 2)° + 505 (7 X ¥ x 7). (2.2)

Cada una de las constantes eldsticas K; (z = 1, 2, 3) estd asociada con uno de los tipos
de deformacién bésicos mostrados en la Fig. 2.1. 1) K se asocia con deformaciones tipo
apertura; esto implica que V - n £ 0. ii) K, se asocia con deformaciones de torsion; esto
implica que n - V x n # 0. iii) K3 se asocia con deformaciones tipo pandeamiento; esto
implica que 7 x V x 7 # 0.° Asf, cada deformacién bésica puede ser obtenida por hacer
uno de los términos de la expresion (2.2) distinto de cero. Es preciso recordar que para el
estado sin distorsion, se considerd que la energia libre F}; es cero, de tal modo que para
cumplir la condicién de minima energia de un estado distorsionado, cada constante K;
debe ser positiva o de lo contrario se puede obtener un extremal de la funcién F; pero no

garantizar un minimo.

®Nétese que la manera de manipular las placas en las deformaciones de tipo apertura y pandeamiento
es exactamente la misma, pero la configuracion original de las moléculas en el nemético sin distorsion, es
distinta. En efecto, antes de la deformacidn tipo apertura, las moléculas se alinean paralelamente a las placas
de la muestra (estructura planar); mientras que antes de la deformacién tipo pandeamiento, las moléculas se
alinean perpendicularmente a las placas (estructura homeotropica). La deformacién tipo torsién se obtiene
manipulando las placas de un nemadtico inicialmente en estructura planar.
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Una consideracién acerca de las dimensiones de las constantes elasticas K;: F); tiene
unidades de energia/volumen y n es una cantidad sin unidades de tal modo que de la
expresion (2.2) las constantes K; tienen unidades de energia/longitud; en el sistema M K .S
esto equivale a un Newton.

Las constantes i; dependen de la temperatura y se encuentra experimentalmente que
su valor decrece conforme la temperatura aumenta, y en la mayoria de los casos, el co-
ciente entre cualquiera de ellos, permanece cercanamente independiente de 7'. Para el
PAA a 120°C los valores de las constantes elasticas, con dimension molecular ¢ ~ 14 A°,
son [61]: K; = 0,7 x 107N, K; = 0,43 x 10713N, K3 = 1,7 x 10713N.

Es 1til estimar la energia libre F; por molécula de dimensién a, en una distancia [
del nematico: ésta es Fja® ~ (%) a® ~ U (%)2, donde U es la energia de interaccion
molecular. Asi, en el limite cuando a < [, F,; representa sélo una pequefia fraccion de la

energia total.

2.1.1. La aproximacion de constantes elasticas iguales

En muchos casos, la forma de la expresion (2.2) es demasiado complicada para ser de
uso préctico, debido a que las ecuaciones de equilibrio derivadas de ésta pueden llegar a
ser dificiles de resolver. En tales casos, es conveniente aproximar las constantes elasticas
a un mismo valor, esto es, K; = Ky = K3 = K. Bajo esta consideracion, la energia libre

se escribe como

Fy= %K {(V-n)? +(V xa)}. (2.3)

Los valores numéricos de las K; para el PAA, muestran que la expresion (2.3) no puede
ser cuantativamente correcta. Sin embargo, su forma mas simple permite analizar cualita-

tivamente las distorsiones presentes en los CL nematicos.

2.1.2. Ecuaciones de equilibrio

La expresion (2.2) permite calcular las condiciones para el equilibrio del nematico
distorsionado. Para esto, se pide que la energia de distorsion total de bulto Fy = [ F; dV

sea un minimo con respecto a todas las variaciones del director n(r) con la restriccion de
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vector unitario 72 = 1. Los multiplicadores de Lagrange permiten tomar en cuenta esta

restriccion [62], de manera que la variacion

5 (fd -/ %A(r)é(ff)) av, 2.4)

deba igualarse a cero, en donde A(r) es una funcién arbitraria de r. De aqui
SF, = / Ar)o(R?) dV = / Ar a(r) dV. 2.5)

Por otro lado, es necesario recordar que, por construccion, F; es una funcién
cuadrética de Vn, y es también una funcién de 7(r) en si misma. Escribiendo el gra-
diente en notacién indice Vi = g, = J,np, con o, 3 = x,y, z, una pequeia variacion

on(r)en 6F; = 0F4(gap, n(r),r) brinda como resultado

e OF,
§F, = / { anﬁanﬁ 8%63& (5%)} dv. (2.6)

Integrando por partes el segundo término y usando el teorema de Gauss (2.1)

OF, OF,
/{anﬁ 0, <8gaﬁ>}5nﬁ dv+/a ( aﬁm) v

. 8Fd 8Fd aFal
= /{8715 O <8gaﬂ>}5ng dV—F}{( gaﬁ&zﬁ) dag,. (2.7)

El dltimo término, una integral sobre la superficie del nematico, es importante s6lo cuando

0Fy

se toman en cuenta los términos de superficie. Si por el momento sélo se consideran las

contribuciones del bulto, esto es, dn(r) = 0 en las fronteras, se tiene

[ [0F, OF,
§F, — / { o~ Oa <@>}5nﬂ dv, (2.8)

e igualando las expresiones (2.5) y (2.8) obtenemos

Debido a que la igualdad anterior debe cumplirse para cualquier variacién dn(r) # 0 en
el bulto, se obtiene la ecuacién de equilibrio

hg = —% + O <%> = —\(r)ngs. (2.9)
8 99as
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Al vector hg se le conoce como campo molecular. La ecuacién (2.9) declara que, en
equilibrio, el director debe ser en cada punto paralelo al campo molecular. El vector h
actia como un campo el cual tiende a alinear la direccién de 7 en todo el cristal liquido.

La ecuacién (2.9) se escribe como
A= —hg’fl/g,

de manera que la condicion de equilibrio (2.4) puede ser escrita como

Hg = hg + (hana)ng = 0, (2.10)

con un vector H el cual satisface ngHz = 0.
Ahora, insertando la Ec. (2.2) en (2.9), se obtiene la forma del campo molecular A, que

permite determinar la configuracion del director n para el nemaético en estado de equilibrio
h = hs+ hr + hg,

en donde cada uno de los términos estdn asociados con las distorsiones tipo apertura,

torsion y pandeamiento respectivamente y estan dados por

hs = K\V(V-#),
hy = —Ky{AV x 7+ V x (Ad)},
hg = K3{BxVxn+Vx((nxB)}, (2.11)

conA=n-VxnyB=nxV xn.

Para el caso de constantes eldsticas iguales, el campo molecular tiene la forma
h = KV?n. (2.12)

En la préctica, las ecuaciones de equilibrio son raramente usadas en la forma general
(2.11); es mas conveniente expresar el vector n en términos de dngulos polares apropi-
adamente escogidos y pedir la condicién de que Fj; sea un minimo con respecto a todas
las variaciones de estos dngulos. A continuacion se presenta un ejemplo para mostrar este

procedimiento.
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_» N2

g y s > iz
é@ A 7

—» Nn(2)
%
X

Figura 2.2: Deformacidén pura tipo twist de una muestra de material nemadtico de ancho d.
Las placas se encuentran paralelas al plano xy y el director 7 es una funcién sélo de la
coordenada z.

Se considera una deformacién pura tipo twist (véase Fig. 2.2) con cada una de las
placas del nematico paralelas al plano zy.

El director 7 es una funcién sélo de la coordenada z, con las siguientes componentes

ng =cosf (z), n, =send(z), (2.13)

en donde 6 es el dngulo que hace el campo director 7 con el eje x.

Sustituyendo esta expresion en (2.2) obtenemos

1 26\ >
Fy= 5K, <$> . (2.14)

La energia por unidad de area se obtiene integrando a lo largo de la muestra (direccion z)

2 0z

Ahora se pide la condicién de minimizacién de la energia §F; = 0 para una variacién

d 2
Fy— 1K, / <%> dz. (2.15)
0

arbitraria del campo director, o equivalentemente, de la coordenada 66(z). Esto da

B 400 0(60)
Fa= R 0 0z 0z 4z,
e integrando por partes
d (9 00 d 9 (06
Fu= —K2/0 <§$> 50dz + KQ/O o (%&)) dz. (2.16)
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El segundo término de la expresion anterior puede escribirse como una integral de super-
ficie. Aqui se hace esta integral igual a cero, ya que s6lo se toman en cuenta las contribu-
ciones en el bulto, de manera que 060 = 0 en las fronteras. Asi, la ecuacién de equilibrio

viene escrita como

920

922
e integrando

o _

0z

Como se mostré anteriormente en la Ec. (2.9), el campo molecular h debe ser paralelo en

c1. (2.17)

cada punto al director n. En el ejemplo aqui mostrado, ésto se cumple. En efecto, V - n
y B son iguales a cero y asi, el valor de h se reduce solamente a calcular A, dada en la
expresion (2.11): A = —% = —cy y por lo tanto h = hy = 2Ksc1n. De este modo se

demuestra que el campo molecular h es paralelo al campo director.

2.2. Colestéricos

Como se dijo anteriormente, los colestéricos no son centrosimétricos y de este modo,
los términos lineales en el V7 ahora deben ser incluidos en la expresion para la energia
libre de distorsion F};. Para un colestérico no se mantiene la condicién de n = const, ya
que la configuracién en equilibrio tiene cierta distorsion. Hay dos términos los cuales son
lineales en V7 y rotacionalmente invariantes: V-1 y n-V X n. Los términos proporcionales
a V - n son descartados debido a que los estados 7 y —n son indistinguibles. Por el otro
lado, la cantidad n - V X n puede aparecer en Fj; con la condicién de que las moléculas
sean diferentes de sus imagenes espejo, es decir, quirales. Teniendo esto en mente, la Ec.

(2.2) se modifica ligeramente a

1 1 1
Fy= 5K, (V.ﬁ)2+§K2 (7~ V x ﬁ+qo)2+§Kg (7 x V x 1)°. (2.18)

en donde ¢ estd relacionado directamente con el paso o periodo espacial de la hélice p

(qo = 27 /p). Nétese que, en efecto, Fy incluye un término lineal en las derivadas de valor
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Ksqo (0 - V x 1) y un término constante %Kgqg. La Ec. (2.18) es valida cuando V7 y qq
son pequeiios a escala molecular; experimentalmente se encuentra que para la mayoria de
los casos, esto se cumple, gga ~ 1073,

En lo sucesivo, y a menos que se indique lo contrario, en la presente tesis siempre se
considerard el eje de la hélice, paralelo al eje 2. Si el material esta descrito por la siguiente
configuracion

n = (cosf(z),send(z),0), (2.19)

y se sustituye en la Ec. (2.18), se encuentra de manera directa que la densidad de energia

1 (00 2
Fd = —KQ <— - C]o) . (220)

libre toma la forma

2 0z

Insertando la Ec. (2.20) en la expresion (2.9), se llega a la ecuacién diferencial que

satisface el grado de libertad 6(z)

00/90z = qo, (2.21)

e integrando

0(z) = qoz + by. (2.22)

Finalmente, insertando la solucién 6(z) en el director 72 dado por (2.19), se concluye que
la configuracién del colestérico describe, como era de esperarse, una hélice’. Al igual que
una deformacion pura tipo torsion, en un CLC los términos asociados con las constantes

elasticas K y K3 son en efecto nulos.

Antes de finalizar esta seccion, notese que, de la expresion (2.20) una grafica de Fy
vs. q (con ¢ = 00/0z), muestra que el minimo de energia se obtiene cuando ¢ = ¢y para
un CLC; en cambio para un CL nematico, la expresion (2.14) muestra que dicho minimo

se encuentra cuando ¢ = 0, es decir, el perido espacial p — oc.

"Es necesario remarcar que esta configuracién helicoidal se obtiene, ya sea insertando moléculas quirales
en un CL nemdtico o variando la temperatura en ciertas sustancias, independientemente de la manipulacién
de las superficies.
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Capitulo 3

Medios anisotropicos y quirales

La interaccién de los campos electromagnéticos con la materia estd gobernada por cu-
atro relaciones fundamentales conocidas como ecuaciones de Maxwell y sus correspondi-
entes ecuaciones constitutivas, las cuales describen la respuesta del medio a la presencia
del campo eléctromagnético. En particular, estas ecuaciones permiten describir la inter-
accion existente entre la radiacion electromagnética y los cristales liquidos.

El disefio y fabricacién de nuevos materiales con nuevas propiedades 6pticas no lo-
cales hace necesario generalizar las relaciones constitutivas presentadas en los libros mas
comunmente estudiados. Los objetivos de este capitulo serdn presentar la forma gener-
alizada de estas ecuaciones constitutivas' y escribir las ecuaciones de Maxwell en una
representacion mas apropiada, en donde la propiedad de transversalidad de las ondas elec-
tromagnéticas pueda ser convenientemente aprovechada en los diferentes casos que serdan
analizados en la presente tesis. Finalmente, se presentara el planteamiento mds general de

interaccion entre el campo electromagnético y el cristal liquido.

3.1. Ecuaciones de Maxwell

Las ecuaciones de Maxwell en ausencia de fuentes se escriben como (sistema de

unidades MKS)

'Las relaciones constitutivas presentadas aqui se deben a Tellegen [63] y representan las relaciones
constitutivas mas generales.
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vV.D = 0,
vV.B = 0

0B
VxE = TR

oD

en donde el vector de desplazamiento D y el vector de flujo magnético B en un medio
bianisotrdpico, estan relacionados con los campos eléctrico E y magnético H por las

relaciones constitutivas siguientes [2]:

D = ¢ -E+ /eouox - H,
B = oo E+ pop - H, (3.2)

con £ y 7z son los tensores de permitividad dieléctrica y permeabilidad magnética y la
presencia de los tensores Y y 7] enfatizan el hecho de que en un medio, conocido como
bianisotropico, el campo eléctrico E puede inducir una polarizacion magnética y un cam-
po magnético H puede inducir una polarizacion eléctrica. Adicionalmente, la quiralidad

del medio estd incluida en los tensores  y 7 los cuales satisfacen la siguiente relacién

X=-7, (3.3)

en donde el indice superior 7' denota el transpuesto, y son idénticamente igual a cero
para medios no quirales. Aqui ¢ y jo son las constantes de permitividad dieléctrica y
permeabilidad magnética del vacio. Particularmente, si cada uno de los tensores incluidos
en (3.2) se pueden escribir como una funcidn escalar f por la matriz identidad de 3 x 3,
el medio se llama bi-isotrépico.

Es bien sabido que en problemas con condiciones a la frontera, las ecuaciones de
Maxwell exigen la continuidad de la componente tangencial de los campos E y H en la
frontera [64]. Asi, la forma simétrica de las relaciones (3.2) es apropiada para problemas

en donde sean impuestas condiciones a la frontera en términos de estos campos.
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Es necesario recordar una caracteristica importante de una onda electromagnética que
se propaga en el vacio: es transversal. Esto es, si la onda se propaga en la direccion z, sus
vectores de polarizaciéon E y H se encuentran oscilando en el plano zy. De este modo, en
una interface aire-material perpendicular a la direccion de propagacion, las condiciones a
la frontera deben imponerse sobre estos vectores de polarizacion. En la presente tesis se
estudia este tipo de sistemas: la propagacion de ondas electromagnéticas con campos E
y H en medios con simetria helicoidal, los cuales se encuentran confinados entre paredes
perpendiculares a la propagacion de las ondas. Asi, es conveniente escribir el conjunto de
Ecs. (3.1) en una representacion donde sélo aparezcan las componentes transversales de

los campos E y H. El objetivo de la siguiente seccion serd éste.

3.2. Representacion de Marcuvitz-Schwinger

La naturaleza transversal de las ondas electromagnéticas y la simetria misma del sis-
tema analizado® motiva a reescribir en una representaciéon mas conveniente las ecuaciones
de Maxwell (3.1)? la cual permitird analizar al mismo tiempo el comportamiento de las
cuatro componentes transversales de una onda electromagnética (2 componentes para E
y 2 componentes para H). Esta seccion se limitard a deducir las ecuaciones de Marcuvitz-
Schwinger a partir de las ecuaciones de Maxwell para una onda electromagnética que
incide oblicuamente en una muestra cualquiera y despues se deducird el caso particular a
incidencia normal en un CLC.

Es conveniente escribir el par de relaciones constitutivas (3.2) en la siguiente forma

o
Il
oll
o
+
I
=

(3.4)

o
Il
|
o
+
=|

en donde se ha definido

2Como se dijo en la seccién precedente, en la presente tesis se analizan sistemas confinados entre placas
perpendiculares a la direccion de propagacion z de la onda electromagnética.
3Esta representacién fué originalmente iniciada por Marcuvitz y Schwinger en 1951 [65].
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e = 2;'°E, cod = 251D,
h = Z)/*H, (b = Z3/*B, (3.5)

con Zy = 1/ puo/€o la impedancia del espacio libre. Asi, se pueden escribir las ecuaciones

de Maxwell en ausencia de fuentes (3.1) en términos de los nuevos campos como

v-d = 0,
v-b =0,
xe = —120
v - cot’
1od

en donde ¢ = 1/, /[ige, es la velocidad de la luz en el vacio.

Ahora, se escriben explicitamente las componentes de los campos e y h

€ hy
e={e |, n=|n |, (3.7)
€, h,

y la finalidad serd separar las ecuaciones de Maxwell en dos partes: 1) una ecuacion en
la que estén involucradas solo las componentes transversales z,y de los campos y 2)
una ecuacion en la que esté involucrada solo la componente longitudinal 2z de los campos.
Para lograr ésto, primero se propone el campo electromagnético e, h con una dependencia

temporal armoénica en la forma

€y ‘ hy '
e=| e |e™ h=| h, [e™ (3.8)
€, hz

de tal modo que cualquier derivada temporal de estos campos implicard un factor mul-
tiplicativo —iw, con w la frecuencia de la onda electromagnética. Asi, sustituyendo los

campos (3.8) en las dos ultimas ecuaciones de (3.6) se obtiene
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O’Z'jkajek = Z%b“
aijk(?jhk = —i%di, (39)

en donde cada uno de los subindices ¢, j, k adoptan cada una de las coordenadas z, v, 2.
Aqui se ha usado la convencion de notacion indice en la cual dos indices repetidos impli-

can suma sobre todo el rango (en este caso x, y, z), esto es
a;b; = azby + ayb, + a.b,,

y 0iji; €s el tensor antisimétrico de Levi-Civita®.

Ahora, sustituyendo las relaciones constitutivas (3.4) en Ecs. (3.9) se obtiene

O'ijkajek = ko (mjej + Mz‘jhj) )
oiprOihy = —iko (i565 + Xijhy) , (3.10)

con kg = w/c el nimero de onda. Hasta este punto sélo se han escrito en notacion indice
las ecuaciones de Maxwell y usado las relaciones constitutivas generales para un medio
bianisotropico. El siguiente paso es separar las componentes transversales x, y de la lon-
gitudinal z en las Ecs. (3.10). Se separa el tensor de Levi-Civita de la siguiente manera:
1) 05,0, — 0 en donde el subindice ¢ puede ser cualquier simbolo griego y puede
adoptar las dos componentes transversales z, y. Por ejemplo, o, con o = z,y
i) o, — o,.

Entonces, (3.10) pueden separarse en sus componentes:

4

1 si el nimero de permutaciones es par
Oijk = -1 si el nimero de permutaciones es impar
0 si dos indices son iguales

Con esta notacidn, la componente i-ésima el operador rotacional 57 x de un campo vectorial A se puede
escribir como

(v X A)z = O'ijkajAk.
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1) longitudinal

ok0ier = ko [Nzge; + pejhyl

0205005 = ko [(Nz2€: + NzaCa) + (Hazhsz + fzaha)] (3.11)
O'zjkajhk = —ikg [5zj€j + ijhj] )
Uzaﬁaahﬁ = _ikO [(5zzez + Ezaea) + (Xzzhz + Xzaha>] ’ (312)

1i) transversal

Oajrdier = iko [Naje; + fajh;]

(Jaz,@azeﬁ + Oaﬁzaﬂez) - Z]{?() [(nazez + naﬂeﬁ) + (,uazhz + Ma,@hﬁ)] ) (313)

OajiOjhy, = —ikq[eajej + Xajhy]

(Uazﬁazhﬁ + O_aﬂzaﬂhz) = _ZkO [(gazez + gaﬁeﬁ) + (Xazhz + onﬁhﬁ)] : (314)

Como se ha hecho hincapié anteriormente, se desea obtener un conjunto de ecuaciones

diferenciales las cuales contengan solo componentes transversales de los campos e y h de

la siguiente manera

693
p=| N (3.15)

€y

hy

Para lograr ésto, primero se despejan las componentes e, i, de las Ecs. (3.11) y (3.12)

ikO (nzzez + ,U/zzhz) = O-zaﬁﬁaeﬂ - ZkO (nzaea + ,uzaha) )
_ZkO (5226,2 + Xzzhz) = O-zaﬁaahﬁ + Zk(] (gzaea + Xzaha> ) (316)
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y lo mismo se hace con las Ecs. (3.13) y (3.14)

_Uaﬁzaﬁez + ZkO [nazez + ,uazhz] - Uazﬁazeﬁ - ikO(naﬂeﬁ + Maﬁhﬁ)a

—Uagzaghz — Zk?o [gazez + Xazhz] = Jaz,gazhg + iko(&a[}@g + Xa,@hﬁ)' (317)

Noétese que en realidad el sistema (3.17) es un sistema de cuatro ecuaciones, debido a que
« es un indice libre y corre sobre las coordenadas transversales x, y.
Es conveniente escribir el sistema de ecuaciones (3.16 ) y (3.17) en forma matricial

como

(12Uzaﬁaa - ikojﬂzﬁ) ( ZZ ) = 1koJoz- < ZZ ) ) (3.18)

(140azﬂaz —ikoly ® J27aﬁ) < ZZ ) = (_140aﬁzaﬁ +ikply ® J2'7az) ( ZZ ) ) (3.19)
en donde 1, 4 son las matrices identidad de 2 x 2y 4 x 4, respectivamente, .J; es la matriz

de inversion antisimétrica dada por

las matrices +y;; tienen elementos

[ G Xig (3.20)
i ( Mij  Mij ) ’

coni,j = a, 3,2y A® B representa el producto de Kronecker con elementos a;; B.> De

la Ec. (3.18) se despeja el vector (e, k)" para obtener

SDada una matriz A de m X n con elementos a;; y una matriz B de p x ¢ con elementos by, el producto
de Kronecker C = A ® B es una matriz de (m p) x (n q) con elementos definidos por

CaB = 4jbpy,

en donde
a=pli—-1)+ky B8=q(j—-1)+1L
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€ -1 . -1 -1 €s
2z ik Jy 1 Oza aa -z . (321)
(hz> gl [( 0) 2 120208 75}<hﬁ>

Continuando, se etiqueta el lado derecho de la Ec. (3.19) con un = entre paréntesis

(2) y se sustituye la igualdad obtenida en (3.21)

(E) - (_140aﬁzaﬁ +Zk012 & JQ/yaz) ( Zz )

= (~1400p:0p + ikoly ® JoYa:) 722 [(iko) ™" Jo0-pa0a — V2] < ff; )(3.22)

en donde se ha usado el hecho que J{l = —JoY 0208 = —0:8a-
Asi, la ecuacién diferencial que contiene solamente términos transversales «, 3 de los

campos e y h puede ser escrita como

1404-50. ( ZZ ) = [ikoLls ® JoYap + (2)] ( ZZ ) : (3.23)

Desarrollando explicitamente y posteriormente multiplicando ambos lados de la

ecuacion por J, ® 15 se puede escribir cada uno de los términos del conjunto (3.23)
de la siguiente manera

1) el término izquierdo

—e,
—h
(JQ (24 12) 14aa2582 ( ZZ > = <J2 & 12) az exy
i
€z
= 0, e , (3.24)
€y
hy
i1) el primer término del lado derecho
eac
Zk?o (JQ ® 12) (12 ® Jz) ’704,8 ( Zﬁ ) = Zl{io (Jg ® JQ) ( /Y g 4 ) y (325)
8 vz Vyy €y
hy
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en donde se ha usado la propiedad (A ® B) (C ® D) = AC ® BD,

iii) el primer término de (=)

9, 0
0 —a,
— (J2®19) 14045:05 = (J2® 1y) P 0
0 Oy
0 9,
— 0
= (L2®1)(12®J) 0 Y "y
0, 0

= (L® D) KJQ ( g‘; >> ® J2] (3.26)

iv) el segundo término de (=2)

iko (Ja ® 13) (19 ® Jo) Yar = tho (Jo @ Jo) ( T2z ) , (3.27)

Yz

v) el tercer término de (=) no debe ir multiplicado por (/> ® 15) debido a que estd op-

erado por los dos primeros términos

(iko) " J20- 3000 ( n ) = (ko)™ o [ay ( b ) o < Z‘Z )1

= (iko) " (J20y, —J20s)

T
= (iko)™" KJQ ( gx )) ® J2] ZI (3.28)
) Y
h

en donde, como se ha dicho anteriormente, A” denota el transpuesto del vector A.

vi) el cuarto término de (=)

(1) = =P ) w2 )]
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= — () (3.29)

Finalmente, la ecuacién diferencial que contiene solamente términos transversales x, y de
los campos e y h se puede escribir como

O.4b = ik Jy L), (3.30)

en donde v es el cuadrivector definido en (3.15),

0 0 0 1
0 0 -1 0 _
h=nLeL=|. 1 ¢ o | Jy=J = J} (3.31)
1 0 0 O
L= — (Di+7:) 72" (D +721) (3.32)
con
— Yz ’YJ:y — Vaz —
ﬁYtt ( ’Yyac ’yyy ) ) ’Ytz ( ,sz ) ) ’th ( Vzx 727; ) )
T
Dy = (iko) T ((adh) ® Jo), d=(0 9,) (3.33)

el indice superior { indica el Hermitiano adjunto, los elementos v;; (i,7 = x,y,2) de
Ve, Vats Ve SON las matrices cuadradas de 2 x 2 dadas previamente por (3.20).
Si ademads de la forma armoénica de los campos e y h dada por (3.8) se separan ex-

plicitamente el vector de onda incidente k en su parte transversal k; mas la longitudinal

k., como
(S hx
e — ey ei(kt.rt—&-kzz—wt)’ h = hy ei(kt-rt—i-kzz—wt)’ (334)
€, hz

entonces, el operador L. dado por (3.32) se escribe ahora de la siguiente manera

L=~ (Di+ T+ )72 (D + T +9.), (3.35)

con
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T
T; = (Joky) ® Jo, ko= Ko iy ) (3.36)

y k = k/kq es el vector de onda incidente normalizado.

El conjunto de ecuaciones dado por (3.30) y (3.35) es el equivalente al conjunto de
ecuaciones de Maxwell en la representacion de Marcuvitz-Schwinger para una onda elec-
tromagnética monocromadtica que se propaga con vector de onda k en un medio bian-

isotrépico.

3.2.1. Incidencia Normal en un CLC

En la presente seccion se escribe la forma simplificada de las ecuaciones de
Marcuvitz-Schwinger para el caso de una onda electromagnética que incide axialmente
sobre una muestra de CLC.

Siuna onda electromagnética se propaga en direccion paralela al eje de la hélice de un
CLC (sea z), entonces debido a la simetria del sistema, los campos e y h (y por lo tanto
el cuadrivector 1)) s6lo dependen de la coordenada longitudinal 2z y el vector de onda
s6lo tiene componente longitudinal, k = £,. Por lo tanto, en la Ec. (3.35) las derivadas
transversales son igual a cero, esto es, D; = 0y el término ['; es también nulo.

Por otro lado, como se verd en el Cap. 4, los CLC presentan una actividad Optica
muy grande. Sin embargo, estas rotaciones Opticas observadas en esta fase no son debidas
a propiedades intrinsecas de las moléculas constituyentes®, sino que solamente reflejan
las propiedades de la luz propagandose en un medio anisotrépico el cual presenta cierta
torsion [4]. Como se dijo en la Sec. 1.2, los CLC se comportan localmente como un CL
nematico, esto es, desde un punto de vista 6ptico, en cada punto r de la muestra el CLC
se comporta localmente como un material uniaxial y por lo tanto, los tensores Y y 77 son
igual a cero[2].”

Bajo estas consideraciones, las relaciones constitutivas (3.4) se reducen a

SEn efecto, esta actividad Optica solo es observada en esta mesofase; cuando tiene la estructura heli-
coidal.

"En lo que resta de la presente tesis se impondra siempre esta condicion: los tensores X y 7 son igual a
Cero.
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o
I
oll

.e7

op
Il
=l

- h, (3.37)
caracterizadas por los tensores uniaxiales dieléctrico y magnético [35]

= €J_5ij + Eaﬁﬁ, (338)

]|

= ,UJ_&']' + Maﬁﬁ. (339)

=l

Aqui §;; es el tensor identidad, € |, p; indican la permitividad dieléctrica y susceptibili-
dad magnética perpendicular al vector director n; £, = € — €.y ftq = p) — L son las
anisotropias dieléctrica y magnética del medio, respectivamente, con €, j la permitivi-
dad dieléctrica y susceptibilidad magnética paralela al director.®

Si el director n adopta la configuracién dada por (2.19), con la fase inicial ¢ = 0, los

tensores uniaxiales dieléctrico y magnético se pueden escribir como

1 00 cos 2¢pz sen2qyz 0

Ez)=emn| 0 1 0 + 7“ sen2qoz  —cos2qpz 0 |, (3.40)
0 0 e1/em 0 0 0
100 cos 2qpz  sen2qpz 0

T(z)=pm| 0 1 0 + % sen2qoz  —cos2gpz 0 |, (3.41)
0 0 pu/pm 0 0 0

con

e +eL o

Analizando directamente la forma de los tensores £ y Ti, se observa que las matrices

cuadradas 7,; y 7:. son igual a cero.

8Para una onda propagidndose paralela al eje del CLC,los campos dy e (o bien, by h) se restringen
al plano xyy por lo tanto las relaciones (3.37), las cuales incluyen los dos pardmetros €, y €| son las
forma local mas general y exacta. Por otro lado, a incidencia oblicua, las relaciones (3.37) representan solo
una aproximacién: en cada punto r, el CLC se comporta como un cristal uniaxial (con eje n), mientras por
simetria, el CLC podria considerarse como un cristal biaxial (con constantes dieléctricas €, y ) en el plano
xy y otra €, a lo lago del ejé de la hélice). Sin embargo, las desviaciones de la uniaxialidad (¢ | — €,) son
en la mayorfa de los casos del orden de ~ 10, y la aproximacién puede considerarse como muy buena.
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Finalmente, tomando en cuenta todas las consideraciones anteriores, la matriz L de la
expresion (3.35) se reduce a

L=y, (3.43)

y la ecuacion que gobierna la propagacion axial de una onda electromagnética en un CLC

€S

0.0 = iko Jyyu), (3.44)

con

_ Yoz Vay

b < Yyz  Vyy )

Exx Xzx Caxy Xaxy
New Moz TMzy Hay
Cyz  Xyz Eyy  Xyy
Nyz  Hyz  Tyy  Hyy
€gz O Exy 0

0 fow O flay (3.45)
Eye 0 &y O
0 fye 0 fiyy

en donde los elementos x, y de los tensores € y 7z estan dados por las expresiones (3.40) y
(3.41), respectivamente.

La Ec. (3.44) permite describir la dindmica de una onda electromagnética
propagandose axialmente en un CLC; sin embargo, en la mayoria de los casos es con-
veniente escribir esta ecuacidn en un sistema de referencia en donde la matriz vy es di-
agonal e independiente de la coordenada de propagacion z. Esto se logra realizando una
rotacién’ del vector 1) alrededor del eje z de la siguiente manera

€q
=" | zuy, (3.46)

Cy

hy

?Cuando se aplica la rotacién del cuadrivector 1), se estd logrando que las cuatro componentes transver-
sales del campo electromagnético giren sélida y uniformemente con la estructura helicoidal.
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v = U yul, (3.47)

en donde U es la matriz de rotacién

cosf 0 —send 0
0 cos 6 0 —send
U= senf 0 cos 8 0 ’ (3.48)

0 senf 0 cosf

conf = qyzy

g 0 0 0
0 0 0
w=lo ' el 0 (349)
0 0 0 puy
Sustituyendo v y 74 en las Ecs. (3.44) se obtiene
0. (UY) = ik LUYGU U, (3.50)

y despues de realizar algunos pasos algebraicos simples se obtiene la ecuacién buscada

0,0 = ikoH, (3.51)
con
0 0  —ig/ko  po
0 0 —e1 —iqo/ko
H = ) ) 3.52
igo/ko  —py 0 0 ( )
€l ’ZQQ/kO 0 0

Notese que la matriz [ es independiente de la coordenada de propagacién z y por lo
tanto la Ec. (3.51) representa una ecuacion de valores propios cuyo método de solucion es
bien conocido. La solucién a la ecuacion de valores propios (3.51) se presenta en el Cap.
4

Particularmente, en los capitulos originales de la presente tesis (Cap. 5 y 6) se us-

ara convenientemente la Ec. (3.51).
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3.3. Propagacion de ondas electromagnéticas en CLC

Los capitulos precedentes representaron la base fundamental para poder formular una
teoria acerca de la propagacion axial de ondas electromagnéticas en CLC. En efecto,
un acoplamiento apropiado entre las ecuaciones de Maxwell en su representacion de
Marcuvitz-Schwinger (Ecs. (3.44) y (3.51)) con la ecuacién de equilibrio para un CLC
(Ec. (2.21)), mediante el uso de las relaciones constitutivas (Ecs. (3.4)), permitird obtener
una ecuacion que describa la interaccion entre el campo electromagnético y el CLC. Sin
embargo, como se discutird mas adelante en este capitulo, las ecuaciones asi obtenidas
seran validas solamente en cierto régimen de propagacion lineal, es decir, en el cual la
interaccién de la onda electromagnética con el CLC es lo suficientemente débil como
mantener sin distorsion la configuracion original de la muestra. Aqui se planteardn y es-
tableceran las ecuaciones que gobiernan la dindmica para el problema mas general de

interaccion entre el campo electromagnético y la muestra.

3.3.1. Planteamiento del problema

En la Sec. 2.2 se obtuvo una expresion para la densidad de energia libre de Helmhotz
Fy enun CLC. Si ahora en la muestra se propagan ondas electromagnéticas transversas
a lo largo del eje de la hélice con campo eléctrico E = (E,, E,,0) y campo magnético
H = (H,, H,,0)dependientes de las coordenadas espaciales z,y, z y del tiempo ¢, la
densidad de energia del sistema acoplado F- se obtiene agregando a la expresion (2.18)
los términos correspondientes a la contribucion electromagnética, es decir, Fo = Fy +

F.,,. En donde F,, estd dado por

1
Fop = —ERe{E -D*+B-H"}
1
= —2—Re{e -d*+b-h"}, (3.53)
c
en donde se han escrito los campos E, H, D y B en términos de los campos e, h,d y

b definidos en (3.5). Re{z} denota la parte real del argumento x y significa que se ha

hecho un promedio temporal sobre el vector de Poynting de la onda electromagnética. Es
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necesario recordar que las relaciones constitutivas para un CLC estan dadas por las expre-
siones (3.37) y caracterizadas por los tensores dieléctrico y magnético de las expresiones
(3.38) y (3.39).

Noétese que a través de la energia electromagnética F,,, la energia libre de Helmholtz
F del sistema acoplado, depende, ademas del vector director 7, de los campos e y h di-
rectamente.'? Por lo tanto, después de minimizar F usando la correspondiente ecuacién
de Euler-Lagrange dada por (2.9), la ecuacién de equilibrio resultante dependerd de estas
variables.

Si se considera el vector director en la forma

n = (cosf (z,y, z),send (x,y,2),0) (3.54)

el procedimiento delineado arriba permitird encontrar una ecuacion diferencial parcial en
términos de cinco variables: 6(z,y, z) y las componentes de los campos e y h. Asi, se
presenta el problema basico en el cual sélo se tiene una ecuacion y cinco incdgnitas por
resolver; el sistema se cierra con las ecuaciones de Maxwell en su forma estandar o en
la representacion de Marcuvitz-Schwinger (3.30). En efecto, este conjunto de ecuaciones
diferenciales, ademds de contener las componentes transversales de los campos e y h,
dependen de la variable 0(z,y, z) a través de las relaciones constitutivas. De este modo,
se obtienen cinco ecuaciones diferenciales escalares en términos de cinco variables y por
lo tanto el sistema estd completamente determinado.

Noétese que la expresion para Fr,,, es cuadratica en los campos e y h, y por lo tanto,
las ecuaciones obtenidas para la onda electromagnética son no lineales, puesto que los
tensores Z y i dependen de 72 y éstos a su vez de e y h.!!

Se encuentran en la literatura soluciones analiticas de las ecuaciones descritas arri-

ba, para el régimen de propagacion lineal, es decir, aunque el campo electromagnético

19Se encuentra que las moléculas del CL tienden a alinearse con la direccién del campo e o h. Esto
implica que en presencia de campos electromagnéticos, la energia del sistema acoplado Fo = Fy + Fe,, es
minima cuando el director 7 es paralelo a e o h. Asi, en el estado de equilibrio y considerando €4, £, , X4,
XL positivos, la contribucion de Fr,, a la energia total Fi» debe ser negativa.

""Recuérdese que de ahora en adelante solo se mencionar4 la forma de los tensores Z y 77, ya que para un
CLC los tensores X y 77 son igual a cero (ver Sec. 3.2.1).
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esté presente, su contribucion a la energia no es lo suficientemente intensa como para
producir una distorsion en la configuracion original del CLC, ésto es, F.,, < Fy 12: de
tal forma que se puede utilizar la solucién mostrada previamente (Sec. 2.2) en ausencia
de campo para el director n = (cosf(z),send(z),0), con 0(z) = oz + ¢, junto con
las ecuaciones deducidas para la propapagacion axial del campo electromagnético dadas
en Ec.(3.44). Asi, el problema se reduce considerablemente, pues ahora, las ecuaciones
obtenidas son lineales en e y h.

Un analisis més detallado sobre las soluciones de las ecuaciones lineales encontradas
en la literatura se vera en el siguiente capitulo. En el Cap. 5 se usara esta aproximacion
lineal para resolver la propagacién de ondas electromagnéticas en un CLC en el cual
se han insertado ny defectos de torsiéon. Un tratamiento no lineal de estas ecuaciones se

presentard en el Cap. 6

12F; es del orden de 10~*Joules/m? y F.,, del orden de 10~" Joules/m3
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Capitulo 4

()ptica lineal de medios helicoidales

Como se menciond en la capitulo anterior, los primeros resultados analiticos que de-
scriben la propagacion de ondas electromagnéticas en CLC, fueron obtenidos en el régi-
men de la aproximacion lineal, es decir, F,,, < F}. Dentro de este régimen, el conjunto
de ecuaciones dado por Ec.(3.44)!, permite resolver completamente este sistema, en el
caso mds general en donde el CLC es, al mismo tiempo, dieléctrico y magnético. Sin em-
bargo, en la literatura es mds comun encontrar resultados en los cuales se supone al medio
como un medio no magnético, tal que 77 = pd;;. Esta suposicion es bastante buena en
el intervalo de frecuencias en el visible, pero los resultados originales presentados en la
presente tesis son validos para cualquier frecuencia.

En la primera parte de este capitulo se presentardn algunos de los resultados maés
relevantes encontrados en la literatura sobre la 6ptica lineal de un CLC no magnético.
Para esto, se desacoplarén las ecuaciones de Maxwell en su representacion usual y de este
modo, se podra tratar independientemente la dindmica de los campos e y h. Los primeros
trabajos rigurosos al respecto fueron tratados por de Vries [4] y Kats [5].

En la segunda parte del capitulo se presentara la solucion de las Ecs. de Marcuvitz-
Schwinger dadas por la Ec. (3.51) para un CLC el cual es, a la vez, dieléctrico y
magnético, en el sistema que gira uniformemente a lo largo del eje de la hélice. Estos
resultados fueron obtenidos de la ref. [6] y forman una primera parte de la investigacion

original presentada aqui.

10 bien, Ec. (3.51) en el sistema de referencia el cual gira uniformemente a lo largo del eje de la hélice.
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Finalmente, se expone de manera breve el formalismo de matriz de transferencia y

dispersion, el cual servird para obtener algunas de las propiedades Opticas del material.

4.1. Propiedades 6pticas: medio no magnético

Considerése un CLC no magnético, esto es, I = fio0;;. Desacoplando en la manera
usual las ecuaciones de Maxwell dadas por (3.6), se pueden encontrar dos ecuaciones

vectoriales de onda, cada una correspondiente a un campo,

1_ 0%
V2e — 0—25 : W = O, (41)
1 9°h
2

en donde se ha usado la relacion constitutiva (3.37) y el tensor dieléctrico ¢ esta dado por
la relacién (3.38).

Ahora, se supone al campo director en un estado de deformacion pura representado
por la expresion (2.19). Nuevamente se hace hincapié en que en la presente tesis siempre
se hara coincidir el eje de la hélica con el eje 2. Se hace incidir una onda electromagnética
con direccién de propagacién paralela a este eje: asi, los campos e y h estdn restringidos
al plano xy. Finalmente, se supone que los campos dependen sélo de la direccién de
propagacion z.

Por otro lado, se escriben las componentes del campo eléctrico e para una onda elec-

tromagnética con frecuencia w como

ex(z,t) = Re {ew(z)e’i”t},
ey(z,t) = Re {ey(z)e*"“’t}, (4.3)

en donde, Re significa la parte real del argumento.

Sustituyendo directamente esta expresion en la ecuacion de onda (4.1) y utilizando

(3.38) se obtiene
& (e (W)= €q
d_<>__(_) ”() @4

con ¢ (z) dado explicitamente por la expresion (3.40).
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Notese que los operadores de ambos lados de la Ec. (4.4) permanecen invariantes me-
diante una translacién de longitud p/2 = 7 /qo sobre la coordenada z y por lo tanto puede
usarse el teorema de Bloch-Floquet [66]?; se pueden encontrar un conjunto completo de

soluciones, tales que, para cada una de ellas se debe satisfacer la siguiente condicion

( Cx ) = exp (—ilp/2) ( Co ) , (4.5)
€y J, € ) oip)2

donde el nimero de onda de Bloch [ puede ser real para una onda viajera, o imaginario
para una onda evanescente.
Ahora, se reescriben las soluciones en términos de ondas circularmente polarizadas

izquierda y derecha; para ésto se escogen nuevas variables

et = €y + 1€y,

e = e —iey,.

que sustituyendo en la ecuacion de onda (4.4) toma la forma

d_2 et L k2 k2 exp(2iqoz) et
d2\ e | k2 exp(—2iqyz) k2 e )’
w 2 w 2 Ea

Tomando en cuenta la condicién de periodicidad (4.5) en la ecuacién anterior, se obtiene
la siguiente solucidn:

et = aexp{ill+ )z},

e” = bexp{i(l —qo)z}. 4.7)

Es directo demostrar que cuando se sustituye ésta solucion en la Ec. (4.6), la componente

e, con niimero de onda [+¢, sufre un cambio y se transforma en una onda con niimero de

2El teorema de Bloch-Floquet para este caso se escribe como
ilz

e(z) = w(z)e"?,

en donde u;(z) una funcién periédica de periodo p/2 que satisface

ul(z):ul(z+§),

y [ es el nimero de onda de Bloch, el cual queda determinado por las condiciones a la frontera periodicas.
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onda [ —qo. El proceso inverso ocurre con la onda e, de tal modo que las dos componentes
forman un conjunto completo de soluciones. Las constantes a y b se determinan al resolver

las siguientes ecuaciones acopladas

—l{:fb+{(l+QO)2—k§}a = 0,
{0-q)?—k}b—ka = 0. (4.8)

Calculando el determinante de las ecuaciones anteriores e igualandolo a cero, se obtiene

la relacion de dispersion w = w(l):
(~k2+ 1+ q)" — 42 — k! =0 4.9)

Recuérdese que ky y kp estdn relacionados directamente con la frecuencia w a través
de las relaciones (4.6). Para un valor fijo de w, ko y k1 quedan determinadas y la relacién

de dispersion proporciona cuatro posibles valores para [ (Fig. 4.1).

Figura 4.1: Relacién entre la frecuencia w y el nimero de onda de Bloch /. Cada modo [
definido por la ecuacion (4.7) es una superposicion de dos ondas planas con vectores de
onda [ £ q.

Noétese que hay dos distintas ramas y una region de la frecuencia en la cual solo hay

dos posibles valores reales para [. El minimo de la grafica de dispersion se encuentra
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haciendo w = 0. Esto conduce a la siguiente relacién
?—q =0,
con valores [ = £q,. Si ahora, se toma [ = (, se encuentra que
ko £hi = a5,

w2 €
el =) = ¢
() (23) - &

con valores

doC Lo ‘g o
ot(l = 0)=—, n, = /2. = indice de refraccién ordinario,
nO
- 4oC T . o
w (I = 0)=—, ne = /€ = indice de refraccién extraordinario.
Te

(4.10)

en donde se han omitido las soluciones negativas y se ha supuesto que £ | < g, es decir,
g, > 0. El sistema acoplado (4.8) justo en las frecuencias w™* (I = 0)y w~ (I = 0), corre-
sponden a la soluciéon a = —b (eje ordinario) y a = b (eje extraordinario) respectivamente,

y describen ambos estados una onda polarizada linealmente.

4.1.1. Modos Propios Para Ondas Viajeras

Alintervalo w™ (I = 0) < w < w* (Il = 0), donde dos de los cuatro posibles valores de
[ son imaginarios puros, se le conoce como la banda parcial de frecuencias prohibidas.
Por ahora, se escoge una frecuencia w fuera de este intervalo. Entonces, como se puede
ver de la Fig. 4.1, hay cuatro valores reales de [, los cuales se pueden agrupar como
ly,—ly,ls, —l5. Para obtener las soluciones que correspondan a ondas que viajan a lo largo
de la direccion +z, se deben escoger solo aquellas raices que dan una velocidad de grupo
positiva, vy = %—“l’ > (. Hay dos raices que cumplen esta condicién, sean [; y I, 3. Cada una

de tales raices definen un modo /; propio de vibracién y a cada uno de ellos le corresponde

()

3Por convencién se llamara [; a la raiz més grande.

vector propio
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En el caso considerado (I real) la Ec. (4.8) muestra que los valores de ay b pueden
tomarse ambos reales. Asi, regresando de las variables (4.7) a las expresiones (4.3), se
puede ver que el campo eléctrico asociado con el modo propio estad polarizado eliptica-
mente; ademds en cada punto, los ejes de la elipse coinciden con los ejes Opticos locales
del CLC. Un parametro util para describir la elipse es el nimero real

—a—+b
a+b

p:

La razon axial de la elipse es |p|, y el signo de p proporciona la direccion de rotacion en
el plano xy (en un punto espacial z; fijo y tiempo variable t). Para calcular p en términos

de w o [, se inicia de las Ecs. (4.8) escritas en la forma

a k¥ B
— 4.11

en donde

A = (I4+q) +k,

= (- )"~k

Entonces se puede escribir p como

 —k{+A —-B+4k}
= B+4A " B+&

= = : 4.12
BrAton R-P-qg—F (*12)

Si se define una cantidad positiva s> como

s =kt + 44312, (4.13)

y usando la relacién (4.9), 1a Ec. (4.12) se puede transformar en

_2lq0

—. 4.14
+s2 — k? (“414)

p:

En donde el signo + depende de la rama usada para w(l) (Fig. 4.1). El aspecto general

de las dos elipses asociadas con una frecuencia w se muestra en la Fig. 4.2. El signo y
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MA

] .
NH

Figura 4.2: El aspecto general de las dos elipses para el campo eléctrico F(t) en un punto
de observacion fijo. Las dos curvas corresponden a dos modos propios con la misma
frecuencia w pero diferente /. Notese que las dos elipses no tienen la misma razén axial.

magnitud de p sobre las diversas ramas asociadas con ondas viajeras (/ real) se muestran

en la Fig. 4.3.

Noétese que la razon del eje largo con respecto al eje corto no es la misma para las
elipses asociadas con cada valor de w. Esto se puede ver directamente si se comparan los
puntos A, y By (ambos correspondientes a w = w™ (I = 0)) en la Fig. 4.3. Como se
explicé arriba, en el punto A, se tiene polarizacion lineal. En el punto B, se puede ver

de la Ec. (4.13) que s? ~ 2lgy y p ~ 1, es decir, polarizacién circular.

Matemadticamente, para tener dos elipses de forma idéntica (con un dngulo de 90°
entre ellas sobre el plano zy), se debe pedir que p; p2 = —1. Esto puede también escribirse

como

a1b1 + a2b2 =0.

. . ) . a .
Sin embargo esta relacién no se mantiene; los vectores propios b de las relaciones

(4.8) correspondientes a la misma frecuencia w y diferente [ no son ortogonales. Este

punto ha sido enfatizado en particular por Billard [67].
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Figura 4.3: La razdn axial de las elipses asociadas con los diversos modos.

Régimen de guia de onda

Las Ecs. (4.13) y (4.14) muestran que la estructura de los modos dependen critica-

mente del valor del pardmetro
. 2(]0[
=77

(4.15)

Se considera primero el régimen donde x < 1. Esto puede ser obtenido de dos maneras:

= haciendo los valores de [ muy pequefos, ésto es, en la vecindad de los puntos A, y

A_ delaFig. 4.3.

= haciendo los valores de [ muy grandes. Entonces, [ ~ k( y por lo tanto

2 2 2 4 2 2 1
I () (1Y

kO(ng_ng) _k_O Ne + Ny p(ne_no)

El criterio x < 1 es conocido como el criterio para el limite de Mauguin \ <
p (ne — n,) [68].
En ambos casos se encuentra un modo asociado con la rama (4) la cual tiene p — o0,

y representa una onda ordinaria de polarizacién lineal guiada por la estructura #. El modo

“4Es decir, donde la polarizacién permanece en cada punto z, paralela al eje ordinario.
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(—) tiene p — 0, y representa una onda extraordinaria de polarizacion lineal guiada en la

misma manera.

Actividad Optica

Una de las caracteristicas mas destacadas de los CLC es su gran actividad optica. A
continuacion se deduce una expresion que permite calcular la rotacidn 6ptica por unidad
de longitud del plano de polarizacién de onda linealmente polarizada propagéndose en el
material.

En muchos de los casos précticos, el valor de los dos indices n. y n, es muy parecido.
Entonces k?, definido en Ec. (4.6), tiende a ser pequefio y el pardmetro x definido en Ec.
(4.15) tiene un valor grande para la mayor parte de las frecuencias de interés. Entonces,
la cantidad s* definida en Ec. (4.13) tiende al valor 2qq |I| y por lo tanto, de la Ec. (4.14),
se tiene que p — +1. En este régimen, los modos propios tienden a ser circulares.

Ya que k? — 0, del par de Ecs. (4.8) se encuentra el par de valores de

ly, = ko+qo Asociadocona; =0y By =1,

ly = ko—qo Asociadoconay, =1y By = 0.

Ahora, de la ecuacion de dispersion (4.9) se tiene

]{74
L= ko+aqo+ - +0 (K,
' *T T Bhogo (ko + o) < 1)
k4
I = ko—ao—+ 1 +0 (k8 4.17)
2 0 8koqo (k’o - C]o) ( 1) (

Ya que a; = 0, el modo 1 es, segun las expresiones (4.7), una onda circularmente
polarizada con vector de onda [; — qy. Este vector de onda se asocia con un indice de

refraccidén ny

ll — (qo = an. (418)
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Similarmente, para el modo 2, se tiene una onda circularmente polarizada, en direc-
cién opuesta y con vector de onda [, + o, al cual se le asocia también un indice de

refraccion ng

w
lg +qo = an. (419)

La rotacién Optica ¢ por unidad de longitud d, se obtiene, al igual que en los libros de

optica [3], tomando la mitad de la diferencia entre estos dos vectores de onda

4
% w M (4.20)

=—(n—ny) = —>5—5-
2c 8o (k§ — 43)
Esta férmula se expresa frecuentemente en términos de una longitud de onda reducida
A=A\ /D = qo/ko. Usando la expresion para k; dada por (4.6), se obtiene

v q (n? —n? 1
S, e 2. | — — 421
d 32 <n§+n§ )\(1_)\2) #-21)

La Ec. (4.21) tiene las siguientes propiedades:

= La rotacion por unidad de longitud para un CLC es muy grande: para A =07,
qo = 6x10%y (n2 —n2) / (n?2 +n2) = 0,1, se tiene 1 /d ~ 1073gy ~ 60 rad cm™ !,
o bien, ~ 3,5 x10? grados cm~!. Un valor verdaderamente grande si se compara

con un liquido isotrépico Gpticamente activo del orden de ~ 1 grado cm™!.

m De la expresion (4.20) se ve que para longitudes de onda A\ grandes, la rotacién

optica por unidad de longitud es proporcional a p? /A%,

m A longitudes de onda A < p (pero suficientemente grandes como para no ser inclu-

ido dentro del limite de Mauguin) la rotacién es proporcional a p/\?.

4.1.2. Modos Propios Evanescentes

Ahora, se toma una frecuencia w dentro de la banda parcialmente prohibida

Cqo Cqo
q<w<q.
Ne No

(4.22)
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En tal caso, se ve de la Fig. 4.1 que la expresion (4.9) tiene solo dos raices reales (I = +1;).
Las raices restantes son imaginarias puras (I = +ik).

Se considera ahora que una muestra de CLC derecha (g, > 0) llena el espacio en la
region z > 0 (Fig. 4.4), en la cual incide normalmente desde el aire (z < 0) un haz de luz

de polarizacion lineal (e, e,). Esto en general induce en la muestra dos ondas:

= Una onda viajera (de amplitud proporcional a e?1%). De acuerdo a la Ec. (4.14),
el parametro p asociado con esta onda es cercano a +1 (para un CLC derecho):

entonces, la onda estd polarizada circularmente.

= Una onda evanescente (de amplitud proporcional a e ~"%).

Figura 4.4: Una muestra de CLC que llena el espacio en la regién z > 0.

Mediante una apropiada eleccién de la polarizacion, por ejemplo circular derecha,
es posible extinguir la componente de la onda viajera: esto significa que un haz de polar-
izacion circular derecha serd totalmente reflejada. Asi, la region de frecuencias prohibidas
[w™ (I = 0),w™ (I = 0)] corresponde al intervalo de frecuencias para posibles reflexiones
totales o comunmente llamada reflexion de Bragg. Es necesario notar que esta propiedad
concuerda con una descripcién mas elemental hecha en [69] en un limite apropiado cuan-
do n, — m,. Aqui, la brecha se colapsa a una sola frecuencia w = cqo /7, con 7t el indice
de refraccién promedio.

A continuacién se analiza con detalle el problema de la reflexion de una onda electro-

magnética que incide normalmente desde el aire sobre una muestra de CLC (Fig. 4.4).

51



CAPITULO 4. OPTICA LINEAL DE MEDIOS HELICOIDALES
4.1. PROPIEDADES OPTICAS: MEDIO NO MAGNETICO

La onda incidente con campo transversal e = (e,, e, tiene la forma’

er = 2y L9 hy=—e,,

e, = Zy'Pf,e9%  hy= e, (4.23)
y la onda reflejada

¢, = Zo et W=,

e = ZgPfren@ h= el (4.24)

en donde, se ha usado la relacion de ortogonalidad kxe = h; el vector de onda kes
unitario y determina la direccidén de propagacion de la onda incidente desde el aire (en
este caso z < 0), hy, h, son las componentes transversales del campo magnético. Por otro

lado, la onda transmitida en el medio, se escribe en la forma

el = 75 A, et = 72y P Afe”, (4.25)

donde las cantidades A, f y 7, quedan completamente determinadas por las Ecs. (4.7),
(4.8) y (4.9); en efecto, para un valor dado de la frecuencia w, estas relaciones determinan
el nimero de onda 7 y el estado de polarizacion de la onda. Aqui f es un nimero complejo
que caracteriza la elipticidad de la onda en el medio.
La tercera ecuacion de Maxwell (Ecs. (3.1)), permite obtener las expresiones para el
campo magnético h en el medio:®
Onl,  Oey oh,  Oet

o0 ‘o ot o

(4.26)

Las amplitudes correspondientes a los campos, justo en la frontera del CLC (z = 0),

se obtienen al girar por un dngulo gz los campos de las expresiones (4.25) y evaluarlos

enz =0:
oh™ 8621 8h;” 9em
T = c—= , —c T (427)
at =0 az z=0 at z=0 82 z=0
en donde
o t
€z | _ [ €OSGoz —sengpz et
< ey’ ) B ( sengpz  COS oz > ( e; > ’ (4.28)

3Se omite por el momento la parte arménica temporal de la expresion (4.3).
®Nuevamente, se omite la parte arménica temporal en la expresion de los campos.
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y las componentes ¢, y eg estdn dadas por las expresiones (4.25). Asi, y después de sub-

stituir (4.28) en (4.27), se obtiene en la frontera

whi =1ic (qoe; + i’yeé) L:O , why' =i c (qoez — i’yei) o (4.29)

Ahora se exige que las componentes tangenciales de los campos Ey H se conserven en

la frontera, ésto es,

e, +e, = e,
ey te, = e,
ho +hy =1y
hy +h, = h". (4.30)

Lo cual lleva, respectivamente, a las siguientes expresiones

s = A
f+ 0y = AF

=1 = R,

fom T2 = %(q@f—w). (4.31)

Asi, resolviendo este sistema de ecuaciones, se puede encontrar directamente el valor del

coeficiente de reflexion en cada una de las componentes cartesianas. En la componente z:

Rx_ﬁ_l_c(if(]0+’Y)/w (4.32)

fo L4c(ifgo+7) /w’

y en la componente y:

_ Sy foclzig+ fy) fw
fy  fte(—ig+ fv)/w

Las formulas (4.32) y (4.33) resuelven el problema; s6lo es necesario determinar la elip-

R,

(4.33)

ticidad de la onda a través de f, y el vector de onda en el medio a través de 7.

En resumen, las propiedades Opticas observadas en una muestra de CLC son muy
interesantes: cuando p corresponde a una longitud de onda en el espectro visible, el CLC
muestra colores brillantes por reflexion. También se vié que la actividad 6ptica debida a

la estructura macroscopica de los CLC es grande cuando se compara con otros materiales.
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4.2. Propiedades opticas: medio magnético

Considerése una onda propagandose axialmente en un CLC el cual es, al mismo tiem-
po, dieléctrico y magnético. La dindmica de la onda propagandose en este medio esta de-
terminada por las Ecs. (3.51).

Como se dijo anteriormente, en el intervalo de frecuencias visibles, no existe difer-
encia escencial entre un medio magnético y uno que no lo es. Asi que los resultados que
pudieran obtenerse usando las Ecs. (3.51), en vez de las Ecs. (4.4), serian practicamente
los mismos. Sin embargo, la forma explicita de las Ecs. (3.51) permite obtener soluciones
las cuales son mds generales y simples en el sentido de que éstas son mas simétricas.
Adicionalmente, la representacion de Marcuvitz-Schwinger facilita la implementacion y
solucion de problemas con condiciones a la frontera, en los cuales se exige la continuidad
de las componentes tangenciales de los campos electromagnéticos.

A continuacion se presenta un resumen de los resultados obtenidos de la ref. [6]

4.2.1. La ecuacion de propagacion y sus soluciones

Noétese que la disposicion de las componentes transversales de los campos e y h en
el cuadrivector rotado ¢ = (&, iz, &y, hy)" = U ™Y = U~ (ey, ha, ey, hy)T, definido
en (3.15) y (3.46), fué arbitraria y a partir de €sta se obtuvo el conjunto de Ecs. (3.51).
Sin embargo, por razones que serdn mencionadas y ejemplificadas en el Cap. 5, es mas
conveniente reescribir las Ecs. (3.51) definiendo el cuadrivector

€x

~ ey

0= P =R (-0)0. (4.34)

=15 1| (4.35)
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Para lograr tal objetivo cada una de las cantidades involucradas en las Ecs. (3.51) deben

ser operadas por la siguiente matriz simétrica

o O O
o= O O

esto es,

Ul — R(—0)=ATUA,
v — f=A"

OO = O

",

_ o O O

H — Hg=A"HA.

(4.36)

(4.37)

Después de realizar las transformaciones necesarias, se obtiene el siguiente conjunto de

ecuaciones en el sistema que gira uniformemente a lo largo del eje de la hélice

az’g = ZH,@E?

en donde se ha definido una nueva variable adimensional

27 = kyz,
y la matriz H 3 estd dada por
0 —i\ 0
Hg _ A 0 |
0 —& 0
€H 0 i)\

R(y) es la matriz de rotacién definida como’

R(#) = exp(RO) = cos 014 +sinfR, R =

1, es la matriz identidad de 4 x 4y

"Cuyo significado se discuti6 en la Sec. 3.2.1

M1

—iX

o O = O

S O O

_ o O O

(4.38)

(4.39)

(4.40)

(4.41)
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A= \/p. (4.42)

Recuérdese que debido a una apropiada rotacion de los ejes z,y, se logré obtener una
matriz H 3 independiente de la coordenada de propagacién 2’. En lo subsecuente y para
simplificar notacion, se omitira la comilla (") de la variable 2, sobreentendiendo siem-
pre que se trata de una coordenada adimensional. Se omitira también el simbolo (7) del
cuadrivector 3 y de los campos e y h. A menos que se diga lo contrario, se sobreenten-
derd que se trata de los campos en el eje de sistemas el cual gira a lo largo del eje de la
hélice.

Ya que la matriz Hg es independiente de z, la ecuacion de propagacion (4.38) admite

cuatro soluciones las cuales tienen la forma de ondas planas

#(2) =t exp(in;z), (4.43)
en donde n;, t/ son los valores propios y vectores propios de H, respectivamente. Ellos

estan dados por las siguientes relaciones:

n, = ML TELA ;“ AN (4.44)

tt = o (inlul, ij\(%”um — Ug), :|:2z'n1/~\5m, 2N, + U16H)

£ = o (:I:nqu, IN(28 i — U1 ), F2ing e, 2026, + ugeu) : (4.45)

donde ¢,, y i, fueron previamente definidos en (3.42) y

U=y 48m,umx2 + 0%7 U2 = Q¢ + U;

—-1/2

Cp = ‘4nku (uksn + 2:\25m)‘ ; (k=1,2)

_ CIHL T ek
C 2 .
Notese que la relacion de dispersion dada por (4.44) es el equivalente a la relacion dada

(4.46)

por (4.9), pero generalizada para medios magnéticos.
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4.2.2. Representacion de amplitud y métrica del espacio de estado

El campo interno se puede representar como una superposicion de los cuatro vectores

propios (representacion de amplitud), mediante

B(2) = a;t! exp(in;z) = Ta(z) (4.47)

en donde T es la matriz cuya j-ésima columna coincide con 7 y a(z) es el cuadrivector
con componentes a; exp(in,z). Obviamente, a y § = T« representan el mismo estado
en dos diferentes conjuntos de vectores base. La métrica del espacio de estado se obtiene

definiendo un tensor métrico Gy un producto escalar 5I Gpla = 041 Ga09,endonde Ggy
Go =T'GsT (4.48)

son las matrices que representan a G en los dos conjuntos de vectores base. Haciendo

Gs = (4.49)

—_o oo
o~ oo
|
oo~ o
oo o~

la norma del vector de estado representa el promedio temporal de la componente z del

vector de Poynting y el tensor GG satisface las relaciones

G=G =g (4.50)

En un medio no disipativo, la derivada espacial z de la norma es idénticamente cero y la

matriz G3H 3 es auto-autoadjunta:

Gpls = (GgHs) = HiGy. (4.51)

Esta propiedad y el hecho de que la ecuacién de valores propios para H 3, dada por (4.44),
es bicuadritica, implica que los valores propios son n1,ng, nz = —ni, N4 = —ng, CON N;

real o puramente imaginario.
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4.2.3. Propiedades de las ondas estacionarias dentro de la banda pro-
hibida

Obsérvese de la relacion (4.44) que la estructura helicoidal aqui considerada admite
solo una banda parcialmente prohibida, en donde n; es imaginario y n, real (ver la ana-
logia en Fig. 4.1 con w — Xy [ — n). En los extremos de la banda el valor propio n;
es igual a cero, los extremos de las bandas A (k = 1,2) estan dados por A = VEIRTY
Xy = \/m,g respectivamente, y los correspondientes vectores propios 1* definen on-
das estacionarias polarizadas linealmente cuyas amplitudes decrecen exponencialmente
en la direccion de propagacion.’ Nétese que los campos e y h son paralelos y oscilan a lo
largo del eje x cuando A=\ y a lo largo del eje y cuando X = Xo. Mds concretamente,
los campos e, h™ experimentan una diferencia de fase Ay = 7/2, cuando ) incrementa
de 5\1 a 5\2, mientras que los campos e, h™ cambian la fase en Ap = —x /2. En realidad,
la Ec. (4.45) proporciona vectores propios 1¥ con h* reales y e* puramente imaginarios.
En el caso particular a. = 0, se observa que el campo e™ es paraleloa h™ y e~ a h™ para

cualquier valor de )\ dentro de la banda prohibida. Los dngulos entre tales vectores y el

eje y son +¢, donde

A = A+ g COS 20, (4.52)

con

ot 5 A=A
2 2

(4.53)
Por lo tanto, los vectores de campo de los modos 11 y 1~ giran un dngulo de 7/2 en
direcciones opuestas cuando \ aumenta de 5\1 a 5\2. El sentido de esta rotacion satisface
la regla de la mano derecha con respecto a la direccion de propagacion positiva de las dos

ondas propias.

8En el presente trabajo y sin pérdida de generalidad se asumiré que A1 < s

YAqui “direccién de propagacién” no se refiere a la direccién del flujo de energia, ya que el vector
de Poynting es cero. Las ondas 17 y 1~ deben ser consideradas como propagéndose a la derecha y a la
izquierda respectivamente, aunque ellas sean estacionarias, debido a que una onda incidente sobre un plano
de discontinuidad desde la izquierda (propagacién a la derecha) genera una onda 17 transmitida y una onda
1~ reflejada.
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En el caso general a. # 0 los vectores e y h ya no son paralelos durante la rotacion,
sino que su bisector ¢ = (¢, + ¢5,) /2 hace un dngulo con el eje y el cual estd aproxi-
madamente dado por Ec. (4.52). El angulo 6, entre e y h juega un papel muy importante
en las propiedades Opticas que se discutirdn en el Cap. 5. Su dependencia con a. y A se
analizan en la ref. [8].

Finalmente, se observa que dentro de la banda prohibida la polarizacién de las ondas

viajeras 2+ es casi circular, en consistencia con lo comentado en la Sec. 4.1.2.

4.2.4. Matrices métricas

En la representacion «, los vectores base serdn escogidos en el orden

1*, 2+, 17, 27.'9 Usando esta eleccién, la matriz G, estd dada por

10 0 0 00 —i 0
01 0 0 01 0 0
00 -1 o] i 0 0 0] (4.54)
00 0 —1 00 0 —1

en las regiones fuera y dentro de la banda prohibida, respectivamente.
En ciertas circunstancias una eleccién mas apropiada serd el orden 1", 1, 27, 27,

1 En este caso, la matriz G, esta dada por

1 00 0 0 —i 0 0
0 =10 0 i 00 0
o o1 o]?Y 0 01 0 (4.55)
0 00 —1 0 00 —1

Estas matrices resumen las propiedades mas importantes del producto escalar entre los
vectores propios de H . Obsérvese que la norma de las ondas estacionarias 1% dentro de
la banda prohibida es igual a cero y la energia es compartida a los modos propagantes
2%. Una manera de definir el producto escalar consiste en suponer a G5 como la matriz
diagonal con elementos €|, 1, p1) y i1 . Con tal definicion, la norma del vector de estado

representa el promedio temporal de la densidad de energia'?> multiplicado por la velocidad

10Esta eleccion particular serd usada en el Cap. 5

"Por ejemplo, ver Cap. 6

12 Aqui se desprecia la dispersién. Para una definicién de la densidad de energia en medios con dispersién
ver por ejemplo ref. [75].
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de la luz en el vacio.

Basado en este formalismo mads elegante, en el siguiente capitulo se resolvera el prob-
lema de una onda electromagnética propagandose axialmente en un CLC en el cual se han
insertado ng defectos de torsion.

Este mismo formalismo servirad para describir la propagacion no lineal de una onda

electromagnética en un CLC puro.

4.3. Matriz de transferencia y de dispersion

En esta seccidn se presenta el formalismo de la matriz de transferencia y de dispersion,
el cual es util en problemas en donde se deben satisfacer condiciones a la frontera [70].
Particularmente, se usara un defecto de torsién como plano de discontinuidad y siempre
se considerara el sistema de referencia girando rigidamente con el CLC.

Nuevamente, suponga que una onda electromagnética se propaga axialmente, a lo
largo del eje z, en una muestra de CLC, en la cual existe un defecto de torsién en un
punto, que por simplicidad se tomard como z = 0 (véase la Fig. 5.1 en la Sec. 5.1). El
angulo de torsion es 6.

La solucién en la region a, segin la Ec. (4.47), es simplemente 3, = T«,. Sin em-
bargo, en la regién b, debido al defecto, la solucién estd ahora girada por un dngulo
0; aplicando una matriz de rotacién a la expresion (4.47), la solucion en la region b es
By = R(0)T oy, = exp(RO)T o, en donde R(6) y R se definieron mediante la expresion
(4.41).

La continuidad de las componentes tangenciales del campo electromagnético implica

la continuidad del campo (3(z) en el plano del defecto, es decir,

Ba(z=107) = By(z = 07). (4.56)

Esta condicion permite obtener una expresion para las componentes o, en términos de o,

como sigue

ap(07) =T 'R(0) T, (07) = T~ exp(—RO)Ta,(07). (4.57)

60



CAPITULO 4. OPTICA LINEAL DE MEDIOS HELICOIDALES
4.3. MATRIZ DE TRANSFERENCIA Y DE DISPERSION

De la Ec. (4.57) la matriz de transferencia U se define como
U =T "'exp(—ROT. (4.58)

Para encontrar los elementos de U se expresa T~! como una funcién de 7' usando la
relacién G, = TTG4T de la Sec. 4.2.2 y las ecuaciones que definen los elementos de

T,Gy, Gp (ver Sec. 4.2.4), del tal forma que
U = G,T'Ggexp(—RO)T. (4.59)

Si en la representacién «, los vectores base se escogen en el orden 11, 27, 17, 27,
la matriz GG, viene dada por la expresion (4.54) y los elementos (i, j) de la matriz de
transferencia U se pueden escribir como

U1+1+ Ui+2+ Ui+1— Ui+2-
Uo+1+ Uz+2+ Uo+1— Ug+9o-
U= . (4.60)

Ur—1+ Up-2+ Ur-1- Ui-2-

Ug—1+ Ug—2+ Uz-1- Uz-2-
Notese que la matriz U relaciona los coeficientes ay, en la region b, en términos de los
coeficientes ay, en la region a. El elemento (7, j) de U corresponde a ondas incidentes
desde la region a cuando j = 1, 2 y proporciona la propiedad de transmision en la region
b cuando 7 = 1, 2. Sin embargo, la propiedad de reflexién no se puede obtener de las
componentes de U de la expresion (4.60), ya que no se tienen elementos en la region
b, cuando © = 1,2, en términos de las ondas incidentes desde la region a. Para resolver
este problema se reescribe la relacion (4.57) de tal modo que se obtenga una matriz de
dispersion S, la cual permite escribir los coeficientes asociados con las ondas reflejadas
en el plano del defecto (en ambas regiones), en términos de los coeficientes asociados con

las ondas incidentes sobre el plano (en ambas regiones). El resultado de resolver (4.57) es

1 Ly
+ +

%1 =9 ?‘i , (4.61)
a b

24 2y

en donde 1; denota el modo 1 reflejado sobre el plano del defecto en la regién b; 1,

denota el modo 1 reflejado sobre el plano del defecto en la region a; etc. La matriz de
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dispersion S se puede escribir en términos de la matriz de transferencia U de la siguiente
manera

S=(P—-U-P) " (U-P,—P,). (4.62)

en donde P, y P, son las matrices diagonales definidas como

0 0
0 0
Pl = 00
0 0

o O OO
o O OO
o= O O
_ o O O

10
0 1
0 0
0 0

respectivamente (P« 'y Pra representan entonces las componentes derecha e izquierda de
a, respectivamente). De este modo, el elemento (z, 7) de .S corresponde a ondas incidentes
desde la izquierda cuando j = 1,2 y provee las propiedades de transmision y reflexion de
la capa cuando 7 = 1,2y 7 = 3,4, respectivamente. Las amplitudes al cuadrado de tales
elementos dan la transmitancia y reflectancia de la capa para ondas que inciden desde la

izquierda.
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Capitulo 5

Defectos de torsion

Como se mostré en la Sec. 4.2, en el régimen lineal se tienen soluciones exactas para
una onda electromagnética que se propaga axialmente en un medio con simetria heli-
coidal. Particularmente, la forma de las soluciones obtenidas es ttil para su aplicacién en
sistemas en los cuales se deban satisfacer condiciones a la frontera debido a la presencia
de un plano de discontinuidad perpendicular a la direcciéon de propagacion; esto es, la
representacion de Marcuvitz-Schwinger permite plantear y analizar de manera directa el
problema de una onda electromagnética transversal propagandose en direccion z, la cual
debe satisfacer condiciones a la frontera tangenciales a un plano de discontinuidad zy en
un punto 2. En este capitulo se estudia la propagacion axial de una onda electromagnética
con longitud de onda )\, dentro de la banda prohibida en una muestra con simetria heli-
coidal, en la cual se generan un nimero finito ny de defectos de torsion, los cuales se

pueden ver como Ny planos de discontinuidad.

En la Sec. 5.1 se discuten las propiedades Opticas de muestras con solo un defecto
de torsion, dando por primera vez ecuaciones exactas para el modo del defecto y para
las matrices de transferencia y dispersion del plano del defecto. Muestras con dos 0 mas

defectos de torsién serdn discutidos en las Secs. 5.2 y 5.3, respectivamente. !

'El material original presentado en este capitulo sirvié como base para la escritura y publicacién de un
articulo de investigacion (véase la ref. [6]).
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5.1. Singuletes

Considérese una muestra con simetria helicoidal entre los planos z = —(y z = +/{
con solo un defecto de torsién en z = 0, el cual divide la muestra en dos regiones: a para

z < 0ybparaz > 0 (Fig. 5.1). Las principales propiedades del modo de defecto de

a)

region a region b

b) i YA

" 4

Figura 5.1: Una muestra con simetria helicoidal de ancho 2/ con un defecto de torsién en
z = 0. a) El defecto se puede generar de la siguiente manera: ¢) se considera una muestra
helicoidal sin defectos entre planos ortogonales al eje de la hélice (eje 2); iz) enseguida se
corta la muestra de manera que se obtengan dos capas entre planos paralelos; y 77) se gira
cualquier capa con respecto a la precedente un cierto dngulo 6 a lo largo del eje comiin.
b) Se muestra el plano del defecto perpendicular al eje z. Nétese como la direccion del
director 7 cambia abruptamente de 72~ a n" por un dngulo de torsion 6. El defecto forma
un plano de discontinuidad en donde se debe satisfacer la continuidad de las componentes
tangenciales del campo electromagnético.

este sistema se han encontrado numéricamente en las refs. [8, 12, 13, 16]. Sin embargo,
aqui se atacard el problema analiticamente mediante el andlisis de ecuaciones exactas, las
cuales permitirdn verificar tales propiedades y tener una visiéon mas profunda de la fisica

del problema.
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5.1.1. Muestra infinita

Considérese una estructura infinita, es decir, se toma el limite [ — oo. La solucién
mas general para este sistema es una combinacion lineal de las soluciones previamente
encontradas en Ec. (4.47). Esta se puede escribir como

O (z) = { Yoy i (z) = S0 it exp(ingz), z <0 '

- - ) 5.1
2;1 cg’ﬂj(z) = Z?:l cg’-tj exp(in;z), z>0 5.1

Haciendo referencia a la Sec. 4.2.4, es necesario sefialar que particularmente en el pre-
sente capitulo, en la representacion «, los vectores base serdn escogidos en el orden
1%, 2%, 17, 27. Debido a que se estd considerando una longitud de onda )y dentro de
la banda prohibida, las ondas propias 1¥ representan ondas evanescentes, ya que sus cor-
respondientes valores propios £n; son imaginarios puros y, por lo tanto, los factores
exponenciales de la expresion (4.47) son reales. Los vectores propios t7 y ti estan dados
por Ec. (4.45) en dos diferentes sistemas de referencia a y b cuyos ejes y,, y» hacen un
angulo 6 (ver Fig. 5.3 en Sec. 5.1.2). En un sistema de referencia con el eje y como el
bisector de y,, ys, tales vectores se obtienen aplicando la matriz de rotacion R(—6/2) y
R(6/2) alos vectores ¢’ definidos en la Ec. (4.45).

Las matrices 7, y T} correspondientes estan dadas por

T, = R<_¢>T7 T, = R(¢)T7 (5.2)

en donde ¢ = 6/2 y T fué definida previamente en la expresion (4.47).

En el limite ¢ — oo los factores exponenciales de la primera componente de o, =
T7'3, y de la tercera componente de a;, = 7T}, '3, (correspondiendo a los modos 1% en
laregion a 'y 1~ en la region b), divergen cuando z tiende a —oo y +00, respectivamente.
Por lo tanto, sus amplitudes deben ser cero (ver Fig. 5.2). La continuidad tangencial de
los vectores e y h (sistema de referencia del laboratorio) en z = 0 proporciona cuatro
ecuaciones homogéneas para las seis componentes. Sin pérdida de generalidad, se puede
hacer igual a 1 la amplitud del modo 1~ en z = 0. Las amplitudes de los modos 2*
enz = 07y z = 0" se puede expresar ficilmente como una funcién de la amplitud s

. ’ ) , s
del modo 1" en 0", y el campo interno mdas general se puede escribir como una
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Ondas viajeras L
J Ondas viajeras

2+ Ondas localizadas 2+
— —
2" — 2
\N\/\/ D o \N\/\/
z=0
region a region b

Figura 5.2: Un defecto de torsion en z = 0. La muestra es infinita, es decir, en el limite
cuando | — oo. Se muestran los modos que existen en cada lado del plano del defecto.
Nétese que los modos 17 en la regién a y 1~ en la regién b divergen cuando z tiende a
—00 y 400, respectivamente; y por lo tanto, sus amplitudes deben ser nulas.

combinacion lineal de las soluciones correspondientes a s = +1. Para cada uno de tales
valores, los vectores de amplitud a,(s) y as(s) tienen componentes (0, A*(s), 1, A~ (s))

y (s,BT(s),0, B~ (s)), respectivamente, donde:

A*(s) = d(s) xid"(s),
Bif(s) = sA¥(s), (5.3)

a

con

d(s) = —22 2*25m+€||ull

acCq 2)\2€m + 5||U2

iy AUE R (Cotd)®s N uﬂ
2}25”@ + €HU1 2
Cy 25\28771 + c1uy

a’(s) = [u(tanqﬁ)ss —

acCq 4)\€mn2

2in15\6mu1 ] (5.4)

25\25m + gy

En cada lado del plano del defecto, las amplitudes A* y B*, relacionadas a los modos
2% tienen el mismo médulo m = /a2 + a”2. Entonces, su superposicion es una onda
estacionaria. Esta onda estd linealmente polarizada y oscilante(no localizada), mientras
que los modos 1* definen una onda estacionaria localizada en la cual la amplitud de los

campos dependen de la coordenada de propagacion z como exp(—|z|/¢4), en donde

la=1/Im] (5.5)

serd definida como la longitud de atenuacion.
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Un analisis de estas amplitudes, muestra que para s = 1, la razén

o) = 1/2m? (5.6)

entre las amplitudes al cuadrado de las componentes localizada y no localizada en el plano
del defecto, dependen fuertemene del valor A y alcanza un maximo muy pronunciado a
un valor bien definido Xd de ). De este modo, se define un modo de defecto cuasilocal-
izado, que tiene la estructura de un singulete en el cual las componentes localizadas o
evanescentes 1~ y 17 son las que dominan debido a que tienen una amplitud mucho may-
or que las otras. El hecho de que el modo de defecto en un medio con simetria helicoidal
con un defecto de torsién no es un modo localizado en el sentido estricto, ya que este
contiene una pequeila componene no localizada, se mostré primero en la ref. [72] para
ondas acusticas y se extendid para ondas electromagnéticas en las refs. [8, 13, 16]. Algu-
nas dudas acerca de la existencia de una componente no localizada, es expresada en la ref.
[14], debido a que no hay evidencia de esta componente en la regién b cuando el modo de
defecto es excitado por ondas que inciden desde la izquierda sobre una muestra infinita.
La ausencia de tal componente serd explicada en la proxima subseccion. A continuacién
se hacen algunos comentarios sobre el uso de las soluciones encontradas.

1) Siempre es posible encontrar una combinacion lineal de las dos soluciones en la cual
el modo 2~ no existe en by el modo 2" tiene amplitud unitaria en a (en z = 07). Ya que
ese ultimo modo es el dnico que incide sobre el plano del defecto, las amplitudes de los
otros cuatro modos, coinciden con cuatro de los 16 elementos de la matriz de dispersion
S del plano del defecto. En la Sec. 5.1.2, se definird la frecuencia del defecto usando
esta propiedad. En la Sec. 5.1.3 se definird la matriz de dispersiéon con una diferente
consideracion.

ii) Las soluciones encontradas aqui, definen dos de los cuatro modos propios encon-
trados para campos electromagnéticos propagdndose en muestras finitas. Las otras dos se
pueden encontrar considerando tambien a los modos que han sido despreciados (11 en
a'y 17 en b). En muestras infinitas (con [ > [;), se pueden escoger tales modos como

modos independientes. Ellos son diferentes de cero solamente cerca de las fronteras de la
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muestra (modos propios de frontera). Sin embargo, en muestras delgadas, tales modos no
son modos propios, ya que es imposible satisfacer las condiciones de continuidad en el
plano del defecto sin considerar los otros modos.

i1i1) El campo interno generado por ondas externas, es la superposicion de los cuatro

modos, los cuales en muestras infinitas tienen la estructura simple definida en (ii).

5.1.2. Longitud de onda del modo de defecto

En la ref. [12], el autor muestra que la longitud del modo de defecto \g viene dado

aproximadamente por la expresion:

N = A, + A, cos 0. (5.7)

Aqui se muestra que esta ecuacion es exacta solo cuando a. = 0. En efecto, en este
caso particular es posible satisfacer la continuidad de las componentes tangenciales de
los campos e and h considerando solo los modos 1~ en a 'y 17 en b. La posibilidad de
satisfacer cuatro relaciones con solo dos parametros libres se debe al hecho de que la
continuidad de e implica la continuidad de h (se recuerda que tales vectores son paralelos
cuando a, = 0). La Fig. 5.3a muestra que e™ y e~ coinciden cuando ellos son paralelos al
eje y, el cual es el bisector del angulo de torsion 6. Esto sucede en un valor bien definido
:\C de 5\ y el cual se relaciona con el dngulo ¢ = /2 mediante la Ec. (4.52). Entonces, Ec.
(5.7) define el valor exacto de la frecuencia de defecto. En conclusion, el modo de defecto
estd localizado en el sentido estricto y su frecuencia se define perfectamente cuando a,. =
0.

La Fig. 5.3b ilustra el hecho de que para a. # 0 los vectores e y h ya no son paralelos
durante su rotacion. Esto corresponde al caso en que s = 1 (en el caso s = —1 los vec-
tores e, h~ permanecen sin cambio, mientras que e, h* tienen direcciones opuestas).
Obviamente, no existe ningun valor de A para el cual e’ coincide con e~ y h' coincide
con h~. La solucién encontrada en la Sec. 5.1.1 se obtuvo agregando a los modos 1% una
combinacion lineal de los modos 2%, tal que los vectores e y h fueran paralelos, y a lo

largo del eje y, y desfasados por +m/2 (para s = —1 ellos son paralelos al eje x). La
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el o e||
Y Y.

=Y

Figura 5.3: Rotacién de los vectores (e*,h™) and (e, h™) de los modos 17 y 1~ para
a. = 0 (Fig. a) y a. # 0 (Fig. b). Los vectores (e, h™) estdn a lo largo del eje y, y
(e™,h™) alo largo del eje y, para X = Xo. Cuando ) decrece, ellos rotan hacia el eje y
manteniéndose paralelos solo cuando a, = 0. Para X = )y los vectores (e”,h™) coinciden
con (e, h™) y se encuentran a lo largo del eje y en la Fig. a. En la Fig. b tales vectores
nunca coinciden pero para X = )\, sus bisectores se encuentran paralelos al eje y. Se hace
hincapié en que el dngulo entre y, y ys, s el dngulo de torsion 6 y tienen como bisector
al eje y.

69



CAPITULO 5. DEFECTOS DE TORSION
5.1. SINGULETES

figura sugiere también que el valor minimo de los coeficientes A* y B* se obtiene cuan-
do los bisectores de los campos (e™,h™) y (e~, h™) (lineas punteadas) coinciden con el
eje y, generando de este modo un méximo para la funcién p (5\) definida en (5.6).Valores
aproximados para A y para p (:\) se obtuvieron en la ref. [8] usando argumentos simi-
lares.

Ahora se define el valor exacto de Ay para a. # 0 considerando una propiedad intere-
sante de los defectos de torsion primeramente encontrada en forma numérica por Kopp
y Genack [9]: para A = A el plano del defecto refleja totalmente los modos 2. Para
tomar en cuenta esta consideracion, basta tomar la solucion definida en el punto (i) de la
Sec. 5.1.1, correspondiente a un campo en el cual el modo 1~ no existe en b, y se busca el
valor Az de A para el cual, la amplitud del modo 17 en b sea igual a cero. Cdlculos directos

proveen la siguiente relacion entre 6 y Ay

o (ug (ure) + 28\ 9 A
0 = cot™! [1( 2 (1) ) 2oends ) +mr, (5.8)

2 ANy ug g u (U1€|| + 25m5\§>

en donde m es un entero, ya que 6 se define médulo 7. En el presente trabajo se encuentra
numéricamente que esta ecuacion es completamente equivalente a la ecuacion dada en la
ref. [8]% para A y que la aproximacion dada por la Ec. (5.7) es en cualquier caso muy

buena, como se muestra en Fig. 5.4.

5.1.3. Muestras delgadas

Cuando el grosor 2/ de la muestra es comparable con la longitud de atenuacién [, de
los modos 1%, todas las ondas pueden alcanzar el plano del defecto (ver Fig. 5.5). Asi,
es imposible definir todos los elementos de la matriz de dispersion usando las soluciones
dadas por Ecs. (5.3, 5.4) en donde solo tres de los cuatro modos son considerados. De
acuerdo al procedimiento mostrado en la Sec. 4.3, se considera la matriz de transferencia
(o propagador) U, la cual se define implicitamente por la ecuacion a;,(0%) = Uay,(07).

Tomando en cuenta la Ec. (5.2), la relacion 3 = T'«, y la continuidad de 3(z) en el plano

ZPero en la ref. [8] el 4ngulo de torsién se define considerando la rotacién opuesta, tal que se obtiene un
valor opuesto.
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Figura 5.4: Diferencia AN entre los valores exactos de g y la aproximada (dada por
Eq. (5.7)) vs. el angulo de torsién # en (a) y vs. el parametro de anisotropia a. en (b).
En (a) las lineas continua, discontinua y punto-raya corresponden a €5 = 2.,5,3, 3,5,
respectivamente, para €1 = 2,1 = pp = 1. En (b) estos corresponden a 6 =
m/4,27 /4,37 /4, con Ny = \JEipn = 1,7, Ny = \fEapiy = 2,3,y Z,, = 0,67, donde
Zm = 1/2 (\//Lg/gg — \/,ul/sl). El significado fisico del parametro Z,, se discute en el
apéndice A.

del defecto, en z = 0, se obtiene:

U=U(0",0") = T exp(—RO)T = cos 014 — sendRs, (5.9)
con
Rg=T7'RT.

La matriz de rotacién Rg es similar a la matriz R definida en Ec.(4.41). Entonces: Rg' =
—Rgs y su determinante es igual a 1. Al igual que el procedimiento seguido en la Sec.
4.3, para encontrar los elementos de Rg se expresa 7! como una funcién de 7" usando
la relacién G, = TTG4T de la Sec. 4.2.2 y las ecuaciones que definen los elementos de

T,G.,Gg (ver Sec. 4.2.4). Célculos directos conducen a?

SRecuérdese que los vectores base que se escogen en el presente capitulo estin en el orden
1T, 2%, 17, 27, de tal modo que la expresién usada para G, viene dada por la expresion (4.54)
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Ondas viajeras L
J Ondas viajeras
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2" — I 2
z=0
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Figura 5.5: Un defecto de torsion en z = (. En este caso la muestra es finita y todos los
modos existen en cada lado del plano del defecto.

*

—T1 —T‘5 —T3 —Ts
rE iy s 1Ty

Rs = 5 ! (5.10)
T3 Ts 1 Ts

—iT5 —iT4 —ZT’%< —iTQ

en donde las cantidades ; (j = 1, ...,5) son

s = 25@%[(25\28”1 + uie))) (ug — 26 tim) F anulsm],
To4 = 25\03[(25\287,1 + usey)) (w1 — 2y tbm) F 2n§u2&7m],

rs = 4\eicoa. (5”((10 — €||pm) + <€m(5\2 + nlng)) , (5.11)

y satisfacen la relacién r2 + r3 = r? + r3.
El procedimiento para calcular la matriz de dispersion S a partir de U se discutié en

la Sec. 4.3. Es conveniente escribir la matriz U de 4 x 4 como

_ [ Usr Up
U= ( v U ) : (5.12)

en donde f y b indican a la derecha e izquierda,* respectivamente, y considerar también
la matriz U " = cos 1+ senfRg. La matriz Sy; de 2 x 2 es lainversade (U~1) s, y que

estd dada por

1y [ cosf —risend —ri
(U )ss = ( irs cos 0 + irysend ) ' (5-13)

*los subindices f y b se deben a que son las primeras letras de las palabras forward”y “backward”
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Como ya se ha mencionado, para X = X el modo 2% se refleja totalmente en el
plano del defecto. Esto significa que el elemento (2,2) de S, el cual coincide con el
elemento (2, 2) de Sy, es igual a cero. Es facil mostrar que este elemento es cero cuando
el elemento (1, 1) de su matriz inversa (U ') ¢, dada por Ec.(5.13), es cero. Entonces, la

cantidad )\, se define implicitamente por la siguiente ecuacién

0 = cot™ ! {Tl(j\d)} + mm, (5.14)

la cual es completamene equivalente a la Ec. (5.8).

El procedimiento usado aqui para obtener la longitud de onda del defecto \g haciendo
igual a cero el elemento (2,2) de la matriz de dispersion S merece algunos comentarios
importantes. Para la definicién de A4 es razonable considerar las propiedades de dispersion

Sii (V)

son los elementos de la matriz de dispersion, muestran maximos o minimos so6lo en la

de la muestra, debido a que las curvas definidas como f;; (X) = 2, en donde S;;

presencia de los defectos. La definicioén de A4 es obvia si y so6lo si todos los méximos y
minimos coinciden en el mismo valor . Un andlisis numérico muestra que esto no es el
caso en general y no es simple tener una idea intuitiva del origen de la diferencia entre la
posicién de los dos diferentes picos. De hecho, para definir la matriz S, se debe calcular
primero la matriz de transferencia U, cuyos elementos dependen muy suavemente de A
aun en la presencia del defecto. Aqui se iguald a cero el elemento (1, 1) de la matriz de
transferencia inversa que viene dada por la expresion (5.13). En este caso, las cantidades

fi; que dan las transmitancias del plano del defecto son

fii = (cos2 0+ r%senQG) / |7’5|4 ,
fi2 = f21=1/|7’5|27
Joo = 0. (5.15)

La cantidad r5 definida en la Ec. (5.11), contiene el factor a.. Asi, las cantidades f;,
f12, fo1 divergen cuando a. tiende a cero. En este caso la frecuencia del defecto se de-

fine sin ambigiiedad debido a que las funciones f;; (X) finitas por definicion, son ahora
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proporcionales a la funcién de Dirac o (5\ — Xd). En el caso general a. # 0 los valles y
crestas de las funciones fU(X) tienen un ancho finito y sus maximos y minimos no coin-
ciden en un mismo valor )\, aunque la diferencia entre tales valores sea pequefia cuando
el modulo de a. lo sea también. Para valores tipicos de los parametros de anisotropia, las
diferencias son tan pequefias que se puede escoger uno de estos valores como una posible
definicién de \y. Aqui se escogié el minimo de la componente fs, debido a que ésta se
define por una ecuacién mas simple. En conclusidn, la frecuencia del defecto se puede

definir exactamente, sin ninguna ambigiiedad, solo cuando a. = 0, y en muestras reales,

se define de manera muy exacta debido a que a. es un parametro pequeio.

Aqui se consider6 la matriz de dispersion del plano del defecto para las ondas propias
internas. El interés del presente andlisis puede parecer puramente académico, debido a
que en experimentos solo se consideran muestras finitas y ondas externas. Obviamente
los maximos y minimos de tales curvas coinciden en una longitud de onda bien definida
solo cuando a. = 0. Este hecho confirma el papel principal que ocupa el parametro a. en
las propiedades Opticas de muestras con defectos de torsion. Recuérdese que en medios no
magnéticos el ancho de la banda prohibida de longitudes de onda es cero cuando a. = 0.
Asi, fué posible usar a. como un parametro libre para entender mds claramente su papel

debido a que el medio considerado aqui es, al mismo tiempo, dieléctrico y magnético.

La reflectancia y transmitancia de la muestra se definen a través de la matriz de disper-
sion de la muestra completa. Las curvas que proporcionan estas cantidades dependiendo
de ) para diferentes valores de [, 0, a. y para los diferentes estados de polarizacion se
han encontrado numéricamente en las refs. [8, 9, 12] y no serdn reportadas en la presente
tesis. Cabe sefialar que tales curvas muestran maximos o minimos A& g, cuyo ancho
espectral Aw es igual a 771, donde 7 es el tiempo de decaimiento del modo de defecto.
Cuando | >> 4, con [y la longitud de atenuacién de los modos 1%, 7 practicamente es
independiente de [, pero depende fuertemente de a., ya que la energia almacenada por
el modo de defecto puede escapar solamente debido a la presencia de la componente no

localizada. Para a. = 0 tal componente desaparece, 7 tiende a infinito y Aw tiende a cero.
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5.2. Dobletes

Ahora se considera un medio helicoidal infinito con dos defectos de torsion idénticos
en z = 0y 2z = 2;. Realizando el mismo procedimiento de en la Sec. (5.1.3), la matriz de

transferencia que relaciona los vectores awen z = 0~ y 2z = 2z estd dada por

U=U(2,07) =Uexp(iNz) Uy (5.16)

en donde U; es la matriz de transferencia para cada uno de los planos del defecto, dados
por Eq.(5.9), y N es la matriz diagonal con elementos igual a n;. La matriz exp (iNz) es

la matriz de transferencia U (zf , 0*) de la capa entre los dos defectos de torsion.

5.2.1. Propiedades de dispersion de la capa con dos defectos de tor-
sion

La matriz de dispersion S = S (zfr , O_) deducida y discutida en la Sec. 4.3 y dada
por la expresion (4.62) permite obtener la transmitancia y reflectancia de la capa para
ondas que inciden desde la izquierda. Las curvas resultantes de tales cantidades como
funcién de A son muy similares a las curvas encontradas en las refs. [8, 9, 12] para un
solo defecto de torsion, excepto que las primeras curvas tienen la estructura de un doblete
con dos frecuencias de defecto Xdl,j\dg. Las curvas de las componentes (1, 1) y (2, 2), las
cuales brindan la transmitancia para los modos 1 y 2, respectivamente, se muestran en la
Fig. 5.6. Para A= Aa y X = A el modo 1 genera en el otro lado de la capa, un modo 1
con gran amplitud, mientras que el modo 2 se refleja totalmente ya que este modo tiene
transmitancia igual a cero. Recuérdese que un solo defecto de torsion refleja totalmente
el modo 2 solo para ) = Xd, en donde Xd esta entre Xdl y ng. Notablemente, la presencia
del otro defecto cambia drasticamente tal propiedad de reflexion.

El comportamiento de las otras curvas se puede resumir como sigue. Muestran méxi-
mos con el mismo ancho espectral que el de las curvas presentadas en la Fig. 5.6. El
maximo valor de la curva (3, 1) es casi igual al maximo valor de la curva (1, 1). Esto
implica que el modo 1 genera también un modo 1de gran amplitud en reflexion. Las

curvas mixtas, las cuales dan las amplitudes al cuadrado de los modos 1 generados por
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Figura 5.6: Transmitancia de la capa incluyendo dos defectos de torsion idénticos vs. la
longitud de onda reducida A/\  para el modo 1 (curva superior) y 2 (curva inferior) para
e1=3,60 = 3,6, 1 = o = 1,0 = /2, 21 = 3l4. En las frecuencias de defecto, el modo
1" genera en el otro lado de la capa un modo 17 con gran amplitud, mientras que el modo
27 se refleja totalmente, ya que su transmitancia es cero. Aqui, transmitancia no se refiere
a la razon entre el flujo de energia de las ondas transmitida e incidente, las cuales para el
modo 1 es cero, sino al cociente de sus densidades de energia.

los modos 2 y viceversa, muestran maximos cuyos valores son mas pequeios (éstos son
rigurosamente igual a la raiz cuadrada del méximo de la componente (1, 1)). El hecho
de que una simple onda con amplitud unitaria incidente incidente sobre la capa pueda
generar ondas transmitidas y reflejadas con gran amplitud es sorprendente, sin embargo,

en todo momento, la energia es conservada.

5.2.2. Frecuencias de defecto

Las frecuencias de defecto Xdl,XdQ se pueden encontrar usando el mismo procedimien-
to de la Sec. 5.1.3. La Fig. 5.6 muestra que en las frecuencias de defecto, el elemento (2, 2)
de la matriz S es igual a cero. Este hecho implica que el elemento (1, 1) de la matriz U ~*

es cero. De este modo, tomando igual a cero tal elemento se obtiene la siguiente relacion:

cotf = r; Hexp (—2z1/(2ly)) (r§ exp (—z1/lq) + 2Im (r? exp (inQZl)))1/2 . (5.17)
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la cual se satisface para dos distintos valores Xdl,de de 5\, para cualquier valor de 6
(nétese que las cantidades l; = 1/ |n4|,r3, r5 y no son funciones de :\). Los términos que
contienen el factor comtin exp (—z1/ (2[4)) actdan aqui como términos perturbativos. En
efecto, para z; > [, tales términos se eliminan y Ec. (5.17) es idéntica a Ec. (5.14), la
cual proporciona la frecuencia Ag del singulete. En otras palabras, cuando los dos defectos
de torsion estdn muy separados, actian independientemente uno de otro y los dos modos
de defecto se vuelven degenerados, ya que en este caso S\dl = X,n = Xd. Recuérdese que
l4 es la longitud de atenuacién de los modos 1%, los cuales constituyen las componentes
dominantesde los modos de defecto y se encuentran localizados cerca de los planos de
defecto. Cuando z; > [4, la componente centrada en z = 0 no alcanza el plano del
defecto en z = z, y viceversa. Este hecho sugiere que la interaccion” entre los dos
defectos se debe principalmente a las componentes localizadas de los modos de defecto,
lo cual en Ec. (5.17) se representa a través del primero de los dos términos perturbativos.

Despreciando el otro término, la Ec. (5.17) asume la simple forma

cotf = ry ryexp (—21/lq), (5.18)

que define las frecuencias de defecto en una buena aproximacion (con un error del 0.1 %
para valores razonables de los pardmetros del material).

Para a. = 0, las condiciones de continuidad de los vectores e y h en los dos planos
de defecto se puede satisfacer considerando solo los modos 1¥ (por las mismas razones
discutidas en la Sec. 5.1.2 (ver Fig. 5.7). Los modos de defecto contienen solo el modo
1~ para z < 0 (regi6n a), ambos modos 1y 1~ enregiéon b (0 < 0 < z;), y el modo 17"
en la region ¢ (¢ > z1). Solo los vectores e se considerados en la Fig. 5.7 debido a que
para a. = 0 la continuidad de e implica la continuidad de h, ya que ambos son paralelos.
La figura explica claramente la presencia de los dos diferenes modo de defecto y sugiere
que las cantidades :\2, :\dQ, Xd, Xdl, y 5\1 estan ordenadas en forma decreciente (asi, las
correspondientes frecuencias estian en orden creciente).

Las curvas que resultan de tomar el cuadrado de los elementos de la matriz de dis-

persioén S (zf’, 0_) vs. A son grandemente asimétricas. Estas llegan a ser muy simétricas
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Figura 5.7: La rotacién de los vectores e en las regiones a, b del plano del defecto z = 0.
Para a. = 0 las condiciones de continuidad para los vectores e, h se pueden satisfacer
considerando solo los modos 1%. En (a) A = Ay, los vectores e, y e; son paralelos a los
ejes Y, Y Y, pero en la region b también se tiene el vector e, , debido a la presencia del
otro defecto de torsion. Las longitudes de defecto Xdl,;\dg de los dos defectos de torsién
corresponden a e, paralelo y antiparalelo, respectivamente, a e;". Aqui se considera el
segundo caso. En (b) se muestra como la condicién en la frontera e, + e, = e, se puede
satisfacer y sugiere que ésta ocurre después de una rotacion ¢ < /2. Esto implica que
Xdz se encuentra entre 5\2 y la frecuencia de defecto Xd de muestas con solo un defecto de
torsion, ya que A = A4 cuando ¢ = 6 /2.
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solo en el caso particular de # = 7 /2. Este hecho se muestra en la Fig. 5.8, la cual provee
la transmitancia para la componente (1, 1) para diferentes valores de la distancia z; entre
los planos de defecto. La separacion XdQ — :\dl entre los maximos decrece cuando aumenta
1. Se encuentra que para § = 7/2 y a, = 0, esta separacion estd dada aproximadamente

por la simple relacion

S\dg — j\dl = (5\2 - 5\1) exp(—zl/ld) (519)
endonde Iy, = 1/|nq| y n1 = ni(Aa1) = ni(Aa2). El grado de validez de la Ec.
(5.19), mostrada en la Fig. 5.9, no depende esencialmente de los pardmetros del mate-

rial €, €1, oy, i1
Finalmente, se observa que la ecuacién que define la frecuencia del defecto para dos

defectos de torsidn con rotacion opuesta es:

cot?’d = r? —exp (—z1/ (lg)) (7’32, exp (—z1/lq) — 2Im (7’52) exp (mgzl)>) . (5.20)

10° 10°
m=1 m=2 m=3
* 10* 10*
10° 10° 10°
8 1 1.0 98 1 1.0
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©
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10* 10" 10*
10? 10° 10°
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Figura 5.8: Curvas de transmitancia para el elemento (1, 1) como funcién de la longitud
de onda reducida \ / :\m para z; = mlg, en donde [;es la longitud de atenuacion de los
modos 1¥ y m = 1,2,3,4,5,6. Los otros pardmetros son los mismos que los de la Fig.
5.6. Notese que para mejor apreciacion de las curvas, se ha usado escala logaritmica en el

eje y.
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Figura 5.9: Comparacién entre la expresiéon exacta (y;) y aproximada (y.) para
la separacién entre los mdximos wvs. la distancia normalizada z1/lg: y1 =
(7\d2 — Xdl) / (5\2 — 5\1> (estrellas); yo = exp (—=z1/l4) (linea continua). Los pardmet-
ros son los mismos que en la Fig. 5.6. En el limite z; = 0, los méximos se transladan a
los extremos de la banda, esto es, :\dl = :\1 y ng = 5\2, debido a que y; = 1.

5.2.3. Muestra Finitas

A continuacion se discuten las propiedades de dispersion y la polarizacion del campo
interno para muestras finitas con dos defectos de torsion, los cuales dividen la muestra en-
tera en las regiones, a para (—z, < z < 0),bpara (0 < z < z1),y cpara (z; < z < 2.),
en donde z, and z. definen las fronteras de la muestra. Para poder explicar el compor-
tamiento de las curvas de dispersion es necesario hacer hincapié que una onda externa
que incide desde la izquierda genera los modos internos 17, 27" en el primer plano fron-
tera (2 = —z,). Cuando el acoplamiento de impedancias entre el medio externo y la
estructura, es pequefo, ondas polarizadas circularmente practicamente generan solo uno
de tales modos. En estructuras con g, > 0, polarizacién circular derecha (por sus si-
glas en inglés rcp) y polarizacion circular izquierda (por sus siglas en inglés Icp) generan
los modos 11 y 2%, respectivamente. Por otro lado, una onda que incide sobre un plano
del defecto genera todos los modos: dos reflejados y dos transmitidos, debido a que el

acoplamiento de impedancias es muy grande.
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Para poder exhibir el papel principal que juega el tamafio de la muestra, en la Fig. 5.10
se presentan las curvas de transmitancia de dos muestras con los mismos parametros del
material y las mismas frecuencias de defecto, pero con un grosor distinto. La diferencia
mas evidente se refiere al ancho de los maximos y minimos. En la muestra con espesor
mads grande (curvas de la izquierda, z, = z. = 6ly4, 23 = 2[4 donde [; es la longitud de
atenuacién de los modos 1¥) el ancho es pricticamente el mismo que para las curvas que
dan las amplitudes al cuadrado de los elementos de la matriz de dispersion S (zf , O_).
De hecho, cuando z, y z. son mucho mds grandes que [, solo la componente no local-
izada alcanza la frontera de la muestra. Ya que en medios no disipativos, la amplitud de
tal componente es independiente de z, el tiempo de decaimiento y los anchos de linea
permanecen sin cambio. El tiempo de decaimiento comienza a disminuir (y el ancho de
linea a incrementarse) cuando al menos uno de los pardmetros z,, z. es tal que la amplitud
de las componentes localizadas en la frontera de la muestra ya no son despreciablemente
pequeiios. Las curvas superiores muestran que una onda con polarizacion circular derecha,
la cual genera el modo 17, se transmite solo cerca de su frecuencia de defecto. De hecho,
dentro de cualquiera de las tres regiones, el modo 17 reduce drasticamente su intensidad,
pero en la frecuencia de defecto, esta intensidad se incrementa bastante cuando se alcanza
un plano de defecto. Este mecanismo implica que una muestra con cualquier grosor puede
transmitir el modo atenuado 17 si se insertan en la muestra muchos defectos de torsién
a una distancia comparable con [;. Las curvas inferiores muestran que los defectos de

torsién ya no reflejan totalmente los modos 2% para muestras delgadas.

Las principales propiedades del campo electromagnético interno generado por una
onda con polarizacion circular izquierda lcp y flujo de energia unitario en la misma mues-
tra finita de la Fig. 5.10, se muestran en la Fig. 5.11. Las propiedades de polarizacion del
campo se definen mediante los pardmetros de Stokes s1, 9, S3, €sto es, por un punto sobre
la esfera de Poincaré. Aqui se omite la curva representando s; ya que este pardmetro es
muy pequeiio en todo el intervalo z de la muestra. Esto significa que la polarizacién del
campo interno es casi lineal a lo largo de la muestra. El dngulo entre el campo eléctrico e

y el eje x es casi igual a 45° alrededor del primer defecto de torsién (en donde s; es casi
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Figura 5.10: Curvas de transmitancia cerca de la primera frecuencia de defecto para on-
das con polarizacion circular derecha (rcp, curvas superiores) y ondas con polarizacién
circular izquierda (Icp, curvas inferiores) en una muestra de ancho finito dado (curvas del
lado izquierdo) y otra muestra con ancho menor que la primera (curvas del lado derecho).
Los pardmetros del material y el dngulo de torsion son los mismos que en la Fig. 5.6. Las
fronteras de la muestra se encuentran en z = —z, Yy 2 = 21 + 2,, los defectos de torsién
se localizan en z = 0y 2 = 21, donde z; = 2[; en ambas muestras, 2, es 6y y 2[4 en
la primera y segunda muestra, respectivamente. Las propiedades de las curvas (ancho y
altura de los maximos y minimos) se discuten en el texto.
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igual a +1 y s; es pequefio), y casi igual a —45° alrededor del otro defecto (s, ~ —1,
s1 ~ 0). Los vectores e giran por casi 290° en la regién entre los planos de defecto. En
el punto medio de esta region. En el punto medio de esta region, ellos son casi paralelos
al eje = (s; =~ 1) o al eje y (s; ~ —1). Las oscilaciones son debidas a la presencia de
las componentes pequefias de los modos 2%, los cuales interfieren con las componentes
dominantes 1*. La ausencia de esta oscilaciones en la regién ¢ (z > z; = 2l,) indica
que los modos 2% son casi inexistentes en esta region, confirmando el hecho de que la
muestra finita refleja totalmente la onda incidente /cd (la densidad de energia relativa en

la segunda frontera de la muestra es del orden de 0,005).
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Figura 5.11: Propiedades del campo interno generadas por una onda incidente desde la
izquierda con polarizacion circular izquierda y densidad de energia unitaria. El grosor de
la muestra es el mismo que el considerado en la muestra finita de la Fig. 5.10. Las curvas
muestran la parte central de la muestra, la cual incluye los defectos de torsién (en z = 0
y z = 21 = 2l3). Como era de esperarse, las curvas superiores muestran que la densidad
de energia relativa es maxima en los planos del defecto. Las curvas inferiores definen
las propiedades de polarizacion (a través de los parametros de Stokes s; y s3) de los dos
modos de defecto, cuyas longitudes de onda reducidas X son Ag; = 0,9937\,, (lineas
continuas) y A\g2 = 1,0066\,, (lineas punteadas).
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5.3. Multipletes

Generalizando, la ecuacion que proporciona la matriz de transferencia para n( defec-
tos de torsion idénticos y equidistantes en z = nzy, conn = 0,1,2,...,n9 — 1, se puede

escribir como

U =U((no—1)2,07) = Uy [(exp (iNz)) Uy]"™ . (5.21)

Para ny = 2, la Ec. (5.21) es idéntica a la Ec. (5.16). Las amplitudes al cuadrado de
los elementos (1,1) y (2,2) de la matriz de dispersion se muestran en la Fig. 5.12 para
N = 3,0 = 7/2y z = 3l,. La figura despliega tres diferentes defectos de torsion
con sus respectivas frecuencias de defecto :\dl, ng, ng, donde /N\dg es aproximadamente
igual al valor promedio de Xdl, ng. En las frecuencias de defecto, la estructura refleja
totalmente el modo 2. Esto permite definir las frecuencias de defecto haciendo igual a cero
el elemento (1, 1) de la matriz U . En el caso particular a. = 0, los defectos de torsién
contienen solo los modos localizados 1% para cualquier valor de n y las frecuencias de
defecto se pueden encontrar usando simplemente matrices de 2 x 2 (ver Apéndice A).
Esta es la expresion que provee la frecuencia de defecto para cada uno de los defectos de

torsion:

M = (cot 0 —r1) (exp (—2z1/la) + exp (—4z1/la) + exp (—621/1a))

3
+2ry exp (—621/14) . (5.22)

Para cualquier valor de X dentro de la banda prohibida, la Ec. (5.22) brinda tres valores
diferentes para un dngulo de torsién 6, en el intervalo [0, 7]. Este hecho justifica que para
cualquier valor de 6 dado, la Ec. (5.22) admita tres valores diferentes para )\ dentro de la
banda prohibida.

Las curvas de transmitancia para ny = 5 se muestran en la Fig. 5.13, en donde los
cinco defectos de torsion tienen amplitudes y anchos diferentes atin para el caso particu-

larmente simétrico § = /2.
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Figura 5.12: Transmitancia de una muestra incluyendo no = 3 defectos de torsion identi-
dos y separados equidistantemente vs. la longitud de onda reducida A/ para el modo 1
(curva superior) y 2 (curva inferior) § = 7/2, z; = 3l,. Los valores de los otros paramet-
ros son los mismos que los de la Fig. 5.6. Aqui transmitancia no se refiere a la razon entre
el flujo de energia de las ondas transmitida e incidente, las cuales para el modo 1 es cero,
sino al cociente de sus densidades de energia.
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Figura 5.13: Lo mismo que en la Fig. 5.12 pero para ny = 5 defectos de torsion idénticos
y equidistantes.
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Capitulo 6

()ptica no lineal de sistemas quirales

Hasta ahora se han presentado algunos de los resultados més importantes obtenidos
sobre el estudio de los medios con simetria helicoidal en el régimen donde la energia
electromagnética del haz incidente es lo suficientemente pequefia como para mantener
la configuracion original de la muestra. Sin embargo, cuando la onda electromagnética
que se propaga en el medio es generada por un laser de potencia moderada, o bien la
onda se encuentra en las proximidades del plano de un defecto de torsién,' la energia
electromagnética e, es comparable con la energia eldstica del medio y por lo tanto su
contribucién no debe despreciarse si se quiere describir de una manera apropiada el mod-
elo. Como se dijo anteriormente, las ecuaciones de onda obtenidas en este caso son no
lineales y permiten describir fendmenos dpticos no lineales.

En este capitulo se estudia la 6ptica no lineal de un CLC en el régimen de la dinamica
débilmente no lineal [22, 23], es decir, s6lo se consideran los términos de orden no lineal
mads bajo en las ecuaciones resultantes del acoplamiento entre el campo electromagnético
y el CLC.

El objetivo de este capitulo es deducir la ecuacion no lineal que gobierna la estructura
de un paquete de ondas Optico espacial que se propaga axialmente en una muestra de CLC
cuya disipacion de energia es despreciable.

Desarrollos semejantes al presentado a continuacion se han aplicado en diversos mod-

elos para obtener la ecuacion de la envolvente de dicho paquete de ondas [24, 25, 26]

'Recuérdese que, como se vié en el capitulo anterior, en la proximidad del plano del defecto la densidad
de energia electromagnética es alta
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y muchos de los resultados obtenidos llevan al mismo tipo de soluciones: los solitones.
Los solitones son un resultado del balance entre la no linealidad y la dispersion del medio
que ocasiona que las componentes de diferentes vectores de onda del paquete se separen
debido a su distinta velocidad y tiendan a esparcirse. Asi, este equilibrio da lugar a una
estructura robusta que avanza en el espacio sin distorsionarse. Este capitulo también se

abocara a analizar posibles soluciones de este tipo.>

6.1. Energia libre de Helmoltz

En la presente seccion se deducird una expresion para la densidad de energia libre de
Helmholtz, la cual toma en cuenta el acoplamiento débilmente no lineal de la muestra con
el CLC.

Considerérese una muestra de CLC de grosor L cuyo eje de simetria es perpendicular

a las caras de la muestra como se puede ver en la Fig. 6.1.

E:

0 g Sample

Figura 6.1: Un haz laser de longitud de onda central A se propaga en una muestra de ma-
terial colestérico de ancho L y periodo espacial p. Aqui se cosidera una haz propagandose
en la direccion axial.

Se restringe nuevamente el campo director al plano xy, cuya configuracion viene da-
da por la relacién (3.54). Si un haz laser se propaga en la muestra con campos electro-

magnéticos e = (e,, e,,0) y h = (hy, hy,0) dependientes de las coordenadas espaciales

2El material original presentado en este capitulo se publicé en la ref. [29].
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x,v, z,> la densidad de energia libre del sistema acoplado F se obtiene agregando a la
expresion (2.18) el término correspondiente a la contribucion electromagnética dada por

(3.53), esto es
1
Fo = Fd—Q—/Re{e~d*+b-h*}dV
C
1
- 5/[K1(V~ﬁ)2+[(2(ﬁ-vxﬁ+q)2+Kg(ﬁxVxﬁ)2

1 2 ~ 2 1 2 ~ 2
— o-co (e lef 4 culivel®) = oopio (1 | B + jra0%) | V.

(6.1)

en donde se han usado las ecuaciones constitutivas (3.38) y (3.39).

Es bien sabido que las fluctuaciones térmicas en 7 inducen dispersion del campo 6pti-
co. Para reducir este efecto, mediante la disminucién de la longitud de correlacién en 7,
es conveniente aplicar un campo eléctrico adicional de baja frecuencia perpendicular al
eje de la hélice. La intensidad de este campo adicional debe ser mucho mas pequefia que
el valor critico para distorsionar completamente una muestra colestérica, es decir, en el
limite cuando p — oo (ver Sec. 1.2.1). Aqui, no se considera el efecto del campo extra
agregando su correspondiente contribucion a la energia libre, sino que solamente se reem-
plaza el periodo p de la muestra por el correspondiente a una muestra distorsionada por
este campo. Es interesante mencionar que si el sistema es un sélido helicoidal preparado
artificialmente [15], o bien es un colestérico elastémero, dichas fluctuaciones térmicas no
existen [77].

La presencia de campos Opticos suficientemente fuertes, modifica la estructura en
equilibrio. La nueva configuracién se obtiene minimizando la energia libre total F' da-

da por Ec. (6.1) con la Ec. de equilibrio (2.9), ésto proporciona

o6 _ 1[0 %
3C2 o q2 \ 0z2 8y2
2
+%5a ((I2al? — 18,7 sen26 — (2, + &;2,) cos 26)

he

+ 2o ((
g Ha

3Aqui se omite la parte arménica temporal en el entendido de que siempre se supondré la forma dada
por las expresiones (3.8).

S i) sen26 - (hy + Byl cos20) (62
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en donde se ha usado la aproximacion de constantes eldsticas iguales K = Ky = K3 =

Ky se escribieron los campos en términos de las variables adimensionales

e = E, d= —d !
€o €0€o

~ h ~ b

h = —, b= (6.3)
€0 Ha€o

con ey = ZO_I/QEO, Fy la amplitud del haz incidente. { = qoz y 0 = €3/ (2cKq3) es un
parametro adimensional el cual es igual a la razén entre la densidad de energia del campo
electromagnético y la densidad de energia elastica del colestérico, es decir, es una medida
del acoplamiento entre el campo 6ptico y el colestérico.* Nuevamente, para simplificar
notacion, se dejardn las variables originales de los campos e, d, h,b para indicar que los
campos son adimensionales, en vez de la notacion e, Jﬁg

Como ya se dijo arriba, el presente andlisis se restringe a considerar solo el limite
débilmente no lineal (el cual describe un medio de Kerr [3]). Esto implica que o << 1,
cuya cantidad requiere una densidad de energia 6ptica mucho més pequefia que la densi-
dad de energia eléstica. De tal modo que se puede resolver la Ec. (6.2) por aproximaciones

sucesivas en o2. Esto se puede llevar a cabo suponiendo que
0(¢) =09 (¢) + %0 (¢) + a*0® () + ... (6.4)

donde la aproximacién a orden cero 8®) (¢) = ( se corrige por los 6rdenes sucesivos
o260 (), 0*0® (¢),... Nétese por un lado que al resolver iterativamente la Ec.(6.5),
con 6 una funcién dependiente de (, se encuentran correcciones: o), 0(2), ..., las
cuales tienen la misma dependencia. Entonces, al suponer distorsiones configuracionales
pequeias, se logra mantener la estructura estratificada. Por el otro lado, si ¢ < 11a pres-
encia de las potencias de o implica que la contribucién de los términos de mas alto orden

son mds pequefios que el término dominante. Asi, en el régimen débilmente no lineal, se

deben retener términos de la Ec. (6.4) hasta primer orden en ¢. Una interaccién entre el

“Es importante hacer hincapié que al tomar ambas componentes transversales del campo electro-
magnético distintas de cero, se estd excluyendo ticitamente el caso en el cual el campo es perpendicular al
vector director y evitando a la vez una posible transicién configuracional de primer orden (ver Sec. 1.2.1).
De este modo, no solo se esta evitando la presencia de un campo umbral sino que también se estd impidiendo
una probable bi-estabilidad reorientacional.
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campo Optico y la reorientacion en el cristal liquido mas fuerte que el régimen débilmente
no lineal, da origen a diferentes jerarquias de ecuaciones diferenciales parciales de més
alto orden. Tal sistema ha sido previamente estudiado para una fibra nematica [78]. En
ese caso, el andlisis permiti6 a los autores deducir una ecuacién modificada compleja de
Korteweg-de Vries cuyas soluciones son solitones doblemente embebidos que describen
pulsos ultrardpidos.

Al insertar esta expresion en Ec.(6.2), se encuentra la siguiente ecuacién diferencial

que satisface 6V (¢)

a*0W (¢) 1 2 2 ; \
—a7 = 5% ((]ez\ — ey )senZC — (ele, + eyex)cos%)

1 * *
+5Ha <(|hm|2 — |hy|2) sen2¢ — (hyhy + hyh,) cos 2() . (6.5)

lo cual conduce a

1
o) €) = —gga (<|€x|2 — |€y|2) sen2¢ — (ere, + eZeI) coS 2()
1 * ES
<o ((|hal® = hy[*) sen2¢ — (hihy, + hihe) cos 2)
+B( + C, (6.6)

donde By C son constantes de integracion.

Aqui se supone que la muestra satisface condiciones a la frontera de anclaje fuerte
en ambas caras dadas por 0 (z =0) = 0 (z = L) = 0. Esto puede ser vilido solo si la
muestra de ancho finito, contiene un nimero entero m de periodos espaciales, tal que
qL = 2mm. Entonces B = 0y C estd completamente determinada, de tal modo que la

solucion de la Ec. (6.2) hasta primer orden en o se puede escribir como

0(z) ~ 09 (2)+02%0W (2)

= gz + alzf(z) (6.7)

f(z) = e, ((|ey|2 - ]ex|2) sen2qz + (e;ey + 6;%) (cos2qz — 1))

+la ((|hx\2 - |hy\2) sen2qz + (h;hy + h;hz) (cos2qz — 1)) . (6.8)
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z e / e . M z
Nétese que el pardmetro o2 estd directamente relacionado con el pardmetro de
acoplamiento o2; en lo que sigue, se tomara el primero como como el pardmetro de de-
. . ., e, , . . ’
sarrollo y para simplificar notacién, se omitira el indice superior en o. Entonces, la Ec.
(6.7) proporciona la configuracion del colestérico distorsionado por los campos dados. Es

conveniente expresar f(z) como la forma bilineal

f(z) = (62; ;. e, h;‘,) M - (eghgseyhy) (6.9)
donde
—eq8en2qz 0 £q(cos2qz — 1) 0
M= 0 — [t Sen2qz 0 fa(cos2qz — 1)
| ea(cos2qz — 1) 0 £q45€N2q 2 0 ’
0 fa(cos2qz — 1) 0 [eSen2qz
(6.10)

Aqui nuevamente el indice superior 7" indica la transpuesta del vector o matriz involucra-
do.
En la siguiente seccion se deduce la ecuacion de amplitud que gobierna la propagacion

de un paquete de ondas estrecho.

6.2. Ecuacion de Amplitud

La interaccion entre el campo Optico y el colestérico para propagacion axial, esta gob-
ernada por las Ecs.(6.2) y (3.30).° Sin embargo, como se mencioné arriba, el presente
andlisis se restringe a considerar solo el régimen débilmente no lineal. Para tal fin, se
sustituye #(z) dada por Ec. (6.7) en Ecs. (3.30) y se desarrolla el resultado en series de

Taylor hasta primer orden en 2. Esto permite escribir la matriz L en la forma
L =4 — D' Df, (6.11)

donde
Yo & Yy + 07 f(2) M. (6.12)

SRecuérdese que en un CLC, los tensores X y 7] son iguales a cero, al igual que I';. Para campos que
dependen también de las coordenadas espaciales transversales, la cantidad D; = 0 es distinta de cero.
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77, se puede expresar, como era de esperarse, en términos de la matriz de rotacién U, la

cual relaciona esta matriz con la diagonal ¢ (ver Sec. 3.2.1). Esto es
Y =UvaU™", (6.13)

con U y v& dadas por las relaciones (3.48) y (3.49), respectivamente. Finalmente, M se

expresa como

—E,8€en2qz 0 €4 COS2q2 0
_ 0 —lgSen2qz 0 [ha COS 2q2
M,y = €4C082q% 0 £q.5€Nn2q2 0 ’ 6.14)
0 ha COS 2q2 0 [aSeN2qz

Aqui se ha aprovechado el hecho de que para propagacion axial, los elementos de ! per-
manecen constantes, de tal forma que la dinica dependencia con n o 6(z) de la Ec.(3.30),
radica en los elementos de la matriz 4, en la cual se ha insertado Ec. (6.7). Bajo la

aproximacién débilmente no lineal, la Ec. (3.30) toma la forma
ikoJ10.0 + ki (UygU—l + o? f(z)Ml) Y — kiDyy Dl = 0. (6.15)

Al igual que en la Sec. 3.2.1, es util expresar esta ecuacion en un sistema de coordenadas
los cuales giran con la hélice de la muestra colestérica y en donde J es diagonal. Para
ésto, se introduce la variable dada por la relacién ( 3.46), junto con la transformacion
andloga a la relacion (3.47) para cada una de las matrices involucradas en la Ec. (6.15).
Después de efectuar las derivadas y haciendo algunas simplificaciones, la Ec. (6.15) se

puede escribir como

0 = ikoJs0.0 +ikody - (U - 0,000 + k2yiap + kio? f(2) (U‘lMlU) 0
—kg (U™ Dy DU ) . (6.16)

z

en donde se usé la siguiente identidad para una rotacion
U LU = Jy. (6.17)

Noétese que los dltimos dos términos de la Ec. ( 6.16) incluyen la no linealidad y la de-

pendencia transversal de la amplitud 1, respectivamente. Asi, si se desprecian estos dos
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términos, la Ec. (6.16) se restringe a describir la propagacién axial lineal.® Es necesario
recordar que la dindmica para el régimen de propagacion lineal estd gobernada por la Ec.
(3.51) y cuya solucion analitica se obtuvo en la Sec. 4.2 resolviéndola como una ecuacion
de valores propios. Los correspondientes vectores propios son ondas planas que tienen
dos diferentes ndmeros de onda kyn; (i = 1,2) y dos direcciones £.” Como se discuti6 en
la misma seccidn, existe una regién de longitudes de onda A para la cual dos de estos
modos representan ondas evanescentes. Esta region estd comprendida entre los valores
AL =DyEANY A2 = pyELRTL.

Si se toma en cuenta que 7' o, dada por la Ec. (4.47), es la matriz cuyas columnas son
estos vectores propios, entonces se puede escribir la solucidon general para propagacion
axial lineal como

Giin =T - a- AT, (6.18)
donde AT es un vector columna dependiente de las coordenadas cuyas componentes son®
A(X,Y,2) = (Af, A7, AS A7 ). (6.19)

La amplitud adimensional A7, la cual representa la envolvente de un paquete de on-
das estrecho de ancho k = (k — ko) /ko << 1, con ky el vector de onda central (Ver. Fig.
6.2), es una funcidn que varia lentamente con sus argumentos X = kx,) = Ky, Z = Kz.
Aqui k es un parametro pequefio que mide la dispersion estadistica de la distribucion del
paquete de ondas en el espacio de Fourier. En este sentido, el paquete de ondas est4 forma-
do por una superposicion de ondas planas cuyos vectores propios no estan necesariamente
alineados con el eje z sino limitados a un cono estrecho cuyo eje es paralelo al mismo eje
z (Ver. Fig. 6.3). Alternativamente, este paquete de ondas podria también describir un haz
incidente que muestra fluctuaciones isotropicas en el plano perpendicular a la direccion

de propagacion, siempre que estas fluctuaciones tengan una dispersion estadistica «.

®En efecto, es inmediato demostrar que la suma de los tres primeros términos de la Ec. (6.16) e igualados
a cero, conducen a la misma Ec. (3.50)

"Nétese que hay un factor kg extra en los niimeros de onda kyn; con respecto a los mostrados en la Ec.
(4.43), debido a que la Ec. (6.16) no tiene la coordenada longitudinal z normalizada, como en la caso de la
Ec. (4.38)

8Es necesario sefialar que, a diferencia de la eleccién hecha en el Cap. 5, ahora el orden en el cual se
escogen las componentes del cuadrivector A son: (A, A7, Af, A5 ), de tal modo que la matriz métrica
G, que debe usarse viene dada por la expresion (4.55).
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AN <<1

AL

>
o A

Figura 6.2: Paquete de ondas en el espacio de Fourier. El paquete tiene ancho A\ << 1
y estd centrado alrededor de la longitud de onda \,.

Intencionalmente se selecciona la siguiente condicion de acoplamiento x = ¢ debido
a que se ha mostrado que hasta orden O(c?) esta eleccion, en medios con no linealidad
de 3°" orden, conduce a la ecuacion de Schrodinger no lineal estandar (SNL)[22, 80].
Debe sefialarse que debido a esta condicion de acoplamiento, una vez que ha sido fijada

la dispersion espectral del paquete, x debe tomar el mismo valor.

X

Figura 6.3: Representacion esquemadtica de un paquete de ondas el cual estd formado
por una superposicion de ondas planas cuyos vectores propios no estan necesariamente
alineados con el eje z sino limitados a un cono estrecho cuyo eje es paralelo al mismo
eje z. Aqui Ak representa el ancho del paquete de ondas y &, es el vector de onda central
paralelo al eje 2

Es importante notar que este modelo puede ser generalizado tomando estos dos
parametros de desarrollo pequefos relacionados por la expresion x = ¢“, con a un
nimero positivo. De esta manera a = 1/2 representa un paquete de ondas mds ancho
y a = 2 un paquete de ondas mds estrecho, pero solo a = 1 permite obtener la SNL

para un medio tipo Kerr [78]. Notese que la presencia de potencias de mas alto orden en

95



CAPITULO 6. OPTICA NO LINEAL DE SISTEMAS QUIRALES
6.2. ECUACION DE AMPLITUD

o implica que estas contribuciones son mas pequefias que el término dominante, el cual

describe un paquete de ondas estrecho de amplitud pequeia. Asi, se propone la solucion
=T a- AT, (6.20)

la cual representa la superposicion de cuatro paquetes de onda estrechos cuyos vectores de
onda centrales son los vectores propios lineales 7" - «. En consecuencia, cada componente
de AT es la envolvente de cada paquete de onda asociado con cada modo propio lineal.
Para simplificar la notacién, en lo que sigue, se mantendran las coordenadas originales de
A.

Nuevamente, se ha usado al indice superior & para representar la propagacion a la
derecha y a la izquierda de la muestra y los indices inferiores 1, 2 para distinguir entre los
modos que estan dentro o fuera de la region de frecuencias prohibidas, respectivamente.

La sustitucion de Ec.(6.20) en (6.16) permite escribir
ikoN - 0,B+kiN-R-B+kiM;- B —kio’f(2)Mnr - B =0, (6.21)

donde B=a-A, f(z) =BT -M-B,My, =T -U'- M, -U-T,M;=T"-U"".
Dy -yt DtT -U -T'y R;; es la matriz diagonal cuyos elementos rft con (¢ = 1, 2) son los

valores propios de 7', es decir,

nf 0 0 0 inf 0 0 0
ng 0 0 0 m; 0 0

0 0 ny 0 [’ 0 0 ny O 6.22)
0 0 0 ny 0 0 0 ny

en las regiones fuera y dentro de la banda prohibida, respectivamente. Al escribir Ec.(6.21)
se ha tomado en cuenta consistentemente que 7' - « satisface la ecuacién de propagacién

lineal comentada anteriormente
ikoJ40, (T - @) + ik (U0 UNT - o) + k34E(T - o) = 0, (6.23)
ademas de la siguiente relacion de ortogonalidad

TTJ,T =T'GsT = G, = N, (6.24)
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la cual ha sido explicada en la Sec. 4.2.2 y que representa el promedio temporal de la
componente z del vector de Poynting asociado con cada uno de los vectores propios lin-
eales. Si estos vectores se eligen en el orden A7, A7, A3, A5, la matriz N toma la forma
dada por las relaciones (4.55), en las regiones fuera y dentro de la banda prohibida.

La Ec. (6.21), gobierna la interaccion no lineal entre cuatro paquetes de onda cuyos
vectores de onda central las cuatro ondas propias lineales en un cristal liquido colestérico.
Notese que la Ec. (6.21) esta escrita en términos de las matrices de 4 x 4, Myp y M;
definidos en los Apéndices B y C para las regiones fuera y dentro de la banda prohibi-
da, respectivamente, que caracteriza el autoenfocamiento o no linealidad y la difraccién
del paquete de ondas vectorial. En la siguiente seccion se formulard una representacion

Lagrangiana para obtener las cantidades conservadas de este paquete de ondas vectorial.

6.3. Cantidades Conservadas

Se sabe que la ecuacion de SNL satisface una jerarquia infinita de cantidades con-
servadas [82]. En esta seccion, para la ecuacion de amplitud vectorial obtenida, se de-
mostrard que el andlogo a las dos primeras constantes conservadas de esta jerarquia son
satisfechas para modos que se encuentran fuera de la regién prohibida; y que se cumple

la primera cantidad para modos que se encuentran dentro.

6.3.1. Fuera de la banda de reflexion

Primero considérese longitudes de onda A fuera de la regién prohibida. Para este fin,
se usa la Ec. (6.21) con la primera expresion para R y N dadas por (4.41) y (4.55),
respectivamente. Se multiplica Ec. (6.21) por BT*, esto es, el transpuesto conjugado de
B. A'la ecuacion resultante le tomamos el hermitiano T, es decir, el transpuesto conjugado

del vector o matriz involucrados y se suman ambas ecuaciones para obtener
ikoB™ - N -0.B +ikyB-N-0.B™ + B . k}M, - B— B-k}M}™ - B™ = 0. (6.25)

donde se ha empleado el hecho de que My, = MLi y f*(2) = f(2) ya que M es

también una matriz Hermitiana. La integracion de la Ec.(6.25) sobre el todo el dominio
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de la coordenadas transversales x y y lleva a
(d/d2) / / BT . N - Bdady = 0 (6.26)

lo cual se basa en el hecho de que M, es también Hermitiana. Esto se puede mostrar facil-
mente notando que M, se puede escribir como M; = M0, + M0y, + M130,, donde

My (k = 1,2,3) son matrices hermitianas tales que los conmutadores [0;;, Mrx] = 0

ijs
(i, = x,y) son iguales a cero. Es importante resaltar que la Ec. (6.26) establece la con-
servacion de la energia a lo largo de la direccién z como se puede ver recordando que el
paquete de ondas vectorial B se normaliz6 al correspondiente vector de Poynting, tal que
el signo de N, proporciona la direccion de propagacion.

Para encontrar la segunda constante de integracion, se reescribe la Ec. (6.25) en la

siguiente forma

1 1
0 = 0.(B™-N-B)+0, |B™ (M0, + 5MLgay)B — B (Mp,0, + §ML38y)BT*

1 1
+0, | BT - (M50, + §ML38I)B — B (M0, + 5MLgagc)BT* . (6.27)

Después, integrando sobre todo el dominio transversal y usando Ec.(6.26), se encuentra

que el vector de densidad de corriente J debe tener divergencia nula

J = /_O; /_o; [BT* (M0, + %MLgay)B — B (M0, + %MLgay)BT*,
B™ - (M0, + %MLgax)B — B - (M0, + %ML;J,&E)BT* dzdy. (6.28)
Esto es, esta corriente se conserva después de atravesar la muestra de CLC.

Se pueden encontrar constantes de integracion adicionales calculando una densidad
Lagrangiana £ para el sistema sistema, ya que de aqui se pueden obtener cantidades con-
servadas usando las simetrias del sistema y el teorema de Noether [83]. Se puede obtener
una densidad Lagrangiana para la Ec.(6.21) si se aproxima la configuracién del colestérico
dada por Ec.(6.8), la cual satisface estrictamente las condiciones a la frontera de anclaje
fuerte. Esto significa, que si se desprecian los términos provenientes de la constante de
integracion C, las condiciones mencionadas ya no son satisfechas exactamente, pero si de

una forma aproximada que es consistente aun con el hecho de que se esta estudiando el
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limite débilmente no lineal. Ademas, si se considera una muestra colestérica conteniendo
un gran numero de periodos espaciales p, (~ 50) el efecto de esta aproximacion sobre
las condiciones a la frontera es casi despreciable. La dltima aproximacion permite reem-
plazar M por M; dadas por Ecs.(6.10) y (6.14), respectivamente. Entonces f(z) puede

ser ahora expresado en el sistema de coordenadas en rotaciéon como
f(z) = BT (T'U'M,UT) B = B My, B. (6.29)

Para encontrar la densidad lagrangiana de la Ec.(6.21) se debe observar por un lado que
los coeficientes de los dos primeros términos son matrices constantes, mientras que los
coeficientes del tercero (término de difraccién) dependen solo de z. Esto permite obten-
erlos tomando la derivada variacional de una densidad Lagrangiana muy similar a la de
la ecuacién de SNL. Por el otro lado, el término no lineal de la misma ecuacién puede
obtenerse calculando la derivada O( f(z))?/0 B . Por lo tanto, la correspondiente densidad

Lagrangiana L, es
1 1 /
Lo = Fiko(B*-N-B.—B-N-B.)+kB-N-R-B"~ 0"k} f*(2)

1 1
—k§(B%, - Mp1 - By + B3 M2B,, + §B;ML33J + §Bj;MLgB,y),

(6.30)

donde se usé la notacién g—i =B,k =1,2,3yelhechoque M; = M0, +Mp20,,+
MLg amy.
De acuerdo al teorema de Noether, si dL,./dz®* = 0, las constantes de movimiento

estan dadas por

OLac
0B o

Para el sistema considerado aqui dL,./dx = dL,./dy = 0 tal que las siguientes compo-

T =

Big — LacOap- (6.31)

nentes de 7%? se conservan:

Eac

xT

1 1
R —/{;gB:; . (MLlB@ —+ 5 L?;B7 kg (B;MLl + EBZ/ML‘g)

y) o B
TV = —kgB:; : (MmB,y + %ML:%B@) — k3 (BZMW + %BZML?’) By = Lac

y> B

99

1 1
™ = —kgBj‘y . (MLIB,x + EMLBB, ko (BZ:MM + §BZML3> By




CAPITULO 6. OPTICA NO LINEAL DE SISTEMAS QUIRALES
6.4. ALGUNAS SOLUCIONES PARTICULARES

1 1
T = —kgBj;; . <MLQB,y + EML:%B,QU) - kg (BZ/MLQ + §B;ML3> ' B
(6.32)
Después de restar las componentes 7" y T%Y, se llega a
1 1
R - _kgB; (MLlB,x 4+ EMLBB,y> — kg (B:;MLl -+ §B:;ML3) B,x

1 1
+k§BZ (MLQB,y + §ML?,B,$> + k3 (BZMLZ + §BZML3> B,.

(6.33)

Debido a su simplicidad, més adelante se usara esta ultima constante de movimiento para

verificar la consistencia de los calculos numéricos realizados.

6.3.2. Dentro de la banda de reflexion

Si ahora se consideran longitudes de onda dentro de la region prohibida, se debe notar
que las diferencias sustanciales con el caso anterior se presentan en las matrices de valores
propios Ry de normalizaciéon N dadas por (4.41) y (4.55), respectivamente. La primera
matriz ya no es hermitiana. Nuevamente, realizando el mismo andlisis mostrado arriba
sobre la Ec.(6.21), se encuentran expresiones idénticas a las dadas por Ec.(6.21) para
la primera cantidad conservada, Ec. (6.30) para la densidad Lagrangiana y expresiones
(6.32) y (6.33) para las cantidades conservadas obtenidas usando el teorema de Noether.
Estos resultados son una consecuencia del hecho de que las matrices N, (N - R), M,
My, son hermitianas y f*(z) = f(z), ya que M también es hermitiana. Ademads, nitese
que por si misma la matriz R no es hermitiana, pero el producto V- R si lo es, lo cual nos
permite obtener al menos la primera cantidad conservada que expresa la conservacion de

la energia a lo largo de la direccion de propagacion.

6.4. Algunas Soluciones Particulares

6.4.1. Analisis Fuera de la Banda de Reflexion

Algunas caracteristicas interesantes de la interaccién no lineal gobernada por Ec.

(6.21) proviene de la forma explicita de My, la cual tiene estructura matricial en bloques
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de 2 x 2 con dos bloques diagonales iguales a cero. Una consecuencia de esta estructura
es que un paquete de ondas centrado alrededor de un unico modo propio lineal no pre-
senta autoenfocamiento, esto es, un paquete de ondas puro que incide sobre la muestra
se dispersa conforme avanza en la direccion de propagacion paralela al eje de la hélice.
Lo mismo ocurre cuando el paquete de ondas se forma ya sea por la superposicién de los
modos Bi" y By o por By y By, con lo cual combinamos modos viajeros a la derecha
y a la izquierda. Entonces, el término no lineal de Ec. (6.21) es distinto de cero, cuando
se mezclan modos que se propagan en la misma direccion o cuando ellos tienen difer-
entes numeros de onda. Propiedades adicionales de esta interaccion no lineal pueden ser

analizadas desarrollando explicitamente f(z), esto es

f(z) = i{mi(BfBf* = B{"By) +mi(B; By” — B{"By)
+ma(By B — B{"Bf ) + ma(B{ B;" — B{"By)} . (634)

Esta expresion muestra que f(z) es cero aun cuando se suponga la presencia de los cuatro
paquetes de onda, a menos que exista un acoplamiento de fase entre dos de los paquetes
de onda. Esta expresion también muestra que otra solucion sin autoenfocamiento de la
Ec. (6.21) se obtiene si se toma la misma amplitud para todos los paquetes de onda B;” =
Bf = By = B y el acoplamiento de fase entre los paquetes de onda que se propagan a
la derecha By B * — Bi*B; igual a menos los paquetes que se propagan a la izquierda
—(Br B;* — By "By).

Ahora, como un ejemplo simple de una solucién con autoenfocamiento, se restringe
el presente andlisis a considerar solo dos modos propios By = exp(iaz) By teniendo un
acoplamiento de fase a: si adicionalmente se toman amplitudes que solo dependen de una

coordenada transvesal, se llega a que

ko0, Bf +k2(ni +nf —a/ko) Bf +k2n(2)0,.Bf —4kim2o®sen®(az) \Bff B =0,
(6.35)
donde

1
n(z) = ™ ((CQQT% + c1a75 + 2¢59m1 7 cos(ozz)) cos?(qz)
2
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+ (0217”% + c1175 + 2e517172 cos(az)) sen”(qz)

+essrirasen(az)sen(2qz)) . (6.36)

Entonces, recordando que Bi" = Af exp(ikoniz) e introduciendo la variable G =
AT exp (—““70(71; —af ko)z) se encuentra la siguiente ecuacion de Schrodinger no lin-

eal cuyos coeficientes dependen de la posicién’

k
i@G+~§M@&wG—2hm@ﬂw¥@mHGFG:O. (6.37)

La Ec. (6.37) puede ser reescrita en términos de variables adimensionales como

1 ! !
MLG+§DQM%¢G—7@HGFG:O (6.38)
s=2 J=Z (6.39)
o 20

/ ’ L .
donde x = x/x¢, 2 = z/z9. Aqui o y 2o son escalas espaciales dadas por

1 1
2kimio?’ = 2kom3o?

(6.40)

2
)

D(z) = kin(z), qz — 27 (%) 2, az— az?, (6.41)

!/

v(2') = sen?(azpz)

y el ancho de la muestra es ahora L' = L/z,. Es interesante mencionar que en el caso
de la ecuacion de SNL estdndar z, representa el ancho de la estructura Optica en la cual
el autoenfocamiento y la difraccion espacial se balancean una con otra. Sin embargo, en
el presente caso existe una dependencia espacial longitudinal en los coeficientes de la
ecuacion, lo cual hace que el ancho de la estructura, oscile con una escala espacial z.
Nuevamente, para simplificar la notacion, en lo que sigue se omite el indice superior ’

en la Ec. (6.38).

9Es necesario recordar que, debido a las definiciones hechas en (6.3), la amplitud G en la Ec. (6.37) es
adimensional con normalizacion e.
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6.4.2. Analisis Dentro de la Banda de Reflexion

Recuérdese que los modos By y B; en este caso son evanescentes y los modos los
modos B; y B, son propagantes.

Por un lado, nuevamente la forma estructural por bloques de My, muestra que un
paquete de ondas centrado alrededor de un tnico modo propio lineal no presenta au-
toenfocamiento de tal forma que un paquete de ondas puro que incide sobre la muestra
se dispersa conforme avanza en la direccion de propagacion paralela al eje de la hélice.

Abhora calculando explicitamente f(z)
f(z) = i{mi(ByBy"+ By B;") —mi (B/"Bf + B"B; )}
t+i{mj (By Bf" + By By*) —ma (B"Bf + B{"B; )},  (642)

se muestra que f(z) también es cero ain cuando se tenga la presencia de los cuatro pa-
quetes de onda. Si por ejemplo, se supone la misma amplitud para todos los paquetes de
onda y considerando la forma de m, y mo, definidos en el apéndice C, se puede ver di-
rectamente que f(z) es cero, a menos que exista un acoplamiento de fase entre dos de los
paquetes. Particularmente f(z) es también cero cuando el paquete de ondas esta formado
ya sea por la superposicién de solo los modos B; y B; estacionarios o por los modos
By y By propagantes.

Como un ejemplo de una solucion que presenta el fenomeno de autoenfocamiento, se
restringe la solucion considerada a solo dos modos propios By = exp(iaz)Bi tenien-
do un acoplamiento de fase a: si solo se considera la dependencia en una coordenada

transversal, se llega a que
iko0.BY + k(5 — afko) Bf + ()0, B +Ko®¢(2) |BH Bf =0, (6.43)
donde
n(z) = co ((cggrf + c1275 + (Cso + Chy) TiTp cOs(a2) + i (csn — Cihy) rlrgsen(ozz)) cos?(qz)
+ (cglrf + ety + (csg + Cy) Timo cos(az) + i (csa — Ciy) T1TQSQH<OCZ)) sen”(qz)

— ((c53 + ci5) cos(az) + i (53 — i) sen(az)) riro cos(gz)sen(gz)) .

(6.44)
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£(2) = ((my —m}) cos(az) +i (my +m])sen(az))”. (6.45)

y co = k2/ (harirs).

Asi, recordando que dentro de la banda de reflexiéon ni — =ing, B =
A exp(—kgn,2) e introduciendo la variable G = A exp (—z'k:o(ngr —a/ko)z — k0n1z>
se encuentra la siguiente ecuacion de Schrodinger no lineal con coeficientes dependientes

de la coordenada longitudinal
iko0-G + 1(2)05.0G + k30 (2) exp (iko (nf — a/ko) ) IGI* G =0, (6.46)

la cual incluye un factor de amortiguamiento en el término no lineal. Esto es consistente
con el hecho de que se expres6 el modo propagante B en términos del modo evanescente
Bi" y por lo tanto la ecuacién describe la dindmica de un paquete de ondas cuya amplitud
decae conforme se propaga. La forma de £(z) muestra que el término no lineal es un
término de autodesenfocamiento.

Por otro lado, si se consideran solo dos modos propios de propagacién pero ahora en
términos de un modo propagante de tal forma que B; = exp(iaz)B3, con las mismas

condiciones mencionadas arriba y recordando que By = AJ exp(ikong z) se llega a
ikoD.AS + ()0, A + K2€(2) |AS| AS =0, (6.47)

la cual es una ecuacion de SNL con coeficientes dependientes de la posicién y con au-

todesenfocamiento, en donde los coeficientes 7)(z) y £(z) son los definidos previamente.

6.4.3. Meétodo de Solucion Numérico

En lo que resta del presente capitulo se limitaréd a analizar en detalle solo la ecuacién
de SNL escalar obtenida en el caso cuando se escogen longitudes de onda fuera de la
banda de reflexion y la cual estd dada por la Ec. (6.38). Sin embargo, es necesario sefialar
que el tratamiento presentado a continuacion puede emplearse para analizar el caso en

que la longitud de onda se encuentra dentro de la banda de reflexion.
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El procedimiento numérico, conocido como método de dos pasos (split-step method),
para resolver la ecuacion de SNL con autoenfocamiento cuando sus coeficientes son con-
stantes estd bien establecido (ver por ejemplo [22, 84]). Aqui, se extiende este método para
considerar el caso de autodesenfocamiento (y(z) > 0) ademads de que ambos coeficientes
D (z) y v(z) dependen de la coordenada longitudinal z (ver Apéndice D). Siguiendo los
trabajos originales de [82, 85], el soliton obscuro de la ecuacién de SNL viene dado por

el siguiente perfil tipo tangente hiperbolica:

Tiy/1— A2, (6.48)

en donde Ay es una amplitud arbitraria tal que el ancho del pulso es proporcional a
Ag'\/D(2)/7(z). Nétese de esta expresién que el pulso inicial estd localizado en z = 0

y su ’centro de masa” estd también en zy = 0.

_ (%)
G (z,z) = Aptanh [ D(Z)on

Se tom6 como condicioén inicial el perfil de la expresion (6.48) para integrar numéri-
camente la Ec.(6.38) usando el método de dos pasos. El cdlculo numérico fué real-
izado usando un arreglo bidimensional cuyos pasos transversales y longitudinales son
Az =10/32y Az = 1/8000.

Los resultados se obtuvieron usando valores para una muestra con periodo espacial
p = 0,29um, ancho L = 5,2um, permitividades dieléctricas ¢) = 2,62,¢; = 231y
constante eldstica K = 5,2 x 107!2N. El cristal liquido colestérico usado fué hecho
mediante la mezcla del cristal liquido Merck ZLI 2293 con dopantes quirales ZLI 811
en la razén de 2 : 1 [86]. Aqui se restringe el cdlculo a valores dentro del rango visible
y, como se dijo arriba, fuera de la brecha. Se sabe muy bien que en el rango visible, la
anisotropia magnética ji, es cercana a cero, aqui se hace yp, = 0,1.

Del tercer término en la Ec. (6.37) se puede obtener el indice de refraccion no lineal

nghOl como [22]
2,9
nchol _ Eommip
2 32m2 Ky’

Para los valores de los parametros dados arriba y una longitud de onda éptica Ay = 0,5um,

(6.49)

se obtiene n§*! = 3,85x 10~2%(km/V')2, 1a cual es dos 6rdenes de magnitud m4s pequefio

que en nematicos (n5™ = 1,43 x 1072 (km/V)? [87]) pero cinco érdenes mds grande que
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en el 6xido de silicio nzSiO2 = 1,2 x 1072%(km/V)?. Esto muestra la existencia de la gran
no linealidad esperada para cristales liquidos [88]. Esto también indica cémo la estructura
helicoidal del CLC, para la cual la densidad de energia eléstica es mas grande que en los
nemadticos, no permite facilmente distorsionar la muestra y, como una consecuencia, su
no linealidad es mds pequefia que en los nematicos.

El indice de refraccion no lineal n§h0’ se relaciona con la longitud de onda )\, de
una manera no trivial, a través del coeficiente m?, el cual se grafica en la Fig. 6.4. Como
se puede ver, este coeficiente diverge en ambos extremos de la banda: \,,;, = PELIL

and A\nax = p,/€jfy- Este hecho se puede demostrar directamente desarrollando m3(\)

0.30

0.254
0.204
0.154

0.10+

—mi)

0.05

0.39 0.42 045 048 081  Afum}

>~

Figura 6.4: Grafica del coeficiente adimensional m?()\) como una funcién de la longitud
de onda \. La region sombreada representa el bandgap que va desde A\,;, = 0,441um
hasta A\ps = 0,492um. Aqui m?()\,) = 0 cuando A\, = 0,434um.

alrededor de A\,i, Y Amax. Esto conduce a

le’n <_>\ + )\min)_l/2

, 6.50
Rinix (A — Amax) 7> (6.50)

m%()\>>\_>>\min,méx ~ \/ﬁ{

donde N,,i, max €stdn dadas en el Apéndice B. Para entender intuitivamente el por qué el
sistema muestra esta divergencia, es conveniente hacer notar que el vector de Poynting de
dos de los modos propios lineales son cero precisamente en los extremos de la banda, de
tal modo que el flujo de energia es bloqueado alli y por ende la distorsién del colestérico

alcanza su maximo, asi como la no linealidad. Si se realizara un calculo mas detallado en
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donde se tomara en cuenta la pequefia absorcion del medio, las divergencias de m, serian
reemplazadas por maximos. Este andlisis muestra como los efectos no lineales se incre-
mentan y tienen una respuesta mas grande en longitudes de onda cercanas a los extremos
de la banda prohibida. Es relevante mencionar que estos resultados son consistentes, al
menos cualitativamente, con experimentos en donde se utiliza como medio resonante al
CLC [89] en los cuales la longitud de onda del haz l4ser de excitacion y la longitud de
onda de emision de la muestra casi coinciden con los extremos de la banda de reflexion.
Se debe comentar también que, en contraste al incremento de los efectos no lineales
en los extremos de la brecha, existe un valor especifico A, donde m% se hace cero, es decir,

la no linealidad desaparece y la Ec. (6.37) simplemente se transforma en una ecuacion lin-

eal de dispersion. Explicitamente, \, = p\/(eLuleg — e p2)/ ((€a + pha)(€a = Ha)) =
0,434pum.

Una importante cantidad que caracteriza estos solitones obscuros es la potencia P
requerida para generarlos. Se puede mostrar que [22]

1
P, = §eOcSOE§, 6.51)

donde s es el drea transversal de la muestra y la amplitud inicial £, se relaciona con el

ancho espacial del soliton x( a través de las relaciones (6.40) por

Ao 8K Ao 1
EO:x_ €m22:2 chol *
0 oMmip o | Mg

Si se toma el grosor de la muestra xy = bum 'y so = 400um?, se obtiene Ey = 2,56 x

105V/m y por ende la potencia es P, = 3,48W, la cual se puede producir por un haz
laser de potencia moderada. Se debe mencionar que P es aproximadamente un orden de
magnitud mas grande que la potencia usada para inducir solitones espaciales en nematicos
[90]. Tomando en cuenta P y una cintura de haz igual a 20um, se obtiene la escala
espacial longitudinal zy = 3,1 x 10~%m la cual es un orden mds grande que (. Asi, para
observar esta oscilacion longitudinal, debe utilizarse una muestra gruesa. Se debe recordar
ademads que se tiene una solucion tipo solitén obscuro, tal que las dimensiones calculadas
caracterizan una region de densidad de energia baja, inmersa dentro de la trayectoria del

haz incidente.
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Como se dijo arriba, el pardmetro de desarrollo 0% debe ser suficientemente pequefio
para que sean aplicables los resultados presentados aqui. En efecto, sustituyendo los val-
ores dados previamente se obtiene o2 = 0,003. Asi, el paquete de ondas que se estd anal-
izando es un paquete de ondas estrecho de ancho x = /o2 = 0,054 centrado alrededor
del vector de onda central k.

Como se puede notar de la Ec. (6.38), los coeficientes D y v dependen de la longitud
de onda \y. La Fig. 6.5 muestra esta dependencia, en donde se ha evaluado en uno de
las multiples posiciones de z, en donde estos coeficientes oscilatorios tienen sus maximos
(zmax = 7/(2a20)). Nétese que estos coeficientes son del mismo orden de magnitud, de
tal modo que existe un balance entre el autoenfocamiento o no linealidad y la difraccion

del paquete de ondas. Finalmente, la Fig. 6.6 muestra varios perfiles de un solitén ob-

® —Dz, )
. = e, )
&4
5
44
34
24
D W 0 R
039 042 045 o048 051 A(m)

Figura 6.5: Grifica de los coeficientes adimensionales D (2zpmsx, A) ¥ ¥(Zmax, A) como fun-
cion de la longitud de onda A. El valor de 2,4, se escoge en un punto en donde y(zmax, A)
tiene un maximo.

scuro calculado de la Ec. (6.38) como una funcién de z. Como se discutid arriba, la Ec.
(6.38) predice que cada perfil transversal de la solucién tiene un ancho diferente b, el cual
oscila con z, alcanzando un valor maximo b5, = ro = 5um. Nétese que, debido al
balance entre la no linealidad y la difraccioén, el efecto promedio sobre el pulso incidente

es mantener su perfil tipo tangente hiperbdlico conforme se propaga en la direccion z.
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19 o0.000

Figura 6.6: Gréfica que muestra un soliton obscuro propagindose a través de una muestra
de CLC de ancho adimensional igual a % = 1,6 x 1072. Aqui se tomé la amplitud Ay = 1.

6.4.4. Meétodo de Aproximacion Variacional

Este formalismo parte de postular una funcion de prueba analitica (ansatz). En el caso
de la ecuacion de SNL un ansatz comunmente adoptado [85, 91] que aproxima un solitén

perturbado es

G (z,z) = Btanh(F(z —x)) + 1A

ansatz

A+ B* = 1. (6.52)

La variable x representa la coordenada transversal y los pardmetros son funciones de
la variable de evolucion z. B es la amplitud real, F'~! representa el ancho del pulso y
xo es la posicion del centro de masa. Las ecuaciones que gobiernan la evolucion de los
parametros libre pueden obtenerse calculando un Lagrangiano efectivo L.y por medio de
de integracién directa de la densidad Lagrangiana L sobre las coordenadas transversales,
para finalmente minimizar L. sy con respecto a estos pardmetros. La solucion obtenida de
las ecuaciones diferenciales para cada pardmetro nos permiten conocer el comportamiento
del sistema [92].

Un andlisis directo muestra que una aplicacion del formalismo variacional usando una

densidad Lagrangiana estandar £ de la ecuacién de SNL (y(z) > 0), no funciona correc-
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tamente [85], de tal modo que este método debe ser modificado; por ejemplo, usando
integrales de movimiento renormalizadas [93] de las cuales una densidad Lagrangiana
apropiada puede ser obtenida para deducir la Ec. (6.38) para el caso D(z) = v(z) = 1.
Aqui, se considera el caso en el cual D(z) es una funcién de z y y(z) = cte. Renormal-

izando la Ec. (6.38) haciendo G — G exp(—ivyz) se obtiene
. 1 2
i0.G + 5D(2)0:.5G — (IcP-1)G =0, (6.53)

cuya densidad Lagrangiana apropiada es

£-1(cc.-aar) (1 ! ) ~LpeyaLp - %7(2) (167 =1)". ©54

ClGF) 2

NSRS

Ahora, la sustitucién de G(z, z)ansat- €0 L y la integracion sobre las coordenadas

transvesales L.;s = [°0) L(G) dx lleva al Lagrangiano efectivo

, B\\ 2 B
Lojs = 2, (-AB +tan~! (Z)) - <B2FD + ?’y> 6.55)

y las correspondientes ecuaciones de movimiento se pueden obtener de las ecuaciones de

Euler-Lagrange

8Leff d 8Leff ,
- 5 T OJ = F7 Bv i = 0:Dj,
dp;  dz Op; b= B b

de forma que finalmente se llega a los siguientes resultados

B(z) = 0,
o(2) = \1D(2)A(2),
_ i 5
F() =\ 5Be) (6.56)

los cuales coinciden con aquellos dados por la solucidn analitica en el caso D(z) = cte.
Como se menciond con anterioridad, el ancho del pulso viene dado por F~!(z) =

\/@B_1 (z). Tomando en cuenta que dentro de la muestra de ancho L hay varios perio-

dos espaciales p, el ancho del pulso mostrara tales oscilaciones; asi se puede suponer que

la solucién G sera perturbada por el promedio de tales oscilaciones. Como resultado se
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puede usar la solucién de prueba (6.52) con los parametros variables (6.56) y los valores

promediados de D = (D(z)), v = (v(2))

1 1
D= —kg <—) ((022 + ¢o1) r% + (c12 + 1) r%) , (6.57)
2 ho
1

Después de calcular los valores promediados D = (D(z)), v = (y(z)) en la Ec. (6.38)
se llega a la ecuacion de Schrodinger no lineal con coeficientes constantes cuya solu-
cion exacta estd dada por Ec.(6.48). La comparacion directa de las soluciones numérica y

variacional llevan a un buen acuerdo.
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Capitulo 7

Conclusiones y comentarios finales

Se analizé la propagacién axial lineal y débilmente no lineal de ondas electro-

magnéticas en medios con simetria helicoidal, con y sin defectos, respectivamente.

En la seccion 4.2.2 se definié para los medios helicoidales puros: (1) el espacio de
Hilbert de los vectores de estado para el campo electromagnético generado dentro de la
muestra por las ondas incidentes; (2) las cuatro ondas propias de la estructura periddica
y; (3) un producto escalar el cual representa el promedio temporal de la componente
longitudinal del vector de Poynting. Con estas definiciones resulta mds fécil calcular
las propiedades de dispersion de muestras con cualquier nimero de defectos, asi como,
permite un planteamiento mas apropiado y sistematico de la dptica no lineal en base a los

modos propios lineales.

Muchas propiedades interesantes se han encontrado previamente en la literatura de
manera numérica, pero una aproximacion puramente numérica es de poca ayuda para su
entendimiento. Los resultados analiticos y mds generales aqui presentados permiten una

vision més profunda a la fisica del problema.

En el capitulo 5 se estudidé la propagacion axial de un haz electromagnético cuya
longitud de onda )\, se encuentra dentro de la banda de reflexién en una muestra con

simetria helicoidal en la cual se generan un niamero finito ny de defectos de torsion.
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Para uno y dos defectos de torsion se obtuvieron expresiones exactas y analiticas
para la transmitancia y reflectancia mediante el cdlculo de las matrices de transferencia
y dispersion del plano del defecto. Se definié de manera analitica la longitud de onda A
para la cual los modos evanescentes, en el plano del defecto, tienen una amplitud mucho
mayor que los modos oscilatorios, dando lugar a un alto confinamiento de la energia en

la proximidad del plano del defecto.

Se generalizaron estas cantidades para n( defectos de torsion: (1) fué posible escribir
las matrices de transferencia y dispersién en términos de la matriz de transferencia de
un solo defecto y; (2) ng defectos de torsién generan 1, modos de defecto, es decir, ng
longitudes de onda A para las cuales se observa un alto confinamiento de la energia

alrededor de los planos del defecto.

Todos los resultados obtenidos dependen solo de tres pardmetros independientes:
(1) un pardmetro z,, definido en la expresion (A.3), el cual define el ancho relativo de
la banda prohibida; (2) un parametro z,, definido tambien en la expresion (A.3), el cual
define el ancho de las lineas de defecto y juega el mismo papel que el pardmetro de

anisotropia a. y; (3) la longitud de onda reducida A=\ /-

La disponibilidad de laseres como generadores de ondas electromagnéticas de
potencia moderada, asi como el confinamiento de energia Optica alrededor de los planos
de defecto estudiados en el capitulo 5, motivé a realizar un andlisis que tomara en cuenta
el acoplamiento entre la densidad de energia elastica del medio y la densidad de energia
electromagnética. En particular, en el capitulo 6 se analiz6 la 6ptica débilmente no lineal
de un paquete de ondas electromagnético que se propaga axialmente en una muestra de
CLC sin defectos. Se dedujo una ecuacién de amplitud la cual describe la interaccion
débilmente no lineal entre los cuatro paquetes de onda cuyo ndmero de onda central

estd centrado alrededor de los modos electromagnéticos lineales que caracterizan la
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estructura. Se mostrd que, bajo ciertas aproximaciones, la ecuacion de amplitud vectorial
que gobierna la dindmica del sistema se puede obtener de una densidad Lagrangiana, y a
partir de ésta, calcular sus cantidades conservadas usando sus simetrias y el teorema de
Noether. También se mostré que el andlogo a las dos primeras integrales de movimiento
de la jerarquia que satisfacen la ecuacion de SNL se satisfacen también para el vector de

onda deducido aqui.

Se discuti6é la manera en que el término no lineal de la envolvente de la Ec. (6.21)
es tal que existen varias soluciones exactas las cuales no presentan autoenfocamiento.
Se dedujo una ecuacion de SNL con coeficientes dependientes de la coordenada de
propagacién z bajo ciertas condiciones especificas de acoplamiento de fase y rela-
ciones de amplitud para un paquete de ondas de dos componentes. Se encontraron
de manera numérica y analitica (pero aproximada) una solucién de tipo solitébn ob-
scuro la cual tiene una estructura oscilante longitudinal que, debido al balance entre
la no linealidad y difraccién, el efecto promedio sobre el pulso incidente es mantener

su perfil tipo tangente hiperbdlico conforme éste se mueve en la direccion de propagacion.

Para la solucioén tipo soliton, se obtuvieron algunas propiedades fisicas importantes
tales como el indice de refraccién no lineal n§™!, para el cual se encontré ser dos érdenes
de magnitud mds pequefio que para los neméticos, pero cinco 6érdenes de magnitud mas
grande que los valores tipicos para el n5"“2. Asi, los resultados obtenidos muestran
la existencia de la no linealidad grande para los cristales liquidos. Adicionalmente, se
mostré que esta no linealidad grande se incrementa en ambos extremos de la banda de
reflexion como una consecuencia directa del hecho que el vector de Poynting de dos de
los cuatro modos propios lineales se hace cero precisamente alli, de manera que el flujo
de energia se detiene y la distorsion del colestérico es la mas grande, asi como, la no
linealidad. Cualitativamente, éste comportamiento es consistente con experimentos en
donde se utiliza como medio resonante al CLC, en los cuales, la longitud de onda del haz

laser de excitacion y la longitud de onda de emision de la muestra casi coinciden con los

115



CAPITULO 7. CONCLUSIONES Y COMENTARIOS FINALES

extremos de la banda de reflexion. Por supuesto, el andlisis realizado aqui, no describe la
interaccion del colestérico con dos haces de diferentes frecuencias, como en los sistemas
reportados en los experimentos mencionados; sin embargo, los méximos de n§™ en los
extremos de la banda hace plausible una mejor descripcion tedrica, la cual, debe ser

confirmada.

Se estimé la potencia necesaria P para generar estos solitones obscuros. Se encon-

tr6 que pueden generarse mediante un laser de potencia moderada del orden de 3,5WW.

Finalmente, se mostr6 que efectivamente el paquete de ondas generado aqui es

estrecho: su ancho es x = 0,054 alrededor del vector de onda central k.

Las analogias encontradas entre las estructuras helicoidales analizadas aqui y los

medios quirales homogéneos, con y sin defectos, merece algunos comentarios finales.

En el marco de refencia x, y, z girando s6lidamente con los tensores Z y Tz, la ecuacion
de propagacion del campo electromagnético dentro de la estructura helicoidal coincide
con la de un medio homogéneo. Ya que los defectos considerados en el capitulo 5
tienen ancho cero, reduciendo el defecto a planos de discontinuidad dentro del medio, el
problema se puede identificar con el problema bien conocido de propagacion de ondas
en un conjunto de capas homogéneas separadas por planos de discontinuidad. El medio
“equivalente” es de este modo anisotropico y quiral. El pardmetro quiral en este caso es el
periodo espacial p, el cual estd incluido en la definicion de A=\ /p, y juega exactamente

el mismo papel como el pardmetro quiral £ en un medio isotrépico [2].

Entonces, las ecuaciones que definen los valores y vectores propios de H son validos
también para el medio homogéneo equivalente simplemente sustituyendo p con k. La
consecuencias mas sorprendente de esta analogia es debida al hecho de que una banda

de reflexion puede aparecer también en medios homogéneos. El medio homogéneo
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equivalente es isotropico para sus propiedades quirales, ya que solo aparece un parametro
quiral, y anisotrépico para las otras propiedades. Esto es un caso muy inusual. Si se
considera un medio que es isotrépico para todas sus propiedades, la banda de reflexién
desaparece, pues sus extremos \; = k./g1ji1 y A2 = k,/E2/i2 coinciden. Sin embargo,
el punto mds importante a considerar es el siguiente: en medios helicoidales p puede
tener cualquier valor, mientras que en la mayoria de los medios quirales el valor real
de k es tal que A\ y Ay son muy pequeiios (del orden de tamaino molecular). Para
tales valores de )\, la analogia podria fallar. De hecho, los modelos continuos usados
en aproximaciones macroscopicas, los cuales desprecian la estructura molecular de la
materia, son vélidos s6lo para valores de A mds grandes que el tamafio molecular. En
conclusion, la posibilidad de que la teoria desarrollada aqui pudiera ser util también para

medios homogéneos, no se puede excluir, pero merece investigacioén adicional.

Aprovechando la analogia entre medios homogéneos y estructuras periddicas consid-
eradas aqui, no es de sorprenderse que haya sido posible encontrar expresiones analiticas
exactas para tales estructuras y que juegan un papel Unico entre los medios periddicos
(nada similar es posible para cualquier otra estructura periddica con defectos). Esta es
una buena razén para su estudio. La diferencia principal entre las ecuaciones deducidas
aqui y las ecuaciones encontradas en la literatura para medios homogéneos es que en
el presente trabajo se presentan soluciones dentro de la banda parcialmente prohibida,
mientras que en la literatura no se ha considerado esto para medios homogéneos. Desde el
punto de vista de las aplicaciones, la principal diferencia entre las estructuras helicoidales
y los demas cristales 1D estd relacionada con sus propiedades de polarizacion. De hecho,
la presencia de un pardmetro de quiralidad hace que la polarizacién de las ondas propias
sea cercanamente circular, mientras que en la mayoria de los medios anisotrdpicos, es

lineal o cercanamente lineal.

Finalmente, recuérdese que los medios helicoidales se asemejan, en sus propiedades,

a un medio homogéneo y admiten soluciones de ondas planas solo en el marco de
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referencia en rotacion. En el sistema de laboratorio las soluciones son obviamente ondas

de Bloch.

Es necesario remarcar que al escribir las ecuaciones de Maxwell en la representacion
de Marcuvitz-Schwinger (véase Sec. 3.2), se pudo analizar de una manera mas sis-
temadtica los sistemas mostrados aqui. Particularmente, fue posible obtener la ecuacién y
la solucion general que obedece una onda electromagnética que se propaga axialmente
en un medio con simetria helicoidal, el cual es al mismo tiempo, dieléctrico y magnético
(véase Sec. 4.2). Este resultado permitié a su vez plantear sistemas mas complejos
y encontrar sus soluciones, como los mostrados en los capitulos 5 y 6. Como es de
esperarse, variantes y extensiones a estos sistemas pueden ser abordados y analizados en
forma andloga a la presentada en esta investigacion. En realidad, la dindmica de ondas
electromagnéticas que se propagan en la direccion perpendicular a las placas que limitan

a un medio bianisotrépico en general, se pueden abordar usando este formalismo.

Los modelos analizados en la presente tesis no toman en cuenta explicitamente los
efectos inevitables de absorcion lineal y no lineal. Ademds se ignoraron los efectos
transitorios inducidos por la reorientacién del campo director, asi como, el acoplamiento
hidrodindmico resultante de estos efectos. Como ya se comentd, el formalismo presenta-
do aqui puede servir como punto de partida para un anélisis mds profundo en el cual se

requeriera tomar en cuenta todas estas consideraciones.

La 6ptica no lineal de una muestra helicoidal con defectos de torsién es una extension
directa de los modelos analizados en los capitulos 5 y 6 que puede ser estudiada en
detalle y la cual seguramente proporcionara resultados muy interesantes con posibles

aplicaciones en dispositivos electronicos.

Aunque se ha puesto especial énfasis en la utilidad de obtener soluciones analiticas

para los modelos investigados, no se descarta un andlisis puramente numérico el cual
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permita abordar y resolver problemas mds complejos. Uno ejemplo de ello es la posi-
bilidad de analizar la 6ptica no lineal de un sistema helicoidal con y sin defectos para
propagacion oblicua, asi como la solucién completa del sistema presentado en el capitulo
6 sin la aproximacion de acoplamiento débilmente no lineal. Obviamente, este tipo de
andlisis proporcionard el resultado correcto, aunque menos elegante e ilustrativo que un

resultado puramente analitico.

Se espera que el andlisis tedrico de los sistemas presentados en este trabajo sirva como
motivacion para la fabricacion de dichos modelos asi como el disefio y fabricacion de
nuevos dispositivos tecnoldgicos basados en ellos, tales como memorias de cristal liquido
colestérico o bien laseres de bajo umbral de activacion basados en sistemas helicoidales

con defectos de torsion.
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Apéndice A

Parametros y leyes de escalamiento

Los parametros que definen la propagacién de una onda electromagnética en una es-
tructura helicoidal sin defectos son e, €1, p, L, p y A. Notese que en la presente tesis
se defini6 una nueva cantidad: la longitud de onda reducida A=A /p la cual siempre
aparece en esta forma. Este hecho implica que las propiedades discutidas en el Cap. (5),
no dependen separadamente de los pardmetros A y p, sino de la razén entre ellos A/p:
un cambio en p simplemente reescala las longitudes de onda que definen el ancho de la
banda prohibida y las frecuencias de defecto. Es interesante explorar otras posibles leyes
de escalamiento. Para tal fin, se reescriben todas las ecuaciones encontradas previamente

usando un nuevo conjunto de pardmetros:

N = Vel e = e 4= \Jmfe Ze = \rijeL (A.1)

)\m = (5\1+X2) /2, /\a: (5\2—)\1) /2,
T = (Di+ )2 Za= (22— 7)) |2 (A2)

en lugar de los pardmetros del material €, € 1, p1, j+1 . Los resultados encontrados pueden
resumirse como sigue.
i) Haciendo = = \ / Xm la ecuacién que define los modos de defecto y sus propiedades

dependen solo de los cocientes
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To =N/ 3 2a=Za]Z, . (A.3)
Esto es, solo dos de los cuatro pardmetros del material, son independientes, y por lo tanto
se tienen otras dos leyes de escalamiento.

El pardmetro z, define el ancho relativo de la banda prohibida, el pardmetro z, define
el ancho de las lineas de defecto y juega el mismo papel que el pardmetro de anisotropia
ac, el cual puede ser escrito como

aczzz%zégX;zw (A.4)

ii) Los pardmetros Z; y Z, juegan el papel de impedancias de los modos 1*. De hecho,
en el extremo de la banda prohibida A = Xy, la razén |e;| / |hy| es igual a Z; = \/m,
ya que ambos vectores, e; and h; son paralelos a z. Lo mismo ocurre en el otro extremo
de la banda prohibida, con el subindice 2 en lugar de 1. Cuando a, = 2, =0, Z; = Z5 y
le1] / ha| = |ez| / [ho

ey h giran rigidamente dentro de la banda prohibida, manteniéndose paralelos entre ellos.

, un hecho que ayuda a entender el porque para a. = 0, los vectores

iii) Cuando a. = z, = 0, la cantidad r5 que aparece en las matrices Rgy U, Ecs. (5.9)
y (5.10), respectivamente, es idénticamente cero. Si ahora se escriben los modos 1+, 2%
enelorden 11,17, 2% 27 la matriz de transferencia U del plano del defecto, se simplifica

CcOmo:

. UH 0
U= ( o U, > (A.5)

o 1 0 o —Trr —T3 .
U = (0 1)0086 (7"3 " )sm@,

- 1 0 o T2 T4 .
Usy = (0 1)0059 Z<—7”4 _r2>sm@. (A.6)

Los modos 1* y 2% se desacoplan y los modos de defecto combinan solo las componentes

donde

localizadas 1*. Asi, el modo de defecto se puede definir usando matrices de 2 x 2, en lugar

de matrices de 4 x 4. Un hecho que ayuda enormemente a simplificar los célculos.
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Coeficientes de la ecuacion de amplitud
fuera de la banda de reflexion

Aqui se muestran las expresiones explicitas de las matrices M; y M, involucradas en

la ecuacion vectorial de la envolvente dada por Ec. (6.21). Insertando U, la matriz de vec-

tores propios 1, My y D, dadas por Ecs. (3.48), (4.45), (6.14) y (3.33), respectivamente,
en las expresiones My = TT-U~'-D, -4} - D} -U-TyMy,=Tt-U- M, -U-T,

se llega a
Mt = MLlawx + ML28yy + ML3aacya (Bl)
en donde las matrices Hermitianas M, M;s and M3 estan definidas como
Fii. Fi3 Fi5 Fig Fo1 Faz Fas  Fag
Fi3 Fii Fig Fis Foz Far Fag  Fas
M = M — B.2
t Fiy Fig Fi2 Fu |’ b Fys I Fao Fa (B:2)
Fio Fl5 I Fio Fis Fy5 Fay Fa
F31 F33 F35 F36 0 0 —my —my
Fs3 F31 Fz Fas 1 0 0 —mg —my
My = and My, =1 )
L3 Fi Fi, Fs Fyy NL my my 0 0
F;ﬁ F§5 F34 Fgg mo MMy 0 0
(B.3)
Aqui las componentes m; y F;; de estas matrices estan dadas por
q (u1 — us) (Edningee, + (46%€ + € (w1 + ue — deyp) ) 1
) (17 D)

™o
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DE LA BANDA DE REFLEXION

con

C1,2)1
C(1,2)2

€(1,2)3

C(3,4)1
C(3,4)2

C(3,4)3

C(5,6)1
C(5,6)2
C(5,6)3

C(5,6)4

2 ;2
(ch €Os” ¢z + ¢j1 s1n qz)

Fl] = h 5
2 L2
Ci1 COS“ qz + Ci981N° gz
Fy = € — >, j=1,2,34
B, = (cjgcosqzsqu)’ (B.5)

h

Cr2 COS2 g2 + ¢ Sin® gz — icys cos gz sin gz

= » ,
1 €082 qz + cpo sin? qz + dcgs cos gz sin gz
= - , k=56
3
. . ) 2
_ CraCOsqzsingz — icgs(sin® gz — cos® gz)
= s

1607, %1 + (437 + uy 26 pis

”izuizfi + €72(U2,1 - 4€||M)2ML7

2n3, (uf, — 164°€) €1

-2 (16@462 + uiQeﬁ — (ugl — 8uy €€ — Sug € + 16eﬁu2>) M,
—16n3 1%’ e + (407 + u12€) ),

—ni gui g€ + @ (ugy — deyp)’p,

—on?, (uf, — 163%¢) e,

—2 (167'€* + uf pef — ¢ (31 — Sua aee) — Suz ey + 16614?) ) o,
+1611n2G°€%€ 1 + (43%€ + ure)) (4G°€ + uge) ) p

+ninguiuse; + G (ug — de ) (ug — degp)

G (ug — uy) (:|:4n1n2eq + (46}26 + ¢ (ul + Uy — 4€||/L)) pu) ,
+2n1m5 (uruy — 163°€7) €

-2 (16@462 + u1u2€ﬁ) [y

—2¢° (46” (—46\\/12 +ug (e + u)) + uy (—uz + 4e) (e + ,u))) s

(B.7)
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h = hysijimpar
h = hgysijpar
_ 122 _ 129 _ 72
hy = kgrieipd, hy = kgryeipl, hs = kgriraey iy (B.8)
(6 M . 'u )1/2 5
|y T S LAL Mg
Ninim = 7Ny (EJ_MJ_ - EHHJ“> (a1 +erpr),

(Q.NJ.)

1/2
(GHMH - 6““) €€

(euun)l/4 2e

1/2
donde t = 2°/4 (26“12 + €y (e”,uH —eq (py + 2u))) .

Nméx -
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Apéndice C

Coeficientes de la ecuacion de amplitud
dentro de la banda de reflexion

Al igual que en el apéndice B, aqui se escriben explicitamente las expresiones que

vienen involucradas en la Ec. (6.21), pero ahora tomando en cuenta que ni — -=ing.

Insertando U, la matriz de vectores propios 1, My y D, dadas por Ecs. (3.48), (4.45),

(6.14) y (3.33), respectivamente, en las expresiones M; = TH-U'- D, - v DZ -U-T

yMNL:TT-U‘l-Ml-U-

M,

T, se llega a

= MLlaxx + ML28yy + ML38xy7

donde las matrices hermitianas M, Moy M3 estdn definidas por

F
My, = 11

F16 F21 FQS F25
F15 M — F23 F21 F26
Fi |’ k2 Fos Fig Fo
Fis Fys Fi5 Fa
Fg 0 O
?35 and MNL =1 77(’)L* ’ﬁ(l]*
34 1 2
F32 m§ m*{

Aqui las componentes m; y F;; de estas matrices estan dadas por

q (u1 — ug) <:Fi4n1n2€6a + (4(726 + € (ul + uz — 46||,u>> ua>

(C.1)
Fy
Fas
C2
Fy (C.2)
F22
—my —Mo
—TMMo —1M
0 0 ’
0 0
(C.3)
, (C4)

miy2 =

™o
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con

Ca,2)1
€(1,2)2

€(1,2)3

C(3,4)1
C(3,4)2

C(3,4)3

C(5,6)1
C(5,6)2
C(5,6)3

C(5,6)4

2 i 2
(cﬂ COS” @z + ¢j1 81N qz)

Flj = h y
2 .9
Ci1 COS“ qz + Ci981N° gz
F2j = (] h - )7 j:1727374
C;3 COS ¢z sin gz
st = (]3 )’

h

Cia COS? g2 + Cp1 sin® Gz — Cp3 COS qz sin qz

hs ’
Ci1 COS? g2 + Cpo sin® qz + cr3 coS gz sinqz
Fy = , k=56
hs
. 2 2
—Cpq COS qz SIn qz — ¢p3(sin” gz — cos? qz)
I3 =
h3

1607, ¢ e 1 + (437 + w26 oL,

nfguf g€ 1 + G (ugy — deyp)?pu,

2ni, (uf, — 164°€) €1

—2 (16" + uf et — ¢ (ud 1 — Suraee) — Suzeyp+ 166t?) ) i,
—16n3 ,q°€%eL + (407 + ur2€) ),

—n} guf g1 + @ (ugy — deyp)?p,

—2n7, (uf, — 166°¢) €.

~2 (16'€* + uf pef — ¢ (34 — Sus pee) — Suz ey + 16€4?) ) .,
F160 ninogie’er + (4% + ure)) (4G°€ + uae ),

Fi ninguiuge + G (uy — deyp) (ug — degp)p,

G (ug — ug) (:|:4n1n26q +1 (4@26 + € (u1 + Uy — 46H,u)) ,uL) ,

+2¢ ning (u1u2 — 16&262) €]

(C.5)

(C.6)

+2 (167"¢” + wruzef +3* (e (—deyu® + s (e + 1)) +wr (—uz + ey (e + 1)) ) pos

(C.7)
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h = hysijimpar
h = hgsijpar

ha kgrie i, ho = kirie iy, hs = kgrirae piy (C.8)
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Apéndice D
Método de dos pasos

Considérese el problema general de condiciones iniciales descrito por la ecuacion de

tipo Schrodinger no lineal

0.A =iLA+iN(z)A, (D.1)

en donde A = A(x, z), z la coordenada de propagacién y x la coordenada transversal. L
es un operador lineal que depende de la coordenada = y N(z) es un operador no lineal
que depende de la solucién A. Si se integra formalmente esta ecuacién sobre un pequefio

intervalo espacial Az se obtiene

Az

Az, Az) = (Emp[iLAz + i/o N(z”)dz’]) A(z,0). (D.2)

La expresion anterior permite propagar la solucion en un intervalo Az, sin embargo
su evaluacion es en general complicada, por lo que se aproxima el operador exponencial

de la siguiente manera [22]

ez(B—i—C) ~ ezB/QezCezB/2’

en donde se puede identificar B = LAzy C' = [£* N(2')dz'. Con esto se logra dividir el
operador compuesto en un conjunto de operaciones exponenciales simples que se pueden
aplicar sobre la funcién A(z, 0) de manera secuencial con un error aproximado del orden

de (Az)3 con respecto al operador original.
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Nétese que el operador C' requiere implicitamente conocer la solucién de A al paso
Az. Sin embargo, en el caso especial cuando N(z) = N(|A[*), N es una constante de
movimiento con respecto a la coordenada de propagacién z y por lo tanto se puede eval-
uar directamente el operador no lineal como C' = N(|A(z,0)|*)Az. Adicionalmente, si
N(z)=N ( f(2) \A[Z), con f(z) una funcidn periddica, entonces, la recta que representa
la constante de movimiento para N (z) = N(|A|?) tendrd pequeias oscilaciones alrededor
de ella cuando tengamos involucrada la dependencia periddica en /N y en consecuencia
seguird cumpliéndose, en promedio, la caracteristica de constante de movimiento para
N(z) =N ( f(2) |A[2). De esta manera, el operador no lineal se puede escribir simple-
mente como C' = N ( f(2) |A(z, O)\Q) Az. Recuérdese que la Ec. (6.38) tiene coeficientes

que dependen de funciones periddicas.

Ahora se escribe de manera explicita el operador lineal L = ~(z)9%/0x?, con ~y(z)
un coeficiente que depende exclusivamente de la coordenada longitudinal z; justo como
en la Ec. (6.38). Ecuaciones en las que intervienen operadores lineales de este tipo se re-
suelven facilmente usando la transformada de Fourier F7T. En este caso, la transformada
de Fourier del operador L es simplemente —7(2)k?. En otras palabras, en el espacio de
Fourier, el efecto del operador exponencial es simplemente el de multiplicar por un es-

calar e—i’y(z)kQAz/2

. Notese ademas que, la dependencia de v de la coordenada longitudinal
z no afecta la transformada de Fourier, la cual se realiza tnicamente sobre coordenada
transversal x. El regreso al espacio real se obtiene mediante una transformada de Fourier
inversa IF'T. Debido a que se calculard numéricamente la transformada de Fourier a partir
de valores discretos es conveniente usar la transformada de Fourier rdpida FFT cuya efi-

ciencia es maxima cuando la cantidad de datos involucrados son exactamente 2", con n

un ndmero entero.
Un algoritmo para propagar un pulso sobre un intervalo espacial L se presenta a con-
tinuacion.

Paso 1. Se define el pulso inicial en z = 0 como A(z,0) que sirva como arreglo de
valores discretos para iniciar la propagacion espacial; cominmente se usa una funcioén

gaussiana o secante hiperbdlica, ya que son las soluciones analiticas de la ecuacion de
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SNL.

Paso 2. Se propaga espacialmente medio paso Az /2, es decir, se aplica la FFT al pulso

k2Az/2

inicial A(z,0), enseguida se multiplica por el factor exponencial ¢~"/(*) y después

se aplica la transformada inversa.
Paso 3. Se multiplica por el operador exponencial no lineal e (F@IA@OF)AZ 5 1o

datos.

Paso 4. Se propaga espacialmente un paso completo Az, es decir, se aplica la FFT a

(2)k2Az

los datos, enseguida se multiplica por el factor exponencial e =" y después se aplica

la transformada inversa.
Paso 5. Se repite desde el paso 3 hasta que el punto L — Az /2 sea alcanzado, entonces

se pasa al paso 6.

Paso 6. Se propaga espacialmente medio paso Az/2, esto es, se aplica la FFT a los

datos obtenidos, enseguida se multiplica por el factor exponencial e~k Az/2

y final-
mente se invierte la transformada de Fourier, alcanzando el otro extremo del intervalo en
z= L.

La propagacion en un paso completo Az se resume simbdlicamente como

A(z, Az) = FFT e %222 p [N (TRIA@OF) Az p prp-1[o=ik*A2/2 p P A (2, 0)]]].
(D.3)
Notese que el algoritmo aqui presentado y la expresion dada por (D.3) son proced-
imientos completamente equivalentes. En efecto, si se aplica el algoritmo a un solo paso
Az, se sigue estrictamente el procedimiento dado, excepto el paso 4, y en éste caso se
comprueba directamente la equivalencia. Por otro lado, si se desea propagar mas alld de
un paso Az, el paso intermedio descrito por el paso 4 se justifica de la siguiente manera:
enseguida del paso 3 se aplica la FFT a los datos, luego se multiplica por el factor expo-

—iy(2)k?Az/2

nencial e y se aplica la IFFT. Enseguida se comienza en el paso 2, es decir, se

k2Az/2

aplica nuevamente la FFT, se multiplica por el factor exponencial ¢~*7(?) y se aplica

la IFFT. Finalmente se realiza el paso 3. Lo anterior se representa como
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eNU@REOP)A p [ @R A2 TP T o ORALEET]L)),  (D4)

en donde [...] indica que el arreglo de datos estdn en el paso 3. Nétese que en la expresion
anterior la transformada inversa y la transformada directa se anulan, con lo cual se puede

escribir a (D.4) de manera mas compacta
N (F@IA@0))Az p -1 [e—i'y(z)kQAzFFT[mH]’

de donde se sigue inmediatamente la justificacién del paso 4.
En el caso especial cuando el coeficiente que multiplica al término no lineal de la Ec.
(6.38) es constante, se ha demostrado que este algoritmo proporciona resultados satisfac-

torios con 27 6 28 datos.
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