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Capitulo 1

Introduccion

Han pasado m&s de 160 afios desde que Scott Russell reporté a la British Asso-
ciation for the Advancement of Science su descubrimiento de las ondas solitarias
en aguas poco profundas. Citamos un parrafo:

”Observaba el movimiento de un bote jalado por dos caballos en una parte
angosta del Canal, cuando el bote se detuvo sibitamente, no asi la masa de
agua que se habfa puesto en movimiento. Esta se acumulé alrededor de la proa
del bote y se movié hacia adelante con la forma de una larga elevacion solitaria.
La seguf a caballo. La elevacién de agua, que era de unos 10 metros de largo y 50
centimetros de alto, continué su curso por el canal, aparentemente sin cambio
de forma o disminucién en su velocidad, que era de unos 15 kilémetros por hora.
Su altura disminuyé después de tres kilémetros.”

Este descubrimiento ha permeado dreas de la fisica y matemadtica en un sin-
nimero de problemas.

Russell realizé experimentos en su laboratorio, generando ondas solitarias en un
estanque angosto y poco profundo. Dedujo empiricamente que la velocidad de la
onda solitaria es ¢ = g(h+ a), donde g es la aceleracién debida a la gravedad,h
es la profundidad en reposo y a es la amplitud de la onda. Esto dice que las
ondas més altas viajan més rdpido.

A partir de las ecuaciones de movimiento para un fluido no viscoso e incompre-
sible, Boussinesq y Rayleigh dedujeron la férmula de Russell para la velocidad
y encontraron que el perfil de la superficie del agua se propaga con velocidad
constante.

Fueron Korteweg y de Vries [KdV] quienes dedujeron la ecuacién de movimiento
para la superficie libre que ahora lleva su nombre y la denotaremos por KdV:

Up + Ugge + utty =0 (1.1)

Esta ecuacion se estudia en toda la recta. En el limite de poca profundidad,
amplitud pequena y onda larga, esta ecuacién tiene soluciones en la forma de

onda viajera: u(x,t) = gsech2(§(ﬂc — ct)) (ver [Fl] para méds detalles).

9



10 CAPITULO 1. INTRODUCCION

En 1965 Kruskal y Zabusky [KZ] hicieron un extenso estudio numérico de la
ecuacién (1.1), poniendo especial atencién en trenes de ondas solitarias. Obtu-
vieron resultados sumamente interesantes:

Supongamos que la perturbacién inicial es la suma aproximada de dos ondas
solitarias con velocidades a < b muy separadas de tal forma que al tiempo
cero no interactian y la onda grande estd del lado izquierdo de la ola pequena.
Entonces, la ola grande se mueve mas rapido que la ola pequena hasta alcanzarla
y chocar con ella. Es entonces que ocurre algo sorprendente: después de cierto
tiempo la ola grande recobra su forma original y continua avanzando dejando
atrds a la ola pequena quién también recobré su forma original. Ver Fig. 1.

0 t=7417 t=122.2 t=1411

N ﬂ\ N ,,_Jﬂ

t

Es decir, las ondas solitarias se comportan como particulas que pueden colisionar
con otras sin perder su "individualidad". Fueron ellos quienes bautizaron a estas
ondas solitarias con el nombre de SOLITONES.

La individualidad de las ondas solitarias de la que hacen referencia Kruskal y
Zabusky sugiere la existencia de integrales de movimientos, para que la onda
solitaria 'recuerde su forma’. Esto fue confirmado por Gardner, Kruskal y Miura
[GKM] y lo desarrollaremos en el capitulo tres de este texto.

En 1968 Miura [Mi] introduce la transformacién

u(z,t) = X — v (N, x,t) — o\ x,t) (1.2)

donde A es un pardametro espectral (generalmente con valores complejos). Es-
ta transformacién, conocida como la transformaciéon de Miura, relaciona la
ecuacion KdV (1.1) con una variante de la llamada ecuacién mKdV (ecuacién
de KdV modificada),

Vp = Vg — 6020, + 60, (1.3)

Como (1.2) es una ecuacién de Riccati para v, se puede transformar en la
ecuacioén lineal

(L(t)y) (Avxat) = yrx(>ﬂxat) + U(:L‘,t)y(k, :L')t) = )‘y(/\a'rat)

tomando v(A, x,t) = y. (A, z,t) /y(\, x, t).

Gardner, Kruskal y Miura [GKM] mostraron que los valores propios del operador
en L?(R) asociado a L(t) no dependen de ¢, es decir, son cantidades conservadas
del flujo KAV (1.1). Este fue el punto de partida del articulo de Gardner, Greene,
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Kruskal y Miura [GGKM] donde usaron métodos de dispersién inversa para
resolver el problema de Cauchy para la ecuacién de KdV con condiciones iniciales
definidas en todo R y que decaen rapidamente. Este método,que representa un
andlogo no lineal de la transformada de Fourier para resolver ecuaciones dife-
renciales parciales, consiste primeramente en calcular los datos de dispersién de
L(0), después propagarlos en el tiempo para finalmente reconstruir el potencial
q(z,t) en L(t) via la ecuaciéon de Marchenko. Resulta que la funcién ¢(x,t) es
la solucién del problema de Cauchy.

Este descubrimiento inspiré a Lax a conjeturar que los operadores L(t) son
unitariamente equivalentes entre si, es decir,

L(0) =U@) " 'L(t)U(t)

para alguna familia de operadores unitarios U(t). Esto llevo a Lax [L]; a su
conocida representacién del conmutador

[B,L] = Ut = Lt

donde

T 93 4u8m 48xu

y es quien determina la evolucién en el tiempo de U ()
Ui(t) = BU(t)

Dickey y Gelfand [DG] bautizaron al operador [B, L] como el par de Lax.

Lax [L]; prob6, en el caso en que L = 68—;2 + u(x,t), que siempre se puede
encontrar un operador antisimétrico B;(t) tal que [Bj, L] es un operador de
multiplicacién y la ecuacién de evolucién

U = [B]7L] (14)

define la ecuacién de orden j de KdV. Las ecuaciones de KdV de orden 0,1 y
2 son:

Uy
Uggr + Uly
2 6

Cada una de éstas ecuaciones es un sistema Hamiltoniano completamente in-
tegrable y estd intimamente relacionado con la cantidades conservadas encon-
tradas por Gardner, Kruskal y Miura [GKM] de las que hicimos referencia an-
teriormente.

Por otra parte a finales del siglo XIX se empez6 a estudiar la ecuacién

u”(z) + [A = gq(2)]u(z) =0 (1.5)

glx+7)=q(z), z€eR
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llamada ecuacién de Hill ya que aparecié en el estudio que Hill realizé sobre la
periapsis de la Luna [Hi] Tambén, (1.5) resulta de buscar los valores propios y
las funciones propias del operador de Schrodinger L = 66—;2 + gq(z,t), el cual es
fundamental en la mecdnica cudntica y en el estudio de la ecuacién de KdV. En
esta tesis estudiaremos soluciones de la ecuacién (1.5) que son periédicas en x
con periodo 7

Dedicamos el capitulo dos al estudio de la ecuacion de Hill en el intervalo [0, 7.
Los valores propios correspondientes a condiciones peridédicas y antiperiédicas
son importantes porque determinan los intervalos en los que existen soluciones
acotadas (estabilidad) o no acotadas (inestabilidad).de la ecuacién de Hill en
toda la recta y que corresponden a movimientos estables o inestables en el
tiempo x del problema de Hill.

Determinamos el espectro periédico, antiperiédico y de Dirichlet en el caso
q(x) = 0. En el caso periddico el primer valor propio, Ag = 0 es simple, todos los
demds son dobles. En el caso antiperiédico todos son dobles. Esto implica que
hay un sélo intervalo de inestabilidad, (—oo,0) pero no hay intervalos finitos
de inestabilidad, ya que éstos estdn separados por valores propios periédicos o
antiperiédicos simples.

También determinamos la estructura del espectro en el caso

q(z) = m(m + 1)k?sn?(z; k),

donde sn(z; k) es la funcién eliptica de Jacobi (ver [Fe]). Cuando m es un nat-
ural, hay m + 1 valores propios periédicos simples y m antiperiédicos simples.
Estos 2m + 1 valores propios dan lugar a m intervalos finitos de inestabilidad.
Finalmente, encontramos una representacién del potencial ¢(x) a partir del es-
pectro, por medio de la férmula de traza.

En el capitulo tres nos concentramos en soluciones periédicas de la ecuacién
KdV cuando el dato inicial tiene un nimero finito de intervalos de inestabilidad.
Si denotamos por g(z,t) a la correspondiente solucién de KdV, demostramos
que no sélo se preserva el espectro periédico y antiperiédico del operador de
Hill, sino también las multiplicidades y por lo tanto los intervalos finitos de
inestabilidad. De esta manera, el conjunto de potenciales con m intervalos finitos
de inestabilidad es invariante bajo el flujo de KdV. Describimos la evolucién en
el tiempo de los valores propios de Dirichlet y utilizando la férmula de traza
describimos la evolucién en el tiempo de estas soluciones de la ecuacién KdV'.
También damos una expresion para este tipo de soluciones de la ecuacién KdV
por medio de la funcién Theta de Riemann asociada y encontramos condiciones
que garantizan que dichas soluciones son funciones elipticas.



Capitulo 2

Ecuacion de Hill

A lo largo de este capitulo estudiaremos el espectro periédico, antiperiédico,
de Dirichlet, los intervalos de inestabilidad y la determinacién del potencial a
partir de la informacién espectral de la ecuacién de Hill.

En la introduccién definimos la ecuacién de Hill como

u”(z) + [A = gq(@)]u(z) =0 (2.1)
donde la funcién ¢(z) es continua en [0, 7] y
q(z +7) = q(2)

Decimos que un valor propio A es periédico si

y es antiperiédico si

u(0; ) = —u(m)
u'(0;0) = —u/(mN)

y de Dirichlet si
u(0;A) =u(m;\) =0

Denotamos a los valores propios antiperiédicos por {)\; }2 a los periédicos por

eN’
{Ai}ienugoy -y @ los de Dirichlet por {1}y 0y :consulte [E] para més detalles.
Los valores propios periédicos y antiperiédicos estan distribuidos de la siguiente
forma

)\0</\/1S/\/z<)\1§)\2<)\é§/\£1</\3§/\4<...

13



14 CAPITULO 2. ECUACION DE HILL

y son tales que
1
lim — =0, lim —+—=0
n—oo n n—oo
(Ver Apéndice C)
A lo largo de este capitulo estaremos interesados en los intervalos de inestabili-
dad

(—OO,)\()) 5 ()\;,)\;+1) 5 ()\i,Ai+1) 5 ’i:l,Q,...

determinados por el potencial g(z) y que corresponden a valores propios pe-
riédicos o antiperiédicos simples.

Los valores propios {A;}ieN y {)‘i}ieNU{O} pueden ser dobles, es decir, puede
ocurrir que A; = A, ; 0 A; = \;41. Por lo tanto, algunos (o todos) los inter-
valos de inestabilidad se pueden colapsar a un punto. En este caso existen dos
soluciones no triviales de (2.1) linealmente independientes periédicas o antipe-
riédicas correspondiente a dicho valor propio doble.

Si s6lo existe un nimero finito de intervalos de inestabilidad decimos que g(x)
es un potencial con un ndmero finito de intervalos de inestabilidad.

Un caso sencillo donde ¢(z) sea un potencial de éste tipo es cuando es cero, el
cual desarrollarémos en este capitulo. Ince [In] fue el primero en desarrollar un
ejemplo no trivial, tomando como potencial la funcién eliptica

m(m + 1)k%sn?(z; k)

con m entero, donde sn(x;k) es la funcién eliptica de Jacobi. Mostré que este
potencial tiene m + 1 intervalos de inestabilidad. Estos resultados ya eran
conocidos por Whittaker y Watson [WW], Seccién 23.7 pero no en el lenguaje
de teoria de Floquet.

2.1. Problema inverso y directo de la ecuacién
de Hill

Primero determinamos el espectro cuando el potencial es cero o m(m+1)k?sn?(z; k),
ademds de que en este 1iltimo caso, también se determina la multiplicidad de los
valores propios y por lo tanto los intervalos de inestabilidad en los casos m = 1,2

en los que hay 1y 2 intervalos finitos de inestabilidad, respectivamente. Después
hacemos el problema inverso que consiste en determinar el potencial a partir de

los datos espectrales.

2.1.1. Problema directo

El primer ejemplo que a uno se le ocurre de la ecuacién de Hill es cuando el
potencial es idénticamente cero. Es ilustrativo porque obtenemos explicitamente
los valores propios y las funciones propias..
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Proposicién 2.1 Si g(x) = 0 entonces no hay intervalos finitos de inestabi-
lidad, es decir, los valores propios periddicos y antiperiddicos distintos de cero
son dobles (\; = Xa , | = X, etc.). Ademds, los valores propios de Dirichlet
son simples.

Prueba. Queremos encontrar soluciones no triviales para
w + =0 (2.2)

Caso 1: A =0.
Entonces
u// — 0
Por lo tanto
u(z) = cox + 1
co v c¢1 constantes. Por lo tanto no existen soluciones no triviales antiperiédicas

para el valor propio cero. Por otra parte, las tinicas soluciones periédicas no
triviales son

wx)=c , a1 #0

Por lo que existe sélo una solucién linealmente independiente periédica. Por
lo tanto A = 0 es un valor propio simple periédico y no es un valor propio
antiperiédico.

Caso 2: A # 0

Mostraremos que los valores propios periddicos y antiperiédicos son dobles mien-
tras que los de Dirichlet son simples.

Encontremos explicitamente estos valores propios periédicos, antiperiédicos y
los de Dirichlet:

Cualquier solucién de 2.2 es de la forma

w(x; ) = cq cos(VAz) 4 cpsen(VAz)
Para que X sea un valor propio periédico debe cumplir

Ca = Cq cOs(VAT) + cpsen(VAr)
b = —cqsen(VAT) + ¢ cos(VAn)

Es decir
sen(VAr) [c2+c2] =0

Por lo que {V/Ar}, _, C Z, entonces
Cqa = Cq COS(\/ M)

Por lo tanto
A= (2k)° , VkeN (2.3)
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y las funciones propias son:

cos(2kx)
sen(2kx)

Para el caso antiperiédico se tiene

—Cq = €q cos(VAT) + cpsen(VAr)
—cp = —cqsen(VAT) + ¢ cos(VAT)

Es decir
cos(VAr) = —1

Por lo tanto
N,o=(2k+1)? , VkeN

y las funciones propias son:

cos((2k + 1) x)

sen((2k + 1) x)
Notemos que en el caso periédico y antiperiédico se tienen dos soluciones lineal-
mente independientes para cada valor propio por lo que los valores propios son

dobles.
Por tltimo, el caso de Dirichlet

0= cq = ¢q cos(VAT) 4 cpsen(V )
Por lo tanto ¢, = 0 y entonces

0 = cpsen(VAr)

)\kE/Lk:jZ , VjeN
Entonces las funciones propias para los valores propios de Dirichlet son
sen(jx)

Es decir, para cada valor propio p,; existe sélo una solucién linealmente inde-
pendiente y por lo tanto son simples.

Notemos que {p}cn = {)‘l}leNU{O} U {)\/n}neN' d

. Coémo es el espectro dada ¢(z) una funcién eliptica? M4s precisamente, ;Cémo
es el espectro del potencial g(z) = m(m + 1)k?sn?(z; k)?
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Potencial de Lamé

A la ecuacién de Hill cuyo potencial es m(m+1)k?sn?(z; k) se le llama ecuacién
de Lamé:

u’(z) + (A —m(m+ 1)k*sn?(z; k)] u(z) =0 (2.4)
donde sn(z; k) es la funcién sinus amplitudinus de Jacobi definida por
sn(z;k) "
x = (2.5)

V(1 =12) (1 - k282)

Es decir, es solucién de la ecuaciéon diferencial

NI
y(0)=0

k? es el médulo de sn(z; k). Los dos periodos de sn(z; k) son 4K y 2iK’ donde

1
dt
K = / (2.6)
| Vi-ea e
o 1/k da
Va2 — 11 — k222
(Para més detalles, ver [Fe]; capitulo 4 y 5)
Haciendo el cambio de variable
v =am(z; k)
con la funcién v = am(z; k) definida por
d
é =/1—k2sen2(v) , k* <1
v(0) =0
la ecuacién (2.4) toma la forma
2,2 d*y 2 dy 2,02
[1—k*sen’(v)] 2 k*sen(v) COS(U)% + [A = m(m+ 1)k*sen” (v)] y =0
(2.7)

Estudiaremos las soluciones con periodos 2K y 4K de la ecuacién de Lamé
que corresponden a funciones propias del espectro periédico y antiperiédico
respectivamente.

Whittaker y Watson [WW] (seccién 23.47) muestran que si m es un entero y
A es un valor propio tal que existe un polinomio de Lamé que es solucién de
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(2.7) entonces la segunda solucién no puede ser periédica. Es decir, A es un valor
propio simple. Teniendo en cuenta este resultado analicemos las soluciones para
valores enteros de m.

Si p(v) es solucién antiperiddica (de periodo 27) de la ecuacion (2.7) de la forma

p(v) =D Asji1cos((2j +1)v) (2.8)
=0

sus coeficientes cumplen las siguientes relaciones de recurrencia (de aqui en
adelante @ = 2\ — m(m + 1)k?)

1 1
5(m—z) (m +3)k*As + [w—(Q—k2)+2m(m+1)k2 Ay =0 (29)
y para j >1
1

5 (M =2j = 2) (m+2j+3) K Agjps + [ = (25 + 1)*(2 = )] Agja+

1
+ 5(m —2j +1)(m+2§)k*A9;_1 =0 (2.10)

Por otra parte, si f(v) es solucién antiperiédica (de periodo 27) de (2.7) de la
forma

f(v) =) Bajrisen((2j +1)v) (2.11)
j=0

sus coeficientes quedan determinados por la relacién de recurrencia

% (m —2) (m + 3) k*Bs + [w —(2—-k*) — %m(m +1DE* Bi=0 (2.12)

1
3 (m—2j —2) (m+2j 4+ 3)k*Bajis + [w— (2§ + 1)*(2 — k*)] Baja+

1
—|—§(m—2j—|—l)(m—|—2j)k2B2j_1 =0,j5>1 (2.13)

Si py(v) es solucién periédica (de periodo 7) de la ecuacién (2.7) de la forma

p2(’U) = AO + iAQj COS(2j’U) (214)

=1
sus coeficientes deben cumplir las siguientes relaciones de recurrencia

%(m—l)(m+2)k2A2+on =0
% (m—3) (m+4)k*As + [ — 42— k%) A + m(m + 1)k*Ag =0 (2.15)
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% (m—2r — 1) (m+2r +2) k*Ag 0 + [ — 473 (2 — k)] Aoyt

1
+§(m+2r—1)(m—2r+2) kE*As =0 , r>1 (2.16)

Por otra parte, si fa(v) es solucién periddica (de periodo 7) de la ecuacion (2.7)
de la forma

oo
fa(v) = Zngsen@jv) (2.17)
j=1
sus coeficientes cumplen las siguientes relaciones de recurrencia

2 2
B, {-31&’ + %m(m + 1)} + B, {2/-@2 +A—4—m(m+ 1)k] =0 (2.13)

2
15 5, K2 , K2
3 k2
+By |-k + =m(m+1)| =0
2 4
y para j > 3
k2
By [218 2 — Fm(m+1) +A - 4j2} +
2/ . 2 k2 1 2 /.
+ Baj o {—k G-+ Zm(m +1)— §k (j— 1)} +
2 . 2 1 . 1
+ BQj+2k - (_] + 1) + 5 (] + 1) + Zm(m + ].) =0 (220)
Sim=1

= Los valores propios antiperiédicos quedan determinados por (2.9) , (2.10),
(2.12) y (2.13)

- La relacién (2.9) correspondiente es

1
Az = = [A—1] Ay (2.21)
Si A =1, entonces Az = 0. Tomando este valor de A para la relacién (2.10)
obtenemos As = 0. Entonces, por (2.10), As;j+1 = 0 para toda j > 3. Por
lo tanto, siA=1y A; =1

p(v) = cos(v)
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que es un polinomio de Lamé. Por lo tanto A = 1 es un valor propio simple.

- La relacién (2.12) correspondiente es

2k°Bs = (A — k> — 1] By

Si A = k% + 1, entonces Bs = 0. y por (2.13) Azj11 =0 para toda j > 2.
Por lo tanto, si A = k2 + 1

p(v) = sen(v)

y A = k241 es un valor propio simple por ser p(v) un polinomio de Lamé.

Las relaciones de recurrencia (2.10) y (2.13) y el Teorema 2.10 garantizan
que A = 1,1+ k2 son los tnicos valores propios antiperiédicos simples. Ya
que las raices del polinomio Q*(u) (definido en (2.28), que en este caso
son las raices de (2u — 1)? + (2 — 1) — 2) son

Tenemos otras dos formas de ver que A = 1,1 + k2 son valores propios
simples. La primera es encontrando otra solucién no trivial de la ecuacién
(2.7) que no sea antiperiédica. Esto lo haremos por variacién de constantes:

Para A = 1 consideramos la funcién y(v) = Y (v) cos(v), entonces

2
2—2cos(v)+k? f(;’ sen(s) cos(s) g

Y'(v) = Y'(0)+e 1—k%en?() P Y(0) = 1
v z sen(s 52 k]
Y() = v+/ 62—2005(z)+k2f0 ﬁ%éﬁ;dsdz
0
v _ 2 rz sen(s)cosQ(s)
y(v) = vcos(v)+cos(v)/ ¢* TR S P
0

Por lo tanto y(v) no es una solucién antiperiédica.

Para A = 1 + k? consideramos la funcién y(v) = Y (v)sen(v), entonces

sen2(s s(s
Y/(U) _ Y’(O) + 6—2867L(U)+k;2 I ﬁ%ds 7 Y’(O) —1
v S‘C’IL2 s) cos(s
V) = e [ S
0
v o 2 sen2(s) cos(s) ;.
y(v) _ USC’R(U) + sen(v)/ e—Qsen(Z)-‘rk? I3 m)mdbdz
0

Por lo tanto y(v) no es una solucién antiperiddica.

La otra manera es mediante el Teorema 2.23, si A = 1, 1+ k2 son dobles
entonces no hay intervalos finitos de inestabilidad y por lo tanto el poten-
cial es cero.
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= Los valores propios periédicos quedan determinados por (2.15), (2.16),
(2.18), (2.19) y (2.20)

-La relacién de recurrencia (2.15) implica

WAOZO

Si @w = 0, entonces
A=k’

Por lo tanto si 4g =1

palv) = 1+ 3 Faj(42) cos(2j0)

j=1

Donde F5;(Az) es una funcién de Ay determinada por (2.16).

Por el teorema de oscilacion (ver Apéndice C) sabemos que el primer valor
propio periddico es simple. La relacién de recurrencia (2.15) y el Teorema
2.11 garantizan primero que todos los valores propios periédicos de (2.7)
diferentes de A = k? son dobles, porque las raices del polinomio Q (1)

(definido en (2.26)) son —1 y 3, el coeficiente Ag = 0 y las soluciones
periédicas del tipo (2.14) son infinitas con coeficiente de cos(2k’v) igual a
cero (en este caso —k’' —1 = —1). Y segundo, que entonces el primer valor
propio es A = k2 porque tiene que haber un valor propio simple. Por el

Teorema 2.16 todos los demds valores propios periédicos son dobles. En
este caso notamos que la multiplicidad de los valores propios no se deduce
de la finitud de la expansion pues todas las funciones propias son de orden
infinito.

Por lo tanto, hemos demostrado que para m = 1 los intervalos de inestabilidad
son

(00, k?) vy (1,1+K7)
La ecuacién (2.4) correspondiente es
u’(z) + (A — 2k%sn®(z; k)] u(z) = 0
Sea q = 2k%sn?(x; k), entonces
q' = [4k*sn(z; k)sn’ (z; k)] =
= /16k2k2sn2(2; k) (1 — sn2(x; k) (1 — k2sn2(z; k) =

2k2sn2(x; 225m2 (1
- ity (1 ) () )

_ \/8k2q (%) (334 - vevaee—g@-a
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Por lo tanto

q =v2vq(q—2k?)(q—2) (2.22)

Mis adelante, en el Teorema 2.25, demostramos el resultado de Hochstadt [Ho]
que garantiza que si ¢(z) tiene un sélo intervalo finito de inestabilidad entonces
q(x) es una funcién eliptica y que ademds es solucién la ecuacién diferencial
(2.97). Y la ecuacioén (2.22).es de este tipo, sélo cambian las raices de la cibica.

Sim=2

= Los valores propios antiperiédicos quedan determinados por (2.9) , (2.10),
(2.12) y (2.13)

- La relacién (2.9) correspondiente es
A= (K*+1)] 41 =0

Si Ay # 0, entonces
A=k*+1

Por lo tanto, por (2.10) para j > 1 tenemos

= (542§) kK Agjis + [2(1 — k%) — (25 + 1)%(2 — k%)] Agjn+
+ (B =2))(1+j)k*Az; 1 =0

Entonces (2.8) es una serie infinita

- La relacién (2.12) correspondiente es
A= (144k%)] B1 =0

Si By # 0 entonces
A =1+ 4k?

Por lo tanto, por (2.13) para j > 1 tenemos

— 5 (5+2§) K Bajys + [2(1 + k%) — (25 + 1)*(2 — k?)] Byji1+
+ (8 =25)(1+j)k*Baj1 =0

Entonces (2.11) es una serie infinita

Observacién. Si A; = 0, los coeficientes de (2.8) son los mismos de
(2.11) si B; = 0 ya que (2.10) y (2.13) son iguales cambiando A por B .
Por lo tanto los valores propios antiperiédicos distintos de A = 1 4 4k? y
A =1+ k? son dobles.

Por otra parte, el Teorema 2.12, con k* = 0, garantiza que

a) no hay soluciones finitas de periodo 27
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b) si hay una solucién periédica de periodo 27 que por lo tanto debe ser
infinita, entonces el valor propio es doble si y sélo si el coeficiente de cos(v)
o sen(v), segun sea el caso, es diferente de 0.

Por lo tanto A = 1 + 4k? y A = 1 + k2 son valores propios antiperiédicos
simples y por la observacion anterior todos los otros son dobles.

= Los valores propios periédicos quedan determinados por (2.15), (2.16),
(2.18), (2.19) y (2.20) las relaciones de recurrencia para {B2j}jeN\O en

caso de tener asociada una solucién de la forma (2.17)

- La relacién (2.18) correspondiente es

2

B, = —
T 3k2

By [A— (4+ k)] (2.23)

Supongamos By = 1. Si A = 4 + k? entonces By = 0. Por lo que (2.19)
queda como
—6k*Bg = 0

Por lo tanto Bg = 0 y por (2.20) tenemos

Byj =0 Vj >3

Entonces
fa(v) = sen(2v) (2.24)

Como (2.24) es un polinomio de Lamé, A = 4 + k% es un valor propio
simple.

- La relacién de recurrencia (2.15) correspondiente es

_ L

Ar =

[3k% — A] Ag

Si Ay = 1 Entonces A, = 3k — )\, entonces la segunda relacién de recu-
rrencia de (2.15) queda como

| =

—3k*Au+ [2X — 6k% — 4(2 — k*)] — (3K — \) + 6k°=0

2

X

Es decir
3k*Ay = =2 [N + 4k(k + 1)\ — 12k

Ay es un polinomio de grado dos en A.Si A4(A\) = 0, es decir

A =2k +1)£2yk2 (k2 -1)+1

entonces Ay y A_ son valores reales de A para los cuales A4(A) =0
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Entonces, para A € {\,A_} tenemos Ag = 0 y por lo tanto

Aj=0, 7>3

Entonces
po(v) =1+ [3k% — Ay] cos(2v).

p_(v) =1+ [3k* — A_] cos(2v).

que son polinomios de Lamé, por lo que A; y A_ son valores propios
periédicos simples.

Por Teorema 2.10 los valores propios A distintos a A; , A_ y (4 + kQ)
son dobles ya que las series (2.14) y (2.17) correspondientes son infinitas
y las raices del polinomio Q(u) (definido en (2.26), que en este caso
corresponden a las raices de 212 + p — 3) son

Por lo tanto, hemos encontrado todos los valores propios simples para m =
2: los periddicos son Ay , A_ | (4+ k‘z). y por la Observacién anterior los
antiperiédicos son A = 1+ 4k% y A =1+ k2.

Otra forma de verificar que los valores propios antiperiédicos A = 1 + 4k% y
A = 1+ k? son simples es de la ecuacién diferencial para el potencial ¢(z) =
6k%sn?(z):

q =2 6k%sn(z = 2\/6k2q \/ —sn?(z; k) (1 — k25n2(az;k)) =

El Teorema 2.25 garantiza que A = 1 +4k%2 y A\ = 1 + k? son simples, de
lo contario solo existirfa un intervalo de inestabilidad y la ecuacién diferencial
para ¢(z) tendria que ser del tipo (2.22), es decir, con coeficiente principal del
polinomio cibico igual a 2. En el cdlculo anterior tenemos que el coeficiente
del término principal de la cibica es distinto de 2, por lo tanto no cumple una
ecuacion del tipo (2.22).

Por lo tanto, en este caso los intervalos de inestabilidad son:

(—o00, M), (L+K%1+4k2)..,.. (A, 44 K?)

Encontremos como son los valores propios en el caso general. Para esto, haremos
uso de la ecuacion de Ince:

(1+ acos(2z))y” + b(sen(2x))y’ + (¢ + dcos(2z))y =0 (2.25)

donde a,b,c y d son parametros reales y |a| < 1.



2.1. PROBLEMA INVERSO Y DIRECTO DE LA ECUACION DE HILL 25

Teorema 2.2 Si la ecuacion de Ince (2.25) tiene dos soluciones linealmente
independientes de periodo w, entonces el polinomio

Q(p) = 2ap® — bu — d/2 (2.26)
tiene un cero en uno de los puntos

p=0,+1,42, .. (2.27)

Si (2.25) tiene dos soluciones linealmente independientes de periodo 2w, en-
tonces

Q' () =2Q(n—1/2) =a(2u—-1)* = b2u—1)—d (2.28)
tiene como raiz a alguno de los puntos de (2.27).

Para probar el Teorema 2.2 necesitamos los siguientes lemas.

Lema 2.3 Sean P(u) un polinomio de grado uno o dos en v y Dy,
(n=0,1,2,3,...) elementos de una sucesion que satisface la siguiente relacion
de recurrencia

P(n)D, = P(—n—2)Dp41 ,n=0,1,2,... (2.29)

y relaciones de limite

lim n?D,, =0 ,p=1,23,... (2.30)

n—0oo
Entonces D,, =0 para todo valor de n o P(u) tiene una raiz entera.

Prueba. Si P(u) no tiene raices enteras entonces por (2.29) D,, = 0 para toda
n o D, # 0 para toda n.

Supongamos D,, # 0 para toda n'y P(m) # 0 # P(—m — 1) para todo m € Z.
Fijamos k un entero positivo, entonces por (2.29)

P(—k—2)P(~k—1) - P(—k — 1 — 2)
Pt)P(k+1)---P(k+r)

Dy = Dijgry1 7 =0,1,2,.. (2.31)

Supongamos que P(u) es de grado 2 y que
P(p) =A(p = A1) (0 — A2)

Entonces (2.31) se puede escribir como

D ATk =2 M) (k=2 d) - (ch—r — 1= M) (Ch—r—2- )
b Ar(k—M) (k= Xa) - -(k+7—=A) (k47— A2 Frd
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conr =0,1,2,... Entonces

(k+2+M)k+1+X) - (k+r+24+ X)) (k+14+X)(k+2+ X))~

D = k=A)k+1—A1) - (k+r—M) (k=) (k+1—Ag)- -

(k24 %)
k=) k+r+1

Por lo tanto

F(k+2+X)-T(k+2+X)
T(k— M) -T(k— )

7F(k+r+3+)\1)~F(kz+r+3+)\2)D
TThh—M4r+1) T(k—Ag+r+1) =ttt
(2.32)

Dy,

Por otra parte, si P(u) es de grado 1y
P(p) = A(p —A)
Entonces (2.31) se puede reescribir como

AT(—k =2 =M (=k—1=X) - (=k—r—2—))

D, = D r R :0’1,27.
k AT(k_A)(k._Fl_)\)(k'—FT’—)\) k+r+1 r
24Nk +14+N) - (k+r+2+N)
- D 2.
(-1) (k=MNEk+1=X) - (E+r—2X) ktr41 (2.33)
Es decir,
p, T2 N ST (k+7+34+))
kT

F(k*)\) :<_) F(k+7"+17>\)Dk+r+1

Donde T es la funcién Gamma.

Como consecuencia de la fsrmula de Stirling (n! ~ v/27n"+1/2e=") tenemos las
siguientes relaciones asintéticas

Seat, =k+r+2 y p=A+1, entonces por (2.33) y (2.30) tenemos

Hm (_1)T F(k+7’+3+)\)

Y (k4240 _ 1 D(k42+2)
kaHH = rhjgoDk T(k—A) Dy,

. T(k—N)
Por otra parte
o | T(etr43+2 .| Dt . T(t.+
Jim R Dire| = o [ D[ = i [ty | oD, = 0
Por lo tanto Pkt 240
+2+
Dy———==0 2.34
T (k=N (2:34)
Anélogamente
P(k+2+X) - T(k+2+X)
D=0 2.35
Lk = A1) -T'(k = Ag) * (2:35)
Lo cual contradice nuestra suposicién sobre el valor de Dy. O

Podemos usar que el lado izquierdo de las ecuaciones (2.33) y (2.32) son cero
para demostrar el siguiente lema
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Lema 2.4 Si D,, satisface las relaciones de recurrencia y limite (2.29) y (2.30)
respectivamente, entonces D,, = 0 para n > k, , donde k, es la mayor raiz
entera no negativa de P(u). Si no existe tal entero, entonces D,, = 0 para toda
n.

Para demostrar Teorema 2.2 necesitamos

Lema 2.5 Si la ecuacion de Ince tiene dos soluciones linealmente independi-
entes de periodo ™ o 2w, entonces podemos encontrar dos soluciones yi1 y ys
tales que

= ZAQn cos(2nx), y2 = ZBgnsen@nx) (2.36)

n=0 n=1

Y1 = ZAgnH cos((2n+1)z), y2 = ZBgnJrlsen((Qn +1)x) (2.37)
n=0 n=0

donde, para cada p > 0 se tiene

lim nP Ay, = lim n? By, = lim n?As,11 = lim nPBy,11 =0 (2.38)
n—oo n—oo n—oo n—oo

Prueba. Del teorema de oscilacién (Ver Apéndice C) sabemos que una ecuacién

de Hill no puede tener una solucién de periodo 7 y otra de periodo 27 (que no

es de periodo 7) y ya que la ecuacién de Ince puede ser transformada en una de

Hill mediante el cambio de variable

y=(1 +acos(2:c))ﬁ z,a#0

quedando como
o + B cos(2z) + v cos(4x)

(14 acos(2z))?

2=0 (2.39)

con
a=c—ab—b%/8+ad/2
B=d+ac—0
v =ad/2+ b*/8

lo mismo aplica para dicha ecuacién.

Notemos que si hay una solucién del tipo f(z) = Y. As,y1cos((2n+1)z) +
n=0

o0

> Agy cos(2nx) entonces el segundo término serfa solucién de la ecuacién de
n=0 . .
Ince de periodo m ya que la relacién de recurrencia para las soluciones pares de

periodo 7 (2.16) tendrfa una solucién, mientras que el primer término nos da
una solucién de periodo minimo 27 y por teorema de oscilaciéon (Apéndice C),
ésto no puede ocurrir.

Por otra parte, sabemos por teorfa de Floquet que dadas dos soluciones y1 v 92
linealmente independientes del sistema 3" + Q(x)y = 0 con condiciones iniciales

(2.59) y Q(z) = Q(—=x) entonces:
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= Nota: Se cumplen las siguientes relaciones

y1(m) = 2y1(m/2)ys(m/2) — 1 = 1+ 2y (m/2)y2(7/2)
Y2(m) = 2ya(m/2)ys(7/2) (2.40)
y1(m) = 2y1(m/2)y; (m/2)
ya(m) = y1(m)
en todos los casos y1(z) = y1(—x) y y2(x) = —y2(—x). Mds ain, siempre

que existe una solucién no trivial de periodo 7 o 27 existe también una
solucién del mismo periodo que es par o impar. Por lo tanto, estas solu-
ciones periédicas son necesariamente miiltiplos de una de las soluciones
y1(z) o y2(x) a menos que todas las soluciones sean periédicas de periodo
T o 2.

Ya que la ecuacién de Ince se puede transformar en una ecuacién simétrica de
Hill podemos aplicar este tltimo resultado de teoria de Floquet. Por lo tanto,
2.25 tiene una solucién par y una solucién impar, ambas del mismo periodo, y
si el periodo es 27, las soluciones deben cambiar de signo si x se incrementa por
.

Estas observaciones demuestran (2.36) y (2.37). Para demostrar (2.38), obser-
vamos que las soluciones de (2.25) deben ser analiticas en una franja de ancho
constante que contiene al eje real en el plano complejo. Por lo tanto, las series
en (2.36) y (2.37) deben converger para x = x1 + ixa, con zp real arbitrario y
xo real de tal forma que

|1+ acos(zy + tz2)| >0

Por lo tanto, existe una constante M > 1 tal que,

lim M" Ay, =0

n—oo

y este hecho implica inmediatamente la primera relacién de limite en (2.38).
Esto completa la prueba. O

Ahora necesitamos:

Lema 2.6 Si la ecuacion de Ince (2.25) tiene soluciones y1 y yo definidas por
(2.36), entonces Asa,, y Bay satisfacen las relaciones de recurrencia

—cAy+Q(~1)A3 =0 (2.41)

Q(n—1)Ag, o+ (4n* — ) Aoy + Q(—n — 1) Ag,i0 =0 , n=0,1,2,.. (2.42)
(22 —¢)Ba + Q(—2)Bys =0 (2.43)

Q(n —1)Bay_o 4 (4n* — ¢)Bay + Q(—n — 1)Bapia =0 , n=0,1,2,.. (2.44)

y si (2.25) tiene las soluciones definidas por (2.87) entonces las relaciones de
recurrencia son las siguientes
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[Q@"(0)—2(c—1]A1 +Q"(-1)A3=0 (2.45)

Q* (1) Agn_1 +2 [(Qn +1)2 - c} Aopir +Q (—n—1)Aspas =0 , n=0,1,2,..
(2.46)

[-Q"(0) —2(c—1)] B1 + Q*(-1)B3 =0 (2.47)

Q* (1) Ban_1 +2 [(Qn +1)? - c)} Bonsr + Q" (—=n—1)Banys =0 , n=0,1,2,..

(2.48)
Prueba. La demostracién es inmediata si sustituimos la serie en cuestion ((2.36)
0 (2.37)) en la ecuacién diferencial. O

El dltimo lema que necesitamos para demostrar el Teorema 2.2 es el siguiente
Lema 2.7 Sean D,, D1, D>, ... y D}, D7, D5, ...definidos de la siguiente manera

Do = AOB27 Dn = _A27L+2B2n + B27L+2A27l'

D} = AB1, D;, = —Asp11Bop_1 4+ Azp_1Bopy.

n

paran = 1,2 3,..Entonces las siguientes relaciones de recurrencia se cumplen:

Q(n)Dy =Q(—n—2)Dpyy ., n=0,1,2,.. (2.49)
2Q*(0)D; = Q" (-1)Dy (2.50)
Q*(n)DX =Q*(-n—1)Dyyy , n=1,2,3. (2.51)

Prueba. La demostracion se sigue de las relaciones de recurrencia del Lema
anterior. 0

Ya tenemos todo para demostrar el Teorema 2.2.
Prueba. [Teo.2.2] Lema 2.3 y Lema 2.5 muestran que los D,,’s definidos en
el Lema 2.7 son cero si Q(x) no tiene una raiz entera. Esto implica

D,=A,B:=0

Por lo cual
Ao =0 o BQ =0

Si By = 0, las relaciones de recurrencia del Lema 2.6 muestran que Bg, = 0
ya que Q(p) # 0. Por lo tanto la serie y; de (2.36) es identicamente cero por lo
que y1 y y2 no son linealmente independientes.

Si A, = 0, entonces y; = 0.

Observemos que la demostracién del Lema 2.3 funciona igual si en (2.29) susti-
tuimos P(—n — 2) por P(—n —1). De este cambio y del Lema 2.5 tenemos que
D} =0 (definido en el Lema 2.7) cuando Q*(x) no tenga raices enteras.
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Por otra parte D}, = 0 implica
Aspy1=0 0 DBopy1 =0

lo cual es una contradiccion al Lema 2.5. Asi, queda completa la prueba del
Teorema 2.2. O

Tenemos condiciones necesarias para la coexistencia de dos soluciones periédicas
de (2.25) de periodo 7 o 27 y esta condicién se puede pedir aun sin saber si
(2.25) tiene al menos una solucién periodica o no.

Para tener condiciones suficientes para la coexistencia de soluciones periédicas
para la ecuacién de Ince necesitamos asumir que los valores de los pardmetros
son tales que existe al menos una solucién de periodo 7 o 27.

Teorema 2.8 Para cualesquiera valores reales de los pardmetros a,b y d (con
la| < 1) existen una infinidad de valores para el pardmetro c tal que la ecuacion
de Ince tiene una solucion par o impar de periodo ™ o 2.

Prueba. Notemos que el pardmetro ¢ no entra en las condiciones necesarias
enunciadas en el Teorema 2.2 para que la ecuacién de Ince tenga soluciones
periédicas de periodo 7 o 27. Escribamos (2.39) como

"

z25+

2=0 (2.52)

c p + o cos(2x) + 7 cos(4x)
1+ acos(2x) (]_ + acos(21’))2

donde p,0 y T no dependen de c.

Sea H(z) = [
sean

p+o cos(2z)+T cos(4x)
+ (14-a cos(2x))?

TFacos(Z) , el coeficiente de z en (2.52) y

M= min Hz) y A?>= méix H(z)

0<z<m 0<z<m

para c suficientemente grande.
2 )
Los valores A\*> y A? crecen conforme el pardmetro ¢ crece y

lim A2 = lim \? = 00

Sean z1 y 23 soluciones de (2.52) tales que
21(0) =1=25(0) y 2(0) =0=2(0)

El nimero de ceros de z1,22,2] y %5 en el intervalo [0,7/2] es minimizado o
maximizado, respectivamente, por el nimero de ceros de las soluciones corres-
pondientes a la ecuacién

2+ A2 =0

24+ X2 =0
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Ya que si ¢1(2) y g2(z) son continuas en [a,b] y ui(z) , uz(z) son soluciones de
uj +qj(x)u; =0 , j=1,2

y tomando u; = rsen(0;(z)) , u; =rcos(f;(x)) entonces si q1(z) > g2()

01(z) > Oa(z)

(ver [E]; capitulo 3).

Como los ceros de las soluciones dependen continuamente del pardmetro ¢ en-
tonces si el pardmetro ¢ crece obtenemos una infinidad de valores de c tales que,
para soluciones de (2.52), alguna de las cantidades

2(m/2) 5 2(7/2)  =(7/2) , z(n/2)

es cero y por Nota de (2.40) se tiene el resultado. O

Definicién 2.9 Una solucion de la ecuacion de Ince (2.25) dada por una serie
del tipo (2.86) es llamada finita de orden k si Ao, 20 0 Bop #0 y As, =0
o By, =0 para todan >k

Teorema 2.10 Si Q(u), definida en el Teorema 2.2, tiene una raiz entera no
negativa y si ko, es la mayor de dichas raices, y si existe una solucion (del tipo
(2.36)) que es infinita o finita de orden k > k, entonces la ecuacion de Ince
tiene dos soluciones linealmente independientes de periodo m . Andlogamente,
existen dos soluciones linealmente independientes de periodo 2w si Q* () tiene

una raiz entera no negativa k¥ (y ninguna mayor a ésta)y si existe una solucion
del tipo (2.37) infinita o finita de orden k* > k.

Prueba. Consideremos el caso donde la ecuacién de Ince tiene una solucién

Yo = ZBgnsen(an)

n=1

tal que Bar # 0 para alguna k > k,. En general, definimos una funcién

= ZA% cos(2nx)

n=0

de la siguiente forma: Sea As,, = Bs, para n > k,. Nuestra suposicién garantiza
que y1(z) # 0 para alguna z y que la serie que la define converge en todas
partes. Si y; es una solucién de (2.25), las relaciones de recurrencia (2.41) y
(2.42) se deben satisfacer. Para n > k, esto es automaticamente verdadero ya
que Bs, satisface la misma relacién de recurrencia que As,. Notemos que esto
se cumple aun si k, = 0, porque en este caso (2.43) tiene la misma forma que
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(2.42) para n = 1. Para n < k, debemos determinar As, del siguiente sistema
de ecuaciones lineales
—cA,+Q(-1)A2 =0 (2.53)

y si k, > 0 entonces paran =1,..,k, — 1 se tiene
Q(n—1)Ag, o+ (4n* — ) A, + Q(—n — 1) Agp 0 =0 (2.54)
Por 1ltimo
Q(ky — 1) Ao, o + (4k2 — ¢) Aok, = —Q(—ko — 1) Bog, 42 (2.55)

Existen exactamente k, + 1 ecuaciones lineales para las incégnitas A,,...,Asx,
En general, tienen una solucién nica, por ejemplo cuando el determinante de
la matriz K, formada por los coeficientes de las incégnitas, es diferente de cero.
En este caso, hemos construido y; de la forma requerida. Sin embargo, puede
ocurrir que el determinante de la matriz K sea igual a cero. Entonces, debemos
definir a y; como sigue:

Tomamos A,,...,Asy, soluciones no-triviales de las ecuaciones homogéneas (2.53)
, (2.54) y (2.55) (reemplazando Bay, 2 por cero). Paran > k,, hacemos Ag, = 0.
El que Q(k,) =0 implica que existe una solucién no trivial de nuestro sistema
de relaciones de recurrencia y una solucién y; de orden finito < k.

Un argumento similar se puede usar para probar el Teorema 2.10 en los tres
casos restantes donde asumimos otra de las cuatro series en (2.36) y (2.37) como
solucién de (2.25). O

Ya discutimos los caso cuando @) y @* tienen una raiz entera no negativa, ahora
veamos el siguiente caso

Teorema 2.11 Supongamos que Q(p) tiene una o dos raices enteras negativas
y ninguna mayor o igual a cero. Sea —k' — 1 dicha raiz o una de estas raices en
caso de haber dos, con k' € {0,1,2,...}. Entonces

a) No eziste solucion de orden finito de periodo m para la ecuacion de Ince.

b) Si existe una solucion y(x) (infinita) de periodo m entonces existen dos solu-
ciones linealmente independientes si y solo si el coeficiente de cos(2k'z) (siy(x)
es par) o de sen(2k'z) (si y(x) es impar) en la expansion (2.36), es cero. En
este caso todos los coeficientes de Fourier de la solucion periddica con indice
menor a 2k’ son cero.

Prueba. Como Q(u) # 0 para toda p = 0,1,2,..., se sigue de las relaciones de
recurrencia (2.41) y (2.42) que

AQTL:O o BQWL:O,V’RSZ

si Agi1o v Asira (0 Bojpa ¥y Bajya) son cero. Por lo tanto, no pueden existir
soluciones periddicas de orden finito. Asi, hemos demostrado a)
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Supongamos ahora que la ecuacién (2.25) tiene soluciones y; y y2 del tipo (2.36).
Entonces por el Lema 2.7

D, =0 para todan

En particular,
AOBQ - 0

Supongamos A, = 0, y sea Ay la primera de las As,distinta de cero. Entonces
por (2.42) tenemos que I = k' 4+ 1, con Q(—k' — 1) = 0.
Por otra parte, por el Lema 2.4

Agi_oBoy = Ay Boy_»

y ya que Ay _s = 0, entonces
By =0

Procedemos de manera andloga para el caso By = 0.

Por lo tanto, las condiciones para coexistencia enunciadas en el Teorema 2.11
son condiciones necesarias. Pero también son suficientes. Porque, supongamos
de nuevo que

A=Ay =..=A39 2=0 , By =0

y que (2.25) tenga una solucién y, del tipo (2.36). Entonces podemos escoger
y1 definida por

o
= Z Bs,, cos(2nz)
n=k’+1

Los coeficientes de Fourier de y; satisfacen (2.41) y (2.42) ya que, los coeficientes
de yo satisfacen por hipétesis (2.43) y (2.44). Podemos demostrar facilmente que
By;—o = 0 implica que By, = 0 para todan <[ — 1. O

Un resultado similar a Teorema 2.11 aplica para soluciones de periodo 27 de
la siguiente forma

Teorema 2.12 Supongamos que Q*(u) tiene una o dos raices enteras negativas
pero ninguna mayor o igual a cero. Sea —k* — 1 una de estas raices, donde
k*=0,1,2,... Entonces

a) No eziste solucion de orden finito de periodo 2w de la ecuacion de Ince.

b) Si existe al menos una solucion (infinita) w de periodo 2w entonces, exis-
tiran dos soluciones linealmente independientes si y sélo si el coeficiente de
cos ((2k* + 1)x) (si w es par) o el de sen ((2k* + 1)z) (si w es impar) en la
expansion de Fourier, es cero.



34 CAPITULO 2. ECUACION DE HILL

Prueba. La demostracién es andloga a la del Teorema 2.11 y la omitiremos. [J

Por los Teoremas 2.2, 2.8, 2.10, 2.11 y 2.12 sabemos cuando existen dos
soluciones linealmente independientes de (2.25) de periodo 7 o 27 una vez que
conocemos una solucién. A menos que dicha solucién sea de orden finito y no
exista otra solucién de orden finito tal que sean linealmente independientes.

Teorema 2.13 Una condicidn necesaria para que la ecuacion de Ince tenga dos
soluciones linealmente independientes de orden finito es que Q(u) (en el caso
de periodo ) o Q*(u) (en el caso de periodo 27) tenga dos raices enteras con
al menos una positiva. El orden de las soluciones finitas no puede exceder a la
mayor raiz positiva de Q(u) o Q* ().

Prueba. Como en la demostracion del Teorema 2.11 se sigue de las relaciones
de recurrencia (2.41) a (2.47) que Ay = 0 si Agjio =0 = Agy4 , a menos que
Q) =0.

Argumentos similares son vilidos para las otras tres soluciones del tipo (2.36) y
(2.37), y por lo tanto puede existir una solucién de orden finito sélo si Q(u) o
Q*(p) tiene una rafz no negativa, y el orden no excede a la mayor de las raices
de este tipo.

De las relaciones de recurrencia concluimos que a lo més existe una solucién de
orden finito si g = 0 es la mayor raiz entera de Q(p) o de Q(p)*.

Por lo tanto, Q(u) o Q(u)* deben tener al menos una raiz entera positiva.

El resto de la demostracién se sigue si podemos mostrar que % es un entero.
Porque en ese caso,

d

b
2 _a _ Y
©we— B =0 , conﬁ_2

debe tener una raiz entera. Ya que ( es un entero, se sigue que d/4a es también
un entero y por lo tanto Q(u) tiene dos raices enteras. O

Un argumento similar funciona para Q*(u). Por lo tanto, solo nos queda demostrar:

Lema 2.14 Si (2.25) tiene dos soluciones linealmente independientes de orden
finito, entonces b/(2a) es un entero no negativo.

Prueba. Si y; y y2 son soluciones de (2.25) de orden finito, entonces
W = Y195 — Yol (2.56)

es también de orden finito
Si y1 y ye2 son linealmente independientes entonces w no es identicamente cero

y
(1 + acos(2z))w’ + b(sen(2z))w = 0

Por lo tanto
w = we(1 + acos(2z))"/?
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con w, constante # 0.
Entonces w tiene una expansién de Fourier finita si y sélo si b/2a =0, 1,2,3,.. O

En todo el desarrollo que llevamos de la ecuacién de Ince, ninguno de los
parametros a,b y d juega el rol del valor propio A de la ecuacién de Hill (2.1).
Sin embargo, ¢ juega un papel especial como veremos en el siguiente resultado.

Teorema 2.15 Sean a,b y d tales que Q(u) (o para periodo 2w, Q*(u)) tiene
una rafz entera no negativa k (o para periodo 2w, k*). Si existen dos raices,
entonces k (6 k*) denotard a la mayor de ellas. Sea C el conjunto (infinito) de
valores de ¢ para los cuales, con los valores dados de a,b y d, (2.25) tiene al
menos una solucion periddica de periodo m (6 2w ). Entonces, existen a lo mds
k+1 (o para periodo 2w, k* + 1) wvalores ¢, ...,cx, (6 ¢}, ...,c}.) en C para los
cuales (2.25) tiene una solucion de orden finito. Para otros valores de ¢ € C, la
ecuacion de Ince tendrd dos soluciones linealmente independientes de periodo T
(6 27).

Prueba. De acuerdo al Teorema 2.10, existen dos soluciones linealmente in-
dependientes de la ecuacién de Ince de periodo 7 (o 27) si se satisfacen las
hipétesis del Teorema 2.15 y si se conoce una solucién de periodo 7 o 27 de
orden infinito. De acuerdo al Teorema 2.10, el orden de una solucién finita no
puede ser mayor que k (o k*). Resta demostrar que hay a lo mds k+1 (o k*+1)
valores diferentes de ¢ para los cuales existe tal solucién finita.

De las relaciones de recurrencia (2.41) a (2.47) vemos que la existencia de dicha
solucion es equivalente a la existencia de una solucién no trivial para un sistema
de a lo mds k+ 1 (o k* + 1) ecuaciones lineales homogéneas con igual nimero
de incégnitas. A su vez, la existencia de dicha solucién no trivial es equivalente
a que el determinante del sistema sea cero. Y ya que cada columna de dicho
determinante involucra depende linealmente de ¢, el determinante es un poli-
nomio en ¢ de grado menor o igual a k + 1 (o k* + 1) y no tiene més ceros que
el grado. Esto prueba el Teorema 2.15 O

De aqui, podemos probar un andlogo al Teorema 2.15 que muestre que, en
general, se da la coexistencia si Q(u) o @*(u) tiene una raiz entera negativa:

Teorema 2.16 Sean a, b y d tales que Q(u) (o para periodo 27, Q*(u)) tiene
alguna raiz entera negativa. Sea —k, — 1 (o para raices de Q*(u), —k* — 1) la
menor de las raices. Entonces, existen a lo mas k,+1 (o0 para periodo 2, kX +1)
valores de c tales que la ecuacion de Ince tiene una solucion periddica de periodo
7w (0 2m) pero no dos que sean linealmente independientes.

Prueba. Observamos en la prueba del Teorema 2.11 que Bo, ..., Bo;_o satis-
facen el sistema homogéneo de ecuaciones lineales. Este puede tener solucién no
trivial para un nimero finito de valores de ¢, como se puede ver en el argumento
utilizado en la demostracién del Teorema 2.10. O

Regresando a nuestro problema: ;Como es el espectro de la ecuacién de Hill
dada una funcién eliptica? Tenemos
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Teorema 2.17 Consideremos la ecuacion de Lamé
Y+ [A—=m(m+1)k*sn® (z;k) ]y =0 (2.57)

donde k?es el mddulo de sn(w;k). Los dos periodos de sn(x;k) son K y 2iK’,
definidos en (2.6). Entonces existen soluciones periddicas de periodo 2K y 4K
st y solo sim € Z.

Si definimos | = m, si m es un entero positivo yl = —m — 1, si m es un
entero negativo, entonces (2.57) tiene a lo mas | + 1 intervalos de inestabilidad
(incluyendo el intervalo (—oo, A,) ).

Prueba. Sea t = am(z, k). La funcién am(z,t) estd definida por

dt

e 1—k2sen2(t) , k*<1

Entonces (2.57), que es la ecuacién de Lamé, se transforma en

2
[1— k?sen?(t)] % — k?sen(t) cos(t)% + [A = m(m+ 1)k*sen® (t)] y = 0
(2.58)
Sean
k‘2

o="b=5"
. 2\ — m(m + 1)k?

2 — k2
de m(m + 1)k?

2 — k2

Asi, la ecuacién de Lamé toma la forma de la ecuacién de Ince (2.25) .
El periodo 2K de (2.57) corresponde a 7 en (2.58). Las raices del polinomio
Q(p) correspondientes a (2.58) son

py=m/2 , py=—(m+1)/2
y las raices del polinomio Q*(u) son
pi=m+1)/2 , ps=-m/2

Para que algunas de las raices sean enteras, m debe ser un entero. Podemos
suponer m > 0 ya que la ecuacién de Lamé no cambia si cambiamos m por
—m — 1. Si m es par, m = 2l’, entonces

po =1, py=-l

De acuerdo al Teorema 2.15, existen a lo més I’ 4 1 valores de ¢ (y por lo tanto
de \) para los cuales existe una pero no dos soluciones linealmente independi-
entes de periodo . Por otra parte, el Teorema 2.16 muestra que no existen
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més de I’ valores de ¢ y por lo tanto de A para los cuales (2.58) tiene una pero no
dos soluciones linealmente independientes de periodo 27. Por lo tanto, existen
a lo més 2’ +1 = m + 1 intervalos de inestabilidad. El caso m impar se trata
de manera similar.

Erdélyi (1941) demostré que no existen menos de m + 1 intervalos de inestabi-
lidad si el pardametro m en la ecuacién de Lamé es un entero no negativo. Por
lo tanto existen exactamente m + 1 intervalos de inestabilidad (incluyendo el
intervalo (—oo, A,)). O

i Podremos dar una representacién explicita del potencial a partir, tinicamente,
de su espectro?

Para ésto necesitamos estudiar el comportamiento de las soluciones de la ecuacién
de Hill.

En esta seccién estudiaremos las soluciones de la ecuacién (2.1).

Sean y; y y2 soluciones de (2.1) tales que

y1(0) =y5(0) =1, ¥1(0) = 32(0) =0 (2.59)

Se define al discriminante de (2.1) como

A(A) = y1(m; X) + yo(m; A) (2.60)

Los valores propios antiperiédicos son {,\;}ieN\O ={A| AN =-2} ylos
periédicos {Ai};cny = {A | A (A) =2} El conjunto de valores inestables queda

caracterizado por:

I(q) = A eR2Z <A = (=00, 20) T (N N40) T (i dirn) (261

=
y el conjuntos de valores estables por

El@)={AeR—2< A\ <2} = EO [ais Ao ;0’1 Ao doia]  (2.62)

(ver Apéndice C). A los intervalos que aparecen en I(gq) nos referimos como los
intervalos de inestabilidad.

Los valores propios {)\2} ¥ {Ai};en Pueden ser dobles, es decir, puede ocu-

iEN\0
rTir que \; = ,\QH 0 A\; = Aj41. Por lo tanto, algunos (o todos) los intervalos de
inestabilidad se pueden colapsar a un punto.
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Sea v = u/, resolveremos (2.1) con condiciones iniciales (2.59) mediante el si-
)
guiente sistema

X'=(¥=5) = A(Y) + B(X)

o' =u!

donde A = <_0)\ (1)> y B(X(t) = (q(?)u)

Por lo tanto .

X(t) = e X(0) + / A9 By (s))ds (2.63)

0

Pero A es diagonalizable, por lo tanto

(5 =) (5 =) )

entonces

1 1 iVt 0
Xai(t) = <zﬁ —i\&) ( 0 e—iﬁt) <
trq 1 eiVA(t=s) 0 i = 0
+/ ( ) ) ( L . 2 2‘15 ( )ds
A =)o e TG s ) o)

efit\/x_;r_eit\/x _Leit\/x_;r_’iiefit\/x
Xi(t) =1 _ . VA VA (o) +
—ivde" VA L/ AetVA VA | je—itVA

SIS
[\ o ‘
TS s
s
~
N\
S =
N
+

11 [eVAt-s) 0 1
+ . . 4 2/X 0 Vg
j(; <Z\/X —Z\/X) ( 0 e—lﬁ(t—s) % Ny (q(s)u) S

Xi(t) =

( cos(tVA) ) (+) (2.64)

—VAsen(tV/A)

DN | =
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Donde (%) denota

e~V A(=s+t) + eIV A(=s+t) i =iV A(=s+t) _ i iV A(=s+t)
ft 2N VX 0 )ds
0 _i\f)\e—iﬁ(—sﬂ)+iﬁeiﬁ(—s+t) e—iﬁ(—s+t)+eiﬁ(—s+t) a(s)u

Por lo tanto

1 z
uy(2) = cos(zV\) + \5/0 sen((z — s)VA)q(s)uy (s)ds (2.65)

us(z) = sen(zVA) + 1)\/023 n((z — s)VA)q(s)ua(s)ds (2.66)
Resolvemos y obtenemos
ui(z) = Zvn
n=0

con vo(z) = cos(zvA) y

vp(z) =

\%42677,((2 — $)VN)q(s)vn_1(s)ds , para n € Z*

Anédlogamente

t) = an

n=o

con wo(z) = sen(zvA) y

1 z
wn(z) = \/X/O sen((z — s)VN)q(s)wn_1ds , para n € Z*

Lema 2.18 Sea Q(z) = [“q(s)ds , entonces
0

y1(2) = cos(VAz) + 22229 (z) + <222 [g(2) — (0) — $Q*(2)] + O(542)

ya(2) = sen(VAz) — 022 (2) + 22020 g(2) + q(0) — LQ3(2)] + O(3%)
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Prueba. De 2.65 tenemos

y1(z) = cos(zvV/A) + f sen((z — s) Z vn_1ds

n=1

donde  wp(z) = cos(zv/\)
Desarrollemos v1(z) integrando por partes
v1(z) = %j:sen((z — 5)VA)q(s) cos(sv/N\)ds
= %fz[sen(\[\z) cos(vVAs) — sen(v/As) cos(VAz2)]q(s) cos(sv/X)ds
0
= %\/\gﬂfz cos?(VAs)q(s)ds — %\/\gz)j:sen(\[\s) cos(svV/\)q(s)ds

_ sen(\fz) sen(ﬁz) z
= f Ve f cos(2v/\s)q(s)ds+

co@(\/E)[sen (VAz)q( f sen?(VAs)q (s)ds]

7COS(2\<E)[1700S(22\/>Z 2f — COS 2[5) ( ) ]

SEN(AZ cos z CcOS z cos z COS3 z
= SGRAQ(2)+ P g (2) — =g (=) — =GP g () + g )+

— o))+ 2022 [q(2) — g(0)]+ A2 [cos((2VA2))g(2) — ¢'(0)] +

=21 cos (23R4 (5)ds — A sen((2VRe) )+

e / sen((2v/Xs))q" (s)ds

0

v (2) = 2222 Q(2) + & cos(vVA2) [q(2) — q(0)] +

—I—Seg,g;‘//?) [Cos((Q\f/\z))ql(z) —q'(0) - /z cos((2V/As))q" (s)ds | +

0

_Coggg//k? lsen((Q\Az))ql(Z) _/Zse"((Qﬁs))qH(S)dS]

0

on(z) = sen(v\z)
1 W5

Q) + g5 cos(VA) [a(2) —a(0)] + Ol 55) (267
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Por otra parte

2 = o [ senlle = VRl (9)ds = / “sen((z - )V N)a(s)on()ds

0
:/ sen\(/\gxz) cos(v/Xs)q(s)vi(s) — Cosiffz)sen(fS) (s)vi(s)ds
g 0
De 2.67 tenemos

va(z) = 2GR / cos(VAs)a(s) [ “BRLQ(s) + g cos(VAs) la(s) — q(0)]] ds+

0

—=0 [ sen(Rs)a(s) [Z2EB2Q(6) + o cos(VAs) ) — a(0)] s+

0

sen(vAz) B cos(vAz) ? 1
+[ i )\ ] / O(5372)ds

_ _e(vAz) / sen?(VAs)q(s)Q(s)ds + O(5s)
0

_ 7c05(2\§2)/ lfcos(QQﬁs)Q(S)Q( )d5+0()\3/2)
0

— o [ e (5)Q(s)ds + Olsdm)

_ et / 4(5)Q(s) — cos(2vA8)a(9)Q(s)ds + O5)

0

— =629 [ 4(5)Q(s)ds + Ol537)
0

Por lo tanto

cos(V/\z) 1

v2(2) = —TQQ(S) + O(W)

Paran > 3 se tiene v,(2) = O(%) k > 3/2. Por lo que

sen(v/Az) cos(VAz)

() = cos(zvV A+ 2L Q)+ R a() = 0(0) - 5Q%(5) | +0(5575)
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Andlogamente
(z) = 21O O 0y S ) 1 g0) - @)+ 0

(2.69)

Evaluando en z = 7

y1(m) = cos(mVA) 4+ v1 () 4+ va () 4 - - -

Por 2.67 y ya que Q(7) = /Wq(s)ds =0y qz+m) =q(2)
0

vy () = Segﬁﬁ”) |:COS(2\/X7T)q/(7T) —q0)— [ cos(?ﬁs)q"(s)ds} +

0

_co;;\?{;\?) {sen@ﬁw)q/(w) - /ﬁsen(Q\AS)qN(S)dsl

0

7sen(\/X7r)q/(ﬂ_) cos(2VAT)sen(v/Am)q’ () COS(N)SETL(Q\/XW)(]/(W)+

8\3/2 ]N3/2 T T RN\3/2

—Segf\;/gﬂ)/ cos(2v/As)q" (s) ds—l—CO;/\S/ / n(2v\s)q" (s)ds

0 0

= _Seg/(\;/g’r) q(m)+ 8)\+/2 [cosz(\f)m)sen(ﬁﬂ) — sen?’(ﬁw)] q (m)+

— o7 cos? (V) sen(vAr)) ¢ (7) — ‘sen(\aﬁ)/7T cos(2v/\s)q" (s)ds+

8AS/2
0
+60;E\\3///\?)/ sen(2v/s)q" (s)ds
0
vy () = —"”egig/g”) "(m)— 8)\3/2 cos? (V) sen(v/Ar)q (m)— 8)\%/2sen(\ﬁ\w)q’(w)—i—
+COS2(¢;§éiezn(fw Seq%\){;ﬂ [sen 2V )" ( )7/ sen(2v/s)q" (s)ds
0

_COS1(6¢,\§7) [cos(Qﬁﬁ)qﬂ(W) - /” COS(Q\f)‘S)qW(S)d‘S]

vi(m) = —“Zﬁﬁ”) q(0)— %\Cﬂ) lsen(Q\f)\W)q”(ﬁ) —/ sen(?xf)\s)q'”(s)ds] +

0

]+
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_ cos(vV/Am)
162

cos(2v/Am)q" () — /7r cos(Q\As)q”’(s)ds]

0

3 sen(v/Ar)

1
u(m) = =2 (0)+ 0(5y)

De igual forma desarrollamos ve

wa(m) = 200 | " cos(v/As)a(s) [ <A (s) + & cos(v/As) [a(s) — g(0)]] ds+
0

—cosCm) / "sen(vRs)q(s) [0 Q(s) + & cos(vAs) [a(s) — q(0)]] ds+
0

+ [Se"%ﬂ) + COS(\\?W)} /Tr [cos(ﬁs) - sen(ﬁs)} q(s)0 (5372 ) ds
0

vo(m) = %\/\&W)/ﬂ cos(VAs)sen(v/As)q(s)Q(s)ds+

0

+sen(ﬁw)/w {1 + cos(2ﬁs)} *(s) — [1 + cos(ZﬁS)] q(s)q(0)ds+

8)\3/2
0

#2200 [ cos(1/Rs)a(5)0( s s — =G [ sen?(VRs)a(s)Q(s)ds+
0 0

_Coigﬂﬂ)/ﬂsen(ﬁs) cos(vVAs)¢* (s) — sen(v/As) cos(v'As)q(s)q(0)ds+

0

_cots/¥) / sen(vVAs)g(s)0(5z ) ds
0

va(r) = —=2GA0 [ sen (VRS)2(6) + sen? (VA9 (5)Q(s) s+

+0 [ === [ 1 cos2v R Qe + O
0 0

vam) = 2250 [ 2(5)-cos(2y 9N (5)+4 (5)Q(s) ~cos(2VRs)a (5)Q(s)ds +
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e [ 2 (s)s = =0 [7g(6)Q(5)ds — cos(2VRs)a()Q(s)ds +
0 0
)

o(

-

o) = — 2enl/3m) / ¢(5)Q(s)ds-+ 220/ / cos(2v/Xs) [¢2(s) + ¢ (5)Q(s)] ds+

0 0

_ con(s/am) / "4(5)Q(s)ds — cos(2v/As)q(5)Q(s)ds + (k)

0

va(m) = 2nlyxm) / ¢2(s)ds + “nl/A) / cos(2v/As) [¢2(s) + ¢/ (5)Q(s)] ds+

0 0

+%\<Xﬂ-)/ﬂ- cos(?ﬁs)q(s)Q(s)ds + O(%)

0

valm) = 2 [ @(s)as+ o)
0

Por lo tanto

yp(m) = COS(Wf sen( \[W [/ q*(s)ds —24¢'(0 ]

8)\3/2
0

Andlogamente

Yya(m) =

1 sen(mv/\) 1 T
ﬁsen(wﬁ) + 2)\73/2(1(0) 52 Cos(wﬁ){ q*(s)ds +

i(m) = —Vhsen(mV/3) + “”2(%[)«0)

+ 8)\%/23671(#\5) [qQ(O) —q"(0)] +---

o, cos W\F/ ¢*(s)ds+
0

yh(m) = cos(mVA) + sen(wf) { '(0) + /ﬂqQ(s)ds] +..-

0
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Lema 2.19 A ()\) = y1(m, A) + y5(m, \) es una funcién entera de A de orden
%.Es decir, existen constantes positivas M y m tales que para toda X

IA (N e MVIN estd acotada (2.70)
y para toda X\ real
im A )[e™™ A 00 (2.71)

Prueba. Por el Lema 2.18

oo

A A) = yr(m A) +yo(m, A) = Y [oalm, A) + wy, (m, V)]

n=o

wh (7, \) = cos(mVA)

/Z cos(VA(z — 5))q(s)wn_1(s, \)ds

0

Sea M* € RT tal que para todo z se cumple |g(z)| < M*
Demostraremos por induccién

on (2, \)] VA= (are22)" (2.72)

IN

1
(2n)!
[wn (2, N)]

IN

mzaﬁ‘z (M*zQ)n (2.73)

Para n = 0 y para todo valor real de z > 0
[vo(z, A)| = ‘cos(zﬁ)‘ < el VA2
|wo(z, A)| = % ‘sen(zﬁ)) < zelVPl2

Supongamos que la hipétesis es vélida para k y para todo s € [0, z], demostremos
entonces para k + 1:

|vgt1(z, A)] / sen(VA(z — 8))q(s)urds| <

B = |sen(vVA(z — s))
- { (2k)!V/A

lq(s)] Al (ar+62)" ds
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pero

1 = |sen(V\(z — s))‘
<2k>![ v

la(s)] el VX (ar+52)" ds <

1

= 2!

/ (Z _ S)e|ﬁ|(z—s)M*e|ﬁ|s (M*SQ)k ds
0

Por lo que

1

|vk+1(za )‘)‘ < (Qk)'

(M*)FH! eﬁz/ s%F (2 — s)ds = m(z,\)
0

_ 1 «\k+1 )z 1 2k+2 1 _2k+2| _
m(Z,/\) = @) (M ) e {2k+1z %127 -

_ 1 «\k+1 Xz 1 2k+2 1 _2k+2| _
= @R (M=) e [2k+1z 2% 127

(g}g)[ (M*)k‘i‘l eﬁzz2k+2

1 _
k1) (2k+2)

BN R PN TS,
= (Qk}ﬂ)! (M=)** ez 242 — (21@12)! (M*2?) eV

Por lo tanto 1
PN S RV
AN < ——— (M*2?
‘Uk+1(z7 )l = (2]{5+2)' ( Z ) e

Anédlogamente se tiene el resultado para wg41(2, A)

De (2.72) concluimos

/ _ 1 VIz * _2\M
Entonces
o0 fTr oo 1 . "

FAY@Y] S;[Ivn(mk)lﬂw;(mk)l] < 2e¥2 ;W(M )

y
VAT — 1 * 2\ VAT - 1 * 2n
2e ;7(271)! (M T ) = 2e nz:; @n)! (\/M 71')

Asi

AN < 2eVA7 cosh(vV M~*)

Por lo tanto si M = 7 se tiene (2.70).
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Para demostrar (2.71) supongamos ¢(z) < 1 para toda z. Si no lo cumple

podemos reemplazar ¢(z) por Q(z) = [q(z) — M* —1] y X por [A+ M* + 1]

y se tiene lo que queremos sin modificar la ecuacién diferencial. En este caso
tomemos valores de A negativos. Entonces

1 . 1 A

Uy = COS(Z\/X) > e~ VA > 56*%1\52

|

Lsen(\&(z —35)) >

—ivVX(z—5)/2
z—S8)e
/VX ( )

W~ =

ya que

%sen(ﬁ(z—s) = \%senh(—iﬁ(z—s)) = % ] e~ VAT g > %( f)/Qei\F”dm
s—z zZ—S
y

zZ—Ss zZ—S8
% f e—lﬁwdx > % f e—zﬁwdx > i (Z _ S) e—z\ﬁk(z—s)/2
s—z (z—s)/2
Usamos induccién y las desigualdades anteriores para demostrar

L ivazye (o) 1
> d [
vn(24) 2 3¢ (2) (2n)!

Asimismo demostramos w/,(z, A) > 0.Por lo tanto

A > i Un (1, ) > i LemtVR/2 (2)70 (Lo = Lemivan/2 i (5)™ @y
y o - o
lemiV2a)/2 i (%)Qn (231)! = e~ V392 cosh(n/2)

Es decir, o

1 .
AN > 56_“52)/2 cosh(m/2)

Esto prueba (2.71) para m € [0,7/2].

Las funciones v, w, y w!, son funciones enteras de A ya que sus sumas conver-
gen uniformemente en el plano A.Por lo tanto A (\) es una funcién entera de
A.M4s aun, el discriminante A (\) es invariante bajo traslaciones 7 ya que esta
determinado tinicamente por los valores propios correspondientes a cualesquiera
de las siguientes condiciones

u(z+7m) £u(z) =0
O
Mediante el mismo proceso que aplicamos para demostrar el Lema 2.19 de-

mostramos que y1 (z, A) , y4(x, \) y ya(z, A) son funciones enteras de A de orden
alo mds 1/2.
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2.1.2. Problema inverso

Encontraremos la representacion explicita del potencial con un niimero finito de

intervalos de inestabilidad de la ecuacién 2.1 o lo que es lo mismo, del operador
2

de Schrodinger L = —% +¢(z) . En esa direccién van los siguientes resultados

Lema 2.20 Sea q(z) periddica de periodo m, integrable en [0, 7] y tal que
1 (" N 1
== —2inzg., — 0 =
a 7T/ q(z)e z (n2>
0

Entonces q(z) es absolutamente continua c.d.s

(oo}

Prueba. La funcién f(z) = Y a,e*"* es continua, ya que la serie converge
— 00

uniformemente.

Consideremos la funcion f(z) — ¢(z) y calculemos su serie de Fourier

f(2) —a(z) = ) Ane®™

n=—oo

donde
A, =

3|

| e -y enas
0

pero ¢(z) es m—periddica, entonces A,, = 0 para toda n. Por lo tanto

f(z)=4q(z) cd.s
Ahora demostraremos que f(z) es absolutamente continua.

La funcién

fi(z) = Z%nan e2inz

tiene coeficientes cuadrado sumables ya que na,, = O(%). Por lo tanto, f1(z) es
periddica y L? — integrable entonces es integrable en el intervalo [0, 7]. Ya que
toda funcién es L2 —integrable si y sélo si su serie de Fourier es L?—convergente
(Riesz — Fischer:).

N
Sea Sy = Y. 2ina,e®™* y fi(z) = Sn(z) + Rn(2)
n=—N

/Zfl(ac)dm —flz)+ f(0)| < /ZSN(x)dm — f(z)+ f(0)]| + /ZRN(:E)dx
0 0 0
Por otra parte
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N

/ZSN(a:)da: —fER)+ 0= X an/z2in62m‘”dm - ianezmz + ian =
0 o0 — 00

n=—N
0

Z an [1 _ eQinz]

n>|N|

N . o) )
Z [anehnz _ a"] + E an [1 _ e?znz]
n=—N —00

/

Por lo tanto

2

Z an, [1 _ 62inz]

n>|N|

z
< | |an|2/ - <[5 janfon
n>|N]| 0 n>|N|

n>|N|

/ZSN(:c)dxff(z)Jrf(O) < pr > o
0

Por otra parte

[RN<x>d - [ / 2 dz:{ (/ By |dx)2 .

0

2

0
Aplicando la desigualdad de Jensen ya que |Ry(x)| es sumable y f(z) = z* es

céncava

/Z (/Z|RN(z)|dz>2dz < /Zz2 (Z/ |Ry(x )Izdx) dz:/ZZ/Z |y (@)|” dzdz
0

0 0 0 0 0

Integrando por partes

/ z/ |Rn(2)* dodz = 7/ |RN(x)|2dm—/ Z |Ry(2))?dz < 7/ |Ry(2)]? do
0 0 0 0 0
2
i/ |Ry(2)]? da < ” IRN(2)]|” = %/ 3 2inane™®| dx <
n>|N|
. 2

< %2/ ( > [2ina,e?n| ) = %2/ ( > 2|n| |a| |62””"|> dr <

0 n>|N| 0 n>|N

2 2
> 2(n||an] x < % 2[n[|an| < % > 4|n| |an|
n>|N| n>|N| n>|N|
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/ @z — f 0| < (8 Pt T Y 4l lal? < O(k)
g n>[N| n>[N|

Por lo tanto

) =10+ | fu(a)de
0

para toda z ya que todos los términos son continuos. Y entonces

q(z) = f(0)+ /Zfl (z)dz , c.d.s. yyaque fi(z) es integrable, ¢(z) es absolu-
tamente contin?la c.d.s. O
Consideremos la ecuacién

u(t) + A —qt+7)]u(t) =0 (2.74)
con 7 € R. Tenemos el siguiente resultado

Lema 2.21 Sean u, (1) los valores propios de (2.74) con las siguientes condi-
ciones

u(0) = u(mr) = 0. (2.75)

FEntonces
M S (m) <A, A <ps(r) < Aoy

Andlogamente, si consideramos (2.74) con las condiciones
v (0) =/ (7) = 0. (2.76)
se tiene que sus valores propios correspondientes ¢, (T) cumplen

(0(7’) S)\O 3 )\/1 §§1(7') S)\/Q , )\1 Sgg(T) S )\2 y oo
Prueba. Si us y u; satisfacen las condiciones iniciales (2.59), entonces el Wron-
skiano
ur (2)us(z) — uz(2)uy(z) =1

pero uz(m) = 0, Por lo tanto

Entonces
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Por lo tanto|A (u1,,(7))] > 2 y va que las soluciones y(z, Ay, 1), y(2,A5,) ¥
y(2, po,,—1(7)) de (2.74) tienen el mismo nimero de ceros, por el teorema de
oscilacién (Ver Apéndice C) podemos concluir

MQn—l(T) € [)‘,27171’ /2n]

Més aun, para algunos valores de 7 , fy, 1(7) toma los valores A5, 1 y A,
La funcién p,,,_1(7) es una funcién periédica de 7 de periodo 7.

Por lo anterior podemos caracterizar al espectro de A (A) por

)‘/anl = mTl'nllznA (T)

/\IQn = mf_iX:U’anl(T)

Los demés casos se tratan de manera similar y se tiene el lema. O

Teorema 2.22 Si q(z) es real e integrable y si no existen intervalos finitos de
inestabilidad, es decir N} = Xy, \ = \a, etc, entonces q(z) =0 c.d.s.

Prueba. Si consideramos la ecuacién (2.74), como el discriminante A (\) es
invariante bajo traslaciones 7, podemos expresar las soluciones de (2.74) como

() = () ) (e T)
u1(2) = yo(T)y1(z +7) = Y1 (T)y2 (2 + 7) (2.77)

uz(z) = y1(7)y2(2 + 7) — y2(T)ya(z + 7) (2.78)

Si no existen intervalos finitos de inestabilidad entonces por el Lema 2.21 los
valores propios correspondientes a ug(m) = 0 son

p1(0) = X] = X5, p19(0) = A1 = Ao

y los valores propios correspondientes a us(7) = 0 son los mismos para toda 7.
Como funciones de A, ya(m, A) y uz(m, A) son funciones enteras de orden 1/2,
con los mismos ceros. . Por lo tanto difieren en a lo mds una constante c(7).
Entonces

uz(m, A) = c(7)ya(m, A)

El Lema 2.18 muestra que

ya(m, A) = %Sen(\@r) +0 (i)
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andlogamente para us(m, ). Por lo tanto ¢(7) = 1. Asi
ya(m, A) = ug(m, A) (2.79)
De la misma forma investigaremos los valores propios correspondientes a
yi(m) =0y wy(m) =0
Como no hay intervalos finitos de inestabilidad tenemos por el Lema 2.21 que
Sn(1) =6, (0) n>1

El intervalo (—oo, Ag) no es finito por lo que ¢o(7) puede variar con 7, pero
cumpliendo ¢o(7) < Ag
Como en el caso anterior concluimos

() = i (m) =)

x = oo0) (2.80)

Las representaciones de y; y y2 dadas en el Lema 2.18 muestran que y1, y2 y
sus derivadas son series uniformemente convergentes de funciones absolutamente
continuas y por lo tanto también son series absolutamente continuas. De (2.77)
concluimos que u}(7) como funcién de 7 es absolutamente continua y de (2.80)
tenemos que 5o(7) es absolutamente continua. De (2.78) y (2.79)

uy (1) = yi (T)ya(z +7) + 251 (1)ya (2 + 7) = 245(7)y1 (2 + 1)+
+y1(n)ys (2 +7) —ya (Nyr(z + 7) = ya(T)yi (2 + 7)

E’l(w) =Yy (T (m +7) =y (T)y2(m + 7) + o (T)yr (7 + 7) = Y1 (T)ya(m + 7)
ntonces

() + i () = (yh(m + )a (1) = yi (7 + 7)y2(7)) = (ua(—7))" =0
Por lo tanto

= )] sal) + (M) 3=

De esta tltima ecuacién concluimos que ¢(7) es absolutamente continua c.d.s.
Usando las aproximaciones dadas en el Lema 2.18 reescribir (2.79) como

Jesen(Vim) [1+ a(r) + O(52)] = Zrsen(VAm) [1+ a(0) + O(5s)

=0, cd.s. (2.81)

Por lo tanto

q(7) =q(0) c.d.s.
Ms4s atin, como ¢(7) fue normalizada para tener valor medio cero podemos con-
cluir

q(t) =0 cd.s. O

Por lo visto en el problema directo y este tltimo resultado, hemos demostrado:
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Teorema 2.23 Sea q(z) real e integrable. Entonces no existen intervalos finitos
de inestabilidad, es decir X} = \,, \1 = \a, etc, si y solo si q(z) =0 c.d.s

Investiguemos ahora qué sucede si existe exactamento un intervalo finito de
inestabilidad.

Teorema 2.24 Si q(z) es real e integrable y si existe un dnico intervalo finito
de inestabilidad . Entonces q(z) es una funcion eliptica c.d.s..

Prueba. Procedemos como en la demostraciéon del teorema anterior. Como
solo existe un intervalo finito de inestabilidad, todos los ceros de ug(7) y ya(7)
coinciden a excepcién de uno. Por el teorema de factorizacién de Weierstrass

up(m) = yz(ﬂ)m (2.82)
andlogamente
’ o )\—§(T)>\—§0(T)
ul(ﬂ—) =Y (ﬂ-) A — §(O) A — §0(0) (283)

De (2.82) y (2.83) observamos que p (1) satisface las mismas condiciones de
diferenciabilidad de y(7) y s(7) y so(7) las de y/(7).Esto por (2.77) y (2.78).
Derivando con respecto a 7 (2.82) obtenemos

ouy _ w (7)
E = u2(7r) - ul(ﬂ') = _y2(ﬂ)m (2.84)

Usando las estimaciones del Lema 2.18 y suponiendo ¢(z) integrable reescribi-
mos (2.84) como

1 s
\A{ sen(VA (m — 22))q(z + T)dT+
+ % / "4zt ) / “sen(VA(z — O))sen(VA(r — 2~ C))alC +7)dr = O(ﬁ)
0 0

(2.85)

Usando identidades trigonométricas podemos reescribir el segundo término del
lado izquierdo de la ecuacién como

%/ﬂq(z + 7')dz/7T {cos(ﬁ(w —22)) — cos(VA (7 — 2())} q(¢+71)d¢ =
0

0
= /Wcos(ﬁ(w— 22))q(z+T)dz/Zq(C+T)d( (2.86)
0 0
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Esto 1ltimo se sigue si cambiamos el orden de integracién del segundo término

de la izquierda y del hecho / q(¢)d¢ = 0.

0
Por tltimo integramos por partes el lado derecho de (2.86) y obtenemos

2

—\F/\/ﬂsen(\f/\(ﬂ' —22)) /zq(C +7)d¢ | d= (2.87)

0

De (2.87) y (2.85) y siendo k = v/A obtenemos

2

/Wsen(Zkz) oz +7) /Zq(g +rydc | ds = 0(%) (2.88)
0 0
Del Lema 2.20 la funcién
q(z+71) - / q(¢+7)d¢ (2.89)
0

es absolutamente continua c.d.s. El segundo término lo es, por lo tanto ¢(z) es
necesariamente absolutamente continua c.d.s.

Con esta informacién podemos regresar a (2.82) usando las estimaciones de
Lema 2.18. La continuidad absoluta nos permite aproximar asintéticamente a
un orden superior de %:

1 1 /7 1
ﬁsen(w\f)\) + X/ sen(VA(m — z))sen(VA2)q(z 4 7)dz + O(W) =

0

1

isen(wxf)\) + %/ﬁsen(\a(w — z))sen(\ﬁ\z)q(z)dz +O0(—==) | -f(r,A)
0

VA

\3/2

(2.90)
donde f(r,A) =1 — 020 4 (L)
Desarrollando y agrupando términos obtenemos

/Wsen(\a(ﬂfz))sen(\[\z)q(erT)dz = %/Wq(quT) cos(VA (1 — 22))dz =

0 0

1 1
= 2ﬁsen(ﬂ'\[\)q(7’) + O(x) (2.91)

Encontramos de (2.91) y (2.90)

p(r) = p(0) = =5 (q(7) = ¢(0)) c.d.s. (2.92)
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De esta tltima ecuaciéon concluimos que ¢(7) es dos veces diferenciable c.d.s.
ya que u(7) lo es. En ese caso y(7) es cuatro veces diferenciable c.d.s. y (2.78)
muestra que p (7) también lo es. Repitiendo este argumento vemos que ¢(7) es
necesariamente infinitamente diferenciable c.d.s.

Anélogamente analizamos (2.83) y asi, como en (2.92)

s(7) +s0(7) — <(0) — 50(0) = %(Q(T) —q(0)) c.d.s. (2.93)

De (2.92) y derivando (2.82) dos veces con respecto a 7 obtenemos

A—p(r)

20 = 43— 0 20, (1) = —yg(w)A“Ni cds.  (2.94)

— 1 (0)

Expandiendo los términos de (2.94) en una serie de % y comparando los coefi-
cientes encontramos que ¢(7) satisface la siguiente ecuacién diferencial

q"() = 3¢*(1) — [24(0) + 4u(0)] ¢(7) + [¢"(0) + (0)q(0) — ¢*(0)] , c.d.s.

(2.95)
Sean
¢ =¢"(0) + 1(0)g(0) — ¢*(0)
= [29(0) +44(0 )}
Entonces de (2.95) tenemos
q"(1) =3¢*(1) —bg(1) + ¢ , cds (2.96)

Multiplicamos por ¢’(7) e integramos de 0 a 7 para obtener

() 2 (7) +eq(r) +d = 5 [d (7))

d constante. Es decir

j:\[\/ - *q )+ cq(T) +d (2.97)

o bien

/ \/q s+cq()+ddS:T

cuyas soluciones son funciones elipticas. O

Observacién 2.25 FEl potencial q(x), que satisface (2.96) es solucion esta-
cionaria de KdV.
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Prueba. Derivamos (2.96) con respecto a 7 encontramos que ¢ satisface la
ecuacién de KdV
q" =6qgq —bg , cd.s

d

Para el caso de dos intervalos de inestabilidad, Wallace Goldberg [G] (alumno
de Hochstadt), demostré que g(x) debe cumplir la ecuacién diferencial

g =10qq + Aq" +5(¢)° — 10¢* + B> + Cq+ D , cd.s. (2.98)

con A, B, C'y D constantes.
La demostracién se sigue de un dnalago a (2.82), ya que para el caso en que
existan sélo 2 intervalos finitos de inestabilidad se tiene

uz () [A = 11 (0)] [A = 15 (0)] = o (m) [N = g (T)][A — o (7)]

Goldberg lo demuestra sustituyendo us(7) y y2(7) por sus expansiones asin-
téticas e igualando términos. Nosotros daremos la forma explicita del potencial
utlizando la forma de la traza para el potencial que deduciremos a continuacion.

2.1.3. La férmula de traza

Consideremos, de nuevo, el operador de Schrédinger L = —aa—; + u con u(x)
potencial periédico de periodo 7. El objetivo en ésta seccién es dar una repre-
sentaciéon de u en términos de los valores propios del operador L. Aunque éste
es un problema inverso, lo quiero tratar aparte por su generalidad.

Sea , un punto fijo y ¢, y ¢_ la base del espacio de soluciones tales que

Lo, =Apy

(P+($o§xov >\) =1, <P/+($o; Zo, )\) =1k (2 99)
Y (xo; Lo, )‘) =1, 50/— (xo; Lo, /\) = —ik .

donde k% = \. Sean c(z;2,,\) v 8(z; 70, ) tales que

Ls = M\s
Lec = X

A(To; o, A) =1, (0;20,A) =0
5($0;x0,>\) =0, SI(wOme)‘) =1

(2.100)
A
y sea T el operador de traslacién que conmuta con el operador L
A A
TL-LT=0

definido de la siguiente forma

<%xp) (@) = ¥ (z+7)
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Como p_ = ¢, para valores reales de k, entonces
A
H = (‘Z Z) (2.101)
{ere-}
Por otra parte
A
[T] - (‘”1 ‘“2) (2.102)
a21  G22
{es}
por lo que
A
det |:T:| = 11022 — @12021 = 1 (2103)
{es}

A
Pero det [T} es el Wronskiano y como es constante para cualquier par de
{e.s}

soluciones, entonces
la]* = |p* =1

A
Si los valores propios de T son A1 y Ao, entonces por la ecuacién anterior
AAg =1 (2.104)

Por lo tanto, los valores propios los podemos escribir de la siguiente manera

Ay = PV (2.105)
)\2 — efip()\)ﬂ'
A la funcién p(A) se le llama cuasimomento. Sea s(x, + 7; %o, A) = 0 . En este

caso obtenemos los valores propios de Dirichlet y los denotaremos por fu;.
Observemos que bajo estas condiciones a1 = 0.

A
En principio la matriz T' depende de (z,, A). pero demostraremos que no asf sus
valores propios.

A
Proposicién 2.26 Los valores propios de T sélo dependen de \ y no de x,.

Prueba. De (2.101)

A
traza(T) = a+a = 2ag (2.106)

a=apr+1tay

A
Por (2.103) sabemos que det T = 1, por lo tanto podemos expresar a los valores
propios (2.103) haciendo uso de la ecuacién para la traza (2.106) y (2.105)

exPNT = ap+4/a% -1 (2.107)

A
2cos(p(\)m) = traza(T) =2ar = a1 + az
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A
Como traza( {T} ) = A(X\, z0), y demostramos en el Lema 2.19 que A(\, zg) =
{e,s}

A(A,0). Por lo tanto

A A

A+ Ao = traza(T(z,)) = traza(T(0)) (2.108)

Es decir, A1 y A2 no dependen de z,. O

Llamamos a las funciones propias ¢, (z) funciones de Bloch (o de Floquet) si

A
son vectores propios (en el espacio de funciones) del operador T
Lis(@) = Moy() (2.109)
A .
Typ(x) = PNy, (2)

De (2.107) tenemos que los intervalos de estabilidad estan dados por las siguien-
tes ecuaciones:

1 A
‘2traza(T)‘ =lagr| <1
Existen intervalos de inestabilidad cuando

|aR| >1

A A
en el eje real A\. Aunque la matriz T depende de z, y A, la traza de T que es
igual a 2ap depende tinicamente de A.
Sean {E; }?ZO los extremos de los intervalos de inestabilidad y {Eapyx}pe, los
valores propios de multiplicidad doble. Entonces

p(Ej) =1l€eZ

eiip(Ej)ﬂ’ = 41
De aqui en adelante denotaremos por p a p (\). Recordemos que

€™ — cos(pr) + isen(pr) = ag +ia; = ag + 1/ (ar)? — 1
Si A = E; entonces
ar(E;) = £1 (2.110)

Por lo tanto la ecuacion 4/ (a R)2 — 1 tiene asociada una superficie de Riemann I"
de dos hojas, con puntos rama en Ey, F1,...,Fs,. Los puntos en la superficie de
Riemann T los denotaremos por (A, %), el signo denota la hoja de la superficie
de Riemann I' en donde se ubica.

La funcién propia de Bloch ¥ es univaluada en I" ya que los extremos de los
intervalos de inestabilidad son los puntos rama de I
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Se x4 (%520, A) tal que
Uy (2320, A) = e oo Xa (550 0)ds (2.111)
La funcién Vi (z;x,, A) depende de z,, pero

Proposicién 2.27 x, (z;x,, \) es una funcion que depende inicamente de x y

A

Prueba. De (2.111)
iX4 (T3 05 A) = W/‘I/i

Derivamos ix (z; z,, A) con respecto a x,

0 0 <8\11i /\I/i) _ ( 1 |:\I/ 82\I’i oV, OV

7

] (2.112)

T%Xi - Oz, \ Oz \Izi)Q iaxaxo - dx Ox,
Pero o2 5 5 5
Wy Wy 0¥, W
_ — N,
iaxaxo oxr Oz, w < + oz, )

y

—\I/;’: + U\I/:t = )\\I/:t
entonces o~ 0w 0w

+ + +
_ =
oz, tu oz, oz,

Recordemos que
Vi (@ + 00, ) = €PN (2520, A)

Por lo tanto

ov
ij =asVy , aeC (2.113)
Entonces .
+
W ¥y, — | =0 2.114
(v 522) (2.114)
Sustituyendo (2.114) en (2.112)
9 )
Zaxo X+
Por lo tanto x (z; x4, A) = x4 (z, \) O

Por otra parte, supusimos en (2.109) que

LU, =\
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y por (2.111) ¥ (z,; 2o, A) = 1, entonces
Vi (7320, A) = (370, A) + it (T, A)$(T; 7o, A)

Entonces, haciendo uso de (2.100)

! / . /
. + ¢ +1a4s .
Xt (T, Az, = —E\wol = —mho = tax
Sustituyendo en (2.113)
Xt (o, A) = o (2.115)
Por lo que
Uy =cH+ixe(wo,A)s (2.116)

Observacién 2.28 Como c(x;x,,\) y $(z; 20, A) son funciones enteras univa-
luadas en la variable compleja A, los polos de Uy (x;x,,)\) en la superficie de
Riemann T son los mismos que los polos de x4 (2o, \) contando multiplicidades.
Por lo tanto, los polos dependen sdlo de x,.

La funcién x (z, A) es solucién de la ecuacién de Riccati
iy — XL =u—A\ (2.117)
Sea

X+ = XRry T0X1, (2.118)

En las siguientes expresiones escribiremos simplemente x p y x; en lugar de x
¥ Xz, (més adelante demostraremos que de hecho existe una tnica xp y una
Unica x; si estamos en los intervalos de estabilidad).

Sustituyendo (2.118) en (2.117)

i (Xr +ixD) — (Xh — XF +i2XRX;) = u— A

Entonces
Xk — 2XgrX7 =0
Es decir w )
XR /
— —AR _ "] 2.11
X1 2 Xn 9 (In(xg)) ( 9)

Sustituyendo (2.119) en (2.111)

Uy (2520, \) = Xr(To, A) oS, X (s:\)ds
XR(xa )‘)

Por lo tanto

w,p = XnlTod) (2.120)

XR(xaA)

17 denota derivada con respecto a
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A
Por (2.116) y (2.102), aplicando T' a ¥ tenemos

A A
T(0y)=T (c + iXis) = a11¢+ a128 + ixy (a21c + ag2s)

y por (2.109)

A .
TV, = eizpﬂ’\:[/i = <QR + (aR)2 _ 1) [c—l—’ixis]

entonces

2
1- (a’R) ) a1l — a2

To, A) =
X:t( 0 ) a9 9 a9

y ai; € R para toda 4,5 € {1,2} si A es real. En los intervalos de estabilidad
(aR)2 <1y por lo tanto x . = xp + ix; donde

1- (aR)2 1 a1 —as
Xp(TosA) = ————— ¥ X1(TosA) = 5———

2.121
a1 2 an ( )

Veamos cuales son las propiedades analiticas de las funciones enteras 1 — (a R)2
Yy a21 (.’I?o7 )\)

Para un potencial con n intervalos de intestabilidad, la funcién 1 — (aR)2 tiene
polos simples en Ey,.., Es,, y polos dobles en E; para j > 2n y (aR)2 =1
Todos estos puntos son reales y

T(wos ) = & (é (1))

La funcién ag;(z,, A) tiene ceros en Ej.
Por otra parte

1 1, . )
—_ = - T —WpT) —
2A()\) 5 (eP™ +e PT) =ap

En el Lema 2.19 demostramos que A(\) es una funcién entera de A de orden
1/2. Por lo tanto

1-(ap)?

se escribe como el producto de sus ceros, por (2.110)

1—(ag)’ =

Sea

(2.122)
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Aplicando (2.121) en (2.122), tenemos

FON o) = asr (N, z0)/ H (A — Ey)

k=2n+1

pero as (A, x,) = 0si A = pj, es decir, si A es valor propio de Dirichlet. Por
Lema 2.21 sabemos que los valores propios de Dirichlet son iguales a los va-
lores propios periédicos y antiperiédicos cuando éstos son DOBLES. Entonces
f(A z,) es funcién entera en A con ceros en los valores propios A simples. Por
lo tanto

FN 20) H (A = 1(z0)) (2.123)
Entonces

H (A — g (20)) (2.124)

Pero )\; no depende de x, unicamente de z,, entonces

2x; = XR(%o, A) = ﬁ (A — py(z ﬁ A — (o)) (2.125)
XR($O) A) k=1 k=1
de ésta representaciéon de % podemos deducir

Entonces la representacion asintética de x(z, A) es

(@0 = VA+ D (et Aol s gy XansaD) )
TR T )

Sustituimos x(z,A) dada en la expresién anterior en la ecuacién de Riccati
(2.117)

i 20(—1)%1&5521+i2(—1)"m +

—[Vx+ i(—l)m (:2};)1;21 +z‘§(—1)" (zjjignL = u(z) — A
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. > n+1 l2n 1(.’1)) - n X/2n 2(33) S XEL(:E)
iy (-t S e e e Y e
oS et ) S
- n+1 Xont+1(T - ) Xon42(T)
T\ 2n+1 T \2n+2 +
o P N s
- i(_l)n+1 X2n+1(1') _Zi (_1)77, X2n+2( ) :u(x)

n=0

(2\/X)2n ~ (2\f>2n+1

Igualamos potencias de v/ :

)=
)=
) =
) =
) =
)=
)=
) =

(Xl)x

—(x2), — (x ) = Uy —

= (X3)z = 2X1X2 = Usaw

— (Xa)e — (X2)® = —Uamar + (uy)°
= (X5)s = 2X2X3 + 2X1 X4
—(X6), + (x3)°

= (X7)z — 2X1X6 — 2X2X5 — 2X3X4

Notemos que x,(z) ¥ x4() son derivadas. De hecho x,,, ;o(2) es una derivada
total para toda n. Esto tiene sentido ya que, por (2.119), la parte imaginaria
x; de x(x,\) es una derivada total y las funciones xs,,,(x) determinan la

expansion asintética de x;.
Por otra parte de (2.124) y

(2.125)

(2.127)
Igualando coeficientes de (2.127) y (2.126), tenemos
n 2n
(x) = =2> m(z) + > _E; (2.128)
k=1 j=0

y asf hemos obtenido u(z) en su representacién de la traza.



64 CAPITULO 2. ECUACION DE HILL

El nombre de representacién de la traza es porque también se obtiene de la
expansién asintética de la funciéon de Green para la ecuacién de calor con po-
tencial u. La funcién de Green es de la forma p(z,y,t) y la férmula de traza se
obtiene de expandir esta funcién sobre la diagonal: x = y.cuando ¢ | 0 (Para
mds detalles consultar [Mc])

Aplicaciones

Encontraremos una expresién para los ceros y polos de la funcién de Bloch
U (z;x,, A). Para esto es necesario notar que para un potencial u(x) con valores
reales y diferenciable se tiene

Observacion 2.29 Si un polo de la funcion de Bloch Vi(x;x,, \) estd en el
punto (A, +) de la superficie de Riemann T', entonces el punto (\,—) no es un
polo (para toda X ¢ {E;}, es decir, para valores distintos a los puntos rama ya

que (Eja +) = (Ejv _))

Prueba. De la Observacion 2.28 sabemos que los polos de x (z,\) son los
mismos que los de ¥4 (z;x,,\) contando multiplicidades. Si Uy (z;x,, A) tiene
polos en (A, +) y en (A, —) de multiplicidades m y m_ respectivamente en-
tonces ¥, W_ tiene un polo en A de multiplicidad (my +m_) en el plano
complejo, lo cual contradice la Observacién 2.28. O

La funcion

(2.129)

tiene polos en (py, (%), +) 0 en (g (o), —) en la superficie de Riemann I' sobre el
punto gy (z,) en el A—plano. Supongamos que el polo estd en Qr = (g (o), +).
La condicién para que no exista polo en (p(z,), —) es que el numerador de
(2.129) sea cero en A = . (x,), es decir

2n n
l_IO(Mk(%)—E = % 1_[1 (A =y (z
Jj= Jj=

A=pg(zo)

Por lo tanto, en z,
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Tenemos la ecuacién diferencial para los valores propios

(2.130)

Ejemplos

= Sea n = 1. Entonces , de (2.128)

w(@) = =2p (x) + Eo + E1 + E»

y de (2.130)

!/

H1

VeI TS

Por lo tanto u(x) es un potencial eliptico con un intervalo de inestabilidad
(también llamado, potencial de Lamé con un intervalo de inestabilidad).

= Sea n = 2. Entonces, de (2.130)

W = —2 \/(Nl — Eo) (g — Ev) (g — B2) (g — E3) (uy — E4)
' (b1 — pio)

-\/(H2 — Eo) (py — E1) (o — E2) (g — E3) (o — Ey)

li
Ly = —29
? (1o — f11)
y de (2.128)
u(w) = =2 [py (z) + po(x)] + Eo + Er + Bz + E3 + Ey (2.131)

Sea D(V) = (A — Ey) (A — B1) (A — Ez) (A — Eg) (A — Ey)

de— M pp 2o 2.132
¢ VD) /-Dluy) t2— i ( )
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Esta funcién no tiene polos ya que por Lema 2.21 5 — 117 > 0, de hecho:

SN

E, E"I\\_/EQ E; E,4 ;l

D(A) = (A= Eo) (A= E1) (A= BE2) (A — E3) (A = Ey)

Ey< By <py S Ey<E3<py < Ey
Ei<Ey, , E3< Ey4 (2133)

De la primera y ultima igualdad de (2.132) se tiene
y 1
o=+ [y~ ) de (2.134)
0

Sean Fi(€) y F»(€) funciones periddicas real valuadas, tales que

_ dps
g_/ = (2.135)
E;
Fy(£+¢€g) d
— . 2.136
NV S T (2430

E E3
Donde £, = i 4 i va que
€o Ef\/—D(u) ]!2\/73(#) ved

“w
- du B / du . dp du

= + [ —
A —D(n) —D(p) . D(p) A —D(p)

Las funciones Fj(§) y F5(§) son funciones hiperelipticas y estdn bien
definidas en los intervalos

E, <Fi(§) < Ey
B3 < F(§+ &) < By (2.137)
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ya que D(A) es como se muestra en la figura anterior.

Ahora encontraremos una expresion para los valores propios de Dirichlet
1 Y Ho en términos de Fy y Fy :

Caso p,
Derivemos (2.135) con respecto a Fj
¢ 1

i B (2.138)

dF;
751 =/ —D(F1(¢))

Por otra parte, de (2.132) se tiene

dpy
=~V

Sea u; (£) = (=€), entonces

dpr (=€)

i —D(p1) (2.139)

Podemos concluir de (2.139) y (2.138) que

Fi(=¢) = m (&)

Caso .,

Procedemos igual que en el caso p; y tenemos
Fy (€+ &) = ma(8)

Por lo tanto (2.131) es de la forma

u(z) = —2[F (=€) + F2 (§+ &) + Eo + By + B + B3 + Ey

Notemos que F7 y F5 son realmente la misma funcién. Por lo tanto tenemos
un potencial que es suma de funciones hiperelipticas y de hecho es solucién
de la ecuacién de KdV de orden 2 como veremos mas adelante.

Las soluciones de (2.132) son funciones cuasiperiédicas con dos, en general,
periodos racionales independientes 17 y T5 definidos por la superficie de
Riemann I' (se desarrollara en el siguiente capitulo) Podemos interpretar
a la ecuacion (2.132) geométricamente de la siguiente forma: Los puntos en
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la superficie de Riemann que corresponden a los intervalos de inestabilidad
forman ciclos a1 y as como se muestra en la siguiente figura

Los ceros Py y P; de la funcién ¥4 (z; x,, \) pertenecen a los ciclos a1 y as
respectivamente y su posicién cambia con x. Topolégicamente, los ciclos
ay y ag son circulos y el "punto fase"(Py, P2) = (uy, &, 9, £) pertenece a
un toro de dos dimensiones T2. La ecuacién (2.132) describe la dindmica
del "punto fase"(Py, P) en el toro.

Andlogamente, la ecuacién (2.130) describe la dindmica del "punto fase"

(P17 7Pn) = (M17i7ﬂ27i7 vy Mgy i)

en el toro (de dimensién n) T, donde cada punto P; = (u;, =) pertenece
al ciclo a;. en la superficie de Riemann I' en el j — esimo intervalo de
inestabilidad.



Capitulo 3

Korteweg - de Vries

En 1974, Novikov [N] estudié el problema de Cauchy para la ecuacién KdV con
condiciones iniciales periédicas. Probé:

Si ¢ es una funcién con valores reales, periédica y solucién estacionaria de la
ecuacién de KdV de orden n (para alguna n, ver (1.4)) , entonces el espectro
asociado a % + ¢q(x), tiene a lo mds, n intervalos de inestabilidad.

Poco menos de un ano de publicado el resultado de Novikov, Dubrovin [D];
y Flaschka [Fla] probaron el regreso. Dubrovin y Novikov [DN] usaron estos
resultados para demostrar que los siguientes incisos son equivalentes para ¢
periddica de periodo 7:

a) ¢ es un potencial con un nimero finito de intervalos de inestabilidad

b) q es solucién estacionaria de la ecuaciéon de KdV de orden n para alguna
n.

¢) Sélo para un nimero finito de valores de A, la ecuacién de Hill (2.1) NO
tiene dos soluciones de Floquet linealmente independientes, es decir, sélo
un numero finito de valores de A son simples.

d) En el caso de condiciones de frontera de Dirichlet, sélo existe un nimero
finito de valores propios simples, dependientes de z,, en el intervalo

[0, o + 7).

Fue a partir de estos resultados que se infiere que, generalmente, potenciales
con un numero finito de intervalos de inestabilidad, serdn cuasiperiédicos con
respecto a x pero no periédicos en x.

Durante este mismo periodo, Its y Matveev [IM] dieron una representacién para
soluciones ¢(z,t) con un nimero finito de intervalos de inestabilidad en términos
de la funcién theta de Riemann asociada ([NMPZ]; Capitulo II)

En este capitulo nos concentraremos en soluciones de la ecuacién KdV cuando
el dato inicial tiene un nimero finito de intervalos de inestabilidad. Nos interesa:

69
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1) Describir la evolucién en el tiempo de los datos espectrales y utilizar la
férmula de traza para describir la evolucién en el tiempo de soluciones de
la ecuacion KAV

2) Expresar las soluciones de la ecuacién KdV por medio de la funciéon Theta
de Riemann asociada y encontrar condiciones que garanticen que dichas
soluciones son funciones elipticas

3.1. El espectro del operador de Schrédinger

Denotaremos por L al operador de Schrodinger

2

L(t) = u(z, t) (3.1)

T

con u(z,t) un potencial mw—periédico en z. En éste caso, el espectro de L corres-
pondiente a condiciones de frontera periédicas, antiperiddicas y de Dirichlet es
discreto y queda determinado por el potencial u.

Si u(z,t) es solucién de la ecuacion KdV, es decir,

Up = —Uly — Ugze = K(©) (3.2)

Entonces, ;qué pasa con los intervalos de inestabilidad de L? Es decir, {cémo
evolucionan en el tiempo los valores propios periédicos y antiperiédicos simples
de L? Asimismo, debido a la férmula de traza nos interesa la evolucién en el
tiempo del espectro de Dirichlet. El primer resultado es que el espectro periédico
y antiperiédico no cambia en el tiempo.

Proposicion 3.1 A (A t) = A(),0)
Prueba. Fijamos un z,. Y sean ¢, y ¢_ (como en (2.99)) soluciones de
—o" +up = Ap (3.3)

tales que

0y (2o,t) =1 . (zo,t) =1 (3.4)
¢l (w0, t) =ik @' (w0,t) = —ik ‘

con k =\
Consideremos el operador de traslacién (también llamado operador de mono-

A
dromfa) T, ya que conmuta con el operador de Schrodinger L

A

T:®(x) = @(x+m) (3.5)
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A A
Entonces T'p (z) y T () son soluciones de (3.3), por lo tanto

Te, () = ap, (z) +bp (v)
To_ (z) = cp, (2) +dp (z)

Como A es real, entonces (por unicidad)

Por lo tanto

Entonces

Sean ¢y s (como en (2.100)) soluciones de (3.3) tales que

(o) =1, s(x,) =0
d(z,) =0, §(zo)=1
Entonces
o, =c+iks
o =c—iks

Por lo tanto

A
5 (all a12> . ain +az = A1)
az; a2

Sea 3 3

(veremos como se encuentra B en Teorema 3.2) Entonces

71

(3.10)

(L—\) (¢+B<p) — Lp+ LBy — \p — ABp = Lp + LB — Ap — B(\p) =

=Lp+LBp—\p—BLp=(L— N ¢+ (LB—BL) ¢ =Ljp—\p+ Ly

Pero Ly = Ay , entonces
Lo+ Lo = \p

(3.11)
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sustituyendo en (3.11) obtenemos

(L - (¢+B¢) ~0 (3.12)
Por lo tanto

c+Bc = ac+Bs (3.13)

s+ Bs = ~c+6s (3.14)

Sea

(la matriz A asociada a ¢, p_ es (g §>)

A
Pero A es el par de Lax de T
oT
A A A
— = |T,A| =TA - AT (3.16)
ot
N A
La matriz TA — AT tiene traza cero por ser un conmutador, entonces
A

d(traza(T))

o =0 (3.17)

Por lo tanto
A A

traza(T(t)) = traza(T(0))

y asi
A(Nt)=A(NO0)

Es decir, los intervalos de inestabilidad se preservan, o bien

(), A (B), o} = {1 (0), o A (0), ...}

los valores propios y sus multiplicidades se preservan. O

i, Cuéles son las ecuaciones diferenciales cuyas soluciones tienen esta propiedad?
Es decir, cuyo espectro se preserva.
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3.2. Cantidades conservadas y ecuaciones de evolu-
cién

Gardner identificé a las ecuaciones diferenciales cuyo espectro se conserva como
ecuaciones generalizadas de KdV:

us = [Bn, L] u (3.18)
donde - _— ,
b m+ m §2m— 0 m—1
Bm = W + |:bJ(IL') Op2m—1 + Op2m—1 bj (527) (319)
j=1
y {b; (x)};nzl son tales que [B,,, L] es de grado cero.
Denotamos por
Ky (u) = [Bn, L] u (3.20)
Por lo tanto (3.18) se transforma en
up = Ky (u) (3.21)

y comparte con la ecuacién (3.2) la propiedad que los valores propios del ope-
rador de Schrodinger (3.1) con u como potencial son sus integrales.

El resultado se sigue de forma andloga a como se procede en el problema de
encontrar matrices similares dentro de las matrices antisimétricas (ver Apéndice
A).

Sea {L(t)}, una familia de operadores autoadjuntos en un espacio de Hilbert. El
espectro de L(t) es independiente de ¢ si los operadores L(¢) son unitariamente
equivalentes entre ellos, es decir, si existe una familia {U(t)}, de operadores
unitarios tal que para toda t

U*(4) LU (t) = L(0) (3.22)

Supongamos que tanto L(t) como U(t) dependen de forma diferenciable en .
Como U(t) es una matriz unitaria

Ur@)ut)=1 (3.23)
Si derivamos esta tltima relaciéon con respecto a t obtenemos
U",U+UU, =0 (3.24)

es decir
(U"),U=-U"U; (3.25)

Por lo tanto
B=UU* (3.26)
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es un operador antisimétrico.
B*=-B (3.27)

De (3.26) y (3.23) tenemos que

U, = BU (3.28)

Inversamente, dado B(t) operador antisimétrico podemos construir un operador
U(t) que satisface (3.28) resolviendo el problema de valor incial

hy = B(t)U(t) ) h(to) =ho (329)

con U(t)h(0) = h(t). El operador U(t) definido de esta forma es isométrico. Si
se puede resolver el problema de valor inicial (3.29) para un conjunto denso de
ho para toda t,, entonces ambos U(t) y su inversa estdn densamente definidos,
por lo que la cerradura de U(¢) es unitaria. Derivamos (3.22) con respecto a t.

(U*), LU + U* LU + U* LU, = (0)

por lo tanto
UWU*), L+ L+ LUU" =(0)

y de (3.28) y (3.27) concluimos

L,=BL-LB (3.30)

Es decir, B es el par de Lax de L.
A su vez (3.30) implica la equivalencia unitaria (3.22). Por lo que hemos demostra-
do

Teorema 3.2 Sean {L(t)}, una familia de operadores autoadjuntos y {B(t)},cp
una familia de operadores antisimétricos tales que se puede resolver el proble-
ma de valores iniciales (3.29) para un conjunto denso de h, y cumplen (3.30).
Entonces los operadores L(t) son unitariamente equivalentes.

Aplicamos este teorema a L (definida en (3.1)). En éste caso
Lt = Ut

y (3.30) se transforma en
v = BL - LB (3.31)

Esta ecuacion se satisface para B = By, definida en (3.19).
Calculemos B;

3 0 0]

B
! Oox Oz
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entonces

[B1, L] f(w) = B1 [Lf(z)] — L[B1f(x)] =
=2b(z) f(z)u' (x) = f(2) 0" () + f (2)u"" (z) +
+ 7 (@) [3u (z) — 40" (2)] + f' (z) [3u” (x) — 40" (z)] (3.32)

para que sea de grado cero necesitamos
3u' (z) — 4 (2) =0
3u” (z) —4b" (z) =0 (3.33)

Por lo que es suficiente tomar b(z) = 3u(z). Entonces

By, L] = i Gu(a) (z) + v ()] (3.34)

y (3.34) es (3.2) médulo un reescalamiento (Ver Apéndice B).

. Cémo obtenemos cantidades conservadas para el flujo (3.2).?

Lax muestra en [L] la existencia de una secuencia de cantidades conservadas de
la forma

Fo(u) = / Pods (3.35)

donde P,, es un polinomio en u y sus derivadas hasta orden n. Las cantidades
conservadas tienen la propiedad

Teorema 3.3 Sea F' una cantidad conservada de (3.2), entonces {u | VF(u) = 0}
es un conjunto invariante del flujo (3.2).

Prueba. Queremos demostrar que dada u solucién de (3.2) y VF (u(z,0)) =0
entonces VF(u(x,t)) = 0 para toda t.
Sea u(z,t) la solucién de (3.2) y u, = u(x,0) tal que

VF(u,) = 0. (3.36)

Sean t, € R, ¢ € Ry u(x,t;t,¢) solucién de (3.2) tal que u(x,ty;t,, ) =
u(z,to) +ew(z), donde w(x) es periddica y diferenciable. Suponemos que existe
un conjunto denso de w para las cuales la dependencia de u en ¢ es diferenciable.
Como F es una cantidad conservada, para ¢ fija se tiene

dF (u(z, to;to,€))
dt

=0

Por otra parte

F(u(z, to; m
d (“(x;lt;’t“g)) le—o = VF(i(z, to; to,g))%gzo = VF(i(z, to; to, 0))w(z)

Oe
(3.37)
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Sit, =0, por (3.36) tenemos

dF (u(x, to;te,€))
de

|5:O =0

Como (3.37) es independiente de t, se tiene que para toda ¢
VF(u(z,t;to,0))w(x) =0

En particular, es cero para t = t,

AF (U(z, t;to,€)) _ =
T & gy T VEe@)ule) =0

Como w es arbitraria en un conjunto denso
VF(u(z,ty;t,0) = VF(u(z,t,)) =0
y ya que t, es un tiempo arbitrario
VF (u(z,t) =0, Vt
O

Las primeras cantidades conservadas de la forma (3.35) y sus gradientes, son:

N Fy VFEyN

-1 /udm 1
0 /%uzdx u

1 / [—%ug + (ui)z] dx — Qg — U2

2 / [iu‘l — 3u (uy)” + 2 (UN)Q} da | u® + 6 (up)” + 6uttyy + By,

Por otra parte, en [L]2, se demuestra que las soluciones de

N—-1
Gn(u) =VFy(u)+ Y a;VF;(u) =0 (3.38)

j=—1

forman un conjunto invariante del flujo (3.2). Esta formulacién corresponde a
extremizar Fy fijando Fi,..., Fx_1, donde aq,...,any_1 son los multiplicadores
de Lagrange.

Para N =0, la ecuacién (3.38) es

u+a_ =0 (3.39)
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cuyas soluciones son constantes. Para N = 1, tenemos
Uy — U+ aou+a_q1 =0 (3.40)

Multiplicando 3.40 por u,, integramos y obtenemos

cte = /2umuz + wlu, — ayuty — a_qupde =

1 . 1
= (uz)* + gu‘j - ao§u2 —a_iu (3.41)

cuyas soluciones son funciones elipticas.

Teorema 3.4 Si u(x) es una solucion de (3.40), entonces

u(z,t) = u(z — a,t) (3.42)
es solucion de KAV (3.2), donde o, = 3a,
Prueba. Derivando (3.40) con respecto a x y multiplicando por %lobtenemos
Uppe + Uy — 0oy = 0 (3.43)
Por otra parte, sustituyendo (3.42) en la ecuacién (3.2), obtenemos
Ut + UUg + Ugge = —QoUg + UUg + Uggy
la cual, de acuerdo a (3.43) es cero y por lo tanto solucién de KdV 0

El conjunto {u : Gn(u) = 0} corresponde a potenciales con N intervalos de in-
estabilidad y forman un toro de dimensién N que es invariante bajo el flujo de
orden N de KdV y son las variedades isospectrales en el sentido que todos los
potenciales tienen los mismos intervalos de inestabilidad (ver [L],[Mc])

3.3. Evolucién en el tiempo de soluciones de KAV

En esta seccién encontraremos una representacién para las soluciones de KdV
correspondientes a datos iniciales con un nimero finito de intervalos de inestabi-
lidad. Esto se hard determinando la evolucién en el tiempo de los valores propios
de Dirichlet, que son los polos de la funcién xp y se utilizan estas expresiones
en la férmula de traza, obteniendo sumas de funciones hiperelipticas.

Usamos la representacién (2.121):

V1-a%

XRrR =
a21
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Donde ag es como la definimos en (2.106) y az; como en:(2.102). Derivando con
respecto a t obtenemos

(Xr): = _ﬁ (a21); = —Xr (22211)t

pues ar no depende de ¢ ya que por (2.107) tenemos que ap = %traza(f),.Ahora

usemos la ecuacion N
O _ (7 _ 7
ot

donde
A —u/(z,) u (o) — 2u?(z,) — 2 u(z,) + 4N
\2(u(zo) + N u' (o)
con respecto a la base {c, s} (definida en (2.100)) para obtener
(az1), = 2u'(zo)ag1 + 2[u(z,) + A(ai1 — ag)

por lo cual
}1111 - Gzz]

() = = |20 ) + 2lufe) + 2

y por (2.125) y (2.121)

(xa) = —Xn [2u’<xo> ; 2§§':[u<mo> ; A]]

Sea A12(z,t,\) = 2 [u(z,t) + ], entonces

(XR)t = —[(A1,2) XR]I (3.44)

ﬁ (A—E;)/Pp(z,t,A) (donde P,(z,t,\) =

J=0

Ahora usamos la representacion x ) =

H (A — ) , ver (2.127)) y la expresién (3.44) para encontrar que
k=1

(Po)y = (M2) Po— (M12) P, (3.45)

Finalmente usamos la expresién (2.130) para P):

(3.46)
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y ahora se resuelve para fi;, quedando el sistema de ecuaciones difereciales or-
dinarias:

difule,t) + 241, (z, 1)

IT (= 1)

=y

(“j)t =

(3.47)

En el caso n = 2 usamos la férmula de traza para llegar a:

8ty — 2(Eo + E1 + Ey + Es + E4)] !
(), = ——2 — —I1 (- B5) (348
M1 — M2 =0

8[# —l(E0+E1+E2+E3+E4)] 4
(Ho)y = 2 — _H (1y — Ej) (3.49)
Mo — My =0

Suponiendo que Eg + E1 + Fs + E5 + E4 = 0, el sistema se integra cambiando
a la variable independiente definida por

duw — HH2 g (3.50)
Ky — fo
quedando el sistema:
d d
51 M _ 4#2 Ha — dw (3.51)
_H(M_EJ’) _H(Nz_Ej)
j=0 j=0

Como en el caso estacionario, se obtiene de la férmula de traza

u(z,t) = =2[Fi(=7(z = 2,(1))) + Fa(7o(t) + 7(x — 70))] (3.52)
To(t) =4t y (330)t = 4F1(70(1))

En el caso general, aplicamos la férmula (3.52) a
~ 1
’LL(.’L',t) = ’LL(CE,t) - g(E() + E1 + Ey + E5 + E4)
Entonces los valores propios simples periédicos y antiperiddicos de u(x,t) son

~ 1
EjZEj—g(E0+E1+E2+E3+E4)

.
1=
b
Il
(aw)
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Por lo tanto

u(z,t) = =2[F(=7(z = 2o(1))) + Fa(7o(t) + 7(2 — 20)) ]+

1
+5(E0+E1+E2+E3+E4)

3.4. Funcién Theta de Riemann y soluciones elip-
ticas de KdV

Nuestro principal interés en esta seccién es deducir la representacién de solu-
ciones de la ecuacién KdV de

4y = 6uny + Ugge (3.53)

de la forma )

2 92 1
donde 6 es una funcién Theta de Riemann construida a partir de una matriz
de Riemann (Bji)de n X n'y z, es un vector arbitrario de dimensién n. Estas
soluciones corresponden a potenciales del operador de Schrédinger con n inter-
valos finitos de inestabilidad. La dindmica de KdV en este caso tiene lugar en
una variedad isospectral del tipo descrito en la seccién 3.2.

La representacién garantiza que dichas soluciones son funciones cuasiperiédicas.
Deduciremos una condicién suficiente para que dichas soluciones sean funciones
elipticas.

Para llegar a la expresion (3.54) vamos a desarrollar las herramientas necesarias
de funciones Theta y superficies de Riemann.

u(z,t) = n(@Ux+Wt+ z,)) (3.54)

Definicién 3.5 Una matriz simétrica B = (Bj;) de n X n es una matriz de
Riemann si Re(B) = (Re (Bj))es definida negaitva.

Definicién 3.6 Una funcion Theta de Riemann esta definida por su serie de
Fourier de la siguiente forma

0(z|B) = Z e%<BN,N>+<N7z> (3.55)
Nezn
Donde,
z2=(21,..,2n) €C" (3.56)
< BN,N >= Z B;jN;N; (3.57)
i,j=1

y N € Z"™ es un vector con coeficientes enteros, es decir N = (Ny, Na, ..., Ny,)
con N; € Z para toda i € {1,...,n}.



3.4. FUNCION THET A DE RIEMANN Y SOLUCIONES ELIPTICAS DE KDV81

Notemos que el término general de (3.55) depende unicamente de la parte
simétrica de la matriz B. La serie (3.55) converge uniforme y absolutamente
en compactos ya que si b € Rt tal que —b es el mayor valor propio de la matriz
Re (B), entonces

Re(< BN,N >) < —-b< N,N >

Por lo tanto, la funcién 6(z|B) es analitica en C™.
Si la matriz B es fija simplemente denotamos por 6(z) a 6(z|B).
Sea {eq, ..., e, } una base para el espacio C" tal que

(er)j = Ok; (3.58)
y sean fi, ..., fn vectores tales que
(fr)i=Bk; , kj=1,...n (3.59)

o bien
fx = Bey, (3.60)

Proposicién 3.7 Si trasladamos el argumento de la funcion Theta por 2miey,
se tienen las siguientes relaciones

0(z + 2mier) = 0(2) (3.61)
0(z + fr) = e 2P0 (2) (3.62)

Prueba. La relacién (3.61) se cumple ya que el término general de (3.55) no
cambia si sustituimos z por z + 27iey,

. 1 .
9(2 + 271’Zek) = E ez <BN,N>+<N,z+42miex> _

NeZm

n n
LI<BN,N>+ > Nizj+ > Ns(zp+2mi)
k s=1

= E e s,j=1,s7#

3<BN,N>+ > Ngz+ Zle(zk+27ri)
k 5=

e E e s,j=1,s#

n n

n n
>° Ns(zx+2mi) >° Nszp+2miNs Nazp
— s=1 1

n
2miNg S~ Nszg
pero es=1 = es= = go= 1

es= — es:l

Por lo tanto

) J<BN,N>+ 3> Nszj+ > Nazp
0(z + 2miey) = E e 8.0=1,57k s=1 =
Nezn
_ Z e%(<BN,N>+<N,z>) _ 9(2)

NezZm™
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Para demostrar (3.62) sustituimos N por M + e, , M € Z™. Entonces

0(z + fr)

Z e%<BM,M>+%<B€k,ek>—<M,Bek>+<M,Z>+<M,fk>—<6k,Z>—<€k,fk>

Nezn

_ e*%Bkk*Zk, Z e%<BM,M>+<M,Z> :e*%Bkk*Zke(z)
Mezm™

O

Por lo tanto la funcién 6(z) es periédica con base de periodos 2wieq, ..., 2wie,
Los vectores f1, ..., fr son los cuasiperiodos de 6(z). Y llamamos al sistema de
vectores (2mieg, f1) los periodos de la funcién 6.

Cualquier vector de la forma 27iN + BM, con N, M € Z'™, es un periodo de la
funcién Theta de Riemann.

De la proposicién anterior tenemos:

0(z +2miN + BM) = Y e 2<BMM>=<Mz>q(,) (3.63)
Nez»

Los vectores de la forma 27iN + BM forman una latiz periédica.
También podemos definir funciones 6§ mediante caracteristicas:
Sean « y 3 vectores en R™ arbitrarios. Sea

0, B] (z) = ez <Bae>t<z42mif 0>, 4 97iB 4 Ba) (3.64)
Sia=8=0
610,0] (z) = 6(z)
Y sia=M, =N por (3.63)
0[N, M](z) = 0(z)

Por lo tanto, es suficiente considerar las funciones 0[a, 8](z) con « y [ tales que
0 < a; y B; <1. La expansién de Fourier de 8[a, 5](2) es

9[0&,5](2) — Z e%<B(N+a),N+oz>+<z+27ri,8,N+a> (365)
Nezn™

Anslogo a la proposicién anterior, tenemos

0[a, B](z + 27iN + BM) = e*%<BM,M>7<z,M>+2m‘(<a,N>7<67M>)0[a7ﬁ](z)
(3.66)
Al multiplicar funciones Theta del tipo (3.64), obtenemos funciones Theta de
orden superior y se cumple la siguiente relaciéon

Hm[a,ﬂ](z—l—QﬂiN—l—BM) — e—%<BM,M>—m<z,M>+2m‘(<a,N>—<B,M>)9m[a,5](2)
(3.67)
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La clase de funciones enteras de n variables z1, ..., z,, que cumplen (3.67) forman
un espacio lineal de dimensién m™. Por lo tanto existe una base para dicho
espacio. Tomemos como base a las funciones

0[04-1-7

, Bl(mz|mB) (3.68)

con 7y € [0,n — 1]

Definicién 3.8 Las caracteristicas |c, B8] para las cuales todas las coordenadas
a;, 5j son 0 o % son llamadas semiperiodos.
Decimos que un semiperiodo [a, (] es par si

4{a,B) =0 (mod?2)
e impar en cualquier otro caso.

Afirmacién 3.9 La funcion 0]a, B](2) es par o impar si [a, 8] es par o impar
respectivamente.

Prueba. Si sustituimos z por —z y N por (—N — 2a) el término general de la
serie (3.65) es multiplicado por

e—<M+ﬁ,47ria> — e47ri<o¢,ﬁ>

El signo de este factor queda determinado por la paridad del numero 4 («, 3).
Por lo tanto se tiene la afirmacion. O

3.4.1. Funciones Theta de una variable

La teoria clasica de funciones elipticas corresponde a n = 1.La matriz de Rie-
mann que corresponde al caso n = 1 es la matriz de una sola entrada By; = b
tal que Re(b) < 0.. La notacién usual es b = 2mir tal que Im(7) > 0, la funcién
Theta correspondiente es

0
.9 .
§ :ezn TFT.e’HLZ’con 2eC

n=-—oo

0 bien
00 ) ‘ ‘
Q(ZIQ): Z qn .67.2nz , q:emr'r
n=-—00

La serie converge absoluta y uniformemente para z € K con K C C compacto
pues
‘Q| — e*TI'Im(T) <1

Por lo tanto 6 (z 1 q) es entera.
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Por otra parte
O(z+mi1q)=0(z1q) VzeC

entonces no tiene un segundo periodo independiente, ya que de tenerlo, por ser
entera serfa constante.

Aun asf podemos econtrar relaciones interesantes entre 6 (z + 77 1¢q) y 6 (21 q),
veamos

o) 0
0 (Z LT q) _ Z qn2 . ei2n(z+7r7') _ Z qn2 . ei2nTT | pi2nz

n=—oo n=—oo

00 0o
— Z qn2+2n . ef2nz — q—le—i2z E q(n+1)2 . ei(n+1)2z —

n=-—oo n=-—oo
=g e 0z 1)

A 77 se le llama un cuasiperiodo y decimos que 6 (z 1 ¢) es cuasi-doblemente
periédica con factor de periodicidad o multiplicador: ¢~!-e~%22,

Definimos

[e°]

s 0i(z1g)= > (—1)"g" €27 = 1423 (=1)"¢"" - cos(2nz)
n=1

n—=—oo

" 03(z1q)=0s(z+51¢)= 2 ¢ e = 1423 ¢" - cos(2nz)

n=—oo n=1
» 01 (z1q) = —ielCHH) 0, (24 I 1 q) =

; T S 2 : :
— _Z-ez(z-&-T) . E (_l)nqn L einTT | pi2nz
n=—oo
; T S 2 : :
— —iel(z+T) . Z (_l)nqn +n einTT | 612nz —
n=—o0
0
= - Z (_l)nq(n+1/2)2 . ei(2n+1)z —

n=—oo

= —i-q"/** 42 (71)”(](7”1/2)2 -sen((2n + 1)2)
n=0

»0(z19)=01(z+%1¢q) =2 gnt1/? sen((2n + 1)z)

n=0
En términos de caracteristicas
. (1 1
ib1(z) = 0 _2,2} (2) (3.69)
1

02 = 0[50

03(z) = 0[0,0](2)

O4(z) = 6 0,;} (2)
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Las funciones 61,602,035 y 6, son enteras para cada 7 € H™ y son funciones

pares en z a excepcién de 6.
Cada 6, es funcién periddica de z con periodo , es decir
J )

Oi(z+m1q)=10,(z19q)

6, tiene cuasiperiodo 77 y factor de periodicidad —¢~! - e7%2% | que heredan
01,0 03.
1,02y U3 - L |
04 (Z+7TT\q): Z (_1)nqn .e’LQHZ.e’LQ’ﬂ/TTT:
n=-—oo
o0
_ qfl Z (71)nq(n+1)2 . ei2nz —
n=—oo

_ _qfl . o122 3 (_1)n+1q(n+1)2 . ei2(ntl)z —

n=—o0

=—q 1 e .04(z1q).

Observacién 3.10 Si 6;(z,;q) = 0 entonces 0;(z, + knr;q) =0 Yk € Z
Prueba. Inmediata del comentario anterior. O

De hecho los ceros de 6, son los vértices de la latiz z = 2mim-+bn. Sabiendo esto,
podemos encontrar facilmente los ceros de las deméds funciones, en particular 63
tiene ceros en los puntos de la forma z = i + b/2 + 2wim + bn y no hay mas
ceros. Veamos porque.

Sea @ el paralelogramo con vértices en a, a+ 7, a+77 y a4+ 7+ 77, de
tal forma que 04(z; q) # 0 para z € 0Q.

Por el principio del argumento tenemos que el nimero de ceros buscados esta

dado por
1 [05(z
‘ / AR
2mi ) 0;(z;q)
oQ

Una parametrizacién de Q) esta dada por:

figura2
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Entonces , ,
04(z5q) , 94(2+7TT;Q)d

Z fr—
04(z;q) 04(z + 773 q)

3 Y1

z

Por otra parte derivando
d

o 04 (2 4+771q) = —q e 20, (21 q)+2ig e 0, (21 q)

0y (z+771q) =

Por lo tanto

Oy (z+m71q) —q e 2.0 (z1q) 2ig7'-e 27 .0,4(21q)

Os(z4+7m711q) —ql-e722-0,4(z1q) —ql-e22-04(21q)
Regresando a la integral anterior obtenemos

UACH) UACH) / 04(2;q)
dz = — dz+2i [dz = —
0i(zq)" 0u(zq) " ) 04 q)

V3 Y1 Y1 Y1

dz + 2im

y por periodicidad tenemos que

Oy(zq) ,
/ 94(2;q)dz =0

Yot+74

Por lo tanto

1 r. 1 /. /(. /(e
94(z’q)dz— 04(Z’Q)dz+ / 04(Z’Q)dz+/94(z’q)dz -1
04(2; q) 04(2; q)
RE]

2mi | 04(2z;q) 2mi 04(z;q)

0Q 71 Y2t7a
Es decir, 64(z) tiene exactamente un cero en @ y dicho cero, que denotaremos
por z, ,es simple porque la integral lo cuenta con multiplicidad (El andlisis es
andlogo para 01,63, 03).

Recordemos que si f es una funcién eliptica con periodos 2wy, 2wy ; @ un
paralelogramo fundamental con vértices en a, a+ 2wy, a+2ws y a + 2wy + 2ws
con a tal que f no contenga ceros ni polos en Q) entonces

!
/ 1) dz=0
f(z)
oQ
Otra manifestaciéon de que las funciones §; no son doblemente periddicas.

(Por periodicidad y por principio del argumento el niimero de ceros de f en @
es igual al nimero de polos de f en Q)
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3.4.2. Toros Abelianos

Afirmacién 3.11 Los vectores 2miey, ..., 2miey, f1,..., fn elementos de C* =
R2" (definidos en (5.58) y (5.59)) son linealmente independientes sobre el campo
de los nimeros reales.

Prueba. Supongamos que existe una combinacién lineal

QWiZAk:ek + Zu'kfk =0 ’ )‘ka K eR (370)

Por (3.60) tenemos que la parte real de ésta combinacién lineal es de la forma

Re(B) Z uper =0

Por lo tanto y;, = 0 para toda k ya que la matriz B es no singular. Por lo
tanto, de (3.70), tenemos que A; = 0 para toda k. Asi, hemos demostrado la
afirmacion. O

Sea 7 la latiz generada por los vectores (2wieg, f1). Los vectores de 7 son de la

forma
2miN +BM , N,M € Z (3.71)

Esta es precisamente la latiz periédica de la funcién theta descrita a partir de
(3.63). Es conveniente pensar en el cociente R*" /7 o lo que es lo mismo C"/7:
T?" el toro de dimensién 2n (ver [Fe]). Denotaremos a dicho toro como T%"(B),
va que depende de la matriz no singular B, dicho toro es llamado T'oro Abeliano.
Las funciones meromorfas en éste toro se llaman funciones Abelianas. Es decir,
las funciones Abelianas son funciones con 2n periodos distintos de n variables
complejas. Por lo tanto, el cociente de dos funciones 6 del mismo orden con las
mismas caracterfsticas es univaluada en T%"(B) y por lo tanto es una funcién
Abeliana.

Sea (2miey, f;) otra base de T , donde f;, = B'ej y B' = (B, ) es otra matriz de
Riemann. Para cambiar de la base (2miey, f1) a la base (2mie}, f},) (v viceversa)
lo hacemos a través de la matriz (con coeficientes enteros)

2mie) = Y dij2mie; + ci; f; (3.72)
J

le = waﬂﬂ'iej‘ =+ ai]‘fj
J

con a = (a;;), b= (bij), c= (¢;j) y d = (d;;) matrices de n x n con coeficientes

enteros y
a b
det (c d) =1 (3.73)

B' = 2ri(aB + 2mib)(cB + 2mid) (3.74)
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. . . . b
Como la matriz B’ es una matriz de Riemann, entonces la matriz (z d> debe

ser una matriz simpléctica:

(i Z) <—01 (1J> ((g Zi) - <_01 é) (3.75)

Decimos que dos matrices de Riemann B y B’ son equivalentes si estdn rela-
cionadas mediante transformaciones de la forma (3.74) y (3.75) ya que determi-
nan el mismo toro Abeliano T°"(B) = T*"(B’).

Las transformaciones (3.74) y (3.75) correspondientes a las funciones 6 quedan
de la siguiente forma:

1Sz 2 In(det(M))

0la'.f] = kVdet(M)e S T gl fl(21B)  (3.76)
M = cB+2mid , 2miz=2M (3.77)
[, 8] = [a5] (_dc _db>+;diag [cd”, ab" ]

con k constante independiente de z y B (para ver la demostracién de éstas
transformaciones consulte [Ig])

Observacién 3.12 Sea B = (B,j) una matriz de n x n tal que

B= (BB E?) (3.78)

donde B’ y B” son matrices de Riemann de k x k y | x | respectivamente.
Entonces el toro correspondiente T*"(B) se separa en el producto directo de dos
toros abelianos

T*"(B) = T**(B") x T*(B") (3.79)

La funcidon Theta correspondiente también se separa en el producto de funciones
Theta:

6(z|B) = 6(='|B)6(="|B") (3.80)
z = (21, 2n)
2= (21, 2k)
2" = (Zrat, e 2n)

Definicién 3.13 Una matriz de Riemann es descomponible si mediante trans-
formaciones del tipo (3.74) y (3.75) se puede descomponer en bloques como
(8.78). Analogamente usamos el términe Toro Abeliano descomponible (3.79)
y Funcién Theta descomponible (3.80). En caso contrario se dice que son in-
descomponibles.

En el caso en que el toro abeliano T?"(B) sea indescomponible se cumple que en
T?"(B) no hay funciones Abelianas (no constantes) que dependan de un menor
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nimero de variables. Es decir, si f(z) es una funcién abeliana en T%"(B) (toro
indescomponible) tal que su derivada con respecto a alguna direccién es cero,

n
ZUL-% =0, entonces f = cte.
i=1 ‘

Mi4s aun, tenemos el siguiente teorema debido a Lefschetz ([GH])
Teorema 3.14 Todo toro Abeliano es una variedad algebraica

Prueba. Consideremos el caso n = 1. En éste caso cualquier toro T2 queda
determinado por sus periodos 2w y 2w’ (Im(w/w’) > 0)
La funcién P de Weierstrass correspondiente es:

P(2) = = + > : 7~ - (3.81)

22 (nm)EZ [0 xZ—{0} [z — 2mw — 2nw')] [2mw + 2nw']?

La serie (3.81) converge uniformemente en compactos de C\{2mw +2nw’} (con-
sulte [Fe], p.47), por lo tanto P(z) es una funcién meromorfa en z con polos
dobles en cada vértice de la latiz. También es doblemente periédica:

P(z+2mw+2nw’) =P(z) , nnmeZ (3.82)

Su derivada, P’(z), también es doblemente periédica. Sean

g = D — (3:83)

4
(n,m)€Z—{0}xZ—{0} [2mw + 2nw']

140
9= Z [2mw + 2nw’]®
(n,m)€Z—{0} xZ—{0}

Entonces la expansién de Laurent de P(z) y P’(z) en una vecindad de z = 0
tiene la forma
1 g2® | g3zt
= — _— 4 ... 3.84
P(z) 2T T s T (3.84)
2 gz g3’

/ _— —_ pu— i
Plla) = —S+5+5 4 (3.85)

De éstas expresiones se sigue que la funcién

(P'(2))” — [4P(2)° — 92P(2) — g3]

no tiene un polo en el origen. Como es doblemente periédica, entonces es entera
en todo el plano complejo y por lo tanto es constante. De hecho es constante cero
(para més detalles consulte [Fe], Cap.6). Por lo tanto, la funcién de Weierstrass
satisface la ecuacion diferencial

(P'(2))% = 4P(2)® — g2P(2) — g5

Necesitamos el siguiente resultado para completar la demostracién: U



90 CAPITULO 3. KORTEWEG - DE VRIES

Afirmacién 3.15 El mapeo z(z) = P(z), y(z) = P'(z) establece un isomorfis-
mo de toro T? = C/ (2mw + 2nw') con la superficie de Riemann T asociada a

la funcidn algebraica
y? =42° — gz — g3 (3.86)

Prueba. Construiremos el mapeo inverso de la curva algebraica compleja (3.86)

en el toro T? de la siguiente forma:
Sea P = (x,y) un punto de la superficie de Riemann T.y sea

Pd / d
z:z(P):/—x:/—x (3.87)
Y 473 — gx — g3
o0 o0

El contorno de integracién de (3.87) esta en la superficie de Riemann T'.

4x} — gow; — g3 = 0.

(La parte punteada del ciclo b corresponde a la hoja inferior (P, —) de la super-
ficie de Riemann TI)

Este contorno es tnico, médulo la suma de una combinacién lineal integral de
los ciclos base a y b que se muestran en la figura anterior:

z(P)Nz(P)er]{d—ern dx

Yy Yy
a b
Pero d d
W9y Y9
Y Yy
a b

Por lo tanto, el mapeo (3.87) manda la curva (3.86) en el toro T2. Los mapeos

2= P = (P(2),P'(2)

P
P— / du
Y
o0
inversos uno del otro. Por lo tanto hemos demostrado el teorema para el caso
n = 1.Para una prueba del teorema para el caso general consulte [Ma]. O
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Observacion 3.16 Una expresion explicita entre la funcidn de Weierstrass
P(2) y las funciones Theta consideradas en la seccion anterior estd dada por

2

P(z) = 7% In(01(z)) + ¢ (3.88)

Donde ¢ es una constante

Prueba. Inmediata de la periodicidad de 6 (z) y de la ubicacién de sus ceros ,
ver [Fe| capitulo 8. O

3.4.3. Teoremas de adicion para las funciones Theta

Las funciones Theta estdn construidas a partir de sistemas complicados de rela-
ciones algebraicas, llamados teoremas de adicién- Todos ellos son relaciones entre
series formales de Fourier. Enunciaremos dos de los teoremas mas importantes.
De una matriz de Riemann B podemos construir dos tipos de funciones Theta :

Ole Bl(2) = Ola B(2|B) (3.89)
Ola, (2) = Olev, B(2]2B)

Teorema 3.17 (Teorema de Adicién I) Sean «, 8, v y ¢ elementos de R™
arbitrarios. Entonces

O, v](21 + 22)0[B, €] (21 — 22) =
a+p ~a—f3

= Y §[T +8,7 +el2)0—5 = + 6,7 —

26€(Z2)™
Teorema 3.18 (Teorema de Adicién II) Sean [m;] = [m},m}] (i=1,2,3,4)
elementos de R2™ arbitrarios. Entonces

0[ma](21)0[m2](22)0[ms](23)0[ma](z1) =

(3.90)

E](222)

(3.91)

1 Py Y]
— 7 Z e—47’l’t<rﬂ1,(l >6[n1 + a](wl) P 6[7]/4 + a](w4)
2a€(Z2)%™
con a = (a',a")
(215 0ey 24) = (W1, ey wy)T (3.92)

1 -1 1 1

111 1 -1 -1

=511 -1 1 21

1 -1 -1 1

(cada 1 en la matriz T corresponde a la matriz identidad de n X n o 2n x 2n)
[ni] = [, ni] (3.93)
(s ey mg) = (1, ey ma)T

Omitiremos la demostracién de ambos teoremas (se puede encontrar en [D]3)”
Estas son las herramientas necesarias para obtener soluciones de la forma (3.54).
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3.4.4. Representacién de soluciones de KdV en términos
de funciones T'heta

Ahora sustituimos la expresién (3.54).en (3.53) obteniendo

2857;(% In(6) = i (248281259) 8331226) + 285;25(,9)) (3.94)
con 0 =6(z) , z=Ux + Wt+ z, un vector arbitrario y
5= YW
Por lo tanto, podemos escribir la expresién (3.94) como
o |2 o (T0) 170 0 o

Si la matriz (B,i) es indescomponible (Ver Capitulo I [S]) entonces de (3.95)
2 2 2 4
0% In(0) 43 <8 ln(9)> 19%1In(0)

—92 =4d

oxOot Ox? 2 Ozt
con d una constante. Lo que nos lleva a la siguiente relaciéon
0rrzad — 40,20, + 3 (t9m)2 — 40,0 + 40,0, 4+ 8d0* =0 (3.96)

para obtener un sistema finito de ecuaciones en U, W y la constante d
El Teorema de Adicién I (Seccién 3.4.3 ), en este caso toma la forma

0(6(=*) = > Bls)(w")bls)(w?) (3.97)
nel(Za)n
2422 = w2 =22 =l (3.98)
y ~
0[s](w) = 0s, 0](w|2B) (3.99)

La notacién s € (Z)" significa que la suma en (3.97) es sobre todos los
semiperiodos s = (81, ...,8,) , $; =0, %
Los valores de las funciones 5[5] (w) y sus derivadas

~ o 0 —~

en w = 0 son llamados 'constantes #’ y simplemente escribimos

G99 5

05..[s] = D, w, [s](0)
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Lema 3.19 La ecuacion (3.96) es equivalente al siguiente sistema de 2" ecua-
ciones en el vector U = (Uy,...,Uy), W = (W1, ..., W) y la constante n:

040]s] — OyOwbs] + db[s] = 0 (3.100)

. " n . . ..
Las ecuaciones estdn numeradas por s € % (Z3)". Hemos introducido la notacion

0ls] = Z U’inUkUl/éijkl[S] (3.101)
i3,k
duowlls) = Y UW;0;ls)
(2]
Prueba. Introducimos los operadores
X, = ZU;ﬁ XQZZU,ﬁ (3.102)
z J 82} 9 z 7 823
0 0
T, = ZW]TZ} s TZ?‘:ZWJ‘TZ?

y andlogamente los operadores X1, X2, Tyy1, T2 sustituyendo z por w. Estos
operadores estdn relacionados de la siguiente forma

X = Xyt +Xye o Xoo= Xy — Xy (3.103)
T, = Tyw+Ty , Te=Ty,—T,:
Entonces (3.96) se puede escribir como
wl=2z = 0
w”=0
(3.104)
Las 2" funciones 0[s](2z) , s € 3 (Z2)", son linealmente independientes (forman
una base para el espacio de funciones 6 de orden dos (Ver Seccién 3.4.1)

Igualando los coeficientes de esta ecuacién a cero obtenemos el sistema (3.100).
Lo cual prueba el Lema. O

(X5 —AX2 X, +3X2 X2 +4X T2 —4XaT.0 +8d) 6 (2) 0 (2%)]

El sistema 3.100 es invariante bajo los siguientes reescalamientos:

U — \U (3.105)
W o= AW
d — M\d

Resolvamos ahora el sistema (3.100) paran =11y 2.

= n =1 . Entonces (3.100) toma la forma

4/\(4) ~I1 ~

Ui (0] — Uwe [0] +doj0] = 0 (3.106)
AV oW ) -
U9 5] - UWE 5]+ dbl5) =
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Debido a la invariancia de (3.105) podemos asumir que U = 1, entonces

(4)[O]§
W= I~
8" 00

4)

E

Una forma sencilla de encontrar la expresién para W se obtiene susti-

tuyendo en (3.96) 6 por la funcién impar 61(z) = 613, 3] (ver (3.69)).
Sustituimos z = 0 en (3.96) (con § — 6;) y encontramos debido a la
imparidad (U = 1)

)

16[0]
0]

(3]

(SIS

~
.y

- (3.107)
7

[SIE SIS

010

AT

(3.108)

Antes de resolver (3.100) para género n > 2 imponemos la siguiente condicién
de no singularidad a la matriz Bjy.

rango(B11 [s], 012 [s] oo Bm 5], 0 [5]) = w 41 (3.109)

Los renglones de la matriz en paréntesis estdn numerados por el vector s €
i (Z,)?. No singularidad implica indescomponibilidad (para una matriz descom-
B 0
O B//
gularidad la satisfacen las matrices de Riemann de Superficies de Riemann (ver

ponible B = < ) (3.109) tiene cero columnas). La condicién de no sin-

= n =2 . Reescribimos (3.100) de la forma

Uy W1011 [s] + (UyWa + Us W1 )01 [s] + UsWolblas [s] — dO [s]) = 056]s]
(3.110)

con s € % (ZQ)Q. Aqui la no singularidad es equivalente a que la invertibi-
lidad de la matriz de 4 x 4

o~ ~

(011 [s], 012 [s], 022 [s] , O [s]) (3.111)

(los renglones estan indexados por la caracterfstica s € % (Z3)?). Sea

2
(al';al? a?? ay) la matriz inversa. Entonces de (3.110) tenemos

1 o Q11(0)
W, = — 192 0(s] = 3.112
1 [j’1 lz 2as 8U [8] Ul ( )
s€5(Z2)
1 N
W2 = — Z a?aéﬁ[s} = QQ;_(U)
2 7 5 2
SEg(Zz)
UWot Wi = Wi= > al?048]s) = Qua(U)

SG%(22)2
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Sustituyendo W7 y W5 en la tltima relacién, obtenemos la ecuacién ho-
mogénea de grado 6 en U = (U, Us) :

P(U1,Us) = UfQa2(U) — U1U2Q12(U) + U3 Q11 (U) =0 (3.113)

donde los polinomio @;;(U) estdn definidos en (3.112). De la matriz de
Riemann B, obtenemos 6 vectores (médulo una constante). Después de
ésto podemos encontrar por (3.112) W = (Wy, W3). Por lo tanto, hemos
demostrado el siguiente resultado

Teorema 3.20 Sea Bj;, una matriz de Riemann de 2 X 2 en posicidn general.
Entonces la formula (3.54), donde 0(z) = 0(z|B) y los vectores U y W quedan
determinados por (3.112) y (3.113), da una solucion para la ecuacion de KdV
(8.53) para cualquier z,.

Soluciones en funciones Elipticas

En la seccién anterior se demostré que las soluciones de la ecuacién de KdV
(de orden 1y 2) se pueden escribir en términos de las funciones Theta. En esta
seccién daremos condiciones para que éstas soluciones sean elipticas.
Encontramos en (3.88) que la funcién P(z) se escribe como

2

P(z) = f% In(01(2)) + ¢ (3.114)

Esta funcién es doblemente periédica, con periodo real 7 y periodo imaginario
T
b 271
T=— , T'="F
U, -’ Uy

con b la unica entrada de la matriz de Riemann correspondiente y U; como
definida en Lema 3.19
En general, un potencial u(x) con una superficie de Riemann I' (y? = H(/\ -

«
E,)) y matriz de Riemann B = (2midq, byy) tiene un conjunto de periodos

reales

I,7'=) VUG, Vb = b
J
(con b7 la entrada jq de la matriz inversa de la matriz de Riemann B.) y un
conjunto de periodos imaginarios

211
T'=""
1T,

Por lo tanto, un potencial u(z) de este tipo es una funcién cuasiperiédica en la
variable compleja x. Para que el potencial u(z) sea periédico en la variable real
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x, es necesario y suficientea

> ma Ty =0, k=1,.,n-1 (3.115)

q=1

con mg, € Z para toda k,q. Pero no se puede concluir de (3.115) algo so-
bre los periodos imaginarios ’];’. Por lo tanto, el potencial u(z) es una funcién
cuasiperiédica de la variable compleja x. Para que el potencial sea doblemente
periédico (y por lo tanto, se puede expresar en términos de funciones elipticas),
es necesario y suficiente pedir, ademds de (3.115), que:

> omp T =0, k=1,..,n—1 (3.116)

q=1

Las relaciones (3.115) y (3.116) para un grupo de periodos dependen dnicamente
de la superficie T'.

En caso de que la solucién sea una funcién eliptica entonces las integrales
hiperelipticas que aparecen (3.52) se pueden reducir a integrales elipticas y por
lo tanto el potencial se puede expresar en términos de la funcién P(z) [En].
Las soluciones de KdV con condiciones iniciales u(x,0) = 6P(z) Los potenciales
elipticos de esta familia son de la forma [DMN]

u(z — x,) + cte (3.117)

con u(x,0) = 6P(z) .Sabemos que las soluciones de KdV son funciones elipticas.
De este hecho y de la condicién inicial, obtenemos que las funciones elipticas de
KdV con 2 intervalos finitos de inestabilidad son sumas de tres ondas simples

3
u(z,t) = Z?’P(z—ai(t)) (3.118)
i=1

3 o dz
Y ait) = 0,t= / —— (3.119)
pn A 124/g2 — 3P2(2)

1
as—ag = 573*1[_73(0[1 —az) + Vg2 — 3P2(aq —a3)]  (3.120)

que se mueven sin cambiar su forma, con velocidades variables.y fases «;(t) que
estan relacionadas de manera complicada.



Apéndice A

Motivacion: Par de Lax

Motivacion:
Dada una maétriz simétrica, ;Cémo encontramos sus matrices similares?

_fa b a~(M 0
SeaA—(b C),entoncebA (0 )\2)

_ cos(t) sen(t) entonces
Sea U(t) = (_sen(t) COS(t)>’ t

- N A O
A"B(t) =U*(¥) <0 )\2> U(t)
Si A, es una matriz simétrica de n X n, entonces las matrices relacionadas con
A, son de la forma: A(t) = U*(t)AU(t)
Supongamos que U es tal que

A, =U"()A®)U () , U*(0)U(0)=1 (A1)
Entonces, derivando con respecto a t obtenemos

0= U*()ADU () + U*()ADU () + U* () ADU (%)

A(t) = —U@U*()A(t) — AQU@U* (1) (A.2)
por (A.1)
UU* = —UU* (A.3)
por lo tanto (A.2) queda como
A=UU"A—- AUU* (A.4)
Sea B = UU*, entonces

A=BA— AB (A.5)
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Por lo tanto, B es tal que

B* =U(t) (U(t)) T —U®)U*(t) = —B (A.6)

(la pemiltima desigualdad es resultado de (A.3) ). Por lo tanto B es antisimétri-
ca.
Supongdmos ahora B(t) antisimétrica y A = BA — AB y definimos U(¢) como
la solucién fundamental de _
U(t) = BU(t) (A.7)

Observemos . .

(UWU*()) = U@U*(t) + U1)(U*(t)) (A.8)
transponiendo (A.7) y sustituyendo en (A.8) obtenemos
(U*(t)U(t)) = B+ U#)U*(t)B* = B+ B* =0
La tltima igualdad es por (A.6)

Por lo tanto
Ur@)u(t)y=0*0)U0) =1 (A.9)
Por otra parte . . .
[U*(t)A(t)U(t)}’ =U*()ARQ)U) + U*(t) AU (t) + U () A)U(t) =
=U*(t)A(t)BU(t) + U*(t) [BA— AB)U(t) + U*B*AU =0
Por lo tanto
U*(t)A(t)U(t) = A(0)
con A(0) simétrica



Apéndice B

Deduccién de la ecuacion
KdV

El descubrimiento de las ondas solitarias en aguas poco profundas lo hizo el
ingeniero inglés Scott Russell, en el Canal de Edinburgo a Glasgow en el ano de
1834. Sus observaciones las reporté a la British Association for the Advancement
of Science en 1844.

Russel realizé experimentos en su laboratorio, generando ondas solitarias al
dejar caer un objeto pesado en un extremo de un estanque angosto.

Dedujo empiricamente que el volumen de agua en la onda es igual al volumen
desplazado y que la velocidad de la onda solitaria es: ¢* = g(h+a), g es la acel-
eracién debida a la gravedad, a es la amplitud de la onda y h es la profundidad
en reposo.

Para fundamentar estos resultados, Boussinesq (1871) y Rayleigh (1876) su-
pusieron que la longitud de la onda es mucho mayor que la profundidad. A
partir de las ecuaciones de movimiento para un fluido no viscoso e incompre-
sible, dedujeron la férmula de Russell para la velocidad. También encontraron
que el perfil de la superficie del agua es:

&(z,t) = a-sech? [b(z — ct)] , con b2 = -4h?(h + a), en el caso & << 1.

La contribucién de Korteweg y de Vries en 1895 fue la deduccién de la ecuacion
de movimiento para la superficie.

A continuacién presentamos una deduccién de la ecuacién de Korteweg y de
Vries a partir de las ecuaciones de Euler para un fluido incompresible, en el caso
h << 1.

Consideremos un elemento de volumen V' encerrado por S = 0V.

x(x1, 2, 23) y t denotan la posicién y el tiempo. ', py p denotan la velocidad,
densidad y presion del fluido, respectivamente.

_ L.
o es la normal unitaria a S.

La masa de fluido contenida en V' al tiempo ¢ es:
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= ///p(xvt)dx

Como la regiéon V no cambia en el tiempo, la tasa de cambio de la masa con

respecto al tiempo es
dm ///

La ley de conservacién de masa garantiza que el cambio en la masa se debe
uinicamente al flujo neto de masa a través de la frontera, es decir,

d—";:f//p(ﬂ),ﬁ)da
S

Del Teorema de la divergencia se sigue que
) .
S+ div(pw) =0

en la regién ocupada por el fluido, ya que su integral sobre cualquier parte de
esa region es cero.

De manera andloga se obtiene la ecuacién de balance para el momento lineal. La
densidad de momento en la i — ésima direccién es pu;. El cambio en el momento
viene de tres factores: el flujo neto de momento a través de la frontera, las
ferzas superficiales y las fuerzas volumétricas. En nuestro caso, éstas iltimas son
debido a la gravedad y actidan en la direccién vertical. La ecuacién de balance
de momento es:

///aw :‘//P“i(ﬂ’aﬁ’)da+//pnida+///pﬂdx
S 4 s

Procediendo como antes obtenemos las ecuaciones
(‘”“) + div(pu; W) —|— —pF; =0

En el caso del agua la densidad es constante, por lo cual la ecuacién de conser-
vacién de masa es

.=
div(w) =0
Las ecuaciones de conservaciéon de momento son

Bgus (i uz) _19 4 p
+ Z p Ox; +Fi

para i = 1,2,3. O en forma vectorial
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Tomando rotacional en la ecuacién de momento obtenemos para w = V x u una
ecuacion diferencial parcial lineal de primer orden que garantiza que w(x,t) = 0
para t > 0 si esta condicién se cumple para ¢ = 0. En este caso hay un potencial
de velocidades ¢ de tal forma que ©w = V¢. La ecuacién de conservacién de
masa es ahora la ecuacién de Laplace para el potencial de velocidades: A¢ = 0.

Usando que u; 9% = 1y 2 (%

2
L = SUz— | 73— obtenemos la ecuacién de Bernoulli
T 27 0x; \ Oxj ’

d 2
o (£+%|V¢| +%p+gx3) =0
Como podemos absorber cualquier funcién de ¢ en el potencial, se sigue que
d 2
G2+ 3IVO + 2 (p—po) +gz3 =0

Esta ecuacion determina a la presién una vez que conocemos el potencial de
velocidades. Para determinar el potencial necesitamos condiciones de frontera.
En la superficie del fondo se debe tener que la componente normal de la velocidad
sea cero, es decir g—i = (x1,x2,0,t) = 0 para (21, z2) en la regién que forma la
base del volumen ocupado por el fluido y para todo ¢ > 0.

En la superficie libre tenemos dos condiciones acopladas: la velocidad normal
de la superficie debe coincidir con la velocidad normal del fluido y la presién en
el agua debe coincidir con la presién en el aire.

La superficie libre es de la forma T'(t) = {x : f(x,t) = 0}.

Si T'(t + At) se ha separado de T'(t) una distancia As en x, en la direccién
normal, es decir, f(x,,t) =0y f(x,+ Asn,t+ At) = 0, entonces

f(Xo + ASW,t_" At)_ f(Xoat + At)+ f(Xo7t+ At)_ f(Xoat) =0

Usando el Teorema del Valor Medio, dividiendo por At y tomando el limite
cuando esta cantidad tiende a 0 obtenemos

ds __ 1

at = TV7]

s

t

Por otra parte, la componente normal de la velocidad es
— = 1

Por lo tanto, VoV f = f%.
Supondremos que no hay rompimiento de olas y por lo tanto la superficie libre
es la grafica de una funcién de x1,x2 y t, es decir

fOt) =x3 —n(x1,22,t) = h

Usando la identidad del péarrafo anterior encontramos la ecuaciéon para la super-
ficie del agua:

on , 09 on , 00 on _ 06
ot 8w1 6111 812 an 8:103
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Ahora usamos que los cambios en la presién del aire son pequenos para tomar
P = P, en la superficie 3 = h + 1 (21, 22,t), lo cual da

2
G T 3IVol +gn=0

La regién ocupada por el fluido es {(z1,22,23) 1+ 0<z3 < h+n(x,z2,t)} y
el problema completo es

(A7)
i) Np=0 en0<z3 <h+n(z1,x2,1)

i) %(331,332,0,75):0 para todo t >0

8:63
iii) f + 35|V +gn=0 en x3=h+n(z1,v2,1)
;) ¢ B ¢ B )
i) G+ e 4 e — 00 en x5 = h 41 (1, 22,1)
con ¢ y m como incégnitas. En particular, la forma que adopta la superficie del
agua se debe obtener como parte de la solucién por lo cual (A**) es un problema
de frontera libre.
Supondremos que el estanque o canal es angosto y largo para ignorar la depen-
dencia en x5 y considerar x; € [0, 00). Finalmente, usamos las variables x, z en
lugar de z1,z3.
Usando las longitudes caracteristicas: a, [ y h que son la amplitud, longitud
de onda y la profundidad en reposo, definimos variables adimensionales
1'*:%, Z*:% ) 77*:2 y t*:%vQS*:%
_ 1 _ g
cony = B—a-l\/%
La superficie libre es 2" =1+ an® con a= 3
Quitando asteriscos a las nuevas variables, (A

(A7)

*) se convierte en

(1) ¢.,=0 en0<z<l4oan(z,t) , >0
(1) ¢,(x,0,t) =0 para t>0
(ii) 0+ ¢+ 5 (67 +0 762) =0 en z=1+an(z,1)

(iv) ¢, =0°(n, +ag,m,) en z=1+an(z,t)

donde § = % Nos interesa el régimen de poca profundidad (h << 1), amplitud
pequena (a << 1), onda larga (I >> 1), as{ que a << 1, § << 1. Tomamos
6 = O(a), reescalamos y usamos una coordenada espacial que se mueve con
zle;)ddad 1, es decir, £ = % (x—1t), 7= %ﬂt , ® = @(ﬁ para obtener

i) @, +ade =0 en 0<z<1+an(,T)



103

ii) ®.(£,0,7) =0 para 7>0
i) 1+ @+ a®r + 5 (B2 +agy) =0 en z=1+an(&7)

i) ®, =a(-ne+an, +adee)en z=1+an(& 1)

Suponemos expansiones de la forma

(&, 2,7) = P(&,2,7) + a®i(&, 2,7) + O(a?)
77(577—) = 770(677-) + 0”71(57 T) + O(QZ)

A orden o obtenemos

8;3;0 =0en 0<z<1l+an(n)

921(€,0,7) =0

por lo cual ®,(&, z,7) no depende de z, es decir &, = 0,(£, 7). Ademsds,

n,(&,7) = ag;o enz=1

Por lo tanto

770(5? T) = %050 (53 T)

A orden o' tenemos

8%®, + e, _ 0

0z €2
21 (£,0,7) =0

por lo cual
2 2
O, 2,7m) = —5 G (6 7) +c(€, 1)z + (€, T)
Usando la condicién de frontera en z = 0 obtenemos

®1(¢,2,7) = 01(6,7) — 5 5 (&,7)

De la primera condicién de frontera en z = 1 obtenemos

_ 00 10°0, 00, 100, o
M=% T2ed Tor T2\ee ) —

y de la segunda se obtiene una relacién de consistencia.

A orden o? obtenemos

8% d, + 2P, __ 0

022 &2
902 (€,0,7) =0
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Esto implica que

2 92 4 o4
Do(,27) = 02(67) — FHEHET) + 51 Gt

_ Jo2; 0%, 0®; On; On; .. . .
Pero ¥ := {Tsv 5 o2 BE o Br ( tienen segundas derivadas continuas por lo

que toda f € ¥ tiene la siguiente expansién:

fE&1+an, )= f(&1,7) +andl(&,1,7) + O(a?)

Por lo tanto

OBy 52Dy 0%, 10%, 0%,  on,  on,  00,0m,
2 T e T o2 Yo e e tar Tacae Y

Integramos (9) con respecto a &, usando (8) y n, = %95" para obtener

2 2
1 (a6, 18%0, 80, __ 86, 1 (96,
—5(35) +6W—T£——01+Tﬁ+§(85)

asi que
2 5 5 2
90 _ (90,) 4 000 1070, _ 1970, 90 _ 1 (30,
M= 3¢ = \ oe dr 6 065 2 9g3 ar 2\ ¢
Es decir,
R 2
900, 4 10°0, 4 3 (80, _
or T 398 T 2\ ¢

Derivando con respecto a & obtenemos la ecuacién

an, 4 190°n, an,
0§

3 _
ar T 5ae5 T 3loag =0

Reescalando las variables 7 = 6t, x = £, u = %770» obtenemos la ecuacién de
Korteweg y de Vries

Ut + Ugppe + 6uu, =0 (3)



Apéndice C
Teorema de Oscilacion

Los valores propios
Ao, A1, Ag, .. (C.1)

de la ecuacién de Hill
u’(x) + A — g(2)]u(x) =0 (C.2)

con ¢(z) real y periédica de periodo 7 tal que

uw(0) = wu(n) (C.3)
w'(0) = u'(m)

y los valores propios de (C.2) tal que

u(0) = —u(n) (C.4)
u'(0) = —u/(m)
forman sucesiones tales que
)\()<AllS)\IQ<>\1§)\2<)\;§)\£}<)\5§)\4< (05)
y
1
lim — = 0
"_’00)\n
lim — = 0 C.6
P (C-6)

Para A = )\g existe una unica funcién propia ¢,. Si A2iy1 < Agij+2 para algin
¢ > 0, entonces existe una tinica funcién propia ¢y, ; en A = Agj41 y una
tnica funcién propia ¢,; 4, en A = Agjp2. Si Agj11 = Agi42, entonces existen
dos funciones propias linealmente independientes @y, | ¥ @g; 19, €0 A = Agi41 =
A2;i42. Se tiene un resultado similar para los casos Ny; 11 < Ay; 0 ¥ Agiq = Ayisa,
y denotamos a las correspondientes funciones propias por @5, 1 ¥ ¥4 -
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Més aun, ¢, no tiene ceros en [0,7]; ¥o;,1 ¥ Poi40 (4 > 0) tienen exactamente
2i + 2 ceros en [0,7); ¥ ©9;41 ¥ ©hip (i > 0) tienen exactamente 2i 4 1 ceros
en [0,7)

Por otra parte, si p,; son los valores propios de (C.2) tal que u(0) = 0 = u(n),
entonces existe un valor v, tal que

vo < o < phy < .o (C.7)

A(’Uo) =2, A(/Iﬂz) <-2, A(:U‘QiJrl) >2 ,i=0,1,.. (CS)

con A (A) definido como en (2.60)

A(N) = yi(ms X)) + y5(m; A) (C.9)

Si A(N) =20 A(N) = —2 para algin A # p,, entonces A es un valor propio
simple de (C.2) para (C.3) o (C.4) y para dicha A se cumple

dA

ﬁ<0 Si)\<,LLO
SdA
(71)25 >0 si My < A< Hiv1 > 1=0,1,...

Si A(pgipr) =2y % # 0en A = py; 4, entonces jiy, | es un valor propio
simple para (C.3).

Si A(pgir) =2y % = 0en A = py; 4, entonces para fi,;, | existen dos
funciones propias linealmente independientes para (C.3). Mds aun, en este caso

JRVAN
W(P’ZH—I) <0.

Y los conjuntos {)\n}nENU{O} y {)‘;%}neN quedan caracterizados de la siguiente
forma

{)‘n}neNU{o} ={AAM) =2}
(N uen = AR = =2}
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