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Introduccion

Una digrafica D consta de un conjunto finito no vacio de objetos, llamados
los vértices de D, y una coleccion de pares ordenados de distintos elementos de

los vértices de D, cuyos elementos reciben el nombre de flechas o arcos de D.

El nicleo de una digrafica D se define como un subconjunto N de los vértices

de la digréfica, que cumple lo siguiente:

1. Para cualquier par de elementos que se tome de N no hay flechas entre

ellos.

2. Para cualquier vértice z que se tome fuera del conjunto N, debe de existir
un vértice u en N tal que (z,u) pertenece al conjunto de las flechas de la

digrafica.

Este concepto se debe a Von-Neumman y Morgenstern [10], y surgié a partir

de un problema dado en la teoria de juegos.

Ahora, si coloreamos las flechas de una digrafica D con m colores distintos,
y a esta digrafica la llamamos digrafica m-coloreada, lo mas natural es pregun-
tarnos lo siguiente: ;Cémo definimos un conjunto independiente por colores?,
;, Cémo definimos un conjunto absorbente por colores?, ; Cémo definimos lo que

es un nucleo para esta nueva digrafica m-coloreada?



Una trayectoria dirigida monocromatica, es una trayectoria dirigida cuyas

flechas estdn coloreadas con un mismo color.

I) Un subconjunto N de vértices de una digrafica D m-coloreada es indepen-
diente por trayectorias dirigidas monocromaticas si para todo par de vértices de

N no existen trayectorias dirigidas monocromaticas entre ellos.

IT) Un subconjunto N de vértices de una digrafica D m-coloreada es absor-
bente por trayectorias dirigidas monocromaticas si para todo x que no pertenece

a N, existe y en N tal que hay una zy-trayectoria dirigida monocromaética en D.

Al nicleo de una digrafica D m-coloreada le llamaremos niicleo por trayecto-

rias dirigidas monocrométicas y este debe de satisfacer las condiciones (I) y (I1).

El objetivo principal de este trabajo es estudiar los resultados mas recientes
sobre las condiciones que se le debe de pedir a una digrafica m-coloreada para
que ésta tenga ntcleo por trayectorias dirigidas monocromaticas, en particu-
lar estudiaremos dos tipos de digraficas m-coloreadas: Torneos m-coloreados y

Casi-torneos m-coloreados.

Primero daremos las definiciones basicas de la Teoria de Digraficas que usa-
remos a lo largo de este trabajo, ademas de que se proporcionardn un par de

resultados que seran ttiles en capitulos posteriores.

En el Capitulo 1 estudiaremos algunos de los resultados que dan condiciones
a las digraficas y a las digréficas m-coloreadas para que tengan nicleo y nucleo
por trayectorias dirigidas monocromaticas, respectivamente. Por ejemplo, el ci-
clo dirigido de longitud 3 y el ciclo dirigido de longitud tres cuyas flechas estan
coloreadas con tres colores distintos, al cual llamaremos C3, cumplen con no te-

ner nucleo y nicleo por trayectorias dirigidas monocromaticas, respectivamente.



Veremos que es posible relacionar el nicleo de una digrafica con el niucleo
por trayectorias dirigidas monocromaticas de una digrafica D m-coloreada por
medio de una nueva digrafica m-coloreada obtenida a partir de D llamada la

cerradura de D, denotada por C(D).

En el capitulo 2 estudiaremos a los torneos m-coloreados, los cuales son
digraficas que cumplen con que para todo par de vértices existe una tnica flecha
entre ellos. Veremos algunos de los resultados mas recientes sobre las condicio-
nes que se le deben de pedir a este tipo de digraficas m-coloreadas para que

tengan ntcleo por trayectorias dirigidas monocromaéticas.

Sands, Sauer y Woodrow demostraron en [1] que toda digrafica 2-coloreada
tiene nicleo por trayectorias dirigidas monocromaticas, y por lo tanto todo tor-
neo 2-coloreado tiene ntcleo por trayectorias dirigidas monocromaticas. Tam-

bién propusieron el siguiente problema:

Problema. Si T es un torneo 3-coloreado que no tiene Cs. ;T debe de tener

nicleo por trayectorias dirigidas monocromaéticas?

Veremos que Shen Minggang en [2] se dié cuenta que si a cualquier tor-
neo T m-coloreado se le pide la condicién de que no contenga torneos con tres
vértices cuyas flechas esten coloreadas con tres colores distintos, entonces éste
tendra nucleo por trayectorias dirigidas monocromaticas. También demostré que

su resultado es lo mejor posible para m>5.

Para el caso m=3 la pregunta atn sigue abierta y para el caso m=4 Horten-

sia Galeana y Rocio Rojas en [4] encontraron un contraejemplo.

En [6] para m=3 Hortensia Galeana y Rocio Rojas observaron lo siguiente:
si se le pide a un torneo T 3-coloreado que no tenga C3 y para cada vértice en

T el nimero de colores que aparecen en las flechas que inciden en él son a lo



mas dos, entonces T tiene ntcleo por trayectorias dirigidas monocromaéticas, y
para m>4 prueban que si T es un torneo m-coloreado tal que para cada vértice
en T el nimero de colores que aparecen en las flechas que inciden en él son a
lo més dos, entonces T tiene nucleo por trayectorias dirigidas monocromaticas.

También demuestran que sus resultados son lo mejor posible.

En el Capitulo 3, nos preguntaremos que es lo que sucede si a un torneo m-
coloreado le quitamos una flecha, ;La nueva digrafica m-coloreada tendra nucleo
por trayectorias dirigidas monocromédticas bajo las mismas condiciones vistas

para torneos m-coloreados?.

A la nueva digrafica m-coloreada obtenida a partir de un torneo m-coloreado

le llamaremos casi-torneo m-coloreado.

Hortensia Galeana y José de Jesis Garcia en [5] obtuvieron un resultado

analogo al que di6 Shen Minggang para torneos.

Por otro lado, si consideramos el problema planteado por Sands, Sauer y
Woodrow para torneos 3-coloreados, veremos que para casi-torneos no es cierto,
es decir, Si D es un casi-torneo 3-coloreado sin Cs, entonces D no necesariamente

tiene ntucleo por trayectorias dirigidas monocromaticas.

Hortensia Galeana y Rocio Rojas en [6] propusieron el siguiente problema.

Problema. Sea D un casi-torneo m-coloreado. Si D no tiene Cg y para cada
vértice en D el niimero de colores que aparecen en las flechas que inciden en
él son a lo mas dos, entonces ;D tiene nicleo por trayectorias dirigidas mono-

crométicas?

Encontramos que para m=3 la respuesta a la pregunta anterior no necesaria-

mente es cierta y daremos como contraejemplo un casi-torneo 3-coloreado que



cumple con las condiciones de la pregunta y no tiene nicleo por trayectorias
dirigidas monocromaticas, para m>4 probaremos que la respuesta a la pregun-
ta es afirmativa, y atn maés, se demostrard que C(D) es una digrafica nicleo

perfecta.



Preliminares

En esta seccién se daran las definiciones béasicas que se utilizaran en la presen-
te tesis. Ademas se proporcionaran algunos resultados de la Teoria de Digraficas,
los cuales jugaran un papel muy importante en la demostracion de los resultados

presentados sobre la teoria de ntcleos.



Definicion 1 . Una digrafica D consta de un conjunto finito no vacio de ob-
jetos, denotado por V(D), llamados los vértices de D, y una coleccién de pares
ordenados de distintos elementos de V(D), denotado por F(D), cuyos elementos

reciben el nombre de flechas o arcos de D.

T3 v

Figura 1:

Como ejemplo, podemos considerar una digrafica D, donde V(D)={v1,v2,vs,
v4,05} v F(D)={(v1,v2),(vs5,v2),(v4,v1),(v3,04)}, cuya representacién geométrica

se muestra en la figura 1.

Para las siguientes definiciones, consideremos a D una digrafica.

Definiciéon 2 . Diremos que dos vértices v y v en D son adyacentes si existe

una flecha entre ellos.
Definicién 3 . Si(u,v)eF(D), diremos que u es vértice inicial y v vértice final.

Observemos que en la definicién de digrifica se encuentra implicito que no
trabajaremos con lazos, donde un lazo es una flecha que tiene a un mismo vértice

como vértice inicial y final.

Definiciéon 4 Diremos que una flecha a incide en un vértice v, si v es vértice

inicial o final de a.

Definiciéon 5 . Dos o mas flechas que unen el mismo par de vértices en la
misma direcciéon son llamadas multiflechas. Una digrafica con multiflechas es

llamada multidigrdfica.



Definicién 6 . Si (u,v)€F(D), entonces diremos que el vértice u es adyacente

hacia el vértice v, y el vértice v es adyacente desde el vértice u.

Definiciéon 7 . El grado exterior de un vértice v, también llamado exgrado,
denotado por 67 (v), es el nimero de vértices adyacentes desde v, es decir, el

nimero de flechas que salen de v.

& ? 5 (v))=1
5" (v)=0
syl
5 (vy)=1
Vi Vs &(vs)=1
Figura 2:

En la figura 2 damos un ejemplo de los grados exteriores de los vértices de

una digrafica.

Definiciéon 8 . El grado interior de un vértice v, también llamado ingrado,
denotado por 6~ (v), es el nimero de vértices adyacentes hacia v, es decir, el

nimero de flechas que llegan a v.

- ; & (r)-1
& (v,)=2
" ()0
8(v,)=1
- 8(v5)=0

Figura 3:
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En la figura 3 damos el ejemplo de los grados interiores de los vértices de

una digrafica.
Definicién 9 . El grado de un vértice v, denotado por §(v), se define como:

5(v) = 6+ (v) + 6~ (v)

v ; ()2
8(v,)=2
¥s V2 §(my)=1
8(v,)=2
ol B(vg)=1

Figura 4:

En la figura 4 mostramos los grados de los vértices de la digrafica D, los
cuales los obtuvimos de acuerdo a la definiciéon de grado de un vértice y con lo

visto en las digraficas de las figuras 2 y 3.
Definiciéon 10 . El conjunto de los vecinos exteriores de un vértice x es:

I'"(z) = {yeV(D)/(xy)eF (D)}

D: 12 Vy
r+(v1)={‘v’znv3 }
T (v)={v}
I'(vy)=
v, Vs I (v)={vs}
Figura 5:

En la figura 5 mostramos el conjunto de los vecinos exteriores para cada uno

de los vértices de la digrafica D.
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Definicion 11 . El conjunto de los vecinos interiores de un vértice z se define

Ccomo:

I'"(z) = {yeV(D)/(y,z)F (D)}

D v v,
[(v,)=2
I (vy)={w}
I(vg)={v1,v4}
v; Vs [ (vy)={v2}
Figura 6:

En la figura 6 mostramos el conjunto de los vecinos interiores de cada vértice

de la digréafica D.
Definicién 12 . Diremos que una flecha (u,v) es simétrica si (v,u)€F(D).
En la digrafica D, de la figura 7, tenemos que (v1,v2) es una flecha simétrica.
Definicién 13 . Diremos que una flecha (u,v) es asimétrica si (v,u)¢F(D).
En la digréfica D, de la figura 7, tenemos que (v4,v2) es una flecha asimétrica.

D:
v V,

v, V3

Figura 7:

12



Definiciéon 14 . Dos digréaficas Dy y D3 son isomorfas, denotado como D =Ds,

si existe una funcién biyectiva fV(D;)—V(D2) tal que:

u es adyacente a v en Dy siy sélo si f(u) es adyacente a f(v) en Dy .

Di: v v . 7]
4 My Rvy)=u,
Jv)=u,
Kva )=,
Vy v, Uy u, fva)=u,
Figura 8:

Podemos verificar facilmente que bajo el isomorfismo dado, las digraficas de

la figura 8 son isomorfas.

Definiciéon 15 . Una subdigrafica H de una digréfica D es una digrafica tal
que V(H)SV(D) y F(H)CF(D).

1.‘2 V4

=
w
=
w
2

vy V4 V4 vy

Figura 9:

En la figura 9 damos un ejemplo de una digrafica D y su subdigrafica H.
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Definiciéon 16 . Una subdigrafica inducida H de una digrafica D, denotada
por D[H], es una digrafica tal que V(H)CV(D) y para {u,v}CV(H), (u,v)eF(D)
si y sélo si (u,v)eF(H).

D: Y H:

V)

Figura 10:

En la figura 10 damos un ejemplo de una digrafica D con su subdigrafica

inducida H.

Definicion 17 . Una subdigrafica generadora H de una digréfica D es una

digréfica tal que V(H)=V (D) y F(H)CF(D).

La digrafica H, de la figura 9, es una subdigrafica generadora de D.

D: g "
Figura 11:

Definicién 18 . Una digréfica D es bipartita, si tiene una particién de V(D)

en Vi y Vs tal que toda flecha de D tiene un extremo en Vi y el otro en Vs.

14



Observemos que la digrafica D de la figura 11 es una digrafica bipartita, ya
que podemos dar una particién de V(D) de la siguiente manera: Vi={v1,v3} y
Va={v2,v4}, donde se cumple que toda flecha de D tiene un extremo en Vi y el

otro en Vs.
Definicién 19 . Una digréfica D es r-regular si §1(v) =r= 6~ (v) V v€V(D).

La digrafica D de la figura 11 es un claro ejemplo de una digréfica r-regular

y en este caso r=1.

Definiciéon 20 . Una digrafica D es completa si para todo par de vértices

{u,v}CV (D), existe (u,v)€F(D) o (v,u)eF(D).
En la figura 13 damos el ejemplo de una digréfica completa.

Definicién 21 . Una digréfica D es simétrica si (u,v)€F(D), entonces (v,u)

también pertenece al conjunto F(D).

D: v

Figura 12:

En la figura 12 damos el ejemplo de una digréafica simétrica.

Definicién 22 . Una digrifica D es asimétrica si (u,v)€F (D), entonces (v,u)

no pertenece al conjunto F(D).

En la figura 13 podemos observar que la digrafica D es asimétrica.
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Figura 13:

Definicién 23 . La parte simétrica de una digrafica D, denotada por Sim(D),
es una subdigréfica generadora de D, tal que sus flechas son las flechas simétricas

de D.

D: Sim(D):
v Vv, v Vv,

Vy V3 V4 V3

Figura 14:

En la figura 14 damos el ejemplo de la parte simétrica de una digrafica.

Definicién 24 . La parte asimétrica de una digréfica D, denotada por Asim (D),
es una subdigréfica generadora de D, tal que sus flechas son las flechas asimétri-

cas de D.
En la figura 15 damos el ejemplo de una digréfica D y su parte asimétrica.
Definiciéon 25 . Un torneo es una digrafica completa asimétrica.

Podemos observar que la digréfica D de la figura 13 es un torneo.
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D: Asim(D):

Figura 15:
Definicién 26 . Un torneo T es transitivo si {(u,v),(v,w)}CF(T), entonces
(u,w)eF(T).

Definicién 27 . Un camino no dirigido C=(zg,z1,z2,...,25) €s una sucesién
alternada de vértices y flechas tal que (z;,2;+1)€F(D) 6 (zi+1,2;)€F(D), para
0<i<n-1.

En la digrafica D de la figura 10 podemos ver que C=(v2,v4,v3,02,01) €s un

camino no dirigido.

Definicién 28 . Un camino dirigido C=(z¢,%1,Z2,...,25) €s una sucesion alter-

nada de vértices y flechas, donde (z;,2,11)€F(D) con 0<i<n-1.

Podemos ver que en la digréfica D de la figura 10, C=(v4,v2,v3,v4,05) €s un

camino dirigido.

Si el camino dirigido empieza en zg y termina en z,, diremos que es un

ZoZp-camino dirigido.

Definicion 29 . Una trayectoria dirigida es un camino dirigido que no repite

vértices.

Tenemos que en la digréfica D de la figura 10, T=(v1,v2,v3,v4) es una tra-

yectoria dirigida.
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Definicién 30 . Un camino cerrado dirigido es un camino dirigido que empieza

y termina en el mismo vértice.

Definicién 31 . La longitud de un camino dirigido C' es el nimero de flechas

que contiene y se denota como [(C).

Definiciéon 32 . Un ciclo dirigido, denotado por 7y, es un camino cerrado diri-

gido de {(y)>2, que no repite vértices, sélo el primero y el tltimo.

Definiciéon 33 . Una digrédfica D es conexa si para cualquier par de vértices

{u,v} CV(D) existe un wur-camino no dirigido.

D:

O—=2C—0—0)

Figura 16:

En la figura 16 damos un ejemplo de una digrafica conexa.

Definiciéon 34 . Una digrafica D es unilateralmente conexa si para cualquier
par de vértices {u,v}CV(D) se cumple al menos una de las siguientes dos con-

diciones:
1. existe una uw-trayectoria dirigida.

2. existe una vu-trayectoria dirigida.
D:

O—=0—0

Figura 17:

Podemos observar que la digrafica dada en la figura 17 es unilateralmente

conexa.
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Definiciéon 35 . Una digrafica D es fuertemente conexa si para cualquier par
de vértices {u,v}CV (D) existe una uw-trayectoria dirigida y también existe una

vu-trayectoria dirigida.

Podemos verificar facilmente que la digrafica D de la figura 12 es fuertemente

conexa.

Observemos lo siguiente:

1. Si D es fuertemente conexa, entonces D es unilateralmente conexa.

2. Si D es unilateralmente conexa, entonces D es conexa.

Definiciéon 36 . Una componente fuertemente conexa H de una digrafica D,

es una subdigréfica fuertemente conexa maximal con respecto a esta propiedad.

Definicion 37 . Una componente fuertemente conexa terminal H de una digrafi-

ca D es una componente fuertemente conexa de D tal que no existen Hz-flechas

con z€V(D)\V(H).
Ahora, veamos algunos resultados.

Lema 1 . Sea D una digrédfica. Si §+(v)>1 para todo v€V(D), entonces D

contiene un ciclo dirigido.

Demostracién. Sea D una digréfica tal que 6 (v)>1 YoeV (D).

Sea T=(x1,x2,...,25) una trayectoria dirigida de longitud méxima de D.

Como 61 (x,,)>1, entonces existe weV (D) tal que (z,,w)EF(D).

Afirmamos que weT.
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Supongamos que w¢T, entonces T’=TU(z,,w) es una trayectoria dirigida

con {(T")=[(T)+1=I(T), lo cual no puede suceder por eleccién de T.

Por lo tanto weT, es decir, w=xz; para algin i€{1,2,...,n-1}, por lo que te-

nemos que y=(&;,Li+1,-.-,Tn,w=2;) es un ciclo dirigido contenido en D. B

De manera similar se puede demostrar que si en una digrafica D 6~ (v)>1

VeV (D), D tiene un ciclo dirigido.

Teorema 2 . Todo wwv-camino dirigido C' contiene una uw-trayectoria dirigida,

con u#v.

Demostracién. Demostraremos que todo uv-camino dirigido C' contiene una
ur-trayectoria dirigida y lo haremos por induccién sobre la longitud del camino

dirigido.

Para [(C)=1y (C)=2, tenemos que como u#wv, entonces estos caminos diri-

gidos son trayectorias dirigidas, por lo que el resultado se cumple.

Hip6tesis de induccién. Si C” es un ww-camino dirigido tal que I(C’)Sn, en-

tonces C’ contiene una uw-trayectoria dirigida.

Sea C un wwv-camino dirigido de longitud n.

Denotemos C=(u=x0,21,...,Lp=0).

Caso 1. z;#x; Vi#j, con {4,j1C{0,1,2,....n}.

En este caso tenemos que C'es una uw-trayectoria dirigida.

Caso 2. z;=x; para alguna iSj.
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Como x;=z; para alguna iSj, entonces C se ve de la siguiente manera:

O:(u:x()vxl7"'7xiaxi+1a'“axj:xivijrl7"'7xn:v)'

C'=(u=x0,21 -, Ti=1,Li=Tj,T;+1,...,Ln=0) €s un yv-camino dirigido con I( C")

SI(0), el cual por hipdtesis de induccién contiene una uw-trayectoria dirigida T.

Por construccién de C”, tenemos que T también esta contenida en C. l

Teorema 3 . Todo camino dirigido cerrado de longitud impar contiene un

ciclo dirigido de longitud impar.

Demostracion. La demostracién la haremos por induccién sobre la longitud

del camino.

Para I( C)=3 tenemos que el tinico camino dirigido cerrado con esta longitud

es el ciclo dirigido de longitud 3, por lo que el resultado se cumple.

Hipotesis de induccién. Supongamos que el resultado se cumple para todo

camino dirigido cerrado C’ de longitud impar con [(C”)Sn.

Sea C un camino dirigido cerrado de longitud impar, con i C)=n.

Denotemos C=(z¢,x1,22,L3,...;Ln==0)-

Caso 1. z;#x; V i#j, con {i,5}C{0,1,2,....n}.

En este caso tenemos que el camino dirigido cerrado de longitud impar es

un ciclo dirigido de longitud impar.

Caso 2. x;=x; para algun i#j.
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Tenemos que C tiene la siguiente forma:

02(3?0,33‘1,1‘2,...,1‘1',1‘1'4_1,...,Z‘i:xj,a?j_i_l,...,xn:xo).

Ahora consideremos los siguientes caminos cerrados dirigidos:

012(330,331,3327---7337::33j,$j+1,---ﬂfn:ﬂ?o) y 022(3%7337:“,3%'4-2,---73?;':3%)7 don-
de la longitud de sélo uno de estos caminos cerrados dirigidos debe ser impar,
ya que por construccién tenemos que C=C1UCs y I(C)=I(Cy)+I(C2), con I(C)
impar.

Supongamos sin pérdida de generalidad que [(Cy) es impar.

Como (C1)SI(C)=n, entonces por hipétesis de induccién tenemos que Ci

contiene un ciclo dirigido v de longitud impar y por construcciéon de C; tenemos

que este ciclo también esta contenido en C. B
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Capitulo 1

Nucleos y Nicleos por
trayectorias dirigidas

monocromaticas

El ntcleo de una digrafica D se define como un subconjunto N de los vértices
de la digréfica, que cumple con ser: 1) un conjunto independiente, es decir, para
cualquier par de elementos que se tome de N no hay flechas entre ellos, y 2)
es un conjunto absorbente, es decir, para cualquier vértice z que se tome fuera
del conjunto N, debe de existir un vértice u en N tal que (z,u) pertenece al

conjunto de las flechas de la digrafica.

Ahora que sabemos lo que es el nicleo de una digrafica, lo més natural es

hacernos la siguiente pregunta: ; Cémo surge el concepto de nicleo?.

El concepto de nicleo en una digréfica tiene su origen en la teoria de juegos

con el siguiente problema:
Supongamos que n jugadores, denotados por (1), (2), (3), . . ., (n), discuten
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para seleccionar un objeto x de un conjunto X, donde el conjunto X son las
situaciones. Si el jugador (%) prefiere la situacién a a la situacién b, escribiremos
a >"b. La preferencia individual podria no ser compatible, ya que se requiere de
una seleccién colectiva, y consecuentemente es necesario introducir el concepto
de preferencia efectiva. Se dice que la situacién a es efectivamente preferida a la
situacién b, 0 a = b, si existe un conjunto de jugadores que prefieren a que by que
son capaces de imponer su preferencia por a. Sin embargo, la preferencia efectiva

no es transitiva, es decir, que @ 2 by b 2 ¢ no necesariamente implica que a 2 c.

Para solucionar el problema consideremos la digrafica D=(X,F), donde (z,y)
pertenece al conjunto F(D) si y es efectivamente preferida a x. Von-Neumman
y Morgenstern sugirieron que la seleccién fuera limitada a los elementos de un

conjunto SCV(D), donde S cumple con lo siguiente:

1. No hay situaciones en S efectivamente preferidas a cualquier otra situacion

en S.

2. Para cualquier situacién z€V(D)\S existe una situaciéon en S que es efec-

tivamente preferida a x.

La sugerencia que dieron Von-Neumman y Morgenstern fue considerable, ya
que, para la condicién (2) se tendria que si ¢S, entonces « puede ser descartada
inmediatamente y por la condicién (1) se puede tener una libre eleccién sobre

los elementos de S.

Notemos que las condiciones (1) y (2) nos dicen que S es un conjunto inde-

pendiente y absorbente respectivamente, por lo que S es un ntcleo.

Después de que Von-Neumman y Morgenstern le dieran solucién al problema
anterior, Von-Neumman y otros matematicos se dedicarén a preguntarse sobre
las condiciones que debe de cumplir una digrafica para que ésta tenga ntcleo,

dando inicio a la teoria de nucleos.

24



Observemos que el ciclo dirigido de longitud tres, es la digrafica mas pequena
que no tiene ntcleo, a partir de este hecho podemos preguntarnos ;qué condi-
ciones debe de cumplir una digréafica para que tenga niicleo? Von-Neumman de-
mostré que si una digrafica no tiene ciclos dirigidos, entonces esta tendra ntcleo;
por otro lado, Richardson se di6 cuenta de que si a la digréfica sélo se le pide
la condicién de que no tenga ciclos dirigidos de longitud impar, entonces ésta

tendra nucleo.

Con el desarrollo de la teoria de ntcleos surge una nueva teoria la cual con-
siste en llevar el concepto de nucleo a una digrafica coloreada con m-colores
distintos en sus flechas, donde al nticleo de una digrafica de este estilo se le
llamard ntcleo por trayectorias dirigidas monocromaticas, el cual es un sub-
conjunto N de los vértices de la digrafica que cumple con ser un conjunto
independiente por trayectorias dirigidas monocromaticas, es decir, para cual-
quier par de elementos que tomemos de N no existe una trayectoria dirigida
que este coloreada con un solo color entre los elementos, y N cumple con ser un
conjunto absorbente por trayectorias dirigidas monocromaticas, es decir, para
cualquier vértice u que tomemos fuera del conjunto siempre existe un vértice
v en N tal que hay una uv-trayectoria dirigida que esta coloreada con un solo
color. La finalidad de considerar ahora una digrafica m-coloreada es preguntarse
si podemos obtener condiciones andlogas a las que se le piden a las digraficas
no coloreadas para que tengan ntcleo y asi poder decir cuando una digréfica

m-coloreada tiene nicleo por trayectorias dirigidas monocromaticas.

Teniendo en cuenta como surgié la teoria de nicleos por trayectorias diri-
gidas monocrométicas a partir de la de ntucleos, podriamos preguntarnos si es
posible relacionar el nicleo de una digrafica con el nicleo por trayectorias diri-
gidas monocromaticas de una digrafica m-coloreada. La relacién es posible con
la ayuda de una nueva digréfica llamada la cerradura de D, denotada por C(D),
obtenida a partir de una digrafica D m-coloreada. Podemos afirmar que si N es

nicleo por trayectorias dirigidas monocromaéticas de una digrafica D, entonces
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N también es nicleo de C(D) y viceversa.

Cabe mencionar que todos los resultados antes expuestos serdn demostrados

en este capitulo y algunos de ellos seran de gran utilidad en capitulos posteriores.
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1.1. Nucleos.

Para saber lo que es el nticleo de una digrafica primero consideremos las

siguientes definiciones.

Sea D una digrafica.

Definicién 38 . Un conjunto independiente ICV(D) cumple que para todo
par de vértices {u,v}CI, (u,0)¢F(D) v (v,u)¢F(D).

P X X3
X
I={x}, %3}
xs x4
Figura 1.1:

En la digréfica D, de la figura 1.1, se puede observar que no existen las fle-

chas (z1,23) y (x3,21), por lo que I cumple con ser un conjunto independiente.

Notemos que en una digrafica completa, un conjunto independiente consta

de un solo vértice.

Definicién 39 . Un conjunto ACV(D) es absorbente si V z€V(D)\A 3 yeA
tal que (z,y)€F(D).

En la digrafica D, de la figura 1.2, se puede observar que para x1 y 3 que
no pertenecen al conjunto A existen las flechas (z3,24) v (21,22), por lo que A
cumple con ser un conjunto absorbente.

Notemos que en una digrafica D, V(D) es un conjunto absorbente.
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A={x,, x,}

X4 X3

Figura 1.2:

Definicién 40 . Un nicleo NCV(D) es un conjunto independiente y absor-

bente.

N={x1=x4}

Xq X3

Figura 1.3:

En la digrafica D, de la figura 1.3, observemos que entre 1 y x4 no existen
las flechas (x1,24) y (4,21) lo que implica que N es un conjunto independiente,
ademads para xo y x3 que no pertenecen al conjunto N tenemos que existen las
flechas (z2,z4) y (z3,24) por lo que N es un conjunto absorbente. Por lo tanto

N es un nucleo de D.

Ahora que hemos definido lo que es un ntcleo, lo més natural es preguntarnos
si todas las digraficas tienen nicleo, pero lamentablemente no todas las digrafi-
cas tienen nucleo, por ejemplo, los ciclos dirigidos impares no tienen ntcleo.
En la digrafica D de la figura 1.4 se puede observar que {v1,v3} es un conjun-

to independiente maximal, pero no es niucleo de D porque no es un conjunto
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absorbente, ya que no existen las flechas (v4,v1) y (v4,03).

D: v

Figura 1.4:

En general, los ciclos dirigidos de longitud impar cumplen que para cualquier
conjunto independiente que tomemos en el ciclo dirigido, tenemos que éste no
cumple con ser absorbente ya que siempre va a existir al menos un vértice fuera
del conjunto independiente el cual no va a ser absorbido por algin vértice del

conjunto.

Observemos que:

-El nicleo de una digréafica puede no ser unico.

D x X,
Xs X3
X5 Xy
Figura 1.5:

En la digrafica D de la figura 1.5 tenemos que Ny={x1,25,25} y No={x2,24,26}

son dos nicleos distintos de la digrafica.
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-K; tiene nucleo.

K;:

6 N={x,}

Figura 1.6:

-Todas las digraficas con dos vértices tienen ntcleo.

D;: D, D;:
X X, v v 7 2
o ¢ O0=0 &0
N={x;, x,} Ny={v,} N’ ={z;} N”;~{z,}
Figura 1.7:

Las digréaficas que tienen ntcleo y que son mas faciles de ubicar son los ciclos
dirigidos de longitud par, las trayectorias dirigidas, y las digraficas con al menos

un vértice de ingrado p-1.

Como existen digraficas que no tienen ntcleo, ahora la pregunta seria ; Qué con-

diciones debe de cumplir una digrafica para que ésta tenga ntcleo?.

Presentamos algunos de los resultados que se tienen al respecto de cuando

una digrafica tiene ntcleo.

Antes de comenzar con nuestro primer resultado sobre ntcleos, es necesario

definir lo que es una funcién caracteristica.

Definicién 41 . La funcién caracteristica pg(z) de un conjunto S esta definida
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por:

1 sizeS,
ps(z) =
0 sixz¢S.

Teorema 4 . Sea D una digrafica.
N es ntucleo de D si y sélo si su funcién carateristica satisface:
pn(r) =1— mix on(y)

yelt(z)

Demostracién. Sea D una digrafica.

Sea N un ntcleo de D y 2€V(D) arbitrario.

Por demostrar que py(z) =1— max oy (y).
y€ert(z)

Consideremos los dos casos siguientes:

Caso 1. zeN.

Como z€N, entonces por definicién de funcién caracteristica, tenemos que,
on(x)=1, y puesto que N es nicleo de D, entonces en particular N es un con-
junto independiente, por lo que V y€ ' (z) y¢N, lo cual implica por definicién

de funcién caracteristica que oy (y)=0V ye 't (z).

Por lo tanto ma = 0, entonces r)=1=1— ma .
uix o (y) pn () i o (y)

Caso 2. z¢N.

Que z¢N implica por definicién de funcién caracteristica que @y (x)=0 .
Como N es nucleo de D, entonces en particular tenemos que N es un conjunto

absorbente, por lo que existe y€N tal que (z,y)€F (D), es decir, ye I (z)NN y
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por definicién de funcién caracteristica tenemos que py(y) = 1. Por lo tanto,

max = 1, entonces z)=0=1—- miéx =1-1.
,adx on (y) pn (@) ,Jadx on(y)

Por lo tanto V z€V(D) tenemos que pn(z) =1 — I¥§)(< : on(y)-
ye T

Sea ¢y (z) la funcién caracteristica de un conjunto NCV(D) que cumple con

ue z)=1— ma .
que oy (z) ,Dhax o (y)

Por demostrar que N es nicleo de D.

i) N es un conjunto independiente.

Sea z€N arbitrario, entonces por definicién de funcién caracteristica tenemos

que @y (z)=1, pero por hipétesis sabemos que py(z) =1 — mix ¢n(y), de

yelr+(z)
aqui obtenemos que 1=1 — médx ¢x(y), esto implica, que mdx ¢n(y) =0.
yel+(z) yelr+(z)

Por lo tanto I'" (z)NN=(.

Como esto es V z€N, se concluye que N es un conjunto independiente.

it) N es un conjunto absorbente.

Sea z€V(D)\N arbitrario, entonces por definicién de funcién caracteristi-
ca tenemos que @y (x)=0 y por hipétesis sabemos que py(xz) = 1 — m:jp(()
yel't(z

©n(y), lo cual implica que n%im)(( ) on(y) = 1. Por lo tanto 3 ye ' (x) tal que
ye x
o~ (y)=1, entonces ye I'" (x)NN.

Como esto es V z€V(D)\N, se concluye que N es un conjunto absorbente.

Por lo tanto, de (¢) y (#) tenemos que N es ntcleo de D. B
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Teorema 5 . Sea D una digrafica.
Si N es nicleo de D, entonces N es independiente maximal y absorbente

minimal con respecto a la contencién.

Demostracién. Sea D una digrafica.

Sea N un nucleo de D.

i) Por demotrar que N es independiente maximal.

Supongamos que N no es independiente maximal, entonces existe un conjun-
to independiente ICV(D) tal que NGI. Como N esta contenido propiamente en
I, entonces 3 z€I tal que 2¢N y puesto que N es niicleo de D tenemos que 3 yeN
tal que (z,y)€F(D), lo cual no puede suceder porque NGI, por lo que{z,y}CI

con I un conjunto independiente.

Por lo tanto, N es independiente maximal.

i1) Por demostrar que N es absorbente minimal.

Supongamos que N no es absorbente minimal, entonces existe un conjun-
to ACV(D) tal que AGN. Como A esta contenido propiamente en N, enton-
ces 3 z€N tal que z¢A y como A es absorbente tenemos que 3 y€A tal que
(z,y)€F (D), lo cual no puede suceder porque AN, lo cual implica que {x,y}CN

con N un conjunto independiente por ser ntcleo de D.

Por lo tanto, N es absorbente minimal. ll

Lema 6 . Sea D una digréfica simétrica.

N es nucleo de D si y s6lo si N es independiente maximal.
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Demostracion. Sea D una digrafica simétrica.

Sea N un ntcleo de D.

Por demostrar que N es independiente maximal.

Como N es niicleo de D por el teorema 5 tenemos que en particular N es

independiente maximal.

Sea NCV(D), con N un independiente maximal de D.

Por demostrar que N es ntcleo de D.

Como N es independiente maximal, entonces ¥V €V (D)\N existe la xN-flecha
o existe la Nx-flecha, pero D es simétrica por lo que en particular existe la xN-
flecha y como esto es V 2z€V(D)\N, entonces N es absorbente y por lo tanto N

es nucleo de D.

Por lo tanto, toda digrafica simétrica tiene nicleo. W

De este ultimo Lema observemos que en una digrafica D que no sea simétrica

todo independiente maximal no necesariamente es un nicleo.
D: oo
[={x3}

X3 X,

Figura 1.8:
En la digréfica D de la figura 1.8 se observa que I es un independiente
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maximal, pero I no es nicleo de D ya que sabemos que un ciclo dirigido de

longitud impar no tiene nticleo.

Teorema 7 (Von Neumann). Sea D una digréfica.

Si D no tiene ciclos dirigidos, entonces D tiene nicleo.

Demostracién. Sea D una digrafica sin ciclos dirigidos.

Como D no tiene ciclos dirigidos, entonces por contrapositiva de el lema 77

(visto en preliminares) existe veV(D) tal que &5 (v)=0.

Consideremos No={z€V(D) / 6},(x)=0}, por lo anterior Ny # 0, y T~ (Np).

Ahora sea D1=D\(N0 U F_(No))

Caso 1. D;=0.

Afirmamos que Ny es niucleo de D.

i) No es un conjunto independiente.

Por definiciéon de Ny tenemos que este es un conjunto independiente.

i1) Ng es un conjunto absorbente.

Como D=, entonces D=Ny UT'~(Ny), por lo que ¥V yeV(D)\No=I'"(No)

existe la yNo-flecha. Por lo tanto, Ny es un conjunto absorbente en D.

Por lo tanto, de (¢) y (#) tenemos que Ny es nicleo de D.
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Caso 2. Dy # 0.
Para este caso consideremos Ny={zeV (D) / 5;51 (z)=0}.

Como D; CD, entonces D1 no tiene ciclos dirigidos, por lo que existe weV(Dy)

tal que 6}, (w)=0, por lo tanto Ny # 0.

Sea DQZDl\(Nl ul'- (Nl))

Subcaso 2.1. Dy=0.

Afirmamos que NoU N es ntcleo de D.

i) NoU Ny es un conjunto independiente.

Tenemos que por construccién Ng y Ny son ambos conjuntos independientes,
ademés 3 NoN;-flecha ya que V €N, 6$(x):0 y # N;No-flecha debido a que
I~ (No)lezm.

i1) NoU N7 es un conjunto absorbente.

Sea xeV(D)\(NoU Ny).

Como D=(I'" (Np)UI' " (N1))U(NoUN ), entonces z€ I'~ (No)UI' ™ (Ny), es de-
cir, € I'"(Ng) o z&€ I'"(Ny), en cualquiera de los dos casos tenemos que existe
la 2(NoUN7 )-flecha.

Por lo tanto de (4) y (4) tenemos que NoU Ny es un nicleo de D.

Subcaso 2.2. Dy # ().
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En este caso consideremos Ny={z€V(D3) / 5232 (2)=0}.

Como D no tiene ciclos dirigidos y Do CD, entonces D3 no tiene ciclos diri-

gidos, por lo que existe zeV(D2) tal que 5j52 (z)=0, por lo tanto Ny # .
Sea D3:D2\(N2 ur- (Ng))

Continuando con este procedimiento y como D es finita obtenemos D,, =0

para algin ne N. Afirmamos que U?z_olNi es un nucleo de D.

Antes de ver que Uf;olNi es un nucleo de D, primero recordemos que:

Ni={zeV(D;) / 6}, (x)=0}
I'~(N;)={yeV(D;) / 3 yN;-flecha}
Di1=Di\(N; UT™(N;))

con 1€{0,1,2,...n-1}y Dy=D.

i) Uf;olNi es un conjunto independiente.
Sea {u,v}C U 'N;
Caso 1. {u,v}CN; para algin j€{0,1,2,...,n-1}.

Por construccién de N; tenemos que no existe (u,v)€F(D;)CF(D) y no exis-

te (v,u)eF(D;)CF(D).
Caso 2. ueN;, veN; para alguna 4,j€{0,1,....n-1} con i#j.

Supongamos sin pérdida de generalidad que i5j. Por construccién de D; y
D; tenemos que D; C D; y como N; C D;, entonces por eleccién Fa (N;)#0,

por lo tanto (u,v)¢F(D;)CF(D), luego por construccién de D; tenemos que
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(v,u)¢F(D;)CF(D) porque la interseccién entre I'™ (N;) y D; es vacia.
Por lo tanto U?golNi es un conjunto independiente.
i) U'—y'N; es un conjunto absorbente.

Sea z€V(D)\ (U}~ N;), entonces € (V(D)\N;) ¥ i€{0,1,2,....n-1} y por cons-
truccién de los D; tenemos que D=U!"}(N;U '~ (N;)) por lo que z€ U7~ T~ (N;),
entonces 3 j€{0,1,2,...,n-1} tal que z€ I'"(N;) y por definicién de I'"(N;) te-

nemos que 3 zNj-flecha, por lo tanto existe la x(U?golNi)—ﬂecha.
Por lo tanto U?’:_OlNi es un conjunto absorbente.

De (i) y (i) tenemos que U7~ N; es un niicleo de D. M

Observemos que existen digraficas que tienen ciclos dirigidos y ademés tienen
nucleo, pero tambien existen digraficas que tienen ciclos dirigidos y no tienen

nucleo.

D]: Vy Dz:

Figura 1.9:

En la digrafica Dy de la figura 1.9 se puede observar que no existen flechas
entre vy y vyq, por lo que N es un conjunto independiente y para vs, vs, vs que

no pertenecen a N existen las flechas (va,v1), (v3,v4), (vs,v1). Por lo tanto N
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es nucleo de la digrafica D1, ademéas D; tiene ciclos dirigidos.

En la digréfica Dy de la figura 1.9 podemos observar que {z1,235}, {z2,24},
{z1},{z2}, {23}, {z4}, {5} son los tnicos conjuntos independientes que tiene
la digrafica, pero ninguno de ellos es un conjunto absorbente, ademés de que Do

tiene ciclos dirigidos.

Los siguientes resultados nos dan condiciones para que una digrafica con

ciclos dirigidos tenga nicleo.

Teorema 8 . Si D es una digrafica tal que todo ciclo dirigido tiene una flecha

simétrica, entonces D tiene nicleo.

Demostracién. Sea D una digréfica tal que todo ciclo dirigido tiene una fle-

cha simétrica.

Demostraremos que D tiene nicleo y lo haremos por induccién sobre el

numero de vértices de D.

Para p=1 y p=2 sabemos que las digraficas con este nimero de vértices

tienen nucleo.

Hipétesis de Induccién. Si D’ es una digrafica con p’Sp vértices tal que todo

ciclo dirigido tiene una flecha simétrica, entonces D’ tiene ntcleo.

Sea D una digréfica con p vértices tal que todo ciclo dirigido tiene una flecha

simétrica.

Por demostrar que D tiene ntcleo.
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Sin pérdida de generalidad supongamos que D tiene al menos un ciclo diri-
gido!.
Consideremos el conjunto S={veV(D)/ 5Zsim(D)(U):O y 5;im(D)(v)7éO}.

Supongamos que S=0.

Caso 1. V veV(D), 5X5im(D) (v)#0.
En este caso tenemos que existe un ciclo dirigido v tal que v CAsim(D), lo
cual no puede suceder ya que por hipétesis todo ciclo dirigido en D tiene una

flecha simétrica y v CAsim(D)CD.

Caso 2. V veV(D), 5;¢m(D)(U):O'

Este caso no es posible ya que supusimos que D tiene al menos un ciclo
dirigido y por hipétesis éste tiene al menos una flecha simétrica.

Caso 3. V veV(D) 5;§Sim(D)(U)7éO y 5;im(D)(v)=O.

Afirmamos que D tiene al menos un vértice de exgrado cero, ya que de lo
contrario tendriamos que ¥V v€V(D) §5(v)>1, lo cual implicarfa que D tiene un
ciclo dirigido v y como (5Lim(D) (v)£0 y 5§im(D) (v)=0 ¥V veV(D), entonces
tenemos que D es una digrafica asimétrica, por lo que « es un ciclo dirigido
asimétrico lo cual no puede suceder ya que por hipétesis v debe de tener una

flecha simétrica.

Por lo tanto, existe weV(D) tal que ¢, (w)=0. Como §}(w)=0, entonces
st
Asim

6Xsim(D) (v)#0y 5§im(D) (v)=0.

(D) (w)=0y 5§im(D)(w)=0 lo cual no puede suceder por que V veV(D)

1Si D no tuviera ciclos dirigidos, entonces por el Teorema 7 tendriamos que D tiene ntcleo.
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El hecho de suponer que S={ nos condujo a contradicciones, entonces S## ().
Ahora consideremos H=D[S]. Por definicién de S tenemos que HCSim (D),
por lo tanto H es una digrafica simétrica y por el Teorema 6 tenemos que H

tiene un ntcleo Ng.

Sea D’=D\(HUI';(No)). Tenemos que D’ tiene p’ vértices con p’Sp y por

hipétesis de induccién D’ tiene un niicleo Nj.

Afirmamos que N=NyU N; es un ntcleo de D.

i) N es un conjunto absorbente.

Sea veV(D)\N.

Caso 1. Si veV(H)\N.

Como Ny es absorbente en H, entonces 3 u€Ny tal que (v,u)eF(H)CF(D).

Caso 2. Si veV(D)\V(H) y ve I'5(Np).

Como ve I';(Np), entonces 3 weNy tal que (v,w)eF(D).

Caso 3. Si veV(D)\(V(H)UI'; (No)).

En este caso tenemos que ve€V(D’)\N; y dado que Nj es absorbente en D’
tenemos que 3 z€N; tal que (v,2)eF(D).

Por lo tanto, N es un conjunto absorbente.

i1) N es un conjunto independiente.
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Tenemos que Ny y Ny son ambos conjuntos independientes por ser ntcleos

de H y D’ respectivamente.

it.a) No existe N1Ny-flecha, de lo contrario tendriamos que existen y€Ng y
z€N; tal que (z,y)€F(D), entonces z€ I';(Ng), pero zeN; CD’=D\ (HUI'; (No)),
por lo que z¢ I'; (No).

i1.b) No existe NgN;-flecha, de lo contrario tendrfamos que existen x€Ny y
z€N; tal que (z,2)€F (D) y como Ng CH tenemos que z€S por lo que (z,2)€F (D),

lo que implica que 3 NjNy-flecha lo cual ya vimos que no puede suceder.

Por lo tanto, N es un conjunto independiente.

De (i) y (#) concluimos que N es un niicleo de D. W

Antes de continuar con los resultados de nucleos, es necesario definir lo que
es el Seminicleo de una digréfica, el cual es un concepto que se debe al Dr.Victor

Neumann-Lara.

Después de que Von Neumann obtuviera el resultado dado en el Teorema 7,
Richardson se dio cuenta de que si a una digréfica sélo se le pide la condicién de
que no tenga ciclos dirigidos de longitud impar, entonces ésta tendra nicleo. La
demostracion de dicho resultado se caracterizé por ser muy larga y algo compli-
cada, pero con la ayuda del concepto de seminticleo, el Dr. Victor Neumann-Lara

en [8] da una demostracién mds corta y elegante de dicho resultado.

Definiciéon 42 . Sea D una digrafica.

Un conjunto SCV(D) es un Semintcleo si:
1. S es un conjunto independiente.

2. Si existe la Sz-flecha, entonces existe la zS-flecha, por (1) zeV(D)\S.
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En la digrafica D de la figura 1.10 podemos observar que para =i, T3 y T4
que no pertenecen a S existe la Szo-flecha y existe la zoS-flecha, no existe la
Sz4-flecha y no existe la Szi-flecha, ademas como S es un conjunto indepen-

diente tenemos que S es un semintcleo de D.

S={x3}

X4 X3

Figura 1.10:

Observaciones:

1. El conjunto vacio es seminticleo de cualquier digrafica.

2. El semintucleo de una digrafica puede no ser tnico.

3. Si N es niicleo de D, entonces N es seminticleo de D.?

4. Si S es semintcleo de D, entonces S no necesariamente es ntcleo de D.

5. No toda digrafica tiene semintcleo.

Las digraficas D; y Do de la figura 1.11 dan un claro ejemplo de las obser-

vaciones hechas anteriormente.

En la digrafica Dy de la figura 1.11 podemos observar que para cualquier

conjunto independiente S que tomemos siempre va a existir un vértice x; para

2Como N es niicleo, N es un conjunto independiente, ademds V z€V(D)\N 3 zN-flecha,

por lo que V yeV(D)\N tales que 3 Ny-flecha siempre existe la yN-flecha.
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alguna 1€{1,2,3,4,5} tal que existe la Sz;-flecha, pero no existe la z;S-flecha por

lo que S no puede ser seminticleo de Dj.

D,. x D,:
x X x
¥ koS
Xy X, X4 X3 X X6
Si={%p, X4} Sy={x1, x5}
Figura 1.11:

En la digrafica Do de la figura 1.11 claramente se puede observar que S; y
So son ambos conjuntos independientes, luego para x1, x3, 5, Tg, T7 que no
pertenecen a S; tenemos que existen la Sizs-flecha, x3S;i-flecha, S;zi-flecha,
x151-flecha y no existen S;zs-flecha, S;xg-flecha, S;x7-flecha, por lo tanto Sy es
semintcleo de Dy. Para xs, x4, x5, T, T7 que no pertenecen a Sy tenemos que
existen la Soxo-flecha, xoSo-flecha, Soxy-flecha, x4So-flecha y no existen Soxs-
flecha, Soxg-flecha, Sox7-flecha, por lo que So es seminticleo de Dy. Por lo tanto

D5 tiene dos semintcleos distintos.

En la digrafica Do de la figura 1.11 ya vimos que S; es un conjunto indepen-
diente por ser un semintcleo, pero S; no es un conjunto absorbente ya que xs,

Zg, x7 no son absorbidos por Sy, por lo tanto S; no es nucleo de Ds.

Ahora definamos lo que es una digrafica Nicleo Perfecta.

Definiciéon 43 . Una digrafica D es Nucleo Perfecta si D y todas sus sub-

digraficas inducidas tienen nicleo.

En la digréfica D, de la figura 1.12, se puede observar claramente que N es un
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nucleo de D y ademas todas sus subdigraficas inducidas, las cuales constan de

uno o dos vértices tienen nicleo, por lo que D es una digrafica Nucleo Perfecta.

D: v v D;: D,: D;:

N={v, v;} M M 6 6

Figura 1.12:
Observaciones:

1. En cualquier digréfica D la propiedad de ser Ntcleo Perfecta es hereditaria

para todas sus subdigraficas.

2. Una digrafica D puede tener ntcleo, pero no ser Nicleo Perfecta.

D: % D’: ;

Figura 1.13:

En la digréfica D, de la figura 1.13, se puede observar claramente que N es un

nucleo de la digréfica, pero no es Ntcleo Perfecta ya que D’ es una subdigrafica
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inducida de D la cual ya sabemos que no tiene ntcleo.

Nota 1 . Ahora que ya tenemos la definicion de digrdfica nicleo perfecta pode-
mos afirmar que la conclusion del Teorema 8 no sélo se queda en que D tiene
nicleo, si no que se puede demostrar que D es nicleo perfecta, es decir, si D
es una digrdfica que cumple con que todos sus ciclos dirigidos tienen una flecha
simétrica, entonces en particular toda subdigrdfica inducida de D cumple con
que todos sus ciclos dirigidos tienen una flecha simétrica y por el Teorema 8
tenemos que estas subdigrdficas inducidas de D tienen nicleo, por lo que D es

nucleo perfecta.

El siguiente resultado relaciona los conceptos de seminticleo y nticleo de una

digrafica.
Lema 9 . Sea D una digrafica.

Si N es niicleo de D, entonces N es semintcleo maximal de D.

Demostracién. Sea D una digrafica y N un nicleo de D.

Como N es niicleo de D, entonces N es seminticleo de D por lo que sélo falta

demostrar que N es maximal.

Supongamos que N no es un seminticleo maximal.

Como N no es seminticleo maximal, entonces existe S un seminticleo tal que
NGS, es decir, 3 z€S tal que ©¢N y puesto que N es niicleo de D tenemos que
3 yeN tal que (z,y)€F(D), lo cual no puede suceder ya que {x,y}CS y S es un

conjunto independiente por ser semintcleo.

Por lo tanto, N es seminticleo maximal de D. B

Lema 10 . Sea D una digrafica. Sean S un semintcleo de D, A={veV(D)\S /

3 vS-flecha} y S” un seminiicleo de D[A], entonces SUS’ es un seminticleo de D.
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Demostracion. Sea D una digrafica.

Sean S, S’ y A como en la hipdtesis del Lema.

Por demostrar que SUS’ es un semintcleo de D.

i) SUS’ es un conjunto independiente.

Sea {u,w}C(SUS’) arbitrario.

Caso 1. {u,v}CS’.

Como S’ es semintcleo, entonces en particular S’ es un conjunto indepen-

diente por lo que (u,v)¢F(D[A])CF(D) y (v,u)¢F(D[A])CF(D).

Caso 2. {u,v}CS.

Como S es un conjunto independiente por ser semintcleo de D, tenemos que

no existe (u,v)€F(D) y no existe (v,u)eF (D).

Caso 3. Sin pérdida de generalidad supongamos que u€S’ y vES.

Como S’CA, entonces tenemos que no existe uS-flecha y ademds no existe
Su-flecha, ya que de lo contrario como S es semintcleo, entonces deberia de

existir la uS-flecha la cual ya vimos que no esta. Por lo tanto, (u,v)¢F(D) y

(v,u)¢F (D).

Por lo tanto, SUS’ es un conjunto independiente.

i1) Sean C=V(D)\(SUA) y 2eV(D)\(SUS’) arbitraria. Por demostrar que si

existe la (SUS’)a-flecha, entonces tambien existe la x(SUS’)-flecha.
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Supongamos que existe la (SUS’)z-flecha.

Caso 1. zeC.

Como z€C, entonces x¢(SUA) y en particular z¢A, por lo que existe la
xS-flecha y como SC(SUS’), entonces existe la z(SUS’)-flecha.

Caso 2. z¢C.

Como z¢C, entonces z€(SUA), ademés z€V(D)\(SUS’) por lo que tenemos
que z€(A\S’). Por lo tanto, tenemos la S’z-flecha y también existe la zS’-flecha

debido a que S’ es semindcleo de D[A], y por lo anterior existe la 2(SUS’)-flecha.

Por lo tanto, de (i) y (i) tenemos que SUS’ es un seminticleo de D. B

Ahora consideremos el siguiente resultado que relaciona los conceptos de se-

mintcleo y nicleo de una digrafica.

Lema 11 . Sea D una digréfica.
Si para todo subconjunto no vacio Vo CV(D), la subdigrafica inducida por

Vo tiene un semintcleo no vacio, entonces D tiene ntcleo.

Demostracion. Sea D una digrafica.

Sea S un seminicleo maximal de D, el cual existe porque por hipdétesis

D[V(D)]=D tiene un semintcleo no vacio, y sea Vo=V (D)\(SUT'~(S)).

Caso 1. Vo=0.
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En este caso afirmamos que S es un nticleo de D.

i) S es un conjunto independiente.

Como S es un semintcleo de D, entonces en particular S es un conjunto

independiente en D.

i1) S es un conjunto absorbente.

Como V=0, entonces V(D)=SUIL'~ (S), por lo que V 2V (D)\S siempre exis-
te la xS-flecha.

Por lo tanto, de (i) y (ii) tenemos que S es un nicleo de D.

Caso 2. Vg # 0.

Como V( # (), entonces por hipétesis tenemos que D[V] tiene un semintcleo

no vacio T.

Afirmamos que SUT es semintcleo de D.

i) SUT es un conjunto independiente.

S y T son ambos conjuntos independientes por ser semintcleos. Por otro
lado, por construccién de Vi tenemos que no existe la TS-flecha y ademds no
existe la ST-flecha, ya que de lo contrario tendriamos que por definiciéon de se-
mintcleo deberia de existir la TS-flecha, pero ya vimos que ésta no existe.

Por lo tanto, SUT es un conjunto independiente.

it) Sea x€V(D)\(SUT) arbitraria. Por demostrar que si existe la (SUT)x-
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flecha, entonces también existe la 2:(SUT)-flecha.

Supongamos que existe la (SUT)z-flecha.

ii.a) x€ I'~(S).

En este caso existe la S-flecha y como SG (SUT') tenemos la x(SUT)-flecha.

ii.b) zeV(D[Vo])\T.

Como z€V(D[Vy]) y existe la Ta-flecha, entonces existe la 2 T-flecha ya que

T es seminicleo de D[Vy], por lo que tenemos la z(SUT)-flecha.

Por lo tanto, tenemos que SUT es un semintcleo de D, y como T## ) tenemos

que |[SUT|z|S] lo cual no puede suceder por eleccién de S.

Como el caso 2 nos lleva a una contradiccién, tenemos que Vo= y por lo

tanto D tiene nucleo. B

Teorema 12 (Neumann-Lara)[8]. Una digrafica D es Nicleo Perfecta si y s6lo

si toda subdigrafica inducida de D tiene semintcleo no vacio.

Demostracion. Sea D una digrafica.

Supongamos que D es Nicleo Perfecta.

Por demostrar que toda subdigréafica inducida de D tiene semintcleo no vacio.

Como D es una digrafica Nicleo Perfecta, entonces todas sus subdigréficas

inducidas tienen ntcleo, el cual ya sabemos que es un semintcleo y como un

nucleo es no vacio, entonces tenemos que cada semintcleo es no vacio.
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Por lo tanto, toda subdigréafica inducida de D tiene seminticleo no vacio.

Supongamos que toda subdigrafica inducida de D tiene semintcleo no vacio.

Por demostrar que D es ntcleo perfecta.

Por hipétesis tenemos que V Vo CV(D) la subdigrafica inducida por V tiene

semintcleo no vacio, entonces por el Lema 11 tenemos que D tiene nicleo.

Ahora sélo falta demostrar que toda subdigréfica inducida propia de D tiene

nucleo.

Sea D’ una subdigrafica inducida propia de D y S un semintcleo maximal

de D’, el cual existe por hipétesis.

Afirmamos que S es niicleo de D’.

i) S es un conjunto absorbente.

Sea veV(D’)\S arbitrario.

Caso 1. Si 3 Sv-flecha en D’.

En este caso tenemos que como S es seminticleo de D’ entonces 3 vS-flecha.

Caso 2. Si 3 vS-flecha en D’.

En este caso no hay nada que hacer.
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Caso 3. Si no existe la Sv-flecha en D’.

Consideremos A={ueV(D’)\S / no existe la uS-flecha }, donde A# () ya que
de lo contrario estariamos en los casos 1 6 2.

Por hipdtesis tenemos que D[A] tiene un seminticleo no vacio S’ y por el
Lema 10 tenemos que SUS’ es seminticleo de D’, donde S#S’ y |SUS’|Z|S|, lo

cual no puede suceder por eleccién de S.

Como este caso nos lleva a una contradiccién, entonces unicamente podemos

considerar los casos 1 y 2.

Por lo tanto V v€V(D’)\S 3 vS-flecha en D’.

it) S es un conjunto independiente.

S es un conjunto independiente por ser seminticleo de D’.

Por lo tanto, de (i) y (i) tenemos que S es niicleo de D’.

Con esto se ha demostrado que toda subdigrafica inducida propia de D tiene

nucleo.

Por lo tanto, D es Nicleo Perfecta. B

Ahora que ya tenemos la herramienta necesaria, demostraremos el resultado

obtenido por Richardson.

Teorema 13 . Sea D una digrafica.
Si D no tiene ciclos dirigidos de longitud impar, entonces D es Ntcleo Per-

fecta.
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Demostracion. Sea D una digrafica sin ciclos dirigidos de longitud impar.

Primero se demostrara que D tiene un semintcleo no vacio.

Sea D’ una componente fuertemente conexa terminal de D, es decir, ' (D’)

CV(D’) y D’ es fuertemente conexa en D.

Caso 1. |[V(D)|=L1.

Como ya sabemos, las digraficas con este niimero de vértices tienen nicleo,

or lo que D’ tiene tiene nicleo, el cual es un semintcleo no vacio.
)

Caso 2. |V(D’)|z1.

Como |V(D’)|z1, entonces sean zo €V(D’) fijo y 1 €V(D’) arbitrario con

Ty F£x1.

Observacion 1. Por eleccién de D’ tenemos que todas las xgxi-trayectorias
dirigidas y zjzg-trayectorias dirigidas estdn contenidas en D’ y ademas las
xrori-trayectorias dirigidas tienen la misma paridad que las xizg-trayectorias
dirigidas, de lo contrario, si existieran T zgx1-trayectoria dirigida y Ty x120-
trayectoria dirigida de distinta paridad, entonces T;UT5 es un camino cerrado
dirigido de longitud impar y por el Teorema 3 (visto en preliminares) este ca-
mino cerrado dirigido contiene un ciclo dirigido de longitud impar, el cual estaria

contenido en D, lo cual es imposible por hipétesis.

Por lo tanto V veV(D’) las xgv-trayectorias dirigidas y vxo-trayectorias di-
rigidas estan contenidas en D’, ademads las xgv-trayectorias dirigidas tienen la

misma paridad que las vzg-trayectorias dirigidas.

Sea S={xeV(D’)/3 zgz-trayectoria dirigida de longitud par contenida en
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D'},

S+ 0 ya que la zoxo-trayectoria dirigida es de longitud cero, que es par. Por

lo tanto xg €S.

Afirmamos que S es un seminticleo no vacio de D.

i) S es un conjunto independiente.

Supongamos que S no es un conjunto independiente.

Sea {y1,y2}CS tal que existe (y1,y2)€F(D) o existe (y2,y1)€F(D).

Observemos que como {y1,y2}CS, entonces existen T zgy;-trayectoria di-
rigida de longitud par y Ty xgys-trayectoria dirigida de longitud par, ambas
contenidas en D’.

-Si existe (y1,y2)€F(D).

Como D’ es fuertemente conexa existe T ysxo-trayectoria dirigida en D’.

Y 2

T, T,

Figura 1.14:

Como T3 es de longitud par, entonces Ts es de longitud par, por la observa-

cién 1. Por lo tanto TsUT1U(y1,y2) es un camino cerrado dirigido de longitud
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impar, el cual contiene un ciclo dirigido de longitud impar, lo cual no puede

suceder por hipétesis.
-Si existe (y2,y1)€F(D).
Como D’ es fuertemente conexa existe T 3 y;zo-trayectoria dirigida en D’.
Como T es de longitud par, entonces T’5 es de longitud par, por la observa-
cién 1. Por lo tanto T’3UT2U(y2,y1) es un camino cerrado dirigido de longitud

impar, el cual contiene un ciclo dirigido de longitud impar, lo cual no puede

suceder por hipotesis.

X

Figura 1.15:

Por lo tanto, S es un conjunto independiente.

it) Sea veV(D)\S arbitrario. Por demostrar que si existe la Sv-flecha, enton-

ces existe la vS-flecha.

Como SCV(D’), entonces por eleccién de D’ veV(D’).

Supongamos que existe la Sv-flecha.

Como existe la Sv-flecha, entonces existe weS tal que (w,v)€F (D), ademds
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existe T xow-trayectoria dirigida de longitud par contenida en D’.

Observacion 2. Como v¢S, entonces todas las xgv-trayectorias dirigidas son

de longitud impar en D’.

Caso 1. veT.

Sea T=(zo=ug,u1,...,u2,=w) para algin ne N la xow-trayectoria dirigida
de longitud par. Como v€T, entonces v=u; para algin i€{1,2,...,.2n-1} y por

la observacién 2 tenemos que T’=(zo=uq,us,...,u;=v,u;4+1)CT es una xou;i1-

trayectoria dirigida de longitud par, por lo que u;11 €S.

Xg LEV By

Figura 1.16:

Por lo tanto, existe la vS-flecha.

Caso 2. v¢T.

Como veV(D’) y D’ es fuertemente conexa, entonces 6 (v)#0, por lo que

existe zeV(D’) tal que (v,2)eF(D).

Subcaso 2.a z¢T.

Como z¢T, entonces TU(w,v)U(v,z) es una trayectoria dirigida de longitud

par contenida en D’, por lo que z€S.
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Por lo tanto, 3 la vS-flecha.

o b0

X w v z

Figura 1.17:

Subcaso 2.b. z€T.
Como z€T, entonces z=u; para algin j€{0,1,2,...,2n}.

Afirmamos que T’=(zo=u1,us,...,u;=2)CT es una trayectoria dirigida de

longitud par.

Si T” fuera de longitud impar, entonces tendriamos que T”=(z=u;, w;i1,
Uj42,..., W) €s una trayectoria dirigida de longitud impar, esto porque T es de
longitud par, por lo tanto T”U(w,v)U(v,z) es un ciclo dirigido de longitud im-
par, lo cual no puede suceder por hipétesis, entonces la longitud de T’ es par,

por lo que z€S.

Tﬂ

Figura 1.18:
Por lo tanto, 3 la vS-flecha.
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Con lo anterior se ha demostrado que si existe la Sv-flecha, también 3 la

vS-flecha.

Por lo tanto, de (i) y (ii) tenemos que S es un semintcleo no vacio de D.

Observacién 3. Con esto hemos demostrado que en general toda digrafica D
que cumpla con no tener ciclos dirigidos de longitud impar tiene un seminucleo
no vacio.

Como D no tiene ciclos dirigidos de longitud impar, entonces toda subdigrafi-
ca inducida de D no tiene ciclos dirigidos de longitud impar. Por la observacién

3 tenemos que toda subdigrafica inducida de D tiene seminticleo no vacio.

Por lo tanto, por el Teorema 12, D es Nicleo Perfecta. B
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1.2. Nucleos por trayectorias dirigidas monocromati-
cas.

Para poder definir lo que es un Niucleo por trayectorias dirigidas momno-

cromdticas, primero consideremos las siguientes definiciones.

Definiciéon 44 . Llamaremos a la digrafica D, una digréfica m-coloreada, si

las flechas de D son coloreadas con m-colores.

Figura 1.19:

Tenemos que la digrafica D de la figura 1.19 es 3-coloreada, porque sus flechas

estan coloreadas con 3 colores.

Figura 1.20:

Definiciéon 45 . Una trayectoria dirigida o ciclo dirigido es llamado mono-

cromdtico(a), si todas sus flechas estan coloreadas con el mismo color.
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En la digrafica D 3-coloreada de la figura 1.20, tenemos que T=(z3,75,24) €s
una trayectoria dirigida monocromatica, ya que todas sus flechas estdn colorea-
das con color 1, y v=(x1,x2,x3,21) es un ciclo dirigido monocromatico, ya que

todas sus flechas estdan coloreadas con color 2.

Notemos que toda flecha de una digrafica D m-coloreada es una trayectoria

dirigida monocromética de color i para alguna i€{1,2,...,m}.

Definiciéon 46 . Sea D una digréfica m-coloreada.
Un conjunto NCV(D) es un Nticleo por trayectorias dirigidas monocrométi-

cas si éste satisface las siguientes dos condiciones:

1. Para todo par de vértices {u,v}CN no existen trayectorias dirigidas mo-

nocromaticas entre ellos.

2. V2eV(D)\N, 3 yeN tal que hay una xy-trayectoria dirigida monocrométi-

ca.

Si un conjunto N cumple la condicién 1, podemos decir que N es indepen-
diente por trayectorias dirigidas monocromaticas y si cumple la condicién 2,

diremos que es absorbente por trayectorias dirigidas monocromaticas.

Notemos que en una digrafica completa m-coloreada, si ésta tiene un ntcleo
por trayectorias dirigidas monocromaticas, entonces éste constard de un solo

vértice.

Podemos afirmar que al igual que en nicleos, existen digraficas m-coloreadas
que tienen y no tienen nicleo por trayectorias dirigidas monocromaticas. Para

ver esto, consideremos la siguiente definicion:

Definicién 47 . Denotamos como T3 y Cs al torneo transitivo de orden tres y
al ciclo dirigido de longitud tres, respectivamente, cuyas flechas estan coloreadas

con tres colores distintos.
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Figura 1.21:

Claramente podemos observar en la figura 1.21 que Cs no tiene nticleo por

trayectorias dirigidas monocromaticas y Tg si.

D;
X X
3 2
1
3 N O
X5 Ny X3
Figura 1.22:

En la figura 1.22 mostramos otro ejemplo de una digrafica 3-coloreada que
tiene nucleo por trayectorias dirigidas monocromaticas, donde afirmamos que
N={z9,25} es un ntcleo por trayectorias dirigidas monocrométicas de D, ya
que se puede observar que entre rs y x5 no existen trayectorias dirigidas mo-
nocromaticas, por lo que N es un conjunto independiente por trayectorias diri-
gidas monocromaticas, y para x1, 3, 4 que no pertenecen a N tenemos que
existen T; una xjxo-trayectoria dirigida monocromatica de color 1, Ty una
xr4x2-trayectoria dirigida monocromatica de color 2 y T3 una xsxo-trayectoria
dirigida monocromatica de color 1, por lo que N es absorbente por trayectorias
dirigidas monocromaticas. Por lo tanto, N es ntcleo por trayectorias dirigidas

monocromaticas de D.
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Ahora consideremos la siguiente definicion, la cual serd de gran importancia

en algunos resultados sobre Nicleos por trayectorias dirigidas monocromaticas.

Definicién 48 . Sea D una digrafica m-coloreada.
La cerradura de D, denotada por C(D), es una multidigrafica m-coloreada

definida como sigue:

V(C(D))=V(D)
F(C(D))=F[D) U U ;{(u,v) con color i / 3 una wuv-trayectoria dirigida

monocromatica de color ¢ contenida en D}.

D: C(D):

X; Xy X5 X4

Figura 1.23:

Podemos observar que en la digréfica D 4-coloreada de la figura 1.23, todas
las trayectorias dirigidas monocrométicas contenidas en D de longitud mayor o
igual que dos son las siguientes: T1=(x3,z5,x1) de color 2 y To=(x1,x2,23) de
color 1, por lo que en C(D) se tienen las flechas (x1,x3) de color 1, (z3,x1) de

color 2 y todas las flechas que estaban en D con sus respectivos colores.

Observemos que si y=(U1,U2,U3,-..;Uj, Uit 1,Uj+2;---,Un,u1) €8 un ciclo dirigi-
do monocromaético de color a, entonces se tiene que para todo par de vértices
consecutivos U; YV Uit1 de Y, (ui+1,ui+2,ui+3,...,u1,u2,...,ui,1,ui) €s una Ui41Uqi-

trayectoria dirigida monocromatica de color a, por lo que en la cerradura de
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tenemos a la flecha (u;11,u;) con color a. Como ~ también esta contenido en
C(7), por definicién de cerradura, entonces (u;,u;+1) es una flecha simétrica de
~ en C() y como esto pasa para todo par de vértices consecutivos de 7, entonces

se concluye que v es un ciclo dirigido simétrico en su cerradura.

A partir de este momento, en lugar de escribir toda la frase “ntucleo por
trayectorias dirigidas monocromaticas”, nos limitaremos a escribir “nticleo por
t.d.m”, y para referirnos a una “trayectoria dirigida monocromatica”, escribire-
mos “t.d.m.”.

Comencemos con los primeros resultados.

Lema 14 . Si D es una digréfica m-coloreada, C(D) su cerradura, SCV(C(D))
y BCV(C(D)[S]), entonces C(D)[S][B]=C(D)[B], es decir, la digréfica generada
por B en la digrafica generada por S en C(D) es igual a la digrafica generada

por B en C(D).

Demostracién. Como V(C(D)[S][B])=V(C(D)[B]), entonces sélo basta pro-
bar que F(C(D)[S][B])=F(C(D)[B)).

i) F(C(D)[S][B])CF(C(D)[B]).

Sea a€F(C(D)[S][B]).

Por definicién de subdigrifica inducida tenemos que si a€F(C(D)[S][B]), en-
tonces a€F(C(D)[S]), por lo que a€F(C(D)). Por lo tanto, a€F(C(D)[B]).

i) F(C(D)[B])SF(C(D)[S][B]).

Sea a€F(C(D)[B]).
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Por definicién de subdigrifica inducida tenemos que si a€F(C(D)[B]), enton-
ces a€F(C(D)), y como BCS entonces a€F(C(D)[S]). Por lo tanto, a€F(C(D)[S][B]).

Por lo tanto, F(C(D)[S][B])=F(C(D)[B]).

Con todo lo anterior hemos demostrado que C(D)[S][B]=C(D)[B]. R

Lema 15 . Sea D una digrafica m-coloreada y C(D) su cerradura, entonces

c(D)= C(C(D)).

Demostracion. Sea D una digrafica m-coloreada.

Por definicién de cerradura tenemos que V(C(D))=V(C(C(D))), también se
tiene que F(C(D))CF(C(C(D))).

Por demostrar que F(C(D))=F(C(C(D))).

Sélo falta probar que F(C(C(D)))CF(C(D)).

Supongamos que existe (u,v)=a€F(C(C(D))) tal que a¢F(C(D)).

Como a€F(C(C(D))), entonces por definicién de cerradura tenemos que en

C(D) existe T una uv-t.d.m de color i, donde [(T)>2 ya que a¢F(C(D)).

Supongamos que T=(u=x1,z2,...,,=v) para alguna n€ N con n>3. Como
{(z1,22),(x2,23),(23,24) s, (Xn—1,25) }SF(C(D)), entonces por definicién de ce-
rradura tenemos que en D existen T; una zixs-t.d.m de color i, Ty una xoxs-
t.d.m de color i, T3 una xsz4-t.d.m de color i, T4 una x4x5-t.d.m de color 1,...,
T,_1 una x,_1x,-t.d.m. de color i, por lo que U?;llTi es un uv-camino dirigido

monocromatico de color i contenido en D, el cual contiene una uv-trayectoria
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dirigida y como todas sus flechas tienen el mismo color, entonces esta trayecto-
ria dirigida es monocromética. Por lo tanto a=(u,v)€F(C(D)), lo cual no puede
suceder, ya que supusimos que a¢F(C(D)).

Ast F(C(C(D)))CF(C(D)).

Por lo tanto, F(C(D))=F(C(C(D))).

Como V(C(D))=V(C(C(D))) y F(C(D))=F(C(C(D))), entonces se concluye
que C(D)=C(C(D)). A

Teorema 16 . Sea D una digrifica m-coloreada.
N es nticleo por trayectorias dirigidas monocromaéticas de D si y s6lo si N es

ntcleo de C(D).

Demostracion. Sea D una digrafica m-coloreada.

Sea N un nucleo por t.d.m. de D.

Por demostrar que N es nicleo de C(D).

i) N es un conjunto independiente en C(D).

Sea {u,v}CN.

Como N es nucleo por t.d.m. de D, entonces no existen uv-t.d.m. y vu-t.d.m.

en D. Por lo tanto, (u,0)¢F(C(D)) v (v,u)¢F(C(D)), por definicién de cerradura.

it) N es un conjunto absorbente en C(D).

Sea veV(C(D))\N.
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Como V(D)=V(C(D)) y N es nicleo por t.d.m. de D, entonces existe una

vN-t.d.m. en D y por definicién de cerradura tenemos que existe la vN-flecha

en C(D).

Por lo tanto, V veV(C(D))\N existe la vN-flecha en C(D).

De (i) y (i) tenemos que N es nicleo de C(D).

Sea N un ntcleo de C(D).

Por demostrar que N es nticleo por t.d.m. de D.

i) N es un conjunto independiente por t.d.m. en D.

Sea {u,v}CN.

Como N es un conjunto independiente en C(D) por ser nicleo, entonces no

existe (u,v)€F(C(D)), no existe (v,u)eF(C(D)) y por definicién de cerradura te-

nemos que no existe una uv-t.d.m. en D y no existe una vu-t.d.m. en D.

Por lo tanto, N es un conjunto independiente por t.d.m. en D.

it) N es un conjunto absorbente por t.d.m en D.

Sea weV(D)\N.

Como V(D)=V(C(D)) y N es nticleo de C(D), entonces existe la wN-flecha

en C(D) y por definicién de cerradura tenemos que en D existe una wN-t.d.m.

Por lo tanto, V weV(D)\N existe una wN-t.d.m. en D.

66



Por lo tanto, de (i) y (ii) tenemos que N es niicleo por t.d.m. de D. B

Corolario 17 . Sea D una digrafica m-coloreada.
Si para todo par de flechas a y b de D, el color de a es distinto al color de b,
entonces N es niicleo por trayectorias dirigidas monocromaticas de D si y sélo

si N es ntcleo de D.

Demostracion. Sea D una digrafica m-coloreada tal que para todo par de

flechas a y b de D, el color de a es distinto al color de b.

Por la hipédtesis tenemos que en D V {u,w}CV(D) no existen Ty una uwv-

t.d.m. y T2 una vu-t.d-m. con I(T1)>2, [(T3)>2, por lo que C(D)=D.

Por lo tanto, por el Teorema 16 tenemos que: N es nicleo por t.d.m. de D

si y sélo si N es ntcleo de C(D)=D. &
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Capitulo 2

Torneos m~coloreados

En el capitulo anterior vimos que no todas las digraficas m-coloreadas tienen
nucleo por trayectorias dirigidas monocromaticas. En este capitulo estudiare-
mos los Torneos m-coloreados, los cuales son digraficas completas asimétricas
m-coloreadas, y veremos algunas de las condiciones que deben de cumplir para

que tengan nicleo por trayectorias dirigidas monocromaticas.

Sands, Sauer y Woodrow demostraron en [1], que toda digréfica 2-coloreada
tiene ntcleo por trayectorias dirigidas monocromaéticas y en particular proba-
ron que todo torneo 2-coloreado tiene nicleo por trayectorias dirigidas mono-

cromaticas. También propusieron el siguiente problemas:

Problema. Si T es un torneo 3-coloreado que no contiene Cs. ;T debe de

tener nucleo por trayectorias dirigidas monocromaéticas?.

Shen Minggang en [2] retom¢ el trabajo hecho por Sands, Sauer y Woodrow
y se dié cuenta que si a un torneo m-coloreado se le pide la condicién de que
no tenga Cs ni T3, entonces éste tendra nicleo por trayectorias dirigidas mono-
crométicas. El demostré que a su resultado no se le puede eliminar la condicién

de que T no contenga C3 para m>5, ya que éste podria no tener nicleo por tra-
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yectorias dirigidas monocromaéticas, y ésto lo hizo dando un torneo 5-coloreado
el cual no contiene C3 y no tiene nicleo por trayectorias dirigidas monocrométi-
cas. También probd que no es posible omitir la condiciéon de que el torneo no
tenga T3 dando un torneo 4-coloreado, el cual no tiene T3 ni nicleo por trayec-

torias dirigidas monocromaticas.

Para el caso m=3 la pregunta atn sigue abierta y para el caso m=4 Horten-

sia Galeana y Rocio Rojas en [4], encontraron un contraejemplo.

Para m=3, Hortensia Galeana y Rocfo Rojas observaron en [6] que si al pro-
blema propuesto por Sands, Sauer y Woodrow se le anade la siguiente condicion,

entonces el torneo si tendrd nicleo por trayectorias dirigidas monocromaticas:

Condicién. Para cada vértice en T el nimero de colores que aparecen en

las flechas que inciden en él son a lo mas 2.

Hortensia Galeana y Rocio Rojas demuestran que no se puede quitar la con-
dicién de que el torneo no tenga Cs ya que este podria no tener nicleo, y dan
como ejemplo al mismo Cj3. También prueban que, para m>4, si T es un torneo
m-~coloreado tal que para cada vértice el niimero de colores que aparecen en las
flechas que inciden en él son a lo mas 2, entonces T tiene ntcleo por trayectorias
dirigidas monocromaticas. Finalmente, hacen notar que para m>4 el resultado

es lo mejor posible.

Cabe mencionar que todos los resultados y ejemplos antes mencionados seran

demostrados en este capitulo.
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2.1. Torneos m-coloreados sin C3 ni T5

Como vimos en el capitulo anterior C3 no tiene ntcleo por t.d.m.. Adema4s,
Cs es el torneo 3-coloreado mas pequenio que cumple con no tener nicleo por
t.d.m., ya que sabemos que todas las digréficas con uno y dos vértices tienen
nucleo y por consiguiente todas las digraficas m-coloreadas con uno y dos vérti-

ces tienen ntcleo por t.d.m..

Por lo anterior, es necesario hacernos la siguiente pregunta: ; Qué condicio-

nes debe de cumplir un torneo m-coloreado para que tenga ntucleo por t.d.m.?

Sands, Sauer y Woodrow probaron en [1] que en particular todo torneo T 2-
coloreado tiene niucleo por t.d.m.. Como Cs es el torneo mas pequeno que cumple

con no tener nucleo por t.d.m., entonces ellos propusieron el siguiente problema.

Problema 1 .
Sea T un torneo 3-coloreado el cual no contiene Cs, entonces ;T debe de

tener nicleo por t.d.m.?.

Shen Minggang se dio cuenta en [2] que si en el problema se pide que T
no tenga T3 ni Cg, entonces la respuesta a la pregunta es afirmativa para todo

torneo m-coloreado.

Ahora se dara la demostracién del resultado obtenido por Shen Minggang.

Teorema 18 . Sea T un torneo m-coloreado.
Si T no contiene T3 ni Cs, entonces existe un vértice v de T tal que para
cualquier otro vértice z de T existe una trayectoria dirigida monocromaética de

z a v, es decir, T tiene nicleo por t.d.m..
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Demostracion. Sea T un torneo m-coloreado sin T3 ni Cs.

Demostraremos que T contiene un vértice v tal que para cualquier otro
vértice x de T, existe una trayectoria dirigida monocromatica de z a v. La de-

mostracién la haremos por induccién sobre el ntimero de vértices de T.

Para p=1, tenemos que el resultado se cumple ya que el tinico vértice con el

que cuenta el torneo m-coloreado es el buscado.

T:
O
V=X,
Figura 2.1:

Para p=2, tenemos que todos los torneos no isomorfos con dos vértices son

los mostrados en la figura 2.2.

V=Xy

Figura 2.2:

Claramente, el vértice v indicado para el torneo T de la figura 2.2 es el bus-

cado.

Hipotesis de induccién. Supongamos que todo torneo m-coloreado sin T3 ni

C3 con menos de p vértices, con p>3, tiene nicleo por t.d.m.
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Sea T un torneo m-coloreado sin T3 ni Cz con p vértices.

Por hipétesis de induccién tenemos que V v€V(T), en T\{v} existe un vérti-
ce, digamos f(v), tal que para cualquier otro vértice z de T\{v} existe una
t.d.m. de z a f(v).

Caso 1. Existen u y v en V(T), con usv, tal que f(u)=f(v).

Como u7#v, entonces u€V(T\{v}), por lo que existe una uf(v)-t.d.m. en
T\{v}. Puesto que f(u)=f(v), entonces existe una uf(u)-t.d.m. en T y para
cualquier otro vértice z de T\{u} existe una zf(u)-t.d.m. en T.

Por lo tanto, f(u)=f(v) es el vértice buscado.

Caso 2. Para algin veV(T), existe una t.d.m. de v a f(v).

En este caso tenemos que V z€V(T\{v}) existe una zf(v)-t.dm. en T y

ademds existe una vf(v)-t.d.m. en T.

Por lo tanto, f(v) es el vértice buscado.

Afirmamos que los tinicos casos posibles son los casos 1y 2.

Supongamos que f es una biyeccién y ademdas no existe una t.d.m. de v a

f(v) YV veV(T), ya que de lo contrario estarfamos en los casos 1 6 2.

Ahora renombremos a los vértices de T de la siguiente manera:

v1 €V(T) y f(v1)=va,
vg €V(T) y f(v2)=v3,
vz €V(T) y f(v3)=wv4,
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v; €V(T) y f(vi)=vis1.

Donde se dira que los vértices de T estan particionados en ciclos!, los cuales

tienen la siguiente forma.

(Ul) U27"'7 Un’l)? (Un'1+17"'7 Un’Q)? ot

donde, f(v1)=va, f(v2)=v3,....f (Vn,)=01

f(vnl-l-l)zvnl-l-Qa f(Un1+2):1]n1+3a-"af(vnz):Unl—i-l

Observacion 1. Por la nueva etiquetacion de los vértices de T tenemos que,
para todo v€{wvy,va,v3,...,u, }\{v;} existe una vv;41-t.dm. vV i€{1,2,3,....n}, con

i+1 tomado médulo n.

Afirmamos que sélo existe un ciclo.

Supongamos que existen al menos dos ciclos, digamos que A=(vy,vs,..., Un, )
¥ B=(Uny41,---, Uny) son dos ciclos distintos. Como A#B, entonces sin pérdida
de generalidad supongamos que existe weB tal que w¢A, esto quiere decir que
A no contiene a todos los vértices de T, por lo que por hipétesis de induccion
tenemos que D[A] contiene un vértice v€{vy,va,..., vy, } tal que para cualquier
otro vértice z de D[A] existe una zv-t.d.m., lo cual no puede suceder, ya que
tendrfamos que en particular si v=f(v;) para algin v; €{vy,vs,..., Un,}, por

definicién de ciclo, entonces existe una v, f(v;)-t.d.m., la cual supusimos que no

I Estos ciclos no son los ciclos dirigidos que ya conocemos, si no que sélo se le ha dado ese

nombre al arreglo de los vértices de T en base a la definicién de f.
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debe de existir.

Por lo tanto, sélo existe un ciclo.

Supongamos que {vy,vs,...,v, } es el tnico ciclo formado por la nueva etique-

tacion de los vértices de T en base a f.

Observacion 2. Como no existen trayectorias dirigidas monocromaéticas de v;
a f(v;), entonces no existen trayectorias dirigidas monocromadticas de v; a v;41

vV i€{1,2,...,n}, con i+1 tomado médulo n.

Por la observacién 2 y por ser T torneo, existen las flechas (va,v1), (v3,v2),
(v4,03)yeeey (UnyUn—1), (v1,u,) con color a1, as, as,..., a, respectivamente, figura

2.3.

Figura 2.3:

Si a1=as=a3=...=a,_1, entonces podemos ir de v, a v; a través de una
t.d.m. de color a1, como se muestra en la figura 2.4, es decir, como v,11=v1
entonces tenemos una v, v,+1-t.d.m., lo cual no puede suceder por la observacién
2.

Como ya vimos que ai, a2, as,..., ap—1 N0 pueden ser iguales, entonces de-
ben de existir dos colores distintos, digamos que son as_1 y as. Sin pérdida de

generalidad supongamos que as_1=1y as=2.

Por la observacion 1, sabemos que existe una t.d.m. [ de vs_1 a vs41 de color

b, figura 2.5.
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Figura 2.5:

- Si b=1, entonces (vs,v5—1)U(vs—1,,v541) €s una vsvs41-t.d.m. de color 1,

como se muestra en la figura 2.6, lo cual no puede suceder por la observacién 2.

Figura 2.6:

- Si b=2, entonces (vs—1,Lvs+1)U(vs11,v5) €s una vs_1vs-t.d.m. de color 2,
como se muestra en la figura 2.7, lo cual no puede suceder por la observacién 2.

Por lo tanto, b¢{1,2}.

Supongamos que b=3.
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Figura 2.7:

Sea P=(u1=vs_1,u2,u3,...,ut=0s41) la t.d.m. mds corta de vs_1 a vs11 con

color 3, como se muestra en la figura 2.8.

s-1-dp Uy Uy Uy Y Uy U Ve~ iy

Figura 2.8:

St

Ahora consideremos los colores de las flechas entre vs y u;, para 1S 7 S

- Si (us,vs)€F(T), entonces ésta no puede ser de color 3, ya que de lo con-
trario tendriamos que (u1,P,u;)U(u;,vs) es una vs_qvs-t.d.m. de color 3, como

se muestra en la figura 2.9, lo cual no puede suceder por la observacién 2.
- Si (vs,u;)€F(T), entonces ésta no puede ser de color 3, ya que de lo con-

trario, tendriamos que (vg,u;)U(u;,P,ut) es una vsvsyi-t.d.m. de color 3, como

se muestra en la figura 2.10, lo cual no puede suceder por la observacién 2.
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Figura 2.9:

Observacién 3. Para todo i, con 1< i < ¢, la flecha (u;,v5) 6 la flecha (vg,u;),

tiene un color distinto de 3.

v,
1 3
3
Vo7 W U Uip Y Up Uy VsTHY
Figura 2.10:

Como las flechas (vs,u1) y (ut,vs) son de distinto color, entonces considere-

mos k=min{i / la flecha entre v, y u; tiene color distinto a 1}.

Por elecciéon de k, tenemos que la flecha entre vs y uy tiene color distinto a

1 y la flecha entre vs y ug_1 tiene color 1.

Caso a. (vs,up—1)eF(T).

Subcaso a.l. (vs,u)€F(T).
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Por la observacion 3, (vs,u) no tiene color 3 y no tiene color 1 por la eleccién
de k, entonces D[{vs,ux,ur—1}] es Ts, como se muestra en la figura 2.11, lo cual

no puede suceder por hipdtesis.

A"
1 3
1
Vea=Tly U Uy Upp Yy Uy Upp Vel
Figura 2.11:

Subcaso a.2. (ug,vs)€F(T).

Por la observacién 3, (ug,vs) no tiene color 3 y no tiene color 1, por lo que
D[{vs,uk,ux—1}] es C3, como se muestra en la figura 2.12, lo cual no es posible

por la hipétesis.

VeaTUp U Uy Upp Uy U, Uy Ve ™Y,

Figura 2.12:

Caso b. (ug—1,vs)€F(T).

Subcaso b.1. (vs,ur)€F(T).

78



Como (vg,ur) no tiene color 3, por la observacién 3, y tampoco color 1 por
la eleccién de k, entonces D[{vs,ug,ur—1}] es T3, como se muestra en la figura

2.13, lo cual no puede suceder por hipétesis.

Vo= Uy Uy Uy Uy Uy Uy VeiTH,

Figura 2.13:

Subcaso b.2. (ug,v,)€F(T).

Como (ug,vs) no tiene color 3, por la observacién 3, y tampoco color 1,
entonces D[{vs,up,ur—1}] es Tg, como se muestra en la figura 2.14, lo cual no

puede suceder por hipétesis.

v
1 3
1
Vo7 Uy Us Uy Uy Uy Uy Ve 7Y,
Figura 2.14:

Como suponer que f es biyectiva y que no existe una vf (v)-t.d.m. vV v€V(T)
nos conduce a una contradiccién, entonces sélo podemos considerar los casos

iniciales 1 y 2. Por lo tanto el Teorema se cumple. B

Notemos que con el resultado de Shen Minggang es posible demostrar el si-
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guiente corolario, el cual fue probado originalmente por Sands, Sauer y Woodrow

en [1].

Corolario 19 . Sea T un torneo 2-coloreado.

Entonces T tiene nticleo por trayectorias dirigidas monocromaéticas.

Demostracion. Sea T un torneo 2-coloreado.

Como las flechas de T estéan coloreadas con dos colores, entonces T no con-
tiene T3 ni Cs, por lo que se cumplen la hipétesis del Teorema 18 y por lo tanto

T tiene nicleo por t.d.m. B

Corolario 20 . Supongamos que T={vy,vs,...,0, }, H1, Ha,..., H,, son torneos
m-coloreados, los cuales no contienen tridngulos? 3-coloreados.

Sea T’ el torneo formado al reemplazar cada vértice v; de T con H;, ademas
para todo ueV(H;) y weV(H;), (u,w)eF(T’) si (v;,v;)€F(T), donde todas las
flechas entre H; y H; tendran el mismo color que la flecha entre v; y v;. Entonces

T’ tiene nucleo por trayectorias dirigidas monocromaticas.

Demostracion. Sean T, Hy, Hs,..., H, y T’ como en las hipétesis de Corolario.

Observacion. Por hipétesis tenemos que T, Hy, Hs,...,H,, no contienen T3 ni

Cs.

Por demostrar que T’ no contiene T3 ni Cg.

Sea {u,v,2} CV(T").

Caso 1. {u,v,2} CV(H;) para alguna i€{1,2,....n}.

2Los tridngulos son torneos con tres vértices.
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Por la observacién tenemos que D[{u,v,2}] no es T3 ni Cs.

Caso 2. Sin pérdida de generalidad supongamos que {u,v}CV(H;) y zeV(H;)
para algtin {7,j}C{1,2,....n} con i#j.

Por construccién de T’ tenemos que las flechas entre z y u, z y v tienen el

mismo color, por lo que D[{u,v,2}] no es T3 ni Cs.

Caso 3. ueV(H;), veV(H;) v 2€V(Hy), para algin {4,7,k}C{1,2,...,n} con
i#jFk.

Supongamos que D[{u,v,z}] es un tridngulo 3-coloreado.

Por definicién de T’ tenemos que D[{v;,v;,v;}] es un tridngulo 3-coloreado,

el cual esta contenido en T, lo cual no puede suceder por hipdtesis. Por lo tanto

D[{u,v,z}] no es T3 ni Cs.

Por lo tanto, T” no contiene T3 ni Cj.

Ahora, como se cumplen las hipétesis del Teorema 18, entonces T’ tiene

ntcleo por t.d.m. B

Si en el Teorema 18 sélo pedimos que T no contenga Ts, entonces este no
necesariamente podria ser cierto. Por ejemplo, Cs es un torneo 3-coloreado sin

T3, pero claramente se puede observar que no tiene ntcleo por t.d.m..

Para m=4, si consideramos al torneo D,, 4-coloreado con V(D,,)={v1,v2,vs,..
.} tal que las flechas (vi1,v2), (v2,v3), (v3,v1) son coloreadas con color 1, 2y
3 respectivamente y todas las otras flechas son coloreadas con color 4, las cuales

estan dirigidas como (v;,v;) si i2j.
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Por construccién, D,, no contiene T3 y ademads no existen vovi-t.d.m., vgvs-
t.dm., vivs-t.dm., {vi,vo,vs}ve-t.dm., {vyi,vo,vs,va}vs-t.dm.,..., {vi,va,vs,...,

Vn—1}vp-t.d.m., por lo que D,, no tiene niicleo por t.d.m.

Por lo tanto, si m>3, la condiciéon de que T no contenga T3 no puede ser

omitida del Teorema 18.

Veamos que al Teorema 18 no se le puede quitar la hipotesis de que T no

tenga Cs para m>4.

Si en el Teorema 18 s6lo pedimos que T no contenga Cs, entonces este no
necesariamente podria ser cierto. Por ejemplo, el torneo Gs de la figura 2.15 es

5-coloreado de orden 5 y cumple lo siguiente:

Figura 2.15:

1) Gs no tiene Cs.

Tenemos que los tnicos ciclos dirigidos de longitud 3 que tiene Gs son los

siguientes:
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V1,V3,04,V1

U1,V2,04,01

V2,V4,VU5,V2

( )
(v1 v1)
(v1,03,05,01)
(v2 v2)
(v2,v3,V5,02)
Claramente se puede observar que ninguno de ellos es Cs.
2) G5 no tiene nicleo por t.d.m.

- No existe una vovp-t.d.m., ya que a vy sélo le salen flechas de color 2 y 4,
y a v1 no le llegan flechas de estos colores. Por lo tanto, {v1} no es un conjunto

absorbente por t.d.m..

- No existe una vzve-t.d.m., ya que a vs sélo le salen flechas de color 3 y 5,
y a vz no le llegan flechas de estos colores. Por lo tanto, {v2} no es un conjunto

absorbente por t.d.m..

- No existe una vqvs-t.d.m., ya que a vy sélo le salen flechas de color 1 y 4,
y a vz no le llegan flechas de estos colores. Por lo tanto, {v3} no es un conjunto

absorbente por t.d.m..

- No existe una vsvs-t.d.m., ya que a vs sélo le salen flechas de color 2 y 5,
y a v4 no le llegan flechas de estos colores. Por lo tanto, {v4} no es un conjunto

absorbente por t.d.m..

- No existe una v1vs-t.d.m., ya que a vy sélo le salen flechas de color 1 y 3,
y a v no le llegan flechas de estos colores. Por lo tanto, {vs} no es un conjunto

absorbente por t.d.m..

Concluimos que Gs no tiene nicleo por t.d.m.
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A partir de Gs podemos dar una familia infinita de torneos 5-coloreados los
cuales cumplirdn con no tener C3 y no tener nicleo por t.d.m.. La construccién

de dichos torneos es la siguiente:

-Para obtener un primer torneo Ti, lo que haremos es agregar un nuevo

vértice a G y de él saldran flechas de color 1 hacia todos los vértices de Gs.

-Para obtener un torneo T, se le agregara un nuevo vértice a T; y de él

saldrén flechas de color 1 hacia todos los vértices de T;.

Continuando con este procedimiento podemos llegar a construir un torneo
T,, al agregar un nuevo vértice a T,,_1 y de él saldrdn flechas de color 1 hacia

todos los vértices de T,,_1.

Se puede verificar facilmente que todos estos torneos 5-coloreados no contie-

nen Cs y no tienen ntcleo por t.d.m.

Por lo tanto, para todo n€ N podemos dar un contraejemplo si sélo pedimos
que el torneo no contenga Cs.

Para el caso m=4, Hortensia Galeana Sanchez y Rocio Rojas Monroy en [4]
encontraron un contraejemplo para el problema dado por Sands, Sauer y Woo-

drow, el cual es el siguiente:

Tenemos que en el torneo 4-coloreado de orden 6, mostrado en la figura 2.16,

todos los ciclos dirigidos de longitud 3 son los siguientes:

(V1,V4,V6,V1
(Vl ,V3,Ve,V1
(V1
(

V1,V4,V5,V1

~— ~— ~— ~—

V1,V3,V5,V1
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Figura 2.16:

Vi1,V2,V5,V1

(

(V2,Vs5,v6,V2
(V2,V4,v6,V2
(

)
)
)
V2,V3,V6,V2)

Se puede observar claramente que ninguno de estos ciclos dirigidos de longi-

tud 3 es Cs.
También tenemos que el torneo de la figura 2.16 satisface lo siguiente:

- No existe una vovi-t.d.m., ya que a vy sélo le salen flechas de color 2 y 4,

y a v1 no le llegan flechas de estos colores.

- No existe una vgvs-t.d.m., ya que a vs sélo le salen flechas de color 1 y 4,

y a vo no le llegan flechas de estos colores.

- No existe una v4vs-t.d.m., ya que a vy sélo le salen flechas de color 3 y 4,

pero a vs no le llegan flechas de color 3 y a vg no le salen flechas de color 4.
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- No existe una vsvs-t.d.m., ya que a vs sélo le salen flechas de color 2 y 3,

vy a v4 no le llegan flechas de estos colores.

- No existe una vgvs-t.d.m., ya que a vg sélo le salen flechas de color 2 y 1,

vy a v no le llegan flechas de estos colores.

- No existe una vyvg-t.d.m., ya que a vy sélo le salen flechas de color 1, 3 y
4,y a vg no le llegan flechas de color 3, a vs no le salen flechas de color 4 y a
v4 no le salen flechas de color 1.

Por lo tanto, el torneo de la figura 2.16 no tiene nicleo por t.d.m.

Ahora, a partir del torneo de la figura 2.16 podemos construir una familia
infinita de torneos 4-coloreados que cumplen con no tener Cs y ademds no tie-

nen nucleo por t.d.m.. La construccion es la siguiente:
Sea Ty=T, para cada n€ N y dado T,,_; un torneo que satisface con ser
4-coloreado, no contener Cs y ademds no tener nicleo por t.d.m., consideremos

un nuevo vértice z,, y definamos el torneo T,, como sigue:

V(T,)=V(Tp_1)UH{z,}
F(T,)=F (T 1)U{ (z0,1) / ueV(Too1)}

Donde los colores de las flechas de T,,_; quedaran igual en T, y a las flechas

de la forma (z,,u) se les asignard el color 1.

Tenemos que por construccién, el torneo T, satisface lo siguiente:

1) T, no contiene C3 ya que por construccién, los tinicos ciclos dirigidos de

longitud 3 que contiene T,, son los que tiene T, los cuales ya vimos que no son Cs.
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2)
- No existe una vovy-t.d.m.

- No existe una vsvo-t.d.m.

- No existe una v4vs-t.d.m.

- No existe una vsvy-t.d.m.

- No existe una vgvs-t.d.m.

- No existe una vyvg-t.d.m.

- No existe una v;z;-t.d.m. V 1€{1,2,3,...,6}, ya que o, (z1)=0.
- No existe una z1zp-t.d.m., ya que dp, (z2)=0.

- No existe una zpz3-t.d.m., ya que dr, (z3)=0.

- No existe una z,_12,-t.d.m., ya que o, (2r,)=0.

Por lo tanto, T,, no tiene nicleo por t.d.m.

Por lo tanto, si m>4, la condicién de que T no contenga Cs no puede ser

omitida del Teorema 18.
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2.2. torneos m-coloreados con vecindades a lo
mas bicolores

Como ya se vid, existen torneos 3-coloreados que no tienen nticleo por t.d.m.,
por lo que podriamos pensar en las condiciones que debe de cumplir un torneo

3-coloreado para que tenga ntcleo por t.d.m..

Hortensia Galena y Rocio Rojas observaron en [6] que si a un torneo 3-
coloreado le piden la condicién de que no contenga Cs y al conjunto de colores
asignados a las flechas que inciden en el vértice v del torneo tiene cardinalidad
a lo méas dos, esto para cada vértice del torneo, entonces el torneo debe de tener
ntcleo por t.d.m.. También se dieron cuenta que para un torneo T m-coloreado,
con m>4, si le piden la condiciéon de que al conjunto de colores asignados a las
flechas que inciden en el vértice v del torneo tiene cardinalidad a lo méas dos, esto
para cada vértice del torneo, entonces T no tiene T3 ni Cs y por consiguiente

T tiene nicleo por t.d.m..

Antes de demostrar los resultados obtenidos por Hortensia Galeana y Rocio

Rojas, serd necesario dar unas definiciones previas.

Sea T un torneo m-coloreado y ve€V(T), denotamos por (v) al conjunto de

colores asignados a las flechas que inciden en el vértice v.

Definiciéon 49 . Dado un torneo T m-coloreado, decimos que un vértice v de

T tiene vecindad a lo méds bicolor si | ¢(v)|<2.

Teorema 21 . Sea T un torneo 3-coloreado sin C3 tal que cada vértice de T
tiene vecindad a lo méds bicolor, entonces C(T) tiene nicleo y por lo tanto T

tiene ntucleo por trayectorias dirigidas monocromaticas.

Demostracién. Sea T un torneo 3-coloreado sin Cs tal que cada vértice de

T tiene vecindad a lo mas bicolor.
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Supongamos que T esta coloreado con los colores 1, 2 y 3.
Afirmacién 1. Para todo veV(C(T)), | ((v)|<2.
Sea veV(C(T)).

- Si en el vértice v sélo inciden flechas de color a, para alguna a€{1,2,3}, en-
tonces todas las t.d.m. que pasan por v deben de ser de color a y por definicién
de cerradura tendriamos que todas las flechas que inciden en v son de color a

en C(T).

-Si en el vértice v inciden flechas de color a y b con {a,b}C{1,2,3}, entonces
todas las t.d.m. que pasan por v deben de ser de color a 6 b, por lo que por
definicién de cerradura tendriamos que todas las flechas que inciden en v son

de color a 6 b en C(T).
Por lo tanto, | ((v)|<2 para todo veV(C(T)).
Afirmacién 2. {t(v)=Cc(r)(v) para todo veV(C(T)).
Sea veV(C(T))=V(T).

Por definicién de cerradura tenemos que {1(v)C (¢ (t)(v), esto porque 'y (v)C

F(?(T)(U) y P;“r(”)g Fér(T)(v).
Supongamos que existe a€ (¢(r)(v) tal que a¢ (r(v), para alguna ac{1,2,3}.

Como a€ (¢(r)(v), entonces existe weV(C(T)) tal que la flecha entre w y
v tiene color a en C(T) y por definicién de cerradura tenemos que en T existe

una t.d.m. entre w y v de color a, por lo que en T incide una flecha de color a
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en el vértice v, lo cual no puede suceder ya que supusimos que a¢ (r(v).

Por lo tanto ¢t (v)=Cc(r)(v) para todo veV(C(T)).

Ahora demostraremos que todo ciclo dirigido en C(T) tiene al menos una

flecha simétrica.

Sea « un ciclo dirigido en C(T).

Caso 1. v no es un ciclo dirigido en T.

Tenemos que existe (u,v)€F(y) tal que (u,v)eF(C(T)) y (u,v)¢F(T), pero
como T es torneo tenemos que (v,u)€F(T), por lo que por definicién de cerradu-
ra (v,u)€F(C(T)). Por lo tanto, (u,v)€F(C(T)) vy (v,u)eF(C(T)), lo que implica
que 7 tiene una flecha simétrica en C(T).

Caso 2. v es un ciclo dirigido en T.

En este caso demostraremos que ~y tiene una flecha simétrica por induccién

sobre la longitud del ciclo dirigido.

Antes de empezar con la demostracion, es necesario introducir la siguiente

notacion la cual utilizaremos a lo largo de la prueba.

s u—%v si (u,0)€F(T) y es de color a.
» u—% si en C(T) existe alguna flecha de u a v con color a.
» u—»%v si en C(T) no hay flechas de u a v de color a.

» u=% si u—%v y en C(T) todas las flechas de u a v son de color a.
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Para I(v)=3, tenemos que los tnicos ciclos dirigidos con esta longitud y que

cumplen con las hipétesis del teorema son los mostrados en la figura 2.17.

T2

Figura 2.17:

Claramente se puede observar que en 7; (v2,v3,v1) es una t.d.m. de vy a
vy con color @ en T para {a,b}C{1,2,3} y por definicién de cerradura tenemos
que (vg,v1)€EF(C(T)), por lo que (v2,v1) es una flecha simétrica de 1 en C(T).
Tenemos que 2 es un ciclo dirigido monocromaético el cual ya sabemos que en

C(T) es un ciclo dirigido simétrico.

Hipotesis de induccién. Supongamos que 7’ es un ciclo dirigido tal que

I(y)Sn+1, entonces 7’ contiene una flecha simétrica en C(T).

Sea y=(ug,u1,uz,...,un,up) un ciclo dirigido de longitud n-+1.

Supongamos que en C(T), v no tiene flechas simétricas.

Consideremos las siguientes afirmaciones.

1) ~v estd coloreado con al menos dos colores.

Sabemos que un ciclo dirigido monocromético en T es un ciclo dirigido

simétrico en C(T), por lo que v no puede ser monocromatico.
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2) Para cualquier par de vértices no consecutivos u y v de 7, (u,v) es una

flecha simétrica en C(T).

Sean v y v dos vértices no consecutivos de 7.

Como {u,v}CV(7y), entonces u=u; y v=u; para algin {4,j}C{0,1,2,...n} con

i#j. Supongamos sin pérdida de generalidad que <.

- Si (u,v)eF(T).

En este caso tenemos que v'=(v=u;,y,u;=u)U(u,v) es un ciclo dirigido en T
de longitud menor que n+1, como se muestra en la figura 2.18, y por hipdtesis
de induccién tenemos que 7’ tiene al menos una flecha simétrica en C(T). Como

v no tiene flechas simétricas, entonces (u,v) es una flecha simétrica en C(T).

Y u, Uy
un—l ul
u,
U Uy
V=i, 1y
%
ut’-l
W, uTU
Figura 2.18:

- Si (v,u)eF(T).

En este caso tenemos que v'=(u=u;,y,u; =v)U(v,u) es un ciclo dirigido en T
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de longitud menor que n+1, como se muestra en la figura 2.19, y por hipdtesis
de induccién tenemos que 7’ tiene al menos una flecha simétrica en C(T). Como

7 no tiene flechas simétricas, entonces (u,v) es una flecha simétrica en C(T).

'}l un uU
Uy ul
y

U U,

V=t U,
U
ut-l
Uy W%
Figura 2.19:

3) Si para algiin €{0,1,2,...,n}, u;_1 —%u; y u; —Pu;1 con a#b, entonces

Uir1 =Ui—1 ¥ Ui—1 = U141 cON c#a y c#£b, las sumas tomadas médulo n+1.

Sea i€{1,2,...,n} que cumple con lo anterior.

Por (2) tenemos que (u;—1,ui+1) es una flecha simétrica en C(T).

- Si (wit1,ui—1)€F(C(T)) tiene color a.

Como (u;—1,u;)EF(C(T)) tiene color a, entonces tenemos que (w;41,u;—1,u;)
es una t.d.m. de color a, como se muestra en la figura 2.20, y por definicién de
cerradura tenemos que (u;+1,u;)€F(C(T)) tiene color a, por lo tanto (u;,uit+1)

es una flecha simétrica de v en C(T), lo cual no puede suceder.

- Si (wit1,ui—1)€F(C(T)) tiene color b.
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ui'!-] ul
L5}
e ¥
" s
g g
(5 oo du,
Oz~ tia
Uip ¥
Figura 2.20:

Como (u;,u;+1)EF(C(T)) tiene color b, entonces tenemos que (w;,u;+1,U;—1)
es una t.d.m. de color b, como se muestra en la figura 2.21, y por definiciéon
de cerradura tenemos que (u;,u;—1)€F(C(T)) tiene color b, esto implica que

(u;i—1,u;) es una flecha simétrica de v en C(T), lo cual no puede suceder.

1 u, U
U1 i
)
U Uy
u; u,
3| b
{8t
Uy
iy Y
Figura 2.21:

Por lo tanto u; 11 =Cu;—1 con c#a y c#£b. Asi tenemos que ((u;—1)={a,c}

y C(uir1)={b,c}.
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Como ((uit+1)={b,c}, entonces tenemos que la flecha (u;—1,u;4+1) tiene color
b 6 ¢, esto porque las vecindades de todos los vértices del torneo son a lo mas
bicolores. Si la flecha (u;—1,u;+1) tiene color b, entonces ((u;—1)={a,b,c}, lo
cual no puede suceder porque ((u;—1)={a,c}, por lo que la flecha (u;—1,ui4+1)

tiene color c. Por lo tanto u;—1 = u;41.

Por (1) tenemos que en T existen dos flechas consecutivas en « con diferente

color. Sin pérdida de generalidad supongamos que:

4) u, »lugy ug —2u;.

5) un =3u1 y up =3u,.

Como {(un,uo),(uo,u1)}CF(T), tenemos que {(un,uo),(uo,u1)}CF(C(T)),
por definicién de cerradura, y por (3) para i=n+1, b=1, a=2 se cumple que
Up =U1 Y Ul =u,.

Asi tenemos que por (5).

6) ¢(un)={1,3}.

7) ¢(uo)={1,2}.

8) ((u1)={3.2}.

Como ((u1)={3,2}, entonces u; —»2uz 6 u; —>uz, por la hipétesis de vecin-

dades a lo mas bicolores.

3

Caso a. u; —°us.

95



Para este caso, sea jo=min{j=2.3,...,n/u; —/»3uj+1 con la suma tomada

moédulo n+1}.

Como ¢(ug)={1,2}, entonces u, +3ug, por lo que jq existe.

Ahora para este caso tenemos las siguientes afirmaciones.

1.a) u; —3uir1 Vie{l,2,...50-1} y Ujo —/—>3uj0+1.

Esto se debe a la eleccion de jo.

2.a) u; —3u; para cada 1<iSj<jo.

Por (1.a) tenemos que la trayectoria dirigida (ui,wit1,%it2,...,uj—1,u;) €s
monocromdtica de color 3, por lo que en C(T) tenemos que la flecha (u;,u;)
tiene color 3.

3.a) jo <n-2.

Supongamos que jo =n-2, es decir jo >n-1.

Por (2.a) tenemos que u; —3u,_1 y como u, =3uj, por (5), entonces
(Un,u1,Un—1) es una t.d.m. de color 3, como se muestra en la figura 2.22, por lo
que en C(T) tenemos la flecha (uy,,u,—1) con color 3. Por lo tanto (un—_1,u,) es
una flecha simétrica de v en C(T), lo cual no puede suceder.

Por lo tanto, jo <n-2.

4.a) Ujo+1 :>1un.

Por (6) tenemos que ((u,)={1,3}, entonces ujo+1 — un 6 ujo41 —>un.
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Figura 2.22:

Si ujy4+1 —3uy, entonces por (5) tenemos que la flecha (u,,u1) tiene color 3
en C(T) y por (2.a) la flecha (u1,uj,) tiene color 3. Por lo tanto (uj,+1,%n,u1,uj,)
es una t.d.m. de color 3, como se muestra en la figura 2.23, por lo que en C(T)
tenemos la flecha (uj,41,u;,) con color 3 y por consiguiente tenemos que la fle-

cha (uj,+1,uj,) es una flecha simétrica de v en C(T), lo cual no puede suceder.

Figura 2.23:

Por lo tanto, u;,+1 =lu,.
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5.a) up =2uj,.
Por (7) tenemos que ¢(ug)={1,2}, entonces ug —'uj, 6 ug —>uj,.

Si ug —!'uj,, entonces por (4.a) tenemos que la flecha (ujy+1,u,) en C(T)
tiene color 1 y por (4) tenemos que la flecha (uy,,up) en T tiene color 1, por
lo que (wjo+1,Un,u0,uj,) €s una t.d.m. de color 1, como se muestra en la fi-
gura 2.24, por lo que en C(T) tenemos la flecha (uj,+1,uj,) con color 1. Por lo

tanto (wj,+1,uj,) es una flecha simétrica de v en C(T), lo cual no puede suceder.

Figura 2.24:

Por lo tanto, ug =2uj,.
6.a) ug ="'us.
Por (4) tenemos que la flecha (ug,u1) en T tiene color 2 y por la suposicién

inicial de este caso tenemos que la flecha (u1,u2) en T tiene color 3. Por lo tanto,

para i=1. a=2 y b=3 tenemos que por (3) ug =1us.
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7.a) j() 23

Por (1.a) tenemos que la flecha (uj,—1,uj,) en C(T) tiene color 3 y por (5.a)
tenemos que la flecha (ug,uj,) en C(T) tiene color 2, por lo que ((u;,)={2,3}.

Por otro lado tenemos que por (6.a) 1€ ¢(u2), por lo tanto uj, #us y asi jo >3.

8‘a) C(uj0+1):{172}'

Tenemos que ¢(u;,)={2,3}, como se vio en (7.a), por (1.a) tenemos que la
flecha (uj,,ujo+1) en C(T) no tiene color 3, entonces uj, =2uj,+1 y por (4.a)

tenemos que 1€ ((uj,+1), por lo que ¢(uj,+1)={1,2}.

1
9.a) us =" Ujo41-

Por (6.a) tenemos que la flecha (ug,u2) en C(T) tiene color 1y por la suposi-
cién inicial de este caso tenemos que la flecha (u71,u2) en T tiene color 3, entonces
C(u2)={1,3}, y por (8.a) tenemos que ((uj,+1)={1,2}, por lo que uy ='u; 41,
ya que ((ujo+1)N¢(u2)={1} y la vecindad de cada vértice es a lo mas bicolor

por hipétesis.

Por (6.a) tenemos que la flecha (ug,u2) en C(T) tiene color 1, por (9.a) la
flecha (u2,uj,+1) en C(T) tiene color 1 y por (4.a) la flecha (uj,+1,un) en C(T)
tiene color 1, por lo que (ug,u2,ujo+1,un) €s una t.d.m. de color 1, como se
muestra en la figura 2.25, por lo que en C(T) tenemos la flecha (ug,u,) de color
1. Por lo tanto, (un,up) es una flecha simétrica de v en C(T), lo cual no puede

suceder.

Por lo tanto, este caso no es posible.

Caso b. u; —2us.
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Figura 2.25:

Sea jo=min{j=2,3,....,n-1/u; »>u;ji1}.

Por (6) tenemos que ((u,)={1,3}, por lo que u,_1 +2u, y por lo tanto jg

existe.

Ahora consideremos las siguientes afirmaciones.

1.b) u; —2u;yq V i€{0,1,....50-1} y Uj, —/+2uj0+1.

Esto se da por la eleccién de jg.

2.b) u; —%u; para cada 1<iSj<jo.

Por (1.b) tenemos que la trayectoria dirigida (w;,uit1,%it2,...,%5—1,u;5) €S
monocromatica de color 2, por lo que en C(T) tenemos la flecha (u;,u;) con

color 2.

Como ((u1)={2,3}, por (8), entonces consideremos los siguientes subcasos.
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Subcaso b.1. jo >3.

Para este subcaso tenemos las siguientes afirmaciones.

1.(b.1)) ((u;)={1,2} para i€{jo-1,50}.

Sea i€{jo-1,j0}-

Por (7) tenemos que ((ug)={1,2}, entonces u; —'ug 6 u; —>uq.

Si u; —2ug, entonces por (2.b) tenemos que la flecha (u1,u;) en C(T) tiene
color 2, por lo que (u1,u;,u9) es una t.d.m. de color 2, como se muestra en la

figura 2.26, y por lo tanto en C(T) tenemos la flecha (u1,up) de color 2. Por lo

tanto, (uo,u1) es una flecha simétrica de v en C(T), lo cual no puede suceder.

u}-,:,‘
ujn

Uip.)

Figura 2.26:

Por lo tanto, u; = ug, por lo que 1€ ((u;) y por (1.b) tenemos que la flecha

(ui—1,u;) en C(T) tiene color 2, lo que implica que ((u;)={1,2}.

2.(b.1)) Ujo :>1Uj0+1.
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Por (1.(b.1)) sabemos que ¢ (uj,)={1,2} y por (1.b) tenemos que u;j, +>u;y+1,

) T
entonces uj, = Ujy+1-

3(b.1)) Ujo—1 :>3’U,j0+1.

Por (1.b) tenemos que ujo—1 —2uj, y por (2.(b.1)) uj, ='uj,+1. Por lo

tanto, para i=jg, a=2 y b=1 tenemos que por (3) wuj,—1 =3ujy+1.

Por (3.(b.1)) tenemos que 3€ ((uj,—1), pero ((uj,—1)={1,2}, por (1.(b.1)).

Por lo tanto, este subcaso no es posible.

Subcaso b.2. jo=2.

Para este subcaso tenemos las siguientes afirmaciones.

1.(b.2)) U2 —»1U3, Uq :>3U3, us :>3U1 y C(U3):{1,3}

Como jo=2, entonces por (1.b) tenemos que uy —~2us3.

Sea a€{1,3} tal que uy —»%us.

Por la suposicién inicial del caso b tenemos que u; —2us, luego para =2
obtenemos por (3) que u; =“us y ug =uj con c#a y c#2, por (8) tenemos
que ((u1)={2,3}, lo que implica que c€{2,3}, como c#2, entonces c=3.

2

Por otro lado tenemos que como us -2 ug, entonces a€{1,3}.

Si a=3, entonces {usz,us,u;} es una t.d.m. de color 3, como se muestra en

la figura 2.27, por lo que en C(T) tenemos a la flecha (us,u1) de color 3 y por
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lo tanto (u1,u2) es una flecha simétrica de v en C(T), lo cual no puede suceder.

Por lo tanto, a=1.

Figura 2.27:

Por lo tanto, ug —tus, u1 =3us3, uz =3u1 y ((uz)={1,3}.

2.(b.2)) n>4.

Supongamos que n=3.

Por (1.(b.2)) tenemos que u; =3us, ug =3u; y por otro lado tenemos que

(ul,U3)EF(T) o} (U3,U1)EF(T).

- Si (u1,u3)€F(T), entonces por (4) tenemos que la flecha (ug,up) en T tiene
color 1y la flecha (ug,u1) en T tiene color 2, lo que implica que {u1,us,ug,u1 }
es C3 en T, como se muestra en la figura 2.27, lo cual no puede suceder por

hipétesis.

- Si (us,u1)€F(T), entonces por la suposicién inicial del caso b tenemos que
la flecha (u1,u2) en T tiene color 2, por (1.(b.2)) la flecha (uz,u3) en T tiene

color 1, lo que implica que {uj,u2,us,u1} es C3 en T, como se muestra en la
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Figura 2.28:

figura 2.29, lo cual no puede suceder por hipétesis.

(%)

Uy

Figura 2.29:

Por lo tanto, n>4.

Por (1.(b.2)) tenemos que ¢ (u3)={1,3}, lo que implica que u3z —»1uy 6 ug —»3uy.

- Si uz —3uy4, entonces por la suposicién inicial del caso b tenemos que la
flecha (u1,u2) en T tiene color 2 y por (1.(b.2)) la flecha (us2,u3) en T tiene color
1, entonces en T tenemos tres flechas consecutivas de « con distinto color, por

lo que la prueba se reduce al caso a. Por lo tanto, podemos suponer que.

3.(b.2)) us —»IU4.
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4.(b.2)) up =us.

Por la suposicién inicial del caso b tenemos que la flecha (uj,us) en T
tiene color 2 y por (1.(b.2)) la flecha (ug,u3) en T tiene color 1, por lo que
¢(u2)={1,2}, por (6) tenemos que ((u,)={1,3}, lo que implica que u, ='us,
por que ¢(u2)NC(un)={1} y la vecindad de todo vértice de T es a lo mds bicolor.

5.(b.2)) n>5.

Si n=4, entonces por (3.(b.2)) tenemos que la flecha (us,us) en T tiene color
1y por (4.(b.2)) la flecha (u4,u2) en C(T) tiene color 1, por lo que {us,uq,uz}
es una t.d.m. de color 1, como se muestra en la figura 2.30, lo que implica que
en C(T) tenemos la flecha (ug,usz) de color 1. Por lo tanto, (ug2,us) es una flecha

simétrica de v en C(T), lo cual no puede suceder.

U Uy

Uy U3

Figura 2.30:

Por lo tanto, n>5.

6.(b.2)) uy =3uy,.

Por (6) tenemos que ¢(u,)={1,3}, por lo que uy — u, 6 ug —3u,.
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Figura 2.31:

Si uy —'uy,, entonces por (3.(b.2)) tenemos que la flecha (ugz,us) en T tie-
ne color 1 y por (4.(b.2)) la flecha (uy,us) en C(T) tiene color 1, por lo que
{u3,uq,un,u2} es una t.d.m. de color 1, como se muestra en la figura 2.31, lo
que implica que en C(T) tenemos la flecha (us,u2) de color 1. Por lo tanto

(u2,us3) es una flecha simétrica de v en C(T), lo cual no puede suceder.

Por lo tanto, ug =3u,,.

Finalmente, tenemos que por (6.(b.2)) la flecha (u4,u,) en C(T) tiene color
3, por (5) la flecha (uy,u1) en C(T) tiene color 3 y por (1.(b.2)) la flecha (u1,u3)
en C(T) tiene color 3, por lo que (u4,un,u1,us) es una t.d.m. de color 3, como se
muestra en la figura 2.32, lo que implica que en C(T) tenemos la flecha (u4,us)
de color 3. Por lo tanto (us3,u4) es una flecha simétrica de v en C(T), lo cual no

puede suceder.

Concluimos que este subcaso no es posible.

Por lo anterior, el caso b tampoco es posible, por lo que llegamos a que ~

tiene al menos una flecha simétrica en C(T).
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Figura 2.32:

Por lo tanto, todo ciclo dirigido de C(T) tiene al menos una flecha simétrica,
lo que implica que C(T) tiene un nicleo N, esto por el Teorema 8, y por el

Teorema 16 tenemos que N es ntcleo por t.d.m. de T. B

Lema 22 . Si T es un torneo m-coloreado con m>4, tal que VveV(T) se tiene
que | ((v)|<2, entonces T no contiene T3 ni C3. Ademds bajo esta hipStesis

tenemos que existe un color que pertenece a todas las vecindades.

Demostracién. Sea T un torneo m-coloreado con m>4, tal que V veV(T)

| C(v)|<2.

Observacion. Para cualquier par de vértices u y v de T, tenemos que como
en T hay una flecha entre ellos, por ser T torneo, entonces el color de esta flecha
pertenece tanto a ((u) como a ((v), es decir, {(u)N¢(v)# 0.

Supongamos que {u,v,w}CV(T) es tal que D[{u,v,w}] es T3 6 Cs.

Supongamos sin pérdida de generalidad que la flecha entre u y v es de color

1, la flecha entre v y w es de color 2, la flecha entre w y u es de color 3. Por lo
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tanto, tenemos que ((u)={1,3}, ((v)={1,2} y ((w)={2,3}.

Sea z€V(T) tal que 4€ ((z), 4 existe porque m>4, luego por la observacién
tenemos que ((z)N¢(u)# 0y ¢(z)N¢(v)# B, por lo que se concluye que 1€ ((z)
y por lo tanto ¢(z)={1,4}, pero entonces {(z)N¢(w)=0, lo cual no puede suceder
por la observacién.

Por lo tanto, T no contiene T3 ni Cs.

Para probar que existe un color que pertenece a todas las vecindades, con-

sideremos u y v vértices de T tales que ((u)# ¢(v).

Por la observacién tenemos que ((u)N¢(v)# @, por lo que sin pérdida de

generalidad supongamos que ¢(u)={1,2} y {(v)={1,3}.

Por demostrar que 1€ ((z) VzeV(T).

Supongamos que existe weV(T) tal que 1¢ ((w).

Como C(w)N¢(w)# 0 y ¢(w)NC(v) 0, entonces ¢(w)={2,3}.

Sea z€V(T) tal que 4€ ((z).

Como ¢(z)N¢(u)# Oy ¢(z)N¢(v)# B, entonces ((xz)={1,4}, lo que implica

que ¢(z)N¢(w)=0, lo cual no puede suceder por la observacién.

Por lo tanto, el color 1 pertenece a toda vecindad. B

Teorema 23 .
Si T es un torneo m-coloreado con m>4, tal que VveV(T) se tiene que

| ¢(v)|<2, entonces T tiene niicleo por trayectorias dirigidas monocromaticas.
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Demostracién. Sea T un torneo m-coloreado con m>4, tal que YveV(T)

| {(v)]<2.

Como se cumplen la hipotesis de Lema 22, entonces T no contiene T3 ni Cg

y por el Teorema 18 se concluye que T tiene nicleo por t.d.m. B

Observemos que si eliminamos del Teorema 21 la hipétesis sobre las vecin-
dades a lo més bicolores, entonces obtenemos el problema propuesto por Sands,

Sauer y Woodrow, el cual se dio anteriormente.

Notemos que al Teorema 21 no se le puede quitar la hipétesis de que T no
contenga Cs, ya que de lo contrario T podria no tener nicleo por t.d.m., por
ejemplo podemos considerar a Cs mismo y claramente se puede observar que
todos sus vértices tienen vecindad a lo més bicolor y Cs no tiene nicleo por

t.d.m. como ya sabemos.

Ahora veamos que en el Teorema 23 no podemos cambiar la hipétesis de
vecindades a lo més bicolores, por vecindades a lo mas tricolores, ya que puede
que el torneo no tenga nicleo por t.d.m., por ejemplo, consideremos el torneo
T de la figura 2.16, el cual ya vimos que no tiene nicleo por t.d.m. y ademés
claramente se puede observar que todas las vecindades de sus vértices son a lo

mas tricolores.

Por lo tanto, el resultado dado en el Teorema 23 es lo mejor posible.

Ahora a partir de T construyamos una familia infinita de torneos 4-coloreados,
donde todos sus vértices tendran vecindades a lo més tricolores y sin nicleo por

t.d.m.

Primero observemos que YveV(T), de la figura 2.16, 1€ ((v) 6 2€ ((v).
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Sea Ty el torneo de la figura 2.16, para cada n€ N y dado T,,_; torneo 4-
coloreado sin nicleo por t.d.m. tal que para cada vértice u se tiene que | ¢(u)|<3
v {1,2}N¢(u)# @, consideramos dos nuevos vértices z,, w, y definimos el torneo

T,, como sigue:

V(T,)=V(Tp—1)U{2n,wn}.
F(T,)=F(Tp_1)U{(zn,u),(wn,u)/ veV(Th_1)}U{(2n,wn)}.

Los colores de las flechas de T,,_1 quedaran igual en T,,, a las flechas de la
forma (zn,u) y (wn,u) le asignamos color 1 si 1€ ((u) 6 color 2 en caso contrario,
a la flecha (z,,w,) le asignamos cualquiera de los cuatro colores. As{ tenemos

que T, es un torneo 4-coloreado tal que para cualquier u€V(T),,) se tiene que

| ¢(w)|<3y {1,2}N0¢(u)# 0.

Por construccién de T,, tenemos que:

- no existe una t.d.m. de vs a v;.
- no existe una t.d.m. de vz a vs.
- no existe una t.d.m. de v4 a vs.
- no existe una t.d.m. de vs a v4.
- no existe una t.d.m. de vg a vs.

- no existe una t.d.m. de v a vg.

La razon del porque no existen estas trayectorias dirigidas monocromaticas

es porque Ty esta contenida en T,, y por construccion de T,,.
- no existe una {vl,vg,...,vg}zl—t.d.m.

- no existe una {1)1,’02,...,1)6,21}Zg—t.d.m.

- no existe una {v1,v2,...,v6,21,22 } z3-t.d.m.
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- no existe una {vl,vg,...,vg,zl,22,...,zn,1}zn—t.d.m.
- no existe una {vl,vg,...,vg}wl—t.d.m.
- no existe una {v1,va,...,v6,w1 fwo-t.d.m.

- no existe una {v1,v2,...,v6,w1, w2 fwz-t.d.m.

- no existe una {v1,v2,...,V6,W1,Wa,...,Wn_1 } Wp-t.d.m.

Tenemos que por construccién de T, no existen las trayectorias dirigidas

monocromaticas anteriores.

Por lo tanto, T,, no tiene nicleo por t.d.m.

Veamos que el Teorema 21 es totalmente independiente del Teorema 18.

Notemos que existen torneos 3-coloreados que satisfacen las hipétesis del
Teorema 21, pero no las hipétesis del Teorema 18, por ejemplo, sea T un torneo
transitivo de orden tres 3-coloreado, el cual claramente satisface las hip6tesis del
Teorema 21 pero no las del Teorema 18. A partir de T podemos construir una
familia infinita de torneos 3-coloreados que satisfacen las hipétesis del Teorema,

21 pero no las del Teorema 18.

Supongamos que V(T)={u,v,w} y que (u,v) es una flecha de color 1, (w,v)
es una flecha de color 2 y que (w,u) es una flecha de color 3, como se muestra
en la figura 2.33. Sea To=T, para cada n€ N y dado T,_1 torneo 3-coloreado
sin C3, donde todo vértice tiene vecindad a lo mads bicolor, sea T, el torneo
3-coloreado que se obtiene al agregar un nuevo vértice z,, a T,,_1, donde T, se

define como sigue:
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V(T,)=V(Tp—1)U{z,}
Las flechas entre z,, y V(T,,—1) estan dadas de la siguiente manera:
- Si veV(T,—1)\{w}, entonces ponemos una flecha entre z,, y v en cualquier

direccion con color 1.

- Entre w y z,, ponemos la flecha (w,z,) con color 2.

L u L
3 i j 1
w2 y
Figura 2.33:

Por construccién de T,, tenemos que ¢(u)={1,3}, ¢(v)={1,2}, {(w)={2,3}
y €(z;)={1,2} para je{l,...,n}. Como la tnica flecha de T,, que tiene color 3
es (w,u), entonces si T,, tuviera Cs, este Cg deberfa de tener a la flecha (w,u),

pero a w no le entran flechas, por lo tanto T, no tiene Cs.

Por ultimo, tenemos que T, contiene a T el cual es T3, por lo que T,, satis-

face las hipotesis del Teorema 21, pero no las del Teorema 18.

Ahora veamos que el Teorema 18 es totalmente independiente del Teorema

21.
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3 2
Figura 2.34:

Existen torneos 3-coloreados que satisfacen las hipdtesis del Teorema 18 pe-
ro no las hipétesis del Teorema 21, por ejemplo, sea T un torneo transitivo de

orden cuatro el cual estd dado de la siguiente forma:
V(T):{’Ul,'UQ,U?,,U4}

- Las flechas (v2,v1) de color 1, (v3,v1) de color 2, (vs,v2) de color 2, (v4,v1)
de color 3, (v4,v2) de color 3 y (v4,v3) de color 3, como se muestra en la figura

2.34.

Podemos observar que las vecindades de v1 y v2 son tricolores, T no contiene
ciclos dirigidos por lo que T no tiene Cs, por otro lado, tenemos que todos los
torneos transitivos de orden tres que contiene T son los mostrados en la figura

2.35. Claramente ninguno de esos torneos transitivos es Ts.
Vv v 1% V. v V.
h ; : / 2 2
V4 vy Wy vy Vs V3

Figura 2.35:
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Por lo tanto, T satisface las hipdtesis del Teorema 18, pero no las del Teo-

rema 21.
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Capitulo 3

Casi-torneos m-coloreados

En el capitulo anterior vimos algunas condiciones que se le deben de pe-
dir a los torneos m-coloreados para que tengan nicleo por trayectorias diri-
gidas monocromdticas, podriamos hacernos las siguientes preguntas: Si a un
torneo T m-coloreado le quitamos una flecha, ;La nueva digrafica m-coloreada
tendra nicleo por trayectorias dirigidas monocromaticas bajo las condiciones
vistas en el capitulo anterior?, jserd cierta la pregunta hecha por Sands, Sauer
y Woodrow aplicada a la nueva digrafica m-coloreada?, ;todas las digraficas de
este tipo tienen ntcleo por trayectorias dirigidas monocromaticas?, entre otras
mas que se nos puedan ocurrir. Definamos a la nueva digrafica m-coloreada

como Casi — torneo m-coloreado.

Como respuesta a las preguntas planteadas anteriormente, podemos decir

que no todas tienen una respuesta afirmativa.

Hortensia Galena Sdnchez y José de Jests Garcia-Ruvalcaba en [5] se dieron
cuenta que si a un casi-torneo D m-coloreado se le pide la condicién de que no
contenga T3 ni Cs, entonces D tiene niicleo por t.d.m., el cual es el resultado
equivalente al obtenido por Shen Minggang para torneos m-coloreados. Con res-

pecto a la pregunta que si a un torneo T 3-coloreado se le pide que no tenga Cs,
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U T tiene nucleo por t.d.m.?, se puede afirmar que para casi-torneos 3-coloreados
esto no es cierto y se ha encontrado un contraejemplo a esta pregunta; por otro
lado, recordemos que en el capitulo anterior Hortensia Galeana y Rocio Rojas
demostrarén que si a un torneo T 3-coloreado se le pide que no tenga C3 y cada
vértice de T tiene vecindad a lo mds bicolor, entonces C(T) es nicleo perfecta,
también probaron que si T es un torneo m-coloreado con m>4, tal que todo
vértice de T tiene vecindad a lo més bicolor, entonces T tiene niicleo por t.d.m..
Hortensia Galeana y Rocio Rojas, al final de la tesis doctoral de esta dltima [6],

se hacen la siguiente pregunta y la dejan abierta:

Pregunta. Sea D un casi-torneo m-coloreado, si D no tiene C3 y todo vértice
de D tiene vecindad a lo més bicolor, entonces ;D tiene nticleo por trayectorias

dirigidas monocromaéticas?.

Hemos encontrado que para m=3 la respuesta a la pregunta anterior no ne-
cesariamente es cierta y para demostrarlo se da un casi-torneo 3-coloreado que
cumple con las condiciones de la pregunta y no tiene nicleo por t.d.m., para
m>4 demostramos que la respuesta a la pregunta es afirmativa, y ain més, se

prueba que C(D) es una digrafica nicleo perfecta.

Todos los resultados referentes a casi-torneos que han sido mencionados an-

teriormente, seran demostrados en este capitulo.
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Ahora, podemos preguntarnos lo siguiente: si a un torneo T m-coloreado le
quitamos una flecha, entonces ; La nueva digrafica m-coloreada tiene nicleo por
t.d.m. bajo las mismas condiciones vistas para torneos en el capitulo anterior?

Antes de poder contestarnos esta pregunta, primero consideremos la siguien-

te definicion.

Definiciéon 50 . Un casi-torneo m-coloreado es una digrafica que resulta de la

supresién de una flecha (z,y) de algin torneo m-coloreado.

En el capitulo anterior vimos que Sands, Sauer y Woodrow propusieron el
siguiente problema: Si T es un torneo 3-coloreado que no contiene Cgs, entonces
LT debe de tener ntcleo por t.d.m.?. Para casi-torneos podemos afirmar que

esto no necesariamente es cierto.

Consideremos el casi-torneo 3-coloreado mostrado en la figura 3.1.

D: v v
3 2
Figura 3.1:

Podemos observar que la digrifica D de la figura 3.1 cumple lo siguiente:

- D es una digrafica 3-coloreada.

- D no tiene Cs.

- El tnico conjunto independiente que consta de més de un vértice es {vy,

va}, pero no es independiente por t.d.m. ya que (va, vs, v4) es una vavy-t.d.m.
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de color 2.

- No existe una vovi-t.d.m., ya que a vy sélo le salen flechas de color 2 y a vy
no le entran flechas de este color. Por lo tanto, vi no es un conjunto absorbente

por t.d.m. en D.

- No existe una v4vo-t.d.m., ya que a v4 sélo le salen flechas de color 3 y a vy
no le entran flechas de este color. Por lo tanto, ve no es un conjunto absorbente

por t.d.m. en D.

- No existe una vivs-t.d.m., ya que a v; sélo le salen flechas de color 1y a vg
no le entran flechas de este color. Por lo tanto, v no es un conjunto absorbente

por t.d.m. en D.

- No existe una vivy-t.d.m., ya que a v; sélo le salen flechas de color 1y a vy
no le entran flechas de este color. Por lo tanto, v4 no es un conjunto absorbente

por t.d.m. en D.

Por lo anterior, tenemos que D no tiene ntcleo por t.d.m.

Hortensia Galeana Sanchez y José de Jests Garcia-Ruvalcaba en [5] se dieron
cuenta que si a un casi-torneo D m-coloreado se le pide la condicién de que no
contenga T3 ni Cs, entonces D tiene nicleo por t.d.m., y méds atin, C(D) es
una digrafica ntucleo perfecta, el cual es un resultado analogo al obtenido por
Shen Minggang para torneos m-coloreados. Para demostrar el resultado antes

mencionado, es necesario dar algunos resultados previos.

Teorema 24 . Sea D un casi-torneo m-coloreado. Si para cada subdigrafica
completa H de D se cumple que C(H) tiene ntcleo, entonces se tiene por lo

menos una de las dos siguientes afirmaciones:

1. C(D) tiene nucleo.
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2. Existe un ciclo dirigido yC Asim(C(D)) tal que {z,y} CV(y), donde 2y y son
los dos tnicos vértices no adyacentes en D, y para cada par de vértices no

consecutivos uy vde «y con {u,v}#{z,y} tenemos que {(u,v),(v,u) } CF(C(D)).

Demostracién. Sea D un casi-torneo m-coloreado que cumple con las hipéte-

sis del Teorema 24.

Sean z y y los tnicos dos vértices no adyacentes de D.

Supongamos que C(D) no tiene ntcleo, por lo que demostraremos (2).

Observacion 1. Notemos que toda subdigrafica de D que no contenga al mis-

mo tiempo a los vértices =y y, es una subdigrafica completa de D.

Ahora consideremos las siguientes afirmaciones:

1) Existe woeV(D)\{z} tal que {wp} es niicleo de C(D\{x}).

Por la observacién 1 se tiene que D\{z} es una subdigrafica completa de D, la

cual por hipétesis cumple que C(D\{z}) tiene un nicleo {wg}, con woeV(D)\{z},

como se muestra en la figura 3.2.

2) (zwo)¢F(C(D)).

Como {wp} es nicleo de C(D\{z}), entonces V zeV(C(D\{z}))\{wo} exis-
te (z,wo)€F(C(D\{x}))CF(C(D)) y si (z,wp)€F(C(D)), entonces tendriamos que
{wo} es nicleo de C(D), lo cual no puede suceder ya que estamos suponiendo

que C(D) no tiene ntcleo.

3) {x,wo} es un conjunto absorbente en C(D).
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Figura 3.2:

Como {wp} es nicleo de C(D\{z}), entonces V zeV(C(D\{z}))\{wo} existe
(z,wp)€F(C(D\{z}))CF(C(D)). Por lo tanto, {z,wo} es un conjunto absorbente
en C(D).

4) {z,wp} no es un conjunto independiente en C(D).

Por (3) y por la suposicién de que C(D) no tiene nticleo llegamos a que {z,wq}

no es un conjunto independiente en C(D).

5) (wo,z)€F(C(D)).

Por (2) y (4) tenemos que (wp,z)€F(C(D)).
6) Existe w1 €V(D)\{z,wo} tal que {w;} es niicleo de C(D\{z,wo}).

Por la observacién 1 tenemos que D\{z,wp} es una subdigréfica completa
de D y por hipétesis C(D\{z,wp}) tiene un nicleo {w; }, como se muestra en la

figura 3.3.

Notemos que podemos ordenar los vértices de D\{z} de la siguiente manera:
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Figura 3.3:

{wo} es nicleo de C(D\{z})
{w1} es nicleo de C(D\{z,wp})
{w2} es nicleo de C(D\{z,wp,w1})

{wg} es micleo de C(D\{z,wo,w1,...,wr—1})

Figura 3.4:
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Lo anterior es posible por la observacién 1 y por la hipdtesis de que toda

subdigrafica completa de D cumple con que su cerradura tiene nicleo.

A este orden de los vértices de D\{z} le llamaremos el w-orden.

7) Si s$t, entonces (wg,ws)€EF(C(D)).

Como wié{z,wo,w1,...,ws—1} y {ws} es nicleo de C(D\{z,wo,w1,...;ws—1}),

entonces (w,ws)€F(C(D\{z,wo,w1,...,ws—1}))CF(C(D)), ver figura 3.5.

Figura 3.5:

8) {z} no es un conjunto absorbente en C(D).

Como C(D) no tiene niucleo y {z} es un conjunto independiente en C(D),

entonces {z} no puede ser un conjunto absorbente en C(D).

9) Existe zeV(D)\{z,wo} tal que (z,z)¢F(C(D)).

Por (8) {z} no es un conjunto absorbente en C(D) y por (5) (wp,z)€F(C(D)),
por lo que existe zeV(D)\{z,wo} tal que (z,z)¢F(C(D)).
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Sea k = min{s/(ws,r)¢F(C(D))}.

k existe por (9).

10) {z,wi} es un conjunto absorbente en C(D).

Por eleccién de k tenemos que V 0<iSk (w;,z)€F(C(D)) y por (7) se tiene
que Vj con kSj (wj,wg)€F(C(D)).

Por lo tanto, {z,wy} es un conjunto absorbente en C(D).

11) {z,wi} no es un conjunto independiente en C(D).

Por (10) y como C(D) no tiene niicleo se concluye que {z,wx} no puede ser

un conjunto independiente en C(D).

12) (zwy,)€F(C(D)).

Por eleccién de k tenemos que (wg,z)¢F(C(D)) y por (11) se concluye que
(z,wy)€F(C(D)), ver figura 3.6.

Sea up=wy, observemos que por eleccién de wy y por (12) la flecha (z,uq)

estd en Asim(C(D)).

Figura 3.6:
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13) {uo} no es un conjunto absorbente en C(D).

Puesto que {ug} es un conjunto independiente en C(D) y C(D) no tiene

ntcleo, entonces {up} no puede ser un conjunto absorbente en C(D).

14) Existe jeN con 0<jSk tal que (w;,u0)¢F(C(D)).

Por (7) tenemos que V ¢ con kSi (w;,wi)€F(C(D)) v por (12) tenemos que
(x,wi)€F(C(D)), por lo tanto se concluye por (13) que existe jEN con 0<jSk
tal que (wj,u0)¢F(C(D)).

Sea j = min{s/(ws,uo)¢F(C(D))}.

Hagamos u;=w; y notemos que la flecha (ug,u1) esta en Asim(C(D)).

15) Si 0<iSj, entonces (w;,up)€F(C(D)).

Por eleccién de j tenemos que V 0<iSj (w;,u0)€F(C(D)), ver figura 3.7.

Figura 3.7:

Observemos lo siguiente:
- {u1} no es un conjunto absorbente ya que C(D) no tiene nicleo.

- Existe €N con 0<iSj tal que (w;,u1)¢F(C(D)). Esto se demuestra de ma-
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nera analoga a lo hecho en (14).

Sea r=min{s/ (ws,u1)¢F(C(D))}.

Hagamos uz=w, y notemos que la flecha (u1,us) estd en Asim(C(D)).
Continuando de un modo similar podemos definir us, ug,..., etcétera. Si g,
U1, U2, U3,..., Um—1 han sido definidos y (z,um—1)€F(C(D)), definimos u,, como

sigue:

Sean ¢ = min{s/(ws,um—1)¢F(C(D))} y um=w;.

Figura 3.8:

Si (z,um)€F(C(D)), entonces continuando con el procedimiento definido ob-

tenemos Uy,41.

Paramos en el primer vértice u,, tal que (z,u,,)¢F(C(D)), esto es posible por-

que (z,wo)¢F(C(D)).

Observacion 2. u, estd antes que u,_1 en el w-orden para toda re{1,2,...,m},

por que por (7) tenemos que si u,_1=w;, entonces V s con I<s (ws,w;)€F(C(D)).

Por la observacién 2 también tenemos que para todo 1<iSj<n u; estd antes
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que u; en el w-orden.

Sea v=(Z,u0,U1,...,Un,T).

16) 7 es un ciclo dirigido asimétrico contenido en C(D).

A) (z,u0) es una flecha asimétrica en C(D).

Por (9) y (12) tenemos que (z,ug) es una flecha asimétrica en C(D).

B) (ui—1,u;) es una flecha asimétrica de v en C(D) para toda i€{1,2,3,...,n}.

Por la observacion 2 tenemos que u; estd antes que u;_1 en el w-orden pa-
ra cada 1<i<n, entonces(u;_1,u;)€F(C(D)) y por eleccién de u; esta flecha es
asimétrica.

C) (un,z) es una flecha asimétrica en C(D).

(un,z) es una flecha asimétrica de C(D) por la eleccién de w,.

Por lo tanto « es un ciclo dirigido asimétrico de C(D).

17) Entre cualquier par de vértices no consecutivos de v existen flechas

simétricas en C(D).

Veamos que (z,u;) es una flecha simétrica en C(D) V 0<i<n-1.

Como los vértices uy, ug,..., U, estan antes que ug en el w-orden, entonces
estos son absorbidos por {z} en C(D), es decir, (u;,z)€F(C(D)) V i€{1,2,...,n}
y ademds como u,, es el primer vértice tal que (z,u,)¢F(C(D)), entonces (z,u;)

pertenece a las flechas de C(D) V 0<i<n-1, ver figura 3.9.
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Figura 3.9:

Por lo tanto (z,u;) es una flecha simétrica en C(D) V 0<i<n-1.

Ahora veamos que (u;,u;) es una flecha simétrica en C(D).

Sean u; y u; dos vértices no consecutivos de vy, supongamos que .

i A
Y
%
ey
Z %,
U £
Figura 3.10:

Como u; estd antes que u; en el w-orden, entonces (u;,u;)€F(C(D)); luego
u; ¥y u; no son consecutivos por lo que i+1§j, por lo tanto tenemos que u;
estd antes que u;y1 en el w-orden y por la elecciéon de w;41 concluimos que

(uj,u;)€F(C(D)), ver figura 3.10.
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Por lo tanto, (u;,u;) es una flecha simétrica en C(D).

18) yeV().

Supongamos que y¢V (7).

Por la observacién 1 tenemos que D[V(y)] es una subdigrafica completa de

D y por hipétesis C(D[V(y)]) tiene nicleo.

Sea z€V(y) tal que {z} es nicleo de C(D[V(%)]). Supongamos sin pérdida

de generalidad que z=z.

Por el Teorema 16 tenemos que {z} es nicleo por t.d.m. de D[V (y)].

Como cualquier trayectoria dirigida monocromética de D[V(v)] es también
una t.d.m. en D, entonces V v€V(y)\{z} tenemos que (v,z)€F(C(D)) y en par-
ticular tenemos que (ug,x)€F(C(D)), lo cual no puede suceder ya que 7 es un

ciclo dirigido asimétrico en C(D).

Por lo tanto yeV(vy).

Con todo lo anterior hemos demostrado que existe un ciclo dirigido asimétri-
co v en C(D) tal que {z,y}CV () y entre cualquier par de vértices no consecu-

tivos de v existen flechas simétricas. B

Teorema 25 . Sea D un casi-torneo m-coloreado.
Si D no contiene T3 ni Cs, entonces C(D) no contiene ningin ciclo dirigido

asimétrico vy tal que:
1. {,y}CV(y), con z y y los unicos vértices no adyacentes de D, y

2. Entre cualquier par de vértices no consecutivos de -y existen flechas simétri-

cas
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Demostracion. Sea D un casi-torneo m-coloreado sin T3 ni Cs.

Sean x y y los tnicos vértices no adyacentes de D.

Supongamos que existe un ciclo dirigido asimétrico v en C(D) tal que {z,y}C
V(vy) y entre cualquier par de vértices no consecutivos de 7 existen flechas

simétricas.

Para z€V(y) denotemos por z_ y z4 a su predecesor y sucesor en -y respec-

tivamente.

Observacién a. z— es el nico vértice de v tal que (z,2_)¢F(C(D)) y 2+ es
el tnico vértice de v tal que (z4,2)¢F(C(D)), esto se debe a que 7 es un ciclo
dirigido asimétrico y entre cualquier par de vértices no consecutivos de v existen
flechas simétricas.

Ahora consideremos las siguientes afirmaciones.

1) (z4,2-)€F(C(D)).

Como zy4 y z_ son vértices no consecutivos de =y, entonces (z4,z_) es una

flecha simétrica de v en C(D), por lo que en particular (z4,z_)€F(C(D)).

Para zeV() denotemos por P(z) a la trayectoria dirigida monocromatica

de longitud minima de z; a z_ en D.

P(z) existe por (1).

2) Si zeV(y) es adyacente en D a cada vértice de P(z), entonces (z—,z)€F (D)

v (2,24 )€F(D) son del mismo color.
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Como z es adyacente en D a cada vértice de P(z), entonces en particular te-
nemos que hay una flecha entre z, z_ y z, z4 en D. Por otro lado, F(D)CF(C(D))
y por la observacién a concluimos que (z_,z)€F(D) y (z,24)€F (D).

Sin pérdida de generalidad supongamos que (z,z1)€F(D) es azul.

Ahora, consideremos la siguiente notacién, mostrada en la figura 3.11.

M —  LaP(z) trayectoria dirigida

2 Z
W —  La P(z) trayectoria dirigida,
24 ¥ Z. con v,e V(P(z))
W —  La P(z) trayectoria dirigida.
z v, ;
+ i Y Z. con {v;, v}cV(P(2))
v= verde
a = amarillo

Figura 3.11:

2. P(z) no es azul.

azu]

azul

P(z)

Figura 3.12:
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Si P(z) es azul, entonces (z,24)U(z4,P(2),2—) es una t.d.m. de color azul
en D, como se muestra en la figura 3.12, por lo que (z,2_)€F(C(D)) lo cual no

puede suceder por la observacion a.

Supongamos sin pérdida de generalidad que P(z) es verde con P(2)=(z4+=wy,

V1,V2,...,U4=2_), como se muestra en la figura 3.13.

azul

verde
P(z)

Figura 3.13:

2.b. Para 1<i<t (z4,v;)€F(C(D)) y (vi,2—)€F(C(D)) son de color verde.

Como P(z) es una t.d.m. de color verde en D, entonces Py=(z4=vg,v1,02,...,
v;) Y Po=(v;,041,Vit2,...,us=2_) son trayectorias dirigidas monocromaticas de
color verde en D V 1<i<t, por lo que (z4,v;)€F(C(D)) y (vi,2—)€F(C(D)) son

de color verde.

2.c. Para 1<i<t la flecha entre z y v; en D no es verde.

—_

Figura 3.14:
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Si (z,v;)€F(D) y es de color verde, entonces (z,v;)U(v;,P(2),2—) es una t.d.m.
de color verde en D, como se muestra en la figura 3.14, por lo que (z,2_)€F(C(D))

lo cual no puede suceder por que 7 es asimétrico.

Si (v;,2)€F(D) y es de color verde, entonces (z4,P(z),v;)U(v;,2) es una
t.d.m. de color verde en D, como se muestra en la figura 3.15, y por lo tan-

to (z4,2)€F(C(D)), lo cual es imposible por la observacién a.

zZ
1
e verde
Z, b Vi Serde Z.
Figura 3.15:

2.d. Para 1<i<t si suponemos que la flecha entre z y v;_1 en D es azul,

entonces la flecha entre z y v; en D también es azul.

Como (v;—1,v;)€F(D) es verde y la flecha entre z y v;_1 en D es azul, enton-
ces la flecha entre z y v; en D debe de ser azul o verde, por que por hip6tesis D
no contiene T ni Cg, pero por (2.c) no es verde y por lo tanto es azul.

2.e. (2—,2)€F(D) es azul.

Como (z,24+=v,)€F (D) es azul, entonces por (2.d) tenemos que (z_,z)€F (D)

es azul.

Con lo anterior se concluye la prueba de (2).

3) Si seV(y)\{x,y}, entonces (s_,s)eF(D) y (s,5+)€F(D) son del mismo

color.
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Como s¢{x,y}, entonces tenemos que s es adyacente en D a cada vértice de

P(s) y la conclusién se deduce de (2).

4) Las trayectorias dirigidas (x,7,y) y (y,7,2) son monocromdticas en D.

Se deduce de (3).

5) = y y no son consecutivos en v.

Supongamos que x y y son consecutivos en 7.

Como las trayectorias dirigidas (x,v,y) y (y,7,2) son monocroméaticas en D,

entonces (z,y) es una flecha simétrica de v en C(D), lo cual no puede suceder

porque 7y es asimétrico.

6) Las trayectorias dirigidas monocromaticas (x,v,y) y (y,v,z) no son del

mismo color.

Si las trayectorias dirigidas monocromdticas (z,v,y) y (y,y,z) fueran del
mismo color, entonces vy seria monocromatico en D y por consiguiente v seria

simétrico en C(D), lo cual no puede suceder.

Figura 3.16:
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Sin pérdida de generalidad supongamos que (x,y,y) es rojo en D y (y,v,z)

es azul en D, como se muestra en la figura 3.16.

7) P(z) no es rojay no es azul.

Como (z,z4)€F(z,7v,y) que es roja, se tiene que (z,z4 )€F (D) es roja,entonces
si P(z) fuera roja tendriamos que (z,z4)UP(x) es una t.d.m. de color rojo, como
se muestra en la figura 3.17, y por lo tanto (z,x_)€F(C(D)) lo cual no puede

suceder.

Figura 3.17:

Como (z_,x)€F(y,y,x) que es azul, se tiene que (z_,z)EF(D) es azul, en-
tonces si P(z) fuera azul tendriamos que P(z)U(z_,x) es una t.d.m. de color
azul en D, como se muestra en la figura 3.18 y por lo tanto (z4,x)€F(C(D)) lo

cual es imposible.

P(x)

X

Figura 3.18:
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8) yeV(P(x)).

De lo contrario x serfa adyacente a todos los vértices de P(z) y por (2)
tendriamos que (z_,x)€F(D) y (z,24+)€F (D) son del mismo color, contradicien-
do que (x_,z)€F(y,y,z) es azul y (z,x4)EF(x,y,y) es roja.

Denotemos P(z)=(x1=0a0,a1,a2,...,Gr,0r+1=Y,...,T_).

9) P(y) no es roja y no es azul.

Si P(y) fuera azul, entonces (y,y+)UP(y) es una t.d.m. de color azul en D,

como se muestra en la figura 3.19, y por lo tanto (y,y—)€F(C(D)), lo cual no

puede suceder por la observacion a.

azul

Figura 3.19:

Si P(y) fuera roja, entonces tendriamos que P(y)U(y—,y) es una t.d.m. de
color rojo en D, como se muestra en la figura 3.20, por lo que (y4+,y)€F(C(D))

lo cual es imposible por que 7y es asimétrico.

10) zeV(P(y)).

De lo contrario y seria adyacente a todos los vértices de P(y) y por (2)

tendriamos que (y—,y)€F(D) y (y,y+)€F(D) son del mismo color, contradicien-

do que (y—,y)€F (z,7,y) es rojay (y,y+)€F(y,7,7) es azul.
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0jo

P()
Y+ 2 L2

Figura 3.20:

Denotemos P(y)=(y+=bo,b1,b2,...,bs,bs+1=2,....y_).

Consideremos los siguientes dos casos.

Caso A. P(z) y P(y) son del mismo color.

Supongamos sin pérdida de generalidad que P(z) y P(y) son de color verde.

A.1. La flecha entre y; y x4 en D es azul.

Notemos que para 0<i<r la flecha entre y; y a; en D no es verde, ya que

de lo contrario:

Figura 3.21:
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Si (y4,a;)EF(D) es verde, entonces (yi,a;,0it1,8i425,0r,Grr1=Y) €S UNA
t.d.m. de color verde en D, como se muestra en la figura 3.21, por lo que

(y+,y)€F(C(D)), lo cual no puede ocurrir por la observacion a.

Si (a;,y+)€F(D) es verde, entonces (x4 =a,a1,a2,-.-,a;,Y+=bo,b1,b2,...,bs,bs+1
=z) es una t.d.m. de color verde en D, como se muestra en la figura 3.22, y por

consiguiente (z4+,z)€F(C(D)), lo cual no puede suceder por que y es asimétrico.

Figura 3.22:

También se afirma que para 0<i<r si la flecha entre y; y a;+1 en D es
azul, entonces la flecha entre y; y a; también es azul, esto se debe a que
(a;,a;+1)€F(D) es verde, la flecha entre y4 y a; no es verde y D no contie-

ne T3 ni Cs.

Como la flecha entre y+ y a,11=y en D es azul, entonces por lo anterior

llegamos a que la flecha entre yy y ap=x4 es azul.

A.2. La flecha entre x4 y y4+ en D es roja.

Notemos que para 0<i<s la flecha entre z1 y b; en D no es verde, ya que

de lo contrario:

Si (z4,b;)€F(D) es verde, entonces (x4,b;,bit1,bi12,...,bs,bs1:1=) es una
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t.d.m. de color verde en D, como se muestra en la figura 3.23, por lo que

(x4,2)eF(C(D)), lo cual no puede ocurrir por la observacién a.

Figura 3.23:

Si (bs,x4 )€F (D) es verde, entonces (y+=bg,b1,b2,...,b;,.x 1 =0a0,a1,a2,...,0r,0r 41
=y) es una t.d.m. de color verde en D, como se muestra en la figura 3.24, y por

consiguiente (y4,y)€F(C(D)), lo cual no puede suceder por que 7 es asimétrico.

Figura 3.24:

Para 0<i<s si la flecha entre 1 y b;+1 en D es rojo, entonces la flecha entre
x4 y b; también es roja, esto es por que como (b;,b;+1)€F(D) es verde, la flecha

entre x4 y b; no es verde y D no contiene T3 ni Cs.

Como la flecha entre x4 y bsy1=x en D es roja, entonces por lo anterior

llegamos a que la flecha entre x4 y bop=y, es roja.
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Por lo tanto, de (A.1) y (A.2) obtenemos una contradiccién.

Caso B. P(x) y P(y) son de distinto color.

Supongamos sin pérdida de generalidad que P(z) es verde y P(y) es amarillo.

B.1. La flecha entre x y a, en D es roja.

Notemos que para 1<i<r la flecha entre z y a; en D no es verde, ya que de

lo contrario:

Figura 3.25:

Si (z,a;)€F(D) es verde, entonces (z,a;,ai+1,0i+2,...,x—) €s una t.d.m. de
color verde en D, como se muestra en la figura 3.25, por lo que (z,2_)eF(C(D)),

lo cual no puede suceder por la observacion a.

Figura 3.26:

Si (as,x)€F(D) es verde, entonces (z4=ag,a1,a2,...,4;,z) es una t.d.m. de
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color verde en D, como se muestra en la figura 3.26, y por consiguiente (z,2)eF(C(D)),

lo cual no es posible por que 7 es asimétrico.
También observemos que para 1<i<r si la flecha entre x y a;—1 en D es
roja, entonces la flecha entre = y a; también es roja en D, esto es porque

(a;—1,a;)€F(D) es verde, la flecha entre x y a; no es verde y D no tiene T3 ni Cs.

Como la flecha entre z y x1=ap en D es roja, entonces por lo anterior lle-

gamos a que la flecha entre z y a, en D es roja.
.2. La flecha entre a, y bs en D es roja 6 amarilla.
Tenemos que (bs,z)€F(P(y)) es amarilla, por (B.1) la flecha entre z y a, en
D es roja y como D no contine T3 ni Cs, entonces se concluye que la flecha entre
ar y bs en D es roja 6 amarilla.

B.3. La flecha entre y y bs en D es azul.

Observemos que para 1<i<s la flecha entre y y b; en D no es amarilla, ya

que de lo contrario:

Figura 3.27:

Si (y,b;)€F(D) es amarillo, entonces (y,b;,bi+1,bi+2,--,y—) es una t.d.m. de
color amarillo en D, como se muestra en la figura 3.27, por lo que (y,y—)€F(C(D)),

lo cual no es posible por la observaciéon a.
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Si (b;,y)€F (D) es amarillo, entonces (y4+=bg,b1,ba,...,b;,y) es una t.d.m. de
color amarillo en D, como se muestra en la figura 3.28, y por lo tanto (y+,y)€F(C(D)),

lo cual no puede suceder por que y es asimétrico.

Figura 3.28:

Por otro lado, para 1<i<s si la flecha entre y y b;_1 en D es azul, entonces
la flecha entre y y b; también es azul en D, esto es por que como (b;_1,b;)€F(D)

es amarilla, la flecha entre y y b; no es amarilla en D y D no contiene T3 ni Cs.

Como la flecha entre y y bp=y+ en D es azul, entonces por lo anterior llega-

mos a que la flecha entre y y bs en D es azul.

B.4. La flecha entre a, y bs en D es verde ¢ azul.

Como (ar,ar+1=y)€F(P(z)) es verde, la flecha entre y y bs en D es azul y
D no tiene T3 ni C3, entonces se concluye que la flecha entre a, y bs en D es
verde 6 azul.

Observemos que de (B.2) y (B.4) obtenemos una contradiccion.

Por lo tanto, no existe un ciclo dirigido asimétrico v en C(D) tal que {z,y}C

V(vy) y entre cualquier par de vértices no consecutivos de 7 existen flechas
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simétricas.

Teorema 26 . Sea D un casi-torneo m-coloreado.

Si D no contiene C3 ni Tj, entonces C(D) tiene ntcleo.

Demostracién. Sea D un casi-torneo m-coloreado sin C3 ni T.

Como D no contiene C3 ni T3, entonces en particular toda subdigrafica com-
pleta H de D no tiene C3 ni T3, por lo que por el Teorema 18, H tiene ntcleo

por t.d.m. y por consiguiente C(H) tiene nicleo.

Por lo tanto, para toda subdigrafica completa H de D, C(H) tiene niicleo y
asi por el Teorema 24 se cumple (1) o (2), pero por el Teorema 25 se concluye

que C(D) tiene niicleo. B

Observemos que si en el Teorema 26 sélo requerimos que D no contenga Cg

y si T3, entonces el resultado no necesariamente se cumple.

Podemos observar que en el casi-torneo 5-coloreado de la figura 3.29 dado en
[5], los tinicos ciclos dirigidos de longitud tres que contiene la digrafica son los si-
guientes: {vg,v1,04,06}, {v5,01,04,05}, {v5,01,03,05 }, {V6,02,04,06 }, {v5,v2,04,05},
{v2,v3,05,02}, {v6,03,05,06 }, {V6,03,04,06}, pero ninguno de ellos es C3. Ademds,
el Unico conjunto independiente por t.d.m. que consta de mas de un vértice en

la digréfica es {v1,v2} y la razdn es la siguiente:

Notemos que para los vértices v y v1 el tnico color que tienen en comun
para las flechas que inciden en ellos es r y w, pero a v s6lo le entran flechas de
color w, a vo le sale una flecha de color r y a vy le entran flechas de color w y

r, a v1 le sale una flecha de color r pero al vértice vz no le salen flechas de color r.

Ahora veamos que D no tiene ntcleo por t.d.m.
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Figura 3.29:

-No existe una vz{vy,v2}-t.d.m. ya que a vs le salen flechas de color y y by
a los vértices v1, vy no le entran flechas de estos colores. Por lo tanto, {vy,v2}

no es nucleo por t.d.m. de D.

-No existe una vsvi-t.d.m. ya que a vs le salen flechas de color y y by a vy

no le entran flechas de estos colores. Por lo tanto, v; no es nucleo por t.d.m. de D.

-No existe una v1vs-t.d.m. lo cual ya se vio anteriormente. Por lo tanto, vy

no es nucleo por t.d.m. de D.

-No existe una v4v3-t.d.m. ya que a v4 le salen flechas de color g y w y a v3

no le entran flechas de estos colores. Por lo tanto, v3 no es nicleo por t.d.m. de D.

-No existe una vsvys-t.d.m. ya que a vs le salen flechas de color y y r y a vy

no le entran flechas de estos colores. Por lo tanto, v4 no es nicleo por t.d.m. de D.

-No existe una vgvs-t.d.m. ya que a vg le salen flechas de color w y by a vs

no le entran flechas de estos colores. Por lo tanto, v5 no es nicleo por t.d.m. de D.
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-No existe una vyvg-t.d.m. ya que a vy le salen flechas de color g y r y a vg

no le entran flechas de estos colores. Por lo tanto, vg no es nucleo por t.d.m. de D.

Por lo tanto D no tiene nicleo por t.d.m., por lo que C(D) no tiene ntcleo.

D:

Figura 3.30:

Ahora, si en el Teorema 26 sélo requerimos que D no contenga T3 y si Cs,

entonces el resultado no necesariamente se cumple.
El casi-torneo 3-coloreado de la figura 3.30 cumple con no tener T3 y si Cg

y se puede verificar facilmente que esta digrafica no tiene nicleo por t.d.m. y

por consiguiente C(D) no tiene nicleo.

Teorema 27 . Sea D un casi-torneo m-coloreado.

Si D no contiene T3 ni Cs, entonces C(D) es nticleo perfecta.

Demostracién. Sea D un casi-torneo m-coloreado sin T3 ni Cs.

Sean x y y los tnicos vértices no adyacentes de D.

Consideremos los siguientes dos casos.

Caso A. {z,y} es un conjunto independiente en C(D).
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Sea SCV(D)=V(C(D)) un subconjunto no vacio de vértices.

Por demostrar que C(D)[S] tiene niicleo.

Como D[S] es completa 6 le falta la flecha (x,y), entonces por los Teoremas

18 (visto en el capitulo 2) y 26 tenemos que C(D[S]) tiene nicleo.

Sea B un ntcleo de C(D[S]).

Demostraremos que B es un ntcleo de C(D)[S].

Veamos que B es un conjunto absorbente en C(D)I[S].

Recordemos que como B es nicleo de C(D[S]), entonces B es nicleo por

t.d.m. de D[S].

Sea veV(C(D)[S])\B.

Por demostrar que existe la vB-flecha en C(D)]S].

Como V(C(D)[S])=V(D[S])=V(C(DI[S])) v B es ntcleo por t.d.m. de D[S],
entonces existe una vB-t.d.m. en DI[S], y por definicién de D[S] tenemos que
esta trayectoria dirigida monocromadtica también esta en D, por lo que en C(D)
existe la vB-flecha.

Por lo tanto, existe la vB-flecha en C(D)[S].

Ahora ha quedado demostrado que B es un conjunto absorbente en C(D)[S].

Afirmamos que B tiene exactamente uno 6 dos vértices, ya que no hay con-

juntos independientes en C(D[S]) con mds de tres vértices.
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Consideremos los siguientes dos subcasos:

Subcaso A.A. B tiene un vértice.

Como B consta de un solo vértice, entonces B es un conjunto independiente
y puesto que es un conjunto absorbente en C(D)[S], se concluye que B es un
ntcleo de C(D)IS].

Subcaso A.B. B tiene dos vértices.

Observemos que como = y y son los unicos vértices no adyacentes en D,
entonces para todo {u,v}CV(D) con {u,v}#{x,y} se tiene que u es adyacente a

ven D.

Dado que B es niicleo por t.d.m. de D[S] y {z,y} es un conjunto indepen-

diente en C(D), entonces por la observacién anterior se concluye que B={xz,y}.

Finalmente tenemos que B es un conjunto independiente en C(D)[S], ya que
por el lemma 14 (visto en el capitulo 1) tenemos que C(D)[S][B]=C(D)[B] y B
es un conjunto independiente en C(D).

Por lo tanto, B es nicleo de C(D)[S].

Caso B. {z,y} no es un conjunto independiente en C(D).

En este caso supongamos que C(D) no es ntcleo perfecta.

Si utilizamos la contrapositiva de lo expuesto en la Nota 1 (vista en el capitu-

lo 1), entonces tenemos que como C(D) no es nicleo perfecta, C(D) contiene un

ciclo dirigido asimétrico.
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Como z y y son los tnicos vértices no adyacentes en D, entonces C(D) es

una digrafica completa.

Sea v un ciclo dirigido asimétrico de longitud minima contenido en C(D),

con Y=(v0,01,02...,Un—1,0n="00).

Afirmamos que para todo par de vértices no consecutivos de 7y existen flechas
simétricas entre ellos en C(D), ya que de lo contrario si existieran v; y v; en 7y
dos vértices no consecutivos tal que no existen flechas simétricas entre ellos,

entonces tendriamos lo siguiente:

w1 Y
Via Vi
Ya
Vi V3
v; vy
Vil
Vi1

Vier VY
Figura 3.31:

Supongamos sin pérdida de generalidad que iSj.
Como C(D) es completa, entonces (v;,v;)€F(C(D)) ¢ (vj,v;)€F(C(D)).
Si (vi,v5)€F(C(D)), entonces y1=(v0,V1,V2,..-,0;,05,Vj+1,0j42,...,Un=00) €S UL

ciclo dirigido asimétrico en C(D) de longitud menor que la de ~y, como se muestra

en la figura 3.31, lo cual no puede suceder por la eleccién de ~.
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Si (vj,v;)€F(C(D)), entonces yo=(v;,Vi41,Vi+2,---,Uj—1,0,0;) es un ciclo diri-
gido asimétrico en C(D) de longitud menor que la de 7y, como se muestra en la

figura 3.32, lo cual no puede suceder por la eleccién de .

’Y vn-f vO
V2 v]
Vs
Vin Vs
Y Yy
Vi
Vi
Vier ¥
Figura 3.32:

Por lo tanto (v;,v;)€F(C(D)) es una flecha simétrica.

También afirmamos que {x,y}CV(y), ya que de lo contrario tendrfamos que
D[V(y)] en D es una digréfica completa sin C3 ni T3 y por el Teorema 18 (visto
en el capitulo 2) D[V(«)] tiene nicleo por t.d.m. y por consiguiente C(D[V(¥)])
tiene nucleo, y como se vio en el caso A tenemos que este nicleo también lo es

de C(D)[V(7)], por lo que v tendria una flecha simétrica lo cual es imposible.

Por lo tanto, se ha demostrado que C(D) contiene un ciclo dirigido asimétrico
~ tal que entre cualquier par de vértices no consecutivos del ciclo existen flechas

simétricas y {z,y}CV(7), lo cual contradice al Teorema 25.

Por lo tanto, D es nucleo perfecta. B

Recordemos que en el capitulo anterior, Hortensia Galeana y Rocio Rojas,

demostraron que si a un torneo T 3-coloreado que no contiene Cs se le pide que
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todo vértice tenga vecindad a lo més bicolor, entonces T tiene nicleo por t.d.m.
y también probaron que todo torneo T m-coloreado, con m>4, que cumple con
que todos sus vértices tienen vecindad a lo més bicolor, tiene ntcleo por t.d.m..
En base a lo que demostraron para torneos m-coloreados, ellas se hicieron la si-
guiente pregunta: Si D es un casi-torneo m-coloreado sin C3 donde todo vértice

tiene vecindad a lo mds bicolor, entonces ;D tiene nicleo por t.d.m.?.

Podemos decir que la respuesta a la pregunta es afirmativa para todo entero

positivo m, con m#3.

Para m>4, demostraremos que la respuesta a la pregunta es afirmativa y

ain mas, demostraremos que C(D) es nicleo perfecta.
Recordemos lo siguiente: denotamos por ((v) al conjunto de colores asigna-
dos a las flechas que inciden en el vértice v, y se dice que un vértice v tiene

vecindad a lo més bicolor si | ¢(v)[<2.

Antes consideremos el siguiente resultado.

Lema 28 . Si D es un casi-torneo m-coloreado con m>4 y p>4, tal que V

veV(D) | ¢(v)]|<2, entonces D no contiene T3 ni Cs.

Demostracién. Sea D un casi-torneo m-coloreado que cumple con las condi-

ciones del Lema 28.
Sean x y y los dos tnicos vértices no adyacentes en D.
Observacion a. Para cualquier par de vértices adyacentes u y v de D, se cum-

ple que ¢(v)N¢(u)# 0; esto es, porque existe una flecha entre estos dos vértices,

entonces el color de estd flecha pertenece tanto a ¢(v) como a {(u).
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Supongamos que existe {u,v,w}CV(D) tal que D[{u,v,w}] es T3 6 Cs.

Supongamos que la flecha entre u y v es de color 1, la flecha entre v y w es

de color 2 y la flecha entre w y u es de color 3.

Por la hipétesis se concluye que:

C(u)={1,3}
C(v)={1,2}
C(w):{2,3}

)=
)=

Sea zeV (D) tal que 4€ ((z), 4 existe porque m>4.
Caso 1. ze{z,y}.

Sin pérdida de generalidad supongamos que z=z.
Subcaso 1.a. ye{u,v,w}.

Sea heV(D) tal que la flecha entre h y z tiene color 4. Como 4€ ((h), en-
tonces h#w, h#u y h#v.

- Si v=y.
Como ¢(h)N¢(u)# O y ¢(h)N¢(w)# B, entonces tenemos que 3€ ((h). Por
lo tanto ((h)={3,4}, por lo que tendriamos que {(h)N¢(v)=0, lo cual no puede

suceder por la observacion a.

- Si u=y.
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Por la observacién tenemos que ¢(h)N¢(w)# O y ((h)N¢(v)# O, por lo que
se concluye que 2€ ((h). Por lo tanto, {(h)={2,4}, por lo que tenemos que

¢(h)N¢(u)=0, lo cual no puede suceder por la observacion a.

- Si w=y.

Como ¢(h)N¢(u)# 0y C(h)N¢(v)## B, entonces tenemos que ((h)={1,4}, por
lo que tendrfamos que ¢(h)N¢(w)=0, lo cual no puede suceder por la observa-
cién a.

Subcaso 1.b. y¢{u,v,w}.

Que y¢{u,v,w} implica que z=x es adyacente a los vértices u, v, w.

Por la observacién tenemos que ((z)N¢(u)# @ y ((z)N¢(v)# B, por lo que
¢(z)={1,4}. Por lo tanto ¢(z)N¢(w)=0, lo cual no puede suceder por la obser-

vacion a.

Caso 2. ¢ {z,y}.

Como z#z y 27y, entonces z es adyacente a u, vy w.

Por la observacion se tiene que ¢(w)N¢(2)# 0y ((u)N¢(z)# B, por lo que se
concluye que ((z)={3,4}. Por lo tanto, {(v)N¢(z)=0, lo cual no puede suceder

por la observacién a.

Por lo tanto D no contiene T3 ni C3. B

Teorema 29 . Si D es un casi-torneo m-coloreado, con m>4 y p>4, tal que V

veV(D) | {(v)|<2, entonces C(D) es nicleo perfecta.
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Demostracién. Sea D un casi-torneo m-coloreado que cumple con las hipéte-

sis del Teorema 29.

Como D cumple las hipétesis del Lema 28, entonces D no contiene T3 ni Cs.

Por lo tanto, por el Teorema 27 tenemos que C(D) es nicleo perfecta. B

Ahora, si D es un casi-torneo 3-coloreado sin C3 donde todo vértice tiene
vecindad a lo més bicolor, entonces no necesariamente D tiene nucleo por t.d.m.

y el ejemplo es el siguiente.

D: v v
3 2
V4 Vs
Figura 3.33:

Se puede observar facilmente que la digrafica D de la figura 3.33 cumple lo

siguiente:

- D es un casi-torneo 3-coloreado.

- D no tiene Cs.

- Todo vértice de D tiene vecindad a lo mas bicolor.

- Y al inicio de este capitulo ya se habia demostrado que D no tiene niucleo

por t.d.m..
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Conclusiones

Este trabajo estuvo enfocado principalmente al estudio de los resultados
mas recientes sobre las condiciones que se le deben de pedir a los torneos y
casi-torneos m-coloreados para que estos tengan ntcleo por t.d.m., ademés de
que se tratd de resolver alguno de los problemas abiertos que hay sobre estos
dos tipos de digraficas m-coloreadas, obteniendo asi la solucién a uno de ellos,

en particular a un problema abierto para casi-torneos m-coloreados.

En conclusién, atin podemos decir que el problema propuesto por Sands,
Sauer y Woodrow sigue abierto y podemos agregar las siguientes preguntas pa-

ra futuras investigaciones:

1. Para m#3 en la pregunta hecha por Hortensia Galeana y Rocio Rojas para
casi-torneos m-coloreados, ;Podemos cambiar la hipétesis de vecindades

a lo mas bicolores por vecindades a lo més tricolores?

2. Si a un torneo m-coloreado le quitamos n flechas, con n>2, ;La nueva
digrafica m-coloreada tendra nucleo por t.d.m. bajo las mismas condicio-

nes vistas para torneos m-coloreados?.

3. Para m>4, si D es una digréfica m-coloreada tal que para cada vértice
en D el numero de colores que aparecen en las flechas que inciden en
él son a lo mas dos, entonces ;D tiene niucleo por trayectorias dirigidas

monocromaticas?
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