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Introduccion

Esta tesis estd enmarcada en la Teorfa de los Continuos, una rama de la
Topologia General que recientemente ha tenido un gran desarrollo en México.

El tema de las selecciones es de importancia para caracterizar algunos
continuos en términos de funciones que van de sus hiperespacios sobre ellos.

Para que la Tesis esté lo mds autocontenida posible, en el Capitulo 1
se dan algunos teoremas y definiciones de los conceptos de compacidad y
conexidad, que son las propiedades que definen a un continuo. Sin embargo, se
da por entendido que el lector llevé un curso de Topologia o estd familiarizado
con los conceptos bdsicos.

En el Capitulo 2, se da la definicién formal de continuo y se muestran
algunas propiedades bésicas.

En el Capitulo 3, se habla acerca de los hiperespacios y una forma de dar-
les una métrica, que nos servird, posteriormente, para probar la continuidad
de funciones. En especial de las selecciones, que se definirdn en el Capitulo 4.
En dicho capitulo se observan algunas propiedades que restringen las selec-
ciones posibles para el hiperespacio de continuos; tiene un resultado que ca-
racteriza los dendroides suaves en términos de un tipo especial de selecciones,
a saber, las selecciones rigidas; se estudia la relacién entre la contractibili-
dad y la selectibilidad; se encuentra una propiedad de algunos dendroides
que evita que sean selectibles. También se dan unos ejemplos que muestran
que hay algunos tipos de funciones que no preservan la selectibilidad y, final-
mente, se observan algunas relaciones entre la contractibilidad y se dan mas
restricciones en las selecciones.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Compacidad

Definicién 1.1 Sea X un espacio topoldgico. Decimos que X es compacto
si toda cubierta abierta {A;},.; de X, contiene una subcubierta finita A;,
A JA

dgs e in

Proposicién 1.2 Sean X un espacio topoldgico compacto y A C X un ce-
rrado. Entonces A es compacto.

Demostracién. Sea {U;},.; una cubierta abierta de A. Entonces la fa-
milia {U; : i € I}U{X \ A} es una cubierta abierta de X, que debe tener una
subcubierta finita, por la compacidad de X. Pero eso quiere decir que hay un
nuimero finito de abiertos U; que cubren a A. Por lo tanto, A es compacto. m

Proposicién 1.3 Sean X un espacio de Hausdorff y K C X un compacto.
Entonces K es cerrado.

Demostracién. Vamos a probar que X \ K es abierto. Sea x en X \ K.
Como X es de Hausdorff, para cada k € K, existen abiertos ajenos Vi y

Wy tales que k£ € Vi, v x € Wy. Por lo tanto, K C UkeK Vi. Es decir,

{Vi}rex es una cubierta abierta de K. Entonces tiene una subcubierta finita
{Vir: Vi oo, Vi -

Luego, mi:l Wi, es un abierto que no intersecta a K y que contiene a x.
Esto prueba que X \ K es abierto o, equivalentemente, que K es cerrado. m
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Proposicion 1.4 Sea X un espacio topologico compacto. St f : X — Y es
una funcion continua y suprayectiva, entonces Y es compacto.

Demostracién. Sea {U;},.; una cubierta abierta de Y. Dado que f es
continua, {f~! (U;)},.; es una cubierta abierta de X que tiene una subcu-
bierta finita {f~ (Uy,), f~(Uy), ..., f 1 (U;,)} y, como f es suprayectiva,
{Ui,, Ui, ..., U;,} es una subcubierta finita de la cubierta {U;}, ., , de ma-
nera que Y es compacto. m

Definicién 1.5 Sean X y Y espacios topoldgicos. Una funcion f: X — Y
es cerrada (resp. abierta), si para cada subconjunto cerrado (resp. abierto) U
de X, su imagen f (U) es un subconjunto cerrado (resp. abierto) de Y.

Proposicién 1.6 Sean X un espacio topolégico compacto, Y un espacio de
Hausdorffy f : X — Y wuna funcion continua y biyectiva. Entonces f es un
homeomorfismo.

Demostracién. Para probar que f es homeomorfismo nos basta probar
que f es cerrada.

Sea U un cerrado en X. Como X es compacto, U es compacto y, como f
es continua, f (U) es compacto en Y, que es de Hausdorff. Esto implica que
f(U) es cerrado en Y, por la Proposicién 1.3, y f es una funcién cerrada. m

Teorema 1.7 Sea X un espacio compacto. Entonces todo subconjunto in-
finito K de X, tiene al menos un punto de acumulacion.

Demostracién. Supongamos que K es un subconjunto de X sin puntos
de acumulacién. Esto implica que el conjunto K es cerrado y, por lo tanto,
compacto y que, para cada x € K, existe una vecindad abierta V, tal que
Ve, N K = {x}. Asi que, existen x1, zo, ..., , € K tales que V,,,V,,, ..., V,,
cubren a K. Por lo cual concluimos que K = {z1, xa, ..., z,}. Es decir, K
es finito. m

Corolario 1.8 Sea X un espacio métrico compacto. Toda sucesion {x,}
de puntos de X tiene una subsucesion convergente {xy, }, .y -

neN

Demostracién. Sea {z,}, y una sucesién en X. Si la sucesién {x,},
toma un numero finito de valores, entonces hay uno que se repite una infinidad
de veces formando una subsucesién constante y, por lo tanto, convergente.
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En el otro caso, por el Teorema 1.7, {2, }, .y tiene un punto de acumulacién
r € X. Esto implica que, para toda £ € N, la bola B% () contiene una
infinidad de puntos de {z,}, .y . Ahora, vamos a construir inductivamente la
subsucesién que se quiere. Sea x,, € By (x). Dado k € N, tomemos z,,,, €
B . (z) tal que ngy1 > ny. De esta manera tenemos la subsucesion {,,, }, oy
que converge a x, por construcciéon. m

1.2. Conexidad

Definicién 1.9 Sea X un espacio topoldgico. Una separacion de X es un
par de abiertos disjuntos no vacios U y V de X cuya union es X. Se dice
que el espacio X es conexo si no existe una separacion de X.

Notacion 1.10 Vamos a escribir X = U | V para denotar a una separacion
de X.

Notemos que si tenemos una separaciéon U | V' de X, también podemos
separar a X con cerrados ya que U y V' son también cerrados en X, puesto
que son el complemento de un abierto. Asimismo, sabemos que UNV = & =
VnuU.

Lema 1.11 5% los conjuntos C' y D forman una separacion de X yY es un
subespacio conexo de X, entonces Y estd contenido en C' o en D.

Demostraciéon. Como C' y D son abiertos en X, los conjuntos C' NY y
D NY son abiertos en Y. Estos dos conjuntos son disjuntos y su unién es Y.
Si fueran ambos no vacios, constituirfan una separacién de Y. De esta forma,
alguno de los dos es vacio. Por lo tanto, Y estd contenido completamente en
CoenD. m

Teorema 1.12 La union de una coleccion de subespacios conexos de X que
tienen un punto en comun es un subespacio conexo de X.

Demostracién. Sean {A;},.; una coleccién de subespacios conexos de
un espacio X y p € NA;. Probemos que el espacio Y = UA; es conexo. Supon-
gamos que Y = C' | D. El punto p estd en C' o en D; supongamos que p € C.
Como A; es conexo, A; C C' 0o A; C D, aunque esta tltima posibilidad se
descarta pues p € A; y p € C. Esto implica que, A; C C para cadai € I,y
asi UA; C C, contradiciendo el hecho de que D era no vacio. m
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Teorema 1.13 Sea A un subespacio conexo de X. Si A C B C A, entonces
B es también conexo.

En otras palabras: si B se forma anadiéndole a A algunos o todos sus
puntos limite, entonces B es conexo.

Demostracién. Sean A conexo y B tales que A C B C A. Supongamos
que B =C'| D. Por el Lema 1.11, el conjunto A cumple que A C C'o A C D;
supongamos que A C C. Entonces A C C. Como C y D son disjuntos, B no
puede intersectar a D. Esto contradice el hecho de que D es un subconjunto
no vacio de B. m

Teorema 1.14 La imagen de un espacio conexo bajo una funcion continua
€S UN espacio COMero.

Demostracién. Sea f : X — Y una funcién continua y suprayectiva,
supongamos que X es conexo. Queremos probar que Y es conexo. Supon-
gamos que Y = A | B es una separacién de Y. Entonces f~1 (A)y f~! (B) son
conjuntos ajenos cuya unién es X. Ademads son abiertos, pues f es continua, y
no vacfos, porque f es suprayectiva. De modo que constituyen una separacion
de X, contradiciendo la hipétesis de que X era conexo. m

Teorema 1.15 FEl intervalo I = [0, 1] es conexo.

Demostracién. Supongamos que el intervalo I no es conexo. Entonces
existen dos cerrados, ajenos, no vacios F' y GG de I cuya unién es todo I.
Supongamos, sin pérdida de generalidad, que 0 € F.

Sean J = {x € I : [0,2] C F'} y b el supremo de J. Notemos que, si y < b
entonces [0,y] C F. Claramente b € F, pues F' es un subconjunto cerrado y
toda vecindad de b tiene puntos de F. Pero si b < 1, entonces, como F' es
abierto, existe § > 0 tal que (b—4,b+ ) C F. Esto es una contradiccion,
pues en este caso, [O,b—i— %] C F, es decir b+ % € J. Por lo tanto, b = 1
y [0,1) € J C F y G tendria que ser el punto {1}, que no es abierto. De
manera que no existe ninguna separacion de I, asf que I es conexo. ®

1.2.1. Componentes

Definicién 1.16 Dado un espacio topoldgico X, se define la siguiente rela-
cion de equivalencia en X :
x ~y si eriste un subespacio conexo de X que contiene a ambos puntos.
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Las clases de equivalencia de esta relacion se llaman componentes de
X.

Lema 1.17 Sean X y Y espacios topoldgicos y f : X — Y wuna funcion
continua y suprayectiva.

Si C' es una componente de Y, entonces f~! (C) es la unidn de algunas
componentes de X.

Demostracién. Veremos que f~!(C) = U{K : K es una componente
de X y KN f~1(C) # @}.

Para cada z € f~1(C), sea K, la componente de X que tiene a x. Por
lo tanto, [~ (C') C U{Kf” e fH(O)} = U{K : K es una componente
de Xy KN f1(C)+#o}.

Sea K una componente de X tal que K N f~'(C) # @. Como [ es
continua f (K) es un conexo y dado que f (K)NC # & entonces f (K) C C,
es decir, K C f71(C). m

1.2.2. Casicomponentes

Definicién 1.18 Sean X un espacio topolégico y p € X. La casicompo-
nente de X que tiene a p, denotada por ), es la interseccion de todos los
subconjuntos abiertos y cerrados simultaneamente, de X que contienen a p.
Es decir:

Qp =N{A: A es abierto y cerrado en X yp € A}.

Lema 1.19 Sean X un espacio métrico y S un subconjunto disconezo de X.
Entonces existe un subconjunto abierto G de X tal que SNG # @ # S\ G
ySNFr(G)=0o.

Demostracién. Como S no es conexo, existe una separaciéon U | V' = .
Sea d una métrica para X. Basta demostrar que el conjunto G = {z € X :
d(z,U) <d(x,V)} cumple las propiedades requeridas.

Para demostrar que G es abierto vamos a probar que X \ G es cerrado.
Sea {xy},cy una sucesion de puntos de X \ G y supongamos que z,, converge
a x. Como {w,},.y C X \ G, se tiene que d(z,,U) > d(x,,V) para cada
n € N. Ahora bien, como d es continua, entonces d(x,U) > d(x,V). Por
lo tanto, x € X \ G y concluimos que X \ G es cerrado, de modo que G es
abierto.
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Para todo = € U, se tiene que d(z,U) =0 < d(z,V), de donde U C G.
Como U C S, tenemos que S NG # &.

Si V NG fuera no vacfa, tomamos z € V N G entonces d(z,V) = 0
y esto implicaria, por la definicién de G, que d(x,U) < 0, lo cual es una
contradiccién. Asi que, V C S\ Gy S\ G # @.

Notemos que Fr(G) C {re X :d(x,U) =d(z,V)}. Supongamos que
existe z € SN Fr(G). Esto implica que z € UU V. Si x € U, entonces
d(x,U) = 0 = d(x,V). Esto implica que x € V. Por lo tanto, z € UNV y
esto contradice que U | V' es una separacién (andlogamente se obtiene una
contradiccién si suponemos que x € V). Asi concluimos que SN Fr (G) = @.
|

Lema 1.20 Sean X un espacio métrico, compacto, (), una casicomponente
de X y C un subconjunto cerrado (compacto) de X tal que Q, N C = O.
Entonces existe un subconjunto abierto y cerrado F' de X tal que Q, C F' y
FNnd=g.

Demostracién. Como (), = N{A : A es abierto y cerrado en X y p €
A}, entonces C' C U{A: Aes abiertoy cerradoen X yp ¢ A} = X \ Q.
Ademds, C' es compacto. Asi que, existen conjuntos abiertos y cerrados,
simultdneamente, A, A, ..., A,, tales que p € A;, con i € {1,2,..,n} y
C C U¢:1X \VA; = X\ mi:l A;. Sea F = ﬂi:l A;. El conjunto F es
abierto y cerrado porque es la interseccién de un nimero finito de abiertos
y cerrados. Contiene a (), pues cada A; lo contiene y, ademds, F' C X \ C.
Equivalentemente F' N C' = @, como se querfa. m

Teorema 1.21 Sean X un espacio topologico y p € X.

a) Si X es conexo, entonces @, = X.

b) La casicomponente ), es un subconjunto cerrado de X.

¢) Un punto g € X es un elemento de @, si y sélo si para toda separacion
X =U |V de X, se tiene que p y q € U o que p y q € V. Debido a esta
propiedad, decimos que la casicomponente de p es el conjunto de puntos que
no pueden separarse de p.

d) El conjunto de casicomponentes es una particion de X.

e) Denotemos por K, a la componente de p, entonces K, C (),. En general
no se da la tqualdad de estos conjuntos.

f) Si X es métrico y compacto, la casicomponente ), es un subconjunto
conezo de X, y K, = Q.
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Demostracién. a) Se sigue de que los tnicos abiertos y cerrados si-
multdneamente, de un conexo X son el conjunto vacio y X.

b) Las casicomponentes son intersecciones de cerrados de X, de modo que
@, debe de ser un subconjunto cerrado de X

c) Sea ¢ € Q. Supongamos que X = U | V y que p € U. Como U es abier-
to y cerrado, entonces ¢ € U. Inversamente, supongamos que la propiedad
de que ¢ no puede separarse de p es vdlida y sea U un abierto y cerrado que
contiene a p. Entonces la igualdad X = U | (X \ U) impica que ¢ € Q).

d) Se sigue inmediatamente de ¢) ya que la relacién p no puede separarse
de g es una relacién de equivalencia.

e) Sea ¢ € K, supongamos que X = U | V y que p € U. Como K, es
conexo, entonces K, C U, asi que ¢ € U. De aqui se sigue que g € Q).

f) Supongamos que @, no es un subconjunto conexo de X. Por el Lema
1.19, existe un abierto G de X tal que GNQ, # @, (X\G)NQ, # 3y
Fr(G)NQ,=9@.Seaqge GNQ,. Como Fr(G)NQ, =2y Fr(G) es un
compacto, por el Lema 1.20, existe un abierto y cerrado F' tal que q € F'y
FNFr(G)=@.Sear € Q,N (X \G), entonces r € X \ (F NG) y sabemos
que q € FFNG. Por otra parte, FNG es abierto y notemos que F'NG también
es cerrado, yaque FNG C FNG = FNG = (FN Fr(G)U(FNG) = FNG.
Esto contradice el inciso ¢) y demuestra f). m

Ejemplo 1.22 Espacio X en el cual la casicomponente contiene propia-
mente a la componente de un punto.

Sea X la unién de los siguientes conjuntos contenidos en R? : Las rectas [;

y Il con ecuaciones y = —1 y y = 1, respectivamente, y los perimetros de los
rectdngulos R,, con lados paralelos a los ejes y con vértices (—n, 1— #1) ,

(—n, =14+ 25), (n,1-+35), (n,—1+ ;15). Sea p € Iy, observemos que
Qp =1L Ul yque K, =1,. (Figura 1.1).

1.2.3. Teorema de Golpes en la Frontera

El Teorema 1.24, es una versiéon del Teorema de Golpes en la Frontera y
nos serd de gran utilidad al definir los arcos ordenados.

Lema 1.23 Sean Y un espacio compacto y métrico, K una componente de
Y y F un cerrado de Y tal que F N K = &. Entonces existe un abierto y
cerrado L de Y tal que K C Ly LNF =@.
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14 4

1>

Figura 1.1: Espacio X del Ejemplo 1.22.

Demostracién. Sea p € K, por lo tanto, K = K,, = ), donde K, y @,
son respectivamente la componente y la casicomponente de X que tiene a p.

Para cada x € F, sabemos que x ¢ (), por lo tanto, existe un subconjunto
cerrado y abierto V, de Y talque p € V, y « ¢ V.. Sea U, = Y\ V.. Entonces
U, es un subconjunto abierto y cerrado de Y tal que p ¢ U, y « € U,. Como
K es conexo, p € KNV, y U, | V, es una separacién de Y, entonces K C V,,
por el Lema 1.11, y esto implica que, K N U, = &.

Como {U, : € F'} es una cubierta abierta del compacto F, existen z,
9y ..., Ty € F'conn € N tales que F CU,, UU,,U..UU,,.

Sea L =Y \ (U, UU,,U..UU,, ). Entonces L es abierto y cerrado en
Y KCLy LNF =, como se queria. m

Teorema 1.24 Sean Z un espacio métrico, compacto y conexo, U un s@—
conjunto propio, abierto y no vacio de Z. Si K es una componente de U,
entonces K N Fr(U) # @.

Demostraciéon. Haremos la demostracion por contradiccion.

Supongamos que K N Fr (U) = @. Aplicando el Lema 1.23 con Y = U,
K la componente de U y F' = Fr (U) obtenemos que existe un subconjunto
abierto y cerrado L de U tal que K C Ly LN Fr (U) = @.

Notemos que L también es un cerradode Z, L # @y L C U\ Fr (U) = U,
siendo vélida esta igualdad gracias a que U es un subconjunto abierto de Z.

Como L es abierto en U, existe un abierto W de Z tal que WNU = L.
Pero, como L C U, tenemos que W NU = L. Por lo tanto, L también es
abierto de Z y, como Z es conexo, L. = Z. Pero L. C U, contradiciendo la
hipétesis de que U era un subconjunto propio de Z. m
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1.2.4. Conexidad Local

Definicién 1.25 Un espacio topoldgico X es localmente conexo en p si
cada vecindad V' de p contiene una vecindad conexa y abierta de p. Diremos
que X es localmente conexo si es localmente conexo en cada uno de sus
puntos.

Proposicion 1.26 Un espacio topoldgico X es localmente conexo si y solo
si las componentes de cada abierto son abiertas.

Demostraciéon. Supongamos que X es localmente conexo. Sean © € X
y K, la componente de un abierto arbitrario V' de X, que tiene a x. Como
X es localmente conexo, existe un abierto conexo U que contiene a x y que
estd contenido en V. Por lo tanto, U C K,. Esto prueba que la componente
de V que tiene a x es abierta.

Supongamos que las componentes de cada abierto son abiertas. Sea x € X
y V una vecindad abierta de x. La componente de = en V' es un abierto y
conexo que tiene a x. En consecuencia, X es localmente conexo en z. m

Proposiciéon 1.27 Sean X un espacio topoldgico localmente conexo y f :
X — Y wuna funcion continua, cerrada y suprayectiva. Entonces Y es local-
mente conero.

Demostracion. Sea C' una componente de un abierto U en Y. Por el
Lema 1.17 sabemos que f~!(C) es una unién de componentes de f~!(U).
Como [~ (U) es abierto en X y las componentes de los abiertos en X son
abiertas, entonces f~1 (C') es abierto en X. Por lo tanto, X\ f~! (C) es cerra-
doy, como f esce-rraday Y\C = f(f7' (Y \CO) = f (/T (V)\ [T (C)) =
f(X\ f71(C)), entonces C' debe ser abierto en Y. m

1.3. Conexidad por trayectorias

Definicién 1.28 Una trayectoria de xg a x1 en un espacio topologico X,
es una funcion continua v : [0,1] — X tal que v(0) = 2o y v(1) = z;. A
v ([0,1]) nos referiremos como xox1 y, cuando v sea inyectiva, diremos que
es un arco. (Figura 1.2).

Se sigue de los Teoremas 1.14 y 1.15 que toda trayectoria zy es un conjunto
CONEXO.
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Figura 1.2: Trayectoria de zp a z; en un espacio topolégico X. (Definicién
1.28).

Definicién 1.29 Un espacio topoldgico X es conexo por trayectorias
(resp. conexo por arcos) si para cada par de puntos xy y x1 en X,
existe una trayectoria (resp. un arco) de xy a x.

Proposicion 1.30 Si X es un espacio de Hausdorff. Entonces X es conexo
por trayectorias si y solo st X es conexo por arcos.

Demostracion. Sélo vamos a demostrar que si X es conexo por trayec-
torias entonces es conexo por arcos, la otra implicacién es directa.

Sea Y un espacio de Hausdorff conexo por trayectorias. Sean x y y € X
y 7 :[0,1] — X una zy trayectoria.

Como el [0, 1] es compacto y X es de Hausdorff, la funcién + es cerrada.
Por la Proposicién 1.27 la imagen ~ ([0, 1]) es localmente conexo. Y todo
continuo localmente conexo es arcoconexo, por [14, Teorema 8.23, pag. 130] .
|

Proposiciéon 1.31 Sea X un espacio topoldgico conexo por trayectorias. En-
tonces X es conezo.

Demostracion. Sea ro € X. Entonces el conjunto A = U oY €s conexo

yeX
por el Teorema 1.12y A= X. =
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Proposicion 1.32 Sean X un espacio topoldgico conexo por trayectorias y
f X — Y una funcion continua y suprayectiva. Entonces Y es conexo por
trayectorias.

Demostracion. Sean z,y € Y, queremos encontrar una trayectoria que
los una. Como f es suprayectiva, existen 7,7 € X tales que 7 € f~!(x) y
g€ f1(y). Como X es conexo por trayectorias existe una trayectoria vy, de
x ay,y es facil ver que f o~ es una trayectoria de x a y. Por lo tanto, Y es
conexo por trayectorias. m

Intuitivamente pareceria que todos los espacios conexos son conexos por

trayectorias pero vamos a ver que no es asi.
Sea W = {(x,sen(l)) cR?2:0<x< 1}.

Ejemplo 1.33 El continuo sen (%), la cerradura de W en R2, es un continuo

que no es conexo por trayectorias. (Figura 1.3).

as a)

(0,0)
(1, sin(1))

ay (5]

Figura 1.3: Ejemplo de un continuo que no es conexo por trayectorias. (Ejem-
plo 1.33).

Este espacio es conexo porque es la cerradura de un conexo (de W, que
es homeomorfo al intervalo [0, 00)). Para demostrar que W no es conexo por
trayectorias supongamos que existe una trayectoria de (1, sen (1)) a (0,0) . Es
decir, existe una funcién continua v : [0,1] — X tal que v (0) = (1,sen (1)) y
v (1) = (0,0) . Como la imagen de v debe recorrer toda la curva, en particular
pasa por ap, g, ds, a4, ...

Para cada n € N, sea p, = maz {t € [0,1]:t € v (a,)}. La sucesién
{pn}.2, es creciente y estd acotada. Por lo tanto, converge, pero v ({p,}) =
{a,} que no converge.

Esto implica que v no es continua, lo cual es una contradiccién. Asi, el
continuo sen (1) no es conexo por trayectorias.

xT



Capitulo 2

Continuos

Definicién 2.1 Un continuo X es un espacio métrico compacto, conexo y
no vacio.

Los toros, las esferas y las n-celdas de cualquier dimensién son ejemplos
de continuos. (Figura 2.1).

"

Figura 2.1: Ejemplos de continuos. (Definicién 2.1).

Definicién 2.2 Decimos que A es un subcontinuo de X, si A es un sub-
conjunto cerrado, conexo y no vacio de X.

Definicién 2.3 Decimos que un continuo X es unicoherente si para todo
par de subcontinuos A y B C X tales que AU B = X se tiene que AN B es
conexo. (Figura 2.4).

Definicién 2.4 Decimos que un continuo X es hereditariamente unico-
herente si todos sus subcontinuos son unicoherentes o, equivalentemente, si

para todo par de subcontinuos A y B C X se tiene que AN B es conexo.
(Figura 2.3).

12
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Figura 2.2: Ejemplos de continuos no unicoherentes. (Definicién 2.3).

AVAV
AVAVI

Figura 2.3: Continuo hereditariamente unicoherente. (Definicién 2.4).

Ejemplo 2.5 Continuo unicoherente X. (Figura 2.4).

Sea h : [0,00) — R un homeomorfismo. Definimos X, como una com-
pactacién de R con residuo S*, es decir, X = Ry X \ S = R.

Sean A y B subcontinuos de X, tales que AU B = X. Sea p € R tal que
p = h(0). Supongamos, sin pérdida de generalidad que p € A.

Tenemos dos casos, R C Ao A & R. Si R C A entonces, como A es
cerrado, R C A y tenemos que A = X. Esto implica que AN B = B, que es
Conexo.

Si A ¢ R entonces existe ¢ € A tal que h™! (q) es mayor que h ! (x),
para todo x € A. Por otra parte, como AU B = X, se tiene que BN R # &
y existe un punto r € B tal que A~ (r) es menor que h~! (x), para todo
x € B. Como AU B = X, tenemos que AN B # &. Por lo tanto, AN B =
{reX:h () <h (@) <h (@} Ry (ANB)= [ (r),h " (q)]

que es un conexo.
Ejemplo 2.6 El cuadrado I x I es unicoherente. (Figura 2.4).

Para demostrar que I? es unicoherente, vamos a probar que I es unico-
herente y utilizaremos un resultado de [2], que dice que el producto de dos
continuos unicoherentes, localmente conexos es unicoherente.
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Sean A y B subcontinuos de I, tales que AU B = I. Supongamos, sin
pérdida de generalidad que 0 y 1 € A. Esto implicaque A=1y ANB =8B,
que es conexo. De modo que para terminar la demostracién, solo nos falta
probar el caso en que 0 € A y 1 € B. En este caso, podemos expresar a
AyaBcomoA={rel0,1:0<z<p, paraalgunap € [0,1)} y B =
{z €1]0,1] : ¢ <x <1, para alguna ¢ € (0,1]}. Notemos que ¢ < p, ya que
AUB = I. Por lo tanto ANB = {z € [0,1] : ¢ < x < p, para alguna ¢ € (0, 1]
y una p € [0,1)} y esto es el intervalo [p, q] C I que es conexo.

Observacion 2.7 Notemos que los continuos de los Ejemplos 2.5 y 2.6, no
son hereditariamente unicoherentes, pues ambos contienen un subcontinuo
homeomorfo un circulo, que no es unicoherente.

Figura 2.4: Ejemplos de continuos unicoherentes pero no hereditariamente
unicoherentes.

Definicién 2.8 Un dendroide es un continuo arcoconexo y hereditaria-
mente unicoherente. (Figura 2.5).

Teorema 2.9 Sea X un dendroide y D un subcontinuo de X. Entonces D
es un dendroide.

Demostraciéon. Como X es hereditariamente unicoherente, para todo
par de subcontinuos Ay B C X se tiene que AN B es conexo. En particular,
para todo par de subcontinuos de D. Por lo tanto, D es hereditariamente
unicoherente.
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S

Figura 2.5: Ejemplos de Dendroides. (Definicién 2.8).

Supongamos que D no es arcoconexo. Sean 'y y € D tales que no existe
ningin arco en D que los una. Por lo tanto, toda trayectoria zy intersecta a
X\ D. Sean « una trayectoriade z ay y p € N (X \ D). Observemos que
a\ {p} es disconexo y contiene a N D. Sea o\ {p} = U | V, notemos que z y
y no pueden estar ambos en el mismo abierto U o V. Supongamos que = € U
y que y € V. Esto implica que, UND #@#VNDyUND |V ND es una
separacién de o D. Esto contradice el hecho de que X es hereditariamente
unicoherente. De modo que, D es arcoconexo. ®

Observacion 2.10 Notemos que dados dos elementos distintos x yy de un
dendroide X, existe un tnico arco xy C X que los tiene como extremos,
pues si suponemos lo contrario, haciendo xy = D y utilizando un argumento
similar al de la prueba anterior llegamos a una contradiccion.

Definicién 2.11 Una dendrita, es un continuo localmente conexo sin cur-

vas cerradas simples. (Figura 2.6).

Definicién 2.12 Decimos que un continuo X es hereditariamente local-
mente conexo si todo subcontinuo de X es localmente conexo.
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<

Figura 2.6: Ejemplo de dendrita. (Definicién 2.11).

En [14, Corolario 10.5] se prueba que toda dendrita es un continuo here-
ditariamente localmente conexo.

Observacion 2.13 Notemos que un dendroide X no puede tener curvas ce-
rradas simples, porque no seria hereditariamente unicoherente. En conse-

cuencia, todo subcontinuo localmente conexo D de un dendroide X, es una
dendrita.



Capitulo 3

Hiperespacios

En este capitulo vamos a definir una clase especial de espacios topoldgicos
asociados a un continuo. Estos se llaman hiperespacios, pues ahora tendremos
un espacio en el cual los puntos representan continuos. Probaremos que dado
un continuo cualquiera, sus hiperespacios también serdn continuos.

Definicién 3.1 Dado un continuo X, definimos los siquientes hiperespacios:
= 2% = {A: A es un subconjunto cerrado y no vacfo de X} .
» C(X)={A€2¥: Aes conexo}.
w 1 (X)={{z}:2€ X}.

Como nuestro espacio X tiene una métrica d, vamos a poder definir una
métrica H,; para 2°%.

Definicién 3.2 Para cada € > 0 y cada A € 2%, sea Ny (e, A) = {x € X :
d(r,a) < € para alguna a € A}. Para A y B € 2% definimos Hy : 2% x 2% —
[0, 00) como:

Hy(A,B)=inf{e>0: AC Ny(e,B) y BC Ny(c,A)}.

Esta métrica se llama la métrica de Hausdorff inducida por d. Intuiti-
vamente, con esta distancia dos cerrados estdn cerca si son parecidos y estan
casi en la misma posicién. (Figura 3.1).

Observacién 3.3 Sean X un continuo, A y B € 2¥ y e > 0. Como Hy
es un infimo se sigue de la Definicion 3.2, que A C Nq(Hq(A,B)+¢,B) y
BCNy(H; (A B)+¢,A).

17
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Figura 3.1: Los cuadrados de la izquierda estan lejos y los rectdngulos de la
derecha estan cerca, con respecto a la métrica de Hausdorff.

Teorema 3.4 Si X es un continuo entonces Hy es una métrica.

Demostracién. Sélo vamos a demostrar la desigualdad del tridangulo,
puesto que las otras propiedades son casi inmediatas de la definicién.

Sean A, B y C € 2%. Demostraremos que Hy(A,C) < Hy (A, B) +
H;(B,C).

Sean ¢ > 0y a € A. De la Observacién 3.3 se deduce que, existe b € B
tal que d (a,b) < Hy (A, B) + €. De la misma manera, existe ¢ € C' tal que
d(b,c) < Hy(B,C)+e.

Por lo tanto, usando la desigualdad del tridngulo para d obtenemos que
d(a,c) < Hq(A,B)+ Hq(B,C) + 2¢ y eso es vélido para cualquier a € A.

Asi que, A C Ny (Hq (A, B) 4+ Hy (B, C) + 2¢,C) . Andlogamente se tiene
que C' C Nyq(Hq(A,B)+ Hy(B,C)+2¢,A). De modo que, como la ¢ fue
arbitraria, tenemos lo que se buscaba. m

En [14, Corolario 4.6] se observa que la topologia en C'(X) inducida
por la métrica de Hausdorff, es independiente de la métrica d que tenga
el espacio X. Solamente depende de su topologia. También se prueba que
2X es compacto [14, Teorema 4.13, pag.59] y que C (X) es cerrado en 2%
[14, Teorema 4.17, pag 61], por lo tanto C' (X) es compacto.

Notacién 3.5 Dado un continuo X. Denotaremos por:
V(0,A) ={BeL(X): Hi(A B) <0} donde L(X) es el hiperespacio
C (X) o el hiperespacio 2, seqiin se requiera.

Ejemplo 3.6 Una representacion geométrica de C(I) donde I = [0,1]. (Figu-
ra 8.2).

Definamos h : C'(I) — T, donde T denota al tridngulo T C R? con
vértices en (0,0), (0,1) y (1,1), como h([a,b]) = (a,b) para cada [a,b] €
C(I).
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(0,1) (L1)

(0,0)

Figura 3.2: Representacién de C (I). (Ejemplo 3.6).

Vamos a probar que h es un homeomorfismo entre C' (1) y T

Es claro que h es inyectiva. Notemos que h es suprayectiva pues a cada
la,b] € C (I) le corresponde un (a,b) € T'y ambos cumplen que 0 < a < b <
1.

Para probar que h es continua, tomemos A y B € C(I), digamos que

[

A = [x1,y1] y B = [x2,y2]. Sea ¢ > 0. Si hacemos § = 75 entonces
H, (A, B) < § implica que |z — 22| < 7 ¥ que 1 — o] < 75~ Por lo tanto,

A1), 2.9)) =/l = 2ol = s — af” < ¢ (%) +(5) =<»

concluimos que h es continua.
Como C'(I) es compacto, T' es Hausdorff y h es biyectiva y continua,
entonces por la Proposicién 1.6, sabemos que h es un homeomorfismo.

Lema 3.7 SiS* es el circulo unitario en el plano complejo C entonces C' (S*)
es un disco. (Figura 3.3).

Demostracién. Sea h : C(S') — C tal que h(S') = (0,0) y para
cada arco A € S con punto medio (1,6,) y longitud L4, hagamos h (A) =

((54).04) -

No es dificil ver que h es un homeomorfismo entre C (S') y D? el disco
unitario en el plano complejo. m

3.1. Limite Inferior, Limite Superior y Limite

En esta seccién veremos una manera de entender la convergencia con
respecto a la métrica de Hausdorff en términos de la convergencia como
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(1,6)

Figura 3.3: Representacién geométrica de C' (S'). (Lema 3.7).

subconjuntos de X.

Definicién 3.8 Sean (X, 7) un espacio topoldgico y {A,}, oy una sucesion
de subconjuntos de X. Definamos:

lim inf{An},cn = {2 € X @ para cada U € 7 tal que x € U, existe Ny € N
tal que para toda n > Ny, se tiene que U N A,, # &}.

lim sup{Apn},cn = {2 € X @ para cada U € 7 tal que x € U, se tiene que
UN A, # @ para una infinidad de nimeros n}. (Figura 3.4).

Es claro que lim inf{A,},  C lim sup{A,}, -

Definicién 3.9 Sean (X, 7) un espacio topoldgico y {A,}, oy una sucesion
de subconjuntos de X. Diremos que lim {A,}, .y = A, siempre que lim

inflAn},en = A = lim sup{A,}, -

Proposicién 3.10 Sean (X, 7) un espacio topoldgico y {An},cn una suce-
sion de subconjuntos de X. Entonces:
i) lim inflAn},cn ¥ lim sup{A,}, oy son cerrados.

i) im inf{ Ay} e = tim inf{An} v lim sup{A,}, oy = lim sup{A,}, -

Demostracién. i) Sean z € lim inf{A,}
x €V, por lo tanto VN lim inf{A4,}, _ # 2.

nen Y Voun abierto tal que
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A A As

l Lim infA; ) Lim sup A;

|

Figura 3.4: Ejemplos de lim inf y lim sup. (Definicién 3.8).

Tomemos y € VN lim inf{A,}, .y, como y € lim inf{A,}  _ sabemos que
para todo abierto U que tenga a y, existe Ny € N tal que para toda n > N,
se tiene que U N A,, # &, en particular esto se cumple para V| por lo tanto,
x € lim inf{A,}, . . Esto prueba que lim inf{A,}, es cerrado.

La prueba de que lim sup{Ay,}, .y es cerrado es similar.

i1) Observemos que si { A, },,cy ¥ 1B },,en SO0 sucesiones de subconjuntos
de X tales que A, C B, para cada n € N, entonces lim inf{A,}, . C lim
inf{B,},cy - De modo que, lim inf{A,}, . C lim inf{zn}neN y para probar
la igualdad sélo nos falta probar la contencién en el otro sentido. Sean x € Iim
inf{zn}n oy ¥ U un abierto con z € U. Sabemos que existe Ny € N tal que

UN A, # @ para toda n > Ny, por lo tanto, U N A,, # @ para toda n > N
y con esto concluye la prueba. _
Similarmente se demuestra que lim sup{A,}, .y = lim sup{An}nGN .

Proposicién 3.11 Sean X un espacio métrico compacto y {An}, oy una
sucesion de subconjuntos conexos de X tal que lim infilA,}, .y # @. En-
tonces lim sup{ Ay}, oy €s conexo.

Demostracién. Supongamos que L = lim sup{4,}, . 10 es conexo, asi,
existen dos abiertos ajenos U y V de X, talesque L CUUV yUNL # & #
VNL.

Como lim inf{A,}, . # @, existe x € lim inf{A,}, ., podemos suponer,
sin pérdida de generalidad, que # € UN lim inf{A, },, por lo tanto, existe
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N € N tal que U N A,, # @ para toda n > .

Para llegar a una contradiccién vamos a probar que existe m € N tal que
An CUUV y A, NU#S#A,NV.Sea M ={m>N:A,NV #a}.
Notemos que M # & porque V N L # @. Si suponemos que 4,, ¢ U U
V' para ninguna m € M, entonces para cada m € M, existe z,, € A,, N
(X\(UUV)). Como X \ (UUV) es compacto y métrico, podemos suponer
que la sucesion {xp,},,.,, converge a un punto z que debe de pertenecer a
X\ (UUV) =X\ L. Pero esto es una contradiccién, ya que z es el limite de
la sucesién de puntos {x,},,.,, tales que, para cada m € M, z,, € A,,, asi
que z deberfa pertenecer al lfim sup{A,}, .y, pues todo abierto que contenga
a z intersecta a una infinidad de m € M C N. Por lo tanto, existe m € M
tal que A,, CUUV, A, NU # @y A,, NV # . Pero esto quiere decir que
Uy V separan a A,,, lo cual es contradice que A,, sea conexo.

Con esto concluimos que lim sup{A, }, .y €s conexo. ®

Lema 3.12 Sea X un continuo. Dados A y B € C(X), el conjunto A =
{DeC(X):AC D C B} es cerrado en C'(X).

Demostracién. Sea {D,} . C A tal que lim D, = D. Vamos a

demostrar que D € A. )
Como D,, converge a D, sabemos que para toda ¢ > 0, existe N € N tal

que para todan > N, Hy ( D,, D) < €. Lo cual quiere decir que para toda
n>N,elinf{d>0:D, C Ny (6, [)) y D € Ny(6,D,)} < e. Por lo tanto,
ACD, C Ny (5, f)) para cada 0 < ¢y cada n > N. De modo que A C f),

ya que si hubiera un z € A\ D la distancia de z a D serfa mayor que cero y
existirfa una r > 0 tal que A € Ny (r, D) .

Por otra parte, sabemos que DC Ny (6, Dn) C N4 (6, B) para cada 6 < ¢
y cada n > N. Por lo tanto, D C B. Con lo cual llegamos a que D € Ay a
que A es cerrado. m

3.2. Arcos Ordenados y Funciones de Whit-
ney

Definicién 3.13 Una funcion de Whitney para 2% es una funcion continua
w25 —[0,00) que satisface las siguientes condiciones:



CAPITULO 3. HIPERESPACIOS 23

a) 1 ({p}) =0 para cada p € X,
b) u(A) < p(B) siempre que A & B.

Las funciones de Whitney sirven para medir el tamano (en cierto sentido)
de los elementos de 2.

Si queremos una funcién de Whitney para C' (X)), basta con restringir la
funcién de 2¥ a C (X).

Dado que C (X) y 2% son compactos, su imagen bajo una funcién de
Whitney debe ser un conjunto acotado de [0,00) y, por la condicién b) de
la Definicién 3.13, el maximo de una funcién de Whitney se alcanza en X.
Asi que, cuando X es no degenerado las condiciones @) y b) de la Definicién
3.13, garantizan que p (X) > 0, y si tomamos la funcién #X), va a seguir
cumpliendo las propiedades a) y b) y, ademds, va a tener dos propiedades
adicionales: que su imagen estd contenida en el intervalo [0,1] y u(X) = 1.
Por lo tanto, podemos pedir, siempre que X sea no degenerado, que las
funciones de Whitney satisfagan la propiedad adicional:

c) n(X)=1.

Ejemplo 3.14 Eziste una funcion de Whitney para el intervalo [0, 1].

Sea I = [0,1]. Entonces la funcion D : C (I) — [0,1] dada por D (A) =
didmetro de A, es continua, D(I) = 1, D({p}) = 0 para todo p € I y
D(A) < D(B) siempre que A & B. Por lo tanto, D es una funcion de
Whitney.

En [7, Capitulo 5| se prueba que para cualquier continuo X, su hiperes-
pacio 2% admite funciones de Whitney.

Teorema 3.15 Sean Z un continuo y A y B € C(Z) tales que A & B.
Entonces existe C € C(Z) tal que A & C ¢ B.

Demostracién. Sea x € B\ A. Como B es un espacio normal, existe un
abierto U de Btalque ACU C Byx ¢ U.

Sea C'la componente de U que contiene a A. Por el Teorema 1.24, sabemos
que CNEr(U) # @, lo cual implica que A & C. Como C' es una componente,
es cerrada y conexa, es decir, C' € C'(Z) y, finalmente, como hay una z € B
tal que 2 ¢ U, entonces C' ¢ B. Con esto terminamos la prueba del teorema.
|
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Lema 3.16 Sean A & B, ambos subcontinuos de X, i : C (X) — [0,1], una
funcion de Whitney y t € [u(A), pu(B)]. Entonces existe C € C (X) tal que
ACcCcCcByu(C)=t.

Demostracién. Sea A = p~ ! ([t,1])N{D € C(X): AC D C B} . Note-
mos que B € Ay que A es cerrado en C (X), puesto que es la interseccién
de dos cerrados, vedse el Lema 3.12 y, por lo tanto, compacto. De manera
que p alcanza su minimo en A, es decir, existe F € A tal que u (F) < u (D)
para toda D € A.

Sea B=pu"1([0,t])Nn{D e C(X): AC D C E} notemos que B es com-
pacto y es no vacio puesto que A € B. Por lo tanto, p alcanza su méximo en
B, es decir, existe F' € B tal que p (D) < p(F) para toda D € B. Notemos
que 1 (F) <t < p(E).

Supongamos que p (F) <t < p(E). Como F C E, tenemos que F ¢ E.
Por el Teorema 3.15, existe G € C'(X) tal que FF & G & E, de modo que
w(F)<p(G)<p(E).Sit<p(G)entonces G € Ay u(G) < pu(E) lo que
contradice la eleccién de E. Si t > u(G) entonces G € By pu(F) < pu(G)
contradiciendo la eleccién de F. Por lo tanto, p(E) =to p(F)=t. m

Definicién 3.17 Sea X un continuo. Dados A y B € C(X), con A & B,
diremos que una funcién continua « : [0,1] — C(X) es un arco ordenado
de AaBenC(X),sia(0)=A, a(l)=Bya(s) & al(t), siempre que
0<s<t<l1.

Teorema 3.18 Sea X un continuo. Dados A y B € C(X) con A & B.
Entonces existe un arco ordenado de A a B en C (X).

Demostracién. Sea i : C (X) — [0, 1] una funcién de Whitney.

Sea {my, ma, ...} una numeracién del conjunto {u (A),u(B)}U
(1 (A), 1 (B)) N Q), donde my = i (A) y ma = pu(B).

Vamos a construir, por induccién, una sucesién {A,} -, de elementos de
C' (X) tales que si m,, < my, entonces A, C Ax y n(Ax) = my para toda
k e N.

Sean Ay = Ay Ay = B. Por el Lema 3.16, existe A3 € C'(X) tal que
A1 G A3 & Aoy p(As) = ms.

Supongamos que ya tenemos { Ay, As, ..., A, } . Seam, 1 € {(u(A), u(B))
NQ} \ {m1, ma,...,m, } . Por lo tanto, existe i € {1,2,....n — 1} tal que m; <
Mp+1 < Mi+1. Usando el Lema 3.16, se tiene que existe A, 41 tal que A; &
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Any1 & Ai1 y 1(Aiz1) = myyr. Concluyendo asi, que existe la sucesién
{A,}>°, de elementos de C'(X) con las propiedades requeridas.

Sea A = {A, : n € N}. Ahora vamos a probar que p | ;: A — [my,ms] es
un homeomorfismo. Observemos que A es compacto, por ser un cerrado en
el compacto C' (X)), y que i |4 es continua.

Como p |4 es continua, sabemos que p |5 ([1) = u ({An 'n € N}> -

({mn},—;) = [m1, ms] . Para probar que p | ; es suprayectiva, s6lo nos falta

probar la otra contencién, que es cierta porque p | (A) es un cerrado que
contiene a todos los racionales del intervalo [ms,ms]. De donde, obtenemos
que | 4 (A) = [my, me] y entonces ( | ; es suprayectiva.

Ahora veamos que p | 5 es inyectiva.

Sean C'y D € A tales que C' # D. Sean {A,, };>, v {4, };>, dos sub-
sucesiones de {A,} -, que convergen a C'y D, respectivamente. Por lo tanto,
para cada k = 1,2, ..., se tiene que m,, < my, 0 m,, > my, y, COMO Son una
infinidad de nimeros k, podemos elegir una sucesién {k,}, .y tal que para
toda r € N, se cumple que m,, < my, o m,, > my, . Podemos suponer
que las sucesiones {A,, }r-, v {4}, que tenfamos cumplian, desde el prin-
cipio, la primera desigualdad. Es decir que para cada k = 1,2, ..., se tiene que
my,, < my, pues, como ya vimos que una subsucesién lo cumplia, sélo serfa
cuestion de reetiquetar los conjuntos A,, y A;,. De esta forma tenemos que
A, C A, paratodak = 1,2, ..., en el limite tenemos que C' C D. Pero, como
C # D, tenemos que 4 |5 (C) < p |z (D) y p |4 es inyectiva. Observemos
que, con el argumento anterior, probamos que si C'y D € A entonces C' C D
oD cCC.

Ahora, como p | ;: A — [m1,my] es una funcién continua y biyectiva de
un compacto a un Hausdorff, debe ser un homeomorfismo, por la Proposicién
1.6.

Sea h : [0,1] — [my, ms2] un homeomorfismo creciente.

Definamos «a : [0,1] — C (X) como a = (i | ;)" o h. De esta manera,
a(0) = (i ]7) " (h(0) = (1 ]5)"" (my) = Ay, similarmente, o (1) = B.

Sean 0 < s < t < 1. Entonces, h(s) < h(t). Sean C = «a(s) =
() (A(s)) y D=a(t)=(u|5) " (h(t)), esto implica que 4 (C) = h(s)
y (D) = h(t). Por lo tanto, u(C) < p (D) y, como habfamos observado
anteriormente, C' C D o D C (| pero la segunda contencién no se puede dar.
Por lo tanto, C' & D. Es decir « (s) & « (t) con lo cual concluimos la prueba
del teorema. m
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Notemos que todos los elementos A € C'(X) se pueden conectar por un
arco ordenado con X € C'(X), por lo tanto tenemos lo siguiente:

Corolario 3.19 Si X es un continuo, entonces C(X) es arcoconexo.



Capitulo 4

Selecciones en continuos

Las selecciones son un tipo especial de funciones definidas en los hiperes-
pacios de un continuo, con valores en dicho continuo. La idea del estudio de
las selecciones es caracterizar a los continuos cuyo hiperespacio admite una
seleccién. Es decir, ver qué propiedades se requieren en un continuo para que
su hiperespacio sea selectible o cudles propiedades de los continuos evitan
que sus hiperespacios sean selectibles.

4.1. Definiciones y Ejemplos

Definicién 4.1 Dado un continuo X, una seleccion para una familia
a C 2% es una funcion continua o : a — X tal que 0 (A) € A para todo
A€ a.

Observacién 4.2 Sean X un continuo y o C 2% tal que Fy (X) C a. Si
o:a — X es una seleccion, entonces se tiene que o ({x}) = = para todo
z € X.

Se sabe que el tinico continuo cuyo hiperespacio 2% admite una seleccién
es X = [0,1], ver [13, pdg. 369] De manera que ya estdn caracterizados
todos los continuos X cuyo hiperespacio 2% admite una seleccién. Por lo
tanto, en ese sentido no hay mucho que estudiar. Sin embargo, atin no se
tiene una caracterizacién de los continuos cuyo hiperespacio C' (X) admite
una seleccién. Es por eso que nos enfocaremos a este hiperespacio.

27



CAPITULO 4. SELECCIONES EN CONTINUOS 28

Observacién 4.3 Notemos que si eziste una seleccion o : C (X) — X para
C (X), entonces para cualquier subcontinuo A C X, C (A) admite una selec-
cion, ya que o |c(ay: C (A) — A cumple las propiedades requeridas.

Ejemplo 4.4 La funciono : C (1) — I tal que para cada A € C (I), 0 (A) =
my en donde my es el punto medio de A, es una seleccion

Para probar que o es continua, seane > 0y Ay B € C' () con A = [ay, as]
y B = [bl, bg] .

Sea § = e. Por lo tanto, Hy (A, B) < ¢ implica que d(aj,a2) < &y
d (b1,by) < 6. entonces d (ma, mp) < 0 = ¢ de manera que o es continua.

Lema 4.5 Si St es el circulo unitario en el plano complejo, entonces C (S?)
no admite ninguna seleccion.

Demostracién. Supongamos que existe una seleccién o : C (S1) — St
Como o({z}) = x para todo z € S* y C'(S') es homeomorfo a D?, por el
Lema 3.7, entonces o es una retraccién del disco en su frontera, de modo que
componiendo ¢ con la funcién f : S' — St tal que f (z) = —x, tendrfamos
una funcién f oo : D? — D? sin puntos fijos, contradiciendo el Teorema del
punto fijo de Brower [15, Theorem 2.1, pag. 19]. m

Teorema 4.6 Sea X un continuo. Si C' (X) admite una seleccion
o:C(X)— X, entonces X es un dendroide.

Demostracién. Sabemos que C' (X)) es arcoconexo, por el Corolario 3.19.
Por lo tanto, como o (C' (X)) = X, entonces X es arcoconexo. Para probar
que X es hereditariamente unicoherente supongamos que existen dos sub-
continuos A y B de X tales que AN B no es conexo. Sean x y y puntos en
distintas componentes de AN B. Como C (A) es arcoconexoy A = o (C (A4))
entonces A es arcoconexo y contiene un arco J4 que une a x con y. De la
misma manera, 3 contiene un arco Jp que une a x con y en B.

Sea h : [0,1] — J4 un homeomorfismo tal que h (0) =z y h(1) = y. Sean
t1 :méx{t € [0, 1] : h([O,t]) C JB} y to :Hlfn{t € [0, 1] i<ty h(t) € JB}
estos conjuntos contienen a h~! (z) y a h™! (y) , respectivamente, esto implica
que t; y to estdn bien definidos. Notemos que t; < 1, puesto que J4 # Jp.
Por la manera en que definimos t; y t2, no existe ninguna ¢ € ({1, t3) tal que
h(t) € Jg, de modo que el arco en J4 que va de h (t1) a h(ty) y el arco en Jp
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que va de h(t1) a h(t3) se intersectan solamente en sus extremos, forman-
do una curva cerrada simple S contenida en J4 U Jg y por la Observacion
4.3, 0 |c(s) es una seleccién, contradiciendo el Lema 4.5. De esta manera se
concluye que X es hereditariamente unicoherente y es un dendroide. m

Podriamos pensar que todos los dendroides admiten una seleccién, pero
en el ejemplo 4.8 probamos lo contrario. A fin de demostrar esto, definamos
el siguiente dendroide:

Para cada n € N, sea A, el segmento de recta en el plano, que une
a (—1,0) con (1,27"). Sea T el segmento de recta en el plano, que une a

(—1,0) con (1,0). Definimos D; = T'U U A,, v lo llamaremos el abanico

neN
armoénico. (Figura 4.1).

Lema 4.7 Si 0 es una seleccion para el abanico armdnico Dy, entonces
o(T)=(-1,0).

Figura 4.1: El abanico arménico D;. (Lema 4.7).

Demostracién. Supongamos que o (T') = r para alguna r € Ty r #
(—1,0). Sea e = 3d((—1,0),r). Como o es uniformemente continua por
estar definida en un compacto, entonces para toda ¢ > 0, existe § > 0 tal
que si Hy (P, Q) < 6 entonces d (o (P),0(Q)) < e.

Como {A,},cy converge a T, existe N € N tal que si n > N entonces
H, (An, T) < 9.

Sea (3 la unién del arco ordenado que va de Ay a Ay U Ay, creciendo
Ay dentro de Ay U Ax,y hasta llegar a Ay U Ayy1, con otro que va de
Any1 a Ay U Ayy1, creciendo Anyq dentro de Ay U Ay, hasta llegar a
Any U Any1. Notemos que 3 es un arco y que si B € [ entonces Ay C B C
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Ax U AN+1 (0] AN—i—l C BC Ay U AN—i—l y, ademds, Hy (T, B) < 5, por lo
tanto, d (o (T') ,0 (B)) < ¢.

Sea o (A,) = r,. Como ( es un arco, entonces o () contiene al arco
que va de ry a ryy1 y dado que ry € An, ryy1 € Avii y A N Ay =
{(=1,0)}, este arco debe pasar por el (—1,0), es decir, existe By € 3 tal que
o (By) = (—1,0), pero Hy (T, By) <8y d(o(T),0(By)) =d(r,(—1,0)) > ¢
lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, o (') = (—1,0). m

Ejemplo 4.8 Exriste un dendroide D tal que C' (D) no admite ninguna se-
leccion. (Figura 4.2).

Sean D; como en el Lema 4.7, Dy = {z € R?: —x € D} y D = D, UD,.

Figura 4.2: Dendroide no selectible D. (Ejemplo 4.8).

Supongamos que existe una seleccién o : C'(D) — D. Por el Lema 4.7,
olp, (T)=(-1,0)y o |p, (T) =(1,0), lo cual es una contradiccién puesto
que o |p, (T) =0 (T) =0 |p, (T).
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4.2. Dendroides suaves y selecciones rigidas

Definicién 4.9 Un orden parcial en un conjunto X es un subconjunto I
del producto X x X, que cumple lo siguiente:

i) Para cada a € X, se tiene que (a,a) € T.

i) Dados a y b e X, si (a,b) y (b,a) estdn en I', entonces a = b.

i11) Dados a,b,c € X, si (a,b) y (b,c) estan en I', entonces (a,c) € T

La condicién i) se llama reflexividad, la condicién ii) se llama anti-
simetria y la condicién iii) transitividad, del orden I'.

Ejemplo 4.10 El orden < en el conjunto R es un orden parcial.

Dados a y b € X, diremos que (a,b) € T CR xR sia < b. Es facil ver
que esta relacion cumple las tres propiedades requeridas para ser un orden
parcial.

Para un espacio métrico X y un orden parcial I" definido en X, otra
manera de denotar que (a,b) € I" es escribiendo a < b.

Definicién 4.11 Diremos que un orden parcial I' en un conjunto X es ce-
rrado, si I' es un subconjunto cerrado del producto X x X. Esto quiere de-
cir que si tenemos dos sucesiones, {an}, .y que converge a a y {bn}, oy que
converge a b, tales que a,, < b, para cada n € N, entonces a < b.

Recordemos que dados dos puntos x y y en un dendroide X, denotamos
por zy al tnico arco que los une, (Observacién 2.10).
La definicién usual de suavidad es la siguiente:

Definicién 4.12 Se dice que un dendroide X es suave si existe p € X tal
que para toda sucesion {an}, .y que converge a un punto a € X, se cumple
que los arcos {pay}, . convergen al arco pa.

En este trabajo utilizaremos otra definicién de suavidad para dendroides,
que tiene que ver con ordenes parciales y se basa en que para cada p € X se
puede definir un orden parcial I' (p) en X de la siguiente manera:

I'(p) = {(z,y) : = € py}

Definicién 4.13 Diremos que un dendroide D es suave si existe p € D tal
que T' (p) es cerrado.
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Proposicion 4.14 Las definiciones 4.12 y 4.13 son equivalentes.

Demostraciéon. Sea X un dendroide, supongamos que cumple la Defini-
cién 4.12.

Sean (ay, b,) € I' (p) para cadan € Ny supongamos que {ay, },, . converge
aay {bn},cy converge a b.

Como {by,},cy converge a by X es suave en el sentido de la Definicién
4.12, entonces {pby,},y converge a pb y, como a, € pb, para cada n € N,
entonces lim,,_,wa, = a € pb y concluimos que a < b. Es decir, (a,b) € T'(p),
lo que prueba que I' (p) es cerrado.

Supongamos que X cumple la Definicién 4.13, Asi que I" (p) es cerrado.

Tomemos una sucesién {a,}, .y que converja al punto a. Como C'(X) es
compacto, la sucesion {pay, }, .\ tiene una subsucesion convergente {pas, } ;. -
Veamos que limy_,..pa,, C pa, para esto demostraremos que lfim sup pa,, C
pa y que pa C lim inf pa,,. Sea x € lfm sup pa,,, esto implica que existe

una subsucesion 3 @, que converge a x, tal que x,, € pa,, , para cada
J ; J J
jeN

J € N. Es decir, Ty, < Qny,, Dara cada j € N, como I' (p) es cerrado con-
clufmos que # < a, de modo que € pa. Por lo tanto limy_,.pa,, = lim
sup pa,, C pa. Notemos que p y a € lim inf pa,, , por la Proposicién 3.11,
tenemos que lfm pa,, es conexo y por la Proposicién 3.10 que es cerrado.
De este modo, 1imj_,.pay, es un subcontinuo del dendroide X, que tiene a
los puntos p y a, por el Teorema 2.9 es un dendroide y por lo tanto el arco
pa C limy_.opa,, . Con esto concluimos que pa = limy_..pa,,, esto impli-
ca que toda subsucesién convergente de {pa,},.y converge a pa, es decir,
el tinico punto de acumulacién de la sucesién {pa,}, .y €s pa, de modo que
{pan,}, ey converge a pa. m

Proposicién 4.15 Sean X un dendroide suave y K un subcontinuo de X.
Entonces K es suave.

Demostraciéon. Sea X un dendroide suave. Por lo tanto, existe p € X
tal que para toda sucesion {ay,}, .y que converge a un punto a € X, los arcos
{pan}, ey convergen al arco pa.

Sea K un subcontinuo de X y llamemos ¢ al primer punto en K y en el
arco pk que va de p a k € K, para alguna £ € K. Vamos a probar que ¢
es unico. Sean pk’ otro arco que va de p a k' € K y ¢ el primer punto en
pk’ N K. Como pg U pq' es un subcontinuo de X, (pgUpd )N K ={q,¢'}, vy
X es hereditariamente unicoherente, entonces g = ¢'.
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Veremos que K es suave en q. Sea {ay}, .y Una sucesién, de puntos en K,
que converge al punto a € K. Como X es suave, los arcos {pa, }, .y convergen
al arco pa y pa, N K = qa,, para cadan € N. Por lo tanto, los arcos {qa, }
convergen al arco qa y K es un dendroide suave. m

neN

Definicién 4.16 Sean X un continuo y o C 2%. Una seleccion rigida para
a es una seleccion tal que:
siAyBeayo(B) e AC B entonces 0 (A) =0 (B).

Por ejemplo, la seleccién que definimos para el intervalo I = [0, 1] no es
rigida puesto que o ([0,1]) = 1 € [0,3], pero o ([0,3]) = 1.

Pero si en lugar del punto medio de cada intervalo toméramos su extremo
izquierdo, la seleccion si serfa rigida.

Teorema 4.17 Sean X un espacio compacto y o C 2%, Supongamos que o
satisface las siguientes condiciones:

i) Six € X entonces {z} € a.

ii) SiAyBeayANB+#J entonces AUB € a.

Si a es cerrado y admite una seleccion rigida o, entonces la relacion
Iy =U{{o(A)} x A: A€ a} es un orden parcial cerrado en X.

Reciprocamente, si I' es un orden parcial cerrado en X y cada miembro
A € « tiene un elemento minimo, o (A), con el orden parcial T'; entonces o
es una seleccion rigida.

Demostracién. La relacion T, es reflexiva puesto que o ({z}) = x para
cada x € X. Es decir, {z} x {z} € I,.

Para probar que I', es antisimétrica, supongamos que (z,y) € I', y que
(y,z) € T',. Por lo tanto, existen Ay B € « tales que 0 (A) =x cony € A
y o (B) =y conx € B.

De aqui que x yy € ANB y, por ii), AUB € a. Sic(AUB) € A
entonces 0 (AU B) = 0 (A) = x por la rigidez de ¢ y, como = € B, tenemos
que 0 (AU B) = 0 (B) = y. De donde tenemos que x =y. Sioc (AU B) € B
se prueba, andlogamente, que I', es antisimétrica.

Para probar que I', es transitiva, supongamos que (p,q) € I, y que
(q,7) € T',. Entonces, existen C'y D € « tales que p = ¢ (C), q € C,
qg=o0(D)yreD.Comoqge CnND, por ii), se tiene que C' U D € «. Si
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o (C'U D) € C obtenemos, por rigidez, que o (C'U D) = o (C') = p y se tiene
que (p,r) € 'y, como se queria. Si o (C'UD) € D entonces o (CUD) =
o (D) =qy,dado que g € C C CUD, se sigue que ¢ = 0 (C') = p, de manera
que (p,r) € I',. Por lo tanto, I', es transitiva y es un orden parcial.

Para probar que I'; es un subconjunto cerrado de X x X, sea {(2n, ¥n) },en
una sucesion en I', que converge a (z,y) . Esto implica que, para cadan € N,
existe A, € a tal que x, = 0 (A,) ¥y yn € Ay

Como « es un cerrado en el compacto 2%, la sucesion {4, }, . tiene una
subsucesién {A,, }, .y que converge a A € a. Como {yn, },oy converge a y,
entonces y € Ay, como o es continua, se tiene que x = o (A). Es decir,
(xz,y) € T', y concluimos que I, es cerrado.

Para demostrar el reciproco, supongamos que I' es un orden parcial ce-
rrado en X tal que cada A € « tiene un elemento minimo, o (A) . Para pro-
bar que o es continua, sea {A,}, .y una sucesién que converge a A € o'y
w un punto de acumulacién de la sucesion {0 (A,)}, - Esto implica que,
existe una subsucesion {0 (A, )}y que converge a w, es decir w € lim
sup{A,}, ey Por lo tanto w € A y tenemos que (0 (A),w) € I' y, por otra
parte, existe una sucesion {yn},cy, con y, € A, para cada n € N, tal que
{Yn},en converge a o (A). De ahi que, (0 (Ay,),;Yn,) € 'y, como I' es cer-
rado, entonces limy_, (0 (Ap,) ,Yn,) = (w,0 (A)) € T, y por la antisimetria
de I' tenemos que w = o (A) y, por lo tanto, {0 (A, )}y converge a o (A).
Es decir que el tinico punto de acumulacién de la sucesion {0 (A,)}, oy €5
o (A), esto es o (A,) converge a o (A).

Por ltimo, o satisface la condicién de rigidez puesto que (o (B),b) € T
paratoda b € By (0 (A),a) € I para toda a € A. De donde obtenemos que,
si 0 (B) € A C B entonces 0 (A) € By se cumple que (o (B),0(A)) € T
y, como o (B) € A también se tiene que (o (A),0 (B)) € T'. Por lo tanto,
oc(A)=0c(B). =

Teorema 4.18 Sea X un continuo. El espacio C (X) admite una seleccion
rigida si y solo st X es un dendroide suave.

Demostracién. Si C'(X) admite una seleccién rigida o, entonces por
el Teorema 4.6, X es un dendroide y, por el Teorema 4.17, I', es cerrado.
Como C (X) satisface las condiciones i) y 4i) del Teorema 4.17 y se sabe
que C (X) es cerrado en 2%, para probar que X es suave, basta probar que
I, =T(0(X)).

Sea p = o (X). Demostraremos que I' (p) C T',, sea (z,y) € I'(p). En-
tonces x € py. Como a = {ty :t € py} es un arco en C'(X), o es conti-



CAPITULO 4. SELECCIONES EN CONTINUOS 35

nua, o (py) = p, por la rigidez, y o ({y}) = y. Entonces el continuo o (o) =
{o (ty) : t € py} contiene al arco py y, por lo tanto, o (ty) = x para alguna
tepyy (x,y) € I'y. Por otra parte, si (z,y) € I', entonces existe A € C' (X)
tal que y € Ay x = 0 (A). Como X es un dendroide, el arco zy C A y, por
la rigidez, se tiene que o (xy) = x. También los arcos px y py se intersectan
en un arco pt, con t € xy, debido a que X es hereditariamente unicoherente.
Usando la rigidez de o, se tiene que o (2t) = x y o (pr) = p. Si hacemos
crecer a xt, hasta llegar a px, la funcién o toma valores desde = hasta p y,
por continuidad, tenemos que o (gx) = t para alguna g € pt. Nuevamente,
por la rigidez de o y dado que tz C gz, se deduce que t = 0 (qx) = o (tx) = x
de manera que x € py, es decir, (z,y) € I (p). Por lo tanto, I', =T (p) y X
es suave.

Reciprocamente, si X es un dendroide suave entonces X admite un orden
parcial cerrado I' () . Se sabe, por [18], que cada miembro de C' (X)) tiene un
elemento minimo con respecto a I' (x) y la existencia de una seleccién para
C (X) se sigue del Teorema 4.17. =

Definicién 4.19 Dado un orden parcial I' en un conjunto X, definimos ' =
{ye X:(y,x) el}.

Definicién 4.20 Un espacio dirigido es un espacio topoldgico X con un
orden parcial cerrado I' tal que st x1,xo, ..., x, son elementos de X entonces

FzyNTaeN...NTx, # . (Figuras 4.3y 4.4).

Figura 4.3: Orden parcial que no es espacio dirigido. (Definicién 4.20).
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Dado cualquier espacio topolégico X con un orden parcial I, podemos
hacerlo un espacio dirigido agregando un punto zy y haciendo zy < x para
toda x € X.

Definicién 4.21 Un arbol generalizado es un espacio dirigido compacto
X, tal que T'x es un arco para todo x € X y cada subcontinuo tiene un cero
(un elemento minimo).

[«]

Figura 4.4: Ejemplo de espacio dirigido que no es arbol generalizado, con el
siguiente orden parcial: z < y si existe una zy-trayectoria dirigida, con el
mismo sentido que las flechas ab, ac y bc. Notemos que I'c = ab U ac U be.

Notemos que R con el orden parcial <, es un espacio dirigido, pero no es
compacto, por lo tanto, no es un érbol generalizado. El intervalo [0, 1] si es
compacto y es un arbol generalizado.

Definicién 4.22 Dados dos subcontinuos distintos P y () de un dendroide
X, tales que PN Q = @, el arco pq tal que pgN P ={p} ypgNQ = {q} se
llama la conexion irreducible entre P y Q) y se denota L (P, Q).

Proposicién 4.23 Un continuo X es un dendroide suave si y sélo si X es
un drbol generalizado.

Demostraciéon. Supongamos que X es un dendroide suave, queremos
probar que X es un arbol generalizado.

Como X es suave, existe p € X tal que I' (p) = {(z,y) : ¢ € py} es un
orden parcial cerrado. Para todo z € X, tenemos que p € I'x. Por lo tanto
X es un espacio dirigido.

Notemos que 'z = {z € X : z € pz}; esto implica que, 't = pxr es un
arco.
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Sean A € C'(X) y L({p},A) la conexién irreducible entre p y A, en el
caso en que p ¢ A, y digamos que L ({p},A)NA = {ag}.Sip € A, hagamos
P = ag.

Veremos que ay es el cero de A, notemos que ag es tinico por la antisimetria
deT. Sea a € A un elemento cualquiera de A. Sabemos que L ({p}, A) = pay,
pagNA = ag y aga C A, de aqui que pagNaga = ag, por lo tanto pagUaga es un
arco. Como en los dendroides los arcos son tinicos, tenemos que pagUaga = pa
lo que quiere decir que ag < a para todo a € A, y concluimos que ag es el
cero de A.

El regreso se sigue de que todo subcontinuo A de X tiene un elemento
minimo z (A) y, por los Teoremas 4.17 y 4.18, X debe de ser un dendroide
suave. H

Hasta ahora todos los ejemplos de dendroides selectibles que hemos da-
do han sido suaves, pero la suavidad no es una condicién necesaria, como
veremos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.24 Dendroide selectible que no es suave. (Figura 4.5).

Para cadan € N, sea A, el segmento de recta en el plano Euclidiano, que
une a (—1,0) con (0,27"). Sea 7" el segmento de recta en el plano, que une a
(—1,0) con (0,0).

Sean D; = TU U A, | yD = DiUDy,endonde Dy = {—z € R? : z € D;}.
neN
Llamaremos 7" = {—x € R?: z € T'}.

Ahora vamos a definir una seleccién o : C' (D) — D.

Para cada K € C(D;), hacemos o1 (K) el punto de K, cuya primera
coordenada sea menor y para cada L € C(D,), haremos o5 (L) el punto
de L, cuya primera coordenada sea mayor. Para definir ¢ en todo C (D),
solo falta definirla para cada subcontinuo A € C' (D) tal que AN Dy #
g # AN Dy. Para uno de estos subcontinuos, A, onservemos que A N Dy
es un subcontinuo de Dy que tiene a (0,0), de manera que o1 (AN D) €
T. Similarmente, o9 (AN Dy) € T'. Asi que tiene sentido definir o (A) =
01 (AN D)+ 09 (ANDy). De esta manera o va a ser una seleccién y va a
cumplir que o (T') = (—1,0) y o (T") = (1,0) , una condicién necesaria por el
Lema 4.7. La demostracion de que o es una seleccién la doy a continuacion:

Definimos para D, y D, los siguientes ordenes parciales cerrados: I'; =
{((z,y), (@ y)) €D x Drrx<a'} y Iy = {((z,y),(¢',¥)) € D2 X Dy :
' < x}. Notemos que cada subcontinuo de D; tiene un elemento minimo
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Figura 4.5: Dendroide selectible que no es suave. (Ejemplo 4.24).

con respecto a I'; (con i € {1,2}) y mds aun, si definimos o; : C'(D;) — D;
como 0; (A) = el elemento minimo de A con respecto a I';, entonces o; es
una seleccién, por el Teorema 4.17. Notemos que tales selecciones deben de
cumplir que oy (1) = (—1,0) y 02 (T") = (1,0), por el Lema 4.7.

Para cada A € C'(T'UT") sea ¢, (A) la primera coordenada de oy (AN T)
si ANT # &, de otro modo hagamos ¢, (A) = 0. Similarmente, sea @, (A)
la primera coordenada de oo (ANT") si ANT' # &, de otro modo hagamos
Py (A) = 0.

Ahora definamos 6§ (A) = (¢, (A) + ¢, (A),0) para A € C(T'UT") y,
para A € C(D;), sea § = o;. Notemos que ¢ es una funcién continua y
que es una seleccién en C' (D) UC (Do) UC (T'UT") . Para extenderla a una
seleccién o de C (D), hagamos o (A) = 0 (AN(TUT")), st A € C(D)\
(C(D)UC (Dy))uC(TUT)).

4.3. Selecciones y conjuntos de doblez

Teorema 4.25 Sea X un dendroide tal que C (X) admite una seleccion o.
Sean {An}, ey Y {A)} ey Sucesiones de subcontinuos de X tales que:

(i) A, N Al # & para cadan =1,2,...

(1) Al =1lim A, C A= lim A,
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(t4i) B =lim (A, NA]).
Sio(A,UAl) e A para cadan = 1,2, ..., entonces o (A) € B.

Demostracién. Supongamos que o (A) € A\B. Sean U y U’ vecindades
abiertas de o (A) en X tales que B C X\U' y U C U’. Como o es continua
o~ (U) es abierto en C' (X) y existe un abierto V (4, A), contenidoen o~ (U).
De modo que se tiene:

(1) Si K € V(6,A), entonces o (K) € U.

Por (ii), tenemos que lim (A, U A)) = Ay, como A, también converge
a A, existe my; € N tal que A, y A, U Al € V(§, A), para toda n > m;. Por
(441) , tenemos que lfim (A4, N A’) = B € X\U y se infiere que existe m, € N
tal que A, N A’ NU = @, para toda n > my. De modo que, si tomamos
m = maz {my, my} se cumple que:

(2) Ay, A UA!L € V(6,A) y que

(3) A,NnA NU = @.

Sea M el conjunto de los subcontinuos de A,, U A! que contienen a A,,.
Sea S € M. Sabemos que A,, C S, por definicién, y como A,, € V (4, A),
entonces A C Ny (0,A,) C Ng(6,5). Como S C A, UA € V(JA), se
tiene que S C A, U A/ C N4(d§,A), por lo tanto, S € V(4,A) y, de la
definicién de S y de (1), obtenemos que o (S) € U N (A, UA!). Como
o(An,UA) e Al por hipétesis, resulta que o (A4, UA! ) ¢ A,,, por (3).
Para probar que o (M) C A/, \A,,, supongamos que existe Sy € M tal que
0 (So) € A El Teorema 3.18 nos garantiza que existe un arco ordenado, L
que une a Sy con A,,UA’ | creciendo a Sy sin salirse de A,,UA! . Notemos que
L C M. Como o es continua, L es un arcoy So y (A, U A)) € L; entonces el
arco que va de o (Sy) € A, ao (A, UA)) € Al estd contenido en o (L), y
debe pasar por A,,,N A, . Es decir, existe S € L tal que o (S1) € A,,NA! o
cual contradice (3) . De esta manera, concluimos que o (M) C A/ \ A,. Pero
esto contradice que A,, € M y que 0 (A,,) € A,,. Por lo tanto 0 (A) € B. =

Definicién 4.26 Llamaremos a B un conjunto de doblez de un subcon-
tinuo A de X si existen dos sucesiones {An}, . Y { A },en de subcontinuos
de X que satisfacen (i), (ii) y (i) del Teorema 4.25 con A" = A.

Del Teorema 4.25 obtenemos el siguiente:

Corolario 4.27 Si X es un dendroide selectible, entonces la interseccion de
todos los conjuntos de doblez de cada subcontinuo es no vacia.
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Demostraciéon. Sea X un dendroide selectible. Sea B un conjunto de
doblez de un subcontinuo A de X. Por lo tanto existen sucesiones {A, }
y {A}}, ey de subcontinuos de X tales que:

(i) A, NAl, # @ para cadan =1,2, ...

(i1) A’ =lim A, = A=1im A,.

(i7i) B =1im (A, N A]).

En este caso, como los limites de A,, y A, son iguales, podemos reetiquetar
las A, y las A/ de tal manera que se cumpla que o (A4, U A)) € Al para
cada n = 1,2, ..., y, por el Teorema 4.25 tenemos que o (A) € B. Como B
fué arbitrario, concluimos que o (A) pertenece a todo conjunto de doblez del
subcontinuo A de X. m

neN

Definicién 4.28 Se dice que un dendroide X es de tipo N (entre los puntos

p y q) si existen en X dos sucesiones de arcos {pnp},}nen ¥ 1ndhtnen s ¥
/! !

puntos pli € qudi \ {qn, @b} Y ¢ € publy, \ {pn, D}, tales que las siguientes
condiciones se satifacen:

(1) pq = lim pp;, = lim g,q,

(2) p = lim p, = lim pl, = lim pl,

(3) ¢ = lim q,, = lim ¢, = lim q|.. (Figura 4.6).

o dn

2 ,

3 » — n

p — - q

g
Pn

Figura 4.6: Tipo N (entre p y ¢). (Definicién 4.28).

Observacion 4.29 Notemos que si un dendroide X es de tipo N, entonces
X contiene un arco no degenerado pq tal que {p} y {q} son sus conjuntos de
doblez. Por el Corolario 4.27, concluimos que X no admite ninguna seleccion.

Ejemplo 4.30 Dendroide no selectible X tal que la interseccion de todos los
subconjuntos de doblez de cada subcontinuo de X no es vacia.
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Sea (p, 1)) un punto en el plano Euclidiano R? en coordenadas polares p

y .

Sean:

2 47 1 27
— fry ]_ = ]_— b: ]_— n: 1 -, s
! 0.0), ¢=(10), a <’3)7 (,3),6L (+TL 3)
1 4r 1 1 1 3m
bn = 1 5 |y Pn— | 5 = Y = e |

para cadan = 1,2, ... y sean:

Ao = pqUpalpb,
An - QPlgn U p,2nCL2n U A2nP2n U p2nb2n>
Y Bu = qpy,1 U, aboni1 UbzniiPoni1 U Pani1any,
paran = 1,2, ... y donde zy quiere decir el segmento de recta en R? que une

ax con y.
Sea X = AU _ (4, UB,) (Figura 4.7).

dp

Figura 4.7: Dendroide no selectible X tal que la interseccién de todos los
subconjuntos de doblez de cada subcontinuo de X no es vacia. (Ejemplo
4.30).



CAPITULO 4. SELECCIONES EN CONTINUOS 42

Para probar que X no es selectible, supongamos lo contrario. Es decir,
supongamos que o es una seleccién continua para C' (X).

Sean R, = {(z,y) e R? :x <t}, A, (t) = A, NRyy B, (t) =B, N R,

Supongamos que para todam € N, existe n (m) > m tal que o (A, (0))
€ p;n(m)agn(m) y que o (Bn(m) (0)) e pgn(m)+lb2n(m)+l‘ Por lo tanto, como

An(m) (0) = <p/2n(m)a2n(m)> U (a2n(m)p2n(m) Uan(m)b2n(m)) y {An(m) (0)}m€N
converge a pa U pb, por el Teorema 4.25, se deduce que o (paUpb) = a.
Anslogamente, se deduce que o (paUpb) = b, lo cual es una contradic-
cién. Por lo tanto, existe m € N tal que para toda n > m se cumple que
o (An (0)) € agpPon U pgnbgn O que o (Bn (0)) € bgn+1p2n+1 U pant1Qon+1- De
modo que podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que o (A, (0)) €
(2, P2n U P2, ba, para una infinidad de nimeros naturales.

Como lim A,, =lim B, = Ag y A, N B, = q, entonces ¢ es un conjunto
de doblez de Ag y tenemos que o (Ag) = ¢, como A,, y B,, convergen a Ay,
existe m’ € N tal que para toda n > m’, |0 (A,) —q| <3 y|o(B,) —q| <3
en donde |-| denota la norma Euclidiana en R%. Como o es continua, existe
6 > 0 tal que si Hy (A, B) <6, entonces |0 (A) — o (B)| < 3.

Sea mg tal que my > m', mg > my Hy (A, (t),B,(t)) < J para cada
n>myytelo1].

Fijemos n > my, tal que o (A4, (0)) € a,p2n U panba,. Sea ty el nimero
méaximo tal que o (A, (ty)) = azn 0 0 (B, (to)) = bapt1-

Si 0 (A (to)) = agn, entonces o (B, (t9)) € (bant1P2n+1 U Pont1Goni1) \
{bon+1}, pues si no fuera asi, tendrfamos que |o (4, (to)) — o (Bx (t))| > 3.

Como o (B, (1)) = 0 (B,) y |0 (B,) —q| < 3, existe t{ > to tal que
0 (B (ty)) = bant1, una contradiccion, pues habiamos tomado ¢, méximo.

El caso en que o (B, (ty)) = bay41 es similar, por lo tanto, X no es se-
lectible.

Notemos que los tinicos subcontinuos A de X que tienen subconjuntos de
doblez son de la forma: A = Ay, A C ap, A C pbo A C pq. Para Ay tenemos
que A, y B, convergen a Ay y A, B, = ¢q, de modo que ¢ es un subconjunto
de doblez de Ay y esta contenido en cualquier otro subconjunto de doblez de
Ay ya que A, y B, son los continuos més pequenos cuya interseccién no es
vacia, tales que convergen a Ay Para A C ap, A C pbo A C pq, se utiliza un
argumento similar para concluir que, respectivamente, a, b y q pertenecen, en
cada caso, a todos los subconjuntos de doblez de A.

Ejemplo 4.31 FEuxiste un abanico selectible F' y una funcion continua y mond-
tona f definida en F' tal que f (F) no es selectible.
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Sean:

. 13 .
p:(070)7pOZ(laO)apn:(LQl )yqn:(5,121 )

o0

Sea F'=ppoU( _ (pp20 U p2aden).

Como F es un subabanico del abanico X del Ejemplo 4.56 y C' (X) admite
una seleccién, entonces C' (F) también admite una seleccion.

Sean s el punto medio de ppy v f la funcién de F' que identifica a los
puntos de ps en un solo punto.

Notemos que f es mondtona, pero C (f (F)) no admite seleccién, pues
f (F) es de tipo N entre los puntos p y po. (Figura 4.8).

p]'l

An

P//’—ipu

Figura 4.8: Imagen del abanico F' bajo una funcién monoténa f. (Ejemplo
4.31).

Ejemplo 4.32 FEuxisten un dendroide selectible D y una funcion continua y
abierta g de D tal que g (D) no es selectible.

Sean (p, ¢) las cordenadas polares de un punto en el plano Euclidiano.
Ademss, sean:

1
p = <070)7a2(170)7b:<17z>7C:(17W)7an:(17_>7
2 n
1 7 1 7 1 3m
= (142 = Y A el
bn ( +n,2>,pn <n,4> Y Pn (n 4>
paran =1,2 ... y:

Dy =acUpbU U (@npn U ppb, Ub,pl, Uplc). (Figura 4.9).

n=1



CAPITULO 4. SELECCIONES EN CONTINUOS

/N

/I R\\
S T§
Py 3 J_JI llr -]-ﬁ \.__\H‘—M"‘

— —

h (bll)

Figura 4.10: Dendroide D. (Ejemplo 4.32).

44
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Denotemos por h la reflexién por el origen y sea
D = Dy Uh(D,). (Figura 4.10).

Tomando la funcién g que identifica a los puntos = con h (z) para cada
x € D, obtenemos una funcién continua y abierta de D en g (D). Se puede
observar que g (D) y f (F) (Figura 4.8) son homeomorfos. Por lo tanto, g (D)
no es selectible. Sélo falta probar que el dendroide D si lo es.

Sean P = pa U pbU pcU ph (b) y K cualquier subcontinuo de P. Vamos a
definir una seleccién o’ para C (P) y después la extenderemos a todo C' (D).
Notemos que, por el Corolario 4.27, dicha seleccién, o', debe de cumplir
que: si ¢ € K C ¢pUpb entonces o/ (K) = ¢,sicyb € K C acU pb
entonces o' (K) = ¢, si a € K C ap U ph (b) entonces ¢/ (K) =aysiay
h(b) € K C acU ph (b) entonces o’ (K) = a.

Si x y y son puntos en P, entonces s (z,y) denota un punto en P tal que
|s (z,9)| = 5 |lz| = ly|l, ademds, s (z,y) € px si |z] > |y y s(z,y) € py si
ly| > |z|, donde |-| quiere decir la norma Euclidiana. Podemos pensar en el
punto s (x,y) como el punto medio del arco pz U py. Si z € R?, entonces
a (K, z) es el punto de pz N K que tiene mayor norma.

Sip € P\ K, entonces K es un arco zy, digamos que |z| > |y|, definamos

o (K)=ux.
Sip e K,seao' (K) = a(K,16s(s(s (2c,d'),s (b a’)),s(s (2d',V),s(d,)))).
En donde @', b, ¢ y d' son los puntos con mayor norma que estén en K y en
el arco pa,pb,pc y ph (b), respectivamente. Denotaremos por £ al punto en
el arco pzx, cuya norma es %, donde x representa a a,b,c o d y n es un entero
positivo.

Probaremos que ¢’ es una seleccién continua para C' (P) tal que:

(i) Siay ce K entonces o' (K) € ac.

Supongamos que a 'y ¢ € K entonces a’ =ay ¢ = c.

Por lo tanto, s (2c,d’) € 5c, s(V',a) € p§ y s(s (20 d),s(t,d)) €
ademds, s (2a,V') € §a, s(d',c) € p§ y s(s(2da',V),s(d,)) € Sa.

Esto implica que s (s (s(2c,d),s(V,d’)),s(s(2d, b’),s(d’, d))) € acy
o' (K) € ac.

(i1) Sic € K C epU pb entonces o’ (K) = c.

Supongamos que ¢ € K C cp U pb. Es decir, d =c¢,d =py d =p.

Tenemos que s(2¢,p) = ¢, s(b,p) = %/ y s(s(2d,d),s(b,ad)) €

ademds, s (p, V') = %',s(p,c) =sys(s(2d,V),s(d,c)) € pg.

G

[S]IS]

I

e}
[\ e
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Notemos que cuando b’ = p, se tienen las siguientes igualdades s(s (2¢/, d') ,
s(b',a") = 5y s(s(2d,V), s(d,c)) = § y cuando b/ = b, se tienen estas
igualdades: s (s (2¢,d'), s (V',a')) = § y s(s(2d,0'),5(d',c)) = p.

De aqui, se concluye que s (s (s (2¢,d),s (b, a')), s (s (2d',0),s(d,))) =
syo(K)=c

(i13) Sicy b € K C acU pb entonces o' (K) = c.

Supongamos que ¢ y b € K C ac U pb. Esto implica que ¢ =¢, b/ =by
d = p.

En consecuencia, s (2¢,p) = ¢, s (b,d) € p%,y s(s(2¢,d),s(V,a')) € £5;
ademds, s (2a/,b) € 24, s(p,c) =5y s(s(2d,V),s(d,c)) € ps.

Observemos que s (s (2¢/,d') ,s (V/,a’)) va de { a § cuando o’ va de p a a,
mientras que s (s (2a’,b') , s (d',c')) vade p a § cuando ' vade p a §, y después
s(s(2d',0'),s(d',c’)) disminuye hasta p, cuando a’ va de § a a. De aqui, que
la menor diferencia entre s (s (2¢,d'), s (V,d')) y s(s(2d",V),s(d,c)) es 3
y se alcanza cuando a’ = 3.

Esto implica que s (s (s(2c,d'),s(V,a’)),s(s(2d',0'),s(d',c))) € e,
de modo que ¢’ (K) = c.

Finalmente, las siguientes dos propiedades se obtienen gracias a que la
funcién o’ es simétrica si cambiamos, simultdneamente, a por ¢y b por h (b) .

(iv) Sia € K C apUph(b) entonces o’ (K) = a.

(v) Siay h(b) € K C acUph(b) entonces o (K) = a.

Ahora, sea (3 una funcién continua de D en P, tal que (3 es lineal en cada
segmento de recta contenido en D y [ identifica a los puntos a, con a, b,
con b, h(b,) con h(b) y a p,,pl,,h(pn) y h(pl,) con p.

Definimos una seleccién o para C' (D), como sigue: Si K C D\ P, el
conjunto 3 (¢’ (3 (K))) N K tiene a los mas dos puntos, hacemos o (K)
igual al primero de esos puntos en el arco que une a P con K, ordenado de P
a K; Si KNP # @, hacemos 0 (K) = ¢’ (K N P). Como las funciones o’ y
[ son continuas, por la manera en que se definié o, se tiene que es continua.

4.4. Selectibilidad y Contractibilidad

Definicién 4.33 Una funcion continua H : X x [0,1] — Y es una homo-
topia. Si X C Y y H(x,0) = x para cada x € X, entonces se dice que
la homotopia H es una deformacion de X en Y. Mds atn, si para cada
x € X el punto H (z,1) es el mismo (i.e., H (-, 1) es una funcion constante),
entonces la deformacion es una contraccion de X en Y, cuando X =Y
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se llama simplemente contraccion de X. Diremos que un espacio X es
contraible, si existe una contraccion de X.

Proposicion 4.34 Sea X un espacio contraible. Entonces X conexo por ar-
cos.

Demostraciéon. Como X es contraible, existe una funcién H : X x
[0,1] — X tal que H (2,0) =z y H (x,1) = p para algin p € X. Si tomamos
H |{,C}X 0,1 obtenemos una xp-trayectoria. Por lo tanto, p se conecta con todos
los puntos de X y X es conexo por arcos. m

Observacion 4.35 Como consecuencia de la Proposicion 4.34 se obtiene
que, st un espacto X es contraible entonces se puede contraer a cualquiera de
sus puntos, componiendo la contraccion H de X, que lo contrae al punto p,
con alguna xp-trayectoria y recorriendo cada una en la mitad del tiempo.

Teorema 4.36 Si D es un dendroide suave entonces es contraible.

Demostraciéon. Sea D un dendroide suave. Entonces es un conjunto
compacto con un orden parcial y, por [3], debe admitir una Métrica Ra-
dialmente Convexa, esto es una métrica tal que si z < y < 2 entonces
d(z,z) =d(x,y) +d(y,z).

Sean p el elemento minimo en el orden parcial cerrado en D'y z € D
tales que d(p,z) > d(p,x) para cualquier x € D. Definamos f : D — [0, 1]
como f(z) = Zgi “3 entonces f es continua y suprayectiva. Notemos que la
restriccién de f a un arco de la forma pr es un homeomorfismo sobre su
imagen.

Sabemos que el intervalo [0,1] es contraible por medio de H : [0,1] x
[0,1] — [0, 1] definida como H (s,t) = s — ts.

Utilizando las funciones f y H vamos a definir una homotopia H. Lo que
hace H a D, intuitivamente, es ordenar al dendroide D por alturas (donde la
altura de un punto x es f (z)) y contraer el arco pz jaldndolo de f (x) hacia
p. Definamos H : D x [0,1] — D como H (z,t) = f~(f (z) —tf (x)) N p.
Observemos que H (z,0) = £~ (f (1)) Nap = (f [op) " (f oy (@) = {2} ¥
que H (z,1) = f~1(0) Nap = {p}.

Por lo tanto, H es una contraccién y D es contraible. m

Observacion 4.37 En [17, Teorema 3.14, pdg 42] se prueba que toda den-
drita es un dendroide suave, por el Teorema 4.36, tenemos que toda dendrita
es contraible.
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Figura 4.11: Notacién 4.41.

Proposicion 4.38 Sea X un espacio que contiene dos subconjuntos A y B
tales que
(1) A#2 yB#X;
Y
(2) Para cada deformacion H : X x I — X, se tiene que H (A x I) C B.
Entonces X mno es contraible.

Demostracién. Supongamos que X es contraible, por la Observacién
4.35, existe una contracciéon H, con H (A x I) C B, que contrae X a un
punto y € X \ B. Para cada x € A, H ({z} xI) C B pero H (z,1) = y,
contradiciendo que y € X \ B. =

Definicion 4.39 Se dice que un subconjunto no vacio A de un espacio X
estd fijo bajo homotopias si para cada deformacion H : X x [ — X se
tiene que H (A x I) C A.

Como consecuencia inmediata de la definicién anterior y de la Proposicién
4.38, obtenemos lo siguiente:

Proposicion 4.40 Si un espacio X contiene un subconjunto propio, fijo bajo
homotopias, entonces X no es contraible.

Notacién 4.41 Sea X un dendroide. Consideremos un arco arbitrario ab C
X y un punto x € X. Si para alguna € > 0 tenemos que v € N (g,ab) y
la interseccion xa N N (e,ab) es disconezxa, entonces denotamos por z (g) al
primer punto del arco za, ordenado de x a a, que estd en Fr (N (g,ab)), i.e.,
z(e) €xaNFr (N (g,ab)) y xx ()N Fr (N (g,ab)) = {x (e)}. (Figura 4.11).
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Definicién 4.42 Un punto x de un espacio arcoconexo X es un punto ex-
tremo en el sentido clasico de X si es un extremo de todo arco que lo
contenga.

Definicién 4.43 Un punto x de un espacio métrico X es un punto ex-
tremo de X, si para toda ¢ > 0 existe un abierto V de X tal que x € V,
diagm (V) < e y la FrV es un dnico punto.

Notemos que las Definiciones 4.42 y 4.43, no coinciden en general. Por
ejemplo: en el abanico arménico de la Figura 4.1, el punto (1,0) es un punto
extremo en el sentido clédsico, pero no es un punto extremo.

Observacion 4.44 En los continuos localmente conexos estas definiciones
coinciden, vedsel8, pag. 277 .

Definicién 4.45 Un punto r de un dendroide X, es un punto de ramafi-
cacion si es el punto extremo de tres o mds arcos en X, cuyo unico punto
en comun es r.

Definicién 4.46 Un arco ab contenido en un dendroide X es llamado un
R-arco si:

i) Existen dos sucesiones {un},cn ¥ {vn}
tales que

nen de puntos extremos de X

lim u, = a y lim v, = b;

i1) Existe un ndmero € > 0 tal que para casi todo entero positivo n, los
conguntos u,b N N (,ab) y vp,a N N (g,ab) son disconexos (de modo que los
puntos u, (€) y v, (€) estdan bien definidos) y los conjuntos u,u, () \ {un (¢)}
Y vavp (€) \ {vn (€)} no contienen ningin punto de ramificacion de X;

i) [lim uyuy, (£)] N [lim v,v, (€)] = ab.

En el caso de un R-arco degenerado (i.e. cuando a = b) también es vdlida
la definicion.

Teorema 4.47 Todo R-arco, ab, contenido en un dendroide X, permanece
fijo bajo homotopias.

Demostracién. Supongamos, por el contrario, que existe H : X xI — X
tal que H (ab x I) \ ab # @, es decir, existe t’ € I tal que:

(1) H (ab x {t'})\ ab £ &.
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Sea ¢ > 0 un ndmero que satisface la condicion ) de la Definicién 4.46.
Para cada p € ab definimos ¢, :sup{t el:H({p}x]0,t)C (%,ab)} y

to=1inf{t,:p € ab}.

Por la definicién de t¢,, sabemos que si ¢, < 1, entonces H (p,t,) €
Fr (N (5,ab)).

Supongamos que ty = 0. Entonces existe una sucesién de puntos p,, € ab
tales que la sucesion de niimeros correspondientes, {,, }, ., converge a cero.
Como ab es compacto, la sucesién {p,}, . tiene una subsucesién convergente
{Pny }ren que converge a un punto py € ab.

Dado que {tpnk } rey € una subsucesién de {tpn }en » éSta converge a cero y
podemos suponer que ?,, < 1 para una k suficientemente grande, de manera
que H (pnk,tpnk) € Fr (N (%,ab)). Como H es continua y Fr (N (%,ab))
es cerrado, concluimos que H (po,0) € Fr (N (%, ab)) y sabemos que H es
una deformacién, por lo tanto, py = H (po,0) € Fr (N (%,ab)), lo cual
contradice que py € ab y prueba que ty > 0. De la definicién de %, se sigue
que H (ab x [0,%5]) C N (£, ab).

Afirmamos que existe un numero ¢’ € [0, £] que satisface la condicién (1) .
Si tg = 1 entonces la afirmacion se sigue de la suposicién hecha al principio
de esta demostracion. Si {5 < 1, entonces existe una sucesién de puntos
{Pn}neny C abtal quety < t,, yto =1imt,, . Sea {pn, },y una subsucesién de
{pn},en que converge a un punto py € ab. Aplicando los mismos argumentos
que en el parrafo anterior, obtenemos que H (pnk,tpnk) e Fr (N (%,ab)) ,
por lo tanto, H (po, ty) € Fr (N (%, ab)) y H (po,to) ¢ ab, entonces podemos
tomar ¢ = t.

Sean t' € [0, o] un nimero que satisface (1) y po € ab tales que H (po,t’) ¢ ab.
Digamos que H (po,t') = q y definimos tj, = inf {t' € [0,t] : H (po,t") = q},
observemos que H (po, t;) = q por la continuidad de H.

Recordemos que ab es un R-arco y debe satisfacer la condicién iii) de la
Definicién 4.46. Como py € ab C [lim u,u, (€)] N [lim v,v, (€)], existen dos
sucesiones de puntos {pn },,cn ¥ {2}, fnen tales que pl, € upuy, (), pr € vpv, (€)
Yy po = lim pf, = lim pj;.

Sean ¢, = H (pl,,t,), ¢ = H (p], ;) y consideremos las siguientes condi-
ciones:

1. ¢, € uyuy, () a partir de una n € N.

2. q! € vy, (€) a partir de una n € N.
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Veremos que no pueden cumplirse ambas.

Si se cumple 1, entonces ¢ = H (po,t;) = lim H (p,,t;) = lim ¢, € lim
Uy, (€)

De la misma manera, si se cample 2 entonces g € lim v,v,, (¢). Por lo tanto,
si se cumplen ambas concluimos que ¢ € [lim u,u, (¢)] N [lim v,v, (¢)] C ab
lo cual contradice que ¢ € X \ ab. De aqui que no se cumplen 1 y 2 al mismo
tiempo.

Supongamos que 1 es falsa. Entonces existe una subsucesién {q{lk } ke de
{4} en tal que g, & up, Uy, (€). Como los puntos p;, estdn en los arcos
Up,, Un,, (€), 10s g, no estdn en dichos arcos y, dado que los w,, son puntos
extremos del dendroide X, concluimos, por la propiedad ii) de la Definicién
4.46, que uy,, () € H ({p,, } % [0,y]) . Por tanto, existen t,, € [0,(] tales
que H (p'nk,tnk) = Uy, (¢). Por la compacidad de [0,?)] podemos supon-
er que la sucesién {t,, },.y converge a un nimero t” € [0,%;]. Se sigue de
la continuidad de H que lim H (p}, ,tn,) = H (po,t") € H (abx [0,t]) C
H (ab x [0,t5]) C N (5,ab).

Sin embargo, limy, . H (p;%, tnk) = limy,_ooty, (€) €l cual no es elemento
de N (%, ab) pues uy, (¢) siempre dista ¢ de ab. Usando un argumento similar,
cuando no se cumple 2, llegamos a una contradiccién, con esto concluimos la
prueba del teorema. m

La Proposicién 4.40 y el Teorema 4.47, implican lo siguiente:

Corolario 4.48 Si un dendroide contiene un R-arco, entonces no es con-
traible.

Definicién 4.49 Un dendroide con un tinico punto de ramificacion se lla-
ma un abanico. Si no existe una cantidad no numerable de arcos que sdlo
coinciden dos a dos en el punto de ramificacion, diremos que es un abanico
numerable.

Ahora veremos que todas las condiciones de la definicién de R-arco son
necesarias para el Corolario 4.48:

Ejemplo 4.50 Abanico X que muestra que la condicion i) de la Definicion
4.46 es necesaria para el Corolario 4.48.

Sea p el origen en el sistema de coordenadas polares en el plano Eucli-
diano. Dada n € N, sean:

_n 13 .,
po = (1,0), p, = (1,2 )yqn=<§,1-21 )



CAPITULO 4. SELECCIONES EN CONTINUOS 52

Pongamos

X =ppo U U (ppn U pnqy) - (Figura 4.12).

n=1

Figura 4.12: Abanico numerable X. (Ejemplo 4.50).

Definamos H : X x I — X como sigue: H (p,t) = p para cada t € I. Si
x # p, entonces H (x,t) estd en la misma componente de X \ {p} que el punto
x para cada t € I. Ahora, si g, (t) y o son los radios (la primera coordenada
polar) de los puntos H (z,t) y x, respectivamente, definimos:

(1+2t)o si o<t yo<t<l
o, (t) = (I—2t)o+2t si $<o<1 y0<t<sy
1(0) = : L0

4(1-1t)p si 1 0<3 y?gtgl

2(1—1) si 3<0<1 y;<t<1

Llamemos ¢/, = (%, 21_”) . Lo que hace esta homotopia de t =0 a t = %,

es llevar a los puntos ¢, y ¢, hasta los puntos p,,, contrayendo los arcos ¢,p,
y q.,pn al punto p,, y creciendo los arcos pq), hasta convertirlos en los arcos
ppn- De t = 1 a ¢t =1 contrae los arcos pp, al punto p. (Figura 4.13).
Haciendo u, = g, v, = (2,2'7"), a = (3,0), b= (2,0) y ¢ = 3, como
en la Figura 4.12, vemos que todas las condiciones de la Definicién 4.46 se
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H([qn,qn1X{ %}

H(XXx{0}) H(Xx{1/2})

p

B

H(Xx{1})

Figura 4.13: Contraccién del abanico numerable X.

satisfacen excepto que los puntos v,, en este caso, no son puntos terminales
de X. Por lo tanto, la condicién i) de la Definicién 4.46 es necesaria para el
Corolario 4.48.

Ejemplo 4.51 Abanico R que muestra que la primera parte de la condicion
i1) de la Definicion 4.46 es necesaria para el Corolario 4.48.

Con la misma notacién que en el Ejemplo 4.50 y r,, = (27", 217") | sea:

R =ppo U | (ppan U p2ngan) U | pron1. (Figura 4.14).

Observamos que R es un subabanico del abanico X del Ejemplo 4.50, que
se puede describir como la unién de un abanico homeomorfo a X y el abanico
localmente conexo Uoo_l Pran_1, Cuyo Unico punto en comun es el vértice p.
Por lo tanto, R es contrarble.

Haciendo, w, = qopn, v, = 19,1, para cada n € N, a = (%,0) yvb=np,
como en la Figura 4.14, observamos que la condicién i) de la Definicién 4.46
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p2n

b=p

Py

Figura 4.14: Abanico numerable R. (Ejemplo 4.51).

se cumple y que para cada 0 < ¢ < %, los conjuntos u,b N N (g,ab) son
disconexos para casi toda n, pero los conjuntos v,a N N (g, ab) son conexos
de modo que no se pueden definir bien los puntos v, (¢). Por lo tanto, la
primera parte de la condicién ii) de la Definicién 4.46 es necesaria para el

Corolario 4.48.

Ejemplo 4.52 Abanico M que muestra que la sequnda parte de la condicion
i1) de la Definicion 4.46 es necesaria para el Corolario 4.48.

Y

Sea X el abanico descrito en el Ejemplo 4.50, sean z, = (2,2.227") y

Y = (%’ Ql—n) paran = 1,2, ... y definamos:

M=XU U TnYy,. (Figura 4.15).
n=1
Es facil ver que M es un dendroide contraible. Tomando u,, = q,, v, = T,
para cada n € N, a = (%,O), b = (%,0) y e = é, observamos que todas
las condiciones de la Definicién 4.46 se satisfacen excepto que los conjuntos
Uy (€) \ {vn (€)} contienen a los puntos de ramificacién y,, de M.
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Figura 4.15: Abanico numerable M. (Ejemplo 4.52).

Ejemplo 4.53 Abanico numerable S que muestra que la inclusion ab C
[lim upuy, (€)] N [lim vyv, (€)] de la condicion iii) en la Definicion 4.46, es
necesaria para el Corolario 4.48.

Con la misma notacién que en el Ejemplo 4.50 y s, = (i, 21*") , sea

S =ppoU U (pP2n U pangan) U U pSan_1. (Figura 4.16).

n=1 n=1

Observamos que S es un subabanico del abanico X que se puede describir
(o ¢]

como la unién de un abanico homeomorfo a X y un abanico | |  Psan—1
n=

homeomorfo al abanico arménico (4.7), que tienen en comiin al vértice p y el
segmento limite del segundo esta contenido en el segmento limite del primero.

Haciendo, u,, = qon, v, = So,—1, para cadan € N, a = (%, 0) yb= (i,O)
y e = %, como en la Figura 4.16, observamos que las condiciones i) y i)
de la Definicién 4.46 se satisfacen. Més ain, notemos que lim w,u,, (¢) es el
segmento que une al punto a con el punto (g, 0) y, similarmente, lim v, v, (¢)
es el segmento de recta que une al punto (%, 0) con el punto b. Por lo tanto,
@ = [lim u,uy, (€)] N [lim v,v, (€)] C ab y la otra inclusién no se cumple. Por
lo tanto, la inclusién ab C [lim u,u, ()] N [lim v,v, (¢)] es necesaria para el
Corolario 4.48.
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Figura 4.15: Abanico numerable M. (Ejemplo 4.52).

Ejemplo 4.53 Abanico numerable S que muestra que la inclusion ab C
[lim upuy, (€)] N [lim vyv, (€)] de la condicion iii) en la Definicion 4.46, es
necesaria para el Corolario 4.48.

Con la misma notacién que en el Ejemplo 4.50 y s, = (i, 21*") , sea

S =ppoU U (pP2n U pangan) U U pSan_1. (Figura 4.16).

n=1 n=1

Observamos que S es un subabanico del abanico X que se puede describir
(o ¢]

como la unién de un abanico homeomorfo a X y un abanico | |  Psan—1
n=

homeomorfo al abanico arménico (4.7), que tienen en comiin al vértice p y el
segmento limite del segundo esta contenido en el segmento limite del primero.

Haciendo, u,, = qon, v, = So,—1, para cadan € N, a = (%, 0) yb= (i,O)
y e = %, como en la Figura 4.16, observamos que las condiciones i) y i)
de la Definicién 4.46 se satisfacen. Més ain, notemos que lim w,u,, (¢) es el
segmento que une al punto a con el punto (g, 0) y, similarmente, lim v, v, (¢)
es el segmento de recta que une al punto (%, 0) con el punto b. Por lo tanto,
@ = [lim u,uy, (€)] N [lim v,v, (€)] C ab y la otra inclusién no se cumple. Por
lo tanto, la inclusién ab C [lim u,u, ()] N [lim v,v, (¢)] es necesaria para el
Corolario 4.48.
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pZn

p()

Figura 4.16: Abanico numerable S. (Ejemplo 4.53).

Ejemplo 4.54 Abanico numerable W que muestra que la inclusion
[lim upu, (€)] N [lim vyvy, (€)] C ab de la condicion iii) en la Definicion 4.46,
es necesaria para el Corolario 4.48.

Con la misma notacién que en el Ejemplo 4.50 y w,, el punto medio del
segmento p,q,, definimos:

W = ppy U U (pP2n U P2ngan) U U (pp2n—1 U Dop—1way—1) . (Figura 4.17).
n=1

n=1

Notemos que W es un subabanico del abanico X, que se puede describir
como la unién de dos abanicos, ambos homeomorfos a X, que tienen en comiin
al vértice p y al segmento limite ppg. Es fécil verificar que H |y« WXxI — W
(donde H es la homotopia definida en el Ejemplo 4.50) es una contraccién
de W en su vértice p. Tomando wu,, = qop, v, = Wo,_1, para cada n € N,
a = (%, 0) yb= (%, O) y e = %, observamos que las condiciones i) y i) de
la Definicién 4.46 se satisfacen. Mds atn, notemos que lim u,u, (¢) y lim
vy, (€) ambos son el segmento que une al punto py con el punto (%, O). De
donde, el arco ab es un subconjunto propio de la intersecciéon de estos limites:
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p2n-l

a b Py
Figura 4.17: Abanico numerable W. (Ejemplo 4.54).

la inclusién ab C [lim u,u, (£)] N [lim v,v, (¢)] se cample pero la opuesta no.
Por lo tanto, dicha inclusién es necesaria para el Corolario 4.48.

Los Ejemplos 4.53 y 4.54 muestran que ambas inclusiones de la igualdad
i7i) de la Definicién 4.46 son esenciales.

Ejemplo 4.55 Fuxisten dendroides X y Y tales que:

1. X es un abanico numerable,
2. X es contraible,

3. Y estd contenido en X,

4. Y no es contraible.

5. Y es contraible en X.

Tomemos el abanico X descrito en el Ejemplo 4.50 y notemos que 1 se
sigue de la construccion y 2 se prueba en ese ejemplo. Para definir a Y
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hagamos -utilizando las mismas notaciones- y, = (%, 21’") y sea:

Y = ppo U |J (pp2n Up2ngen) U | pyen—i. (Figura 4.18).

Notemos que se cumple 3, es decir, Y es un subabanico de X.

p2n

a b Py

Figura 4.18: Abanico numerable Y. (Proposicién 4.55).

Tomando u, = Qop, Vn = Yan_1, para cadan € N, a = (%,0) , b= (%,0)
ye = %, como en la Figura 4.18, observamos que se satisfacen todas las
condiciones de la Definicion 4.46. Por lo tanto, ab es un R-arco en'Y, de
manera que 4 se sigue del Corolario 4.48. Finalmente, 2 y 8 implican 5.

De hecho, originalmente se creyé que la contractibilidad de dendroides
era hereditaria, pero la Proposicién 4.55 nos muestra lo contrario. De manera
que surge la pregunta de cémo caracterizar a los dendroides hereditariamente
contraibles.

Se podria conjeturar, por los ejemplos del articulo [13, pdg. 371.] que ser
selectible estaba relacionado de alguna manera con ser contraible, pero los
siguientes dos ejemplos prueban que no hay relacién entre estos dos concep-
tos.
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Ejemplo 4.56 Fuxiste un abanico plano numerable X que es selectible y no
es contraible.

Sea p el origen en el sistema de coordenadas polares en el plano Eucli-
diano. Sean:

13 1
= (1 = 1 21—n = - . 21—71 = - 21—n
Do ( 70) p ( ) ) q (27 4 > r (27 )

paran=1,2,...y:

X = Pbo U U (prn Uanq2n) U U Pron—1, (Flg 419)

n=1 n=1

Donde ab quiere decir el segmento que une a a con b.

Pn

p(]

Figura 4.19: Abanico plano numerable X. (Ejemplo 4.56).

Observemos que X es un abanico plano numerable con vértice p y puntos
extremos pg, Gon, "on—1 Paran =1,2,....

Observemos que si un punto (p, ) pertenece a X, entonces p € [0,1].
Dado un subcontinuo Y de X, sean x = min{p € [0,1] : (p,¢) €Y}y y =
mazx {p € [0,1] : (p,p) € Y} . Denotemos por z a la primera coordenada de
o(Y),endonde o : C(X) — X es la seleccién que estamos por definir. Para
determinar a un punto o (Y'), primero definimos z como una funcién de dos
variables z y y. Como o (Y) € Y, tenemos que:
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(H)0<z<z<y<l,

y, por lo tanto, si x = vy, es decir Y consta de un sélo punto a, entonces
r=z=yyo(Y)=a.

(2) Si x = 0, hacemos z = 0, es decir, si p € Y entonces o (Y) = p. Si
x>0, entonces p ¢ Y y Y debe de ser un arco.

(3) Si % <z <y =1, haremos z = 1. En este caso hay dos posibilidades
para el subcontinuo Y, o es un segmento de recta contenido en spy con pg € Y,
donde s es el punto medio de ppy y entonces o (V) = pg, 0 Y estd contenido
en el arco ppa, U pa,qa, con po, € Y, para algin natural n, y o (V) = pa,.

En el resto de los casos Y es un segmento de recta, excepto en el caso en
que para alguna n € N, Y N (ppan\ {p2n}) # @ # Y 0 (p2ngan\ {P2n}) -

Este es el tnico caso en el que podemos tener dos puntos distintos de
Y con el mismo radio z, de los cuales escogeremos a o (Y) € ppa,. De esta
manera o (Y') estard bien definida con sélo dar su coordenada z, y basta que
z sea continua como funcién de x y y para que o sea continua.

Por lo tanto, para finalizar la prueba debemos definir una funcién z que
dependa de z y y y que cumpla las condiciones (1), (2) y (3). Podemos
pensar a x, y y z como las coordenadas cartesianas en R3 de la gréfica G de
la funcién z que queremos definir.

De manera que o es una seleccion para X. Finalmente, notemos que el
punto a es un R-arco degenerado y, por el Corolario 4.48, X no es contraible.

Ejemplo 4.57 Dendroide contraible y no selectible.

Por (z,y,z) vamos a denotar a un punto en R? con coordenadas rectan-
gulares.
Sean:

ag (t) = (£,0,0), by (t) = (0,2t —1,0), a' (¢)

n

1—t\ 1
() = —— = (0,2t =1, —
1 1—t ¢
) = (0,2t —1,—=—], ¢ (t)=(0,2t -1 —
by, (%) (0, t—1, 2n>, ¢y (1) (0, t ,2n+1+2n)
t—1 t
v, () = (0,275—1, )

om 2+l

I
N
u@#
o

[E—
[\
3%
~
N——

parat € [0,1] yn=1,2,..
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BO___ a0)
bi(0) () B— ca(1)=ba(1)
ay(0) (1) ¢u(0)=b(0)

ai(1) ai(1)

Figura 4.20: Los conjuntos Ag, A7 (1) y A (1). (Ejemplo 4.57).

Sean Ay = ag ([0, ])Ub+([0, 1]),AZ(1) = a, ([0, 1])Uby; ([0, 1))ucy ([0,1])
y A, (1) =a, ((0,1)) Ub, ([0,3]) Uc, ([0,1 (Pﬁguml420)
Deﬁnamos
D= I%ULJ 1)U A, (1)). (Figura 4.21).

Para demostrar que es contraible observemos que si hacemos:
= AgU U bt ([0,1) U A, (1)) . (Figura 4.22).

Entonces D, es un subdendroide contraible de D. Por lo tanto, nos basta
con encontrar una homotopia entre D y D;.

Lo que va a hacer esta homotopia, H, es empujar el punto a; (0) hasta
llegar a ¢; (1) contrayendo los puntos adelante de a; (0) en ¢; (1) y estirando
los que estén atras.(Figura 4.23).

Considere las siguientes homotopias en [0, 1] :

t(l—s), sio<t<i

Go (t,5) = s(t(—l))—i—t siégtgi

Gi(t,s)=s(1—t)+t

La homotopia que buscamos es la siguiente:

B (Go (s,2t)), 81O<s<2y5_bo, by, by ey
H(B(t),s) =14 B(Gi(Go(t,1),25-1)), sig <s<1yB=bybt.cr,c,
¢, (G1(Go(t,1),25s 1)), sig<s<lyf=b,

Para probar que no es selectible notemos que el dendroide X del Ejemplo
4.30, es un subdendroide de D que no es selectible.
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(0) ;L ¢i(1)=onD)
D) =~ |
(0) i (1)
" & "
iz c(1)

- (0 f—b.n(o)
Cn( ) a_n(o)

ag(1)

Figura 4.21: Dendroide contraible y no selectible D. (Ejemplo 4.57).

il

R — |

Figura 4.22: Subdendroide D; de D. (Ejemplo 4.57).
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R —
ST
e Tl X El—t——— .3 _,-—'—"—"_'_'_'_'_._-_
e e

EERIL Jpew—— oo
P,
—— = e —y
S e
" -
—— > - '-—--.‘
il ¥ - = - »
4 = T ™
= = e - »

Figura 4.23: Homotopia del dendroide D al dendroide D;. (Ejemplo 4.57).
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Notemos que la selectibilidad es una propiedad hereditaria mientras que
la contractibilidad no. Por lo tanto, es natural preguntarse si habra alguna
relacion entre ser selectible y ser hereditariamente contraible.

El Teorema 4.60, véase [4, pag. 236.], responde esta pregunta para los
abanicos suaves.

Proposicion 4.58 Si un dendroide es suave entonces es hereditariamente
contraible.

Demostracion. Ya vimos que todos los dendroides suaves son contraibles
(Teorema 4.36) y, como la suavidad es una propiedad hereditaria en den-
droides ( Proposicién 4.15), concluimos que los dendroides suaves son hered-
itariamente contraibles. m

Lema 4.59 Si un dendroide contraible contiene un punto p y una sucesion
(o, ¢] 1 oo

convergente {a, },_, tal que la sucesion de los arcos {pa,},., es convergente,

entonces el continuo lim pa,, es hereditariamente localmente conexo.

Demostracién. Sean X un dendroide que satisface las hipétesis del lema,
y H : X x I — X una contraccién de X. Por la Observacién 4.35 podemos
suponer que H (X x {1}) = {p}. Sea a = lim a,,. Afirmamos que el pun-
to a debe de pasar por todos los puntos del continuo lim pa, durante la
contracciéon. En otras palabras:

(%) Para cada punto = € lim pa,,, existe un nimero ¢ € [ tal que H (a,t) =
x.

Como z € lim pa,, existe una sucesién {z,} ., tal que, para cada n
se tiene que x, € pa,. Como a, = H (a,,0) y p = H (a,, 1), tenemos que
existe un numero ¢, € I tal que H (ay,,t,) = x,. Haciendo tender a n al
infinito y, tomando subsucesiones convergentes si es necesario, obtenemos el
limite ¢ de {t,} que cumple que H (a,t) = z. Probamos asi la afirmacién
(%) . De aqui, se sigue que el lim pa,, C H ({a} x I). Como H es una funcién
continua y estd definida en un compacto y métrico, es una funcién cerra-
da y como {a} x I es localmente conexo, del Teorema 1.27 obtenemos que
H ({a} x I) es un subcontinuo localmente conexo del dendroide X, por lo
tanto es una dendrita y todas las dendritas son hereditariamente localmente
conexas, véase [14, Corolario 10.5], de dénde el continuo lim pa,, es también
hereditariamente localmente conexo. m

Teorema 4.60 Si un abanico es hereditariamente contraible, entonces es
suave.
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Demostracién. Supongamos que un abanico X con vértice p no es suave.
Entonces existe una sucesion convergente {x, } -, de puntos en X tal que, lla-
mando x = lim z,, tenemos que la sucesion {pz, }, .y C C (X), no converge
a pr € C'(X). Como C(X) es compacto, tomando subsucesiones conver-
gentes, si es necesario, podemos suponer que la sucesién {pz,}, . converge,
y sabemos que lim pz, es un subcontinuo K de X que tiene a los puntos
py x. Si existiera z € pr \ K, esto implicaria que pa N K fuera disconexa,
pues pr N K Cpx\zy, pyx € prn K. Por lo tanto, existe w € K \ pz. Si
el continuo K no es localmente conexo, entonces X no es contraible por el
Lema 4.59. Asf que, podemos suponer que K es localmente conexo. Por otra
parte, como K es un subcontinuo del abanico X, que contiene al vértice p,
K también es un abanico cuyo vértice es p y, como K \ pr # @, existe un
punto extremo en el sentido clésico, y de K, que no estd en el arco pxr. De-
notemos por Bj (y) al conjunto {z € X : d(z,y) < 0}, donde d es la métrica
en X. Por la conexidad local de K, existe un nimero real positivo ¢, tal que
el abierto Bs (y), no contiene a p y sélo intersecta al arco py, es decir, que
Bs (y) Npx =2y Bs(y) N (K \ py) U{p}) = 2.

Ademads, por la Observacion 4.44, y es también un punto extremo segiin
la Definicién 4.43, por lo tanto, existe un abierto G de X, tal que y € G,
diam (G) < 30 y py N (6\ G) es un sélo punto. Denotemos por a al tinico
punto de py N (@\ G) . Definamos, para cada n € N, p,, y ¢, como el primer
y el iltimo puntos del arco px,,, ordenado de p a x,,, que estdn en la frontera,
G\ G, de G. Tomando subsucesiones convergentes si es necesario, podemos
suponer, sin pérdida de generalidad, que las sucesiones {p, } -, v {¢.}. -, son
convergentes y, por construccion, tenemos que lfim p, = a = lim ¢, y y € lim

Pnqn. Haciendo u, = pon, vy = @1y Y' = Uoo ) (puy, U pvy,). Observamos
que Y’ es un subabanico de X que tiene a u, ynz; v, como puntos extremos
y que las sucesiones {u,} -, vy {v,}, -, convergen al punto a. Por tanto, Y’
satisface la condicién ¢) de la Definicién 4.46 con a = b (es el caso de un
R-arco degenerado).

Vamos a mostrar que también satisface las condiciones ii) y iii) de la
Definicién 4.46. Sea 0 < e < gmin (6,d (y,a)). Como p € u,a\ N (g, a) para
casi toda n, los conjuntos u,a N N (g,a) son disconexos. De donde u, (¢)
estd bien definido y, tomando subsucesiones convergentes si es necesario,
vemos que lim u,u, (¢) C ap, por construccién. Similarmente, como y € lim
Pngn \ N (¢,a) C lim v,a \ N (g,a), tenemos que los conjuntos v,a NN (¢, a)
son disconexos, asi que v, (¢) estd bien definido y, por construccién, tenemos
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que lim v,v, (¢) C ay. De modo que [lim w,u, (¢)] N [lim v,v, ()] = {a}.
Observemos, ademds, que los conjuntos u,u, (¢) y v,v, (€) estdn contenidos
en N (g,a) y, por lo tanto, no contienen ningtin punto de ramificacién de Y”.
Concluimos que las condiciones ii) y iii) de la Definicién 4.46 se satisfacen
para el R-arco degenerado {a} y, entonces, Y’ no es contraible por el Corolario
4.48. Con esto termina la demostracién. m

De los Teoremas 4.60 y 4.58 obtenemos que:

Corolario 4.61 Un abanico es hereditariamente contraible si y sdlo si es
suave.

Observemos que la condicién de que el dendroide sea un abanico es esen-
cial en el Teorema 4.60.

El siguiente es un dendroide con dos puntos de ramificaciéon que no es
suave pero es hereditariamente contraible. (Figura 4.24).

Figura 4.24: Dendroide hereditariamente contraible que no es suave.

4.5. Selecciones y Q-puntos

Teorema 4.62 Sea X un continuo selectible con una seleccion o : C'(X) —
X. Sea K un subcontinuo no degenerado de X, el cual es el limite de una
sucesion de subcontinuos A, de X, es decir,
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(1) K = lim A,
tal que

(2) Las intersecciones A, N K son vactas o tienen didmetros que tienden
a cero cuando n tiende a infinito.

Paran = 1,2,..., sean a, € A, y b, € K los puntos extremos de
L(A,, K) = aub, en el caso en que A, N K = &, como en la Definicion
4.22.

Supongamos que

(3) lim supL (A,,K) C K.

Entonces las siguientes afirmaciones son ciertas:

(i) Sia=lim a,, entonces o (K) = a.

(i1) Si b= limb,, entonces o (K) = b.

(1ii) Si Z = UOO_IL(A,L,K ) es conexo, entonces Z es un continuo local-

mente conexo.

Demostracién. Por el Teorema 4.6, X es un dendroide. Por lo tanto,
las conexiones irreducibles L (P, @) entre cualesquiera dos subcontinuos son
Unicas siempre que PN = @. Como la conexién irreducible entre P y () no
estd bien definida cuando P N Q) # &, para que las férmulas tengan sentido,
en este caso haremos L (P,Q) = PN Q.

Vamos a definir una funcién continua « del intervalo [0, 1] en C'(X) . Sea
a(27™) = A,, conn =0,1,2,.... Para cada natural n, por el Teorema 3.18,
existen dos arcos ordenados 3 y 37 C C (X) tales que 3, vade A,, = a (27")
aA,UL(A,, Api1)UA, 1y Bl vade A,y =a (27" Y aA,UL(A,, Apii)U
A,11. Sea 8, = (3., U B. Notemos que [3,, es un arco cuyos extremos son
A, =a(2) y Aypr = a (2771 tal que cada miembro de 3,, contiene a A,
0 A1y estd contenido en A, UL (A, Api1) U Apyq. Extendemos « a cada
segmento cerrado [27"71 27"] como un homeomorfismo cuya imagen es [3,,.

Para cada real 0 < ¢ < 1, existe un natural n tal que:

(4) A, Ca(t) C Ay UL(A,, Ani1) U A,

(5) Apy1 Ca(t) C A UL (A, Ani1) UA, L.

Como la conexién irreducible entre dos subcontinuos de un continuo
hereditariamente unicoherente estd contenida en cada continuo que los con-
tiene a ambos, tenemos que L (A, An+1) C A,UL (A, K)UKUL (K, Ap11)U
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A, 41. Tomando limite superior en ambos lados y utilizando (1) y (3), con-
cluimos que lim supL (A, A1) C K. Sit, € (0,1] y t,, converge a 0, por (4)
y (5) , tenemos que « (t,,) estd entre A,;, 0 A1 ¥ (A UL (A, A1 )UA 1),
para algiin nimero natural m que tiende a infinito al hacer tender ¢,, a cero.
Como lim ;oA = Mmoo (A U L (A, A1) U A1) = K, entonces
lim ,,_ot, = K. Por lo tanto, si hacemos « (0) = K, entonces la funcién
a:[0,1] — C (X) es continua.

Como « y ¢ son continuas, entonces para toda r = 0,1, 2, ..., el conjunto
D, = o («[0,27"]) es un subcontinuo de X que contiene a o (K) y a o (4,)
para toda n > r, y es localmente conexo, por la Proposicién 1.27. De la
definicién de seleccién, sabemos que o (K) € K y 0 (4,) € A,,. De ahi que:

(6) D,NK #@# D, NA, paratodan>ryr=0,1,2,...

Observemos que:

Por lo tanto:

o(K)eo (ﬁa([o,zq)> c e (e ((0.277) = () -

r=0 r=0 r=0

Dado que D,y; C D, paratodar =0,1,2, ..., y que lim diam ([0,27"]) =
0, entonces directamente de la definicién de continuidad en espacios métricos,
se concluye que el lim diam (D,) = 0 asi que ﬂoio D, debe ser un sélo punto.
De donde obtenemos: "

o0

(™) o (K)} =", D

Para probar la afirmacién (i) vamos a descomponer a la sucesién {a,, }
en dos subconjuntos:

{an:ne€ N} y{an:ne Ny}, conne Ny siA,NK =2 yne Nyen
el caso contrario.

Notemos que si N; es finito, entonces Ny es infinito y para probar la
afirmacion (i), bastarfa con hacer la demostracién para la subsucesién
{a, : n € Ny} . Similarmente si NV, fuera finito. Por lo tanto, podemos suponer
que {a, :n € N1} y {a, : n € Np} son subsucesiones de {an}, .y -

Vamos a probar la afirmacién (i) por separado para cada una de éstas.

Supongamos que n € N;. Como la dendrita D, intersecta a K y a A,
para toda n > r, entonces:

neN
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(8) L(A,,K) C D, paran€ Ny,n>ryr=0,1,2 ..

Como a,, es un extremo de L (A,, K) entonces a,, € D, para todan € Ny,
n>ryr =012 .. Esto implica que, a = lim a, € ﬂio D,, por (7),
tenemos que a = o (K) y:

(9) o (K) es el limite de la subsucesién {a, : n € Ny}.

Supongamos ahora que n € Ny, Es decir, A, NK # &. Se sigue de (6) que
D, intersecta a A,,NK para cualesquieran € No,n > ryr =0,1,2,... porque
si no fuera asi, tendriamos que D, N (K U A,,) = (D, N K)U(D,NA,), con
(D, NK)y (D,NA,) subconjuntos ajenos y no vacios, contradiciendo que
X es hereditariamente unicoherente. Por lo tanto, A, N K N D, # & para
cualesquieran € No, n >ryr=20,1,2,....

Como la intersecciéon A,, N K N D, es conexa, porque X es hereditaria-
mente unicoherente, a,, € A, NK, por definicién, y el lim diam (A, N K) = 0,
por hipétesis, entonces la interseccion ﬂoo_o D, € lim (A, N K) y las inter-
secciones A, N K deben converger al mismo punto limite al que convergen
las D,. De este modo, por (7), concluimos que

(10) o (K) es el limite de la subsucesién {a, : n € Na} .

Como a es el punto limite de la sucesién {a,}, ., , entonces es el limite
de cualquier subsucesién y, por (9) y (10), concluimos que la afirmacién (7)
es cierta.

La prueba de la afirmacion (i7) es similar a la de la afirmacion (7).

Para probar la afirmacién (7ii), notemos que L (A,, K) esté bien definida
solo cuando A,NK = @y tomemos r = 0, se sigue de (8) que L (4, K) C Dy

para toda n € N; y, por lo tanto, Uoo_l L(A,,K) C Dg. De modo que si

o
| ) L (A,, K) fuera conexo, seria un subcontinuo de la dendrita Dy y serfa
n=

localmente conexo. m

En relacién con el Teorema 4.62 recordemos el siguiente concepto, debido
a R. B. Bennett, [1].

Definicién 4.63 Un punto p de un dendroide X se llama QQ-punto si existe
en X una sucesion de puntos {pn} tal que:

(1) {pn} converge a p,

(1) los arcos pp, convergen a un continuo no degenerado K y

(73) si K N pp, = pan, entonces la sucesion de puntos {q,} converge a p.

neN

L. G. Oversteegen probé en [16] que si un abanico tiene un @-punto,
entonces no es contraible.



CAPITULO 4. SELECCIONES EN CONTINUOS 70

Supongamos que un dendroide contiene un @)-punto p para el cual la
condicién

(%) lim diam pg, =0
se satisface. Entonces si tomamos los arcos pp, como los continuos A, del
Teorema 4.62; entonces por (ii) se tiene (8), por (iii) y (11) se tiene (9),
y (10) se cumple porque A, N K # &. Por lo tanto, si sustituimos ¢, y p
por a, y a, respectivamente, entonces la afirmacién 4.62 implica, por (i),
el siguiente:

Corolario 4.64 Si un dendroide X contiene un Q-punto p tal que (x) se
cumple, entonces para cada seleccion o : C'(X) — X tenemos que o (K) = p
(aqui K denota al continuo limite en la Definicion 4.63).

En el articulo [5], del cual salié este capitulo, el autor atin no sabia si
la condicién (x) era necesaria para el Corolario 4.64. Sin embargo, en un
articulo posterior, [6], encontr6 que (%) no era necesaria.
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