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Abstract

Every semisimple Lie algebra defines a root system on the dual space of
a Cartan subalgebra and defines a Cartan matrix, which expresses the dual
of the Killing’s form on a roots base. Serre’s Theorem gives then a represen-
tation of the given Lie algebra by generators and relations in terms of the
Cartan matrix. In this thesis, we generalize Serre’s Theorem to give an explic-
it representation by generators and relations for any simply laced semisimple
Lie algebra in terms of a positive quasi-Cartan matrix. Such a quasi-Cartan
matrix expresses the dual of the Killing form for a Z-base of roots. Here, by a
Z-base of roots, we mean a set of linearly independent roots which generate
all roots as linear combinations with integral coefficients.

Resumen

Cada álgebra de Lie semisimple define un sistema de ráıces sobre el espa-
cio dual de una subálgebra de Cartan y una matriz de Cartan, que expresa
el dual de la forma de Killing sobre una base de ráıces. Entonces, el teorema
de Serre da una representación del álgebra de Lie mediante generadores y
relaciones en términos de la matriz de Cartan. En esta tesis, generalizamos
el teorema de Serre con el objetivo de dar una representación expĺıcita para
cualquier álgebra de Lie semisimple asociada a una matriz cuasi-Cartan pos-
itiva, mediante generadores y relaciones. Dicha matriz cuasi-Cartan expresa
el dual de la forma de Killing para una Z-base de ráıces. Con una Z-base de
ráıces nos referimos a un conjunto de ráıces linealmente independientes que
generan todas las ráıces como combinaciones lineales con coeficientes enteros.
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Introducción

Una forma unitaria es una forma cuadrática q : ZN → Z, tal que

q(x) =
N∑

i=1

x2
i +

∑
i<j

qijxixj,

donde los coeficientes qij son números enteros. Cada forma unitaria

q : ZN → Z,

tiene asociada una matriz casi-Cartan A, dada por

Aij = q(ci + cj)− q(ci)− q(cj) = qij = Aji

donde c1, . . . , cN es la base canónica de ZN . Si Aij ≤ 0 para toda i 6= j,
entonces A es una matriz de Cartan. Si q es una forma unitaria positiva,
entonces existe una transformación Z−invertible T : ZN → Z

N tal que
q ◦ T = q∆; donde ∆ es el tipo de Dynkin asociado, es decir, una unión
disjunta de diagramas de Dynkin An, Dn y En.

Sea g4(q) el álgebra de Lie definida por los generadores ei, e−i, hi (1 ≤ i ≤
N) y las relaciones

R1(q) [hi, hj] = 0 para toda i, j,

R2(q) [hi, eεj] = −εAijeεj, para toda i, j, y donde ε = ±1,

R3(q) [eεi, e−εi] = εhi para toda i, y donde ε = ±1,

R4(q) (ad eεi)
1+n(eδj) = 0, donde n = max{0,−εδAij} con ε, δ = ±1 y

1 ≤ i, j ≤ n.
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Teorema 1 [SER] Si q es una forma unitaria positiva definida tal que su
matriz casi-Cartan es una matriz de Cartan, entonces g4(q) es un álgebra de
Lie semisimple (y de dimensión finita).

En general, si A no es necesariamente una matriz de Cartan, las relaciones
R4(q) son un subconjunto de las relaciones

R∞(q) [eε1i1 , . . . , eεtit ] = 0 si q(
t∑

j=1

εjcij) > 1 y εj = ±1,

donde los monomios [x1, x2, . . . , xt] se definen de manera inductiva por medio
de [x1, x2, . . . , xt] = [x1, [x2, . . . , xt]].

Sea g∞(q) el álgebra de Lie definida por los generadores ei, e−i, hi (1 ≤
i ≤ N) y las relaciones R1(q), R2(q), R3(q) y R∞(q). Recordar que cada
forma unitaria positiva definida tiene un único tipo de Dynkin ∆ asociado,
tal que q es equivalente a q∆, es decir, que q = q∆ ◦ T para alguna matriz
entera T Z-invertible. Con q ∼ q′ se denotará que cualesquiera dos formas
unitarias q y q′ son equivalentes.

Teorema 2 [BKL] Si q es positiva definida de tipo Dynkin ∆, entonces
g∞(q) es isomorfa a g4(q∆).

Aún cuando el conjunto de relaciones R∞(q) es un conjunto infinito, en
[BKL, Proposición 6.6] se demostró que existe un subconjunto finito S de
R∞(q), el cual es suficiente para definir g∞(q). Sin embargo, este subconjunto
no es del todo satisfactorio, puesto que S es muy grande y su definición
depende fuertemente de la factorización de la matriz T .

El objetivo de este trabajo es dar un conjunto finito más simple y expĺıcito
de relaciones, para el cual el álgebra de Lie definida sea isomorfa a g4(q∆).
Este conjunto incluirá las relaciones R1(q), R2(q), R3(q), R4(q) y se añadirán
algunas relaciones R5(q) que dependen del conjunto de ciclos en q. Un ciclo
es una tupla de indices (i1, . . . , it) tal que qiaib 6= 0 si y sólo si a − b ≡ ±1
mod t. Se define

R5(q) [eε1i1 , . . . , eεtit ] = 0, donde (i1, . . . , it) es un ciclo en q y εt = ±1,
εl = −qil,il+1

εl+1 para 1 ≤ l ≤ t− 1.

Sea g5(q) el álgebra de Lie definida por los generadores ei, e−i, hi (1 ≤ i ≤
N) y por las relaciones R1(q), R2(q), R3(q), R4(q) y R5(q). Obsérvese que
todos estos conjuntos son finitos y están dados de una forma combinatoria.

El siguiente teorema es el resultado principal de este trabajo.
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Teorema 3 Sean q y q′ formas unitarias positivas definidas. Entonces

(i) q ∼ q′ si y sólo si g5(q) ' g5(q
′),

(ii) g5(q) ' g4(q∆), donde ∆ es el tipo de Dynkin de q.

Como se verá en el caṕıtulo dos de este trabajo, para la demostración de este
teorema bastará analizar los siguientes casos, q′ = q ◦T σ

sr y q′ = q ◦ Ir, donde
T σ

sr será una deflación o una inflación, y donde Ir representará un cambio de
signo.
Un paso importante es mostrar que si q′ = q ◦ Ir, entonces los elementos

ẽεi =

{
e−εr, si i = r
eεi, si i 6= r

h̃i =

{
−hr, si i = r
hi, si i 6= r

satisfacen las relaciones R1(q
′)− R5(q

′). Una vez demostrado esto, se harán
reducciones a casos especiales.

Una de estas reducciones es la siguiente. Primero se mostrará que si q′ =
q ◦ T+

sr , entonces los elementos

ẽεi =

{
[eεr, eεs], si i = r
eεi, si i 6= r,

h̃i =

{
hr + hs, si i = r
hi, si i 6= r.

satisfacen las relaciones R1(q
′)− R5(q

′). Luego el caso q′ = q ◦ T−sr se obten-
drá como una implicación del caso q′ = q ◦ T+

sr .
Verificar que los elementos anteriormente mencionados satisfacen las rela-
ciones R1(q

′) − R4(q
′), no es complicado. Lo realmente complicado es veri-

ficar que estos elementos satisfacen la relación R5(q
′). Para demostrar esto,

se analizarán todos los casos posibles en los que pueda aparecer un ciclo en
q′. En el caṕıtulo tres, en la Sección 3.1 se mostrará que todo ciclo en q′

proviene de alguna de las bigráficas g0
n(λ), g1

n(λ, µ, i1, . . . , il) (para algún l
par) ó g2

n(λ, µ, i1, . . . , il) (para algún l > 0 par) en B(q). Una vez probado
esto, la parte fundamental de la demostración es verificar que los siguientes
monomios son cero en g5(q) (en el caso g0

n(λ) se supone que µ = n):

Fn,0(λ, µ) = [[eλ, eµ], e−n, e−(n−1), . . . , e−1]

y para u = 1, . . . , n

Fn,u(λ, µ) := [eu, eu−1, . . . , e1, [eλ, eµ], e−n, . . . , e−(u+1)].
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Para demostrar que los monomios Fn,u(λ, µ) son cero, en el caṕıtulo cua-
tro, se define un nuevo producto de monomios y se muestran algunas resulta-
dos técnicos que facilitan la demostración. Finalmente, como se mostrará en
el caṕıtulo cinco, el resultado principal de este trabajo será una consecuencia
de los resultados que se obtienen en los caṕıtulos dos, tres y cuatro.

Quiero agradecerle a mi tutor, el Dr. Michael Barot por haberme brinda-
do una oportunidad justo cuando más necesitaba de una, además le quiero
agradecer todas sus enseñanzas, pues he aprendido muchas cosas trabajando
con él.
Por otra parte quiero agradecerle y dedicarle este trabajo a mi compañera
de vida, mi esposa Malena, quien con su apoyo, paciencia, amor y carácter
inquebrantable, me ha enseñado que para salir de cualquier obscuro pozo
basta con un poco de determinación.
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Caṕıtulo 1

Álgebras de Lie

1.1. Definiciones y propiedades básicas

Definición 1.1 Un álgebra de Lie g sobre un campo k, es un k−espacio
vectorial g junto con una función bilineal [−,−] : g× g→ g tal que:

(a) [x, y] = −[y, x] (Antisimetŕıa)

(b) [[x, y], z] + [[y, z]x] + [[z, x], y] = 0 (Identidad de Jacobi).

Si g es un álgebra de Lie y x ∈ g se define la representación adjunta

ad (x) : g→ g

dada por (ad (x))(y) = [x, y].
Sean g1 y g2 álgebras de Lie sobre un campo k. Un homomorfismo de álgebras
de Lie es una transformación lineal θ : g1 → g2 tal que θ([x, y]) = [θ(x), θ(y)]
para todo x, y ∈ g1. El homomorfismo θ es un isomorfismo de álgebras de
Lie si θ es un homomorfismo biyectivo.
Sea g un álgebra de Lie y h, k subespacios vectoriales de g. Se define el
producto [h, k] como el subespacio vectorial de g generado por todos los pro-
ductos [x, y] para x ∈ h, y ∈ k.
Una subálgebra de Lie de g es un subespacio vectorial h de g tal que [h, h] ⊆ h.
Un ideal de g es un subespacio vectorial h de g tal que [h, g] ⊆ h. Un álgebra
de Lie g es llamada abeliana si [g, g] = 0.
Para cada álgebra de Lie g, se define la siguiente sucesión g1, g2, g3 . . . de
subespacios vectoriales de g, de forma inductiva por
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g1 = g, gn+1 = [gn, g].

Ahora si h y k son ideales de g, entonces [h, k] es también un ideal de g. Aśı,
todos los subespacios vectoriales gi son ideales de g. Dado que

gn+1 = [gn, g] ⊆ gn

se obtiene una serie descendiente de ideales de g

g = g1 ⊇ g2 ⊇ g3 · · · .

El álgebra de Lie g es llamada nilpotente si gi = 0 para algún i. Por lo tanto,
cada álgebra de Lie abeliana es nilpotente.
Sea h un ideal de g. Se define una sucesión diferente de ideales de g

h(0) = h, h(n+1) = [h(n), h(n)].

Los h(i) son todos ideales de g. Y nuevamente se tiene que

h(n+1) = [h(n), h(n)] ⊆ h(n),

y por lo tanto una serie descendiente de ideales de g

h = h(0) ⊇ h(1) ⊇ h(2) ⊇ · · · .

Se dice que el ideal h de g es soluble si h(i) = 0. En particular se dice que
el álgebra de Lie g es soluble si g(i) = 0 para algún i. Dado que g(k) ⊆ gk+1

para todo k ∈ N, se obtiene que toda álgebra de Lie nilpotente es soluble.

Se puede probar que toda álgebra de Lie admite un único ideal soluble
maximal r llamado el radical de g. Se dice que g es semisimple si su radical
r es cero. Se dice que g es simple si g no es abeliana y sus únicos ideales son
0 y g.

1.2. Subálgebras de Cartan

Sea g un álgebra de Lie y h una subálgebra de g. Se define el normalizador
de h en g como n(h) := {x ∈ g | [x, y] ∈ h,∀y ∈ h}. Es fácil ver que n(h) es
la subálgebra maximal de g que contiene a h como ideal.
La subálgebra h de g es llamada una subálgebra de Cartan de g si esta
satisface las siguientes dos condiciones:
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(a) h es nilpotente.

(b) h es su propio normalizador, es decir, h = n(h).

Se sabe que toda álgebra de Lie g tiene subálgebras de Cartan. También se
conoce el siguiente resultado.

Teorema 1.2 Si h es una subálgebra de Cartan de un álgebra de Lie semisim-
ple g, entonces h es una subálgebra abeliana maximal de g.

La demostración de este resultado se puede ver en [SER].

1.3. Sistema de ráıces

Sea V un espacio vectorial real y α ∈ V con α 6= 0. Una reflexión con
vector α es un automorfismo sα de V que satisface las siguientes dos condi-
ciones:

(i) sα(α) = −α,

(ii) El conjunto H := {v ∈ V | sα(v) = v} es un hiperplano de V .

Sea V ∗ el espacio vectorial dual de V . Tómese como α∗ al único elemento de
V ∗ tal que α∗(α) = 2 y α∗(h) = 0 para toda h ∈ H. Entonces se tiene que
sα(x) = x− α∗(x)α para toda x ∈ V . A α∗ se le llama la ráız inversa de α.
Un subconjunto R de V es un sistema de ráıces de V si:

(1) R es finito y R genera a V ,

(2) para cada α ∈ R, la reflexión sα deja invariante a R,

(3) si α, β ∈ R entonces sα(β)− β es un múltiplo entero de α.

La dimensión de V es por definición el rango de R. Un sistema de ráıces R
se dice que es reducido si para cada α ∈ R los únicos múltiplos de α en R
son α y −α.
Sea R un sistema de ráıces de un espacio vectorial V . El grupo de Weyl de R
es el subgrupo W (R) de GL(V ) generado por las reflexiones sα con α ∈ R.
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1.4. Bases

Sea R un sistema de ráıces en V . Una base para R es un subconjunto S
de R que satisface:

(i) S es una base para el espacio vectorial V ,

(ii) cada β ∈ R se puede escribir como una combinación lineal

β =
∑
α∈S

mαα,

donde los coeficientes mα son enteros y todos tienen el mismo signo (es
decir, todos los coeficientes son ≥ 0 ó todos son ≤ 0).

Se sabe que todo sistema de ráıces admite almenos una base.

1.5. Matriz de Cartan y gráfica de Coxeter

La matriz de Cartan de un sistema de ráıces R, con respecto a la base
elegida S, es la matriz A = (Aαβ)α,β∈S donde Aαβ := β∗(α). Además,
Aαα = 2, Aαβ ≤ 0 si α 6= β. Más aún, si α 6= β entonces Aαβ = 0,−1,−2,−3.
También se sabe que un sistema reducido de ráıces está determinado hasta
isomorfismo por su matriz de Cartan.
Sea R un sistema de ráıces y sea S una base para R. La gráfica de Coxeter
de R con respecto a S se define como sigue: los vértices son los elementos de
S, dos vértices distintos α y β se unen por AαβAβα aristas llenas.
Cada gráfica de Coxeter conexa asociada a un sistema de ráıces es isomorfa
a una de las gráficas de la siguiente lista:

An (n ≥ 1): • • • · · · • •
Bn (n ≥ 2): • • · · · • • •

Dn (n ≥ 4): •
jjjjjj

• • · · · • •
•

TTTTTT

E6: •

• • • • •
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E7: •

• • • • • •
E8: •

• • • • • • •
F4: • • • •

G2: • •

1.6. La descomposición de Cartan y el teore-

ma de Serre

A lo largo de esta sección g denotará un álgebra de Lie semisimple com-
pleja y h denotará una subálgebra de Cartan de g.
Sea α es un elemento del espacio dual h∗ de h. El conjunto

gα := {x ∈ g | [h, x] = α(h)x ∀h ∈ h}

es un subespacio vectorial de g y g0 = h.
A cada α ∈ h∗ tal que α 6= 0 y gα 6= 0 se le llama una ráız de g relativa a
h; el conjunto de todas las ráıces es denota por R. El siguiente resultado es
conocido (ver por ejemplo [SER]).

Teorema 1.3 g = h ⊕
⊕
α∈R

gα como espacios vectoriales. Más aún, R es un

sistema de ráıces reducido del espacio vectorial complejo h∗.

Sea R un sistema de ráıces de un espacio vectorial complejo V . Por consis-
tencia con la notación anterior, el espacio dual de V se denotará con h, aśı se
tiene que V = h∗. Sea S = {α1, . . . , αn} una base para R, sean h1, . . . , hn las
ráıces inversas de α1, . . . , αn y sea A = (Aij) = (αj(hi)) la matriz de Cartan
de R con respecto a S. El siguiente resultado se conoce, ver por ejemplo
[SER].

Teorema 1.4 [SER] Sea g4 el álgebra de Lie definida por los generadores
ei, fi, hi para i = 1, 2, . . . , n y las relaciones:
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(R1) [hi, hj] = 0,

(R2) [ei, fi] = hi, [ei, fj] = 0 si i 6= j,

(R3) [hi, ej] = −Aijej, [hi, fj] = Aijfj,

(R4) (ad ej)
1+n(ei) = 0, (ad ej)

1+n(fi) = 0, n = máx{0,−Aij}.

Entonces g4 es un álgebra de Lie semisimple con subálgebra de Cartan h

generada por los elementos hi. El conjunto de ráıces de g es R. Además se
tiene que gλ = 0 si λ /∈ R.

1.7. El álgebra de Lie asociada a una forma

unitaria

La notación y los resultados contenidos en esta sección y en la siguiente
están se basan en [BKL].
Una forma unitaria es una forma cuadrática

q : ZN → Z, q(x) =
N∑

i=1

x2
i +

∑
i<j

qijxixj,

con coeficientes enteros qij ∈ Z. Cada forma unitaria q tiene asociada una
matriz casi-Cartan A dada por Aij = q(ci+cj)−q(ci)−q(cj), donde c1, . . . , cN
es la base canónica de ZN . Si Aij ≤ 0 para todo i 6= j entonces A es una
matriz de Cartan.

A cada forma unitaria q(x) =
N∑

i=1

x2
i +

∑
i<j

qijxixj se le asocia una bigráfi-

ca B(q), de la siguiente forma; el conjunto {1, . . . , N} será el conjunto de
vértices de la bigráfica, y para i < j se trazan −Aij aristas llenas (Aij aristas
punteadas) si Aij < 0 (si Aij > 0). De forma conversa, dada una bigráfica
∆ sin lazos y con conjunto de vértices {1, . . . , N}, se le asocia una forma

unitaria q∆(x) =
N∑

i=1

x2
i +

∑
i<j

qijxixj, con qij = −n(i, j) si hay n(i, j) aristas

llenas entre los vértices i y j. Y con qij = n(i, j) si hay n(i, j) aristas pun-
teadas entre los vértices i y j.
Sean q y q′ formas unitarias, se dice que q y q′ son Z−equivalentes si existe
una transformación Z−invertible T : ZN → Z

N , tal que q′ = q ◦ T .
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Se sabe que toda forma unitaria positiva q es Z−equivalente a una forma q∆,
donde ∆ es una bigráfica que sólo tiene aristas llenas y además es una unión
disjunta de diagramas de Dynkin (ver por ejemplo [O]). A la bigráfica ∆ se
le llama el tipo de Dynkin asociado a q.

Dada una forma unitaria positiva q cuya matriz asociada es una matriz de
Cartan (Aij ≤ 0), se escribe q = q∆, donde ∆ es el tipo de Dynkin asociado a
q, es decir, si ∆ es una unión disjunta de diagramas de Dynkin AN ,DN ,EN .
Sea F el álgebra de Lie libre compleja con generadores ei, e−i, hi (1 ≤ i ≤ N).
Se toma I(q) el ideal generado por las siguientes relaciones:

R1(q) [hi, hj] = 0 para toda i, j,

R2(q) [hi, eεj] = −εAijeεj, para toda i, j, y donde ε = ±1,

R3(q) [eεi, e−εi] = εhi para toda i, donde ε = ±1,

R∞(q) [eε1i1 , . . . , eεtit ] = 0 si q(
t∑

j=1

εjcij) > 1 para εj = ±1.

Para las relaciones R∞(q) se usan corchetes multiples definidos de forma
inductiva por [x1, x2, . . . , xt] = [x1, [x2, . . . , xt]]. Claramente las relaciones de
Serre usuales,

R4(q) (ad eεi)
1+n(eδj) = 0 donde n = máx{0,−εδAij}, para 1 ≤ i, j ≤ n y

ε, δ = ±1,

son un caso especial del conjunto infinito de relaciones R∞(q). El álge-
bra de Lie asociada a la forma unitaria q es el álgebra de Lie cociente
g∞(q) := F/I(q).
Nótese que g∞(q) es un álgebra de Lie ZN−graduada, donde los grados están
dados por grado(ei) = ci, grado(e−i) = −ci, grado(hi) = 0. En general, se
consideran morfismos de álgebras de Lie graduadas sobre ZN , es decir, mor-
fismos de álgebras de Lie ϕ : g → h tales que existe una función lineal
Φ : ZN → Z

N que satisface ϕ(gα) ⊆ HΦ(α). Para cada monomio, es decir, un
elemento que se obtiene de los generadores usando iterativamente el corchete,
el grado está bien definido. Todos los elementos de grado α forman el sub-
espacio g(q)α. Obsérvese que g(q)α es generado por los monomios de grado
α.
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Lema 1.5 Para εj = ±1 y 1 ≤ ij ≤ N , se tiene la siguiente propiedad en
g∞(q),

[hk, eε1i1 , . . . , eεtit ] = −(
t∑

j=1

εjAkij)[eε1i1 , . . . , eεtit ]

y para cada vector distinto de cero α ∈ Zn, el espacio vectorial g(q)α es

generado por todas las expresiones [eε1i1 , . . . , eεtit ] con
t∑

j=1

εjcij = α.

Demostración. La primera formula se deduce fácilmente por inducción
usando R2(q), la parte restante se deduce del hecho de que g(q)α es generado
por los corchetes multiples. �

1.8. Inflaciones y deflaciones

Dada una forma unitaria q : ZN → Z se define para cada r 6= s y
σ = ±1 una transformación lineal T σ

sr mediante T σ
srci = ci para cada i 6= r y

T σ
srcr = cr +σcs. Otra transformación lineal Ir esta dada por Ir(ci) = ci para

cada i 6= r y Ir(cr) = −cr.
Nótese que si qrs = ±1 =: σ ( qrs = qsr si s < r) la forma q′ = q ◦ T σ

sr es
nuevamente una forma unitaria. En este caso se dice que q′ se obtiene de q,
por medio de una deflación (si qsr = −1) ó por medio de una inflación (si
qsr = 1). Más aún, se dice que q′ se obtiene de q por medio de un cambio de
signo si q′ = q◦Ir para algún r. Dos formas unitarias q, q′ son di−equivalentes
si existe una sucesión de formas unitarias q(0) = q, q(1), . . . , q(t) = q′ tal que
q(i) se obtiene de q(i−1) por medio de una deflación, inflación ó un cambio de
signo para cada i = 1, . . . , t. Con q ∼di q

′ se denotará el hecho de que q y q′

son di−equivalentes. Las transformaciones deflación, inflación y cambio de
signo serán llamadas transformaciones elementales.
Se dirá que las formas unitarias q y q′ son equivalentes si q′ = q ◦ T donde T
es una matriz entera Z−invertible.
A cada forma unitaria q : ZN → Z se le asocia una bigráfica B(q) con vértices
1, . . . , N y aristas definidas como sigue: Dos vértices distintos i y j se unen
por |qij| aristas llenas si qij < 0 y por qij aristas punteadas si qij > 0.
Cada forma unitaria positiva definida tiene un único tipo de Dynkin ∆ tal
que q es equivalente con q∆. El hecho de que dos formas unitarias q y q′ sean
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equivalentes se denotará por q ∼ q′.

Teorema 1.6 Si q ∼di q
′ entonces las álgebras de Lie g∞(q) y g∞(q′) son

isomorfas.

Demostración. Es claro que sólo se tiene que verificar la afirmación para
los siguientes casos q′ = q ◦ T σ

sr donde σ = −qsr = ±1, q′ = q ◦ Ir, puesto que
el caso general se sigue por inducción.
Sean ei, e−i, hi, e

′
i, e
′
−i, h

′
i los generadores de g∞(q) y g∞(q′) respectivamente.

Con A, A′ se denotarán las matrices de Cartan de q y q′. Se inicia con el
primer caso q′ = q ◦ T σ

sr. Se definen

ẽεi =

{
σ[eεr, eσεs], si i = r
eεi, si i 6= r,

h̃i =

{
hr + σhs, si i = r
hi, si i 6= r.

Se mostrará que estos elementos satisfacen las relaciones R1(q
′) − R∞(q′).

La relación R1(q
′) es obvia. A continuación se verificarán R2(q

′) y R3(q
′).

Si i, j 6= r entonces [h̃i, ẽεj] = [hi, eεj] = −εAijeεj = −εA′ij ẽεj y [ẽεi, ẽ−εi] =

[eεi, e−εi] = εhi = εh̃i. Aśı se obtiene que

[h̃i, ẽεr] = [hi, σ[eεr, eσεs]] (por definición)

= σ[eεr, [hi, eσεs]] + σ[eσεs, [eεr, hi]] (por identidad de Jacobi)

= −σ2εAis[eεr, eσεs] + σεAir[eσεs, eεr] (por R2(q) y bilinealidad)

= −ε(Air + σAis)σ[eεr, eσεs]

= −εA′irẽεr (A′ir = Air + σAis).

De forma similar se tiene que

[h̃r, ẽεj] = [hr + σhs, eεj]

= −(Arj + σAsj)eεj

= −εA′rj ẽεj.

Para completar R2(q
′) se calcula

[h̃r, ẽεr] = σ[hr + σhs, [eεr, eσεs]]

= σ[eεr, [hr + σhs, eσεs]] + σ[eεs, [eσεr, hr + σhs]]

= σ(−σεArs − σ2εAss)[eεr, eσεs] + σ(εArr + σεAsr)[eσεs, eεr]

= −ε(Arr + σAsr + σArs + σ2Ass)σ[eεr, eσεs]

= −εA′rrẽεr,
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donde en la última ecuación se usa que Ass = Arr = 2, Asr = Ars = −σ = ±1
y A′rr = 2. Para completar R3(q

′) se hace uso repetidamente de la identidad
de Jacobi y de la igualdad [eεr, e−εr] = 0 (la cual se obtiene de R4(q) ) en la
tercer linea del siguiente cálculo

[ẽεr, ẽ−εr] = σ2[[eεr, eσεs], [e−εr, e−σεs]]

= [e−εr, [[eεr, eσεs], e−σεs]] + [e−σεs, [e−εr, [eεr, eσεs]]]

= [e−εr, [[e−σεs, eσεs], eεr]] + [e−σεs, [eσεs, [eεr, e−εr]]]

= −σε[e−εr, [hs, eεr]] + ε[e−σεs, [eσεs, hr]]

= σε2Asr[e−εr, eεr] + σε2Ars[e−σεs, eσεs]

= −σεAsrhr − σ2εAsrhs

= σ2εhr + σ2εhs

= εh̃r.

Nuevamente se usa Asr = Ars = −σ al final. Para R∞(q′) se observa que
si q(α) > 1 entonces por Lema 1.7 y R∞(q) se tiene que g(q)α = 0. Sea

α′ =
t∑

j=1

εjcij tal que q′(α′) > 1. Se debe mostrar queX = [ẽε1i1 , . . . , ẽεtit ] = 0.

Se tiene que X ∈ g∞(q)eα, donde α̃ =
t∑

j=1

εj c̃ij con c̃a = ca si a 6= r y

c̃r = cr + σcs, o de manera abreviada c̃a = T σ
srca, para cada a. Por lo tanto

α̃ = T σ
srα
′ y aśı se tiene que q(α̃) = q(T σ

srα
′) = q′(α′) > 1. Lo cual implica

que g∞(q)eα = 0 por la observación anterior.

Sea L la subálgebra de Lie de g∞(q) generada por los elementos ẽi, ẽ−i, h̃i, los
cuales por lo anterior satisfacen las relaciones R1(q

′)−R∞(q′). Aśı, se obtiene
un homomorfismo sobreyectivo de álgebras de Lie graduadas ϕ : g∞(q′)→ L,

el cual manda e′εi a ẽεi y h′i a h̃i.
Usando R4(q) y Lema 4.2 en la segunda ĺınea se tiene que

[σẽ−σεs, ẽεr] = σ2[e−σεs, [eεr, eσεs]]

= [eεr, [e−σεs, eσεs]]

= −σε[eεr, hs] (por R3(q))

= −σε2Asreεr (por R2(q))

= eεr.
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Por lo tanto se tiene que L = g∞(q). Obsérvese que q′sr = −qsr =: −σ′.
Repitiendo el procedimiento y definiendo elementos

ẽ′εi =

{
σ′[e′εr, e

′
σ′εs], si i = r

e′εr, si i 6= r
h̃′i =

{
h′r + σ′h′s, si i = r
h′i, si i 6= r

se obtiene un homomorfismo sobreyectivo de algebras de Lie graduadas ψ :
g∞(q)→ g∞(q′) que manda eεi a ẽ′εi y hi a h̃′i.
Para demostrar que ϕ es en realidad un isomorfismo, se mostrará que ϕ◦ψ =
id, la demostración de que ψ ◦ ϕ = id es similar. Para i 6= r se tiene que
ϕ ◦ ϕ(eεi) = eεi, ϕ ◦ ϕ(hi) = hi. Más aún, ϕ ◦ ϕ(hr) = ϕ(h′r + σ′h′s) =
hr + σhs + σ′hs = hr de que σ′ = −σ.
Usando que [eεr, eσ′εs] = [eεr, e−σεs] = 0 (lo cual se sigue por R4(q)) en la
cuarta ecuación se tiene que

ϕ ◦ ϕ(eεr) = ϕ(σ′[e′εr, e
′
σ′εs])

= σ′[ϕ(e′εr), ϕ(e′σ′εs)]

= σ′σ[[eεr, eσεs], eσ′εs]

= −[[eσ′εs, eσεs], eεr]

= −σ′ε[hs, eεr]

= σ′ε2Asreεr

= −σ′σeεr

= eεr.

Aśı sólo nos resta el caso donde q′ = q ◦ Ir. Obsérvese que q′ri = −qri para
cada i 6= r, q′ij = qij para cada i, j 6= r. Nuevamente los elementos

ẽεi =

{
e−εr, si i = r
eεi, si i 6= r

h̃i =

{
−hr, si i = r
hi, si i 6= r

satisfacen las relaciones R1(q
′) − R∞(q′). La verificación es similar a la del

caso anterior. La subálgebra de Lie generada por ẽεi y h̃i (i=1,. . . ,N y ε = ±1)
es claramente g∞(q). Por lo tanto se obtiene un homomorfismo sobreyectivo
de álgebras de Lie graduadas ϕ : g∞(q′) → g∞(q) el cual manda e′εi a ẽεi y

h′i a h̃i. Es fácil verificar que ϕ ◦ ϕ = id, de aqúı que ϕ es un isomorfismo de
álgebras de Lie graduadas. Esto finaliza la demostración. �
Sea ∆ un diagrama de Dynkin, ∆ = AN(N ≥ 1), DN(N ≥ 4), EN(N =
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6, 7, 8). Sea g4(∆) el álgebra de Lie en los generadores ei, e−i, hi y tal que sa-
tisfacen las relaciones (R1)− (R4). Finalmente, con q∆ se denotará la forma
unitaria asociada a ∆ la cual es por supuesto positiva.

Proposición 1.7 Para cada diagrama Dynkin ∆ se tiene que

g4(∆) = g∞(q∆).

Demostración. Los generadores de g4(∆) satisfacen las relaciones de Serre
(R1)− (R4). Ahora usando la bien conocida descomposición en espacios de
ráıces de g4(∆) se obtiene que todas las relaciones R∞(q∆) se satisfacen. �
El hecho de que las relaciones son descritas por un conjunto infinito R∞(q)
no es satisfactorio. En el próximo lema se mostrará que para q positiva basta
tomar un subconjunto finito de relaciones R1(q)−R∞(q).
Más precisamente, se denotará por Ru(q) (u = 1, 2, 3,∞) al conjunto de
relaciones definido por la forma cuadrática q : ZN → Z (ver Sección 1.7), por
ĝ(q) al álgebra de Lie libre generada por {ei, e−i, hi | 1 ≤ i ≤ N} y por I(q)
al ideal de ĝ(q) generado por R1(q)−R∞(q).

Lema 1.8 Si T es una deflación, inflación o un cambio de signo para q
positiva y q′ = q ◦ T entonces el ideal I(q) es generado por un subconjunto
finito de las relaciones R1(q) − R∞(q) si y sólo si I(q′) es generado por un
subconjunto finito de las relaciones R1(q

′)−R∞(q′).

Demostración. Para u = 3,∞ sea Iu(q) el ideal de ĝ(q) generado por
R1(q)−Ru(q) y gu(q) = ĝ(q)/Iu(q). También se toma I0(q) = 0, g0(q) = ĝ(q).
Se denotará con πuv : gv(q)→ gu(q) a la proyección canónica para v ≤ u. De
manera similar se define Iu(q

′), gu(q
′) y π′uv.

Primero se verifica el caso cuando T = T σ
sr es una deflación o una inflación

para q. Se definen ẽεi, h̃i como en la demostración del Teorema 1.6. Se tiene
aśı un morfismo Φ00 : ĝ(q′) → ĝ(q), el cual manda e′εi a ẽεi y h′i a h̃i. En

la demostración del Lema 1.6 se mostró que los elementos ẽεi, h̃i en g∞(q)
satisfacen las relaciones R1(q

′) − R3(q
′), es decir, Φ00 induce un morfismo

Φ43 : g3(q
′) → g4(q) que hace el diagrama del lado izquierdo conmutativo,

donde ϕ es el isomorfismo en la demostración del Teorema 1.6:
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ĝ(q′)
Φ00 //

π′30 ��

ĝ(q)

π40

��

ĝ(q′)
Φ00 //

π′30 ��

ĝ(q)

π40

��

g3(q
′)

π′∞3

��

Φ43

))SSSSSSSSSSSS g3(q
′)

π′∞3

��

Φ43

))SSSSSSSSSSSS

g4(q)

π∞4

��

g4(q)
π54

��
g5(q)

π∞5
��

g(q′) ϕ
// g∞(q) g(q′) ϕ

//

Φ5∞
55kkkkkkkkkkkkk
g∞(q)

Supóngase ahora que existe un subconjunto finito de relaciones de R1(q
′) −

R∞(q′) que generan a I(q′), es decir, I(q′) = 〈R1(q
′), R2(q

′), R3(q
′), ρ′1, . . . , ρ

′
n〉

donde cada ρ′i está en R∞(q′).
Se denota con t′i a la longitud de ρ′i y con α′i el grado de ρ′i. Más aún,
se toma ρi = Φ00(ρ

′
i). Nótese que la longitud ti de ρi y el grado αi de ρi

satisface ti ≤ 2t′i y Tαi = α′i, y que en general grado(Φ(α)) = T (grado(α)).
Por lo tanto q(αi) = q(grado(ρi)) = q(T (grado(ρ′i))) = q′(α′i) > 1 y como
{ρ1, . . . , ρn} ⊂ (R5)q ⊂ (R5)q es el siguiente conjunto de relaciones

R5(q) [eε1i1 , . . . , eεtit ] = 0 si grado([eε1i1 , . . . , eεtit ]) = αi y t ≤ ti, i = 1, . . . , n.

Entonces, por construcción, los elementos ẽεi, h̃i en g∞(q) satisfacen las rela-
ciones R1(q

′) − R3(q
′), ρ′1, . . . , ρ

′
N y por lo tanto, se obtiene un morfismo

Φ5∞ : g(q′)→ g5(q) que hace conmutativo el diagrama derecho de arriba.
Dado que ϕ = π∞5Φ5∞ es un isomorfismo, se tiene que Φ5∞ es inyectivo.
Ahora usando el hecho que Φ43 y π54 son sobreyectivos, se concluye que Φ5∞
es sobreyectivo y por lo tanto Φ5∞ es un isomorfismo. De donde se sigue
que π∞5 es un isomorfismo. Del hecho que R1(q)−R5(q) son todas finitas, se
sigue que I(q) = I5(q) es generado por un subconjunto finito de las relaciones
R1(q)−R∞(q).
El caso cuando T es un cambio de signo es inmediato y aśı, el resultado se
deduce por el hecho de que T−1 es una inflación, deflación o cambio de signo
de q′ con q = q′ ◦ T−1. �

Proposición 1.9 Si q es una forma unitaria positiva, entonces existe un
subconjunto finito de relaciones de R1(q) − R∞(q) el cual es suficiente para
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definir g∞(q).

Demostración. Se deduce directamente del Teorema 1.6, del Lema anterior
y de la Proposición 1.7. �
El objetivo de este trabajo es encontrar un conjunto más expĺıcito de estas
relaciones que son suficientes para definir el álgebra g∞(q).

1.9. Ráıces y relaciones finitas

Sea q una forma unitaria positiva. Considérese el conjunto

M = {[eε1i1 , . . . , eεtit ] | q(
t∑

j=1

εjcj
) = 1, εj = ±1}.

Se define R5(M) como el conjunto de las siguientes relaciones:

[eε1i1 , eε2i2 , . . . , eεtit ] = 0

cuando [eε2i2 , . . . , eεtit ] ∈M y q(
t∑

j=1

εjcj
) > 1.

Se sabe que el número de ráıces de una forma unitaria positiva es finito (ver
por ejemplo [O], [R]). Aśı se tiene que M es un conjunto finito y por lo
tanto R5(M) también es un conjunto finito. Más aún, es claro que bastan las
relaciones R1(q), R2(q), R3(q), R4(q), R5(M) para definir el álgebra g∞(q). Sin
embargo, nos preguntamos si existe un subconjunto propio de estas relaciones
que baste para definir el álgebra g∞(q). En la siguiente sección se verá la
propuesta de este trabajo.

1.10. La propuesta de este trabajo

Sea q una forma unitaria . Un ciclo en q es una tupla de indices (i1, . . . , it)
tales que qiaib 6= 0 si y sólo si a − b ≡ ±1 mod t. Se definen las relaciones
siguientes: R5(q) [eε1i1 , . . . , eεtit ] = 0 donde (i1, . . . , it) es un ciclo en q y
εt = ±1, εl = −qil,il+1

εl+1 para 1 ≤ l ≤ t− 1.

Sea g5(q) el álgebra de Lie definida por los generadores ei, e−i, hi(1 ≤ i ≤
N) con relaciones R1(q)−R5(q).
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El objetivo principal de este trabajo es demostrar el siguiente resultado con-
cerniente a las álgebras de Lie g5(q) asociadas a formas unitarias positivas.

Teorema 1.10 Sean q y q′ formas unitarias positivas. Entonces se tiene que

(a) q ∼ q′ si y sólo si g5(q) ' g5(q
′),

(b) g5(q) ' g4(q∆), donde ∆ es el tipo de Dynkin de q.

Observación 1.11 Para demostrar el Teorema 1.10 es suficiente demostrar
la siguiente implicación: Si q ∼ q′ entonces g5(q) ' g5(q

′).

Demostración. Para mostrar (b), sea q = q∆, entonces se tiene que g5(q) '
g5(q∆), pero g5(q∆) = g4(q∆) puesto que no hay ciclos en q∆ y consecuente-
mente R5(q) es el conjunto vaćıo.
Ahora, supóngase que g5(q) ' g5(q

′). Si ∆ es el tipo de Dynkin de q y ∆′

es el tipo de Dynkin de q′ entonces, se sigue de (b) que g4(q∆) ' g4(q∆′) y
por lo tanto ∆ = ∆′, ver por ejemplo [SER]. Consecuentemente se tiene que
q ∼ q∆ = q∆′ ∼ q′. �
Si una forma unitaria q satisface (−qi1i2)(−qi2i3) · · · (−qit−1it)(qiti1) = −1 para
cada ciclo (i1, . . . , it) en q, se dice que q satisface la condición de ciclo. Por
ejemplo, si q es una forma unitaria positiva definida entonces q satisface la
condición de ciclo.

Observación 1.12 El conjunto de relaciones R5(q) es un subconjunto de
R∞(q).

Demostración. De que q es positiva definida, para cada ciclo γ = (i1, . . . , it)
se tiene que (−qi1i2)(−qi2i3) · · · (−qit−1it)(qiti1) = −1, es decir, hay un número
impar de coeficientes positivos a lo largo del ciclo γ. Por lo tanto,

ε1 =
t−1∏
a=1

(−qiaia+1) = qiti1εt

y de aqúı que

q(
t∑

a=1

εacia) = 1 + qi1itε1εt + qitit−1εtεt−1 + q(
t−1∑
a=1

εacia) = 1 + 1− 1 + 1 = 2.
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�
Para demostrar el Teorema 1.10 se hacen reducciones iteradas a situaciones
más y más especiales, donde los pasos principales y las implicaciones son
como sigue:

Teorema 1.10 ⇐ Proposición 2.7⇐ Lema 3.2 ⇐ Lema 3.5
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Caṕıtulo 2

Transformaciones elementales

2.1. El efecto de las transformaciones elemen-

tales sobre las formas cuadráticas

Antes de iniciar el estudio sobre los ciclos y las relaciones (R5) se necesita
saber cuales son los cambios producidos en una forma unitaria positiva al
aplicarle una inflación, una deflación ó un cambio de signo. Por lo que en la
siguiente sección se desarrollarán los cálculos pertinentes para saber cuales
son estos cambios. Para calcular q′ij en las siguiente sección se considerarán
los siguientes casos:

(a) i 6= r, j 6= r.

(b) i = r, j = s.

(c) i = r, r 6= j 6= s.

El Efecto de Ir:
Se toma q′ = q ◦ Ir con q positiva. Primero se verá que pasa en el caso (a).
Como q′ = q ◦ Ir entonces se tiene que

q′ij = q′(ci + cj)− q′(ci)− q′(cj)
= q ◦ Ir(ci + cj)− q ◦ Ir(ci)− q ◦ Ir(cj)
= q(ci + cj)− q(ci)− q(cj)
= qij.
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En el caso (b) se tiene que

q′rs = q′(cr + cs)− q′(cr)− q′(cs)
= q(−cr + cs)− q(−cr)− q(cs)
= 2− qrs − 1− 1

= −qrs.

Finalmente en el caso (c) se tiene que

q′rj = q′(cr + cs)− q′(cr)− q′(cj)
= q(−cr + cs)− q(−cr)− q(cj)
= 2− qrs − 1− 1

= −qrs.

Aśı, se tiene que la bigráfica B(q′) se obtiene de la bigráfica B(q) cambiando
cada arista llena que incide en el vértice r por una arista punteada y vice-
versa cada arista punteada por una llena.

El efecto de Tsr

Aqúı se supondrá que q′ = q ◦ T σ
sr donde 1 = σ := −qsr y que q es positiva.

En al caso (a) se tiene lo siguiente

q′ij = q′(ci + cj)− q′(ci)− q′(cj)
= q(ci + cj)− q(ci)− q(cj)
= qij.

En el caso (b) se tiene que

q′rs = q′(cs + cr)− q′(cr)− q′(cs)
= q(cs + cr + cs)− q(cr + cs)− q(cs)
= q(cr + 2cs)− q(cr + cs)− q(cs)
= 5 + 2qsr − 2− qsr − 1

= 1 (puesto que qsr = −1)

= −qrs.
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En el caso (c) se sigue que

q′rj = q′(cr + cj)− q′(cr)− q′(cj)
= q(cr + cs + cj)− q(cr + cs)− q(cj)
= 3 + qrs + qrj + qsj − qrs − 2− 1

= qrj + qsj. (2.1)

Veamos ahora los posibles valores que pueden tomar qrj, qsj, es decir tenemos
que considerar los siguientes casos:

(i) qrj 6= 0, qsj 6= 0.

(ii) qrj 6= 0, qsj = 0.

(iii) qrj = 0, qsj = 0.

(iv) qrj = 0, qsj 6= 0.

En el inciso (i) se tiene que los vértices r, s, j forman un ciclo. Ahora como
q es positiva este ciclo tiene que cumplir con la condición de ciclo, es decir,
el número de aristas punteadas tiene que ser impar. Aśı, como qrs = −1 se
tienen los siguientes dos casos

s r

wwwwwwwwww s

GGGGGGGGGG r

j j

Caso 1 Caso 2

en ambos casos de 2.1 se sigue que q′rj = 0.
Dado el inciso (ii) de 2.1 se tiene q′rj = qrj. Ahora en el caso (iii) por 2.1 se
tiene que q′rj = qsj. Finalmente en el caso (iv) de 2.1 se sigue que q′rj = qrj.
Aśı la bigráfica B(q′) se obtiene de la bigráfica B(q) de la siguiente forma.
Para cada vértice j adyacente a r y a s en B(q) se borra la arista entre r
y j. Para cada vértice j que es adyacente con s por medio de una arista
llena (punteada), pero que no es adyacente con r se traza una arista llena
(punteada) entre el vértice r y el vértice j. Se cambia la arista llena entre el
vértice s y el vértice r por una arista punteada. Todas las aristas restantes
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permanecen sin cambios.

El efecto de T−1
sr :

En este apartado se supondrá que q′ = q ◦ T σ
sr donde −1 = σ := −qsr y q

es positiva.
Dado el inciso (a) de la página 17 se tiene que

q′ij = q′(ci + cj)− q′(ci)− q′(cj)
= q(ci + cj)− q(ci)− q(cj)
= qij.

En el caso (b) se tiene que

q′rs = q′(cr + cs)− q′(cr)− q′(cs)
= q(cr − cs + cs)− q(cr − cs)− q(cs)
= q(cr)− q(cr − cs)− q(cs)
= −q(cr − cs)
= −2 + qrs

= −1

= −qsr.

En el caso (c) se tiene que

q′rj = q′(cr + cj)− q′(cr)− q′(cj)
= q(cr − cs + cj)− q(cr − cs)− q(cj)
= (3− qsr + qrj − qsj)− (2− qsj)− 1

= qrj − qsj. (2.2)

Ahora se verá que valores toma q′rj dependiendo de valores que tomen qrj,
qsj. Aśı volveremos a considerar los casos (i) − (iv) de la Sección 2.1. En
el caso (i) se sigue que los vértices s, r, j forman un ciclo. Ahora como q es
positiva este ciclo tiene que satisfacer la condición de ciclo, más aún como
qsr = 1 sólo son posibles los siguientes dos casos:

s r

j

s

==
==

==
==

r

��
��

��
��

j
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y aśı de 2.2 se sigue que q′rj = 0. En el caso (ii) de 2.2 se sigue que q′rj = qrj.
En el caso (iii) por 2.2 se sigue que q′rj = 0. Finalmente en el caso (iv) de
2.2 se sigue que q′rj = −qsj.
Aśı la bigráfica B(q′) se obtiene de la bigráfica B(q) de la siguiente forma.
Para cada vértice j adyacente a r y a s en B(q) se borra la arista entre r y
j. Para cada vértice j que es adyacente con s por medio de una arista llena
(punteada), pero que no es adyacente con r se traza una arista punteada
(llena) entre el vértice r y el vértice j. Finalmente se cambia la arista pun-
teada entre el vértice s y el vértice r por una arista llena. Todas las aristas
restantes permanecen sin cambio.

2.2. Reducción a transformaciones elementales

Aunque la demostración del siguiente resultado es bien conocida, es dif́ıcil
encontrar una referencia expĺıcita para esta y por lo tanto, se incluye una
demostración aqúı.

Proposición 2.1 Sean q y q′ formas unitarias positivas. Las siguientes afir-
maciones son equivalentes:

(a) q ∼ q′.

(b) Las formas unitarias q y q′ tienen el mismo tipo de Dynkin.

(c) q ∼di q
′.

Demostración. Si q : ZN → Z es positiva definida entonces, se tiene que
q−1(1) es un conjunto finito. En efecto, sea x ∈ q−1(1), se toma

q(x) = ρ1y
2
1 + . . .+ ρNy

2
N

con ρi números racionales positivos y yi = xi + λi,i+1xi+1 + . . .+ λi,N , donde
λij son números racionales. Aśı se tiene que |xN | ≤ 1√

ρN
=: σN , de forma

inductiva se obtiene que |xi|−|
∑
j>i

λijxj| ≤ |xi +
∑
j>i

λi,jxj| ≤ 1√
ρi

, de donde se

sigue que |xi| ≤ 1√
ρi

+
∑
j>i

|λij|σj =: σi. Lo cual muestra que cada coordenada

de x ∈ ZN , está acotada y por lo tanto se tiene que q−1(1) es un conjunto
finito.
Veamos que (a) implica (b). Sea R(q) = {x ∈ NN | q(x) = 1} el conjunto
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de ráıces positivas. Si existen s1 6= r1 con qs1r1 > 0, entonces como q es po-
sitiva definida, se tiene que qs1r1 = 1 y se toma q1 = q ◦ T−1

s1r1
. Aśı se tiene

que T+1
s1r1

: q−1(1) → q−1
1 (1) es una función biyectiva y T+1

s1r1
: R(q) → R(q1)

es una función inyectiva. Ahora de que cr1 = T+1
s1r1

(cr1 − cs1) ∈ R(q1) pero
cr1 − cs1 /∈ R(q), se tiene entonces que hay menos elementos en R(q) que
en R(q1). Si existen s2 6= r2 con (q1)s2r2 > 0, igual que antes se tiene que
(q1)s2r2 = 1 y se toma q2 = q1 ◦T−1

s2r2
. Aśı se tiene que T+1

s2r2
: q−1

1 (1)→ q−1
2 (1)

es una función biyectiva y T+1
s2r2

: R(q1) → R(q2) es una función inyectiva.
También se tiene que hay menos elementos en R(q1) que en R(q2). Este pro-
ceso no puede continuar por siempre, de que el conjunto R(qi) crece en cada
paso y está acotado por la cardinalidad del conjunto q−1(1). Aśı se concluye,
que este proceso debe terminar en una forma unitaria positiva qm tal que
(qm)ij ≤ 0 para toda i 6= j. La matriz casi-Cartan de qm es entonces una
matriz de Cartan y de que qm es positiva definida, el diagrama de Coxeter
asociado a qm es una unión disjunta de diagramas de Dynkin (de tipo An,
Dn y En).
Esto muestra que para cada forma unitaria positiva definida, existe un tipo
de Dynkin ∆ tal que q ∼di q∆. Este tipo de Dynkin es determinado de forma
única por q, como muestra el siguiente argumento: Se traza la gráfica G(q)
cuyos vértices son q−1(1) y hay una arista entre los vértices x, y si q(x−y) es
igual a cero o uno. Obsérvese que G(q) ' G(q′) si q y q′ son equivalentes. De
que los componentes de G(q) corresponden a los componentes de ∆ y para
cada componente G de G(q), el número de vértices de i tales que ±ci ∈ G
determina el correspondiente diagrama de Dynkin de manera única. Lo cual
muestra que (a)⇒ (b).
Sean ∆ y ∆′, los tipos de Dynkin de q y q′ respectivamente. Si ∆ = ∆′ en-
tonces de lo anterior q ∼di q∆ = q∆′ ∼di q

′, lo cual demuestra que (b)⇒ (c).
Finalmente, si q ∼di q

′ ⇒ ∆ = ∆′ ⇒ q ∼ q∆ = q∆′ ∼ q′. �

La proposición anterior y la Observación 1.11 implican que es suficiente
demostrar el siguiente resultado para demostrar el Teorema 1.10.

Teorema 2.2 Si q y q′ son formas unitarias positivas definidas, entonces se
tiene que q ∼di q

′ si y sólo si g5(q) es isomorfa a g5(q
′).

El siguiente resultado es útil para reducir la demostración a situaciones
especiales.
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Lema 2.3 Sean q una forma unitaria, s 6= r, σ = −qsr y 1 ≤ i1, . . . , it ≤ n.
Entonces q ◦ T σ

sr ◦ Ii1 ◦ . . . ◦ Iit = q ◦ Ii1 ◦ . . . ◦ Iit ◦ T σ′
sr , donde σ′ = (−1)εσ y

ε es el número de 1 ≤ a ≤ t tales que ia ∈ {r, s}.

Demostración. La demostración se obtiene de manera directa del echo de
que T σ

sr ◦ Ii = Ii ◦ T−σ
sr para i = r, s y también de que T σ

sr ◦ Ii = Ii ◦ T σ
sr. �

Observación 2.4 Para demostrar el Teorema 2.2, es suficiente considerar
los siguientes dos casos q′ = q ◦ Ir y q′ = q ◦ T+1

sr (es decir, qrs = −1).

Demostración. Por definición de di-equivalencia, es suficiente considerar
los siguientes casos: q′ = q ◦ P donde P es una matriz de permutación,
q′ = q ◦ Ir y q′ = q ◦ T±1

sr (qrs = ±1). Sin embargo, el primer caso, es
decir, q′ = q ◦ P es un calculo directo y si qsr = 1 entonces se tiene que
q ◦ T−1

sr = q ◦ Ir ◦ T+1
sr ◦ Ir, por Lema 2.3. �

Proposición 2.5 Sea q una forma unitaria positiva. Si q′ = q ◦ Ir donde
Ir es un cambio de signo, entonces las álgebras de Lie g5(q) y g5(q

′) son
isomorfas.

Demostración. Se denotan por e′i, e
′
−i, h

′
i los generadores de g5(q

′) y por
ei, e−i, hi a los generadores de g5(q). Sean A y A′ las matrices de Cartan de
q y q′ respectivamente.
Se definen elementos ẽi, ẽ−i, h̃i en g5(q) que satisfacen R1(q

′) − R5(q
′). Esto

implica que se tiene un homomorfismo

g5(q
′)

ϕ−→ g5(q)

e′εi 7−→ ẽεi

h′ 7−→
∼
hi.

Sean

ẽεi =

{
eεi, si i 6= r
e−εr, si i = r

and h̃i =

{
hi, si i 6= r
−hr, si i = r.

(2.3)

Ahora se verificará que efectivamente ẽεi, h̃i satisfacen las relaciones R1(q
′)−

R5(q
′).
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La relaciones R1(q
′) se verifican de manera obvia. Si i, j 6= r entonces se

tiene que [h̃i, ẽεj] = [hi, eεj] = −εAijeεj = −εA′ij ẽεj y [ẽεi, ẽ−εi] = [eεi,−εi ] =

εhi = εh̃i, es decir, si i, j 6= r las relaciones R2(q
′) y R3(q

′) se satisfacen.
Podemos suponer que i = r ó j = r. Se verificará primero que se satisface
R2(q

′) cuando i 6= r y j = r. Aśı se tiene que

[h̃i, ẽεr] = [hi, e−εr] (definición)

= εAire−εr (por R2(q))

= εAirẽεr (definición)

= −εA′irẽεr (−Air = A′ir).

Ahora se supondrá que i = r, j 6= r y se verificará R2(q
′):

[h̃r, ẽεj] = [−hr, eεj] (definición)

= −[hr, eεj] (bilinealidad)

= εArjeεj (por R2(q))

= −εA′rj ẽεj (−Arj = A′rj).

Para terminar de verificar R2(q
′) se supondrá que i, j = r, aśı se tiene que

[h̃r, ẽεr] = [−hr, e−εr] (definición)

= −[hr, e−εr] (bilinealidad)

= −εArre−εr (por R2(q))

= −εA′rre−εr (Arr = A′rr).

Ahora se verificarán las relaciones R3(q
′) para cuando i = r. Aśı se tiene que

[ẽεr, ẽ−εr] = [e−εr, eεr] (definición)

= −εhr (por R3(q))

= εh̃r (definición).

Para verificar las relaciones R4(q
′) se tiene que demostrar que

(ad ẽεi)
1+n(ẽδj) = 0

para ε, δ = ±1, 1 ≤ i, j ≤ n y n = máx{0,−εδA′ij}. Sean i, j 6= r. Entonces
se tiene que

(ad ẽεi)
1+n(ẽδj) = (ad eεi)

1+n(eδj) = 0
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ya que A′ij = Aij y con ello n = máx{0,−εδAij}. También se tiene que

(ad ẽεi)
1+n(ẽδr) = (ad eεi)

1+n(e−δr) = 0

ya que A′ir = −Air y con ello

n = máx{0,−(−ε)δ(−A′ir)} = máx{0,−(−ε)δAir}.

Se procede de manera similar para (ad ẽεr)
1+n(ẽδj) y (ad ẽεr)

1+n(ẽδr).
Finalmente, para verificar las relaciones de tipo R5(q

′) se consideran dos
casos r /∈ {i1, . . . , in} y r ∈ {i1, . . . , in}. Si r /∈ {i1, . . . , in} la verificación es
clara. Si r ∈ {i1, . . . , in} entonces se tiene que

[ẽε1i1 , . . . , ẽεrr, . . . , ẽεnin ] = [eε1i1 , . . . , e−εrr, . . . , eεnin ].

Se denota por γ′ a la sub-bigráfica plena de B(q′) en los vértices {i1, . . . , in}.
Es claro que si γ′ es un ciclo, entonces la sub-bigráfica plena γ de B(q) for-
mada por los vértices {i1, . . . , in} es también un ciclo. Más aún, si γ′ satisface
la condición de ciclo también γ satisface la condición de ciclo. Aśı sólo resta
verificar que εl = −ql(l+1)εl+1 para 1 ≤ l ≤ n − 1. Para l 6= r, r − 1 se tiene
que q′l(l+1) = ql(l+1) y entonces εl = −ql(l+1)εl+1. Por otro lado, se tiene que
−εr = q′r(r+1)εr+1 = −qr(r+1)εr+1 y εr−1 = −q′(r−1)rεr = −q(r−1)r − εr.
Finalmente como q′ = q ◦ Ir entonces q = q′ ◦ Ir, aśı se obtiene un morfismo:

ψ : g5(q)→ g5(q
′)

y se ve que ϕ ◦ ψ = idg5(q), ψ ◦ ϕ = idg5(q′). �

Corolario 2.6 Existe un automorfismo Φ de g5(q) tal que Φ(eεi) = e−εi y
Φ(hi) = −hi para toda 1 ≤ i ≤ N .

Demostración. Si se denota por ϕr el isomorfismo definido por la ecuación
(2.3) entonces el isomorfismo Φ = ϕ1 ◦ ϕ2 ◦ . . . ◦ ϕN es tal que Φ(eεi) = e−εi

y Φ(hi) = −hi para toda 1 ≤ i ≤ N . �
De la observación 2.4 se ve que para demostrar el Teorema 2.2 (y de aqúı el
Teorema 1.10) es suficiente demostrar siguiente resultado.

Proposición 2.7 Supóngase que q es positiva definida, qrs = −1 y q′ =
q ◦ T+1

sr . Entonces g5(q) y g5(q
′) son álgebras de Lie isomorfas.

La demostración de este resultado se divide en varios pasos, los cuales ocu-
parán los siguientes caṕıtulos.
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Caṕıtulo 3

Reducción a ciclos especiales y
a monomios especiales

En este capitulo, se reducirá la demostración de la Proposición 2.7 a la
verificación de que ciertos monomios son cero en g5(q).
Supóngase que q es positiva definida, qrs = −1 y q′ = q◦T+1

sr . Una vez más, se
denotarán los generadores de g5(q) con ei, e−i, hi y los generadores de g5(q

′)
con e′i, e

′
−i, h

′
i.

Entonces se definen los siguientes elementos en g5(q):

ẽεi =

{
[eεr, eεs], si i = r
eεi, si i 6= r,

h̃i =

{
hr + hs, si i = r
hi, si i 6= r.

(3.1)

Lema 3.1 Si qsr = −1 y q′ = q ◦ T+1
sr , entonces los elementos ẽεi and h̃i

satisfacen las relaciones R1(q
′), R2(q

′), R3(q
′) y R4(q

′).

Demostración. En la demostración del Teorema 1.6, se vio que los elemen-
tos ẽεi, h̃i satisfacen las relaciones R1(q

′), R2(q
′) y R3(q

′). Por lo tanto, resta
probar que satisfacen las relaciones R4(q

′), es decir, se tiene que demostrar
que (ad ẽεi)

1+m′
(ẽδj) = 0 donde m′ = max{0,−εδA′ij}, ε, δ = ±1 para cada

i, j = 1, . . . , n. Si i = j el resultado es obvio. Por lo tanto se puede suponer
que i 6= j y distinguir varios casos.
Caso i 6= r, j 6= r: En este caso se tiene que ẽεi = eεi, ẽδj = eδj y A′ij =

Aij,m
′ = max{0,−εδAij} y por lo tanto (adẽεi)

1+m′
(ẽδj) = (adeεi)

1+m′
(eδj) =

0 por R4(q).
Caso i = r, j 6= r, s : Bajo estas suposiciones se obtiene que A′rj = Arj +Asj.
Si m′ = 0, entonces tiene que A′rj = 0 ó εδA′rj > 0. En el primer caso, se
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tiene que Arj = −Asj. Ahora si ambos son cero, se concluye que [eεr, eδj] = 0,
[eεs, eδj] = 0; de donde se sigue que (ad ẽεr)(ẽδj) = 0 por R4(q). Por otro
lado, si [eεr, eδj] 6= 0 y [eεs, eδj] 6= 0, entonces se tiene que (r, s, j) es un ciclo
en q y entonces (ad ẽεr)

1+m′
(ẽδj) = [[eεr, eεs], eδj] = 0 por R5(q). Ahora, si

εδA′rj > 0, entonces como A′sj = Arj + Asj se tienen los siguientes casos:

(i) Arj = 0 y Asj 6= 0

(ii) Arj 6= 0 y Asj = 0.

Si A′rj = −1 entonces ε = −δ. Si se cumple (i) entonces Asj = −1, aśı se tiene
que (ad ẽr)(ẽj) = [eεr, eεs, e−εj], pero por R4(q) se sabe que [eεr, e−εj] = 0 y
[eεs, e−εj] = 0, de donde se sigue que (ad ẽr)(ẽj) = 0. Los casos restantes, se
demuestran de forma similar.
Si m′ > 0 entonces m′ = 1 y A′rj = Arj +Asj = −εδ. De lo cual se sigue que
Asj = 0 ó Arj = 0. En el primer caso se tiene que:

(a) [eεs, eδj] = 0,

(b) [eεr, eεr, eδj] = 0,

(c) [eεs, eεs, eδr] = 0.

De (c) y (a) se obtiene que

(d) [eεs, [[eεr, eεs], eδj]] = 0.

Si g es un álgebra de Lie y x, y, z ∈ g con [x, y] = 0, entonces se cumplen las
siguientes propiedades:

(e) [x, y, z] = [y, x, z], [x, z, y] = [y, z, x]

(f) [[x, z], y] = [[y, z], x], [[z, x], y] = [[z, y], x]

Usando las propiedades (a)-(d) se tiene lo siguiente:

(ad ẽεr)
2(ẽδj) = [[eεr, eεs], [[eεr, eεs], eδj]]

= [[eεr, eεs], [[eεr, eδj], eεs]] (por (a))

= [eεs, [[eεr, eδm], [eεr, eεs]]] (por (c))

= [eεs, [eεr, [[eεr, eδj], eεs]]] (por (b))

= [eεs, [[eεr, [[eεr, eεs], eδj]]]] (por (a))

= [[[eεr, eεs], eδj], [eεr, eεs]] (por (d))

= −[[eεr, eεs], [[eεr, eεs], eδj]] (por antisimetŕıa)

= −(ad ẽεr)
2(ẽδj).
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De aqúı que (ad ẽεr)
2(ẽδj) = 0. En el segundo caso, en el que Arj = 0, nótese

que [[eεr, eεs], [eεr, eεs], eδj] = [[eεs, eεr], [eεs, eεr], eδj] y se procede de manera
similar intercambiando los roles de r y s.
Caso i = r, j = s: Obsérvese que A′rs = −Ars = 1 y por lo tanto

(ad ẽεr)
2 = [ẽεr, [eεr, eεs], e−εs]

= [ẽεr, [e−εs, eεs], eεr] (por (f))

= [ẽεr, (−ε)hs, eεr] (por R3(q))

= [ẽεr, ε
2Arseεr] (por R2(q))

= Ars[[eεr, eεs], eεs] (por bilinealidad)

= 0 (por R4(q)).

Por otra parte, se tiene que

(ad ẽεr)(ẽεs) = [[eεr, eεs], eεs]

= 0 ( por R4(q)).

Caso i 6= r, j = r: Si Air = 0 = Ais, es fácil verificar que (ad ẽεi)(ẽδr) = 0.
Por otro lado Air 6= Ais (puesto que |A′ir| = |Air + Ais| < 2) y por lo tanto
se tiene que [eεi, eδr] = 0 ó [eεi, eδs] = 0 por R4(q). En el primer caso donde
[eεi, eδr] = 0, se obtiene que

(ad ẽεi)
1+m′

(ẽδr) = (ad ẽεi)
1+m′

([eδr, eδs])

= (ad ẽεi)
m′

([eδr, eεieδs])
...

= [eδr, (ad eεi)
1+m′

(eδs)]

el cual es cero si m′ ≥ max{0,−εδAis}, en particular si Ais = 0 ó εδAis > 0.
Aśı sólo resta considerar el caso donde εδAis = −1 y m′ = 0, es decir, εδA′ir ≥
0. Dado que 0 ≤ εδA′ir = εδAir + εδAis = εδAir − 1 se tiene que εδAir = 1;
pero entonces (r, i, s) es un ciclo en q y por lo tanto (ad ẽεi)

1+m′
(ẽδr) =

[eδr, eεi, eδs] es cero por R5(q).
Caso i = s, j = r: Se tiene que

(ad ẽεs)
1+m′

(ẽδr) = −(ad eεs)
2+m′

(eδr) = 0

por R4(q) puesto que 1 +m′ ≥ 1 ≥ max{0,−εδAsr} = max{0, εδ}. �
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Lema 3.2 Con la notación anterior, para cada ciclo γ = (r, i1, i2, . . . , it)
en q′ con q′ri1

= −1, q′i1i2
= −1, . . . , q′it−1it = −1 y q′itr = 1, los siguientes

monomios son cero en g5(q):

E+
γ,0 := [ẽr, ẽi1 , ẽi2 , . . . , ẽit ]

E+
γ,u := [ẽ−iu , ẽ−iu+1 , . . . , ẽ−it , ẽr, ẽi1 , . . . , ẽiu−1 ] (3.2)

E−γ,0 := [ẽ−r, ẽit , ẽit−1 , . . . , ẽi1 ]

E−γ,u := [ẽ−iu , ẽ−iu−1 , . . . , ẽ−i1 , ẽ−r, ẽit , . . . , ẽiu+1 ]

El Lema 3.2 se demuestra más adelante.

Demostración de la Proposición 2.7. Por el Corolario 2.6 se deduce
del Lema 3.2 que para ε = ±1, se tiene que

E+,ε
γ,0 := [ẽεr, ẽεi1 , ẽεi2 , . . . , ẽεit ] = 0,

E+,ε
γ,u := [ẽ−εiu , ẽ−εiu+1 , . . . , ẽ−εit , ẽεr, ẽεi1 , . . . , ẽεiu−1 ] = 0,

E−,ε
γ,0 := [ẽ−εr, ẽεit , ẽεit−1 , . . . , ẽεi1 ] = 0,

E−,ε
γ,u := [ẽ−εiu , ẽ−εiu−1 , . . . , ẽ−εi1 , ẽ−εr, ẽεit , . . . , ẽεiu+1 ] = 0.

Se sabe por Lema 3.1 que los elementos ẽεi y h̃εi satisfacen las relaciones
R1(q

′) − R4(q
′). Ahora se mostrará que los elementos ẽεi y h̃εi satisfacen

también la relación R5(q
′). Por lo tanto, se tiene que demostrar que para

cada ciclo γ = (j0, . . . , jt−1) en q′ el elemento

F εt
γ = [ẽε0j0 , ẽε1j1 , . . . , ẽεt−1jt−1 ] ∈ g5(q)

es cero, donde εt−1 = ±1 y εl = −q′jljl+1
εl+1 para l = t− 2, t− 3, . . . , 1.

Si r no está en γ entonces ẽεaja = eεaja para 1 ≤ a ≤ t− 1 y γ es también un
ciclo en q. Consecuentemente F εt

γ = 0 por R5(q).
Aśı, resta considerar el caso donde r está en γ, sea ja = r. Si r 6= j0 y s
no es un elemento de γ, se denota con a− l al residuo de a − l módulo t,
1 ≤ l ≤ t. Se puede asumir (usando el Lema 2.5) que q′rja−1

= −1, q′ja−1ja−2
=

−1, . . . , q′j
a−(t−1)

ja−t
= −1, y entonces q′ja−tr

= 1 puesto que q′ satisface la

condición de ciclo. De esta forma, se definen i0 := r, i1 := ja−1, . . . , it−1 =
ja−t y se toma γ′ = (r, i1, . . . , it−1). Aplicando el Lema 3.2 se concluye que
F εt

γ = E+,εt

γ′,a−1 = 0.
Si r = j0 y s no es un elemento de γ, nuevamente por el Lema 2.5, se puede
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suponer que q′rj1
= −1, q′j1j2

= −1, . . . , q′jt−2jt−1 = −1 y entonces se tiene que
q′jt−1r = 1, puesto que q′ satisface la condición de ciclo. Aśı por el Lema 3.2

se tiene que F εt
γ = E+,εt

γ,0 = 0.
Ahora si r = ja, a 6= 0 y s = ja−1, se puede suponer que

q′rja+1
= −1, . . . , q′jt−2jt−1

= −1

y como q′ satisface la condición de ciclo, se tiene que q′rja−1
= 1. Tomando

el ciclo γ′ = (r, ja+1, . . . , ja+t = ja−1) y aplicando nuevamente el Lema 3.2

se concluye que F εt
γ = E+,εt

γ′,t−a = 0. Esto muestra que los elementos ẽεi y h̃i

satisfacen la relación R5(q
′). Por lo tanto, se tiene que ẽεi y h̃i satisfacen las

relaciones R1(q
′)−R5(q

′). Luego existe un homomorfismo ϕ : g5(q
′)→ g5(q)

tal que ϕ(e′εi) = ẽεi y ϕ(h′i) = h̃i. De forma similar existe un homomorfismo
ψ : g5(q) → g5(q

′) y es fácil verificar que uno es inverso del otro, ver [BKL]
para detalles. �

3.1. Reducción a monomios especiales

En esta sección se describen los ciclos γ en q′ = q ◦ Tsr los cuales no
necesariamente son ciclos en q. Recordar que cada forma unitaria q : ZN → Z

tiene asociada una bigráfica B(q) con vértices 1, . . . , N y aristas definidas
como sigue: Dos vértices distintos i y j se unen por |qij| aristas llenas si
qij < 0 y por qij aristas punteadas si qij > 0. Claramente los ciclos en q
corresponden a ciclos en B(q).
Se introducen cuatro tipos de bigráficas. La primera es justamente un ciclo
c0

n(λ) = (λ, 1, . . . , n) donde la arista {λ, n} es la única arista punteada:

λ n

1 2 · · · n− 1

λ n

1 2 · · · n− 1

c0
n(λ) g0

n(λ)
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µ
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...

1 · · · i1 · · · i2 · · · i3 · · · il

g1
n(λ, µ; i1, . . . , il), l es par,

µ
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iiiiiiiiiiiiiii

λ

SSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSS il = n

...

1 · · · i1 · · · i2 · · · i3 · · · il−1

g2
n(λ, µ; i1, . . . , il), l > 0 es par.

Por definición, las aristas de g0
n(λ) son precisamente las que se encuentran

en los dos ciclos (λ, 1, 2, . . . , n−1) y (λ, n−1, n), donde {λ, n−1} es la única
arista punteada.
Ahora g1

n(λ, µ, i1, . . . , il) se obtiene del ciclo c0
n(λ) añadiendo un nuevo vértice

µ y trazando para cada a = 1, 3, . . . , l − 1 una arista punteada {λ, ia} y una
llena {µ, ia}. Para cada a = 2, 4, . . . , l también se traza una arista llena {λ, ia}
y una punteada {µ, ia}. La definición de g2

n(λ, µ, i1, . . . , il) es muy similar. Se
inicia con un ciclo (µ, λ, 1, . . . , n) donde {n, µ} es la única arista punteada y
se trazan aristas como sigue: para cada a = 1, 3, . . . , l−1 una arista punteada
{λ, ia} y una arista llena {µ, i− a} y para cada a = 2, 4, . . . , l− 2 una arista
llena {λ, ia} y una arista punteada {µ, ia}.
Recordar que sólo resta demostrar el Lema 3.2 y que por lo tanto la atención
se puede restringir al caso donde γ ⊆ B(q′) es un ciclo con γ = c0

n(r).

Lema 3.3 Supóngase que q es positiva definida, qrs = −1 y q′ = q◦Tsr. Más
aún, sea γ = c0

n(r) un ciclo en B(q′) y Γ la sub-bigráfica de B(q) inducida
por los vértices r, s, 1, . . . , n.
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Si s ∈ γ entonces Γ = g0
n(r) y n = s. Si s /∈ γ entonces lo siguiente se

cumple:

(a) Si i1 6= 1 y il 6= n, entonces Γ = g1
n(r, s; i1, . . . , il) para algún par l > 0,

(b) Si i1 6= 1 y il = n, entonces Γ = g2
n(r, s; i1, . . . , il) para algún par l,

(c) Si i1 = 1 y il 6= n, entonces Γ = g2
n(s, r; i2, . . . , il, n) para algún par l,

(d) Si i1 = 1 y il = n, entonces Γ = g1
n(s, r; i2, . . . , il−1) para algún par l.

Demostración. Si s es un vértice de γ, entonces como q′rs = 1, se tiene que
s = n y por lo tanto la sub-bigráfica Γ de B(q) tiene la forma Γ = g0

n(r).
Si s no está en γ, entonces sean i1, . . . , il (con 1 ≤ i1 < i2 < . . . < il ≤ n) los
vértices tales que q′sia 6= 0.
Si l = 0, es decir q′sia = 0, entonces Γ = g1

n(r, s; ). Aśı, supóngase ahora que
l > 0. Se denotará con Γ′ a la sub-bigráfica inducida de B(q′) dada por los
vértices s, r, 1, . . . , n.
Dado que (s, r, 1, . . . , i1) es un ciclo en B(q′) se tiene que q′si1 = −1 por
la condición de ciclo. De manera inductiva para 1 < a ≤ l se tiene que
(s, ia−1, ia−1 +1, . . . , ia) es un ciclo en B(q′), de donde se deduce nuevamente
por la condición de ciclo que q′s,ia = (−1)a.
Si il = n entonces (r, il, s) es un ciclo en B(q′) y como q′sr = 1 = q′r,il se tiene
que (−1)l = q′s,il = 1. Por lo tanto l es par.
Si il 6= n entonces (r, s, il, . . . , n) es un ciclo en B(q′). Nuevamente por la
condición de ciclo, se tiene que (−1)l = q′s,il , lo cual implica que l es par.
El resto de las verificaciones son cálculos directos usando que qri = q′ri − q′si
para cada i 6= r, s. �
El siguiente resultado ayudará a reducir algunos cálculos a la mitad.

Lema 3.4 Si A = [A1, A2, . . . , An+1] es un monomio que satisface [Ai, Aj] =
0 cuando |i− j| 6= 1, entonces se tiene que

A← := [An+1, An, . . . , A2, A1] = (−1)n[A1, A2, . . . , An+1].

Demostración. La demostración es sencilla utilizando inducción y los in-
cisos (e), (f) en la demostración del Lema 3.1. �

Ahora se formulará un resultado que involucra conocimientos acerca de
la bigráfica B(q) y los monomios en g5(q). Este resultado implicará el Lema
3.2, como se verá más adelante.
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Lema 3.5 Sea q positiva definida. Supóngase que la sub-bigráfica induci-
da Γ de B(q) es de la forma g0

n(λ), g1
n(λ, µ, i1, . . . , il) (para algún l par)

ó g2
n(λ, µ, i1, . . . , il) (para algún l > 0 par).

Entonces los siguientes monomios son cero en g5(q) (donde en el caso Γ =
g0

n(λ) se supone que µ = n):

Fn,0(λ, µ) := [[eλ, eµ], e−n, e−(n−1), . . . , e−1], (3.3)

Fn,u(λ, µ) := [eu, eu−1, . . . , e1, [eλ, eµ], e−n, . . . , e−(u+1)], para u = 1, . . . , n.

Demostración del Lema 3.2. Se definen los siguientes monomios en g5(q):

G+
n,0(λ, µ) := [[eλ, eµ], e1, . . . , en],

G+
n,u(λ, µ) := [e−u, e−(u+1), . . . , e−n, [eλ, eµ], e1, . . . , eu−1], (3.4)

G−n,0(λ, µ) := [[e−λ, e−µ], en, en−1, . . . , e1],

G−n,u(λ, µ) := [e−u, e−(u−1), . . . , e−1, [e−λ, e−µ], en, . . . , eu+1],

Entonces G−n,v(λ, µ) = Fn,v(λ, µ) = 0 para 1 ≤ v ≤ n y G−n,0(λ, µ) =
Φ(Fn,0(λ, µ)) = 0, donde Φ es el automorfismo del Corolario 2.6. Obsérvese
que G+

n,v(λ, µ) es un monomio que satisface las hipótesis del Lema 3.4. De
aqúı, que para 1 ≤ u ≤ n, se tiene que G+

n,u(λ, µ) = ±Φ(G−n,u−1(λ, µ)←) = 0
y G+

n,0(λ, µ) = ±Φ(G−n,n(λ, µ)←) = 0.
Por definición, se tiene que Gε

n,v(µ, λ) = −Gε
n,v(λ, µ) para ε = ±1 y v =

0, 1 . . . , n. Supóngase ahora, que γ = c0
n(r) es un ciclo en B(q′). Si s ∈ γ, se

tiene que Γ = g0
n(r) y los monomios de la ecuación (3.2) se convierten direc-

tamente en monomios de la ecuación (3.4) por medio de Eε
γ,v = Gε

n,v(r, n).
Si s /∈ γ entonces primero se consideran los casos (a) y (b) del Lema 3.3;
aplicando el Lema 3.5 se tiene que Eε

γ,v = Gε
n,v(r, s) = 0. En los casos (c) y

(d) del Lema 3.3, se tiene que Eε
γ,v = Gε

n,v(s, r) = −Gε
n,v(r, s) = 0. Lo cual

completa la demostración. �
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Caṕıtulo 4

Monomios, cadenas llenas y
bigráficas

En este caṕıtulo se definirá un producto entre monomios y se demostrarán
algunos de los detalles técnicos necesarios para la demostración del Teorema
1.10.

4.1. Monomios en el magma libre

Dado un conjunto X, se define una sucesión de conjuntos Mn(X) de la
siguiente forma.

M1(X) = X

Mn(X) =
n−1⋃
i=1

Mi(X)×M(n−i)(X) para n ≥ 2.

Se defineM(X) =
⋃

n∈N
Mn(X) (ver [BN]).

Para cada n ∈ N se tiene la inclusión in :Mn(X) ↪→M(X),Mn se identifica
con su imagen enM(X) bajo in. Si m 6= n entoncesMn(X)∩Mm(X) = ∅.
Aśı, para cada A ∈ M(X) existe un único n ∈ N tal que A ∈ Mn(X). El
número n es llamado la longitud de A y es denotado por l(A). El conjunto
X consiste de todos los elementos enM(X) de longitud uno.
Sean A,A′ ∈M(X) tales que p = l(A) y q = l(A′). La imagen de (A,A′) bajo
la inyección canónica del conjuntoMp(X)×Mq(X) en el conjuntoMp+q es
llamada la composición de A y A′. Aśı, se tiene que l(A,A′) = l(A) + l(A′)
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y cada elemento deM(X) de longitud ≥ 2 se escribe de manera única en la
forma (A,A′) con A,A′ ∈M(X).
Se define (A1, . . . , An) ∈M(X) de forma inductiva por

(A1, . . . , An) := (A1, (A2, . . . , An)).

Si A = (A1, . . . , An) se define
←−
A = (An, . . . , A1). Por otra parte, si ri = l(Ai)

(ri ≥ 1) entonces l(A) =
n∑

i=1

ri. Sea A = (a1, . . . , an) con ai ∈ X se dice que b

es una entrada de A si b = ai para algún i. Lo cual se denotará con b ∈entr A.
En este trabajo, X siempre denotará el conjunto

X = {ei, e−i, hi | 1 ≤ i ≤ n}.

Se define una nueva operación binaria enM(X) de la siguiente manera

f :M(X)×M(X)→M(X)

está dada por

f(A,B) = A •B =

{
(A,B), si A ∈ X ;
(A1, A2 •B), si A = (A1, A2).

Sea π : M(X) → g5(q) la proyección dada por π(A) = A si A ∈ X y
π((A1, A2)) = [π(A1), π(A2)],.

Proposición 4.1 Si A,B,C ∈M(X) entonces

A • (B • C) = (A •B) • C.

Demostración. La demostración es por inducción sobre l(A). Si l(A) = 1
entonces A ∈ X y se tiene que

(A •B) • C) = (A,B) • C = (A,B • C) = A • (B • C).

Supóngase que el resultado es cierto para toda m < l(A). Aśı se tiene que

A • (B • C) = (A1, A2 • (B • C)) (definición)

= (A1, (A2 •B) • C) (inducción)

= (A •B) • C (definición).

�
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Lema 4.2 Sea g un álgebra de Lie.

(a) Si [A,B] = 0 entonces [A,B,C] = [B,A,C].

(b) Si [A,B] = 0 entonces [A,C,B] = [B,C,A].

(c) Si [Ai, B] = 0 para toda 1 ≤ i ≤ n entonces

[An, . . . , A1, B, C] = [B,A1, . . . , An, C].

Demostración.

(a) Como g es un álgebra de Lie se tiene que

[A,B,C] = −[C,A,B]− [B,C,A] (identidad de Jacobi)

= −[B,C,A] ([A,B] = 0, por hipótesis)

= [B,A,C] (antisimetŕıa)

El inciso (b) se obtiene del inciso (a) por antisimetŕıa.

(c) Por inducción sobre n. El caso n = 1 se cumple por inciso (a). Supóngase
que el resultado se cumple para n− 1. Aśı se tiene que

[An, An−1 . . . , A1, B, C] = [an, [an−1, . . . , a1, B, C]] (definición)

= [An, [B,An−1, . . . , A1, C]] (inducción)

= [An, B, [An−1, . . . , A1, C]] (definición)

= [B,An, . . . , A1, C]] (por (a))

�

Lema 4.3 Sea A = (An, . . . , A1). Si a ∈ X es tal que [a, π(Ai)] = 0 para
i = 1, . . . , n entonces se tiene que [a, π(A)] = 0.

Demostración. Por inducción sobre n. Si n = 1 el resultado es inmediato.
Supóngase que n > 1 y que el resultado se cumple para toda m < n. Sea
B = (A(n−1), . . . , A1) entonces se tiene que π(B) = [π(A(n−1)), . . . , π(A1)];
aśı se obtiene que

π(A) = [π(An), π(A(n−1)), . . . , π(A1)]

= [π(An), π(B)].
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De lo anterior se concluye que

[a, π(A)] = [a, π(An), π(B)]

= [π(An), a, π(B)] (Lema 4.2 (a)).

Luego por hipótesis de inducción se tiene que [a, π(B)] = 0; lo cual implica
que [a, π(A)] = 0. �

Lema 4.4 Sea A = (a1, . . . , ar1), B, C ∈M(X) con ai ∈ X.

(a) Si [a, π(B)] = 0 para toda a ∈entr A, entonces

π(A • (B,C)) = [π(B), π(A • C)].

(b) Si [a, π(B)] = 0 para toda a ∈entr A, entonces

π(A • (C,B)) = [π(A • C), π(B)].

(c) Si Ai = (ai,1, . . . , ai,ri
) ∈ M(X) con ai,j ∈ X y 1 ≤ i ≤ n son tales que

[a, π(B)] = 0 para toda a ∈entr Ai, entonces

π(An • · · · • A1 • (B,C)) = [π(B), π(An • · · · • A1 • C)].

(d) Si Ai = (ai,1, . . . , ai,ri
) ∈ M(X) con ai,j ∈ X y 1 ≤ i ≤ n son tales que

[a, π(B)] = 0 para toda a ∈entr Ai, entonces

π(An • · · · • A1 • (C,B)) = [π(An • · · · • A1 • C), π(B)].

Demostración.

(a) Se tiene que

π(A • (B,C)) = [a1, . . . , ar1 , π(B), π(C)] (definición)

= [π(B), a1, . . . , ar1 , π(C)] (lema anterior)

= [π(B), π(A • C)] (definición)

El inciso (b) se obtiene del inciso (a) por antisimetŕıa.
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El inciso (c) se sigue del inciso (a). Finalmente, el inciso (d) se obtiene de (c)
por antisimetŕıa. �

Lema 4.5 Si A = (am, . . . , a1) es tal que π(A • B) = 0 y [a, π(C)] = 0 para
toda a ∈entr A, entonces se tiene que π(A • (B,C)) = 0.

Demostración. Por Lema 4.4 se tiene que π(A•(B,C)) = [π(A•B), π(C)] y
por hipótesis se sabe que π(A•B) = 0. De donde se sigue que π(A•(B,C)) =
0. �

Lema 4.6 Sean Ai = (ani,i, . . . , a2,i, a1,i) ∈M(X) con aj,i ∈ X.

(a) Si [a, π(A1)] = 0 para a ∈entr A2 con a 6= a1,2, entonces

π(A2 • A1) = [π(A2), π(A1)]

(b) Si [a, π(A(i−1) • · · · • A1)] = 0 para a ∈entr Ai con a 6= a1,i, 2 ≤ i ≤ k,
entonces π(Ak • · · · • A1) = [π(Ak), . . . , π(A1)].

Demostración.

(a) Por inducción sobre n2. Para n2 = 2 se tiene:

π(A2 • A1) = [a22, a12, π(A1)] (definición)

= [π(A1), a1,2, a2,2] (Lema 4.2)

= [π(A2), π(A1)] (antisimetŕıa y definición)

Supóngase que el resultado se cumple para n2 = m, es decir,

π(A′2 • A1) = [π(A′2), π(A1)]

donde A′2 = (am,2, . . . , a1,2). Sea

A = (a(m+1),2, am,2, . . . , a1,2)

entonces:

π(A • A1) = [a(l+1),2, π(A′2 • A1)] (definición)

= [a(l+1),2, π(A′2), π(A1)] (inducción)

= −[a(l+1),2, π(A1), π(A′2)] (antisimetŕıa)

= −[π(A1), a(l+1),2, π(A′2)] (Lema 4.2(a))

= [π(A), π(A1)] (antisimetŕıa)
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(b) Por inducción sobre k. El caso k = 2 se cumple por inciso (a). Supóngase
que el resultado se cumple para k, es decir, que si B = Ak • · · · • A1

entonces se tiene que π(B) = [π(Ak), . . . , π(A1)]. Sea

Ak+1 = (ank+1,(k+1), . . . , a1,(k+1)).

Si [aj,(k+1), π(B)] = 0 para j 6= 1, entonces por inciso (a) se tiene

π(Ak+1 •B) = [π(Ak+1), π(B)]

�

Lema 4.7 Sean A = (an, . . . , a1), B = (br, . . . , b1) con ai, bj ∈ X, tales
que [a, b] = 0 para a ∈entr A, b ∈entr B con a 6= a1. Entonces se tiene que
π(A •B) = [π(A), π(B)]

Demostración. Por hipótesis se tiene que [a, b] = 0 para a ∈entr A, b ∈entr B
con a 6= a1. Luego por Lema 4.3 se tiene que [a, π(B)] = 0 para a 6= a1.
Aśı por Lema 4.6(a) concluimos que π(A •B) = [π(A), π(B)]. �

Lema 4.8 Sean A = (an1 , . . . , a1), B = (bn2 , . . . , b1) ∈M(X) con ai, bj ∈ X
tales que [a, b] = 0 para toda a ∈entr A y toda a ∈entr B. Entonces π(A•B•C) =
π(B • A • C).

Demostración. Primero se mostrará el caso especial donde n1 = 1 y la
demostración se hará por inducción sobre n2. Si n2 = 1:

π(a1 • b1 • C) = π(a1 • (b1, C)) (definición)

= [b1, [a1, π(C)]] (Lema 4.4(a))

= π(b1 • a1 • C) (definición)

Supóngase que B = (bn2−1, . . . , b1) y que π(a1 • B • C) = π(B • a1 • C). Sea
B′ = (bn2 , bn2−1, . . . , b1) entonces se tiene que

π(a1 •B′ • C) = π(a1 • (bn2 , B • C)) (definición)

= [bn2 , [π(a • (B • C)] (Lema 4.4(a))

= [bn2 , π(B • a1 • C)] (inducción)

= π(bn2 •B • a1 • C) (definición)

= π(B′ • a1 • C) (asociatividad)
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Ahora se demostrará el caso general. Si A = (an1 , . . . , a1), B = (bn2 , . . . , b1) y
[a, b] = 0 para toda a ∈entr A,b ∈entr B, entonces π(A •B •C) = π(B •A •C).
La demostración es por inducción sobre n1. Para n1 = 1 se cumple por la
primer parte de la demostración.
Supóngase que para A = (a(n1−1), . . . , a1) se tiene que π(A •B • C) = π(B •
A • C). Sea A′ = (an1 , a(n1−1), . . . , a1) entonces:

π(A′ •B • C) = π(an1 • A •B • C) (por definición)

= π(an1 •B • A • C) (inducción)

= π(B • an1 • A • C) (caso especial)

= π(B • A′ • C) (definición y asociatividad)

�

4.2. Cadenas llenas

Una tupla de vértices (p1, . . . , pn) de una bigráfica Γ es una cadena si
existe una arista entre los vértices pi y pj si y sólo si |i− j| = 1. Se dice que
la cadena es llena si todas sus aristas son llenas. Si ∆ = (p1, . . . , pn) es una
cadena en Γ y a es un vértice que no este en ∆, entonces se dice que i ∈ ∆
es un enlace del vértice a si qai 6= 0. Denotaremos por La(∆) al conjunto de
vértices en ∆ que son enlaces del vértice a.

Lema 4.9 Sea q una forma unitaria positiva definida y ∆ = (1, . . . , n) una
cadena llena en B(q). Entonces, para 1 < i1 < i2 < · · · < il ≤ n se tiene que

π(Dl • · · · •D1) = [π(Dl), . . . , π(D1)],

donde Dm = (eεim , . . . , eε(im−1+1)) ∈M(X) para 1 ≤ m ≤ l y además i0 := 0.

Demostración. Como ∆ = (1, . . . , n) una cadena llena, entonces [eεa, eδb] =
0 si a, b ∈ {1, . . . , n} y |a − b| > 1, donde ε, δ = ±1. Aśı se tiene que
[x, π(Dm−1 • · · · • D1)] = 0 para toda x ∈entr Dm con x 6= eε(im−1 + 1),
2 ≤ m ≤ l. Luego por Lema 4.6 (b) se obtiene el resultado. �

Lema 4.10 Sea ∆ = (1, . . . , n) una cadena llena. Si La(∆) = {1, n} en-
tonces se tiene que [eε1a, eεn, . . . , eε1] = 0, donde ε1 = −εqap.
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Demostración. Sea E = [eε1a, eεp, . . . , eε1] = 0. Entonces E = 0 por (R5).
�

Lema 4.11 Supóngase que la cadena llena ∆ = (1, . . . , n) tiene un número
par de vértices. Sea La(∆) = {i1, . . . , ik} con k par. Si i1 = 1, ik = p,
i2m + 1 = i(2m+1) para 2 ≤ m ≤ k

2
− 1, entonces se tiene que

[eε1a, eεr, . . . , eε1] = 0,

donde ε1 = −εqap.

Demostración. Sea E := [eε1a, eεp, . . . , eε1]. Se definen

D1 = (eεi2 , . . . , eεi1)

D2 = (eεi4 , . . . , eεi3)
...

D k
2

= (eεik , . . . , eεi(k−1)
).

Aśı, se tiene que E = [eε1a, π(D k
2
• · · · • D2 • D1)]. Pero como qnl = 0 si

|n− l| > 1 entonces concluimos que

[eεla, π(D(m−1) • · · · •D1)] = 0

para i(2m−1) < l ≤ i2m, 1 ≤ m ≤ k
2
. Luego por Lema 4.6(b) se tiene que

π(D k
2
• · · · •D2 •D1) = [π(D k

2
), . . . , π(D2), π(D1)]. Aśı obtenemos que E =

[eε1a, π(D k
2
), . . . , π(D2), π(D1)]; pero por Lema 4.10 se tiene que [eε1a, π(Di)] =

0 para i = 1, . . . , k
2
. Entonces por Lema 4.3 concluimos finalmente que E = 0.

�

Lema 4.12 Sea q una forma unitaria positiva definida, ∆ = (1, . . . , u) una
cadena llena en B(q) y sea a un vértice que no está en ∆. Entonces existe

un número par de vértices de ∆ que son enlaces de a si y sólo si
u∑

j=1

qa,j = 0.

En este caso se tiene que

(a) [eσa, eεu, . . . , eε1] = 0 y
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(b) [eε1, . . . , eεu, eσa] = 0,

para σ, ε = ±1.

Demostración. Dado que q es una forma unitaria positiva definida, se tiene
que −1 ≤ qij ≤ 1. Sea La(∆) = {i1, . . . , ik} con 1 ≤ i1 < i2 < . . . < ik ≤ u.
Como q satisface la condición ciclo, se tiene que qais = −qais+1 para 1 ≤ s < k.

Por lo tanto, obtenemos que l es par si y sólo si
u∑

j=1

qa,j = 0.

Ahora supóngase que l es par. Si La(∆) = ∅, entonces se tiene que [eε1a, eεm] =
0. Aśı por el Lema 4.3 el resultado se verifica de inmediato. Aśı podemos
suponer que La(∆) 6= ∅. Como q es positiva, los vértices im, im+1 son tales
que qaim = −qaim+1 para i1 ≤ m < ik.
Supóngase primero que i2m + 1 = i2m+1. Si i1 6= 1 y ik 6= n se definen

D1 = (eε(i1−1), . . . , eε1)

D2 = (eεik , . . . , eεi1)

D3 = (eεn, . . . , eε(ik+1)).

Aśı se tiene que

[eσa, eεr, . . . , eε1] = [eσa, π(D3 •D2 •D1)].

Por Proposición 4.9(a) se tiene que π(D3 •D2 •D1) = [π(D3), π(D2 •D1)].
Ahora por Proposición 4.9(b) se tiene que π(D2 • D1) = [π(D2), π(D1)] y
entonces se sigue que

[eσa, eεr, . . . , eε1] = [eσa, π(D3), π(D2), π(D1)].

Finalmente, como [eσa, eεi] = 0 para i ∈ {1, . . . , i1−1, ik +1, . . . , r} se obtiene
por Lema 4.3 que [eσa, π(Dj)] = 0 para j = 1, 3. Más aún, por Lema 4.11 se
tiene que [eσa, π(D2)] = 0 y aśı por Lema 4.3 tenemos que [eσa, eεr, . . . , eε1] =
0. Si i1 = 1 y r 6= ik, se consideran D2 y D3. Si i1 6= 1 y r = ik, se consideran
D1 y D2. Si i1 = 1 y r = ik sólo se considera D2 y se da en todos estos casos
un argumento similar al anterior.
Supóngase ahora que para algún 1 ≤ m < k

2
se tiene que i2m + 1 6= i(2m+1).
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Sean

m1 := min{m | 1 ≤ m <
k

2
, i2m + 1 6= i(2m+1)}

m2 := min{m | m1 < m <
k

2
, i2m + 1 6= i(2m+1)}

...

mt := min{m | m(t−1) < m <
k

2
, i2m + 1 6= i(2m+1)}

todos los m tales que i2m + 1 6= i(2m+1). Si i1 6= 1 y r 6= ik, se definen

D1 = (eε(i1−1), . . . , eε1)

D2 = (eεi2m1
, . . . , eεi1)

D3 = (eε(i(2m1+1)−1), . . . , eε(i2m1+1))

...

D2t = (eεi2mt
, . . . , eεi(2m(t−1)+1)

)

D(2t+1) = (eε(i(2mt+1)−1), . . . , eε(i2mt+1))

D2(t+1) = (eεik , . . . , eεi(2mt+1)
)

D(2(t+1)+1) = (eεr, . . . , eε(ik+1)).

Aśı se tiene que

[eσa, eεr, . . . , eε1] = [eε1a, π(D(2(t+1)+1) • · · · •D2 •D1)].

Usando iteradamente los incisos (a) y (b) de la Proposición 4.9 obtenemos
que

π(D(2(t+1)+1) • · · · •D2 •D1) = [π(D(2(t+1)+1)), . . . , π(D2), π(D1)].

Por Lema 4.3 se tiene que [eσa, π(Dj)] = 0 para j impar. Más aún, por Lema
4.11 se tiene que [eσa, π(Dj)] = 0 si j es par; aśı por Lema 4.3 se concluye que
[eε1a, eεr, . . . , eε1] = 0. Si i1 = 1 y r 6= ik, se consideran D2, . . . , D(2(t+1)+1), si
i1 6= 1 y r = ik se consideran D1, . . . , D2(t+1), si i1 = 1 y r = ik se consideran
D2, . . . , D2(t+1) y se da en todos estos casos un argumento similar al anterior.
Lo cual demuestra el inciso (a).
Si [eεu, eσ0a] = 0, se obtiene (b) de forma trivial. Aśı supóngase que [eεu, eσa] 6=
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0 y sea j < u el maximal tal que qja 6= 0. Entonces se tiene que
u∑

i=j

qia = 0 y

[eεi, eσa] = 0 para j < i < u. Aśı [eε(j+1), . . . , eεu, eσa] satisface las condiciones
del Lema 3.4 y por lo tanto

[eεj, . . . , eεu, eσa] = ±[eε1a, eεu, . . . , eσa],

el cual es cero por (a). �

4.3. Monomios cero asociados a cadenas llenas

con enlaces

Lema 4.13 Sea q una forma unitaria positiva definida, sea ∆ = (1, . . . , u)
una cadena llena en B(q) y sea a un vértice que no está en ∆. Supóngase

que
u∑

j=1

qaj = 0 y que B ∈ M(X) es tal que [eεj, π(B)] = 0 para 1 ≤ j ≤ u.

Entonces se tiene que π(D • (eσa, B)) = 0 donde D = (eεu, . . . , eε1) ∈M(X)
y σ, ε = ±1.

Demostración. Se deduce del Lema 4.4(b) que π(D • (eσa, B)) = [π(D •
eσa), π(B)]. Ahora como π(D • eσa) = [eεu, . . . , eε1, eσa], se tiene que si

[eε1, eσa] = 0

entonces π(D•eσa) = 0. Aśı supóngase que [eε1, eσa] 6= 0, sea i > j el mı́nimo
tal que qai 6= 0 y obsérvese que [eεi, . . . , eε1, eσa] = 0 por R5(q). �

Hipótesis 4.14 Sea q una forma unitaria positiva definida, ∆ = (1, . . . , u)
una cadena llena en B(q) y se fijan 1 < i1 < i2 < . . . < ik ≤ u. Más aún,
sean

D1 = (eε(i1−1), . . . , eε1)

Dm = (eε(im−1), . . . , eεim−1) (1 < m ≤ k) (4.1)

Dk+1 = (eεu, . . . , eεik).
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Lema 4.15 Supóngase que se satisfacen las Hipótesis 4.14. Entonces para
A ∈M(X) y cada m ≥ 3 se tiene que:

π(Dm •Dm−2 • · · · •D1 • A) = π(Dm−2 • · · · •D1 •Dm • A)

si m es impar, y

π(Dm •Dm−2 • · · · •D2 • A) = π(Dm−2 • · · · •D2 •Dm • A)

si m es par.

Demostración. Sea D = Dm−2•· · ·•D1 si m es impar (D = Dm−2•· · ·•D2

si m es par). Entonces se tiene que [eεi, eεj] = 0 para cada eεi ∈entr Dm y cada
eεj ∈entr D. Por lo tanto el resultado se sigue del Lema 4.8. �

Hipótesis 4.16 Sean B,C ∈M(X) tales que

[eεj, π(C)] = 0, para toda eεj ∈entr D1,

[eεj, π(Dm−1 • C)] = 0, para toda eεj ∈ Dm, m > 1 impar,

[eεj, π(Dm−1 •B)] = 0, para toda eεj ∈ Dm, m > 1 par.

Lema 4.17 Supóngase que se satisfacen las Hipótesis 4.14 y 4.16. Entonces
para cada m ≥ 2 y cada eεj ∈entr Dm se tiene que

π(eεj •D(m−1) •D(m−3) • · · · •D3 •D1 •B) = 0 si m is par, y

π(eεj •D(m−1) •D(m−3) • · · · •D4 •D2 • C) = 0 si m is impar.

Demostración. Supóngase que m es par (el caso donde m es impar es com-
pletamente similar) y sea E = π(eεj • D(m−1) • D(m−3) • · · · • D3 • D1 • B).
Sea D′ = (eεj, Dm−1). Obsérvese que para cada x ∈entr D

′ y cada y ∈entr C =
Dm−3 • . . . • D1 se tiene que [x, y] = 0. De aqúı por Lema 4.8, se tiene que
E = π(D′ • C • B) = π(C • D′ • B). El resultado se sigue ahora de que
π(D′ •B) = [eεj, π(Dm−1 •B)] = 0 por hipótesis (4.16). �

Lema 4.18 Nuevamente, supóngase que se satisfacen las Hipótesis 4.14 y
4.16.

(i) Para cada par m, se tiene que π(Dm+1 • · · · •D2 •D1 • (B,C)) es igual
a [π(Dm+1 •Dm−1 • · · · •D1 •B), π(Dm •Dm−2 • · · · •D2 • C)].
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(ii) Para cada impar m, se tiene que π(Dm+1 •· · ·•D2 •D1 • (B,C)) es igual
a [π(Dm •Dm−2 • · · · •D1 •B), π(Dm+1 •Dm−1 • · · · •D2 • C)].

Demostración. La demostración es por inducción sobre m. Sea

Em = π(Dm+1 • · · · •D2 •D1 • (B,C)).

Si m = 1, entonces

E1 = π(D2 •D1 • (B,C)) = [eε(i2−1), . . . , eεi1 , π(D1 • (B,C))].

Por hipótesis (4.16) se tiene que [eεj, π(C)] = 0 para toda eεj ∈entr D1; se
puede entonces aplicar el Lema 4.4 y aśı concluir que π(D1 • (B,C)) =
[π(D1 • B), C]. Nuevamente por (4.16), para cada eεi ∈ D2, obtenemos que
[eεi, π(D1 • B)] = 0 y por lo tanto E1 = π(D2 • (D1 • B,C)) = [π(D1 •
B), π(D2 • C)].

Para m > 1 impar (el caso m par es completamente similar), se tiene que

Em = [eε(im+1−1), . . . , eεim , π(Dm • · · · •D1 • (B,C))]

y por lo tanto por inducción

Em = [eε(im+1−1), . . . , eεim , π(D(m−1) • · · · •D1 •B), π(Dm • · · · •D2 • C)].

Por el Lema 4.17 se tiene que [eεj, π(Dm • · · · • D2 • C)] = 0 para toda
eεj ∈entr Dm+1; aśı por Lema 4.4(b) se obtiene que

Em = [π(Dm+1 •D(m−1) • · · · •D1 •B), π(Dm • · · · •D2 • C)],

lo cual finaliza la demostración. �

El siguiente resultado técnico es una herramienta importante en la de-
mostración del Lema 3.5.

Hipótesis 4.19 Se tiene que π(Dk+1 • C) = 0 (resp. π(Dk+1 • B) = 0) si k
es impar (resp. k es par).

Lema 4.20 Si se satisfacen las Hipótesis 4.14, 4.16 y 4.19, entonces

π(Dk+1 • · · · •D1 • (B,C)) = 0.
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Demostración. Sea E = π(Dk+1 • · · · •D1 • (B,C)). Si k = 1 entonces, por
Lema 4.18, se tiene que E = [π(D1 • B), π(D2 • C)] y el resultado se sigue
directamente de la Hipótesis 4.16.

Si k > 1 (se supondrá que k es par, el caso impar es similar) entonces se
sigue del Lema 4.18 que

E = [π(Dk+1 •Dk−1 • · · · •D1 •B), π(Dk •Dk−2 · · · •D2 • C)].

Usando el Lema 4.15 obtenemos que

π(Dk+1 • · · · •D1 •B) = π(Dk−1 • · · · •D1 •Dk+1 •B)

y el resultado se sigue de que π(Dk+1 •B) = 0. �
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Caṕıtulo 5

Demostración del Lema 3.5

Recordemos que q es una forma unitaria positiva definida, la cual con-
tiene a una de las bigráficas g0

n(λ), g1
n(λ, µ; i1, . . . , il) o g2

n(λ, µ; i1, . . . , il). En
particular (1, . . . , n) es una cadena llena en B(q) y se denota por 1 < i1 <
i2 < . . . < il ≤ n a los vértices de (1, . . . , n) que están enlazados con µ.

La demostración del Lema 3.5 para los casos

g1
n(λ, µ; i1, . . . , il),

g2
n(λ, µ; i1, . . . , il),

se hará de forma simultanea. Sin embargo la demostración para el caso g0
n(λ)

se considerará aparte, pues es muy distinta a la de los dos casos anteriores.

5.1. Estrategia para g1
n(λ, µ; i1, . . . , il) y g2

n(λ, µ; i1, . . . , il)

Nuevamente se denotará por Γ la sub-bigráfica de B(q) dada por los
vértices λ, µ, 1 . . . , n. Se tiene aśı que

Γ = g1
n(λ, µ, i1, . . . , il) =: g1 o bien Γ = g2

n(λ, µ, i1, . . . , il) =: g2

y se quiere mostrar que los monomios F = Fn,v, definidos en el Lema 3.5,
son cero en g5(q) para 0 ≤ v ≤ n.

En la demostración se distinguen los siguientes casos.

I: Γ = g1,g2 y ik ≤ u < ik+1 para algún entero positivo par k < l.

II: Γ = g1,g2 y ik ≤ u < ik+1 para algún entero impar k < l.

48



III: Γ = g1 y il ≤ u < n.

IV: Γ = g1,g2 y 1 ≤ u < i1.

V: Γ = g1,g2 y u = n.

VI: Γ = g1,g2 y u = 0.

El último caso es muy fácil. En efecto, dado que en este caso existe un
número par de vértices de ∆(1, 2, . . . , n) enlazados con λ y µ, se tiene entonces
que [e−α, en, en−1, . . . , e1] = 0 para α = λ, µ y por lo tanto F = Fn,0 = 0.

Los casos restantes son más dif́ıciles. Sin embargo, dado que en cada
caso el procedimiento es muy similar, se describe aqúı un esquema común de
argumentos en tres pasos, como sigue.

Primer paso: En cada caso se hacen ciertas definiciones y se verifican
algunas igualdades.

I: Se definen B1 = (e−ik+1
, . . . , e−(u+1)) y C1 := (e−n, . . . , e−(ik+1+1)). Más

aún, sean B = (eλ, B1) y C = (eµ, C1). Se muestra que (i) [eµ, π(C1 •
B1)] = 0, (ii) [eλ, π(C1)] = 0 y que (iii) [eµ, π(B)] = 0.

II: Se definen B1 = (e−n, . . . , e−(ik+1+1)) y C1 := (e−ik+1
, . . . , e−(u+1)). Más

aún, se definen B = (eµ, B1) y C = (eλ, C1) (en el caso Γ = g2 con
k = l − 1, se toman C1 = 1 ∈ M(X) y C = eλ). Se muestra que (i)
[eλ, π(B1 • C1)] = 0, (ii) [eµ, π(B1)] = 0 y (iii) [eλ, π(C)] = 0.

III: Se definen B1 = (e−n, . . . , e−(u+1)), B = (eλ, B1) y C = eµ. Entonces se
demuestra que (i) [eµ, π(B1)] = 0.

IV: Se definen B1 := (e−i1 , . . . , e−(u+1)) y C1 := (e−n, . . . , e−(i1+1)) y en-
tonces se definen B = (eλ, B1), C = (eµ, C1). Luego se prueba que (i)
[eµ, π(C1 •B1)] = 0, (ii) [eλ, π(C1)] = 0 y (iii) [eµ, π(B)] = 0.

V: Se definen B = eλ, C = eµ y no se demostrarán igualdades en este paso.

Segundo paso: En todos los casos se demuestra que

F = ±π(D • (B,C))

donde D = Dk+1 •Dk • . . . •D1 y los Di ∈M(X) son como en las Hipótesis
4.14, y se toma k = 0 en el caso IV y u = n, k = l en el caso V.

Tercer paso: Se muestra que en todos los casos, las Hipótesis 4.16 y 4.19
se satisfacen y que consecuentemente F = 0 por Lema 4.20.
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5.2. Demostración del primer paso

Primero se verificará el caso I para mostrar (i), sea ∆ = (u+1, . . . , n). Los
vértices de la cadena llena ∆ que están enlazados con µ son ik+1, . . . , il, dado
que el conjunto Lµ(∆) tiene cardinalidad par, se tiene que [eµ, π(C1•B1)] = 0,
por Lema 4.12

Para ver la propiedad (ii), sea ∆ = (ik+1 + 1, . . . , n). Si Γ = g1 se toma
Lλ(∆) = {ik+2, . . . , il, n} que tiene cardinalidad par, y si Γ = g2 entonces se
toma Lλ(∆) = {ik+2, . . . , il−1} que también tiene cardinalidad par. En cada
caso, (ii) se sigue del Lema 4.12.

Para (iii), obsérvese que [eλ, ej] = 0 y [eµ, ej] = 0 (para u+1 ≤ j < ik+1) y
por lo tanto [eλ, π(A)] = [eµ, π(A)] = 0, donde A = (e−ε(ik+1−1), . . . , e−(u+1)).
Tenemos que

[eµ, π(B)] = [eµ, eλ, e−ik+1
, π(A)] = [eµ, π(A), e−ik+1

, eλ] = [π(A), eµ, e−ik+1
, eλ],

el cual es cero puesto que [eµ, e−ik+1
, eλ] = 0 por R5(q).

Para ver la propiedad (i) en el caso II, se define ∆ = (u + 1, . . . , n).
Si Γ = g1, se tiene que Lλ(∆) = {ik+1, . . . il, n} y si Γ = g2, se tiene que
Lλ(∆) = {ik+1, . . . il−1}. En cada caso el conjunto Lλ(∆) tiene cardinalidad
par y por el Lema 4.12 se cumple (i).

Para (ii), obsérvese que para ∆ = (ik+1 + 1, . . . , n) el conjunto Lµ(∆) =
{ik+2, . . . , il} tiene cardinalidad par, puesto que k es impar, y (ii) se sigue
nuevamente por Lema 4.12. La propiedad (iii) en el caso II se prueba como
en el caso I.

La propiedad (i) en el caso II es trivial ya que no hay vértices de ∆ =
(u+ 1, . . . , n) enlazados con λ.

En el caso IV, sea ∆ = (u+1, . . . , n) y obsérvese que Lµ(∆) = {i1, . . . , il}
tiene cardinalidad par. De aqúı, se tiene que (i) se cumple por Lema 4.12.
De forma similar, si ∆ = (i1 + 1, . . . , n) entonces Lλ(∆) = {i2, . . . , il, n}
(resp. Lλ(∆) = {i2, . . . , il−1}) en el caso donde Γ = g1 (resp. Γ = g2). En
ambos casos el conjunto Lλ(∆) tiene cardinalidad par y nuevamente usando
el Lema 4.12 se deduce que (ii) se cumple. La propiedad (iii) en el caso IV,
se demuestra como se mostró (iii) en el caso I. �
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5.3. Demostración del segundo paso

Sea D = Dk+1 • · · · • D2 • D1, donde los Di son como en las Hipótesis
4.14.

Casos I y IV: Por definición, se tiene que F = [eu, . . . , e1, G] donde G =
[[eλ, eµ], π(C1 • B1)]. Por Lema 4.2 y antisimetŕıa se deduce de la propiedad
(i) que G = −[eλ, eµ, π(C1 • B1)]. Ahora, se deduce del Lemma 4.9 que G =
−[eµ, eλ, π(C1), π(B1)]. Nuevamente por Lema 4.2,se deduce de la propiedad
(ii) que G = −[eµ, π(C1), eλ, π(B1)] = −[eµ, π(C1), π(B)]. Aśı, se obtiene de
la propiedad (iii) y del Lema 4.2 que G = [π(B), eλ, π(C1)] = [π(B), π(C)].
Finalmente, substituyendo G en F se obtiene que

F = [eu, . . . , e1, π(B), π(C)] = ±π(D • (B,C)).

La demostración en el caso II es idéntica a la anterior, intercambiando
B1 con C1, λ con µ y C con B.

En el caso III se tiene por definición F = [eu, . . . , e1, G], donde G =
[[eλ, eµ], π(B1)]. Ahora, por la propiedad (i) y 4.2, se tiene que

G = [[π(B1), eβ], eα] = [eα, eβ, π(B1)] = [π(C), π(B)] = −[π(B), π(C)].

Por lo tanto F = ±π(D • (B,C)).
El Caso V es trivial puesto que F = π(D • (C,B)) = −π(D • (B,C)). �

5.4. Demostración del tercer paso.

Caso I. Para cada ej ∈ D1 (es decir, 1 ≤ j < i1) se tiene que [ej, π(C1)] = 0
y [ej, eµ] = 0 puesto que qjµ ≥ 0. Por lo tanto [ej, π(C)] = 0. De forma similar
para cada m par con 1 < m < k y para ej ∈ Dm, se tiene que [ej, π(C)] = 0.
Si j > im−1 entonces [ej, π(Dm−1)] = 0. Por lo tanto [ej, π(Dm−1 • C)] = 0;
si j = im−1 entonces sea D′ = Dm−1 • eµ. Aśı, [ej, π(Dm−1 •C)] = [ej, π(D′ •
C)] = [π(ej •D′), π(C1) por 4.4(b). Por Lema 4.12(b), se obtiene la segunda
afirmación de las Hipótesis 4.16.

Para cada número par m con 1 < m ≤ l y cada ej ∈ Dm se tiene que
[ej, π(B)] = 0 puesto que [ej, eλ] = 0 y [ej, π(B1)] = 0. De manera similar al
caso cuando m es impar, se concluye que [ej, π(Dm−1 •B)] = 0. Esto muestra
que las Hipótesis 4.16 se cumplen. Para verificar las Hipótesis 4.19, se usa
que [ej, e−i] = 0 para cada ej ∈entr Dk+1 y cada e−i ∈entr C1 y también que
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[ej, eµ] = 0 ya que qjµ ≥ 0; aśı se concluye que [ej, π(C)] = 0 para cada
ej ∈entr Dk+1 y consecuentemente π(Dk+1 • C) = 0.

Caso II. El argumento es completamente similar al Caso I.
Caso III. Para ej ∈entr D1, se tiene que [ej, π(C)] = 0 puesto que qjµ ≥ 0.

Si m es impar y ej ∈entr Dm, entonces nuevamente [ej, π(C)] = 0 por la
misma razón. Para j > im−1, se tiene directamente que [ej, π(Dm−1•C)] = 0,
mientras que si j = im−1 se puede aplicar el Lema 4.12(b) y obtener lo mismo.
De forma similar se da un argumento para cuando m es par.

Caso IV. Aqúı se tiene que D = D1 = [eu, . . . , e1] y por lo tanto para cada
ej ∈entr D1 obtenemos que [ej, eµ] = 0 puesto que qjµ = 0. Consecuentemente
[ej, π(C)] = 0 y no hay nada que demostrar para las Hipótesis 4.16 y las
Hipótesis 4.19 puesto que en este caso k + 1 = 1.

Caso V. Se tiene que k = l y Dk1 = (en, . . . , eil), el cual se reduce a
Dk+1 = en en el caso Γ = g2. Aśı, las Hipótesis 4.16 se verifican como en el
caso I y las Hipótesis 4.19 se deducen de que [ej, eµ] = 0 para ej ∈ Dk+1 de
que qjµ ≥ 0. �

5.5. Monomios cero en las bigráficas g0
n(λ)

Se recuerda que aqúı Γ = g0 y se tiene que demostrar que los monomios

Fn,u(λ, n) = [eu, . . . , e1, [eλ, en], e−n, . . . , e−(u+1)]

son cero en g5(q) para 0 ≤ u ≤ n.
Primero se analizará el caso donde 0 ≤ u < n. Entonces se tiene que

Fn,u(λ, n) = [eu, . . . , e1, G], donde

G = [[eλ, en], e−n, . . . , e−(u+1)]

Aplicando el Lema 3.4 se obtiene que

G = ±[[eλ, en], e−n, . . . , e−(u+1)]
← = [u−(u+1), . . . , e−n, eλ, en].

Reemplazando

[e−n, eλ, en] = [eλ, e−n, en] = [eλ, hn] = eλ

en la expresión de arriba concluimos que

G = ±[[eλ, en], e−n, . . . , e−(u+1)]
← = [u−(u+1), . . . , e−(n−1), eλ]
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lo cual es cero por R5(q).
Resta el caso donde u = n. Obsérvese que

G = [en, en−1, en, en−2, en−3, . . . , e1, eλ]

es igual a cero en g5(q). En efecto,

G = [en, [en−1, en], en−2, en−3, . . . , e1, eλ],

puesto que [en−1, en−2, . . . , e1, eλ] = 0 por R5(q). Por lo tanto,

G = [[en−1, en], en, en−2, en−3, . . . , e1, eλ],

ya que [en, en−1, en] = 0 por R4(q). Finalmente, se tiene que

G = −[[en, en−1], en, en−2, en−3, . . . , e1, eλ]

por antisimetŕıa y entonces G = −[en, en−1, en, en−2, en−3, . . . , e1, eλ] = G,
ya que [en, en, en−2, en−3, . . . , e1, eλ] = 0 por R4(q). Es decir, se tiene que
G = −G y por lo tanto G = 0.

Ahora, Fn,n(λ, n) = [en, . . . , e1, [eλ, en]] = −[en, . . . , e1, en, eλ] por anti-
simetŕıa y usando que [ei, en] = 0 (para i < n − 1), se concluye finalmente
que

Fn,n(λ, n) = −[en, en−1, en, en−2, en−3, . . . , e1, eλ] = G = 0.

�
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