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Abstract

Every semisimple Lie algebra defines a root system on the dual space of
a Cartan subalgebra and defines a Cartan matrix, which expresses the dual
of the Killing’s form on a roots base. Serre’s Theorem gives then a represen-
tation of the given Lie algebra by generators and relations in terms of the
Cartan matrix. In this thesis, we generalize Serre’s Theorem to give an explic-
it representation by generators and relations for any simply laced semisimple
Lie algebra in terms of a positive quasi-Cartan matrix. Such a quasi-Cartan
matrix expresses the dual of the Killing form for a Z-base of roots. Here, by a
Z-base of roots, we mean a set of linearly independent roots which generate
all roots as linear combinations with integral coefficients.

Resumen

Cada algebra de Lie semisimple define un sistema de raices sobre el espa-
cio dual de una subdlgebra de Cartan y una matriz de Cartan, que expresa
el dual de la forma de Killing sobre una base de raices. Entonces, el teorema
de Serre da una representacion del algebra de Lie mediante generadores y
relaciones en términos de la matriz de Cartan. En esta tesis, generalizamos
el teorema de Serre con el objetivo de dar una representacién explicita para
cualquier algebra de Lie semisimple asociada a una matriz cuasi-Cartan pos-
itiva, mediante generadores y relaciones. Dicha matriz cuasi-Cartan expresa
el dual de la forma de Killing para una Z-base de raices. Con una Z-base de
raices nos referimos a un conjunto de raices linealmente independientes que
generan todas las raices como combinaciones lineales con coeficientes enteros.
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Introduccion

Una forma unitaria es una forma cuadratica q : ZV — 7, tal que

N
glz) =Dl + ) ayma;,
=1

i<j
donde los coeficientes g;; son nimeros enteros. Cada forma unitaria
q:ZN -7,
tiene asociada una matriz casi-Cartan A, dada por
Aij = q(ci + ¢;) —alei) —a(e) = 4 = Aji

donde cy,...,cn es la base candnica de ZV. Si A;; < 0 para toda i # j,
entonces A es una matriz de Cartan. Si ¢ es una forma unitaria positiva,
entonces existe una transformaciéon Z—invertible 7' : ZV¥ — Z"V tal que
qgoT = qa; donde A es el tipo de Dynkin asociado, es decir, una uniéon
disjunta de diagramas de Dynkin A,,, D, y E,.

Sea g4(q) el dlgebra de Lie definida por los generadores e;,e_;, h; (1 < i <
N) y las relaciones

Ri(q) [hi, h;] = 0 para toda i, j,

=]

(
2(q) [hi,ecj] = —€Aije.;, para toda i, j, y donde ¢ = £1,

Rs3(q) [eei,e_c;] = €h; para toda i, y donde € = +1,

Ri(q) (ad e;)'™(es;) = 0, donde n = max{0, —edA;;} con £,6 = £1y
1<i,j<n.
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Teorema 1 [SER| Si g es una forma unitaria positiva definida tal que su
matriz casi-Cartan es una matriz de Cartan, entonces g4(q) es un dlgebra de
Lie semisimple (y de dimension finita).

En general, si A no es necesariamente una matriz de Cartan, las relaciones
R4(q) son un subconjunto de las relaciones

t
Roo(q) [ecriys s €es] =081 q(Y gjci;) > 1y gy ==+1,
—1

J

donde los monomios [x1, za, . .., x;] se definen de manera inductiva por medio
de [x1, 29, ..., xy] = [21, [T2, ..., 24]]-

Sea @go(q) el dlgebra de Lie definida por los generadores e;,e_;, h; (1 <
i < N) y las relaciones Ri(q), Ra(q), R3(¢) ¥ Roo(q). Recordar que cada
forma unitaria positiva definida tiene un tnico tipo de Dynkin A asociado,
tal que q es equivalente a gqa, es decir, que ¢ = qa o I' para alguna matriz
entera T Z-invertible. Con ¢ ~ ¢’ se denotard que cualesquiera dos formas
unitarias ¢ y ¢’ son equivalentes.

Teorema 2 [BKL| Si ¢ es positiva definida de tipo Dynkin A, entonces
900(q) es isomorfa a g4(qn)-

Atn cuando el conjunto de relaciones Ro.(q) es un conjunto infinito, en
[BKL, Proposicién 6.6] se demostré que existe un subconjunto finito S de
Roo(q), €l cual es suficiente para definir g..(¢q). Sin embargo, este subconjunto
no es del todo satisfactorio, puesto que S es muy grande y su definicion
depende fuertemente de la factorizacion de la matriz 7T

El objetivo de este trabajo es dar un conjunto finito mas simple y explicito
de relaciones, para el cual el dlgebra de Lie definida sea isomorfa a g4(qa).
Este conjunto incluird las relaciones Ri(q), Ra(q), R3(q), Ra(q) y se anadirdn
algunas relaciones R5(¢) que dependen del conjunto de ciclos en q. Un ciclo
es una tupla de indices (iy,...,%;) tal que g;,;, # 0 si y s6lo si a —b = 1
mod t. Se define

R5(q) [ecyiyy---»€ei,] = 0, donde (iy,...,4) es un ciclo en ¢ y ¢, = =1,
€= —Qiiy, €141 Para 1 <1 <t —1.

Sea g5(q) el dlgebra de Lie definida por los generadores e;,e_;, h; (1 < i <
N) y por las relaciones Ri(q), Ra(q), Rs(q), Ra(q) v Rs(q). Obsérvese que
todos estos conjuntos son finitos y estan dados de una forma combinatoria.

El siguiente teorema es el resultado principal de este trabajo.

v



Teorema 3 Sean q y q' formas unitarias positivas definidas. Entonces

(i) g ~ ¢ siy sdlo sigs(q) ~ g5(q),
(i) g5(q) ~ g4(qa), donde A es el tipo de Dynkin de q.

Como se verd en el capitulo dos de este trabajo, para la demostracién de este
teorema bastard analizar los siguientes casos, ¢ = qo T y ¢’ = go I,, donde
T? sera una deflacién o una inflacién, y donde I, representara un cambio de
signo.

Un paso importante es mostrar que si ¢’ = ¢ o I, entonces los elementos

~  J e—g, sii=r o —h,, sii=r
€ei = i= p

€eiy, SliFT iy SliFET

satisfacen las relaciones R1(¢") — R5(¢’). Una vez demostrado esto, se hardn
reducciones a casos especiales.

Una de estas reducciones es la siguiente. Primero se mostrard que si ¢’ =
g o T, entonces los elementos

ST

s lecr,€es], sii=r . h, +hg, sii=r
5’ Ceis sii#r, ’ h;, sii .

satisfacen las relaciones R;(¢') — R5(¢'). Luego el caso ¢’ = g o T, se obten-
dré como una implicacién del caso ¢ = go T.

Verificar que los elementos anteriormente mencionados satisfacen las rela-
ciones Ri(q') — R4(¢'), no es complicado. Lo realmente complicado es veri-
ficar que estos elementos satisfacen la relacién Rs(q’). Para demostrar esto,
se analizaran todos los casos posibles en los que pueda aparecer un ciclo en
¢'. En el capitulo tres, en la Seccién 3.1 se mostrard que todo ciclo en ¢
proviene de alguna de las bigréaficas g% (), gl(\, i, i1, ...,%) (para algin [
par) 6 g2(\, pu,41,...,4) (para algin [ > 0 par) en B(q). Una vez probado
esto, la parte fundamental de la demostracion es verificar que los siguientes
monomios son cero en gs(q) (en el caso g2(\) se supone que y = n):

Fn,()()\a /4L> = [[ekv 6“]7 €_n, 6—(n—1)7 s 76—1]
yparau=1,...,n
Fn;u()\)ll’) = [euyeu—la' .., 61, [e/\,eu],e_n,. .. ae*(qul)]'
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Para demostrar que los monomios F, , (A, i) son cero, en el capitulo cua-
tro, se define un nuevo producto de monomios y se muestran algunas resulta-
dos técnicos que facilitan la demostracién. Finalmente, como se mostrara en
el capitulo cinco, el resultado principal de este trabajo sera una consecuencia
de los resultados que se obtienen en los capitulos dos, tres y cuatro.

Quiero agradecerle a mi tutor, el Dr. Michael Barot por haberme brinda-

do una oportunidad justo cuando mas necesitaba de una, ademas le quiero
agradecer todas sus ensenanzas, pues he aprendido muchas cosas trabajando
con él.
Por otra parte quiero agradecerle y dedicarle este trabajo a mi companera
de vida, mi esposa Malena, quien con su apoyo, paciencia, amor y caracter
inquebrantable, me ha ensenado que para salir de cualquier obscuro pozo
basta con un poco de determinacion.
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Capitulo 1

Algebras de Lie

1.1. Definiciones y propiedades basicas

Definicién 1.1 Un algebra de Lie g sobre un campo k, es un k—espacio
vectorial g junto con una funcion bilineal [—, —] : g X g — @ tal que:

(a) [x,y] = —[y, x| (Antisimetria)
(b) [, y], 2] + [y, z|z] + [[z, 2], y] = 0 (Identidad de Jacobi).
Si g es un algebra de Lie y € g se define la representacion adjunta
ad (z):9—g

dada por (ad (2))(y) = [z,y].

Sean g y g algebras de Lie sobre un campo k. Un homomorfismo de algebras
de Lie es una transformacion lineal 0 : g; — go tal que 0([x,y]) = [0(z), 0(y)]
para todo x,y € g;. El homomorfismo 6 es un isomorfismo de élgebras de
Lie si 0 es un homomorfismo biyectivo.

Sea g un algebra de Lie y b, € subespacios vectoriales de g. Se define el
producto [h, €] como el subespacio vectorial de g generado por todos los pro-
ductos [z,y] parax € b, y € L.

Una subdlgebra de Lie de g es un subespacio vectorial h de g tal que [, h] C b.
Un ideal de g es un subespacio vectorial ) de g tal que [h, g] C h. Un algebra
de Lie g es llamada abeliana si [g, g] = 0.

Para cada &dlgebra de Lie g, se define la siguiente sucesién g', g%, g°... de
subespacios vectoriales de g, de forma inductiva por



gl =g, g"" =1[g" g

Ahora si b y € son ideales de g, entonces [h, €] es también un ideal de g. Asi,
todos los subespacios vectoriales g’ son ideales de g. Dado que

gt =[g" gl Cg"

se obtiene una serie descendiente de ideales de g
g=g'2¢"2g" .

El algebra de Lie g es llamada nilpotente si g' = 0 para algtin 7. Por lo tanto,
cada algebra de Lie abeliana es nilpotente.
Sea b un ideal de g. Se define una sucesion diferente de ideales de g

hO = p, hr+) = [h("), h(n)].
Los h® son todos ideales de g. Y nuevamente se tiene que
hn ) = [ p™] C h™),
y por lo tanto una serie descendiente de ideales de g
h=hO DM DA DO ...,

Se dice que el ideal h de g es soluble si b = 0. En particular se dice que
el algebra de Lie g es soluble si g = 0 para algtin i. Dado que g*) C gF+!
para todo k € N, se obtiene que toda algebra de Lie nilpotente es soluble.

Se puede probar que toda dlgebra de Lie admite un tnico ideal soluble
maximal v llamado el radical de g. Se dice que g es semisimple si su radical
t es cero. Se dice que g es simple si g no es abeliana y sus tunicos ideales son

Oyg.

1.2. Subalgebras de Cartan

Sea g un algebra de Lie y h una subalgebra de g. Se define el normalizador
de h en g como n(h) := {z € g | [z,y] € h,Vy € bh}. Es facil ver que n(h) es
la subalgebra maximal de g que contiene a h como ideal.

La subalgebra h de g es llamada una subdlgebra de Cartan de g si esta
satisface las siguientes dos condiciones:

2



(a) b es nilpotente.
(b) b es su propio normalizador, es decir, h = n(h).

Se sabe que toda algebra de Lie g tiene subdlgebras de Cartan. También se
conoce el siguiente resultado.

Teorema 1.2 Sib es una subdlgebra de Cartan de un dlgebra de Lie semisim-
ple g, entonces by es una subdlgebra abeliana maximal de g.

La demostracién de este resultado se puede ver en [SER].

1.3. Sistema de raices

Sea V un espacio vectorial real y a € V con a # 0. Una reflexion con
vector v es un automorfismo s, de V' que satisface las siguientes dos condi-
ciones:

(i) sala) = —a,
(ii) El conjunto H :={v € V| so(v) = v} es un hiperplano de V.

Sea V* el espacio vectorial dual de V. Témese como «* al inico elemento de
V* tal que o*(a) = 2 y a*(h) = 0 para toda h € H. Entonces se tiene que
So(7) = x — o*(z)a para toda x € V. A a* se le llama la raiz inversa de a.
Un subconjunto R de V' es un sistema de raices de V' si:

(1) R es finitoy R genera a V,
(2) para cada a € R, la reflexion s, deja invariante a R,
(3) si «, 8 € R entonces s,() — [ es un miultiplo entero de a.

La dimension de V' es por definicién el rango de R. Un sistema de raices R
se dice que es reducido si para cada a € R los tnicos multiplos de o en R
son oy —a.

Sea R un sistema de raices de un espacio vectorial V. El grupo de Weyl de R
es el subgrupo W(R) de GL(V') generado por las reflexiones s, con a € R.



1.4. Bases

Sea R un sistema de raices en V. Una base para R es un subconjunto S
de R que satisface:

(i) S es una base para el espacio vectorial V,

(ii) cada [ € R se puede escribir como una combinacién lineal
B = E maQ,

donde los coeficientes m,, son enteros y todos tienen el mismo signo (es
decir, todos los coeficientes son > 0 6 todos son < 0).

Se sabe que todo sistema de raices admite almenos una base.

1.5. Matriz de Cartan y grafica de Coxeter

La matriz de Cartan de un sistema de raices R, con respecto a la base
elegida S, es la matriz A = (Aup)apes donde A,z = [*(a). Ademas,
Apa =2, Aap < 0sia # 3. Més anin, si o # [ entonces A3 =0, -1, -2, =3.
También se sabe que un sistema reducido de raices esta determinado hasta
isomorfismo por su matriz de Cartan.

Sea R un sistema de raices y sea S una base para R. La grafica de Coxeter
de R con respecto a S se define como sigue: los vértices son los elementos de
S, dos vértices distintos o y 3 se unen por A,3Agz, aristas llenas.

Cada grafica de Coxeter conexa asociada a un sistema de raices es isomorfa
a una de las graficas de la siguiente lista:

A, (n>1): o

° e - o °
B, (n22)3 ° I ° °
D, (n>4):
° e --- @ o/.
\.
]E6Z [}
° ° ° ° °




° ° ° ° ° °
Es: °

° ° ° ° ° ° °
Fy: ° ° ° °
Ggi ) [}

1.6. La descomposicion de Cartan y el teore-
ma de Serre

A lo largo de esta seccién g denotara un algebra de Lie semisimple com-
pleja v h denotard una subalgebra de Cartan de g.
Sea « es un elemento del espacio dual h* de . El conjunto

o :={z €g|[h,z] =a(h)xr Vhe€ b}

es un subespacio vectorial de g y go = b.

A cada o € h* tal que a # 0y go # 0 se le llama una raiz de g relativa a
b; el conjunto de todas las raices es denota por R. El siguiente resultado es
conocido (ver por ejemplo [SER]).

Teorema 1.3 g =h d P g, como espacios vectoriales. Mas ain, R es un
acR
sistema de raices reducido del espacio vectorial complejo h*.

Sea R un sistema de raices de un espacio vectorial complejo V. Por consis-
tencia con la notacion anterior, el espacio dual de V' se denotara con b, asi se
tiene que V = b*. Sea S = {ay, ..., a,} una base para R, sean hy, ..., h, las
raices inversas de aq,...,a, y sea A = (A;;) = (c;(h;)) la matriz de Cartan
de R con respecto a S. El siguiente resultado se conoce, ver por ejemplo
[SER].

Teorema 1.4 [SER] Sea g4 el dlgebra de Lie definida por los generadores
ei, fi,h; parai=1,2,...,n y las relaciones:
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(R1) [hi; hi] =0,

(R2) [e;, fi] = hi, [eq, [;] = 0 sii # j,

(R3) [hi,e;] = —Asjej, [hi, f5] = Aij fj,

(R4) (ad ¢;)"*"(e;) = 0, (ad ¢;)"*"(fi) = 0, n = mdz{0, — Ay}

Entonces g4 es un dlgebra de Lie semisimple con subdlgebra de Cartan b
generada por los elementos h;. El conjunto de raices de g es R. Ademds se
tiene que gy =0 si A ¢ R.

1.7. El algebra de Lie asociada a una forma
unitaria

La notacién y los resultados contenidos en esta seccion y en la siguiente
estdn se basan en [BKL].
Una forma unitaria es una forma cuadratica

N
q:ZN = Zq(x) = 27+ qymix;,
=1

i<j

con coeficientes enteros ¢;; € Z. Cada forma unitaria ¢ tiene asociada una
matriz casi-Cartan A dada por A;; = q(c;+c¢;)—q(c;)—q(c;), donde ¢y, ..., cn
es la base candnica de Z". Si A;; < 0 para todo i # j entonces A es una
matriz de Cartan.

N
A cada forma unitaria g¢(z) = Y 27 + Y gijziz; se le asocia una bigrafi-
i=1 i<j
ca B(q), de la siguiente forma; el conjunto {1,..., N} serd el conjunto de

vértices de la bigréfica, y para i < j se trazan —A,;; aristas llenas (A;; aristas

punteadas) si A;; < 0 (si 4;; > 0). De forma conversa, dada una bigréafica

A sin lazos y con conjunto de vértices {1,..., N}, se le asocia una forma
N

unitaria ga(z) = Y. 27 + > qijxixj, con q;; = —n(i, ) si hay n(i,j) aristas
i=1 i<j

llenas entre los vértices i y j. Y con ¢;; = n(i,J) si hay n(i,j) aristas pun-

teadas entre los vértices i y j.

Sean ¢ y ¢’ formas unitarias, se dice que ¢ y ¢’ son Z—equivalentes si existe

una transformacién Z—invertible 7' : ZV — Z", tal que ¢ = qoT.

6



Se sabe que toda forma unitaria positiva q es Z—equivalente a una forma ga,
donde A es una bigrafica que sélo tiene aristas llenas y ademés es una unién
disjunta de diagramas de Dynkin (ver por ejemplo [O]). A la bigrifica A se
le llama el tipo de Dynkin asociado a q.

Dada una forma unitaria positiva ¢ cuya matriz asociada es una matriz de
Cartan (A4;; < 0), se escribe ¢ = ga, donde A es el tipo de Dynkin asociado a
q, es decir, si A es una unién disjunta de diagramas de Dynkin Ay, Dy, Ey.
Sea F el dlgebra de Lie libre compleja con generadores e;,e_;, h; (1 <i < N).
Se toma I(q) el ideal generado por las siguientes relaciones:

Ri(q) [hi,h;] = 0 para toda 1, j,
Ry(q) [hi,e.;] = —cA;je.;, para toda i, j, y donde € = %1,

R3(q) e, e_i] = €h; para toda i, donde ¢ = +1,

t
Roo(q) [eeyirs---»€ei) = 0siq( gjc,) > 1 para g5 = £1.
7j=1

Para las relaciones R..(gq) se usan corchetes multiples definidos de forma
inductiva por [z1,Zo, ...,z = [21, T2, ..., 24]]. Claramente las relaciones de
Serre usuales,

R4(q) (ad e;)'™™(es;) = 0 donde n = méx{0, —edA;;}, para 1 < i,5 <ny
€,0 = =+1,

son un caso especial del conjunto infinito de relaciones R (q). El alge-
bra de Lie asociada a la forma unitaria g es el algebra de Lie cociente
90(q) = F/1(q).

Nétese que goo(q) es un dlgebra de Lie ZY —graduada, donde los grados estdn
dados por grado(e;) = ¢;, grado(e—;) = —c;, grado(h;) = 0. En general, se
consideran morfismos de algebras de Lie graduadas sobre Z, es decir, mor-
fismos de &algebras de Lie ¢ : g — b tales que existe una funcién lineal
® : 7ZN — 7N que satisface ©(ga) C Hgy(q). Para cada monomio, es decir, un
elemento que se obtiene de los generadores usando iterativamente el corchete,
el grado esta bien definido. Todos los elementos de grado « forman el sub-
espacio g(q)a. Obsérvese que g(q), es generado por los monomios de grado
a.



Lema 1.5 Parae; = £1 y 1 < i; < N, se tiene la siguiente propiedad en
9o (4),

t
[hk)7 €erigy - - 7€€tit] = _(Z E:jAkijMeElil? ce 7€€tit]
j=1

y para cada vector distinto de cero v € Z", el espacio vectorial g(q)a e€s
t

generado por todas las expresiones [ec s, . . . ,€e4,) CON Y €5C;;, = Q.

j=1
Demostracion. La primera formula se deduce facilmente por induccién
usando Ry(q), la parte restante se deduce del hecho de que g(q),, es generado
por los corchetes multiples. [ ]

1.8. Inflaciones y deflaciones

Dada una forma unitaria ¢ : ZY¥ — Z se define para cada r # sy
o = =1 una transformacion lineal 7?7, mediante T c; = ¢; para cada @ # r y
T? ¢, = ¢, + ocs. Otra transformacion lineal I, esta dada por I,(¢;) = ¢; para
cada i #ry I.(c.) = —c,.
Nétese que si ¢.s = £1 =: 0 ( ¢rs = qs si s < 1) la forma ¢ = qo TZ es
nuevamente una forma unitaria. En este caso se dice que ¢’ se obtiene de ¢,
por medio de una deflacién (si ¢, = —1) 6 por medio de una inflacion (si
¢sr = 1). Més atin, se dice que ¢’ se obtiene de g por medio de un cambio de
signo si ¢ = qol, para algin r. Dos formas unitarias ¢, ¢’ son di—equivalentes
si existe una sucesién de formas unitarias ¢©) = ¢,q™",...,¢® = ¢ tal que
¢ se obtiene de ¢~V por medio de una deflacién, inflacién 6 un cambio de
signo para cada i = 1,...,t. Con ¢ ~y ¢’ se denotard el hecho de que q y ¢
son di—equivalentes. Las transformaciones deflacion, inflacion y cambio de
signo seran llamadas transformaciones elementales.
Se dird que las formas unitarias ¢ y ¢’ son equivalentes si ¢ = qoT donde T'
es una matriz entera Z—invertible.
A cada forma unitaria ¢ : Z" — Z se le asocia una bigrafica B(q) con vértices
1,..., N y aristas definidas como sigue: Dos vértices distintos 7 y j se unen
por |g;;| aristas llenas si ¢;; < 0 y por g;; aristas punteadas si ¢;; > 0.
Cada forma unitaria positiva definida tiene un tunico tipo de Dynkin A tal
que q es equivalente con ga. El hecho de que dos formas unitarias ¢ y ¢’ sean



equivalentes se denotard por q ~ ¢'.

Teorema 1.6 Si q ~, ¢ entonces las dlgebras de Lie goo(q) Y 900(q') son
isomorfas.

Demostracion. Es claro que soélo se tiene que verificar la afirmacion para
los siguientes casos ¢’ = qo T donde 0 = —q, = £1, ¢’ = qo I, puesto que
el caso general se sigue por induccién.

Sean e;, e_;, h;, €;, ¢’ hl los generadores de g (q) ¥ goo(q') respectivamente.
Con A, A’ se denotaran las matrices de Cartan de ¢ y ¢’. Se inicia con el
primer caso ¢’ = g o T2. Se definen

s _ Oleer, €ges], sii=r T h, +chs, sii=r
6Z — . . — . .
Ceis sii#£r, ! h;, sii#£r.

Se mostrard que estos elementos satisfacen las relaciones R1(¢") — Roo(q).
La relacién Ri(q’) es obvia. A continuacién se verificardn Rs(q') v Rs(q).

Sii,j#r entonces [TLi,'evej] = [hi,ej] = —eAijec; = —eAjec; v [€ai, € ci

leci, e_ci] = €h; = eh;. Asi se obtiene que

[ﬁi, eer] = [hiyoleer, €ges)] (por definicién)
= 0lecr, [hi, €oes]] + Tleses, [€ar, hi] (por identidad de Jacobi)
= —0%cAiler, €oes] + 0 Air[Coes, €er]  (pOr Ry(q) y bilinealidad)
= —e(Ay +0Ai)0exr, €oes]
= —cA e, (Al = Ay + 0 Ajs).

De forma similar se tiene que

[heyee;] = [y + ohs, es]
= —(Arj+JA5j)65j

= —EA;]-GEJ'.
Para completar Ry(q') se calcula

(i eer] = 0l + 0y, [eer, €oes]

= Oleer, [hy + Ohs, €pes]] + Olecs, [€oery hr + Ths]]
0(—0eA, s — 02cAgs)[Eer, €oes| + 0(eAn + 0eAg) [Eses, Eor
—e(Apr + 0 Ay + 0A + 0% A0 eer, €0

/
= —EAMQET,



donde en la ultima ecuacion se usa que A, = A, =2, A,, = A, = —0 = %1
y Al = 2. Para completar R3(q’) se hace uso repetidamente de la identidad
de Jacobi y de la igualdad [e., e_.,] = 0 (la cual se obtiene de R4(q) ) en la
tercer linea del siguiente céalculo

[ € cr] = 0%[lecr, €oes), [6—ers €—ges)]
= [e—er, [[€cr, €oes], €—ges]] + [6—pess [6—ers [€ers €oes]]]
= [e—er: [[e—oes, €oes], €er]] + [6—gess [€oes, [€er, e—cr]]]
= —o¢ele_cr, [hs, €cr]] F E[€_pess [Eoes, Pr]]
= oAy le o ee] + 02 Argleges, Coc)
= —o0cA,h, — c%cAghy
o’ch, 4+ o’ch,
eh,.

Nuevamente se usa Ay, = A,s = —o al final. Para R, (q') se observa que
si g(a) > 1 entonces por Lema 1.7 y Ry (q) se tiene que g(q)o = 0. Sea

t
o =) g, tal que ¢'(a’) > 1. Se debe mostrar que X = [e. i), ..., €] = 0.
j=1

t
Se tiene que X € goo(q)a, donde o = Y e, con ¢, = cq si a # 1y
=1
¢, = ¢, + ocg, 0 de manera abreviada ¢, j: T? cq, para cada a. Por lo tanto
a =T2a y asi se tiene que g(a) = ¢(T2.¢') = ¢'(¢/) > 1. Lo cual implica
que g-(¢)a = 0 por la observacién anterior.
Sea L la subdlgebra de Lie de g..(q) generada por los elementos ¢;, €_, ’fLi, los
cuales por lo anterior satisfacen las relaciones R(q") — Roo(q'). Asi, se obtiene
un homomorfismo sobreyectivo de dlgebras de Lie graduadas ¢ : go(¢') — L,
el cual manda €., a e; y b} a h;.
Usando Ry(q) y Lema 4.2 en la segunda linea se tiene que

[O'gfassa gsr] = 02 [efassa [657«, eass]]

[687"7 [e—aasa 6055”

= —o¢le., hl (por R3(q))
— oA, ., (por Rs(q))
= Cer.
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Por lo tanto se tiene que L = goo(q). Obsérvese que ¢.. = —qs =: —0'.
Repitiendo el procedimiento y definiendo elementos

"o s _ / Ty —_
o _ ol e, sti=r o h.+d'hl, sii=r
e hl, sit#r

el sii#r e
se obtiene un homomorfismo sobreyectivo de algebras de Lie graduadas 1 :
900(q) = 800(¢') que manda e.; a €., y h; a hl.

Para demostrar que ¢ es en realidad un isomorfismo, se mostrara que oy =
1d, la demostracion de que ¥ o ¢ = id es similar. Para ¢ # r se tiene que
@ 0 pleai) = eei, p o (h;) = hi. Més atn, @ o p(h,) = @(h, + o'h}) =
h, +chs+ c’hgy = h, de que ¢’ = —o0.

Usando que [e.,, €prcs] = [€er,€_0es] = 0 (lo cual se sigue por Ry(q)) en la
cuarta ecuacién se tiene que

poplee) = @(0'el, el
= o'[p(es), p(€rs)]
= 0'ollecr, €oes), €ores]
= —|[leotes, €oes); Cer]
= —o'elhs, e)

!
o A,e.,

/
= —0o0e,,

= Cgp.

Asi s6lo nos resta el caso donde ¢ = g o I,.. Obsérvese que ¢., = —¢,; para
cada i # r, q;; = ¢;; para cada i, j # r. Nuevamente los elementos

s ) een sii=r 7o —h,, sii=r
= €eiy, Sl1FT ! hi, sii#r

satisfacen las relaciones R;(¢') — Rw(¢'). La verificacion es similar a la del
caso anterior. La subélgebra de Lie generada por e; y E (i=1,... Nye=41)
es claramente g.,(q). Por lo tanto se obtiene un homomorfismo sobreyectivo
de dlgebras de Lie graduadas ¢ : goo(¢') — 8o0(q) €l cual manda €., a e.; y
R a ﬁl Es facil verificar que ¢ o ¢ = id, de aqui que ¢ es un isomorfismo de
algebras de Lie graduadas. Esto finaliza la demostracion. |
Sea A un diagrama de Dynkin, A = Ay(N > 1), Dy(N > 4), Exy(N =
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6,7,8). Sea g4(A) el dlgebra de Lie en los generadores e;,e_;, h; y tal que sa-
tisfacen las relaciones (R1) — (R4). Finalmente, con ga se denotara la forma
unitaria asociada a A la cual es por supuesto positiva.

Proposicién 1.7 Para cada diagrama Dynkin A se tiene que

94(A) = goo(qa)-

Demostracion. Los generadores de g4(A) satisfacen las relaciones de Serre
(R1) — (R4). Ahora usando la bien conocida descomposicién en espacios de
raices de g4(A) se obtiene que todas las relaciones R, (ga) se satisfacen. W
El hecho de que las relaciones son descritas por un conjunto infinito R, (q)
no es satisfactorio. En el proximo lema se mostrara que para ¢ positiva basta
tomar un subconjunto finito de relaciones R;(q) — Roo(q)-

Maés precisamente, se denotard por R,(q) (v = 1,2,3,00) al conjunto de
relaciones definido por la forma cuadratica g : Z — Z (ver Seccién 1.7), por
9(q) al dlgebra de Lie libre generada por {e;,e_;,h; |1 <i < N}y por I(q)
al ideal de g(q) generado por R;(q) — Ruoo(q)-

Lema 1.8 5@ T es una deflacion, inflacion o un cambio de signo para q
positiva y ¢ = qo T entonces el ideal I(q) es generado por un subconjunto
finito de las relaciones R1(q) — Roo(q) si y sdlo si 1(q') es generado por un
subcongunto finito de las relaciones R1(q") — Roo(q').

Demostracion. Para u = 3,00 sea I,(q) el ideal de g(q) generado por
Ri(q)— Ru(q) v 8u(q) = 98(q)/1u(q). También se toma Io(g) = 0, go(q) = 9(q)-
Se denotard con 7, : g,(q) — g.(¢) a la proyeccién canénica para v < u. De
manera similar se define I,,(¢'), g.(¢') v 7.,

Primero se verifica el caso cuando 7' = T es una deflaciéon o una inflacién
para q. Se definen e, El como en la demostracién del Teorema 1.6. Se tiene
as{ un morfismo ®g : g(¢') — @(¢), el cual manda €., a e y h, a h;. En
la demostracion del Lema 1.6 se mostré que los elementos e, 7L1 en goo(q)
satisfacen las relaciones R;(q¢') — Rs(q'), es decir, ®yp induce un morfismo
D3 : 93(¢") — g4(q) que hace el diagrama del lado izquierdo conmutativo,
donde ¢ es el isomorfismo en la demostracion del Teorema 1.6:
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9(¢) ————19(q) 9(¢) ————3(q)
Wéo\L Wéo\L
g3(q) o 40 93(9/) o 40
94(q) 84(q)
o3 Thos lﬁrf"l
Moot . 95(q)
500 l/ﬂ'oos
9(¢) ——— = 9(q) 9(¢) - 0(0)

Supéngase ahora que existe un subconjunto finito de relaciones de Ri(¢’) —
Reo(¢') que generan a I(q'), es decir, 1(¢') = (Ri(q'), R2(q'), R3(d), ol - - -+ 1)
donde cada p} esta en R (q').

Se denota con t, a la longitud de p; y con o« el grado de p,. Mas aun,
se toma p; = Pgo(p}). Nétese que la longitud ¢; de p; y el grado «; de p;
satisface t; < 2t, y Ta; = o}, y que en general grado(®(«)) = T(grado(«)).
Por lo tanto ¢(a;) = g(grado(p:)) = ¢(T(grado(p;))) = ¢'(a;) > 1y como
{p1,-..,pn} C (RD), C (RH), es el siguiente conjunto de relaciones

R5(q) [ecyiys---»€epi) = 0sigrado([ecyiyy . yee,]) =iyt <t i=1...,n.

Entonces, por construccién, los elementos e.;, E en g..(q) satisfacen las rela-
ciones Ri(q") — Rs5(¢'), py,--.,px v por lo tanto, se obtiene un morfismo
®5 : 9(¢') — g5(q) que hace conmutativo el diagrama derecho de arriba.
Dado que ¢ = m5P54 €s un isomorfismo, se tiene que Ps., es inyectivo.
Ahora usando el hecho que ®43 y 754 son sobreyectivos, se concluye que ®s.,
es sobreyectivo y por lo tanto ®s5.,, es un isomorfismo. De donde se sigue
que o5 es un isomorfismo. Del hecho que R;(q) — R5(q) son todas finitas, se
sigue que I(q) = I5(q) es generado por un subconjunto finito de las relaciones
Ri(q) — Reo(q)-

El caso cuando T es un cambio de signo es inmediato y asi, el resultado se
deduce por el hecho de que T~ es una inflacién, deflacién o cambio de signo
deq cong=¢q oT . [

Proposicién 1.9 Si g es una forma unitaria positiva, entonces existe un
subcongunto finito de relaciones de R1(q) — Rxo(q) el cual es suficiente para
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definir goo(q).

Demostracion. Se deduce directamente del Teorema 1.6, del Lema anterior
y de la Proposicién 1.7. |
El objetivo de este trabajo es encontrar un conjunto mas explicito de estas
relaciones que son suficientes para definir el dlgebra g..(q).

1.9. Raices y relaciones finitas

Sea ¢ una forma unitaria positiva. Considérese el conjunto
t
M ={leciin, - eca] |4 eje,) =165 = £1}.
j=1

Se define R5(M) como el conjunto de las siguientes relaciones:

[651i1 y Cegigy v v - 7€€tit] =0

t
cuando [€c,i,, - - €ei] € My q(D g5¢,) > 1.
j=1

Se sabe que el nimero de raices de una forma unitaria positiva es finito (ver
por ejemplo [O], [R]). Asi se tiene que M es un conjunto finito y por lo
tanto R5(M) también es un conjunto finito. Mdas atin, es claro que bastan las
relaciones Ry (q), R2(q), R3(q), R4(q), Rs(M ) para definir el algebra go.(q). Sin
embargo, nos preguntamos si existe un subconjunto propio de estas relaciones
que baste para definir el dlgebra g..(¢). En la siguiente seccién se verd la
propuesta de este trabajo.

1.10. La propuesta de este trabajo

Sea ¢ una forma unitaria . Un ciclo en ¢ es una tupla de indices (i1, . . ., i;)
tales que g;,;, 7 0 si y sélo si a —b = +1 mod t. Se definen las relaciones
siguientes: R5(q) [ecyiys---»€ci] = 0 donde (i1,...,4:) es un ciclo en q y

&t = :|:1, €1 = —ii . €141 para 1< [ <t-—1.

Sea gs5(q) el dlgebra de Lie definida por los generadores e;, e_;, h;i(1 < i <
N) con relaciones Ry(q) — R5(q).
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El objetivo principal de este trabajo es demostrar el siguiente resultado con-
cerniente a las dlgebras de Lie g5(¢) asociadas a formas unitarias positivas.

Teorema 1.10 Sean q y ¢’ formas unitarias positivas. Entonces se tiene que

(a) q~q siy sdlosigs(q) > gs(d),
(b) 85(q) ~ g4(qa), donde A es el tipo de Dynkin de q.

Observaciéon 1.11 Para demostrar el Teorema 1.10 es suficiente demostrar
la siguiente implicacion: Si q ~ ¢’ entonces g5(q) ~ g5(¢').

Demostracion. Para mostrar (b), sea ¢ = ga, entonces se tiene que gs(q) ~
95(qa), pero gs(qa) = g4(ga) puesto que no hay ciclos en ga y consecuente-
mente R;5(q) es el conjunto vacio.

Ahora, supéngase que g5(q) =~ g5(¢'). Si A es el tipo de Dynkin de q y A’
es el tipo de Dynkin de ¢’ entonces, se sigue de (b) que g4(qa) =~ ga(qa’) v
por lo tanto A = A’, ver por ejemplo [SER]. Consecuentemente se tiene que

q~qan=qa ~(q. L
Si una forma unitaria ¢ satisface (—gii, ) (—Qinis) - - (—@i,_,1,)(Gi,i;) = —1 para
cada ciclo (i,...,1;) en g, se dice que ¢ satisface la condicion de ciclo. Por

ejemplo, si ¢ es una forma unitaria positiva definida entonces ¢ satisface la
condicion de ciclo.

Observacion 1.12 FEl conjunto de relaciones Rs(q) es un subconjunto de

ROO(Q)~

Demostracion. De que q es positiva definida, para cada ciclo vy = (iy, .. ., ;)
se tiene que (_q’Ll’LQ)(_q’L2’Ld) e (_qu—ﬂt)(qitil) =—1,es decir, hay un numero
impar de coeficientes positivos a lo largo del ciclo ~. Por lo tanto,

t—1
1= H(—qz‘az’m) = Qiyir &t
a=1
y de aqui que
t t—1
Q(Z €aCiy) = 1+ Giyi, €164 + Qiyi,_, EtE1—1 + q(z €aCiy) =14+1—-14+1=2.
a=1 a=1
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[ |
Para demostrar el Teorema 1.10 se hacen reducciones iteradas a situaciones
mas y més especiales, donde los pasos principales y las implicaciones son
como sigue:

Teorema 1.10 < Proposicion 2.7< Lema 3.2 < Lema 3.5

16



Capitulo 2

Transformaciones elementales

2.1. El efecto de las transformaciones elemen-
tales sobre las formas cuadraticas

Antes de iniciar el estudio sobre los ciclos y las relaciones (R5) se necesita
saber cuales son los cambios producidos en una forma unitaria positiva al
aplicarle una inflacién, una deflaciéon 6 un cambio de signo. Por lo que en la
siguiente seccién se desarrollaran los calculos pertinentes para saber cuales
son estos cambios. Para calcular gj; en las siguiente seccién se considerardn
los siguientes casos:

() i%r j#r
(b) i=r,j=s.

(c)i=r,r#j+#s.

El Efecto de I,:
Se toma ¢’ = g o I, con ¢ positiva. Primero se vera que pasa en el caso (a).
Como ¢’ = ¢ o I, entonces se tiene que

G; = q(ci+c)—dq(c)—q(c)
= qo[r(cl-—i—cj-) —qOIr(Ci) _qO[r<Cj)
= q(ci+c¢j) —qla) —q(c))
= -
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En el caso (b) se tiene que

¢, = q(cr+cs)—q(cr) = (cs)
- Q(_CT + Cs) - Q(—Cr) - Q(Cs)
= 2—q.—1-1
—drs-

Finalmente en el caso (c¢) se tiene que

q;j = q'(c; +cs) —q(cr) - q/(cj)
- q(_cr + Cs) - q(_cr) - q(cj)
= 2—¢,—1-1

—rs-

Asi, se tiene que la bigrafica B(q') se obtiene de la bigrafica B(q) cambiando
cada arista llena que incide en el vértice r por una arista punteada y vice-
versa cada arista punteada por una llena.

El efecto de T,
Aqui se supondra que ¢ = go T2 donde 1 = 0 := —q, y que g es positiva.
En al caso (a) se tiene lo siguiente

a; = q(citec)—d(c)—dq(c)
= q(ci+¢) —qlei) —qlcy)
= dij.

En el caso (b) se tiene que

@ = dlcst+e)—d () —d(c)
= q(cs + e+ cs) = qler +¢5) — qlcs)
= q(c +2¢s) — qler +¢s) — q(cs)
= 54+2¢r—2—qy—1
=1 (puesto que g5 = —1)
= —(Qrs-
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En el caso (c) se sigue que

Gy = (e +¢) = d () —d(c))
= qler +es+¢5) —aler +¢5) —qle))
= 3+qrs+Q7‘j+QSj_qrs_2_1
= qrj+Qsj- (2]-)

Veamos ahora los posibles valores que pueden tomar ¢,;, gs;, es decir tenemos
que considerar los siguientes casos:

En el inciso (i) se tiene que los vértices r, s, j forman un ciclo. Ahora como
q es positiva este ciclo tiene que cumplir con la condicién de ciclo, es decir,
el nimero de aristas punteadas tiene que ser impar. Asi, como ¢, = —1 se
tienen los siguientes dos casos

5 - r s r

g j

Caso 1 Caso 2

en ambos casos de 2.1 se sigue que q,; = 0.

Dado el inciso (i) de 2.1 se tiene q,; = q,;. Ahora en el caso (i7i) por 2.1 se
tiene que q;; = ¢s;. Finalmente en el caso (1v) de 2.1 se sigue que Qi = Grj-
Asi la bigréafica B(q') se obtiene de la bigrafica B(q) de la siguiente forma.
Para cada vértice j adyacente a r y a s en B(q) se borra la arista entre r
y j. Para cada vértice 7 que es adyacente con s por medio de una arista
llena (punteada), pero que no es adyacente con 7 se traza una arista llena
(punteada) entre el vértice r y el vértice j. Se cambia la arista llena entre el
vértice s y el vértice r por una arista punteada. Todas las aristas restantes
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permanecen sin cambios.
El efecto de T!:

En este apartado se supondra que ¢' = go 79 donde —1 =0 := —¢5 v ¢
es positiva.
Dado el inciso (a) de la pagina 17 se tiene que

a; = d(ci+e)—d () —d ()
= q(c; +¢5) —q(a) —q(cy)

En el caso (b) se tiene que

@, = q(cr+c)—q(e) —q(cs)

q(cr — cs+¢s) — qler — ¢s) — qlcs)
q(cr) — qler —¢5) — q(cs)

= —qlcr —c)

—2 4+ s

-1

= —sr

En el caso (c) se tiene que

¢; = d(e+¢)—d(e)—d(e)
= qcr —cs+¢;) — qle, — ) — qle;)
= B—qo+ a5 —ay) = (2—qy) -1
= 4rj — Qsj- (2:2)

Ahora se vera que valores toma q;j dependiendo de valores que tomen g,;,
qs;- Asi volveremos a considerar los casos (i) — (iv) de la Seccién 2.1. En
el caso (1) se sigue que los vértices s,r,j forman un ciclo. Ahora como ¢ es
positiva este ciclo tiene que satisfacer la condicién de ciclo, mas ain como
qsr = 1 solo son posibles los siguientes dos casos:

S\/T
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y asf de 2.2 se sigue que ¢,; = 0. En el caso (ii) de 2.2 se sigue que q,; = ¢y;-
En el caso (i) por 2.2 se sigue que ¢,; = 0. Finalmente en el caso (iv) de
2.2 se sigue que q,; = —(s;-.

Asi la bigréafica B(q') se obtiene de la bigrafica B(q) de la siguiente forma.
Para cada vértice j adyacente a r y a s en B(q) se borra la arista entre r y
j. Para cada vértice 7 que es adyacente con s por medio de una arista llena
(punteada), pero que no es adyacente con r se traza una arista punteada
(llena) entre el vértice r y el vértice j. Finalmente se cambia la arista pun-
teada entre el vértice s y el vértice r por una arista llena. Todas las aristas
restantes permanecen sin cambio.

2.2. Reduccidon a transformaciones elementales

Aunque la demostracion del siguiente resultado es bien conocida, es dificil
encontrar una referencia explicita para esta y por lo tanto, se incluye una
demostracion aqui.

Proposicion 2.1 Sean q y ¢’ formas unitarias positivas. Las siguientes afir-
maciones son equivalentes:

(a) g~q.
(b) Las formas unitarias q y ¢ tienen el mismo tipo de Dynkin.
(c) q~ai g

Demostracion. Si q : Z¥ — 7 es positiva definida entonces, se tiene que
¢ (1) es un conjunto finito. En efecto, sea x € ¢7*(1), se toma

q(z) = pry; + ...+ pNyx

con p; nimeros racionales positivos y y; = x; + A\ i+1Zit1 + ... + A v, donde

’ . ; . 1.
Aij son numeros racionales. Asi se tiene que |zy| < Jow i ON, de forma
. . . 1
inductiva se obtiene que |z;| — | > Ajjz;| < |+ > A jx)| < —5» de donde se
> j>i
sigue que |z;| < \/% + > |\ijloj =: 0;. Lo cual muestra que cada coordenada
T

j>i
de x € ZV, estd acotada y por lo tanto se tiene que ¢~*(1) es un conjunto
finito.

Veamos que (a) implica (b). Sea R(q) = {z € NV | ¢(x) = 1} el conjunto
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de raices positivas. Si existen s; # r; con gs,, > 0, entonces como ¢ es po-
sitiva definida, se tiene que ¢5,,, = 1 y se toma ¢ = qo Ts_lil. Asi se tiene

que T 2 ¢g71(1) — ¢y (1) es una funcién biyectiva y T = R(q) — R(q1)

S1T S1r
es una funcién inyectiva. Ahora de que ¢,, = T.}} (¢, _10181) € R(q1) pero
¢, — s, ¢ R(q), se tiene entonces que hay menos elementos en R(gq) que
en R(qq). Si existen sg # 19 con (q1)s,r, > 0, igual que antes se tiene que
(¢1)ssrs = 1y se toma go = q1 o T},,} . Asf se tiene que T;tL < ¢7 (1) — ¢ (1)
es una funcién biyectiva y TH1 : R(q;) — R(g2) es una funcién inyectiva.
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También se tiene que hay menQon elementos en R(q;) que en R(qs). Este pro-
ceso no puede continuar por siempre, de que el conjunto R(g;) crece en cada
paso y estd acotado por la cardinalidad del conjunto ¢~!(1). Asf se concluye,
que este proceso debe terminar en una forma unitaria positiva g,, tal que
(¢m)ij < 0 para toda ¢ # j. La matriz casi-Cartan de ¢, es entonces una
matriz de Cartan y de que g, es positiva definida, el diagrama de Coxeter
asociado a ¢, es una unién disjunta de diagramas de Dynkin (de tipo A,,
D,y E,).

Esto muestra que para cada forma unitaria positiva definida, existe un tipo
de Dynkin A tal que ¢ ~4 ga. Este tipo de Dynkin es determinado de forma
unica por ¢, como muestra el siguiente argumento: Se traza la gréafica G(q)
cuyos vértices son ¢~!(1) y hay una arista entre los vértices x,y si q(x —y) es
igual a cero o uno. Obsérvese que G(q) ~ G(¢') si ¢ y ¢’ son equivalentes. De
que los componentes de G(gq) corresponden a los componentes de A y para
cada componente G de G(q), el nimero de vértices de i tales que +¢; € G
determina el correspondiente diagrama de Dynkin de manera unica. Lo cual
muestra que (a) = (b).

Sean A y A/, los tipos de Dynkin de ¢ y ¢ respectivamente. Si A = A’ en-
tonces de lo anterior ¢ ~g; ga = qar ~a; ¢', lo cual demuestra que (b) = (c).
Finalmente, si g ~4; ¢ = A=A = qg~qga =qa ~ (. |

La proposicién anterior y la Observacion 1.11 implican que es suficiente
demostrar el siguiente resultado para demostrar el Teorema 1.10.

Teorema 2.2 Siq y ¢ son formas unitarias positivas definidas, entonces se
tiene que q ~g; q' si y solo si g5(q) es isomorfa a g5(q').

El siguiente resultado es tutil para reducir la demostracién a situaciones
especiales.
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Lema 2.3 Sean q una forma unitaria, s #7r, 0 = —qg y 1 <iy,..., 0 < n.
Entonces qo TS ol 0...0l;, =qol;o...0l,oT?  donde o' = (—1)eo y
e es el numero de 1 < a <t tales que i, € {r,s}.

Demostracion. La demostracion se obtiene de manera directa del echo de
que Tg ol; =1 0T, ° parai=r,sy también de que Tg. o [; = [; oTy. M

Observaciéon 2.4 Para demostrar el Teorema 2.2, es suficiente considerar
los siguientes dos casos ¢ =qol, yq =qo T, (es decir, g = —1).

Demostracion. Por definicion de di-equivalencia, es suficiente considerar
los siguientes casos: ¢ = g o P donde P es una matriz de permutacion,
¢ =qol,yq =qoT: (¢s = %1). Sin embargo, el primer caso, es
decir, ¢ = g o P es un calculo directo y si ¢, = 1 entonces se tiene que
qoT, ' =qol.oT oI, por Lema 2.3. [

Proposicion 2.5 Sea q una forma unitaria positiva. Si ¢ = q o I, donde
I, es un cambio de signo, entonces las dlgebras de Lie g5(q) y g5(¢") son
isomorfas.

Demostracion. Se denotan por e, e’ hl los generadores de g5(¢') y por

ei, €_i, h; a los generadores de g5(q). Sean A y A’ las matrices de Cartan de
q v ¢ respectivamente. N

Se definen elementos €;,€_;, h; en gs(q) que satisfacen Ry(q') — R5(¢’). Esto
implica que se tiene un homomorfismo

g5(¢) = g5(q)

/ ~
egi 6€i

~

h — h,.

Sean o o
’e;iz{ Car LT andﬁiz{ hi, stizT (2.3)

€_epy, SIE=T —h,, sii=r.

Ahora se verificara que efectivamente e;, El satisfacen las relaciones Ri(q’) —
Rs(q').
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La relaciones R;(q') se verifican de manera obvia. Si 7, j # r entonces se
tiene que [h;, €] = [hi, ecj] = —cAyyec; = —cAjec; v €, €-ai] = [ecis—ci] =
eh; = eh;, es decir, si i,j # r las relaciones Ro(¢') y Rs(¢') se satisfacen.
Podemos suponer que ¢ = r 6 j = r. Se verificard primero que se satisface
Ry(q') cuando i # ry j = r. Asi se tiene que

[hi,ée] = [hi,e_er] (definicién)
= €Air675r (por RZ( ))
= cA, e,  (definicion)

= —cdjes (A =A}).

Ahora se supondréd que i = r, j # r y se verificard Ro(q'):

[%r7gsj] = [~h,,e;] (definicién)
= —[h, e, ] (bilinealidad)
= sues (por Rale)
= —e4, ;€ej (A = A;j>'

Para terminar de verificar Ry(¢’) se supondra que i,j = r, asi se tiene que

[he, o] = [—he,e_e;] (definicién)
= —[h,e_o] (bilinealidad)
= —cAne (por Ra(q))
= —edleer (An=4,).

Ahora se verificaran las relaciones R3(q’) para cuando i = r. Asf se tiene que

[€ery€er] = [e_er,€er] (definicién)
= —ch, (por R3(q))
= c¢h, (definicién).

Para verificar las relaciones Ry(q’) se tiene que demostrar que
(ad é)'"™(e5;) =0

para €,0 = 1, 1 <4,j <nyn = mix{0, —edA};}. Sean i,j # r. Entonces
se tiene que
(ad e.)'t"(e5;) = (ad e)' ™ (es;) =0
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ya que Aj; = Aj; y con ello n = méx{0, —edA;;}. También se tiene que
(ad e.;)'""(es,.) = (ad e;) T (e_s) =0
ya que A, = —A;, y con ello
n = max{0, —(—e)d(— A}, )} = max{0, —(—¢)dA; }.

Se procede de manera similar para (ad e.,)'""(€5;) v (ad é..)'™(e5,).

Finalmente, para verificar las relaciones de tipo R5(q’) se consideran dos
casos 1 & {iy,...,in} yr € {i1,...,in}. Si7T & {iy,...,4,} la verificacién es
clara. Si r € {iy,...,4,} entonces se tiene que

[g«iliw Ce ,g&,r, e 7g€nin] = [68”‘1, vy Cgipy e 76€nin]'

Se denota por v a la sub-bigréfica plena de B(q') en los vértices {iq,...,0,}.
Es claro que si 4 es un ciclo, entonces la sub-bigrafica plena v de B(q) for-
mada por los vértices {i1, ..., i,} es también un ciclo. Mds atin, si /' satisface
la condicion de ciclo también ~y satisface la condicion de ciclo. Asi sélo resta
verificar que &, = —qq41)€41 para 1 <1 < n — 1. Para l # r,r — 1 se tiene
que qf(z+1) = quu+1) y entonces & = —qu4+1)&141- Por otro lado, se tiene que
—&r = QL(T+1)5T+1 = —Qr(r+1)Er41 Y Er—1 = _qEr—l)rgT = —q(r-1)r — &r-

Finalmente como ¢’ = g o I, entonces ¢ = ¢’ o I,., asi se obtiene un morfismo:

¥ g5(q) — 95(q)
y se ve que @ 0 Y = idg;(q), ¥ 0 @ = idgy(q).- u

Corolario 2.6 FEziste un automorfismo ® de g5(q) tal que ®(ey) = e o y
®(h;) = —h; para toda 1 <i < N.

Demostracion. Si se denota por ¢, el isomorfismo definido por la ecuacion
(2.3) entonces el isomorfismo ® = p; 0wy 0...0 @y es tal que P(e) = e_;
y ®(h;) = —h; para toda 1 <i < N. [ |
De la observacién 2.4 se ve que para demostrar el Teorema 2.2 (y de aqui el
Teorema 1.10) es suficiente demostrar siguiente resultado.

Proposicion 2.7 Supdngase que q es positiva definida, ., = —1 y ¢ =
qo TSt Entonces g5(q) y 95(¢) son dlgebras de Lie isomorfas.

La demostraciéon de este resultado se divide en varios pasos, los cuales ocu-
paran los siguientes capitulos.
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Capitulo 3

Reduccién a ciclos especiales y
a monomios especiales

En este capitulo, se reducira la demostracién de la Proposicion 2.7 a la
verificacién de que ciertos monomios son cero en gs(q).
Supdngase que q es positiva definida, ¢.s = —1y ¢’ = qoT,!. Una vez més, se
denotaran los generadores de gs(q) con e;, e_;, h; vy los generadores de gs(q’)
con e, e, hl.
Entonces se definen los siguientes elementos en g5(q):

= e, sti=rp [ hedhy, sii=r (3.1)
e sii#r, h;, sii #r.
Lema 3.1 Si q,, = —1 y ¢ = qo T}, entonces los elementos ¢.; and E

satisfacen las relaciones Ri(q'), Ra(q'), Rs(¢") v Ra(¢').

Demostracion. En la demostracion del Teorema 1.6, se vio que los elemen-
tos €., h; satisfacen las relaciones R1(¢'), R2(¢') v Rs(q’). Por lo tanto, resta
probar que satisfacen las relaciones R4(q’), es decir, se tiene que demostrar
que (ad ;)™ (€5;) = 0 donde m’ = max{0, —6Al;}, €,0 = +1 para cada
1,7 =1,...,n. Si 7 = j el resultado es obvio. Por lo tanto se puede suponer
que ¢ # j y distinguir varios casos.

Caso 1 # r, j # r: En este caso se tiene que €, = e, €5, = €5, ¥ A;j =
Aij,m’ =mar{0, —dA;;} y por lo tanto (ade.;) ™™ (¢5;) = (ades;) ™™ (es;) =
0 por R4(q).

Caso i =r1,j # r,s : Bajo estas suposiciones se obtiene que A} ; = A,;+ Ag;.
Sim’ = 0, entonces tiene que A}; = 0 6 6A}; > 0. En el primer caso, se
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tiene que A,; = —A,;. Ahora si ambos son cero, se concluye que [e.,, es5;] = 0,
lecs, es;] = 0; de donde se sigue que (ad é.,.)(€5;) = 0 por Ry(q). Por otro
lado, si [ec, €55] # 0y [ecs, €5J] # 0, entonces se tiene que (r, s, j) es un ciclo
en ¢ y entonces (ad e.,.)'*™ (€5;) = [[er, €cs), €s5] = 0 por Rs(q). Ahora, si
55A;j > (), entonces como A = A,; + Agj se tienen los siguientes casos:

(i) A4, =0y A;; #0

(ii} Arj 7& Oy Asj = 0.
Si A;; = —1 entonces € = —d. Si se cumple (i) entonces Ay; = —1, asi se tiene
que (ad €,)(€;) = [eer, €es, €—cj], Pero por Ry(q) se sabe que [e.,e_.;] =0y
lecs, e_cj] = 0, de donde se sigue que (ad €,)(€;) = 0. Los casos restantes, se
demuestran de forma similar.
Sim' >0 entonces m' =1y A; = A,; + Ay; = —d. De lo cual se sigue que
As; =006 A,; = 0. En el primer caso se tiene que:

( [6537 66]] 0,
(b [eem Cer, 66]] - 0

De (c) v (a) se obtiene que

)
)
(c) [ecs, €es, €5:] = 0.
(
)

(d) [ecs, [[E<rs €es], eéj]] = 0.

Si g es un algebra de Lie y z,y,z € g con [z, y] = 0, entonces se cumplen las
siguientes propiedades:

(e) [x,y, z] = [y,x,z], [xvz>y] = [y,z,x]

() llz, 2], 9] = lly, 2], =], [[2, 2, 9] = (12, 9], 2]

Usando las propiedades (a)-(d) se tiene lo siguiente:

(ad ger)2<€5j> = [leer €cs]; [[ecrs €es] €5]]
= [leer; €cs], [leer, €55, €] (por (a))
= lecs, [[ecr, esm), [€ers €cs]]] - (por (€))
= [ecs [ecr, [[ecrs €55, €c5]]] - (por (D))
= [ees; [[eer, [[ecr, ecsl, e55]]]] - (por (a))
= [lle=r, ecsl, €551, [eers €] (por (d))

= —[lecr, €cs], [[€r, €cs), €5]] (pOr antisimetria)
—(ad EET)Q(E;J-).
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De aqui que (ad €.,)?(és;) = 0. En el segundo caso, en el que A,; = 0, nitese
que [[ecr, €cs], [€cr, €cs], €55] = [[€css €er]s [€ess €er)s €55] ¥ se procede de manera
similar intercambiando los roles de r y s.

Caso i=r,j = s: Obsérvese que A, = —A,s = 1y por lo tanto

(ad €,)® = [€r, [eer; €ca]s e cd]
= [€ers [e—es, €5, €er]  (por (f))
= [€er, (—€)hs, €er] (por R3(q))
= [er, €% Arsecy] (por Ry(q))
= Apsllecr, €cs), €es) (por bilinealidad)
=0 (por Ry(q)).

Por otra parte, se tiene que

(ad ger)<€ss) - [[667'7668]7665]
=0 ( por R4(q)).
Caso i #r,j=r:Si Ay =0 = A, es facil verificar que (ad e;)(és.) = 0.
Por otro lado A;. # A;s (puesto que A} | = |A; + Ais| < 2) y por lo tanto
se tiene que [e;, es.] = 0 6 [eq;, es5s] = 0 por Ry(q). En el primer caso donde
le<i, esr] = 0, se obtiene que
(ad g&i)1+m/(gér) = (ad g&i)1+m/([66rae5s])
= (ad gei)m/([(a&raeeieés])

= lesr, (ad )T (ess)]

el cual es cero si m’ > max{0, —dA;s}, en particular si A;s =06 edA;s > 0.
Asi solo resta considerar el caso donde €0 A;s = —1y m’ = 0, es decir, ed A}, >
0. Dado que 0 < edA! = edA; +e0A;s = edA; — 1 se tiene que €5AW =1;
pero entonces (r,i,s) es un ciclo en ¢ y por lo tanto (ad €)' (¢s5.) =
€51, €1, €55) €8 cero por Rs(q).

Caso i = s,j = r: Se tiene que

(ad gas)l+m (657") = (ad ees)2+m/(€57") =0

por Ry(q) puesto que 1 +m' > 1 > max{0, —cdAs, } = maz{0,e0}. |
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Lema 3.2 Con la notacion anterior, para cada ciclo v = (r,i1,49,. .., 1)
/ / _ / _ / _ / _ ; ;

en q' con ¢, = —1, ¢, = —1,....q, ;, = —1yq, =1, los siguientes

monomios son cero en g5(q):

E,;ryo = [gﬁg’ilugizu---vgit]

E;j_,u = [g_iu,g_iu+1,...,g_it,gr,al,...,giu_l] (32)
E, [€ 1y €irs Cipyy v Eiy

E';u = [g*iqngf’iu—m e 7g*i1>gfmféit7 <. 7giu+1]

El Lema 3.2 se demuestra méas adelante.

Demostracion de la Proposicién 2.7. Por el Corolario 2.6 se deduce
del Lema 3.2 que para € = %1, se tiene que

EYS = [Cer @iy Cetyy -+ Eaif) = 0,
E’;r,f = [g—Eiu7 g—siu+1, . 7€_€iz7gsr’ fé/ﬂ'“ . 7g5iu71] = O’
E;bs = (€ cry Ceiyy Coip_ys -5 €eiy] = 0,

E’;i = [gisi“’ gﬁ&i“—l’ te 7/€V*5i1 ) gfsra ggita ce 7g5iu+1] = 0.

Se sabe por Lema 3.1 que los elementos e,; y ﬁm satisfacen las relaciones
R1(¢") — R4(q'). Ahora se mostrard que los elementos e.; y h.; satisfacen
también la relacién Rs(q’). Por lo tanto, se tiene que demostrar que para
cada ciclo v = (jo,...,Ji—1) en ¢ el elemento

F":t - [gsojoa g61j17 s 7fé/5t71jt71] S 95((])

es cero, donde g, 1 =+l yeg = —qgljm@lﬂ paral=t—2,t—3,...,1.

Si r no estd en 7 entonces €.,;, = €c,j, para 1l <a <t —1y 7 es también un
ciclo en ¢. Consecuentemente F** = 0 por R;(q).

Asi, resta considerar el caso donde r estd en v, sea j, = r. Sir # jo y s
no es un elemento de v, se denota con a — [ al residuo de a — [ médulo ¢,
1 <1<t Se puede asumir (usando el Lema 2.5) que q;;, __ =

1. . =
’qﬂﬁﬂm

/ _ / _ / :
1,... iy = 1, y entonces 7y 1 puesto que ¢’ satisface la
condicion de ciclo. De esta forma, se definen iy := 7,4y := jo—, ..., %1 =
Ja=t v se toma v = (r,i1,...,4;_1). Aplicando el Lema 3.2 se concluye que
et __ et
Frr=E)",=0.

Sir = jo y s no es un elemento de 7, nuevamente por el Lema 2.5, se puede
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suponer que ¢, = —1,q;;, = —1,...,q;_,;, 1 = —1 y entonces se tiene que
¢, ,» = 1, puesto que ¢’ satisface la condicién de ciclo. Asf por el Lema 3.2
se tiene que F£* = Bt = 0.

Ahora sirT = j,, a #0y s = j,_1, se puede suponer que

=1

/ 1 /
qrjm - e gy ggi g

y como ¢ satisface la condicién de ciclo, se tiene que q;jil = 1. Tomando
s

el ciclo v = (7, jaz1, - - - » Jaz7 = Ja—1) ¥ aplicando nuevamente el Lema 3.2
se concluye que F3' = E;L,"?_a = 0. Esto muestra que los elementos e.; y h;

satisfacen la relacién Rs5(q’). Por lo tanto, se tiene que €.; y E satisfacen las
relaciones R;(¢') — R5(¢'). Luego existe un homomorfismo ¢ : g5(¢') — 85(q)
tal que p(el,) =€, v p(h)) = h;. De forma similar existe un homomorfismo
¥ g5(q) — g5(¢") y es facil verificar que uno es inverso del otro, ver [BKL]
para detalles. l

3.1. Reduccion a monomios especiales

En esta seccion se describen los ciclos v en ¢ = ¢q o Ty, los cuales no
necesariamente son ciclos en g. Recordar que cada forma unitaria ¢ : Z"V — 7
tiene asociada una bigrafica B(gq) con vértices 1,..., N y aristas definidas
como sigue: Dos vértices distintos i y j se unen por |g;| aristas llenas si
¢i; < 0y por g; aristas punteadas si g;; > 0. Claramente los ciclos en ¢
corresponden a ciclos en B(q).

Se introducen cuatro tipos de bigraficas. La primera es justamente un ciclo

c?(A\) = (A, 1,...,n) donde la arista {\,n} es la tinica arista punteada:
A n A= n
1 2 n—1 1 2 n—1
cn(M) gn(A)
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1 iy . io N —— N e

gn (A psir, ..., 0), [ es par,

1 .. iy - io - R TR

g2(\, i1, ...,4), 1> 0es par.

Por definicién, las aristas de g2 (\) son precisamente las que se encuentran
en los dos ciclos (A, 1,2,...,n—1)y (\,n—1,n), donde {\,n— 1} es la tnica
arista punteada.

Ahora gl (X, i, 41, . .., 4;) se obtiene del ciclo c? ()\) afiadiendo un nuevo vértice
p y trazando para cada a = 1,3,...,1 — 1 una arista punteada {\,i,} y una
llena {1, i,}. Para cadaa = 2,4, ..., también se traza una arista llena {\, i, }
y una punteada {7, }. La definicién de g2 (\, 1,41, . . . ,4;) es muy similar. Se
inicia con un ciclo (u, A, 1,...,n) donde {n, u} es la unica arista punteada y
se trazan aristas como sigue: para cada a = 1,3, ...,[—1 una arista punteada
{\,i,} y una arista llena {u,i — a} y para cada a = 2,4, ...l — 2 una arista
llena {\,i,} y una arista punteada {u,i,}.

Recordar que solo resta demostrar el Lema 3.2 y que por lo tanto la atencién
se puede restringir al caso donde v C B(¢’) es un ciclo con v = ¢2(r).

Lema 3.3 Supdngase que q es positiva definida, ¢, = —1 y ¢ = qoTy,. Mas

ain, sea v = c2(r) un ciclo en B(¢') y T la sub-bigrdfica de B(q) inducida
por los vértices r,s,1,...,n.
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Si s € v entonces ' = g(r) yn = s. Si s ¢ v entonces lo siguiente se
cumple:

(a) Siiy # 1 yi; #n, entonces U = gl (r, s;41,...,4) para algin par 1 > 0,
(b) Siiy #1 yi;=n, entonces T' = g2(r, s;41,...,4) para algin par

(c) Siiy =1 yi;#n, entonces T = g2(s,r;1a,...,19;,n) para algin parl,
(d) Siiy =1 1yi;=n, entonces I' = gl (s,7:4,...,9_1) para algin par .

Demostracion. Si s es un vértice de 7, entonces como ¢, = 1, se tiene que
s =n y por lo tanto la sub-bigréfica I' de B(q) tiene la forma I' = g9 (r).

Si s no estéd en 7, entonces sean iy, ...,4 (con 1 < iy < iy <...<7i; <n)los
vértices tales que q; # 0.

Sil =0, es decir ¢.; =0, entonces I' = g/ (r, s; ). Asi, supéngase ahora que
[ > 0. Se denotara con I" a la sub-bigrafica inducida de B(¢') dada por los
vértices s, 7, 1,...,n.

Dado que (s,r,1,...,7;) es un ciclo en B(¢') se tiene que ¢,;, = —1 por
la condicién de ciclo. De manera inductiva para 1 < a < [ se tiene que
(S,%a-1,%a-1+1,...,i,) es un ciclo en B(q’), de donde se deduce nuevamente

por la condicién de ciclo que ¢, = (—1)°.

Si iy = n entonces (7,14, 5) es un ciclo en B(q') y como ¢, = 1 = g, se tiene
que (—1)" = ¢,,; = 1. Por lo tanto [ es par.

Si 4, # n entonces (1, s,4;,...,n) es un ciclo en B(q'). Nuevamente por la
condicién de ciclo, se tiene que (—1)! = q.,» lo cual implica que [ es par.

El resto de las verificaciones son cédlculos directos usando que ¢, = ¢, — ¢,
para cada i # r, s. |
El siguiente resultado ayudara a reducir algunos calculos a la mitad.

Lema 3.4 Si A= [Ay, Ay, ..., Ayi1] es un monomio que satisface [A;, A;] =
0 cuando |i — j| # 1, entonces se tiene que

AT = [An+17An7 cee >A27A1] = (_1)n[A17A27 s 7An+1]‘

Demostracion. La demostracién es sencilla utilizando induccién y los in-
cisos (e), (f) en la demostracién del Lema 3.1. |

Ahora se formulard un resultado que involucra conocimientos acerca de

la bigrafica B(q) y los monomios en g5(q). Este resultado implicara el Lema
3.2, como se vera mas adelante.
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Lema 3.5 Sea q positiva definida. Supongase que la sub-bigrdfica induci-
da T de B(q) es de la forma g°(\), gt(\, i, 11, ...,4) (para algin | par)
6 g2(\, 1,11, .., 1) (para algin 1 > 0 par).

Entonces los siguientes monomios son cero en gs(q) (donde en el caso T' =
g%(\) se supone que p=mn):

Fn,O(Au M) = Heka eu]) € ny€_(n-1)y--+, 6—1]7 (33)
FouA i) = lew,u1,... €1, [ex,eu)sen, ... e_@in], parau=1,... n.

Demostracién del Lema 3.2. Se definen los siguientes monomios en gs(q):

Grro(\ 1) [lex, eu], €1, - - - enl,

G’;u()\, 1) = [e—us €_(ui1)s- -y Cons [€X, €4, €1,y Eut], (3.4)
G;’O(/\, ) = [le—x,e—pul,en n_1,..., €1l

G;U(A,u) = [ecuse(uot)s---s €1, [€-n €p], €ns oy Cugnls

Entonces G, (A, 1) = Fro(A ) = O paral < v < ny G, o(\p) =
O(F,o(\ 1)) =0, donde ® es el automorfismo del Corolario 2.6. Obsérvese
que G} (A, i) es un monomio que satisface las hipétesis del Lema 3.4. De
aqui, que para 1 < u < n, se tiene que G (A, ) = £D(G,, , (A, 1)7) =0
y G\ ) = £0(Gry (A i)™) = 0.

Por definicién, se tiene que Gy, (1, A) = =G5, (A, ) para ¢ = £l y v =
0,1...,n. Supéngase ahora, que v = c2(r) es un ciclo en B(¢'). Si s € 7, se
tiene que I' = g?(r) y los monomios de la ecuacién (3.2) se convierten direc-
tamente en monomios de la ecuacién (3.4) por medio de EZ , = G, ,(r,n).
Si s ¢ v entonces primero se Consideran los casos (a) y (b) del Lema 3.3;
aplicando el Lema 3.5 se tiene que = G, ,(r,s) = 0. En los casos (c) y
(d) del Lema 3.3, se tiene que Ef , = G5 Wo(8,7) = =G5, (r,5) = 0. Lo cual
completa la demostracién. l
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Capitulo 4

Monomios, cadenas llenas y
bigraficas

En este capitulo se definird un producto entre monomios y se demostraran
algunos de los detalles técnicos necesarios para la demostracion del Teorema
1.10.

4.1. Monomios en el magma libre

Dado un conjunto X, se define una sucesiéon de conjuntos M,,(X) de la
siguiente forma.

Mi(X) = X

n—1
Mu(X) = [ JMi(X) x M_y(X) paran >2.
=1

Se define M(X) = |J M, (X) (ver [BN]).
nelN
Para cadan € N se tiene la inclusién i,, : M,,(X) — M(X), M,, se identifica

con su imagen en M(X) bajo i,. Si m # n entonces M,,(X) N M, (X) = 0.
Asi, para cada A € M(X) existe un tnico n € N tal que A € M, (X). El
ntimero n es llamado la longitud de A y es denotado por (A). El conjunto
X consiste de todos los elementos en M(X) de longitud uno.

Sean A, A’ € M(X) tales que p = [(A) y ¢ = I(A’). La imagen de (A, A") bajo
la inyeccion candnica del conjunto M, (X) x M,(X) en el conjunto M, , es
llamada la composicién de A y A’. Asi, se tiene que (A, A") = [(A) + |[(A")
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y cada elemento de M(X) de longitud > 2 se escribe de manera unica en la
forma (A, A’) con A, A" € M(X).
Se define (Aq, ..., A,) € M(X) de forma inductiva por

(Al, e ,An) . (Al, (AQ, Ce 7An>>
Si A= (Ay,...,A,) se define A= (An, ..., A1). Por otra parte, si r; = I(A;)
(r; > 1) entonces [(A) = > r;. Sea A = (ay,...,a,) con a; € X se dice que b
=1

1=
es una entrada de A si b = a; para algin 7. Lo cual se denotara con b €,,,, A.
En este trabajo, X siempre denotara el conjunto

X ={ei,e_i,hi | 1<i<n}.
Se define una nueva operacién binaria en M(X) de la siguiente manera
[ M(X) x M(X) - M(X)
estd dada por

(A, B), side X ;

f(A, B) :A'B:{ (A1, Az @ B), si A= (A, As).

Sea m : M(X) — g5(¢q) la proyecciéon dada por m(A) = Asi A € X y
T((A1, Az)) = [7(A1), m(A2)],.
Proposicién 4.1 Si A, B,C € M(X) entonces

Ae(Be()=(AeB)e(.

Demostracion. La demostracién es por induccién sobre I(A). Si [(A) =1
entonces A € X y se tiene que

(AeB)e(C)=(A,B)e(C =(A,Be(C)=Ae(Be().

Supoéngase que el resultado es cierto para toda m < (A). Asf se tiene que
Ae(Be() = (A,Aye(Be()) (definicion)
= (A1,(Ay e B)e () (induccidn)
= (AeB)e( (definicién).
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Lema 4.2 Sea g un dlgebra de Lie.
(a) Si[A, B] =0 entonces [A,B,C] = [B, A,C].
(b) Si[A, B] =0 entonces [A,C, B] = [B,C, Al.
(c) Si[A;, B] =0 para toda 1 < i <n entonces
(A, ..., A1,B,Cl =[B,Ay,..., A, C].
Demostracion.

(a) Como g es un dlgebra de Lie se tiene que

[A,B,C] = —[C,A,B]—[B,C,A] (identidad de Jacobi)
= —[B,C,A] ([A, B] = 0, por hipdtesis)
B, A, (] (antisimetria)

El inciso (b) se obtiene del inciso (@) por antisimetria.

(c) Por induccién sobre n. El caso n = 1 se cumple por inciso (a). Supéngase
que el resultado se cumple para n — 1. Asi se tiene que

(A, Apq1..., A1, B, Cl = [ag,|an-1,...,a1,B,C]] (definicién)
[An, [B, An 1,---,A1,C]]  (induccién)
[An 7[ n1y---,A1,C]] (definicién)
1B, A (] (por (a))

|

Lema 4.3 Sea A = (A,,...,A1). Sia € X es tal que [a,7(A;)] = 0 para
i=1,...,n entonces se tiene que [a,m(A)] = 0.

Demostracion. Por induccién sobre n. Si n =1 el resultado es inmediato.
Supongase que n > 1 y que el resultado se cumple para toda m < n. Sea
B = (A@-1),..., A1) entonces se tiene que m(B) = [1(Ap-1)),...,7(A1)];
asi se obtlene que

m(A) = [1(An), T(Awm-1)), ..., 7T(A1)]
= [m(An), 7(B)].



De lo anterior se concluye que

[a,7(A)] = la,7(An), 7(B)]
= [7(An),a,7(B)] (Lema 4.2 (a)).
Luego por hipdtesis de induccién se tiene que [a, 7(B)] = 0; lo cual implica

que [a, T(A)] = 0. |

Lema 4.4 Sea A= (ay,...,a,,), B, C € M(X) cona; € X.

(a) Sila,7(B)] =0 para toda a €,,, A, entonces

m(Ae(B,C)) =[n(B),m(AeC)].

(b) Si[a,n(B)] =0 para toda a €,,, A, entonces

n(Ae(C,B))=[r(AeC),7(B).

(c) St A = (aig,.-.,aip) € M(X) cona;; € X y1<i<mn son tales que
la, 7(B)] = 0 para toda a €.,, A;, entonces

m(A,e---0A 0(B,C))=[r(B),r(A,e---0A e().

(d) Si A = (ai1,...,ai,) € M(X) cona;j € X y1<i<n son tales que
la, 7(B)] = 0 para toda a €.,, A;, entonces

(A ,e---0A e (C B))=[n(A,e---eA e(C) n(B)].
Demostracion.
(a) Se tiene que

m(Ae(B,C)) = Jai,...,a.,7(B),n(C)] (definicion)
= [7(B),ay,...,a.,7(C)] (lema anterior)

= [7(B),m(AeC)] (definicién)

El inciso (b) se obtiene del inciso (a) por antisimetria.
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El inciso (c) se sigue del inciso (a). Finalmente, el inciso (d) se obtiene de (c)
por antisimetria. [ ]

Lema 4.5 Si A = (am,...,a1) es tal que 1(Ae B) =0 y [a,7(C)] =0 para
toda a €., A, entonces se tiene que T(Ae (B,C)) =

Demostracion. Por Lema 4.4 se tiene que 7(Ae(B, (")) = [r(AeB), n(C)] y
por hipétesis se sabe que m(Ae B) = 0. De donde se sigue que 7(Ae (B, ()) =
0. |

Lema 4.6 Sean A; = (an, i, ..., 024,01,;) € M(X) con a;,; € X.
(a) Sila,m(A1)] =0 para a €,,,, Az con a # a1 2, entonces
m(Az @ Ay) = [m(Az), m(A1)]
(b) Sila,m(AG-1)®---0A )] 0 para a €., A; con a # ar;, 2 <i <k,
entonces W(Ak o -0 A)=[n(Ax),...,m(A1)].
Demostracion.
(a) Por induccién sobre ny. Para ny = 2 se tiene:
m(Ay e Ay) = [age, a1z, m(Al)]  (definicién)
= [m(A1),a12,a22] (Lema 4.2)
= [7(Ag), m(A1)] (antisimetria y definicién)
Supdngase que el resultado se cumple para ny = m, es decir,

m(Ay @ Ay) = [m(A3), m(A1))]

donde A} = (ama,...,a012). Sea
A= (a(m—l—l),Q: am,2, - - - ;a1,2)
entonces:
T(AeA) = [agsn), (A, e Ay)] (definicién)

= [agt)2, T(A3), T(Ay)] (induccién)
= —[agt1)2, (A1), T(A3)] (antisimetria)
= —[r(A1),ag41)2,7(43)]  (Lema 4.2(a))
= [n(A),7(Ay)] (antisimetria)
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(b) Por induccién sobre k. El caso k = 2 se cumple por inciso (a). Supéngase
que el resultado se cumple para k, es decir, que si B = A, e --- e A;
entonces se tiene que w(B) = [1(Ag), ..., 7(A1)]. Sea

Ak+1 = (ankﬂ,(ml), ce 7a1,(k+1))-

Si [aj (k41), m(B)] = 0 para j # 1, entonces por inciso (a) se tiene
m(Agsr @ B) = [1(Apyr), 7(B)]

Lema 4.7 Sean A = (ay,...,a1), B = (b,,...,b1) con a;, b; € X, tales
que |a,b] = 0 para a €,,, A, b €,,, B con a # ai. Entonces se tiene que

w(Ae B)=[n(A), n(B)]

Demostracion. Por hipétesis se tiene que [a,b] = 0 para a €., 4, b €., B
con a # a;. Luego por Lema 4.3 se tiene que [a,7(B)] = 0 para a # a;.
Asi por Lema 4.6(a) concluimos que (A e B) = [n(A), n(B)]. |

Lema 4.8 Sean A = (ap,,...,a1), B = (bp,,...,b1) € M(X) cona;,b; € X
tales que [a,b] = 0 para toda a €,,,. A ytodaa €,,, B. Entonces t(AeBe(') =
n(BeAe().

Demostracion. Primero se mostrara el caso especial donde ny = 1 y la
demostracion se hara por induccién sobre ns. Si ny = 1:

m(a; @b e C) = m(aye(by,C)) (definicién)
= [by,[a1, 7(C)]] (Lema 4.4(a))
= 7w(byea,e(C) (definicion)

Supéngase que B = (b, _1,...,b1) y que m(a; e Be () = (B ea; e (). Sea
B' = (bn,,bp,—1, .. .,b1) entonces se tiene que
(e e B'eC) = m(ay e (bn,, BeC()) (definicién)
= |[bpy,[m(a e (Be(C)] (Lema 4.4(a))
[byy, T(BeaeC) (induccién)
7(b,, e Bea;e() (definicién)
(B ea;e() (asociatividad)
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Ahora se demostrara el caso general. Si A = (ay,,...,a1), B= (bp,,...,b1)y
la,b] = 0 para toda a €., A,b E.... B, entonces 1(AeBe()=mr(BeAe().
La demostracion es por inducciéon sobre n;. Para ny = 1 se cumple por la
primer parte de la demostracién.

Supéngase que para A = (a(n,-1),-..,a1) se tiene que 1(Ae B e () =7(5 e
Ae (). Sea A" = (ayn,, a(n,-1),- .., 01) entonces:

n(AeBe(C) = w(a,, e AeBe() (por definicién)
= 7m(a,, e Be Ae () (induccién)
= 7

(

m(Bea, eAe() (caso especial)
n(Be A e () (definicién y asociatividad)
|
4.2. Cadenas llenas
Una tupla de vértices (p1,...,p,) de una bigrafica I es una cadena si
existe una arista entre los vértices p; y p; si y sélo si |i — j| = 1. Se dice que
la cadena es llena si todas sus aristas son llenas. Si A = (py,...,p,) es una

cadena en I' y a es un vértice que no este en A, entonces se dice que i € A
es un enlace del vértice a si q,; # 0. Denotaremos por L,(A) al conjunto de
vértices en A que son enlaces del vértice a.

Lema 4.9 Sea q una forma unitaria positiva definida y A = (1,...,n) una
cadena llena en B(q). Entonces, para 1 < iy < iy < --- < i, < n se tiene que

w(D;e---eDy)=[m(Dy),...,m(Dy)],
donde Dy, = (€cipys - - - » €c(ing_141)) € M(X) para 1 <m <1y ademds ip := 0.

Demostracion. Como A = (1,...,n) una cadena llena, entonces [e,, €5 =
0siabe{l,....,n}yla—>b > 1, donde ¢,6 = 1. Asi se tiene que
[z, 7(Dyyp—1 @ --- @ Dy)] = 0 para toda = €., Dy, con z # e.(iym_1 + 1),
2 <m < [. Luego por Lema 4.6 (b) se obtiene el resultado. [

Lema 4.10 Sea A = (1,...,n) una cadena llena. Si L,(A) = {1,n} en-
tonces se tiene que [€zyq;€en, - - -, 1] = 0, donde €1 = —£qq,.
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Demostracion. Sea E = [e.,q, €cp, - .., e:1] = 0. Entonces £ = 0 por (R5).
|

Lema 4.11 Supdngase que la cadena llena A = (1,...,n) tiene un nimero
par de vértices. Sea L,(A) = {i1,...,ix} con k par. Si iy = 1, i, = p,
tom + 1 = 1@2my1) para 2 <m < g — 1, entonces se tiene que

[eelaa Cery -t 7661] = 07

donde €1 = —€qqp.
Demostracion. Sea E := [ec,q, €cp, - - - , €21]. Se definen

D1 = (egiz, e 7682'1)

D2 — (68i47"'766’i3)

D% = (esik, ce ,ea»(k_l)).
Asi, se tiene que E = [e.,q,7(Dx ® --- @ Dy @ Dq)]. Pero como ¢,; = 0 si

2

n —[| > 1 entonces concluimos que
| |
[ealaa T (D(m—l) e---0 Dl)] =0

para igm—1) < | < gy, 1 <m < g Luego por Lema 4.6(b) se tiene que

W(D% o --eDye D)= [W(D% yoo oy (Dy), m(Dy)]. Asi obtenemos que E =
[€cyas W(D%), ..., m(Ds), m(D1)]; pero por Lema 4.10 se tiene que [e,q, 7(D;)]

Oparai =1,..., g Entonces por Lema 4.3 concluimos finalmente que £ = 0.
|
Lema 4.12 Sea q una forma unitaria positiva definida, A = (1,...,u) una

cadena llena en B(q) y sea a un vértice que no estd en A. Entonces eziste
u

un numero par de vértices de A que son enlaces de a si y sélo si . q,; = 0.
Jj=1
En este caso se tiene que

(CL) [ecrm Ceuy - - - ,651] =0 Y
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(b) [6517 R D) eaa] = 07
para o, = *1.

Demostracion. Dado que g es una forma unitaria positiva definida, se tiene
que —1 < ¢;; < 1. Sea Lo(A) = {i1,...,igf con 1 <y <ip < ... <1 < u.
Como ¢ satisface la condicién ciclo, se tiene que gqui, = —¢as,,, paral < s < k.
u

Por lo tanto, obtenemos que [ es par si y sélo si Y g,; = 0.

7=1
Ahora supéngase que [ es par. Si L,(A) = (), entonces se tiene que [e.,4, €em] =
0. Asi por el Lema 4.3 el resultado se verifica de inmediato. Asi podemos
suponer que L,(A) # (. Como ¢ es positiva, los vértices 4,,, i,1 son tales
qQue Gai,, = —Gaip,, Para iy < m < ig.
Supdngase primero que ig,, + 1 = iopmiq. Sity # 1y i # n se definen

D, = (65(1171)7 cen ,651)
D2 — (ea’ik7"'ae.€i1)

D3 = (€sn> ce 7e€(ik+1))-
Asi se tiene que
[eoaa €ery - vy 661] = [eoau W(Dfﬂ L4 D2 L4 Dl)]

Por Proposicién 4.9(a) se tiene que m(D3 @ Dy @ D) = [m(D3), m(Ds @ Dy)].
Ahora por Proposicién 4.9(b) se tiene que w(Dy @ D) = [w(Dsy), n(Dy)] y
entonces se sigue que

[€oay €ers -+ €c1] = [€ga, T(D3), w(Dy), m(Dy)].

Finalmente, como [e,q, €] = 0 parai € {1,...,i3—1,ix+1,...,7} se obtiene
por Lema 4.3 que [eyq, 7(D;)] = 0 para j = 1,3. Més atn, por Lema 4.11 se
tiene que [eyq, m(Dy)] = 0y asi por Lema 4.3 tenemos que [€5q, €cr, - - -, €c1] =

0.Sii; =1y r+# iy, seconsideran Dy v D3. Siiy # 1y r =iy, se consideran
D,y Dy. Siiy =1y r =1 solo se considera Dy v se da en todos estos casos
un argumento similar al anterior.

Supongase ahora que para algin 1 < m < g se tiene que ig, + 1 # i@2my1)-
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Sean

k
my = min{m|1<m< §,i2m +1# i(2m+1)}
k
my = min{m |m; <m < §,i2m +1# i@}
my = min{m | mg_yy <m < 5 tam T 17 i@mn) )

todos los m tales que igp, + 1 # t(2m+1)- Si i1 # 1y 1 # i, se definen

Dl - (68(i1—1)7 v )661)

D2 = (GEile, Ce ,652‘1)
D3 = (65(i<2m1+1)71)7 e 765(i2m1+1))
Dy = (esizmt7 T eEi(Qm(t—l)+1))

D(2t+1) = (66(i<2mt+1)—1)7 EIR) eé‘(’izmt-i-l))

DQ(H-U = (efim S 7€5i(2mt+1)>

Do@sny+1)y = (€erye ooy efipt1))-
Asi se tiene que
[eaa, €ery - - - >651] = [651a7 7T(D(2(t+1)+1) o--ce]e D1)]-

Usando iteradamente los incisos (a) y (b) de la Proposicién 4.9 obtenemos
que

W(D(Q(tJrl)Jrl) ®:--- 0 D2 [ ] Dl) = [’/T(D(Q(t+1)+1)), e 77T(D2), W(Dl)]

Por Lema 4.3 se tiene que [eyq, m(D;)] = 0 para j impar. Mds atin, por Lema
4.11 se tiene que [e,q, m(D;)] = 0si j es par; asi por Lema 4.3 se concluye que

l€c1ay €ers - €] = 0. Siiy =1y r # iy, se consideran Dy, ..., Dio41)+1), i
iy # 1y r =1 se consideran Dy, ..., Dyyyq1), si iy = 1y r = i se consideran
Dy, ..., Douq1y y se da en todos estos casos un argumento similar al anterior.

Lo cual demuestra el inciso (a).
Si [ecu, €50a] = 0, se obtiene (b) de forma trivial. Asi supéngase que [e.y, €54] 7#
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u
0y sea j < u el maximal tal que g, # 0. Entonces se tiene que Y ¢;, =0y

i=
€ci, €0a) = 0 para j < i < w. Asf [e(j+1), - - -, €eu, €0q) Satisface las condiciones
del Lema 3.4 y por lo tanto

[66j7 <oy e,y eaa] = i[eema Ceuy - - - 7600,}7
el cual es cero por (a). |

4.3. Monomios cero asociados a cadenas llenas
con enlaces

Lema 4.13 Sea q una forma unitaria positiva definida, sea A = (1,...,u)
una cadena llena en B(q) y sea a un vértice que no estd en A. Supongase

que Y qoj = 0 y que B € M(X) es tal que [e.;,m(B)] =0 para 1 < j < u.
i=1
Entonces se tiene que w(D o (€yq, B)) = 0 donde D = (e, ..., e:) € M(X)

yo,e==x1.
Demostracion. Se deduce del Lema 4.4(b) que 7(D o (€,4,B)) = [7(D o
€0a), T(B)]. Ahora como 7(D e €,4) = [€cu; - - - ; €1, €5al, SE tiene que si

[6517 eaa] =0

entonces m(Dee,,) = 0. Asi supéngase que [e.1, €54] # 0, sea i > j el minimo
tal que q,; # 0 y obsérvese que [eg;, ..., €1, €.q] = 0 por R5(q). [ |

Hipdtesis 4.14 Sea q una forma unitaria positiva definida, A = (1,...,u)
una cadena llena en B(q) y se fijan 1 < iy < iy < ... < i < u. Mds ain,
sean

D, = (65(11—1)7 cey 651)
Dm = (es(im,l), ey em-m_l) (1 <m S k) (41)

Dk+1 = (66u7 s 7€8ik)-
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Lema 4.15 Supdngase que se satisfacen las Hipdtesis 4.14. Entonces para
Ae M(X) y cada m > 3 se tiene que:
7(Dyp®Dy o0---0Dy0A)=m(D,, s0---eDjeD, eA)

st M es impar, y
T(Dp®Dyoe---0Dy0A)=m(D,, o0---0Dy0D,, 0 A)

St M es par.

Demostracion. Sea D = D,,, _oe---e Dy simesimpar (D = D,, se---eD,
si m es par). Entonces se tiene que [e;, e.;] = 0 para cada e.; €. Di, v cada
€cj Eeme D. Por lo tanto el resultado se sigue del Lema 4.8. |

Hipétesis 4.16 Sean B,C € M(X) tales que

le<j, m(C)]
[683'7 7T(l)m—l ® C)]
lecj, T(Dp—1 ® B)]

para toda ez €., D1,

0,
0, para toda ec; € Dy, m > 1 impar,
0,

para toda e.; € Dy, m > 1 par.

Lema 4.17 Supongase que se satisfacen las Hipotesis 4.14 y 4.16. Entonces
para cada m > 2 y cada e €., Dy, se tiene que

7(ecj ® Dip—1)® D(yy_zy®---0Dse Dy e B)=0 sim is par,y

7(ecj ® Din—1)® D(pp_zy@---0D,0Dy0C) =0 sim is impar.

Demostracion. Supéngase que m es par (el caso donde m es impar es com-
pletamente similar) y sea E = 7(e.; ® D(yy_1) ® D(sp_3)®---® D3 e D e B).
Sea D' = (e.j, Dy,—1). Obsérvese que para cada = €,,,, D' y cada y €., C =
D,,—3e...e Dy se tiene que [z,y] = 0. De aqui por Lema 4.8, se tiene que
E =mn(D'eCeB)=m(CeD e B). El resultado se sigue ahora de que
(D’ @ B) = [ecj, 7(Dy—1 ® B)] = 0 por hipdtesis (4.16). |

Lema 4.18 Nuevamente, supongase que se satisfacen las Hipotesis 4.14 y
4.16.

(1) Para cada par m, se tiene que w(Dy,p10---0 Dye Dy e (B, C)) es igual
a[m(Dys1®Dpr0---0DyeB), (D, @D, se---eDye()].
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(ii) Para cada impar m, se tiene que 7(Dpr10---0DyeD e (B, C)) es igual
a[n(Dy, @Dy o0---¢D;eB) 7(Dy 10D, 10---0Dye()|.

Demostracion. La demostracion es por induccion sobre m. Sea
E,=7m(Dyi10---eDye Do (B (C)).
Si m = 1, entonces
Ey=n(Dye Dy e (B,C)) = [ec(iy—1);- - - €cir, (D1 @ (B,C))].

Por hipétesis (4.16) se tiene que [e.;, 7(C)] = 0 para toda e.; €... Di; se
puede entonces aplicar el Lema 4.4 y asi concluir que 7(D; e (B,C)) =
[7(D;y e B),C]. Nuevamente por (4.16), para cada e.; € Do, obtenemos que
leci,m(D1 @ B)] = 0y por lo tanto £y = w(Dy e (D; @ B,.C)) = [r(D; e
B),m(D4 e C)].

Para m > 1 impar (el caso m par es completamente similar), se tiene que

Em = [ea(im+1—1)a e Ceipyy 7T(Dm e -ce] e (B7 O))]

y por lo tanto por induccion

Ep = [ectimir-1) -1 Cein, T(Dim-1)®--- @Dy @ B) (D, @--- 0Dy ().

Por el Lema 4.17 se tiene que [e.;,m(D,, ® --- @ Dy @ C')] = 0 para toda
€cj Eente Dm+1; ast por Lema 4.4(b) se obtiene que

Ep = [m(Dmi1 0 Dyy-1ye---eDieB) (D, e eDye ()
lo cual finaliza la demostracién. [ |

El siguiente resultado técnico es una herramienta importante en la de-
mostraciéon del Lema 3.5.

Hipdtesis 4.19 Se tiene que m(Dyy1 0 C) =0 (resp. m(Dyy1 0 B) =0) si k
es impar (resp. k es par).

Lema 4.20 Si se satisfacen las Hipotesis 4.14, 4.16 y 4.19, entonces

m(Dyyr0---eDje (B, C)) =0.
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Demostracion. Sea E = 7(Dy,,10---eD;e(B,()). Si k = 1 entonces, por
Lema 4.18, se tiene que E = [r1(D; @ B), (D, e C')] y el resultado se sigue
directamente de la Hipodtesis 4.16.

Si k > 1 (se supondrd que k es par, el caso impar es similar) entonces se
sigue del Lema 4.18 que

E=[n(Dyy18Dy_10---0DjeB) w(DyeDy o---0Dye()].
Usando el Lema 4.15 obtenemos que
T(Djy10---0eDjeB)=n(Dy_10---0D; 0Dy 0B)

y el resultado se sigue de que 7(Dyyq1 @ B) = 0. |
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Capitulo 5

Demostracion del Lema 3.5

Recordemos que ¢ es una forma unitaria positiva definida, la cual con-
tiene a una de las bigraficas g2 (\), gt (A, 341, ..., 4) 0 g2 (A, 341, .. .,4;). En
particular (1,...,n) es una cadena llena en B(q) y se denota por 1 < i; <
i < ...<1i; <nalos vértices de (1,...,n) que estan enlazados con .

La demostracion del Lema 3.5 para los casos

g}l()\a,uvzb s 7il)7

grzz()\vlu;ilv < 7/il)7

se hard de forma simultanea. Sin embargo la demostracién para el caso g% (\)
se considerard aparte, pues es muy distinta a la de los dos casos anteriores.

5.1. Estrategiaparag.(\, p;i1,...,%)y g2(\, p; 41, . ..

Nuevamente se denotard por I' la sub-bigrafica de B(q) dada por los
vértices A\, u, 1...,n. Se tiene asi que

I'=g '\ p,iy,...,4) =g obien ' =g*(\, pu,i1,...,0) =: g°

y se quiere mostrar que los monomios F' = F}, ,, definidos en el Lema 3.5,
son cero en gs(q) para 0 < v < n.
En la demostracién se distinguen los siguientes casos.

I: T =g! g?yi, <u< i para alglin entero positivo par k < .

II: T' =g'. g? y i, <u < ip para algin entero impar k < [.
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II: T=glyi <u<n.
IV: =gl g?y1<u<i.
V:T'=glg?yu=n.

VI: =gl g’y u=0.

El dltimo caso es muy facil. En efecto, dado que en este caso existe un
ntimero par de vértices de A(1,2,...,n) enlazados con A y p, se tiene entonces
que [e_q; €n, €n_1,...,€1] =0 para o = A\, y por lo tanto F' = F), o = 0.

Los casos restantes son mas dificiles. Sin embargo, dado que en cada
caso el procedimiento es muy similar, se describe aqui un esquema comun de
argumentos en tres pasos, como sigue.

Primer paso: En cada caso se hacen ciertas definiciones y se verifican
algunas igualdades.

I: Se definen By = (e—i,, s 6—@+1) ¥ C1 = (e—p,- .., €_(ip,y41))- Mas
atn, sean B = (ey, B1) y C = (e,, C1). Se muestra que (i) [e,, 7(C; ®
By)] =0, (ii) [ex, 7(C1)] = 0 y que (iii) [e,, 7(B)] = 0.

IT: Se definen By = (e_pn,...,e_(ip1+1) ¥ C1 = (6—ipys---»—(ut1)). Mas
aun, se definen B = (e,, B1) y C = (ey,C4) (en el caso I' = g? con
k=1-1,setoman C; =1 € M(X)y C = e,). Se muestra que (i)
[QA’W(Bl i Cl)] =0, (ii) [elmﬂ(Bl)] =0y (iii> [BMW(O)] = 0.

ITI: Se definen By = (e_p,...,e_(ut1)); B = (ex, B1) y C = e,. Entonces se
demuestra que (i) [e,, 7(B1)] = 0.

IV: Se definen By = (e—i,....e_@i1) ¥ C1 = (e—n,...,€_(,41)) ¥ €n-
tonces se definen B = (ey, By), C = (e,, C1). Luego se prueba que (i)
ley, m(Cr e By)] =0, (ii) [ex, 7(Cy)] = 0y (i) [e,, m(B)] = 0.

V: Se definen B = ey, C = ¢, y no se demostrardn igualdades en este paso.
Segundo paso: En todos los casos se demuestra que
F=4n(De(B,())

donde D = Dy 10 Dye...eD;ylos D; € M(X) son como en las Hip6tesis
4.14, y se toma k =0enel casoIVyu=mn, k=1enel caso V.

Tercer paso: Se muestra que en todos los casos, las Hipotesis 4.16 y 4.19
se satisfacen y que consecuentemente F' = 0 por Lema 4.20.
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5.2. Demostracion del primer paso

Primero se verificard el caso I para mostrar (i), sea A = (u+1,...,n). Los
vértices de la cadena llena A que estan enlazados con p son igyq, ..., 1, dado
que el conjunto L, (A) tiene cardinalidad par, se tiene que [e,,, 7(C10B)] = 0,
por Lema 4.12

Para ver la propiedad (ii), sea A = (ig11 + 1,...,n). Si ' = g! se toma
La(A) = {igsa,...,i,n} que tiene cardinalidad par, y si I' = g? entonces se
toma Ly(A) = {igt2,...,%_1} que también tiene cardinalidad par. En cada
caso, (ii) se sigue del Lema 4.12.

Para (iii), obsérvese que [ey, e;] = 0y [ey, €] =0 (para u+1 < j < ix1)y
por lo tanto [ey, 7(A)] = [e,, m(A)] =0, donde A = (e_¢i, .1 —1)s - - -+ E—(ut1))-
Tenemos que

[em W(B)] = [euv Xy C—ipyns W(A)] = [ew 7T<A)7 C—ipt1> 6)\] = [W(A)a Cus C—ipy1s 6,\],

el cual es cero puesto que [e,, e_;,,,,ex] = 0 por Rs(q).

Para ver la propiedad (i) en el caso II, se define A = (u+1,...,n).
Si I' = g, se tiene que Ly(A) = {ig1,...4,n} ysi [ = g2, se tiene que
La(A) = {iks1,-. -1} En cada caso el conjunto Ly(A) tiene cardinalidad
par y por el Lema 4.12 se cumple (i).

Para (ii), obsérvese que para A = (ix11 +1,...,n) el conjunto L,(A) =
{ik+2,...,0} tiene cardinalidad par, puesto que k es impar, y (ii) se sigue
nuevamente por Lema 4.12. La propiedad (iii) en el caso II se prueba como
en el caso 1.

La propiedad (i) en el caso II es trivial ya que no hay vértices de A =
(u+1,...,n) enlazados con .

En el caso IV, sea A = (u+1,...,n) y obsérvese que L,(A) = {i1,...,4}
tiene cardinalidad par. De aqui, se tiene que (i) se cumple por Lema 4.12.
De forma similar, si A = (i; + 1,...,n) entonces Ly(A) = {iz,...,i;,n}
(resp. Ly(A) = {iy,...,9_1}) en el caso donde I' = g! (resp. I' = g?). En
ambos casos el conjunto Ly(A) tiene cardinalidad par y nuevamente usando
el Lema 4.12 se deduce que (ii) se cumple. La propiedad (iii) en el caso IV,
se demuestra como se mostré (iii) en el caso I. |
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5.3. Demostracion del segundo paso

Sea D = Dy,1e---e Dy e Dy, donde los D; son como en las Hipotesis
4.14.

Casos [ y IV: Por definicién, se tiene que F' = [e,, ..., e, G] donde G =
[[ex, eu), m(Cy @ By)]. Por Lema 4.2 y antisimetria se deduce de la propiedad
(i) que G = —[en, e, m(C @ By)]. Ahora, se deduce del Lemma 4.9 que G =
—ley, ex, (Ch), m(B1)]. Nuevamente por Lema 4.2,se deduce de la propiedad
(ii) que G = —le,, m(Ch),ex, m(By)] = —leu, 7(Ch), m(B)]. Asi, se obtiene de
la propiedad (iii) y del Lema 4.2 que G = [r(B),e), 7(Cy)] = [7(B),n(C)].
Finalmente, substituyendo G en F se obtiene que

F=ley,...,e1,m(B),n(C)] = £w(D o (B,(C)).

La demostracién en el caso II es idéntica a la anterior, intercambiando
By con C, A con py C con B.

En el caso III se tiene por definiciéon F' = [e,,...,e,G], donde G =
[[ex, eu), m(By)]. Ahora, por la propiedad (i) y 4.2, se tiene que

G = [[7(B1), es], €a] = [€a, €5, m(B1)] = [7(C), 7(B)] = ~[x(B), 7(C)].

Por lo tanto F' = £7(D e (B,()).
El Caso V es trivial puesto que F'=7(D e (C,B)) = —n(De(B,C)). R

5.4. Demostracion del tercer paso.

Caso I. Para cadae; € Dy (es decir, 1 < j < i) se tiene que [e;, 7(C1)] = 0
y lej, e,] = 0 puesto que g;, > 0. Por lo tanto [e;, 7(C')] = 0. De forma similar
para cada m par con 1 < m < k y para e; € D,,, se tiene que [e;, 7(C)] = 0.
Si j > ip—1 entonces [ej, m(Dy,—1)] = 0. Por lo tanto [e;, 7(D,,—1 ® C)] = 0;
st j = im—1 entonces sea D' = D,, 1 e¢,. Asi, [e;, m(D,,—1 0 C)] = [ej, m(D o
C)] = [r(ej o D), m(Cy) por 4.4(b). Por Lema 4.12(b), se obtiene la segunda
afirmacién de las Hipdtesis 4.16.

Para cada nimero par m con 1 < m < [y cada e; € D,, se tiene que
le;, m(B)] = 0 puesto que [e;,ex] =0y [e;, 7(B1)] = 0. De manera similar al
caso cuando m es impar, se concluye que [e;, 7(D,,—1 ® B)] = 0. Esto muestra
que las Hipotesis 4.16 se cumplen. Para verificar las Hipotesis 4.19, se usa
que [e;,e_;] = 0 para cada e; €., Dpt1 y cada e_; €., C1 y también que
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lej,e,] = 0 ya que gj, > 0; asi se concluye que [e;, 7(C)] = 0 para cada
€j €entr D1 y consecuentemente 7(Dyq 0 C') = 0.

Caso II. El argumento es completamente similar al Caso I.

Caso III. Para e; €., D1, se tiene que [e;, 7(C)] = 0 puesto que ¢;, > 0.
Si m es impar y €; €. D,,, entonces nuevamente [e;, 7(C)] = 0 por la
misma razén. Para j > i,,_1, se tiene directamente que [e;, 7(D,,—10C)] =0,
mientras que si j = i,,-1 se puede aplicar el Lema 4.12(b) y obtener lo mismo.
De forma similar se da un argumento para cuando m es par.

Caso IV. Aqui se tiene que D = Dy = [e,, ..., e1] y por lo tanto para cada
€; € D1 Obtenemos que [e;, e,] = 0 puesto que g;, = 0. Consecuentemente
le;,7(C')] = 0 y no hay nada que demostrar para las Hipdtesis 4.16 y las
Hipdtesis 4.19 puesto que en este caso k+ 1 = 1.

Caso V. Se tiene que k = [y Dy = (ep,...,¢;), el cual se reduce a
Djy1 = e, en el caso I' = g2. Asi, las Hipétesis 4.16 se verifican como en el
caso I y las Hipétesis 4.19 se deducen de que [e;, e,] = 0 para e; € Dy de
que g;, > 0. |

5.5. Monomios cero en las bigraficas g'(\)

Se recuerda que aqui I' = g° y se tiene que demostrar que los monomios

Fn,u()‘v n) = [€u7 < €1, [6/\7 en]7 € _ny- .- 76—(u+1)]

son cero en gs(q) para 0 < u < n.
Primero se analizara el caso donde 0 < u < n. Entonces se tiene que
Fou(A\n)=ley,..., e, G|, donde

G =[lex,en],en, .- e_(uin)]
Aplicando el Lema 3.4 se obtiene que
G ==E[lex,en],6ony -y euin)]” = [U—(us1)s -+ €—n, €, En].
Reemplazando
[€_ns€x, €n] =[x, e_n,en] = [ex, hn] = ex
en la expresion de arriba concluimos que
|-

G= :I:He)\a en]a €ny---s € (utl) = [U,(u+1), <oy € (n—1), 6)\]
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lo cual es cero por Rs(q).
Resta el caso donde u = n. Obsérvese que

G = [en, en1,€n,€n_2,€n_3,...,€1,€)]

es igual a cero en g5(q). En efecto,

G = [eru [€n717 en]a €n—2,€p—3,...,€1, 6)\],
puesto que [e,_1,€n_2,...,¢e1,ex] = 0 por Rs(g). Por lo tanto,
G = Henfb €n], €n;n—2,€p—3,...,€1, 6)\],

ya que [e,, e,_1, e,] = 0 por Ry(q). Finalmente, se tiene que

G = _[[€n> enfl]a €n; €n—2,€n—3,...,€1, 6)\]
por antisimetria y entonces G = —[en, €n_1,€n,€n—2,€n_3,...,€1,6\] = G,
ya que [€n,€n,€n_2,€n_3,...,€1,ex] = 0 por Ry(q). Es decir, se tiene que
G = —G y por lo tanto G = 0.

Ahora, F,,(A\,n) = [en,...,e1,[en,€n]] = —[en,...,€1,€n,€)] por anti-
simetria y usando que [e;, e,] = 0 (para i < n — 1), se concluye finalmente
que

Fon(An) = —len, €n1,€n,€n_2,n_3,...,€1,e5] =G =0.
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