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Pablo King Álvarez
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Introducción.

El estudio dinámico de transformaciones cuadráticas del plano en śı mis-
mo ha sido algo muy popular desde hace ya varios años; incluye investiga-
ciones como la de las aplicaciones de Henon, o la de la muy famosa familia
holomorfa 2 + (ver también [3], [12], [14]).

En [14] se planteó la pregunta de si era posible establecer alguna clasi-
ficación de estas transformaciones de acuerdo a su comportamiento dinámi-
co. Este problema es muy dif́ıcil dada la inmensa variedad de fenómenos
dinámicos cualitativamente diferentes que pueden presentar las funciones
cuadráticas.

Aún aśı, en dicho trabajo se dió una respuesta parcial a este problema,
logrando una clasificación total de este tipo de funciones en clases de equiv-
alencia, aunque no en el sentido dinámico (clases de conjugación) sino en el
sentido de Whitney (definiciones en el caṕıtulo 1). Esto constituye, sin duda,
un buen punto de partida para investigaciones posteriores del problema de
clasificación antes mencionado.

Una de esas clases de equivalencia (en el sentido de Whitney) incluye, en
particular, a la familia no holomorfa

( ) = 2 + 2 C (1)

donde es un parámetro complejo ( denota al conjugado de ). Se señaló en-
tonces (ibid.) que esta familia era un caso de estudio interesante por varias
razones; se intúıa, en particular, que el rango de fenomenos dinámicos difer-
entes que se pueden presentar conforme vaŕıa en C, puede ser muy amplio.
En [26] se demostró que cuando es un parámetro real, el conjunto de

órbitas acotadas de , , es conexo si, y sólo si, el punto cŕıtico de la
restricción de a R tiene una órbita acotada. Esto ocurre, a su vez, cuando

[ 1 2].
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Este resultado se parece a un bien conocido teorema de Fatou-Julia1 para
el caso holomorfo, pero cuando C R la analoǵıa palidece en virtud
de que el conjunto singular de es una curva para todo número complejo
6= 0, y no un conjunto finito de puntos.
Por otra parte, I. Petersen, J. C. Alexander, J. Yorke y otros, demostraron

que en ciertas funciones dadas por “ecuaciones sumamente simples”, sor-
prendentemente exist́ıa un atractor igualmente simple —de hecho son tres
atractores formados por segmentos de rectas unidos en forma de triángulo—
pero cuyas cuencas de atracción se entrelazaban de manera incréıblemente
compleja (“thoroughly intermingled basins” les llamaron ellos. Ver [2], [3],
[23]). Resulta que estas funciones son miembros de la familia (1) cuando el
parámetro es de la forma 1 + con en una vecindad de cierto número
real espećıfico.
Este tipo de resultados motivaron el desarrollo del presente trabajo cuyo

contenido se resume a continuación.

0.1. Caṕıtulo 1

En este caṕıtulo no se abordan, aún, cuestiones relacionadas con la dinámi-
ca; se examina lo que podŕıamos llamar la acción geométrica de para

C, 6= 0. Se establecen dos resultados principales que enunciamos más
abajo.
Para 6= 0 el conjunto de puntos singulares de es una circunferencia

de radio | |, que denotamos siempre por 1 ( ), y el de valores cŕıticos es
una hipocicloide de tres picos que denotamos por ( ). Esta hipocicloide
divide al plano en dos regiones, en cada una de las cuales cada punto posee
el mismo número de preimágenes. En la región acotada cada punto tiene 4
preimágenes y en la no acotada, cada punto tiene 2 preimágenes. Siguiendo
la notación de autores como C. Mira y otros (ver, p. ej., [19]), a la primera
de estas regiones (la acotada) la denotamos por 4 ( ) y a la segunda por

2 ( ). A una circunferencia con centro en el origen y radio la denotamos
por ; aśı, 1 ( ) = | |. Al disco { C | | | | |}lo representamos por
| |. Los resultados referidos son los siguientes:

Teorema 1.1.1 Dado , 6= 0 existe una hipocicloide de tres pi-
cos, 1( ), que es imagen inversa de la hipocicloide ( ) y existen también

1Un enunciado de este resultado se presenta en el caṕıtulo 2.
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homeomorfismos : 1( ) 1( ) y : | |2 ( ), tales que

( ( )) = ( 2), 1( ). (2)

Es decir, y son tales que el siguiente diagrama conmuta:

1( ) ( )

1( )
2

| |2

Denotemos ahora por ( ) a la región (abierto conexo) no acotada que
queda fuera de la hipocicloide 1( )

Teorema 1.3.1 Sean 0 6= y ( ) = 2, . Entonces, las
funciones : ( ) 2( ) y : | | | |2 son -equivalentes.

Es decir, existen difeomorfismos : | | ( ) y : | |2
2( ) tales que

( ( )) = ( 2), C | |. (3)

Manteniendo la notación usada en estos teoremas, es fácil ver que la fun-
ción se puede extender continuamente a la cerradura de C | |, y que
en la frontera de este conjunto dicha extensión coincide con . Es decir,
considerando que

¡
C | |

¢
= 1( ) y llamando c a dicha extensión, se

tiene que c | 1( ) = . Análogamente, extendiendo a la cerradura de

C | |2 (y llamando c a dicha extensión), se obtiene que c | | |2 = .
Tomando en cuenta que ( ) = 1( ) y que 2( ) = ( ), la conse-

cuencia de todo esto es que, entonces, las funciones : ( ) 2( ) y
: C | | C | |2 son equivalentes. O sea que, en realidad, el teore-

ma 1 y el teorema 2 se pueden considerar como dos aspectos de un mismo
fenómeno que podemos formular como sigue: En las hipocicloides 1( ) y
( ) y en el exterior de éstas, la función se “comporta” como la función
( ) = 2 en el complemento de ciertos discos abiertos.

En la demostración de estos teoremas juega un papel especial la introduc-
ción de dos familias de curvas que en cierto modo generalizan a las hipoci-
cloides de tres picos. En el caṕıtulo 3, cuando se analiza la función 1, estas
familias vuelven a jugar un papel central.
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0.2. Caṕıtulo 2

Se inicia el análisis de la dinámica de las funciones . La idea es establecer
resultados generales que sirvan como marco de referencia para lo que viene
después.
Hay dos resultados centrales y unos lemas que no por sencillos dejan de

ser importantes.
Para cada función el es atractor; su cuenca de atracción se denota

por ( ). El complemento de esta cuenca es el conjunto de puntos cuya
órbita es acotada y se denota por . Este conjunto resulta ser compacto.
Los lemas se pueden sintetizar en uno solo, como se hace a continuación, y
después se enuncian los resultados centrales.

Lema (Criterio de escape) Sea 0 6= . Si | | 1+2 | | o ¯̄ ( )
¯̄

1 + 2 | | para algún entonces ( ) ; es decir,

Teorema 2.2.5 Si 1( ) , entonces es conexo.

Teorema 2.3 Si ( ) para todo 1( ), es disconexo
con una infinidad (no numerable) de componentes.

Del lema anterior se desprende que la órbita de es acotada si, y sólo si,¯̄
( )
¯̄

1 + 2 | | para todo 0.
Tenemos entonces, la igualdad

=
© | ¯̄ ( )

¯̄
1 + 2 | | para todo 0

ª
, (4)

de la cual se deriva un algoritmo elemental (bastante común en casos como
éste) para calcular en forma aproximada, con ayuda de una computadora, al
conjunto .
Se observa que el teorema 2.2.5 sólo da condiciones suficientes y que al-

gunos parámetros para los cuales se cumple que 1( ) son los números
complejos tales que | | 1

3
y los números reales [ 1 0); es decir, para

todos estos parámetros es conexo. Finalmente, se conjetura que cuando
es disconexo, entonces es un conjunto de Cantor.

0.3. Caṕıtulo 3

El objetivo de este caṕıtulo es describir totalmente la dinámica de
cuando = 1.
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Este parámetro es muy especial porque, en particular, es el único para el
cual ocurre que el conjunto tiene una forma geométrica muy simple: su
frontera es la hipocicloide ( ), que en este (único) caso coincide con la (otra)
hipocicloide: 1( ). Este hecho posibilita inventar un modelo geométrico de
la dinámica de 1 en 1; es decir, la dinámica del modelo es conjugada a
la de 1 en 1.
Este modelo se construye a partir de una función , lineal por partes,

definida en un triángulo equilátero R2, : Tiene la cualidad
de ser un modelo muy sencillo, lo cual repercute en volver absolutamente
obvias las complejas propiedades dinámicas de 1 en 1.
Por otra parte, las dos familias de curvas introducidas en el caṕıtulo 1 se

vuelven una sola para = 1. El uso de esta familia permite resolver por
completo la cuestión de la dinámica en 1 ( ).
Por último, la importancia de = 1 reside también en que es un

parámetro donde tiene lugar una bifurcación muy especial: conforme R
cruza -1 y se vuelve menor que -1, el conjunto “explota” y de ser conexo
se convierte en un conjunto disconexo (seguramente un conjunto de Cantor).
En lo que sigue se utiliza la siguiente terminoloǵıa: si es un espacio

métrico y : es una función continua, se dice que es caótica en
, en el sentido propuesto por Devaney, si es (topológicamente) transitiva

en y el conjunto de puntos periódicos de es denso en .
Los resultados principales que se demuestran en este caṕıtulo son los

siguientes:

Teorema 3.3.3 es caótica en en el sentido propuesto por Devaney.

Teorema 3.4.4 Las funciones 1 : 1 1 y : son
conjugadas; es decir, existe un homeomorfismo : 1 tal que el
siguiente diagrama conmuta:

1 1 1

Corolario 1 es caótica en 1 en el sentido propuesto por Devaney.
Además, todo punto periódico de 1 perteneciente al interior de 1 es
repulsor.

xv



Teorema 3.2.2 Sea = { C | | | 1} y sea ( ) = 2,
Entonces, : \ ( ) \ ( ) es conjugada a 1 : \ ( 1)
\ ( 1) Es decir, existe un homeomorfismo ˙ : \ ( ) \
( 1) tal que el siguiente diagrama conmuta:

C \ ( ) C \ ( )

C \ ( ) C \ ( )

De estos resultados se sigue también que la dinámica de 1 restringida
a 1 = 1 ( 1) = ( 1),2 es conjugada a la de restringida a la
circunferencia unitaria , y por lo tanto también es caótica.
Sea =

©b= ( 1 2 ) : {0 1 2 3} N
ª
con la métrica

¡b b¢ =
=1

| |
2

donde b= ( 1 2 ) y b= ( 1 2 ). Sea : la función
corrimiento, ( 1 2 ) = ( 2 3 ). El siguiente resultado nos da más
información sobre la dinámica de 1 en 1:

Teorema 3.4.8 1 : 1 1 es factor del corrimiento : .
En consecuencia, 1 es caótica en 1

Cabe mencionar que en [15] se demuestra que la entroṕıa topológica de

1 restringida a 1 es positiva. Concretamente, denotando a dicha entroṕıa
por ( 1 | 1), se demuestra que

( 1 | 1) = log 4.

Este resultado, aunque importante, no se incluye en este trabajo.

El propósito de los dos caṕıtulos restantes es presentar ciertos resultados
generales y algunas de las bifurcaciones que tienen lugar cuando el parámetro
es real y vaŕıa en el intervalo [ 1 0). Por su propia naturaleza el tema exige
mucha experimentación numérica y habrá algunas afirmaciones que se basan
sólo en esta experimentación y no se demuestran matemáticamente (estas
afirmaciones se señalan expĺıcitamente). Pero en general se demuestra lo que
se afirma.
Además de conceptos y resultados comunes en el área de sistemas dinámi-

cos discretos, se utilizan otros tomados de autores como [19], [12], etc. Es-
pecialmente de estos autores se han debido adecuar o generalizar algunos de
sus resultados para ser aplicados a la familia (1); ello se señala en el texto.

2La frontera de 1 es invariante hacia adelante, es decir, 1 ( 1) = 1
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0.4. Caṕıtulo 4

Aqúı se exponen ciertos resultados generales sobre la dinámica de
cuando [ 1 0). Recuérdese que 4 ( ) denota la región en la que cada
punto posee 4 preimágenes y cuya frontera es ( ).

Proposición 4.2.1 4 ( ) para ( 1 0).

Como es invariante, de este lema se sigue que todas las iteraciones,
aśı como todas las imágenes inversas de todos los órdenes, de 4 ( ) (y de

4 ( )), están contenidas en . Se sigue también que ( ), 1( ) y 1( )
están contenidos en . De esto último y del teorema 2.2.5 se obtiene la
siguiente proposición:

Proposición es conexo para [ 1 0).3

Se definen los conjuntos:

=
\
=1

³
4( )

´
,

=
[
=1

³
4( )

´
.

Ambos conjuntos están contenidos en para [ 1 0). Nótese, en
particular, que 4 ( ) si 1 0 y es obviamente
invariante hacia atrás, es decir, 1 ( ) = .

Proposición 4.2.4 es invariante hacia adelante si 1 0; es
decir:

( ) = .

Proposición es un conjunto abierto, conexo y simple-conexo con-
tenido en si 1 0

En relación con el conjunto , experimentos y razonamientos diversos
nos llevan a la conclusión de que, para 1 0, las siguientes dos

3En [26] se demuestra de otra manera que es conexo para [ 1 0).
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igualdades son válidas:

= ,

= .

Estas igualdades no se han podido demostrar, pero se asumen como váli-
das para 1 0. Es decir, cada una de estas igualdades es una conjetura
que aceptamos como hipótesis de trabajo en lo que sigue.
Por otra parte, en relación con se demuestra lo siguiente ( denota

al conjunto de puntos periódicos de ):

Proposición 4.3.1 Sea 1 0. Entonces:
(i) .
(ii) Si , el -ĺımite de está contenido en .
(iii) Si es un subconjunto propio de , invariante hacia adelante,

es decir = ( ), entonces .

Las proposiciones 4.2.4 y 4.3.1 muestran la importancia del conjunto :
puede decirse que es el lugar, en el interior de , donde se concentra la
dinámica.
En la sección 4.4, tomando en cuenta las simetŕıas de cuando R,

se demuestran dos resultados en relación con los puntos periódicos de
la naturaleza de éstos.
En la última sección, 4.5, se expone la conjetura de que en la frontera

de es conjugada con 2 en la circunferencia unitaria y, por lo tanto,
la dinámica ah́ı es caótica.

0.5. Caṕıtulo 5

Se seleccionaron, para incluir en este caṕıtulo, algunas bifurcaciones que
tienen lugar cuando el parámetro vaŕıa en el intervalo [ 1 0). En general,
dado lo extenso (y técnico) del material que se presenta, se ha tratado, en
todos los casos, de basarse más en la discusión informal de las ideas básicas;
detalles técnicos y demostraciones se turnan a apéndices especiales.
Para

¡
1
2
0
¢
la dinamica es sencilla, como se afirma en la siguiente

proposición.4

4La demostración (parcial) de esta proposición puede verse en el Apéndice 5A.
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Proposición El origen es el único atractor en el interior de si 1
2

0.

De esta proposición se deduce que = {0} si 1
2

0; conjeturamos
que esto mismo es válido si = 1

2
.

En este caṕıtulo 0 =
1
2
.

Al cruzar este parámetro 0, se produce la primera bifurcación de impor-
tancia: Nacen dos nuevos puntos fijos atractores y cinco órbitas de periodo
2; tres de estas últimas están conformadas por puntos sillas y dos por pun-
tos atractores (bajo 2). En particular, una de estas órbitas de puntos silla
de periodo 2 está contenida en R. Todos estos puntos periódicos están con-
tenidos en el interior del disco de radio | | cuya frontera es la circunferencia
singular 1 ( ); denotaremos a este disco abierto por | |.
Por otra parte, el conjunto deja de ser un punto para convertirse en la

cerradura de un abierto conexo, simple conexo, cuya frontera es invariante y
está conformada de una manera peculiar, como se demuestra a continuación.
A la iteración de orden 0 del conjunto de valores cŕıticos ( ), ( ( )),
se le llama arco cŕıtico de orden y se denota por ( ); se hace 0 ( ) =
( ).

Teorema 5.7.5 Para ( 1 0), con 1 =
1 5
2
, la frontera de es

una curva simple cerrada, invariante hacia adelante, y está formada por la
unión de las variedades inestables locales de los puntos silla de periodo 2,
y también, por todos los puntos atractores de periodo 1 o 2. Además, esta
frontera de no es unión finita de arcos cŕıticos sino una curva ĺımite de
arcos cŕıticos.

Por curva ĺımite de arcos cŕıticos se quiere decir que cada punto de la
curva es punto de acumulación de una sucesión { }, donde ( ).
Como consecuencia de que es una curva simple cerrada se sigue que
es conexo y simple conexo.
De acuerdo con [19], si la frontera de un conjunto atractor e invariante es

una curva simple cerrada, compuesta por una unión finita de arcos cŕıticos, se
dice que este conjunto es una zona absorbente. Para ( 1 0) el conjunto
está contenido en | | y no es una zona absorbente. Después, al cruzar el

parámetro por 1, cruza la circunferencia singular 1 ( ) y empieza una
serie de transformaciones de este conjunto que eventualmente lo convierten
en una zona absorbente.
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Eventualmente, al continuar decreciendo el parámetro, se produce una
bifurcación según la cual, los atractores de periodo 1 o 2 se vuelven repulsores
y, en torno a cada uno de ellos, nace una curva invariante atractora. Se le
llama una bifurcación de Neimark-Sacker 5 (ocurre simultáneamente en torno
a todos los atractores mencionados en virtud de las simetŕıas de ). Esta
bifurcación tiene lugar en un contexto en el que en el interior de , y por
lo tanto en , existen puntos atractores adicionales de periodos respectivos
3 y 6, los cuales aparecen tras cruzar cierto parámetro 2

2
3
, cuando

ya es una zona absorbente.

Proposición 5.7.6 Para ( 1 0) la familia { } presenta una bifur-
cación Neimark-Sacker cuando el parámetro decrece y cruza el valor

4 =
8 + 112

24
= 0 7742918 .

Espećıficamente, en = 4 nace una curva simple cerrada atractora
en torno a cada punto fijo y cada punto de periodo dos atractores. Estas
curvas subsisten para = ( 5 4) con 5 4. Para 4 los
puntos periódicos mencionados son atractores, y para se convierten
en repulsores.

Supóngase que es una zona absorbente bajo cierta función : R2 R2,
que contiene en su interior un punto fijo repulsor . De acuerdo con [6], [12],
[19] y otros, se dice que existe un hoyo en torno al punto fijo repulsor si
existe un conjunto abierto, simple conexo, , que contiene a y contenido
propiamente en el interior de , con las propiedades siguientes: su frontera
es una curva simple cerrada que es unión finita de arcos cŕıticos, y para
todo , 6= , existe = ( ) N tal que ( ) . Como por
definición una zona absorbente es un conjunto invariante, la órbita de
permanece en , aunque eventualmente abandone . Por otro lado, como
está propiamente contenido en el conjunto = es no vaćıo.

Este conjunto tiene una frontera que consta de dos componentes, una de
las cuales es , y la otra es . Ambas componentes son, por definición,
uniones finitas de arcos cŕıticos. Como por su forma el conjunto parece un
anillo, a se le llama zona anular absorbente. Las órbitas de los puntos en
el hoyo vienen a “morir” en esta zona anular absorbente.

5También es común llamarla bifurcación de Hopf, en analoǵıa con el caso continuo.
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En relación con las funciones , después de que la frontera de cruza
la circunferencia singular cuando = 1, en el interior de comienza un
proceso de creación de un hoyo en torno al origen que ya es punto fijo repulsor.
Se denota a este hoyo por , y a la zona anular por . En el
caṕıtulo se presenta una bifurcación que tiene que ver con la desaparición de
este hoyo y la subsecuente transformación de en .
Adecuando un resultado presentado en [19, p. 285 y p. 301], en el Apéndice

5D se establece una proposición que en forma resumida es como sigue:

Proposición 5.7.7 6= si, y sólo si, las tres preimágenes (de orden
uno) del punto fijo repulsor = 0, distintas de , están fuera de .

De aqúı se desprende que en el momento en el que estas tres preimágenes
cruzan la frontera y penetran en el interior de , el hoyo desaparece. Por
las simetŕıas de , las tres preimágenes de = 0 tocan simultáneamente

. Esto ocurre cuando el valor del parámetro es = 8, donde

8 =
1

3

q
19 + 3 33

4

3
p
19 + 3 33

+
2

3
= 0 83929 (5)

Se tiene, entonces, la siguiente proposición:

Proposición 5.7.1 En el parámetro = 8 tiene lugar una bifurcación
que hace desaparecer al hoyo y transforma a la zona anular en el
conjunto invariante .

En la última sección del caṕıtulo se introduce la noción de punto homo-
cĺınico a un punto fijo repulsor.
En [17], y posteriormente en [13], se demuestra que la existencia de un

tal punto homocĺınico genera una dinámica muy compleja en torno al repul-
sor. También en [13] se establecen condiciones bajo las cuales, en familias de
funciones con ciertas caracteŕısticas espećıficas, al ocurrir una bifurcación en
la cual desaparece un hoyo en torno a un punto fijo repulsor, se producen o
generan puntos homocĺınicos al tal repulsor y, por consiguiente, una dinámi-
ca compleja en torno a éste. A una tal bifurcación se le llama bifurcación
homocĺınica.
Una de estas condiciones es como sigue: se supone que el punto repulsor y

el hoyo están en el interior de una zona absorbente. Si para el parámetro en
el que se desaparece el hoyo se tiene que la variedad inestable del repulsor es
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un conjunto denso en la zona absorbente referida, entonces la bifurcación que
hace desaparecer al hoyo es una bifurcación homocĺınica; es decir, genera, en
el interior de la zona absorbente, puntos homocĺınicos al repulsor.

La evidencia emṕırica, aśı como ciertos resultados generales, llevan a la
conclusión de que la bifurcación mencionada en la proposición 5.7.1 es tal,
que genera puntos homocĺınicos al origen; es decir, al producirse dicha bi-
furcación aparecen tales puntos homocĺınicos, que previamente no exist́ıan.
La discusión de esta problemática esencialmente se turna al Apéndice 5E, en
el que se presenta el siguiente resultado (la variedad inestable del origen se
denota por (0)):6

Proposición 5.7.12 En = 8 se cumple que = (0) y esta igual-
dad subsiste para todos los parámetros en un cierto intervalo con centro
en 8. En consecuencia, la bifurcación que hace desaparecer el hoyo en
= 8, es una bifurcación que genera puntos homocĺınicos en torno al origen,

es decir, una bifucación homocĺınica en torno al origen.

Al desaparecer el hoyo en = 8, la zona anular se transforma
en y, experimentalmente también, se hace evidente que la dinámica en
todo el conjunto es caótica. Esta situación continúa conforme decrece
hasta que, para = 1, se tiene que = . Pasando este parámetro,
para 1 se produce una bifurcación espectacular en la que “explota”
para convertirse en un conjunto disconexo, muy seguramente un conjunto de
Cantor.

Por último, hacemos la siguiente aclaración: como es casi imposible igno-
rar el mundo de cambios dinámicos fuertes que se producen antes y después
de cada una de las bifurcaciones señaladas, se han incluido algunos aspectos
mı́nimos de lo que va ocurriendo entre una y otra de éstas, con la intención
de que se comprenda mejor la creciente complejidad dinámica que va apare-
ciendo conforme el parámetro decrece y se aproxima a 1. Estos aspectos
“transitorios” (secciones 5.3 y 5.5) no se pretende detallarlos demasiado, sino
simplemente evidenciarlos, casi exclusivamente a base de figuras ad-hoc y de
experimentación numérica.

6Nótese que el carácter invariante de obliga a que (0) esté contenido en .
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0.6. Sobre el software utilizado

Es importante, al estudiar sistemas dinámicos, poder experimentar numéri-
camente con una computadora. Excepto por algunas figuras sencillas, que
fueron hechas por el autor con maple sobre la marcha, y otras no tan sencillas,
hechas por Héctor Cejudo Camacho, en este trabajo usamos los programas
DYNAMICS 2 (ver [20]) y FRACTAL (ver [29]). La gran riqueza técnica
de DYNAMICS 2 es impresionante: calcula trayectorias, exponentes de Lya-
punov, cuencas de atracción, órbitas periódicas, diagramas de bifurcación y
otra enorme cantidad de cuestiones, no sólo de iteración de funciones, sino
también de ecuaciones diferenciales. Aún aśı, FRACTAL posibilita ciertos
cálculos ”sencillos”(por ejemplo, dibujar imágenes inversas de ciertos con-
juntos) que no son posibles con DYNAMICS 2. La combinación de ambos
programas resulta muy conveniente y altamente recomendable.
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Caṕıtulo 1

Acción geométrica de en el
plano

En este trabajo se analizan aspectos dinámicos diversos de la familia de
funciones : C C definidas como

( ) = 2 + 2 (1.1)

donde es un número complejo y = representa el conjugado de
= + .
Este primer caṕıtulo se dedica al análisis geométrico de , C. Se

utilizan, en particular, los siguientes conceptos:
Sean , , = 1, 2, subconjuntos del plano. Dos funciones : 1

1 y : 2 2 son equivalentes (en el sentido de Whitney) si existen
homeomorfismos : 2 1 y : 2 1 tales que = 1 . Si
y son difeomorfismos de clase se dice que y son equivalentes,

1 , y si en particular y son funciones afines, a y se les llama
af́ınmente equivalentes. Si = , 2 = 1 = y 2 = 1 = , se dice que
: y : son conjugadas o topológicamente equivalentes.
La derivada de una función la pensaremos siempre como la matriz Jaco-

biana y la denotaremos por . Si el determinante de ( ) es cero, decimos
que es un punto singular de . El conjunto singular de es el conjunto de
todos sus puntos singulares. Al conjunto { ( ) | es punto singular de } se
le llama el conjunto de valores cŕıticos de .
Por definición, un punto singular es un doblez de si es localmente
-equivalente a la transformación ( ) 7 ( 2 ) cerca de (0 0); asimismo
es una cúspide de si es localmente -equivalente a la transformación

1



( ) 7 (
3

3
+ ) cerca de (0 0). De acuerdo con Whitney, el conjunto

de mapeos : R2 R2 cuyos puntos singulares son dobleces o cúspides es
denso en la topoloǵıa .

Desde el punto de vista de sistemas dinámicos, no es tanto la equivalencia
la que interesa sino la conjugación: dos funciones conjugadas tienen esen-
cialmente la misma dinámica; en cambio, dos funciones equivalentes pueden
tener dinámicas bien distintas. Por ejemplo, en la familia (1.1) hay una gran
diversidad de comportamientos dinámicos cualitativamente distintos y, sin
embargo, si 6= 0 todas las funciones de esta familia son af́ınmente equiva-
lentes a un elemento de la misma, a 1( ) =

2+2 , y por lo tanto, todas son
af́ınmente equivalentes entre śı (una demostración de este hecho se deduce
del teorema 1 en [14]).

Aún aśı, la equivalencia entre funciones es de gran importancia; preserva,
por ejemplo la naturaleza de las singularidades. Gruesamente hablando, se
podŕıa decir que una tal clase de equivalencia reune a todas las funciones
que se “parecen” entre śı, lo cual evidentemente es una condición necesaria
para que dichas funciones tengan esencialmente la misma dinámica. Por este
motivo, hacer una clasificación de ciertos mapeos en este tipo de clases de
equivalencia - como se hace en [14] - es un importante primer paso para su
ulterior estudio dinámico.

En este caṕıtulo veremos (teoremas 1 y 2) que, en ciertas regiones del
plano, las funciones son equivalentes a 2 en el exterior de ciertos
discos (las regiones referidas dependen del parámetro ). Este resultados
servirán, en particular, para comprender la acción geométrica de .

En este trabajo una región significa siempre un abierto conexo y una re-
gión cerrada la cerradura de un abierto conexo; denotaremos por a la
circunferencia { C | | | = } y por al disco abierto { C | | | },

0. Al interior, la cerradura y la frontera de un conjunto los denotare-
mos, respectivamente, por , y .

1.1. La imagen inversa del conjunto de val-

ores cŕıticos

Como de costumbre, dada una función : , y un conjun-
to la imagen inversa de bajo se define como el conjunto
{ | ( ) } y se denota por 1 ( ). Especialmente si es un solo
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punto a 1 ( ) se le llama también la preimagen de (bajo ).
Si = 1 + 2, podemos reescribir (1.1) como una función de R2 en R2

de la manera siguiente:

( ) = ( 2 2 + 2 1 + 2 2 2 + 2 2 2 1 )

Si 6= 0 es infinitamente diferenciable mas no es holomorfa. La deriva-
da ( ) está dada porµ

2 + 2 1 2 + 2 2

2 + 2 2 2 2 1

¶
.

El determinante Jacobiano es, entonces,

det ( ) = 4(( 2 + 2) ( 2
1 +

2
2)) = 4(| |2 | |2)

Se infiere inmediatamente que el conjunto singular es una circunferencia
de radio | | con centro en el origen. A este conjunto lo denotaremos por

1( ).
A la imagen del conjunto singular, ( 1( )), lo denotaremos por ( )

Es decir, ( ) es, por definición, el conjunto de valores cŕıticos de .
Es fácil comprobar que ( ) es una hipocicloide de tres picos como se

muestra en la fig.1.1 (ver la siguiente sección).

Fa

L    (a) L(a)-1

figura 1.1
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Los “tres picos” o cúspides de ( ) -que denotaremos, respectivamente,
por y - son la imagen, bajo , de tres puntos en 1( ) que llamaremos

1 1 y 1. Si = | | con 0 = arg 2 estos tres puntos son

1 = | | 3 1 = | | (
3
+2

3
) = 1 y 1 = | | (

3
+ 4

3
) = 2

1

donde =
2
3 y 2 = son ráıces cúbicas de la unidad. Por consiguiente,

= ( 1) = 3 | | 2
3 , (1.2)

= ( 1) = 3 | | ( 2
3
+ 4

3
) y (1.3)

= ( 1) = 3 | | ( 2
3
+2

3
) (1.4)

De acuerdo con las definiciones dadas anteriormente, se puede establecer
lo siguiente: Excepto por los puntos 1 1 y 1, que son cúspides, todos
los puntos del conjunto singular son dobleces ( ver [26] para una demostración
de este hecho si R; el caso general, C, se demuestra esencialmente
de la misma manera).

Nótese que de (1.2), (1.3) y (1.4), se sigue que, mod 2 , duplica el
ángulo de cada uno de los puntos 1 1 y 1 (una pequeña aclaración: en
lugar de “ 1( )”, “ ( )”, etc., hemos escrito simplemente “ 1”, “ ”, para
evitar excesos notacionales. Deberá tenerse presente, sin embargo, que todos
estos puntos dependen del parámetro ).

Como se demostrará en el teorema 1, existe otra curva cerrada, además
de la circunferencia 1 ( ), que es imagen inversa de ( ). Esta otra curva
es tangente a 1( ) en 1 1 y 1, y ocurre el hecho notable de que es
también una hipocicloide de tres picos; denotaremos a esta hipocicloide por

1( ) (fig. 1.2). Con esta notación, la imagen inversa de ( ) está dada por

1( ( )) = 1( ) 1( ).
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v-1
u-1

t-1
v-1*

u-1*

u

vt

t-1* Fa

figura 1.2: Del lado izquierdo, la circunferencia 1( ) y la hipocicloide 1( );
del lado derecho, la hipocicloide ( ). Aqúı, | | = 8 y ( ) = 3

4
, por lo que

( 1) = 4
y ( ) =

2

El teorema 1 nos permitirá deducir, además, cómo se transforma 1( )
en ( ) (aunque ésta es una deducción que puede hacerse también partiendo
sólo de consideraciones geómetricas).

Teorema 1.1.1 Dado C, 6= 0 existe una hipocicloide de tres picos,

1( ), que es imagen inversa de la hipocicloide ( ) y existen también
homeomorfismos : 1( ) 1( ) y : | |2 ( ), tales que

( ( )) = ( 2), 1( ). (1.5)

Es decir, y son tales que el siguiente diagrama conmuta:

1( ) ( )

1( )
2

| |2

Observación: Una hipocicloide de 3 picos se obtiene de hacer girar (sin
patinar) un ćırculo de radio por adentro de otro ćırculo de radio = 3 y
se parametriza (en notación compleja) como sigue:

( ) = 2 + 2 , [0 2 ] . (1.6)
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Aqúı, representa el ángulo central y = 0 corresponde al punto inicial

0 (fig.1.3). Conforme vaŕıa de 0 a 2 , ( ) recorre la hipocicloide en sentido
contrario a las manecillas del reloj.
Si situamos la circunferencia de radio en el centro del ćırculo de radio
= 3 , ésta resulta ser tangente a la hipocicloide en 3 puntos, que podŕıamos
describir como los “mı́nimos” de dicha hipocicloide.

t=
t

(t)

P00

figura 1.3: ( ) = 2 + 2 , [0 2 ].

Nótese que si = | | y | | 1( ),

(| | ) = | |2 2 + 2 | |2 ( ). (1.7)

O sea que, como se dijo previamente, ( 1( )) efectivamente es una
hipocicloide del tipo (1.6), sólo que girada y recorrida de modo un poco
distinto.
Por ejemplo, si 0, es decir, si = ,

(| | ) = | |2 2 + 2 | |2 ( ) = 2 2 + 2 2 .

Como curva, esta hipocicloide coincide con la representada por (1.6) con
= 2, sólo que recorrida en sentido opuesto y empezando desde el punto

inicial (| |) = 2 cuando = 0.
En esencia, en este tipo de hechos se basa la siguiente demostración.

Demostración del teorema 1.1.1. Por simplicidad, dividimos la demostración
en dos casos.
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Caso 1: Sea 0 (i.e. 0 6= = | | ).

Haciendo = , podemos reinterpretar la parametrización (1.6) como
una función de la circunferencia en la tal hipocicloide:

( ) = 2 +
1 2 = .

Llamemos provisionalmente a la hipocicloide parametrizada por la
función | | definida en la circunferencia singular 1( ). Es decir, | | ( 1( )) =
. Si = | | 1( ), es inmediato que¡

| | ( )
¢
= | |2

¡
2
¢
. (1.8)

De aqúı se desprende lo siguiente: Como | |2 parametriza a la hipocicloide
( ), es imagen inversa de ( ). A su vez, la aparición de 2 en (1.8)
muestra que es 2 a 1 de en ( ). Finalmente, comparando (1.7) con
(1.8) se deduce que para recorrer ( ) en el mismo sentido bajo , 1 ( )
y 1 ( ) deben recorrerse en sentidos opuestos. La hipocicloide es la que
denotamos por 1 ( ).

Caso 2: Sea 0 6= = | | con 6= .

Para = | | 1( ), definimos

( ) = ( +
3
) | |( ) = 3 | |( ) = 3

µ
2 +

1

| |
2

¶
.

La hipocicloide ( 1( )) es como la dada por (1.6), pero girada un
ángulo igual a +

3
. Denotamos a esta hipocicloide por 1( ).

Para = | |2 | |2 definimos

( ) = ( 2
3
)
| |2( ) =

2
3

µ
2 +

1

| |2
2

¶
.

Obviamente ( | |2) = ( ).

Por ser en esencia parametrizaciones de hipocicloides, ambas funciones,
y , son homeomorfismos en sus respectivos dominios.

Sólo resta hacer un cálculo directo. Sea, pues, = | | (nótese que,
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entonces, 2 = | |2 ):

( ( )) =

µ
3

µ
2 +

1

| |
2

¶¶
=

2
3

µ
2 +

1

| |
2

¶2
2 | | 3

µ
2 +

1

| |
2

¶
=

2
3

µ
4 2 + 4

1

| |
2 +

1

| |2
4 4 | | 2 2

¶
=

2
3

µ
2 2 +

1

| |2
4

¶
=

¡
2
¢
.

Con esto se establece la ecuación (1.5) y el teorema 1 queda demostrado.
¤

Ahora examinaremos geométricamente la acción de restringida a 1( ).
Llamaremos indistintamente cúspides a los picos de las dos hipocicloides,

1( ) y ( ), aunque debe tenerse presente que las de 1( ) no son pun-
tos singulares. En general, excepto por 1 1 y 1, los puntos de 1( )
no son puntos singulares. Además,

1( ) 1( ) = { 1 1 1}.

Si R, las hipocicloides 1( ) y ( ) tienen un eje de simetŕıa en el
, y, como se muestra en las figuras 1.4, si 0 ambas quedan en el

“mismo sentido”, mientras que si 0, quedan “invertidas” una respecto a
la otra. En particular, si 1 0, la hipocicloide ( ) queda contenida
dentro la región acotada cuya frontera es 1( ). Es fácil convencerse que
ambas hipocicloides coinciden si y sólo si = 1.
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1( ) (fuerte) y ( ); = 0 8 1( ) (fuerte) y ( ); = 1 2

1( ) (fuerte) y ( ); = 0 8 1( ) (fuerte) y ( ); = 0 3
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1( ) (fuerte) y ( ), C R.

figuras 1.4.

Del teorema 1.1.1 se sigue que es una función 2 a 1 de 1( ) en
( ) (es decir, cada punto de ( ) proviene de dos puntos de 1( )) mien-
tras que es 1 a 1 - inyectiva - de 1( ) en ( ). Por lo tanto, excepto las
cúspides, todo punto de ( ) proviene exactamente de tres puntos: dos en

1( ) y uno en 1( ). Las cúspides y de ( ), además de provenir
de 1 1 y 1, provienen también de las cúspides de 1( ) que deno-
taremos, respectivamente, por 1 1 y 1. Es decir,

1( ) = { 1 1},
1( ) = { 1 1} y 1( ) = { 1 1}.
Si = | | , es fácil ver que

1 = 3 | | (
3
+ )

1 = 3 | | (
3
+ 5

3
) = 1 y 1 = 3 | | (

3
+
3
) = 2

1,

de donde se sigue que los correspondientes argumentos de 1 1 y 1 son
también duplicados por (todos los ángulos son mod 2 ).

En lo que sigue, dada una curva plana y dos puntos y de la misma,
denotaremos por ( ) al arco de que va de a .

Continuando, 1( ) 1( ) se mapea en ( ) del modo siguiente: El
arco ( 1 1) de 1( ), aśı como los arcos ( 1 1) y ( 1 1) de 1( ), se
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transforman bajo en el arco ( ) ( ). Análogamente, los arcos ( 1 1)
y ( 1 1) de 1( ) y ( 1 1) de 1( ), se transforman, cada uno de ellos,
en ( ) ( ). Finalmente, ( ) ( ) proviene de ( 1 1) ( 1 1)

1( ) y ( 1 1) ( ). Nótese que bajo la función, 1( ) y ( ) se
recorren en el mismo sentido mientras que 1( ) y ( ) se recorren en
sentidos opuestos (ver fig.1.5).

v-1
u-1

t-1
v-1*

u-1*

Fat-1* u

t v

fig. 1.5: La acción de en 1( ) y 1( ).

En realidad, no sólo restringida a 1( ) sino en todo el exterior de dicha
hipocicloide la función se comporta, geométricamente, en forma “parecida”
a 2 (teorema 1.3.1).

Observación sobre la notación: Siguiendo textos como [19], denotaremos
por ( ), N, a una región del plano en la cual cada punto tiene
exactamente preimágenes bajo una función (si es que tal región existe).
En el caso de las funciones escribiremos ( ).
Denotemos por ( ) a la región no acotada del plano cuya frontera es

1( ) (es la que queda fuera de 1( )).
En lo que sigue, veremos que cada punto de la región no acotada cuya

frontera es ( ) tiene exactamente dos preimágenes en ( ); por tal razón
llamaremos a dicha región 2( ). Veremos también que cada punto de la
región acotada cuya frontera es, también, ( ) (la que queda dentro de esta
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hipocicloide) tiene exactamente cuatro preimágenes, todas ellas en el interior
de la región acotada por la otra hipocicloide, por 1( ); por tal razón a
dicha región la llamaremos 4( ).

A continuación se introducen dos familias de curvas que nos serán de
utilidad para lo que sigue después.

1.2. Dos importantes familias de curvas

El caso real: R. Sean , y números reales; para R, definimos

( ) = 2 (1.9)

y
( ) = + 2 2 (1.10)

Cada una de estas dos ecuaciones parametriza una curva plana cerrada
que si 6= 0 6= se recorre sólo una vez si [0 2 ). En particular, si =
2 | |, ( ) parametriza a la hipocicloide 1( ) y si = 0, ( ) parametriza
a la circunferencia singular 1( ) (recorrida dos veces si [0 2 )). Por
otra parte si = 2 2, ( ) parametriza al conjunto de valores cŕıticos, la
hipocicloide ( ). En este sentido, a estas curvas las podemos considerar una
generalización de las hipocicloides de tres picos usuales.
Sean 1( ) la familia de curvas parametrizadas por la ecuación (1.9) y

2( ) la de las curvas parametrizadas por la ecuación (1.10). Por lo dicho pre-
viamente, 1( ) y 1( ) pertenecen a 1( ) mientras que ( ) es elemento
de 2( ).

Propiedades de las familias 1( ) y 2( ):
(i) Para cualesquiera dos números y se cumple que ( + ) = ( )

y ( + ) = ( ).
(ii) Si 0, ( ( )) = (2 ), R, con = 2 2 2 2 2.
(iii) Si 2 2, existe 0 tal que ( ( )) = (2 ), R.
En particular, si 0 2 2, existen 1 y 2, con 0 1 2 | | y
2 | | 2 2 | |, tales que (

1
( )) = (2 ) y (

2
( )) = (2 ),

R. En cambio si 2 2, existe un único real 2 | | tal que
( ( )) = (2 ), R. Si = 0, 2| |( ) = 2 | | 2 es

tal que ( 2| |( )) = 0(2 ) =
2 4

| |2, R.
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(iv) Si 6= 1, toda curva en 1( ) es distinta de toda curva en 2( ).
Si = 1, ambas familias coinciden.

Observaciones: La propiedad (i) nos dice que y parametrizan
la misma curva, pero recorrida, digamos, desde distinto punto inicial. Lo
mismo vale para y . La propiedad (ii) implica que si [0 2 ),
bajo cada curva en 1( ) se mapea 2 a 1 en una curva de 2( ). En
este sentido, la función va de 1( ) en 2( ), y la propiedad (iii) nos
dice que es una transformación suprayectiva de 1( ) en 2( ). Más aún,
como y parametrizan la misma curva, (iii) también nos dice que si
0 2 2, tiene dos imágenes inversas en 1( ),

1
y

2
, cada una de

las cuales se mapea 2 a 1 en . En consecuencia, si 0 2 2, la curva
está contenida en 4( ) mientras que si 2 2, dicha curva está contenida en

2( ). Se desprende también, entonces, que si 0 2 | |, está contenida

en 1( 4( )) y si 2 | |, está contenida en ( ) = 1( 2( )) (ver
figura 1.8). Más abajo ilustraremos la relación entre estas curvas

1
y

2
que

van a dar a bajo cuando 0 2 2. Por último, como colecciones de
curvas, si 6= 1 estas dos familias son ajenas, por (iv). A 1( ) la podemos
considerar contenida en el dominio de y a 2( ) en la imagen. Esto nos
va servir para demostrar el teorema 2 de la sección anterior. El caso = 1
es sumamente especial; éste es el único parámetro (real o complejo) para el
cual ambas familias coinciden y las consecuencias son importantes, como se
verá en el caṕıtulo 2, dedicado ı́ntegramente al caso = 1.

Demostración de las propiedades.

Es útil tener presente la gráfica de la función ( ) = 2 2 2 como se
muestra en la figura 1.6.
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2a

-2a

2|  |a

2

2
2 |  |a

2

1

figura 1.6: ( ) = 2 2 2

Básicamente todas las propiedades se desprenden de cálculos más o menos
simples. Por ejemplo, para (i), ( + ) = ( + ) 2( + ) =

2 = ( ). En forma idéntica se prueba que ( + ) = ( ). Para
(ii), sea 0:

( ( )) = ( )2 + 2 ( )

= 2 2 2 + 2 4 + 2 2 2 2

= ( 2 2 2) 2 + 2 4 = ( 2 2 2)(2 )

Nótese que 2 2 2 2 2 si 0.
Nuevamente recurriendo a la gráfica, si 2 2, existe un único número
0 tal que = 2 2 2. Usando este número y lo hecho en (ii) se sigue

que ( ( )) = (2 ).
Obsérvese que [ 2 2 2 2] está contenido en la imagen de , y que si

0 2 2, existen 2 [0 2 | |) y 1 ( 2 | | 2 | |] tales que ( 1) =
y ( 2) = , como se ilustra en la figura. Los valores de 1 y 2 son:

1 = 2 2 + , 2 = 2 2 .
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Ahora, un cálculo como el hecho en (ii) nos permite concluir que (
1
( )) =

(2 ) y (
2
( )) = (2 ).

En el propio enunciado de (iii) se resuelve el caso = 0. Este es un
caso importante porque nos pernite tener una parametrización de la imagen
inversa de la circunferencia de radio | |2, tangente a ( ) en los puntos ,
y .

Finalmente, si = 1, ( ) = + 2 y ( ) = + 2 , por lo
que ambas curvas coinciden si = . Si 6= 1, de la forma de las ecuaciones
(1.9) y (1.10), se sigue que se trata de curvas diferentes para todos los valores
de y . ¤

Observación: Nótese que de la demostración que se acaba de hacer se
desprende que a 2( ) la podemos considerar como la familia de curvas

2 2 2( ) = ( 2 2 2) + 2 con 0.

2.51.250-1.25

2.5

1.25

0

-1.25

-2.5

x

y

x

y

(a)

52.50-2.5

5

2.5

0

-2.5

-5

x

y

x

y

(b)
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21.510.50-0.5-1

2

1

0

-1

-2

x

y

x

y

(c)

1.510.50-0.5

1.5

1

0.5

0

-0.5

-1

-1.5

x

y

x

y

(d)
figura 1.7: Elementos de las familias 1 ( ) y 2 ( ) para 0: (a) 1 ( ) y

tres curvas 1 ( ) con 2 | |. Estas tres curvas están contenidas en ( ).
(b) Las imágenes bajo de las curvas anteriores; todas ellas son elementos de

2 ( ) y están contenidas en 2 ( ). En particular, aparece
¡

1 ( )
¢
= ( ).

(c) Nuevamente aparece 1 ( ) pero ahora con dos curvas 1
y

2
con 0

1 2 | | 2 2 | |. la imagen de estas dos curvas es una sola curva que

aparece en (d) junto con ( ).

1.3. Equivalencia con 2 en el exterior de

1 ( )

Teorema 1.3.1 Sean 0 6= C y ( ) = 2, C. Entonces, las funciones
: ( ) 2( ) y : C | | C | |2 son -equivalentes. Es decir,

existen difeomorfismos : C | | ( ) y : C | |2 2( ) tales
que

( ( )) = ( 2), C | |. (1.11)

Demostración del teorema 1.3.1.
Nótese, en particular, que de la aparición de 2 en (1.11), se sigue que cada

punto de la región que hemos llamado 2( ) tiene en efecto dos preimágenes
en ( ).
Nuevamente dividimos la demostración en dos casos.
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Caso 1: R:
La idea es basarnos en las parametrizaciones (1.9) y (1.10). Sea

C | |. Escribimos = | | con | | | |, y definimos:

( ) = 2
2

| |2 .

Nótese que esta función transforma a la circunferencia de radio | | | |
inyectivamente en la curva 1( ) con = 2 | | 2 | |. Esta curva
está contenida en C ( ) y resulta biyectiva de C | | en C ( ).

Análogamente, para C | |2 , es decir, | | | |2, definimos la función

( ) = (4 | | 2 2) | | +
2

2

| |2

Nótese, por un lado, que 2
p| | 2 | | dado que | | | |2 y, por otro,

que transforma inyectivamente la circunferencia de radio | | | |2 en la
curva 2( ) con = 4 | | 2 2 =

³
2
p| |´2 2 2 2 2. Esta función

es biyectiva de C | |2 en C 4( ).
Veamos que se cumple (1.11).
Sea | | | |. Entonces 2 | | 2 | |, 2 | |2 2 | |2 y

( ( )) =

µ
2

2

| |2
¶

=

µ
2

2

| |2
¶2
+ 2

µ
2

2

| |2
¶

= 4 2 4
2

| |2 +
2

4

| |4 + 4 2 2
2

| |2

=
¡
4 | |2 2 2

¢ 2

| |2 +
2

4

| |4 = ( 2)

Caso 2: C R.
Sean y números reales y = | | con 0 6= 6= . Sea 1( ) la

familia de curvas definidas por

( ) = 3

¡
+ | | 2

¢
, R,
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y 2( ) la familia de curvas

( ) =
2
3

¡
+ | |2 2

¢
, R.

Cada una de estas familias difiere de la correspondiente para R sólo
por una rotación. Evidentemente, entonces, estas familias tienen las mismas
propiedades básicas que las de las curvas definidas por (1.9) y (1.10). En
particular, también en este caso 1( ) y 1( ) pertenecen a 1( ) mientras
que ( ) es elemento de 2( ).
Para = | | con | | | |, definimos:

( ) = 3

µ
2 | |

2

| |2
¶
. (1.12)

Análogamente, para | | | |2, definimos

( ) =
2
3

µ
(4 | | 2 | |2) | | + | |

2
2

| |2
¶

(1.13)

Nótese que transforma a la circunferencia de radio | | | | inyectiva-
mente en la curva 1( ) con = 2 | | 2 | |. Esta curva está contenida
en C ( ) y resulta biyectiva de C | | en C ( ).
Análogamente, transforma inyectivamente la circunferencia de radio

| | | |2 en la curva 2( ) con = 4 | | 2 | |2 =
³
2
p| |´2 2 | |2

2 | |2. Esta función es biyectiva de C | |2 en C 4( ).
Haciendo un cálculo como el hecho más arriba se concluye que

( ( )) = ( 2), C | |,

con lo cual el teorema 1.3.1 queda demostrado. ¤

Observación: Sea C. Utilizando (1.12) podemos extender continu-
amente a la frontera, en donde coincide con la función dada en el teorema
1. En efecto, sea | | = | |; entonces:

( ) = 3

µ
2 | |

2

| |2
¶
= 3

µ
2

2

| |
¶
= ( ).
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Análogamente, definiendo ( ) por (1.13) para | | = | |2, obtenemos

( ) =
2
3

µ
(4 | |2 2 | |2) | |2 + | |

2
2

| |4
¶
=

2
3

µ
2 +

2

| |2
¶
= ( ).

Es decir, = | 1( ) y = | | |2.
De todo esto resulta que en realidad el teorema 1 se puede obtener como

corolario del teorema 2 y ambos resultados se pueden considerar como dos
aspectos de un mismo fenómeno que es el siguiente: En las hipocicloides

1( ) y ( ) y en el exterior de éstas, la función es equivalente en el
sentido de Whitney a 2 en el complemento de ciertos discos abiertos.

1.3.1. Acción geométrica de en el exterior de 1 ( ).

Ayudados por el teorema 2 y unos cuantos cálculos sencillos podemos con-
cluir lo siguiente: Para empezar, cada punto de 2( ) proviene de dos puntos
de ( ), es decir, es 2 a 1 de ( ) en 2( ). Sean y los 3 rayos (en
el contradominio) que parten del origen y que pasan, respectivamente, por
y . Cada uno de estos 3 rayos tiene dos preimágenes en ( ). Denotemos

por 1 1 1 1 1 y 1 a los 6 rayos (en el dominio) que parten del
origen y pasan, respectivamente, por 1 1 y 1. La parte de cada
uno de estos 6 rayos que queda en ( ), se transforma en la parte respectiva
de y que queda en 2( ); es decir,

( 1 ( )) = ( 1 ( )) = 2( )

( 1 ( )) = ( 1 ( )) = 2( ) y

( 1 ( )) = ( 1 ( )) = 2( )

O sea que las imágenes de estas 6 (semi)rectas son también unas (se-
mi)rectas y como cada una de ellas tiene el mismo ángulo que el del punto
mencionado por el que pasa, resulta que también aqúı ha habido una dupli-
cación de ángulos. En otras palabras, los ángulos de los rayos y son el
doble - mod2 - de los de sus respectivas preimágenes 1 1 1 1 1

y 1

Con base en los seis rayos 1 1 1 1 1 y 1 dividimos a ( )
en seis regiones ( ) = 1 6 (las partes de los seis rayos que quedan en
( ) forman, por pares, partes de la frontera de las regiones ( ). Ver fig.
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1.5); entonces, como aqúı es 2 a 1, transforma a estas regiones, por
pares, en tres regiones 1( ), 2( ) y 3( ) de la siguiente manera:

( ( )) = ( +3( )) = ( ),

o equivalentemente,

1( ( )) = ( ) +3( )

para 1 3. A su vez, las regiones ( ) están delimitadas por las partes
de los tres rayos y que quedan en 2( ). Cada punto en ( ) proviene
de dos puntos distintos, uno en ( ) y otro en +3( ), 1 3.

FaU-1

U-1* T-1

-1u
t -1

v-1

V-1

R5(a)
R6 (a)

R4(a)

R3(a)
R2 (a)

R1 (a)

T-1*

V

U

u

t v
T

V-1*

S

S

S1
(a)

3 (a)

2 (a)

Del lado izquierdo, las regiones ( ), = 1 6, del derecho, ( ), = 1 3

figura 1.8.

1.4. Comportamiento de en la región aco-

tada cuya frontera es la hipocicloide 1( )

En esta subsección nos limitamos a señalar solamente un aspecto de este
comportamiento:
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La hipocicloide ( ) es una curva simple cerrada que divide al plano
en dos regiones. Por ser el conjunto de valores cŕıticos de , dentro de
cada una de estas regiones todos los puntos tienen el mismo número de
preimágenes (además, el número de preimágenes entre una región y otra di-
fiere por un múltiplo de 2)1. Como el origen tiene cuatro preimágenes, a
saber: 0, 2 1, 2 1 y 2 1, en la región acotada por ( ) cada pun-
to tiene cuatro preimágenes. A esta región acotada, que queda dentro de la
hipocicloide ( ), la denotaremos por 4( ).
Entonces, 1( 4( )) consta de cuatro componentes ajenas, contenidas

en la región acotada cuya frontera es la hipocicloide 1( ), determinadas
por las curvas 1( ) y 1( ): una es la que queda dentro del ćırculo singular
y las otras tres, las que quedan fuera de este ćırculo pero dentro de 1( ).
Denotaremos, respectivamente, a estas regiones por 0( ) 1( ) 2( ) y

3( ) (ver fig. 1.10). Con esta notación,

1( 4( )) = 0( ) 1( ) 2( ) 3( ).

El hecho de que, bajo , cada una de estas regiones ( ) se transfor-
ma biyectivamente en 4( ) es consecuencia de que los puntos de 1( )
{ 1 1 1} son dobleces.

Fa

A

A

AA Z0 1

2

3 4

A0(a) A1(a) A2(a) A3(a) Z4(a), , y

Figura 1.9.

1Este hecho es fácil de comprobar en el caso de las funciones , pero también es
consecuencia de resultados generales: Véase Milnor, J., Topology from the di erentiable
Viewpoint, Princeton University Press, 1997.
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Nótese, finalmente, que

2( ) = C 4( ),

4( ) = 4( ) ( ), y

4( ) = 2( ) = ( ).
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Caṕıtulo 2

Sobre la conexidad del conjunto
de puntos cuya órbita es
acotada.

Sea un espacio métrico y : una función continua. Dado
, la órbita de bajo es la sucesión

©
( )
ª
=0
donde 1 = ,

= 1 si N y 0 = . Denotamos a dicha órbita por ( ).
Se dice que es transitiva en si para cada par de conjuntos abiertos no
vaćıos de , digamos y , existen y un entero positivo tal que
( )

Un punto es periódico si ( ) = para alguna N; al menor natural
que satisface esta igualdad se le llama el periodo de y se dice que es

un punto de periodo . Al conjunto de puntos periódicos de lo denotamos
por .

Si es un conjunto denso en y, a la vez, es transitiva en , se
dice que es caótica en , en el sentido propuesto por Devaney [11].

Se dice que un conjunto es totalmente invariante bajo si ( ) =
1 ( ) = ; se dice que es invariante hacia adelante si ( ) = , e invari-

ante hacia atrás si 1 ( ) = .1

Al conjunto de puntos C cuya órbita es acotada bajo la función
lo denotamos por . En analogia con el caso holomorfo, ocasionalmente
llamaremos a éste el conjunto de Julia lleno de .

1Si es suprayectiva (i.e., ( ) = ), es inmediato que es invariante hacia atrás si,
y sólo si, es totalmente invariante.
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En lo que resta del caṕıtulo se establecerán varios resultados preliminares
para demostrar los teoremas 2.2.5 y 2.2.5 que se enuncian a continuación:

Teorema 2.2.5 Si 1( ) , entonces es conexo.

Teorema 2.3 Si ( ) para todo 1( ), tiene una
infinidad (no numerable) de componentes.

Es fácil ver que es totalmente invariante bajo y, como veremos
más abajo, es un conjunto compacto para todo C. Por lo tanto, del
teorema 2.2.5 se desprende que si 1( ) , entonces es un continuo,
es decir, un compacto conexo.

Algunos parámetros para los que se cumple que 1( ) son los
números reales tales que 1 0 y los números complejos que satisfacen
| | 1

3
. En todos estos casos es conexo.

Si | | es “grande” - por ejemplo si | | 1+ 2 o si ( 1) (2 ),
se cumple la hipótesis del segundo resultado, o sea, que ( ) para
todo 1( ). En todos estos casos es disconexo.

El rećıproco del teorema 2.2.5 es falso porque puede ocurrir que algunos
puntos del conjunto singular 1( ) tengan órbita no acotada y, sin embargo,

sea conexo. Por ejemplo, para parámetros reales, es conexo si, y sólo
si, [ 1 2] (véase [26]). No obstante, para (1

3
2] siempre existen

arcos de la circunferencia 1( ) cuyos puntos tienen órbita no acotada; un
ejemplo de esto se muestra en la siguiente figura 2.1, en la que se nota que la
circunferencia singular 1(

2
5
) intersecta tanto al conjunto 2

5
(que aparece

en el centro de la figura, con una evidente “simetŕıa triangular”), como al
exterior de éste, que constituye la “cuenca de atracción de infinito”, es decir,
el conjunto de puntos cuyas órbitas tienden a .
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= 2
5
: conexo y 1 * .

figura 2.1.

La experiencia parece indicar que si todos los puntos de 1( ) tienen
órbita no acotada, entonces no solamente tiene una infinidad de compo-
nentes, sino que es un conjunto de Cantor (compacto, perfecto y totalmente
disconexo, o sea que sus componentes son puntos).
Hechas estas salvedades, los teoremas 2.2.5 y 2.3 son indudablemente

análogos a un muy importante teorema de sistemas dinámicos discretos holo-
morfos que enunciamos más abajo, establecido en forma independiente por
Pierre Fatou y Gaston Julia alrededor de 1920 para polinomios complejos.
Para comprender dicho enunciado, hacemos las siguientes precisiones: para
funciones holomorfas : C C el conjunto de Julia lleno es, también, el de
los puntos cuya órbita es acotada. El que se llama simplemente conjunto de
Julia es distinto, y es, por definición, el conjunto de puntos en torno a los
cuales la familia de iteraciones de ,

© ª
, no es una familia normal.2

Para funciones racionales complejas se demuestra que el conjunto de Julia
es totalmente invariante, es no vaćıo y si su interior es vaćıo, es la frontera
del conjunto de Julia lleno (si su interior es no vaćıo el conjunto de Julia
coincide con todo C). Se demuestra también que dicho conjunto de Julia es,
en particular, conexo, si y sólo si, el conjunto de Julia lleno también lo es.

2Para un tratamiento del tema de familias normales véase, por ejemplo, L. V. Alfhors,
Complex Analysis, McGraw-hill, 1979.
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El teorema mencionado de Fatou-Julia para polinomios se puede formular
como sigue (véase [9, p. 80]).

Teorema (Fatou-Julia). Sea un polinomio en C y denotemos por
al conjunto de puntos cŕıticos de ; i.e. = { | 0 ( ) = 0}. Entonces:
(i) está contenido en el conjunto de Julia lleno de si, y sólo si,

dicho conjunto es conexo y equivalentemente, si y sólo si, el correspondiente
conjunto de Julia es conexo.

(ii) Si la ( ) para todo , entonces ambos, el conjunto
de Julia lleno y el conjunto de Julia coinciden y son un conjunto de Cantor.

Este resultado constituye una instancia muy significativa del papel que
juega el conjunto singular en la dinámica de una función compleja.

En general, en variable compleja es un hecho muy aceptado que los puntos
cŕıticos hasta cierto punto determinan el comportamiento dinámico de una
función. También en el caso real muchos autores han evidenciado que el
conjunto singular juega un papel bastante determinante en la dinámica de
las funciones (ver, por ejemplo, [19] y [1]).

Hay, sin embargo, una diferencia notable entre uno y otro caso: Las fun-
ciones racionales complejas - los polinomios en particular - tienen sólo un
número finito de puntos cŕıticos, es decir, el conjunto singular es finito. En
cambio, el conjunto singular de las funciones (no invertibles) de R2 en R2
suele ser una curva (o varias). Quizá en esta diferencia subyace la aparición
de fenómenos dinámicos tan distintos en uno y otro caso.

2.1. Cuestiones Dinámicas Preliminares.

Lema 2.1.1 Sea C. Si | | 1 + 2 | | entonces | ( )| | |

Demostración: Tenemos, para todo C, que

| ( )| = ¯̄ 2 + 2
¯̄ ¯̄| |2 2 | | | |¯̄ = | | || | 2 | || .

Si | | 1 + 2 | | se sigue que | | 2 | | 1 por lo que | ( )| | |. ¤

Lema 2.1.2 (Criterio de escape) Si | | 1+ 2 | | entonces ( )
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Demostración: Si | | 1 + 2 | |, del lema 2.1.1 podemos concluir por
inducción que

¯̄
+1 ( )

¯̄ ¯̄
( )
¯̄
para todo entero 0. En consecuencia©¯̄

( )
¯̄ª
es una sucesión monótona creciente de números reales positivos.

Supongamos que es acotada, o equivalentemente, que existe R tal que

= ĺım
¯̄

( )
¯̄
.

Obviamente = sup
©¯̄

( )
¯̄ª

1 + 2 | |. Esto implica que © ( )
ª
es

acotada en R2 y, por lo tanto, tiene una subsucesión
©

( )
ª
convergente

a cierto C. Necesariamente | | = , y como es continua,¡
( )
¢
= +1 ( ) ( ) .

Como | | = 1 + 2 | | se sigue que | ( )| | |, lo cual implica,
a su vez, que infinidad de términos de la (sub)sucesión

©
+1 ( )

ª
tienen

módulo mayor que | | = Pero ello es imposible porque
¯̄

( )
¯̄

N. En consecuencia,
ĺım

¯̄
( )
¯̄
= ,

y queda demostrado el lema. ¤

Observación: Como ( ) si , podemos extender continua-
mente la definición de al plano extendido C { } haciendo ( ) = .
Esto convierte a en un punto fijo de . De hecho es un punto fijo
atractor de para todo C.

Al conjunto de puntos cuya órbita tiende a se le llama la cuenca de
atracción de . Denotamos a este conjunto por ( ). Es fácil ver que
( ) es un conjunto abierto y como ( ) = C , necesariamente es

totalmente invariante bajo dado que lo es.
Denotemos por D al disco cerrado { | | | 1 + 2 | |}.
El lema 2.1.2 nos dice que el exterior de D está contenido en ( ) para

todo C. En consecuencia, D (pudiendo ocurrir que | | = 1 + 2 | |
para algún : por ejemplo, si 0, el número 1 2 = 1 + 2 | | es un
punto fijo de y por lo tanto es un elemento de ).
Nótese que si | ( )| 1 + 2 | | para algún entero 0, argumentando

como en el lema 2.1.2 se concluye también que ( ) . Por lo tanto,
la órbita de es acotada si, y sólo si,

¯̄
( )
¯̄

1 + 2 | | para todo 0.
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Tenemos entonces la siguiente igualdad:

=
© | ¯̄ ( )

¯̄
1 + 2 | | 0

ª
(2.1)

De aqúı se deriva un algoritmo elemental (bastante común en casos como
éste) para calcular en forma aproximada, con ayuda de una computadora, al
conjunto . El número 1 + 2 | | es el “radio de escape”: se toma un punto
inicial 0 D y se fija cierto número máximo de iteraciones - llamémoslo,
por ejemplo, . Si

¯̄
( 0)

¯̄
1 + 2 | | para 0 , marcamos de negro

al punto 0 y en cualquier otro caso, lo marcamos blanco. Damos ejemplos
de conjuntos calculados usando este algoritmo en la figura 2.2.

= 0.4 = 0.88

= 1.1 = 0.5 + 0.5
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= 0.5 + 0.55 = 1

= 0 35 = 0.25 + 0.25
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= 0.35 + 0.55

figura 2.2: Algunos conjuntos .

En lo que sigue denotaremos por al disco cerrado { | | | }, 0.
Demostraremos ahora que el conjunto es compacto para todo C. Ello
es consecuencia del siguiente

Lema 2.1.3 Sea 1 + 2 | |. Entonces
1 ( ) . (2.2)

Demostración: Supongamos que , o sea | | 1 + 2 | |. Por el
lema 2.1.1 | ( )| | | y, por lo mismo, ( ) En consecuencia, si

1 ( ) tenemos que ( ) y por lo tanto . ¤

Corolario 2.1.4 Si 1 + 2 | |, la colección © ( )
ª
es una sucesión

anidada decreciente de conjuntos compactos no vaćıos y

=
\
=0

( ) . (2.3)

Entonces, el conjunto es compacto para todo C.
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Demostración: Obviamente ( ) es no vaćıo para todo N. De la
contención (2.2), se sigue, por inducción, que

1 ( ) ( ) .

Esto prueba que si N, ( ) es acotado y como también es cerrado,

es compacto. Por lo tanto,
T
=0

( ) es un conjunto compacto no vaćıo.

Para demostrar la igualdad (2.3) estableceremos la doble contención.

Como D y es totalmente invariante, ( ) =

( ) para todo N, por lo que
T
=0

( ).

Por otro lado, si
T
=0

( ) tenemos ( ) N y por lo

tanto, la orbita de es acotada; en consecuencia,
T
=0

( ) . ¤

Como caso particular del Corolario 2.1.4 tenemos que
©

(D )
ª
forma

una sucesión anidada decreciente de conjuntos compactos y

=
\
=0

(D ) (2.4)

Las igualdades (2.3) y (2.4) proporcionan un algoritmo - naturalmente
algo burdo - para dibujar al conjunto : Se toma cualquier disco cerrado
suficientemente grande (i.e., con 1 + 2 | |) y se van graficando sus

imágenes inversas sucesivas ( ). Conforme sea más grande, se puede
apreciar mejor al conjunto . Las figuras siguientes ilustran este proced-
imiento para = 1

4
+ 1

4
tomando 2 como disco inicial.
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(a) 1 ( 2) (b) 2 ( 2)

(c) 3 ( 2) (d) 4 ( 2)
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(e) 5 ( 2) (f) 15 ( 2)

figura 2.3

Observación: Si 1 + 2 | | es fácil concluir, no sólo que 1 ( ) ,
sino que

1 ( ) . (2.5)

En efecto: si | | 1 + 2 | |, tenemos | ( )| | | por lo que ( )
; de aqúı que si 1 ( ), necesariamente | | .
Más aún, de (2.5) se desprende que, en general,

1( ) ( ) , N (2.6)

Esto nos será muy útil en la siguiente sección.

2.2. Sobre la conexidad de .

La idea de la demostración de la conexidad de es semejante a la del
inciso (i) del teorema mencionado de Fatou-Julia: Tomamos un disco cerra-
do con 1 + 2 | | y, aprovechando que 1 ( ) , demostramos
que ( ) es conexo si 0. Entonces, por ser

©
( )

ª
una suce-

sión anidada decreciente de conjuntos conexos y compactos, la intersecciónT
=0

( ) es conexo y de (2.3) se sigue que es conexo.

Recordar que por definición, una función : R R se dice que es
propia si la imagen inversa de cualquier conjunto compacto es un conjunto
compacto.
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Lema 2.2.1 : C C es propia para todo C.

Demostración: Sea cualquier conjunto compacto en el plano. Obvia-
mente 1 ( ) es cerrado. Sea 1 + 2 | | lo suficientemente grande de
modo que esté contenido en el disco cerrado de radio , . Entonces, co-
mo 1 ( ) 1 ( ) , 1 ( ) es acotado y por lo tanto, es compacto.
¤

Lema 2.2.2 Sea una curva lisa simple cerrada. Supongamos que el con-
junto de valores cŕıticos de - la hipocicloide ( ) - está contenido en la
región acotada cuya frontera es . Entonces, 1 ( ) es una curva lisa sim-
ple cerrada que se mapea 2 a 1 en . Además, 1( ) queda contenida en la
región acotada cuya frontera es 1 ( ).

Demostración: Como es propia, 1 ( ) es un compacto. Como por
hipótesis ( ) = , se sigue que 1 ( ) 1( ) = ; es decir, en

1 ( ) no hay puntos singulares. En consecuencia, 1 ( ) es una variedad
compacta de dimensión 1 y, por un conocido teorema de clasificación, cada
componente conexa de 1 ( ) es difeomórficamente un intervalo o una curva
cerrada (ver [18]). Vamos a ver que en este caso 1 ( ) es sólo una curva
cerrada.

Como se vió en el caṕıtulo anterior, en 2( ) (la región exterior a ( ))
cada punto tiene exactamente 2 preimágenes, ambas en ( ) = 1( 2( ))
(región exterior a 1 ( )). De la hipótesis se sigue que 2( ). Entonces,

1 ( ) ( ) y cada punto de proviene de dos puntos de 1 ( ).

Manteniendo la notación del caṕıtulo 1, sean y las intersecciones
respectivas de con los rayos , y (cada uno de estos puntos tiene
exactamente 2 preimágenes en ( ). Una idea esquemática de la situación
se presenta en la fig.2.4; ah́ı, las preimágenes de se denotan por 1, 2,
etc.)

Conforme se recorre de a en sentido contrario a las manecillas del
reloj, cada una de las dos componentes de 1( ) es recorrida de una de las
imágenes inversas de a una de las de . Evidentemente, conforme se
recorre de a , luego a y luego de nuevo a 1 ( ) dibuja una única
curva cerrada (que se mapea 2 a 1 en ). Como 1 ( ) ( ), se sigue
que 1( ) queda contenida en la región acotada cuya frontera es

1 ( ).
¤
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q1

s1

p
1

T-1* P

U*-1

V*

U

Fa

-1

-1

-1

p2

2q
s2

T-1

V-1

U

(  )

Q

figura 2.4:

Observación: Si ( ) = , no necesariamente ocurre que 1 ( )
es una sola curva simple cerrada; la figura 2.5 muestra ejemplos en los que

1 ( ) tiene dos componentes a pesar de que ( ) = . El hecho clave
en el lema 2.2.2 es que, adicionalmente a la hipótesis ( ) = , ( )
está contenida en la región acotada cuya frontera es . Es decir, “rodea”
por fuera al conjunto ( ). En consecuencia, la imagen inversa de , 1 ( ),
“rodea” también por fuera a la hipocicloide 1( ), tal como se señala en el
lema.
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U*-1

U-1

U

Fa (  )-1

Fa
-1 (  )

figura 2.5.

Si es cualquier curva en el plano, a su imagen inversa de orden N,
( ), la denotaremos por .

Lema 2.2.3 Sean 1 + 2 | | y = = { | | | = } (nótese que
( )). Supongamos 1 ( ) Entonces
(i) 1 es una curva simple cerrada contenida en . A su vez, 1

( ).
(ii) Sea el anillo abierto comprendido entre 1 y . Entonces: ( )

C y ( ).
(iii) 1 ( ) = .
(iv) La frontera y el interior del conjunto compacto 1 ( ) son, respec-

tivamente, 1 y
1 ( ). Se cumple, entonces, que

1 ( ) = 1( ) y 1 ( ) = 1 ( ) .
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(v) Como 1 es una curva simple cerrada, se sigue que
1 ( ) es un

compacto, conexo y simple conexo.

Demostración: Como 1 ( ) , todas las iteraciones (hacia atrás y
hacia adelante) de 1 ( ) están contenidas en . En particular ( ) .

Por otro lado, C D dado que 1 + 2 | |.
Como D , tenemos que ( ) está contenida en la región acotada

por (y a la vez, tenemos que 2( )). Por lo tanto, por el lema 2.2.2,

1 es una curva simple cerrada (que transforma 2 a 1 en ). Como se
hizo notar en la observación anterior, 1 ( ) dado que 1+2 | |.
Como 1

1 ( ), se sigue que 1 .

El hecho de que está contenida en ( ) implica que 1 y todas las
iteraciones (hacia atrás y hacia adelante) de 1 están contenidas en ( );
el inciso (i) queda demostrado.

Para (ii) vamos a demostrar que si , entonces ( ) .

Tomemos y supongamos ( ) . Unamos - mediante un arco
- a con algún punto 1 1 y con algún punto como se ve en la
fig.2.6. Denotemos a este arco por ( 1 ). Excepto los extremos 1 y , todo
el resto del arco queda contenido en .

Por el lema 2.1.1, el punto ( ) queda fuera de y ( 1) , por
lo que el arco ( ( 1) ( ) ( )) empieza en , se “mete” en hasta
llegar a ( ) y luego, cruza al menos en un punto hasta llegar a
( ). Ello implica que , por estar en el arco ( ( 1) ( ) ( )), tiene

alguna imagen inversa en el arco original ( 1 ), en algún punto 1

(ambos, y 1, están marcados en la fig. 2.6). Por otro lado, como

2( ),
1 ( ) son 2 puntos distintos en 1, de donde 2( ) tiene tres

imágenes inversas diferentes, lo cual es imposible. Un argumento semejante
demuestra que ( ) tampoco puede estar en la región acotada cuya frontera
es 1; en conclusión, ( ) , con lo que ( ) C . Obsérvese
que como todo elemento de ( ) está fuera de , se sigue inmediatamente
que ( ) ( ), lo cual implica que ( ).
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1
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figura 2.6.

Nótese que con lo hecho hasta aqúı ta tenemos que 1 ( ).
Para (iii), como 1 ( ) , se sigue que 1 ( ) ,

dado que ( ) C .
Demostraremos ahora que 1 ( ). Llamemos a la región

acotada cuya frontera es 1 ( es abierto conexo y simple conexo). Nótese
que 1 = . Obviamente 1

1 ( ) .
Sólo habŕıa que demostrar, entonces, que 1 ( ); de hecho vamos

a demostrar que 1 ( ).
Sea . Unamos a con algún punto mediante un segmento

de recta parametrizado, por ejemplo, por

( ) = + ( ) [0 1]
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Sea = ( 0) 1 , con 0 (0 1), el único punto de intersección de
este segmento con 1 (i.e., ( ) 1 6= 0, (0 1). Ver fig. 2.7)

Fa

-1

q

z

w

Fa ( )w

( )

s

ra

z

( )q

figura 2.7.

Como no es un punto singular de y 0 ( ) 6= 0 la curva ( ) =
( ( )) cruza transversalmente a en ( ). Si ( ) no estuviera en

como ( ) y ( ) cruza al pasar por ( ), cerca de este
punto - ( ) - una parte de ( ) entra en y, por lo menos una vez, debe
volver a cruzar en algún punto para llegar a ( ). Entonces,
provendŕıa de un punto de la forma ( 1) 1 para algún 0 6= 1 (0 1),
lo cual es imposible. En conclusión, ( ) necesariamente es un elemento de

. Por lo tanto, 1 ( ) 1 ( ). Esto prueba el inciso (iii),
es decir que 1 ( ) = .
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Para (iv), como 1 = , tenemos que 1 ( ) = 1.
En consecuencia, = 1 ( ) dado que es evidentemente el mayor
conjunto abierto contenido en 1. Por otra parte, sabemos ya que

1 ( ) y como 1 ( ) es abierto, se sigue que 1 ( ) .
Por lo tanto, 1 ( ) = . Es decir, 1 ( ) = 1 ( ). En
consecuencia, a su vez, 1 =

1 ( ) = 1 ( ).
Una vez demostrado que la curva 1 es simple cerrada, la afirmación

(v) es mera consecuencia de un conocido teorema de Jordan, impĺıcitamente
usado ya varias veces en este trabajo. ¤

El lema 2.2.3 se puede generalizar de inmediato a imágenes inversas de
todos los órdenes de , y el anillo . En forma precisa nos referimos a lo
siguiente:

Lema 2.2.4 (Generalización del lema 2.2.3) Sean 1 + 2 | | y 2.
Entonces
(vi) es una curva simple cerrada contenida en ( ), y a su vez,

( ).
(vii) Sea el anillo (abierto) comprendido entre 1 y . Entonces:
= 1 ( 1) y ( ).
(viii) ( ) = +1 ( ) 1 +1.
(ix) La frontera y el interior del conjunto compacto ( ) son, respec-

tivamente, y ( ). Se cumple, entonces, que

( ) = ( ) y ( ) = ( ) .

(x) Como es una curva simple cerrada, se sigue que ( ) es un
compacto, conexo, y simple conexo.

La demostración de esta generalización es esencialmente la misma que la
del lema 2.2.3 y omitimos los detalles.
Nótese que por (2.6), ( ) y por (vi) y (vii), 1 +1

( ), 2.
Finalmente, con todo lo anterior obtenemos como corolario el resultado

más importante de esta sección.

Teorema 2.2.5 Si 1 ( ) entonces es conexo.

Demostración: Sea 1 + 2 | |. Como =
T
=1

( ) y por lo ex-

puesto hasta aqúı
©

( )
ª
forma una sucesión anidada decreciente de

conjuntos conexos y compactos, el resultado se sigue. ¤
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2.3. Conjuntos de Julia disconexos.

Supongamos ahora que 1 ( ) ( )

A partir de esta hipótesis es inmediato concluir que es disconexo: Esto
es aśı porque el origen y sus tres imágenes inversas distintas de 0, que son
2 1, 2 1 y 2 1, están en y mientras que el origen queda dentro

del disco de radio | |, dichas imágenes inversas quedan fuera de éste. Aśı, la
circunferencia singular “desconecta” obviamente a

La conjetura en este caso es que no sólo es disconexo sino un conjunto
de Cantor. Aqúı demostraremos un resultado algo más débil: Que, bajo la
hipótesis mencionada, tiene una infinidad de componentes.

Empezaremos con un caso particular: supondremos que la primera it-
eración de 1 ( ) es decir, la hipocicloide ( ) cae en el exterior del disco
cerrado D Esto significa que D 4 ( ). Esta situación ocurre si, y sólo
si, | | 1 + 2.

Sabemos que
©

D
ª
es siempre una sucesión anidada decreciente de

compactos y que =
T
=0

(D )

En particular, como D 4 ( )
1 (D ) consta de cuatro componentes

(compactos conexos ajenos), todas contenidas en 1 ( 4 ( )) D

Denotando, como en el caṕıtulo anterior, por 0 ( ), 1 ( ), 2 ( ) y

3 ( ) a las 4 componentes de
1 ( 4 ( )) cada una de las componentes

de 1 (D ) queda contenida en ( ), para sólo un = 0 1 2 3. Como
1 (D ) D 4 ( ), tenemos que

2 (D ) tiene 16 componentes con-
tenidas, de 4 en 4, en cada componente de 1 (D ) Continuando de esta
manera, (D ) consta 4 de componentes ajenas contenidas, de cuatro en
cuatro, en las 4 1 componentes ajenas de +1 (D ) (ver fig. 2.8).

41



(a) 1 (D ) (b) 2 (D )

Figura 2.8: componentes de (D ), = 1 2, R, | | 1 + 2.

Estamos claramente ante un proceso “tipo Cantor”, del cual se desprende
que es disconexo y tiene una infinidad no numerable de componentes.

Para el caso general, como 1 ( ) ( ), alguna iteración de 1 ( )
cae totalmente fuera de D ; digamos que ( 1 ( )), para cierto N, es
esa iteración.

Entonces, necesariamente 1 ( 4( )) D . Nótese que ( 1 ( )) =
1 ( ( )) es una curva que si es grande, se cruza a si misma muchas

veces. Esta curva no es la frontera de 1 ( 4( )), aunque contiene partes
de dicha frontera (un ejemplo de esto se puede ver en las figuras 2.9).

Por lo tanto,
( 1)

(D ) 4 A partir de este momento, las imágenes

inversas de cada componente de
( 1)

(D ) empiezan un “proceso Canto-
riano” semejante al descrito anteriormante y el resultado se sigue.

Lo dejamos asentado en el siguiente teorema.

Si 1 ( ) ( ) el conjunto es disconexo y tiene una infinidad
no-numerable de componentes ajenas.
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(a) (b)

(c) (d)
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(e) (f)
figuras 2.9: El parámetro es = 1 5 y se cumple que 1 ( ) ( ) y

| | 1+ 2. En estas figuras se muestran iteraciones varias de 1 ( ) incluyendo
el momento en que una de ellas, 3, es una curva totamente en el exterior del disco

D (el radio de este disco es es 3 1).
En (a) destaca 4, la quinta iteración de 1 ( ), en el rectángulo [ 1300 1800]×

[ 1500 1500]; el contraste entre esta iteración y las previas (al centro de la figu-
ra) da idea de la rapidez con que las órbitas divergen a . En (b) tenemos un
acercamiento al centro de la región anterior (ahora estamos en [ 250 250] ×
[ 250 250]). En (c) el rectángulo es [ 50 50] × [ 50 50] y ya no se ve 4; se

ven aqúı dos circunferencias: la menor es 1 ( ) y la mayor la frontera D . En

(d) el rectángulo es [ 20 20] × [ 20 20] y, además de las primeras tres itera-
ciones y las circunferencias antes mencionadas, se aprecian todav́ıa algunos arcos

de 3. En (e) la región es [ 5 5] × [ 5 5] y aparecen, del centro hacia afuera,
1, , 1 y 2 y la frontera de D intersectando a estas tres últimas curvas.

En (f) - una zona parecida a (e) - se esbozan 3 ( 4( )) y D y se nota cómo
3 ( 4( ))

3 ( ( )).
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Caṕıtulo 3

El excepcional caso = 1

3.1. Aspectos Geométricos.

Para simplificar la notación en lo que sigue, a la función 1, al conjunto
de valores cŕıticos ( 1) y a su imagen inversa, el conjunto de puntos cŕıticos

1( 1) y la hipocicloide 1( 1), los denotaremos, respectivamente, por
, , 1 y 1.
De lo visto en el caṕıtulo 1 se desprende que = 1 es el único parámetro

para el cual se cumple.que 1 coincide con . Esto tendrá importantes
repercusiones, aśı que lo destacamos a continuación.

Lema especial: El parámetro = 1 es el único para el cual se cumple
que la hipocicloide 1( ) coincide con la hipocicloide ( )
Demostración: Se sigue directamente de las caracteŕısticas geométricas

de ambas hipocicloides. ¤

Corolario 3.1.1 El conjunto de valores cŕıticos, , es invariante hacia ade-
lante bajo ; es decir, ( ) = .

Demostración: Como 1 = , = ( 1) = ( ). ¤

Para = 1, las familias de curvas 1( ) y 2( ) (ver sección 1.2) coin-
ciden y, por lo tanto, se vuelven una sola familia invariante. Examinaremos
con más detalle este punto.
Para = 1 denotaremos a estas familias simplemente por 1 y 2.
Para cada R considérese la curva

=
©
= + 2 : [0 2 ]

ª
(3.1)
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Esta curva es la dada por (1.9) para = 1. Es decir, para este valor del
parámetro, { : R} = 1. Nótese que, en particular, 1 = = 2 y,
por lo tanto, a diferencia de otros valores del parámetro, en este caso es
miembro de la familia 1. Nótese además, que 1 = 0 1 y =
para todo R.
Por otra parte, 2 es la familia de curvas { ( )} donde

( ) =
©¡

2 2
¢

2 + 4 : [0 2 ]
ª
, R. (3.2)

Proposición 3.1.2 Para = 1 se cumple que 1 = 2.

Demostración: Sea R y considérese 1 Tómese [0 2 ]
Entonces,

( ) =
¡
2 2

¢
2 + 4 .

Si = 2 y = 2 2 tenemos¡
+ 2

¢
= + 2

Por lo tanto, ( ) = 1. Esto prueba que 2 1. Ahora, si

1, como = , podemos suponer 0 Sea = + 2; entonces
2 2 = y = ( ) 2. Esto prueba que 1 2 y por lo tanto

1 = 2. ¤

A la familia 1 = 2 la denotaremos simplemente por .

Corolario 3.1.3 La familia es invariante bajo

Demostración: En general, una familia de curvas es invariante bajo si
( ) para todo , y a la vez, cada es de la forma ( ) =

para alguna . El corolario se sigue directamente de la propiedades
generales de las familias 1 ( ) y 2 ( ) establecidas en la sección 1.2. ¤

Presentamos a continuación, en la fig. 3.1, algunos elementos , los
correspondientes a = 3 2 1.5 1 0.5.
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figura 3.1. De izquierda a derecha y de arriba a abajo, curvas para = 3
2 1.5 1, 0.5 y 0.

Sea el conjunto de Julia lleno para y ( ) la cuenca de atracción
de . Denotemos respectivamente por a la componente acotada y por

47

, , 
, 
~ " 

, 

( \ ! 
, "', ~ , , , ! 

' ot 

, 
, , 

, e 

e e , e 

-1.5 

ce 

ce 

-0.5 



a la componente no acotada de C \ 1 C \ . Nótese que como 1 = ,
entonces = 4, = 1 = = 4 = 4 y = 2

Una de las primeras consecuencias importantes de las proposiciones an-
teriores es el siguiente teorema.

Teorema 3.1.4 . ( ) = 2 y = 4.

Demostración: Nótese que todo punto del plano pertenece a para algún
. De las propiedades generales de esta familia de funciones se deduce que

(= 4) si [ 2 2] y (= 2) si [ 2 2]. Además,
es una curva simple cerrada siempre que 2, y si 2 entonces

= .
Como ( ) = 2 2, si con 2 2, entonces ( )

con 2 = 2 2 2, por lo que, en este caso, tanto como están
contenidas en (= 4).
Por otra parte, si con [ 2 2], tenemos que ( ) con

= 2 2 | |; escribamos, en este caso, ( ) = 2 2. Se sigue, entonces,
que ( ) ( ) y | ( )| ( ) 1. Por lo tanto, ĺım | ( )| =
O sea que dado C, tenemos que ( ) es acotada si para
[ 2 2], y no es acotada si para algún [ 2 2].
Por lo tanto, si, y sólo si, para algún [ 2 2] es decir,

si y sólo si = 4. Por otro lado, ( ) si, y sólo si, para
algún [ 2 2] y, por lo tanto, si y sólo si, = 2..
En conclusión, = 4 = y ( ) = = 2. ¤

3.2. Conjugación de con la función cuadrática

( ) = 2

Sea : C C dada por ( ) = 2. En el caṕıtulo anterior demostramos
que, para C, : C ( ) C 4 es equivalente a : C
C | |2, donde ( ) denota la componente acotada de C 1( ).
Si = 1 tenemos C ( ) = C 4 = C ( ) y | | = | |2.

Denotaremos a este disco abierto unitario simplemente por . En esta sección
demostraremos que

¯̄
C\ ( ) y

¯̄
C\ ( ) no sólo son equivalentes sino que

son conjugadas.
Lo ideal seŕıa que las funciones y que en el caso general nos dan la

equivalencia mencionada (ver teorema 1.3.1, caṕıtulo 1), en el caso particular
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= 1 nos dieran la conjugación que hemos dicho; es decir, que
. Lamentablemente no es aśı. Habrá que hacer trabajo adicional, como

explicamos a continuación.
Para empezar, nótese que el intervalo [3 ) R es invariante bajo y el

intervalo [1 ) R es invariante bajo . Además,
¯̄
[3 ) : [3 ) [3 )

es un homeomorfismo,
¯̄
[3 ) ( ) =

2 2 ,
¯̄
[3 ) (3) = 3, y dado 3,

ĺım
¡ ¯̄

[3 )

¢
( ) = y ĺım

¡ ¯̄
[3 )

¢
( ) = 3

El siguiente lema establece que la dinámica de
¯̄
[3 ) en [3 ) es, esen-

cialmente igual a la de restringida a [1 ). La demostración se basa en un
procedimiento bien conocido aśı que se omiten los detalles de la misma (ver
página 55 de [11]).

Lema 3.2.1 Existe un homeomorfismo : [1 ) [3 ) tal que el sigu-
iente diagrama conmuta:

[1 )
¯̄
[1 ) [1 )

[3 )
¯̄
[3 ) [3 )

Esto es, para cada [1 ) ( 2) = ( ( ))2 2 ( ) ¤

Con a la mano, definimos una función

: C \ ( ) C \ ( )

de la siguiente manera: Tómese = 1 [0 2 ]; sea¡ ¢
= ( ( ) 1) + 2

Puesto de otro modo, si | | 1, está definida por

( ) = ( (| |) 1) | | + (3.3)

Nótese que transforma circunferencias en miembros de la familia
En particular, ( 1) = Y como ( ) 1 2 se sigue que la imagen de
la circunferencia bajo es una curva simple cerrada. En consecuencia,
es uno a uno. Es fácil ver que también es continua y suprayectiva.
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Teorema 3.2.2 El siguiente diagrama conmuta:

C \ ( ) C \ ( )

C \ ( ) C \ ( )

Es decir,
¯̄
C\ ( ) es conjugada a

¯̄
C\ ( )

Demostración: Sea C tal que | | 1. Entonces

( ( )) =
¡
2
¢
=
¡ ¡¯̄

2
¯̄¢

1
¢ 2

| 2| +
2

2

=
¡ ¡| |2¢ 1

¢ 2

| |2 +
µ ¶2

=
¡
( (| |))2 2 (| |) 1

¢ 2

| |2 +
µ ¶2

Por otra parte,

( ( )) =

µ
( (| |) 1) | | +

¶
= ( (| |) 1)2

2

| |2 + 2 ( (| |) 1) | | +

µ ¶2
2

µ
( (| |) 1) | | +

¶
= ( (| |) 1)2

2

| |2 +
µ ¶2

2

=
¡
( (| |))2 2 (| |) + 1¢ 2

| |2 +
µ ¶2

2

=
¡
( (| |))2 2 (| |) 1

¢ 2

| |2 +
µ ¶2

¤

Por lo tanto, en C\ (D) es conjugada con en C\ ( ). Obsérvese
que en particular, en 1 es conjugada con en . ¤

Corolario 3.2.3 : es caótica en el sentido propuesto por Devaney.
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Demostración: Se sigue de que en 1 es conjugada con en y es
caótica en 1. ¤

Para las funciones cuadráticas holomorfas ( ) = 2 + , C, en el
exterior del conjunto de Julia lleno la dinámica es conjugada con la de ( ) =
2 en el exterior de . Por un teorema de Carathĕodory, esta conjugación
puede extenderse continuamente a la frontera del Julia lleno -es decir, al
conjunto de Julia- si y sólo si dicha frontera es localmente conexo. Como
hemos visto, para con = 1 ocurre una situación enteramente análoga:
La dinámica en el exterior de es conjugada con la de ( ) = 2 en el
exterior de . Como la frontera de es la hipocicloide y evidentemente es
localmente conexa, la conjugación puede extenderse continuamente a =
, como lo muestra la propia definición de ( ver (3.3)).
Sin embargo, también hay contrastes: Veremos en lo que sigue que para
= 1 la dinámica en el interior del Julia lleno no se asemeja a la dinámica

de las funciones holomorfas en el interior del correspondiente conjunto de
Julia lleno (cuando dicho interior es no vaćıo). Veremos que este contraste
también puede extenderse a otros miembros de la familia .
En lo que resta del caṕıtulo nos dedicamos a examinar la dinámica de

en .
Para ello, vamos a empezar por construir un modelo de esta dinámica

basándonos en la siguiente observación: Para = 1, el conjunto de puntos
cŕıticos 1 divide al conjunto de Julia lleno = 4 en 4 subconjuntos
compactos conexos 0 1 2 y 3 cada uno de los cuales, bajo , se trans-
forma biyectivamente en (ver sección 1.4). Al disco cuya frontera es 1

lo llamamos 0; a los demás conjuntos = 1 2 3 los hemos situado co-
mo en la fig. 1.10. A la función la podemos pensar como sigue: de alguna
manera los “dobla” a los conjuntos = 1 2 3 y los “encima” sobre 0 y
después, la función “expande” todo y lo convierte en .

3.3. Un Triángulo Caótico.

En esta sección se definirá una función auxiliar , lineal por partes, defini-
da en un triangulo equilátero R2: : . Presentaremos algunas
propiedades dinámicas importantes de , en particular, que es caótica en
el sentido de Devaney. En la sección siguiente demostraremos que en y
en son conjugadas.
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Sea

=

(
( ) : [ 1 2]

3

3
( 2)

3

3
(2 )

)

Subdividimos en los siguientes cuatro triangulos equiláteros (ver figura
3.2):

0 =

(
( ) :

·
1
1

2

¸
3

3
( + 1)

3

3
( + 1)

)

1 =

(
( ) :

·
1

2
2

¸
3

3
( 2)

3

3
(2 )

)

2 =

(
( ) :

·
1
1

2

¸
3

3
( + 1)

3

3
(2 )

)

3 =

(
( ) :

·
1
1

2

¸
3

3
( 2)

3

3
( + 1)

)

figura 3.2

Antes de detallar la regla de correspondencia de , damos una descripción
geométrica de su acción en Primero, para = 1 2 3 se dobla el triángulo
sobre 0, manteniendo fijo el segmento 0. Denotemos por 1 este

“doblado por partes” de los tres triángulos . En segundo lugar, se refleja
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0 = 1 ( ) respecto al ; denotemos a esta reflexión por 2 Final-
mente, agrandamos linealmente el triángulo reflejado por un factor igual a 2.
La función : se define, entonces como = 3 2 1 donde 3

es la recién mencionada expansión lineal (figura 3.3).

figura 3.3

Sea ( ) Definimos : como la transformación lineal por
partes dada por

( ) =

( 2 2 ) si ( ) 0

(2 2 2 ) si ( ) 1¡
1 3 3 + 3

¢
si ( ) 2¡

1 + 3 3 + 3 +
¢
si ( ) 3

NOTA: Es un hecho que los “dobleces”, la “reflexión” y la “expansión”
arriba descritas producen exactamente el mismo resultado si se realizan en
el orden que sea, aśı que hay otras maneras de describir la acción de .

Proposición 3.3.1 El conjunto ( ) es denso en

Demostración: En tenemos cuatro triángulos equiláteros 0 1 2 y

3, tales que = 3
=0 , y ( ) = , 0 3. Para cada fijo existen
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cuatro triángulos equiláteros 0 1 2 y 3 , tales que
y ( ) = . Ahora, para cada par fijo, existen cuatro triángulos
equiláteros 0 1 2 y 3 , tales que , ( ) =
y 2 ( ) = . Continuando de esta manera, llegamos a lo siguiente: dado

N, considérese el conjunto

M = { = ( 1 2 ) : {0 1 2 3}}

Para cada = ( 1 2 ) enM existe un triángulo equilátero en
, a saber = 1 2 1 2 1, tal que

( 1 2 ) = +1 1 1

y ( ) =
Nótese que cada

¯̄
: +1 , 1 , es un homeomor-

fismo que multiplica por 2 la distancia entre cualesquiera dos puntos en .
Además, la longitud de los lados de cada triángulo es 1

2

¡
2 3

¢
, el área

de es
4
donde es el área de y = M

Dado ( ) y 0, existe N y M tal que
( ) Como : es un homeomorfismo expansivo, la

inversa correspondiente es una contracción y por lo tanto tiene un punto fijo;
en consecuencia, existe un punto ( ) tal que ( ) = ( ) ¤

Algunas consecuencias adicionales interesantes de la definición de :
Nótese que la frontera de es invariante hacia adelante bajo , ( ) =

Ahora, tómese ( ) ( ) ( ) de periodo . Entonces,

(( ) ) ( ) \ 1 ( )

Como en ( ) \ 1 ( ) la transformación es una expansión lin-
eal por un factor igual a 2, entonces es diferenciable en cada punto de
(( ) ) y los eigenvalores de ( ) 1 y 2, satisfacen | 1| = 2 = | 2|
Por lo tanto, cada punto periódico de que está en el interior de es ex-
pansivo, es decir, es un repulsor.

De hecho, si ( ) ( ) ( ) entonces, para cada N,
( ) ( ) ; es decir,

( ) \ ( ) =
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El conjunto es abierto y denso en para todo N y la órbita entera
del punto periódico ( ) está contenida en el conjunto

= =1

que, de acuerdo con un teorema de Baire, es denso en Además, es
invariante bajo ( ) =

Proposición 3.3.2 es transitiva en

Demostración:. Sean y dos subconjuntos abiertos no vaćıos de
Entonces, como se señaló en la demostración de la proposición previa, existen

N y M tales que Se sigue que ( ) = y, por lo
tanto, existe ( ) con ( ) ¤

Como corolario de lo anterior hemos demostrado, entonces, el siguiente
teorema.

Teorema 3.3.3 es caótica en en el sentido propuesto por Devaney.

3.4. Dinámica de en

3.4.1. en y en son conjugadas

El intervalo [ 1 2] R es invariante bajo Denotemos la restricción¯̄
[ 1 2] por Entonces, para cada en [ 1 2]

( ) =

½
2 si

£
1 1

2

¤
2 2 si

£
1
2
2
¤

La gráfica de recuerda la de una función muy conocida del intervalo
[0 1] en śı mismo: La tienda de campaña o, simplemente, la tienda (tent
map):

( ) =

½
2 si

£
0 1

2

¤
2 2 si

£
1
2
1
¤

Lema 3.4.1 Las funciones y son conjugadas.
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Demostración: Es fácil comprobar que = donde : [ 1 2] [0 1]
está dada por ( ) = 2

3
1
3

¤

El intervalo [ 1 3] R es invariante bajo . Denotemos por a [ 1 3];
es decir, ( ) = 2 2 Sea : [0 1] [0 1] la función logistica, ( ) =
4 (1 )

Lema 3.4.2 Las funciones y son conjugadas.

Demostración: Sea : [0 1] [ 1 3] definida por ( ) = 3 4 Se
sigue inmediatamente que = ¤

Es bien sabido que y son conjugadas mediante el homeomorfismo

( ) = sin2
³
2

´
De otra forma, el siguiente diagrama conmuta.

[0 1] [0 1]

[0 1] [0 1]

Los homeomorfismos y nos permiten establecer que y son conju-
gadas. Es decir, restringidas respectivamente a los intervalos [ 1 2] y [ 1 3],
nuestro “modelo” lineal por partes y la función tienen esencialmente el
mismo comportamiento dinámico.

Lema 3.4.3 Sea : [ 1 2] [ 1 3] la función = Expĺıcitamente,
si [ 1 2]

( ) = 4 sin2
µ
2

µ
2

3

1

3

¶¶
+ 3

Entonces, ( ) = ( ) [ 1 2].

Demostración: La demostración es inmediata por los lemas previos. ¤

Con ayuda de vamos a producir un homeomorfismo de en que nos
permitirá demostrar la conjugación entre y .
Considérese la función : ( ) dado por

( ) = ( ( ) 1) 3 3 +
2

3 3
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Figura 3.1: figura 3.4

Lo siguiente se comprueba directamente a partir de la definición de :
i) es continua y ( 0) = ( ) Como [ 1 2], ( 0) [ 1 3]
ii) Para cada [ 1 2] fijo, ( ) pertenece a un segmento ver-

tical y ( ) está en un subarco de una de las curvas de la familia
a saber, ( ) ( ) 1 En otras palabras, manda cada intervalo

{ } ×
h

3
3
( 2) 3

3
(2 )

i
, [ 1 2], suprayectivamente en el arco de

( ) 1 que va del punto
2
9
( 2)+ 2 2

9
( 2) al punto 2

2
9
( 2)+ 2 2

9
( 2).

Estos dos puntos están en la frontera de (figura 3.4) Se concluye de esto
que es inyectiva y ( ) =
iii) Sustituyendo ( ) en la formula de ( ), tenemos:

( ) = 2 cos
³
3
(2 )

´
3 3 +

2

3 3

En consecuencia, en cada punto del interior de , es un difeomorfismo
local.

Teorema 3.4.4 Las funciones : y : son conjugadas
o, equivalentemente, el siguiente diagrama conmuta:
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En virtud de la definición de , la demostración de esta proposición
está dividida en varios pasos, en función de si el punto ( ) está en un
triángulo o en otro. Aunque es bastante elemental, está llena de detalles,
aśı que para no entorpecer demasiado la exposición, la demostración se en-
cuentra en el apéndice 3A.
La principal consecuencia del teorema 3.4.4 es el siguiente corolario.

Corolario 3.4.5 La función : es caótica en en el sentido de
Devaney.

Demostración: Se sigue inmediatamente de la conjugación entre :
y : . ¤

Otras consecuencias importantes del teorema 3.4.4 se exponen a contin-
uación.

Corolario 3.4.6 Todo punto periódico de perteneciente a ( ) es re-
pulsor.

Demostración: Sea ( ) ( ) ( ) de periodo Como =
1 =

Nótese quet 1 ( ) es un punto periódico de de periodo . Además,¡
1 ( )

¢
( )

Ya sabemos que cada punto periódico de que está en ( ) es expan-
sivo. Como es un difeomorfismo local en cada punto de la órbita¡

1 ( )
¢

los eigenvalores de en ( ) son los mismos que los eigenvalores de
en 1 ( ) ¤

Si ( ) ( ) ( ), entonces, para cada N, ( )
( ); es decir,

( ) ( ) =

El conjunto es abierto y denso en para todo N y su frontera
es la unión de imágenes inversas hasta de orden de la frontera de . La
órbita entera del punto periódico ( ) está contenida en el conjunto

= =1
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que, de acuerdo con el teorema de Baire mencionado previamente, es denso
en Además, es invariante bajo ( ) =
Por último, cabe mencionar que se puede demostrar que la entroṕıa

topológica de (en ) es positiva (ver [15]). De hecho, denotando a dicha
entroṕıa por ( | ), se tiene el siguiente teorema.
Teorema 3.4.7 ( | ) = log (4)
Intuitivamente, este teorema nos da una cierta “cuantificación”de lo caótica

que es en . La aparición del “4” será algo más clara después de la sigu-
iente sección.

3.4.2. Un poco de dinámica simbólica: en es factor
del corrimiento en el espacio de 4 śımbolos.

Dados dos espacios métricos , , y dos funciones continuas :
y : , se dice que es factor de si existe una función :
, continua y suprayectiva, tal que = . Esta definición difiere

de la de conjugación entre dos funciones en que no se pide que sea un
homeomorfismo, es decir, puede no ser inyectiva. En tales circuntancias a
la función se le llama a veces una semiconjugación.
Si es factor de , es fácil probar que, bajo , órbitas de en van a dar

en órbitas de en . Si además es un espacio perfecto y es caótica en
, se puede probar que, entonces, es caótica en (para la demostración y

un ejemplo en el que esto no ocurre si no es perfecto véase [24]). O sea que
por ser factor de , la dinamica caótica “se la hereda” a . En cambio,
a diferencia del caso en el que y son conjugadas, se pueden dar ejemplos
en los que es factor de , es caótica en y no es caótica en .
Como en la demostración de la proposición 3.3.1, dado N considérese

nuevamente al conjunto

M = { = ( 1 2 ) : {0 1 2 3}}
Para cada = ( 1 2 ) en M , existe una imagen inversa de

orden de , que denotaremos por o por 1 2 , que satisface

1 2 1 2 1, y es tal que

( 1 2 ) = +1 1 1, y

( ) =
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La conjugación entre y obliga, a su vez, a que para cada 1 ,¯̄
: +1 sea conjugada con la función¯̄

: +1

definida en la demostración de la proposición 3.3.1. Por lo tanto, la función¯̄
:

+1

es un homeomorfismo.
Se sigue también que los conjuntos “tienden a un punto” (su diámetro

tiende a cero) conforme ; en otras palabras, considérese la siguiente
colección anidada de conjuntos compactos:

1 1 2 1 2 1 1 2 1 (3.4)

entonces, el conjunto =1 1 2 es un solo punto en .
De hecho tanto la existencia de puntos de periodo en el interior de
aśı como la densidad de ( ) se basan en que : es un

homeomorfismo expansivo cuya inversa es necesariamente una contracción.
Sea el siguiente conjunto, a veces llamado .espacio de 4 śımbolos”:

=
©b= ( 1 2 ) : {0 1 2 3} N

ª
Dados b= ( 1 2 ) y b= ( 1 2 ) en se define

¡b b¢ = =1

| |
2

Es bien sabido que ( ) es un espacio métrico compacto (homeomorfo
a un conjunto de Cantor). Sea : el corrimiento, ( 1 2 ) =
( 2 3 ). La dinámica de es bien conocida (ver [7] y [27]). En particular,
se cumple lo siguiente:
(i) ( ) 6= , N.
(ii) ( ) es un conjunto denso en .
(iii) Existe b cuya órbita bajo es densa en . Equivalentemente,

es transitiva en .
Las condiciones (ii) y (iii) significan que es caótica en el sentido de

Devaney.
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Ahora, sea : definida de la manera siguiente: para cada b=
( 1 2 ) , como el conjunto =1 1 2 es un solo punto en ,
definimos ¡b¢ = =1 1 2

Sea ( ) . Para cada 1 escogemos {0 1 2 3} de acuer-
do con la siguiente regla: Sea = mı́n

©
: 1 ( )

ª
Entonces,

( ) 1 2 para cada Sea

b= ( 1 2 )

Llamamos a b= ( 1 2 ) un itinerario de ( ). Se sigue que¡b¢ = ( ) Por consiguiente, : es suprayectiva.
Es evidente que esta función no es inyectiva. Por ejemplo, pensemos

cuales son los puntos bque van a dar a 1: Para empezar, 1 0 1 2;
de hecho 1 es el único punto en esa intersección. Además, 1 02 12

22. En general, en cada subdivisión, obtendŕıamos que 1 es la intersección
de 3 subconjuntos distintos. Aśı, existen b1 b2 y b3 tales que¡b1¢ = ¡b2¢ = ¡b3¢ = 1

Concretamente,

b
1 = (0 2 3 2 3 2 )b2 = (1 2 3 2 3 2 )b3 = (2 2 3 2 3 2 )

Nótese que ( 1) = y śı esta biuńıvocamente determinado; es decir,
está en la intersección de los conjuntos

2 23 232 2323

y sólo esta colección anidada “produce” a . En consecuencia, el único punto
en tal que

¡b¢ = es b= (2 3 2 3 2 3 ).
En general, dado ( ) en se cumplen las siguientes tres condiciones:
i) Para cada N, #

©
: 1 ( )

ª
3

ii) Si para alguna , #
©
: 1 ( )

ª
= 3 entonces 1 ( )

; de hecho, 1 ( ) tiene que ser alguno de los tres puntos 1, 1

o 1 y para cada , 1 ( ) es algún vértice de por lo que
# { : 1 ( ) } = 1
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iii) Si para alguna , #
©
: 1 ( )

ª
= 2 entonces 1 ( )

1
1 ( ) y para cada 1 ( ) = , por lo que

# { : 1 ( ) } = 1 con, a lo más, una excepción donde la
cardinalidad de { : 1 ( ) } podŕıa ser 3.
De estas tres observaciones se concluye que la cardinalidad del conjunto©b :

¡b¢ = ( )
ª
es a lo más 6

Por último, nótese que los conjuntos 0 están delimitados por
imágenes inversas del conjunto singular 1 y también, en algunos casos,
por (parte de) 1 = = .
Aunque ya sabemos que es caótica en , la siguiente proposición con-

tiene otras dos propiedades muy importantes de e implica nuevamente ese
hecho. La demostracion es relativamente directa y se omite.

Teorema 3.4.8 La función : es continua. Más aún, el siguiente
diagrama connmuta:

Por lo tanto, : es factor del corrimiento : y, en
consecuencia, es caótica en .
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APÉNDICE 3A: Demostración
del teorema 3.4.4.

Paso 1. Sea ( ) 0 Entonces,

( ) = ( 2 2 )

= ( ( 2 ) 1)
2

3 3 +
4

3 3

Por otro lado,

( ) =
³
( ( ) 1) 3 3 +

2
3 3

´
=

¡
( )2 2 ( ) + 1

¢ 2

3 3 + 2 ( ( ) 1) 3 3

+
4
3 3 2 ( ( ) 1) 3 3 2

2
3 3

Como
£
1 1

2

¤
( )2 2 ( ) = ( 2 ) Por lo tanto

( ) = ( ( 2 ) + 1)
2

3 3 2
2
3 3 +

4
3 3

= ( ( 2 ) 1)
2

3 3 +
4

3 3

Paso 2. Sea ( ) 1 Entonces:

( ) =
³
( ( ) 1) 3 3 +

2
3 3

´
=

¡
( )2 2 ( ) + 1

¢ 2

3 3 +
4
3 3 2

2
3 3

Como
£
1
2
2
¤

( )2 2 ( ) = (2 2) En consecuencia,

( ) = ( (2 2) 1)
2

3 3 +
4
3 3

= ( )
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Paso 3. Sea ( ) 2. Además, sean

=
3

µ
1 +

3

¶
y

=
3

³
1 + + 3

´
Por la definición de y la de ,

( ) = 2 cos
³
3

³
2

³
1 3

´´´
+ 2

= 2 cos ( ) (cos ( ) + sin ( )) + cos (2 ) + sin ( 2 )

= 2 cos ( ) cos ( ) + cos (2 ) + (2 cos ( ) sin ( ) sin (2 ))

= cos ( + ) + cos ( ) + cos (2 )

+ (sin ( + ) + sin ( ( + )) sin (2 ))

Ahora, tomando en cuenta que + = 2
3

³
1 + +

3

´
y escribiendo

= 2
3
(1 + ) =

3

³
3

´
tenemos

( ) = cos ( + ) + cos (2 ) + cos ( )

+ (sin ( + ) + sin ( 2 ) sin ( ))

= 2 cos ( ) cos ( ) + cos (2 )

+ (2 sin ( ) cos ( ) + sin ( 2 ))

= 2 cos ( ) + 2

Por otro lado,

( ) =
¡
( ( ))2 2 ( ) 1

¢
+ 2

Como
£
1 1

2

¤
reemplazando ( ) por su valor y usando nuevamente

una identidad trigonométrica obvia,

( ( ))2 2 ( ) 1 = ( 2 ) 1 = 2 cos
³
3
(2 + 2 )

´
Por lo tanto,

( ) = 2 cos ( ) + 2
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Paso 4. Sea ( ) 3 Sea la función definida por ( ) = ( )
Es fácil ver que el siguiente diagrama conmuta:

3 3

2 2

Asimismo, es fácil ver que en = y en =
Entonces, dado ( ) 3 tenemos lo siguiente:

( ) = ( ) = ( )

Como ( ) 2

( ) = ( )

= ( )

= ( )

= ( )

y la demostración queda concluida. ¤
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Caṕıtulo 4

Cuestiones generales sobre la
dinámica de Fa si −1 < a < 0.

Para a ∈ (−1, 0) existe un conjunto especial, que llamamos Λa, contenido
en el interior de Ka, que es el lugar donde realmente se desarrolla la dinámica
de Fa (en el interior de Ka). En este caṕıtulo establecemos las propiedades
de Λa (secciones 4.2 y 4.3), aśı como las del conjunto de puntos periódicos de
Fa que son producidas por las simetŕıas de la función cuando el parámetro
es real (sección 4.4).

En particular, como parte del marco general en el que se desarrollan éste y
el siguiente caṕıtulo, se aceptan como hipótesis de trabajo dos conjeturas que
no se han podido demostrar relativas al conjunto Ka para a ∈ (−1, 0), pero
cuya validez nos parece emṕıricamente evidente (se trata de las Conjeturas
C1 y C2 que discutimos con detalle en la sección 4.2). Cabe señalar que, de
cualquier manera, excepto las conjeturas y lo relativo a la dinámica en ∂Λa

(sección 4.5), todas las afirmaciones generales en este caṕıtulo se demuestran.

Obviamente muchos fenómenos dinámicos presentes en las funciones Fa

existen, en general, en funciones f : R2 → R2. En este caṕıtulo y el siguiente
frecuentemente utilizaremos, con ciertas adecuaciones, conceptos y resulta-
dos generales desarrollados por autores como Mira, Gumowski y otros que
aparecen en la bibliograf́ıa.
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4.1. Conjuntos Atractores y Zonas Absorbentes

de funciones f : R2 → R2.

Sea f : R2 → R2 una función de clase Cr, r ≥ 1. Al conjunto singular o de
puntos cŕıticos de f , {x ∈ R2 | detDf(x) = 0}, lo denotaremos por L−1(f),
o, como en el caso de las funciones Fa, utilizando el sub́ındice “a”: L−1(a). Al
conjunto de valores cŕıticos de f , f(L−1), lo denotaremos por L(f) (respect.,
por L(a)).

Hipótesis permanente para lo que sigue: L (f) está constitúıdo por una
o varias curva lisas por partes que dividen al plano en un número finito de
regiones.1

Esta hipótesis la cumplen las funciones Fa , a 6= 0, y muchas otras no
anaĺıticas. Por lo general, aún cuando L−1(f) sea una curva lisa, L(f) es una
curva que puede tener “picos” debido a la presencia de cúspides.

Tanto a las iteraciones del conjunto singular L−1 (f), como a las de L (f),
las llamaremos arcos cŕıticos de f . Espećıficamente, a fk(L) = fk+1(L−1),
lo llamaremos arco cŕıtico de orden k + 1 de f y lo denotaremos por Lk (f)
o por Lk, k ≥ −1, donde L0 ≡ L. Es un hecho conocido que el conjunto de
valores cŕıticos de la k-ésima iteración de f , fk, está dado por L ∪ f (L) ∪
f2 (L) ∪ ... ∪ fk−1 (L) (ver [19]).

Siendo L−1 y L arcos o curvas simples cerradas, en la medida que pueden
intersectarse, los arcos cŕıticos de orden superior pueden volverse curvas que
se cruzan a śı mismas un gran número de veces (ver figura 4.1).

1Es una hipótesis relevante pues aunque sabemos, por un conocido teorema de Sard,
que L(f) es un conjunto de medida cero, no tiene por qué ser una curva. Por ejemplo,
se puede construir f : R→ R tal que L (f) = A donde A ⊂ R es cualquier conjunto
numerable.
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(a) a =.8 (b) a = −1
4
+ i4

5

figura 4.1: L−1 (a) y los arcos cŕıticos L (a) y L1 (a) para un parámetro real
y uno complejo.

Definición 4.1.1 Supongamos que A es un conjunto compacto tal que f(A) ⊆
A.2 Si existe una vecindad U de A tal que la órbita de todo punto en U en-
tra en A tras un número finito de iteraciones, o tiende asintóticamente a A,
decimos que A es un conjunto atractor (“attracting set”).

La cuenca de atracción de un conjunto atractor A es un conjunto abierto
Ω cuyos elementos tienen órbitas que convergen asintóticamente a A, o que
entran en A tras un número finito de iteraciones. La vecindad U que aparece
en la definición anterior es parte de esta cuenca de atracción; a la componente
conexa de Ω que contiene a A se la llama la cuenca inmediata de atracción
de A.
Por ejemplo, en relación con la familia de funciones Fa, para −1 < a < 0,

veremos que el conjunto Z4(a), cuya frontera es el arco cŕıtico L(a), es un
conjunto atractor: el interior de Ka resulta ser su cuenca de atracción y la
órbita de todo punto en dicha cuenca entra en Z4(a) tras un número finito
de iteraciones.
El siguiente, es un hecho conocido.

2A un conjunto de este tipo en ocasiones se le llama “conjunto prisionero”. Si cumple
la contención estricta, f (A) ⊂ A, también se le llama “conjunto débilmente invariante”.
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Lema 4.1.2 Si A es un conjunto compacto tal que f(A) ⊆ A, el conjunto

S =
∞T
k=0

fk(A) es un conjunto (compacto) invariante hacia adelante; es decir,

f (S) = S.

Demostración: Como A es compacto y f(A) ⊆ A, tenemos que la suce-
sión

©
fk(A)

ª
es una colección anidada decreciente de conjuntos compactos

no vaćıos, por lo que S =
∞T
k=0

fk(A) es un conjunto compacto no vaćıo. Ob-

viamente f (S) ⊆
∞T
k=1

fk (A) = S.

Para demostrar la otra contención, sea w ∈ S. Entonces, w ∈ fk (A) para
todo k ≥ 0, por lo que para cada k ∈ N existe zk ∈ A tal que fk (zk) =
f
¡
fk−1 (zk)

¢
= w. Obsérvese, en particular, que fk−1 (zk) es un elemento de

fk−1 (A).
Hagamos ak = fk−1 (zk), k ≥ 1. Por estar contenida en A, esta sucesión

{ak} contiene una subsucesión {aki} convergente a cierto punto ρ ∈ A. Como
aki ∈ fki−1 (A) y la colección

©
fk(A)

ª
es una sucesión anidada decreciente

de conjuntos, para cada kl se tiene que akµ ∈ fkl−1 (A) para todo µ ≥ l; como
todo conjunto fk(A) es compacto, se sigue que ρ ∈ fkl−1 (A) para cada kl y,
por lo tanto, ρ ∈ S. Por continuidad, {f (aki)} es una sucesión convergente
a f (ρ); como f (aki) = f

¡
fki−1 (zki)

¢
= w, se sigue que w = f (ρ). Por lo

tanto, w ∈ f (S). ¤

Sea f(A) ⊆ A y S =
∞T
k=0

fk(A). Nótese que si A es un conjunto atractor,

S también lo es (de hecho S es el “conjunto ĺımite” que atrapa la dinámica
de puntos en la cuenca de A). Si en particular A es invariante hacia ade-
lante, f(A) = A, entonces S = A; si f(A) ⊂ A (es decir, la contención es
propia), puede ocurrir que fk(A) = fk+1(A) para algún entero k, en cuyo
caso S = fk(A), o bien, que fk(A) ⊂ fk+1(A) para todo k ∈ N, y entonces,
S está propiamente contenido en fk(A) para todo k ≥ 0.
Para la familia Fa veremos, en particular, que si

1−√5
2

< a < −1
2
, se

cumple que F 2k
a

³
Z4(a)

´
⊂ F 2k+2

a (Z4(a)) para todo k ∈ N y por lo tanto,
S =

∞∩
k=0

F k
a (Z4(a)) está propiamente contenido en F

k
a (Z4(a)) para todo k ∈ N;

en cambio, si a ≤ −2
3
, se cumple que F 2

a (Z4(a)) =
∞∩
k=0

F k
a (Z4(a)) = S.
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Zonas absorbentes.

Es claro que los conjuntos atractores son de la mayor importancia; de
acuerdo con el lema 4.1.2, estos conjuntos siempre encierran “conjuntos
ĺımite” cuya existencia determina o afecta esencialmente toda la dinámi-
ca. Los atractores pueden ser invariantes bajo f o bajo alguna iteración de
f , en cuyo caso se les llama ćıclicos o periódicos; y puede también ocurrir
que coexistan varios conjuntos atractores distintos (véanse, por ejemplo, las
secciones 5.3, 5.4 y 5.5 del siguiente caṕıtulo).
Hay, sin embargo, una clase particular de conjuntos atractores que, de

acuerdo con autores como [1], [5], [6], [10], [13], [12], y [19], revisten un
interés aún mayor que los demás: aquellos cuya frontera es una curva simple
cerrada formada por una unión finita de arcos cŕıticos. Desde finales de los
70’s este tipo de atractores fueron llamados zonas absorbentes por C. Mira e
I. Gumowski, quienes popularizaron este concepto entre un sector amplio de
investigadores; lo formalizamos en la siguiente definición.

Definición 4.1.3 Un conjunto compacto A ⊆ R2 es una zona absorbente si
A es un conjunto atractor de acuerdo con la definición 4.1.1 y además ocurre
que su frontera está formada por una unión finita de arcos cŕıticos.

A juzgar por la literatura consultada, este concepto es importante princi-
palmente por las siguientes razones: en primer lugar, porque en un sinnúmero
de ejemplos, todos los conjuntos que en algún sentido merecen ser llamados
“conjuntos ĺımite”, están siempre contenidos en alguna zona absorbente. Es
decir, en dichos ejemplos, si S es un conjunto invariante (hacia adelante),

entonces existe una zona absorbente A tal que S =
∞T
k=0

fk(A). De hecho, en

todas las obras mencionadas en el párrafo previo, esta afirmación se acepta
o se maneja como un resultado general, establecido para todas las funciones
que satisfacen la hipótesis permanente enunciada al principio de la sección.3

Indiscutiblemente la afirmación.es bastante plausible y la evidencia emṕırica
proporcionada por todos estos autores y otros que ellos citan, es abrumadora;
pero al menos en las obras consultadas no se ha hallado una demostración
general de tal resultado.

3Por ejemplo, en [10], y [6] se afirma, textualmente, que “all the attractive limit sets
of an endomorphism are located in phase plain domains, called absorptive areas”. Afirma-
ciones semejantes aparecen en otras obras.
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Por otra parte, también C. Mira e I. Gumowski idearon un método prácti-
co para construir una zona absorbente basado, esencialmente, en iterar cier-
tas porciones (arcos) del conjunto singular hasta que se conforme la frontera
de la zona absorbente (que por definición debe constar de un número finito
de estas iteraciones)4. Este método constituyó, según investigadores como los
citados, una herramienta práctica poderosa para analizar sistemas dinámicos.
Por último, que un “conjunto ĺımite” esté rodeado por una zona absorbente,
pone de manifiesto el importante papel que el conjunto singular desempeña
en la dinámica de una función.
En este y el siguiente caṕıtulo mostramos ciertas zonas absorbentes im-

portantes para las funciones Fa (para algunos valores del parámetro). Por lo
pronto, establecemos una propiedad elemental de las zonas absorbentes en el
lema 4.1.4. Para ello, se requiere el siguiente lema auxiliar.5

Lema auxiliar: Sea A ⊂ R2 compacto (no suponemos A invariante o
atractor). Los puntos del interior de A que bajo f caen en la frontera de
f(A) pertenecen necesariamente al conjunto singular L−1(f). Es decir, si
f(p) ∈ ∂f(A) con p ∈ intA, entonces p ∈ L−1(f).
Demostración: Supongamos que p ∈ intA no es un punto singular. En-

tonces, por el Teorema de la Función Inversa existe una vecindad U ⊂ A de p
tal que f : U → f(U) es un difeomorfismo, f(U) es abierto y f(p) ∈ f(U) ⊂
f(A). En consecuencia, f(p) ∈ intf (A). Por lo tanto, si f(p) ∈ ∂f(A) con
p ∈ intA, p tiene que ser un punto singular. ¤
Lema 4.1.4 Supongamos que A ⊂ R2 es una zona absorbente de f . En-
tonces, f(A) es también una zona absorbente. En consecuencia, fk(A) es
una zona absorbente para todo k ∈ N.
Demostración: Hay que demostrar que ∂f (A) es unión finita de arcos

cŕıticos. Si w ∈ ∂f (A) y w = f(z) con z ∈ ∂A, z está en algún arco cŕıtico de
f y por lo tanto, w también. Si en cambio w = f(z) ∈ ∂f (A) con z ∈ intA,
entonces z ∈ L−1(f) y, por lo tanto, w ∈ L(f). Es decir, también en este
caso w está en un arco cŕıtico. Que ∂f (A) es unión finita de tales arcos se
desprende de que ∂A también lo es. La segunda parte de la afirmación es
inmediata. ¤

4Describimos brevemente este método en el Apéndice 5D. Una exposición detallada
puede consultarse en [1] y [19], aunque cabe aclarar que la mayoŕıa de los autores citados
suponen casi siempre que se está tratando con funciones f con la propiedad de que f−1 (w)
consta a lo más de 2 puntos para todo w en el plano.

5Ambos, el lema auxiliar y el lema 4.1.4 han sido tomados de [19]
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4.2. El conjunto Ka.

De acuerdo con el caṕıtulo 1, para los parámetros reales a < 0 ocurre que
la hipocicloide L∗−1(a) está “orientada” exactamente igual que el conjunto de
valores cŕıticos, la hipocicloide L(a). Para −1 < a < 0, ocurre además que
L∗−1(a) queda “por fuera” de L(a); es decir, L(a) ⊂ A(a) donde A(a) es la
región acotada cuya frontera es L∗−1(a) (ver figura 1.4 del caṕıtulo 1).
Recordando que Z4(a) es la región acotada cuya frontera es L(a), tenemos,

entonces, que para −1 < a < 0,

Fa(A(a)) = Z4(a) ⊂ A(a), (4.1)

o equivalentemente, como intF−1a

³
Z4(a)

´
= A(a),

Z4(a) ⊂ intF−1a

³
Z4(a)

´
(4.2)

Las repercusiones de (4.1) o (4.2) son notables. Para empezar, se sigue
que Z4(a) es una zona absorbente (el conjunto A (a), o incluso el interior de
Ka, juegan el papel de la vecindad U de la definición). Además, de (4.1) se
sigue, en particular, que

Fa

³
Z4(a)

´
⊆ Z4(a),

y en general, que para todo k≥0,

F k+1
a

³
Z4(a)

´
⊆ F k

a

³
Z4(a)

´
. (4.3)

De estas contenciones se desprende inmediatamente la siguiente proposi-
ción.

Proposición 4.2.1 Para −1 < a < 0, se tiene que Z4(a) ⊂ Ka.

Demostración: Como para todo k ∈ N el conjunto F k
a

³
Z4(a)

´
está con-

tenido en Z4(a), si z ∈ Z4(a), entonces F
k
a (z) ∈ Z4(a). Es decir, la órbita de

z es acotada. ¤

Corolario 4.2.2 Las imágenes directas e inversas de todos los órdenes de
Z4(a), de Z4(a) y de L(a), están contenidas en Ka.
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Demostración: Como Ka es totalmente invariante y Z4(a) está contenido
en Ka, las imágenes directas e inversas de todos los órdenes de Z4(a) están
contenidas en Ka. Lo mismo puede decirse de Z4(a) y de L(a) dado que
ambos están contenidos en Z4(a). En particular, nótese que L−1 (a) ⊂ Ka. ¤

Dado que el conjunto de puntos cŕıticos, la circunferencia L−1(a), está con-
tenido en Ka, del teorema 2.2.5 del Caṕıtulo 2 se sigue que el conjunto Ka

es conexo. Lo dejamos asentado:

Proposición 4.2.3 Ka es conexo para −1 < a < 0.

En la figura 4.2 se muestran conjuntos Ka conexos para algunos parámet-
ros entre −1 y 0. En las últimas 4 figuras se nota cómo se va pareciendo Λa

a Ka conforme a se aproxima a −1.

a = − 1
10

a = −1
6

a = −1
3

a = −.42 a = −1
2

a = −.85
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a = −.9 a = −.95 a = −1

figura 4.2: Imágenes de Ka conexo para algunos parámetros −1 ≤ a < 0.

Por otra parte, de (4.3) se sigue que las imágenes directas de todos
los órdenes de Z4(a) forman una sucesión anidada decreciente de conjun-

tos; como F k
a

³
Z4(a)

´
es compacto y conexo para todo k ≥ 0, se sigue que

∞T
k=1

F k
a

³
Z4(a)

´
es, a su vez, un compacto conexo no vaćıo, es decir, un con-

tinuo. En lo sucesivo denotaremos a esta intersección por Λa; es decir,

Λa ≡
∞\
k=1

F k
a

³
Z4(a)

´
.

Nótese que Λa ⊂ Ka y, más aún, Λa ⊂ intKa.
Como señalamos antes, para −1 < a < 0, el conjunto Λa es de la máxima

importancia. Por lo pronto, del lema 4.1.2 se desprende inmediatamente la
siguiente proposición.

Proposición 4.2.4 Sean −1 < a < 0 y Λa =
∞T
k=1

F k
a

³
Z4(a)

´
. Entonces, Λa

es invariante hacia adelante; es decir:

Fa (Λa) = Λa.

En la siguiente sección estudiaremos más las propiedades generales de
este conjunto Λa. Por ahora, vamos a continuar el análisis de Ka.
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Proposición 4.2.5 El conjunto
∞S
k=0

F−ka

³
Z4(a)

´
es un conjunto abierto, conexo

y simple conexo contenido en Ka.

Demostración: Como F−1a

³
Z4(a)

´
es cerrado tenemos que intF−1a

³
Z4(a)

´
está (propiamente) contenido en F−1a

³
Z4(a)

´
; por otra parte, F−1a

³
Z4(a)

´
⊂

F−2a

³
Z4(a)

´
, dado que Z4(a) ⊂ F−1a

³
Z4(a)

´
. Por lo tanto, intF−1a

³
Z4(a)

´
⊂

F−2a

³
Z4(a)

´
. O sea que, usando (4.2),

Z4(a) ⊂ intF−1a

³
Z4(a)

´
⊂ F−2a

³
Z4(a)

´
.

Por inducción, podemos concluir que, para todo k ∈ N,

F−ka

³
Z4(a)

´
⊂ intF−k−1a

³
Z4(a)

´
⊂ F−k−1a

³
Z4(a)

´
.

Por lo tanto,

∞[
k=0

F−ka

³
Z4(a)

´
⊆

∞[
k=0

intF−k−1a

³
Z4(a)

´
⊆

∞[
k=0

F−k−1a

³
Z4(a)

´
. (4.4)

Los conjuntos que aparecen en los extremos de (4.4) coinciden, por lo tan-
to, los tres conjuntos en (4.4) son el mismo; es un conjunto abierto dado que

el de enmedio es abierto. De hecho como F−ka

³
Z4(a)

´
es compacto, conexo

y simple-conexo para todo k ∈ N y todos estos conjuntos están linealmente
ordenados por la inclusión, se sigue que

∞S
k=0

F−ka

³
Z4(a)

´
es conexo y simple

conexo. Como todas las imágenes inversas de Z4(a) están contenidas en Ka,
la unión de todas ellas está contenida en Ka. ¤

Tenemos, entonces, que
∞S
k=0

F−ka

³
Z4(a)

´
es un conjunto abierto contenido

en Ka. Como Ka es compacto, la cerradura de dicho conjunto está contenido
en Ka. Es decir:

∞[
k=0

F−ka

³
Z4(a)

´
⊆ Ka.
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Sea M =
∞S
k=0

F−ka

³
Z4(a)

´
. La pregunta es ¿Además de M, que otro

conjunto puede haber en Ka? Experimentos y razonamientos diversos nos
llevan a la conclusión de que para −1 < a < 0, el conjunto M coincide con
el conjunto Ka. Es decir, creemos que en particular para −1 < a < 0, las
siguientes dos igualdades son válidas:

M = Ka.

intM =
∞[
k=0

F−ka

³
Z4(a)

´
.

Estas igualdades no se han podido demostrar. Tomando en cuenta, en-
tonces, lo que hemos podido constatar a nivel experimental, en este caṕıtulo
tomaremos como hipótesis de trabajo la validez de estas dos últimas igual-
dades para −1 < a < 0.
Enfatizando: supondremos válidas las siguientes dos conjeturas para−1 <

a < 0:

CONJETURA C1: Ka =
∞[
k=0

F−ka

³
Z4(a)

´
. (4.5)

CONJETURA C2: intKa =
∞[
k=0

F−ka

³
Z4(a)

´
. (4.6)

Observaciones: (i) Aun siendo U ⊂ R2 un conjunto abierto, conexo y
simple conexo, no se sigue que intU = U . Considérese, por ejemplo, al con-
junto U = {z ∈ C | |z| < 1} − [0, 1) × {0} . Esto muestra que las conjeturas
1 y 2 no son equivalentes, sino que debemos asumir ambas.
(ii) Si a es un parámetro complejo con |a| ≤ 1

3
, también se cumplen

las contenciones (4.1) y (4.2). Esto significa que los resultados derivados de
éstas, aśı como las conjeturas 1 y 2, pueden extenderse a todos los parámetros
|a| ≤ 1/3.

4.3. El conjunto Λa donde se concentra la dinámi-

ca.

Por definición, Λa =
∞T
k=1

F k
a

³
Z4(a)

´
, por lo que si un punto está en Z4(a),

su órbita eventualmente entrará en Λa o tenderá asintóticamente a Λa. En
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general, en virtud de la conjetura C2, si un punto está en el interior de Ka su
órbita estará en Z4(a) tras un número finito de iteraciones y en consecuencia,
acabará por “irse” a Λa de alguna manera. Como se señaló antes, esto nos
habla de que es en el conjunto Λa donde se desarrolla la dinámica interesante
que pueda existir en el interior de Ka.
Por definición, dado z ∈ C, el conjunto ω− lı́mite de z, que denotaremos

por ω (z, Fa), es el conjunto de todos los puntos ĺımite de la órbita de z. Es
decir,

ω (z, Fa) =
©
y ∈ C : y es el ĺımite de alguna subsucesión de {F k

a (z)}
ª

Al conjunto de puntos periódicos de Fa lo denotaremos por PerFa y al
de puntos periódicos de periodo N por PerNFa.

Proposición 4.3.1 Sea −1 < a < 0. Entonces:
(i) PerFa ∩ intKa ⊆ Λa;
(ii) si z ∈ intKa, el ω-ĺımite de z está contenido en Λa;
(iii) si W es un subconjunto propio de intKa, invariante hacia adelante,

es decir W = Fa(W ), entonces W ⊆ Λa.

Demostración:
(i) Sea p un punto periódico de periodo n ≥ 1. Si p ∈ intKa, Por C1

alguna iteración de p está contenida en Z4(a) y es también un punto periódico
del mismo periodo. Aśı que, de entrada, podemos suponer p ∈ Z4(a). Como

p es de periodo n, F nj
a (p) = p ∈ Fnj

a

³
Z4(a)

´
para todo j ∈ N; es decir,

p está en una infinidad de imágenes directas de Z4(a). Por ser éstas una
colección anidada decreciente de conjuntos se concluye, entonces, que p ∈ Λa.
(ii) Sea z ∈ intKa y q ∈ ω (z, Fa). Nuevamente podemos suponer de

entrada que z ∈ Z4(a). Por definición existe una subsucesión
©
F
nj
a (z)

ª ≡©
znj
ª
de la órbita de z tal que q = ĺım

j→∞
znj . Queremos ver que q ∈ Λa: Nótese

que znj ∈ F
nj
a

³
Z4(a)

´
para todo j ∈ N. Supongamos que q no está en Λa.

Como Λa es un compacto contenido en el interior de Ka, existen U y B,
vecindades de q y Λa, respectivamente, (ambas, U y B, contenidas en intKa)
tales que

q ∈ U y U ∩B = φ.

Sea m ∈ N lo suficientemente grande para que Fm
a

³
Z4(a)

´
⊂ B (esta m

existe porque Λa es la intersección anidada de imágenes directas de todos los
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órdenes de Z4(a), todas las cuales son compactos conexos). Entonces,

U ∩ Fm
a

³
Z4(a)

´
= φ,

mas aún,

U ∩ F k
a

³
Z4(a)

´
= φ, ∀k ≥ m.

Pero esto significa que znj /∈ U para todo nj tal que nj ≥ m, lo cual es
una contradicción con el hecho de que q es el ĺımite de la subsucesión

©
znj
ª
.

En consecuencia, q ∈ Λa.
(iii) Nuevamente podemos empezar por suponerW ⊆ Z4(a). De la hipótesis

se sigue que F k
a (W ) =W ∀k ≥ 0. De aqúı se sigue que W está contenido en

todas las iteraciones de Z4(a), por lo que W está contenido en Λa. ¤

4.4. Sobre las órbitas periódicas producidas

por las simetŕıas de Fa si −1 < a < 0.

La simetŕıa “triangular” de Fa si el parámetro a es real se expresa en las
fórmulas

Fa (ρz) = ρ2Fa (z) y Fa

¡
ρ2z
¢
= ρFa (z) , (4.7)

válidas para todo z ∈ C, donde ρ es ráız cúbica de la unidad. Supóngase
ahora que P es un punto fijo de Fa; entonces, por (4.7), la órbita {ρP, ρ2P}
es periódica de periodo dos. Llamaremos a ésta una órbita de periodo dos
generada por el punto fijo P . Si ahora tenemos que {q1, q2} es una órbita de
periodo dos, que no ha sido generada por un punto fijo, entonces {ρq1, ρ2q2}
y {ρ2q1, ρq2} son órbitas de periodo dos, que igualmente diremos que fueron
generadas por {q1, q2}. Es fácil comprobar que una órbita {q1, q2} generada
por algún punto fijo o por alguna otra órbita de periodo dos, no genera órbitas
nuevas. Evidentemente, esto se generaliza a órbitas de periodo N ≥ 2, como
demostramos a continuación.

Proposición 4.4.1 Supongamos z0 6= 0 es un punto periódico de periodo
N y que z0 no es de la forma ρQ o ρ2Q donde Q es un punto periódico.
Entonces
(i) Si N es par, ρz0 y ρ2z0 son puntos de periodo N que corresponden,

cada uno de ellos, a órbitas distintas de periodo N . Es decir, una órbita de
periodo N genera otras dos del mismo periodo.
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(ii) Si N es impar, ρz0 y ρ
2z0 son puntos de periodo 2N que están en la

misma órbita. Es decir, en este caso se genera sólo una órbita pero de periodo
2N .

Observación. Es fácil comprobar que las órbitas generadas por algún pun-
to periódico ya no generan, a su vez, órbitas nuevas.
Demostración: Denotemos por zk a F

k
a (z0), k ≥ 0. Que z0 sea de periodo

N significa que los N puntos z0, ..., zN−1, todos distintos entre śı, constituyen
la órbita de z0, que zN = z0 y que, en general, zkN+j = zj para k ≥ 0, j ∈
{0, 1, ..., N − 1}.
En estas condiciones, de (4.7) se desprende lo siguiente:
(i) Si N es par, FN

a (ρz0) = ρz0 y claramente ρz0, ..., ρ
2zN−1 son todos

diferentes entre śı y constituyen la órbita de ρz0, por lo que ρz0 es de periodo
exactamente N . La demostración para ρ2z0 es esencialmente igual.
(ii) Si N es impar, FN

a (ρz0) = ρ2z0 y FN
a (ρ

2z0) = ρz0, por lo que
F 2N
a (ρz0) = ρz0. Claramente también, los 2N elementos ρz0, ..., ρzN−1, ρ2zN =

ρ2z0, ρzN+1 = ρz1, ..., ρ
2z2N−1, ρ2zN = ρ2z0, son todos distintos entre śı y con-

stituyen la órbita de ρz0. En consecuencia, ρz0 es de periodo 2N ; nótese que
ρ2z0 es elemento de la órbita de ρz0. ¤

La simetŕıa triangular de Fa no solamente genera órbitas periódicas adi-
cionales, sino que las órbitas aśı generadas son de la misma naturaleza que
las órbitas periódicas originales. Tomando en cuenta que, en virtud de 4.7,
las órbitas periódicas generadas por (otros) puntos periódicos provienen de
rotaciones ŕıgidas de estos últimos, es fácil demostrar la siguiente proposición
(omitimos la demostración).

Proposición 4.4.2 El punto periódico z0 es atractor, repulsor, silla o neutro
si, y sólo si, ρz0 y ρ2z0 son, a su vez, respectivamente, puntos periódicos
atractores, repulsores, sillas o neutros.

Por último, la otra simetŕıa importante de Fa si el parámetro a es real, es
respecto al ejeX, y es consecuencia inmediata de la siguiente igualdad, fácil
de comprobar:

Fa(z) = Fa(z), ∀ z ∈ C. (4.8)

Proposición 4.4.3 Si a ∈ R, tenemos
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(i) z ∈ Ka ⇔ z ∈ Ka. Es decir, Ka es simétrico respecto al ejeX. Equiv-
alentemente, z ∈ Ba(∞) ⇔ z ∈ Ba(∞) o bien, Ba(∞) es simétrico respecto
al ejeX.
(ii) z ∈ PerNFa ⇔ z ∈ PerNFa.
(iii) z es un punto periódico atractor, repulsor, silla o neutro si, y sólo

si, z es un punto periódico atractor, repulsor, silla o neutro.

Demostración: La afirmación (i) se sigue de (4.8) y del hecho de que
|w| = |w| para todo w ∈ C. La afirmación (ii) es una especie de repetición
de argumentos de la demostración del lema anterior, y (iii) se sigue de que
DFa(z) es la transpuesta de DFa(z) y por lo tanto, ambas matrices tienen
los mismos valores propios. ¤

4.5. Comentarios sobre la dinámica en la fron-

tera de Ka, −1 < a < 0.

La frontera de Ka es totalmente invariante si −1 < a < 0. En general,

si p ∈ intKa, de acuerdo con la conjetura C2, p ∈ F−ka

³
Z4 (a)

´
para algún

k ≥ 0; como para −1 < a < 0, F−k+1a

³
Z4 (a)

´
⊂ intKa, se sigue que

Fa (p) ∈ intKa. Es decir, bajo Fa los puntos del interior de Ka van a puntos
del mismo interior.
Rećıprocamente, si p ∈ intKa y z ∈ Ka es tal que Fa (z) = p, como

p ∈ F−ka

³
Z4 (a)

´
para algún k, se sigue que z ∈ F−k−1a

³
Z4 (a)

´
⊂ intKa.

De todo esto se desprende que el interior de Ka es totalmente invariante.
Como Ka es totalmente invariante y ∂Ka ∩ intKa = ∅, se concluye que ∂Ka

es totalmente invariante.

Observación. Para a = −1, la frontera de Ka es invariante hacia adelante
pero no hacia atrás. Esto es aśı porque, en este caso, Ka = Z4(a) y, como
sabemos, ∂Ka = L(a) = L∗−1(a); por lo tanto, la imagen inversa de ∂Ka inter-
secta a esta frontera en tres puntos, que son las cúspides de la circunferencia

singular. Por esta razón también, para a = −1 es falso que F−k+1a

³
Z4 (a)

´
está propiamente contenido en el interior de Ka para alguna k ≥ 0. De he-
cho, para a = −1 la conjetura C2 es falsa y la conjetura C1 se reduce a una
trivialidad.
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La dinámica en la frontera. Para a = −1 tanto en la frontera de K−1
como en la cuenca de atracción de infinito, B−1(∞), la dinámica de F−1 es
conjugada con la de z → z2 para |z| ≥ 1 (caṕıtulo 2). Numéricamente todo
parece indicar que para a ∈ (−1, 0) ocurre exactamente lo mismo: tanto
en la frontera de Ka como en la cuenca de atracción de infinito, Ba(∞), la
dinámica de Fa es conjugada con la de z → z2 para |z| ≥ 1.
De ser cierta esta apreciación se concluiŕıa, en particular, que en la fron-

tera de Ka la dinámica es caótica en el sentido de Devaney. A manera de
ilustración las figuras 4.4 dan una idea de la densidad de puntos periódicos
en ∂Ka contrastada con la situación correspondiente en la frontera del disco
unitario.

(a1) (b1)

(a2) (b2)
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(a3)

(b3)

Figura 4.4 En (a1) se muestra Ka para a =-0.49. En (a2) las cruces mayores
corresponden a los puntos fijos (el origen y 1 − 2a) y se muestran además los
puntos de periodo 2,3,4 y 5 en la frontera de Ka; las cruces que corresponden

a estos puntos van decreciendo de tamaño conforme aumenta el periodo (hay 4

tamaños). En (a3), se muestran los puntos de periodo 7 (en la frontera de Ka). En

la figura (bi) se muestra el mismo fenómeno que en la figura (ai), 1 ≤ i ≤ 3, pero
para la función z → z2 , es decir, para a = 0.
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Caṕıtulo 5

Dinámica y Bifurcaciones de Fa
cuando −1 < a < 0

A grandes rasgos, la dinámica de Fa para a ∈ (−1, 0) es la siguiente.
Recuérdese que, por definición, Λa =

∞∩
k=1

F k
a (Z4 (a)). Cuando el parámetro

(negativo) a está cercano al cero, sólo hay un punto fijo atractor en el interior
de Ka, que es el origen, y las órbitas de todos los puntos en el interior de Ka

convergen a este punto fijo atractor. En esta situación el conjunto Λa es sólo
un punto: el origen; esto pasa para a ∈ [−1

2
, 0].

En a = −1
2
, se produce lo que podŕıamos llamar la primera bifurcación

global importante: el conjunto Λa deja de ser un punto y se convierte en
un conjunto —compacto, conexo, simple conexo y con interior no vaćıo. Este
conjunto está contenido en intKa, y ahora, esencialmente las órbitas de todos
los puntos en intKa convergen hacia él. Para −1 < a < −1

2
se mantiene esta

situación de que las órbitas de puntos en intKa eventualmente ingresan, o
tienden, al conjunto Λa.

Hasta aqúı la historia es fácil de contar. Conforme a vaŕıa entre −1
2
y −1,

dentro de Λa sucede una serie de transformaciones dinámicas de complejidad
creciente: coexisten diversos puntos periódicos atractores; aparecen curvas
simple cerradas atractoras en coexistencia, también, con puntos periódicos
atractores; aparecen diferentes conjuntos “atractores caóticos”, se producen
“choques” entre estos conjuntos que propician “fusiones” entre ellos, etc. A la
vez, eventualmente se va creando una “zona anular atractora” (homeomorfa
a un anillo 0 < ρ ≤ |z| ≤ ζ) en torno a la frontera de Λa, que va “capturando”
la complejidad dinámica mencionada. El complemento, dentro de Λa, de esta
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“zona anular atractora”, se va convirtiendo en lo que, autores como [1], [19]
y otros, llaman un “hoyo” en torno al origen, ahora punto fijo repulsor. Las
trayectorias dentro de este hoyo salen todas “expulsadas” hacia la “zona
anular” mencionada.

Conforme el valor del parámetro se aproxima a −1, la “zona anular atrac-
tora” se hace más grande y el “hoyo” se cierra, provocando que todo el
conjunto Λa se convierta en un “gran atractor caótico”, con una dinámica
interna semejante a la descrita en el caṕıtulo 3 para a = −1. Justamente
en a = −1, ocurre que Λa = Ka, y para a < −1, este “atractor caótico”
se destruye, convirtiéndose seguramente en un conjunto de Cantor, ahora
“repulsor caótico”.

Toda esta segunda parte de la historia no es fácil de descifrar ni de contar.

En este trabajo no se exponen todos estos cambios que ocurren (muchos
de los cuales no conocemos) ni tampoco todos los mecanismos que obligan a
que tal o cual cambio se produzca.

Aqúı procedemos como sigue. La parte “fácil de contar” se expone con
cierto detalle (secciones 5.1 y 5.2), dado que esto puede hacerse de una man-
era bastante accesible. Para la parte restante, el objetivo principal ha sido
seleccionar sólo dos bifurcaciones —bastante evidentes numéricamente— y fun-
damentarlas matemáticamente. Las bifurcaciones seleccionadas son la que
llamamos primera bifurcación de Naimark-Sacker, que ocurre al cruzar el
valor (aproximado) a = −0.7742918 (sección 5.4), y la desaparicion de un
hoyo en torno al origen, que tiene lugar cuando a = −0.83929 (sección 5.7).
Sin embargo, como es casi imposible ignorar el mundo de cambios dinámicos
fuertes que se producen antes y después de cada una de éstas, hemos inclu-
ido algunos aspectos mı́nimos de lo que va ocurriendo entre una y otra de
las bifurcaciones señaladas, con la intención de que se comprenda mejor la
creciente complejidad dinámica que va apareciendo conforme el parámetro
decrece y se aproxima a −1. Estos aspectos “transitorios” (secciones 5.3 y
5.5) no se pretende detallarlos demasiado, sino simplemente evidenciarlos,
casi exclusivamente a base de figuras ad-hoc y de experimentación numérica.

En general, dado lo extenso (y técnico) del material que se presenta en este
caṕıtulo, hemos tratado, en todos los casos, de basarnos más en la discusión
informal de las ideas básicas; los detalles más técnicos de las demostraciones
se turnan a apéndices especiales.
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5.1. El origen es el único atractor en intKa si

−12 = a0 < a < 0.

Para cada parámetro en el intervalo
¡−1

2
, 0
¢
la función Fa sólo tiene dos

puntos fijos: el origen, que es atractor y está en el interior de Ka, y α (a) =
1−2a que es repulsor y está en ∂Ka. Ambos son hiperbólicos: el valor absoluto
de los valores propios de DFa (0, 0) es menor que 1 y el de los valores propios
asociados al repulsor es mayor que 1.
Para a ∈ ¡−1

2
, 0
¢
el origen es el único punto periódico en el interior de

Ka. Esto es muy sencillo de demostrar para a ∈ £−1
3
, 0
¢
(véase Apéndice

5A) y numéricamente es evidente para todos los parámetros en el intervalo¡−1
2
,−1

3

¢
.

En consecuencia, para a ∈ ¡−1
2
, 0
¢
se tiene que Λa = {0} y a la vez,

que todo el interior de Ka es cuenca de atracción del origen. Hasta aqúı,
entonces, se puede decir que la dinámica en el interior de Ka es sencilla.
Las primeras cuatro de las figuras 4.3 del caṕıtulo anterior muestran con-

juntos de Julia llenos Ka para varios parámetros entre 0 y −12 .
Exactamente en a = −1

2
los valores propios de DFa (0, 0) son 1 y −1: el

origen deja de ser un punto fijo hiperbólico.
Por una parte, la experimentación numérica nos hace pensar que, de

cualquier manera, en a = −1
2
prevalece la misma situación: el origen sigue

siendo atractor y todo el interior de Ka es cuenca de atracción; una diferencia
seŕıa que, ahora, la convergencia al atractor es excesivamente lenta.
Por otra parte, justamente en este parámetro ocurre la primera bifur-

cación importante; siendo, sin embargo, 1 y−1 los valores propios deDFa(0, 0)
cuando a = −1

2
, se trata de una situación no-hiperbólica. Los cambios que

ocurren al pasar por este parámetro modifican la naturaleza global de Ka y
los consideramos en la siguiente sección.

5.2. El conjunto Λa para a ∈
h
1−√5
2 ,−12

´
.

5.2.1. Dinámica en el interior de Ka.

Consideremos al disco D|a| cuya frontera es el conjunto sigular L−1(a).
Sean a1 =

1−√5
2

y a0 = −12 .
Para a ∈ (a1, a0) aparecen dos nuevos puntos fijos atractores y cinco
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órbitas de periodo 2; tres de estas últimas están conformadas por puntos
silla y dos por puntos atractores (bajo F 2

a ). Todos estos puntos periódicos
están contenidos en D|a|. En particular, una de las órbitas de puntos silla de
periodo 2 está contenida en R (ver fig. 5.1).

Desde el punto de vista de la restricción de Fa a R, esta órbita de números
reales es atractora (de periodo 2) y es resultado de una bifurcación t́ıpica de
duplicación de periodo (la primera de la cadena de bifurcaciones de este tipo
que tiene la restricción de Fa a R)1.

Numéricamente se comprueba que el origen, que ahora es repulsor, y
los puntos mencionados de periodo 1 o 2, constituyen la totalidad de puntos
periódicos contenidos en el interior deKa. Exceptuando al origen, a los puntos
silla y a sus correspondientes variedades estables (globales), la órbita de todo
elemento en el interior de Ka converge a uno u otro de los atractores (de
periodo 1 o 2) que coexisten en esta etapa.

1Para cada a ∈ [−1, 0) existe λ ∈ (1, 4] de manera que la restricción de Fa a R es
conjugada con fλ (x) = λx (1− x), x ∈ R. O sea que en los intervalos de parámetros
mencionados, toda la complejidad dinámica de la famosa familia loǵıstica fλ la tiene
también Fa restringida a R.
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fig. 5.1. El conjunto Ka para a = −.55

En la figura 5.1 los puntos atractores y sillas están marcados con pequeñas
cruces.
Las 6 regiones triangulares que se observan con un vértice común en el

origen son las respectivas cuencas inmediatas de atracción de los atractores
de periodo 1 y 2. La región triangular central en el semiplano superior es
la cuenca inmediata de atracción de un punto fijo, que llamamos Pa. Las
regiones contiguas a ésta corresponden, la del lado izquierdo, a la cuenca
inmediata de uno de los atractores de periodo 2, que llamamos Q1, y la del
lado derecho, a la de su compañero de órbita, Q2.
Simétricas con estas 3 cuencas inmediatas, están las correspondientes a

Pa, Q1, y Q2, en la parte inferior del eje X.
Considérese ahora a la región triangular que constituye la cuenca inmedi-

ata de atracción de Q1. Uno de los lados de (la frontera de) esta región
triangular, es un intervalo en el ejeX negativo, que contiene a un punto silla
de periodo 2, s1 ∈ R. Este intervalo es parte de la variedad estable local de
s1. Hay un intervalo análogo en el ejeX positivo, que contiene a s2 y que
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constituye la variedad estable local de s2. Si x0 está en la variedad estable
local de si, la sucesión

©
F 2k(x0)

ª
es una sucesión monótona convergente a

si, i = 1, 2.
Por las simetŕıas de Fa, en ρR y ρ2R hay intervalos análogos que consti-

tuyen, respectivamente, las variedades estables locales del resto de los puntos
silla de periodo 2.
Como se puede apreciar, todo el interior de Ka se subdivide de un mo-

do complejo —aunque muy simétrico— en una infinidad de regiones que son
imágenes inversas de todos los órdenes de todas las cuencas inmediatas de
atracción; las fronteras de estas regiones son, a su vez imágenes inversas de
todos los órdenes de las variedades estables locales referidas. Aśı, el conjunto
Ka en esta etapa es la cerradura de la unión de todas las cuencas (globales)
de atracción mencionadas. En particular, todo punto en el interior de Ka

que no está en alguna imagen inversa de alguna de estas variedades estables
locales, tiende a alguno de los puntos periódicos atractores de periodo 1 o 2.

5.2.2. El (nuevo) conjunto Λa y la peculiar frontera de
Λa

La figura 5.2 muestra la frontera del conjunto Λa en el interior deKa. Este
conjunto, Λa, ha dejado de ser un punto para convertirse en un compacto,
conexo, simple conexo, con interior no vaćıo. Dado que la órbita de todo
punto en intKa eventualmente entra en Λa, o tiende asintóticamente a Λa,
éste es un conjunto atractor; el interior de Ka ( o Z4 (a), por ejemplo) juega
el papel de la vecindad U de la definición 4.1.1.
El conjunto Λa tiene aún más propiedades:

Teorema 5.2.1 Para a ∈ (a1, a0) la frontera de Λa es una curva simple
cerrada, invariante hacia adelante, y está formada por la unión de las var-
iedades inestables locales de los puntos silla de periodo 2, y también, por
todos los puntos atractores de periodo 1 o 2. Además, esta frontera de Λa no
es unión finita de arcos cŕıticos sino una curva ĺımite de arcos cŕıticos. En
consecuencia, Λa no es una zona absorbente.

Por curva ĺımite de arcos cŕıticos se quiere decir que cada punto de la
curva es punto de acumulación de una sucesión {ak}, donde ak ∈ Lk para
k ∈ N. Como consecuencia de que ∂Λa es tal curva ĺımite se sigue que Λa no
es (aún) una zona absorbente.
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fig. 5.2: La frontera ∂Λa.

La esencia de la demostración de este teorema es como sigue (para may-
ores detalles véase Apéndice 5B). Geométricamente es fácil ver lo siguiente:

F 2k
a (Z4) ⊂ F 2k−2

a

¡
Z4
¢
, ∀ k ≥ 2.

O sea que las iteraciones pares de Z4 forman una cadena estrictamente de-
scendiente de conjuntos compactos conexos. Por ejemplo, en la figura 5.3(a)
se nota que, aunque F

¡
Z4
¢
está propiamente contenido en D|a|, las fron-

teras de F
¡
Z4
¢
y de Z4 tienen ciertos arcos en común; en 5.3(b) se muestra

cómo, en cambio, F 2
a (Z4) está propiamente contenido tanto en Z4 como en

F
¡
Z4
¢
. En 5.3(c) se aprecia cómo las iteraciones pares de Z4 van quedando

propiamente contenidas en iteraciones previas. Para cada k ∈ N, La fron-
tera de F 2k

a (Z4) está formada por ciertos arcos de L2k−1 y de L2k (ver figuras
5.3(d),(e),(f)). Es decir, todos estos conjuntos F 2k

a (Z4) son zonas absorbentes
(simple conexas) y su intersección infinita es justamente Λa, por lo que Λa es
compacto conexo (y simple conexo) y está propiamente contenido en F 2k

a (Z4)
para todo k. Se sigue, entonces, que ∂Λa no es unión finita de arcos cŕıticos
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sino una curva ĺımite de arcos cŕıticos; en consecuencia, Λa no es una zona
absorbente.

Como las variedades inestables de los puntos silla son conjuntos invari-
antes hacia adelante (y las órbitas periódicas también), por la proposición
4.3.1, deben estar contenidos en Λa. Aplicando ahora el λ-lema

2 (en combi-
nación con lo anterior), se concluye que la ∂Λa está conformada por dichas
variedades inestables junto con los puntos de periodo 1 y 2 que se han indi-
cado. Esta peculiar conformación de la frontera de Λa y el hecho de que en
esta etapa está contenida en D|a| - y que, por lo mismo, no toca al conjunto
singular L−1(a) - nos permite concluir que ∂Λa es invariante hacia adelante.
¤

(a) F (Z4) contenido en Da (d) L−1 (circunferencia), L (hipocicloide) y L1

2Véase [21, cap. 2, p. 90]
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(b) F 2
a (Z4) ⊂ Fa(Z4) (e) arcos cŕıticos L, L1, L2 y L3

(c) F 2k
a (Z4 (a)) para k ≥ 8 (f) Iteraciones de L−1 tendiendo a ∂Λa.

figuras 5.3

5.3. Etapa de transición

Conforme el parámetro a decrece, el conjunto Λa “crece” hasta que, en
a = a1, la frontera de este conjunto se vuelve tangente a la circunferencia
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singular L−1 en tres puntos (fig. 5.4(a)) y, para a < a1, esta frontera cruza
L−1 (fig. 5.4(b)). Los puntos de tangencia entre Λa y L−1 en a = a1 son
s2 ∈ R, Q1 ∈ (R y Q1, puntos silla de periodo 2 que para a = a1 son puntos
cŕıticos tanto de Fa como de F

2
a .

El hecho de que la frontera de Λa cruce L−1, obliga a que existan arcos de
L−1 en el interior de Λa y, por lo tanto, a que ciertos arcos de L formen parte
de ∂Λa. Empieza, entonces, una transformación según la cual la frontera de
Λa va perdiendo las caracteŕısticas que hemos descrito hasta que, para −1 <
a ≤ −2

3
, la frontera de Λa es una unión finita de arcos cŕıticos (concretamente,

de arcos de L y L1). Es decir, para −1 < a ≤ −2
3
, Λa se ha convertido en

una zona absorbente.

5.4(a) la frontera de Λa1 es tangente a L−1
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5.4(b) la frontera de Λa cruzó L−1

figuras 5.4

5.3.1. Nueva coexistencia de atractores: Nacimiento de
órbitas de periodos 3 y 6

Para los parámetros a ∈ (b, a2), con valores aproximados a2 = −0.768775
y b = −0.791, cerca del punto fijo atractor Pa existen dos órbitas nuevas
de periodo tres: una atractora, que denotaremos por {p1(a), p2(a), p3(a)}, y
otra de puntos silla, que denotaremos por {σ1(a), σ2(a), σ3(a)}. En la figura
5.5 el punto fijo atractor Pa se señala con una cruz grande y los puntos
de periodo tres, atractores y sillas, se señalan con cruces más pequeñas. Se
muestra cómo, para cada i = 1, 2, 3, la cuenca inmediata de atracción del
punto atractor pi(a) es una región ovalada cuya frontera contiene al punto
silla σi(a).
La aparición de estas nuevas órbitas proviene de lo que se conoce como

una bifurcación silla-nodo; se trata de una bifurcación según la cual, al cruzar
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determinado valor del parámetro, aparecen 2 órbitas nuevas de cierto periodo
k que previamente no exist́ıan: una atractora y otra formada por puntos silla.
Justo en el valor del parámetro en el que se produce la bifurcación - a2 en
nuestro caso - la órbita nueva sólo es una y es “neutra” (i.e., asociada con un
valor propio de módulo 1). Intuitivamente, la bifurcación se realiza, entonces,
como si en el “instante siguiente” la órbita nueva se desdoblara en dos, una
atractora y otra de puntos silla.

figura 5.5

En la figura 5.5 se ilustra también cómo una infinidad de imágenes inver-
sas (de orden creciente) de estas regiones ovaladas parece llenar de “agujeros”
la cuenca de atracción del punto fijo atractor Pa, con lo cual ésta deja de ser
simple conexa (de hecho todas las componentes de la cuenca global de atrac-
ción de Pa dejan de ser simple conexas llenándose de “agujeros”. Ello se
aprecia en la figura 5.6).
Globalmente, las simetŕıas de la función obligan a que cada una de estas

órbitas de periodo 3 genere otras tres de la misma naturaleza (atractora o
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silla): una también de periodo tres, simétrica respecto al eje X, y otras dos
de periodo 6 (véase sección 4.4 del caṕıtulo anterior). Es decir, en realidad
en Ka existen ocho órbitas nuevas (cuatro de periodo 3 y cuatro de periodo
6) para a ∈ (b, a2): los atractores y las sillas de periodo 3 aparecen, por
pares respectivos, en las que antes eran cuencas inmediatas de atracción de
los puntos fijos Pa y Pa. Los puntos de periodo 6, en las que eran cuencas
inmediatas de los atractores de periodo 2. Aśı, los nuevos puntos atractores
de periodo 3 se disputan el terreno con los viejos puntos fijos atractores y los
atractores de periodo 6, con los atractores de periodo 2. Obviamente ello da
lugar a una subdivisión infinita del interior de Ka más compleja que la que
hab́ıa antes, como se puede apreciar en la siguiente figura 5.6 (los puntos de
periodos respectivos 1, 2, 3 y 6, aparecen marcados con cruces de mayor a
menor tamaño).
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figura 5.6

En este contexto, en el que Λa ya se volvió una zona absorbente y la
dinámica la domina el hecho de que coexisten puntos periódicos atractores
de periodos respectivos 1, 2, 3 y 6, tiene lugar una bifurcación de Naimark-
Sacker.

5.4. Primera bifurcación de Naimark-Sacker

Supóngase que {fµ} representa una familia de sistemas dinámicos con la
siguiente propiedad: al asumir el parámetro un cierto valor, digamos µ =
µ0, un punto fijo Pµ cambia de ser atractor a repulsor (o de ser repulsor
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a atractor) y nace una curva Γµ, simple cerrada, invariante, “atractora” (o
“repulsora”). El punto fijo queda contenido en la región acotada por la recién
aparecida curva invariante Γµ y tanto la órbita de puntos dentro de dicha
región como la de puntos cercanos fuera de la región, tienden asintóticamente
a Γµ (o se alejan de Γµ).
En dinámica continua, un fenómeno parecido a éste se conoce como bifur-

cación de Hopf o de Hopf-Andronov. En dinámica discreta se conoce también
con esos nombres, pero de acuerdo con algunos autores es más apropiado lla-
marla bifurcación de Naimark-Sacker.3

En particular, la hipótesis básica (no la única) bajo la cual se produce esta
bifurcación, es que los valores propios de DFµ(Pµ) sean complejos conjuga-
dos y crucen la circunferencia unitaria (de adentro hacia afuera o viceversa)
cuando µ = µ0. Es decir, denotando a dichos valores propios por λ(µ) y λ(µ),
debe ocurrir que

|λ(µ0)| =
¯̄̄
λ(µ0)

¯̄̄
= 1. (5.1)

En la familia de funciones Fa, en el contexto señalado en la sección ante-
rior, de convivencia de puntos periódicos atractores de periodos respectivos
1, 2, 3 y 6, tiene lugar una bifurcación de Naimark-Sacker. Concretamente,
tenemos el siguiente resultado:

Proposición 5.4.1 Para a ∈ (−1, 0) la familia {Fa} presenta una bifur-
cación Naimark-Sacker cuando el parámetro a decrece y cruza el valor

a4 =
−8 +√112

24
= −0.7742918....

Espećıficamente, en a = a4 nace una curva simple cerrada Γa atractora

en torno al punto fijo Pa =
³
1
2
+ a,

q
3a2 + a− 1

4

´
, que subsiste para a ∈

Ja = (a5, a4) con a5 ∼= −0.7764 < a4. Para a4 < a, Pa es atractor y para
a ∈ Ja se convierte en repulsor (ver figura 5.7).

Demostración: Se calculan formas normales apropiadas para Fa y se uti-
liza el teorema de Naimark-Sacker. Para los detalles véase el véase Apéndice
5C. ¤

3Véase, por ejemplo, a [19] o [1]. Estos autores mencionan que, en forma independiente,
Naimark en 1959 y Sacker en 1964, demostraron el teorema de esta bifurcación.
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figura 5.7: La curva Γa, recién surgida, rodeada de las cuencas de los atractores
de periodo 3.

Por las simetŕıas de Fa, para a ∈ Ja nacen cinco curvas invariantes atrac-
toras además de Γa: Una en torno a Pa y las otras cuatro en torno a los
puntos de periodo dos Q1, Q2, Q1, Q2 (ver figura 5.8). En a = a4, tanto Pa

como los puntos mencionados de periodo dos dejan de ser atractores y se
convierten en repulsores.

Cada una de estas nuevas curvas atractoras nace en lo que antes era la
cuenca inmediata de atracción de un punto atractor de periodo 1 o 2. Tales
cuencas inmediatas se vuelven ahora las cuencas inmediatas de las curvas
mencionadas.
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fig. 5.8: Curvas atractoras en intKa

Centrándonos en Γa una descripción breve de lo que ocurre es la siguiente:
En cierto sentido, el papel del antiguo punto fijo atractor Pa - que ahora es
repulsor - lo juega ahora la curva atractora Γa. La parte de lo que antes era
cuenca inmediata de atracción de Pa que queda fuera de Γa, se vuelve ahora
parte de la cuenca inmediata de atracción de Γa. La otra parte de esta cuenca
inmediata es la región comprendida dentro de Γa. En esta última región la
naturaleza repulsora de Pa obliga a las órbitas de los puntos ah́ı contenidos
a tender asintóticamente a Γa. Está claro que en torno a las otras curvas
atractoras sucede algo semejante.
La dinámica, entonces, se ve globalmente afectada en virtud de que para

a ∈ Ja las curvas atractoras coexisten con las órbitas atractoras de periodo
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3 y 6.

5.5. Nueva etapa de transición

5.5.1. Desaparición de Γa y el resto de las curvas atac-
toras.

Eventualmente estas curvas atractoras desaparecen. A grandes rasgos
ocurre lo siguiente: manteniendo a4 y a5 como en el enunciado de la proposi-
ción 5.7.6, para a ∈ (a5, a4) las curvas invariantes atractoras se van haciendo
más grandes hasta que, en a = a5, cada una de ellas literalmente choca con
la frontera de su propia cuenca de atracción que es, a su vez, frontera de
la cuenca inmediata de atracción de alguno de los puntos atractores cer-
canos de periodo 3 o 6, según sea el caso. Este “choque”, catalogado por
algunos autores como una bifurcación de contacto,4 provoca la desaparición
mencionada.

La figura 5.9 ilustra una situación muy próxima a esta bifurcación: la
curva Γa, en cuyo interior se señala al punto fijo repulsor Pa, está a punto de
chocar con la frontera de su propia cuenca de atracción y con la de las cuen-
cas (inmediatas) de los puntos atractores de periodo tres, p1(a), p2(a), p3(a),
señalados con cruces dentro de las regiones ovaladas que constituyen las cuen-
cas referidas. En la frontera de éstas se aprecia también la órbita de puntos
silla asociada a la órbita atractora de periodo 3.5

4ver [1] o [19].
5Asimismo, en la figura 5.9, a la izquierda se observa también una de las curvas invari-

antes de periodo 2 (con un punto repulsor de periodo 2 dentro de la misma), aśı como tres
puntos atractores y tres puntos silla de periodo 6.
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figura 5.9

5.5.2. Nueva bifurcación de Naimark-Sacker

Tras la desaparición de Γa y las otras curvas invariantes existentes, los
puntos atractores (y sillas) de periodos respectivos tres y seis subsisten, hasta
que eventualmente tiene lugar una nueva bifurcación de Naimark-Sacker en
torno a cada uno de ellos (los atractores). Nacen 18 curvas atractoras invari-
antes: 6 de periodo tres y 12 de periodo seis; a su vez, los puntos atractores
(de periodos tres y seis, respectivamente) se vuelven repulsores. En la figura
5.10(a) se observan tres de estas curvas atractoras de periodo 3 (en la región
triangular central) y tres de periodo 6 (a la izquierda); en 5.10(b) se muestra
Ka con las 18 nuevas curvas. Tras un muy complejo proceso dinámico (en
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el que, en particular, en algún momento algunas de estas curvas chocan con
la circunferencia singular L−1, lo cual propicia grandes cambios), estas 18
curvas atractoras se ven reemplazadas por un número igual de conjuntos de
apariencia bastante extraña, como se ve en la figura 5.10(c).

5.10(a): curvas atractoras de periodos 3 y 6
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5.10(b): Todas las curvas atractoras en intKa
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5.10(c) Conjuntos atractores caóticos en intKa.

5.5.3. Conjuntos Atractores Caóticos.

Aunque en sistemas dinámicos existen, en realidad, varias definiciones de
caos, el consenso es que siempre que en algún sentido aparezca dinámica com-
plicada, a eso se le puede llamar caos. La sensibilidad respecto a condiciones
iniciales en un compacto y la existencia de úna órbita densa (equivalente, esto
último, a la transitividad topólogica en espacios métricos perfectos) suelen
ser ingredientes necesarios para hablar de caos.6 Cuando las funciones son
derivables, una de las herramientas preferidas para establecer una medición

6Por ejemplo, en contraste con la idea de Devaney, hay autores que no creen que la
densidad de puntos periódicos deba incluirse en una definición de caos [[25], págs. 81-85].
Otras discusiones al respecto pueden hallarse en la bibliograf́ıa.
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cuantitativa de caos, son los exponentes de Lyapunov.7 La idea detrás de estos
exponentes es que son números que describen el “comportamiento promedio”
de las derivadas de las iteraciones de una función a lo largo de una trayectoria
(estos exponentes dependen de la trayectoria. Para sistemas dinámicos en Rn

hay n exponentes de Lyapunov asociados a cada trayectoria).

Algunos autores llaman caótica a una trayectoria que es acotada, no es
asintóticamente convergente a una órbita periódica, y al menos uno de sus
exponentes de Lyapunov es positivo (ver [20]). A un conjunto compacto,
atrayente, invariante hacia adelante, que contiene una trayectoria caótica,
estos autores le llaman un atractor caótico. Aqúı y en lo sucesivo haremos
uso de este concepto de atractor caótico.8

Retornando a la figura 5.10(c), numéricamente se comprueba que las 18
peculiares zonas que ah́ı aparecen, son conjuntos atractores caóticos, en el
sentido recién descrito. Seis de estos conjuntos - los que aparecen en lo que
antes eran cuencas de atracción de los puntos fijos Pa y Pa - son invariantes
bajo F 3

a ; los 12 restantes son invariantes bajo F 6
a . Es decir, son conjuntos

atractores ćıclicos o periódicos, respectivamente de periodo tres o seis bajo
Fa. La figura 5.11 muestra un acercamiento a los tres atractores caóticos en
la región triangular central.9

7Introducidos por Osedelec en 1968. Para su definición y propiedades ver, por ejemplo,
[20] o [22].

8Para una discusión cŕıtica del concepto mismo de atractor véase Milnor, J. On the
concept of attractor, Comm. Math. Phys. 99, 177-195.

9Órbitas en cada atractor calculadas con más de dos y medio millones de iteraciones
dan como resultado uno de sus dos exponentes de Lyapunov positivo, aproximadamente
igual a 0.042790 (un valor aproximado del otro es −0.108420). La dimensión de Lyapunov
de cada atractor es aproximadamente 1.39467. Todo esto es indicativo de dinámica caótica
(ver [20]).
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Tres atractores caóticos de periodo 3
fig. 5.11

Naturalmente estos 18 conjuntos atractores están contenidos en Λa y to-
do el interior de Ka se subdivide de manera muy compleja en cuencas de
atracción de uno u otro atractor. Las viejas zonas triangulares centrales son,
ahora, unión de las (cerraduras de las) cuencas inmediatas de atracción (bajo
F 3
a o F

6
a ) de unos u otros atractores caóticos ćıcliclos.

5.5.4. Primera fusión de atractores caóticos.

Estos atractores van sufriendo modificaciones topológicas internas: sus ev-
identes “hoyos” van desapareciendo como si fueran cerrándose, para abarcar
toda la zona que los rodea.
De esta manera, estamos ante la inminencia de que se produzca una serie

de bifurcaciones que, autores como [1], [12], [19] y otros, llaman bifurcaciones
caóticas de contacto (bcc): en términos generales, éstas se producen cuando,
al variar el parámetro, dos conjuntos atractores “chocan” entre śı.10 Por
regla general, un tal “choque” de atractores conduce a la fusión de dos o más
atractores distintos en uno solo o a la destrucción de éstos.
Para ilustrar este punto, centrémonos en los 3 atractores de la figura

anterior: para algún parámetro a = a6 con −0.8075 < a6 < −0.8061, estos
10Estos autores presentan una gran variedad de ejemplos de estas bifurcaciones, e incluso

cierta clasificación de las mismas para cierto tipo de funciones cuadráticas sencillas.
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3 atractores “chocan” entre śı y se fusionan, convirtiéndose, para a < a6
(a cercano a a6), en un sólo atractor caótico de periodo 1, con forma como
de “tijera” (figura 5.12). A todos los demás conjuntos atractores les sucede
algo similar, sólo que los atractores de periodo 6 se fusionan de tres en tres,
resultando 4 de periodo 2. En la figura 5.13 se presenta intKa tras esta fusión.

fig. 5.12
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fig. 5.13

5.5.5. Nueva fusión de atractores y creación de la zona
anular Ba y el hoyo Wa

Una nueva bifurcación caótica de contacto ocurre para a = a7, con
−0.8215 < a7 < −0.821.
Ahora, en a = a7 los seis conjuntos atractores que aparecen en la figura

5.13 (con forma como de tijeras) chocan entre śı y se fusionan, convirtiéndose,
para a < a7, en un único gran atractor caótico contenido en Λa, invariante
bajo Fa (es decir, de periodo 1).

En la figura 5.14(a) se muestran dos conjuntos atractores, uno de periodo
1 y otro de periodo 2, a punto de entrar en contacto, o sea, de chocar. La
figura 5.14(b) es un acercamiento a uno de los puntos en los que se va a
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producir el contacto o choque. La figura 5.14(c) muestra todos los atractores
en este momento, previo al choque. La figura 5.14(d) muestra los 6 atractores
ya fusionados en uno solo.

(a) (b)

(c) (d)
figuras 5.14: fusión de atractores y aparicion de la zona anular Ba y el hoyo

Wa.

Como se puede apreciar, una vez que se han fusionado todos los atractores
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en uno sólo, se crea una gran “zona anular” contenida en Λa. Esta “zona
anular” contiene varios evidentes “hoyos” (fig. 5.14(c)), pero eventualmente
se cierran todos menos el que está en el centro y lo que resulta es una gran
“zona anular” —que llamaremos Ba— encerrando un sólo “hoyo” en torno al
origen, que llamaremos Wa. Obviamente Λa −Ba =Wa.

5.6. Zonas anulares y Hoyos

Supongamos que tenemos una zona absorbente S (es decir, su frontera
es unión finita de arcos cŕıticos), invariante hacia adelante bajo una función
suave f , y que P es un punto fijo repulsor en el interior de S. Siguiendo a
[19], damos la siguiente definición:

Definición 5.6.1 Un hoyo en S en torno a un punto fijo repulsor P es una
región W simple conexa, contenida propiamente en el interior de S, con las
propiedades siguientes:
i) P ∈W .
ii) Tras un número finito de iteraciones, todo elemento de W , excepto

P , abandona W y no regresa jamás a W . Es decir, para todo z ∈ W existe
N = N (z) ∈ N tal que fk(z) /∈ W ∀k ≥ N (obsérvese que, de cualquier
manera, fk(z) ∈ S porque S es invariante hacia adelante).
iii) ∂W está compuesta por un número finito de arcos cŕıticos.
iv) f (S −W ) ⊆ S −W .
Al complemento de W en S, es decir, al conjunto B = S −W 6= ∅, se le

llama una zona anular absorbente.

Observación : Una consecuencia de la definición 5.6.1 es que ∂B = ∂W ∪
∂S con ∂W∩∂S = ∅; es decir, la frontera de B tiene dos componentes ajenas,
ambas curvas simples cerradas. A ∂S se le llama frontera externa de la zona
anular y a ∂W , frontera interna. Por la definición dada, ambas fronteras son
uniones finitas de arcos cŕıticos.

La figura 5.14(d) muestra el conjunto Ka para a = −.8215. Como se
mencionó antes, ah́ı se observa, dentro de Λa, una zona anular Ba y un hoyo
Wa en torno al origen, que es un punto fijo repulsor. La Llamada frontera
externa de la zona anular coincide con la de Λa y está compuesta por arcos
de L y L1. La frontera interna - frontera del hoyo - está compuesta por arcos
de L3 y L15; estos arcos se observan en 5.15(a) y, en un acercamiento al hoyo,
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en 5.15(b). Numéricamente se verifica que las órbitas de todos los puntos en
el hoyo (distintos del origen) eventualmente entran en la zona anular, y se
mantienen ah́ı para siempre.

(a)

(b) (c)
figuras 5.15

En 5.15(c) se muestran, cerca del hoyo, puntos de una órbita tomada al
azar. En general, órbitas de un puntos escogidos al azar en el interior de Λa

parecen llenar la zona anular; es decir, se trata de órbitas densas en la zona
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anular. Ello nos habla de la existencia de una dinámica compleja en esta
zona.

5.7. Desaparición del hoyo Wa

Conforme decrece aún más el parámetro, el hoyoWa se hace más pequeño
y tiende a desaparecer. Generalizando ideas planteadas en [12] y en [19], se
puede establecer una condicion sencilla, que implica la desaparición deWa;

11

la idea es como sigue.

Manteniendo la notación de la definición 5.6.1, si existe un hoyo no vaćıo
W ⊂ S, es fácil demostrar que las imágenes inversas del punto fijo repulsor P
(distintas de P ) están en el exterior de S. Dado que, por definición, la frontera
de S es unión finita de arcos cŕıticos, si al variar un parámetro una de estas
imágenes inversas - digamos P−1 - toca dicha frontera, ello significa que P−1
se vuelve elemento de algún arco cŕıtico Lm con m ≥ 1. En consecuencia,
todos los arcos cŕıticos Ln, con n ≥ m, pasan por el punto P . Ello va a
obligar, en particular, a que los arcos que conforman la frontera del hoyo
W (que, también por definición, coincide con la frontera interna de la zona
anular B) se intersecten todos en P . Al suceder esto, necesariamente el hoyo
se cierra.

Entonces, en nuestro caso basta con determinar el parámetro para el cual
ocurre que una preimagen del origen distinta de éste toca la frontera de Λa.
Como las tres preimágenes del origen (distintas de éste) tocan simultánea-
mente ∂Λa, basta con determinar el parámetro para el cual la preimagen
real, α1 = −2a, toca ∂Λa. Esto ocurre si, y sólo si, −2a ∈ L1 ∩ R. Como
F 2
a (−a) = −2a, lo que queremos es una ráız real de la ecuación

F 2
a (−a) + 2a = a4 − 2a3 + 2a = a(a3 − 2a + 2) = 0. (5.2)

La única ráız real distinta de cero de (5.2) es:

a = a8 = −1
3

q
19 + 3

√
33− 4

3
p
19 + 3

√
33
+
2

3
= −0.83929... (5.3)

Toda esta información se resume en la siguiente proposición.

11Esta condición se establece y demuestra en la proposición 5.7.7 del Apéndice 5D.
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Proposición 5.7.1 En el parámetro a = a8 cuyo valor está dado por (5.3),
tiene lugar una bifurcación que hace desaparecer al hoyo Wa y transforma a
la zona anular Ba en el conjunto invariante Λa.

Demostración: Veáse Apéndice 5D. ¤

Dado que para a = a8 se tiene que −2a ∈ L1 ∩ R ⊂∂Λa, todos los arcos
cŕıticos Ln (a) con n ≥ 2 deben cruzar por el origen. En la figura 5.16(a) se
muestran la circunferencia singular L−1 y los arcos cŕıticos L, L1 y L2; éste
último, L2, es el primero que pasa por origen, dado que las tres imágenes
inversas (de orden uno) del origen están contenidas en L1 ∩ ∂Λa. En (b) y
(c) se muestran otros arcos cŕıticos cruzando por el origen. En (d), todo el
conjunto Λa.

(a) L, L1 y, pasando por 0, L2 (b) Li, i = −1, 0, 1, 2, 3
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(c) Li, i = −1, 0, 1, 2, 3, 4 (d) Órbita densa; no existe hoyo.

figuras 5.16

5.7.1. La desaparición del hoyo Wa es por una bifur-
cación homocĺınica

¿Y en general, cómo cambia la dinámica en una zona absorbente S al
producirse una bifurcación que desaparece al hoyo W?
En muchos casos (en particular en la familia que estamos estudiando), este

tipo de bifurcaciones suelen ser bifurcaciones homocĺınicas; es decir, provocan
la aparición, al momento en que se desaparece el hoyo, de puntos homocĺınicos
al punto fijo repulsor P .
Aunque lo más usual es asociar la noción de punto homocĺınico u órbita

homocĺınica a un punto silla (se trata de un punto que simultáneamente
está en las variedades estable e inestable del punto silla), es conocido que para
funciones no-invertibles f esta noción se puede generalizar directamente a
puntos fijos (o periódicos) repulsores diciendo, también, que q es homocĺınico
a un punto fijo repulsor P si, simultáneamente, q está en las variedades estable
e inestable de P ; es decir, si existe una sucesión infinita de preimágenes
inversas (de orden creciente) de q que converge a P y, a la vez, existe m ≥ 1
tal que fm (q) = P .
En [17] se demuestra, generalizando a Rn las ideas del célebre art́ıculo

de Li-Yorke, [16], que si existe un punto q homocĺınico a un punto fijo P
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repulsor, se genera una dinámica muy compleja en torno a P . En [13], se da
una caracterización de esta dinámica compleja y se establecen condiciones
(para cierta clase de funciones) bajo las cuales se produce una bifurcación
que “genera” puntos homocĺınicos a un punto fijo repulsor. Esta bifurcación
está directamente asociada con la desaparición de un hoyo o, mejor dicho,
es una bifurcación que a la vez que produce la dasaparición del hoyo, si-
multáneamente genera puntos homocĺınicos al repulsor P .
Para el lector interesado, en el Apéndice 5E se analiza con algún detalle

la plausibilidad de que la bifurcación que provoca la desaparición del hoyo
Wa (en a = a8) sea, a su vez, una bifurcación homocĺınica.
Por último, remarcamos que en a = −1, Λa coincide con Ka o, equivalen-

temente, ∂Λa “choca” con ∂Ka. Como esta última es, a la vez, frontera de la
cuenca de atracción de∞, este “choque” representa otro tipo de bifurcación
que conduce a la transformación de Ka en un conjunto de Cantor “repulsor
caótico” para a < −1.

FIN
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Apéndice 5A. El origen es el
único atractor en intKa si
−12 = a0 < a < 0.

Para todo a ∈ C el origen es un punto fijo de Fa y los valores propios de
DFa(0, 0) son λ1 = 2 |a| y λ2 = −2 |a|. En consecuencia, (0, 0) es atractor si
|a| < 1

2
y es repulsor si |a| > 1

2
. Si |a| = 1

2
tenemos un caso no-hiperbólico en

el que λ1 = 1 y λ2 = −1.
Si a ∈ R y −1

2
≤ a ≤ 1

6
, sólo hay 2 puntos fijos: el origen y α(a) =

1 − 2a. Si a < −1
2
o a > 1

6
, hay cuatro puntos fijos: los dos anteriores,

Pa =
³
1
2
+ a,

q
3a2 + a− 1

4

´
y Pa.

El punto fijo α(a) siempre es repulsor si a < 0 y por los resultados del
caṕıtulo 4, {ρα(a), ρ2α(a)} es una órbita repulsora de periodo dos. En este
caso (a < 0), los tres puntos, α(a), ρα(a) y ρ2α(a), están en la frontera de
Ka. Por lo tanto, si en particular a ∈

¡−1
2
, 0
¢
el origen es el único punto fijo

en el interior de Ka.

Lema 5.7.2 Si |a| < 1
2
y |z| < 1− 2 |a| , entonces |F (z)| < |z|.

Demostración: Supongamos |z| < 1−2 |a|. Entonces, |F (z)| = |z2 + 2az| ≤
|z|2 + 2 |a| |z| = |z|2 + 2 |a| |z| = |z| (|z|+ 2 |a|) < |z| (1− 2 |a|+ 2 |a|) = |z|.
Es decir, |F (z)| < |z|. ¤
Lema 5.7.3 Si −1

2
< a < 0, entonces el disco abierto con centro en el origen

y radio 1−2 |a| (denotado por D1−2|a|) está contenido en la cuenca inmediata
de atracción del origen.

Demostración: Por el lema previo, |F (z)| < |z| si z ∈ D1−2|a|. Aplicando
esta desigualdad reiteradamente, obtenemos que la sucesión

©
F k(z)

ª
k∈N es
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(estrictamente) decreciente. Por lo tanto, dicha sucesión converge, y por la
continuidad, necesariamente converge a un punto fijo; como en este caso el
único punto fijo en el interior de Ka es el origen, la conclusión se sigue. ¤

Sea −1
2
< a < 0 y sea Ua la componente de la cuenca de atracción

del origen que contiene a éste. El lema previo asegura que D1−2|a|(0) ⊆ Ua.
Nótese que el radio de D1−2|a|(0) tiende a cero conforme |a| tiende a 1

2
.

Proposición 5.7.4 Si a ∈ R y −1
3
≤ a < 0, la cuenca de atracción del

origen es todo el interior de Ka. En consecuencia, Ua = intKa y Λa = {0}.

Demostración. Nótese que si −1
3
≤ a < 0, entonces la circunferencia sin-

gular L−1(a) queda contenida en D1−2|a|(0) y si −13 = a, dicha circunferencia
coincide con ∂D1−2|a|(0). En consecuencia, por la proposición anterior, las
órbitas de todos los puntos que quedan dentro del disco {z | |z| < |a|} tien-
den al origen. Como la imagen de este último disco es Z4(a), la órbita de
todo punto en Z4(a) tiende al origen. Por la conjetura C2, la órbita de todo
punto en intKa tiende al origen. ¤
Como se aprecia en las figuras 5A, si −1

3
< a < 0 la hipocicloide L(a)

queda propiamente contenida en D1−2|a| (fig. 5A.1). Si a = 1
3
, D1−2|a| ≡

D|a| y las cúspides de L(a) son elementos de L−1(a) (fig 5A.2). Si −12 <
a < 1

3
, la hipocicloide L(a) se sale de D|a| y D1−2|a| ⊂ D|a| (fig. 5A.3).

Como se mencionó en la sección 5.1, numéricamente es evidente que también
para −1

2
≤ a < 1

3
se cumple que el origen es el único atractor en intKa y

que intKa = Ua. Resumimos todos estos hechos en la siguiente afirmación
(parcialmente demostrada en la proposición (5.7.4)).

Afirmación: Si −1
2
≤ a < 0, el origen es el único atractor en intKa y en

consecuencia, Wa = intKa y Λa = {0}.
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Ka para a = −16 . Ka para a = −13 .

Ka para a = −0.4
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Apéndice 5B: El conjunto Λa

para a ∈
h
1−√5
2 ,−12

´
.

Puntos Periódicos: para a ∈ (a2,a1) con a2 = 1−√5
2

y a1 = −12 , aparece el
punto fijo Pa = (

1
2
+a,

q
3a2 + a− 1

4
) y su conjugado Pa; ello es consecuencia

de que 3a2 + a− 1
4
> 0 si a < −1

2
. Los valores propios λ1 y λ2 de DFa(Pa) -

que dependen del parámetro a - están dados por.....

λ1 = 2(
1

2
+ a+

r
1

4
− 2a2 − a) y λ2 = 2(

1

2
+ a−

r
1

4
− 2a2 − a). (5.4)

Por lo tanto, para a ∈ (a2,a1) se tiene que λ1 y λ2 son reales y satisfacen
−1 < λ2 < 0 < λ1 < 1, por lo que Pa es un punto fijo es atractor; como
también ocurre que |Pa| < |a|, tenemos que Pa está en el interior del disco
D|a|. Por las proposiciones de la sección 4.4 lo propio ocurre con Pa.
La restricción de Fa a R, que denotamos por fa, cumple que (fa)0 (0) = −1

si a = a1; ello propicia una bifurcación de duplicación de periodo según la
cual el origen pasa de ser atractor a ser repulsor y nace, para fa, una órbita
atractora de periodo 2, {s1, s2} ⊂ R con s1 < 0 < s2. Globalmente, s1 y s2
son puntos silla hiperbólicos de F 2

a ; los valores propios µ1 y µ2 de DF 2
a (si),

donde µ1 = (f
2
a )
0(si) para i = 1, 2, satisfacen 0 < µ1 < 1 < µ2. Ambos, s1 y

s2, quedan contenidos en el interior del disco Da.
Nuevamente por las proposiciones de la sección 4.4, los puntos Q1 = ρPa

y Q2 = ρ2Pa forman una órbita atractora de periodo 2 y, en consecuencia,
los conjugados de estos últimos puntos, Q1 y Q2, forman también una órbi-
ta atractora de periodo 2. Del mismo modo, {s1, s2} genera dos órbitas de
puntos silla de periodo 2, conjugada la una de la otra, que denotamos, re-
spectivamente, por {q1, q2} y {q1, q2}, donde q1 = ρ2s2, q2 = ρs1, q1 = ρs2 y
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q2 = ρ2s1. Todos estos puntos periódicos atractores y sillas están contenidos
en Da (ver figura 5.1 en secc. 5.2).

En el eje x positivo hay intervalos (ajenos) que constituyen, respectiva-
mente, las variedades estables locales de s1 y s2. Como 0 < µ1 < 1, si x0
está en la variedad estable local de si, la sucesión

©
F 2k(x0)

ª
es una sucesión

monótona convergente a si, i = 1, 2. Por las simetŕıas de Fa, algo análogo
ocurre con el resto de los puntos sillas de periodo 2.

Como todos los puntos periódicos existentes en el interior de Ka están
contenidos en Λa, para a ∈ (a2,a1) el conjunto Λa ha dejado de ser un punto
(ver figura 5.2 en secc. 5.2).

Dinámica en el interior del conjunto de Julia lleno, Ka.

Como se explicó en el caṕıtulo 5, las 6 regiones triangulares que se ob-
servan en las figuras 5.1 y 5.2 con un vértice común en el origen son las
respectivas cuencas inmediatas de atracción de los atractores de periodos re-
spectivos 1 y 2. Todo el interior de Ka en esta etapa es la cerradura de la
unión de todas las cuencas de atracción mencionadas. En particular, todo
punto en el interior de Ka que no está en alguna imagen inversa de algu-
na variedad estable local de alguno de los puntos silla, tiende a alguno de
los puntos periódicos atractores de periodo 1 o 2. Como en este rango de
parámetros dichos atractores están en ∂Λa (demostración más adelante), si
z ∈ intKa, ya sea en el interior o en el exterior de Λa, su órbita tiende a
∂Λa. En este sentido, la ∂Λa es también, a su modo, un conjunto atractor,
una especie de ”barrera” que, por un lado, atrae a los puntos que repele el
origen (recuérdese que ahora el origen es repulsor) y, por otro, atrae también
a los puntos fuera de Λa. La figura 5B.1 exhibe la naturaleza repulsora del
origen mostrando como tienden a ∂Λa las iteraciones de un pequeño disco
U ⊂ intΛa centrado en el origen.
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figura 5B.1: iteraciones de un disco pequeño centrado en el origen, convergiendo
a ∂Λa. Se muestran también la circunferencia singular L−1 y la hipocicloide L.

En lo que resta de este apartado detallamos aspectos de la demostración
del teorema que enunciamos de nuevo a continuación.

Teorema 5.7.5 Para a ∈ (a1, a0) la frontera de Λa es una curva simple cer-
rada, invariante hacia adelante, y está formada por la unión de las variedades
inestables locales de los puntos silla de periodo 2, y también, por todos los
puntos atractores de periodo 1 o 2. Además, esta frontera de Λa no es unión
finita de arcos cŕıticos sino una curva ĺımite de arcos cŕıticos (figura 5.2).
En consecuencia, Λa no es una zona absorbente.

Sea Γa la curva simple cerrada formada por la unión de las variedades
inestables locales de los puntos silla de periodo 2, incluyendo a éstos y a los
atractores Pa, Pa, Q1, Q2, Q1 y Q2. Vamos a demostrar las siguientes dos
proposiciones para a2 < a < a1:
Afirmación 1. Fa(Γa) = Γa
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Demostración: Como Γa está consituida por variedades inestables y pun-
tos periódicos, es trivial que Fa(Γa) ⊆ Γa. Para la contención en sentido
inverso, tomemos z ∈ Γa. Si z es un punto periódico de los que conforman
a Γa, es trivial también que existe un punto del mismo periodo w ∈ Γa tal
que F (w) = z y, por lo tanto, z ∈ F (Γa) Supongamos, entonces, que z no es
punto periódico, es decir, que z está en alguna de las variedades inestables
que conforman a Γa. Como Γa ⊂ Z4, z tiene cuatro preimágenes, una de
ellas, z−1, contenida en Da, y las otras 3, en F−1a (Z4(a)), pero fuera de Da.
Necesariamente z−1 está en la misma variedad inestable local que está z, por
lo que z−1 ∈ Γa y Fa(z−1) = z. En consecuencia, z ∈ Fa(Γa).¤
Paso 1: La frontera de Fa(Z4) está compuesta sólo por (ciertos) arcos de

L y L1 (ver figura 5.3(a)).
Geométricamente (o utilizando una parametrización de la circunferencia

L−1) es fácil deducir que Fa(Z4) está contenido en Da (figura 5.3(a)).
Siendo Fa(Z4) compacto, se sigue que ∂Fa(Z4) ⊂ Da. Dado que las cúspi-

des de L = ∂Z4 están fuera de Da, tenemos que Z4∩L−1 es no vaćıo y consta
de tres componentes ajenas, que son los arcos de L−1 que van, respectiva-
mente, de h−1 a g−1, de g−1 a h−1 y de f−1 a f−1(ver figura 5.3(a)). La imagen
bajo Fa de estos arcos consta, a su vez, de tres arcos de L: de h a g, de g a
h y de f a f (nótese que los arcos de L−1 se recorren en sentido opuesto que
los de L). Por el lema auxiliar de la sección 4.1, estos tres arcos de L están
contenidas en la frontera de Fa(Z4).
Aplicando Fa a los arcos de L que van, respectivamente, de h−1 a f−1,

de f−1 a h−1 y de g−1 a g−1, y utilizando nuevamente el lema auxiliar, se
obtienen los arcos de L1 ∩ ∂Fa(Z4) que van de h a f , de f a h y de g a g.
Estos seis arcos, tres de L y tres de L1, conforman la frontera de Fa(Z4).
Observación: Nótese que los “picos” de Fa(L) = L1 quedan en el interior

de Fa(Z4) lo cual muestra, en particular, que Fa(∂Z4) 6= ∂Fa(Z4).
Paso 2 : F 2

a (Z4) ⊂ intZ4 = Z4. En consecuencia, ∂F
2
a (Z4) sólo tiene

arcos de L1 y L2 y no toca a L.
Como ∂Fa(Z4) ⊂ Da se sigue que ∂Fa(Z4) ∩ L−1 = ∅ y por lo tanto

F 2
a (Z4) ⊂ intZ4 = Z4 y además, ∂F

2
a (Z4) ∩ L = ∅. Argumentando como en

el párrafo previo se concluye que ∂F 2
a (Z4) está también compuesta de seis

arcos, tres de L1 y tres de L2 (ver figura 5.3(c)).
Por inducción, se sigue lo siguiente. Omitimos los detalles.
Paso 3. Generalización de los pasos anteriores (ver el resto de las figuras

5.3):
(i) F 2k

a (Z4) ⊂ intF 2k−2
a (Z4), k ≥ 2;
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(ii) ∂F 2k
a (Z4) consta sólo de arcos de L2k−1 y L2k y no toca a ∂F

2k−2
a (Z4),

k ≥ 2.

Proposición 2. ∂Λa = Γa

Demostración de la proposición 2. Los conjuntos Lk = Lk (a) = F k
a (L (a))

(con L0 ≡ L (a)) son curvas cerradas porque L lo es; las figuras 5B.2, 5B.3 y
5B.4 muestran varias de estas curvas para algún parámetro en esta etapa.

figura 5B.2: L−1, L y L1
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figura 5B.3: L−1, L, L1 y L2

figura 5B.4: L−1, L, L1, L2, L3 y L4
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Varias consecuencias de los incisos (i) y (ii) del anterior Paso 3 son muy
importantes: la primera, de (i), es que ordenada por la inclusión, la suce-
sión de conjuntos

©
F 2k(Z4)

ª
es estrictamente decreciente, por lo que Λa

está propiamente contenido en intF n(Z4) para todo n ≥ 0. En particular, si
z ∈ F 2k+2(Z4)− intF 2k(Z4) para algún k ≥ 0, entonces z /∈ Λa.

Es conveniente, para lo que sigue, denotar de alguna manera, digamos
por Ak, a la franja o anillo F

2k+2(Z4)− intF 2k(Z4), k ≥ 0.
Vamos a ver enseguida que otra consecuencia de (i) es que todos los puntos

silla de periodo 2 son elementos de ∂Λa; por las simetŕıas de Fa, basta con
comprobar esto para los puntos silla que están en R, s1 y s2: Como bajo
F 2
a la convergencia (en R) a si, i = 1, 2, es monótona en la correspondiente
variedad estable local, tomando, digamos, x0 < s1 con x0 en cualquier franja
Ak, tenemos que

©
F 2k(x0)

ª
es una sucesión monótona creciente, contenida

totalmente en el exterior de Λa, convergente a s1 ∈ Λa. Por lo tanto, s1 ∈ ∂Λa.
En forma análoga se prueba que s2 ∈ Λa y, por simetŕıa, se sigue que los
demás puntos silla están en ∂Λa.

De manera parecida es posible demostrar que el punto fijo atractor Pa

está en la frontera de Λa: Se selecciona una sucesión de puntos hi = Fa(hi−1),
i ∈ N, en la cuenca inmediata de atracción de Pa, de modo que hi ∈ Ai, i ≥ 1,
y la sucesión sea convergente a Pa Como {hk} ⊂ extΛa y Pa ∈ Λa, Pa tiene
que estar en ∂Λa. De aqúı se sigue que tanto Pa como los puntos atractores
de periodo dos generados por Pa y Pa también son elementos de ∂Λa.

Finalmente, recurriremos al λ-lema ([21, pág. 90]) para demostrar que las
variedades inestables locales de los puntos silla de periodo 2 están contenidas
en ∂Λa; nótese que como Fa(Γa) = Γa, por la proposición 4.3.1 (iii), se sigue
que Γa ⊆ Λa. Queremos ver que Γa = ∂Λa.

Para fijar ideas, consideremos al punto silla q1. Denotemos por W
u a la

variedad inestable local de q1. Necesariamente el ω-ĺımite de cualquier punto
z ∈ W u consta de dos puntos: el punto fijo atractor Pa y el punto atractor
de periodo dos Q1 (es decir, los extremos de W

u). Tomemos z ∈W u y sea V
una vecindad tubular (pequeña) de W u que contiene a z. Como W u ⊂ Γa, y
Γa ⊂ Λa, tenemos que z ∈ Λa. Vamos a ver que z ∈ ∂Λa.

Sea z0 un punto en la variedad estable local de q1, de manera que z0 esté en
el exterior de Λa.

12 Sea γ un segmento de recta pequeño, transversal a esta
variedad estable local, que contenga a z0. Llamemos e1 y e2 a los extremos

12Esta variedad estable local de q1 está contenida en la recta ρR que pasa por q1 y el
origen.
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de γ. Como γ es pequeño, podemos considerar a e2 en la cuenca inmediata
de atracción de Q1 y a e1 en la de Pa.
Denotemos por γn a F

n
a (γ), n ≥ 0. Sea ε > 0. Por el λ—lema, existe N ∈ N

tal que si n > N , la componente conexa de γ2n∩V está ε-próxima aW u en la
topoloǵıa C1. Dado que {Fn(e2)}→ Q1 y {F n(e1)}→ Pa, iterando más veces
si es necesario, podemos lograr que haya puntos w en la componente conexa
de γ2n∩V cuya distancia a z es menor que ε . Si desde el principio tomamos
γ en alguna de las franjas Ai (por ejemplo γ ⊂ Z4 − F 2(Z4)) entonces γ2n
está también en alguna de esas franjas y por consiguiente, en el exterior de
Λa. Esto significa que los puntos señalados w no están en Λa y, como dijimos,
distan menos que ε de z ∈ W u ⊂ Λa; por consiguiente, z ∈ ∂Λa. Es decir
W u ⊂ ∂Λa.
Análogamente se demuestra que todas las variedades inestables de los

puntos sillas de periodo 2 están contenidas en ∂Λa.
Por lo tanto, Γa ⊆ ∂Λa. Como Γa es una curva cerrada, necesariamente

Γa = ∂Λa.
Finalmente, como consecuencia de (i) y (ii) del paso tres, se sigue que el

conjunto Λa está contenido en el interior de F
k
a (Z4), k ≥ 0, y ∂Λa no es unión

finita de arcos cŕıticos. Es decir Λa no es una zona absorbente en el sentido
de la definición1. Sin embargo, todo punto z ∈ ∂Λa es punto de acumulación
del conjunto de arcos cŕıticos Lk, k ≥ 0. ¤
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Apéndice 5C: Una bifurcación
de Naimark-Sacker para la
familia Fa.

A continuación enunciamos (sin demostración) el teorema de Naimark-
Sacker, que se utiliza para demostrar la proposición 5.7.6 de la sección 5.4. El
enunciado lo dividimos en dos partes basadas, ambas, en una cierta combi-
nación de lo expuesto en [11] y [28].13 Suponemos, como se dijo en la sección
5.4, que {fµ} representa una familia de funciones del plano en śı mismo,
suficientemente diferenciables (por lo menos C4). Lo primero es llevar es-
tas funciones a una forma normal apropiada, como se indica en el siguiente
teorema.

Teorema preliminar: Sea I un intervalo con centro en µ0 = 0. Supong-
amos que para todo µ ∈ I las funciones fµ(x, y) = (uµ(x, y), vµ(x, y)) satis-
facen lo siguiente:
i) fµ(0, 0) = (0, 0).

ii) Dfµ(0, 0) tiene dos eigenvalores conjugados complejos, λ(µ) y λ(µ).
iii) |λ(0)| = 1 y λ(0)k 6= 1 para k = 1, 2, 3, 4.
Entonces, existe ε > 0 tal que para µ ∈ (−ε, ε) ⊆ I, fµ es difeomórfica-

mente conjugada, en una vecindad del origen, a una función de la forma

z → λ(µ)z + c(µ)z2z +O(4) (5.5)

donde O (4) = (términos de orden ≥ 4).
13De acuerdo con [28, págs. 374-381], una demostración excelente de este teorema puede

hallarse en [Iooss, G., Bifurcations of maps and applications, North Holland; Amsterdam,
1979].
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Remarcamos que en la formulación de este teorema el parámetro µ0 es el 0
y el punto fijo Pµ de fµ es el origen (0, 0). Si esto no fuese aśı, ello se arregla
conjugando mediante una traslación, como veremos en la demostración de
la proposición (5.7.6). En general, el procedimiento para obtener la forma
normal (5.5) parte de desarrollar las funciones fµ en serie de Taylor alrededor
del origen para posteriormente, a través de una serie de conjugaciones, ir
eliminando los términos de orden 2 y (casi todos los de) orden 3. Para eliminar
los términos de orden 2 se introduce una función cuadrática en z y z; es decir,
una de la forma L1 (z) = z + a1z

2 + a2zz + a3z
2. Las fórmulas para calcular

los coeficientes a1, a2, a3, son conocidas. Para los términos de orden 3 se
procede en forma análoga, pero ahora con alguna función de grado tres en z
y z. Especialmente la hipótesis iii) garantiza que todo este proceso se puede
llevar a cabo. Sin embargo, los cálculos involucrados en cada caso particular
pueden ser largos y tediosos.
Una vez que se obtiene dicha forma normal, para enunciar el teorema de

Naimark-Sacker se requiere introducir coordenadas polares de la siguiente
manera: sean z = rei2πθ y gµ (z) = λ(µ)z + c(µ)z2z + O(4). El módulo (al
cuadrado) de (5.16) está dado por

|gµ (z)|2 = gµ (z) gµ (z)

= |λ(µ)|2 |z|2 + 2 |z|4Re
³
c(µ)λ(µ)

´
+ |c(µ)|2 |z|6 +O (4) .

Tomando en cuenta que

Re
³
c(µ)λ(µ)

´
= Re

Ã
c(µ)

|λ(µ)|2
λ(µ)

!
= |λ(µ)|2Re

µ
c(µ)

λ(µ)

¶
y sustituyendo en el renglón anterior,

|gµ (z)|2 = |λ(µ)|2
Ã
|z|2 + 2 |z|4Re

µ
c(µ)

λ(µ)

¶
+
|c(µ)|2
|λ(µ)|2 |z|

6 +O
¡|z|8¢!

= |λ(µ)|2
µ
|z|+ |z|3Re

µ
c(µ)

λ(µ)

¶
+O

¡|z|4¢¶2 .
Por lo tanto, llamando r a |z|, se tiene, finalmente, que

|gµ (z)| = |λ(µ)|
µ
r + r3Re

µ
c(µ)

λ(µ)

¶
+O

¡
r4
¢¶

. (5.6)
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Desarrollando los coeficientes de (5.6) en serie de Taylor alrededor de 0 y
notando que |λ (0)| = 1, se tiene que

|ga (z)| =
µ
1 +

d

dµ
(|λ (µ)|)µ=0 µ+O

¡
µ2
¢¶×Ã

r +

Ã
Re

µ
c(0)

λ(0)

¶
+

d

dµ

µ
Re

µ
c(µ)

λ(µ)

¶¶
µ=0

µ+O
¡
µ2
¢!

r3 +O
¡
r4
¢!

=

µ
1 +

d

dµ
(|λ (µ)|)µ=0 µ

¶
r + 1Re

µ
c(µ)

λ(µ)

¶
r3 +O

¡
µ2r, µr3, r4

¢
= r +

µ
d

dµ
(|λ (µ)|)µ=0 µ+Re

µ
c(µ)

λ(µ)

¶
r2
¶
r +O

¡
µ2r, µr3, r4

¢
(5.7)

En forma análoga, haciendo c(µ) = |c(µ)| ei2πφ(µ) (y manteniendo z =
rei2πθ), se obtiene para el argumento de gµ (z) una función de la forma

θ → θ + φ (µ) +
1

2π
Im

µ
c(µ)

λ(µ)

¶
r2 +O(r3),

y desarrollando los coeficientes de esta expresión en serie de Taylor alrededor
de 0, se llega a

θ → θ + φ (0) +
d

dµ
(φ (µ))µ=0 µ+

1

2π
Im

µ
c(0)

λ(0)

¶
r2 +O

¡
µ2, µr2, r3

¢
(5.8)

En suma, se ha obtenido la siguiente forma polar para la forma normal
(5.5):

(r, θ)→ ¡
r + (dµ+ αr2)r +O(µ2r, µr3, r4), θ + φ0 + φ1µ+O(µ2, µr2, r3)

¢
.

(5.9)
En esta expresión,

d =
d

dµ
|λ(µ)| evaluado en µ = 0,

α = Re

µ
c(0)

λ(0)

¶
donde c(µ) = c1(µ) + ic2(µ),

φ0 = φ(0) donde φ(µ) =
1

2π
tan−1

µ
c2(µ)

c1(µ)

¶
,

φ1 =
d

dµ
(φ(µ)) evaluado en µ = 0, y

b =
1

2π
Im

c(0)

λ(0)
.
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La siguiente, la llamaremos forma truncada de (5.9):

(r, θ)→ (r + (dµ+ αr2)r, θ + φ0 + φ1µ+ br2) (5.10)

Teorema de la bifurcación de Naimark-Sacker: Bajo las hipótesis del teo-
rema preliminar anterior, la dinámica de la forma normal (5.9) es conjugada,
en una vecindad del cero, con la de la forma truncada (5.10) para µ ∈ (−ε, ε).
En particular, si α < 0 y d < 0, existe una curva simple cerrada Γµ definida
para −ε < µ < 0, invariante bajo fµ, y atractora en alguna vecindad del
origen. Más aún, si −ε < µ < 0, entonces Γµ → 0 si µ→ 0. A su vez, para
0 < µ < ε el origen es atractor y para −ε < µ < 0 es repulsor.

Una breve explicación acerca de la bifurcación: Supongamos, como en el
enunciado del teorema, que en µ0 = 0 se cumplen las hipótesis mencionadas.
A grandes rasgos, el análisis de (5.10) para µ en cierto intervalo pequeño I,
alrededor de µ0 = 0, es como sigue. Sea ϕ(r) = r + (dµ + αr2)r la primera
coordenada de (5.10). Calculando los puntos fijos de ϕ obtenemos que r = 0
es uno de ellos y otro, el conjunto de puntos (r, θ) tales que

0 < r =

r
−µd
α

. (5.11)

Este conjunto es una circunferencia invariante si α 6= 0 y −µd
α

> 0.
Que es invariante se deduce de que la coordenada r de los puntos en la tal
circunferencia no cambia bajo iteraciones (porque este valor de r es punto
fijo de ϕ). La naturaleza atractora o repulsora, tanto del origen como de la
circunferencia invariante (5.11), depende de los signos de α, d y µ.
Por ejemplo, como ϕ0(0) = 1 + dµ, si d < 0, el origen cambia de atractor

a repulsor conforme µ ∈ (−ε, ε) cruza µ0 = 0 yendo de los positivos a los
negativos. Por otra parte, si d < 0 y α < 0, la circunferencia (5.11) existe si
µ < 0, y no existe si µ > 0; o sea que, bajo estas condiciones, d < 0 y α < 0,
la circunferencia invariante nace al cruzar µ de los positivos a los negativos.
Además, si r está dado por (5.11), entonces ϕ0(r) = 1+2dµ+3ar2 = 1+2αr2;
por lo tanto, si d < 0 y α < 0, se tiene que ϕ0(r) < 1 y, en consecuencia,
la circunferencia invariante que nace para µ < 0 es atractora, es decir, en
una vecindad de esta circunferencia, las órbitas de todos los puntos tienden
asintóticamente a la misma.14

14Para una discusión más completa y un análisis de todos los casos en función de los
signos de α y d véase [[28], págs. 374-381].
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Pasamos ahora a la demostración prometida de la proposición (5.7.6) de
la sección 5.4. La enunciamos de nuevo a continuación.

Proposición 5.7.6 Para a ∈ (−1, 0) la familia {Fa} presenta una bifur-
cación de Naimark-Sacker cuando el parámetro a decrece y cruza el valor

a4 =
−8−√112

24
= −0.7742918....

Espećıficamente, en a = a4 nace una curva simple cerrada Γa atractora

en torno al punto fijo Pa =
³
1
2
+ a,

q
3a2 + a− 1

4

´
, que subsiste para a ∈

Ja = (a5, a4) con a5 ∼= −0,7764 < a4. Para a4 < a, Pa es atractor y para
a ∈ Ja se convierte en repulsor.

NOTA 1: Con el debido cuidado algebraico, en lo que sigue los puntos del
plano se usarán indistintamente como vectores —renglón o columna— en R2 o
como números complejos.
Demostración:
Paso 1 : Traslación del punto fijo Pa al origen.
Sea L (z) = z − Pa; su inversa es L

−1 (z) = z + Pa. Es inmediato que
Ga = L ◦ Fa ◦ L−1 satisface Ga (0) = 0 para todo a (i.e., el punto fijo es
el origen) y que DGa (0) = DFa (Pa). Expĺıcitamente, Ga (z) = z2 + 2az +
2Paz = Fa (z) + 2Paz.
Escribiendo Pa = (x0, y0), en coordenadas rectangulares se obtiene

Ga (x, y) =
¡
x2 − y2 + 2 (x0 + a)x− 2y0y, 2xy + 2 (x0 − a) + 2y0x

¢
y

DGa (x, y) =

µ
2x0 + 2a+ 2x −2yo − 2y
2y0 + 2y 2x0 − 2a+ 2x

¶
.

Considerando que Pa = (x0, y0) =
³
1
2
+ a,

q
3a2 + a− 1

4

´
, se sigue que

DFa (Pa) = DGa (0)

=

µ
2x0 + 2a −2yo
2y0 2x0 − 2a

¶

=

 1 + 4a −2
q
3a2 + a− 1

4

2
q
3a2 + a− 1

4
1

 .
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Por lo tanto,

Ga (x, y) =

µ
2x0 + 2a −2yo
2y0 2x0 − 2a

¶µ
x
y

¶
+

µ
x2 + y2

2xy

¶
.

Equivalentemente,

Ga (z) = DGa (0) z + z2.

Los valores propios de DGa (0) = DFa (Pa) están dados por

λ+,− (a) = 2

Ãµ
1

2
+ a

¶
±
r
1

4
− 2a2 − a

!
. (5.12)

En particular, éstos son complejos conjugados si a < −
√
3+1
4
= −0.6830127....

Su módulo está dado por |λ1,2 (a)| = 2
√
3a2 + 2a (obsérvese que 3a2+2a > 0

si a < −2
3
). Por lo tanto, |λ+,− (a)| = 1 si, y sólo si, a = −8±√112

24
. Nos in-

teresa la ráız negativa, aśı que tomamos a = a4 =
−8−√112

24
= −0.7742918....

Entonces, en una vecindad adecuada J alrededor de a4, los valores propios
λ+,− (a) son complejos conjugados; en a = a4 éstos tienen módulo 1 y si
a ∈ J , dicho módulo es mayor que 1 si a > a4 y es menor que 1 si a < a4.
Para a ∈ J la forma canónica de la matriz DGa (0) = DFa (Pa) = M es

del tipo 2

µ
α −β
β α

¶
con 2 (α± iβ) los valores propios λ+,− (a), es decir,

α =
¡
1
2
+ a
¢
y β =

q
a+ 2a2 − 1

4
. El procedimiento usual nos lleva a que la

matriz T dada por

µ
1 0
a
y0

β
y0

¶
, con inversa T−1 =

µ
1 0
− a

β
y0
β

¶
, es tal que

T−1MT = 2

µ
α −β
β α

¶
.

Paso 2: Obtención de la parte lineal de (5.5).
Sea Ha = T−1GaT . Entonces,

Ha (w) = T−1 (Ga (T (w)))

= T−1
¡
MT (w) + (Tw)2

¢
= T−1MT (w) + T−1

¡
(Tw)2

¢
= 2

µ
α −β
β α

¶
w + T−1

¡
(Tw)2

¢
.
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Haciendo w = (ξ, η) = ξ + iη, se sigue que 2

µ
α −β
β α

¶
w = (2αξ −

2βη) + i(2βξ + 2αη) = 2 (α+ iβ) (ξ + iη) = λ+ (a)w.
En conclusión, escribiendo simplemente λ en lugar de λ+ (a), Ga es con-

jugada con la función Ha dada por

Ha (w) = λw + T−1
¡
(Tw)2

¢
.

Nótese que la parte lineal de Ha es la de (5.5).
Siguiendo a los autores citados, se procede desarrollar a Ha en serie de

Taylor alrededor del origen para obtener una función de la forma

w→ λw + δ1w
2 + δ1ww + δ1w

2 +O (3) (5.13)

donde O (3) representa términos de orden mayor o igual que 3 y λw es el
término lineal que ya tenemos. Una vez alcanzado este punto de partida, una
serie de conjugaciones nos llevará a la forma normal deseada.
Paso 3: Obtención de (5.13).
Vamos a calcular expĺıcitamente Ha (w) en términos de w y w. Para em-

pezar,

Tw =

µ
1 0
a
y0

β
y0

¶µ
ξ
η

¶
=

µ
ξ

aξ+βη
y0

¶
= ξ + i

aξ + βη

y0
,

por lo que

(Tw)2 = ξ2 −
µ
aξ + βη

y0

¶2
+ i2ξ

(aξ + βη)

y0
.

En consecuencia, T−1
¡
(Tw)2

¢
=

µ
1 0
− a

β
y0
β

¶ξ2 −
³
aξ+βη
y0

´2
2ξ (aξ+βη)

y0

 = X +

iY , donde, tras alguna simplificación, se obtiene,

X =
1

y20

¡¡
1− a2

¢
ξ2 − 2aβξη − β2η2

¢
;

Y =
1

y20β

¡¡
ay20 + a3

¢
ξ2 + 2β

¡
y20 + a2

¢
ξη + aβ2η2

¢
.

Haciendo ahora ξ = 1
2
(w + w), η = 1

2i
(w − w) y renombrando los co-

eficientes de estas X, Y como sigue: A = 1
4y20
(1− a2), B = 1

4y20
(−aβ),
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C = 1
4y20

¡−β2¢, D = 1
4βy20

(ay20 + a3), E = 1
4βy20

β (y20 + a2) y F = 1
4βy20

aβ2,

se llega a que

X = (A− i2B − C)w2 + 2 (A+B)ww + (A+ i2B − C)w2;

Y = (D − i2E − F )w2 + 2 (E + F )ww + (D + i2E − F )w2.

Finalmente, tras unas cuentas adicionales, obtenemos que

T−1
¡
(Tw)2

¢
= δ1w

2 + δ1ww + δ1w
2

donde los coeficientes δj están dados en términos de A, B, C, D, E y F
para j = 1, 2, 3.15

Con todo lo hecho hasta aqúı llegamos a que Fa, con a ∈ J , es conjugada
a

Ha (w) = λw + δ1w
2 + δ2ww + δ3w

2, (5.14)

que es la anhelada forma (5.13) para la familia de funciones que nos ocupa.
NOTA 2: Obsérvese que la naturaleza particular de las funciones Fa exime

a la forma (5.14) de los términos O (3) que aparecen en el caso general (5.13).
Paso 4: Comprobación de las hipótesis del teorema preliminar.
Haciendo a = a4 + t, |λ (a)| = |λ (a4 + t)| para a ∈ J , obtenemos que

t = 0 es el parámetro donde se cumple que los valores propios λ (a) tienen
módulo 1, y que dichos valores propios son complejos conjugados en algún
intervalo alrededor de 0 (el que corresponde a a ∈ J). Esto implica que Ha

satisface i), ii), y una parte de iii), del teorema preliminar. Para lo que falta
de iii) se presenta la siguiente cuenta:

Sustituyendo a4 =
−8−√112

24
= −0.7742918...(que corresponde a t = 0) en

(5.12) se obtiene
λ (a4) = −0.548 58 + 0.836 10i.

Calculamos ahora λ (a4)
n para n = 2, 3 y 4:

(−0.548 58 + 0.836 10i)2 = −0.398 12− 0.917 34i
(−0.548 58 + 0.836 10i)3 = 0.985 39 + 0.170 36i

(−0.548 58 + 0.836 10i)4 = −0.683 + 0.730 43i.
Es claro que se cumple la hipótesis iii) del teorema preliminar. Ya se

puede, entonces, concluir que nuestra familia de funciones es conjugada (para

15Concretamente, δ1 =
1
4 (A+ 2E − C + i (D − 2B − F )), δ2 =

1
2 (A+ C + i (E + F ))

y δ3 =
1
4 (A− 2E − C + i (D + 2B − F )) .
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un intervalo adecuado de parámetros) a la forma normal (5.5); pero ello no
basta, se requiere obtener expĺıcitamente esta forma normal en el caso que
estamos tratando.
Paso 5: Dos formas normales intermedias para llegar a (5.5).
Sea L1 (w) = w + a1w

2 + a2ww + a3w
2 con coeficientes

a1 =
−δ1

λ (1− λ)
,

a2 =
−δ2

λ
¡
1− λ

¢ ,
a3 =

−δ3
λ
³
1− λ

2
´ ,

donde δ1, δ2, δ3 son los coeficientes que aparecen en (5.14). Nótese que la
recién comprobada hipótesis iii) del teorema preliminar garantiza, por la
continuidad, que al menos en algún intervalo alrededor del origen los de-
nominadores de los coeficientes a1, a2 y a3 no se anulan, por lo que éstos
están bien definidos. De acuerdo con [11], L1 tiene una inversa dada por
L−11 (w) = w− a1w

2 − a2ww− a3w
2 +O (3). Sea ha = L−11 ◦Ha ◦ L1. Por su

definición, ha es conjugada con Ha y, por ende, con Fa. Una serie de nuevos
cálculos llevan a la conclusión de que ha es de la forma

ha (w) = λw +O (3) .

Es decir, ha conserva la parte lineal de Ha y ya no tiene términos cuadráticos.
No hay manera de eludir los cálculos puesto que requeriremos algún coefi-
ciente de O (3), aśı que haciéndolos —omitimos detalles— se obtiene

ha (w) = λw + (2δ1a1 + δ2a3)w
3

+(2δ1a2 + δ2a2 + δ2a1 + 2δ3a3)w
2w

+(2δ1a3 + δ2a1 + δ2a2 + 2δ3a2)w
2w

+(δ2a3 + 2δ3a1)w
3 +O (4) .

O sea que ha (w) es de la forma

ha (w) = λw + β1w
3 + β2w

2w + β3w
2w + β4w

3 +O (4) . (5.15)

Nuevamente de acuerdo con [11], esta función es conjugada con una de la
forma 5.5. Concretamente, (5.15) es conjugada con

ga (w) = λw + β2w
2w +O (4) . (5.16)
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Nótese que el coeficiente β2 = 2δ1a2 + δ2a2 + δ2a1 + 2δ3a3 en (5.15)
prevalece en (5.16) y se puede calcular prácticamente dado que conocemos
todos los δi y los ai.
Paso 6: La forma polar de (5.16).
Procediendo como se indicó tras el enunciado del teorema preliminar, se

obtiene una forma polar del tipo (5.9) para la función ga (w) dada por (5.16).
En este caso, los coeficientes d, α, φ0, φ1 y b señalados a continuación de la
ecuación (5.9) son los siguientes:

d =

µ
d

da
|λ(a)|

¶
a=a4

=

µ
6a+ 2√
3a2 + 2a

¶
a=a4

,

α = Re

µ
β2(a4)

λ(a4)

¶
,

φ0 = φ(a4) = arg β2(a4),

φ1 =

µ
d

dµ
(φ(a))

¶
a=a4

, y

b =
1

2π
Im

µ
β2(a4)

λ(a4)

¶
.

Numéricamente se comprueba que d y α son negativos con lo cual, uti-
lizando el teorema de Naimark-Sacker, se cumple la proposición (5.7.6). Con
esto queda concluida la demostración. ¤

Como ya se ha dicho en la sección 5.4, por las simetŕıas de Fa, para a ∈ Ja
nacen, en realidad, cinco curvas invariantes atractoras además de Γa: una en
torno a Pa y las otras cuatro en torno a cada punto atractor de periodo
dos. Todos estos puntos periódicos que eran atractores, tras la bifurcación se
convierten en repulsores.
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Apendice 5D. Existencia y
desaparición del hoyo Wa.

Como se demostró en la sección 5.6, la definición 5.6.1 implica que si un
hoyo existe, entonces el punto fijo repulsor P no puede tener imágenes in-
versas, distintas de P , dentro de S. Para cierta clase de funciones sencillas,
en [19] se demuestra que —bajo ciertas hipótesis— esta condición necesaria es
también suficiente, con lo cual se obtiene una caracterización sencilla para
la existencia —y desaparición— de un hoyo y una zona anular. Ah́ı también
se menciona —sin demostración— que dicha caracterización es válida para
una clase más amplia de funciones. Siguiendo las ideas mencionadas en [19],
veremos en este apartado que para cierto rango de parámetros, dicha car-
acterización es válida en el caso de las funciones Fa. Una vez hecho esto, la
proposición 5.7.1 se desprende fácilmente.
NOTA: Como en el caṕıtulo 1 (sección 1.4), denotamos por Ai, i = 0, 1,

2, 3, a las cuatro regiones compactas en las que se descompone F−1a

³
Z4 (a)

´
(véase figura 1.10).
Para parámetros −1 ≤ a ≤ −2

3
, Λa es una zona absorbente cuya frontera

está formada por ciertos arcos de L y L1 (los que se obtienen de iterar dos
veces cada uno de los tres arcos determinados por Λa ∩ L−1). Consideremos
ahora el parámetro particular a = −0.8215 < 2

3
. Como se muestra en las

figuras 5.15, para este valor del parámetro existen, dentro de Λa, una zona
anular Ba y un hoyoWa = Λa−Ba 6= ∅. La zona anular Ba está determinada,
o constrúıda, de la siguiente manera: denotemos por δa a la intersección de
Λa con el exterior del disco D|a| (cuya frontera es la circunferencia singular
L−1). Esta intersección tiene tres componentes compactas ajenas Λa ∩ Ai,
i = 0, 1, 2, 3 (ver figura 5D1). Es decir,

δa =
¡
Λa ∩A1

¢ ∪ ¡Λa ∩A2
¢ ∪ ¡Λa ∩A3

¢ ⊂ Λa. (5.17)
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Figura 5D1: δa =
¡
Λa ∩A1

¢ ∪ ¡Λa ∩A2
¢ ∪ ¡Λa ∩A3

¢ ⊂ Λa.

Nótese que el origen, punto fijo repulsor, no es elemento de δa dado que
éste es elemento de Λa ∩ A0. Obsérvese también que la frontera de δa es la
unión de las tres componentes de Λa∩L−1 con ciertos arcos de ∂Λa, es decir,
∂δa es una unión finita de arcos cŕıticos.

Pues bien, la mencionada zona anular Ba resulta de iterar δa un cierto

número k0 de veces. Es decir, Ba =
k0∪
j=1

F j
a (δa) y se cumple que Fa (Ba) ⊆ Ba

y Wa = Λa − Ba 6= ∅. Numéricamente se comprueba que basta con tomar
k0 = 15. Como ∂δa es unión finita de arcos cŕıticos, por el lema 4.1.4, ∂Ba es
también unión finita de arcos cŕıticos. La frontera externa de Ba coincide con
∂Λa, y la frontera interna está formada por arcos de L3 y L15. El conjunto
Wa = Λa −Ba 6= ∅ es un hoyo en torno al origen y su frontera es la frontera
interna de Ba (véanse figuras 5.14(d) y 5.15 del caṕıtulo 5).

Esta construcción se puede generalizar a parámetros amenores que−0.8215;
es claro que, al menos para valores cercanos a este último, se sigue obtenien-
do una zona anular y un hoyo no vaćıos. Partiendo de que se lleva a cabo
esta construcción, se obtiene la caracterización mencionada al principio, que
formulamos como sigue.

Proposición 5.7.7 Sea a ≤ −0.8215. Supongamos que Ba =
k0∪
j=1

F j
a (δa) es

tal que Fa (Ba) ⊆ Ba para cierto entero k0. Entonces, Wa = Λa −Ba 6= ∅ si,
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y sólo si, todas las imágenes inversas de orden uno del punto fijo repulsor
P = 0, distintas de P , están en el exterior de Λa.

16

Demostración: Sabemos que si un hoyo existe, entonces el punto fijo re-
pulsor P no puede tener imágenes inversas, distintas de P , dentro de S. Sólo
resta, entonces, probar la suficiencia.
Como se estableció en el caṕıtulo 1 (y utilizando la misma notación), las

tres preimágenes del origen distintas de éste son 2t∗−1 = −2a ∈ R, −2v∗−1 ∈
ρR y −2u∗−1 ∈ ρ2R; por las simetŕıas de Fa, las tres simultáneamente son (o
dejan de ser) elementos de ∂Λa (o de Λa).
Hagamos α1 = 2t

∗
−1, α2 = −2v∗−1 y α3 = −2u∗−1. Obsérvese que estas tres

peimágenes jamás son elementos de D|a| = intA0. En consecuencia, αi ∈ Λa

si, y sólo si, αi ∈ Ai ∩ Λa, i = 1, 2, 3; es decir, estas tres preimágenes son
elementos de Λa si, y sólo si, son elementos de δa.
Supongamos que αi /∈ Λa para i = 1, 2, 3. Esto significa que αi /∈ δa y por

lo tanto, 0 /∈ Fa (δa); como se trata de un punto fijo, 0 /∈ F n
a (δa) para todo

n ≥ 1. Como Ba =
k0∪
j=1

F j
a (δa) y Fa (Ba) ⊆ Ba, se sigue que F

n
a (Ba) ⊆ Ba y

también que F n
a (δa) ⊆ Ba para todo n ≥ 0. En consecuencia, 0 /∈ Ba; por lo

tanto, 0 ∈ Λa −Ba =Wa y Wa 6= ∅. ¤
De la proposición 5.7.7 se desprende una condicion sencilla para la de-

saparición de Wa: basta con determinar el parámetro para el cual ocurre que
las preimágenes αi del origen ingresan en Λa. Como las tres preimágenes tocan
simultáneamente ∂Λa, basta con determinar en qué momento la preimagen
real, α1 = −2a, toca ∂Λa. Como se estableció en el caṕıtulo 5, esto ocurre si,
y sólo si, el parámetro está dado por 5.3.

16En [19] se menciona, sin demostración, este resultado en una situación un poco más
general.
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Apéndice 5E: El hoyo Wa

desaparece por una bifurcación
homocĺınica.

Por definición, si P es un punto fijo repulsor y f es no invertible, la
variedad inestable de P , W u(P ), es el conjunto de todos los puntos w que
tienen al menos una sucesión infinita de preimágenes (de orden creciente)
convergente a P . A su vez, la variedad estable de P , W s(P ), son aquellos
puntos cuyas órbitas convergen a P . Se puede demostrar que si P es un punto
fijo repulsor, la órbita de z converge a P si, y sólo si, fm(z) = P para alguna
m ≥ 1. En consecuencia, la variedad estable de un punto fijo P repulsor es
el conjunto de todas las imágenes inversas de todos los órdenes de P .

Definición 5.7.8 Un punto q 6= P es homocĺınico a un punto fijo P repulsor
si q ∈W u(P )∩W s(P ). Es decir, si alguna sucesión de preimágenes de orden
creciente de q converge a P y, a la vez, existe m > 1 tal que fm(q) = P .17

Si P es un punto fijo repulsor y f es derivable con continuidad, existe
un disco compacto E con centro en P en el cual se cumple que el módulo
de los valores propios de Df (x) es mayor que 1 para todo x ∈ E. Más
aún, f : E → f (E) es un difeomorfismo y E se puede escoger de manera
que E ⊂ f (E). Por consiguiente, f tiene una inversa única definida en E,
f−1E : E → E, que es una contracción, por lo que

T
k≥0

f−kE (E) = {P}. En estas
circunstancias se prueba que W u(P ) = ∪

n≥0
fn(E).

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que el punto homocĺınico
q de la definición anterior es elemento del interior de este disco compacto

17A un punto fijo repulsor P para el cual existe un punto homocĺınico q, en [17] se le
llama “Snap-back repellor”.
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E. Esto es aśı porque, por definición, existen preimágenes de q (de orden
creciente) tan cerca como queramos de P ; en consecuencia, alguna de estas
preimágenes cae en el interior de E, y podemos reemplazar a q por dicha
preimagen. Obsérvese que en E, dado que existe una única inversa f−1E : E →
E, la sucesión de imágenes inversas de q que converge a P está uńıvocamente
determinada y está dada por

©
f−kE (q) : k ≥ 1ª.

La definición 5.7.8 es, entonces, equivalente a la siguiente

Definición 5.7.9 Supongamos que P es un punto fijo repulsor y que E es
un disco compacto como el señalado en el párrafo previo. Un punto q 6= P es
homocĺınico a un punto fijo P repulsor si q ∈ E, la sucesión

©
f−kE (q) : k ≥ 1ª

converge a P , y existe m > 1 tal que fm(q) = P (o simplemente, si q ∈
W u(P ) ∩W s(P ) ∩ E).
Regresemos a las funciones Fa para a ≤ −0.8215. Como se vió en el

apéndice 5D, para parámetros en este rango pero cercanos a −0.8215, existe
un hoyo Wa 6= ∅. Una primera relación entre puntos homocĺınicos y hoyos
nos la da la siguiente proposición:

Proposición 5.7.10 Si Wa 6= ∅, no existen puntos homocĺınicos al origen.
Demostración: Como 0 es repulsor, existe E ⊂ Wa vecindad de 0 como

la que se utiliza en la definición 5.7.9: los valores propios de Df (z) son de
módulo mayor que 1 para todo z ∈ E. Denotemos por Ga a la (rama de la)
inversa de Fa definida en E. Como se ha señalado, Ga es una contracción,
por lo que

T
k≥0

Gk
a (U) = {0}, y la variedad inestable de 0, W u (0), coincide

con
S
k≥0

F k
a (E). Como Λa es invariante hacia adelante y E ⊂ Λa, tenemos que

W u (0) ⊆ Λa.
Por otro lado, como Wa 6= ∅, las imágenes inversas (de rango 1) del

origen, distintas de éste, están en el exterior de Λa. Como Fa (Λa) = Λa,
necesariamente todas las imágenes inversas del origen, de todos los órdenes,
están fuera de Λa; por lo tanto, (W

s (0)− {0})TW u (0) = ∅. ¤
Esta proposición sugiere, entonces, que, al menos bajo ciertas condiciones,

una bifurcación que conduce a la desaparición de un hoyo puede “generar”
puntos homocĺınicos al punto fijo repulsor. Siguiendo a [13], se tiene la si-
guiente proposición.18

18En [13] se presenta una proposición general, semejante a la proposición 5.7.11, pero
para funciones Z0, Z2 (ver Apéndice 5D para le definición de estas funciones).
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Proposición 5.7.11 Una condición suficiente para que la bifurcación que
conduce a la desaparición del hoyo Wa genere puntos homocĺınicos al punto
fijo repulsor P = 0 es que para el parámetro donde se produce dicha bifur-
cación, a = a8, se cumpla que W u(0) = Λa.

Demostración: Considérese la bifurcación que hace desaparecer al hoyo
Wa cuando a = a8. Para este valor del parámetro tenemos αi ∈ ∂Λa, i =
1, 2, 3 (recuérdese que αi, i = 1, 2, 3, son las imágenes inversas de cero). Como
∂Λa está formada por arcos de L1 y L, se tiene, en particular, que αi ∈ L1,
i = 1, 2, 3. Por lo tanto, cada αi tiene alguna imagen inversa de orden 2 en
uno de los tres arcos que componen a L−1 ∩ Λa. Llamemos qi a esta imagen
inversa de αi. Es fácil comprobar que qi ∈ intΛa.
Como por hipótesis W u(0) = Λa si a = a8 y W u(0) es abierto, entonces

qi ∈ W u(0). Por otra parte, como F 2
a (qi) = αi, entonces F

3
a (qi) = 0, por lo

que qi ∈W s(0). En conclusión, qi ∈W u(0) ∩W s(0), es decir, qi es un punto
homocĺınico a 0, 1 ≤ i ≤ 3.
El hecho de que qi ∈ L−1 para a = a8 significa que el punto homocĺınico

es un punto cŕıtico al momento de producirse la bifurcación.
Ahora bien, para a < a8 con a cercano a a8, digamos a ∈ I, con I cierto

intervalo en torno a a8, tenemos que αi ∈ intΛa. Es decir, al cruzar a8, los
puntos αi pasan de estar en el exterior, a estar en la frontera, a estar en el
interior, del conjunto Λa. Por la proposición 5.7.1, el hoyo Wa ya no existe
para a < a8 con a ∈ I. Sin embargo, la condición W u(0) = Λa persiste para
todos estos parámetros a < a8 con a ∈ I. Entonces, si z ∈ intΛa, tenemos
que z ∈ W u(0) y por lo tanto, por definición, alguna sucesión de imágenes
inversas de z converge a 0. En particular, como αi ∈ intΛa para a < a8
con a ∈ I, alguna sucesión de imágenes inversas de αi converge a 0, con lo
cual αi ∈ W u(0). Como a su vez αi es una preimagen de 0, αi es un punto
homocĺınico al origen, i = 1,2,3. ¤

En resumen, si se cumple la hipótesis de queW u(0) = Λa, tenemos lo sigu-
iente. Suponemos I un intervalo pequeño alrededor de a8 cuyo valor está dado
por 5.3 en el caṕıtulo 5:
(i) Para a > a8 con a ∈ I, no hay puntos homocĺınicos al origen dado que

todas las imágenes inversas de éste están fuera de Λa

(ii) Para a = a8 ocurre que αi ∈ ∂Λa, i = 1, 2, 3, y, de acuerdo con la
proposición 5.7.11, se genera un punto cŕıtico homocĺınico al origen.
(iii) Para a < a8 con a ∈ I aparecen un punto homocĺınico a 0 cuya órbita

es no-cŕıtica.
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Por lo tanto, el problema de existencia de puntos homocĺınicos al origen
para a ∈ I equivale a demostrar que la variedad inestable del cero es densa
en Λa; es decir que Λa =W u(0). Aunque no se cuenta con una demostración
de esta igualdad, experimentos numéricos evidencian que, en particular para
a = −0.8215 (que es un parámetro un poco mayor que a8), esta igualdad
śı se cumple. A manera de ilustración de estos experimentos, en las figuras
5E1 se muestra cómo las iteraciones de un pequeño disco Br(0) con centro en
el origen tienden a “llenar” Λa (en 5E1(a) hay cinco iteraciones y en 5E1(b)
bastantes más).

5E1(a) 5E1(b)

Es obvio que de cumplirse para a = −0.8215, la igualdad Λa =W u(0) se
sigue cumpliendo para parámetros cercanos, aśı que, en conclusión, conjetu-
ramos que es válida la siguiente proposición.

Proposición 5.7.12 En a = a8 se cumple que Λa = W u(0) y esta igualdad
subsiste para todos los parámetros en un cierto intervalo I con centro en a8.
En consecuencia, la bifurcación que hace desaparecer el hoyo Wa en a = a8,
es una bifurcación que genera puntos homocĺınicos en torno al origen, es
decir, una bifucación homocĺınica en torno al origen.

De acuerdo con los resultados mencionados en [13], una consecuencia de
esta proposición es que para a < a8 con a ∈ I, existe un conjunto tipo Cantor
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Ω ⊂ E ⊂ Λa donde la dinámica es bastante compleja.
19

Es nuestra impresión, también, que esta dinámica complicada persiste
en Λa para −1 ≤ a ≤ a8, es decir, que [−1,−,8215) está contenido en el
mencionado intervalo I. Más aún, para [−1, a8), la dinámica es caótica en
todo el conjunto Λa y no sólo en un conjuntoE contenido en las inmediaciones
del origen (en a = −1 se tiene Λa = Ka. Las figuras 4.3 dan idea de cómo Λa

se aproxima a Ka cuando a tiende a −1).

19Según dichos resultados, la existencia de un punto homocĺınico a P implica que para
alguna iteración de f , fM con M > 1, existe un conjunto tipo Cantor invariante bajo fM .
Más aún, para todo i ≥ 1, existe un conjunto tipo Cantor invariante bajo fM+i. Todos
estos conjuntos contienen puntos periódicos de todos los periodos, están contenidos en E
y el punto fijo repulsor P es elemento de todos ellos.
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