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Introduccion.

El estudio dindmico de transformaciones cuadraticas del plano en si mis-
mo ha sido algo muy popular desde hace ya varios afnos; incluye investiga-
ciones como la de las aplicaciones de Henon, o la de la muy famosa familia
holomorfa z — 2% + ¢ (ver también [3], [12], [14]).

En [14] se plante6 la pregunta de si era posible establecer alguna clasi-
ficacion de estas transformaciones de acuerdo a su comportamiento dinami-
co. Este problema es muy dificil dada la inmensa variedad de fenémenos
dinamicos cualitativamente diferentes que pueden presentar las funciones
cuadraticas.

Atn asi, en dicho trabajo se di6 una respuesta parcial a este problema,
logrando una clasificacion total de este tipo de funciones en clases de equiv-
alencia, aunque no en el sentido dindmico (clases de conjugacién) sino en el
sentido de Whitney (definiciones en el capitulo 1). Esto constituye, sin duda,
un buen punto de partida para investigaciones posteriores del problema de
clasificacién antes mencionado.

Una de esas clases de equivalencia (en el sentido de Whitney) incluye, en
particular, a la familia no holomorfa

F,(2) = 2*+2az, z €C, (1)

donde a es un parametro complejo (Z denota al conjugado de z). Se senalé en-
tonces (ibid.) que esta familia era un caso de estudio interesante por varias
razones; se intuia, en particular, que el rango de fenomenos dindmicos difer-
entes que se pueden presentar conforme a varia en C, puede ser muy amplio.

En [26] se demostré que cuando a es un pardmetro real, el conjunto de
orbitas acotadas de F,, K,, es conexo si, y solo si, el punto critico de la
restriccion de I, a R tiene una orbita acotada. Esto ocurre, a su vez, cuando
a€[-1,2].
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Este resultado se parece a un bien conocido teorema de Fatou-Julia' para
el caso holomorfo, pero cuando a € C — R la analogia palidece en virtud
de que el conjunto singular de F), es una curva para todo nimero complejo
a # 0, y no un conjunto finito de puntos.

Por otra parte, I. Petersen, J. C. Alexander, J. Yorke y otros, demostraron
que en ciertas funciones dadas por “ecuaciones sumamente simples”, sor-
prendentemente existia un atractor igualmente simple —de hecho son tres
atractores formados por segmentos de rectas unidos en forma de tridngulo—-
pero cuyas cuencas de atraccion se entrelazaban de manera increiblemente
compleja (“thoroughly intermingled basins” les llamaron ellos. Ver [2], [3],
[23]). Resulta que estas funciones son miembros de la familia (1) cuando el
parametro a es de la forma 1 4 ¢\ con A\ en una vecindad de cierto niimero
real especifico.

Este tipo de resultados motivaron el desarrollo del presente trabajo cuyo
contenido se resume a continuacion.

0.1. Capitulo 1

En este capitulo no se abordan, aun, cuestiones relacionadas con la dinami-
ca; se examina lo que podriamos llamar la accién geométrica de F, para
a € C, a # 0. Se establecen dos resultados principales que enunciamos mas
abajo.

Para a # 0 el conjunto de puntos singulares de F; es una circunferencia
de radio |a|, que denotamos siempre por L_; (a), y el de valores criticos es
una hipocicloide de tres picos que denotamos por L (a). Esta hipocicloide
divide al plano en dos regiones, en cada una de las cuales cada punto posee
el mismo niimero de preimagenes. En la regién acotada cada punto tiene 4
preimégenes y en la no acotada, cada punto tiene 2 preimagenes. Siguiendo
la notacién de autores como C. Mira y otros (ver, p. €j., [19]), a la primera
de estas regiones (la acotada) la denotamos por Z; (a) y a la segunda por
Zy (a). A una circunferencia con centro en el origen y radio § la denotamos
por Cs; asi, L_y (a) = C)y. Al disco {z € C | |z| < |a|}lo representamos por
D\, Los resultados referidos son los siguientes:

Teorema 1.1.1 Dado a € C, a # 0 existe una hipocicloide de tres pi-
cos, L* {(a), que es imagen inversa de la hipocicloide L(a) y existen también

1'Un enunciado de este resultado se presenta en el capitulo 2.
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homeomorfismos hq : L-1(a) — L 1(a) y go : C),2 — L(a), tales que

Fu(ha(2)) = ga(2*), 2 € L1 (a). (2)

Es decir, h, y g, son tales que el siguiente diagrama conmuta:

L*y(a) % L(a)
ha 1 T 9a

2

L_1<a/) Z_} O|a|2

Denotemos ahora por R(a) a la regién (abierto conexo) no acotada que
queda fuera de la hipocicloide L* ,(a).

Teorema 1.3.1 Sean 0 # a € C y f(2) = 2°, z € C. Entonces, las
funciones F, : R(a) — Zs(a) y f : C— Do) — C—D,,2 son C*-equivalentes.
Es decir, ezisten difeomorfismos H, : C' — Djyy — R(a) y Go : C — Djy2 —
Zs(a) tales que

F,(Hu(2)) = Ga(2%), 2 € C— Dy, (3)

Manteniendo la notacion usada en estos teoremas, es facil ver que la fun-
cién H, se puede extender continuamente a la cerradura de C — m y que
en la frontera de este conjunto dicha extension coincide con h,. Es decir,
considerando que d (C — Djy)) = L_1(a) y llamando H, a dicha extension, se

tiene que H, | L_1(a) = - ha. Andlogamente, extendiendo G, a la cerradura de

C- D\a|2 (y llamando G, a dicha extensién), se obtiene que G, | Clop2 = Ya-
Tomando en cuenta que OR (a) = L*,(a) y que 0Z(a) = L (a), la conse-

cuencia de todo esto es que, entonces, las funciones F, : R(a) — Zs(a) y
f:C—=Dgy—C— D,,2 son equivalentes. O sea que, en realidad, el teore-
ma 1 y el teorema 2 se pueden considerar como dos aspectos de un mismo
fenémeno que podemos formular como sigue: En las hipocicloides L*(a) y
L(a) y en el exterior de éstas, la funcién F, se “comporta” como la funcién
f(2) = 22 en el complemento de ciertos discos abiertos.

En la demostracion de estos teoremas juega un papel especial la introduc-
cién de dos familias de curvas que en cierto modo generalizan a las hipoci-
cloides de tres picos. En el capitulo 3, cuando se analiza la funciéon F_, estas
familias vuelven a jugar un papel central.
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0.2. Capitulo 2

Se inicia el analisis de la dindmica de las funciones F,. La idea es establecer
resultados generales que sirvan como marco de referencia para lo que viene
después.

Hay dos resultados centrales y unos lemas que no por sencillos dejan de
ser importantes.

Para cada funcién F, el oo es atractor; su cuenca de atraccion se denota
por B, (00). El complemento de esta cuenca es el conjunto de puntos cuya
orbita es acotada y se denota por K,. Este conjunto resulta ser compacto.
Los lemas se pueden sintetizar en uno solo, como se hace a continuacién, y
después se enuncian los resultados centrales.

Lema (Criterio de escape) Sea 0 # a € C. Si |z| > 14+2]a| o ‘Ff (z)} >
1+ 2la| para algin k € N, entonces F¥(z) — oo; es decir, z € B,.

k—o0

Teorema 2.2.5 Si L_q(a) C K,, entonces K, es conezo.

Teorema 2.3 Si orb(F,, z) — oo para todo z € L_y(a), K, es disconezo
con una infinidad (no numerable) de componentes.

Del lema anterior se desprende que la érbita de z es acotada si, y sélo si,
|F¥(2)| <1+ 2]al para todo k > 0.
Tenemos entonces, la igualdad

K, ={z||F}(?)| <1+ 2]a| para todo k >0}, (4)

de la cual se deriva un algoritmo elemental (bastante comin en casos como
éste) para calcular en forma aproximada, con ayuda de una computadora, al
conjunto K,.

Se observa que el teorema 2.2.5 sdlo da condiciones suficientes y que al-
gunos parametros para los cuales se cumple que L_;(a) C K, son los niimeros
complejos tales que |a| < 3 y los ntimeros reales a € [—1,0); es decir, para
todos estos parametros K, es conexo. Finalmente, se conjetura que cuando
K, es disconexo, entonces es un conjunto de Cantor.

0.3. Capitulo 3

El objetivo de este capitulo es describir totalmente la dinamica de F,
cuando a = —1.
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Este parametro es muy especial porque, en particular, es el tinico para el
cual ocurre que el conjunto K, tiene una forma geométrica muy simple: su
frontera es la hipocicloide L (a), que en este (tinico) caso coincide con la (otra)
hipocicloide: L*(a). Este hecho posibilita inventar un modelo geométrico de
la dinamica de F_; en K_q; es decir, la dinamica del modelo es conjugada a
lade F'.y en K_;.

Este modelo se construye a partir de una funcién G, lineal por partes,
definida en un tridngulo equildtero A C R?, G : A — A. Tiene la cualidad
de ser un modelo muy sencillo, lo cual repercute en volver absolutamente
obvias las complejas propiedades dindamicas de F_; en K_;.

Por otra parte, las dos familias de curvas introducidas en el capitulo 1 se
vuelven una sola para a = —1. El uso de esta familia permite resolver por
completo la cuestién de la dindmica en B_; (00).

Por dltimo, la importancia de a = —1 reside también en que es un
pardmetro donde tiene lugar una bifurcacién muy especial: conforme a € R
cruza -1 y se vuelve menor que -1, el conjunto K, “explota” y de ser conexo
se convierte en un conjunto disconexo (seguramente un conjunto de Cantor).

En lo que sigue se utiliza la siguiente terminologia: si X es un espacio
métrico y f : X — X es una funcion continua, se dice que f es cadtica en
X, en el sentido propuesto por Devaney, si f es (topolégicamente) transitiva
en X y el conjunto de puntos periddicos de f es denso en X.

Los resultados principales que se demuestran en este capitulo son los
siguientes:

Teorema 3.3.3 G es cadtica en A en el sentido propuesto por Devaney.

Teorema 3.4.4 Las funciones F_1 : K 1 — K_1 y G: A — A son
conjugadas; es decir, existe un homeomorfismo H : A — K_ i tal que el
sigutente diagrama conmuta:

A G A
==

H| | H

K, F, K,

Corolario F' i es cactica en K_1 en el sentido propuesto por Devaney.
Ademds, todo punto periddico de F_y perteneciente al interior de K_1 es
repulsor.
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Teorema 3.2.2 Sea D = {z € C||z| <1} y sea ¢(z) = 22, z € C.
Entonces, ¢ : C'\int (D) — C\int (D) es conjugada a F_y : C'\int (K_1) —
C \ int (K_1). Es decir, existe un homeomorfismo h : C \ int(D) — C\
int (K_1) tal que el siguiente diagrama conmuta:

C\int(D) ¢ C\int(D)
ﬁ
hl lh .
C\int(K) F C\int(K)

De estos resultados se sigue también que la dinamica de F'_; restringida
a 0K 1 = L*;(—1) = L(-1),® es conjugada a la de ¢ restringida a la
circunferencia unitaria 0D, y por lo tanto también es cadtica.

Sea ¥ = {t = (t1,ta,...): t; €{0,1,2,3},i € N} con la métrica d (t,?) =
E‘i’il% donde t = (t1,ty,...) y 8= (s1,52,...). Sea 0 : ¥ — ¥ la funcién
corrimiento, o (t1,ta,...) = (t2,13,...). El siguiente resultado nos da més
informacion sobre la dindmica de F_; en K_1:

Teorema 3.4.8 F | : K 1 — K_4 es factor del corrimiento p : ¥ — ..
En consecuencia, F_1 es cadtica en K_;.

Cabe mencionar que en [15] se demuestra que la entropia topolégica de
F_; restringida a K_; es positiva. Concretamente, denotando a dicha entropia
por ent (F_; | K_1), se demuestra que

ent (F_y | K_1) =log4.
Este resultado, aunque importante, no se incluye en este trabajo.

El propdsito de los dos capitulos restantes es presentar ciertos resultados
generales y algunas de las bifurcaciones que tienen lugar cuando el parametro
es real y varfa en el intervalo [—1,0). Por su propia naturaleza el tema exige
mucha experimentacién numérica y habra algunas afirmaciones que se basan
sélo en esta experimentacién y no se demuestran mateméaticamente (estas
afirmaciones se senalan explicitamente). Pero en general se demuestra lo que
se afirma.

Ademas de conceptos y resultados comunes en el area de sistemas dinami-
cos discretos, se utilizan otros tomados de autores como [19], [12], etc. Es-
pecialmente de estos autores se han debido adecuar o generalizar algunos de
sus resultados para ser aplicados a la familia (1); ello se senala en el texto.

2La frontera de K_ es invariante hacia adelante, es decir, F'_; (0K _1) = 0K _;
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0.4. Capitulo 4

Aqui se exponen ciertos resultados generales sobre la dindmica de F,
cuando a € [—1,0). Recuérdese que Z, (a) denota la regién en la que cada
punto posee 4 preimagenes y cuya frontera es L (a).

Proposicién 4.2.1 7, (a) C intK, para a € (—1,0).

Como K, es invariante, de este lema se sigue que todas las iteraciones,
asi como todas las imagenes inversas de todos los érdenes, de Z4 (a) (y de
Z4 (a)), estan contenidas en K,. Se sigue también que L (a), L*;(a) y L_;(a)
estdn contenidos en K,. De esto dltimo y del teorema 2.2.5 se obtiene la
siguiente proposicion:

Proposicién K, es conexo para a € [—1,0).3

Se definen los conjuntos:

A = ijf (Zi(@).
M, = @F;’“ (Za(@)

Ambos conjuntos estdn contenidos en K, para a € [—1,0). Nétese, en

particular, que A, C Z4(a) C intK, si —1 < a < 0y M, es obviamente
invariante hacia atrds, es decir, F, ! (M,) = M,.

Proposicién 4.2.4 A, es invariante hacia adelante si —1 < a < 0; es
decir:
F,(A,) = A,.

Proposiciéon M, es un conjunto abierto, conexo y simple-conexo con-
tenido en K, si —1 <a < 0.

En relacién con el conjunto M,, experimentos y razonamientos diversos
nos llevan a la conclusién de que, para —1 < a < 0, las siguientes dos

3En [26] se demuestra de otra manera que K, es conexo para a € [—1,0).
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igualdades son validas:

M, = ntK,,
M, = K,.

Estas igualdades no se han podido demostrar, pero se asumen como vali-
das para —1 < a < 0. Es decir, cada una de estas igualdades es una conjetura
que aceptamos como hipotesis de trabajo en lo que sigue.

Por otra parte, en relacién con A, se demuestra lo siguiente (PerF, denota
al conjunto de puntos periédicos de F,):

Proposicion 4.3.1 Sea —1 < a < 0. Entonces:

(i) PerF, NintK, C A,.

(i1) Si z € intK,, el w-limite de z estd contenido en A,.

(111) Si W es un subconjunto propio de intK,, invariante hacia adelante,
es decir W = F,(W), entonces W C A,.

Las proposiciones 4.2.4 y 4.3.1 muestran la importancia del conjunto A,:
puede decirse que es el lugar, en el interior de K,, donde se concentra la
dindmica.

En la seccion 4.4, tomando en cuenta las simetrias de F, cuando a € R,
se demuestran dos resultados en relacién con los puntos periddicos de F, y
la naturaleza de éstos.

En la dltima seccion, 4.5, se expone la conjetura de que F, en la frontera
de K, es conjugada con z — 2% en la circunferencia unitaria y, por lo tanto,
la dinamica ahi es caotica.

0.5. Capitulo 5

Se seleccionaron, para incluir en este capitulo, algunas bifurcaciones que
tienen lugar cuando el pardmetro varia en el intervalo [—1,0). En general,
dado lo extenso (y técnico) del material que se presenta, se ha tratado, en
todos los casos, de basarse mas en la discusion informal de las ideas basicas;
detalles técnicos y demostraciones se turnan a apéndices especiales.

Para a € (—%, 0) la dinamica es sencilla, como se afirma en la siguiente
proposicién.*

4La demostracién (parcial) de esta proposicién puede verse en el Apéndice 5A.
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Proposiciéon FEl origen es el unico atractor en el interior de K, st —% <
a < 0.

De esta proposicién se deduce que A, = {0} si —% < a < 0; conjeturamos
que esto mismo es valido si a = —%.

En este capitulo ag = —%.

Al cruzar este parametro ag, se produce la primera bifurcacién de impor-
tancia: Nacen dos nuevos puntos fijos atractores y cinco orbitas de periodo
2; tres de estas ultimas estan conformadas por puntos sillas y dos por pun-
tos atractores (bajo F?). En particular, una de estas 6rbitas de puntos silla
de periodo 2 esta contenida en R. Todos estos puntos periddicos estan con-
tenidos en el interior del disco de radio |a| cuya frontera es la circunferencia
singular L_4 (a); denotaremos a este disco abierto por Dg,.

Por otra parte, el conjunto A, deja de ser un punto para convertirse en la
cerradura de un abierto conexo, simple conexo, cuya frontera es invariante y
estd conformada de una manera peculiar, como se demuestra a continuacion.
A laiteracién de orden k > 0 del conjunto de valores criticos L (a), F¥ (L (a)),
se le llama arco critico de orden k y se denota por Ly (a); se hace Ly (a) =
L(a).

Teorema 5.7.5 Para a € (ay,a9), con a3 = 1’2\/5, la frontera de A, es
una curva simple cerrada, invariante hacia adelante, y estd formada por la
union de las variedades inestables locales de los puntos silla de periodo 2,
y también, por todos los puntos atractores de periodo 1 o 2. Ademds, esta
frontera de A, no es union finita de arcos criticos sino una curva limite de
arcos criticos.

Por curva limite de arcos criticos se quiere decir que cada punto de la
curva es punto de acumulacién de una sucesién {a;}, donde ar € Ly (a).
Como consecuencia de que dA, es una curva simple cerrada se sigue que A,
es conexo y simple conexo.

De acuerdo con [19], si la frontera de un conjunto atractor e invariante es
una curva simple cerrada, compuesta por una union finita de arcos criticos, se
dice que este conjunto es una zona absorbente. Para a € (ay,ap) el conjunto
A, estd contenido en D, y no es una zona absorbente. Después, al cruzar el
pardmetro por aj, A, cruza la circunferencia singular L_; (a) y empieza una
serie de transformaciones de este conjunto que eventualmente lo convierten
en una zona absorbente.
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Eventualmente, al continuar decreciendo el parametro, se produce una
bifurcacién segun la cual, los atractores de periodo 1 o 2 se vuelven repulsores
y, en torno a cada uno de ellos, nace una curva invariante atractora. Se le
llama una bifurcacion de Neimark-Sacker® (ocurre simultdneamente en torno
a todos los atractores mencionados en virtud de las simetrias de F,). Esta
bifurcacién tiene lugar en un contexto en el que en el interior de K,, y por
lo tanto en A,, existen puntos atractores adicionales de periodos respectivos
3 y 6, los cuales aparecen tras cruzar cierto pardametro as < —%, cuando A,
ya es una zona absorbente.

Proposicién 5.7.6 Para a € (—1,0) la familia {F,} presenta una bifur-
cacion Neimark-Sacker cuando el pardmetro a decrece y cruza el valor

=8+ V112

= —0,7742918....
o1 0,7742918

Qg

Especificamente, en a = a4 nace una curva simple cerrada T, atractora

en torno a cada punto fijo y cada punto de periodo dos atractores. FEstas

curvas subsisten para a € J, = (as,a4) con as < ay4. Para ay < a los

puntos periodicos mencionados son atractores, y para a € J, se conuvierten
en repulsores.

Supéngase que A es una zona absorbente bajo cierta funcién f : R? — R2,
que contiene en su interior un punto fijo repulsor P. De acuerdo con [6], [12],
[19] y otros, se dice que existe un hoyo en torno al punto fijo repulsor P si
existe un conjunto abierto, simple conexo, W, que contiene a P y contenido
propiamente en el interior de A, con las propiedades siguientes: su frontera
es una curva simple cerrada que es unién finita de arcos criticos, y para
todo z € W, z # P, existe k = k(z) € N tal que f*(2) ¢ W. Como por
definicion una zona absorbente es un conjunto invariante, la érbita de z € W
permanece en A, aunque eventualmente abandone W. Por otro lado, como
W esté propiamente contenido en A el conjunto A — W = B es no vacio.
Este conjunto B tiene una frontera que consta de dos componentes, una de
las cuales es 0A, y la otra es JW. Ambas componentes son, por definicion,
uniones finitas de arcos criticos. Como por su forma el conjunto B parece un
anillo, a B se le llama zona anular absorbente. Las érbitas de los puntos en
el hoyo W vienen a “morir” en esta zona anular absorbente.

5También es comun llamarla bifurcacion de Hopf, en analogia con el caso continuo.
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En relaciéon con las funciones F,, después de que la frontera de A, cruza
la circunferencia singular cuando a = aq, en el interior de A, comienza un
proceso de creacion de un hoyo en torno al origen que ya es punto fijo repulsor.
Se denota a este hoyo por W,, v a la zona anular A, — W, por B,. En el
capitulo se presenta una bifurcacién que tiene que ver con la desaparicion de
este hoyo y la subsecuente transformacién de B, en A,.

Adecuando un resultado presentado en [19, p. 285 y p. 301], en el Apéndice
5D se establece una proposiciéon que en forma resumida es como sigue:

Proposicién 5.7.7 W, # 0 si, y sdlo si, las tres preimdgenes (de orden
uno) del punto fijo repulsor P =0, distintas de P, estan fuera de A,.

De aqui se desprende que en el momento en el que estas tres preimagenes
cruzan la frontera y penetran en el interior de A,, el hoyo W, desaparece. Por
las simetrias de Fj,, las tres preimagenes de P = 0 tocan simultaneamente
OA,. Esto ocurre cuando el valor del pardmetro es a = ag, donde

1 4 2
as = —5\/19+ 3v33 — ———— + 5 = —0.83920... (5)

3v/19 + 3v/33

Se tiene, entonces, la siguiente proposicion:

Proposicién 5.7.1 En el pardmetro a = ag tiene lugar una bifurcacion
que hace desaparecer al hoyo W, y transforma a la zona anular B, en el
conjunto invariante A,.

En la ltima seccion del capitulo se introduce la nocion de punto homo-
clinico a un punto fijo repulsor.

En [17], y posteriormente en [13], se demuestra que la existencia de un
tal punto homoclinico genera una dinamica muy compleja en torno al repul-
sor. También en [13] se establecen condiciones bajo las cuales, en familias de
funciones con ciertas caracteristicas especificas, al ocurrir una bifurcacién en
la cual desaparece un hoyo en torno a un punto fijo repulsor, se producen o
generan puntos homoclinicos al tal repulsor y, por consiguiente, una dinami-
ca compleja en torno a éste. A una tal bifurcacion se le llama bifurcacion
homoclinica.

Una de estas condiciones es como sigue: se supone que el punto repulsor y
el hoyo estén en el interior de una zona absorbente. Si para el parametro en
el que se desaparece el hoyo se tiene que la variedad inestable del repulsor es
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un conjunto denso en la zona absorbente referida, entonces la bifurcacion que
hace desaparecer al hoyo es una bifurcaciéon homoclinica; es decir, genera, en
el interior de la zona absorbente, puntos homoclinicos al repulsor.

La evidencia empirica, asi como ciertos resultados generales, llevan a la
conclusion de que la bifurcacion mencionada en la proposicion 5.7.1 es tal,
que genera puntos homoclinicos al origen; es decir, al producirse dicha bi-
furcacion aparecen tales puntos homoclinicos, que previamente no existian.
La discusién de esta problematica esencialmente se turna al Apéndice 5E, en
el que se presenta el siguiente resultado (la variedad inestable del origen se

denota por W (0)):%

Proposicién 5.7.12 En a = ag se cumple que A, = W*(0) y esta igual-
dad subsiste para todos los pardmetros en un cierto intervalo I con centro
en ag. En consecuencia, la bifurcacion que hace desaparecer el hoyo W, en
a = ag, es una bifurcacion que genera puntos homoclinicos en torno al origen,
es decir, una bifucacion homoclinica en torno al origen.

Al desaparecer el hoyo W, en a = ag, la zona anular B, se transforma
en A, y, experimentalmente también, se hace evidente que la dindmica en
todo el conjunto A, es cadtica. Esta situacion continia conforme a decrece
hasta que, para a = —1, se tiene que A, = K,. Pasando este parametro,
para a < —1 se produce una bifurcaciéon espectacular en la que A, “explota”
para convertirse en un conjunto disconexo, muy seguramente un conjunto de
Cantor.

Por 1ltimo, hacemos la siguiente aclaracién: como es casi imposible igno-
rar el mundo de cambios dinamicos fuertes que se producen antes y después
de cada una de las bifurcaciones senaladas, se han incluido algunos aspectos
minimos de lo que va ocurriendo entre una y otra de éstas, con la intencién
de que se comprenda mejor la creciente complejidad dinamica que va apare-
ciendo conforme el pardametro decrece y se aproxima a —1. Estos aspectos
“transitorios” (secciones 5.3 y 5.5) no se pretende detallarlos demasiado, sino
simplemente evidenciarlos, casi exclusivamente a base de figuras ad-hoc y de
experimentacion numeérica.

SNétese que el cardcter invariante de A, obliga a que W (0) esté contenido en A,.
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0.6. Sobre el software utilizado

Es importante, al estudiar sistemas dinamicos, poder experimentar numéri-
camente con una computadora. Excepto por algunas figuras sencillas, que
fueron hechas por el autor con maple sobre la marcha, y otras no tan sencillas,
hechas por Héctor Cejudo Camacho, en este trabajo usamos los programas
DYNAMICS 2 (ver [20]) y FRACTAL (ver [29]). La gran riqueza técnica
de DYNAMICS 2 es impresionante: calcula trayectorias, exponentes de Lya-
punov, cuencas de atraccion, érbitas periddicas, diagramas de bifurcacién y
otra enorme cantidad de cuestiones, no sélo de iteracion de funciones, sino
también de ecuaciones diferenciales. Aun asi, FRACTAL posibilita ciertos
célculos ”sencillos” (por ejemplo, dibujar imédgenes inversas de ciertos con-
juntos) que no son posibles con DYNAMICS 2. La combinacién de ambos
programas resulta muy conveniente y altamente recomendable.

XXIII



XXIV



Capitulo 1

Accion geométrica de F, en el
plano

En este trabajo se analizan aspectos dinamicos diversos de la familia de
funciones F), : C — C definidas como

F,(2) = 2* + 2az, (1.1)

donde a es un numero complejo y Z = x — iy representa el conjugado de
z=x+1y.

Este primer capitulo se dedica al andlisis geométrico de F,, a € C. Se
utilizan, en particular, los siguientes conceptos:

Sean X;, Y;, i« = 1, 2, subconjuntos del plano. Dos funciones f : X; —
Y1y g: Xy — Y, son equivalentes (en el sentido de Whitney) si existen
homeomorfismos ¢ : Xo — X; y ¢ : Yo — Y] tales que g = ¢y "o fo . Si
¢ v 1 son difeomorfismos de clase C" se dice que f y g son C" equivalentes,
1 <r < o0,y sien particular ¢ y ¢ son funciones afines, a f y g se les llama
afinmente equivalentes. Si p =9, Xo = X; =X y Yo =Y; =Y, se dice que
f: X —=Xyg:Y —Y son conjugadas o topologicamente equivalentes.

La derivada de una funcién f la pensaremos siempre como la matriz Jaco-
biana y la denotaremos por D f. Si el determinante de D f(p) es cero, decimos
que p es un punto singular de f. El conjunto singular de f es el conjunto de
todos sus puntos singulares. Al conjunto {f (p) | p es punto singular de f} se
le llama el conjunto de valores criticos de f.

Por definicién, un punto singular p es un doblez de f si f es localmente
C*-equivalente a la transformacién (z,y) — (22, ) cerca de (0, 0); asimismo
p es una cuspide de f si f es localmente C'*°-equivalente a la transformacién
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(x,y) — (“g—s + xy,y) cerca de (0,0). De acuerdo con Whitney, el conjunto
de mapeos f : R?> — R? cuyos puntos singulares son dobleces o ctispides es
denso en la topologia C*.

Desde el punto de vista de sistemas dinamicos, no es tanto la equivalencia
la que interesa sino la conjugacion: dos funciones conjugadas tienen esen-
cialmente la misma dindmica; en cambio, dos funciones equivalentes pueden
tener dindmicas bien distintas. Por ejemplo, en la familia (1.1) hay una gran
diversidad de comportamientos dinamicos cualitativamente distintos y, sin
embargo, si a # 0 todas las funciones de esta familia son afinmente equiva-
lentes a un elemento de la misma, a Fy(z) = 22+ 22z, y por lo tanto, todas son
afinmente equivalentes entre si (una demostracién de este hecho se deduce
del teorema 1 en [14]).

Aun asi, la equivalencia entre funciones es de gran importancia; preserva,
por ejemplo la naturaleza de las singularidades. Gruesamente hablando, se
podria decir que una tal clase de equivalencia reune a todas las funciones
que se “parecen” entre si, lo cual evidentemente es una condicion necesaria
para que dichas funciones tengan esencialmente la misma dinamica. Por este
motivo, hacer una clasificacién de ciertos mapeos en este tipo de clases de
equivalencia - como se hace en [14] - es un importante primer paso para su
ulterior estudio dinamico.

En este capitulo veremos (teoremas 1 y 2) que, en ciertas regiones del
plano, las funciones F, son equivalentes a z — 2 en el exterior de ciertos
discos (las regiones referidas dependen del pardmetro a). Este resultados
serviran, en particular, para comprender la acciéon geométrica de F,.

En este trabajo una regién significa siempre un abierto conexo y una re-
gion cerrada la cerradura de un abierto conexo; denotaremos por Cs a la
circunferencia {z € C | |z| =0} y por Ds al disco abierto {z € C ||z| < d},
0 > 0. Al interior, la cerradura y la frontera de un conjunto A los denotare-
mos, respectivamente, por intA, Ay OA.

1.1. La imagen inversa del conjunto de val-
ores criticos

Como de costumbre, dada una funcién f : M — M, y un conjun-
to A C M, la imagen inversa de A bajo f se define como el conjunto

{a € M| f(a) € A} y se denota por f~!(A). Especialmente si A es un solo
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punto a f~! (A) se le llama también la preimagen de A (bajo f).
Si a = a; + iay, podemos reescribir (1.1) como una funcién de R? en R?

de la manera siguiente:
Fy(z,y) = (2% — y* + 2a12 + 2agy, 27y + 2090 — 2a1Y).

Sia # 0, F, es infinitamente diferenciable mas no es holomorfa. La deriva-
da DF,(z,y) estd dada por

2v + 2017 —2y + 2a,
2y 4+ 2as  2x —2aq '

El determinante Jacobiano es, entonces,
det DF,(z,y) = 4((2* + y°) — (i + a3)) = 4(|z|" — [a]).

Se infiere inmediatamente que el conjunto singular es una circunferencia
de radio |a| con centro en el origen. A este conjunto lo denotaremos por
L_l(a).

A la imagen del conjunto singular, F,(L_;(a)), lo denotaremos por L(a)
Es decir, L(a) es, por definicién, el conjunto de wvalores criticos de F,.

Es facil comprobar que L(a) es una hipocicloide de tres picos como se
muestra en la fig.1.1 (ver la siguiente seccién).

L, (a) L(a)

figura 1.1



Los “tres picos” o cuspides de L(a) -que denotaremos, respectivamente,
por u, vy t- son la imagen, bajo F,, de tres puntos en L_;(a) que llamaremos
U_1,v_1y t_1. Sia=]|a e’ con 0 < 0 = arga < 2m, estos tres puntos son

u_y = l|al eig, v 1 = |al GHE) = pu_1yt i =|al e+ — U1,

27|' —_— 7z 7’ . . . .
donde p = €'3 y p* = 7 son raices ctibicas de la unidad. Por consiguiente,

u = F,(u_1)=3]lal €'t (1.2)
v = F,(v_y)=3la|FtE) y
t = Fy(t_y)=3|a|eEFHH), (1.4)

De acuerdo con las definiciones dadas anteriormente, se puede establecer
lo siguiente: Ezcepto por los puntos u_1,v_1 y t_1, que son cuspides, todos
los puntos del conjunto singular son dobleces (ver [26] para una demostracién
de este hecho si a € R; el caso general, a € C, se demuestra esencialmente
de la misma manera).

Noétese que de (1.2), (1.3) y (1.4), se sigue que, mod 27, F, duplica el
angulo de cada uno de los puntos u_;,v_1 y t_; (una pequeina aclaracién: en
lugar de “u_1(a)”, “u(a)”, etc., hemos escrito simplemente “u_;”, “u”, para
evitar excesos notacionales. Debera tenerse presente, sin embargo, que todos

estos puntos dependen del pardmetro a).

Como se demostrara en el teorema 1, existe otra curva cerrada, ademas
de la circunferencia L_; (a), que es imagen inversa de L(a). Esta otra curva
es tangente a L_j(a) en u_1,v_1 y t_1, y ocurre el hecho notable de que es
también una hipocicloide de tres picos; denotaremos a esta hipocicloide por
L*,(a) (fig. 1.2). Con esta notacién, la imagen inversa de L(a) estd dada por



x
U 4 V

figura 1.2: Del lado izquierdo, la circunferencia L_1(a) y la hipocicloide L* ;(a);
del lado derecho, la hipocicloide L(a). Aqui, |a| = ,8 y Arg(a) = 3%, por lo que
Arg(u_y) = 5y Arg(u) =

El teorema 1 nos permitird deducir, ademds, cémo se transforma L*;(a)
en L(a) (aunque ésta es una deduccién que puede hacerse también partiendo
sélo de consideraciones geémetricas).

Teorema 1.1.1 Dado a € C, a # 0 existe una hipocicloide de tres picos,
L*,(a), que es imagen inversa de la hipocicloide L(a) y existen también
homeomorfismos hy : L_1(a) — L*(a) y g : C 2 — L(a), tales que

Foy(ha(2)) = ga(2?), 2z € L_1(a). (1.5)
Es decir, h, y g, son tales que el siguiente diagrama conmuta:

L*y(a) ™5 L(a)
ha 1 1 9a

2

Observacion: Una hipocicloide de 3 picos se obtiene de hacer girar (sin

patinar) un circulo de radio ¢ por adentro de otro circulo de radio € = 30 y
se parametriza (en notacién compleja) como sigue:

v (t) = 26e™ + de~' t € [0,2n] . (1.6)
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Aqui, t representa el angulo central y ¢ = 0 corresponde al punto inicial
Py (fig.1.3). Conforme t varia de 0 a 27, (t) recorre la hipocicloide en sentido
contrario a las manecillas del reloj.

Si situamos la circunferencia de radio 0 en el centro del circulo de radio
e = 30, ésta resulta ser tangente a la hipocicloide en 3 puntos, que podriamos
describir como los “minimos” de dicha hipocicloide.

S

e,

figura 1.3: () = 20e" + de "%, t € [0, 27].

Nétese que si a = |a| e y |a| e € L_,(a),
F,(|a| ) = |a|® € + 2 ]al? 0D, (1.7)

O sea que, como se dijo previamente, Fy, (L_1(a)) efectivamente es una
hipocicloide del tipo (1.6), s6lo que girada y recorrida de modo un poco
distinto.

Por ejemplo, si a < 0, es decir, si § =,

Fy(la|e®) = |a]? € + 2 |af’ €™ = —2a27" + a2e™,

Como curva, esta hipocicloide coincide con la representada por (1.6) con
d = a?, sélo que recorrida en sentido opuesto y empezando desde el punto
inicial F,(|a|) = —a® cuando t = 0.

En esencia, en este tipo de hechos se basa la siguiente demostracion.

Demostracion del teorema 1.1.1. Por simplicidad, dividimos la demostracion
en dos casos.



Caso 1: Sea a <0 (i.e. 0 # a = |a| ™).
Haciendo z = de®, podemos reinterpretar la parametrizacién (1.6) como
una funcién fs de la circunferencia Cy en la tal hipocicloide:

fs(2) =22+ %52, 2z =de' € C.

Llamemos provisionalmente YT, a la hipocicloide parametrizada por la
funcién f|, definida en la circunferencia singular L_; (a). Es decir, fi, (L-1(a)) =
Y,. Siz=|a|e® € L_4(a), es inmediato que

Fo (fial (2)) = fap () - (1.8)

De aqui se desprende lo siguiente: Como f|a|2 parametriza a la hipocicloide
L(a), T, es imagen inversa de L(a). A su vez, la aparicién de 2% en (1.8)
muestra que F, es 2 a 1 de T, en L(a). Finalmente, comparando (1.7) con
(1.8) se deduce que para recorrer L(a) en el mismo sentido bajo F,, L_; (a)
y L*, (a) deben recorrerse en sentidos opuestos. La hipocicloide Y, es la que
denotamos por L* (a).

Caso 2: Sea 0 # a = |a| € con 6§ # 7.

Para z = |a| e € L_;(a), definimos

ha(2) = €59 iy (2) = —€'8 flg)(2) = —€'S (QZ + i?2> :

lal

La hipocicloide h, (L_1(a)) es como la dada por (1.6), pero girada un
angulo igual a m + g. Denotamos a esta hipocicloide por L* ,(a).

1
2z + —222 .
|al
Obviamente g,(C),2) = L(a).
Por ser en esencia parametrizaciones de hipocicloides, ambas funciones,
ha Vv ga, son homeomorfismos en sus respectivos dominios.

2 4 :
Para z = |a|” e € O,z definimos

2

wl$

i(2 i
ga(2) =€ 3 )f|a|2(z) =€

Sélo resta hacer un célculo directo. Sea, pues, z = |a| e (nétese que,
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entonces, 272 = |a|*Z):

Foto (@) = B (24 1))
1 _

Con esto se establece la ecuacién (1.5) y el teorema 1 queda demostrado.
O

Ahora examinaremos geométricamente la accién de F, restringida a L* ;(a).
Llamaremos indistintamente cuspides a los picos de las dos hipocicloides,
L*,(a) y L(a), aunque debe tenerse presente que las de L*;(a) no son pun-
tos singulares. En general, excepto por u_j,v_1 y t_1, los puntos de L*,(a)
no son puntos singulares. Ademas,

L*(a)NL_q(a) = {u_1,v_1,t_1}.

Si a € R, las hipocicloides L*(a) y L(a) tienen un eje de simetria en el
eje X, y, como se muestra en las figuras 1.4, si a < 0 ambas quedan en el
“mismo sentido”, mientras que si a > 0, quedan “invertidas” una respecto a
la otra. En particular, si —1 < a < 0, la hipocicloide L(a) queda contenida
dentro la regién acotada cuya frontera es L*(a). Es facil convencerse que
ambas hipocicloides coinciden si y sélo si a = —1.
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2

L* | (a) (fuerte) y L(a); a = —0,8 L*,(a) (fuerte) y L(a); a = —1,2

1 —
\

L*,(a) (fuerte) y L(a); a = 0,8 L*,(a) (fuerte) y L(a); a = 0,3



-

L*(a) (fuerte) y L(a), a € C —R.

figuras 1.4.

Del teorema 1.1.1 se sigue que F, es una funcién 2 a 1 de L*,(a) en
L(a) (es decir, cada punto de L (a) proviene de dos puntos de L* ;(a)) mien-
tras que es 1 a 1 - inyectiva - de L_1(a) en L(a). Por lo tanto, excepto las
cispides, todo punto de L(a) proviene exactamente de tres puntos: dos en
L*,(a) y uno en L_;(a). Las cuspides u,v y t de L(a), ademds de provenir
de u_1,v_1 y t_y, provienen también de las cuspides de L*,(a) que deno-
taremos, respectivamente, por u* ,v*; y t*,. Es decir, F, (u) = {u_y,u*,},
Fo () ={vog, 0ty by FoH(t) = {t1, 174}

Si a = |a| e?, es facil ver que

0 20, 5w s
* (5 +mT * W(5+5) * * (s+%) — 2,,%
'y =3lal G0, vt = 3o T = puty y 7 = 3a| TR = phury,
3 3 * * *
de donde se sigue que los correspondientes argumentos de u*,,v*; y t*; son

también duplicados por F, (todos los dngulos son mod 2).

En lo que sigue, dada una curva plana I' y dos puntos p y q de la misma,
denotaremos por (pq) al arco de T’ que va de p a q.

Continuando, L*,(a) U L_1(a) se mapea en L(a) del modo siguiente: El
arco (t_ju_1) de L_1(a), asi como los arcos (t*u_1) y (t_yu*;) de L*(a), se
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transforman bajo F, en el arco (tu) C L(a). Andlogamente, los arcos (v*u_1)
y (v_qu*y) de L*;(a) y (u_qv_1) de L_1(a), se transforman, cada uno de ellos,
en (uv) C L(a). Finalmente, (vt) C L(a) proviene de (t*,v_1) U (t_1v*;) C
L*,(a) y (v_1t_1) C L(a). Nétese que bajo la funcién, L*(a) y L(a) se
recorren en el mismo sentido mientras que L_;(a) y L(a) se recorren en
sentidos opuestos (ver fig.1.5).

fig. 1.5: La accién de Fy, en L_q(a) y L*,(a).

En realidad, no sélo restringida a L* ;(a) sino en todo el exterior de dicha
hipocicloide la funcién se comporta, geométricamente, en forma “parecida”
a z — 2% (teorema 1.3.1).

Observacion sobre la notacién: Siguiendo textos como [19], denotaremos
por Z, (f), m € N, a una regién del plano en la cual cada punto tiene
exactamente m preimédgenes bajo una funcién f (si es que tal regién existe).
En el caso de las funciones F, escribiremos Z,, (a).

Denotemos por R(a) a la regiéon no acotada del plano cuya frontera es
L*,(a) (es la que queda fuera de L*(a)).

En lo que sigue, veremos que cada punto de la regién no acotada cuya
frontera es L(a) tiene exactamente dos preimagenes en R(a); por tal razén
llamaremos a dicha regién Zs(a). Veremos también que cada punto de la
regién acotada cuya frontera es, también, L (a) (la que queda dentro de esta
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hipocicloide) tiene exactamente cuatro preimégenes, todas ellas en el interior
de la regién acotada por la otra hipocicloide, por L*;(a); por tal razén a
dicha regién la llamaremos Z4(a).

A continuacién se introducen dos familias de curvas que nos seran de
utilidad para lo que sigue después.

1.2. Dos importantes familias de curvas

El caso real: a € R. Sean a, p y 0 nimeros reales; para t € R, definimos

@, (t) = pe" —ae™™ (1.9)

V() = oe + a*e (1.10)

Cada una de estas dos ecuaciones parametriza una curva plana cerrada
que si p # 0 # o se recorre sblo una vez si t € [0, 27). En particular, si p =
2lal, ¢,(t) parametriza a la hipocicloide L* | (a) y si p = 0, ¢,,(t) parametriza
a la circunferencia singular L_;(a) (recorrida dos veces si t € [0,27)). Por
otra parte si 0 = 2a?, 1_(t) parametriza al conjunto de valores criticos, la
hipocicloide L(a). En este sentido, a estas curvas las podemos considerar una
generalizacién de las hipocicloides de tres picos usuales.

Sean ®;(a) la familia de curvas parametrizadas por la ecuacién (1.9) y
®,(a) la de las curvas parametrizadas por la ecuacién (1.10). Por lo dicho pre-

viamente, L* (a) y L_1(a) pertenecen a ®;(a) mientras que L(a) es elemento
de @2(&).

Propiedades de las familias ®1(a) y Po(a):

(i) Para cualesquiera dos nimeros p y o se cumple que @,(t+7) = o_,(t)
Yy ot +m) =1, (t).

(it) Si p >0, Fu(p,(t) = ¢,(2t), t €R, con 0 = p* — 2a° > —2a>.

(ii) Si o0 > —2a®, existe p > 0 tal que Fo(p,(t)) =1,(2t), t € R.

En particular, si 0 < o < 2a?, existen p; y py, con 0 < p; < \/2|al y
V3la] < py < 2, tales que Fu(o,, (1) = ,(20) 3 Falg, () = v_,(20),
t € R. En cambio si o > 2a%, existe un tnico real p > 2|a| tal que
Fa(p,(t) = ©,(2t), t € R. Si 0 = 0, ¢ 5,(t) = V2|ale™™ — ae™™ es
tal que Fu(p,5,(t)) = ¥o(2t) = a’e™™ € C 2, t € R.
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(iv) Si a # —1, toda curva en ®1(a) es distinta de toda curva en ®y(a).
St a = —1, ambas familias coinciden.

Observaciones: La propiedad (i) nos dice que ¢, y ¢_, parametrizan
la misma curva, pero recorrida, digamos, desde distinto punto inicial. Lo
mismo vale para v, y 1__. La propiedad (ii) implica que si t € [0, 2m),
bajo F, cada curva en ®;(a) se mapea 2 a 1 en una curva de ®5(a). En
este sentido, la funcién F, va de ®;(a) en ®y(a), y la propiedad (iii) nos
dice que F, es una transformacién suprayectiva de ®;(a) en ®5(a). Mas atin,
como v, y 1_, parametrizan la misma curva, (iii) también nos dice que si
0 < o < 2a?, 1), tiene dos imégenes inversas en @4 (a), o, Y ¥, cada una de
las cuales se mapea 2 a 1 en 1),. En consecuencia, si 0 < o < 2a?, la curva v,
estd contenida en Z4(a) mientras que si ¢ > 2a?, dicha curva est4 contenida en
Zy(a). Se desprende también, entonces, que si 0 < p < 2lal, ¢, estd contenida

en F, ' (Zy(a)) y si p > 2]al, ¢, estd contenida en R(a) = F,*(Zx(a)) (ver
figura 1.8). M4s abajo ilustraremos la relacién entre estas curvas ¢ 0, Y Pp, due
van a dar a 1) bajo F, cuando 0 < ¢ < 2a?. Por tiltimo, como colecciones de
curvas, si a # —1 estas dos familias son ajenas, por (iv). A ®;(a) la podemos
considerar contenida en el dominio de F, y a ®3(a) en la imagen. Esto nos
va servir para demostrar el teorema 2 de la secciéon anterior. El caso a = —1
es sumamente especial; éste es el Unico pardmetro (real o complejo) para el
cual ambas familias coinciden y las consecuencias son importantes, como se
vera en el capitulo 2, dedicado integramente al caso a = —1.

Demostracion de las propiedades.

Es til tener presente la gréifica de la funcién g(p) = p? — 2a® como se
muestra en la figura 1.6.
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figura 1.6: g(p) = p? — 2a>

Basicamente todas las propiedades se desprenden de calculos mas o menos
simples. Por ejemplo, para (i), ,(t +7) = peltHm) — qem20HT) — _peit
ae” = ¢_ (t). En forma idéntica se prueba que ¢, (t + 7) = 1_,(t). Para
(i), sea p > 0:

Fulp,(t) = 9,(t)° +2ap,(t)
— e 2ape™ 4 a2e® 1 2apet — 222

— (p2 _ 2a2>€i2t + a2€i4t _ ¢(p2_2a2)(2t)

Noétese que p? — 2a? > —2a% si p > 0.

Nuevamente recurriendo a la grafica, si ¢ > —2a?, existe un tinico nimero
P, > 0 tal que 0 = p? — 2a%. Usando este niimero y lo hecho en (ii) se sigue
aue F(p,, (1) = 1, (20).

Obsérvese que [—2a? 2a?] estd contenido en la imagen de g, y que si
0 < o < 2a?, existen p, € [0,v/2]a]) v p, € (vV2]a],2|a]] tales que g(p;) = o
y g(py) = —0o, como se ilustra en la figura. Los valores de p; y p, son:

p1 = V2a?+ 0, py =V2a? —o.
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Ahora, un célculo como el hecho en (ii) nos permite concluir que Fi, (¢, (t)) =

Ve (2) ¥ Falpy, (1) = ¢, (21).

En el propio enunciado de (iii) se resuelve el caso 0 = 0. Este es un
caso importante porque nos pernite tener una parametrizacion de la imagen
. . . . 2
inversa de la circunferencia de radio |a|”, tangente a L(a) en los puntos u, v

y t.

Finalmente, si a = —1, ¢, (t) = pe” + e " y ¥, (t) = ge” 4+ e, por lo
que ambas curvas coinciden si p = 0. Si a # —1, de la forma de las ecuaciones
(1.9) y (1.10), se sigue que se trata de curvas diferentes para todos los valores
de pyo. ]

Observacion: Notese que de la demostracién que se acaba de hacer se
desprende que a ®5(a) la podemos considerar como la familia de curvas
V2 9q2(t) = (p° — 2a%)e” + e~ con p > 0.
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(c) (d)
figura 1.7: Elementos de las familias ®; (a) y ®5 (a) para a < 0: (a) L*; (a) y
tres curvas , € 9; (a) con p > 2 |a|. Estas tres curvas estén contenidas en R (a).
(b) Las imdgenes bajo F;, de las curvas anteriores; todas ellas son elementos de

®, (a) y estdn contenidas en Z, (a). En particular, aparece Fy, (Ltl (a)) = L(a).
(c) Nuevamente aparece L*; (a) pero ahora con dos curvas ¢, y ¢, con 0 <

Py < V2 la| < py < 2|al. la imagen de estas dos curvas es una sola curva 9, que
aparece en (d) junto con L (a).

2

1.3. Equivalencia con z — 2 en el exterior de

L*(a)

Teorema 1.3.1 Sean0#a €Cy f(z) = 22, 2 € C. Entonces, las funciones
Fy: R(a) = Za(a) y f: C—Dyoy = C— D,z son C*-equivalentes. Es decir,
existen difeomorfismos H, : C — Djy — R(a) y G, : C — D,z — Z2(a) tales
que

F,(Hy(2)) = Go(2%), 2 € C— Dy, (1.11)

Demostracion del teorema 1.5.1.

Nétese, en particular, que de la aparicién de 2% en (1.11), se sigue que cada
punto de la regién que hemos llamado Zs(a) tiene en efecto dos preimédgenes
en R(a).

Nuevamente dividimos la demostraciéon en dos casos.
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Caso 1: a € R:

La idea es basarnos en las parametrizaciones (1.9) y (1.10). Sea z €
C — Dy,. Escribimos z = |z| e con |z| > |a|, y definimos:

=2
Z
H,(2) =22 — a—.
2]

Noétese que esta funcién transforma a la circunferencia de radio |z| > |a]
inyectivamente en la curva ¢, € ®1(a) con p = 22| > 2]a|. Esta curva
estd contenida en C — A(a) y H, resulta biyectiva de C — D, en C — A(a).

Anédlogamente, para z € C—D), 2, es decir, |z| > |a]2, definimos la funcién

=2
z z
Ga(Z) = (4 ’Z' — 20/2)@ + (12’27.

Nétese, por un lado, que 21/]z| > 2|a| dado que |z| > |a|* y, por otro,

que G, transforma inyectivamente la circunferencia de radio |z| > |a|* en la
2

curva 1, € ®y(a) con 0 =4 |z| — 2a* = <2 |z|> — 2a® > 2a?. Esta funcién

es biyectiva de C — D)2 en C — Zy(a).
Veamos que se cumple (1.11).
Sea |z| > |a|. Entonces 2|z| > 2]al, 2|z> > 2|a|’

F.(H,(z)) = F, <2z 72)

IZI
—2\ 2 - =~
= (Qz—az—2> —|—2a(2z i )
2| IZI
=2 =4 =2
472 —4a 5 ta z—4+4az—2a —
2] |2| ER
72 z
= (4]2]" = 2¢°) =5 + ®—5 = G,(7?)

Caso 2: a € C—R.
Sean p y o ndmeros reales y a = |ale? con 0 # 0 # 7. Sea ®i(a) la
familia de curvas definidas por

©,(t) = —¢ls (pe" +lale™), t € R,
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y ®3(a) la familia de curvas
b, (t) = €% (o€’ + |a e, t € R

Cada una de estas familias difiere de la correspondiente para a € R sélo
por una rotacién. Evidentemente, entonces, estas familias tienen las mismas
propiedades bésicas que las de las curvas definidas por (1.9) y (1.10). En
particular, también en este caso L*(a) y L_;(a) pertenecen a ®3(a) mientras
que L(a) es elemento de ®3(a).

Para z = |z| " con |z| > |a|, definimos:

Ho(z) = —¢'3 (zz — |al %) . (1.12)

Anélogamente, para |z| > |a|*, definimos

Gu(2) = % ((4 |2| — 2 |a|2)i + laf® ?_22> . (1.13)

g 2]

Noétese que H, transforma a la circunferencia de radio |z| > |a| inyectiva-
mente en la curva p, € ®(a) con p = 2[z| > 2|a|. Esta curva estd contenida

en C — A(a) y H, resulta biyectiva de C — Dy, en C — A(a).
Analogamente, GG, transforma inyectivamente la circunferencia de radio
2
2| > |af® en la curva ¢, € ®%(a) con o = 4|z| —2]a* = (2 ]z]) —21al* >
2 |al®. Esta funcién es biyectiva de C — D2 en C— Zy(a).
Haciendo un calculo como el hecho mas arriba se concluye que

Fu(Ha(2)) = Ga(ZQ)a zeC _m7
con lo cual el teorema 1.3.1 queda demostrado. [
Observacion: Sea a € C. Utilizando (1.12) podemos extender H, continu-

amente a la frontera, en donde coincide con la funcién h, dada en el teorema
1. En efecto, sea |z| = |a|; entonces:

(22 — |al W) = —e's (22 - m) = ha(2).
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Anilogamente, definiendo G, (z) por (1.13) para |z| = |a|*, obtenemos

Gole) = % (= 21a) 5+ 1of Zi) e (m%) e

Es decir, h, = H, | L_1(a) y g = G, | Clap2-

De todo esto resulta que en realidad el teorema 1 se puede obtener como
corolario del teorema 2 y ambos resultados se pueden considerar como dos
aspectos de un mismo fenémeno que es el siguiente: En las hipocicloides
L*,(a) y L(a) y en el exterior de éstas, la funciéon F, es equivalente en el
sentido de Whitney a 2 — 22 en el complemento de ciertos discos abiertos.

1.3.1. Accién geométrica de F, en el exterior de L* | (a).

Ayudados por el teorema 2 y unos cuantos calculos sencillos podemos con-
cluir lo siguiente: Para empezar, cada punto de Zs(a) proviene de dos puntos
de R(a), es decir, F, es2 a1 de R(a) en Zy(a). Sean U,V y T los 3 rayos (en
el contradominio) que parten del origen y que pasan, respectivamente, por u,
v, y t. Cada uno de estos 3 rayos tiene dos preimégenes en R(a). Denotemos
por U_,U*y, V_1,V*,,T_1 y T*, alos 6 rayos (en el dominio) que parten del
origen y pasan, respectivamente, por u, u*;, v, v*;, t y t*,. La parte de cada
uno de estos 6 rayos que queda en R(a), se transforma en la parte respectiva
de U,V y T que queda en Z3(a); es decir,

Fo(U.1nR(a)) = F(UL N R(a) =UnNZa),
F,(V_, N R(a)) = (v* mR( ) =V N Zsa), y
F(T_.1NR(a) = DF,(T* NR(a)=Tn Z(a).

O sea que las imagenes de estas 6 (semi)rectas son también unas (se-
mi)rectas y como cada una de ellas tiene el mismo dngulo que el del punto
mencionado por el que pasa, resulta que también aqui ha habido una dupli-
cacion de angulos. En otras palabras, los dngulos de los rayos U,V y T" son el
doble - mod 27 - de los de sus respectivas preimdgenes U_1,U*;, V_1,V*,T 4
y 17,

Con base en los seis rayos U_y,V_1,T_1,U* |, V* y T*, dividimos a R(a)
en seis regiones R;(a), i = 1,...,6 (las partes de los seis rayos que quedan en
R(a) forman, por pares, partes de la frontera de las regiones R;(a). Ver fig.
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1.5); entonces, como F, aqui es 2 a 1, F, transforma a estas regiones, por
pares, en tres regiones Si(a), So(a) y S3(a) de la siguiente manera:

Fa(Ri(a)) = Fa(Riys(a)) = Si(a),
o equivalentemente,

F,*(Si(a)) = Ri(a) U Riys(a)

a

para 1 <1i < 3. A su vez, las regiones S;(a) estdan delimitadas por las partes
de los tres rayos U,V y T que quedan en Zs(a). Cada punto en S;(a) proviene
de dos puntos distintos, uno en R;(a) y otro en R;i3(a), 1 <i < 3.

g o ’
, e,
ot sy, ,
4 . . 7
/) 7 . oy ’
/ . . ’
’ ’ ’ s .
RafiRa ’ ’
.0
7
7

Del lado izquierdo, las regiones R;(a), ¢ =1, ...,6, del derecho, S; (a),i=1,...,3
figura 1.8.

1.4. Comportamiento de F, en la region aco-
tada cuya frontera es la hipocicloide L* ;(a)

En esta subseccién nos limitamos a senalar solamente un aspecto de este
comportamiento:
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La hipocicloide L(a) es una curva simple cerrada que divide al plano
en dos regiones. Por ser el conjunto de valores criticos de F},, dentro de
cada una de estas regiones todos los puntos tienen el mismo nimero de
preimégenes (ademads, el nimero de preimagenes entre una regién y otra di-
fiere por un multiplo de 2)!. Como el origen tiene cuatro preimagenes, a
saber: 0, —2u_q, —2v_1 y —2t_1, en la regién acotada por L(a) cada pun-
to tiene cuatro preimagenes. A esta region acotada, que queda dentro de la
hipocicloide L(a), la denotaremos por Zy(a).

Entonces, F,'(Z,(a)) consta de cuatro componentes ajenas, contenidas
en la region acotada cuya frontera es la hipocicloide L*,(a), determinadas
por las curvas L* | (a) y L_1(a): una es la que queda dentro del circulo singular
y las otras tres, las que quedan fuera de este circulo pero dentro de L*;(a).
Denotaremos, respectivamente, a estas regiones por Ag(a), Ai(a), As(a) y
As(a) (ver fig. 1.10). Con esta notacién,

FY(Zy(a)) = Ao(a) U A (a) U As(a) U Az(a).

El hecho de que, bajo F,, cada una de estas regiones A;(a) se transfor-
ma biyectivamente en Z4(a) es consecuencia de que los puntos de L_4(a) —
{u_1,v_1,t_1} son dobleces.

Ao(@),4y(a), A3(a) y Ax(a) Zy(a)

Figura 1.9.

IEste hecho es facil de comprobar en el caso de las funciones F,, pero también es
consecuencia de resultados generales: Véase Milnor, J., Topology from the differentiable
Viewpoint, Princeton University Press, 1997.
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Notese, finalmente, que

Zy(a) = C—Zy(a),
Zy(a) = Zyla)U L(a), y
0Z4(a) = 0Z(a) = L(a).
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Capitulo 2

Sobre la conexidad del conjunto
de puntos cuya orbita es
acotada.

Sea X un espacio métrico y f : X — X una funcién continua. Dado
x € X, la drbita de x bajo f es la sucesién {fk(m)}zozo donde f! = f,
ff=fofflsikeNy fO=id Denotamos a dicha érbita por orb(f, z).
Se dice que f es transitiva en X si para cada par de conjuntos abiertos no
vacios de X, digamos U y W existen x € U y un entero positivo n tal que
fr(x) e W.

Un punto z es periddico si f" (x) = x para alguna n € N; al menor natural
n que satisface esta igualdad se le llama el periodo de x y se dice que = es
un punto de periodo n. Al conjunto de puntos periédicos de f lo denotamos
por Perf.

Si Perf es un conjunto denso en X y, a la vez, f es transitiva en X, se
dice que f es cadtica en X, en el sentido propuesto por Devaney [11].

Se dice que un conjunto 2 es totalmente invariante bajo f si f(Q2) =
F7H(Q) = Q; se dice que es invariante hacia adelante si f (2) = €, e invari-
ante hacia atrds si f~1(Q) = Q.1

Al conjunto de puntos z € C cuya 6rbita es acotada bajo la funcién Fy,
lo denotamos por K,. En analogia con el caso holomorfo, ocasionalmente
llamaremos a éste el conjunto de Julia lleno de F,.

I1Si f es suprayectiva (i.e., f (X) = X), es inmediato que f es invariante hacia atras si,
y s6lo si, es totalmente invariante.
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En lo que resta del capitulo se estableceran varios resultados preliminares
para demostrar los teoremas 2.2.5 y 2.2.5 que se enuncian a continuacion:

Teorema 2.2.5 Si L_1(a) C K,, entonces K, es conezo.

Teorema 2.8 Si orb(F,, z) — oo para todo z € L_y(a), K, tiene una
infinidad (no numerable) de componentes.

Es facil ver que K, es totalmente invariante bajo [, y, como veremos
mas abajo, K, es un conjunto compacto para todo a € C. Por lo tanto, del
teorema 2.2.5 se desprende que si L_q(a) C K,, entonces K, es un continuo,
es decir, un compacto conexo.

Algunos parametros para los que se cumple que L _;(a) C K, son los
numeros reales tales que —1 < a < 0 y los nimeros complejos que satisfacen
la| < % En todos estos casos K, es conexo.

Si |a| es “grande” - por ejemplo si |a| > 1++v/2 0sia € (—oo, —1)U(2, c0),
se cumple la hipétesis del segundo resultado, o sea, que orb(F,, z) — oo para
todo z € L_;(a). En todos estos casos K, es disconexo.

El reciproco del teorema 2.2.5 es falso porque puede ocurrir que algunos
puntos del conjunto singular L_;(a) tengan érbita no acotada y, sin embargo,
K, sea conexo. Por ejemplo, para parametros reales, K, es conexo si, y s6lo
si, a € [—1,2] (véase [26]). No obstante, para a € (3,2] siempre existen
arcos de la circunferencia L_;(a) cuyos puntos tienen 6rbita no acotada; un
ejemplo de esto se muestra en la siguiente figura 2.1, en la que se nota que la
circunferencia singular L_l(g) intersecta tanto al conjunto K 2 (que aparece
en el centro de la figura, con una evidente “simetria triangular”), como al
exterior de éste, que constituye la “cuenca de atraccion de infinito”, es decir,

el conjunto de puntos cuyas érbitas tienden a oo.
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a=2: K, conexoy L1 ¢ K,.
figura 2.1.

La experiencia parece indicar que si todos los puntos de L_;(a) tienen
orbita no acotada, entonces K, no solamente tiene una infinidad de compo-
nentes, sino que es un conjunto de Cantor (compacto, perfecto y totalmente
disconexo, 0 sea que sus componentes son puntos).

Hechas estas salvedades, los teoremas 2.2.5 y 2.3 son indudablemente
analogos a un muy importante teorema de sistemas dindmicos discretos holo-
morfos que enunciamos mas abajo, establecido en forma independiente por
Pierre Fatou y Gaston Julia alrededor de 1920 para polinomios complejos.
Para comprender dicho enunciado, hacemos las siguientes precisiones: para
funciones holomorfas f : C — C el conjunto de Julia lleno es, también, el de
los puntos cuya érbita es acotada. El que se llama simplemente conjunto de
Julia es distinto, y es, por definicién, el conjunto de puntos en torno a los
cuales la familia de iteraciones de f, { f k}, no es una familia normal.?

Para funciones racionales complejas se demuestra que el conjunto de Julia
es totalmente invariante, es no vacio y si su interior es vacio, es la frontera
del conjunto de Julia lleno (si su interior es no vacio el conjunto de Julia
coincide con todo C). Se demuestra también que dicho conjunto de Julia es,
en particular, conexo, si y solo si, el conjunto de Julia lleno también lo es.

2Para un tratamiento del tema de familias normales véase, por ejemplo, L. V. Alfhors,
Complex Analysis, McGraw-hill, 1979.
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El teorema mencionado de Fatou-Julia para polinomios se puede formular
como sigue (véase [9, p. 80]).

Teorema (Fatou-Julia). Sea P un polinomio en C y denotemos por p
al conjunto de puntos criticos de P; i.e. Qp = {z | P'(z) = 0}. Entonces:

(i) Qp estda contenido en el conjunto de Julia lleno de P si, y sdlo si,
dicho conjunto es conexo y equivalentemente, si y solo si, el correspondiente
conjunto de Julia es conexo.

(11) Si la orb(P, z) — oo para todo z € Qp, entonces ambos, el conjunto
de Julia lleno y el conjunto de Julia coinciden y son un conjunto de Cantor.

Este resultado constituye una instancia muy significativa del papel que
juega el conjunto singular en la dindmica de una funcién compleja.

En general, en variable compleja es un hecho muy aceptado que los puntos
criticos hasta cierto punto determinan el comportamiento dinamico de una
funcién. También en el caso real muchos autores han evidenciado que el
conjunto singular juega un papel bastante determinante en la dindmica de
las funciones (ver, por ejemplo, [19] y [1]).

Hay, sin embargo, una diferencia notable entre uno y otro caso: Las fun-
ciones racionales complejas - los polinomios en particular - tienen sélo un
numero finito de puntos criticos, es decir, el conjunto singular es finito. En
cambio, el conjunto singular de las funciones (no invertibles) de R? en R2
suele ser una curva (o varias). Quizd en esta diferencia subyace la aparicién
de fenémenos dinamicos tan distintos en uno y otro caso.

2.1. Cuestiones Dinamicas Preliminares.

Lema 2.1.1 Seaa € C. Si |z| > 1+ 2]a|, entonces |F, (z)| > |z|.
Demostracion: Tenemos, para todo z € C, que
IFu (9] = [2* +203] = || = 21l 21| = =1 I2] - 2 all.
Si |z| > 14 2|al, se sigue que |z| — 2 |a| > 1, por lo que |F, ()| > |z|. O

Lema 2.1.2 (Criterio de escape) Si |z| > 1+ 2]a|, entonces F¥ (2) — oo.

k—o00
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Demostracion: Si |z| > 1+ 2|al, del lema 2.1.1 podemos concluir por
induccién que |Ff* ()| > |F¥ (z)| para todo entero k > 0. En consecuencia
{‘Flf (z)}} es una sucesion monotona creciente de niimeros reales positivos.
Supongamos que es acotada, o equivalentemente, que existe a € R tal que

a = ka ‘Ff (2)] -
Obviamente o = sup {|F¥ (2)|} > 1+ 2]a|. Esto implica que {F} (2)} es
acotada en R? y, por lo tanto, tiene una subsucesién { Fi (z)} convergente
a cierto w € C. Necesariamente |w| = «, y como F}, es continua,

F (F8 () = FS () = Fu(w)
Como |w| = o > 1+ 2|a|, se sigue que |F, (w)| > |w]|, lo cual implica,
a su vez, que infinidad de términos de la (sub)sucesién {FF*! (z)} tienen
modulo mayor que |w| = «. Pero ello es imposible porque o > ’F k (z)‘ N
k € N. En consecuencia,
Jim [ Fy (2)] = oo,

y queda demostrado el lema. [

Observacion: Como F,(z) — 0o si z — oo, podemos extender continua-
mente la definicién de F, al plano extendido CU {oo} haciendo F,(c0) = 0.
Esto convierte a oo en un punto fijo de F,. De hecho oo es un punto fijo
atractor de F, para todo a € C.

Al conjunto de puntos cuya Orbita tiende a oo se le llama la cuenca de
atraccion de oco. Denotamos a este conjunto por B, (c0). Es fécil ver que
B, (00) es un conjunto abierto y como B, (00) = C — K, necesariamente es
totalmente invariante bajo F;, dado que K, lo es.

Denotemos por D, al disco cerrado {z | |z| <1+ 2|al}.

El lema 2.1.2 nos dice que el exterior de D, estd contenido en B, (c0) para
todo a € C. En consecuencia, K, C ), (pudiendo ocurrir que |z| = 1+ 2]a]
para algin z € K,: por ejemplo, si a < 0, el nimero 1 —2a = 1+ 2]a| es un
punto fijo de F, y por lo tanto es un elemento de K,,).

Nétese que si |F7 (z)| > 1+ 2]a| para algiin entero j > 0, argumentando
como en el lema 2.1.2 se concluye también que orb(F,, z) — oo. Por lo tanto,
la drbita de z es acotada si, y sélo si, |FF(z)| <1+ 2|a| para todo k > 0.
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Tenemos entonces la siguiente igualdad:
K, ={z||Fi(2)| <1+2]a| Vk >0} (2.1)

De aqui se deriva un algoritmo elemental (bastante comin en casos como
éste) para calcular en forma aproximada, con ayuda de una computadora, al
conjunto K,. El nimero 1 + 2|a| es el “radio de escape”: se toma un punto
inicial zy € D, y se fija cierto nimero méximo de iteraciones - llamémoslo,
por ejemplo, N. Si |FF(z)| < 1+2|a| para 0 < k < N, marcamos de negro
al punto zg y en cualquier otro caso, lo marcamos blanco. Damos ejemplos
de conjuntos K, calculados usando este algoritmo en la figura 2.2.

a=—-04 a= —0.88

a=-1.1 a=—0.5+10.5
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a = —0.5+410.55 a=1

a=0,35 a = 0.25+10.25
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a = 0.35 +10.55

figura 2.2: Algunos conjuntos K.

En lo que sigue denotaremos por V,. al disco cerrado {z | |z| <}, r > 0.
Demostraremos ahora que el conjunto K, es compacto para todo a € C. Ello
es consecuencia del siguiente

Lema 2.1.3 Sear > 1+ 2|a|. Entonces
71 (V,) C V. 22)

a

Demostracion: Supongamos que z ¢ V.., o sea |z| > r > 1+ 2|al. Por el
lema 2.1.1 |F, (2)| > |#] y, por lo mismo, F, (z) ¢ V,. En consecuencia, si
z € F;1(V,), tenemos que F, (z) € V, y por lo tanto z € V,.. J

Corolario 2.1.4 Sir > 1+ 2]al|, la coleccion {F,*(V,)} es una sucesién
anidada decreciente de conjuntos compactos no vacios y

Ko = (V). 23)

Entonces, el conjunto K, es compacto para todo a € C.
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Demostracion: Obviamente F,* (V,) es no vacio para todo k € N. De la
contencion (2.2), se sigue, por induccién, que

F7F7N(V,) CFEH(V,) V.

Esto prueba que si k € N, F;% (V) es acotado y como también es cerrado,

es compacto. Por lo tanto, (] F,*(V}) es un conjunto compacto no vacio.
k=0

Para demostrar la igualdad (2.3) estableceremos la doble contencién.
Como K, C D, C V, y K, es totalmente invariante, F, *(K,) = K, C
F;7%(V,) para todo k € N, por lo que K, C (" F, % (V,).
k=0
Por otro lado, si z € () F~*(V},), tenemos F¥(z) € V, Vk € Ny por lo
k=0

(e.9]
tanto, la orbita de z es acotada; en consecuencia, [ F;* (V;) C K,. O
k=0

Como caso particular del Corolario 2.1.4 tenemos que {F,* (D,)} forma
una sucesion anidada decreciente de conjuntos compactos y

K, = [ F:* (D). 2:0)

Las igualdades (2.3) y (2.4) proporcionan un algoritmo - naturalmente
algo burdo - para dibujar al conjunto K,: Se toma cualquier disco cerrado
V. suficientemente grande (i.e., con 7 > 1+ 2|al) y se van graficando sus
imagenes inversas sucesivas F; *(V;). Conforme k sea mas grande, se puede
apreciar mejor al conjunto K,. Las figuras siguientes ilustran este proced-
imiento para a = %1 + iz’ tomando V5 como disco inicial.
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(e) Fi> (V2) () £ (V2)
figura 2.3

Observacidn: Si r > 1+ 2 |a| es facil concluir, no sélo que F, ! (V,) C V,,
sino que
E-1(V,) CintV,. (2.5)
En efecto: si |z| > r > 1+ 2|al, tenemos |F,(z)| > |z| por lo que F,(z) ¢
V,; de aqui que si z € F,; * (V,), necesariamente |z| < 7.
Maés atin, de (2.5) se desprende que, en general,

E7Y V) cintFE7F (V) CcintV,, ¥V k € N. (2.6)

Esto nos serd muy 1util en la siguiente seccién.

2.2. Sobre la conexidad de K.

La idea de la demostracion de la conexidad de K, es semejante a la del
inciso (i) del teorema mencionado de Fatou-Julia: Tomamos un disco cerra-
do V, con r > 1+ 2]a| y, aprovechando que L_; (a) C K,, demostramos
que F, % (V,) es conexo si k > 0. Entonces, por ser {F,”(V,)} una suce-
sién anidada decreciente de conjuntos conexos y compactos, la interseccion

N E.7%(V;) es conexo y de (2.3) se sigue que K, es conexo.
k=0

Recordar que por definicién, una funcién f : R" — R” se dice que es
propia si la imagen inversa de cualquier conjunto compacto es un conjunto
compacto.
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Lema 2.2.1 F, : C — C es propia para todo a € C.

Demostracion: Sea ) cualquier conjunto compacto en el plano. Obvia-
mente F, ! (Q) es cerrado. Sea r > 1 + 2|a| lo suficientemente grande de
modo que €2 esté contenido en el disco cerrado de radio r, V.. Entonces, co-
mo F71(Q) C F, 1 (V,) CV,, F, 1 () es acotado y por lo tanto, es compacto.
O

Lema 2.2.2 Sea I' una curva lisa simple cerrada. Supongamos que el con-
junto de wvalores criticos de F,- la hipocicloide L (a) - estd contenido en la
region acotada cuya frontera es I'. Entonces, F; ' (T') es una curva lisa sim-
ple cerrada que se mapea 2 a 1 en T'. Ademas, L* {(a) queda contenida en la
region acotada cuya frontera es F,; 1 (T).

Demostracién: Como F, es propia, ;' (T') es un compacto. Como por
hipétesis L (a) N T = 0, se sigue que F, ' (T) N L_4(a) = 0; es decir, en
F1(T') no hay puntos singulares. En consecuencia, F, ! (T') es una variedad
compacta de dimension 1 y, por un conocido teorema de clasificacién, cada
componente conexa de F; ! (T') es difeomdérficamente un intervalo o una curva
cerrada (ver [18]). Vamos a ver que en este caso F; ! (T') es s6lo una curva
cerrada.

Como se vi6 en el capitulo anterior, en Zs(a) (la regién exterior a L (a))
cada punto tiene exactamente 2 preimdgenes, ambas en R(a) = F;*(Zy(a))
(regién exterior a L*, (a)). De la hipdtesis se sigue que I' C Z5(a). Entonces,
F1(T') C R (a) y cada punto de I" proviene de dos puntos de F;* (T).

Manteniendo la notacion del capitulo 1, sean P, Q) y S las intersecciones
respectivas de I' con los rayos U, T'y V' (cada uno de estos puntos tiene
exactamente 2 preimagenes en R (a). Una idea esquematica de la situacion
se presenta en la fig.2.4; ahi, las preimagenes de P se denotan por pi, ps,
etc.)

Conforme se recorre I' de P a () en sentido contrario a las manecillas del
reloj, cada una de las dos componentes de F~!(T") es recorrida de una de las
imagenes inversas de P a una de las de ). Evidentemente, conforme I" se
recorre de P a @, luego a S y luego de nuevo a P, F,; ! (T') dibuja una tnica
curva cerrada (que se mapea 2 a 1 en I'). Como F; 1 (') C R(a), se sigue

que L*(a) queda contenida en la regién acotada cuya frontera es F, ! (T").
U
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figura 2.4:

Observacién: Si L(a) NT = ), no necesariamente ocurre que F;*(T)
es una sola curva simple cerrada; la figura 2.5 muestra ejemplos en los que
F;1(T) tiene dos componentes a pesar de que L (a) N T = (. El hecho clave
en el lema 2.2.2 es que, adicionalmente a la hipétesis L(a) NT = (), L (a)
estd contenida en la regién acotada cuya frontera es I'. Es decir, I' “rodea”
por fuera al conjunto L (a). En consecuencia, la imagen inversa de I', F, ! (T"),
“rodea” también por fuera a la hipocicloide L*(a), tal como se senala en el
lema.
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figura 2.5.

Si I' es cualquier curva en el plano, a su imagen inversa de orden k£ € N,

F7% (), la denotaremos por I'_y.

Lema 2.2.3 Seanr > 1+42|a| y I' = 0V, = {2z | |z| =r} (ndtese que I C
B, (00) ). Supongamos L_q (a) C K,. Entonces

(i) T'_1 es una curva simple cerrada contenida en intV,. A su vez, ' 1 C
B, ().

(i1) Sea A el anillo abierto comprendido entre I'_1 yT". Entonces: F, (A) C
C—-V,yAC B, ().

(iii) F-1 (V,) =V, — AUT.

(iv) La frontera y el interior del conjunto compacto F,; ' (V) son, respec-
tivamente, T'_y y F.* (intV,). Se cumple, entonces, que

E-Y(intV,) = intF; N (V) y ESH(0V,) = 0F, 1 (V).
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(v) Como T'_y es una curva simple cerrada, se sigue que F, ' (V;) es un
compacto, conezxo y simple conexo.

Demostracion: Como L_; (a) C K,, todas las iteraciones (hacia atrds y
hacia adelante) de L_; (a) estdn contenidas en K,. En particular L (a) C K,,.

Por otro lado, I' € C — D, dado que r > 1+ 2]al.

Como K, C D,, tenemos que L(a) esta contenida en la regién acotada
por I' (y a la vez, tenemos que I' C Z5(a)). Por lo tanto, por el lema 2.2.2,
I'_; es una curva simple cerrada (que F, transforma 2 a 1 en I'). Como se
hizo notar en la observacién anterior, F, ' (V,) C intV, dado que r > 1+2|al.
Como I'_; C F,; 1 (V}), se sigue que I'_; C intV,.

El hecho de que T estd contenida en B, (oc0) implica que I'_; y todas las
iteraciones (hacia atrds y hacia adelante) de I'_; estan contenidas en B, (00);
el inciso (i) queda demostrado.

Para (ii) vamos a demostrar que si z € A, entonces F, (2) ¢ V.

Tomemos z € Ay supongamos F,(z) € A. Unamos - mediante un arco
- a z con algin punto ¢; € I'_; y con algin punto ¢ € I' como se ve en la
fig.2.6. Denotemos a este arco por (g;2q). Excepto los extremos ¢; y ¢, todo
el resto del arco queda contenido en A.

Por el lema 2.1.1, el punto F, (¢) queda fuera de V. y F, (¢1) € T, por
lo que el arco (F, (q1) Fu (2) F, (¢)) empieza en T', se “mete” en A hasta
llegar a F, (z) y luego, cruza I' al menos en un punto x € I" hasta llegar a
F, (q). Ello implica que z, por estar en el arco (F, (q1) F, (z) F, (q)), tiene
alguna imagen inversa en el arco original (¢;zq), en algin punto z_; € A
(ambos, x y x_1, estdn marcados en la fig. 2.6). Por otro lado, como z € T' C
Zs(a), F; ' (x) son 2 puntos distintos en I'_;, de donde z € Z5(a) tiene tres
imagenes inversas diferentes, lo cual es imposible. Un argumento semejante
demuestra que F, (z) tampoco puede estar en la regién acotada cuya frontera
es I'_1; en conclusién, F, (z) ¢ V., con lo que F, (A) C C — V,. Obsérvese
que como todo elemento de F; (A) esta fuera de V., se sigue inmediatamente
que F, (A) C B, (c0), lo cual implica que A C B, (o).

37



figura 2.6.

Noétese que con lo hecho hasta aqui ta tenemos que AUT_; C B, (c0).

Para (iii), como F, ! (V,) C intV,, se sigue que F,*(V,) C V, — AUT,
dado que F, (AUT) Cc C—-V,.

Demostraremos ahora que V, — AUT C F, ! (V}.). Llamemos W a la region
acotada cuya frontera es I'_; (W es abierto conexo y simple conexo). Nétese
que WUT_; =V, — AUT. Obviamente I'_; C F,; 1 (V,) CV, — AUT.

Sélo habria que demostrar, entonces, que W C F, ! (V}); de hecho vamos
a demostrar que W C F, ! (intV}.).

Sea w € W. Unamos a w con algin punto z € A mediante un segmento
de recta parametrizado, por ejemplo, por

yt)=w+t(z—w), tel0,1].
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Sea ¢ = 7y (ty) € 'y, con ty € (0,1), el unico punto de interseccién de
este segmento con I'_; (i.e., y(t) ¢ Ty Vt # to, t € (0,1). Ver fig. 2.7)

 J

S

£ ()

figura 2.7.

Como ¢ no es un punto singular de F, y 7' (¢) # 0 V¢, la curva 5 (t) =
F, (v (t)) cruza transversalmente a I' en F, (¢). Si F, (w) no estuviera en
intV,, como F,(z) ¢ V., y ((t) cruza I' al pasar por F,(q), cerca de este
punto - F, (¢q) - una parte de (3 (¢) entra en V, y, por lo menos una vez, debe
volver a cruzar I' en algin punto s para llegar a F, (w). Entonces, s € T
provendria de un punto de la forma ~y (t;) € I'_y para algin tq # t; € (0,1),
lo cual es imposible. En conclusién, F, (w) necesariamente es un elemento de
intV,.. Por lo tanto, W C F, ! (intV,) C ;' (V;). Esto prueba el inciso (iii),
es decir que F,; ' (V,) =V, — AUT.
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Para (iv), como WUT_; =V, — AUT, tenemos que F, * (V,) = WUT_;.
En consecuencia, W = intF, ! (V,) dado que W es evidentemente el mayor
conjunto abierto contenido en W UTI'_;. Por otra parte, sabemos ya que W C
F1 (intV,) y como F, ! (intV,) es abierto, se sigue que F, ! (intV,) C W.
Por lo tanto, F,! (intV,) = W. Es decir, intF;* (V,) = intF,* (V;). En
consecuencia, a su vez, I'_; = F, 1 (dV;) = 0F,; (V).

Una vez demostrado que la curva I'_; es simple cerrada, la afirmacion
(v) es mera consecuencia de un conocido teorema de Jordan, implicitamente
usado ya varias veces en este trabajo. [

El lema 2.2.3 se puede generalizar de inmediato a imégenes inversas de
todos los érdenes de V;., I'' y el anillo A. En forma precisa nos referimos a lo
siguiente:

Lema 2.2.4 (Generalizacion del lema 2.2.3) Sean r > 1+ 2|a| y k > 2.
Entonces

(vi) T_y, es una curva simple cerrada contenida en F;*(V,), y a su vez,
', C B, (OO)

(vii) Sea Ay, el anillo (abierto) comprendido entre U'__1 y T'_j. Entonces:
A = Fa_l (Ak—l) Y A C B, (OO)

(viii) E7% (V) = E7FY (V) — A 1 UT pyy.

(iz) La frontera y el interior del conjunto compacto F;* (V) son, respec-
tivamente, T_y, y F- % (intV,). Se cumple, entonces, que

E7F(intV,) = intE; M (V) y E-F(0V,) = 0F " (V,).

(x) Como T'_y, es una curva simple cerrada, se sigue que F. % (V) es un
compacto, conezo, y simple conexo.

La demostracion de esta generalizacion es esencialmente la misma que la
del lema 2.2.3 y omitimos los detalles.

Nétese que por (2.6), F.*(V;) CintV, y por (vi) y (vii), Ax_; UT 44y C
B, (00), k > 2.

Finalmente, con todo lo anterior obtenemos como corolario el resultado
mas importante de esta seccion.

Teorema 2.2.5 Si L_; (a) C K,, entonces K, es conezo.

Demostracion: Sea r > 1+ 2|a|. Como K, = (| F,;*(V,) y por lo ex-
k=1

puesto hasta aqui {F,*(V;)} forma una sucesién anidada decreciente de
conjuntos conexos y compactos, el resultado se sigue. [J
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2.3. Conjuntos de Julia disconexos.

Supongamos ahora que L_; (a) C B, (o).

A partir de esta hipétesis es inmediato concluir que K, es disconexo: Esto
es asi porque el origen y sus tres imagenes inversas distintas de 0, que son
—2u*,, —2v*, y —2t*,, estan en K, y mientras que el origen queda dentro
del disco de radio |a|, dichas imagenes inversas quedan fuera de éste. Asi, la
circunferencia singular “desconecta”’ obviamente a K,,.

La conjetura en este caso es que K, no sélo es disconexo sino un conjunto
de Cantor. Aqui demostraremos un resultado algo mas débil: Que, bajo la
hipétesis mencionada, K, tiene una infinidad de componentes.

Empezaremos con un caso particular: supondremos que la primera it-
eracién de L_; (a), es decir, la hipocicloide L (a), cae en el exterior del disco
cerrado ,. Esto significa que D, C Z4 (a). Esta situacién ocurre si, y sélo
si, a] > 14 /2.

Sabemos que {Fa_k ]D)a} es siempre una sucesion anidada decreciente de
[o.¢]

compactos y que K, = (| F;*(D,).
k=0

En particular, como D, C Z4 (a), F~' (D,) consta de cuatro componentes
(compactos conexos ajenos), todas contenidas en F, ! (Z4 (a)) N D,.

Denotando, como en el capitulo anterior, por Ag(a), A;(a), Az(a) y
Aj(a) a las 4 componentes de F,!(Z,(a)), cada una de las componentes
de F;'(D,) queda contenida en A;(a), para sélo un i = 0,1,2,3. Como
F'(D,) € D, C Z4(a), tenemos que F, % (D,) tiene 16 componentes con-
tenidas, de 4 en 4, en cada componente de F, ! (D,). Continuando de esta
manera, % (ID,) consta 4¢ de componentes ajenas contenidas, de cuatro en

cuatro, en las 471 componentes ajenas de F, **1(D,) (ver fig. 2.8).
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Figura 2.8: componentes de F,* (D,), k = 1,2, a € R, |a| > 1 + V2.

Estamos claramente ante un proceso “tipo Cantor”, del cual se desprende
que K, es disconexo y tiene una infinidad no numerable de componentes.

Para el caso general, como L_; (a) C B, (c0), alguna iteracién de L_; (a)
cae totalmente fuera de D,; digamos que F? (L_; (a)), para cierto j € N, es
esa iteracion.

Entonces, necesariamente F/~! (Z,(a)) 2 D,. Nétese que F? (L_; (a)) =
FIi7Y(L(a)) es una curva que si j es grande, se cruza a si misma muchas
veces. Esta curva no es la frontera de F/~! (Z4(a)), aunque contiene partes
de dicha frontera (un ejemplo de esto se puede ver en las figuras 2.9).

Por lo tanto, F, V™ (D,) C Z4. A partir de este momento, las imégenes

. —(5—1 .
inversas de cada componente de F, U=1) (D,) empiezan un “proceso Canto-
riano” semejante al descrito anteriormante y el resultado se sigue.

Lo dejamos asentado en el siguiente teorema.

Si Ly (a) C By (00), el conjunto K, es disconexo y tiene una infinidad
no-numerable de componentes ajenas.
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e f

figuras 2.9: E(l i)arémetro esa=—15yse cump(le)que L_4(a) C By(o0) y
la| < 1+1/2. En estas figuras se muestran iteraciones varias de L_; (@) incluyendo
el momento en que una de ellas, L3, es una curva totamente en el exterior del disco
D, (el radio de este disco es es 3,1).

En (a) destaca Ly, la quinta iteracién de L_; (a), en el rectangulo [—1300, 1800] x
[—1500, 1500]; el contraste entre esta iteracién y las previas (al centro de la figu-
ra) da idea de la rapidez con que las 6rbitas divergen a 0o. En (b) tenemos un
acercamiento al centro de la regién anterior (ahora estamos en [—250,250] x
[—250, 250]). En (c) el recténgulo es [—50,50] x [—50,50] y ya no se ve Ly; se
ven aqui dos circunferencias: la menor es L_; (a) y la mayor la frontera D,. En
(d) el rectangulo es [—20,20] x [—20,20] y, ademds de las primeras tres itera-
ciones y las circunferencias antes mencionadas, se aprecian todavia algunos arcos
de L3. En (e) la regién es [—5,5] x [—5,5] y aparecen, del centro hacia afuera,
L_1, L, Ly y Ly y la frontera de I, intersectando a estas tres iltimas curvas.
En (f) - una zona parecida a (e) - se eshozan F2 (Z4(a)) y D, y se nota cémo

OF; (Z4(a)) C F (L(a)).

44



Capitulo 3

El excepcional caso a = —1

3.1. Aspectos Geométricos.

Para simplificar la notacion en lo que sigue, a la funcién F'_q, al conjunto
de valores criticos L(—1) y a su imagen inversa, el conjunto de puntos criticos
L_1(—1) y la hipocicloide L*,(—1), los denotaremos, respectivamente, por
F, L, L ,yL*,.

De lo visto en el capitulo 1 se desprende que a = —1 es el unico pardmetro
para el cual se cumple.que L_; coincide con L. Esto tendra importantes
repercusiones, asi que lo destacamos a continuacién.

Lema especial: El pardmetro a = —1 es el unico para el cual se cumple
que la hipocicloide L* {(a) coincide con la hipocicloide L(a)

Demostracion: Se sigue directamente de las caracteristicas geométricas
de ambas hipocicloides. [

Corolario 3.1.1 El conjunto de valores criticos, L, es invariante hacia ade-
lante bajo F'; es decir, F(L) = L.

Demostracion: Como L*, = L, L = F(L*,) = F(L). O

Para a = —1, las familias de curvas ®(a) y ®5(a) (ver seccién 1.2) coin-
ciden y, por lo tanto, se vuelven una sola familia invariante. Examinaremos
con mas detalle este punto.

Para a = —1 denotaremos a estas familias simplemente por ®; y ®,.
Para cada r € R, considérese la curva
o, ={z=re"+e ™ :0€(0,2n]}. (3.1)
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Esta curva es la dada por (1.9) para a = —1. Es decir, para este valor del
pardmetro, {p, : r € R} = ®;. Nbtese que, en particular, L*; = L = ¢, vy,
por lo tanto, a diferencia de otros valores del pardametro, en este caso L es
miembro de la familia ®;. Nétese ademas, que L1 = ¢y € &1y ¢_, = ¢,
para todo r € R.

Por otra parte, ®, es la familia de curvas {F (¢,)} donde

Fle)={(r*=2)e™+e™:0€(0,27]}, reR. (3.2)
Proposicion 3.1.2 Para a = —1 se cumple que &1 = 5.

Demostracion: Sea s € R y considérese ¢, € ®;. Témese 0 € [0,27].
Entonces,

F ((,05) — (32 . 2) €i29 + 6_7;49.
Siy=20yt=s?—2, tenemos
F (se” +e7™) = te + e,

Por lo tanto, F'(p,) = ¢, € ®;. Esto prueba que &3 C &;. Ahora, si
@, € ®1, como p, = ¢_,, podemos suponer t > 0. Sea r = /t + 2; entonces
2 —2=typ, = F(p,) € ®y. Esto prueba que ®; C &, y por lo tanto
(I)l = (I)Q. OJ

A la familia ®; = ®, la denotaremos simplemente por ®.

Corolario 3.1.3 La familia ® es invariante bajo F

Demostracion: En general, una familia de curvas T es invariante bajo F' si
F(v) € T para todo v € T, y a la vez, cada o € T es de la forma F (y) = «
para alguna v € Y. El corolario se sigue directamente de la propiedades
generales de las familias ®; (a) y @5 (a) establecidas en la seccién 1.2. [

Presentamos a continuacién, en la fig. 3.1, algunos elementos ¢, € ®, los
correspondientes a r = 3,2,1.5,1,0.5.
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figura 3.1. De izquierda a derecha y de arriba a abajo, curvas ¢, para r = 3,
2,15,1,05y0.

Sea K el conjunto de Julia lleno para F'y B(co) la cuenca de atraccién
de co. Denotemos respectivamente por A a la componente acotada y por R
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a la componente no acotada de C\ L_; = C\ L. Nétese que como L*; = L,
entonces A= Zy, A= AUL* | =AUL=2Z,UL=27,,y R=7,.

Una de las primeras consecuencias importantes de las proposiciones an-
teriores es el siguiente teorema.

Teorema 3.1.4 . B(co) = Z, y K = Z,.

Demostracion: Nétese que todo punto del plano pertenece a ¢, para algin
s. De las propiedades generales de esta familia de funciones se deduce que
0, CA(=2Zy)sis €[22y o, CR (=2 sis¢[-22]. Ademss, p,
es una curva simple cerrada siempre que s > 2, y si 2 < s < u, entonces
s MNPy, =D

Como F'(p,) = e o, si 2 € p, con —2 < s < 2, entonces F'(2) € ¢,
con —2 <t =s?—2 < 2 por lo que, en este caso, tanto ¢, como ¢, estan
contenidas en A (= Z,).

Por otra parte, si z € ¢, con s ¢ [—2,2], tenemos que F'(z) € ¢, con
t = s> — 2 > |s|; escribamos, en este caso, ¢ (s) = s* — 2. Se sigue, entonces,
que F" (2) € Aen(s) v |F™ (2)] > ¢" (s)—1. Por lo tanto, lim,, ., | F™ (2)| = 0.

O sea que dado z € C, tenemos que o(z, F') es acotada si z € ¢, para
s € [-2,2], y no es acotada si z € ¢, para algin s ¢ [—2,2].

Por lo tanto, z € K si, y sélo si, z € ¢, para algin s € [—2,2], es decir,
siy solo si z € A = Z,. Por otro lado, z € B(0o) si, y sélo si, z € ¢, para
algin s ¢ [—2,2] y, por lo tanto, si y sélo si, z € R = Zs..

En conclusién, A= Z,; = K y B(oo) = R= Z,. O

3.2. Conjugacion de F' con la funcién cuadratica
f(z)=2°

Sea f : C — C dada por f(z) = 22. En el capitulo anterior demostramos
que, para a € C, F, : C— A(a) — C — Z, es equivalente a f : C—D, —
C—D,,2, donde A(a) denota la componente acotada de C — L*,(a).

Sia = —1 tenemos C — A(a) = C - Zy = C—int(K) y Do) = D p2.
Denotaremos a este disco abierto unitario simplemente por D. En esta seccion
demostraremos que f }(C\im‘,( p) y F |C\mt( &) 1o so6lo son equivalentes sino que
son conjugadas.

Lo ideal seria que las funciones G, y H, que en el caso general nos dan la
equivalencia mencionada (ver teorema 1.3.1, capitulo 1), en el caso particular
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a = —1 nos dieran la conjugacién que hemos dicho; es decir, que G, =
H,. Lamentablemente no es asi. Habra que hacer trabajo adicional, como
explicamos a continuacion.

Para empezar, nétese que el intervalo [3,00) C R es invariante bajo F'y el
intervalo [1,00) C R es invariante bajo f. Ademds, F |30 : [3,00) — [3,00)
es un homeomorfismo, F' |30) () = 22 — 2z, F |j300) (3) =3, y dado z > 3,

lim (Fi300))" (1) =00y lm (Flse) " () =3.

El siguiente lema establece que la dinamica de F ’[3700) en [3,00) es, esen-

cialmente igual a la de f restringida a [1, 00). La demostracién se basa en un

procedimiento bien conocido asi que se omiten los detalles de la misma (ver
péagina 55 de [11]).

Lema 3.2.1 Euxiste un homeomorfismo h : [1,00) — [3,00) tal que el sigu-
tente diagrama conmuta:

{1’ OO) f }[1,00) [1700)

[37 OO) F ‘[3,00) [37 OO)

Esto es, para cada = € [1,00), h(2?) = (h(z))> = 2h (z). O

Con h a la mano, definimos una funcién
H:C\int(D)— C\int(K)
de la siguiente manera: Témese z = pe?, p > 1, 6 € [0, 27]; sea
H (pe®) = (h(p) — 1) e + e ™.
Puesto de otro modo, si |z| > 1, H estd definida por
z z

ERES (3.3)

Notese que H transforma circunferencias en miembros de la familia ®.
En particular, H (S*) = L. Y como & (p) — 1 > 2, se sigue que la imagen de
la circunferencia pe? bajo H es una curva simple cerrada. En consecuencia,
H es uno a uno. Es facil ver que H también es continua y suprayectiva.

H(z) = (h(lz)) - 1)
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Teorema 3.2.2 FEl siguiente diagrama conmuta:

C\int (D) L C\int (D)
H | L H
C\int (K) F C\int(K)

Es decir, f ‘(C\int(D) es conjugada a F ‘(C\int(K) .

Demostracion: Sea z € C tal que |z| > 1. Entonces

H(f(z) = H(Z)=((Z]) 1) 7+

= ((h(l21)* = 2R (l2]) — 1

Por otra parte,
F(H(z) = F((h(|z|)_1)§+§>
= <h<1zr>—1>2,i—22+2<h(‘2’>‘”§;+ (:)

2 (D -0 5+ )
= -1 S (5) a2
— (e =2 ep+1) S+ () -2

z

— ((h(2) —2h<rz|>—1)z—|2+(;> o

Por lo tanto, f en C\int (D) es conjugada con F' en C\int (K). Obsérvese
que en particular, f en S* es conjugada con F en L.

Corolario 3.2.3 F : L — L es cadtica en el sentido propuesto por Devaney.
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Demostracién: Se sigue de que f en S* es conjugada con Fen Ly f es
cadtica en Sy.

Para las funciones cuadrdticas holomorfas f.(z) = 22 + ¢, ¢ € C, en el
exterior del conjunto de Julia lleno la dindmica es conjugada con la de f(z) =
2% en el exterior de D. Por un teorema de Carathéodory, esta conjugacién
puede extenderse continuamente a la frontera del Julia lleno -es decir, al
conjunto de Julia- si y sélo si dicha frontera es localmente conexo. Como
hemos visto, para F;, con a = —1 ocurre una situacién enteramente anéloga:
La dindmica en el exterior de K es conjugada con la de f(z) = 22 en el
exterior de D. Como la frontera de K es la hipocicloide L y evidentemente es
localmente conexa, la conjugacién puede extenderse continuamente a 0K =
L, como lo muestra la propia definicién de H ( ver (3.3)).

Sin embargo, también hay contrastes: Veremos en lo que sigue que para
a = —1 la dindmica en el interior del Julia lleno K no se asemeja a la dinamica
de las funciones holomorfas en el interior del correspondiente conjunto de
Julia lleno (cuando dicho interior es no vacio). Veremos que este contraste
también puede extenderse a otros miembros de la familia Fj,.

En lo que resta del capitulo nos dedicamos a examinar la dindmica de F’
en K.

Para ello, vamos a empezar por construir un modelo de esta dindamica
basandonos en la siguiente observacién: Para a = —1, el conjunto de puntos
criticos L_; divide al conjunto de Julia lleno K = Z, en 4 subconjuntos
compactos conexos Ag, A1, Ay, v As, cada uno de los cuales, bajo F, se trans-
forma biyectivamente en K (ver seccién 1.4). Al disco cuya frontera es L_;
lo llamamos Ag; a los demds conjuntos A;, 1 = 1,2, 3, los hemos situado co-
mo en la fig. 1.10. A la funcién F' la podemos pensar como sigue: de alguna
manera los “dobla” a los conjuntos A;, i = 1,2,3, y los “encima” sobre Ag y
después, la funcion F' “expande” todo y lo convierte en K.

3.3. Un Triangulo Cadtico.

En esta secciéon se definird una funcion auxiliar G, lineal por partes, defini-
da en un triangulo equildtero A € R%: G : A — A.. Presentaremos algunas
propiedades dindmicas importantes de GG, en particular, que G es cadtica en
el sentido de Devaney. En la seccién siguiente demostraremos que G en A y
F en K son conjugadas.
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Sea
A—{(x,y)::ve[—1,2],?(x—2)§y§?(2—x)

Subdividimos A en los siguientes cuatro triangulos equilateros (ver figura
3.2):

Ao = {(w,y):xe :—1,%},—?(w%—l)gyg?(l’—l—l)},
A= {(w,w xe:é,z],%x—z)gs?(z—x)},

A = {<x,y> re :—1%},%%1)&@?(2—@},
Ay — {(:U,y) e }1,%},?(:6_2)@3_?(%1)}

¥
L

>
E‘-‘-/

-

[ '
[*L) i
’

] ]

figura 3.2

Antes de detallar la regla de correspondencia de G, damos una descripcion
geométrica de su accion en A. Primero, para i = 1,2, 3, se dobla el tridangulo
A; sobre Ay, manteniendo fijo el segmento A; N Ay. Denotemos por G este
“doblado por partes” de los tres tridngulos A;. En segundo lugar, se refleja
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Ag = G1(A;) respecto al ejeY’; denotemos a esta reflexién por Gy. Final-
mente, agrandamos linealmente el triangulo reflejado por un factor igual a 2.
La funcién G : A — A se define, entonces como G = G30 G50 G, donde G3
es la recién mencionada expansién lineal (figura 3.3).

A <J >

figura 3.3

Sea (x,y) € A. Definimos G : A — A como la transformacién lineal por
partes dada por

(—2x,2y) si (z,y) € Ay

G (2.y) = (2x — 2,2y) si (z,y) € A
Y= (1—$—\/§y,\/§+\/§$—y) Si <x>y>EA2 .
(1—x+\/§y,\/§+\/§x+y) si (z,y) € As

NOTA: Es un hecho que los “dobleces”, la “reflexién” y la “expansion”
arriba descritas producen exactamente el mismo resultado si se realizan en
el orden que sea, asi que hay otras maneras de describir la accion de G.

Proposicién 3.3.1 El conjunto Per (G) es denso en A.

Demostracion: En A tenemos cuatro triangulos equilateros Ag, Ay, As y
As, tales que A = UL A;, y G(A;) = A, 0 <i < 3. Para cada i fijo existen
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cuatro triangulos equilateros Ag;, Ay, Ag; y Ag,, tales que A;; C A;
y G(A;;) = A,. Ahora, para cada par j,i fijo, existen cuatro tridngulos
equildteros Agj;, A1, Doji ¥ Asg i, tales que Ay ;i C Ag, G (Akyi) = Ajs
y G? (Ag ;i) = A;. Continuando de esta manera, llegamos a lo siguiente: dado
n € N, considérese el conjunto

M, ={w = (wy,ws, ..., w,) :w; € {0,1,2,3}}.

Para cada w = (wy, ws, ..., w,) en M, existe un tridngulo equilatero en

A, asaber Ay = Ay s, wn C Dy ws,.w, 1, tal que
G’ (Awhwg,...,wn) - ij+1,...,’wn7 1<;j<n-1,
y G"(A,) = A.

Nétese que cada G’ |Aw t Ay = Aujyyw, s 1 < J <n, es un homeomor-
fismo que multiplica por 27 la distancia entre cualesquiera dos puntos en A,,.
Ademas, la longitud de los lados de cada tridngulo A, es 2% (2\/5), el area
de A, es 4r donde a es el drea de Ay A = Uyenm, Aw.

Dado (z,y) € Aye > 0, existe n € Ny w € M, tal que A, C
B. (z,y) N A. Como G™ : A, — A es un homeomorfismo expansivo, la
inversa correspondiente es una contraccion y por lo tanto tiene un punto fijo;
en consecuencia, existe un punto (u,v) € A, tal que G" (u,v) = (u,v). O

Algunas consecuencias adicionales interesantes de la definicion de G:
Noétese que la frontera de A es invariante hacia adelante bajo G, G (0A) =
OA. Ahora, témese (z,y) € Per (G) Nint (A) de periodo n. Entonces,

o((z,y),G) Cint(A)\ G (0A).

Como en int (A) \ G~ (9A) la transformacién G es una expansién lin-
eal por un factor igual a 2, entonces G es diferenciable en cada punto de
o((z,y),G) y los eigenvalores de DG, 1, A1 y Ao, satisfacen [A] = 2" = |Ao] .
Por lo tanto, cada punto periédico de G que esta en el interior de A es ex-
pansivo, es decir, es un repulsor.

De hecho, si (z,y) € Per(G) Nint(A), entonces, para cada n € N,

(x,y) ¢ G (0A); es decir,
(x,y) € A\ G (0A) = U,.
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El conjunto U, es abierto y denso en A para todo n € Ny la érbita entera
del punto periédico (z,y) estd contenida en el conjunto

UOO — ﬂzolen,

que, de acuerdo con un teorema de Baire, es denso en A. Ademas, Uy, es
invariante bajo G, G (Us) = U.

Proposicion 3.3.2 G es transitiva en A.

Demostracion:. Sean U y W dos subconjuntos abiertos no vacios de A.
Entonces, como se senald en la demostracion de la proposicion previa, existen
n € Ny w e M, tales que A, C U. Se sigue que G"(U) = A 'y, por lo
tanto, existe (u,v) € U con G" (u,v) € W. I

Como corolario de lo anterior hemos demostrado, entonces, el siguiente
teorema.

Teorema 3.3.3 G es cadtica en A en el sentido propuesto por Devaney.

3.4. Dinamica de F en K.

3.41. Gen Ay F en K son conjugadas

El intervalo [—1,2] C R es invariante bajo G. Denotemos la restriccién
G |[,1,2] por g. Entonces, para cada x en [—1,2],

_ —2r sixé€ [—1,1}
9(“")_{ 20-2 size [} 2]

La gréfica de g recuerda la de una funcién muy conocida del intervalo
[0,1] en si mismo: La tienda de campana o, simplemente, la tienda (tent
map):

0

1
)2

1

21

Lema 3.4.1 Las funciones g y T son conjugadas.

2 six €
T(I)_{ 2—2r siz€
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Demostracion: Es facil comprobar que log = T'ol donde [ : [—1,2] — [0, 1]

estd dada por [ (z) = 2 — 1z. O

El intervalo [—1,3] C R es invariante bajo F. Denotemos por 7 a Fj_1 g;
es decir, 7 (z) = 2? — 2z. Sea L : [0,1] — [0,1] la funcién logistica, L (z) =
4 (1 —x).

Lema 3.4.2 Las funciones L y T son conjugadas.

Demostracion: Sea k : [0,1] — [—1, 3] definida por k(x) = 3 — 4z. Se
sigue inmediatamente que ko L = 7o k. [

Es bien sabido que 7"y L son conjugadas mediante el homeomorfismo

j (z) = sin? <%:z:) :

De otra forma, el siguiente diagrama conmuta.

0.1 T [0,1]
Jl LJ
0,1 L [0.1]

Los homeomorfismos [, k£ y j nos permiten establecer que g y 7 son conju-
gadas. Es decir, restringidas respectivamente a los intervalos [—1, 2] y [—1, 3],
nuestro “modelo” lineal por partes GG y la funciéon F' tienen esencialmente el
mismo comportamiento dinamico.

Lema 3.4.3 Sea h: [—1,2] — [—1,3] la funcion h = kojol. Explicitamente,

si v € [—1,2],
2 1
— 4sin2(Z(Z_Z .
h(x) sin <2 (3 33:))—1—3

Entonces, hog(x) =Toh(x) ¥V x € [-1,2].
Demostracion: La demostracion es inmediata por los lemas previos. [

Con ayuda de h vamos a producir un homeomorfismo de A en K que nos
permitirad demostrar la conjugacién entre G y F.
Considérese la funcién H : A — H (A) dado por
H(z,y) = (h(z) = 1) €' + ¢ 5.
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Figura 3.1: figura 3.4

Lo siguiente se comprueba directamente a partir de la definicién de H:

i) H es continuay H (x,0) = h(x). Como z € [—1,2], H (2,0) € [-1, 3].

ii) Para cada = € [—1,2] fijo, (x,y) € A pertenece a un segmento ver-
tical y H (z,y) estd en un subarco de una de las curvas de la familia ®,
a saber, H (x,y) € Apu)-1. En otras palabras, H manda cada intervalo

{z} x [? (x —2), @ (2 - I):|, x € [—1,2], suprayectivamente en el arco de

Ap(z)-1 que va del punto 15 (@=2) 4 =125 (2-2) g] punto 2e15 (#=2) 4o~ 2% (@-2),
Estos dos puntos estédn en la frontera de K (figura 3.4) Se concluye de esto
que H es inyectivay H (A) = K.

iii) Sustituyendo h (z) en la formula de H (z,y), tenemos:

- 2my

H (z,y) = 2cos (g (2 — x)) €35 + e "oV,

En consecuencia, en cada punto del interior de A, H es un difeomorfismo
local.

Teorema 3.4.4 Las funciones F : K — K y G : A — A son conjugadas
o0, equivalentemente, el siguiente diagrama conmuta:

A G A
ﬁ

H| | H

K F K
—_
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En virtud de la definicién de G, la demostracién de esta proposicion
estd dividida en varios pasos, en funcién de si el punto (z,y) estd en un
triangulo A; o en otro. Aunque es bastante elemental, estd llena de detalles,
asi que para no entorpecer demasiado la exposicién, la demostracion se en-
cuentra en el apéndice 3A.

La principal consecuencia del teorema 3.4.4 es el siguiente corolario.

Corolario 3.4.5 La funcion F : K — K es cadtica en K en el sentido de
Devaney.

Demostracion: Se sigue inmediatamente de la conjugacion entre F' : K —
KyG:A—A.O

Otras consecuencias importantes del teorema 3.4.4 se exponen a contin-
uacioén.

Corolario 3.4.6 Todo punto periddico de F' perteneciente a int (K) es re-
pulsor.

Demostracion: Sea (x,y) € Per (F)Nint (K) de periodo n. Como HoG =
FoH HoGloH'=F"
Nétese quet H! (z,y) es un punto periédico de G de periodo n. Ademads,

o(H " (z,y),G) Cint(A).

Ya sabemos que cada punto periédico de G que esté en int (A) es expan-
sivo. Como H es un difeomorfismo local en cada punto de la érbita

O(H_1 (z,9),G) ,

los eigenvalores de DF™ en (x, %) son los mismos que los eigenvalores de DG"
en H ! (z,y). O

Si (x,y) € Per(F) Nint(K), entonces, para cada n € N, (x,y) ¢
F~"(0K); es decir,

(x,y) e K — F " (0K) = W,.

El conjunto W,, es abierto y denso en K para todo n € N y su frontera
es la unién de imagenes inversas hasta de orden n de la frontera de K. La
érbita entera del punto periddico (z,y) esta contenida en el conjunto

WOO — ﬂzozlw’n;

58



que, de acuerdo con el teorema de Baire mencionado previamente, es denso
en K. Ademds, W, es invariante bajo F, F' (W) = W.

Por ultimo, cabe mencionar que se puede demostrar que la entropia
topoldgica de F (en K ) es positiva (ver [15]). De hecho, denotando a dicha
entropia por ent (F' |k), se tiene el siguiente teorema.

Teorema 3.4.7 ent (F' |x) = log (4)

Intuitivamente, este teorema nos da una cierta “cuantificacion”de lo cadtica
que es F' en K. La apariciéon del “4” sera algo mas clara después de la sigu-
iente seccién.

3.4.2. Un poco de dinamica simbdlica: F' en K es factor
del corrimiento en el espacio de 4 simbolos.

Dados dos espacios métricos X, Y, y dos funciones continuas f : X — X
yvg:Y — Y, sedice que g es factor de f si existe una funcién h : X —
Y, continua y suprayectiva, tal que h o f = g o h. Esta definicién difiere
de la de conjugacion entre dos funciones en que no se pide que h sea un
homeomorfismo, es decir, h puede no ser inyectiva. En tales circuntancias a
la funcién A se le llama a veces una semiconjugacion.

Si g es factor de f, es facil probar que, bajo h, 6rbitas de f en X van a dar
en orbitas de g en Y. Si ademas Y es un espacio perfecto y f es cadtica en
X, se puede probar que, entonces, g es cadtica en Y (para la demostracién y
un ejemplo en el que esto no ocurre si Y no es perfecto véase [24]). O sea que
por ser g factor de f, la dinamica cadtica “se la hereda” f a ¢g. En cambio,
a diferencia del caso en el que f y g son conjugadas, se pueden dar ejemplos
en los que g es factor de f, g es cadtica en Y y f no es cadtica en X.

Como en la demostracién de la proposicion 3.3.1, dado n € N considérese
nuevamente al conjunto

M, ={w = (wy,ws, ..., w,) : w; € {0,1,2,3}} .

Para cada w = (wy,ws,...,w,) en M,, existe una imagen inversa de
orden n de K, que denotaremos por K, 0 por K, u,.. .w,, que satisface
Kw17w27~~awn C leuw27-~-7wn717 y es tal que

J _
F (K wgywn) = K

Wj+1se+,Wn

F*(K,) = K.

1<j<n-1,y
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La conjugacion entre F'y GG obliga, a su vez, a que para cada 1 < j < n,

FY |Kw : Ky — Ky, y,..w, sea conjugada con la funcion

G |ay i Ay — A

Wj+41s.-,Wn 7

definida en la demostracién de la proposicién 3.3.1. Por lo tanto, la funcién

J .
F |Kw . Kw - ij+1,...,wn
es un homeomorfismo.
Se sigue también que los conjuntos K, “tienden a un punto” (su didmetro
tiende a cero) conforme n — o0; en otras palabras, considérese la siguiente
coleccion anidada de conjuntos compactos:

Kw1 2 Kwhwz 2.2 leyw%"'ywn—l 2 Kw17w27~~~7wn—17wn 2 .. (3'4)

entonces, el conjunto Mo Ky wa,....w, €5 UN solo punto en K.
De hecho tanto la existencia de puntos de periodo n en el interior de
K asi como la densidad de Per (F') se basan en que F" : K,, — K es un
homeomorfismo expansivo cuya inversa es necesariamente una contraccion.
Sea X el siguiente conjunto, a veces llamado .*pacio de 4 simbolos”:

S={t=(tts...): t;€{0,1,2,3},i € N}.
Dados t = (t1,t5,...) y § = (s1,52,...) en X se define

Iti — si
2

d (tA, 3\) =X

Es bien sabido que (X, d) es un espacio métrico compacto (homeomorfo
a un conjunto de Cantor). Sea o : ¥ — X el corrimiento, o (t1,ts,...) =
(ta,t3,...). La dindmica de o es bien conocida (ver [7] y [27]). En particular,
se cumple lo siguiente:

(i) Per, (o) # 0, Vn € N.

(ii) Per (o) es un conjunto denso en .

(iii) Existe t € ¥ cuya érbita bajo o es densa en ¥. Equivalentemente, o
es transitiva en 2.

Las condiciones (ii) y (iii) significan que o es cadtica en el sentido de
Devaney.
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Ahora, sea k : ¥ — K definida de la manera siguiente: para cada ¢ =
(t1,t2,...) € X, como el conjunto N>, Ky ¢+, ¢, es un solo punto en K,
definimos

k (;f) = M K bt

Sea (x,y) € K. Para cada k > 1 escogemos wy, € {0,1,2,3} de acuer-
do con la siguiente regla: Sea wy = min {s: F** (z,y) € K,} . Entonces,
(,y) € Ky, awy....w, Dara cada n. Sea

%\: (’LUl,U)Q,...,’LUn,...) € 2.

Llamamos a ¢ = (w1, ws, . .., W, ...) un itinerario de (z,y). Se sigue que
k (ﬂ = (x,y) . Por consiguiente, k : ¥ — K es suprayectiva.

Es evidente que esta funciéon £ no es inyectiva. Por ejemplo, pensemos
cuales son los puntos ?que van a dar a u_;: Para empezar, u_; € AgNA;NAs;
de hecho u_; es el tinico punto en esa interseccién. Ademés, u_q € AgaNAjxN
Ass. En general, en cada subdivisién, obtendriamos que u; es la interseccion
de 3 subconjuntos distintos. Asi, existen tAl, t y t5 tales que

E(B) =k (B) = k() = s
Concretamente,

i = (0,2,3,2,3,2,..),
fh = (1,2,3,2,3,2,...),
fs = (2,2,3,2,3,2,...).

Noétese que F' (u_1) = u y u si esta biunivocamente determinado; es decir,
u esta en la interseccion de los conjuntos

Ay D Agz D Agzo D Agzez D ...

y sélo esta coleccién anidada “produce” a u. En consecuencia, el iinico punto
en Y tal que k (f) =uest=(23,2,3,2,3,..).

En general, dado (z,y) en K se cumplen las siguientes tres condiciones:

i) Para cada k € N, # {s: F*! (2,y) € K,} < 3.

ii) Si para alguna k, # {s : F¥7! (z,y) € K,} = 3, entonces F*7! (z,y) €
OK; de hecho, F*~1 (x,y) tiene que ser alguno de los tres puntos u_1, v_;
oty para cada n > k, F"!(x,y) es algtin vértice de 9K por lo que
#{s: F" 1 (z,y) € K} =1
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iii) Si para alguna k, # {s : F** (2,y) € K,} = 2, entonces F*™! (z,y) €
L, C F7'(0K) y para cada n > k, F"'(x,y) € OK = L, por lo que
#{s: F" 1 (z,y) € K} = 1 con, a lo mds, una excepciéon m > k donde la
cardinalidad de {s : F"™! (z,y) € K,} podria ser 3.

De estas tres observaciones se concluye que la cardinalidad del conjunto
{?E Yk (ﬂ = (x,y)} es alo més 6.

Por ultimo, ndtese que los conjuntos Ky, ..., estan delimitados por
imagenes inversas del conjunto singular L_; y también, en algunos casos,
por (parte de) L*, = L = 0K.

Aunque ya sabemos que F es cadtica en K, la siguiente proposicién con-
tiene otras dos propiedades muy importantes de k£ e implica nuevamente ese
hecho. La demostracion es relativamente directa y se omite.

Teorema 3.4.8 La funcion k : ¥ — K es continua. Més aun, el siguiente
diagrama connmuta:

Y o X
H

k| 1k

K F K
—)

Por lo tanto, F' : K — K es factor del corrimiento o : ¥ — X y, en
consecuencia, F' es cadtica en K.
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APENDICE 3A: Demostracién
del teorema 3.4.4.

Paso 1. Sea (z,y) € Ag. Entonces,
HoG(z,y) = H(—2x,2y)
= (h(=22) —1)€'3F 4 e TRE,

Por otro lado,

4T

FoH(z,y) = F((h(a:)—l)eiBy_;g—i—e 3\/5>

ks

= (R~ 2h(2) + 1) F 4 2(h(x) 1) A

e MavE 2 (h(z)—1) ¢ 3VE — 20233

)
Como z € [-1,4], h (z)* — 2h (x) = h (=2z) . Por lo tanto

FoH (z,y) = (h(-2x)+1) ¢'svi — 26253 4 ¢ M3va

2ym - dym

= (h(=2z)—1)e'3v5 +¢ "av3.
Paso 2. Sea (x,y) € A;. Entonces:

FoH(z,y) = F((h(:c)—nei%w*ﬁ%)
2

= (h (2)* — 2h () + 1) Sy S v D v )

Como z € [1,2], h (2)> — 2h (z) = h (22 — 2) . En consecuencia,

FoH(z,y) = (h(2c—2)—1)e'sh ¢ 55

= HoG(x,y).
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Paso 3. Sea (x,y) € Ay. Ademas, sean

a—g(l—l—x—%)

B:g(l—kx—i—\/gy).
Por la definicién de H y la de G,

HoG(z,y) = 2cos (g (2—(1—3:—\/51/))) e e
= 2cos(0) (cos () 4 isin (a)) + cos (2a) + i sin (—2a)
= 2cos () cos (o) + cos (2a) + i (2 cos (5) sin () — sin (2av))
= cos (8 + a)+cos(f —a)+ cos (2a)

+i (sin (8 + ) +sin (— (8 + «)) — sin (2a)) .

Ahora, tomando en cuenta que 5+ a = %’T (1 +x+ %) y escribiendo

a:%“(l—kx),b:%(%),tenemos

HoG (xz,y) = cos(a+b)+cos(2b)+ cos(a—b)
+i (sin (a + b) + sin (—2b) — sin (a — b))
= 2cos(a)cos (b) + cos (2b)
+1 (2sin (b) cos (a) + sin (—2b))
= 2cos(a)e® +e ™.

Por otro lado,
GoH (x,y) = ((h (2))? — 2h (z) — 1) e 4 e,

Como z € [—1, 3], reemplazando h (2) por su valor y usando nuevamente
una identidad trigonométrica obvia,

(h(2))2 = 2h () — 1 = h(—22) — 1 = 2 cos (g 2+ 21:)) .

Por lo tanto,
G o H (z,y) = 2cos (a) e 4 e,
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Paso 4. Sea (x,y) € As. Sea v la funcién definida por v (x,y) = (z, —y) .
Es facil ver que el siguiente diagrama conmuta:

As G As
o L.
Ny G Ay

Asimismo, es facil ver que en K, yo FF = Fo~,yen A, yo Ho~y = H.
Entonces, dado (x,y) € Aj tenemos lo siguiente:

HoG (z,y)=yoHoyoG (z,y) =yoHoGoy(x,y).
Como v (7,y) € Ag,

HoG(z,y) = yoHoGoy(z,y)
= ~voFoHory(z,y)
= FoyoHoy(z,y)
= FoH(zy),

y la demostracion queda concluida. [
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Capitulo 4

Cuestiones generales sobre la
dinamica de F,; si —1 < a < 0.

Para a € (—1,0) existe un conjunto especial, que llamamos A,, contenido
en el interior de K, que es el lugar donde realmente se desarrolla la dindmica
de F, (en el interior de K,). En este capitulo establecemos las propiedades
de A, (secciones 4.2 y 4.3), asi como las del conjunto de puntos periédicos de
F, que son producidas por las simetrias de la funcién cuando el pardmetro
es real (seccion 4.4).

En particular, como parte del marco general en el que se desarrollan éste y
el siguiente capitulo, se aceptan como hipétesis de trabajo dos conjeturas que
no se han podido demostrar relativas al conjunto K, para a € (—1,0), pero
cuya validez nos parece empiricamente evidente (se trata de las Conjeturas
C1 y C2 que discutimos con detalle en la seccién 4.2). Cabe senalar que, de
cualquier manera, excepto las conjeturas y lo relativo a la dindamica en 0A,
(seccién 4.5), todas las afirmaciones generales en este capitulo se demuestran.

Obviamente muchos fenémenos dinamicos presentes en las funciones Fj,
existen, en general, en funciones f : R? — R?. En este capitulo y el siguiente
frecuentemente utilizaremos, con ciertas adecuaciones, conceptos y resulta-
dos generales desarrollados por autores como Mira, Gumowski y otros que
aparecen en la bibliografia.
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4.1. Conjuntos Atractores y Zonas Absorbentes
de funciones f : R?> — R2.

Sea f : R? — R2 una funcién de clase C", r > 1. Al conjunto singular o de
puntos criticos de f, {z € R? | det Df(x) = 0}, lo denotaremos por L_;(f),
0, como en el caso de las funciones F,, utilizando el subindice “a”: L_y(a). Al
conjunto de valores criticos de f, f(L_1), lo denotaremos por L(f) (respect.,

por L(a)).

Hipdtesis permanente para lo que sigue: L (f) estd constituido por una
o varias curva lisas por partes que dividen al plano en un ntmero finito de
regiones.!

Esta hipotesis la cumplen las funciones F, , a # 0, y muchas otras no
analiticas. Por lo general, atin cuando L_;(f) sea una curva lisa, L(f) es una
curva que puede tener “picos” debido a la presencia de cuspides.

Tanto a las iteraciones del conjunto singular L_; (f), como a las de L (f),
las llamaremos arcos criticos de f. Especificamente, a f*(L) = f**(L_,),
lo llamaremos arco critico de orden k+ 1 de f y lo denotaremos por Ly (f)
o por L, k> —1, donde Ly = L. Es un hecho conocido que el conjunto de
valores criticos de la k-ésima iteracién de f, f*, estd dado por L U f (L) U
f2(L)U ..U fE1 (L) (ver [19)]).

Siendo L_; y L arcos o curvas simples cerradas, en la medida que pueden
intersectarse, los arcos criticos de orden superior pueden volverse curvas que
se cruzan a s{ mismas un gran nimero de veces (ver figura 4.1).

'Es una hipétesis relevante pues aunque sabemos, por un conocido teorema de Sard,
que L(f) es un conjunto de medida cero, no tiene por qué ser una curva. Por ejemplo,
se puede construir f : R — R tal que L(f) = A donde A C R es cualquier conjunto
numerable.
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(a) a =38 (b) a = —3 +i3

figura 4.1: L_4 (a) y los arcos criticos L (a) y Ly (a) para un parametro real
y uno complejo.

Definicién 4.1.1 Supongamos que A es un conjunto compacto tal que f(A) C
A2 Si eriste una vecindad U de A tal que la érbita de todo punto en U en-
tra en A tras un numero finito de iteraciones, o tiende asintoticamente a A,
decimos que A es un conjunto atractor (“attracting set”).

La cuenca de atraccién de un conjunto atractor A es un conjunto abierto
Q2 cuyos elementos tienen orbitas que convergen asintéticamente a A, o que
entran en A tras un numero finito de iteraciones. La vecindad U que aparece
en la definicién anterior es parte de esta cuenca de atraccién; a la componente
conexa de ) que contiene a A se la llama la cuenca inmediata de atraccion
de A.

Por ejemplo, en relacién con la familia de funciones F,, para —1 < a < 0,
veremos que el conjunto Z(a), cuya frontera es el arco critico L(a), es un
conjunto atractor: el interior de K, resulta ser su cuenca de atraccién y la
érbita de todo punto en dicha cuenca entra en Z4(a) tras un nimero finito
de iteraciones.

El siguiente, es un hecho conocido.

2A un conjunto de este tipo en ocasiones se le llama “conjunto prisionero”. Si cumple
la contencién estricta, f (A) C A, también se le llama “conjunto débilmente invariante”.
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Lema 4.1.2 Si A es un conjunto compacto tal que f(A) C A, el conjunto

S = f*(A) es un conjunto (compacto) invariante hacia adelante; es decir,
k=0

f(8)=5.

Demostracion: Como A es compactoy f(A) C A, tenemos que la suce-
sion {f*(A)} es una coleccién anidada decreciente de conjuntos compactos

o0
no vacios, por lo que S = (] f*(A) es un conjunto compacto no vacio. Ob-
k=0

viamente f (S) C ﬁ fE(A) =S
k=1

Para demostrar la otra contencién, sea w € S. Entonces, w € f* (A) para
todo k > 0, por lo que para cada k € N existe 2, € A tal que f*(z) =
f(f*7' (z1)) = w. Obsérvese, en particular, que f*~!(2;) es un elemento de
fFH(A).

Hagamos a;, = f*! (zx), k > 1. Por estar contenida en A, esta sucesién
{ay} contiene una subsucesién {ax, } convergente a cierto punto p € A. Como
ar, € fF71(A) y la coleccién {f*¥(A)} es una sucesién anidada decreciente
de conjuntos, para cada k; se tiene que ay, € ffi=1(A) para todo p > I; como
todo conjunto f¥(A) es compacto, se sigue que p € f¥~1(A) para cada k; y,
por lo tanto, p € S. Por continuidad, {f (ax,)} es una sucesién convergente
a f(p); como f(ar) = f(f5 " (z,)) = w, se sigue que w = f (p). Por lo
tanto, w € f(5). O

Sea f(A)C Ay S =) f*(A). Nétese que si A es un conjunto atractor,
k=0

S también lo es (de hecho S es el “conjunto limite” que atrapa la dindmica
de puntos en la cuenca de A). Si en particular A es invariante hacia ade-
lante, f(A) = A, entonces S = A; si f(A) C A (es decir, la contencién es
propia), puede ocurrir que f¥(A) = f*1(A) para algin entero k, en cuyo
caso S = f¥(A), o bien, que f*(A) C f**1(A) para todo k € N, y entonces,
S est4 propiamente contenido en f*(A) para todo k > 0.

1-v5 1

V5 _1
5= < a < —3, se

cumple que F2* (Z4(a)> C F?+2(Z,(a)) para todo k € N y por lo tanto,

Para la familia F, veremos, en particular, que si

S = kofjoFf(Z4(a)) estd propiamente contenido en F*(Z4(a)) para todo k € N;

en cambio, si a < —2, se cumple que F2(Z4(a)) = kO(jOFf(Z4(a)) =GS.
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Zonas absorbentes.

Es claro que los conjuntos atractores son de la mayor importancia; de
acuerdo con el lema 4.1.2, estos conjuntos siempre encierran “conjuntos
limite” cuya existencia determina o afecta esencialmente toda la dinami-
ca. Los atractores pueden ser invariantes bajo f o bajo alguna iteracién de
f, en cuyo caso se les llama ciclicos o peridédicos; y puede también ocurrir
que coexistan varios conjuntos atractores distintos (véanse, por ejemplo, las
secciones 5.3, 5.4 y 5.5 del siguiente capitulo).

Hay, sin embargo, una clase particular de conjuntos atractores que, de
acuerdo con autores como [1], [5], [6], [10], [13], [12], ¥ [19], revisten un
interés aun mayor que los demas: aquellos cuya frontera es una curva simple
cerrada formada por una unién finita de arcos criticos. Desde finales de los
70’s este tipo de atractores fueron llamados zonas absorbentes por C. Mira e
I. Gumowski, quienes popularizaron este concepto entre un sector amplio de
investigadores; lo formalizamos en la siguiente definicion.

Definicién 4.1.3 Un conjunto compacto A C R? es una zona absorbente si
A es un conjunto atractor de acuerdo con la definicion 4.1.1 y ademds ocurre
que su frontera estd formada por una union finita de arcos criticos.

A juzgar por la literatura consultada, este concepto es importante princi-
palmente por las siguientes razones: en primer lugar, porque en un sinntimero
de ejemplos, todos los conjuntos que en algiin sentido merecen ser llamados
“conjuntos limite”, estan siempre contenidos en alguna zona absorbente. Es
decir, en dichos ejemplos, si S es un conjunto invariante (hacia adelante),

entonces existe una zona absorbente A tal que S = [\ f*(A). De hecho, en

todas las obras mencionadas en el parrafo previo, esta afirmacién se acepta
o se maneja como un resultado general, establecido para todas las funciones
que satisfacen la hipétesis permanente enunciada al principio de la seccién.?
Indiscutiblemente la afirmacion.es bastante plausible y la evidencia empirica
proporcionada por todos estos autores y otros que ellos citan, es abrumadora;
pero al menos en las obras consultadas no se ha hallado una demostracion
general de tal resultado.

3Por ejemplo, en [10], y [6] se afirma, textualmente, que “all the attractive limit sets
of an endomorphism are located in phase plain domains, called absorptive areas”. Afirma-
ciones semejantes aparecen en otras obras.
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Por otra parte, también C. Mira e I. Gumowski idearon un método practi-
co para construir una zona absorbente basado, esencialmente, en iterar cier-
tas porciones (arcos) del conjunto singular hasta que se conforme la frontera
de la zona absorbente (que por definicién debe constar de un niimero finito
de estas iteraciones)?. Este método constituyd, segiin investigadores como los
citados, una herramienta préactica poderosa para analizar sistemas dinamicos.
Por 1ltimo, que un “conjunto limite” esté rodeado por una zona absorbente,
pone de manifiesto el importante papel que el conjunto singular desempena
en la dindmica de una funcién.

En este y el siguiente capitulo mostramos ciertas zonas absorbentes im-
portantes para las funciones F, (para algunos valores del pardmetro). Por lo
pronto, establecemos una propiedad elemental de las zonas absorbentes en el
lema 4.1.4. Para ello, se requiere el siguiente lema auxiliar.®

Lema auxiliar: Sea A C R? compacto (no suponemos A invariante o
atractor). Los puntos del interior de A que bajo f caen en la frontera de
f(A) pertenecen necesariamente al conjunto singular L_,(f). Es decir, si
f(p) € Of(A) con p € intA, entonces p € L_1(f).

Demostracion: Supongamos que p € tntA no es un punto singular. En-
tonces, por el Teorema de la Funcién Inversa existe una vecindad U C A de p
tal que f: U — f(U) es un difeomorfismo, f(U) es abierto y f(p) € f(U) C
f(A). En consecuencia, f(p) € intf (A). Por lo tanto, si f(p) € 9f(A) con
p € intA, p tiene que ser un punto singular. [

Lema 4.1.4 Supongamos que A C R? es una zona absorbente de f. En-
tonces, f(A) es también una zona absorbente. En consecuencia, fF(A) es
una zona absorbente para todo k € N.

Demostracion: Hay que demostrar que Jf (A) es unién finita de arcos
criticos. Siw € Of (A) y w = f(2) con z € OA, z esta en algun arco critico de
f y por lo tanto, w también. Si en cambio w = f(2) € 9f (A) con z € intA,
entonces z € L_1(f) y, por lo tanto, w € L(f). Es decir, también en este
caso w estd en un arco critico. Que Jf (A) es unién finita de tales arcos se
desprende de que 0A también lo es. La segunda parte de la afirmacién es
inmediata. [J

4Describimos brevemente este método en el Apéndice 5D. Una exposicién detallada
puede consultarse en [1] y [19], aunque cabe aclarar que la mayorfa de los autores citados
suponen casi siempre que se est4 tratando con funciones f con la propiedad de que f~! (w)
consta a lo mas de 2 puntos para todo w en el plano.

5Ambos, el lema auxiliar y el lema 4.1.4 han sido tomados de [19]
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4.2. El conjunto K,.

De acuerdo con el capitulo 1, para los parametros reales a < 0 ocurre que
la hipocicloide L*;(a) esta “orientada” exactamente igual que el conjunto de
valores criticos, la hipocicloide L(a). Para —1 < a < 0, ocurre ademds que
L*,(a) queda “por fuera” de L(a); es decir, L(a) C A(a) donde A(a) es la
regién acotada cuya frontera es L* | (a) (ver figura 1.4 del capitulo 1).

Recordando que Z,(a) es la regién acotada cuya frontera es L(a), tenemos,
entonces, que para —1 < a < 0,

F,(A(a)) = Zy(a) C A(a), (4.1)

o equivalentemente, como intF; ! (Z4(a)> = Ala),

Za(a) C intF ! (Tm)) (4.2)

Las repercusiones de (4.1) o (4.2) son notables. Para empezar, se sigue
que Z(a) es una zona absorbente (el conjunto A (a), o incluso el interior de
K,, juegan el papel de la vecindad U de la definicién). Ademds, de (4.1) se
sigue, en particular, que

Fo (Zi(@)) < Zafa),
y en general, que para todo £>0,
FE (Zi@) € P (Zifw). (4.3)

De estas contenciones se desprende inmediatamente la siguiente proposi-
cion.

Proposicién 4.2.1 Para —1 < a < 0, se tiene que Zy(a) C K,.

Demostracion: Como para todo k € N el conjunto F* <Z4(a)) estd con-

tenido en Zy(a), si z € Zy(a), entonces FF¥ (z) € Zy(a). Es decir, la 6rbita de
z es acotada. [

Corolario 4.2.2 Las imdgenes directas e inversas de todos los ordenes de

Zy(a), de Zy(a) y de L(a), estdn contenidas en K,.
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Demostracién: Como K, es totalmente invariante y Z4(a) estd contenido
en K,, las imdgenes directas e inversas de todos los 6rdenes de Z4(a) estan
contenidas en K,. Lo mismo puede decirse de Z4(a) y de L(a) dado que
ambos estéan contenidos en Z4(a). En particular, nétese que L_; (a) C K,. O

Dado que el conjunto de puntos criticos, la circunferencia L_;(a), estd con-
tenido en K, del teorema 2.2.5 del Capitulo 2 se sigue que el conjunto K,
es conexo. Lo dejamos asentado:

Proposicién 4.2.3 K, es conexo para —1 < a < 0.

En la figura 4.2 se muestran conjuntos K, conexos para algunos pardamet-
ros entre —1 y 0. En las ultimas 4 figuras se nota cémo se va pareciendo A,
a K, conforme a se aproxima a —1.




a=-.9 a=—.95 a=—1

figura 4.2: Imagenes de K, conexo para algunos pardmetros —1 < a < 0.

Por otra parte, de (4.3) se sigue que las imégenes directas de todos
los 6rdenes de Z;(a) forman una sucesiéon anidada decreciente de conjun-

tos; como F* <Z4(a)> es compacto y conexo para todo k£ > 0, se sigue que

o0
N EF (Z4(a)) es, a su vez, un compacto conexo no vacio, es decir, un con-
k=1

tinuo. En lo sucesivo denotaremos a esta interseccion por A,; es decir,

Aazf_ﬁpf(m).

Nétese que A, C K, y, mas aun, A, C intK,.

Como senalamos antes, para —1 < a < 0, el conjunto A, es de la maxima
importancia. Por lo pronto, del lema 4.1.2 se desprende inmediatamente la
siguiente proposicion.

o0 —_—
Proposicién 4.2.4 Sean —1<a <0 yA,= () EF (Z4(a)> . Entonces, A,
k=1

es invariante hacia adelante; es decir:
F,(A,) = A,.

En la siguiente seccién estudiaremos més las propiedades generales de
este conjunto A,. Por ahora, vamos a continuar el analisis de K,,.
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Proposicién 4.2.5 El conjunto |J F;* (Z4(a)> es un conjunto abierto, conexo
k=0
y stmple conexo contenido en K,.

Demostracion: Como F; <Z4(a)> es cerrado tenemos que int F, ! (Z4(a

)

)
estd (propiamente) contenido en F, ! <Z4(a)); por otra parte, F; ! <Z4(a)) C
F2 (Z4(a)> , dado que Z(a) C F;* <Z4(a)). Por lo tanto, int F, ! (Z4(a) C

F? <Z4(a)) . O sea que, usando (4.2),

Z1(a) C intF! <Z4(a)> C F (24(a)) .
Por induccién, podemos concluir que, para todo k£ € N,
Fok <Z4(a)) C intFk1 (Z4(a)> c Frk (Z4(a)>.

Por lo tanto,

@Fa_k (%) c Dtha_k_l (m) C @Fa—k—l (M) . (44)

Los conjuntos que aparecen en los extremos de (4.4) coinciden, por lo tan-
to, los tres conjuntos en (4.4) son el mismo; es un conjunto abierto dado que

el de enmedio es abierto. De hecho como F,* <Z4(a)) es compacto, conexo

y simple-conexo para todo k£ € N y todos estos conjuntos estan linealmente

ordenados por la inclusién, se sigue que |J F,* (Z4(a)> es conexo y simple
k=0

conexo. Como todas las imagenes inversas de Z4(a) estdan contenidas en K,
la unién de todas ellas esta contenida en K,. [

(e.9] S
Tenemos, entonces, que |J F,* <Z4(a)> es un conjunto abierto contenido
k=0

en K,. Como K, es compacto, la cerradura de dicho conjunto esta contenido
en K,. Es decir:

[_j F* (Tm)) C K,.
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Sea M = | F;* (Z4(a)>. La pregunta es jAdemds de M, que otro
k=0

conjunto puede haber en K,? Experimentos y razonamientos diversos nos
llevan a la conclusiéon de que para —1 < a < 0, el conjunto M coincide con
el conjunto K,. Es decir, creemos que en particular para —1 < a < 0, las
siguientes dos igualdades son validas:

M= K,.

intM = @ Pk (T(a)) .

Estas igualdades no se han podido demostrar. Tomando en cuenta, en-
tonces, lo que hemos podido constatar a nivel experimental, en este capitulo
tomaremos como hipdtesis de trabajo la validez de estas dos tltimas igual-
dades para —1 < a < 0.

Enfatizando: supondremos vélidas las siguientes dos conjeturas para —1 <
a<0:

CONJETURA C1: K, = G Fk <Z4(a)>. (4.5)
k=0
CONJETURA C2: intK, = G fonts <Z4(a)> . (4.6)
k=0

Observaciones: (i) Aun siendo U C R? un conjunto abierto, conexo y
simple conexo, no se sigue que intU = U. Considérese, por ejemplo, al con-
junto U = {z € C||z| <1} —[0,1) x {0} . Esto muestra que las conjeturas
1 y 2 no son equivalentes, sino que debemos asumir ambas.

(i) Si a es un pardmetro complejo con |a| < %, también se cumplen
las contenciones (4.1) y (4.2). Esto significa que los resultados derivados de
éstas, asi como las conjeturas 1 y 2, pueden extenderse a todos los parametros
la| <1/3.

4.3. El conjunto A, donde se concentra la dinami-
ca.

o0 I
Por definicién, A, = () FF (Z4(a)), por lo que si un punto esté en Z4(a),
k=1

su Orbita eventualmente entrarda en A, o tendera asintéticamente a A,. En
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general, en virtud de la conjetura C'2, si un punto esta en el interior de K, su
érbita estard en Z,(a) tras un nimero finito de iteraciones y en consecuencia,
acabard por “irse” a A, de alguna manera. Como se senal6 antes, esto nos
habla de que es en el conjunto A, donde se desarrolla la dindmica interesante
que pueda existir en el interior de K.

Por definicién, dado z € C, el conjunto w — limite de z, que denotaremos
por w (2, Fy), es el conjunto de todos los puntos limite de la orbita de z. Es
decir,

w (2, F,) = {y € C: y es el limite de alguna subsucesién de {F,’(z)}}

Al conjunto de puntos periédicos de F; lo denotaremos por PerF, y al
de puntos periddicos de periodo N por PeryF,.

Proposicion 4.3.1 Sea —1 < a < 0. Entonces:

(i) PerF, NintK, C A,;

(i1) si z € intK,, el w-limite de z estd contenido en A,;

(i1i) si W es un subconjunto propio de intK,, invariante hacia adelante,
es decir W = F,(W), entonces W C A,.

Demostracion:

(i) Sea p un punto periédico de periodo n > 1. Si p € intK,, Por C1
alguna iteracién de p estd contenida en Z,(a) y es también un punto periédico
del mismo periodo. Asi que, de entrada, podemos suponer p € Z(a). Como

p es de periodo n, F™ (p) = p € F™ <Z4(a)> para todo j € N; es decir,

p estd en una infinidad de imégenes directas de Z4(a). Por ser éstas una
coleccién anidada decreciente de conjuntos se concluye, entonces, que p € A,,.

(i) Sea z € intK, y q € w(z,F,). Nuevamente podemos suponer de
entrada que z € Zy(a). Por definicién existe una subsucesién {F3” (2)} =
{znj} de la 6rbita de z tal que ¢ = jlilgo Zn;- Queremos ver que g € A,: Notese

que z,; € F (Z4(a)> para todo j € N. Supongamos que ¢ no estd en A,.
Como A, es un compacto contenido en el interior de K,, existen U y B,
vecindades de ¢ y A,, respectivamente, (ambas, U y B, contenidas en intK,)

tales que
qeUyUNB=q¢.

Sea m € N lo suficientemente grande para que F)" <Z4(a)) C B (estam
existe porque A, es la interseccién anidada de imagenes directas de todos los
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érdenes de Zy(a), todas las cuales son compactos conexos). Entonces,

vnEr (Zi@) =o.

mas aun,

Un Ek (m) — ¢, Yk > m.

Pero esto significa que z,, ¢ U para todo n; tal que n; > m, lo cual es
una contradiccién con el hecho de que ¢ es el limite de la subsucesion {znj }
En consecuencia, g € A,. L

(#ii) Nuevamente podemos empezar por suponer W C Z(a). De la hipdtesis
se sigue que F¥ (W) =W Vk > 0. De aqui se sigue que W esté contenido en
todas las iteraciones de Zy(a), por lo que W estéd contenido en A,. O

4.4. Sobre las o6rbitas periodicas producidas
por las simetrias de F|, si —1 < a < 0.

La simetria “triangular” de F, si el parametro a es real se expresa en las
formulas

Fo(pz) = p*Fu(2) y Fu (/022) = pF, (2), (4.7)

validas para todo z € C, donde p es raiz cubica de la unidad. Supdéngase
ahora que P es un punto fijo de F,; entonces, por (4.7), la érbita {pP, p*P}
es periddica de periodo dos. Llamaremos a ésta una orbita de periodo dos
generada por el punto fijo P. Si ahora tenemos que {q1, g2} es una érbita de
periodo dos, que no ha sido generada por un punto fijo, entonces {pq;, p?qa}
v {p%q1, pga} son érbitas de periodo dos, que igualmente diremos que fueron
generadas por {q1, q2}. Es facil comprobar que una érbita {q1, ¢2} generada
por algin punto fijo o por alguna otra 6rbita de periodo dos, no genera orbitas
nuevas. Evidentemente, esto se generaliza a orbitas de periodo N > 2, como
demostramos a continuacion.

Proposicion 4.4.1 Supongamos zy # 0 es un punto periddico de periodo
N y que z no es de la forma pQ o p*Q donde Q) es un punto periddico.
Entonces

(i) Si N es par, pzo y p*29 son puntos de periodo N que corresponden,
cada uno de ellos, a orbitas distintas de periodo N. Es decir, una orbita de
periodo N genera otras dos del mismo periodo.
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(ii) Si N es impar, pzo y p*20 son puntos de periodo 2N que estdn en la
misma orbita. Es decir, en este caso se genera solo una orbita pero de periodo
2N.

Observacion. Es facil comprobar que las 6rbitas generadas por algiin pun-
to periddico ya no generan, a su vez, orbitas nuevas.

Demostracion: Denotemos por z;, a F*(z), k > 0. Que 2, sea de periodo
N significa que los N puntos 2z, ..., zy_1, todos distintos entre si, constituyen
la érbita de 2o, que 2x = 29 y que, en general, zpn4; = z; para k > 0, j €
{0,1,.... N —1}.

En estas condiciones, de (4.7) se desprende lo siguiente:

(i) Si N es par, FN(pz) = pz y claramente pzg, ..., p?2y_1 son todos
diferentes entre si y constituyen la 6rbita de pzg, por lo que pz es de periodo
exactamente N. La demostracién para p?z es esencialmente igual.

(ii) Si N es impar, FN(pz) = p?z0 y FN(p*20) = p2o, por lo que
F2N(pzg) = pzo. Claramente también, los 2N elementos pzq, ..., p2n_1, p?2n =
0220, PEINS1 = P21, ..o PP2aN—1, PP2N = P*20, son todos distintos entre s{ y con-
stituyen la orbita de pzy. En consecuencia, pzy es de periodo 2/N; nétese que
p*2g es elemento de la érbita de pzy. O

La simetria triangular de F, no solamente genera érbitas periddicas adi-
cionales, sino que las érbitas asi generadas son de la misma naturaleza que
las orbitas periddicas originales. Tomando en cuenta que, en virtud de 4.7,
las 6rbitas periddicas generadas por (otros) puntos periddicos provienen de
rotaciones rigidas de estos ultimos, es facil demostrar la siguiente proposiciéon
(omitimos la demostracién).

Proposicion 4.4.2 El punto periddico zy es atractor, repulsor, silla o neutro
si, y sélo si, pzy Yy p2z som, a su vez, respectivamente, puntos periddicos
atractores, repulsores, sillas o neutros.

Por ultimo, la otra simetria importante de F}, si el parametro a es real, es
respecto al ejeX, y es consecuencia inmediata de la siguiente igualdad, facil
de comprobar:

F.(z2)=F,(z), Vz€C. (4.8)
Proposicion 4.4.3 Sia € R, tenemos
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(i) z € K, & Z € K,. Es decir, K, es simétrico respecto al ejeX. Equiv-
alentemente, z € B,(00) < Z € B,(00) 0 bien, B,(00) es simétrico respecto
al ejeX.

(ii) z € PeryF, < Z € PeryF,.

(i1i) z es un punto periddico atractor, repulsor, silla o neutro si, y sélo
si, Z es un punto periodico atractor, repulsor, silla o neutro.

Demostracion: La afirmacién (i) se sigue de (4.8) y del hecho de que
|w| = |[w] para todo w € C. La afirmacién (i) es una especie de repeticion
de argumentos de la demostracién del lema anterior, y (iii) se sigue de que
DF,(Z) es la transpuesta de DF,(z) y por lo tanto, ambas matrices tienen
los mismos valores propios. []

4.5. Comentarios sobre la dinamica en la fron-
tera de K,, —1 <a < 0.

La frontera de K, es totalmente invariante si —1 < a < 0. En general,

si p € intK,, de acuerdo con la conjetura C2, p € F,* (Z4 (a)) para algun

k > 0; como para —1 < a < 0, F,**1 <Z4 (a)) C intK,, se sigue que
F, (p) € intK,. Es decir, bajo F, los puntos del interior de K, van a puntos

del mismo interior.
Reciprocamente, si p € intK, y z € K, es tal que F,(z) = p, como

peF™* (Z4 (a)) para algin k, se sigue que z € F, %! (Z4 (a)) C intK,.

De todo esto se desprende que el interior de K, es totalmente invariante.
Como K, es totalmente invariante y 0K, NintK, = (), se concluye que 0K,
es totalmente invariante.

Observacion. Para a = —1, la frontera de K, es invariante hacia adelante
pero no hacia atrds. Esto es asi porque, en este caso, K, = Z4(a) y, como
sabemos, 0K, = L(a) = L*(a); por lo tanto, la imagen inversa de 0K, inter-
secta a esta frontera en tres puntos, que son las cispides de la circunferencia

singular. Por esta razén también, para a = —1 es falso que F;*+! (Z4 (a))

estd propiamente contenido en el interior de K, para alguna k£ > 0. De he-
cho, para a = —1 la conjetura C2 es falsa y la conjetura C1 se reduce a una
trivialidad.
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La dinamica en la frontera. Para a = —1 tanto en la frontera de K_;
como en la cuenca de atraccién de infinito, B_1(00), la dindmica de F_; es
conjugada con la de z — 22 para |z| > 1 (capitulo 2). Numéricamente todo
parece indicar que para a € (—1,0) ocurre exactamente lo mismo: tanto
en la frontera de K, como en la cuenca de atraccién de infinito, B,(00), la
dindmica de F, es conjugada con la de z — 2% para |z| > 1.

De ser cierta esta apreciacion se concluiria, en particular, que en la fron-
tera de K, la dindmica es cadtica en el sentido de Devaney. A manera de
ilustracion las figuras 4.4 dan una idea de la densidad de puntos peridédicos
en 0K, contrastada con la situaciéon correspondiente en la frontera del disco
unitario.

(al) (b1)
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(a3)

(b3)

Figura 4.4 En (al) se muestra K, para a =-0.49. En (a2) las cruces mayores
corresponden a los puntos fijos (el origen y 1 — 2a) y se muestran ademds los
puntos de periodo 2,3,4 y 5 en la frontera de K,; las cruces que corresponden
a estos puntos van decreciendo de tamano conforme aumenta el periodo (hay 4
tamanos). En (a3), se muestran los puntos de periodo 7 (en la frontera de /). En
la figura (bi) se muestra el mismo fenémeno que en la figura (ai), 1 < ¢ < 3, pero
para la funcién z — 22 , es decir, para a = 0.
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Capitulo 5

Dinamica y Bifurcaciones de F
cuando —1 < a <0

A grandes rasgos, la dindmica de F, para a € (—1,0) es la siguiente.
Recuérdese que, por definicién, A, = koriF % (Z4(a)). Cuando el parametro

(negativo) a esté cercano al cero, sélo hay un punto fijo atractor en el interior
de K,, que es el origen, y las drbitas de todos los puntos en el interior de K,
convergen a este punto fijo atractor. En esta situacién el conjunto A, es sélo
un punto: el origen; esto pasa para a € [—%, 0].

En a = —%, se produce lo que podriamos llamar la primera bifurcacion
global importante: el conjunto A, deja de ser un punto y se convierte en
un conjunto —compacto, conexo, simple conexo y con interior no vacio. Este
conjunto estd contenido en int K,, y ahora, esencialmente las érbitas de todos
los puntos en int K, convergen hacia él. Para —1 < a < —% se mantiene esta
situacion de que las érbitas de puntos en intK, eventualmente ingresan, o
tienden, al conjunto A,.

Hasta aqui la historia es facil de contar. Conforme a varia entre —% y —1,
dentro de A, sucede una serie de transformaciones dinamicas de complejidad
creciente: coexisten diversos puntos periddicos atractores; aparecen curvas
simple cerradas atractoras en coexistencia, también, con puntos periddicos
atractores; aparecen diferentes conjuntos “atractores cadticos”, se producen
“choques” entre estos conjuntos que propician “fusiones” entre ellos, etc. A la
vez, eventualmente se va creando una “zona anular atractora” (homeomorfa
aun anillo 0 < p < |z| < () en torno a la frontera de A,, que va “capturando”
la complejidad dindmica mencionada. El complemento, dentro de A,, de esta
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“zona anular atractora”, se va convirtiendo en lo que, autores como [1], [19]
y otros, llaman un “hoyo” en torno al origen, ahora punto fijo repulsor. Las
trayectorias dentro de este hoyo salen todas “expulsadas” hacia la “zona
anular” mencionada.

Conforme el valor del parametro se aproxima a —1, la “zona anular atrac-
tora” se hace mas grande y el “hoyo” se cierra, provocando que todo el
conjunto A, se convierta en un “gran atractor cadtico”, con una dinamica
interna semejante a la descrita en el capitulo 3 para a = —1. Justamente
en a = —1, ocurre que A, = K,, y para a < —1, este “atractor cadtico”
se destruye, convirtiéndose seguramente en un conjunto de Cantor, ahora
“repulsor cadtico”.

Toda esta segunda parte de la historia no es facil de descifrar ni de contar.

En este trabajo no se exponen todos estos cambios que ocurren (muchos
de los cuales no conocemos) ni tampoco todos los mecanismos que obligan a
que tal o cual cambio se produzca.

Aqui procedemos como sigue. La parte “facil de contar” se expone con
cierto detalle (secciones 5.1 y 5.2), dado que esto puede hacerse de una man-
era bastante accesible. Para la parte restante, el objetivo principal ha sido
seleccionar sélo dos bifurcaciones —bastante evidentes numéricamente— y fun-
damentarlas matematicamente. Las bifurcaciones seleccionadas son la que
llamamos primera bifurcacion de Naimark-Sacker, que ocurre al cruzar el
valor (aproximado) a = —0.7742918 (seccién 5.4), y la desaparicion de un
hoyo en torno al origen, que tiene lugar cuando a = —0.83929 (seccién 5.7).
Sin embargo, como es casi imposible ignorar el mundo de cambios dindmicos
fuertes que se producen antes y después de cada una de éstas, hemos inclu-
ido algunos aspectos minimos de lo que va ocurriendo entre una y otra de
las bifurcaciones senaladas, con la intenciéon de que se comprenda mejor la
creciente complejidad dindmica que va apareciendo conforme el parametro
decrece y se aproxima a —1. Estos aspectos “transitorios” (secciones 5.3 y
5.5) no se pretende detallarlos demasiado, sino simplemente evidenciarlos,
casi exclusivamente a base de figuras ad-hoc y de experimentaciéon numérica.

En general, dado lo extenso (y técnico) del material que se presenta en este
capitulo, hemos tratado, en todos los casos, de basarnos mas en la discusion
informal de las ideas basicas; los detalles mas técnicos de las demostraciones
se turnan a apéndices especiales.
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5.1. El origen es el tinico atractor en intkK, si

—%:&0<CL<O.

Para cada parametro en el intervalo (—%, O) la funcién F, sélo tiene dos

puntos fijos: el origen, que es atractor y esta en el interior de K,, y o (a) =
1—2a que es repulsor y estd en 0K,. Ambos son hiperbdlicos: el valor absoluto
de los valores propios de DFy, (0,0) es menor que 1y el de los valores propios
asociados al repulsor es mayor que 1.

Para a € (—%, O) el origen es el unico punto periddico en el interior de
K,. Esto es muy sencillo de demostrar para a € [—%,0) (véase Apéndice
5A) y numéricamente es evidente para todos los parametros en el intervalo
]

En consecuencia, para a € (—%,O) se tiene que A, = {0} y a la vez,
que todo el interior de K, es cuenca de atraccion del origen. Hasta aqui,
entonces, se puede decir que la dinamica en el interior de K, es sencilla.

Las primeras cuatro de las figuras 4.3 del capitulo anterior muestran con-
juntos de Julia llenos K, para varios pardmetros entre 0 y —%.

Exactamente en a = —% los valores propios de DF, (0,0) son 1y —1: el
origen deja de ser un punto fijo hiperbdlico.

Por una parte, la experimentaciéon numérica nos hace pensar que, de
cualquier manera, en a = —% prevalece la misma situacion: el origen sigue
siendo atractor y todo el interior de K, es cuenca de atraccién; una diferencia
seria que, ahora, la convergencia al atractor es excesivamente lenta.

Por otra parte, justamente en este parametro ocurre la primera bifur-
cacién importante; siendo, sin embargo, 1 y —1 los valores propios de DF, (0, 0)
cuando a = —%, se trata de una situacién no-hiperbdlica. Los cambios que
ocurren al pasar por este parametro modifican la naturaleza global de K, y
los consideramos en la siguiente seccion.

. 1-v5 1
5.2. El conjunto A, para a € [T? —§>.

5.2.1. Dinamica en el interior de K,.

Consideremos al disco D), cuya frontera es el conjunto sigular L_;(a).

Sean alzl_T‘/g yaoz—%.

Para a € (ay,a9) aparecen dos nuevos puntos fijos atractores y cinco
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orbitas de periodo 2; tres de estas ultimas estan conformadas por puntos
silla y dos por puntos atractores (bajo F?). Todos estos puntos periddicos
estan contenidos en Dj,. En particular, una de las dérbitas de puntos silla de
periodo 2 estd contenida en R (ver fig. 5.1).

Desde el punto de vista de la restriccion de F}, a R, esta orbita de niimeros
reales es atractora (de periodo 2) y es resultado de una bifurcacién tipica de
duplicacién de periodo (la primera de la cadena de bifurcaciones de este tipo
que tiene la restriccién de F, a R)'.

Numéricamente se comprueba que el origen, que ahora es repulsor, y
los puntos mencionados de periodo 1 o 2, constituyen la totalidad de puntos
periddicos contenidos en el interior de K. Exceptuando al origen, a los puntos
silla y a sus correspondientes variedades estables (globales), la érbita de todo
elemento en el interior de K, converge a uno u otro de los atractores (de
periodo 1 o 2) que coexisten en esta etapa.

'Para cada a € [—1,0) existe A € (1,4] de manera que la restriccién de F, a R es
conjugada con fy (z) = Az (1 —=z), z € R. O sea que en los intervalos de pardmetros
mencionados, toda la complejidad dindmica de la famosa familia logistica fy la tiene
también F, restringida a R.
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fig. 5.1. El conjunto K, para a = —.55

En la figura 5.1 los puntos atractores y sillas estan marcados con pequenas
cruces.

Las 6 regiones triangulares que se observan con un vértice comuin en el
origen son las respectivas cuencas inmediatas de atraccion de los atractores
de periodo 1 y 2. La regiéon triangular central en el semiplano superior es
la cuenca inmediata de atraccién de un punto fijo, que llamamos P,. Las
regiones contiguas a ésta corresponden, la del lado izquierdo, a la cuenca
inmediata de uno de los atractores de periodo 2, que llamamos ()1, y la del
lado derecho, a la de su companero de érbita, (Js.

Simétricas con estas 3 cuencas inmediatas, estan las correspondientes a
P,, Q1,7 Q, en la parte inferior del eje X.

Considérese ahora a la region triangular que constituye la cuenca inmedi-
ata de atraccién de @;. Uno de los lados de (la frontera de) esta regién
triangular, es un intervalo en el ejeX negativo, que contiene a un punto silla
de periodo 2, s; € R. Este intervalo es parte de la variedad estable local de
s1. Hay un intervalo analogo en el ejeX positivo, que contiene a sy y que
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constituye la variedad estable local de so. Si zy esta en la variedad estable
local de s;, la sucesién { F?*(x,)} es una sucesién monétona convergente a
Si, 1 =1,2.

Por las simetrias de F,, en pR y p?R hay intervalos andlogos que consti-
tuyen, respectivamente, las variedades estables locales del resto de los puntos
silla de periodo 2.

Como se puede apreciar, todo el interior de K, se subdivide de un mo-
do complejo —aunque muy simétrico— en una infinidad de regiones que son
iméagenes inversas de todos los érdenes de todas las cuencas inmediatas de
atraccion; las fronteras de estas regiones son, a su vez imagenes inversas de
todos los 6rdenes de las variedades estables locales referidas. Asi, el conjunto
K, en esta etapa es la cerradura de la unién de todas las cuencas (globales)
de atraccién mencionadas. En particular, todo punto en el interior de K,
que no estd en alguna imagen inversa de alguna de estas variedades estables
locales, tiende a alguno de los puntos periddicos atractores de periodo 1 o 2.

5.2.2. El (nuevo) conjunto A, y la peculiar frontera de
Aq

La figura 5.2 muestra la frontera del conjunto A, en el interior de K,. Este
conjunto, A,, ha dejado de ser un punto para convertirse en un compacto,
conexo, simple conexo, con interior no vacio. Dado que la érbita de todo
punto en intK, eventualmente entra en A,, o tiende asintoticamente a A,
éste es un conjunto atractor; el interior de K, (o Z4 (a), por ejemplo) juega
el papel de la vecindad U de la definicion 4.1.1.

El conjunto A, tiene aiin mas propiedades:

Teorema 5.2.1 Para a € (ay,a0) la frontera de A, es una curva simple
cerrada, invariante hacia adelante, y estd formada por la union de las var-
tedades inestables locales de los puntos silla de periodo 2, y también, por
todos los puntos atractores de periodo 1 o 2. Ademds, esta frontera de A, no
es union finita de arcos criticos sino una curva limite de arcos criticos. En
consecuencia, A, no es una zona absorbente.

Por curva limite de arcos criticos se quiere decir que cada punto de la
curva es punto de acumulacién de una sucesién {ax}, donde a;, € Lj para
k € N. Como consecuencia de que dA, es tal curva limite se sigue que A, no
es (atin) una zona absorbente.
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fig. 5.2: La frontera 0A,.

La esencia de la demostracién de este teorema es como sigue (para may-
ores detalles véase Apéndice 5B). Geométricamente es facil ver lo siguiente:

FX(Zy) CF*2 (Zy), V k> 2.

O sea que las iteraciones pares de Z, forman una cadena estrictamente de-
scendiente de conjuntos compactos conexos. Por ejemplo, en la figura 5.3(a)
se nota que, aunque F' (Z) estd propiamente contenido en D)y, las fron-
teras de F' (Z;) y de Z, tienen ciertos arcos en comun; en 5.3(b) se muestra
cémo, en cambio, F2(Z;) estd propiamente contenido tanto en Z; como en
F (74) En 5.3(c) se aprecia cémo las iteraciones pares de Z; van quedando
propiamente contenidas en iteraciones previas. Para cada k € N, La fron-
tera de F2¥(Z;) esta formada por ciertos arcos de Loy y de Loy (ver figuras
5.3(d),(e),(f)). Es decir, todos estos conjuntos F2¥(Z,) son zonas absorbentes
(simple conexas) y su interseccién infinita es justamente A,, por lo que A, es
compacto conexo (y simple conexo) y estd propiamente contenido en F, (12’“ (Z)
para todo k. Se sigue, entonces, que JA, no es unién finita de arcos criticos

91



sino una curva limite de arcos criticos; en consecuencia, A, no es una zona
absorbente.

Como las variedades inestables de los puntos silla son conjuntos invari-
antes hacia adelante (y las drbitas periédicas también), por la proposicién
4.3.1, deben estar contenidos en A,. Aplicando ahora el A-lema?® (en combi-
nacién con lo anterior), se concluye que la A, estd conformada por dichas
variedades inestables junto con los puntos de periodo 1 y 2 que se han indi-
cado. Esta peculiar conformacion de la frontera de A, y el hecho de que en
esta etapa estd contenida en D), - y que, por lo mismo, no toca al conjunto

singular L_;(a) - nos permite concluir que dA, es invariante hacia adelante.
O

s -
(a) F(Z4) contenido en D, (d) L_; (circunferencia), L (hipocicloide) y L,

2Véase [21, cap. 2, p. 90]
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(c) F*(Zy(a)) para k > 8 (f) Iteraciones de L_; tendiendo a JA,.

figuras 5.3

5.3. Etapa de transicion

Conforme el parametro a decrece, el conjunto A, “crece” hasta que, en
a = ay, la frontera de este conjunto se vuelve tangente a la circunferencia
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singular L_; en tres puntos (fig. 5.4(a)) y, para a < aj, esta frontera cruza
L (fig. 5.4(b)). Los puntos de tangencia entre A, y L_; en a = a; son
sy €ER, Q1 € oR vy Q1, puntos silla de periodo 2 que para a = a; son puntos
criticos tanto de F, como de F2.

El hecho de que la frontera de A, cruce L_1, obliga a que existan arcos de
L_4 en el interior de A, y, por lo tanto, a que ciertos arcos de L formen parte
de 0A,. Empieza, entonces, una transformacién segun la cual la frontera de
A, va perdiendo las caracteristicas que hemos descrito hasta que, para —1 <
a < — %, la frontera de A, es una unién finita de arcos criticos (concretamente,
de arcos de Ly Lj). Es decir, para —1 < a < —%, A, se ha convertido en
una zona absorbente.

5.4(a) la frontera de A,, es tangente a L_;
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5.4(b) la frontera de A, cruzé L_;

figuras 5.4

5.3.1. Nueva coexistencia de atractores: Nacimiento de
orbitas de periodos 3 y 6

Para los pardmetros a € (b, as), con valores aproximados ay = —0.768775
y b = —0.791, cerca del punto fijo atractor P, existen dos érbitas nuevas
de periodo tres: una atractora, que denotaremos por {pi(a),pz(a),ps(a)}, y
otra de puntos silla, que denotaremos por {o1(a),o2(a),03(a)}. En la figura
5.5 el punto fijo atractor P, se seniala con una cruz grande y los puntos
de periodo tres, atractores y sillas, se senialan con cruces mas pequenas. Se
muestra cémo, para cada ¢ = 1, 2, 3, la cuenca inmediata de atraccion del
punto atractor p;(a) es una regién ovalada cuya frontera contiene al punto
silla o;(a).

La aparicion de estas nuevas érbitas proviene de lo que se conoce como
una bifurcacién silla-nodo; se trata de una bifurcacién segin la cual, al cruzar
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determinado valor del parametro, aparecen 2 érbitas nuevas de cierto periodo
k que previamente no existian: una atractora y otra formada por puntos silla.
Justo en el valor del parametro en el que se produce la bifurcacion - ay en
nuestro caso - la érbita nueva sélo es una y es “neutra” (i.e., asociada con un
valor propio de médulo 1). Intuitivamente, la bifurcacién se realiza, entonces,
como si en el “instante siguiente” la 6rbita nueva se desdoblara en dos, una
atractora y otra de puntos silla.

figura 5.5

En la figura 5.5 se ilustra también cémo una infinidad de imégenes inver-

sas (de orden creciente) de estas regiones ovaladas parece llenar de “agujeros”

la cuenca de atraccion del punto fijo atractor P,, con lo cual ésta deja de ser

simple conexa (de hecho todas las componentes de la cuenca global de atrac-

cion de P, dejan de ser simple conexas llenandose de “agujeros”. Ello se
aprecia en la figura 5.6).

Globalmente, las simetrias de la funcién obligan a que cada una de estas
érbitas de periodo 3 genere otras tres de la misma naturaleza (atractora o
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silla): una también de periodo tres, simétrica respecto al eje X, y otras dos
de periodo 6 (véase seccién 4.4 del capitulo anterior). Es decir, en realidad
en K, existen ocho érbitas nuevas (cuatro de periodo 3 y cuatro de periodo
6) para a € (b,ay): los atractores y las sillas de periodo 3 aparecen, por
pares respectivos, en las que antes eran cuencas inmediatas de atraccion de
los puntos fijos P, y P,. Los puntos de periodo 6, en las que eran cuencas
inmediatas de los atractores de periodo 2. Asi, los nuevos puntos atractores
de periodo 3 se disputan el terreno con los viejos puntos fijos atractores y los
atractores de periodo 6, con los atractores de periodo 2. Obviamente ello da
lugar a una subdivision infinita del interior de K, més compleja que la que
habia antes, como se puede apreciar en la siguiente figura 5.6 (los puntos de
periodos respectivos 1, 2, 3 y 6, aparecen marcados con cruces de mayor a
menor tamano).
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figura 5.6

En este contexto, en el que A, ya se volvié una zona absorbente y la
dindmica la domina el hecho de que coexisten puntos peridédicos atractores
de periodos respectivos 1, 2, 3 y 6, tiene lugar una bifurcacion de Naimark-
Sacker.

5.4. Primera bifurcacion de Naimark-Sacker

Supéngase que { f,,} representa una familia de sistemas dindmicos con la
siguiente propiedad: al asumir el pardmetro un cierto valor, digamos p =
o, un punto fijo P, cambia de ser atractor a repulsor (o de ser repulsor

98



a atractor) y nace una curva I',, simple cerrada, invariante, “atractora” (o
“repulsora”). El punto fijo queda contenido en la regién acotada por la recién
aparecida curva invariante I', y tanto la orbita de puntos dentro de dicha
region como la de puntos cercanos fuera de la regién, tienden asintéticamente
al, (osealejan de I')).

En dindmica continua, un fenomeno parecido a éste se conoce como bifur-
cacion de Hopf o de Hopf-Andronov. En dindamica discreta se conoce también
con esos nombres, pero de acuerdo con algunos autores es mas apropiado lla-
marla bifurcacién de Naimark-Sacker.?

En particular, la hipdtesis basica (no la tinica) bajo la cual se produce esta
bifurcacion, es que los valores propios de DF),(P,) sean complejos conjuga-
dos y crucen la circunferencia unitaria (de adentro hacia afuera o viceversa)
cuando p = . Es decir, denotando a dichos valores propios por A(u) y A(p),
debe ocurrir que

ko)l = [Nrg)| = 1. (5.1)

En la familia de funciones F, en el contexto senialado en la seccién ante-
rior, de convivencia de puntos peridédicos atractores de periodos respectivos
1, 2, 3 y 6, tiene lugar una bifurcacién de Naimark-Sacker. Concretamente,
tenemos el siguiente resultado:

Proposicién 5.4.1 Para a € (—1,0) la familia {F,} presenta una bifur-
cacion Naimark-Sacker cuando el pardmetro a decrece y cruza el valor

-84+ V112

= —0.7742918....
2 0.7742918

Qg

Especificamente, en a = a4 nace una curva simple cerrada T, atractora

en torno al punto fijo P, = <% +a,4/3a%+a — i), que subsiste para a €

Jo = (as,a4) con ay = —0.7764 < a4. Para a4 < a, P, es atractor y para
a € J, se convierte en repulsor (ver figura 5.7).

Demostracion: Se calculan formas normales apropiadas para F}, y se uti-
liza el teorema de Naimark-Sacker. Para los detalles véase el véase Apéndice
5C. O

3Véase, por ejemplo, a [19] o [1]. Estos autores mencionan que, en forma independiente,
Naimark en 1959 y Sacker en 1964, demostraron el teorema de esta bifurcacién.
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figura 5.7: La curva I',, recién surgida, rodeada de las cuencas de los atractores
de periodo 3.

Por las simetrias de F,, para a € J, nacen cinco curvas invariantes atrac-
toras ademéas de T',: Una en torno a P, y las otras cuatro en torno a los
puntos de periodo dos Qy, Q2, Q1, Q2 (ver figura 5.8). En a = a4, tanto P,
como los puntos mencionados de periodo dos dejan de ser atractores y se
convierten en repulsores.

Cada una de estas nuevas curvas atractoras nace en lo que antes era la
cuenca inmediata de atraccion de un punto atractor de periodo 1 o 2. Tales
cuencas inmediatas se vuelven ahora las cuencas inmediatas de las curvas
mencionadas.
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fig. 5.8: Curvas atractoras en intK,

Centrandonos en I', una descripcion breve de lo que ocurre es la siguiente:
En cierto sentido, el papel del antiguo punto fijo atractor P, - que ahora es
repulsor - lo juega ahora la curva atractora I',. La parte de lo que antes era
cuenca inmediata de atraccién de P, que queda fuera de I',, se vuelve ahora
parte de la cuenca inmediata de atraccién de I',. La otra parte de esta cuenca
inmediata es la region comprendida dentro de I',. En esta tltima regién la
naturaleza repulsora de P, obliga a las 6rbitas de los puntos ahi contenidos
a tender asintéticamente a I',. Estd claro que en torno a las otras curvas
atractoras sucede algo semejante.

La dindmica, entonces, se ve globalmente afectada en virtud de que para
a € J, las curvas atractoras coexisten con las érbitas atractoras de periodo
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5.5. Nueva etapa de transicion

5.5.1. Desaparicion de I'; y el resto de las curvas atac-
toras.

Eventualmente estas curvas atractoras desaparecen. A grandes rasgos
ocurre lo siguiente: manteniendo a4 y a5 como en el enunciado de la proposi-
cién 5.7.6, para a € (a5, a4) las curvas invariantes atractoras se van haciendo
mas grandes hasta que, en a = a5, cada una de ellas literalmente choca con
la frontera de su propia cuenca de atraccién que es, a su vez, frontera de
la cuenca inmediata de atraccion de alguno de los puntos atractores cer-
canos de periodo 3 o 6, segin sea el caso. Este “choque”, catalogado por
algunos autores como una bifurcacion de contacto,* provoca la desaparicién
mencionada.

La figura 5.9 ilustra una situaciéon muy préoxima a esta bifurcacion: la
curva Iy, en cuyo interior se senala al punto fijo repulsor P,, esta a punto de
chocar con la frontera de su propia cuenca de atraccién y con la de las cuen-
cas (inmediatas) de los puntos atractores de periodo tres, pi(a), p2(a), ps(a),
senalados con cruces dentro de las regiones ovaladas que constituyen las cuen-
cas referidas. En la frontera de éstas se aprecia también la érbita de puntos
silla asociada a la drbita atractora de periodo 3.

4ver [1] o [19].

5 Asimismo, en la figura 5.9, a la izquierda se observa también una de las curvas invari-
antes de periodo 2 (con un punto repulsor de periodo 2 dentro de la misma), asi como tres
puntos atractores y tres puntos silla de periodo 6.
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figura 5.9

5.5.2. Nueva bifurcaciéon de Naimark-Sacker

Tras la desaparicion de I', y las otras curvas invariantes existentes, los
puntos atractores (y sillas) de periodos respectivos tres y seis subsisten, hasta
que eventualmente tiene lugar una nueva bifurcacién de Naimark-Sacker en
torno a cada uno de ellos (los atractores). Nacen 18 curvas atractoras invari-
antes: 6 de periodo tres y 12 de periodo seis; a su vez, los puntos atractores
(de periodos tres y seis, respectivamente) se vuelven repulsores. En la figura
5.10(a) se observan tres de estas curvas atractoras de periodo 3 (en la regién
triangular central) y tres de periodo 6 (a la izquierda); en 5.10(b) se muestra
K, con las 18 nuevas curvas. Tras un muy complejo proceso dindmico (en
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el que, en particular, en algiin momento algunas de estas curvas chocan con
la circunferencia singular L_;, lo cual propicia grandes cambios), estas 18
curvas atractoras se ven reemplazadas por un nimero igual de conjuntos de
apariencia bastante extrafia, como se ve en la figura 5.10(c).

5.10(a): curvas atractoras de periodos 3 y 6
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5.10(b): Todas las curvas atractoras en int K,
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5.10(c) Conjuntos atractores cadticos en intkK,.

5.5.3. Conjuntos Atractores Cadticos.

Aunque en sistemas dinamicos existen, en realidad, varias definiciones de
caos, el consenso es que siempre que en algun sentido aparezca dinamica com-
plicada, a eso se le puede llamar caos. La sensibilidad respecto a condiciones
iniciales en un compacto y la existencia de ina érbita densa (equivalente, esto
ultimo, a la transitividad topdlogica en espacios métricos perfectos) suelen
ser ingredientes necesarios para hablar de caos.® Cuando las funciones son
derivables, una de las herramientas preferidas para establecer una medicién

5Por ejemplo, en contraste con la idea de Devaney, hay autores que no creen que la
densidad de puntos periédicos deba incluirse en una definicién de caos [[25], pdgs. 81-85].
Otras discusiones al respecto pueden hallarse en la bibliografia.
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cuantitativa de caos, son los ezponentes de Lyapunov.” La idea detrds de estos
exponentes es que son nimeros que describen el “comportamiento promedio”
de las derivadas de las iteraciones de una funcion a lo largo de una trayectoria
(estos exponentes dependen de la trayectoria. Para sistemas dindmicos en R"
hay n exponentes de Lyapunov asociados a cada trayectoria).

Algunos autores llaman cadtica a una trayectoria que es acotada, no es
asintoticamente convergente a una oOrbita periddica, y al menos uno de sus
exponentes de Lyapunov es positivo (ver [20]). A un conjunto compacto,
atrayente, invariante hacia adelante, que contiene una trayectoria cadtica,
estos autores le llaman un atractor cactico. Aqui y en lo sucesivo haremos
uso de este concepto de atractor cadtico.®

Retornando a la figura 5.10(c), numéricamente se comprueba que las 18
peculiares zonas que ahi aparecen, son conjuntos atractores cadticos, en el
sentido recién descrito. Seis de estos conjuntos - los que aparecen en lo que
antes eran cuencas de atraccién de los puntos fijos P, y P, - son invariantes
bajo F?3; los 12 restantes son invariantes bajo FP. Es decir, son conjuntos
atractores ciclicos o periddicos, respectivamente de periodo tres o seis bajo
F,. La figura 5.11 muestra un acercamiento a los tres atractores caéticos en
la regién triangular central.”

"Introducidos por Osedelec en 1968. Para su definicién y propiedades ver, por ejemplo,
[20] o [22].

8Para una discusién critica del concepto mismo de atractor véase Milnor, J. On the
concept of attractor, Comm. Math. Phys. 99, 177-195.

90rbitas en cada atractor calculadas con més de dos y medio millones de iteraciones
dan como resultado uno de sus dos exponentes de Lyapunov positivo, aproximadamente
igual a 0.042790 (un valor aproximado del otro es —0.108420). La dimensién de Lyapunov
de cada atractor es aproximadamente 1.39467. Todo esto es indicativo de dindmica cadtica
(ver [20]).
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Tres atractores cadticos de periodo 3
fig. 5.11

Naturalmente estos 18 conjuntos atractores estdan contenidos en A, y to-
do el interior de K, se subdivide de manera muy compleja en cuencas de
atraccién de uno u otro atractor. Las viejas zonas triangulares centrales son,
ahora, unién de las (cerraduras de las) cuencas inmediatas de atraccién (bajo
F3 0 F®) de unos u otros atractores cadticos cicliclos.

5.5.4. Primera fusion de atractores cadticos.

Estos atractores van sufriendo modificaciones topolégicas internas: sus ev-
identes “hoyos” van desapareciendo como si fueran cerrandose, para abarcar
toda la zona que los rodea.

De esta manera, estamos ante la inminencia de que se produzca una serie
de bifurcaciones que, autores como [1], [12], [19] y otros, llaman bifurcaciones
cadticas de contacto (bee): en términos generales, éstas se producen cuando,
al variar el pardmetro, dos conjuntos atractores “chocan” entre si.!® Por
regla general, un tal “choque” de atractores conduce a la fusién de dos o mas
atractores distintos en uno solo o a la destruccion de éstos.

Para ilustrar este punto, centrémonos en los 3 atractores de la figura
anterior: para algin pardmetro a = ag con —0.8075 < ag < —0.8061, estos

10Estos autores presentan una gran variedad de ejemplos de estas bifurcaciones, e incluso
cierta clasificacién de las mismas para cierto tipo de funciones cuadraticas sencillas.

108



3 atractores “chocan” entre si y se fusionan, convirtiéndose, para a < ag
(a cercano a ag), en un sélo atractor cadtico de periodo 1, con forma como
de “tijera” (figura 5.12). A todos los demds conjuntos atractores les sucede
algo similar, sélo que los atractores de periodo 6 se fusionan de tres en tres,
resultando 4 de periodo 2. En la figura 5.13 se presenta int K, tras esta fusion.




fig. 5.13

5.5.5. Nueva fusion de atractores y creacion de la zona
anular B, y el hoyo W,

Una nueva bifurcaciéon cadtica de contacto ocurre para a = a7, con
—0.8215 < a; < —0.821.

Ahora, en a = ay; los seis conjuntos atractores que aparecen en la figura
5.13 (con forma como de tijeras) chocan entre si y se fusionan, convirtiéndose,
para a < ay, en un unico gran atractor cadtico contenido en A,, invariante
bajo F, (es decir, de periodo 1).

En la figura 5.14(a) se muestran dos conjuntos atractores, uno de periodo
1 y otro de periodo 2, a punto de entrar en contacto, o sea, de chocar. La
figura 5.14(b) es un acercamiento a uno de los puntos en los que se va a
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producir el contacto o choque. La figura 5.14(c) muestra todos los atractores
en este momento, previo al choque. La figura 5.14(d) muestra los 6 atractores
ya fusionados en uno solo.

(c)

figuras 5.14: fusién de atractores y aparicion de la zona anular B, y el hoyo

W,

Como se puede apreciar, una vez que se han fusionado todos los atractores

111



en uno solo, se crea una gran “zona anular” contenida en A,. Esta “zona
anular” contiene varios evidentes “hoyos” (fig. 5.14(c)), pero eventualmente
se cierran todos menos el que esta en el centro y lo que resulta es una gran
“zona anular” —que llamaremos B,— encerrando un sélo “hoyo” en torno al
origen, que llamaremos W,. Obviamente A, — B, = W,,.

5.6. Zonas anulares y Hoyos

Supongamos que tenemos una zona absorbente S (es decir, su frontera
es unién finita de arcos criticos), invariante hacia adelante bajo una funcién
suave f, y que P es un punto fijo repulsor en el interior de .S. Siguiendo a
[19], damos la siguiente definicién:

Definicién 5.6.1 Un hoyo en S en torno a un punto fijo repulsor P es una
region W simple coneza, contenida propiamente en el interior de S, con las
propiedades siguientes:

i) PeW.

ii) Tras un ndimero finito de iteraciones, todo elemento de W, excepto
P, abandona W y no regresa jamas a W. Es decir, para todo z € W existe
N = N (z) € N tal que f*(z) ¢ W Vk > N (obsérvese que, de cualquier
manera, f¥(z) € S porque S es invariante hacia adelante).

iii) OW estd compuesta por un nimero finito de arcos criticos.

w) f(S—=W)CS-—-W.

Al complemento de W en S, es decir, al conjunto B =S —W # 0, se le
llama una zona anular absorbente.

Observacion : Una consecuencia de la definicién 5.6.1 es que 0B = 0W U
0S5 con OWNAS = 0; es decir, la frontera de B tiene dos componentes ajenas,
ambas curvas simples cerradas. A 95 se le llama frontera externa de la zona
anular y a OW | frontera interna. Por la definicién dada, ambas fronteras son
uniones finitas de arcos criticos.

La figura 5.14(d) muestra el conjunto K, para a = —.8215. Como se
menciono antes, ahi se observa, dentro de A,, una zona anular B, y un hoyo
W, en torno al origen, que es un punto fijo repulsor. La Llamada frontera
externa de la zona anular coincide con la de A, y esta compuesta por arcos
de L'y Lq. La frontera interna - frontera del hoyo - estd compuesta por arcos
de L3 y L5; estos arcos se observan en 5.15(a) y, en un acercamiento al hoyo,
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en 5.15(b). Numéricamente se verifica que las érbitas de todos los puntos en
el hoyo (distintos del origen) eventualmente entran en la zona anular, y se
mantienen ahi para siempre.

(b)

figuras 5.15

En 5.15(c) se muestran, cerca del hoyo, puntos de una érbita tomada al
azar. En general, 6rbitas de un puntos escogidos al azar en el interior de A,
parecen llenar la zona anular; es decir, se trata de orbitas densas en la zona
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anular. Ello nos habla de la existencia de una dinamica compleja en esta
zona.

5.7. Desaparicion del hoyo W,

Conforme decrece atin més el pardametro, el hoyo W, se hace mas pequeno
y tiende a desaparecer. Generalizando ideas planteadas en [12] y en [19], se
puede establecer una condicion sencilla, que implica la desaparicién de W, ;!
la idea es como sigue.

Manteniendo la notacién de la definicién 5.6.1, si existe un hoyo no vacio
W C S, es facil demostrar que las imagenes inversas del punto fijo repulsor P
(distintas de P) estan en el exterior de S. Dado que, por definicién, la frontera
de S es union finita de arcos criticos, si al variar un parametro una de estas
imagenes inversas - digamos P_; - toca dicha frontera, ello significa que P_;
se vuelve elemento de algin arco critico L,, con m > 1. En consecuencia,
todos los arcos criticos L,, con n > m, pasan por el punto P. Ello va a
obligar, en particular, a que los arcos que conforman la frontera del hoyo
W (que, también por definicién, coincide con la frontera interna de la zona
anular B) se intersecten todos en P. Al suceder esto, necesariamente el hoyo
se cierra.

Entonces, en nuestro caso basta con determinar el parametro para el cual
ocurre que una preimagen del origen distinta de éste toca la frontera de A,.
Como las tres preimagenes del origen (distintas de éste) tocan simultdnea-
mente JA,, basta con determinar el pardmetro para el cual la preimagen

real, a; = —2a, toca JA,. Esto ocurre si, y sélo si, —2a € L; N R. Como
F2(—a) = —2a, lo que queremos es una rafz real de la ecuacién
F?(—a) +2a = a* — 2a® + 2a = a(a® — 2a + 2) = 0. (5.2)

La tnica raiz real distinta de cero de (5.2) es:

1 4 2
a=ag= —5\/19 +3V33 - ———— + 5 =-083929..  (53)

31/19 + 31/33

Toda esta informacion se resume en la siguiente proposicién.

HEsta condicién se establece y demuestra en la proposicién 5.7.7 del Apéndice 5D.
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Proposicién 5.7.1 En el pardmetro a = ag cuyo valor estd dado por (5.3),
tiene lugar una bifurcacion que hace desaparecer al hoyo W, y transforma a
la zona anular B, en el conjunto invariante A,.

Demostracion: Vease Apéndice 5D. [

Dado que para a = ag se tiene que —2a € L1 "R CIA,, todos los arcos
criticos L, (a) con n > 2 deben cruzar por el origen. En la figura 5.16(a) se
muestran la circunferencia singular L_; y los arcos criticos L, Ly y Lo; éste
ultimo, L, es el primero que pasa por origen, dado que las tres imagenes
inversas (de orden uno) del origen estdn contenidas en L; N 0A,. En (b) y
(c) se muestran otros arcos criticos cruzando por el origen. En (d), todo el
conjunto A,.

\
eN
I"' /f
f //
/
(a) L, Ly y, pasando por 0, Ly (b) L;,i=-1,0,1,2,3
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(¢) Liyi=-1,0,1,2,3,4 (d) Orbita densa; no existe hoyo.

figuras 5.16

5.7.1. La desaparicién del hoyo W, es por una bifur-
caciéon homoclinica

.Y en general, como cambia la dindmica en una zona absorbente S al
producirse una bifurcacién que desaparece al hoyo W?

En muchos casos (en particular en la familia que estamos estudiando), este
tipo de bifurcaciones suelen ser bifurcaciones homoclinicas; es decir, provocan
la aparicién, al momento en que se desaparece el hoyo, de puntos homoclinicos
al punto fijo repulsor P.

Aunque lo mas usual es asociar la nocién de punto homoclinico u orbita
homoclinica a un punto silla (se trata de un punto que simultdneamente
estd en las variedades estable e inestable del punto silla), es conocido que para
funciones no-invertibles f esta nocién se puede generalizar directamente a
puntos fijos (o periddicos) repulsores diciendo, también, que ¢ es homoclinico
a un punto fijo repulsor P si, simultdneamente, ¢ estd en las variedades estable
e inestable de P; es decir, si existe una sucesion infinita de preimagenes
inversas (de orden creciente) de ¢ que converge a Py, a la vez, existe m > 1
tal que [ (¢q) = P.

En [17] se demuestra, generalizando a R" las ideas del célebre articulo
de Li-Yorke, [16], que si existe un punto ¢ homoclinico a un punto fijo P
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repulsor, se genera una dindmica muy compleja en torno a P. En [13], se da
una caracterizacion de esta dinamica compleja y se establecen condiciones
(para cierta clase de funciones) bajo las cuales se produce una bifurcacién
que “genera” puntos homoclinicos a un punto fijo repulsor. Esta bifurcacion
estd directamente asociada con la desaparicién de un hoyo o, mejor dicho,
es una bifurcaciéon que a la vez que produce la dasaparicién del hoyo, si-
multaneamente genera puntos homoclinicos al repulsor P.

Para el lector interesado, en el Apéndice 5E se analiza con algin detalle
la plausibilidad de que la bifurcacién que provoca la desapariciéon del hoyo
W, (en a = ag) sea, a su vez, una bifurcacién homoclinica.

Por tdltimo, remarcamos que en a = —1, A, coincide con K, o, equivalen-
temente, A, “choca” con 0K,. Como esta ultima es, a la vez, frontera de la
cuenca de atraccion de oo, este “choque” representa otro tipo de bifurcacion
que conduce a la transformacion de K, en un conjunto de Cantor “repulsor
cadtico” para a < —1.

FIN
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Apéndice 5A. El origen es el

unico atractor en intK, si

—%:a0<a<0.

Para todo a € C el origen es un punto fijo de F, y los valores propios de
DF,(0,0) son \; = 2|a| y A2 = —2]a|. En consecuencia, (0,0) es atractor si
la| < 3 y es repulsor si |a| > 3. Si |a| = 3 tenemos un caso no-hiperbélico en
elque \y =1y Ay =—1.

SiaERy—%gag

, s6lo hay 2 puntos fijos: el origen y a(a) =
1—2a.Sia< —-Yoa>

5 , hay cuatro puntos fijos: los dos anteriores,

P, = <%+a,@/3a2—l—a—i) y P,.

El punto fijo a(a) siempre es repulsor si a < 0 y por los resultados del
capitulo 4, {pa(a), p*a(a)} es una drbita repulsora de periodo dos. En este
caso (a < 0), los tres puntos, a(a), pa(a) y p?a(a), estdn en la frontera de
K,. Por lo tanto, si en particular a € (—%, O) el origen es el Unico punto fijo
en el interior de K,,.

=D =

Lema 5.7.2 Sila| <1 y|z| <1—2la|, entonces |F(z)| < |z|.

Demostracidn: Supongamos |z| < 1—2]al. Entonces, |F(2)| = |2? + 2az| <
2 ~ 2
21" + 2[al [Z] = [2]" + 2]al [2] = [2] (]z] + 2]a]) < |2 (1 = 2]a] + 2]a]) = [2]
Es decir, |F(z)| < |z|. O

Lema 5.7.3 5@ —% < a < 0, entonces el disco abierto con centro en el origen
y radio 1 —2|a| (denotado por Dy_s4)) estd contenido en la cuenca inmediata
de atraccion del origen.

Demostracion: Por el lema previo, |F(z)| < |2| si 2 € Di_g|q. Aplicando
esta desigualdad reiteradamente, obtenemos que la sucesién {F*(z)} pen €8
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(estrictamente) decreciente. Por lo tanto, dicha sucesién converge, y por la
continuidad, necesariamente converge a un punto fijo; como en este caso el
unico punto fijo en el interior de K, es el origen, la conclusién se sigue. [J

Sea —% < a < 0y sea U, la componente de la cuenca de atraccién
del origen que contiene a éste. El lema previo asegura que D_y)4(0) € U,.

Nétese que el radio de D;_y)4(0) tiende a cero conforme |a| tiende a %

Proposiciéon 5.7.4 Sia € R y —% < a < 0, la cuenca de atraccion del

origen es todo el interior de K,. En consecuencia, U, = intK, y A, = {0}.

Demostracion. Notese que si —% < a < 0, entonces la circunferencia sin-
gular L_;(a) queda contenida en D;_y4(0) y si —3 = a, dicha circunferencia
coincide con 0D;_94(0). En consecuencia, por la proposicién anterior, las
érbitas de todos los puntos que quedan dentro del disco {z | |z| < |a|} tien-
den al origen. Como la imagen de este ultimo disco es Z4(a), la 6rbita de
todo punto en Z4(a) tiende al origen. Por la conjetura C2, la 6rbita de todo
punto en intK, tiende al origen. [J

Como se aprecia en las figuras HA, si —% < a < 0 la hipocicloide L(a

queda propiamente contenida en Di_g (fig. 5A.1). Si a = %, Do =

a < %, la hipocicloide L(a) se sale de Dy y Di_gjq) C Dy (fig. 5A.3).
Como se menciond en la seccién 5.1, numéricamente es evidente que también
para —% <a< % se cumple que el origen es el unico atractor en intK, y
que intK, = U,. Resumimos todos estos hechos en la siguiente afirmacién
(parcialmente demostrada en la proposicién (5.7.4)).

Afirmacion: Si —% < a <0, el origen es el unico atractor en intK, y en
consecuencia, W, = intK, y A, = {0}.

120



[SSIE

K, para a = — K, para a = —=.

K, para a = —0.4
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Apéndice 5B: El conjunto A\,
1—2\/5 1

para a 5

Puntos Periddicos: para a € (ag,aq) con ag = 1_7\/5 y a; = —%, aparece el

punto fijo P, = (% +a,/3a®>+a— i) y su conjugado P,; ello es consecuencia

de que 3a® +a — i >0sia< —%. Los valores propios \; y Ay de DF,(P,) -
que dependen del parametro a - estan dados por.....

1 1 1 1
)\1:2(§+a+\/1—2a2—a)y/\2:2(§+a—\/1—2a2—a). (5.4)

Por lo tanto, para a € (as,a;) se tiene que \; y Ag son reales y satisfacen
—1 < A <0< A <1, por lo que P, es un punto fijo es atractor; como
también ocurre que |P,| < |a|, tenemos que P, estd en el interior del disco
D)q. Por las proposiciones de la seccion 4.4 lo propio ocurre con P,.

La restriccion de F, a R, que denotamos por f,, cumple que (f,)" (0) = —1
si a = aq; ello propicia una bifurcacién de duplicacion de periodo segun la
cual el origen pasa de ser atractor a ser repulsor y nace, para f,, una érbita
atractora de periodo 2, {s1,s2} C R con s; < 0 < sy. Globalmente, s; y o
son puntos silla hiperbdlicos de F?; los valores propios iy y s de DF2(s;),
donde p; = (f2)(s;) para i = 1,2, satisfacen 0 < p; < 1 < py. Ambos, s1 y
s9, quedan contenidos en el interior del disco D,.

Nuevamente por las proposiciones de la seccién 4.4, los puntos Q1 = pP,
y Q2 = p?P, forman una 6rbita atractora de periodo 2 y, en consecuencia,
los conjugados de estos ultimos puntos, ()1 y Q2, forman también una 6rbi-
ta atractora de periodo 2. Del mismo modo, {s1, s>} genera dos drbitas de
puntos silla de periodo 2, conjugada la una de la otra, que denotamos, re-

spectivamente, por {q1,¢2} y {71, @2}, donde @1 = p*s2, | = ps1, 1 = psa ¥
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g2 = p*sy. Todos estos puntos periddicos atractores y sillas estdn contenidos
en D, (ver figura 5.1 en secc. 5.2).

En el eje x positivo hay intervalos (ajenos) que constituyen, respectiva-
mente, las variedades estables locales de s; y so. Como 0 < py < 1, si xg
esta en la variedad estable local de s;, la sucesiéon {F 2'“(xo)} es una sucesion
monoétona convergente a s;, ¢ = 1,2. Por las simetrias de F}, algo andlogo
ocurre con el resto de los puntos sillas de periodo 2.

Como todos los puntos periédicos existentes en el interior de K, estan
contenidos en A,, para a € (az,a1) el conjunto A, ha dejado de ser un punto
(ver figura 5.2 en secc. 5.2).

Dinamica en el interior del conjunto de Julia lleno, K,.

Como se explicé en el capitulo 5, las 6 regiones triangulares que se ob-
servan en las figuras 5.1 y 5.2 con un vértice comtun en el origen son las
respectivas cuencas inmediatas de atraccion de los atractores de periodos re-
spectivos 1 y 2. Todo el interior de K, en esta etapa es la cerradura de la
union de todas las cuencas de atraccién mencionadas. En particular, todo
punto en el interior de K, que no estd en alguna imagen inversa de algu-
na variedad estable local de alguno de los puntos silla, tiende a alguno de
los puntos periédicos atractores de periodo 1 o 2. Como en este rango de
parametros dichos atractores estdn en JA, (demostraciéon més adelante), si
z € intK,, ya sea en el interior o en el exterior de A,, su érbita tiende a
O0A,. En este sentido, la dA, es también, a su modo, un conjunto atractor,
una especie de ”barrera” que, por un lado, atrae a los puntos que repele el
origen (recuérdese que ahora el origen es repulsor) y, por otro, atrae también
a los puntos fuera de A,. La figura 5B.1 exhibe la naturaleza repulsora del
origen mostrando como tienden a 0A, las iteraciones de un pequeno disco
U C intA, centrado en el origen.
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figura 5B.1: iteraciones de un disco pequeno centrado en el origen, convergiendo
a 0M\4. Se muestran también la circunferencia singular L_; y la hipocicloide L.

En lo que resta de este apartado detallamos aspectos de la demostracion
del teorema que enunciamos de nuevo a continuacion.

Teorema 5.7.5 Para a € (a1, ag) la frontera de A, es una curva simple cer-
rada, invariante hacia adelante, y estd formada por la union de las variedades
inestables locales de los puntos silla de periodo 2, y también, por todos los
puntos atractores de periodo 1 o 2. Ademds, esta frontera de A, no es union
finita de arcos criticos sino una curva limite de arcos criticos (figura 5.2).
En consecuencia, A, no es una zona absorbente.

Sea I', la curva simple cerrada formada por la unién de las variedades
inestables locales de los puntos silla de periodo 2, incluyendo a éstos y a los
atractores P,, P,, Q1, Q2, Q1 v Q2. Vamos a demostrar las siguientes dos
proposiciones para as < a < a;:

Afirmacion 1. F,(T',) =T,
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Demostracion: Como I', esta consituida por variedades inestables y pun-
tos periddicos, es trivial que F,(I';) C I',. Para la contencién en sentido
inverso, tomemos z € I',. Si z es un punto periédico de los que conforman
a I'y, es trivial también que existe un punto del mismo periodo w € I', tal
que F(w) = z y, por lo tanto, z € F(I',;) Supongamos, entonces, que z no es
punto periddico, es decir, que z estd en alguna de las variedades inestables
que conforman a I',. Como ', C Z;, z tiene cuatro preiméagenes, una de
ellas, z_, contenida en D,, y las otras 3, en F, }(Z4(a)), pero fuera de D,.
Necesariamente z_; esta en la misma variedad inestable local que esta z, por
loque z_y € 'y y Fo(2-1) = z. En consecuencia, z € F,(I',).00

Paso 1: La frontera de F,(Z4) estd compuesta sdlo por (ciertos) arcos de
Ly Ly (ver figura 5.3(a)).

Geométricamente (o utilizando una parametrizacién de la circunferencia
L_1) es facil deducir que F,(Z,) esté contenido en D, (figura 5.3(a)).

Siendo F,(Z4) compacto, se sigue que 0F,(Z;) C D,. Dado que las ctispi-
des de L = 0Z, estén fuera de D, tenemos que Z4N L_; es no vacio y consta
de tres componentes ajenas, que son los arcos de L_; que van, respectiva-
mente, de h_j a g_1,degrah_i yde f_; a f_i(ver figura 5.3(a)). La imagen
bajo F, de estos arcos consta, a su vez, de tres arcos de L: de h a g, de g a
hyde faf (nétese que los arcos de L_; se recorren en sentido opuesto que
los de L). Por el lema auxiliar de la seccién 4.1, estos tres arcos de L estan
contenidas en la frontera de F,(Zy).

Aplicando F, a los arcos de L que van, respectivamente, de h_; a f_1,
de 1 a h_y y de 31 a g_1, y utilizando nuevamente el lema auxiliar, se
obtienen los arcos de Ly N OF,(Z,) que van de h a f,de fahydegag.
Estos seis arcos, tres de L y tres de Ly, conforman la frontera de F, (Z)

Observacién: Nétese que los “picos” de F,(L) = L; quedan en el interior
de F,(Z4) lo cual muestra, en particular, que F,(0Zy) # 0F,(Zy).

Paso 2: F*(Zy) C intZy = Z,. En consecuencia, OF2(Z,) sélo tiene
arcos de Ly y Lo y no toca a L.

Como 0F,(Zy) C D, se sigue que 0F,(Z;) " L_; = @ y por lo tanto
F2(Zy) C intZy = Zy y ademés, OF2(Z;) N L = (). Argumentando como en
el parrafo previo se concluye que F?(Z,) estd también compuesta de seis
arcos, tres de Ly y tres de Ly (ver figura 5.3(c)).

Por induccién, se sigue lo siguiente. Omitimos los detalles.

Paso 3. Generalizacion de los pasos anteriores (ver el resto de las figuras
5.3):

(i) F2*(Z;) CintF2*=2(Zy), k > 2;
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(ii) OF**(Z,) consta sélo de arcos de Lox_1 y Loy y no toca a OF*~%(Z,),
k> 2.

Proposicion 2. 0N, =T,

Demostracion de la proposicion 2. Los conjuntos Ly, = Ly, (a) = F¥(L (a))
(con Ly = L (a)) son curvas cerradas porque L lo es; las figuras 5B.2, 5B.3 y
5B.4 muestran varias de estas curvas para algin parametro en esta etapa.

figura 5B.2: L_;, Ly L4
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figura 5B.3: Ly, L, L1 y Lo

ﬁgura 5B.4: Lfl, L, Ll; LQ, Lg y L4
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Varias consecuencias de los incisos (i) y (ii) del anterior Paso & son muy
importantes: la primera, de (i), es que ordenada por la inclusién, la suce-
sién de conjuntos {F 2’“(74)} es estrictamente decreciente, por lo que A,
estd propiamente contenido en int F"(Z,) para todo n > 0. En particular, si
z € F*2(Z,) — intF?*(Z,) para algin k > 0, entonces z ¢ A,.

Es conveniente, para lo que sigue, denotar de alguna manera, digamos
por Ay, a la franja o anillo F?**2(Z,) — intF?*(Zy), k > 0.

Vamos a ver enseguida que otra consecuencia de (i) es que todos los puntos
silla de periodo 2 son elementos de OA,; por las simetrias de F,, basta con
comprobar esto para los puntos silla que estan en R, s; y so: Como bajo
F? la convergencia (en R) a s;, i = 1,2, es mondtona en la correspondiente
variedad estable local, tomando, digamos, xy < s; con xy en cualquier franja
Ay, tenemos que {F 2k (xg)} es una sucesion mondtona creciente, contenida
totalmente en el exterior de A,, convergente a s; € A,. Por lo tanto, s; € JA,,.
En forma andloga se prueba que s; € A, y, por simetria, se sigue que los
demas puntos silla estdn en JA,.

De manera parecida es posible demostrar que el punto fijo atractor P,
estd en la frontera de A,: Se selecciona una sucesién de puntos h; = Fy(h;_1),
1 € N, en la cuenca inmediata de atraccién de P,, de modo que h; € A;, 7 > 1,
y la sucesién sea convergente a P, Como {hy} C extA, y P, € A,, P, tiene
que estar en JA,. De aqui se sigue que tanto P, como los puntos atractores
de periodo dos generados por P, y P, también son elementos de OA,.

Finalmente, recurriremos al A-lema ([21, pag. 90]) para demostrar que las
variedades inestables locales de los puntos silla de periodo 2 estan contenidas
en OA,; nétese que como Fy(I',) =T, por la proposicién 4.3.1 (iii), se sigue
que I', € A,. Queremos ver que I', = 0A,,.

Para fijar ideas, consideremos al punto silla ¢;. Denotemos por W*" a la
variedad inestable local de ¢;. Necesariamente el w-limite de cualquier punto
z € W" consta de dos puntos: el punto fijo atractor P, y el punto atractor
de periodo dos @1 (es decir, los extremos de W*). Tomemos z € W* y sea V
una vecindad tubular (pequena) de W* que contiene a z. Como W* C Iy, y
I'y, C A,, tenemos que z € A,. Vamos a ver que z € 0A,.

Sea zg un punto en la variedad estable local de ¢;, de manera que 2 esté en
el exterior de A,.'? Sea v un segmento de recta pequeno, transversal a esta
variedad estable local, que contenga a zy. Llamemos e; y ey a los extremos

12Esta variedad estable local de ¢; estd contenida en la recta pR que pasa por q; y el
origen.
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de . Como v es pequeno, podemos considerar a ey en la cuenca inmediata
de atraccion de ()1 y a e; en la de P,.

Denotemos por 7,, a F'(v),n > 0. Sea e > 0. Por el A-lema, existe N € N
tal que sin > N, la componente conexa de 7y, NV esta e-proxima a W™ en la
topologia C'. Dado que {F"(e2)} — Q1 y {F"(e1)} — P,, iterando més veces
si es necesario, podemos lograr que haya puntos w en la componente conexa
de 7,, NV cuya distancia a z es menor que ¢ . Si desde el principio tomamos
7 en alguna de las franjas A; (por ejemplo v C Z, — F?(Z,)) entonces 75,
estd también en alguna de esas franjas y por consiguiente, en el exterior de
A, . Esto significa que los puntos senalados w no estan en A, y, como dijimos,
distan menos que € de z € W* C A,; por consiguiente, z € JA,. Es decir
W™ C OA,.

Anélogamente se demuestra que todas las variedades inestables de los
puntos sillas de periodo 2 estan contenidas en JA,.

Por lo tanto, I'y € 9A,. Como I', es una curva cerrada, necesariamente
I, = 0A,.

Finalmente, como consecuencia de (i) y (ii) del paso tres, se sigue que el
conjunto A, estd contenido en el interior de F(f (Z), k >0,y 0A, no es unién
finita de arcos criticos. Es decir A, no es una zona absorbente en el sentido
de la definiciénl. Sin embargo, todo punto z € dA, es punto de acumulacién
del conjunto de arcos criticos Ly, kK > 0. [
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Apéndice 5C: Una bifurcacion
de Naimark-Sacker para la
familia F,,.

A continuacién enunciamos (sin demostracién) el teorema de Naimark-
Sacker, que se utiliza para demostrar la proposicién 5.7.6 de la seccién 5.4. El
enunciado lo dividimos en dos partes basadas, ambas, en una cierta combi-
nacién de lo expuesto en [11] y [28].13 Suponemos, como se dijo en la seccién
5.4, que {f,} representa una familia de funciones del plano en si mismo,
suficientemente diferenciables (por lo menos C*). Lo primero es llevar es-
tas funciones a una forma normal apropiada, como se indica en el siguiente
teorema.

Teorema preliminar: Sea I un intervalo con centro en p, = 0. Supong-
amos que para todo p € I las funciones f,(x,y) = (uu(z,y),v.(x,y)) satis-
facen lo siguiente:

i) 1(0,0) = (0,0).

ii) Df,(0,0) tiene dos eigenvalores conjugados complejos, M) y A(i).

iii) IN0)| =1y M0)* # 1 para k =1,2,3, 4.

Entonces, existe € > 0 tal que para p € (—¢,¢) C I, f, es difeomdrfica-
mente conjugada, en una vecindad del origen, a una funcion de la forma

2z — Mp)z + c(p)2*Z + O(4) (5.5)

donde O (4) = (términos de orden > 4).

13De acuerdo con [28, pags. 374-381], una demostracién excelente de este teorema puede
hallarse en [looss, G., Bifurcations of maps and applications, North Holland; Amsterdam,
1979].
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Remarcamos que en la formulacién de este teorema el pardmetro yi, es el 0
y el punto fijo P, de f, es el origen (0, 0). Si esto no fuese asi, ello se arregla
conjugando mediante una traslacién, como veremos en la demostracion de
la proposicién (5.7.6). En general, el procedimiento para obtener la forma
normal (5.5) parte de desarrollar las funciones f,, en serie de Taylor alrededor
del origen para posteriormente, a través de una serie de conjugaciones, ir
eliminando los términos de orden 2 y (casi todos los de) orden 3. Para eliminar
los términos de orden 2 se introduce una funcion cuadratica en z y Z; es decir,
una de la forma L; (2) = 2z + a122 + a»2% + a3z?. Las férmulas para calcular
los coeficientes a1, as, az, son conocidas. Para los términos de orden 3 se
procede en forma analoga, pero ahora con alguna funcién de grado tres en z
y Z. Especialmente la hipdtesis iii) garantiza que todo este proceso se puede
llevar a cabo. Sin embargo, los calculos involucrados en cada caso particular
pueden ser largos y tediosos.

Una vez que se obtiene dicha forma normal, para enunciar el teorema de
Naimark-Sacker se requiere introducir coordenadas polares de la siguiente
manera: sean z = re’>™ y g, (2) = M)z + ¢(p)2?Z + O(4). El médulo (al
cuadrado) de (5.16) esta dado por

9. = 6.(:) 9 )
= D[ + 2|2 Re (c(uAT) ) + [eu)* |=1° + O (4).

Tomando en cuenta que

Re (c(u/307]) = Re (e(;@ !A(M)I2> AP Re ( ) )

y sustituyendo en el renglén anterior,

9P = AP <|z|2 #2iRe (5 ) + S o+ 0 (|z|8>>

A(p)

= PP (el + 12 Re (55 ) +0 (|Zy4))2.

Por lo tanto, llamando r a |z|, se tiene, finalmente, que

lg, (2)] = A1) (r +1° Re <%> +0 (r4)) . (5.6)
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Desarrollando los coeficientes de (5.6) en serie de Taylor alrededor de 0 y
notando que |A (0)| = 1, se tiene que

0o = (15 A n+ 0 ()

- <1+
= o (A D,on+ R (55

En forma andloga, haciendo c(pu) = |e(u)|e ) (y manteniendo z =
210 " se obtiene para el argumento de g, (2) una funcién de la forma

9—>9+¢(u)+%lm (%) 4+ 0(r%),

y desarrollando los coeficientes de esta expresion en serie de Taylor alrededor
de 0, se llega a

d 1 c(0) - 2 .2 .3
0— 0 0)+— —Im | —=% O 5.8
+<b()+du(qﬁ(u))uzowr27T m(A(0)>T +0 (2, pr®,r*) (5.8)

En suma, se ha obtenido la siguiente forma polar para la forma normal
(5.5):

(r,0) — (r+ (du+ ar®)r + O(r, pr®,r*), 0 + ¢g + oy + O(12, ur?, r?)) .

(
()|)Mu)r+1Re( M)>r + O (Pr, pr®, 1)
)) >r+0 (o7, pr® vt

2w p(p

re

(5.9)
En esta expresion,
d = % |A(1)| evaluado en p =0,
a = Re <%) donde c(p) = ¢1(p) + ica(p),
1
6y = 6(0) donde o(y) = o tan” (283) ,
b, = d ( o(p)) evaluado en p =0,y
2 c0)

2 X0y
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La siguiente, la llamaremos forma truncada de (5.9):

(r,0) — (r + (dp + ar®)r, 0 + ¢ + ¢, + br?) (5.10)

Teorema de la bifurcacion de Naimark-Sacker: Bajo las hipotesis del teo-
rema preliminar anterior, la dindmica de la forma normal (5.9) es conjugada,
en una vecindad del cero, con la de la forma truncada (5.10) para pn € (—¢,¢).
En particular, si « < 0y d <0, existe una curva simple cerrada I',, definida
para —e < p < 0, tnvariante bajo f,, y atractora en alguna vecindad del
origen. Mds ain, si —e < j1 <0, entonces I'), — 0 si p — 0. A su vez, para
0 < p < e el origen es atractor y para —e < pu < 0 es repulsor.

Una breve explicacion acerca de la bifurcacion: Supongamos, como en el
enunciado del teorema, que en p; = 0 se cumplen las hipotesis mencionadas.
A grandes rasgos, el andlisis de (5.10) para p en cierto intervalo pequetio I,
alrededor de p, = 0, es como sigue. Sea p(r) = r + (du + ar?)r la primera
coordenada de (5.10). Calculando los puntos fijos de ¢ obtenemos que r = 0
es uno de ellos y otro, el conjunto de puntos (r, ) tales que

0<r=y = (5.11)

«

. . . . . —ud
Este conjunto es una circunferencia invariante si a # 0y == > 0.

Que es invariante se deduce de que la coordenada r de los puntos en la tal
circunferencia no cambia bajo iteraciones (porque este valor de r es punto
fijo de ). La naturaleza atractora o repulsora, tanto del origen como de la
circunferencia invariante (5.11), depende de los signos de «, d y p.

Por ejemplo, como ¢'(0) = 1+ du, si d < 0, el origen cambia de atractor
a repulsor conforme u € (—¢,¢) cruza p, = 0 yendo de los positivos a los
negativos. Por otra parte, si d < 0y o < 0, la circunferencia (5.11) existe si
1 < 0, y no existe si i > 0; o sea que, bajo estas condiciones, d < 0y a < 0,
la circunferencia invariante nace al cruzar p de los positivos a los negativos.
Ademas, si r estd dado por (5.11), entonces ¢/ (r) = 142du+3ar? = 1+2ar?;
por lo tanto, si d < 0y a < 0, se tiene que ¢'(r) < 1y, en consecuencia,
la circunferencia invariante que nace para u < 0 es atractora, es decir, en
una vecindad de esta circunferencia, las orbitas de todos los puntos tienden
asintéticamente a la misma.

14Para una discusién més completa y un andlisis de todos los casos en funcién de los
signos de a y d véase [[28], pdgs. 374-381].
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Pasamos ahora a la demostracién prometida de la proposicion (5.7.6) de
la seccién 5.4. La enunciamos de nuevo a continuacion.

Proposicién 5.7.6 Para a € (—1,0) la familia {F,} presenta una bifur-
cacion de Naimark-Sacker cuando el pardmetro a decrece y cruza el valor
-8 — V112

TV 0.7742918....
4 24

Especificamente, en a = a4 nace una curva simple cerrada I, atractora

en torno al punto fijo P, = <% +a,4/3a%+a— i), que subsiste para a €

Jo = (as,a4) con as = —0,7764 < ay. Para aq < a, P, es atractor y para
a € J, se convierte en repulsor.

NOTA 1: Con el debido cuidado algebraico, en lo que sigue los puntos del
plano se usardn indistintamente como vectores —renglén o columna— en R? o
como numeros complejos.

Demostracion:

Paso 1: Traslacion del punto fijo P, al origen.

Sea L(z) = z — P,; su inversa es L' (2) = 2z + F,. Es inmediato que
G, = Lo F, o L' satisface G, (0) = 0 para todo a (i.e., el punto fijo es
el origen) y que DG, (0) = DF, (P,). Explicitamente, G, (z) = 2% + 2aZ +
2P,z = F, (2) + 2P,=.

Escribiendo P, = (xg, o), en coordenadas rectangulares se obtiene

Gy (z,y) = (x2 — 9?4+ 2(zo +a)x — 2oy, 20y + 2 (20 — a) + 2y0x)
y

_ 20+ 2a+2x 2y, —2y
DGa(,y) = ( 2uo + 2y 210 — 2a + 2x )

Considerando que P, = (zo,yo) = (% +a,4/3a®>+a— %), se sigue que

DFa<Pa) = DGa(O)
- 2x9 + 2a —2Y,
- 2y0 2%0-2&
1+ 4a —2,/3&2—1—@—%
B 24/3a% +a— 3 1
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Por lo tanto,

(2w +2a  —2y, x 2 4y’
Ga (x,y) - ( 2y0 2.1,’0 — 2a ) (y> * ( ny ‘

Equivalentemente,
G, (2) = DG, (0) z + 2°.

Los valores propios de DG, (0) = DF, (P,) estan dados por

Mo (a) =2 ((%m) + i—2a2—a). (5.12)

En particular, éstos son complejos conjugados si a < —% = —0.6830127....
Su mddulo estd dado por |12 (a)| = 2v/3a? + 2a (obsérvese que 3a®+2a > 0
si a < —%). Por lo tanto, [A; _ (a)| = 1 si, y slo si, a = %{m. Nos in-
teresa la raiz negativa, asi que tomamos a = a4 = _8_2—}1/m = —0.7742918....
Entonces, en una vecindad adecuada .J alrededor de ay4, los valores propios
At~ (a) son complejos conjugados; en a = a4 éstos tienen mddulo 1 y si
a € J, dicho médulo es mayor que 1 si a > a4 y es menor que 1 si a < ay.

Para a € J la forma canédnica de la matriz DG, (0) = DF, (P,) = M es

del tipo 2 < g _Oéﬁ > con 2 (a % if) los valores propios Ay _ (a), es decir,

a= (% + a) y B =+/a+2a%— i. El procedimiento usual nos lleva a que la

10 1 0
matriz T dada por < o B >, con inversa T = ( 4w ), es tal que
Yo vo BB
T =2 ¢ P
b8 «
Paso 2: Obtencion de la parte lineal de (5.5).

Sea H, = T7'G,T. Entonces,

Hy(w) = TG (T (w)))
= T (MT (w) + (Tw)?)
= T'MT (w)+ T ((Tw)?)

_ 2(2‘ 7 )w+T1 (Tw)?) .
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Haciendo w = (&,1) = £ + in, se sigue que 2 ( g _ozﬁ )w = (2a€ —

20n) +i(26€ + 2am) = 2 (a +1iB) (€ +in) = Ay (a) w.
En conclusién, escribiendo simplemente A en lugar de A, (a), G, es con-
jugada con la funciéon H, dada por

H, (w) = w+T" ((Tw)2) :

Nétese que la parte lineal de H, es la de (5.5).
Siguiendo a los autores citados, se procede desarrollar a H, en serie de
Taylor alrededor del origen para obtener una funcién de la forma

w — \w + 61w? + 6w + 6, + O (3) (5.13)

donde O (3) representa términos de orden mayor o igual que 3 y Aw es el
término lineal que ya tenemos. Una vez alcanzado este punto de partida, una
serie de conjugaciones nos llevara a la forma normal deseada.

Paso 3: Obtencion de (5.13).

Vamos a calcular explicitamente H, (w) en términos de w y w. Para em-

pezar,
1 0 3 ag +
Tw:(i £><6)2<M):£+Z T/’
Yo Yo n Yo Yo
por lo que
2
Yo Yo
2
‘ ) 1 0 52 _ [ a&£8n
En consecuencia, 7! ((Tw) ) = a Yo Yo =X+
—3 B 25(11&;)677)
1Y, donde, tras alguna simplificacion, se obtiene,
1
X = 7z (1 —a®) & — 2080 — B°0%) ;
0
1
v o= a3 ((ays +a®) € + 26 (5 + a®) En + %) .
0

Haciendo ahora { = 3 (w+W), n = 5 (w—W) y renombrando los co-
eficientes de estas X, Y como sigue: A = ﬁ (1-a?), B = ﬁ (—ap),
0 0
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C = = (=8, D = 2= (@h+a¥), B = 780+ y F = ap”,
se llega a que

X = (A-2B-C)w* +2(A+ B)ww + (A +1i2B — C)w*;
Y = (D—-i2E — F)w® +2(E + F)ww+ (D +i2E — F)w"

Finalmente, tras unas cuentas adicionales, obtenemos que
T (Tw)?) = 61w? + 61w + 6,77

donde los coeficientes d; estdn dados en términos de A, B, C, D, E'y F
para j = 1,2,3.1°
Con todo lo hecho hasta aqui llegamos a que F,, con a € J, es conjugada
a
H, (w) = Mw + 61w* + Soww + 05107, (5.14)

que es la anhelada forma (5.13) para la familia de funciones que nos ocupa.

NOTA 2: Obsérvese que la naturaleza particular de las funciones F, exime
a la forma (5.14) de los términos O (3) que aparecen en el caso general (5.13).

Paso 4: Comprobacion de las hipdtesis del teorema preliminar.

Haciendo a = a4 + t, |A(a)| = |A(asg +1)| para a € J, obtenemos que
t = 0 es el parametro donde se cumple que los valores propios A (a) tienen
modulo 1, y que dichos valores propios son complejos conjugados en algin
intervalo alrededor de 0 (el que corresponde a a € J). Esto implica que H,
satisface i), ii), y una parte de iii), del teorema preliminar. Para lo que falta
de iii) se presenta la siguiente cuenta:

Sustituyendo a4 = %41@ = —0.7742918...(que corresponde a t = 0) en
(5.12) se obtiene

A(aq) = —0.548 58 4+ 0.836 10:.

Calculamos ahora A (a4)" paran =23y 4:
(—0.548 58 4 0.836 10i)2 = —0.39812 —0.917 341

(—0.548 58 4+ 0.836 10@')3 0.98539 + 0.170 361
(—0.548 58 4+ 0.836 10@')4 = —0.683 + 0.73043:.

Es claro que se cumple la hipdtesis iii) del teorema preliminar. Ya se
puede, entonces, concluir que nuestra familia de funciones es conjugada (para

"Concretamente, 61 = 1 (A+2E —C+i(D—2B—F)), 6, = 3(A+C+i(E+F))
yo3=1(A-2E—-C+i(D+2B-F)).
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un intervalo adecuado de pardmetros) a la forma normal (5.5); pero ello no
basta, se requiere obtener explicitamente esta forma normal en el caso que
estamos tratando.

Paso 5: Dos formas normales intermedias para llegar a (5.5).

Sea L (w) = w + ayw? + aoww + asw? con coeficientes

M Na—y
“T XA

_53
as

donde 6§, d2, d3 son los coeficientes que aparecen en (5.14). Nétese que la
recién comprobada hipdtesis iii) del teorema preliminar garantiza, por la
continuidad, que al menos en algin intervalo alrededor del origen los de-
nominadores de los coeficientes a;, as y az no se anulan, por lo que éstos
estan bien definidos. De acuerdo con [11], L; tiene una inversa dada por
Lt (w) = w — aqw? — aqww — azw? + O (3). Sea hy = L' o H, o Ly. Por su
definicién, h, es conjugada con H, y, por ende, con F,. Una serie de nuevos
calculos llevan a la conclusiéon de que h, es de la forma

he (W) = Aw + O (3) .

Es decir, h, conserva la parte lineal de H, y ya no tiene términos cuadraticos.
No hay manera de eludir los cédlculos puesto que requeriremos algin coefi-
ciente de O (3), asi que haciéndolos —omitimos detalles— se obtiene

ho (W) = Aw+ (261a; + doa3) w?
+ (26105 + 9@z + 0201 + 203G3) WW
+(261a3 + 09a71 + 0oy + 26303) Ww
+ (82a3 + 205a7) W° + O (4) .
O sea que h, (w) es de la forma
he (w) = dw + Byw? + Bow?W + Bsw%w + B,0° 4+ O (4) . (5.15)

Nuevamente de acuerdo con [11], esta funcién es conjugada con una de la
forma 5.5. Concretamente, (5.15) es conjugada con

ga (W) = Mw + Byw?T + O (4) . (5.16)
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Noétese que el coeficiente 5, = 2§1a2 + doaz + daa; + 2d3a3 en (5.15)
prevalece en (5.16) y se puede calcular practicamente dado que conocemos
todos los 9; y los a;.

Paso 6: La forma polar de (5.16).

Procediendo como se indicé tras el enunciado del teorema preliminar, se
obtiene una forma polar del tipo (5.9) para la funcién g, (w) dada por (5.16).
En este caso, los coeficientes d, «, ¢, ¢; v b senalados a continuacién de la
ecuacion (5.9) son los siguientes:

. (di |A<a>|)a_a4 - (¢§—%22)
o« = Re (i(()))
b = olay) = arg By(ay),

¢1 = ( ) Y
=a4
b Ly (Delod)
2 Aay)
Numéricamente se comprueba que d y « son negativos con lo cual, uti-

lizando el teorema de Naimark-Sacker, se cumple la proposicién (5.7.6). Con
esto queda concluida la demostracién. [

Como ya se ha dicho en la seccion 5.4, por las simetrias de F,,, para a € J,
nacen, en realidad, cinco curvas invariantes atractoras ademas de I',: una en
torno a P, y las otras cuatro en torno a cada punto atractor de periodo
dos. Todos estos puntos peridédicos que eran atractores, tras la bifurcacion se
convierten en repulsores.
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Apendice 5D. Existencia y
desaparicion del hoyo V.

Como se demostro en la seccion 5.6, la definicién 5.6.1 implica que si un
hoyo existe, entonces el punto fijo repulsor P no puede tener imagenes in-
versas, distintas de P, dentro de S. Para cierta clase de funciones sencillas,
en [19] se demuestra que —bajo ciertas hipétesis— esta condicién necesaria es
también suficiente, con lo cual se obtiene una caracterizacion sencilla para
la existencia —y desaparicién— de un hoyo y una zona anular. Ahi también
se menciona —sin demostracion— que dicha caracterizacion es valida para
una clase mas amplia de funciones. Siguiendo las ideas mencionadas en [19],
veremos en este apartado que para cierto rango de parametros, dicha car-
acterizacion es valida en el caso de las funciones Fj,. Una vez hecho esto, la
proposicion 5.7.1 se desprende facilmente.

NOTA: Como en el capitulo 1 (seccién 1.4), denotamos por A;, i = 0, 1,

2, 3, a las cuatro regiones compactas en las que se descompone F);* <Z4 (a))

(véase figura 1.10).

Para parametros —1 < a < —%, A, es una zona absorbente cuya frontera
estd formada por ciertos arcos de L y L; (los que se obtienen de iterar dos
veces cada uno de los tres arcos determinados por A, N L_;). Consideremos
ahora el pardmetro particular a = —0.8215 < % Como se muestra en las
figuras 5.15, para este valor del pardmetro existen, dentro de A,, una zona
anular B, y un hoyo W, = A, — B, # (). La zona anular B, est4 determinada,
o construida, de la siguiente manera: denotemos por §, a la interseccién de
A, con el exterior del disco Dy, (cuya frontera es la circunferencia singular
L_4). Esta interseccion tiene tres componentes compactas ajenas A, N A,
i =0, 1,2, 3 (ver figura 5D1). Es decir,

0o = (AaNA1L) U (AN Az) U (Ag N'A5) C A, (5.17)
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Figura 5D1: 6, = (A N A1) U (Aa N A2) U (A, N'A3) C A,

Notese que el origen, punto fijo repulsor, no es elemento de d, dado que
éste es elemento de A, N Ay. Obsérvese también que la frontera de ¢, es la
unién de las tres componentes de A, N L_; con ciertos arcos de dA,, es decir,
09, es una union finita de arcos criticos.

Pues bien, la mencionada zona anular B, resulta de iterar d, un cierto

ko .
numero kg de veces. Es decir, B, = .L(le 7(d,) y se cumple que F, (B,) C B,
]:

y Wy, = A, — B, # 0. Numéricamente se comprueba que basta con tomar
ko = 15. Como 09, es union finita de arcos criticos, por el lema 4.1.4, 0B, es
también unién finita de arcos criticos. La frontera externa de B, coincide con
OA,, v la frontera interna estd formada por arcos de Ls y Li5. El conjunto
W, = A, — B, # () es un hoyo en torno al origen y su frontera es la frontera
interna de B, (véanse figuras 5.14(d) y 5.15 del capitulo 5).

Esta construccion se puede generalizar a parametros a menores que —0.8215;
es claro que, al menos para valores cercanos a este 1ltimo, se sigue obtenien-
do una zona anular y un hoyo no vacios. Partiendo de que se lleva a cabo
esta construccion, se obtiene la caracterizaciéon mencionada al principio, que
formulamos como sigue.

ko .
Proposicién 5.7.7 Sea a < —0.8215. Supongamos que B, = .Lﬁng (0q) es
‘7:
tal que F, (B,) C B, para cierto entero ko. Entonces, W, = A, — B, # 0 si,
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y solo si, todas las imdgenes inversas de orden uno del punto fijo repulsor
P =0, distintas de P, estdn en el exterior de Ay.'6

Demostracion: Sabemos que si un hoyo existe, entonces el punto fijo re-
pulsor P no puede tener imagenes inversas, distintas de P, dentro de S. Sélo
resta, entonces, probar la suficiencia.

Como se establecié en el capitulo 1 (y utilizando la misma notacién), las
tres preimagenes del origen distintas de éste son 2t*; = —2a € R, —2v*; €
pR y —2u* | € p°R; por las simetrias de F), las tres simultdneamente son (o
dejan de ser) elementos de A, (o de A,).

Hagamos a; = 2t* |, ap = =20, y a3 = —2u* ;. Obsérvese que estas tres
peimdgenes jamds son elementos de Dy, = intAy. En consecuencia, a; € A,
si, y sélo si, a; € A; N Ay, 1 = 1,2,3; es decir, estas tres preimdgenes son
elementos de A, si, y sélo si, son elementos de ¢,.

Supongamos que «; ¢ A, para i = 1,2, 3. Esto significa que «; ¢ d, y por
lo tanto, 0 ¢ F, (,); como se trata de un punto fijo, 0 ¢ F" (d,) para todo

ko .
n > 1. Como B, = .leFC{ (04) v Fo (Ba) € By, se sigue que F' (B,) C B, y
]:

también que F (0,) C B, para todo n > 0. En consecuencia, 0 ¢ B,; por lo
tanto, 0 € Ay — B, =W,y W, # 0. O

De la proposicién 5.7.7 se desprende una condicion sencilla para la de-
saparicion de W,: basta con determinar el parametro para el cual ocurre que
las preimagenes a; del origen ingresan en A,. Como las tres preimagenes tocan
simultdneamente JA,, basta con determinar en qué momento la preimagen
real, a; = —2a, toca JA,. Como se establecié en el capitulo 5, esto ocurre si,
y sélo si, el pardmetro estd dado por 5.3.

16En [19] se menciona, sin demostracién, este resultado en una situacién un poco mas
general.
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Apéndice 5E: El hoyo W,
desaparece por una bifurcacion
homoclinica.

Por definicién, si P es un punto fijo repulsor y f es no invertible, la
variedad inestable de P, W*(P), es el conjunto de todos los puntos w que
tienen al menos una sucesién infinita de preimagenes (de orden creciente)
convergente a P. A su vez, la variedad estable de P, W*(P), son aquellos
puntos cuyas orbitas convergen a P. Se puede demostrar que si P es un punto
fijo repulsor, la érbita de z converge a P si, y sélo si, f™(z) = P para alguna
m > 1. En consecuencia, la variedad estable de un punto fijo P repulsor es
el conjunto de todas las imagenes inversas de todos los 6rdenes de P.

Definicion 5.7.8 Un punto q # P es homoclinico a un punto fijo P repulsor
siq e W*(P)NW?(P). Es decir, si alguna sucesion de preimdgenes de orden
creciente de q converge a Py, a la vez, existe m > 1 tal que f™(q) = P.'7

Si P es un punto fijo repulsor y f es derivable con continuidad, existe
un disco compacto E con centro en P en el cual se cumple que el médulo
de los valores propios de Df (z) es mayor que 1 para todo z € E. Mas
aun, f : £ — f(F) es un difeomorfismo y E se puede escoger de manera
que E C f(E). Por consiguiente, f tiene una inversa tunica definida en E,
fz': E — E, que es una contraccién, por lo que () f5" (E) = {P}. En estas

k>0

circunstancias se prueba que W*(P) = - fM(E).

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que el punto homoclinico
q de la definicién anterior es elemento del interior de este disco compacto

17A un punto fijo repulsor P para el cual existe un punto homoclinico ¢, en [17] se le
llama “Snap-back repellor”.
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E. Esto es asi porque, por definicién, existen preimagenes de ¢ (de orden
creciente) tan cerca como queramos de P; en consecuencia, alguna de estas
preimagenes cae en el interior de F, y podemos reemplazar a q por dicha
preimagen. Obsérvese que en F, dado que existe una tnica inversa f;' : £ —
E la sucesion de iméagenes inversas de g que converge a P esta univocamente
determinada y estéd dada por {fE_k (q) : k>1}.

La definicién 5.7.8 es, entonces, equivalente a la siguiente

Definicién 5.7.9 Supongamos que P es un punto fijo repulsor y que E es
un disco compacto como el senalado en el pdrrafo previo. Un punto q # P es
homoclinico a un punto fijo P repulsor si q € E, la sucesion {fb?k (q) : k> 1}
converge a P, y existe m > 1 tal que f™(q) = P (o simplemente, si q €
W P)NnWs(P)NE).

Regresemos a las funciones F, para a < —0.8215. Como se vié en el
apéndice 5D, para parametros en este rango pero cercanos a —0.8215, existe
un hoyo W, # (). Una primera relacién entre puntos homoclinicos y hoyos
nos la da la siguiente proposicién:

Proposicién 5.7.10 Si W, # (), no existen puntos homoclinicos al origen.

Demostracion: Como 0 es repulsor, existe £ C W, vecindad de 0 como
la que se utiliza en la definicién 5.7.9: los valores propios de D f (z) son de
modulo mayor que 1 para todo z € E. Denotemos por G, a la (rama de la)
inversa de F, definida en F. Como se ha senalado, (G, es una contraccion,
por lo que (G¥(U) = {0}, y la variedad inestable de 0, W (0), coincide

k>0
con |J F¥(E). Como A, es invariante hacia adelante y £ C A,, tenemos que
k>0
W (0) C A,.
Por otro lado, como W, # (), las imégenes inversas (de rango 1) del
origen, distintas de éste, estdn en el exterior de A,. Como F, (A,) = A,,

necesariamente todas las imagenes inversas del origen, de todos los 6rdenes,
estan fuera de A,; por lo tanto, (W*(0) — {0}) W™ (0) =0. O

Esta proposicién sugiere, entonces, que, al menos bajo ciertas condiciones,
una bifurcaciéon que conduce a la desaparicién de un hoyo puede “generar”
puntos homoclinicos al punto fijo repulsor. Siguiendo a [13], se tiene la si-
guiente proposicién.'®

18En [13] se presenta una proposicién general, semejante a la proposicién 5.7.11, pero
para funciones Zy, Z5 (ver Apéndice 5D para le definicién de estas funciones).
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Proposicién 5.7.11 Una condicion suficiente para que la bifurcacion que
conduce a la desaparicion del hoyo W, genere puntos homoclinicos al punto
figo repulsor P = 0 es que para el pardmetro donde se produce dicha bifur-
cacion, a = ag, se cumpla que W*(0) = A,.

Demostracion: Considérese la bifurcacion que hace desaparecer al hoyo
W, cuando a = ag. Para este valor del pardmetro tenemos «; € JA,, i =
1,2, 3 (recuérdese que oy, i = 1,2, 3, son las imdgenes inversas de cero). Como
O\, esta formada por arcos de Ly y L, se tiene, en particular, que o; € Ly,
1 = 1,2,3. Por lo tanto, cada «; tiene alguna imagen inversa de orden 2 en
uno de los tres arcos que componen a L_; N A,. Llamemos ¢; a esta imagen
inversa de «;. Es facil comprobar que ¢; € intA,.

Como por hipétesis W*(0) = A, si a = ag y W*(0) es abierto, entonces
q; € W*(0). Por otra parte, como F?2(q;) = a;, entonces F3(g;) = 0, por lo
que ¢; € W#(0). En conclusién, ¢; € W*(0) N 1W*(0), es decir, ¢; es un punto
homoclinico a 0, 1 <7 < 3.

El hecho de que ¢; € L_; para a = ag significa que el punto homoclinico
es un punto critico al momento de producirse la bifurcacién.

Ahora bien, para a < ag con a cercano a ag, digamos a € I, con [ cierto
intervalo en torno a ag, tenemos que «; € intA,. Es decir, al cruzar ag, los
puntos «; pasan de estar en el exterior, a estar en la frontera, a estar en el
interior, del conjunto A,. Por la proposicién 5.7.1, el hoyo W, ya no existe
para a < ag con a € I. Sin embargo, la condicién W*(0) = A, persiste para
todos estos parametros a < ag con a € I. Entonces, si z € intA,, tenemos
que z € W*(0) y por lo tanto, por definicién, alguna sucesiéon de imégenes
inversas de z converge a 0. En particular, como «; € intA, para a < ag
con a € I, alguna sucesién de imégenes inversas de «; converge a 0, con lo
cual o; € W*(0). Como a su vez «; es una preimagen de 0, o; es un punto
homoclinico al origen, ¢ = 1,2,3. [J

En resumen, si se cumple la hipdtesis de que W*(0) = A,, tenemos lo sigu-
iente. Suponemos I un intervalo pequeno alrededor de ag cuyo valor esta dado
por 5.3 en el capitulo 5:

(i) Para a > ag con a € I, no hay puntos homoclinicos al origen dado que
todas las imagenes inversas de éste estan fuera de A,

(ii) Para a = ag ocurre que o; € dA,, i = 1,2,3, y, de acuerdo con la
proposicién 5.7.11, se genera un punto critico homoclinico al origen.

(iii) Para a < ag con a € I aparecen un punto homoclinico a 0 cuya érbita
es no-critica.
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Por lo tanto, el problema de existencia de puntos homoclinicos al origen
para a € I equivale a demostrar que la variedad inestable del cero es densa
en A,; es decir que A, = W*(0). Aunque no se cuenta con una demostraciéon
de esta igualdad, experimentos numéricos evidencian que, en particular para
a = —0.8215 (que es un pardmetro un poco mayor que ag), esta igualdad
si se cumple. A manera de ilustracion de estos experimentos, en las figuras
5E1 se muestra cémo las iteraciones de un pequetio disco B, (0) con centro en
el origen tienden a “llenar” A, (en 5E1(a) hay cinco iteraciones y en 5E1(b)
bastantes mas).

5E1(a) SE1(Db)

Es obvio que de cumplirse para a = —0.8215, la igualdad A, = W*(0) se
sigue cumpliendo para parametros cercanos, asi que, en conclusién, conjetu-
ramos que es valida la siguiente proposicién.

Proposicién 5.7.12 En a = ag se cumple que A, = W*(0) y esta igualdad
subsiste para todos los pardmetros en un cierto intervalo I con centro en ag.
En consecuencia, la bifurcacion que hace desaparecer el hoyo W, en a = ag,
es una bifurcacion que genera puntos homoclinicos en torno al origen, es
decir, una bifucacion homoclinica en torno al origen.

De acuerdo con los resultados mencionados en [13], una consecuencia de
esta proposicion es que para a < ag con a € I, existe un conjunto tipo Cantor
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Q) C E C A, donde la dindmica es bastante compleja.t®

Es nuestra impresion, también, que esta dinamica complicada persiste
en A, para —1 < a < ag, es decir, que [—1,—,8215) estd contenido en el
mencionado intervalo I. Més ain, para [—1,ag), la dindmica es cadtica en
todo el conjunto A, y no sélo en un conjunto £ contenido en las inmediaciones
del origen (en a = —1 se tiene A, = K,. Las figuras 4.3 dan idea de cémo A,
se aproxima a K, cuando a tiende a —1).

19Gegtin dichos resultados, la existencia de un punto homoclinico a P implica que para
alguna iteracion de f, fM con M > 1, existe un conjunto tipo Cantor invariante bajo f.
M4és atin, para todo i > 1, existe un conjunto tipo Cantor invariante bajo fM*%. Todos
estos conjuntos contienen puntos periédicos de todos los periodos, estan contenidos en E
y el punto fijo repulsor P es elemento de todos ellos.
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