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PRESENTACION

Este trabajo se ha dividido en 6 apartados 6 capitulos y un apéndice.

1.En éste apartado se menciona la problematica en la ensefianza de la
Matematica desde un enfoque transmisivo y la perspectiva de desarrollar el
pensamiento critico expresada en los planes y programas de estudio por
diversas instituciones educativas. También se establece el problema, los
objetivos, el propésito y el supuesto del estudio.

2.Aqui se plantean las ideas de algunos pedagogos o especialistas en la
enseflanza de las Matematicas, que han visto la conveniencia de que se
incluyan y desarrollen las habilidades matematicas en la formacién académica
de los estudiantes.

3.En este capitulo se revisan los trabajos que tratan sobre el desarrollo de las
operaciones intelectuales. En particular las ideas de V. A. Krutetskii sobre las
habilidades matematicas.

4.En este apartado se detallan los procedimientos para la elaboracion de las
pruebas sobre las habilidades matematicas: flexibilidad de pensamiento,
generalizacion y reversibilidad de los procesos mentales. También se describe
el procedimiento de aplicacion de las pruebas, el analisis de los resultados y se
definen la poblacion y la muestra.

5.Aqui se analizan las tablas y graficas correspondientes a las variables bajo
estudio, se calcula el coeficiente Alpha de Cronbach para la fiabilidad de las
pruebas, se plantea una introduccién al Analisis de Componentes Principales y
se determinan las correlaciones: (parcial) entre las variables y  entre
Matematicas | a IV y las habilidades.

6. Se dan las conclusiones parciales y finales derivadas del estudio exploratorio y
se sugieren algunos problemas no rutinarios con el proposito de promover el
desarrollo de algunas habilidades matematicas en los estudiantes.

Bibliografia. Se sefalan las fuentes consultadas.

Apéndice. Se da el procedimiento formal para el calculo de los Componentes
Principales.



1. INTRODUCCION

1.1. CONSIDERACIONES INICIALES

Anteriormente, la ensefianza de la Matematica se proyectaba desde la
perspectiva de la clasica disciplina mental y los esfuerzos se orientaban a
familiarizar a los alumnos con el contenido del programa o del plan de estudios,
sin considerar las aptitudes y el desarrollo de capacidades intelectuales en los
estudiantes.

Concebida la ensefianza como “dar clases”, ese reduce a la simple transmision de
los temas del contenido del programa y a la ejecucion por parte de los alumnos de
algunos problemas tipo en los que por lo general se pide la “aplicacién” directa de
los conocimientos ensefiados

Ojeda (1996) escribe que, generalmente, en las clases de bachillerato el profesor
expone el tema oralmente y guidndose por sus apuntes, utilizando el pizarrén al
frente de la clase, proporcionando a los alumnos sinopsis del contenido,
planteando preguntas y problemas para ejemplificar la aplicacion de los
resultados obtenidos, sin que haya lugar para la reflexion.

Nickerson (1987) mencionan que los enfoques tradicionales de la educacion se
han centrado en la ensefianza de material de “contenido de los cursos” o, lo que
es lo mismo, en impartir un conocimiento practico. En comparacion, se ha
prestado relativamente poca atencion a la enseflanza de las habilidades de
pensamiento, o al menos, a la ensefianza de las habilidades que intervienen en
actividades de orden superior tales como el razonamiento, el pensamiento
creativo y la solucion de problemas.

Santos y Vargas (2003) apuntan que resulta inadecuada la instruccién de centrar
la atencion de los estudiantes en el empleo de reglas, férmulas o procedimientos,
gue se aplican a situaciones dirigidas donde el mismo contexto en estudio les
permite identificar los recursos que necesitan para resolver los problemas. Este
tipo de instruccion genera serias dificultades en los estudiantes cuando se
enfrentan a problemas donde ellos mismos tienen que identificar la estructura
profunda que les permita acceder a una serie de recursos y representaciones
para resolverlos.

Asi el estudiante debe transformar la actividad mecanica de aplicar reglas,
algoritmos u operaciones, en procesos de estimacion de resultados, cuantificacion
y analisis de relaciones y en la solucion de problemas o soluciones.

Esta situacion se manifesté de manera general en el periédico “Uno mas uno” (5
de dic. de 2001): “Reprueban a México”. Segun un examen de conocimientos
escolares que aplicd la Organizacion para la Cooperacion y el Desarrollo
Econdémico (OCDE) a 31 paises. Los alumnos mexicanos obtuvieron en
Matematicas un promedio de 387 puntos, mientras que el promedio de la OCDE



es de 500 puntos. En Ciencias el resultado fue de 422 puntos.

Santos y Vargas (2003) mencionan que aun cuando el tipo de preguntas que
generalmente incluyen esos examenes tienden a ser de respuesta corta y no dan
cuenta de los procesos y cualidades de razonamiento que los estudiantes puedan
exhibir en sus caminos de solucion, lo que resulta evidente es que aun en las
pruebas estandarizadas, los estudiantes mexicanos experimentan serias
dificultades.

Bazan (2001) plantea que en una cultura marcada por un proceso acelerado de
acrecentamientos, el acento no puede ponerse en los conocimientos mismos,
mafiana reformulados, sino en las habilidades que permitan una actualizacion sin
término, la adopcion de formas de trabajo intelectual mas racionales y eficaces,
segun necesidades sucesivamente determinadas.

Diaz (2003) reporta que la intencion de fomentar el desarrollo del pensamiento
critico aparece hoy en dia en casi todos los proyectos curriculares de educacion
media y media superior, expresada en los objetivos, los contenidos o las
actividades educativas. En la perspectiva psicolégica de corte cognitivo, el término
de pensamiento critico se utiliza en ocasiones como sinénimo de juicio evaluativo,
analisis, emision de juicios u opiniones personales, pensamiento formal,
desarrollo de la metacognicion, o simplemente como un proceso de razonamiento
y solucion de problemas en general.

Schmelkes (2004) menciona que la investigacion educativa demostré que el
conocimiento adquirido que no se utiliza tiene mas probabilidades de olvidarse y
de perderse, lo que llevd a uno de los planteamientos fundamentales de la
curricula actual: es mas importante el desarrollo de habilidades y el apoyo en la
conformacién de los esquemas personales y sociales, que transmitir
conocimientos preestablecidos. Ahora sabemos que la educacién que mas sirve
no es la que pone en primer lugar la transmision de conocimientos, sino la que
pretende desarrollar habilidades basicas (escuchar, expresarse oralmente y por
escrito, comprender lo que se lee, solucionar problemas, buscar informacion,
hablar otra u otras lenguas) y habilidades superiores (de razonamiento, de
analisis, de sintesis, de discriminacion y clasificacion de informacion, de criticidad
y de creatividad)

En lo fundamental se trata de aprender a aprender, de poder acceder a los
conocimientos. Si se desarrollan bien, estas habilidades nunca se olvidan. Se
siguen profundizando en la vida y el trabajo.

En el Plan de Estudios Actualizado (PEA, 1996) para el Colegio de Ciencias y
Humanidades se enuncia que la formulacion mas general de la identidad del
Bachillerato, consiste en colaborar al desarrollo de la personalidad de los
alumnos, a fin de que alcancen una primera maduracion y, en consecuencia, su
insercion satisfactoria en los estudios superiores y en la vida social. No se reduce,
por lo tanto, a la simple transmisibn de conocimientos, sino que se propone
contribuir a la participacién reflexiva y consciente de los alumnos en la cultura de



nuestro tiempo con las caracteristicas de esta en nuestro pais.

Se menciona que este Bachillerato es un Bachillerato de cultura basica, es decir,
un bachillerato de fuentes y no de comentarios, puesto que se propone dotar al
alumno de los conocimientos y habilidades que le permitan acceder por si mismo
a las fuentes de conocimiento y mas en general, de la cultura; por ello pone el
acento en el trabajo intelectual del alumno y excluye concebirlo como repetidor del
saber del profesor, con quién comparte, en cierta igualdad radical, la posibilidad
de conocer, juzgar, opinar y fundar intelectualmente.

Con todo, la conciencia de que poco menos de la mitad de los alumnos que se
inscriben en el primer semestre, no terminaran el ciclo, impone la necesidad de
insistir en los aspectos de formacion humana, en las habilidades intelectuales que
permitan a los alumnos, de todas maneras, un desarrollo personal y una
participacion social responsable y positiva.

En lo referente a las asignaturas de quinto semestre, concretan en el Modelo
Educativo del Bachillerato del Colegio la cultura de la especialidad, en relacién
estrecha con la cultura basica, en la medida en que se orientan a la sintesis de lo
aprendido en un area en los cuatro primeros semestres y su aplicacion a campos
especificos de la misma. Estas asignaturas deben mantener la unidad del area a
la que se adscriben, en concepciones, métodos de seleccién, continuidad y
progresion de contenidos, prestando atencién explicita a las habilidades y
conocimientos requeridos para un comienzo fructifero de los estudios superiores.

Bazan (2001) nos dice que a través de los distintos campos de la Matematica, el
alumno tiene la posibilidad de entrenarse para lo que aparentemente o de primera
intencién, no puede conocer, a NoO Ser gue ponga en juego estrategias de
pensamiento que le permitan acercarse a lo incognito, aunque sea
indirectamente, a partir de lo conocido.

Cuanto hay que enfocar con pertinencia y trabajar con sentido pedagdgico para
gue la Matemética cumpla con esta funcién educativa trascendental de multiplicar
los procedimientos de pensar racional de los alumnos, en vez de seguir siendo la
incomprensible trampa oscura donde se hunden las estadisticas de egreso, nadie
escapa Yy nadie puede sustraerse de la responsabilidad de contribuir a tal cambio.

Dentro de esta responsabilidad, el Plan de Estudios Actualizado recomienda al
profesor utilizar en el aula recursos y estrategias que permitan alentar el trabajo y
la discusion de ideas en equipo y grupal, promover la curiosidad y el interés por
investigar, favorecer la creatividad y la autonomia intelectual, ampliar la capacidad
de razonamiento, utilizar distintas formas de representacion y comunicacion de
ideas, fomentar la perseverancia en el trabajo y el desarrollo de diversas
habilidades y capacidades como la flexibilidad de pensamiento, redondeo de
cantidades, estimacion de resultados, imaginacion espacial, identificacion de
patrones de comportamiento y regularidades, visualizacibn de relaciones,
formulacién y contrastacion de hipétesis y en general, todos aquellos aspectos
relacionados con la elaboracién y manejo de conceptos y procedimientos, asi



como la formacion de valores, actitudes y normas en el estudiante.

Si se trata de que el docente desarrolle su labor de manera eficaz, de acuerdo
con los nuevos enfoques y métodos de ensefianza centrados en el desarrollo de
habilidades intelectuales, resulta necesario que se haga una mayor difusion
interpretativa sobre la metodologia sugerida que incluya ejemplos de secuencias
didacticas y estrategias de ensefianza y aprendizaje para ilustrar su empleo en el
aula.

Estévez (2003) afirma que la aplicacién exitosa, por parte del profesor, de
modelos didacticos centrados en el desarrollo cognitivo de los estudiantes, es un
campo poco explorado por la investigacion por lo que estdn pendientes de
responder preguntas acerca de cuales y en que consisten los aspectos cognitivos
del profesor que entran en juego de manera determinante en situaciones
didacticas practicas, en contextos y culturas especificas. Buscar respuestas a
este tipo de preguntas y a otras relacionadas con el profesor como agente
educativo, es una tarea de estudio necesaria, si deseamos que la investigacion en
el campo tematico de la cognicion se desarrolle atendiendo a la diversidad de
factores y agentes que participan en la educacion.

1.2. EL PROBLEMA, OBJETIVOS, PROPOSITO Y SUPUESTO DEL TRABAJO

Previamente al establecimiento del problema, definiremos el concepto basico de
habilidad matematica (de acuerdo con Krutetskii) usado en el presente trabajo:

“la capacidad para aprender las matematicas de los cursos escolares, pero
centrada en la resolucion creativa de problemas; entendiendo por esto, el resolver
un problema de varias maneras originales, el resolver problemas no rutinarios, la
deduccién independiente de formulas, en general, la manifestacion de creatividad
independiente de la instruccién escolar”.

Las habilidades matematicas se pueden manifestar, por ejemplo, deduciendo una
ley general a partir del andlisis de casos particulares o encontrando varios
métodos en la solucién de un problema.

Bajo las consideraciones teéricas y pedagogicas anteriores, el problema en estudio
consiste en determinar qué habilidades matematicas estan presentes en los
alumnos de quinto semestre (grupo 503, turno matutino del Colegio de Ciencias y
Humanidades en el Plantel Sur) para una actividad exitosa en Estadistica y Probabilidad.

Los objetivos son:

1 Correlacionar habilidades matematicas (en el contexto estadistico-
probabilistico) con desempefio académico en Estadistica y Probabilidad I.

2 Correlacionar habilidades matematicas (en Estadistica y Probabilidad) con
el desempefio académico en Matematicas | a IV.



El propdsito es:

Sentar bases que permitan, en la practica, el desarrollo de estas
operaciones intelectuales en el alumno, como objetivos operativos
planteados en un curso de Estadistica y Probabilidad I.

El supuesto:

Se parte del supuesto de que de acuerdo con los objetivos curriculares del
Plan de Estudios Actualizado, los cursos de Matematicas y de Estadistica y
Probabilidad promueven procesos cognitivos para formar alumnos capaces
en esta area del conocimiento.



2. LOS OBJETIVOS DE LA ENSENANZA DE LA MATEMATICA

2.1. LA OPINION DE LOS PEDAGOGOS CON RESPECTO A LOS
OBJETIVOS DE LA ENSENANZA DE LA MATEMATICA

Dentro de los enfoques innovadores en la ensefianza de las Ciencias, diversos
pedagogos e instituciones educativas han planteado que dentro de los objetivos
de la ensefianza de la Matematica, se incluyan aquellos que se refieren al
desarrollo de las capacidades del estudiante relacionadas con la actividad propia
de la Matematica, en particular la capacidad para resolver problemas.

Nickerson (1987) menciona que ensefiar a pensar debe implicar cuatro tipos de
objetivos:

a) Capacidades subyacentes al pensamiento: clasificacién, analisis,
formulacidn de hipotesis, étc.

b) Métodos que ayudan al pensamiento.

¢) Conocimientos sobre el pensamiento.

d) Actitudes que conducen al pensamiento.

Gibbs y Fox (2000) reportan que algunos especialistas en la ensefianza de las
ciencias plantearon seis etapas hacia la competencia cientifico-matematica:

a) Sustituir la memorizacion por la exploracion y la inventiva.

b) Partir de las ideas preconcebidas de los alumnos.

c) Evaluar el rendimiento, no la regurgitacion.

d) Seleccionar los textos de Matematicas atendiendo a lo importante.
e) Centrarse en el curriculo de secundaria superior.

f) Eliminar los niveles de rezagamiento.

El Programa para la Modernizacion Educativa (SEP, 1990), para el primer afio de
secundaria (version preliminar), plantea que los lineamientos para el desarrollo del
curso se refieren principalmente a el desarrollo de algunas habilidades
Matematicas por medio del estudio de la Aritmética. Dichas habilidades son:

a) Flexibilidad del pensamiento.

b) Reversibilidad del pensamiento.
c) Memoria generalizada.

d) Resolucion de problemas.

Santos y Vargas (2003) afirman que en los ultimos 15 afios se ha reconocido que
aprender Mateméticas va mas alla de que el estudiante aprenda un conjunto de
reglas, formulas o procedimientos para resolver listas de problemas rutinarios. Se
acepta que en el proceso de aprender la disciplina los estudiantes necesitan
desarrollar una disposicion y forma de pensar donde constantemente busquen y
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examinen diferentes tipos de relaciones, planteen conjeturas, utilicen distintos
sistemas de representacion, establezcan conexiones, empleen varios argumentos
y comuniquen sus resultados. Por ejemplo, El Consejo Nacional de Profesores de
Matematicas (NCTM) identifica dos componentes fundamentales que todos los
estudiantes preuniversitarios deben desarrollar en sus experiencias de
aprendizaje:

i) lineas de contenido que comprenden el desarrollo del pensamiento numérico,
algebraico, geométrico, y aspectos relacionados con la actividad de medir,
ordenar y manejar informacién (estadistica).

i) procesos inherentes al quehacer de la disciplina donde se destaca la resolucion
de problemas, el razonamiento matematico, las conexiones matematicas, el
empleo de representaciones y la comunicacion de resultados.

Mari Molla (1998) escribe que lo méas importante de la Educacion Matemética es
el aprendizaje de procesos y procedimientos, por ser destrezas generales, validas
en muchos contextos y situaciones, y el enfoque de las matematicas desde la
resolucién de problemas puesto que desde este enfoque se utilizan todas las
capacidades basicas del individuo ejercitindose las destrezas y procesos
cognitivos generales, insistiéndose en la aplicabilidad de estos conocimientos.

Celorrio (2003) menciona que la capacidad de desarrollo del pensamiento
innovador se ha convertido en la actualidad (educativa) en una de las claves de
formacion. En su trabajo “Desarrollo del pensamiento creativo” plantea que los
programas de intervencidon cognitiva se centran en las habilidades de
pensamiento con el objetivo fundamental de ensefiar a pensar. Expresado de otro
modo, el objetivo de estos programas no es conseguir una mejora en el
coeficiente intelectual o en rendimiento escolar de los sujetos, sino en desarrollar
capacidades y en adquirir procedimientos, estrategias y técnicas para ejecutar
diferentes tipos de tareas que sirvan de base para la actividad cognitiva y, por
tanto, para el desarrollo creativo.

De manera general en estos objetivos no se considera a la Matematica como la
clasica disciplina mental, el énfasis se coloca sobre capacidades o habilidades
intelectuales como, crear, inventar, relacionar, conjeturar, establecer conexiones,
etcétera

2.2.  LOS OBJETIVOS DE LA ENSENANZA DE LA ESTADISTICA Y DE LA
PROBABILIDAD.
Gal (2005) habla de la Cultura Estadistica y de la Cultura Probabilistica:

a) La Cultura Probabilistica esta estrechamente ligada a la Cultura

Estadistica.
b) La Cultura Estadistica hace referencia a la habilidad de la gente para
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interpretar, evaluar criticamente, y cuando expresa pertinentemente sus
opiniones relacionadas con informacion estadistica, argumentos
relacionados con datos o fenOmenos estocasticos.

c) El comportamiento de Cultura Estadistica, requiere la activacion conjunta
de componentes cognitivos como: conocimiento estadistico, conocimiento
matematico, conocimiento contextual o del mundo, conocimiento de
preguntas criticas que han de ser requeridas; y componentes de
disposicion: involucra la presencia de una postura critica, asi como ciertas
creencias como creer en el poder del proceso estadistico, creencia en si
mismo como capaz de pensar estadisticamente y una creencia en la
legitimidad de adoptar una perspectiva critica sobre informacion que uno
recibe de fuentes presumiblemente “oficiales” o de expertos.

Monz6 y Queralt (1995) afirman que el estudio de la Estadistica y de la
Probabilidad ayuda al desarrollo personal del alumnado. El estudio de estos
contenidos en un contexto aplicado permite el desarrollo de habilidades
matematicas tanto cognitivas como metacognitivas, desarrollo de habilidades
numeéricas, introduccion a la modelizacibn matematica de problemas reales,
conocimiento mas profundo de la naturaleza e importancia de la variabilidad,
tratamiento de la incertidumbre, etc. También es necesario animar a los
estudiantes a descubrir generalizaciones y que relacionen el efecto de modificar
un conjunto de datos por medio de transformaciones aditivas o multiplicativas de
la media, la mediana, la moda y la varianza. Los futuros universitarios deben ser
capaces de obtener generalizaciones de resultados por medios algebraicos.

Rossman y Chance (1999) reportan que la reforma de la Educacion Estadistica
enfatiza el aprendizaje activo por parte de los alumnos, la comprension
conceptual de las ideas estadisticas basicas y el desarrollo de habilidades para
comunicarse estadisticamente.

Garfield y Chance (2000) mencionan que los objetivos comUnmente aceptados en
la ensefianza de la Estadistica en la mayoria de los grados y niveles son.

a) Comprender el propésito y la logica de la investigacion (en general).
b) Comprender el proceso de la investigacion utilizando la estadistica.
c) Comprender la probabilidad y las posibilidades.

d) Fomentar el desarrollo de la literatura estadistica.

e) Desarrollar la disposicion para usar la Estadistica.

f) Desarrollar el pensamiento estadistico.

La profundidad o nivel de desarrollo de estos objetivos difieren de acuerdo con el
nivel educativo. Sin embargo, de acuerdo con los cambios en la Educacion
Estadistica se ha incrementado el desarrollo de:

a) La habilidad de los estudiantes para producir descripciones razonadas,
juicios, inferencias y opiniones acerca de la forma en que se obtienen los
datos (planteamiento del problema y de la hipétesis, disefo, ejecucion,
analisis y conclusiones).
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b) La habilidad para pensar criticamente usando el razonamiento
estadistico.

Algunas de las habilidades de razonamiento estadistico que es necesario
fomentar son:

a)
b)
c)
d)
e)
f)

g)
h)
i)

Interpretacion correcta de las probabilidades.

Comprender cuando seleccionar un promedio adecuado.

Entender las probabilidades como frecuencias relativas.

Usar el razonamiento combinatorio.

Comprender la independencia.

Comprender la variabilidad muestral.

Distinguir entre correlacion y causalidad.

Interpretar correctamente las tablas de doble entrada (de contingencia).
Comprender la importancia de las muestras grandes.

2.3. LOS ESTANDARES DE DESEMPENO EN ESTADISTICA Y PROBABILIDAD
PARA BACHILLERATO EN LA CIUDAD DE NUEVA YORK.

El Consejo de Educacion de la ciudad de Nueva York propone los siguientes
estandares

El alumno:

a)
b)

c)
d)
e)
f)

9)
h)

)
)
K)

Organiza, analiza y expone apropiadamente datos de una variable.
Organiza, analiza y expone apropiadamente datos de dos variables. Utiliza
técnicas de muestreo para realizar inferencias.

Entiende que la inferencia a partir de una muestra incluye incertidumbre y
gue el papel de la Estadistica es estimar el tamafio de tal incertidumbre.
Formula hipétesis para resolver problemas y usa datos para probar
hipétesis.

Interpreta representaciones de datos, compara distribuciones de datos y
critica conclusiones.

Crea y usa modelos de probabilidad y entiende el papel de las
suposiciones.

Utiliza conceptos y analiza situaciones que incluyen cambios.

Construye espacios muestrales apropiados y aplica los principios de suma
y multiplicacion de probabilidades.

Selecciona y usa un modelo de probabilidad apropiado.

Usa frecuencias relativas basado en datos empiricos para arribar a una
probabilidad experimental de un evento aleatorio.

Trabaja con la distribucion normal de probabilidad.
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2.4. LOS OBJETIVOS DE LA ENSENANZA DE LA MATEMATICA EN EL PLAN
DE ESTUDIOS ACTUALIZADO PARA EL COLEGIO DE CIENCIAS Y
HUMANIDADES.

En el Plan de Estudios Actualizado (PEA, 1996) para el Colegio de Ciencias y
Humanidades (CCH), se menciona que entre los diversos aspectos que es
necesario desarrollar en los cursos de Matematicas estan:

a) La habilidad para comunicar sus ideas correctamente utilizando diferentes
elementos de representacion simbdlica.

b) La capacidad para realizar inferencias légicas correctas a partir de hechos
matematicos dados, en situaciones particulares.

c) La capacidad para efectuar generalizaciones a partir del establecimiento de
similitudes o razonamientos l6gicos inductivos o deductivos.

d) La capacidad para aplicar los conocimientos algebraicos y geométricos
para modelar situaciones practicas o teoricas de la Matematica u otras
disciplinas.

2.5. LOS OBJETIVOS DE LA ENSENANZA DE LA ESTADISTICA Y DE LA
PROBABILIDAD EN EL PLAN DE ESTUDIOS ACTUALIZADO PARA EL
COLEGIO DE CIENCIAS Y HUMANIDADES

La materia de Estadistica y Probabilidad contribuye a la formacion de la
personalidad del adolescente, mediante el desarrollo de conocimientos y
destrezas intelectuales. Entre los diferentes aspectos que interesan desarrollar
estan:

a) Capacidad para formular conjeturas acerca de situaciones probabilisticas;
construir argumentos validos y aceptar o refutar otros

b) Habilidad para el desarrollo de estrategias para la resolucion de problemas
de la vida diaria y obtencion de resultados correctos.

Un analisis general de los objetivos propuestos anteriormente nos lleva a
establecer un denominador comun: al finalizar sus estudios o un tema, el
estudiante debe ser capaz de comprender algunos conceptos, desarrollando un
cierto numero de capacidades que se traduzcan en ciertos comportamientos
estadisticos como:

a) Capacidad para formular conjeturas acerca de situaciones probabilisticas y
juicios razonados para construir argumentos validos.

b) Capacidad para el pensamiento critico usando el razonamiento estadistico
como herramienta conceptual para resolver problemas en su vida cotidiana.

La Comision para la Revision y Ajuste de los Programas de Estadistica y
Probabilidad | y 1l (2004) del Colegio de Ciencias y Humanidades plantea que
durante el proceso de ensefianza y aprendizaje se tengan presentes los Principios
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Educativos del Colegio de Ciencias y Humanidades. Explicitamente sefiala:

a) Poner énfasis en el significado de conceptos y procedimientos, en el manejo
de estrategias, en la integracion de conocimientos y en el desarrollo de
habilidades matematicas como la generalizacion, transito de un registro a
otro, flexibilidad y reversibilidad de pensamiento, mas que la memorizacién o
la practica irreflexiva de algoritmos.

b) El logro de un adecuado desarrollo de habilidades compromete al profesor a
promover en el alumno acciones para que organice, sistematice, compare,
clasifique, explore, argumente y aplique los conocimientos que va
adquiriendo. Estas acciones favorecen una mejor comprension y el
crecimiento de sus capacidades intelectuales.

En la practica habitual de la ensefianza de la Estadistica y la Probabilidad, los
procesos cognoscitivos involucrados en el logro de los objetivos, generalmente,
distan mucho de las actividades que el alumno desarrolla en el aula.

En este sentido Ponce (2000) menciona que esta situacion se ve favorecida por
las caracteristicas de trabajo en el aula, especialmente si el docente comienza por
definir las nociones y proponer, acto seguido, una serie de problemas para que
los alumnos apliquen los conceptos. Como el saber ya esta construido, acabado y
no hay nada para construir, la actividad de los alumnos se centra en comprobar
en los problemas lo que ya fue determinado.
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3. MARCO TEORICO

3.1. ESTUDIOS Y PERSPECTIVAS SOBRE LA INVESTIGACION EN
HABILIDADES MATEMATICAS

Estévez y De Gunther (2003) abordan la investigacion sobre cognicion en México
en el periodo de 1991 a 2001. El estado del conocimiento en el campo de la
cognicion esta basado en 149 investigaciones recopiladas. Estos trabajos
coinciden en enfatizar los procesos cognitivos y no los productos. También
existen coincidencias acerca de cuales son los componentes principales del
sistema cognitivo. La mayoria de los investigadores reconoce, aunque con distinta
denominacion, la existencia de:

1) un componente activo de la mente conocido como los procesos y las
operaciones.

2) un componente estatico conocido como las estructuras y los esquemas que
estan conformados por los conocimientos y la informacién adquirida.

3) otro componente dinamico que permite vincular los dos anteriores y es
conocido con el nombre de estrategias cognitivas.

Los procesos pueden ser definidos como operadores intelectuales que actuan
sobre los conocimientos para transformarlos y generar nuevas estructuras de
conocimiento. Algunos procesos basicos o elementales son: la observacion, la
relacion, la comparacion, la clasificacion, el analisis, la sintesis, etcétera; procesos
de mayor nivel de complejidad son los implicados en la solucion de problemas, la
toma de decisiones, la creatividad, etcétera.

Las estructuras, en cambio, son entidades cognoscitivas de tipo declarativo o
semantico en torno a las cuales actlan los procesos; son la materia prima
indispensable para que ocurran las operaciones de pensamiento: hechos
conceptos, principios, reglas, teorias que conforman un campo de estudio;
también son la informacion acerca de hechos o situaciones de la vida cotidiana.

Las estrategias cognitivas son mecanismos a través de los cuales se pueden
relacionar los procesos y las estructuras, son heuristicos que dependen de las
demandas del tipo de situacion y del tipo de tarea; una misma estrategia puede
servir a muchas situaciones, todo depende de que el sujeto seleccione uno o
varios procesos gque sea capaz de aplicar y que también sean los adecuados al
tipo de situacion o tarea.

La actividad de los alumnos para asimilar y aplicar los conocimientos también ha
sido investigada por otros psicélogos y pedagogos quienes la consideran la
actividad prototipo del pensar.

Dentro de los trabajos que tratan aspectos relativos a las aptitudes y procesos del
pensamiento, estdn las investigaciones de Rubinstein, Piaget, Shardakov y
Krutetskii, que revelaron que el pensamiento se realiza en acciones mentales u
operaciones intelectuales como el andlisis y la sintesis, la abstraccion y la
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generalizacion, la identificacion y la diferenciacion, la clasificacion y la ordenacion
en serie, la codificacion y la decodificacion.

Aungque estos procesos estdn sujetos a leyes generales, la posibilidad de
desarrollarlos depende de que se satisfagan ciertas condiciones acordes con
éstas leyes y de la posesion de cierto tipo de habilidades que dependen del objeto
de estudio, siendo ésta la razdn de que existan otras capacidades mas
especificas o habilidades matematicas componentes de la capacidad matematica.

En particular el psicélogo ruso V. A. Krutetskii (1976) menciona que para la
resolucion de problemas matematicos, es necesario que el individuo posea una
cierta estructura psicolégica llamada la Estructura de las Habilidades
Matematicas, y que segun el, es desarrollable en la educacion.

De acuerdo con Krutetskii, Nickerson (1987) dice que la mera posibilidad de que
se puedan ensefar las habilidades de pensamiento nos obliga a esforzarnos por
ensefarlas. Si lo intentamos, y descubrimos que eso no conduce a nada, el costo
es solo una minucia de esfuerzo dilapidado. Pero si se puede ensefiar, y optamos
por no intentarlo, el costo, traducido a potencial intelectual desperdiciado, podria
ser tremendo.

Krutetskii elaboré un extenso estudio (entre 1955 y 1966) sobre la capacidad
matematica de los alumnos, estableciendo el siguiente concepto basico de
habilidad matematica escolar (mencionado anteriormente) “la habilidad para
aprender las matematicas de los cursos escolares, pero centrado en la resolucion
creativa de problemas; entendiendo por esto, el resolver un problema de varias
maneras originales, el resolver problemas no rutinarios, la deduccion
independiente de formulas, en general, la manifestacibn de creatividad
independiente de la instruccién escolar”.

Los resultados de su investigacién le permitieron identificar varias capacidades o
habilidades matematicas que son esenciales para el dominio de las Matematicas.
Estas capacidades son:

1) Habilidad para una rapida, amplia y detallada generalizacién del material
matematico.

2) La habilidad para abreviar el proceso de razonamiento y

3) La habilidad para el cambio de una forma de pensar directa a una
inversa.

Estas habilidades se expresan en grados variables en los alumnos capaces,
promedio y menos capaces. Bajo algunas condiciones, los alumnos capaces
demuestran “abreviacion” y “reversibilidad” con un namero minimo de ejercicios.
Los alumnos menos capaces expresan estas habilidades débilmente y los
alumnos promedio pueden desarrollarlos de modo muy gradual a través de un
sistema de ejercicios especialmente organizados. En otras palabras, bajo
condiciones idénticas, los alumnos capaces y los menos capaces experimentan
asociaciones gue son cuantitativa y cualitativamente diferentes.
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Orton (1998) menciona que de una forma mas detallada, Krutetskii concibio asi
los componentes de la capacidad matematica:

a) Una capacidad para extraer la estructura formal del contenido de un
problema matematico y para operar con ella.

b) Una capacidad para generalizar a partir de resultados matematicos.

c) Una capacidad para operar con simbolos, incluyendo los nimeros.

d) Una capacidad para conceptos espaciales, exigidos en ciertas ramas de
las matematicas.

e) Una capacidad de razonamiento légico.

f) Una capacidad para abreviar el proceso de razonamiento.

g) Una capacidad para ser flexible al pasar de un enfoque a otro, incluyendo
tanto la evitacion de la fijacion, como la capacidad de invertir el curso del
pensamiento.

h) Una capacidad para lograr claridad, simplicidad, economia y racionalidad
en las argumentaciones y pruebas matematicas.

i) Una buena memoria para el conocimiento y las ideas matematicas.

Orton también escribe que resulta muy interesante comparar este analisis con el
descrito por Suydam y Weaver (1977), reflexionando sobre las caracteristicas de
guienes resuelven bien los problemas matematicos:

a) Capacidad para estimar y analizar.

b) Capacidad para ver e interpretar hechos y relaciones cuantitativos.

c) Capacidad para comprender términos y conceptos matematicos.

d) Capacidad para advertir semejanzas, diferencias y analogias.

e) Capacidad para seleccionar procedimientos y datos correctos.

f) Capacidad para advertir detalles irrelevantes.

g) Capacidad para generalizar sobre la base de s6lo algunos ejemplos.

h) Capacidad para cambiar facilmente de método.

i) Resultados superiores en la propia estimacion e inferiores en ansiedad
ante un test.

Waring (1994) reporta que al desarrollar con sus alumnos la asociacion entre
variables, las graficas le sugirieron alguna correlacion entre habilidades
algebraicas y habilidades geométricas. La correlacion entre estas habilidades fue
investigada por Krutetskii quien encontré altas correlaciones al comparar
resultados de pruebas en Algebra y Geometria de 1512 nifios de Moscd.
Utilizando los resultados de sus alumnos en pruebas de Algebra, Geometria y
Estadistica, Waring encuentra baja correlacion entre habilidades matematicas y
capacidad en Estadistica.

Posteriormente, trabajando con alumnos con un alto desempefio en Matematicas,
tuvo la oportunidad de probar la hipotesis: “los alumnos mateméticamente
capaces necesariamente tienen buen desempefio en Estadistica”

El estudio riguroso con alumnos habiles en Mateméticas (59 de octavo grado y 43
de décimo grado) le arrojaron los siguientes resultados:
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a) Existen niveles relativamente altos de asociacion entre habilidades
algebraicas y habilidades geométricas.

b) Los resultados de los alumnos muestran bajos grados de asociacion entre
las habilidades matematicas y el desempefio en Estadistica.

Waring concluye que la baja correlacion entre habilidades matematicas y
capacidad para los conceptos estadisticos, probablemente sea explicada por un
factor coman de inteligencia general. La suposicion de que los alumnos
matematicamente capaces, también deben ser habiles en Estadistica y que los
alumnos con menos capacidad matematica, necesariamente son no capaces en
Estadistica, continta abierta.

Gil Flores (1999) reporta que en diferentes estudios se han encontrado
correlaciones positivas entre las actitudes hacia la Estadistica y variables tales
como nivel de conocimientos previos sobre Estadistica, habilidades matematicas
basicas o numero de cursos de contenido matemético desarrollados previamente
(Roberts y Saxe, 1982; Collings, Oberg y Shera, 1989).

Barbera (1977) propone algunas habilidades que contribuyen al desarrollo
cognitivo del alumnado. En su trabajo reporta que las habilidades que no se
acostumbran utilizar en contextos evaluativos son: recogida de datos, invencion
de ejemplos o situaciones matematicas, argumentacion de procesos resolutivos y
evaluacion de expresiones matematicas o de los procesos de resolucion. Las
habilidades con mayor presencia se refieren a la aplicaciéon y reproduccién de
soluciones matematicas preestablecidas y a la relacibn entre expresiones
matematicas. En el caso de las habilidades de aplicacion, las demandas dirigidas
a los alumnos suponen el desarrollo de propiedades matematicas y a la
reproduccion de algoritmos y, a mayor distancia, se encuentra la aplicacion de
formulas.

Como conclusion menciona que los diferentes resultados del desarrollo de los
objetivos propuestos revelan unas rutinas que estereotipan la evaluacion escrita,
aprecidandose un desface entre el proceso de ensefianza y aprendizaje y el
proceso de evaluacion.

Orton (1998) también reporta que la existencia de diferentes formas de habilidad
matematica elevada (Hadamard, 1945) junto con el caracter esquivo de una sola
destreza matematica, tal como reveld el analisis factorial, indica que la capacidad
matematica puede adoptar muchas formas, derivada, cada una de ellas, de una
diferente mezcla de otras aptitudes. Entre estas figuran presumiblemente la
habilidad numérica, la espacial, el razonamiento verbal y no verbal, las destrezas
del pensamiento convergente y del divergente, etc.

Lépez (2001) escribe que las habilidades mateméaticas son herramientas
intelectuales que propician la construccion de conexiones significativas entre
ideas matematicas, mediante el uso de estrategias y conocimientos, Yy
desencadenan, segun estas relaciones, formas particulares de razonamiento
“contextual”, es decir, el contexto del problema genera en la experiencia del
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resolutor una manera de organizar, interpretar y asignar un significado a la
informacion de aquél y en consecuencia éste libera determinados argumentos.

En ocasiones con solo analizar el enunciado de un problema un resolutor puede
identificar las conexiones que son requeridas para resolverlo, y en consecuencia
afirmar que se trata de un problema de estimacion o generalizacion solo por citar
dos casos. Las habilidades evolucionan conforme el individuo avanza de manera
permanente y sistematica en la interpretacion y la resolucion de problemas que
cubren diversos contextos matematicos.

Dependiendo de la seleccion cuidadosa de los problemas y las actividades es
como se promovera el florecimiento de aquéllas, de este modo, las habilidades
gue desarrolla el estudiante le permiten razonar de cierta forma sobre contenidos
especificos y le ayudan a encontrar relaciones significativas, y la manera como
organiza y mira esas conexiones esta en funcion de sus conocimientos previos y
de las experiencias u oportunidades que le ofrece el medio en el cual se
desenvuelve.

Algunas razones para respaldar el desarrollo de habilidades matematicas son:

a) El estudiante adquiere una vision integrada de los contenidos matematicos
al mostrar, entre otras cosas, flexibilidad para transitar sin dificultad por
diferentes representaciones de un mismo concepto.

b) El estudiante se apropia de un conjunto de estrategias ricas y variadas que
le ayudan a enfrentar de manera exitosa los problemas, es decir, adquiere
una gama amplia de recursos que le permiten entre otras cosas estimar
resultados, efectuar acciones reversibles como el analisis de atras hacia
adelante (del resultado a los datos y viceversa), imaginar la transformacion
0 conservacion de las propiedades de figuras y cuerpos geomeétricos y
observar regularidades en arreglos geométricos y numéricos que ayudan a
generalizar resultados y procedimientos.

c) El estudiante gana confianza y adquiere seguridad al saber que la solucion
de un problema y las ideas que encierra un mismo concepto se puede
lograr por medio de distintas representaciones o diferentes procedimientos.
La investigacibn ha mostrado que entre mas representaciones posea un
estudiante de un concepto, él tendra mayores posibilidades de comprender
a éste y lograr nuevas conexiones con otras ideas matematicas.

Hernandez (2000) realiz6 una investigacion sobre habilidades matematicas
(flexibilidad, generalizacion y reversibilidad) en alumnos de nivel preparatoria,
concluyendo que:

a) Existe una correlacion relativamente alta entre conocimiento algebraico y
reversibilidad.

b) La correlacion entre conocimiento algebraico y reversibilidad, esta
influenciada por la presencia de la flexibilidad y la generalizacion.

c) La flexibilidad, la generalizacion y la reversibilidad se manifestaron tanto en
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procedimientos aritméticos como en procedimientos algebraicos, esto
segun el tipo de actividades realizadas.

De acuerdo con los trabajos anteriores, parece ser que la flexibilidad de
pensamiento, la generalizacion y la reversibilidad de los procesos mentales
representan las habilidades presentes en la descripcion del pensamiento capaz
en Matematicas.

3.2. LA FLEXIBILIDAD DE PENSAMIENTO

Todos los profesores de Matematicas se han encontrado con alumnos que
muestran una firme preferencia por métodos o algoritmos rigidos apropiados o no,
gue en ocasiones resultan ineficientes en la solucion de problemas

Algunos educadores matematicos se han aproximado a las ideas de rompimiento
de fijaciones y de rigidez mental, considerando principalmente las nociones de
pensamiento flexible y pensamiento divergente como componentes de la
creatividad en las Matematicas escolares. Estos educadores han usado la nocion
de pensamiento divergente en situaciones matematicas como una forma de
identificar la flexibilidad de los procesos mentales sefialados por Krutetskii.

Krutetskii identifica la flexibilidad de los procesos mentales como una componente
importante de las habilidades matematicas en los escolares. Esta flexibilidad se
muestra, por ejemplo, en vencimiento de fijaciones o en el rompimiento de un
método estereotipado de solucién encontrando diversos caminos para resolver un
problema. El énfasis en esta habilidad se centra en el rompimiento de los
estereotipos para mostrar la flexibilidad de pensamiento como una descripcion de
la habilidad matematica.

De Bono, citado por Rugarcia (1987) hace una importante distincion entre
pensamiento convergente y pensamiento divergente al resolver problemas. Esto
se relaciona con la creatividad, ya que el pensamiento convergente conduce a
una reduccion de las alternativas de solucién, mientras que el pensamiento
divergente lleva a una ampliacion de la definicion del problema, de modo que sea
posible generar una gran variedad de soluciones posibles, muchas de las cuales
son aceptables y algunas de ella pueden ser creativamente superiores. Esta
parece ser una de las diferencias criticas entre el proceso creativo de solucion de
problemas y el no creativo.

La relacion entre creatividad matematica y los logros matematicos ha sido
explorada usando los “test de produccion divergente” a los estudiantes se les dan
situaciones mateméaticas o problemas y se les pide que produzcan muchas y
variadas respuestas. Evaluando la creatividad en términos de medidas tales como
facilidad (numero de respuestas), flexibilidad (nimero de categorias de la
respuesta) y originalidad (la infrecuencia estadistica de las respuestas

Haylock (1984) sugiere tres caminos para la construccion de test en los que el
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pensamiento divergente ha sido reconocido:

a) Solucion de problemas, por ejemplo: si (p+q)(r+s) = 36, ¢cuales son los
valores posibles que pueden tomar p, g, r, S?

b) Modelar situaciones problematicas: Prouse (1964) y Balka (1974) hacen
uso de cuestiones en donde al estudiante se le presenta un parrafo
conteniendo informacion numérica (por ejemplo, acerca de viajes 0 costos)
y se le pide que escriba tantas cuestiones acerca de la situacion y cuales
se pueden contestar con la informacion dada.

c) Redefinicion: se dan al alumno situaciones que puede responder en
muchos, variados y originales caminos, solamente por la continua
redefinicién de los elementos de la situacion en términos de sus atributos
matematicos, por ejemplo (Haylock, 1978) da a los estudiantes un
diagrama geométrico y les pide que escriban tantas afirmaciones diferentes
como sea posible acerca de un segmento de recta en el diagrama. Para
tener éxito en ésta tarea, se requiere una continua redefinicién del
segmento en términos de sus relaciones con las otras partes del diagrama.

La redefinicion de Haylock (1984) es mencionada por Rubinstein (1959) como
parte esencial en la solucion de problemas: en el transcurso del analisis (a través
de la sintesis), los elementos iniciales del problema ( por ejemplo, segmentos en
los problemas geométricos), al adquirir nuevas relaciones, cada vez aparecen con
una nueva cualidad y, en consecuencia, con una nueva caracterizacion
conceptual (como bisectriz de un &ngulo, como mediana o como secante de dos
lineas paralelas); asi el que un problema se formule de uno u otro modo influye de
manera decisiva en la orientacion del analisis y en el curso de su solucion.

Cohen (1987) menciona que la rigidez que los estudiantes muestran en su
seleccidon de estrategias puede ser atribuida al predominio de los efectos de sus
experiencias iniciales y a su limitada eleccion de métodos para resolver
ecuaciones u otros conceptos algebraicos. Un ingrediente esencial en la
importante actividad de resolver problemas en Algebra, es la habilidad del
estudiante para aproximarse a un problema desde perspectivas diferentes, asi la
cuestiéon es como fomentar ésta habilidad y, por consiguiente, la flexibilidad de
pensamiento.

Menschinskaia (1960) dice que la flexibilidad de pensamiento consiste en la
posibilidad de cambiar los medios para la solucion cuando éstos resulten
equivocados. El sujeto de pensamiento flexible estd libre de las suposiciones
impuestas y de los métodos rutinarios para resolver problemas, sabe apreciar los
cambios que exigen modificar el planteamiento de las preguntas, asi como
renunciar a las soluciones anteriores y tomar otras nuevas.

Lépez (2001) plantea las siguientes sugerencias para favorecer la flexibilidad de
pensamiento:

a) Representar un mismo concepto de diferentes maneras. Es importante que

22



los estudiantes construyan y conecten diferentes representaciones de un
mismo concepto y que el profesor promueva y facilite esas acciones.

b) Motivar a los estudiantes para que resuelvan un mismo problema de
diferentes maneras. Saber que un problema se resuelve de diferentes
formas estimula la confianza de los estudiantes y ellos aprenden a creer en
Su propio trabajo.

c) Escoger problemas que tengan mas de una solucion. Es importante que los
alumnos reconozcan que hay problemas que tienen mas de una solucién
porque esto es una invitacion para que comprueben sus resultados e
intercambien opiniones con sus companeros.

3.3. LA GENERALIZACION

Rubinstein (1959) menciona que con frecuencia ocurre que un alumno que ha
resuelto un problema utilizando una determinada propiedad o ley, no puede
resolver el mismo problema introduciéndole algunas modificaciones en su
planteamiento. Cuando no se sabe transferir la solucion de un problema a otro
problema similar, ocurre que el analisis de los términos del primer problema ha
sido insuficiente, no se ha correlacionado lo dado, lo conocido en el problema con
lo que en él se pide; no se ha visto cuales son sus propiedades esenciales que
permiten incluirlo o compararlo con otro problema o fenébmeno con propiedades
comunes, es decir, no se ha generalizado su solucion o se ha generalizado
deficientemente. La generalizacion es la herramienta que permite la transferencia
de la solucién de un problema a otro que le es analogo.

Polya (1986) dice que la generalizacidon consiste en pasar del examen de un
objeto al examen de un conjunto de objetos, entre los cuales figura el primero; o
pasar del examen de un conjunto limitado de objetos al de un conjunto mas
extenso que incluya al conjunto limitado.

Krutetskii considera que cualquier generalizacion efectiva en el contexto del
simbolismo numérico y algebraico puede ser considerando desde dos puntos de
vista:

a) uno debe ser capaz de ver una situacion similar (donde aplicar).
b) uno debe ser capaz de manejar un tipo de solucién generalizada de una
prueba o argumento (qué aplicar).

En uno u otro caso, se debe hacer abstraccion del contenido especifico y aislar lo que es
similar, general, y esencial en la estructura de los objetos, relaciones y operaciones.

En su estudio de las habilidades matematicas, Krutetskii considera la habilidad para
generalizar bajo dos perspectivas:

a) como una habilidad personal para ver algo general y reconocerlo en lo que

es concreto y particular (tratar un caso particular bajo un concepto general
conocido)
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b) como la habilidad para ver algo general y establecer lo desconocido en lo
gue es particular y aislado (deducir lo general de casos particulares, para
formar un concepto).

Para un alumno, una cosa es ver la posibilidad de aplicar una férmula a un caso
particular dado, y otra el deducir una férmula desconocida sobre las bases de
unos casos particulares.

En este sentido, Rubinstein (1959) menciona que al transferir la solucién de un
problema a otro semejante, no solo exige un analisis la generalizacion que parte
de los casos particulares a una férmula generalizada, sino también la aplicacion
de la férmula a casos concretos: el andlisis de los casos en los que ésta se
cumple y también las relaciones que guarda la formula con respecto a dichos
casos particulares.

Lépez (2001) menciona que es importante que los estudiantes sepan analizar los
casos particulares que van caracterizando una expresion matematica y a partir de
este examen logren identificar la regularidad o el patron que define a esa
expresion, es basico que ellos puedan ver poco a poco las generalizaciones de
algunos conceptos matematicos obtenidos mediante procesos de abstraccion y
también es fundamental que reconozcan el caracter general de algunos
enunciados matematicos.

Algunas recomendaciones para fomentar la generalizacién son:

a) Proponer de manera graduada y sistematica problemas o actividades para
gue los estudiantes reconozcan regularidades o patrones en secuencias
numericas o graficas.

b) Proponer enunciados o preguntas que permitan al estudiante reflexionar y
conjeturar sobre el paso de casos particulares a casos generales y
viceversa.

c) Proponer al estudiante enunciados generales para que argumente sobre la
verdad o falsedad de éstos (uso de contraejemplos).

3.4. LA REVERSIBILIDAD DE PENSAMIENTO

Shardakov (1963) escribe que la reversibilidad constituye uno de los rasgos
cualitativos de los nexos y relaciones entre los fenbmenos de la realidad. Se
manifiesta en la influencia dinamica y reciproca que ejercen entre si los
componentes de un todo. En la dependencia causal que manifiestan ciertos
fendmenos existe no solo la dependencia directa de causa a efecto, sino también
la contraria de efecto a causa. En estos casos. la consecuencia que se desprende
de una causa inicial pasara a ser consecuencia.

Stavy y Rager (1990) reportan que en un estudio con alumnos de noveno y

décimo grado sobre relaciones inversas (el caso de la cantidad de materia), en
problemas simples de Quimica, encontraron que el razonamiento sobre razones
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inversas es mas dificil que el razonamiento sobre razones directas, mencionando
gue seria muy interesante encontrar la causa de esta dificultad y si la dificultad de
los estudiantes en la conversion de razones inversas esta relacionada con su
dificultad para resolver otros problemas paralelos de razén inversa, por ejemplo ,en
matematicas, o si se relacionan solamente por el contenido especifico de estas tareas.

Para Krutetskii la reversibilidad de un proceso mental significa una reconstrucciéon
en el sentido de cambiar de un tren de pensamiento directo a uno inverso. En su
trabajo Krutetskii distingue dos procesos diferentes pero interrelacionados. En
primer lugar, esta el establecimiento de una asociacion de dos direcciones
(cadenas) de tipos A ® B, como opuesto a una cadena en una direccion del tipo
A « B, la cual funciona Unicamente en una direccion. En segundo lugar, la
reversibilidad de los procesos mentales de razonamiento, pensando en una
direccion inversa partiendo del resultado o del producto de los datos iniciales, lo
cual ocurre por ejemplo en la transicion de un teorema directo a uno inverso. En
un tren de pensamiento inverso, el pensamiento no viaja por la misma ruta
precisamente sino que simplemente se mueve en sentido inverso.

En ambos casos, ocurren “cambios repentinos” en el pensamiento para moverse
de una ruta directa a una inversa, y estos cambios representan ciertas dificultades
para muchos alumnos. Una fijacion hacia la meta es aun retenida en la mente,
pero se debe hacer un cambio brusco inmediatamente después empezando a
moverse desde la meta en direccion inversa. Esto proporciona bases para poner
de manifiesto la flexibilidad de pensamiento.

Lépez (2001) escribe que la matematica es un campo de estudio que incluye
problemas, actividades, conceptos y procedimientos que estan relacionados en
algunos casos, por medio de enunciados o acciones reversibles. El estudiante
tiene mejores posibilidades para analizar y comprender ideas que implican
acciones de ida y vuelta cuando a él se le acercan las oportunidades para
desarrollar esta habilidad denominada reversibilidad.

Algunas sugerencias para desarrollar esta habilidad son:

a) Proponer a los estudiantes que analicen parejas de problemas reversibles.

b) Estimular a los alumnos para que inventen y resuelvan otros problemas al
intercambiar algunos de los datos del problema inicial por su pregunta.

c) Proponga a los estudiantes que comprueben sus resultados. Es comun
que al efectuar un procedimiento los alumnos cometan errores y no se den
cuenta de ello, posiblemente se deba a la falta de conocimientos basicos.
Por ejemplo, en algebra la comprobacion del resultado ayuda a que los
estudiantes reflexionen sobre sus acciones.

d) Proponer operaciones incompletas y su comprobacion posterior.

e) Proponer problemas o preguntas en las que el estudiante tenga que
traducir o pasar de una a mas representaciones de un concepto o una idea
matematica en diferentes relaciones.
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4. MARCO METODOLOGICO
Para obtener la informacién se procedio de la siguiente manera:

4.1. Se proponen las definiciones operacionales de las variables bajo estudio.
4.2. Se plantean los criterios en el diagnéstico de las habilidades.

4.3. Se elabora una primera version de los instrumentos que serviran para
obtener la informacion.

4.4. Se aplica esta version preliminar a un grupo piloto, el analisis de los
resultados permitid la construccion final de las pruebas.

4.5. Los datos para el analisis exploratorio final se obtienen de una muestra (a
conveniencia) de estudiantes que cursan el quinto semestre de bachillerato en
el Colegio de Ciencias y Humanidades, Plantel Sur.

4.6. Se realiza un analisis exploratorio de los datos

4.7. Las calificaciones de los alumnos en Matematicas | a IV se obtienen a
partir de su Historia Académica proporcionada por la Direccion General de
Administracion Escolar de la UNAM.

A continuacion se detallan estos procedimientos:

4.1. LAS VARIABLES EN ESTUDIO Y DEFINICIONES OPERACIONALES DE
LAS HABILIDADES

Las variables involucradas en el estudio son las habilidades matematicas y el
conocimiento estadistico-probabilistico.

Las habilidades mateméaticas comprenden las siguientes componentes:

1 La flexibilidad de pensamiento.
2 La generalizacion.
3 Lareversibilidad de los procesos mentales.

Definiciones operacionales de las habilidades.
La flexibilidad de pensamiento.

Consideraremos que la flexibilidad de pensamiento se manifiesta en conductas
como:

a) Capacidad para liberarse de algoritmos y argumentos matematicos
comunes.

b) Capacidad para dar varias interpretaciones a un dato numeérico, estadistico
0 probabilistico en el contexto de las relaciones en una informacion
numerica, estadistica o probabilistica.

c) Capacidad para cambiar la estrategia de solucion de un problema, cuando
la que se sigue resulta insuficiente.
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d) Capacidad para dar mas de una solucion a un problema (encontrar la
solucién de varias maneras).

La generalizacion
La generalizacion se manifiesta en conductas como:

a) Reconocer patrones y semejanzas.

b) Relacionar subetapas en la solucion de un problema con problemas ya vistos.
c) Inventar o usar simbolos para expresar ideas o férmulas matematicas.
d) Deducir una ley general a partir del andlisis de casos particulares.

La reversibilidad de los procesos mentales
La reversibilidad de los procesos mentales se manifiesta en conductas como:

a) La capacidad para darse cuenta por si mismo del caracter inverso de
ciertos procesos de operacion.

b) La capacidad de obtener algoritmos por si mismo, conociendo el que se
sigue en un proceso operativo que es el inverso de otro.

c) La capacidad para discriminar en dos problemas inversos con contextos
semejantes, las operaciones adecuadas para resolverlos.

4.2. CRITERIOS EN EL DIAGNOSTICO DE LAS HABILIDADES

Flexibilidad

Segun el tipo de problemas planteados se espera que en su solucién el estudiante
proponga varias respuestas o que deé varias interpretaciones a un dato numerico o
gue capte la relacion correcta entre el dato o datos y la pregunta, estableciendo
un procedimiento candnico y un procedimiento alternativo o aplicando
exclusivamente un procedimiento alternativo.

Asi en el andlisis de las respuestas y del método o métodos empleados por cada
examinado, diremos que hay flexibilidad cuando se propongan varias respuestas
0 interpretaciones o0 se resuelva un problema correctamente por el método
alternativo o cuando se usan ambos métodos; asimismo establecemos que no
existe flexibilidad cuando los problemas solo sean resueltos por el método
candnico o cuando se proponga una sola respuesta o interpretacion.

Generalizacion.

A partir de la observacion de casos particulares y sus relaciones, juzgaremos la
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habilidad para generalizar por el numero de problemas resueltos estableciendo
una regla en palabras o en simbolos
Reversibilidad.

Se espera que el examinado discrimine en cada par de problemas, entre los
cambios aparentemente no importantes en el contexto de los problemas y las
operaciones adecuadas para resolverlos.

De acuerdo con esto diremos que el alumno muestra reversibilidad si resuelve
cada par de problemas por separado o si intenta resolver el problema inverso
igual al directo pero rectifica su procedimiento y da una solucién correcta.

El conocimiento En Estadistica y Probabilidad.

El conocimiento estadistico-probabilistico se refiere al comportamiento académico
mostrado por los examinados en un examen que incluye contenidos tematicos de
Estadistica y Probabilidad | del Plan de Estudios Actualizado (1996).

Los contenidos tematicos del examen son:

a) Medidas de Tendencia Central.
b) Medidas de Dispersion.

c) Distribucién binomial.

d) Distribuciéon normal.

4.3. CONSTRUCCION DE LAS PRUEBAS SOBRE HABILIDADES MATEMATICAS

Puesto que una prueba, sin importar qué tan extensa sea, solo constituye un
ejemplo limitado de los muchos posibles que podrian incluirse, resulta dificil
determinar el nUmero de reactivos necesarios para evaluar el objetivo propuesto.

Con la intencién de eliminar posibles explicaciones alternativas que influyan en la
descripcion de la asociacion entre las variables, el nimero y tipo de reactivos se
proponen segun los siguientes criterios:

a) Los problemas deben ser de dificultad graduada (baja, promedio y alta) de
manera que no sean extremadamente dificiles o0 muy simples.

b) Los problemas deben ser tales que su solucion no dependa de los
conocimientos particulares de los alumnos, de manera que el resultado que
arrojen las pruebas mida el grado de habilidad y no el de destreza.

c) De la opinion de los expertos, para ver si los problemas cumplen con su
proposito basico.

d) De una primera aplicacion exploratoria a un grupo piloto con el objetivo de
cuestionar la calidad de los reactivos. Si algunos problemas no cumplen
con su proposito, se eliminaran o reemplazaran por otros.

Todos estos elementos constituyen parte de la validez de las pruebas.

28



4.4 PROPOSITO, CONTENIDO Y DESCRIPCION DE LAS PRUEBAS

Prueba de Flexibilidad

Propésito

Los reactivos en esta prueba estan encaminados a investigar la capacidad del
alumno para dar varias respuestas a un problema o para cambiar de un método
de solucion de un problema a otros métodos de solucidén en el mismo problema.
Contenido

El contenido de la prueba abarca los temas de Medidas de Tendencia Central y
Medidas de Dispersion o Variabilidad.

Descripcion

La prueba incluye problemas que proporcionan un acercamiento al rompimiento
de fijaciones o al rompimiento de meétodos estereotipados de solucion como
manifestacion del pensamiento divergente y de la flexibilidad de pensamiento.

La prueba piloto es la siguiente

Nombre Fecha Grupo

Instrucciones

a) Resuelva los problemas en las hojas proporcionadas.

b) Escriba todas las operaciones diagramas o dibujos que requiera para resolver
los problemas.

c¢) No borre ninguna operacion o dibujo. Si desea cancelar o suprimir algo, cruzelo
con dos rayas.

d) En el problema 1 encuentre 5 soluciones completando la tabla proporcionada.
e) En el problema 2 .encuentre el mayor numero de soluciones.

f) En el problema 3 dé el mayor numero de interpretaciones.

g) En los problemas 4, 5 y 6 encuentre dos métodos de soluciéon (encuentre la
respuesta de dos maneras).

o' Vi
a (Xi' X)2 1 J .
1.Si = ':1—1: > encuentre los valores de g (X - X)?,y n, de manera
n- i=1

que se verifique la formula para s°.
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Soluciones n —
a (X- X)

i=1

QR |WIN|F-

2. Escriba el mayor nimero de nuevas ecuaciones posibles a partir de las

n n

. - [o] . ]
ecuaciones nx- g X,=0 y n-i=g F=0 (Puede usar una o las dos
i=1 i=1
ecuaciones anteriores).

3. En una encuesta realizada a 50 familias, se encontré6 que el promedio del
namero de hijos es de “0.5” (observe la tabla). Escriba el mayor numero de
interpretaciones de este promedio.

Numero de hijos 0 1
NUmero de familias 30 15 5

N

4. Si 2x+2y=170 y 3x- 2y= 20, encuentre el valor de (x+ y)(), es decir,
X+ y=?

5. A continuacién se presentan dos conjuntos con 7 datos cada uno (n = 7) y con
una misma media (x= 45) (alos alumnos se les presentaron dos graficas).

X [5 |10 |15 |20 |25 [30 (35 |40 |45 |50 |55 |60
F /O[O |O JO JO 12 |2 (12 J1 |1 J1 |1

X |5 |10 |15 |20 (25 [30 |35 |40 |45 |50 (55 |60 [65 |70
Fl1]1 (o JjO |0 |O JO [0 O 1 2 1 J1 |1

¢ En cual conjunto de datos existe mayor dispersién o variacion?

6. Los datos siguientes corresponden al tiempo (en minutos) que 15 alumnos
hacen de su casa a la escuela.

Tiempo (minutos) Numero de alumnos
[10’ 15) ’ Encuentre la media aritmética,
[15’ 20) 3 la mediana y la moda
[20, 25) 5
[25,30) 3
[30,35] 2
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.Prueba de Generalizacion
Propésito

El propésito de esta prueba es evidenciar la presencia de la habilidad para generalizar
material probabilistico.

Contenido
En el contenido de la prueba estan presentes los eventos independientes.

Descripcion

La prueba consta de 4 situaciones dirigidas para que el alumno razone inductivamente y
para que haga conjeturas y analogias. La prueba se presenta a continuacion

Nombre Fecha Grupo

Instrucciones

a) Se le presentan problemas de probabilidad numerados del 1 al 4.

b) El objetivo en cada problema es encontrar la regla (férmula) para calcular la
probabilidad de ocurrencia de n eventos independientes.

c) Para los problemas 1y 2 se propone un método que puede usar o0 no para resolver los
problemas 3y 4.

d) Se recomienda que encuentre las reglas para cada problema en el orden en que se
presentan.

1. Encuentre la regla para calcular la probabilidad de ocurrencia de aguilas
(A) y soles (S) en 1, 2, 3, 4,... hasta n lanzamientos de una moneda
Propuesta

Complete la tabla siguiente hasta encontrar la regla o formula (para cualquier
secuencia de aguilas (A) y soles (S)).

NUMERO DE EVENTO PROBABILIDAD
LANZAMIENTOS: n
1 A P(A)=0.5
2 AyS P(AyS)=(0.5)(0.5)
3 AySyA P(AySyA)=(0.5)(0.5)(0.5)
4 AySyAyS P(AySyAyS)=(0.5)(0.5)(0.5)(0.5)

Escriba la regla en palabras o en simbolos.
2. En n lanzamientos de un dado comun se definen los eventos, A: Obtener 6 en

el primer lanzamiento; B: No obtener 6 en el segundo lanzamiento, no obtener 6 en
el tercero, no obtener 6 en el cuarto y asi sucesivamente hasta el enésimo lanzamiento.
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NUMERO DE
LANZAMIENTOS: EVENTO PROBABILIDAD
n

1 A

P(A) =

2 AyB 56650
PABzg%i
(AyB) cos

3 AyByB 065 65 0
P(AyByB) = e~
vom- B

) AyByByB Rp——
oo - e
(AyByByB) 5 chos

ol

n

Escriba la regla en palabras o en simbolos.

Los problemas 3 y 4 se refieren al calculo de probabilidades en n lanzamientos
simultdneos de una moneda y un dado.
Sean los eventos, S: Obtener un sol; M: Obtener un 6; B: No obtener un 6.

3. Encuentre la regla para P(SyMySyMy...yM ), hasta n lanzamientos de una moneda y
un dado.

NUMERO DE EVENTO PROBABILIDAD
LANZAMIENTOS: n
1 SyM P(SyM)=
2 SyMySyM P(SyMySyM)=
3 SyMySyMySyM P(SyMySyMySyM)=
4

Escriba la regla en palabras o en simbolos.

4. Encuentre la regla para P(SySySy...yS) P(ByByBY....yB)

NUMERO DE EVENTO PROBABILIDAD
LANZAMIENTOS: n
1 (S)y(B) P(S)P(B)=
2 (SyS)y(ByB) P(SyS)P(ByB)=
3 (SySyS)y(ByByB) |P(SySyS)P(ByByB)=
4

Encuentre la regla en palabras o en simbolos.
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Prueba de Reversibilidad
Proposito.

Por medio de esta prueba se investiga la habilidad del estudiante para invertir los
procesos mentales.

Contenidos.

Los contenidos de la prueba son sobre distribucién de probabilidad, esperanza
matematica, varianza matematica y distribucién binomial.

Descripcion.

Los problemas son por parejas: uno directo y uno inverso, de manera que en el problema
inverso se desconocen uno o varios datos proporcionados en el problema directo. La
prueba es:

Nombre Fecha Grupo

Instrucciones

a) Resuelva los problemas en las hojas proporcionadas.

b) Escriba todas las operaciones diagramas o dibujos que requiera para resolver los
problemas.

c) No borre ninguna operacién o dibujo. Si desea suprimir o cancelar algo, cruzelo con
dos rayas.

1l.a) Construya la grafica correspondiente a la funcién de distribucion de
probabilidad de los datos que aparecen en la siguiente tabla.

Variable (X) 0 1|2
Frecuencia (F) | 30 | 15 | 5

1.b) Construya la tabla de distribucion de frecuencias correspondiente a la
siguiente gréfica. Considere n=50 datos.

Valores de X
50

40+

304

20+

10+

Percent

1.00 2.00 3.00 4.00

Valores de X
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2. a) Encuentre la varianza matematica (c”) en la siguiente funcion de
distribucion de probabilidad

X [5]3]1] 4
P(X) [0.4 [0.3 [0.2 0.1

b) Encuentre x, en la siguiente funcion de distribucion de probabilidad, si
E(X)=m=5vy s’°=4

X 5| 3| 1] x
P(X) [0.3 [0.2 |0.1 |0.4

3. a) Si X, es una variable aleatoria discreta con distribucion binomial con
n=6y g=0.6, construya la funcion de distribucion de probabilidad para X

X Ol1 [2(3|4|5]|6

P(X))

b) Si X es una variable aleatoria discreta con distribucion binomial,

E(X)=np=2 y s®=npgq=—, encuentre ny p.

wlh

4.5 . APLICACION Y REVISION DE LAS PRUEBAS

Resulta importante sefialar que las pruebas sobre habilidades se aplicaron como
parte del proceso normal de evaluacion: al inicio del semestre se les dijo a los
alumnos que se realizarian 3 evaluaciones parciales y una evaluacién final. De
esta manera, cada prueba, era una situacion rutinaria para ellos, ignorando que
(en las pruebas sobre habilidades) se trataba de situaciones no convencionales;
solamente la prueba sobre conocimiento se aplicé de manera rutinaria.

Las pruebas exploratorias se aplicaron a 44 alumnos del grupo 501 que cursan
Estadistica y Probabilidad | en el turno matutino (lunes y miércoles de 7 a 9 horas)
en el CCH-Sur. La razén por la que se elige a este grupo obedece al hecho de
gue con el se desarrollaron primero los contenidos tematicos del Programa de
Estadistica y Probabilidad I, en el semestre lectivo 2004-1.

Estas pruebas se aplicaron (diferidas a lo largo del semestre) de acuerdo a como
se iban cubriendo los contenidos teméticos del programa, en el siguiente orden:
prueba de flexibilidad, prueba de generalizacién, prueba de reversibilidad y
prueba de conocimientos.
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A partir de la revision de los porcentajes de respuestas correctas y de los
procedimientos mostrados por los examinados, solamente en la prueba de
flexibilidad se elimina un reactivo y en los demas se dan algunas sugerencias
para su solucidon. Los problemas de las pruebas sobre generalizaciéon y
reversibilidad se consideraron adecuados, por lo que no se modificaron (se
aplicaron las mismas pruebas mostradas anteriormente).

La prueba final de Flexibilidad se muestra a continuacion.

Prueba de Flexibilidad.

Nombre Fecha Grupo

Instrucciones

a) Resuelva los problemas en las hojas proporcionadas.

b) Escriba todas las operaciones diagramas o dibujos que requiera para resolver los
problemas.

¢) No borre ninguna operacion o dibujo. Si desea cancelar o suprimir algo, cruzelo con
dos rayas.

d) En el problema 1, 3 y 5 encuentre dos métodos de solucidén (encuentre la respuesta de
dos maneras).

e) En el problema 2 .encuentre el mayor nimero de soluciones.

f) En el problema 4 dé el mayor nimero de interpretaciones.

1. A continuacién se presentan dos conjuntos con 7 datos cada uno (n = 7)y con
una misma media (x= 45)

X |5 |10 [15 |20 |25 |30 |35 |40 |45 |50 |55 |60
F10]0 |0 |0 |0 |1 |1 |1 [1 |1 (1 |1

X |5 10 {15 |20 [25 |30 |35 |40 |45 |50 |55 (60 |65 [70
F{1{12 [0 |0 |0 [0 |0 [0 [0 |1 (1 (1 (1 |1

¢En cual conjunto de datos existe mayor dispersion o variacion? Sugerencia:
construya las graficas correspondientes a cada tabla y comparelas.

2. Escriba el mayor numero de nuevas ecuaciones posibles a partir de las
n n
. — [} [o] .z
ecuaciones nx- g X,=0y n- q F=0. (Puede usar una sola ecuacion y

i=1 i=1
realizar transformaciones con ella o usar ambas ecuaciones y combinarlas).

3. Los datos siguientes corresponden al tiempo (en minutos) que 15 alumnos
hacen de su casa a la escuela.
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Tiempo Numero de
(minutos) alumnos

[10,15) 2

[15, 20) 3

[20, 25) S

[25,30) 3

[30,35] 2

Encuentre la media aritmética, la mediana y la moda. Sugerencia: construya un
histograma y observe el comportamiento de los datos.

4. En una encuesta realizada a 50 familias, se encontré que el promedio del
namero de hijos es de “0.5” (observe la tabla). Escriba el mayor niumero de
interpretaciones de este promedio.

N

NUmero de hijos 0 1
NUmero de familias 30 15 5

5. Si 2x+ 2§/: 170 y 3x- 2?/2 20, encuentre el valor de (;<+ 9), es decir,
X+ §/: ?. Sugerencia. Compare la primera ecuacién con lo que se pide.

Construccion y aplicacion de la prueba sobre conocimiento en Estadistica y Probabilidad.

Después de aplicar las pruebas sobre habilidades, se aplicd la prueba estdndar sobre
conocimiento. A continuacién se presenta la prueba exploratoria:

Nombre Grupo Fecha

Instrucciones
Antes de seleccionar una opcion, primero justifique su respuesta. No se calificara ninguna
respuesta si no se detalla el procedimiento.

1. En un area de la ciudad hay 100 familias. Sus ingresos varian de $15000 a
$25000. La mitad de las familias tienen ingresos alrededor de $20000, un
cuarto tienen ingresos de cerca de $15000 y el resto tiene ingresos alrededor
de $25000.

a) ¢Cual es la mediana del ingreso cerca de:?
i) $25000 i) $10000 iii) $20000
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b) ¢Cual es la desviacion estandar?
i) $20000 i) $5000 o menos iii) $10000
Ahora suponga que una familia nueva se cambia a ésta area. Esta nueva familia
tiene un ingreso de $1000000.

c) ¢Qué le pasa a la mediana?
i) se queda mas o menos igual ii) decrece sustancialmente iii) aumenta
sustancialmente

d) ¢ Qué le pasa a la media?
i) se queda mas o menos igual i) decrece sustancialmente iii) aumenta
sustancialmente

2. Para analizar la conducta del uso del cinturén de seguridad, se observa a los
conductores en un crucero para ver si traen o no el cinturon de seguridad. Se
registra S como Siy N como No, para los tres primeros conductores

a) ¢ Cuantos elementos tiene el espacio muestral?
)4 Q)6 i) 8

b) ¢ Cual es la probabilidad de que una persona no traiga cinturon?
)lded i)3de8 ii)lde?2
3. Suponga que el 28% de los conductores usa cinturén de seguridad, si se
seleccionan 5 conductores al azar,
a) La probabilidad de ninguno traiga cinturén es:
i)O i) casi20% iii) casi 80%
b) La probabilidad de que al menos uno traiga cinturén es:

i)casil i) casi20% iii) casi 80%

4. Si X es una variable con distribucion normal con media 460 y desviacion
estandar 100,
a)¢.cudl es el valor estandarizado para X=420

i) 40 i) 4 iii) -4
5. La circunferencia de los craneos de los adultos tienen media de 58 cm. Y una
desviacion estandar de 2 cm. La distribucién es aproximadamente normal.

¢, Qué proporcién de la poblacion tiene una circunferencia menor de 65 cm?
i) 0.0002 i) 0.9998 iii) 0.90
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Aplicacion de la prueba final

En la prueba final sobre conocimiento estadistico-probabilistico, se elimind el
reactivo 2. Los reactivos 1, 3, 4 y 5 se conservaron iguales.

4.6. CLASIFICACION DEL ESTUDIO, POBLACION Y MUESTRA
Tipo de estudio

El estudio es prospectivo, transversal y de tipo descriptivo porque solamente se
estudia una poblacién y Unicamente se pretende describir la situacion de ésta en
un momento determinado, en funcibn de las variables mencionadas
anteriormente.

Poblacion y muestra

La muestra se compone por 37 alumnos del grupo 503, del turno matutino que
cursan Estadistica y Probabilidad | en el semestre lectivo 2004- 1 en el CCH-Sur.
El grupo se elige por la conveniencia de que después de revisar el examen
exploratorio de flexibilidad (aplicado al grupo 501), se ajustaba a la fecha en que
se acordd con este grupo aplicar el primer examen parcial. En la pruebas de
generalizacion y reversibilidad se sigue la misma secuencia: primero se aplicaron
al grupo 501 y después al grupo 503

Las pruebas finales se aplicaron en el siguiente orden: primero se aplico la prueba
sobre flexibilidad, después la prueba sobre generalizacion y en tercer lugar se
aplica la prueba sobre reversibilidad. El tiempo de duracion de la aplicacion fue
aproximadamente de dos horas en cada una.

Una consideracion relevante es el hecho de que un posible factor que de alguna
manera, pudiera influir en los resultados, es el hecho de que el grupo tenga buen
rendimiento escolar en sus cursos anteriores de Matematicas.

La poblacion (definida a partir de la muestra), estd formada por los alumnos del
CCH-Sur, del turno matutino, que cursan Estadistica Y Probabilidad | en el
semestre lectivo 2004-1

4.7. ANALISIS DE LOS RESULTADOS DE LAS PRUEBAS
Las variables se midieron de la siguiente manera:
La flexibilidad de pensamiento se midi6 en una escala del 1 al 5 (numero de
reactivos donde el examinado propuso soluciones alternativas correctas o da

varias respuestas o interpretaciones a un problema).

La generalizacion se tipifico en la escala del 1 al 4 (ndmero de veces que el
alumno da, correctamente, la regla en palabras o en simbolos).
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La escala en la reversibilidad es del 1 al 3 (niumero de veces que el examinado
resuelve correctamente, cada par de problemas, de manera independiente).

La escala en la prueba de conocimiento es del 1 al 10 (se plantean 8 reactivos,
cada uno con un valor de 1.25).
Los resultados se muestran en la siguiente tabla:

Conocimiento Reversibilidad Generalizacién Flexibilidad
2.00 1.00 .00 2.00
2.50 .00 .00 1.00
5.00 1.00 1.00 1.00
6.30 .00 4.00 3.00
1.30 1.00 .00 2.00
8.80 1.00 2.00 2.00
3.80 2.00 .00 2.00
6.00 1.00 2.00 3.00
6.00 .00 3.00 2.00
6.30 1.00 1.00 1.00
2.50 1.00 .00 1.00
2.50 .00 2.00 1.00
10.00 2.00 4.00 5.00
8.80 2.00 4.00 3.00
6.30 1.00 .00 1.00
10.00 3.00 4.00 5.00
4.40 .00 1.00 1.00
2.50 1.00 .00 .00
1.30 .00 .00 1.00
5.00 .00 1.00 3.00
3.80 1.00 .00 2.00
5.00 .00 3.00 1.00
4.40 3.00 3.00 5.00
6.00 .00 .00 1.00
2.50 1.00 2.00 2.00
10.00 1.00 4.00 2.00
8.80 .00 1.00 1.00
5.00 .00 1.00 .00
7.50 2.00 4.00 2.00
1.30 .00 3.00 3.00
1.30 .00 .00 1.00
3.80 2.00 4.00 3.00
1.30 .00 .00 .00
2.50 2.00 1.00 2.00
3.50 .00 .00 2.00
7.50 1.00 2.00 2.00
8.80 .00 .00 2.00

Escala: 1a 10 Escala: 1 a3 Escala: 1 a4 Escala:1 a5

Con el proposito de tener un analisis exploratorio de los datos, estos se
transforman en unidades comparables (estandarizadas), expresando cada
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observacion en forma decimal, por ejemplo si un alumno muestra flexibilidad en 3
de los 5 reactivos, su calificacion es g: 0.6, si logra las 4 generalizaciones

obtiene 1; si presenta reversibilidad en 2 de los 3 problemas pareados se le
asigna 0.66 y si obtiene 7.5 en el examen de conocimiento se le califica con 0.75

Los valores estandarizados de las calificaciones y su distribucion de frecuencia
se muestran en la tabla dada a continuacion

Calificacién | Conocimiento | Reversibilidad | Generalizacion | Flexibilidad
estandarizada
0 16 14 3
0.13 5
0.2 1 12
0.25 7 7
0.33 13
0.35 1
0.38 3
0.4 13
0.44 2
0.5 3 5
0.6 3 6
0.63 3
0.66 6
0.75 2 4
0.8 4
1 3 2 7 3
Total 37 37 37 37

En el apartado 5 se muestran tablas con medidas descriptivas, gréficas y la matriz
de correlacion entre las variables estudiadas (usando SPSS).
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5. RESULTADOS DEL ANALISIS EXPLORATORIO DE LOS DATOS

5.1. OBSERVACIONES CON RESPECTO AL ANALISIS DE TABLAS Y GRAFICAS.

Conocimiento Reversibilidad Generalizacion Flexibilidad
N 37 37 37 37

Media 0.4981 0.2770 0.3851 0.3838
Mediana 0.4400 0.3300 0.2500 0.4000

Moda 0.25 .00 0.00 0.40
Desv. E. 0.2767 0.2977 0.3891 0.2511
Varianza 0.0765 0.0886 0.1514 0.063
Cuartiles 0.25 0.2500 0.0000 0.0000 0.2000
0.50 0.4400 0.3300 0.2500 0.4000
0.75 0.6900 0.3300 0.7500 0.5000

En términos generales, en la tabla anterior, observamos que:

e La media para la flexibilidad y generalizacion es igual (0.3838 y 0.3851), lo
cual significa que cada alumno resuelve en promedio 2 problemas en cada
prueba.

e Las medias para la reversibilidad (0.2770) y para el conocimiento (0.4981)
son muy distintas, esto significa que en promedio los alumnos muestran
reversibilidad en 1 problema pareado y que solamente resuelven
correctamente la mitad del examen de conocimientos.

e De acuerdo con los valores correspondientes al tercer cuartil (equivalente a
28 alumnos), estos resuelven 7 reactivos o menos en el examen de
conocimiento, y muestran reversibilidad en, a lo mas, dos reactivos pareados.
e EIl 75% de los examinados logran, a lo mas, generalizar en tres problemas
y muestran flexibilidad en (aproximadamente) tres reactivos.

Resultados sobre la prueba de Conocimiento

Valores Frecuencia Porcentaje Porcentaje acum

0.13 5 135 135
0.20 1 2.7 16.2
0.25 7 18.9 35.1
0.35 1 2.7 37.8
0.38 3 8.1 45.9
0.44 2 54 51.4
0.50 3 8.1 59.5
0.60 3 8.1 67.6
0.63 3 8.1 75.7
0.75 2 5.4 81.1
0.88 4 10.8 91.9
1.00 3 8.1 100.0
Total 37 100.0

En esta tabla se observa que la mediana de los puntajes es aproximadamente
0.44 (4.4 puntos) y que (aproximadamente) la mitad de los alumnos obtienen
calificaciones superiores a este valor.

Resultados en las pruebas sobre habilidades
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Antes de analizar por separado, los resultados de las pruebas sobre habilidades,

primero se presentan los resultados de manera general:

Numero de veces que se | Reversibilidad | Generalizacion | Flexibilidad | porcentaje
muestra la habilidad
0 16 14 3 29.7
1 13 7 12 28.8
2 6 5 13 21.6
3 0 mas 2 11 9 19.8
Total 37 37 37 100

En esta tabla y en la gréafica siguiente se observa que existe una relacion inversa

entre el nimero de veces que se presenta la habilidad y el porcentaje de alumnos.

30.00—
28.00 —
26.00 —
EQA.OO—
22.00—
20.00—

18.00—

Reversibilidad

Valores
0.00
0.33
0.66
1.00
Total

T T T
1.50

Habilidades

42

Frecuencia Porcentaje Porcentaje acum.

16 43.2 43.2
13 35.1 78.4
6 16.2 94.6
2 5.4 100.0
37 100.0




REVERSIBILIDAD

20

10+

Frequency

o

00 33 66 1.00

REVERSIBILIDAD

Los resultados graficos de la reversibilidad muestran sesgo a la derecha. Las
dos primeras barras son mas altas (0 indica ausencia de reversibilidad y 0.33
significa pensamiento reversible en un problema pareado) lo que quiere decir
gue la mayoria de los examinados presentan pensamiento reversible a lo mas,
en un problema pareado.

Generalizaciéon

Valores Frecuencia Porcentaje Porcentaje acum.

0.00 14 37.8 37.8
0.25 7 18.9 56.8
0.50 5 13.5 70.3
0.75 4 10.8 81.1
1.00 7 18.9 100.0
Total 37 100.0

GENERALIZACION

16

144

12+

104

Frequency
N

.00 .25 . B 1.00

GENERALIZACION

En la gréfica para la generalizacion la tendencia es sesgada a la derecha, en la
primera barra se observa que 14 de los examinados no logran encontrar la férmula y
gue 7 obtienen calificacién de 1 (logrando encontrar las cuatro férmulas).
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Flexibilidad

Valores Frecuencia Porcentaje Porcentaje acum.

0.00 3 8.1 8.1
0.20 12 32.4 40.5
0.40 13 35.1 75.7
0.60 6 16.2 91.9
1.00 3 8.1 100.0
Total 37 100.0

FLEXIBILIDAD

14

Frequency

.00

FLEXBILIDAD

En la grafica para la flexibilidad, la mayor parte de los alumnos (25), muestran
pensamiento flexible para 1 y 2 reactivos (0.20 indica flexibilidad en un
problema, 0.40 indica flexibilidad en dos problemas) también se observa una
cierta tendencia simétrica. Esta prueba presenta la menor desviacion estandar
(0.25), lo que sugiere menor variacion en las respuestas de los alumnos. La
poca asimetria que presenta esta grafica se refleja en la comparacién de la
media (0.3838) y la mediana (0.4) ya que son muy parecidas.

Diagramas de caja para el conocimiento y las habilidades

12

104 (@i} *28

N = 3’7 3.7 3.7 3.7
CONOCIMI  REVERSIB  GENERALI FLEXBIL



La presentacion conjunta de los diagramas de caja muestran que la mediana
de las respuestas son:

e Conocimiento: 0.5, lo que significa que aproximadamente el 50% de
los examinados resuelve correctamente 5 problemas o menos.

e Reversibilidad: 0.33, lo que significa que el 50% de los alumnos
resuelven, a lo mas, un problema pareado

e Generalizacion: 0.25, lo que significa que la mitad de los alumnos
logran cuando mucho, una sola generalizacion.

e Flexibilidad: 0.4, lo que se traduce en el hecho de que el 50% de los
alumnos muestran flexibilidad en 1 o 2 problemas.

5.2. EL COEFICIENTE ALPHA DE CRONBACH

Con la idea de tener otros elementos para juzgar la calidad de los reactivos, se
calcula el coeficiente Alpha de Cronbach, que mide la confiabilidad en términos de
obtener resultados similares cuando se apliquen nuevamente las pruebas.

El procedimiento para calcular este coeficiente utiliza el numero de variables
(K=4), la media de las covarianzas entre los reactivos (cov) y la media de las
varianzas entre los reactivos (var):

K (cov)
a= var

ov 9

1+ (K- 1)§_:

var g

Estadisticos de resumen de los elementos
Media N de elementos

Medias de los elementos 0.386 4
Varianzas de los elementos 0.095 4
Covarianzas inter-elementos 0.045 4
Correlaciones inter-elementos 0.486 4

Sustituyendo en la formula, se obtiene el coeficiente estandarizado:
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4(0.045)

0450 2.421052

1+3 =
.0958

0.095 _ 1894736 _ 0.78

Estadisticos de resumen de los elementos

No. de
Media elementos
Medias de los elementos 2.303 4
Varianzas de los elementos 3.156 4
Covarianzas inter-elementos 1.164 4
Correlaciones Inter.-elementos 486 4

El coeficiente no estandarizado es:

Estadisticos de fiabilidad

a=

4(1.164)
3156 _ 1.475285 _

1+ 3§.164% 2.106463
1562

Alfa de Alfa de Cronbach basada en
Cronbach | los elementos tipificados No. de elementos
.700 .78 4

Estos valores indican una fiabilidad relativamente alta para los reactivos.

5.3. ANALISIS DE COMPONENTES PRINCIPALES (ACP)

Consideraciones iniciales

Funcionalmente el ACP, es una técnica multivariada cuyo propdsito es explicar las
relaciones entre un conjunto numeroso de variables correlacionadas vy dificiles de
interpretar en términos de un conjunto, en un grupo de nuevas variables menos
numerosas llamadas componentes principales, independientes (estadisticamente)

y que son combinaciones lineales de las variables originales.

Antes de aplicar el andlisis de componentes principales, se determinan los
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coeficientes de correlacion entre las variables bajo estudio (si las variables no
estan correlacionadas, no tiene sentido utilizar el ACP). Los coeficientes de
correlacion se presentan en la siguiente:

Matriz de correlacion

Flexibilidad Generalizacién Reversibilidad Conocimiento

Flexibilidad 1.000

Generalizacion 0.634 1.000

Reversibilidad 0.630 0.423 1.000

Conocimiento 0.399 0.538 0.292 1.000

En esta matriz observamos lo siguiente:

1 La mayor correlacion se da entre las habilidades matematicas: entre
Flexibilidad y Generalizacion (0.634) y entre Flexibilidad vy
Reversibilidad (0.630).

2 La correlacion entre Conocimiento y las habilidades es: Conocimiento y
Generalizaciéon, 0.538; Conocimiento vy Flexibilidad, 0.399;
Conocimiento y Reversibilidad, 0.292

Dado que las variables estan correlacionadas en mayor o menor grado, tiene
sentido aplicar un andlisis de componentes principales.

Componentes Principales

El analisis de componentes principales (ACP) es un procedimiento matematico
gue transforma un conjunto de variables posiblemente correlacionadas en un
conjunto menor de variables no correlacionadas llamadas componentes
principales: Y,,Y,,.....,Y, .

p
El uso de la técnica de CP es principalmente exploratoria y en general como un
paso intermedio para analisis posteriores.
Los objetivos principales son

a) Reducir la dimensionalidad de un conjunto de datos
b) Interpretar un conjunto de datos.

Las caracteristicas de las nuevas variables (CP), son tales que:
1. No estan correlacionadas.
2. La primera componente principal explique la mayor variabilidad posible de

los datos.
3. Cada componente subsecuente expligue la mayor variabilidad posible
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restante no explicada por las componentes anteriores.
Elementos del ACP
a) Eigenvalores de la matriz de varianza y covarianza

Son las varianzas de cada componente principal. En tanto se sabe que las CP
van “capturando” varianza en orden descendente (la primera componente
“captura” la mayor parte de la varianza, seguida de la segunda y asi
sucesivamente, siendo la Ultima componente la que menos varianza
“captura”).

b) Eigenvector de la matriz de varianza y covarianza

Las propiedades de las que gozan los eigenvectores, los hacen “candidatos
propicios” para (en un principio) servir como base de la construccion de las
CP. De hecho las entradas de cada eigenvector, son los pesos involucrados
en la expresion de una combinacion lineal de las variables originales; dicha
combinacion lineal no es cualesquiera, sino precisamente una CP.

c) Cargas (loadings)

La interpretacion de los componentes se basa en las cargas (a;) de los

componentes las cuales son las correlaciones entre los factores y las variables
originales. De este modo, las cargas proporcionan una indicacion de qué
variables originales estan correlacionadas con cada componente y el grado de
correlacion.

Estos elementos se muestran a continuacion (utilizando el paquete estadistico S-
Plus):

*** pPrincipal Components Analysis ***

The number of variables is 4 and the number of observations

is 37
Importance of components:

Comp. 1 Comp. 2 Comp. 3 Comp. 4
Standard deviation 1.7345085 0.7598171 0.6435513 0
Proportion of Variance 0.7521299 0.1443305 0.1035396 0
Cumulative Proportion 0.7521299 0.8964604 1.0000000 1
Loadings

Variables Y,

Xi1: Conocimiento | a;;= 0.437
X,: Reversibilidad |a;,=0.474
X3 Generalizacion | a;z= 0.532

X4 Flexibilidad a14.= 0.550

48



De acuerdo con los elementos del ACP y observando la salida del S-Plus, se

pueden plantear los siguientes hechos:

a) Los eigenvalores de cada CP, son

Componente | Desv. Estandar | Varianza (eigenvalor)
1 1.7345085 (1.7345085)°=3.008
2 0.7598171 (0.7598171)220.577
3 0.6435513 (0.6435513)°=0.414

b) EI primer CP explica la mayor parte de la variacion entre las variables
(72.2%).

c) El componente que explica esta mayor proporciébn de varianza, es:
Y1=0.437X,+0.474X,+0.532X5+0.550X,

d) Existe mayor correlacion entre el primer CP (Y1) y las variables X3
(Generalizacion) y X, (Flexibilidad). Estas correlaciones son, respectivamente
0.532y 0.550

5.4. CORRELACION PARCIAL ENTRE LAS VARIABLES Y CORRELACION ENTRE
MATEMATICAS | AIVY LAS HABILIDADES

Correlacién parcial

Siegel (1985) menciona que en situaciones como esta (donde no se usan
controles experimentales), pueden aplicarse controles estadisticos como los métodos
de correlacion parcial. En la correlacion parcial, los efectos de variacion de una
tercera variable sobre la relacion entre las variables X y Y son eliminados, es decir, la
correlacion entre X y Y se encuentra al tener la tercera variable (Z) como un valor
constante.

En la tabla siguiente se presentan las correlaciones entre Conocimiento y las
demas variables.

Flexibilidad
0.399

Generalizacion
0.538

Reversibilidad
0.292

Conocimiento

Los coeficientes de correlacion parcial son:

a) Eliminando la influencia de la flexibilidad.

Reversibilidad

Generalizacion

Conocimiento 0.0571 0.4021
b) Eliminando la influencia de la Reversibilidad
Generalizacion Flexibilidad
Conocimiento 0.4782 0.2890
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¢) Eliminando la influencia de la Generalizacion

Reversibilidad Flexibilidad
Conocimiento 0.0844 0.0880

La comparacion de los coeficientes permite proponer las siguientes
conclusiones:

1 Eliminando la Flexibilidad: la correlacion entre Conocimiento Yy
Reversibilidad disminuye de 0.292 a 0.0571, la correlacion entre
Conocimiento y Generalizacién cambia de 0.538 a 0.4021

2 Controlando la Reversibilidad: la correlacion entre Conocimiento y
Generalizacion varia de 0.538 a 0.4782, la correlacion entre Conocimiento
y Flexibilidad cambia de 0.399 a 0.289

3 Sin la influencia de la generalizacién, la correlacion entre Conocimiento
y Reversibilidad, baja de 0.292 a 0.0844, la correlacion entre
Conocimiento y Flexibilidad disminuye (pasa de 0.399 a 0.0880).

Las correlaciones entre las habilidades con y sin (la influencia del
conocimiento) son respectivamente:

a) Entre Reversibilidad y Generalizacion: 0.283 y 0.3296
b) Entre Reversibilidad y Flexibilidad: 0.446 y 0.5859
c) Entre Flexibilidad y Generalizacion: 0.497 y 0.5431

Correlaciones entre Matematicas | a IV y las Habilidades

Con el objetivo de observar y comparar las correlaciones entre los resultados de
las habilidades en las pruebas de Flexibilidad, Generalizacion y Reversibilidad (en
Estadistica y Probabilidad) con los resultados obtenidos por los examinados en
los cursos de Matematicas | a IV, se calculan los coeficientes de correlacion.
Estos se muestran en la tabla que sigue.

Mate | | Mate Il |Mate Ill | Mate IV
Flexibilidad 0.121 | 0.368 | 0.243 0.428
Generalizacion | 0.177 | 0.369 | 0.113 0.342
Reversibilidad | 0.153 | 0.413 | 0.282 0.154

La inspeccion de los resultados arroja las algunas conclusiones:

a) De manera general, existe baja correlacion entre las habilidades en
Estadistica y Probabilidad y Matematicas | a IV.

b) Existe correlacion moderada entre Reversibilidad y Matematicas Il (0.413).

c) Existe correlacion moderada entre Flexibilidad y Matematicas IV (0.428).
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6.

CONCLUSIONES Y SUGERENCIAS DERIVADAS DEL ANALISIS

EXPLORATORIO

6.1. CONCLUSIONES PARCIALES

a) A lo mas, el 50% de los examinados presentan habilidades matematicas:

b)

d)

muestran pensamiento reversible en un problema, logran una
generalizacion y son de pensamiento flexible en 2 problemas o menos
(esto se concluye al observar las medianas).

Las habilidades manifiestan mayor presencia cuando se elimina la
influencia del conocimiento (esto se deduce de los coeficientes de
correlacion parcial).

Se puede decir que existe un factor general de capacidad matematica que
explica el rendimiento académico de los alumnos y tal vez alguna habilidad
especifica (esto se obtiene del analisis de componentes principales).

Las habilidades matematicas estan estructuradas y relacionadas, de
manera que la mayor o menor presencia de alguna de ellas influye en las
habilidades restantes (de acuerdo con las correlaciones parciales), es
decir, no se presentaron de manera aislada sino que la presencia o
ausencia de alguna de ellas, ayud6 a que se manifestaran otras con mayor
0 menor intensidad.

6.2. CONCLUSIONES FINALES

Estas conclusiones solamente describen los resultados observados en la muestra.

a)

b)

d)

Los alumnos mostraron ser potencialmente capaces, al evidenciar la
presencia de habilidades mateméticas en Estadistica y Probabilidad, aun
cuando no se les ensefid con esta metodologia, es decir, no se les ensefo
de manera sistematica a desarrollar habilidades.

El propésito planteado se cumple, porque es posible desarrollar habilidades
matematicas en la ensefianza de la Estadistica y de la Probabilidad si se
plantea como un objetivo curricular de ensefianza y aprendizaje.

Con respecto a los objetivos planteados en este trabajo, se cumplen
parcialmente porque si bien, se encontraron correlaciones entre las
variables, puede ser que haya influencia de otros factores no considerados
en el estudio.

Puesto que las habilidades manifiestan mayor correlacion entre si, existe la
posibilidad (como un factor de confusion) de que la correlacion de cada una
de ellas con el conocimiento no sea directa, es decir, que sea el resultado
del hecho de que, la correlacion entre conocimiento y cualquier habilidad
sea influenciada por los efectos de variacién de una tercera capacidad.

Las correlaciones entre los resultados en habilidades matematicas y calificaciones
de Matematicas | a IV, al ser menores que las correlaciones entre habilidades
matematicas y Conocimiento en Estadistica y Probabilidad, sugiere que,
posiblemente, no se dié la circunstancia de que los alumnos mostraran estas
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capacidades en los cursos previos de Matematicas.

f) Las habilidades en el contexto mateméatico o en Estadistica y Probabilidad
solo se manifiestan en la actividad con los conceptos que son objeto de
estudio de estas asignaturas, siempre y cuando se les ensefie a los
estudiantes, a poner de manifiesto los rasgos esenciales de los conceptos
y fendmenos que estudian.

6.3. SUGERENCIAS

Puesto que las habilidades matematicas no son consecuencia de cualquier tipo de
ensefianza, para su desarrollo es necesario plantear y estructurar actividades de
aprendizaje para forzar a los estudiantes a ser innovadores.

l. Cambiando algunos problemas rutinarios se puede fomentar el uso del
pensamiento divergente o la busqueda de métodos alternativos de solucién.

Ejemplos

a) En lugar de pedir encontrar la media de los pesos de, digamos, 16 personas,
se puede cambiar el objetivo a: encontrar los pesos posibles de 16 personas en
un elevador que soporta un peso total de 1120 kgs.

b) En vez de pedir el célculo de la varianza de una conjunto de n datos, se puede

én (Xi - Y)2

cambiar por: si, §° = ‘:1—1= 4y encontrar los valores de é_ (X - Y)zy n
n- i=1

de manera que s’ = 4 Algunos valores son:

¢ — n

a (x- X)?

i=1
36 10
40 11
52 14

ll. Para promover la habilidad de generalizar, se puede solicitar a los alumnos que
encuentren la férmula o regla (en palabras o en simbolos) para la media
aritmética de series de nimeros enteros positivos.

Ejemplos:

a) Encontrar la regla para calcular la media aritmética de 1, 3, 5, 7,... hasta n
ndmeros impares, como se observa en la siguiente tabla
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Series NUmero de términos Suma X

1 1 1 1

1+3 2 4 2

1+3+5 3 9 3

1+3+5+7 4 16 4
n

b) Encuentre la formula para determinar la media aritmética de: 2, 4, 6,8 ,10,...
hasta n nUmeros pares.

Series Numero de términos Suma X
2 1 2 2
2+4 2 6 3
2+4+6 3 12 4
2+4+6+8 4 20 5

c) La distribucion de probabilidad binomial puede ser Util para que los estudiantes
descubran la solucidon general a la siguiente situacion: en n repeticiones o
ensayos de un experimento de Bernoulli, ¢cuél debe ser la probabilidad de
éxito (p) para que la probabilidad de ocurrencia de (x- 1) éxitos y x éxitos,
sea igual? Es posible guiar a los alumnos para que desarrollen:

P(x- D)= P(x)
C: 1px- 1(1_ p)n (x1 - C)r: pX(l_ p)n- X
y que logren encontrar la solucién general: p= n%l

[II) Con el propésito de que se manifieste el pensamiento reversible, se pueden
plantear las siguientes cuestiones:

a) Los datos siguientes (agrupados) corresponden al diametro, en centimetros de
34 plantas de una especie comun. Los didmetros varian desde 8 hasta 32
centimetros. Complete esta tabla:

Intervalos Punto Medio del | Numero de | Frecuencia

(Didmetro) Intervalo plantas Relativa
10 0.0588
14 0.1470
18 0.2058
22 0.2352
26 0.1764
30 0.0882
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b). En la siguiente funcion de distribucion de probabilidad, encuentre x, si
m= E(X)= 3.2

X 4 7 X,
P(X) {0.2 |0.1 (0.3 [0.3 |0.1

V. La flexibilidad y la reversibilidad se pueden explorar con los siguientes
problemas:

1. La media de 4 nimeros es 4.6, la media de otros 6 nimeros diferentes es 4.3 Encuentre:
a) La suma de los primeros 4 nimeros.
b) La suma de los otros 6 numeros.
c) La media de todos los (10) numeros juntos.

2. Los datos bivariados de la tabla que se presenta a continuacién se refieren a la
relacién lineal entre el nUmero de articulos comprados y el precio por articulo.

No. de articulos (X) 1 3 5 10 |12 |15 |24
Costo por articulo (Y) |55 [52 |48 |36 |32 [30 |25

a) Construya el diagrama de dispersion de los datos y (sin hacer los calculos),
proponga varios valores para el coeficiente de correlacion.

b) La interpretacion de la ecuacidn de regresion es: “a partir de un precio inicial de
$53.8 por articulo, el precio (inicial) disminuye $1.4 por cada articulo comprado”
Escriba la ecuacion de regresion lineal, y= b- mx.

3. Sean A y B, dos eventos mutuamente excluyentes, encuentre varios valores
para P(A) y P(B), de manera que P(A)+P(B)=0.8

4. Sean Ay B, dos eventos independientes, encuentre varios valores para P(A) y
P(B), de manera que P(A)xP(B)=0.48

Estas y otras acciones implican replantear el proceso de ensefianza y aprendizaje
para que los alumnos vean la Estadistica y la Probabilidad bajo una perspectiva
no convencional, y como dijo S. Roy: “Creo que si a un joven estudiante se le
inicia en su futura carrera, en el camino de la habilidad para generalizar un
resultado, para interpretarlo de tantas formas como sea posible y para descubrir
sus significados fisicos inherentes, no odiara a las Matematicas y tratara de ser
mas creativo, que lo que seria si fuera otro el caso”.
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APENDICE: COMPONENTES PRINCIPALES

A.1. INTRODUCCION

Johnson (2000) menciona que el Analisis de Componentes Principales (ACP)
comprende un procedimiento matematico que transforma un conjunto de variables
correlacionadas de respuestas, X;, X,,.., X en un conjunto menor de variables no

correlacionadas llamadas componentes principales: Y,,Y,,...,Y, .

Por su parte, Visauta (1998) establece que el objetivo del ACP consiste en
encontrar una serie de componentes que expliquen el maximo de varianza total
de las variables originales.

Catena, Ramos y Trujillo (2003), afirman que el ACP es una técnica de reduccién
de datos, cuyo objetivo es reducir un conjunto de variables observadas a un
conjunto menor de variables no observadas o subyacentes. Las variables
observadas, son las que el investigador mide a sus sujetos en el curso de su
investigacion. Las variables subyacentes se consideran una manifestaciéon de
variables no observadas directamente

El método consiste basicamente en llevar a cabo una combinacion lineal de todas
las variables de modo que, el primer componente principal sea una combinaciéon
que expliqgue la mayor proporcion de la varianza de la muestra, el segundo
componente la segunda mayor que a su vez no esté correlacionado con el
primero, y asi sucesivamente hasta tantos componentes como variables:

Yl: ailxl+ a12x2+ """ + alpx
Yo = ayXitapX,+ .t X,

Yo = auXitapX,+ .+ a, X

Y. es el primer CP; X, X,,.., X, corresponden a las p variables analizadas; a;,

con j=1,..., p corresponde a las cargas del primer componente en las p variables,
(y asi sucesivamente).

Si se utilizan tantos CP como variables, cada variable puede ser explicada por ella
misma y por tanto toda la variabilidad de cada variable, expresada en unidades de
desviacion estandarizada, es igual a la unidad. Martinez (1996) afirma que,
tedricamente, el nimero de CP es igual al nimero de variables originales, pero
gue las CP introducen propiedades que las hacen mas deseables que las
variables originales, como son: varianza maxima e independencia.
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A.2. INTERPRETACION GEOMETRICA DE LOS CP

De acuerdo con Krzanowski (2000), supongamos que una muestra de n
individuos a los que se les ha medido las estaturas (X;) y los pesos (Xy), se
representan en un nuevo sistema de coordenadas Y:Y,, sin que se altere su
forma. En este nuevo sistema de coordenadas, se observa que los puntos se
dispersan sobre el eje Y, lo que significa que los individuos difieren ampliamente
en su talla, pero que son muy similares en su forma, en otra palabras, podemos
caracterizar las diferencias entre los n individuos lo suficientemente bien, si en vez
de valorar la estatura (X1) y el peso (X,) de cada uno, solamente observamos su
talla, de tal forma que se pueden reemplazar las variables originales X; y X, por
una variable singular Yj.

Fig. 2.12  Sceond samp e
@ Y nd sample of heights (v,) and weirghts (x,) of n individuals

En la figura anterior se ilustra un punto tipico P y su proyeccion ortogonal sobre

el eje Y1 (denotada por P¢). De acuerdo con Pearson, para definir la linea OY; se

puede minimizar é (PP¥ Aplicando el Teorema de Pitagoras en el tridngulo
i=1

OPP(: (OP)? = (OP¥ + (PP¥ y sumando sobre todos los puntos P, se obtiene.

- . . 1 :
Multiplicando la ecuacion anterior por—l, se obtiene
n_

B2 (OR)'= & (OR¥+ & (PRFE

Si el miembro izquierdo de la ecuacion pitagorica es utilizada para una muestra
cualesquiera, independientemente del sistema de coordenadas empleado,

S Hlle}
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podemos seleccionar OY; que minimize.

a (RRY¥
i=1
n-1
lo que es equivalente a maximizar
a (Ory
i=1
n-1
on
a (Or¥’

Dado que O es el centroide de los puntos, '1—1 es justamente la varianza de

la muestra cuando los individuos estan dados por las coordenadas en Yi.
Encontrar la linea OY; que minimiza la suma de los cuadrados de las
desviaciones perpendiculares con respecto a ella, es exactamente equivalente a
encontrar la linea OY; tal que las proyecciones de los puntos con respecto a ella
tengan varianza maxima.

Si ahora pensamos en un conjunto de datos de p=2 dimensiones (dos variables
X1y X3), con una matriz asociada (np). Podemos considerar una secuencia de
pasos como en el caso anterior. Los datos se modelarian de manera usual en
una nube de n puntos en 2 dimensiones, donde el eje OY; corresponde a una
variable medida Y. De aqui se sigue que podemos pensar en una linea OY; de
manera que cuando los n puntos se proyectan sobre ella se tiene la mayor
varianza. Esta secuencia define una nueva variable de la forma

Y= X+ a,X,

p=2
. . . o Ry . .
con coeficientes a que satisfacen g a’=1 y con la condicion de maximizar la
i=1
varianza de Y;.

En el caso general si tenemos n puntos con p dimensiones (X,,..,X,) , el

proceso puede continuar hasta obtener p lineas mutuamente ortogonales OY;
(i=1,...,p). Cada una de estas lineas define una variable

Y=g, X+ a, X+ .+ g X,

Donde las constantes g; estan determinadas por la condicion de que la varianza
de Y es maxima. A las variables asi obtenidas se les llama Componentes

I
Principales y al proceso de obtenerlas se le llama Analisis de Componentes
Principales.
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A.3. CONSIDERACIONES MATEMATICAS EN EL ACP

Segun Krzanowsky (2000) si el centroide de los puntos se encuentra en el origen
de los ejes de coordenadas, el uso del Teorema de Pitagoras muestra que el total

de varianza de los puntos S’ en el subespacio definido por las primeras r

componentes principales, estd dada por la suma de las varianzas de los puntos
cuando éstos son proyectados en el eje de cada componente.

Ahora bien, el total de la varianza del sistema original S§ es justamente la suma

de las varianzas de cada variable X, y ésta, es la suma de los elementos de la

diagonal en la matriz de varianzas y covarianzasS. Esta suma es
matematicamente denotada como la traza de: S tr(S) y la teoria matematica

establece que Sf) = tr(S). Esta ecuacion es exactamente una reflexion del hecho

de que no se a realizado cambio alguno en el sistema original, los componentes
principales son simplemente una rotacion de la forma de referencia de los puntos,
de tal manera que el total de la variabilidad de X; esigual a la variabilidad de Y, y

que la proporcion del total de varianza del sistema que es “explicada” por las
2

primeras r Componentes Principales esta dada por: " ?S)
r

A.4. MEDIDA DE LA VARIABILIDAD DE LAS VARIABLES

Siguiendo las consideraciones anteriores, para medir la variabilidad total de las
variables bajo estudio Var( X, X,,..., X)) se considera la traza de la matriz > de
varianzas y covarianzas. Esta matriz es cuadrada (de dimensiones pxp) Yy
simétrica, de manera que en la diagonal principal se tienen las varianzas
(O-ll""'O-PP)

OppeenOppennenrennas O1p
01 O ppuenrennens Oup
O peeeeesssenenesnes O

Cada elemento en esta diagonal proporciona una medida de la varianza de cada
variable, de manera que:

a (X,- my a (X,- m)?
sy,=Var(X)=E2——../s =

n pp

La traza de S: tr(S) se calcula sumando los elementos: s;, + ..+ s .

61



A.5. EIGENVALORES Y EIGENVECTORES

Los eigenvalores y los eigenvectores son valores y vectores que caracterizan a
una matriz cuadrada y satisfacen la igualdad
Sw=1w
Donde 21 es un eigenvalor y w es un eigenvector. Los eigenvalores se obtienen
como solucién a la ecuacion
S-11=0

Donde | es la matriz identidad. Esta expresién toma la forma de una ecuacién
polinomial en A de grado p: Cl P+ Cl "'+ ..+ C| + C,,= 0 Las raices de esta

ecuacion son los eigenvalores 1, 4,,...,4, de S

Puesto que los eigenvalores son numeros reales, se pueden ordenar en forma
descendente |,3 | ,3 ...3 | . Para cada eigenvalor 4, existe un eigenvector w,

gue satisface la ecuacion

Sw=1Iw

Propiedades de la suma de los eigenvalores

Los eigenvalores tienen la propiedad de que sumados proporcionan la traza de 2.
Segun esta propiedad, se tiene

op
rS)=a l;=1,+1,+.+1,

j=1
De la propiedad anterior se deduce que la variabilidad total de las variables es
equivalente a tr(2).

A.6. PROCEDIMIENTO FORMAL PARA EL CALCULO DE LOS CP

Sea X una variable aleatoria multivariada con dimensién p: X = X, X,,..., X,

matriz de varianzas y covarianzas 2., y con eigenvalores ordenados en forma
descendente | ;3 | ,3 ....3 |

Los CP son aquellas combinaciones lineales VY,,Y,,...,Y, no correlacionadas cuyas
varianzas son tan grandes como sea posible:
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Y= aX = a, X+ a,X,+ ..+ g, X
Y, = afX = ay X, + @, X, + ...+ 8, X

Y,=alX=a, X +a,X,+..+a,X
Primer CP

Y,= aX, con a¢=(a,,a,,...,a,)como vector de pesos, de manera que los
elementos a; miden la importancia de las variables en el primer CP y a; maximiza
a Var(a¥X) sujetoa a®, =1

Es demostrable que el maximo de la varianza de Y,= a®X entre todos los
vectores a que satisfacen a® = 1 esigual a 4, y por lo tanto, a es el eigenvector
de S correspondiente al eigenvalor A,

Segundo CP

También se puede demostrar que el valor maximo de la varianza de Y, = a$x
entre todas las combinaciones lineales que satisfacen a afa, =1 y que no estan
correlacionadas con Y, = alX es igual a 4, Por lo tanto a, es el eigenvector de S
correspondiente al eigenvalor 4, :

El caso general

De manera general, el valor maximo de la varianza Y, = alX entre todas las
combinaciones lineales que satisfacen a%, =1 y que no estan correlacionadas
con Y,Y,,....,Y,, es igual a 4. Por lo tanto, a es el eigenvector de S
correspondiente al eigenvalor 4,

De acuerdo con esto, la varianza del conjunto de los CP: Var(Y,+ Y, + ...+ Y,) es
igual a la varianza del conjunto original de variables: si llamamos 4 a la varianza
de Y, se tiene Var(Y,)=1,, con i=1..,p, 0 sea
Var(Y,+ Y, + ...+ Y )=+ ,+ ...+ )

Proporcion de varianza explicada por cada CP

La proporcion de la variabilidad explicada por la k-ésima CP, es:
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A.7. NUMERO DE CP

Existen técnicas para evaluar qué tan bien ajusta a los datos el modelo con un
namero particular de componentes, muchas de estas técnicas son procedimientos
gue se basan mas en la experiencia y en la intuicion. Algunas de estas técnicas
son:

1. Si nos basamos en la matriz de correlacion, es quedarse con los
componentes asociados a los eigenvalores mayores a 1.

2. La prueba con la grafica de codo (grafica Scree): se grafican los
eigenvalores vs el nimero de componentes (nos quedamos donde
se presente el cambio mas significativo).

3. La prueba “ji-cuadrada” (s6lo para muestras grandes).

Segun Nieto (2005) el numero de CP que de alguna forma pudieran reemplazar a
las variables originales ( X, X,,...X), sin mucha pérdida de informacion depende

del problema en particular. Una forma de decidir el nimero de CP significativos es
graficando la varianza contra el numero de variables. Cuando las barras tienden a
nivelarse, estos CP estan cercanos a cero y se pueden ignorar.

A.8. ALGORITMO PARA EL CALCULO DE COMPONENTES PRINCIPALES

A continuacidn se proporcionan los pasos seguidos para conocer los
componentes principales:

1. Se parte de los resultados de las pruebas, considerando que son p=4
variables: Conocimiento (X;), Reversibilidad (X;), Generalizacion (X3),
Flexibilidad (X4) y n=37 individuos.

2. Se calcula la matriz de correlaciones (considerando que si no hay correlacion
entre las variables, no tiene sentido usar el ACP).

Matriz de correlaciones

Flexibilidad Generalizacion Reversibilidad Conocimiento
Flexibilidad 1.000

Generalizacion 0.634 1.000
Reversibilidad 0.630 0.423 1.000
Conocimiento 0.399 0.538 0.292 1.000

3. Se determinan los CP (usando los resultados proporcionados por el paquete
estadistico S-Plus).
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En el eje vertical de la grafica se tienen los eigenvalores.
A cada eigenvalor le corresponde una proporcidén de varianza
explicada. Estos resultados se 1ilustran en la siguiente
tabla:

Componente | Eigenvalor |Proporcién de varianza
explicada

Y1 |, = 3.008 75.2%

Y2 | ,= 0577 14.43%

Ys |, = 0.414 10.-35%

Y4 | = 0 0%
Importancia de los componentes:

Comp. 1 Comp. 2 Comp. 3 Comp. 4

Desviacion estandar 1.7345085 0.7598171  0.6435513 0
Proporcién de Varianza 0.7521299 0.1443305 0.1035396 0
Proporcion acumulada 0.7521299 0.8964604 1.0000000 1

De acuerdo con la grafica y tablas anteriores, solamente hay un eigenvalor mayor
a 1 (1.734)? = 3.008, por lo que se decide que un componente explica la mayor
variabilidad entre las variables

4 Este CP es:
Y, = a, X, + a,X, + a,X,+ a,X, = 0.437X, + 0.474X, + 0.532X, + 0.550X,

Donde los valores a; representan los pesos de cada variable (X,) en este
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componente (Y,) y satisfacen la condicion
(@) + (8,)° + (a3)" + (a,)” = (0.437)* + (0.474)" + (0.532)° + (0.550)° = 1

Los pesos de las variables en los componentes se presentan a continuaciéon

(usando la salida del paquete estadistico S-Plus):

Variables Y1 Y, Y3 Ya
Xy: Conocimiento | g, = 0437 a,, = - 0.70§ a, = 0.537 |a, = 0.152
Xz: Reversibilidad | a ,= 0.474 a,, = 0598 | a,, = - 0.512| a,, = - 0.39;
Xs: Generalizacion | a,, = 0.532 a,, = - 0.249 a,, = - 0.610| a,, = - 0.53]
Xs: Flexibilidad | a, = 0.55( a,, = 0.286 | &, = - 0.278] a,, = 0.734

5. La proporcién de variabilidad explicada por este componente, se determina

como sigue:
2
Var (Y,) = (1.734;3085) _ 3.(;08 _

0.752

O de manera equivalente:

1. Primero se calculan los coeficientes de correlacion (r;;) entre Y, y las 4 variables
(multiplicando la carga de la variable en este componente por su desviacion estandar)

Variables _ B
aij - Ilj - rlj

(a11)(+/3.008 )= (0.437)(1.734)=0.758
(a12)(~/3.008 )= (0.474)(1.734)=0.822
(a13)(+/3.008 )= (0.532)(1.734)=0.922

(a14)(~/3.008 )= (0.550)(1.734)=0.954

X1: Conocimiento

X5: Reversibilidad

X3: Generalizacion
X4: Flexibilidad

2. En segundo lugar, se determina la suma de los cuadrados de estos
coeficientes y se divide entre el nUmero total de variables:

2 2 2 2
Var(y,) = (0.758)" + (0822) J; (0.922)> + (0.954)° _ 3.308:

0.752

Los resultados anteriores se pueden usar en analisis subsecuentes como una manera de
reducir la dimensionalidad del problema, por ejemplo, en Andlisis de Factores.
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