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INTRODUCCION

El impacto de la tecnologia en la educacién matematica ha desafiado o puesto a
discusion los supuestos o paradigmas bajo los cuales se ha desarrollado
tradicionalmente la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas. En esta polémica
se pueden distinguir dos orientaciones principales en el uso de estos medios
tecnoldgicos. La primera la concibe como un mero instrumento que permite hacer
calculos rapidos vy eficientes (calcular derivadas, trazar graficas, etc.) como apoyo a
cursos tradicionales de matematicas. Una segunda orientacion en la que se ubica el
presente trabajo, es considerar la tecnologia, no s6lo como un instrumento que
auxilia las tareas de calculo, sino como una herramienta fundamental para desarrollar
o transformar funciones cognitivas de los alumnos. Considerando que el aspecto
computacional ya no ofrece dificultades, cabe preguntarse ¢A qué tipos de
aprendizajes debemos ponerles mayor atencion? La National Council of Teachers of
Mathematics (NCTM, 2000) sefiala “Cuando las herramientas tecnolégicas estan
disponibles, los estudiantes pueden enfocar su atencidon en procesos de toma de
decisiones, reflexion, razonamiento y resolucion de problemas.... La tecnologia no
debe utilizarse como un _sustituto de entendimientos esenciales e intuiciones; mas
bien, puede vy deberia ser usada para promover estos entendimientos e intuiciones”
(p.24). Ademés darle mayor énfasis al desarrollo de funciones cognitivas, tales como,
la aprehension conceptual de los objetos matematicos, movilidad y coordinacion
entre diferentes representaciones (grafica, tabular y algebraica) de un mismo objeto
matematico; asimismo promover habitos mentales como lo sugiere Goldenberg
(1996): a) visualizacion, b) interpretacion de graficas, ¢) comunicacion de ideas o
razonamientos, d) traduccion de informacion presentada visualmente o verbalmente,
y e) la busqueda de invariantes (en todas estas cantidades que cambian en una
situacion, ¢ hay algo que no cambia?), f) formular, reformular y resolver problemas.

En este contexto, el trabajo de investigacién se abocé a estudiar el siguiente
tipo de cuestiones ¢,Cual es el rol de la tecnologia para favorecer procesos cognitivos
como los mencionados anteriormente?, ¢Qué tipo de actividades podemos disefiar
en medios virtuales para favorecer dichos procesos?, ¢A qué nivel estas actividades
en ambientes virtuales favorecen el aprendizaje de conceptos centrales del calculo
(funcién, primera y segunda derivada, puntos maximos y minimos o de inflexion) ¢A
qué nivel estas actividades en un medio interactivo computacional es un aspecto
central en el aprendizaje de los alumnos?



CAPITULO 1

PROPOSITOS Y JUSTIFICACIONES DEL ESTUDIO

1.1 Propdositos del estudio

En este trabajo se documentan los comportamientos cognitivos de una pareja de
estudiantes del primer semestre de la Facultad de Ingenieria de la UNAM, que fueron
expuestos a tareas disefiadas en un medio computacional, con el fin de favorecer el
entendimiento de conceptos relevantes del calculo (funcion, tasa de cambio
instantanea, segunda derivada, puntos maximos, minimos y de inflexién). Otras
metas, fueron promover habilidades de lectura o interpretacion de graficas o
situaciones que involucran dichos conceptos y la movilidad entre diferentes registros
de representacion: del verbal al grafico y viceversa o de una representacion virtual al
grafico. Asimismo, ayudar a superar dificultades recurrentes (por ej. falta de
discernimiento entre la funcién y su derivada) que muestran los alumnos en el
aprendizaje de conceptos basicos del calculo, las cuales a menudo emergen en una
ensefianza en la que se privilegia el pizarron o lapiz y papel, es decir, en un
escenario estatico.

1.2 Justificacién del estudio

¢, Cudl es la importancia de la realizacién del estudio? ¢Qué aportaciones o
sugerencias se presentan para mejorar la ensefianza y el aprendizaje de conceptos
relevantes del calculo?

Los estudiantes de Ingenieria de la UNAM, cuando inician o terminan el curso de
calculo I, siguen mostrando dificultades recurrentes en el aprendizaje de los
conceptos y/o la adquisicidon de un pensamiento compatible con la naturaleza de la
disciplina (por ej. un pensamiento variacional) ya reportados en la literatura
(Thompson, 1994, Carlson, et al, 2001). Por ejemplo, la inhabilidad para reconocer o
identificar la variacion simultanea de cantidades involucradas en una situacion y
establecer relaciones entre dichas variables, la falta de discernimiento o confusion o
la debilidad de una imagen coordinada entre el concepto de funcién y sus cambios
(razbn de cambio o tasa o primera derivada). Un punto clave en el estudio del
calculo, es entender y saber interpretar como esta cambiando un fenémeno
representado por una funcidon. Esta falta de comprension sera un escollo para
entender otros conceptos, por ejemplo, analizar como esta cambiando Ila



primera derivada (2a. derivada) antes y después de un punto de inflexion, a manera
de ilustracion se presenta un comentario de un estudiante ocurrido en una leccion de
calculo: “prof. si una funcidn es creciente en un intervalo, entonces la funcion no
puede tener un punto de inflexion en este intervalo”. Esta debilidad en este tipo de
recursos afectara la competencia de los alumnos en la resolucion de problemas. De
ahi, la importancia de disefiar actividades que ayuden a entender tales conceptos y
superar las dificultades antes mencionadas. Por tanto, uno de los objetivos
principales de la investigacion fue disefar actividades en un escenario virtual y
documentar aspectos cognitivos de estudiantes de Ingenieria que fueron expuestos a
este tipo de experiencia. Las actividades comprenden los conceptos: funcién
creciente o decreciente, primera y segunda derivada, puntos maximos y minimos,
cambios de concavidad y puntos de inflexion, que son una teméatica medular del
programa de la asignatura de calculo |

1.3 Preguntas de investigacion

Con la finalidad de guiar el andlisis y a la observacién de ciertos procesos
cognitivos de los alumnos, se plantearon las siguientes preguntas de investigacion.

¢A qué nivel las actividades en un ambiente virtual favorecieron el aprendizaje de
conceptos basicos del calculo?

¢ Qué cambios notorios mostraron los alumnos en el aprendizaje o en el
entendimiento de conceptos importantes del calculo?

¢, Cuales fueron las dificultades mas relevantes o falsas concepciones que revelaron
los alumnos en la interaccidn con las tareas en el medio computacional?

¢A gqué nivel las actividades en el ambiente virtual fueron un aspecto central en el
avance del entendimiento de los alumnos?



CAPITULO 2

MARCO CONCEPTUAL

2.1 El desarrollo de la cognicion de acuerdo a Donald

La evolucion del pensamiento humano o la cognicion ha estado
estrechamente vinculada con la creacion o utilizacion de representaciones —verbal,
escritura, visual y simbdlica— (Donald, 1991. En esta linea, Kaput (1999) sefiala que
la tecnologia es una infraestructura representacional que amplia las potencialidades
del pensamiento humano, afirmando que estas nuevas herramientas conducen a
nuevas maneras de pensar o razonar. Por ejemplo, las graficas apoyan un rango de
formas que es considerablemente mas amplio de las que pueden ser expresadas en
la forma cerrada del algebra simbodlica y mas especifico a particulares técnicas de
razonamiento. Aquéllas, pueden facilmente apoyar manipulaciones de funciones
definidas a trozos, una forma que es extremadamente engorrosa en contextos
tradicionales. Ademas, Kaput sefiala, que las graficas estan dadas en una forma mas
democratica, aparecen frecuentemente en periddicos, television, presentacién de
negocios y campafias presidenciales —al menos en términos de lectura e
interpretacion, como opuestos a la escritura y manipulacion algebraica.

2.2 Enfoque de Balacheff y Kaput sobre las herramientas tecnoldgicas

En el pasado, el aprendizaje de las mateméticas se desarrollaba solamente a
través de representaciones estaticas o inertes (lapiz y papel o materiales concretos).
Una caracteristica de estos medios es que no producen una reaccion a una accion
de un sujeto sobre la representacion de un objeto matematico en dicho medio. En
contraste, en un medio interactivo se “responde” a una accion del sujeto. De acuerdo
a Balacheff y Kaput (1994), esta cualidad intrinseca de los medios computacionales
ha modificado sustancialmente las experiencias de aprendizaje en las mateméticas.
Por ejemplo, la ensefianza del céalculo, uno de cuyos origenes fue el estudio de
fendbmenos de variacién o cambio, se aprendia a través de notaciones o simbolismo
algebraico, que no reflejaban la dinamica de los fenomenos fisicos estudiados. En el
presente, la tecnologia ha creado las condiciones para visualizar dinamicamente esta
caracteristica esencial del calculo en un escenario virtual. Ahora el aprendiz cuando
"manipula" o explora las propiedades de los objetos en escenarios dinAmicos o
virtuales, ve al mismo tiempo el efecto de estas exploraciones sobre el objeto
representado en la pantalla de una computadora (por ej. la manipulacion de figuras
tridimensionales ). Este cambio en la naturaleza de la interaccion con los objetos



matematicos de un sistema representacional estatico a uno dinamico ¢crea nuevas
condiciones para superar problemas recurrentes de los estudiantes en el aprendizaje
de las matematicas? Esta cuestion aun no tiene una respuesta concluyente, es un
tema abierto.

Como una ilustraciéon de la influencia que han tenido estas ideas en la
enseflanza y el aprendizaje de las matematicas, Kaput, Noss y Hoyles (2002)
disefiaron un software (simcalc) para el aprendizaje de las ideas de variacion y
acumulacion (integral) en el nivel de secundaria. Los pupilos controlan o simulan el
movimiento de un elevador a través de una funcién velocidad escalonada dada, y se
les pide determinar la posicion del elevador. Ademas, este escenario permite estudiar
las nociones de acumulacion, continuidad, discontinuidad y el teorema del valor
medio. Kaput (2002), afirma que el “proposito de estas actividades es colocar los
fendbmenos en el centro de la experiencia representacional, asi los pupilos pueden
ver los resultados de fendmenos observables, de sus acciones en las
representaciones del fenbmeno” (p. 61). Santos et al (2002) desde una perspectiva
de la resolucion de problemas, introduce una idea interesante de como convertir la
tecnologia en una herramienta matematica para transformar problemas rutinarios de
los libros de texto o temas tradicionales que aparecen en cursos, en actividades no
rutinarias que favorecen el pensamiento matematico de estudiantes de bachillerato.

En sintesis, un rasgo importante de las representaciones de los objetos
mateméaticos en un ambiente dinamico, es poder operar con ellos y ver al mismo
tiempo en una pantalla el efecto de estas acciones sobre dichas representaciones.
Pero no es solo operar por operar con estos entes virtuales, sino que en este tipo de
procesos los alumnos desarrollan un entendimiento conceptual de los objetos
matematicos que se estan estudiando. Por ejemplo, cuando se modifican parametros
de una representacion algebraica de una funcion los pupilos ven en la pantalla de la
computadora los efectos de aquellos en la representacion grafica ("estiramientos o
compresiones"). Experiencia que es sumamente complicada cuando se operaba con
representaciones en un medio inerte.

2.3 La visualizacién como un medio para el entendimiento conceptual.

Otro concepto que fue relevante en el estudio, fue considerar que la
representacion grafica (visualizacion) de una funcidon no es solamente una imagen,
una traduccién iconica de un concepto, es también una ayuda conceptual esencial
debido a sus caracteristicas intuitivas. Representa una vista global condensada o
sintética de una relacion de cantidades relacionadas que varian simultaneamente. En
este estudio dichas relaciones se dinamizaron en la pantalla de una computadora
mediante el movimiento virtual de dos graficas, una representaba el llenado de agua
en un tanque de agua y la otra la tasa de cambio (primera derivada). Como sefala
Zimmerman y Cunningham (1988), la visualizacion mateméatica es el proceso para
formar imagenes (mentalmente, con lapiz y papel o con ayuda de la tecnologia) y
usar tales imagenes efectivamente para el descubrimiento matematico, el
entendimiento de situaciones y en la resolucion de problemas, y que “la visualizacion
no es un fin en si mismo, sino un medio para alcanzar el entendimiento” (p.5). En



este marco, uno de los propdsitos de las actividades disefiadas en un medio
computacional fue favorecer la construccion de imagenes dindmicas mentales, no
estaticas, de conceptos a través de las acciones coordinadas entre las
manipulaciones del ratdbn que representan virtualmente las acciones de estar
abriendo o cerrando llaves que controlan el llenado de agua en un tanque y la
generacion simultanea dinamica de dos graficas que representan aspectos
esenciales del evento: el cambio del volumen en el tanque que aparece en la pantalla
de la computadora y su tasa de cambio (primera derivada).

2.4 El concepto de modelo mental de Lamon

Otro constructo que fue importante para el analisis de los comportamientos de
los pupilos, fue el de “modelo mental”. Lamon (1990) lo define como un sistema que
una persona utiliza para explicar un fendmeno o una situacion, el cual consiste de
elementos matematicos u objetos (cantidades, razones, tasas, funciones, derivadas,
maneras de pensar 0 razonar con, y operar con estos objetos y poder accesarlos en
circunstancias en donde se demandan). Un modelo mental usualmente funciona en
un nivel de inconsciencia, no obstante, subyace la manera en la cual una persona
piensa y actla en cualquier situacidbn. En este contexto, las respuestas o
explicaciones verbales que proporcionan los alumnos, revelan rasgos de su
pensamiento o razonamiento o de su entendimiento conceptual de una situacion. Por
ello, es importante analizar tales explicaciones, como un indicador del avance o falta
de progreso en un proceso de aprendizaje.



CAPITULO 3

METODOLOGIA Y PROCEDIMIENTOS

3.1 Enfoque metodoldgico

El enfoque metodoldgico del trabajo fue de corte cualitativo, el interés fue
ponerle atencion a los procesos o comportamientos mostrados por los alumnos en la
interaccion con actividades en medio interactivo virtual.

Participaron dos estudiantes del primer semestre de céalculo de la Facultad de
Ingenieria de la UNAM. Estos dos alumnos se seleccionaron de un grupo de diez que
habian terminado el curso de calculo |, a través de un examen diagndstico que fue
piloteado antes de su aplicacion. Los estudiantes trabajaron individualmente en la
resolucion del cuestionario, excepto dos que trabajaron en pareja para resolver en
pareja dicho examen. Para analizar los comportamientos de los estudiantes en la
interaccién con las tareas nos apoyamos en el marco conceptual desarrollado por
Schoenfeld (1994,2002). En este contexto el trabajo realizado por los estudiantes fue
audio grabado, considerando que la informacion escrita recolectada, es por lo
general, incompleta o limitada para interpretar o entender los pensamientos o
procesos de los examinados en la resolucion de las tareas. Estos dos tipos de
informacion recolectada, permitieron tener una “imagen” o rasgos de la estructura
conceptual previa con el cual los alumnos interaccionarian en la experiencia de
aprendizaje en un ambiente computacional. Con base en dicho examen se
seleccionaron dos estudiantes de los diez, que reunian el perfil cognitivo que
sirvieran de base, para participar en la investigacion (poseer conocimientos previo
adecuados para involucrarse en las tareas de la investigacion, asi mismo ofrecieran
explicaciones verbales y/o razonamientos de las respuestas dadas). Los estudiantes
escogidos trabajaron en pareja en las actividades y fueron filmados. La version final
del examen escrito que se aplicé aparece en los anexo 1, asi como la trascripcion del
audio en el anexo 2 y de la video grabacion en el anexo 4.



3.2 Diseno de un escenario dinamico: El simulador
3.2.1 Descripcion del simulador (programa)

Para llevar a cabo el estudio el investigador y el docente disefiaron un software
computacional que simula diversas situaciones dindmicas sobre el evento de llenado
y/o desalojo de agua de un tanque, asi como 21 programas que simulan doce
situaciones diferentes. La figura siguiente muestra las partes principales que
constituyen el simulador.

Estos elementos que constituyen el simulador se describen a continuacion:

El programa simula el llenado de agua en un tanque con capacidad de 1000
litros. En la pantalla de la computadora aparece el dibujo del tanque. El depdsito
tiene dos llaves, por una entra el agua al tanque y por la otra se desaloja. La cantidad
de agua que circula por las llaves se controla mediante el movimiento de dos barras
gue aparecen debajo del titulo Control de llaves, una controla la entrada de agua y la
otra, la salida. Por ejemplo, cuando la barra que controla la llave de entrada se
mueve y se fija en un 68%, como se puede apreciar en la figura, el flujo de agua que



entra al tanque es de 68 litros/seg (el maximo flujo de agua que puede circular a
través de cualquiera de las llaves es de 100 litros/seg) independientemente del
estado en el que se encuentre la otra llave. Si un momento después se abre la llave
de salida a un 50% (cada barra tiene su indicador de apertura a la derecha),
entonces se estan desalojando al mismo tiempo 50 litros/seg, lo que significa que el
gasto neto (gasto neto = lo que entra — lo que sale) es de 18 litros/seg que es el
volumen de agua que afecta el nivel de agua en el tanque. Un aspecto importante en
esta actividad virtual, es que se puede “ver” el movimiento del nivel o volumen de
agua en el tanque en la pantalla de la computadora a medida que se manipulan las
“llaves”. En la parte izquierda de la pantalla hay dos ventanas, la de arriba (primer
registro) se identifica como “REGISTRO DE LA CANTIDAD DE AGUA", aqui es
donde se va generando la gréfica de la cantidad de agua en el tanque al mismo
tiempo que se manipulan las llaves. Simultaneamente, en la ventana que se
encuentra debajo de la anterior (segundo registro o primera derivada o pendiente de
la grafica de la ventana superior) identificado como “REGISTRO DE
MANIPULACION DE LLAVES”, se van generando dos gréaficas que representa las
manipulaciones de las llaves de entrada de agua (lineal azul) y de salida de agua
(linea roja). Las dos ventanas tienen cuadriculas, en la escala horizontal de ambas
esta representado el tiempo cada 10 unidades de simulacidon (segundos). En la
escala vertical de la ventana superior se representa la cantidad de agua en el
depdsito cada 100 litros. En la escala vertical de la ventana inferior se representa el
porcentaje de apertura de la llave cada 10%. El simulador posee una alarma en
forma de “Beep” que suena cuando el tanque se ha llenado totalmente y que el agua
se esta derramando o cuando se ha vaciado totalmente el tanque, en cualquier caso
esta alarma sirve para avisar que las condiciones de las simulacion no son
adecuadas.

El simulador cuenta con siete botones a saber: Programado, Inicio,
Pausa/Continuar, Parar, Salir, Ver Agua y Ver Gastos.

El botén “Programado” sirve para iniciar una simulacion que siga el programa
previamente seleccionado en la lista de programas.

El boton “Inicio” tiene la funcion de iniciar una simulacion en la cual el control
de las llaves depende completamente del usuario.

El boton “Pausa/Continuar” tiene la caracteristica de detener o reanudar una
simulacion que esté en proceso con el fin de poder analizar los datos que
proporciona el simulador.

El boton “Parar” detiene una simulacién en proceso de modo que es posible
iniciar otra simulacién.

El botdn “Salir” sirve para salir del simulador.

El boton “Ver Agua” permite hacer que sea visible o no el “REGISTRO DE LA
CANTIDAD DE AGUA".



El botén “Ver Gastos” tiene la funcién de permitir o no la visualizacién del
“REGISTRO DE MANIPULACION DE LLAVES".

El simulador cuenta con 21 programas mediante los cuales es posible simular
eventos dindmicos del llenado y/o desalojo de agua en el tanque con ciertas
caracteristicas. A pesar de que es posible abrir y cerrar libremente la llave de salida,
al disefiar los programas se decidi6 mantener fija la llave de salida durante toda la
simulacion, de modo que su grafica sirviera como eje de referencia o eje de las
abscisas representado por una linea recta horizontal de color rojo, Por ejemplo,
cuando la grafica que representa la manipulacion de la llave de entrada (linea azul)
se encuentra por arriba de este linea “roja” significa que la llave de entrada estd mas
abierta que la llave de salida o sea que el gasto neto sera positivo y en consecuencia
el nivel de agua en el tanque estard aumentando y la pendiente de la grafica del
volumen de agua sera positiva. Si por el contrario la linea azul se encuentra por
debajo de la linea roja, significa que la llave que controla la salida de agua esta mas
abierta que la llave de entrada por lo tanto el gasto neto es negativo, lo que significa
gue el nivel de agua en el tanque esta disminuyendo y la grafica del volumen de
agua en el tanque mostrara una curva descendente y por tanto tendra una pendiente
negativa. Ademas, si la linea azul tiene un cruce o una interseccion con la linea roja
en algun instante, significa que momentaneamente las dos llaves tienen la misma
posicion, por lo tanto, momentaneamente el flujo de entrada es igual al de salida,
consecuentemente el gasto neto es igual a cero (la grafica azul tiene un cero) y la
variacion de la grafica del volumen de agua sera nula en el mismo instante.

Finalmente, otra caracteristica del simulador es que cuenta con tres pequefias
ventanas donde se muestra el valor del Tiempo de simulacion, la cantidad de agua
en el tanque y el gasto neto en cada momento de la simulacién. Cuando se realiza
una simulacién no programada, es posible dar un valor inicial a la cantidad de agua
gue posee el depdsito, a través de escribir dicho valor en la ventana denominada
cantidad de agua.

3.2.2 Actividades utilizadas

Una vez creado este ambiente, se plantearon 12 situaciones dinamicas en las
cuales se describen verbalmente las manipulaciones de las llaves de agua del
simulador, y se formularon varias preguntas pertinentes. Con base en estas
situaciones se elaboraron 21 programas que sirvieron para interaccionar con dicho
ambiente. Se tuvieron que hacer varias versiones del programa y pilotearlas antes de
su aplicacion. Estas actividades escritas en lapiz y papel aparecen en el anexo 3.

Las actividades precedentes fueron trabajadas en pareja por los dos alumnos
seleccionados. Se analizo la pertinencia en este primer estudio de la intervencion del
investigador o del docente en el proceso de aprendizaje de los dos estudiantes y se
decidié que dichos pupilos se les dejara trabajar solos con las tareas. El interés fue
observar los procesos cognitivos o de aprendizaje de los dos estudiantes
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interaccionando entre si y con el simulador tal y como se muestran o se despliegan,
sin una influencia del investigador, ademas porque uno de los propdsitos principales
fue probar el potencial o limitaciones del material para favorecer el entendimiento de
conceptos fundamentales del calculo.

3.2.3 Implementacion de las actividades

En la instrumentacion de las actividades se pensé que inicialmente podrian
llevarse a cabo por lo menos en dos sesiones, sin embargo, los dos alumnos
pudieron realizarla en una sola sesion continua. El orden en cdmo iban a presentarse
las actividades fue analizado con anticipacion. El criterio para el ordenamiento fue el
de complejidad conceptual, de nociones de menor a mayor dificultad que
involucraban las tareas. Este ordenamiento permitié observar como avanzaban o no,
los estudiantes en su aprendizaje e identificar las dificultades que se presentaban
durante el proceso, por ejemplo, qué tareas les ofrecian mayores escollos y
reflexionar acerca de su naturaleza.

Algunas caracteristicas relevantes en este proceso es que a los alumnos en
cada actividad se les solicitd hacer una descripcion verbal de la interpretacion de la
situacion dada, luego construir una grafica que representara el evento desplegado en
la pantalla de la computadora y, una vez dadas las respuestas, las verificaran o
contrastaran con las graficas que proporcionaba el simulador. Esta caracteristica del
ambiente, jugd un papel de retroalimentacion en su proceso de aprendizaje, ademas
de que les permitia reflexionar acerca de sus respuestas incorrectas o limitadas
podian "sentir" sus avances, o darse cuenta de sus malos entendidos. El investigador
como ya se menciond no tuvo ninguna intervencién, no obstante, permanecio cerca
de los alumnos para ayudarlos en caso de presentarse algun problema vy para
asegurar que siguieran el orden establecido de las actividades, también para tener
otra fuente de observacién "en vivo" para el analisis de los comportamientos de los
pupilos.

3.2.4 Fase de ambientacién de la pareja de alumnos con el simulador

Previamente a la exposicion de los alumnos a la resolucion de las tareas, se
les introdujo a una fase de familiarizacion o exploracion del simulador, con el
propésito que “sintieran” como trabajaba dicho simulador e identificaran sus
caracteristicas relevantes. Al inicio de esta etapa a los pupilos se les dio la siguiente
instruccion verbal que se trascribe a continuacion:

Jovenes buenos dias, la idea de este programa —se les sefiala la pantalla de la
computadora que aparece en la pagina 7— es hacer simulaciones del llenado de agua
de un tanque mediante el control del agua que entra y sale, consta de dos ventanas,
una donde se registra la “cantidad de agua” en el tanque, conforme va entrando
agua, en esta pantalla se va generando una grafica que representa como varia el
volumen de agua en el depdsito. En esta segunda ventana que esta debajo de la
primera, se genera una grafica que representa las “manipulaciones de las llaves”.
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Este tanque que aparece en la pantalla, tiene dos llaves, una es la llave de entrada y
la otra, la llave de salida. El control de estas llaves se hace moviendo estas barras
mediante el ratdn, por ejemplo, si ustedes mueven esta barra estan abriendo la llave
de entrada, si mueven ésta, estan abriendo la llave de salida. El sistema esta
calculado para permitir un gasto de 100 litros / min cuando la llave esta totalmente
abierta, es decir, se deja fija. Si esta a un 50%, seran 50 litros / min, etc; de manera
analoga si la llave de salida esta totalmente abierta - fijja- estan saliendo 100 litros /
min, si esta a la mitad estarian saliendo 50 litros / min ¢ de acuerdo? Este programa,
tiene basicamente dos modos de operacion, el modo “libre” y el “programado”.
Cuando le damos inicio, aparecen las llaves de entrada y la de salida. Por ejemplo, la
llave de salida en este caso, estd mas abierta que la llave de entrada, y el gasto neto
0 sea lo que esta quedando en el tanque es negativo, lo que indica que esta saliendo
agua del depdsito, ¢, de acuerdo? Entonces, se puede usar en modo libre y podemos
pausarla, continuarla o correr otra simulacion. También tenemos aqui programas
previamente definidos, donde para correr un programa tienen que hacer clic en el
programa seleccionado, el cual empieza a trabajar en forma independiente. El
programa # 1, es para manejarlo liboremente, los que siguen hasta el programa # 21
son los que controlan las llaves, es decir, una vez que se selecciona alguno de ellos
corre automaticamente la simulacion. Por ejemplo, si queremos correr el programa #
2, tenemos que parar y luego seleccionar un programa y dejar que dicho programa
corra y asi sucesivamente ... hasta aqui tienen alguna pregunta, ¢no? Estos dos
botones con los titulos "Ver agua" y "Ver gastos" son para ocultar o presentar las
ventanas. Por ejemplo, el programa # 2 tiene la opcion para que aparezcan o0 se
oculten las ventanas. Aqui en esta otra ventanita, se tiene el tiempo de simulacion en
unidades de simulacién, segundos o minutos etc., de ¢ acuerdo? Esta otra ventanita
aparece un numero que representa la cantidad de agua en el tanque, tedricamente el
depdsito se llena con 1000 litros de agua. El gasto neto, como les comentaba es la
cantidad de agua que se esta quedando en el tanque. Si esto es positivo, es porque
la llave de entrada esta mas abierta que la llave de salida, si es negativo significa que
la llave de salida esta mas abierta que la llave de entrada, en consecuencia esta
saliendo agua del tanque. Si ustedes manipulen estas barras a través del raton van a
poder controlar la llave de entrada o de salida, e ir viendo al mismo tiempo la
generacion de dos graficas, una que representa el comportamiento del volumen del
agua en el tanque en esta ventana de arriba y la otra grafica que se genera en la
ventana inferior, representa las manipulaciones que se estan llevando a cabo con las
llaves. No sé si haya algun comentario o pregunta ...para terminar hacemos clic en
salir y se acabd.

Después de estas indicaciones, los dos alumnos comenzaron a explorar el
simulador. En general, se observo que los estudiantes se movieron con soltura en la
fase de ambientacion, se mostraron diestros en el manejo de la “llaves” a través del
raton. Algunas de las conexiones relevantes que identificaron los estudiantes fue
que la direccibn de la concavidad estaba asociada con la manera en que
manipularan las llaves : “ cuando le doy esto asi empieza a “curvarse”... una curva
para abajo, con concavidad hacia arriba les haces para aca [abrir la llave de entrada]
y haces esto y otra vez para abajo” [concavidad hacia abajo].
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Los estudiantes se turnaron para trabajar con el simulador. Después de
estarlo manejando aproximadamente como 10 minutos comentaron, esto “no tiene
mucho chiste”. Cuando el investigador consider6 que la pareja ya se habia
familiarizado con el manejo del simulador en el modo "libre", les propuso que si ya
podian iniciar la sesion de trabajo, los alumnos manifestaron estar de acuerdo.

A continuacion se presenta un analisis de los comportamientos mostrados por la
pareja de alumnos en cada una de las actividades.
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CAPITULO 4

ANALISIS DE LOS COMPORTAMIENTOS EXHIBIDOS
POR LA PAREJA DE ALUMNOS EN EL ESCENARIO
DINAMICO

A continuacibn se procedera a examinar los comportamientos mas
significativos que exhibié la pareja en cada una de las actividades. La pareja de
estudiantes en los dialogos siguientes seran distinguidos como el alumno A y el
alumno B, cuando aparezca un paréntesis cuadrado después de una oracién o cita
de los alumnos es un comentario del investigador.

4.1 Actividad 1

El alumno ejecutara el programa 1 que permite el manejo manual y libre de
las llaves de entrada y salida de agua del simulador. Estas manipulaciones generan
simultdneamente dos gréaficas diferentes que se visualizan en la pantalla de la
computadora. Un gréafica representa el registro del volumen de agua en el tanque y la
otra, representa el registro de las manipulaciones de las llaves que controlan la
entrada y de salida de agua en el tanque. Es decir, el movimiento de generacion de
las graficas pueden verse al mismo tiempo que se manipulan las llaves.

Situacion 1.1: Si la llave de entrada esta abierta pero esta en una posicion fija, y se
manipula la llave de salida de manera que el volumen de agua en el tanque aumente
lo mas rapidamente posible.
v' ¢ Qué debe hacerse con la llave de salida?
El alumno B proporcionéd una respuesta rapida (correcta): “pues cerrarla

¢no?”, el alumno A también estuvo de acuerdo y comentd: “... si quieres que
aumente lo mas rapidamente posible...”
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Situacién 1.2: Si tanto la llave de entrada como la de salida se encuentran abiertas,
pero el tanque permanece vacio
v' ¢ Cual es la posicidn que tienen las llaves una con respecto a la otra, en ese
momento?

En esta parte de la tarea, el alumno A mostr6 una dificultad o un
malentendido, ya que respondiod: “las dos llaves estan abiertas al 50% una y 50% la
otra”. Aqui, al parecer este alumno asume que el tanque esta vacio y que dichas
llaves estan con el mismo porcentaje anterior, sin embargo, el alumno B no esta de
acuerdo: “la de salida esta mas abierta que la de entrada”, pero el alumno A no se
convence Yy replica: “pero entra lo mismo que sale... tienen que estar al mismo...”
[misma posicidn]. Entonces, el alumno B hace la siguiente observacién: “dice que
estan abiertas pero no dicen que estan al mismo” [porcentaje]. En esta discusion, el
alumno B utiliza el simulador para mostrarle a su compafiero de las posibilidades de
lo que puede suceder con el volumen con diferentes posiciones de las llaves y
concluye que "en general que la llave de salida esté mas abierta que la de entrada”
para que el tanque permanezca vacio, estos ejemplos dinamicos convencen al
alumno A

Situacion 1.3: Si tanto la llave de entrada como la llave de salida se encuentran
abiertas, pero el tanque permanece vacio.

v ¢Qué manipulaciones pueden efectuarse con alguna de las llaves de modo
gue el tanque empiece a llenarse?

Ahora el alumno A responde correctamente: “se cierra mas la de salida o se
abre mas la de entrada”. El alumno B asiente lo dicho por su compariero y utilizan el
simulador para constatar lo dicho.

Situacion 1.4: Si se desea que el nivel o volumen de agua en el tanque permanezca
sin cambio.

v' ¢ Cual debe ser la posicion o el estado de las llaves pero, que no sea tenerlas
cerradas para mantener tal condicién?

El proposito de esta actividad fue que los alumnos se percataran cuando o
bajo que condiciones el volumen o nivel de agua permanece constate, visualizando
gue esto sucede en un cierto lapso de tiempo.

Aqui, los alumnos no mostraron ninguna dificultad, respondiendo casi
inmediatamente: “las dos al mismo porcentaje”

Situacion 1.5: Si la llave de salida y la de entrada estan abiertas y ambas se
mantienen fijas, pero la de entrada esta mas abierta que la llave de salida.

¢, Qué sucede con el volumen o nivel de agua en el tanque?
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Una de las caracteristicas en esta parte de la actividad es que ambas llaves estan
abiertas y fijas. El propésito fue que los alumnos observaran no solo que el
volumen aumenta, sino que dado que las llaves estan fijas y la de entrada esta
mas abierta que la de salida, entonces el volumen aumenta con una tasa
constante, es decir, se trataba de que asociaran que las llaves fijas en esta
posicion corresponde con un aumento constante en el volumen. Pero esto no
sucedio, unicamente el alumno B comentd: “se va llenando”. Dicha respuesta es
muy general, no les llama la atencion que el enunciado menciona que se
mantienen fijas. No obstante, en actividades posteriores empiezan a reparar en
estas caracteristicas. Cabe sefialar que en esta primera tarea no se pidié a los
alumnos que bosquejaran una grafica. Esto se solicita en las siguientes.

Una vez que los alumnos hayan contestado, utilizaran el simulador corriendo el
programa 1 para comparar los resultados que este presenta, con las respuestas que
los alumnos proporcionaron y comentaran sus observaciones

4.2 Actividad 2

En esta actividad los alumnos ejecutardn el programa 2, el cual simula una
situacidon que se presenta a continuacion. La tarea de los alumnos sera dar una
explicacion verbal y elaborar una representacion grafica de lo ocurrido con el
volumen de agua en el tanque.

Situacion: Si las llaves de entrada y salida estan abiertas y tienen la misma
posicién, luego la llave de entrada empieza a abrirse.

v' ¢ Qué ocurre con el nivel o volumen de agua en el tanque?

Representa graficamente lo ocurrido con el nivel o volumen de agua en el
tanque.

Una vez que los alumnos hayan contestado, utilizaran el simulador corriendo el
programa 3 en el cual se simula la situacién precedente. A diferencia del programa
anterior, en este caso se muestran las ventanas de registro de volumen de agua en
el tanque y de registro de manipulacion de llaves para que los alumnos comparen
sus respuestas con los resultados presentados por el simulador y comenten
verbalmente sus observaciones.

En esta situacion, como las que siguen se les pide correr un programa, pero
no se muestran las ventanas con las gréaficas, sino que estan ocultas y sélo se
muestran una vez que los alumnos hayan contestado y asi puedan verificar sus
respuestas.

Después de que ambos alumnos ven lo que despliega el programa 2, el
alumno A comenta: “va subiendo” [el volumen], pero es el alumno B que se percata
con mayor detalle como esta aumentando el volumen: “... va subiendo asi, pero cada
vez mas rapido, o sea que la pendiente se va haciendo mas y mas”. Este alumno no
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s6lo ha notado que el volumen aumenta —lo cual es evidente en la pantalla de la
computadora-, sino como aumenta y ademas lo conecta con el concepto de
pendiente. Después de hacer la descripcion verbal anterior sobre lo que han visto en
la pantalla de la computadora, los alumnos empiezan a discutir cOmo trazar una
grafica que represente el comportamiento del volumen de agua en el tanque.

El alumno A, al inicio traza una recta creciente desde el origen (Figural).
Obsérvese lo empinada que la dibuja.

Figura 1

Después de trazar esta grafica, el mismo alumno comenta: “...no tiene ninguna
concavidad”, pero el alumno B no comparte esta afirmacién y dice: “no, pero no va
asi directamente... si tiene como una curva... porque también esta saliendo agua”. Lo
gue este alumno trata de comunicar es que no es una recta [‘ho va asi
directamente”] sino que es una linea que se esta doblando hacia arriba, es decir,
concava hacia arriba [“si tiene como una curva’l y que esta concavidad sucede
debido a que estéa saliendo agua. Es decir, ha conectado que la salida de agua afecta
la forma que adquiere la gréfica, en este caso, con una concavidad hacia arriba.
Después de esta observacion, trazan una curva concava hacia arriba, sin embargo,
ésta la dibujan muy empinada (Figura 2).

Figura 2
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Una vez dibujada la grafica anterior, los alumnos corren el programa 3 y
observan la generacion simultdnea de dos gréaficas, la del registro de cantidad de
agua y la del registro de manipulacion de llaves. Este proceso dinamico de
generacion de las graficas esta acompafiado al mismo tiempo con el movimiento que
esta realizando la "llave" en la barra del Control de llaves, mientras la de salida se
mantiene fija. Las graficas resultantes se presentan a continuacion:

FEGIETRD DE LA CANTIDALD DE AGLA .- REGISTRO DE MANIPULACION DE mvﬁs
i} Sy DR i

El alumno B, se da cuenta de una diferencia notoria entre su grafica y la
mostrada en el registro de la cantidad de agua y comenta “no va tan...” [empinadal.
No obstante, los alumnos se muestran satisfechos con su respuesta. El alumno B
argumenta porgué estan satisfechos: “pero, en general |la pendiente va aumentando”.

En esta actividad, es pertinente comentar que la grafica inicial trazada (recta
creciente) por el alumno A muestra una tendencia iconica. Es decir, él se fija que el
volumen globalmente siempre va aumentando pero, este cambio lo visualiza o lo
representa como una recta creciente muy empinada, al parecer el alumno A no le da
una interpretacion adecuada al valor de la pendiente. Dicho con otras palabras,
asocia el aumento del volumen que ve en la pantalla de la computadora con una
imagen de una recta creciente muy empinada.

En la presente actividad asi como en todas las que siguen, a los alumnos
también se les pidié que comentaran las relaciones que se pueden observar entre la
grafica del registro de agua y la grafica de manipulacion de llaves (primera derivada o
la pendiente de la grafica de la cantidad de agua).

En este contexto, el alumno A, comenta: “una se mantiene constante, la de
salida”, y el alumno B agrega: “la otra aumenta” [la de entrada). Nétese que se deja
de lado de como esta aumenta el volumen, es decir, con tasa constante. En esta
etapa las relaciones que observan entre la grafica que representa la cantidad de
agua y la grafica que representa la manipulacion de llaves, son descritas de manera
vaga o confusamente, por ejemplo, el alumno B refiriéndose a la primera dice: “la
otra de arriba [la cantidad de agua], es como un balance entre las dos [una grafica
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horizontal de color rojo que representa el flujo constante de salida, que funciona
como un eje X, y la otra grafica que representa el flujo de entrada —de color azul-]...
porque una es siempre la misma [constante]” y la otra va aumentando, aumentando...
[recta creciente]... entonces lo mismo estd pasando con la de arriba [grafica de la
cantidad de agua)... nomas que como es un balance, pues es como una curva suave”
[una curva concava hacia arriba)]. Esta falta de claridad o precisién para identificar
caracteristicas relevantes o relaciones conceptuales entre las graficas en esta etapa
inicial del proceso, son difusas, por ejemplo, la nocién de tasa constante la expresan
asi: "porque es siempre la misma", no obstante, a medida que se avance en las
actividades siguientes se mostrara un progreso en su entendimiento conceptual y
una mejoria en sus descripciones verbales.

4.3 Actividad 3

Situacion: Si la llave de salida esta abierta y permanece fija y la llave de entrada se
encuentra mas abierta que la llave de salida y luego la llave de entrada empieza a
cerrarse hasta emparejarse con la llave de salida, dejandose en esta posicion.

v' ¢ Qué ocurre con el nivel o volumen de agua en el tanque?

Representa graficamente lo ocurrido con el nivel o volumen de agua en el
tanque

Esta actividad comparada con la precedente, tiene una caracteristica en
comun: en ambas el volumen aumenta, sin embargo, en la presente tiene una
diferencia con respecto a la anterior: la rapidez con la que aumenta el volumen va
disminuyendo hasta que ésta es cero. Esta caracteristica global la notan los
alumnos, pero con dificultad. Por ejemplo, cuando observan en la pantalla esta
variacion en la rapidez que tiende a cero, el alumno A comenta: “el gasto neto hasta
se pierde inclusive” [se interpreta que es igual a cero] y por ello el alumno B se
pregunta: “¢Por qué se pierde?” [el gasto neto], luego observa las posiciones que
guardan las llaves entrada y de salida que estan en la parte inferior (control de llaves)
de las ventanas de registro y segun él: “en ese momento final [cuando la llave de
entrada se empareja con la de salida y se deja en esta posicion], fijate que la de
entrada se cerrd un poquito mas”, esta afirmacion es incorrecta, ya que el enunciado
dice que ambas quedan emparejadas (misma posicion).

En esta circunstancia el alumno A hace una observacién que revela un avance
en la comprension del comportamiento del volumen: “va_aumentando pero va
disminuyendo la velocidad con que aumenta, ¢no?”. Su compafiero esta de acuerdo:
“exacto”. Con base en esta observacion, el alumno A intenta bosquejar una gréafica
gue represente dicho comportamiento. Inicialmente hace dos intentos fallidos,
primero traza una curva concava hacia abajo que se asemeja a una parabola, en el
segundo traza una curva céncava hacia arriba. Finalmente, bosquejan una gréafica
aceptable [concava hacia abajo]. En el primer intento el alumno B pregunta: “¢una
parabola?” [el alumno A muestra inseguridad]. Entonces el alumno A corrige y traza
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otra grafica [incorrecta] y dice: “entonces seria asi...” . Pero el alumno B no esta de
acuerdo: “no, porgue aqui tiene una disminucion... dice que llega hasta un equilibrio”.
Estos didlogos ayudan a bosquejar una grafica correcta [creciente y concava hacia
abajo]. El alumno A reconoce su malentendido : “si yo estaba confundiendo esto con
la velocidad” (Figura 3)

Figura 3

Ya trazada la grafica anterior. EI alumno A muestra una dificultad para
expresar o comunicar con claridad sus ideas sobre la situacion analizada: “... el
tiempo va disminuyendo ... bueno la cantidad de volumen va a aumentar... y va a
disminuir la velocidad con que se vacia... conforme la abras més o cierras una... y
esté fija, entonces el tiempo es lo que va a cambiar, bueno el volumen también”.

El alumno B presenta de manera mas ordenada las ideas, pero no es muy
claro cuando trata de expresar su idea de la tasa de cambio del volumen: “pero mas
cambia esa relacion entre volumen y tiempo... que vendria siendo la tangente
precisamente... la relaciébn entre volumen y tiempo”. No obstante, esta "falsa
concepcion” el alumno por primera vez utiliza términos que revelan conceptos vistos
en su curso de célculo

Cuando se les pide gque comenten sus observaciones entre las gréaficas
siguientes que presenta el programa:

REGISTRO DE LA CANTIDAD DE AGUA =

1004

1000 /_,r/—"'”
// el
- .
A z E 4
Sre——
v ; :
e :
g é ;
rd §
JI g
J i
0w i [ -

20



El alumno A, revela una lectura errébnea de la grafica del registro de
manipulacion de llaves: “... conforme una disminuye... conforme disminuye la
pendiente de la entrada o se _hace negativa...”. El alumno B se da cuenta de este
malentendido y comenta: “...no la pendiente de ahi... se estd haciendo cada vez més
hacia cero... alla arriba es cero la pendiente” [se refiere a la parte del grafica donde
es horizontal en el registro de la cantidad de agua]. Este alumno muestra un avance
en su entendimiento, por ejemplo, conecta el cero de la grafica de manipulacion de
llaves con la pendiente de la curva igual a cero en el registro de la cantidad de agua,
gue es precisamente cuando el gasto neto es igual a cero. Este progreso también lo
muestra cuando nota o ve las diferencias entre la presente actividad y la anterior:
“con la anterior, la de entrada iba aumentando [la llave se esta abriendo]... y la
pendiente también va aumentando... y ahora la de entrada esta disminuyendo [se
esta cerrando], entonces la pendiente de la de arriba también esta disminuyendo”.

4.4 Actividad 4

En esta actividad los alumnos ejecutaran el programa 6, el cual simula una
situacion que se presenta a continuacion. La tarea de los alumnos sera dar una
explicacion verbal y elaborar una representacion grafica de lo ocurrido con el
volumen de agua en el tanque.

Situacion: Las llaves de entrada y de salida se encuentran abiertas y en la misma
posicion. Un momento después, la llave de entrada se abre repentinamente y se deja
fija

v' ¢ Qué ocurre con el volumen de agua en el tanque?
Representa graficamente lo ocurrido con el nivel o volumen de agua en el tanque

Los alumnos no mostraron dificultades en representar graficamente lo ocurrido
cuando las llaves estan abiertas y en la misma posicion pero, se presenté un
conflicto cuando trataron de representar graficamente la parte del enunciado que
dice: “un momento después, la llave de entrada se abre repentinamente y se deja
fija”. Una parte de la dificultad anterior es interpretar que la llave de entrada se deja
fija, en términos de lo que sucede o asociarla con la tasa de cambio y relacionarla
con la informacion de que hay una salida de agua que también se mantiene
constante (llave fija). Dicho con otras palabras, el flujo de entrada de agua en el
depdsito es constante o que el gasto neto (lo que entra menos lo que sale) es
constante. El alumno B intuyd este comportamiento, no obstante, el alumno A hizo
una observacion que indujo a su compafiero a cambiar de punto de vista. Los
siguientes episodios ilustran las circunstancias en que se dio este cambio de opinién:

Alumno A: “primero va asi porque las dos estan en la misma posicion [traza
una recta horizontal] y luego va ir subiendo [después en el extremo de la recta
horizontal traza una curva céncava hacia arriba] pero como sigue perdiendo va ir
asi...”
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El alumno B no esta de acuerdo con esta interpretacion, sobre todo con el
trazo después del segmento horizontal: “si, nomas que ahi [se refiere a la parte de la
gréfica trazada después del punto final de la recta horizontal]... como la relacién no
cambia... porque ya sube de momento y ya no cambia la apertura [que la llave se
gueda fija] entonces la relacion es la misma [la relacién o la diferencia entre el flujo
de salida y de entrada es constante]... entonces es como una recta”. No obstante,
esta explicacion al alumno A no le convence o tiene dudas y hace la siguiente
observacion: “pero como sigue perdiendo [el flujo de salida], no te genera esto...
[quiere decir una recta]... bueno... porque sigue perdiendo no esta... [inaudible]”. Este
sefalamiento induce a que el alumno B modifique su punto de vista anterior y acepta
gue “es como una curva suave”. Para resolver el problema del cambio repentino que
realiza la llave de entrada, el alumno A lo resuelve explicandolo de la siguiente
manera: “... pero como es muy de repente... seria muy... asi” [traza una curva muy
empinada céncava hacia arriba] (Figura 4)

Figura 4

Cuando los alumnos corren el programa 7 y observan en el registro de
manipulaciones la parte de la grafica que estaban discutiendo y se dan cuenta que
es una recta, el alumno B exclama: “jah, ves como si era una rectal!”.
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El alumno A trata de justificarse, diciendo: “pero no se ve una curvita” [se
refiere al punto donde se produce el cambio repentino]. Pero, su compafero le dice:
“bueno es una curvita porque obviamente el cambio no puede ser instantaneo... pero
si era una recta porque ya la relacién entre las dos era la misma” [el flujo de entrada
menos el flujo de salida es constante, ya que las dos llaves quedan fijas]. El alumno
para darle mayor peso a sus argumentos ofrece un ejemplo para contrastar: “...en
una curva cambia la pendiente, pero en una recta no cambia... y como ya las dos
llaves estan quietas, pues debe ser una recta”. Esta explicacion, al parecer, ayuda al
alumno A a superar su malentendido: “ah, si es cierto porque en las otras se iba
cerrando, se iba abriendo [es decir, no estaban las llaves fijas] y por eso se generaba
la curva, pero esto ya es distinto, si es una recta”.

En esta fase del proceso, las observaciones de los alumnos de las relaciones
entre las graficas de los dos registros, se dirigen en primer término, a las
caracteristicas superficiales 0 mas obvias: “no generan curvas” (alumno A), “son
rectas” (alumno B). Por ejemplo, la separacién entre las rectas: “entre mas se
separan las de abajo [se refiere a la grafica del registro de manipulacion de llaves]
mas aumenta la pendiente, por ejemplo, si la azul [linea recta horizontal] estuviera
aca arriba [mayor altura sobre el eje x (linea roja)], la pendiente estuviera asi
grandota y el volumen entraria mas rapido” (alumno B). Notese el lenguaje cotidiano
utilizado para expresar ideas 0 conceptos matematicos

4.5 Actividad 5

En esta actividad, el alumno debera ejecutar el programa 8 en el cual se
simula una situacion que se presenta a continuacion. La tarea de los alumnos sera
proporcionar una descripcion verbal y elaborar una representacién grafica de lo
ocurrido con el volumen de agua en el tanque.

Situacion: Si la llave de entrada estd menos abierta que la llave de salida y la llave
de entrada se empieza a abrir de modo que esta rebase a la llave de salida por un
lapso de tiempo.

v' ¢ Qué ocurre con el volumen de agua en el tanque mientras la llave de entrada
estd menos abierta que la llave de salida?

v' ¢ Qué ocurre con el volumen de agua en el tanque en el momento en que
ambas llaves coinciden momentaneamente en la misma posicion?

v' ¢ Qué ocurre con el volumen de agua en el tanque en el lapso de tiempo en el
cual la llave de entrada esta mas abierta que la llave de salida?

v' ¢Qué ocurre con el gasto neto de agua en el lapso de tiempo en el que
ambas llaves tienen casi la misma posicion?

Representa graficamente lo ocurrido con el nivel o volumen de agua en el tanque
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La particularidad que tiene esta actividad respecto a las anteriores, es que por
primera vez involucra la identificacion de un valor minimo; para ello es importante
que los alumnos se den cuenta que el volumen o cantidad de agua en el tanque pasa
de ser decreciente a creciente. Los alumnos notaron este comportamiento, pero sin
utilizar los términos anteriores, no obstante, cuando se les pregunta de manera
indirecta para constatar si han identificado que el volumen alcanza un valor minimo,
el alumno B responde que el volumen es constante. Este comportamiento que mas
tarde se revelara como un patrén en tareas posteriores, se ilustra en los siguientes
episodios claves. Una vez que corren el programa 8, el alumno A lee la pregunta:
¢, Qué ocurre con el volumen de agua en el tanque mientras la llave de entrada esta
menos abierta que la llave de salida? El alumno B responde: “va disminuyendo el
volumen”, después de leer la siguiente pregunta: ¢Qué ocurre con el volumen de
agua en el tanque en el momento en que ambas llaves coinciden momentaneamente
en la misma posicion? El alumno B responde: “el volumen es constante” y cuando
se plantea la pregunta ¢qué ocurre con el volumen de agua en el tanque en el lapso
de tiempo en el cual la llave de entrada esta mas abierta que la llave de salida?, el
mismo alumno B contesta: “el volumen empieza a aumentar”. Con respecto a la
cuestion de qué sucede con el gasto neto cuando ambas llaves tienen la misma
posicion, también responde correctamente: “... en el tiempo en que tienen la misma
posicion, el gasto neto es cero”. Sin embargo, agrega “el mismo volumen”. Es decir,
que el volumen se mantiene constante. Esta falsa concepcién de que el volumen es
constante en los puntos maximos y minimos de una curva, sera un obstaculo que se
presentara recurrentemente en los dos alumnos en diferentes escenarios. Cuando
los alumnos estan discutiendo qué sucede con el gasto neto cuando las llaves tienen
la misma posicion, el alumno A hace un comentario interesante que indica un
entendimiento de lo que esta sucediendo con el gasto neto (primera derivada o la
pendiente de la curva) cerca del minimo, el alumno comenta: “va a variar muy poco...
porque estdn en la misma posicion... también depende si estd mas abierta la de
entrada... el gasto va a ser positivo” . Es interesante comentar que esta percepcion
gue tuvo este alumno sobre el comportamiento del gasto neto cerca de un minimo
fue la que tuvo Fermat en el contexto del analisis del comportamiento de los cambios
de una funcion cerca de sus maximos o minimos, se dio cuenta que las variaciones
en tales puntos eran imperceptibles en lenguaje algebraico actual:
f(x,+h)—f(x)=0 Esta observacion, fue el fundamento para elaborar un

procedimiento algebraico para determinar los valores maximos o minimos de una
funcién, que anticipaba el método actual para calcular lo que ahora se llama la
derivada . No obstante, al parecer dichos alumnos no han percibido al menos
explicitamente que estan ante un valor minimo de una funcion.

Los alumnos realizaron una descripcion aceptable del comportamiento del
volumen con base en lo que han visto en la pantalla de la computadora, en particular,
observando lo que sucede con la posicion relativa de las llaves, por ejemplo, que la
de salida se mantiene fija y que la de la entrada es la que esta en movimiento (“la de
salida esté fija”, alumno A). Sin embargo, a la hora de bosquejar una grafica sobre
dicho movimiento, emergieron dificultades.
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Antes de que el gasto neto sea cero —cuando se tiene un minimo-, el alumno
A reconoce que el volumen disminuye: “el volumen primero disminuye, entonces
empieza desde este punto, entonces el volumen va asi”. De nuevo, este alumno
muestra el patron ya sefialado: la disminucion o aumento de una cantidad es
asociado con una representacion grafica de una recta decreciente o creciente. Por
tanto, en esta situacion emerge dicha tendencia : el alumno, empieza trazando una
linea recta decreciente a partir de un punto sobre el eje vertical que representa el
volumen. El alumno B esta de acuerdo con este trazo inicial. Luego, llegan a un
escollo: como representar graficamente en el momento en que el volumen empieza
aumentar, es decir, que hacer después del punto cuando el volumen alcanza su valor
minimo, es decir, no saben si deben continuar con un segmento de recta horizontal o
poner un punto (el minimo). Los alumnos inicialmente consideran lo primero: “va asi
hasta cierto punto una recta, asi, una recta horizontal... 0 ¢un punto seria?” (alumno
A). El alumno B también duda: “si es horizontal...”, pero luego rectifica: “porque nada
MAas es un punto...si seria un punto”. Una vez superado este escollo, el alumno A
continda el trazo con una recta creciente a partir de dicho punto (“seria un triangulo...
llega un momento en que la alcanza... si porque no dice que se pare ahi... [en el
punto minimo]... entonces si, nomas es un punto... y empieza a aumentar el
volumen” (alumno A). ( Figura 5)

Figura 5

Cuando los alumnos corren el programa 9 para verificar su respuesta, el
programa les presenta la generacidén dindmica de la siguiente curva céncava hacia
arriba, la cual cuando pasa o alcanza el valor minimos se resalta en color rojo.
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Al ver la gréafica resultante, los alumnos se sorprenden y dicen: “es una curva,
es una parabola” (alumno A) y el alumno B exclama: “jah, si es cierto!”. Pero este
alumno es mas inquisitivo y se pregunta “¢,por qué es una parabola y no una recta?,
es lo que quiero ver”. Para entender por qué esta sucediendo esto, el alumno
compara la presente actividad con la precedente y llega a la conclusién de que en la
anterior, cuando la llave de entrada rebaso6 a la de salida se quedo fija y por tanto el
flujo neto era constante, en cambio, en la actual situacion, la llave de salida esta
variando, no esta fija (“... y aqui estad variando, como estd variando si hay una
curvatura... precisamente porque la pendiente esta variando”).

Cuando los alumnos examinan las relaciones entre las dos graficas de las
ventanas anteriores, el alumno A se fija en la interseccion de las lineas y asocia
dicha interseccién con un volumen constante y no con el valor minimo que alcanza la
grafica que representa el volumen de agua en el depdsito: “cuando se cruzan hay un
punto en que el volumen es constante”. En cambio, el alumno B atiende una
caracteristica en la grafica de manipulacion de llaves que es importante para
entender o interpretar lo que sucede con el comportamiento de la grafica de registro
de cantidad de agua, a saber, los signos positivos 0 negativos, sin embargo, estos
son asociados a regiones en donde esta lo positivo o lo negativo. La primera region
la refieren como la parte de “arriba” y la segunda como la parte de “abajo” con
respecto a la linea recta que representa la salida de agua (color rojo). Por ejemplo, el
alumno B observa: “aqui las pendientes... son negativas”. Se esta refiriendo a la
parte de la grafica que se encuentra debajo de dicha recta. El mismo alumno dice:
“aqui son positivas”. Esta percepcidon espacial que se le asigna a los signos también
la comparte el alumno A: “y aqui empieza la azul desde abajo” [la recta que
representa la manipulacion de la llave de entrada]. El alumno B le completa la frase:
“y va para arriba”. Un aspecto importante en estas observaciones, es que los
alumnos asocian regiones positivas 0 negativas con el signo de la pendiente. Por
ejemplo, el alumno A expresa “... si empieza desde abajo la azul, la pendiente va a
ser negativa”, y el alumno B completa la idea: “va yendo hacia arriba... va a tender a
lo positivo”. Estos comentarios podrian sugerir que los alumnos no lograron
conceptuar a la linea roja como un eje de referencia en el cual el gasto neto es nulo
cuando la linea azul lo interseca, de modo que no estan pensando propiamente en
un sistema coordenado cartesiano como marco referencial para interpretar los
eventos dinamicos representados graficamente, sino que Unicamente se percataron
de la existencia de dos regiones una positiva y una negativa y que la grafica pasa
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de una otra. Todavia en esta etapa del proceso, los alumnos no hablan
explicitamente o evocan el concepto de valor minimo de una curva, a pesar de que
en la ventana del registro de agua esta resaltado en color rojo.

4.6 Actividad 6

En esta actividad los alumnos ejecutaran el programa 10, el cual simula una
situacion que se presenta a continuacion. La tarea de los alumnos sera dar una
explicacion verbal y elaborar una representacion grafica de lo ocurrido con el
volumen de agua en el tanque.

Situacion: Si la llave de entrada esta mas abierta que la llave de salida. Un
momento después se empieza a cerrar la llave de entrada de modo que ésta,
pase a estar mas cerrada que la llave de salida por un lapso de tiempo.

v' ¢ Qué ocurre con el volumen de agua en el tanque mientras la llave de entrada
estd mas abierta que la llave de salida?

v' ¢ Qué ocurre con el volumen de agua en el tanque en el momento en que
ambas llaves tienen la misma apertura?,

v' ¢ Qué ocurre con el volumen de agua en el tanque en el lapso en el cual la
llave de salida estd menos abierta que la llave de entrada?

Representa graficamente lo ocurrido con el nivel o volumen de agua en el tanque

Esta tarea en comparacion con la anterior, es su contraria, ahora se trata de
observar si los alumnos identifican que la cantidad de agua en el tanque, alcanza un
valor maximo, analizando el comportamiento del volumen: pasa de ser creciente a
decreciente.

Cuando corren el programa y ven el movimiento de como varia el volumen de
agua en la pantalla, los alumnos hacen una descripcion verbal aceptable de lo que
sucede con el volumen, es decir, que primero aumenta e incluso el alumno B nota
una sutileza en el comportamiento cuando esta aumentando: “si... pero cada vez
menos rapido” y en otro momento del didlogo subraya dicha idea: “pero cada vez va
subiendo cada vez mas despacio”. Sin embargo, cuando llega a la cuestion clave del
valor maximo, este alumno exhibe de nuevo el obstaculo ya antes sefialado: “... y
llega un punto en el que... el volumen es constante”. No obstante, cuando los
alumnos trazan la grafica que representa dicho evento, resaltan el punto maximo
(Figura 6). Sin embargo, este es asociado en donde el volumen es constante.
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Figura 6

También noétese que la curva presenta un cambio de concavidad
aproximadamente antes del punto maximo, que contradice lo que verbalmente habia
observado el alumno B: “pero cada vez va subiendo cada vez mas despacio”. Incluso
no reparan en este aspecto cuando corren el programa 11, el cual presenta la
siguiente gréfica concava hacia abajo

—
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Cuando observan dicha gréafica, sélo hacen los siguientes comentarios: “... es
igual que la anterior” (alumno B), “nomas que esta invertido... empieza arriba... va a
tener negativa la pendiente” (alumno A). NGtese de nuevo esta imagen de regiones
positivas y negativas del plano, en donde la pendiente pasa de una zona positiva a
otra negativa. Tampoco hacen una alusion a la interseccion de las rectas.

4.7 Actividad 7

En esta actividad los alumnos ejecutaran el programa 12, el cual simula una
situacion que se presenta a continuaciéon. La tarea de los alumnos sera dar una
explicacion verbal y elaborar una representacion grafica de lo ocurrido con el
volumen de agua en el tanque.
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Situacion: Si la llave de entrada en cierto momento se encuentra mas cerrada
gue la llave de salida y después la llave de entrada empieza a abrirse de modo
uniforme hasta que llegue a estar mas abierta que la llave de salida por un lapso
de tiempo; luego dicha llave, se empieza a cerrar uniformemente hasta regresarla
a su posicion original

v ¢Qué ocurrié6 con el volumen de agua en el tanque mientras la llave de
entrada llevé a cabo las manipulaciones descritas?,

v' ¢ Qué ocurrié con el volumen de agua en el tanque en los momentos en que
ambas llaves tuvieron la misma posicion?,

v' ¢ Qué ocurrié con la rapidez del volumen o nivel de agua en el tanque en el
momento en el cual la llave de entrada pasa de estar abriéndose a estar
cerrandose?,

v' ¢ Qué ocurrié con la rapidez del volumen o nivel de agua en el tanque durante
el lapso de tiempo en el cual el nivel de agua estuvo ascendiendo?

Representa graficamente lo ocurrido con el nivel o volumen de agua en el
tanque.

En esta actividad se produce un giro importante, ya que involucra el concepto
de cambios en la direccion de concavidad que estan asociados con los puntos de
inflexiobn, ademas de incluir la identificacion de un punto minimo y un maximo. Es
decir, se plantean por primera vez, preguntas que explicitamente aluden a qué
sucede con la rapidez del volumen (primera derivada o la pendiente). Ahora, ya no se
trata sé6lo de que los alumnos digan que el volumen aumenta o disminuye o
permanezca constante, sino que atiendan también cdmo esta cambiando dicha
cantidad. El analisis de los comportamientos de los alumnos lo separaremos en dos
partes. En la primera, se examina las cuestiones relacionadas con el comportamiento
del volumen, en la segunda, las que tienen relacion con su rapidez y el punto de
inflexion.

Una vez que corren el programa 12 y ven en la pantalla el movimiento virtual
del nivel de agua en el tanque, los alumnos hacen descripciones verbales
adecuadas, por ejemplo, el alumno A comenta: “primero disminuye... disminuyendo a
una velocidad constante... un punto en que se paran” [el valor minimo]. Esta
percepcion la comparte el alumno B: “primero disminuyé a velocidad constante...
después llego al punto en el que estan en equilibrio [el valor minimo]... y luego
aumento, pero a una velocidad cada vez mas rapida”. Cuando los alumnos empiezan
a entrar a los dominios en donde se encuentra el punto de inflexidn, sus comentarios
revelan dificultades para captar lo que ahi sucede: “... empieza a aumentar también
uniformemente” (alumno B), “si se empieza a cerrar uniformemente... y luego...”
(alumno A), “si sigue perdiendo, pero cada vez mas despacio... empieza a perder”
(alumno B). Estas frases incompletas y no muy claras son indicadoras de la dificultad
que tienen los alumnos para visualizar 1o que esta sucediendo con la rapidez del
volumen en la cercania del punto de inflexion. Para clarificar mas lo que esta
sucediendo, los alumnos vuelven a correr el programa y el alumno A expresa al verlo
de nuevo: “... se ve que empieza a perder... si... llega al final... sube y luego va a
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volver a bajar... ve cOmo aumentd la velocidad...” En este contexto, los alumnos
encaran una pregunta dificil que se les plantea en la actividad escrita ¢qué ocurrio
con la rapidez del volumen o nivel de agua en el tanque en el momento en el cual la
llave de entrada pasa de estar abriéndose a estar cerrandose? Pero ninguno de los
alumnos hace un comentario sobre esta pregunta y pasan a la siguiente: ¢qué
ocurrié con la rapidez del volumen o nivel de agua en el tanque durante el lapso de
tiempo en el cual el nivel de agua estuvo ascendiendo? El alumno B es el que
responde: “ah, pues estuvo aumentando... si estuvo ascendiendo, el volumen estaba
aumentando” obsérvese que este alumno no se da cuenta que la pregunta alude a la
rapidez del volumen o bien el alumno esta exhibiendo una falsa concepcién de que si
aumenta el volumen entonces aumenta su tasa de cambio o rapidez. En este
momento, el alumno A hace una intervencién importante que modifica el punto de
vista de su compairiero: “... la rapidez del volumen... aunque como dice que se
mantiene uniforme... entonces la rapidez se mantiene uniforme ¢no?” El alumno B
objeta esta informacion y sefiala: “no se mantiene uniforme... por eso aumenta cada
vez mas rapido”. Después de un breve diadlogo entre la pareja y en el contexto de
estar bosquejando la grafica, el alumno B presenta un entendimiento de lo que
sucede en el momento en que la llave de entrada pasa de estar abriéndose a estar
cerrandose, la circunstancia en la cual se presenta esta iluminacién, es cuando el
alumno A comenta: “se empieza a cerrar uniformemente” es en este momento que el
alumno B dice: “porque aqui debe de haber como el punto de inflexion... es el punto
en que se estd cerrando la llave otra vez". Esta idea no la deja asi, sino que la
redondea mas: “aqui la estas abriendo y aqui la estas cerrando otra vez”.

Es evidente que ya ha identificado el punto de inflexion. Lo interesante aqui,
es que esta visualizacion la hace sin la intervencién del investigador. La grafica
(Figura 7) que han trazado los alumnos es la siguiente:

Figura 7

Como puede verse es una grafica muy aceptable e incluso tiene resaltado el
punto de inflexiébn en donde se muestra el cambio de concavidad y ademas subrayan
el minimo y el maximo, no obstante, todavia estos puntos son interpretados como los
puntos en donde el volumen es constante.
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Una vez trazada la gréfica anterior corren el programa 13, el cual presenta las
dos graficas siguientes, la de registro de agua y de manipulacion de llaves
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Las observaciones de los alumnos, sobre las relaciones entre las dos graficas
respectivas muestran en esta etapa, una avance en su entendimiento, no obstante, el
alumno A sigue todavia adherido a la imagen de las regiones de lo positivo y lo
negativo en la segunda ventana, pero lo importante no es esto, sino que no establece
una conexion entre dichas regiones de lo positivo 0 negativo con el comportamiento
con la forma de la gréfica de la primera ventana. En cambio, el alumno B, al parecer
intenta hacer una vinculacién, por ejemplo, fijAndose en la segunda ventana dice: “va
a empezar creciendo... fijate que la de azul indica... es un indicador de la pendiente
porque ésta y la pendiente también esta creciendo... llega a cero y empieza a crecer
y luego llega otra vez a cero... a bajar’. Notese que no utiliza términos como de
“tender a lo positivo”, sino vocablos como de “pendiente que crece”. El alumno A,
también muestra un progreso pero todavia presenta el malentendido ya sefialado del
significado de los puntos de interseccion en la primera ventana: “incluso entre las
lineas ya que cuando el volumen es constante (puntos de corte)... y mira cuando se
hace un tridngulo... debe ser el punto de inflexién... o sea cuando la entrada en el
registro de manipulacion cambia de sentido... como te diré... si en vez de cerrar se
empieza a abrir o cerrar... la otra seria asi... al revés”. Notese que en este episodio el
alumno identifica los puntos de cruce (los ceros) donde el volumen es constante.
Esta falsa concepcidon se considera un obstaculo ya que no permite discernir cuando
un cruce representa un minimo 0 un maximo o un punto de inflexion, se requiere
incluir la caracteristica esencial, que expresada en las propias palabras del alumno
seria de “pasar de lo positivo a lo negativo” o viceversa. Hasta esta etapa, ninguno
de los dos alumnos ha observado esta propiedad que es necesaria para saber
cuando un punto de interseccién (un cero) en la segunda ventana representa un
minimo o un maximo en la grafica de la primera ventana (registro de la cantidad de
agua); por ello se considera que conceptuar dichos puntos de corte como donde el
volumen es constante sera un obstaculo para el entendimiento de este concepto
basico del calculo: los puntos maximos y minimos. Tampoco los alumnos, muestran
un entendimiento mas robusto de cdmo caracterizar un punto de inflexion con base
en la grafica de registros de manipulacion de llaves, por ejemplo, el alumno A para
caracterizarlo atiende solo a las caracteristicas visuales mas sobresalientes de la
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gréfica: fijarse en el vértice o en el punto esquina de la linea poligonal (“se hace un
triangulo... debe ser el punto de inflexion”); al parecer tampoco en esta etapa se da
cuenta de que se trata de un punto o valor maximo de la grafica de una funcion (la
manipulacion de llaves). Una hipétesis que probablemente podria explicar estos
obstaculos o falsas concepciones, es que este alumno no esté viendo la grafica de
registro de llaves como la representacion de una funcion (primera derivada), debido a
que las lineas azul y roja son interpretadas solamente como una representacion del
estado de las llaves, por ejemplo: que cuando estas tienen la misma posiciéon la
cantidad de agua que entra al deposito es igual a la que sale y en consecuencia el
volumen de agua en el tanque es constante y por tanto no pudieron percibir que en
realidad, el gasto neto (gasto de entrada — gasto de salida) es la variable que
realmente interesa pues su grafica representa la primera derivada, en este caso de
una funcioén poligonal. Este comportamiento no se muestra solo en este episodio sino
en las tendencias que ha mostrado el alumno A en actividades precedentes. Si se
pudiera ver o visualizar que la grafica de manipulacion de llaves representa una
funcion entonces el maximo de ésta se caracteriza cuando esta funcién (primera
derivada) pasa de ser creciente a decreciente y que por tanto dicho punto maximo
corresponde a un punto de inflexion en la grafica del registro de agua que
corresponde a la funcidon original. No obstante, esta identificacion del punto de
inflexiébn, no la hicieron con las herramientas conceptuales anteriores, sino con la
intuicion que se ve favorecida en este tipo de ambientes. Pero no hay que perder de
vista que uno de los propésitos es que los alumnos adquieran estos conceptos
basicos del calculo de manera mas solida.

4.8 Actividad 8

En esta actividad los alumnos ejecutaran el programa 14, el cual simula una
situacion que se presenta a continuacion. La tarea de los alumnos sera dar una
explicacion verbal y elaborar una representacion grafica de lo ocurrido con el
volumen de agua en el tanque.

Situacion: Si la llave de entrada en cierto momento se encuentra mas abierta
gue la llave de salida y después la llave de entrada empieza a cerrarse hasta que
llegue a estar mas cerrada que la llave de salida por un lapso de tiempo; luego
dicha llave, nuevamente se empieza a abrir hasta regresarla a su posicion original

v ¢Qué ocurrié6 con el volumen de agua en el tanque mientras la llave de
entrada realizo el movimiento descrito?,

v' ¢ Qué ocurrié con el volumen de agua en el tanque en los momentos en que
ambas llaves tuvieron la misma posicion?,

v' ¢ Qué ocurrié con la rapidez del volumen o nivel de agua en el tanque en el
momento en el cual la llave de entrada pasa de estar cerrandose a estar
abriéndose?

v' ¢ Qué ocurrié con la rapidez del volumen o nivel de agua en el tanque durante
el lapso de tiempo en el cual el nivel de agua estuvo descendiendo?

32



Representa graficamente lo ocurrido con el nivel o volumen de agua en el
tanque

Esta tarea es similar a la anterior, también involucra un valor maximo, un
minimo y un punto de inflexion, pero difieren en la direccion de los cambios de
concavidad y ademas en la grafica de manipulacién de llaves ya no es una funcién
poligonal, sino una curva concava hacia arriba, con dos cortes (ceros) y un punto
minimo que corresponde al punto de inflexion en la grafica del registro de la cantidad
de agua.

En general, los alumnos ya no presentan dificultades para asociar las
manipulaciones de las llaves y sus posiciones relativas apoyados con la visualizacion
del evento en la pantalla del computador con la direccion de la concavidad. No
obstante, les sigue ofreciendo problemas analizar el comportamiento de la rapidez
del volumen antes y después de un punto de inflexion. Las preguntas especificas en
donde se presentan estos escollos son ¢Qué ocurrié con la rapidez del volumen o
nivel de agua en el tanque en el momento en el cual la llave de entrada pasa de estar
cerrandose a estar abriéndose?, y ¢ Qué ocurrié con la rapidez del volumen o nivel
de agua en el tanque durante el lapso de tiempo en el cual el nivel de agua estuvo
descendiendo? Otro obstaculo que aun no superan es cuando se les pregunta qué
sucede con el volumen cuando las llaves estin momentaneamente en la misma
posicion, los dos alumnos invariablemente suelen responder: “constante”. A pesar de
estos escollos, en esta actividad se nota un avance en el entendimiento de los
alumnos, particularmente en el alumno A.

llustremos las dificultades mayores ya comentadas y donde se presenta dicho
avance en el contexto de la segunda pregunta, ya que en la primera solo comentan:
“...umh... la velocidad... si esta mas...” (alumno A), “... estd disminuyendo... a una
velocidad... pero ya estaba abajo” (alumno B), “... y luego cuando se empez6 a
abrir... el volumen pudo empezar a bajar mas lentamente y después poco a poco”
(alumno A). Estas frases confusas es todo lo que comentan con relacion a la primera
pregunta. En la segunda pregunta, se presentaron mas comentarios, por parte de los
alumnos lo que permitié atisbar como estaban conceptuando la situacion involucrada
en la pregunta. Por ejemplo, el alumno A responde: “... estuvo descendiendo” [la
rapidez]. ElI alumno B al parecer confunde o no entiende la pregunta, ya que ésta
inquiere por la rapidez no por el volumen, sin embargo, el alumno B contesta: “pues
el volumen estuvo descendiendo”. El alumno A le repite lo que dice el enunciado “la
rapidez del volumen o nivel de agua”. Pero el alumno B al parecer todavia no se da
cuenta de la diferencia ya que vuelve a repetir: “si el nivel de agua esta
descendiendo, el volumen también esta descendiendo”. El alumno A le hace notar
que la cuestion no es sobre el volumen sino sobre la rapidez: “pero la rapidez”.
Entonces, el alumno B se da cuenta de cual es el punto: “ah, la rapidez... ésta
depende de... [inaudible]”. Pero la respuesta que dan ambos no es aceptable: “fue
constante” (alumno A), “si constante” (alumno B). A medida que prosigue la
discusioén el punto se va clarificando, el alumno A nota que: “cuando se empieza a
abrir la entrada empieza a disminuir la velocidad del volumen y después empieza a
aumentar”. Cuando comienzan a trazar la gréfica, el alumno B acompafia con una
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descripcion verbal de los aspectos sobresalientes de la grafica que estan
bosquejando, sin embargo, se observé que en los trazos que realizan los jévenes en
general se presenta un patron que consiste en iniciar el trazado de una curva en
forma horizontal, lo que ocasiona la aparicion en la grafica de un punto de inflexién
artificial (por ejemplo ver figura 8) lo que se puede interpretar como que los alumnos
no identifican los puntos de inflexion con base en la grafica misma sino basandose
en los puntos significativos de la grafica del registro de manipulacion de llaves. Esta
tendencia no es aceptable en la parte inicial del trazo: “... estd aumentando, pero
cada vez aumentando mas rapido... cada vez aumenta mas rapido... 0 sea una
pardbola asi”. Esta descripcién corresponde con un trazo de una curva concava
hacia arriba que es lo que estan dibujando los alumnos, no obstante, antes de llegar
al punto maximo (la mitad del trayecto), que para ellos es cuando el volumen es
constante, se ven obligados a modificar la direccion de la concavidad de la curva que
artificialmente habian dibujado para poder dibujar el punto maximo. Después que
llegan a este punto y empiezan a acercarse al punto de inflexion, el alumno B lo
manifiesta de la siguiente manera: “... y después un punto otra vez donde empieza a
subir... es el punto de inflexion... y luego vuelve a subir y otra vez a emparejarse
[cuando se alcanza el minimo]... y luego empieza a subir otra vez el volumen”. La
gréafica (Figura 8) que han bosquejado es la siguiente:

Figura 8

Luego corren el programa 15, el cual presenta las graficas siguientes:

‘E——

REGISTRO DE LA CANTIDAD DE AGUA o= REGISTRO DE MANIPULACION DE LLAVES
100k

1008 -
500 e, y B Qf
N A ? I?
H‘“‘——a—/ ':
o 0%

34



Al comparar su grafica con la del programa, el alumno B s6lo comenta: “pero
un poco expandido”. No reparan que hay una diferencia en la parte inicial de las
gréficas respecto a la direccién de la concavidad.

Respecto a la gréfica de la segunda ventana, el alumno A observa: “ah, si se
pueden formar curvas”. Este comentario obedece a que en la actividad anterior, la
grafica de manipulacion de llaves era una linea poligonal (“se hace un tridngulo”).
Con relacion a sus observaciones entre las graficas de las dos ventanas, inicialmente
tienden a concentrarse en los aspectos mas sobresalientes de las gréaficas, con
respecto a la grafica de manipulacion de llaves, el alumno A comenta: “... la de azul
empieza arriba entonces la pendiente va ir asi” y el alumno B dice:” aj4, luego hay un
cruce en ese momento es cero... el volumen es constante... luego conforma esta
bajando, bajando”. En este episodio, es cuando el alumno A hace una observacion,
lo cual indica un cierto avance en su entendimiento: “siempre a la mitad de la
gréfica... cuando hay un cambio de direccién es el punto de inflexién”. El alumno B,
expresa su acuerdo introduciendo un matiz: “un punto donde esté mas abajo o mas
arriba, ese es el punto de inflexidon”. En este momento, es en donde por primera vez,
se habla de un maximo o un minimo en la grafica de manipulacién de llaves: “el
maximo o minimo de la grafica”. No obstante, los alumnos no se fijan o dejan de lado
aspectos de dicha gréafica que son relevantes para interpretar qué esta sucediendo
en el otro registro por ejemplo, que en los puntos de cruce (los ceros), se presenta un
cambio de signo en la linea azul, pasa de lo "positivo" a lo "negativo" y que en el
punto minimo la curva pasa de ser decreciente a creciente.

4.9 Actividad 9

En esta actividad los alumnos ejecutaran el programa 16, el cual simula una
situacion que se presenta a continuaciéon. La tarea de los alumnos sera dar una
explicacion verbal y elaborar una representacion grafica de lo ocurrido con el
volumen de agua en el tanque.

Situacion: Si la llave de entrada esta mas abierta que la llave de salida y la llave
de entrada se empieza a cerrar hasta que ésta alcanza la misma posicion que la
llave de salida y luego la llave de entrada empieza a abrirse nuevamente hasta
regresarla a su posiciéon original.

v' ¢ Qué ocurre con el volumen de agua en el tanque mientras la llave de entrada
esta en movimiento?,

v' ¢ Qué ocurre con el volumen de agua en el tanque en los momentos en que
ambas llaves tienen la misma apertura?,

v' ¢ Qué ocurre con el volumen de agua en el tanque en el momento en el cual la
llave de entrada tiene la misma posicion que la llave de salida?

Representa graficamente lo ocurrido con el nivel o volumen de agua en el tanque
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A diferencia de la actividad precedente, la presente tiene la caracteristica de que
el volumen siempre estd aumentando o es creciente, igual que las tareas anteriores,
pasa por un punto de inflexion pero la tangente que atraviesa por dicho punto es
momentaneamente horizontal por tanto, en el registro de manipulacion de llaves
correspondera a un minimo, pero éste es un cero o un cruce de la linea azul con la
recta horizontal (roja). Es decir, este punto minimo ya no estara “mas abajo o mas
arriba” (alumno B) sobre dicha linea horizontal sino que sera tangente.

Corren el programa 16 y ven el movimiento virtual del volumen o nivel de agua
en el tanque en la pantalla de la computadora. El alumno A percibe la caracteristica
esencial de la tendencia del movimiento: “Nunca disminuye el volumen ¢ o0 si?... dice
que llega a la posicion de la otra, ah... entonces nunca disminuye siempre va asi la
grafica” . Cuando la atencion se dirige hacia donde se ubica el punto de inflexion, el
mismo alumno percibe como si en dicha vecindad del punto, la grafica se comportara
como un recta: “va llegar a un punto [inflexién]... asi, y asi como una recta”. Pero, el
alumno B no comparte esta intuicion y dice “no es una recta, es como una curva
asi... [inaudible]”. El alumno A reitera lo que antes habia dicho, pero sigue
manteniendo que cuando las dos llaves momentaneamente tienen la misma posicion
el volumen es constante: “... el volumen nunca disminuye... va llegar un momento
[punto de inflexion] en que sea constante”. De cierta manera, ahora en este caso
este alumno tiene en parte algo de razon, ya que cuando se corre el programa en la
pantalla de la computadora se aprecia que hay un cierto lapso de tiempo que da la
impresion de que el volumen parece detenerse, sin embargo, cuando el alumno A,
lee la parte del enunciado que pregunta de qué ocurre con el volumen cuando “la
llave de entrada tiene la misma posicion que la llave de salida”, responde “pues si el
volumen es constante” contradiciéendose con lo que antes habia dicho. El alumno B
percibe la idea del comportamiento global: “aumenta pero cada vez a menor
velocidad... primero, luego ya a mayor velocidad”. Con base en esta interpretacion,
los alumnos empiezan a trazar la grafica. Cuando estan bosquejando la gréafica,
surge el problema de cémo hacer el trazo en la cercania del punto de inflexion, para
ayudarse corren de nuevo el programa para volver a ver que esta sucediendo en
dicho punto, al observar en la pantalla, el alumno A sostiene su punto de vista: “como
se mantiene por vario tiempo... seria una pequefia recta ahi “[en el punto de
inflexion]. Pero el alumno B, no comparte lo que su compafiero acaba de decir y le
comenta: “es como un instante... es apenas un instante... bueno en el programa es
un instante”. Finalmente trazan la siguiente gréafica (Figura 9):
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Figura 9
Se puede apreciar que en punto de inflexion esta sobre marcado un pequefio
segmento de recta, casi horizontal respecto al eje x (linea roja).

Cuando corren el programa 17 para verificar su respuesta, éste presenta las
dos ventanas siguientes con sus respectivas graficas:

9
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Observando la grafica de la primera ventana pareceria que el alumno A tiene
razén de que el volumen por un cierto tiempo se mantiene constante. Pero el dibujo
no puede ser confundido con el concepto matematico de lo que realmente sucede en
dicho punto.

Cuando atienden la grafica de la segunda ventana, y observan que ésta no
tiene las caracteristicas de otras graficas ya analizadas, a saber, que cuando el
volumen era constante, estaba asociado siempre con un cruce de la linea azul con la
linea roja, pero ahora no observan tal cruce. El conflicto lo “superan” de la siguiente
manera: “... aqui no alcanza a cruzar, cuando no la cruza ¢ 0 si? Bueno si cuando se
tocan es que es constante, el minimo en este caso es igual cuando se cruzan, es el
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punto de inflexion, o sea coincide cuando se dejan de abrir, cerrar” (alumno A). Esta
actividad, al parecer reforz6 la "falsa concepcién" que ya se ha venido sefialando -
que no era el propdsito- con el afadido de que ahora en los puntos de inflexion
también el volumen es constante, por ejemplo, “el cambio de direccién [en el punto
de inflexion] coincide con cuando el volumen es constante” (alumno A ). No obstante,
el alumno B hace una conexion relevante que indica un avance en su entendimiento:
“el minimo de esta grafica es el punto de inflexion de ésta’. Incluso este alumno,
intenta expresar esta relacién en términos de la primera y segunda derivada pero no
logra un articulacion coherente: “la primera derivada de... [inaudible]... ésta es la
segunda derivada”.

4.10 Actividad 10

En esta actividad los alumnos ejecutaran el programa 18, el cual simula una
situacion que se presenta a continuaciéon. La tarea de los alumnos sera dar una
explicacion verbal y elaborar una representacion grafica de lo ocurrido con el
volumen de agua en el tanque.

Situacion: Sila llave de entrada esta mas abierta que la llave de salida y la llave
de entrada se empieza a cerrar hasta alcanzar la misma posicion que la llave de
salida, para nuevamente empezar a abrirse hasta regresar a su posicion original.

v' ¢ Qué ocurre con la rapidez del volumen o nivel de agua en el tanque mientras
la llave de entrada se esta cerrando?,

v' ¢Qué ocurre con la rapidez del volumen o nivel de agua en el tanque en el
momento en que la llaves de entrada pasa de estarse cerrando a estarse
abriendo?

v' ¢ Qué ocurre con el volumen de agua en el tanque mientras la llave de
entrada se esta abriendo?

Representa graficamente lo ocurrido con el nivel o volumen de agua en el tanque

En esta actividad, comparandola con la anterior parecen similares, pero hay
diferencias, se plantean preguntas que enfatizan cuestiones relacionadas con la
rapidez del volumen. Ahora se trata de dirigir la atencion a la tasa de cambio del
volumen y no al volumen mismo. Un propésito de esta actividad fue observar si los
alumnos discernian claramente las diferencias conceptuales que hay entre el
volumen y su tasa de cambio o rapidez.

Cuando los alumnos leen el enunciado, efectivamente perciben que esta tarea
es la misma que la anterior: “pero es casi lo mismo” (alumno A). No obstante, cuando
leen la pregunta ¢ qué ocurre con la rapidez del volumen o nivel de agua en el tanque
mientras la llave de entrada se esta cerrando? Inicialmente, no se dan cuenta que se
esta inquiriendo por la rapidez de volumen, no qué sucede con el volumen mismo,
esto quizas debido a que estaban momentaneamente influidos por el contexto del
enunciado que acababan de leer. En esta circunstancia, el alumno A responde: “...
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mientras la llave de entrada se esta cerrando entonces el volumen de agua va
disminuyendo”. Sin embargo, la interaccion verbal entre los dos alumnos les ayuda a
superar esta “falsa concepcion”. En un primer momento, el alumno B comenta algo
pero no es muy claro: “no, si se esta cerrando pero sigue siendo menor... la de
salida”. El alumno A, al parecer, empieza a superar su malentendido: “va
disminuyendo el nivel con que aumenta”, pero es el alumno B, el que remonta el
malentendido con mayor claridad: “la rapidez con que aumenta va disminuyendo”.
Obsérvese que esta leve “caida” en el proceso de aprendizaje es rapidamente
superada por los alumnos. Después, la pareja encara de nuevo una pregunta dificil
gue ya se les habia planteado en la actividad numero 8: ¢ Qué ocurre con la rapidez
de volumen o nivel de agua en el tanque en el momento en que la llave de entrada
pasa de estarse cerrando a estarse abriendo? La respuesta de los alumnos es
laconica: “la velocidad va a aumentar” (alumno B).

Aqui también se nota un cierto avance en su entendimiento, sin embargo, no
atiende de qué sucede en el momento de dicho cambio, sino después del momento
en que se abrid o se esta abriendo.

Es posible, que de esta pregunta debidé mejorarse su redaccion y claridad, de
manera que reflejara la cuestion que se deseaba observaran los alumnos: que en
dicho momento, la rapidez del volumen (primera derivada) alcanza su valor minimo o
gue se produce un cambio en su tendencia.

En la tercera pregunta ¢qué ocurre con el volumen mientras la llave de
entrada se esta abriendo? Se detectd un error de “dedo” una vez que se aplico esta
actividad, de acuerdo al texto de la pregunta, inquiere de qué ocurre con el volumen,
debié decir “la rapidez del volumen”. Afortunadamente, dicho error no afecto la
respuesta global o las explicaciones de los alumnos.

Para construir la grafica se auxilian corriendo el programa y el alumno nota
correctamente de nuevo que el volumen “nunca deja de aumentar”. La grafica
elaborada fue la siguiente (Figura 10):

Figura 10
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Para verificar su respuesta los alumnos corren el programa 19 que presenta
las dos graficas siguientes:

REGISTRO DE LA CANTIDAD DE AGUA e REGISTRO DE MANIPULACION DE LLAVES
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Efectivamente, la grafica del registro de la cantidad de agua es parecida a la
grafica de la actividad anterior, sin embargo, hay una diferencia sutil, en el punto de
inflexiébn de la presente ventana, la tangente en dicho punto no es horizontal y por
tanto no se produce un cruce (un cero) en el registro de manipulacion de llaves.
Pero, los alumnos no se dan cuenta de esta sutileza. El alumno A, de nuevo muestra
el patron ya sefialado, con el agregado de que en los puntos de inflexion el volumen
es constante: “entonces seria igual, que coinciden en volumen constante y el cambio
de direccion o el cambio de aumento o disminucion de volumen ... aunque nunca hay
disminucién del volumen aqui”. Aunque reconoce una caracteristica importante:
“aungue nunca hay disminucion aqui”. Aunado a esto, el mismo alumno exhibe otra
falsa concepcion de la concavidad de una curva: “entonces, cuando, como nunca hay
disminucién del volumen, no hay concavidad hacia abajo”. El alumno B, le llama la
atencion esta afirmacién y pregunta “¢concavidad hacia abajo?”. El alumno A le
contesta “si”. El alumno B le aclara: “hay una parte de concavidad hacia abajo”. Y es
durante este episodio lo que el alumno revela lo que entiende por concavidad:
“concavidad hacia abajo seria que fuera totalmente hacia abajo”. El alumno B
termina este didlogo con las siguientes palabras “que se empiece a cerrar, ah si".
Obsérvese la coexistencia de conceptos correctos e inadecuados que revela el
pupilo A en esta actividad.

4.11 Actividades de cierre

4.11.1 Primera actividad

Los alumnos realizaran las dos tareas siguientes. En la primera se les pedira
que ejecute el programa 20 el cual simula una situacion, pero soélo se les
proporciona la grafica del “registro de manipulacion de llaves” en el tanque. La tarea
de los alumnos sera en primer lugar, hacer una descripcion verbal de lo ocurrido con
el volumen de agua en el tanque con base en la grafica mostrada. En segundo lugar,
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elaborar una representacion gréafica del registro de la cantidad de agua. Se asume
gue la llave de salida esté fija y abierta en un 50%.

La presente actividad fue concebida como una tarea de evaluacion del
aprendizaje de los alumnos, pero no en un sentido tradicional de la evaluacion:
evaluar todo un proceso con una tarea final. En la perspectiva de este trabajo, la
evaluacion se dio durante el proceso. Sin embargo, también es importante realizar un
corte evaluativo del entendimiento que han alcanzado los alumnos después de haber
sido expuestos a un conjunto de actividades como las precedentes.

La actividad consta de dos partes y tiene las siguientes caracteristicas. En la
primera, los alumnos corren el programa 20 que simula el llenado de agua del
tanque, pero a diferencia de las tareas anteriores, aqui sélo se les presenta como se
va generando la grafica de manipulacion de llaves que se proporciona a
continuacion:
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Con base en esta gréfica, la tarea de los alumnos fue hacer una descripciéon
verbal de lo ocurrido con el volumen de agua en el tanque y una vez hecho esto
construir una representacion grafica del comportamiento o cantidad de agua en el
tanque. Esta actividad demanda de los alumnos visualizar o imaginar lo sucedido con
el volumen en el otro registro (cantidad de agua) mientras observan lo acontecido en
el registro (manipulacion de llaves). Aqui a los alumnos no se les pidio verificar sus
respuestas corriendo un programa para no influir en la tarea siguiente.

4.11.2 Segunda Actividad

En la segunda parte corren el programa 21, el cual a diferencia del anterior
presenta solo la generacion de la grafica de lo que acontece con el volumen en el
tanque. La tarea de los alumnos fue hacer una descripcion verbal de las
manipulaciones de la llave con base en la lectura de dicha grafica. Una vez hecho lo
anterior se les pidio elaborar una representacion grafica de las manipulaciones de las
llaves. Ahora esta actividad demanda a los alumnos imaginar o visualizar lo sucedido
en el otro registro (manipulacion de llaves) con base en la lectura del registro dado
(cantidad de agua); dicho brevemente, es la operacion cognitiva inversa de la
anterior.

41



Es importante sefialar que este tipo de actividad, no se les habia presentado a
los alumnos, es decir, en ninguna de las anteriores acometieron una tarea en donde
se les proporcionara la representacion grafica de un evento en un registro
(manipulacion de llaves) y se solicitara elaborar una representacion grafica del
evento asociado en el otro registro (cantidad de agua) con base en la lectura de la
grafica dada o viceversa. Se deseaba observar si los alumnos utilizaban las ideas o
conceptos involucrados en las tareas previas en una situacion diferente.

La interpretacion de la grafica de la manipulacion de llaves llevada a cabo por
la pareja de lo sucedido con la cantidad de agua en el tanque, fue muy aceptable.
Asimismo, la grafica que representa la cantidad de agua fue bosquejada
correctamente. Por ejemplo, muestra claramente los aspectos relevantes (maximos y
minimos), los cambios en la direccion de la concavidad sefialando los puntos de
inflexion. No obstante, emergieron algunos malentendidos u obstaculos que ya
previamente han sido sefalados, a saber que en los cruces (los ceros) el volumen es
constante, independientemente de si es un maximo 0 un minimo 0 un punto de
inflexion.

4.11.3 Analisis de las actividades de cierre

A continuacion pasemos a ver con detalle algunos episodios que exhiben los
puntos importantes de la lectura que realizaron los alumnos de la grafica de
manipulacion.

El alumno A, manifesto el patron recurrente ya comentado: “llega un punto en
que el volumen va a ser constante”. En cambio, el alumno B atiende un aspecto
esencial sobre el comportamiento global del evento: “pero el agua no deja de
aumentar”. El alumno A, intenta contribuir en la tarea, pero hace un comentario muy
vago: “va ser igual que las otras... el cambio de direccion va a ser igual...”.

El alumno B percibe otra caracteristica importante: “lo que cambia es la
velocidad”. El alumno A al parecer todavia no se da cuenta que la grafica que se
analiza es la de manipulacién de llaves y no la del volumen, porque dice refiriéndose
al volumen: “va disminuyendo ¢no?”, sin embargo, el alumno B inquiere “¢el
volumen?” El alumno A se da cuenta inmediatamente de su malentendido y corrige:
“no, no, va aumentando”. El alumno B muestra un avance en su proceso de
entendimiento de lo que esta sucediendo en el otro registro: “el volumen siempre
estd aumentado, lo que cambia es la velocidad con la que aumenta... “. Cuando este
alumno dirige su atencion al primer cruce (cero) no lo identifica explicitamente como
un punto de inflexion en el otro registro, solo comenta que “aqui en este punto
(primer cero) no aumenta”. Seguramente esta pensando que ahi el volumen es
constante. Posteriormente, observa correctamente que el volumen “empieza a
aumentar otra vez cada vez mas rapido”. El alumno A, identifica un punto (el
maximo) de la grafica en donde “se hace un triAngulo”, intenta repetir esta imagen de
nuevo: “hasta llegar ..” pero su compafero no lo deja terminar la frase y comenta:
“aqui hay un punto de inflexion”. El primer cero o primer “vértice del triangulo” no es
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identificado como un punto de inflexion, pero si el segundo cruce, el primero no fue
identificado como un punto de inflexion, notese que este punto esta sobre la linea
roja y el segundo esta “arriba” o “abajo” de dicha linea. Quizas esta caracteristica fue
la que consideraron para no clasificarlo como un punto de inflexion. Sin embargo,
llama la atencion que cuando trazan la gréafica el primer cero aparece marcado como
un punto de inflexién. El alumno A, agrega que en dicho punto es donde “se hace un
triangulo”, “se va a empezar a cerrar la llave”, pero “sigue aumentando, aumentando”
(alumno B). En el segundo cruce el alumno A exhibe de nuevo su propension: “en
este cruce va a ser constante por un momento”. El alumno B continda diciendo
correctamente: “luego disminuye”. Al parecer el alumno A se auto asigna la tarea de
fijarse en los cruces, porque sefala: “luego va a ser ahi igual (tercer cero)... luego va
a haber tres momentos en que sea constante el volumen”. Posteriormente, la
atencion de los alumnos se dirige a las “regiones de los positivo 0 negativo” de la
linea poligonal. Sin embargo, el alumno A hace un sefialamiento inadecuado: “la
grafica azul empieza arriba, entonces tiende a lo negativo, ¢no? va ser asi”. Pero, su
compaiiero le matiza: “la pendiente se vuelve cada vez hacia cero...”.

Sobre la base de estas observaciones sobre la grafica de manipulaciones de
llaves, los alumnos bosquejan la siguiente curva (Figura 11):

Figura 11

Es pertinente sefalar, que la construccion de la grafica anterior no la
bosquejaron como un producto final después de haber hecho la lectura, sino que fue
realizada durante el proceso de dialogo entre ambos, por ejemplo, al principio
haciendo pequefios trozos o pinceladas de la gréfica, incluso sus didlogos los
acomparfian con el movimiento de las manos para sugerir la forma que deberia de
tener la grafica. Estos movimientos de las manos no se observan solo en esta
actividad sino también en otras actividades en el video. A continuacion se presenta la
grafica generada por el programa, para que el lector pueda compararla con la
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realizada por los alumnos, cabe sefialar que esta grafica no fue mostrada a los
pupilos.

Ahora, se procede a examinar lo sucedido con la segunda parte de la
actividad. Aqui a los alumnos se les proporciono la generacion de una grafica del
registro de la cantidad de agua. La tarea, consiste en hacer una descripcion verbal y
trazar la grafica de registro de manipulacion de llaves.

La grafica generada y que presenta el programa 21 fue:

HEGISTRO DE LA CANTIDAD DE AGUA, -

i

En esta tarea, los alumnos también realizaron una descripcion y trazado de la
grafica de manera muy aceptable, esto es, atendieron los aspectos relevantes del
movimiento virtual del nivel de volumen de agua en el tanque acompafado
simultdneamente de la generacién de una grafica del registro de cantidad de agua.
También, afloraron patrones y obstaculos que ya han sido sefialados.

A continuacion se narra como lo alumnos fueron interpretando cada una de las
partes sobresalientes de la gréfica.

Cuando dirigen su atencién al segmento de recta creciente el alumno A
comenta: “Aqui la de salida siempre es constante”, su compafiero esta de acuerdo.
Sin embargo, no esta claro en esta parte inicial que estan entendiendo por constante
en este caso. Luego su atencion se traslada al segmento horizontal, en donde se
muestran dificultades para interpretar lo acontecido en el otro registro (manipulacion
de llaves), el alumno A intenta describir lo que sucede: “... después va llegar a un
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instante, no es un instante es un tiempo” este alumno trata de decir que es un
intervalo de tiempo. El alumno B también revela dificultades para interpretar qué esta
sucediendo en el otro registro con base en la lectura de dicho segmento horizontal:
“a ver... otra vez, esta aumentando... pero en ese momento como que... “. El alumno
A interviene pero tampoco es muy claro: “hay un tiempo, cierto tiempo en que estan
al mismo...”. Para entender mejor la situacion, el alumno B se regresa al segmento
de recta creciente y expresa lo que sucede con la llave en esta parte: “esta bien
abierta entonces ahi la de entrada... pero esta abierta constante, esta quieta la de
entrada, pero mas abierta que la de salida”. En esta parte el alumno A muestra un
malentendido: “si porque mira la pendiente es... [inaudible]... porque las dos van a
estar en 50”. El alumno B le dice que esto no puede ser ya que seria una recta
horizontal a través de una mimica con la mano. El alumno B vuelve a reiterar que en
el segmento de recta creciente, la llave “esta mas abierta pero guieta... después hay
un punto donde las llaves estan en 50" [el segmento horizontal]. El alumno A le
aclara que no es un punto sino un tiempo [un intervalo]. Los alumnos terminan el
analisis del segmento horizontal y la atencion se orienta hacia la parte de la curva
concava hacia arriba. Aqui el alumno A, dice “... y después de eso va a empezar a
abrirse més la de entrada”. El alumno B estéa de acuerdo.

Cuando estan cerca del punto de inflexion, es el alumno A el que describe
acertadamente qué sucede en esa parte de la curva, lo cual muestra un avance en
su entendimiento: “la velocidad con que se empieza a abrir va a ir aumentando la
rapidez con que se abre... y después va a ir disminuyendo”. Sin embargo, no
menciona explicitamente que estan ante un punto de inflexion. El alumno B, es al
parecer el que esta percibiendo la presencia de tal punto: “Se esta abriendo y
después en ese punto [de inflexidn]... la empiezan a cerrar, la empiezan a cerrar”
luego emerge el patron recurrente: “va llegar a un volumen constante... en la que las
dos llaves tienen el mismo nivel y después se empieza a cerrar mas la de entrada,
porque la de salida siempre es constante, se empieza a cerrar mas” (alumno A). Sin
embargo, este alumno no se da cuenta que hay un segmento de recta decreciente
que continla en la parte final de la grafica, es su compafiero quien lo nota: “y la dejan
en un punto, digo la dejan quieta después, porque es una recta otra vez “.

Con base en esta descripcion verbal los alumnos bosquejan la siguiente
grafica (Figura 12) que representa las manipulaciones de las llaves:

Figura 12
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La grafica anterior es muy aceptable excepto que después del primer
segmento horizontal trazaron un segmento de recta decreciente, el cual no
corresponde con la situacion analizada. Este hecho indica una dificultad: interpretar
los cambios repentinos o abruptos, en este caso en donde la funcibn no es
diferenciable. Estos obstaculos, podrian estar indicando una probleméatica mas
general: el analisis de los puntos criticos de una funcion (f o f ') y la interpretacion de
éstos cuando se dan en un registro y se demanda interpretar lo sucedido en el otro
registro (de f a f ' 0 viceversa) y poder representar graficamente un evento en un
registro, dada la representacién grafica en el otro.

A continuacion se proporciona la grafica que el programa muestra con el fin de
gue el lector pueda compararla con la que elaboraron los alumnos. Cabe mencionar
que esta gréafica no fue mostrada a los alumnos.
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CAPITULO 5

RESPUESTAS A LAS PREGUNTAS DE
INVESTIGACION

Con base en el analisis de los comportamientos de los alumnos en cada una
de las actividades anteriores, se procede a continuacion a dar respuestas a las
preguntas de investigacion del estudio.

5.1 Pregunta 1

¢A qué nivel las actividades en un ambiente virtual favorecieron el aprendizaje de
conceptos basicos del calculo?

Los comportamientos exhibidos por la pareja de estudiantes durante el proceso,
proporcionan evidencias de que las actividades disefiadas promovieron un
aprendizaje de conceptos basicos del calculo. Una evidencia de lo anterior, fue que
los alumnos lograron resolver de manera muy satisfactoria las actividades (de cierre)
disefiadas para evaluar el aprendizaje. Ademas, del conjunto de actividades
propuestas, la mayoria fueron resueltas favorablemente. Pero lo mas destacado en
dicho proceso es que los estudiantes avanzaron por si mismos, sin la intervencién
del docente o del investigador, por ejemplo, los alumnos lograron establecer
conexiones relevantes entre un registro de representacion y otro, verbi gratia que en
los puntos maximos de un registro (manipulacion de llaves), fue asociado con un
punto de inflexién en el otro registro (cantidad de agua). No obstante, el avance en
los dos estudiantes fue desigual, por ejemplo, cuando se presentaban escollos en el
proceso, en la mayoria de los casos, quien marcaba la pauta para superarlos o
clarificar una situacion era el alumno B, sin embargo, el alumno A, también jugé un
papel importante en ciertos momentos claves que ayud6 a su compafiero a darse
cuenta de un malentendido (la confusion que se presentd entre el volumen y su
rapidez), no obstante, el alumno B exhibi6 una debilidad en un concepto
fundamental, la derivada en el contexto del volumen de agua en el tanque es una
“relacion entre volumen y tiempo... que vendria siendo la tangente”. Esta
desigualdad, quizas sea debida a que los conceptos evocados por el alumno B se
noten mas robustos en comparacion con los del alumno A. Debido a estos factores,
el aprendizaje de algunos conceptos no fue tan firme como se hubiera deseado.
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Otro ejemplo en que se manifiestan estas limitaciones es cuando el alumno A se
refiere a los puntos maximos de la representacion grafica de una funcion poligonal:
“en donde se hace un triangulo, debe ser el punto de inflexion”. A pesar de estas
debilidades, las actividades en este tipo de ambiente tienen un potencial para
promover un aprendizaje significativo en el entendimiento de conceptos relevantes
del calculo.

5.2 Pregunta 2

¢, Qué cambios notorios mostraron los alumnos en el aprendizaje o en el
entendimiento de conceptos importantes del célculo?

Los cambios mas sobresalientes que mostraron los dos alumnos en su
interaccion con las tareas, fue que al inicio del proceso, los alumnos no atendian los
aspectos relevantes de las situaciones o no se fijaban en los aspectos clave, e
incluso, al comienzo de la experiencia, se notd que dichos alumnos no utilizaban
conceptos matematicos importantes que estaban involucrados en dichas situaciones.
Sin embargo, a medida que avanzaban en las tareas, los comportamientos
mostraron avances en el entendimiento conceptual. Por ejemplo, en una etapa inicial,
no discernian entre una cuestion que inquiria por la rapidez de volumen y no por el
volumen mismo, pero la interaccion con las actividades y entre los alumnos les
permitié superar esta confusion y darse cuenta que eran conceptos distintos. Cabe
sefalar que esta dificultad se presenta a menudo en los cursos de célculo que se
desarrollan en un contexto de lapiz y papel o pizarron, y que en el presente
escenario, pudo ser remontada por los propios alumnos.

5.3 Pregunta 3

¢,Cuales fueron las dificultades mas relevantes o falsas concepciones que
revelaron los alumnos en la interaccion con las tareas en el medio computacional?

Uno de los aspectos mas notorios que exhibieron los dos estudiantes fue una
concepcion limitada del cambio. Por ejemplo, cuando los alumnos ven en una grafica
ya sea que ésta represente la cantidad de agua o la manipulacion de llaves, y
visualmente dicha grafica exhibe un descenso 0 un ascenso en su comportamiento,
los alumnos sefialan sin ningun problema que la cantidad de agua representada por
dicha gréafica desciende o aumenta. Sin embargo, cuando se les inquiere de lo que
sucede con dicha cantidad en aspectos puntuales de la grafica (puntos maximos,
minimos o de inflexion) emergen las dificultades o muestran falsas concepciones,
por ejemplo, que en dichos puntos el volumen se “para” o se hace constante. Es
decir, cuando se les pregunta qué sucede en dichos puntos, revelan una vision
“estatica” del movimiento.
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5.4 Pregunta 4

¢A gué nivel las actividades en el ambiente virtual fue un aspecto central en el
avance en el entendimiento de los alumnos?

Uno de los dos tipos de actividades que se disefiaron en el estudio, fue la del
simulador con sus respectivos programas cuyas caracteristicas esenciales ya fueron
sefaladas. Por ejemplo, el aspecto dinamico de la generacion de dos graficas que
estan asociadas con la manipulacion de dos “llaves” influyen en las formas de las
graficas generadas. Verbi gratia, el entendimiento conceptual del cambio de direccion
en la concavidad de una curva que suele presentar dificultades a los alumnos en un
contexto de lapiz y papel o algebraico, en este contexto las actividades disefiadas en
un escenario virtual fue un elemento importante para favorecer el aprendizaje. No
obstante, no se puede afirmar categoricamente, que los avances mostrados por los
alumnos en su entendimiento conceptual pueda ser atribuido a un sélo elemento: el
simulador. Es posible considerar también que fue el conjunto de interacciones
(verbales, escritas y dinamicas) lo que favorecié el aprendizaje de los alumnos, a
pesar de falsas concepciones o limitaciones conceptuales o de lenguaje que
emergieron durante el proceso.

5.5 Conclusiones y recomendaciones

Con base en las evidencias proporcionadas en el presente estudio uno de los
resultados relevantes que merece destacarse es que el conjunto de actividades
disefiadas en un medio computacional y a las cuales fueron expuestos los dos
estudiantes y que trabajaron sin ninguna intervencion del investigador, tiene
potencial para promover el aprendizaje o el entendimiento de conceptos basicos del
calculo. Asimismo, se observdé que la pareja pudo superar algunas dificultades
recurrentes que suelen presentarse en escenarios estaticos de lapiz y papel, por
ejemplo, aquella en que los alumnos no disciernen de que una cantidad que se
mantiene creciente en un intervalo, su tasa de cambio (rapidez o primera derivada)
puede ser decreciente al mismo tiempo en dicho intervalo. En general, en contextos
estaticos, los alumnos asocian el crecimiento o aumento de una cantidad con un
aumento de su tasa. En el presente estudio también se presento, por ejemplo, en la
actividad 7, a los alumnos se les pregunté que ocurria con la rapidez del volumen
cuando éste aumentaba, el alumno B respondid: "ah, pues estuvo aumentando”,
afortunadamente esta falsa concepcion fue remontada debido a la interaccion con su
companfero y las actividades siguientes. Sin embargo, en esta experiencia virtual
también emergieron propensiones o falsas concepciones en los alumnos, como fue
el caso de que en los puntos de inflexién el volumen era constante. Probablemente,
este malentendido se origine de un aspecto mas general, a saber, de la concepcion
de cambio que emergio en los alumnos durante el proceso, cabe sefalar que esta
cuestion no estaba formulada explicitamente en el trabajo, no obstante aflor6é en los
alumnos con base en el andlisis de sus comportamientos. Por ejemplo, cuando los
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estudiantes observaban una representacion grafica de una situacion que era concava
hacia arriba o hacia abajo que tiene un maximo o un minimo, verbi gratia una
parabola, no mostraban dificultades para sefialar que antes o después de dichos
puntos, la cantidad disminuia 0 aumentaba; sin embargo, cuando se les preguntaba
que sucedia con la cantidad en los puntos mismos su concepcion deviene "estatica”
(el volumen se “para” o esta en “equilibrio”). Esta vision también la extendieron a los
puntos de inflexion. Dicho con otras palabras, antes o después de los mencionados
puntos, muestran al parecer un concepto dinamico del cambio - como una fluente-
pero al llegar a estos puntos criticos, el movimiento o el cambio se "detiene" o se
hace "constante" como ellos recurrentemente lo expresaron verbalmente.

Otro aspecto que llamé la atencién en este estudio fue que el proceso de
aprendizaje o entendimiento no se realiza de manera ascendente o lineal sino que se
producen caidas o recaidas, e incluso ciertos malentendidos o propensiones como
las sefialadas en este trabajo no pudieron ser remontadas por la pareja. Por tanto,
para un futuro estudio serd un punto clave considerar en qué circunstancias el
instructor o el investigador debe intervenir para ayudar a los alumnos a superar estos
obstaculos mediante cuestionamientos que susciten en los alumnos un dilema o un
conflicto cognitivo que conduzca por si mismo a superar las dificultades.

Con respecto al disefio del programa y las actividades, se recomienda hacer
una revisibn mas detallada de las actividades utilizadas, pues en algunos casos no
fueron del todo claras para los alumnos, por ejemplo, en aquellas cuestiones que
involucraban el cambio en la rapidez del volumen antes y después y en los puntos
mismos de inflexion. Ademas, considerar la pertinencia de incluir actividades en
donde se enfatice cuestiones relacionadas con la rapidez o tasa de cambio que
mostraron ser problematicas para los alumnos. Asimismo, tareas que promuevan la
reflexion de lo que sucede en otro registro dada la descripcién verbal y/o grafica de
un evento en el otro registro y ademas disefiar actividades y tareas que conduzcan a
los alumnos a superar dificultades, por ejemplo, el patron de iniciar el trazo de la
grafica en forma horizontal. En lo que se refiere al programa es recomendable hacer
modificaciones en el disefio del registro de manipulacion de llaves incluyendo
acotaciones en el eje vertical relacionadas con el valor del gasto neto con el fin de
gue los alumnos tengan elementos que les permitan asociar a dicho registro un
sistema de referencia y asi poder ver dichas graficas insertas en un sistema
coordenado y por tanto poder interpretar la linea azul como la representacion de la
funcion primera derivada.

No obstante, algunas de las limitaciones sefaladas, el estudio mostro la
importancia del disefio de este tipo de actividades en las cuales se combinan los
escenarios verbal, de lapiz y papel y dinAmico que en una interaccion mutua
promuevan el aprendizaje y el entendimiento de conceptos fundamentales del
calculo.
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ANEXO 1

Actividad exploratoria
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Actividad exploratoria

N0 8 0 =

Instrucciones: Lee con detenimiento cada una de las siguientes cuestiones antes de
responderlas. Las respuestas deberan acomparfarse con una explicacion o
justificacion de porgqué se da dicha respuesta. (No borres nada de lo que
escribas, s6lo enciérralo en un circulo y crazalo).

1) La afirmacion: si f’(x) < 0 para toda x en un intervalo, entonces f(x) es
decreciente en dicho intervalo ¢ es correcta 0 incorrecta ?

2) La afirmacion: si el punto P( X, f(Xo)) €s un punto critico de la funcion f(x),
entonces el signo de f'(x) cambia en dicho punto ¢es correcta 6 incorrecta?

3) La afirmacion: si f(x,) es un valor minimo relativo (local) de una funcion f(x),
entonces f'(X,) =0 ¢es correcta o incorrecta?

4) La afirmacion: si el punto P(X,, f(X,)) €s un punto de inflexion de la curva y = f(x),
entonces la curva atraviesa a su recta tangente en dicho punto ¢es correcta 6
incorrecta?

5) La afirmacion: si f(x) es una funciony f’(x,) = 0, entonces la funcién alcanza un
valor maximo 6 minimo en X, ¢es correcta 6 incorrecta?

6) La afirmacion: si P(X,, f(Xo)) €s un punto de inflexion de la gréfica de la funcion y =
f(x), entonces f’(x,) = 0 ¢es correcta 0 incorrecta?

7) La afirmacion: si una funcion y = f(x) es creciente en un intervalo entonces la
direccién de la concavidad de su gréafica va hacia arriba. ¢ es correcta 6 incorrecta?

8) La afirmacion: si la funcion y = f(x), es tal que su f'(x) es creciente, entonces la
grafica de f(x) es concava hacia arriba. ¢,es correcta 0 incorrecta?

9) La afirmacion: si el punto P(x., f(Xo)) €s un punto de inflexion de la curva y = f(x),
entonces la primera derivada f'(x) pasa de ser creciente a ser decreciente 6
viceversa ¢ es correcta 0 incorrecta?

10) La afirmacion: si una funcion f(x) siempre es creciente en un intervalo, entonces

la funcion no puede tener un punto de inflexion en dicho intervalo ¢ es correcta 6
incorrecta?
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11) La afirmacién: : si el punto P(Xo, f(Xo)) €s un maximo 6 un minimo de la grafica
de y=f(x) entonces en dicho punto la grafica cambia el sentido de su concavidad ¢ es
correcta 0 incorrecta?

12) Dadas las siguientes graficas, sefiale aproximadamente en cada una de ellas
todos los puntos de inflexién
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13) La siguiente grafica representa la derivada f'(x) de una funcién f(x). Indique con
una cruz sobre el eje x, las abscisas de los puntos donde la funcidn original f(x)
alcanza su valor maximo 6 minimo.

14) La siguiente grafica representa la derivada f'(x) de una funcién f(x). Indique con
una cruz sobre el eje x, las abscisas de los puntos donde la grafica de la funcion
original f(x) tiene puntos de inflexion.
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15) La siguiente grafica representa el comportamiento de la cantidad de agua
almacenada en un tanque durante un dia. Proporcione una descripcion de lo que
ocurrié con el agua en el tanque en los siguientes intervalos 6 en momentos que se
indican.

a) Entrelas Oy las 6 horas.

b) A las 6 horas.

c) Entrelas 12y las 14 horas.
d) Alas 14 horas.

e) Entrelas 14y las 18 horas.
f) Entre las 18 y las 20 horas.
g) A las 20 horas.

h) Entre las 20 y las 24 horas.

4 Litros de agua

100
80
60

40
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16) La siguiente grafica representa el comportamiento de la cantidad de agua
almacenada en un tanque durante un dia.

4 Litros de agua

100

80

G0

40

b)

10 13 20 24

-

Como se observa en la grafica, en los periodos comprendidos entre las 0 y
las 6 horas, asi como entre las 20 y las 24 horas, el agua en el tanque esta
aumentando, pero las graficas en estos periodos tienen formas diferentes, ¢ a
gue se deben dichas diferencias?

Explica que ocurrié con el agua a las 9 horas.
Como se observa en la gréfica, en los periodos comprendidos entre las 6 y las
12 horas, asi como entre las 14 y las 18 horas, el agua en el tanque esta

disminuyendo, pero las graficas en estos periodos tienen formas diferentes,
¢a que se deben dichas diferencias?
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ANEXO 2

Trascripcion de la resolucidon de las ocho primeras
preguntas del cuestionario de dos alumnos trabajando en
pareja
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Los alumnos que participaron en la presente investigacion, fueron seleccionados
después de haber visto el tema " La derivada y sus aplicaciones" y fueron expuestos
a la resolucién de un cuestionario- que se anexa- con el proposito de explorar ciertos

aspectos cognitivos asociados con el contenido antes mencionado.

En la siguiente trascripcion, los alumnos seran denotados por las letras, Ay B. Entre
los didlogos aparecen comentarios entre paréntesis cuadrados que son del
investigador.

A: [lee la pregunta #1]

B: es incorrecta

A:¢incorrecta?

: hum ..déjame ver

. si efe de equis [f(X)] es menor a cero [no dice efe prima de equis]

: entonces la pendiente es... este negativa

. negativa

: entonces va decreciendo

. es decreciente en dicho intervalo, es correcta

. es correcta

. [ lee la parte del enunciado que dice: "las respuestas deberan acompanarse con
na explicacion o justificacion]

. ah, les puedes hacer un dibujo

. ah, si, bueno le pongo es correcta... y pongo un dibujo de alguna gréafica

: una curva asi... polinomial

. una parabola

. por decir, entonces cuando efe prima es negativa [f '(x) ], entonces la pendiente
va asi, como .

. es negatlva este es efe de equis [f(x)] ¢no?

: aja

. si efe prima de equis [f '(x) ] ... es menor a cero entonces pertenece, no

. asi

. ese seria efe prima de equis [f "(x) ]

. efe prima de equis [f '(x)]

. Si, ... s correcta porque ... porque ..

X (,como le pondrias? ah, bueno las pendlentes negativas tienen una inclinaciéon
mas de noventa grados [90°] con respecto al eje de las equis

A: si, pues si

B: se va abriendo cada vez mas llega a noventa donde la pendiente no existe, y
luego se esta abriendo mas ... y ya es negativo ... entonces las pendientes negativas
tienen esa forma, entonces por eso ..

A: por que si, ... porque el angulo que forma con ..

B: ponle méas de noventa grados ... de noventa [90°] de noventa a ciento ochenta
grados [180°]

A: [Escribe en la hoja la siguiente respuesta:] "es correcta porque el angulo que
forma con el eje equis es mayor de noventa y menor de ciento ochenta grados”

>0>O>0T>T

c

W>wrw

UJJ>UJJ>UJJ>UJJ>
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Pregunta #2

A: [Lee el enunciado de la pregunta #2 y comenta:] un punto critico es un punto de
inflexion o un maximo o un minimo

B: si esos tres, yo creia que nomas era el punto de inflexién

A: ¢si?

B: un punto critico, no, no, si

A: si maximo o minimo ... y ... punto de inflexion ... es donde hay un cambio ¢ no?
B: un punto critico es un punto importante ... a ver

A: bueno si ... entonces, ... si en una funcion si hay un cambio ... en ...

B: en su derivada ... cuando la derivada cambia de signo es que en ese punto, hay
un maximo o un minimo ...

A: hay un cambio en la funcién original

B: exacto!, esta en un punto critico de la funcidn ... entonces obvio si es correcta
A: si

B: cuando cambia de signo en los casos de los maximos o minimos ... ¢no?

A: aj4, también en los puntos de inflexién

B: en los puntos de inflexion, esta, la primera derivada no, la segunda si ... [inaudible:
€so0 no tiene nada que ver] ..

A: un punto critico ... cabria entonces ..

B: bueno, bueno tu sabes que en algin momento cambia de signo ... para algun
punto

A: si

B: entonces para el maximo o minimo ... para que quieres saber mas ... esa es la
respuesta

A: entonces quedaria ... si tenemos

B: es correcta ... porque

A: porque si tenemos una funcién original otra vez ... una funcién asi efe de equis
[f(X)] ... porque si ... una funcion f(x) hay un cambio en su gréfica o en su
comportamiento ...

B: la funcion efe de equis cero [f(Xo)] es un critico de la funcidén, como se define, es
gue es un evento importante en la funcion

A: aja

B: un maximo o un minimo o un punto de inflexion ... entonces en el punto de
inflexion la primera derivada que es lo aqui nos preguntan, ahi no pasa nada ..

A: no, no pasa nada, hasta la segunda ... bueno ... efe de equis prima [f ' (X)]
entonces si ..

B: pero ese punto critico no nos sirve, pero si los maximos y minimos

A: aja

B: entonces ... es correcta porque ... para los maximos y minimos, efe prima [f '(X)] si
cambia de signo, ¢no?

A: si

B: bien

A: si una funcion ..

B: [inaudible] ... para los maximos y minimos efe prima [f '(x)] si cambia de signo, asi
escribelo
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A: [Pero, antes de escribir encierra en un circulo y le pone una cruz a lo que habia
escrito inicialmente: "Es correcta porque si en una funcién f(x) "

B: [Le dicta: "Es correcta porque en los valores maximos y minimos f '(x) cambia de
signo ... ]

A: pero ...

B: antes y después

A: estamos diciendo, lo que nos preguntan

Ay B: risas

B: entonces, es correcto

A: ¢en el intervalo?

B: ... cambia de signo al ser evaluada en ese punto, ¢no? en ese valor de equis (X)
A: no, en la vecindad del punto, del punto critico

B: ah, si porque en ese punto vale cero

A: entonces cambia de signo en la vecindad del punto critico. Aqui la efe de equis
[f(x)] menor a cero, y aca efe de equis prima mayor [f '(x)] a cero [ esta escribiendo el
texto precedente en la hoja]

B: andale, andale

A: risas

Pregunta #3

A: [Lee el enunciado, pero inicialmente omite leer la palabra "minimo" pero el alumno
le corrige] ah, no

B: si, es correcta [responde rapidamente] recuerda que el valor minimo, es donde ...
asi, como un punto de abajo

A: relativo local, eso quiere decir ... 0 sea... de la funcién ... [inaudible] [¢, no en un
intervalo?]

B: aja, un punto relativo

A: un minimo ... si es igual a cero, ¢si?

B: no, no tiene que ser minimo, también puede ser maximo ... entonces si es
incorrecta, para un maximo también te va dar cero, entonces es incorrecta ..

. si, entonces ...

: 000h, 0 es correcta so6lo para ... [inaudible] ... ¢ porqué es correcta?

. pero ... efe prima de equis cero [f '(Xo)] ..

. Si es cero

: ah pero dice si efe de equis cero [f(Xo)], no esta diciendo para efe de equis [f(x)]

: es un valor minimo relativo

. ya esta diciendo que es un valor minimo

: aja

. y aparte dice que es cero ... de una funcion efe de equis [f(x)], entonces efe prima
de equis cero [f '(Xo)], evaluado en el punto equis cero [Xg] es igual a cero, si es
correcto, ¢,n0?

B: si es correcto, nada mas que ... si es correcto ... pero también, aqui lo esta
diciendo nada mas para minimos y también es para maximos ...

A: aja

>0>0>0>0 >
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. pero esto si es correcto
. Si
: ah, bueno ponle que es correcto
: risas, es correcto
. pero, en un examen asi lo explicaria: es correcto pero hay que recordar ... que el
aximo también
. Si pero como te esta diciendo que es equis cero [Xg] y no efe de equis [f(X)]
. efe de equis cero [f(X(] ... [inaudible]
. equis cero [Xo] es un valor minimo
: ah, bueno es que estas ...[inaudible] ... mas general
. s correcto porque ... (pausa)

. porgue la tangente en ese punto vale cero y la tangente es lo que representa efe
prima [f'(x)]
A: aja
B: bueno asi le ponemos
A: [ Escribe el texto: " Es correcto porque la tangente en ese punto es cero” .
Después traza una grafica para ilustrar la idea: un punto de la grafica que representa
el minimo traza una recta horizontal y denota con el simbolo f '(xo)] ... si tenemos por
ejemplo, ... asi para que se vea, aqui es equis cero [Xg], ... entonces aqui efe prima
de equis cero [f '(Xxo) ] es igual a cero, ¢no?

UJJ>UJJ>UJJ>3 W>wW>w

B: exacto!

Pregunta #4

A: [Lee la pregunta #4]

B: [Responde rapido] si es correcta, si, Si

A: si, porque... otra vez

B: ... (pausa) ..[duda] ... no... 0 ¢Si?

A: ajé, porqué ve ... tienes un punto de inflexion aqui ¢no?

B: aja

A: y luego ... aqui [sefiala un punto de la grafica] este es el punto de inflexion ... [al
parecer traza una graflca parecidaay = x>]

B: para equis cubica [x°], bueno parecida

A: aja, este es efe de equis [f(x)], y aqui efe de equis prima [f '(x)], no
B: ummh ... ah, caray, un punto de inflexion como diablos...

A: es el doble prima [f "(x)] ... si el doble prima es igual a cero ..

B: si, si, si,

A: es un punto de inflexion

B: si doble prima, ..

A: es igual a cero, aqui hay una tangente, ¢,no?

B: ¢cOmo es la tangente en ese punto?

A: Asi ... atraviesa la grafica ..[traza una recta que atraviesa a la gréafica en el punto
de |aneX|on]

B: si

A: si

B: ¢ para cualquiera?
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A: 0 sea es tangente en este punto, pero no tangente a la grafica

B: pero si hago esto? ... una mas senoidal [dibuja una gréafica que parece la funcién
seno] entonces el punto de inflexion estaria por aqui ..

: de todos modos ..

ahi es asi, ¢no?

pero solo alargas cruza aqui ..

si, pero, entonces en cualquiera o para cualquier punto lo va a cruzar ..

aja, pero ...

0 nada mas tomamos un pedacito asi,

pero dice en el punto de inflexion ... bueno aqui en este pedazo si la va cruzar
atraviesa a su recta tangente en dicho..

uju

¢no? ... (pausa) ... yo digo que no..

. el punto equis cero [X,] dice que es un punto de inflexién, entonces la curva
atraviesa a su recta tangente ... si en ese punto trazamos la recta tangente, es
horizontal [traza en la grafica y = x* una recta horizontal]

. ahi, ..[inaudible] ... como es la tangente ... como la [defines] asi

: por qué? ... si...

. ah, si es cierto ...[inaudible] ..

. es que la toca... y éste que dices atraviesa

: tienes razodn ... no borres

: ah, no verdad, éste es asi ..

. un ejemplo que te sepas, una funcién asi... cualquiera ..

. ¢una funcién?

. Si nada mas para anexar, para decir cOmo pasaria

>PR2R2H>HP>L 2

. ¢esto?

. aja, una ecuacion asi ..

. déjame ..

: como de cuarto grado

. pues cubica

: una parabola ... y las parabolas no tienen puntos de inflexion
: no

> una de tres ... va salir una cosa asi

. es esto asi

: ¢y una de cuatro? pero para estudiarla va estar "cafién”
. Si

. para ver que pasa

. ésta es la mas representativa

: ¢la mas representativa?

. la mas inmediata...

: si verdad... ademés todas estan saliendo correctas

: Si

. parece que también esta es correcta

: risas ..[ Escribe "Es correcta ..porque .."]

. por las demas también son correctas [ lo dice en broma]

. si trazamos efe prima [f '] digo efe de equis [f(X)], este ... y trazamos la pendiente,
0... la recta tangente en ese punto, las se atraviesan

>W0>PO0>PO0O>PO>PEO>EI>O>IOD>O>O>PO>PO>PO>EO>T
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B: pues, si, si se atraviesan ... lo que pasa es que no me queda ..[inaudible]... porque
te digo aqui como dices es un punto de inflexién se atraviesan, si

A: aja

B: ah no! ... lya vi!

A: ¢qué?

B: no, no es cierto, no me hagas caso ... esta asi el punto y asi va la condenada
cosa esta ... entonces en ese punto ... tangente ... no, ... si la atraviesa, tienes razon
.. ho lo habia visto de esa manera... si pues si, ah bueno ...

A: risas

B: no me queda muy claro ... pero como todas estan saliendo correctas, pues a de
ser correcta, ya no voy a lidiar mas

Pregunta #5

A: [Lee el enunciado de la pregunta #5]

B: ah, pues es correcta, pues si

A: si

B: es asi como los "picos" de las "crestas" de la funcién

A: aja

B: los picos es como va ser la tangente ..[inaudible]

A: esigual a cero

B: exacto

A: si ..porque... la grafica alcanza un maximo o un minimo, su pendiente cambia
B: si ahi su pendiente cambia ... de negativo a positivo o de positivo a negativo
A: aja

B: entonces como ahi es su punto de cambio, ah, pues ...[inaudible]

A: lo cual si le afecta ... creo que nos volvimos a equivocar ... si la funcion efe de

equis [f(x)] tiene un cambio en su comportamiento ... de...mayor a menor o de menor
a mayor 0 sea una funcion...

. es correcta si la funcidn, no, no es correcta porgue la funcion ...(pausa)

. porque ... la funcion ...

: cambia su comportamiento

. porque

. en ese punto, en los puntos maximos y minimos

. viene asi, ¢no? ... bajando ... y luego alcanza un punto critico, en un punto critico
no baja ni sube ... la funcion en ese punto sigue creciendo ... entonces es correcta
porque la funcién tiene un cambio en su comportamiento de mayor a menor o de
menor a mayor

B: de menor a cero ... estamos hablando de la funcion ¢verdad? entones la funcion
como cambia su comportamiento decreciente a

A: creciente

B: a creciente o viceversa

A: de decreciente a creciente o0 viceversa entonces hay un punto maximo o minimo
donde la pendiente es igual a cero [esta escribiendo en la hoja] ... ya esta

>HO>W>w
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Pregunta #6

A: [Lee el enunciado de la pregunta #6] ... es incorrecta

B: es incorrecta

A: porque ... porque ... la pendiente de la derivada, ... cuando la derivada de una
funcion es igual a cero, ... éste es un maximo o un minimo, la primera derivada,
solamente seria si fuera la segunda derivada

B: aja

A: porque ... la primera derivada ... risas... [esta escribiendo o mismo que el
enunciado, se notan dificultades para escribir la idea]

B: es incorrecta porque ... como le podrias poner ... para que [ lo que esta tratando
de decir, es no escribir lo mismo que dice el enunciado de la pregunta]

porque ... la primera derivada ..

te imaginas el dibujito en tu cabeza ... el concepto... [inaudible]

. ah porque si la primera derivada es igual a cero ... (pausa)..

es que hay un maximo o un minimo

: hay un maximo o un minimo ... porque nos describe el comportamiento de la
funcion

B: y ahi no hay cambio de ... digo punto de inflexion

A: no

B: el de inflexion esta de hecho en el punto medio ¢no? entre un punto maximo y un
punto minimo

A: aver, ... Si

B: el punto de inflexiébn debe estar en un lugar en medio ... es donde cambia la
concavidad [el conocimiento "correcto” esta o confundido con un conocimiento
"falso"]

A: humm, pues no sé ... porgue como esta es equis al cubo no hay maximo ni hay
minimo

B: no

A: se va al mas infinito y hasta al menos infinito y el punto de inflexién estd en medio
B: ah, pues si verdad

A: entonces el punto de inflexion es cuando cambia ... la pendiente ... no, cuando la
pendiente no cambia

B: no cambia la pendiente ... lo que cambia es la concavidad

A: aj4, no la pendiente

B: pero eso viene del criterio de la segunda derivada yo creo en €l nada mas..

A: si, risas... es igual a cero, hay un maximo o0 un minimo ... ¢si no? ¢,con eso?

B: si, por que esto de aqui es el criterio de la primera derivada no de la segunda
derivada, no estamos hablando aqui de concavidad

>R2>m2

Pregunta #7

A: [ Lee el enunciado de la pregunta #7, pero el alumno B dirige su atencion a la
pregunta #6 y dice:"aqui, aqui - refiriendose a la dicha pregunta- es incorrecta porque
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si la primera derivada es igual a cero hay un maximo o un minimo, no un punto de
inflexion" - esta frase aparece escrita en la pregunta #6. Después de escribir lo
anterior, lee de nuevo el enunciado de la pregunta #7]

B: bueno ¢ es creciente o decreciente? entonces la direccion de la concavidad va .
A: si es creciente siempre va asi... subiendo y la concavidad va hacia abajo

B: entonces la direccion va hacia arriba... si la concavidad ... [inaudible]... asi como
A: como decreciente [ o dice creciente -inaudible-]

B: pero si va asi creciendo ... entonces no podria ..

A: la concavidad es hacia abajo, ¢no? ...

B: no, no forzosamente ... por ejemplo, esta cosa asi ... aqui va creciendo, aqui va
creciendo [al parecer traza una grafica cOncava hacia arriba] después del punto de
inflexién crece y crece

A: uhm..

B: ¢no? ... entonces, este..

A: aca hay un maximo

B: ... [inaudible] ... en el punto de inflexion

A: un minimo

B: entonces aqui, su concavidad es hacia arriba ... y aqui ya su concavidad es haci
abajo ..[ en la hoja pone un signo "+" en la parte concava hacia arriba y un signo "-'
en la parte concava hacia abajo] aqui es menos, ¢ si?

A: uju

a

B: entonces, pero aqui sigue creciendo ... hasta cuando llega hacia aca donde ya se

detiene, entonces no es correcto

A: si, si esta bien ... entonces no es correcto porque, ya escribiendo cuesta trabajo
[esta escribiendo la explicacion] ... no es correcto porque ... (pausa)... Si en ese
intervalo hay un punto de inflexion, quiere decir que, hay una concavidad negativa
antes del punto y positiva después del punto o viceversa

B: a ver déjame ver bien el enunciado [ lee el enunciado de la pregunta #7] ... no

necesariamente porque en ese intervalo puede haber un punto de inflexion ... no es

correcto porque podria haber un punto de inflexién en ese ..
A: [Escribe: "porgue podria haber un punto de inflexién en ese intervalo”]

Pregunta #8

A: [Lee el enunciado de la pregunta #8]

B: jUn momento! a ver, ver, ... su efe prima de equis [f '(x)] es creciente

A: tenemos la funcién, ¢no?

B: ... 0 sea que su pendiente esta creciendo cada vez mas, mas... pues es
totalmente incorrecta

A: porque...

B: otra vez un condenado ...[inaudible] ... ahi [¢un punto de inflexion?]... una curva
asi, bien ... caramba, curvas extrafias..

A: una curva normal para ver como...

B: una curva promedio ... porque si vas a estudiar un fenémeno general, tiene que
ser una curva promedio

A: ¢como asi?
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. asi, una curva senoidal

. ¢sasi?

. juna curva senoidal!

. saver asi?

. Si, asi, ya ... [inaudible]... [¢,colina es bueno?]

: falté otro asi, .

. su efe prima de equis [f '(x)] es creciente, ¢no? aqui es cero, aqui es un tanto .
agui es mas .. mas, a no, pero llega a un punto de inflexion y empieza a decrecer Ia
pendiente

: no

. Si porque se vuelve hacer cero

. pero sigue creciendo aqui ..

. ¢la pendiente?

: aja

...[inaudible]... pum que de repente se hace cero ?

: N0 aqui viene positiva ... la pendiente, después de aqui del punto de inflexién
sigue positiva la pendiente

B: si pero ya se va haciendo cada vez mas chica, porgue va ... [inaudible]... a cero
A: aja, pero sigue siendo positiva..

B: si, sigue siendo positiva

A: y no es cuando en los maximos cambia de signo

B: pero dice, tal que su efe prima de equis [f '(x)] es creciente, entonces como es
creciente, esta creciendo, ya después del punto de inflexion sigue siendo positiva
pero ya esta decreciendo...¢ si?

A: sigue creciendo pero la concavidad ya esta hacia abajo

B: no, no sigue creciendo, porque mira en el maximo, éste su pendiente es cero,
digo la pendiente de la tangente y en el minimo también, entonces hasta aqui va
subiendo, va subiendo, hasta llegar a un punto, y luego aqui, en el punto de inflexion
me imagino alcanza su valor maximo, la pendiente de la tangente, alcanza su valor
maximo, porque después de ahi, se esta acercando otra vez al maximo ¢no? ...y en
el maximo es cero, entonces debe estar bajando ...

A: la concavidad ... si ... primero

B: o0 sea la pendiente... es positiva pero esta decreciendo, porgue esta llegando a
cero

A: si, pero ... no, es positiva [ esta revelando un conflicto o se empiezan a
desestabilizar sus "misconceptions”] pero es creciente [ al parecer este alumno esta
pensando en f(x) y no en f'(x) ]

T>W>L>m

>w>w>w>
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ANEXO 3

Actividades trabajadas por la pareja de estudiantes con el
simulador
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Actividad 1. El alumno ejecutara el programa 1 que permite el manejo manual y
libre de las llaves de entrada y salida de agua del simulador. Estas manipulaciones
generan simultdneamente dos graficas diferentes que se visualizan en la pantalla de
la computadora. Un grafica representa el registro del volumen de agua en el tanque y
la otra, representa el registro de las manipulaciones de las llaves que controlan la
entrada y de salida de agua en el tanque. Es decir, el movimiento de generacion de
las graficas pueden verse al mismo tiempo que se manipulan las llaves.

Propdésitos.

La presente actividad tiene un proposito de exploracion y familiarizacion de los
alumnos con un escenario virtual en el que se simula el llenado o desalojo de agua
en un tanque de agua, a través del ratdon, por ejemplo, el manejo de los controles de
simulador, identificar las caracteristicas principales de la simulacién y observe la
variacion (aumentar 6 disminuir 6 permanecer constante ) del nivel de agua 0
volumen en el tanque dependiendo de las manipulaciones que se hagan con las
“llaves”. Con base en este ambiente computacional, se espera que los alumnos
comiencen a establecer relaciones 6 conexiones entre la variacion simultanea de
cantidades y las manipulaciones virtuales de “llaves” que controlan el llenado o
desalojo de agua en un tanque, asimismo, relacionar la manera en que “varia” el
nivel o el volumen de agua con las formas de las graficas

Una vez realizada esta actividad el alumno proporcionara una explicacion
verbal de las siguientes preguntas sin usar el simulador:

Situacion: Si la llave de entrada esta abierta pero esta en una posicion fija, y se
manipula la llave de salida de manera que el volumen de agua en el tanque
aumente lo mas rapidamente posible.

v' ¢ Qué debe hacerse con la llave de salida?

Esta pregunta pretende que los alumnos se den cuenta que la variacién del
nivel (altura) o volumen en el tanque puede estar aumentando con cierta
rapidez o menor rapidez o disminuir muy rapido o muy lento o mantenerse
constante. Es decir, percatarse que esta rapidez es también una cantidad
variable. Y asi, distinguir entre el volumen o nivel de agua en el tanque y su tasa
de cambio o rapidez con la aumenta o disminuye el nivel (altura) o volumen de
agua

Situacion: Si tanto la llave de entrada como la de salida se encuentran abiertas

pero, el tanque permanece vacio

v' ¢ Cual es la posicion que tienen las llaves una con respecto a la otra, en ese
momento?

Situacion: Si tanto la llave de entrada como la llave de salida se encuentran
abiertas, pero el tanque permanece vacio.
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v' ¢ Qué manipulaciones pueden efectuarse con alguna de las llaves de modo
que el tanque empiece a llenarse?

Situacion: Si se desea que el nivel o volumen de agua en el tanque permanezca
sin cambio.

v' ¢ Cual debe ser la posicion o el estado de las llaves pero, que no sea tenerlas
cerradas para mantener tal condicién?

Situacion: Si la llave de salida y la de entrada estan abiertas y ambas se
mantienen fijas pero, la de entrada esta mas abierta que la llave de salida.

¢, Qué sucede con el volumen o nivel de agua en el tanque?

Una vez que los alumnos hayan contestado, utilizaran el simulador corriendo el
programa 1 para comparar los resultados que este presenta, con las respuestas
gue los alumnos proporcionaron y comentaran sus observaciones.

Actividad 2. En esta actividad los alumnos ejecutaran el programa 2, el cual simula
una situacion que se presenta a continuacion. La tarea de los alumnos sera dar una
explicacion verbal y elaborar una representacion grafica de lo ocurrido con el
volumen de agua en el tanque.

Situacion: Si las llaves de entrada y salida estan abiertas y tienen la misma
posicion, luego la llave de entrada empieza a abrirse

v' ¢ Qué ocurre con el nivel o volumen de agua en el tanque?
Representa graficamente lo ocurrido con el nivel o volumen de agua en el tanque

Una vez que los alumnos hayan contestado, utilizaran el simulador corriendo el
programa 3 en el cual se simula la situacion precedente. A diferencia del programa
anterior, en este caso se muestran las ventanas de registro de volumen de agua en
el tanque y de registro de manipulacion de llaves para que los alumnos comparen
sus respuestas con los resultados presentados por el simulador y comenten
verbalmente sus observaciones.

Una vez hecho lo anterior, a los alumnos se les planteara el siguiente tipo de
preguntas:

¢, Qué relaciones pueden observar entre la grafica del registro de agua y la gréafica de
manipulaciones de las llaves?
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Actividad 3. En esta actividad los alumnos ejecutaran el programa 4, el cual simula
una situacién que se presenta a continuacion. La tarea de los alumnos sera dar una
explicacion verbal y elaborar una representacion grafica de lo ocurrido con el
volumen de agua en el tanque.

Situacion: Si la llave de salida esta abierta y permanece fija y la llave de entrada
se encuentra mas abierta que la llave de salida. Luego la llave de entrada
empieza a cerrarse hasta emparejarse con la llave de salida, dejandose en esta
posicion.

v' ¢ Qué ocurre con el nivel o volumen de agua en el tanque?

Representa graficamente lo ocurrido con el nivel o volumen de agua en el
tanque

Una vez que los alumnos hayan contestado, utilizara el simulador corriendo el
programa 5 en el cual se simula la situacion precedente. A diferencia del programa
anterior, en este caso se muestran las ventanas de registro de volumen de agua en
el tanque y de registro de manipulacion de llaves para que los alumnos comparen
sus respuestas con los resultados presentados por el simulador y comenten
verbalmente sus observaciones.

Una vez hecho lo anterior, a los alumnos se les planteara el siguiente tipo de
preguntas:

¢ Qué relaciones pueden observar entre la grafica del registro de agua y la grafica de
manipulaciones de las llaves?

Actividad 4. En esta actividad los alumnos ejecutaran el programa 6, el cual simula
una situacién que se presenta a continuacion. La tarea de los alumnos sera dar una
explicacion verbal y elaborar una representacion grafica de lo ocurrido con el
volumen de agua en el tanque.

Situacion: Las llaves de entrada y de salida se encuentran abiertas y en la
misma posicion. Un momento después, la llave de entrada se abre
repentinamente y se deja fija

v' ¢ Qué ocurre con el volumen de agua en el tanque?
Representa graficamente lo ocurrido con el nivel o volumen de agua en el tanque

Un vez que los alumnos hayan contestado, utilizaran el simulador corriendo el
programa 7 en el cual se simula la situacién precedente. A diferencia del programa
anterior, en este caso se muestran las ventanas de registro de volumen de agua en
el tanque y de registro de manipulacion de llaves para que los alumnos comparen
sus respuestas con los resultados presentados por el simulador y comenten
verbalmente sus observaciones.
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Una vez hecho lo anterior, a los alumnos se les planteara el siguiente tipo de
preguntas:

¢, Qué relaciones pueden observar entre la grafica del registro de agua y la gréafica de
manipulaciones de las llaves?

Actividad 5. En esta actividad, el alumno debera ejecutar el programa 8 en el cual
se simula una situacion que se presenta a continuacion. La tarea de los alumnos
sera proporcionar una descripcion verbal y elaborar una representacion gréafica de lo
ocurrido con el volumen de agua en el tanque.

Situacion: Si la llave de entrada estd menos abierta que la llave de salida y la
llave de entrada se empieza a abrir de modo que esta rebase a la llave de salida
por un lapso de tiempo.

v' ¢ Qué ocurre con el volumen de agua en el tanque mientras la llave de entrada
estd menos abierta que la llave de salida?

v' ¢ Qué ocurre con el volumen de agua en el tanque en el momento en que
ambas llaves coinciden momentaneamente en la misma posicion?

v' ¢ Qué ocurre con el volumen de agua en el tanque en el lapso de tiempo en el
cual la llave de entrada esta mas abierta que la llave de salida?

v' ¢Qué ocurre con el gasto neto de agua en el lapso de tiempo en el que
ambas llaves tienen casi la misma posicion?

Representa graficamente lo ocurrido con el nivel o volumen de agua en el tanque

Una vez que los alumnos hayan contestado, utilizara el simulador corriendo el
programa 9 en el cual se simula la situacién precedente. A diferencia del programa
anterior, en este caso se muestran las ventanas de registro de volumen de agua en
el tanque y de registro de manipulacion de llaves para que los alumnos comparen
sus respuestas con los resultados presentados por el simulador y comenten
verbalmente sus observaciones.

Una vez hecho lo anterior, a los alumnos se les planteara el siguiente tipo de
preguntas:

¢ Qué relaciones pueden observar entre la grafica del registro de agua y la grafica de
manipulaciones de las llaves?

Actividad 6. En esta actividad los alumnos ejecutaran el programa 10, el cual
simula una situacién que se presenta a continuacion. La tarea de los alumnos sera
dar una explicacion verbal y elaborar una representacion grafica de lo ocurrido con el
volumen de agua en el tanque.
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Situacion: Si la llave de entrada esta mas abierta que la llave de salida. Un
momento después se empieza a cerrar la llave de entrada de modo que ésta,
pase a estar mas cerrada que la llave de salida por un lapso de tiempo.

v' ¢ Qué ocurre con el volumen de agua en el tanque mientras la llave de entrada
esta mas abierta que la llave de salida?

v' ¢ Qué ocurre con el volumen de agua en el tanque en el momento en que
ambas llaves tienen la misma apertura?,

v' ¢ Qué ocurre con el volumen de agua en el tanque en el lapso en el cual la
llave de salida estd menos abierta que la llave de entrada?

Representa graficamente lo ocurrido con el nivel o volumen de agua en el tanque

Una vez que los alumnos hayan contestado, utilizaran el simulador corriendo el
programa 11 en el cual se simula la situacion precedente. A diferencia del programa
anterior, en este caso se muestran las ventanas de registro de volumen de agua en
el tanque y de registro de manipulacion de llaves para que los alumnos comparen
sus respuestas con los resultados presentados por el simulador y comenten
verbalmente sus observaciones.

Una vez hecho lo anterior, a los alumnos se les planteara el siguiente tipo de
preguntas:

¢, Qué relaciones pueden observar entre la grafica del registro de agua y la gréafica de
manipulaciones de las llaves?

Actividad 7. En esta actividad los alumnos ejecutaran el programa 12, el cual
simula una situacién que se presenta a continuacion. La tarea de los alumnos sera
dar una explicacion verbal y elaborar una representacion grafica de lo ocurrido con el
volumen de agua en el tanque.

Situacion: Si la llave de entrada en cierto momento se encuentra mas cerrada
que la llave de salida y después la llave de entrada empieza a abrirse de modo
uniforme hasta que llegue a estar mas abierta que la llave de salida por un lapso
de tiempo; luego dicha llave, se empieza a cerrar uniformemente hasta regresarla
a su posicion original

v ¢Qué ocurrié6 con el volumen de agua en el tanque mientras la llave de
entrada llevé a cabo las manipulaciones descritas?,

v' ¢ Qué ocurrié con el volumen de agua en el tanque en los momentos en que
ambas llaves tuvieron la misma posicion?,

v' ¢ Qué ocurrié con la rapidez del volumen o nivel de agua en el tanque en el
momento en el cual la llave de entrada pasa de estar abriéndose a estar
cerrandose?
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v' ¢ Qué ocurrio con la rapidez del volumen o nivel de agua en el tanque durante
el lapso de tiempo en el cual el nivel de agua estuvo ascendiendo?

Representa graficamente lo ocurrido con el nivel o volumen de agua en el tanque

Una vez que los alumnos hayan contestado, utilizara el simulador corriendo el
programa 13 en el cual se simula la situacion basada en la pregunta precedente. A
diferencia del programa anterior, en este caso se muestran las ventanas de registro
de volumen de agua en el tanque y de registro de manipulacion de llaves para que
los alumnos comparen sus respuestas con los resultados presentados por el
simulador y comenten verbalmente sus observaciones.

Una vez hecho lo anterior, a los alumnos se les planteara el siguiente tipo de
preguntas:

¢ Qué relaciones pueden observar entre la grafica del registro de agua y la grafica de
manipulaciones de las llaves?

Actividad 8. En esta actividad los alumnos ejecutaran el programa 14, el cual
simula una situacion que se presenta a continuacion. La tarea de los alumnos sera
dar una explicacién verbal y elaborar una representacion grafica de lo ocurrido con el
volumen de agua en el tanque.

Situacion: Si la llave de entrada en cierto momento se encuentra mas abierta
gue la llave de salida y después la llave de entrada empieza a cerrarse hasta que
llegue a estar mas cerrada que la llave de salida por un lapso de tiempo; luego
dicha llave, nuevamente se empieza a abrir hasta regresarla a su posicion original

v’ ¢Qué ocurrid con el volumen de agua en el tanque mientras la llave de
entrada realiz6 el movimiento descrito?

v' ¢ Qué ocurrio con el volumen de agua en el tanque en los momentos en que
ambas llaves tuvieron la misma posicién?

v' ¢ Qué ocurrié con la rapidez del volumen o nivel de agua en el tanque en el
momento en el cual la llave de entrada pasa de estar cerrandose a estar
abriéndose?

v' ¢ Qué ocurrié con la rapidez del volumen o nivel de agua en el tanque durante
el lapso de tiempo en el cual el nivel de agua estuvo descendiendo?

Representa graficamente lo ocurrido con el nivel o volumen de agua en el tanque

Una vez que los alumnos hayan contestado, utilizaran el simulador corriendo el
programa 15 en el cual se simula la situacion precedente. A diferencia del programa
anterior, en este caso se muestran las ventanas de registro de volumen de agua en
el tanque y de registro de manipulacion de llaves para que los alumnos comparen
sus respuestas con los resultados presentados por el simulador y comenten
verbalmente sus observaciones.
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Una vez hecho lo anterior, a los alumnos se les planteara el siguiente tipo de
preguntas:

¢ Qué relaciones pueden observar entre la grafica del registro de agua y la grafica de
manipulaciones de las llaves?

Actividad 9. En esta actividad los alumnos ejecutaran el programa 16, el cual
simula una situacion que se presenta a continuacion. La tarea de los alumnos sera
dar una explicacién verbal y elaborar una representacion grafica de lo ocurrido con el
volumen de agua en el tanque.

Situacion: Si la llave de entrada esta mas abierta que la llave de salida y la llave
de entrada se empieza a cerrar hasta que esta alcanza la misma posicion que la
llave de salida y luego la llave de entrada empieza a abrirse nuevamente hasta
regresarla a su posicion original.

v' ¢ Qué ocurre con el volumen de agua en el tanque mientras la llave de entrada
esta en movimiento?

v' ¢ Qué ocurre con el volumen de agua en el tanque en los momentos en que
ambas llaves tienen la misma apertura?

v' ¢ Qué ocurre con el volumen de agua en el tanque en el momento en el cual la
llave de entrada tiene la misma posicién que la llave de salida?

Representa graficamente lo ocurrido con el nivel o volumen de agua en el tanque

Una vez que los alumnos hayan contestado, utilizaran el simulador corriendo el
programa 17 en el cual se simula la situacion precedente. A diferencia del programa
anterior, en este caso se muestran las ventanas de registro de volumen de agua en
el tanque y de registro de manipulacion de llaves para que los alumnos comparen
sus respuestas con los resultados presentados por el simulador y comenten
verbalmente sus observaciones.

Una vez hecho lo anterior, a los alumnos se les planteara el siguiente tipo de
preguntas:

¢, Qué relaciones pueden observar entre la grafica del registro de agua y la gréafica de
manipulaciones de las llaves?

Actividad 10. En esta actividad los alumnos ejecutaran el programa 18, el cual
simula una situacién que se presenta a continuacion. La tarea de los alumnos sera
dar una explicacion verbal y elaborar una representacion grafica de lo ocurrido con el
volumen de agua en el tanque.
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Situacion: Si la llave de entrada esta mas abierta que la llave de salida y la llave
de entrada se empieza a cerrar hasta alcanzar la misma posicion que la llave de
salida, para nuevamente empezar a abrirse hasta regresar a su posicion original.

v' ¢ Qué ocurre con la rapidez del volumen o nivel de agua en el tanque mientras
la llave de entrada se esta cerrando?,

v' ¢ Qué ocurre con la rapidez del volumen o nivel de agua en el tanque en el
momento en que la llave de entrada pasa de estarse cerrando a estarse
abriendo?

v ¢ Qué ocurre con el volumen de agua en el tanque mientras la llave de
entrada se esta abriendo?

v

Representa graficamente lo ocurrido con el nivel o volumen de agua en el tanque

Una vez que los alumnos hayan contestado, utilizara el simulador corriendo el
programa 19 en el cual se simula la situacion precedente. A diferencia del programa
anterior, en este caso se muestran las ventanas de registro de volumen de agua en
el tanque y de registro de manipulacion de llaves para que los alumnos comparen
sus respuestas con los resultados presentados por el simulador y comenten
verbalmente sus observaciones.

Una vez hecho lo anterior, a los alumnos se les planteara el siguiente tipo de
preguntas:

¢, Qué relaciones pueden observar entre la grafica del registro de agua y la gréafica de
manipulaciones de las llaves?

Actividad de cierre

Los alumnos realizaran las dos tareas siguientes. En la primera se les pedira que
ejecute el programa 20 el cual simula una situacion pero, solo se les proporciona
la grafica del “registro de manipulacion de llaves” en el tanque. La tarea de los
alumnos sera en primer lugar, hacer una descripcion verbal de lo ocurrido con el
volumen de agua en el tanque con base en la grafica mostrada. En segundo
lugar, elaborar una representacion grafica del registro de la cantidad de agua. Se
asume que la llave de salida esté fija y abierta en un 50%.

En la segunda tarea, ejecutaran el programa 21 el cual simula otra situacion
diferente pero, ahora so6lo se proporciona una grafica que representa el “de la
cantidad de agua”. La tarea de los alumnos serd en primer lugar hacer una
descripcion verbal de las manipulaciones de las llaves con base en la grafica
mostrada y en segundo lugar, elaborar una representacién grafica de “las
manipulaciones de la llave”.
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ANEXO 4

Trascripcion de actividades con el simulador
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Actividad 1.
Situacion 1.1

A: [Lee el enunciado y la pregunta]

B: pues cerrarla ¢no?

A: pues si ... si quiere que aumente lo mas rapidamente posible... se cierra
B: facil ¢no? [ utilizan el simulador para verificar] ... se llena

Situaciéon 1.2

A: [ lee el enunciado y antes de leer la pregunta responde :] ... quiere decir que las
dos llaves estan abiertas al 50% una y 50% la otra

¢,Cuél es la pregunta?

[ lee la pregunta] y ... las dos estan abiertas pero esta vacio

la de salida estd mas abierta que la de entrada

pero entra lo mismo que sale ... tienen que estar al mismo

dicen que estan abiertas pero no dicen que estan al mismo...

pero dicen como tienen que estar ... para que pase eso

: por eso la de la salida tiene que estar mas abierta que la de entrada [utilizan el
mulador en el programa #1 de "juego libre" y verifica lo afirmado]

: va seguir vacio

. pues si

. entonces para que permanezca vacio tienen que estar iguales [?]

: no, [utiliza el simulador] ... ahi esta vacio

. ah! te refieres a la de salida ... yo a la de la entrada... a si esta mas abierta la de la
sallda . [inaudible]

B: si va haciendo poco a poco ya cuando esté totalmente vacio ...

A: [inaudible] ... quiere decir que esta vacio

B: pero el tanque permanece vacio ... ,coOmo deben estar las llaves para que pase
esto? [utiliza el simulador] ... o las dos al 100%

A: hum

B: o las al 100% pero ... ya que esta vacio ... pero si las pongo asi ... también ... las
dos pueden estar asi ...[ se le llena el tanque]

A: si esta vacio las dos al 100% ... si esta a cierta cantidad de agua la de salida tiene
gue estar mas abierta que la de entrada

B: en general que la de salida esté mas abierta que la de entrada ... que
eventualmente se va a vaciar

A: se va a [mantener]

PERRPLDRERERD

Situacion 1.3

A: [lee el enunciado y comenta :] es la misma ¢no?
B: [lee la pregunta que aparece después del enunciado]
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A: se cierra mas de la salida o se abre mas la de la entrada
B: si [utilizan el simulador para verificar lo afirmado] ... se empieza a llenar ..
A: la de entrada mas ...[estan "jugando” con el simulador]

Situacion 1.4

A: [lee el enunciado]
B: las dos al mismo...
A: mismo porcentaje

Situacion 1.5

A: [lee el enunciado]
B: se va llenando ... [utilizan el simulador]
A: si

Actividad 2
B: [lee el enunciado y corren el programa #2 de acuerdo al enunciado]
Situaciéon 2.1

A: esta mas abierta la de entrada que la de salida

B: y se va abriendo cada vez mas ... y mas ... y mas ... bueno eso es lo hace el
programa #2

A: va subiendo

B: a ver, va subiendo asi, pero cada vez mas rapido, o sea que la pendiente se va
haciendo mas y mas ...haz una grafica [traza un sistema coordenado]

: empieza de cero ... [corren el programa]

de 50

llega a 100 ...¢ es diferente?

¢, qué es diferente?

se empezo a llenar mas

a ver... ya cambi6 ... [al parecer corren el programa]

se empieza a ...

a si ya, ya entendi como

. sila llave ... si la de salida se mantiene fija y la de entrada se va mas ... el
volumen empieza de cero y llega a 100 en poco tiempo [estan corriendo eI programaj
.. ho tiene ninguna concavidad

B: no, pero no va asi directamente... si tiene una como curva ... porgue también esta
saliendo agua

A: ah sigue saliendo entonces seria como... asi como lo hice al principio [al principio
tazo una recta muy empinada creciente desde del origen y ahora al parecer estan
corrigiendo su trazo original]

PR2R2>H2>H 2
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B: asi como se hizo al principio, pero cada vez mas pronunciada [al parecer en este
episodio corrigen la primera gréfica (recta) y ahora trazan una nueva curva creciente
muy pronunciada con concavidad hacia arriba. Finalmente trazan la curva muy
pronunciada céncava hacia arriba]

A: [lee el enunciado que pide que "corran” el programa #3]

B: no vatan ... [quizas esté observando a que la curva no esta tan pronunciada]

A: bueno es que también el tiempo ... [inaudible]

B: pero en general la pendiente va aumentando

A: [lee el siguiente texto:] Una vez hecho lo anterior, a los alumnos se les planteara
el siguiente tipo de preguntas: ¢ Qué relaciones pueden observar entre la grafica del
registro de agua y la grafica de manipulaciones de las llaves?

hum... que una se mantiene constante, la de salida ...

B: la otra aumenta...

A: es lo que representa aqui

B: exacto y la otra de arriba [grafica de registro de la cantidad de agua] es como un
balance entre las dos ... porque [inaudible] y la otra va aumentando ... aumentando...
entonces lo mismo esta pasando con la de arriba [¢,a cual se esta refiriendo?] nomas
que como es un balance, pues es como una curva suave ...

A: una sola ...[inaudible] ... linea ... si fueran ... ,como seria?

B: ¢como dos?

A: una que va saliendo ... que es la cantidad de agua, cuando [?] ... esta seria una
recta ... se mantiene fija ... seria una cosa ... y seria la otra...

B: cuanto sale y cuando entra ... seria igualita a eso, a la de abajo ...

A: si como la manipulas

B: y la de arriba es como ... el balance entre las [curvas]

A: ya con la tres [actividad]

Actividad #3
Situacion 3.1

A: [lee el enunciado]

B: primero hay que ver la simulacién

A: no estan dando la gréfica, estd mas abierta la de la entrada ... y se va cerrando ...
hasta llegar al mismo nivel ... se alcanza a llenar ...casi se llena ... no se llena

: okay ... entonces cual es este .

. el gasto neto hasta se pierde mclusive [¢,significa que es cero?]

. ¢ porqué se pierde?

. Se supone que esta ... mas

: en ese momento final, fijate que la entrada se cerrd un poquito mas

. ah si es cierto

: se supone gue hubiera llegado al mismo punto... asi el mismo ... entonces ahi si
hublera el gasto cero, ... pero como que ..

A: si aparte ..[|naud|ble] .65 es muy bajo

B: idealmente ...[inaudible]

A: ..dice que se fijen en la posicion

T>W>T>T
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B: [lee el enunciado y la pregunta: ...la llave de entrada se encuentra mas abierta
que la llave de salida..]

A: va aumentando pero, va disminuyendo la velocidad con gue aumenta ¢ no?

B: exacto

A: entonces como seria ... la velocidad va bajando ... una cosa asi ..[al parecer traza
una curva hacia abajo]

. ¢una parabola?

' no..

. Si porgue se va

. a Si porgque en cierto momento baja

: claro, se va haciendo mas ... mas

. [lee la parte del enunciado que dice: Representa graficamente lo ocurrido con el
nlvel o volumen de agua en el tanque] ... entonces primero la entrada es la mas
abierta, se va hacer asi ...

B: aja, pero que ..sucederia si estuviera mas abierta y asi estuviera un tiempo ...
desde que empieza se empieza se empieza a cerrar

. entonces seria asi ...[corren el programa]

: no, porque aqui tiene una disminucién ...dice que llega hasta un equilibrio

' no, este es volumen

: a si es volumen no velocidad... seria asi...

. si porque el volumen siempre aumenta... [lee el enunciado que dice: Una vez que
Ios alumnos hayan contestado, correrd el programa #5 ...]

A o B: [corren el programa #5]

B: &ndale, mas o menos

A: si yo estaba confundiendo esto con velocidad ...[inaudible]

B: ahora la de entrada se esta cerrando ... y ahi va [al parecer esta viendo la corrida
deI programa #5]

. la de entrada si se va cerrando

: ahora es al revés ... antes se estaba abriendo y la pendiente aumentaba ...

: si estuvo abriendo un tiempo ... y luego se cerré ¢no?

. aja, se cerrd

: y eso que significa

: ahi esta la relacion ... o sea cuando una se esta cerrando, cerrando...

...el tiempo va disminuyendo ... bueno la cantidad de volumen va aumentar ... y va
disminuir la velocidad con que se vacia ... conforme la abras mas o cierras una ... y
esté fija, entonces el tiempo es lo que va [cambiar], bueno el volumen también

B: pero mas cambia esa relacion entre volumen y tiempo... que vendria siendo la
tangente precisamente ... la relacion entre volumen y tiempo

A: si ... [lee el enunciado que dice: una vez lo anterior, a los alumnos se les planteara
el siguiente tipo de preguntas:¢Qué relaciones pueden observar entre la gréafica del
registro de agua y la grafica de manipulaciones de las llaves?] ... conforme una
disminuye ... conforme disminuye la pendiente de la entrada o se hace negativa ...
una vez que se hace positiva ¢ no?

B: humm, no, ... la pendiente de ahi ... se esta haciendo cada vez mas hacia cero ...
y alla arriba es cero la pendiente

A: ah, si

LB >I >0
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B: con la anterior, la de entrada iba aumentando ... y la pendiente también va
aumentando ... y ahora la de entrada esta disminuyendo, entonces la pendiente de la
de arriba también esta disminuyendo..

A: ah porque es mayor ... se va haciendo asi..

Actividad #4

A: [lee los enunciados de la actividad #4 y la situacion 4.1]

[vuelve a leer: la llave de entrada se abre repentinamente y se deja fija] ... el volumen
un tiempo se mantiene constante ¢no?... va ser una linea asi y después va aumentar
B: no, pero dice asi como que es en un momento, 0 sea que es instantaneo... es asi
[hace una mimica con la mano] ... pero también hay salida..

A: entonces va ser asi [hace una mimica con la mano]

B: sigue subiendo ... sigue subiendo

A: primero va asi porque las dos estan a la misma posicion [trazan primero una recta
horizontal] y luego va ir subiendo [ traza luego o "pega" a la recta horizontal una
curva ascendente concava hacia arriba] pero como sigue perdiendo va ir asi...
humm... porque estan en la misma posicion

B: si nomas que ahi ... como la relacién no cambia... porque ya sube de momento y
ya no cambia la apertura de la ventana entonces la relacion es la misma ... entonces
€S como una recta

. es asi

. €S como una especie de recta

;esasiyasi...

- aja

. pero como sigue perdiendo, no te genera esto ... bueno... porque sigue perdiendo
no esta ...[inaudible] ... [aqui se produce un cambio de punto de vista con relacion a
cinco lineas arriba- en el subrayado]

B: es como una curva suave

A: seria ... pero como es muy de repente ... seria muy ... asi [traza una curva muy
pronunciada céncava hacia arribal... [lee el enunciado que dice que "corran” el
programa #7] - después de que lo corren -

B: [exclama] jah! ves como si era una recta!

A: pero no se ve una "curvita"

B: bueno es una curvita porque obviamente el cambio no puede ser instantaneo ...
pero si era una recta porque ya la relacion entre las dos era la misma ... en una curva
estd cambiando ... es como la pendiente... la relacién entre las dos ... entonces una
curva cambia la pendiente, pero en una recta no cambia ... y como ya las dos estan
guietas pues debe ser una recta

A: ah, si es cierto porque en las otras se iba cerrando, se iba abriendo y por eso se
generaba la curva, pero esto ya es distinto, si es una recta

B: bueno, pues era una recta

A: [lee el enunciado y la pregunta: ¢ Qué relaciones pueden observar entre la gréfica
del registro de agua y la grafica de manipulaciones de las llaves?] ... no generan
curvas
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: NO, N0 generan curvas ... son rectas

: si creo que aqui hay una curva

. ¢cudl curva?

: esta "chiquita" que se ve aqui ...

. ahi ... esta curva porgue hubo un momento en que si estuvo variando ...
[inaudible]

A: igual entre una se abre mas ... cambia la pendiente ..

B: entre mas se separan las de abajo mas aumenta la pendiente...

A: si una estuviera en cero ... quiere decir que se esta llenando rapido..

B: por ejemplo, si la "azul" [ la linea que representa la manipulacion de llaves-primera
derivada] estuviera aca arriba, la pendiente estaria asi grandota..

A: aja

B: a pues si, el volumen entraria mas rapido

A: mas rapido y la de salida ..[inaudible]... entre mas separada la pendiente

W>rw>rw

Actividad #5

A: [lee el enunciado dela actividad #5 y la situacion 5.1]

B: a ver vamos a ver ... [corren el programa #8]

A: hay un momento en que empieza a aumentar, ¢no? ... se va a parar ...y luego va
empezar a aumentar ... si se alcanza a llenar

B: siguele ... siguele ...

A: [ lee la primera pregunta:] ¢ Qué ocurre con el volumen de agua en el tanque
mientras la llave de entrada esta menos abierta que la llave de salida?

B: va disminuyendo el volumen

A: [lee la segunda pregunta:] ¢ Qué ocurre con el volumen de agua en el tanque en el
momento en que ambas llaves coinciden momentdneamente en la misma posicion?
B: el volumen es ...constante

A: [lee la tercera pregunta:] ¢ Qué ocurre con el volumen de agua en el tanque en el
lapso de tiempo en el cual la llave de entrada esta mas abierta que la llave de salida?
B: el volumen empieza a aumentar

A: aja, ...[lee la pregunta #4:] ¢ Qué ocurre con el gasto neto de agua en el lapso de
tiempo en el que ambas llaves tienen casi la misma posicion? ... ¢ depende no?

B: si, en el tiempo en que tienen la misma posicion, el gasto de agua es cero ... el
gasto neto es cero ... el mismo volumen

A: va a variar muy poco ... porgue estan en la misma posicién ...también depende si
estd mas abierta la de la entrada ... mas cerrada ... el gasto va ser positivo

B: la misma posicion ..[inaudible]

A: el gasto va ser positivo 0 negativo, pero muy ... va haber gasto ... pero no muy ...
considerable ... ahora la gréfica ... [n6tese la dificultad para poder expresar la idea]
..[lee y dice:] si la llave de entrada esta menos abierta que la llave de salida

B: la llave de entrada esta abriéndose a la misma velocidad ...

A: aver, otra vez ... [corren el programa] para verificar lo que esta afirmando

B: si... es la misma velocidad

A: la de salida esté fija

B: la de salida esta fija
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A: el volumen primero disminuye ... 0 sea volumen-tiempo, entonces empieza desde
este punto, entonces el volumen va asi [traza una linea recta decreciente desde un
punto sobre el eje y |

B: aja

A: ...y como es ... después ... la llave de entrada se empieza a abrir de modo que
ésta rebase [esta leyendo] a la llave de salida ... va asi hasta cierto punto una recta,
.. asi ... una horizontal ... o un punto seria ..

B: si es horizontal ... luego un punto ... porque nada mas es un momento ... si seria
un punto ...

A: seria un triangulo [trazan una gréfica que se asemeja a un triAngulo concava hacia
arriba] si ... o sea ... llega un momento en que la alcanza ... si porque no dice que se
pare ahi ... entonces si Nnoma&s es un punto ... y empieza asi ...empieza aumentar el
volumen..

B: [corre el programa #9]

A: es una curva

B: ah si es cierto

A: es una parabola ...si porque sigue habiendo salida [estan viendo la simulacién en
la pantalla]

B: pero porqué una parabola y no una recta es lo quiero ver ... en el programa
anterior haz de cuenta que era fijo, era como la primera parte nomas ... era una
recta. [notese, que este alumno es mas inquisitivo, no acepta facilmente como lo
hace su comparniero]

A: no, no ... pero si habia una ...curva chiquita ..

B: si, ...si... porque el otro ... acuérdate de que después que las dos estaban en la
misma posicion... y aqui esta variando, como esta variando si hay una curvatura ...
precisamente porque la pendiente esté variando... [inaudible]

A: aqui se veria con lo que dijimos ... entre mas separadas ... cuando la cruza ... la
pendiente va ...

B: siva variando ... ah bueno..

A: [lee el enunciado: Una vez ... y la siguiente pregunta:] ¢ Qué relaciones pueden
observar entre la gréafica del registro de agua y la grafica de manipulaciones de las
llaves? y comenta lo siguiente: cuando se cruzan hay un punto en que el volumen es
...constante ... y si la pendiente de la entrada en el registro de manipulacién de llaves
va aumentando quiere decir que va ...siendo ... una

. parabola

hum, ¢por quée?

agui las pendientes ... son negativas

si, negativas

agui son positivas

en el otro la "azul" [la recta que representa la manipulacion de llaves-primera
erivada] estaba arriba, ¢no?

aja

A:yaqui... empieza la "azul" desde abajo

B: y va para arriba
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A: aja ... si empieza desde abajo la "azul" la pendiente va ser negativa
B: va yendo hacia arriba ... va tender a lo positivo
A: igual con el tanque [corren el programa]

Actividad #6

A: [lee el enunciado de la actividad #6, y comenta:] ...si la llave de entrada esta mas
abierta que la llave de salida ...se va llenando ¢,no?

B: ... sise va llenando

A: un momento después se empieza a cerrar la llave de entrada ... se sigue llenando
B: si..pero cada vez menos rapido

A: entonces debe estar mas cerrada que la llave de salida por un lapso de tiempo... 0
sea que va disminuir ¢no?

B: aja! después de ese momento ... empieza ... a bajar

A: [lee la siguiente pregunta:] ¢ Qué ocurre con el volumen de agua en el tanque
mientras la llave de entrada esta mas abierta que la llave de salida?

B: aumenta

A: [lee la pregunta siguiente:] ¢ Qué ocurre con el volumen de agua en el tanque en
el momento en que ambas llaves tienen la misma apertura?

B: es constante

A: [lee la dltima pregunta:] ¢ Qué ocurre con el volumen de agua en el tanque en el
lapso en el cual la llave de salida esta menos abierta que la llave de entrada? el
alumno comenta: sigue aumentando ¢no?

B: [repite lo leido:] "la llave de salida esta menos abierta que la llave de entrada..” [y
comenta:] si sigue aumentando

A: es lo que nos manejan ... si ...va estar mas cerrada que la llave de salida

B: la pregunta es esa ... cuando la llave de salida esta menos abierta que la llave de
entrada

A: sigue aumentando... que efectividad! [corren el programa #10 y comenta:]..la de
salida si esta fija siempre

B: aja

A: va ser una curva

B: si ... va subiendo el volumen ... pero cada vez va subiendo cada vez mas
despacio ... y llega a un punto en el que ...[aqui el alumno A lo interrumpe, y por
tanto, no deja que dicho alumno concluya su idea]

A: bueno ya de entrada esta mas abierta que la de salida ... empieza en cero o ¢en
que9

: hum, como en ..[inaudible]

: va asi... ¢cOmo una cosa asi?

. pero se va ...este ... cada vez va ...

: cerrandose

. aja... entonces si coincide... [al parecer estan corriendo el programa]

. a ver... [lee el siguiente texto:] "después se empieza a cerrar la llave de entrada de
modo gue ésta pase a estar mas cerrada que la llave de salida por un lapso de
tiempo" [y comenta:] va llegar a un punto en que esté igual que la otra
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B: aja

A: ... después va a disminuir ... disminuir si ... porgue como acaba el volumen en el
tanque ... acaba asi ... acaba donde empieza ¢,no?

B: si mas o menos ..aja

A: ahora, igual [corren el programa #11] ... el punto no esta muy alto ..[inaudible]...
pero ya ... [inaudible]

B: si...cuales..

A: [lee la parte del enunciado que dice:] "Una vez hecho lo anterior, a los alumnos se
les planteara el siguiente tipo de preguntas ¢ Qué relaciones pueden observar entre
la grafica del registro de agua y la grafica de manipulaciones de las llaves?”

B: es lo mismo que la otra vez... igual que la anterior

A: nomas que esta invertido... empieza arriba ... va tener negativa la pendiente

B: va disminuir ..

Actividad #7

A: [lee el enunciado de la situacion]

B: a ver el programa #12 [corren el programal]

A igual va haber un punto en el que ...[inaudible] ...va aumentar... [lee la primera
pregunta:] ¢ Qué ocurrio con el volumen de agua en el tanque mientras la llave de
entrada llevo a cabo las manipulaciones descritas? [y comenta:] primero disminuye ...
disminuyendo a una velocidad constante ... y después va aumentar rapidamente...
porque..[ aqui el investigador interviene para dar una recomendacion a los alumnos
de escribir las respuestas en otra hoja]

B: entonces vamos a correr el programa otra vez, ¢,coOmo era?... [corren el programa]
A: la velocidad es constante ... un punto en que se paran ...aumenta mas
rapidamente ... entonces ... [lee otra vez la pregunta anterior]

B: primero disminuy6 a velocidad constante... después llego al punto en el que estan
en equilibrio ... y luego ... aumento pero a velocidad ... cada vez empez0 a ser mas
rapido

A:si, ...

B: aqui dice empieza a abrirse de modo uniforme ... y ahi estd mas abierta que la
llave de salida por un lapso de tiempo ... luego dicha llave se empieza a cerrar
uniformemente [esta leyendo]

A: disminuye

B: ..[inaudible]. empieza a aumentar ... también uniformemente
A: si se empieza a cerrar uniformemente... y luego ...

B: la de salida

A: no, no,..

B

. Sila de entrada es la que empieza abrirse y luego empieza otra vez a cerrarse de
modo uniforme..

A: ... mientras la llave de entrada esta mas cerrada que la de salida... esta
perdiendo volumen ... y después la llave de entrada empieza a abrirse de modo
uniforme ... cada vez sigue perdiendo

B: si sigue perdiendo pero cada vez mas despacio... empieza a perder
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A: aja,... hasta que llega estar mas abierta va empezar a aumentar ... luego dicha
llave o0 sea la de la entrada se empieza a cerrar uniformemente hasta llegar a su
posicion ..

B: empieza a perder

A: va volver a empezar a perder

B: pero

A: aver ... [corre el programa]... se ve que empieza a perder ... si... llega al final ...
sube y luego va a volver a bajar [estan viendo el programa] ... ve cO6mo aumento la
velocidad ... luego va a empezar a perder ... aja. Después... [lee la pregunta :] ¢ Qué
ocurrié con el volumen de agua en el tanque en los momentos en que ambas llaves
tuvieron la misma posicion?

B y A: ah fue constante

A: [lee la pregunta:] ¢ Qué ocurrio con la rapidez del volumen o nivel de agua en el
tanque en el momento en el cual la llave de entrada pasa de estar abriéndose a estar
cerrandose? ... [vuelve a leer una parte de la pregunta anterior:] ..."la llave de entrada
pasa de estar abriéndose a..." [no hace ningln comentario a la pregunta anterior y
pasa a leer la Ultima pregunta:] ¢ Qué ocurrio con la rapidez del volumen o nivel de
agua en el tanque durante el lapso de tiempo en el cual el nivel de agua estuvo
ascendiendo?

B: ah, pues estuvo aumentando [aqui todavia no se da cuenta que se pregunta
acerca de la rapidez no sobre el volumen] ... si estuvo ascendiendo, el volumen
estaba aumentando

A: [este alumno si nota la diferencia] ...la rapidez del volumen ...aunque como dice
que se mantiene uniforme ... entonces la rapidez también se mantiene uniforme,
¢,nNo?

B: no se mantiene uniforme ... es este... esta saliendo cada vez mas ...[inaudible] por
€S0 aumenta cada vez mas rapido..

A: y empieza a abrirse de modo uniforme ..[esta leyendo] ... representa graficamente
lo ocurrido con el nivel o volumen de agua en el tanque

B: a ver primero ...empieza de ...esta disminuyendo

A: si empieza de ahi ... [corren el programa] ... cinco

B: por ahi ... pero luego empieza a disminuir cada vez menos ... menos... porque no
estas abrlendo . entonces empieza asi [esta trazando la gréafica]

: la de entrada esta mas cerrada ... luego la de entrada se empieza a abrirse ..
entonces ... [inaudible] ...empieza a subir otra vez

aja

rapido, rapido... luego otra vez empieza a disminuir uniformemente

se empieza a cerrar uniformemente

: por aqui debe haber como el punto de inflexion ...es el punto en gue se esta
cerrando la llave otra vez

> hum ..

. esta medio raro

si en el punto donde ... pasa de empezar a cerrar a abrirla

agui la estas abriendo y aqui la estas cerrando ... otra vez...

aja, si, si, ..[corren el programa #13]

ahi esta ese punto... [inaudible]

,como?
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no perdia volumen ...

sal ultimo?

aja

si perdia volumen ¢no?

si perdia pero...[inaudible]

ano, asi... el gasto ... es negativo

Si ... porque estas perdiendo

pero no empezo de aqui... ¢no aumento el gasto?

es como el gasto en el momento ... no hay gasto ...[inaudible] ...igual

. esto siempre ha indicado las pendientes ... ahora empez6 de abajo entonces va ...
a lo positivo

B: [inaudible] ... como las anteriores

A: y como hay dos cortes ...estan ...hum... [inaudible]... constantes ...seréa la seis
esta... a ver, si ya complementamos las observaciones.... [lee el enunciado: Una vez
hecho lo anterior a los se les planteara el siguiente tipo de preguntas: ¢Qué
relaciones pueden observar entre la grafica del registro de agua y la gréafica de
manipulaciones de las llaves?]

B: igual que las anteriores

A: la de "azul" [linea] empieza abajo... y la pendiente va a tender al lado positivo ...se
va haciendo ...

B: va empezar creciendo ...fijate que la de "azul" indica... es un indicador de la
pendiente porqgue estd y la pendiente también esté creciendo ...esta asi [al parecer
hace una mimica con las manos]... llega a cero y empieza a crecer ...crecer y luego
llega otra vez a cero ... a bajar ..

A: incluso entre las lineas ya sabemos (que) es cuando el volumen es constante ...y
mira cuando ..se hace un triangulo ...debe ser el punto de inflexién ... 0 sea cuando la
entrada en el registro de manipulacion cambia de sentido ... este hay ..como te diré...
si en vez de cerrar se empieza a abrirse o cerrarse... la otra seria asi ... al revés
[Nétese que, aunque con dificultad, este estudiante hace por si mismo un importante
conexion entre las acciones de la llave y un concepto matematico importante del
calculo]
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Actividad #8

A: aver ... actividad #8 ... programa #14 [lee el enunciado correspondiente y la
primera pregunta. Situacion: si la llave de entrada en cierto momento se encuentra
mas abierta que la llave de salida y después la llave de entrada empieza a cerrarse
hasta que llegue a estar mas cerrada que la llave de salida por un lapso de tiempo;
luego dicha llave, nuevamente se empieza abrir hasta regresarla a su posicion
original. ¢ Qué ocurrio con el volumen de agua en el tanque mientras la llave de
entrada realiz6 el movimiento descrito?]...primero aumenta

esta aumentando ... pero cada vez menos ...cerrando

un punto ... un instante en que estan igual [estan viendo el programa 14]
empieza a descender...

si hay un instante en que estan igual

si ...[inaudible]
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A: si cuando estan asi... después baja..
B: aja
A: después igual ... empieza en 68.4 [corren el programa] si igual... aumenta y
disminuye ...aumenta [lee la pregunta:¢ Qué ocurrio con el volumen de agua en el
tanque en los momentos en que ambas llaves tuvieron la misma posicién?] ...
constante el volumen
B: aja
A: [lee la pregunta:¢,Qué ocurrio con la rapidez del volumen o nivel de agua en el
tanque en el momento en el cual la llave de entrada pasa de estar cerrandose a estar
abriéndose?] ...hum ... la velocidad ... si estd mas ...
B: ...esta disminuyendo ... a una velocidad ..[inaudible]... pero ya estaba abajo (?)...
A: ...y luego cuando se empez0 abrir ... el volumen pudo empezar a bajar mas
lentamente y después poco a poco
B: si después poco a poco
A: [lee la pregunta:¢,Qué ocurrio con la rapidez del volumen o nivel de agua en el
tanque durante el lapso de tiempo en el cual el nivel de agua estuvo descendiendo?]
..estuvo descendiendo

. pues el volumen estuvo descendiendo]
. la rapidez del volumen o nivel de agua
. si el nivel de agua esta descendiendo, el volumen también esta descendiendo...
. pero la rapidez ...
: ah la rapidez..esta depende de ...[inaudible]...
. fue constante
. Si constante
. en ese momento se empieza a ir mas lento ... primero es constante y cuando se
empieza abrir la de entrada empieza a disminuir la velocidad de salida del volumen ..
y después ya empieza a aumentar ...grafique lo ocurrido...
B: ...esta aumentando, pero cada vez aumentando mas répido ... cada vez aumenta
mas rapido ... 0 sea una parabola asi....[estan trazando la gréafica]
A: asi... quietos ...[inaudible]
B: aja, y después un punto otra vez donde empieza a subir ...es el punto de inflexion
...y luego vuelve a subir y otra vez a emparejarse ... y luego empieza a subir otra vez
el volumen..
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A: asi

B: aja

A: [corren el programa #15] ... ah si se pueden formar curvas

B: si es cierto

A: ...igual...

B: pero un poco mas expandido ... pero...eso es lo que ...[inaudible]

A: [lee el siguiente texto: Una vez hecho lo anterior, a los alumnos se les planteara el

siguiente tipo de preguntas: ¢ Qué relaciones pueden observar entre la grafica del
registro de agua y la grafica de manipulaciones de las llaves?] ...la de "azul"

empieza arriba entonces la pendiente va ir asi...

B: aj4, luego hay un cruce en ese momento cero ... el volumen es constante... luego
conforme esta bajando, bajando

A: siempre la mitad de la grafica ...cuando hay ..cambio de direccion es el punto de
inflexion
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B: un punto como donde esté mas abajo o mas arriba, ese es el punto de inflexién
A: el m&ximo 0 minimo de la grafica

B: si

A: es el punto de inflexidn ... aqui empieza de abajo ..empez6 a tender ..
Actividad #9

[lee el enunciado de la actividad #9 que refiere a ejecutar el programa #16 y la
situacion] ..[corren el programa]

B: de esta manera estaba abierta y se empieza ...

A: nunca disminuye el volumen ¢,0 si? nhada mas... dice que llega a la posicion de la
otra, ...ah... entonces nunca disminuye siempre va asi la grafica

B: esta aumentando, estd aumentando, ..

A: va llegar a un punto ... asi, y asi, como una recta

B: no es una recta, es como una curva asi ..[inaudible] ... y luego ..

A: entonces...[lee la pregunta:¢,Qué ocurre con el volumen de agua en el tanque
mientras la llave de entrada esta en movimiento?] ... el volumen nunca disminuye ...
va llegar un momento en que sea constante, siempre aumenta..

B: aumenta pero cada vez a menor velocidad ...primero, luego ya a mayor velocidad
después..

A: [lee la pregunta: ¢ Qué ocurre con el volumen de agua en el tanque en los
momentos en que ambas llaves tienen la misma apertura?] ...constante ..[lee la
pregunta:¢,Qué ocurre con el volumen de agua en el tanque en el momento en el cual
la llave de entrada tiene la misma posicion que la llave de salida?] ... es como la
pregunta anterior, es lo mismo..[al parecer se repite la pregunta]

B: [lee otra vez: "la llave de entrada tiene la misma posicion que la llave de salida .."]
..pues si el volumen de agua es constante

A: si, esta manejando que en dos tiempos esta en la misma ...posicion...[inaudible]..
B: idealmente se supone que si...

A: es lo mismo, el volumen va ser ...[lee: "representa graficamente lo ocurrido con el
nivel o volumen de agua en el tanque"]... [corren el programa]

B: entonces esta ...empieza desde aqui, cero... empieza a subir, a subir cada vez
mas lento, ... y después ... mas o menos asi

A: como se mantiene por vario tiempo a ver, ponlo [el programa]... se mantiene...
seria una pequefia recta ahi [estan viendo el programa]

B: es como un instante [estan viendo el programa]... es apenas un instante ... bueno
en el programa es un instante...

A: [observa el programa] si es un instante... ahora el programa #17...[corren el
programa #17] ... empieza a aumentar ... aqui no alcanza a cruzar, cuando no la
cruza ¢,0 si? bueno si cuando se tocan es que es constante, es el maximo [corrige],
el minimo en este caso es igual cuando se cruzan, es el punto de inflexion, o sea
coincide cuando se dejan de abrir, cerrar

B: se cambian

A: el cambio de direccidn, ¢no?..coincide con cuando el volumen es constante... [lee
la pregunta: ¢ Qué relaciones pueden observar entre la grafica del registro de agua y
la grafica de manipulaciones de las llaves?]... es igual ... la grafica de entrada, bueno
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de abajo empieza arriba va tender a lo negativo ... igual ... la pendiente pero, ya
como dijimos..coincide el punto minimo de la grafica por donde cruza, entonces el
cambio de direccion y el volumen constante es ...[inaudible]
B: el minimo de esta grafica es el punto de inflexién de ésta [la idea la expresa de
manera precisa y clara en comparacion como la trataba de expresar su compafiero]
A: aja, okey

.. la primera derivada de ...[inaudible]...esta es la segunda derivada ..
A: entonces coincide el cambio de direccion y el volumen constante en este caso..

Actividad #10

A: [lee el enunciado de la actividad, una de cuyas partes es ejecutar el programa y la
situacion correspondiente] ... la llave de entrada estad mas abierta que la de salida
B: es igual, es lo mismo [responde antes de leer la primera pregunta] ¢no?
A: .[inaudible]... hay un punto en que se detengan ... pero ahi en el otro empezaba
aumentarse...[estan viendo el programa]
Ay B: pero es casi lo mismo
A: como que al ultimo empieza aumentar la velocidad...
B: si nada més lo que varia es un poco como se esté abriendo la llave..
A: [lee la pregunta: ¢ Qué ocurre con la rapidez del volumen o nivel de agua en el
tanque mientras la llave de entrada se esta cerrando?]... mientras la llave de entrada
se esta cerrando, entonces... el volumen de agua va disminuyendo
B: no, si se esta cerrando pero sigue siendo ... [inaudible] ... la de salida
A: va disminuyendo el nivel con que aumenta
B: la rapidez con que aumenta va disminuyendo [ este alumno es mas claro]
A: [lee la pregunta: ¢ Qué ocurre con la rapidez del volumen o nivel de agua en el
tangue en el momento en que las llaves de entrada pasa de estarse cerrando a
estarse abriendo?] ... va aumentar
Ay B: la velocidad va aumentar
A: [lee la pregunta: ¢ Qué ocurre con el volumen mientras la llave de entrada se esta
abriendo?] ... va aumentar ... si porque aqui tampoco hay disminucion
B: no
A: [lee: Representa graficamente lo ocurrido con el nivel o volumen de agua en el
tanque] ... entonces... empieza desde abajo, ¢ si verdad? ... esta mas abierta que la
lave de salida ...
B. una curva asi..
.. y la llave de entrada se empieza cerrar hasta alcanzar la misma posicion..

B: otra vez asi [estan bosquejando la grafica]

. para nuevamente empezar a abrirse hasta alcanzar su posicion original..[esta
Ieyendo]
B: otra vez empieza a aumentar ..
A: seria ...[pausa]
B: si asi ... esigual... [pausa prolongada] ... nunca deja de aumentar
A: nunca estan ...[inaudible]
B: 0 sea que el nunca es constante pero aqui dice que si ¢no? [el enunciado no dice
tal cosa, pero ellos asi lo estan interpretando]
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A: que van a llegar a una posicion en que estan... [constantes] ...bueno eso..

B: es cosa de probar ...[inaudible]...

A: si pasara eso nunca estarian al mismo... la de entrada nunca estaria al mismo
nivel que la de salida ...

B: entonces si

A: [lee la pregunta: ¢ Qué relaciones pueden observar entre la grafica del registro de
agua y la grafica de manipulaciones de las llaves?] ... casi igual que la actividad
pasada ... nada mas ...supongo que es un error del programa ...[inaudible]...

B: si porque ahi ... llega ...[inaudible]

A: entonces seria igual, que coinciden en volumen constante y el cambio de
direccién o el cambio de aumento o disminucion del volumen ... aunque nunca hay
disminucién del volumen aqui

B: aver

A: entonces, cuando, como nunca hay disminucion del volumen, no hay concavidad
hacia abajo

B: ¢concavidad hacia abajo?

A: si

B: hay una parte de concavidad hacia abajo

A: concavidad hacia abajo seria que fuera totalmente hacia abajo..

B: que se empiece a cerrar ... ah, si, Si

Actividad de Cierre

A: [lee el enunciado de la actividad de cierre]

B: a ver ... [corren el programa #20]

A: en primer lugar hacer una descripcion verbal con lo ocurrido con ..[al parecer esta
leyendo] ...[inaudible]

B: para eso necesitamos la gréafica de la cantidad de agua ... aqui ya sabemos lo
esta pasando...

A: ...llega a un punto en que el volumen va ser constante,..

B: ... pero el agua no deja de aumentar

A: va ser igual que las otras ... el cambio de direccion va ser igual, o sea..

B: lo que cambia es la velocidad

A: va disminuyendo ¢,no?

B: ¢el volumen?

A: no, no, va aumentando

B: el volumen siempre estd aumentando, lo que cambia es la velocidad con la que
aumenta, agui en este punto no aumenta, y luego empieza a aumentar otra vez cada
vez mas rapido

. hasta llegar ..

agui hay un punto de inflexion

donde se va a empezar a cerrar la llave

pero sigue aumentando, aumentando..

en este cruce va ser constante por un momento

luego disminuye

wPrmRw
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A: luego va ser ahi igual, se va empezar a abrir la llave, luego va haber dos
momentos, va haber tres momentos en que sea constante el volumen...

. ahi sigue disminuyendo, pero mas lento y después es constante

: la grafica "azul" empieza arriba, entonces tiende a lo negativo, ¢no? va ser asi...

. aj4, por la pendiente se vuelve cada vez hacia cero,..

. va ser asi

: Si

: y luego asi ... [al parecer estan bosquejando la grafica o haciendo una mimica con
la mano] .. [maudible]...

B: otra vez asi... y otra vez para aca

A: [lee el texto: "En segundo lugar, elaborar una representacion grafica de la
cantidad de agua en el tanque"]

B: a ver, esta aumentando pero cada vez mas despacio ... y llega a un punto en que
se equilibran y luego sigue aumentando hasta llegar otra vez a un punto ...[inaudible]
...un equilibrio en donde sigue aumentando pero cada vez mas despacio, hasta que
llega otra vez a un punto en donde estan en equilibrio, después de ese punto
.[inaudible] ...... asciende, asciende ...llega a un punto en donde empieza a aumentar
y después ...vuelven a estar parejos ... [inaudible]

A: a ver ..[lee el enunciado de la segunda parte y cooren el programa #21] ...aqui la
de salida siempre es constante

B: la de salida si es constante

A: después va estar, va comenzar mas abierta la de entrada que la de salida... y
despues va llegar a un instante, no es un instante es un tiempo, .

:aver ... otra vez, esta aumentando ... pero en ese momento como que..

: hay un tlempo, cierto tiempo en que estan al mismo ...

. esta bien abierta entonces ahi la de entrada...[emerge una dificultad]

: aja

. pero, esta abierta constante, esta quieta la de entrada, pero mas abierta que la de
sallda

A: si porque mira ... la pendiente es uno ...[inaudible]... porque las dos van estar en
cincuenta

B: bueno no, porque seria asi ...

A: a si, cincuenta y cincuenta

B: ...estd mas abierta ... pero quieta ... después hay un punto donde estan las dos en
cincuenta...

A: no es punto ... es un tiempo

B: un tiempo

A: y después de eso va a empezar a abrirse mas de la entrada ..

B: se va abriendo, abriendo

A: la velocidad con que se empieza abrir va ir aumentando, la rapidez con que se
abre ...y después va ir disminuyendo [nétese que este alumno hace una descripcion
global del comportamiento en comparacion con la siguiente descripcion del alumno
B]

B: se esta abriendo y después ... [inaudible] ... en ese punto ... [inaudible] ... la
empiezan a cerrar, la empiezan a cerrar..

>O>W>W

W>w>w
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A: va llegar a un volumen constante ... en que las dos llaves tienen el mismo nivel y
después se empieza a cerrar mas la de entrada, porque la de salida siempre es
constante, se empieza a cerrar mas

B: y la dejan en un punto, digo la dejan quieta después, porque es una recta otra
vez..

A: entonces, so6lo hay que hacer dos lineas

B: a ver, una linea la de salida

A: una siempre es una linea ... una siempre es constante

B: la otra empieza, estando mas abierta

A: si

B: empieza desde arriba, pero paralela

A: y como ahi la pendiente va hacia lo ... positivo

B: pero, es una misma pendiente entonces es paralela, nada mas arriba

A: si

B: aja

A: y después debe haber un cruce, ¢no?

B: aja, un cruce, un punto como que baja, luego asi...

A: hay un cruce, y como se mantiene entonces tiene que ir asi...[inaudible]..

B: silas dos

A: y después empieza a....[inaudible] ..

B: si...[inaudible] ... hacia arriba

A: si hacia arriba ... después va llegar a un punto ...

B: que otra vez se cierra

A: humm... si porque mira aqui en el punto de inflexion

B: a si, ahi empieza a disminuir, ..[inaudible] ..

A: entonces aqui la cruza, ¢si no?

B: ahora si la cruza

A: luego ...

B: es una recta ..como que sigue .. [inaudible]

A: esto seria ... vamos a ponerle ' azul ..y a esta "roja" [a las graficas que acaban
de dibujar y aqU| termina la sesion]
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