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Resumen

Se construye un modelo para describir la propagacién de una onda electro-
magnética plana en una celda que contiene un nematico cuyo tensor dieléctri-
co es aleatorio. De las ecuaciones hidrodinamicas del nemético y de las ecua-
ciones de Maxwell para el campo electromagnético, se obtiene una ecuacién
de Fokker-Planck (FP) para la distribucién espacial de probabilidad del modo
normal transverso de una onda electromagnética. La ecuacién FP es obtenida
por medio de dos métodos distintos: el método de la aproximacion difusiva
utilizado por Klyatskin [1] y el método descrito por van Kampen [2]. Se hace
una comparacion entre ambos métodos y se elige uno para el estudio pos-
terior. La ecuaciéon FP resultante es no lineal y para resolverla se utiliza el
desarrollo sistematico de van Kampen para obtener la funcion de autocorre-
lacion de las fluctuaciones asi como su espectro. Se emplea la aproximacion
paraxial para obtener el promedio de la amplitud y calcular la funcién de
coherencia de la onda conforme se propaga en el nematico fluctuante.



Introduccion

Propagacién de ondas en fluidos anisétropos

En anos recientes se ha prestado mucha atencién a los cristales liquidos
debido a los variados fenémenos 6pticos no lineales que presentan. Uno de
éstos es, por ejemplo, la transicion de Freedericksz optica (TFO), que fue
observada por primera vez en 1980 [3, 4, 5]. Este fenémeno esencialmente
consiste en la reorientacion de las moléculas de un cristal liquido inducida
por un haz laser polarizado linealmente que incide sobre la muestra. Tanto el
laser como la fuerzas eldsticas producidas por el mismo medio, ejercen torcas
sobre las moléculas del nematico. Cuando la intensidad del campo 6ptico
sobrepasa cierto valor critico, las torcas eléctricas vencen a las elasticas y las
moléculas del nematico se alinean, en promedio, en la direccién del campo
eléctrico. Este fenémeno y otros como el autoenfocamiento o la generacién de
segundos arménicos, se han estudiado ampliamente en la literatura debido a
su gran importancia tecnoldgica [6]. Debido a las propiedades 6pticas de los
nematicos, se les emplea en el diseno y construccion de dispositivos electro-
opticos que se utilizan para aplicaciones diversas, tanto en comunicaciones
como en tecnologia digital de computadoras. Algunos ejemplos de estos dis-
positivos son los interruptores 6pticos|7], moduladores de fase[8], selectores
de modos transversos[9, 10].

En particular, recientemente se ha estudiado la capacidad de los nemati-
cos de producir un efecto de guia de onda en fibras épticas con nticleos
liquido-cristalinos [11, 12, 13]. El mecanismo bésico se debe a las propieda-
des fotorrefractivas del cristal liquido para producir dicho efecto, sin tener que
acudir al mecanismo usual basado en la reflexiéon total interna. Por ejemplo,
Palffy et al. [14, 15, 16] calcularon numéricamente, la amplitud y la fase de
algunos modos transversos de un modelo de guia de onda para una geometria
cilindrica en donde se analiza, principalmente, la configuracién orientacional
del cristal liquido y su dependencia con un pardametro de orden en su fase
nematica.

Por otro lado, también se ha hecho investigacién concerniente al andlisis
de diversas guias de onda no lineales cuyos nticleos son cristales liquidos,



pero sélo en sus fases isotropicas[17, 18, 19]. Se han hecho calculos numéricos
[20] y analisis teéricos [21] de algunos modos transversos en guias de onda
planares con nticleos liquido-cristalinos en fase nemética y con condiciones
de frontera mixtas[32].

Es importante senalar que el anélisis en los trabajos mencionados es total-
mente determinista, es decir, no toma en cuenta las posibles fluctuaciones en
diversas propiedades fisicas del nematico. Estas fluctuaciones se pueden pre-
sentar por diversas causas, como son, diferencias de temperatura en el cristal
liquido a lo largo de la trayectoria de propagacion de la onda, o diferencias
de presién que pueden ser inducidas por medios controlados o por factores
externos fuera de control. Tampoco se tomaron en cuenta las fluctuaciones
térmicas en el efecto de guia de onda, aunque si se han discutido en otro
contexto [23, 24, 25, 28]. Las fluctuaciones pueden llegar a influir de manera
importante en el comportamiento de propagacién de ondas en un nematico y
en el efecto de guia de onda mismo. Como se muestra en un caso particular
en este trabajo.

Objetivo

El interés que presenta este problema es debido, principalmente, al gran
nimero de problemas practicos que han surgido en los ltimos cincuenta
anos y que continian surgiendo [30]. Estos problemas se presentan en diver-
sas ramas de la fisica, como son la fisica de radiaciones, acustica, éptica y
fisica de plasmas. Sus aplicaciones practicas van, entre otros, desde la dis-
persion de luz en la atmésfera y el paso de radiacién a través de la atmosfera
de las estrellas y los planetas; reflexién difusa de las ondas de radio en la
ionosfera; dispersion de sonido y ultrasonido en el mar, hasta la propaga-
cién de haces laser en el aire y otros fluidos. Como es de esperarse, la gran
cantidad de problemas ha estimulado el desarrollo y refinamiento de métodos
estocasticos para describir la propagacion de ondas en medios aleatoriamente
inhomogéneos o que atraviesan una capa de tal medio.

El objetivo esencial de esta tesis, es analizar la propagacion de ondas
electromagnéticas en un nematico tomando en cuenta la presencia de fluc-
tuaciones en el tensor dieléctrico del medio. A partir del andlisis de como
afectan éstas fluctuaciones a la propagacion de una onda electromagnéti-
ca en el cristal liquido, se podra determinar qué tipo de fluctuaciones y de
qué escala espacial son las méas importantes y, por lo tanto, las que habria



que tomar principalmente en cuenta en el diseno de dispositivos, entre ellos
las guias de onda con nucleos liquido-cristalinos. Adicionalmente, estas fluc-
tuaciones, que son pequenas cerca de estados de equilibrio termodinamico,
pueden crecer y ser dominantes en la dindamica del sistema cuando ésta se
encuentra cerca de un estado inestable como la TFO.

Nuestro estudio lo haremos a nivel de medios continuos con fluctuaciones,
es decir, a un nivel mesoscopico. Esto es, no trataremos casos en donde haya
reflexién por superficies aleatorias ni dispersién por incrustaciones discretas
dentro del nemético, como dispersantes artificiales, burbujas, etc..

Metodologia y estructura de la tesis

Para lograr el objetivo anterior, la tesis se ha dividido en 6 capitulos. El
primer capitulo describe someramente las propiedades de los cristales liquidos
en general, asi como las ecuaciones hidrodinamicas y la electrodinamica en un
medio anisétropo. En el capitulo 2 se describe la geometria del sistema que
se estudiara y se obtienen las ecuaciones del campo electromagnético para
nuestro sistema en particular. En estas ecuaciones se propone un coeficiente
fluctuante para modelar el ruido externo que puede tener diversos origenes.
Es decir, nos enfocaremos a estudiar el efecto de ruido en el vector director de
un nematico sin importar el origen y por lo tanto las estadisticas especificas.
Este ruido puede ser generado por perturbadores externos, como un campo
eléctrico fluctuante, ya sea inducido o generado por el ambiente que rodea
al nemdtico [31]. En el capitulo 3 se describen y comparan dos métodos
para resolver ecuaciones diferenciales estocdsticas, a saber, la aproximacion
difusiva [1] y el método de desarrollo en un parametro que mide la intensidad
de las fluctuaciones introducido por van Kampen en [2]. Se hace un analisis
de las caracteristicas de ambos métodos y se decide el que se usara en el resto
del trabajo. En el capitulo 4 se construye un modelo especifico del sistema
y se obtiene una ecuacion de Fokker-Planck para el mismo. Se muestra que
s6lo los modos transversos magnéticos (T.M.) se acoplan con la dindmica
del nematico y, por lo tanto, que son los tinicos que afectan la reorientacién
de las moléculas que forman el nematico. Debido al caracter no lineal de la
ecuacion, se hace a continuacién un desarrollo sistematico de dicha ecuacion
para resolverla y poder analizar las fluctuaciones. Se obtiene la funcion de
autocorrelacion, asi como el espectro de fluctuaciones de los modos TM.
En este mismo capitulo se emplea la aproximacion paraxial para calcular la



funcién de coherencia del haz de luz dentro de una celda nemaética. En el
capitulo 5 se grafican y analizan las propiedades calculadas. Finalmente, el
capitulo 6 discute criticamente las ventajas y limitaciones de los métodos y
resultados obtenidos en este trabajo.

Importancia del trabajo

Es importante senalar que este analisis permite calcular cantidades fisi-
cas, como la funcién de coherencia, que son susceptibles de ser medidas. En
este sentido, se encontraron resultados originales y de los cuales actualmente
hay muy poca literatura disponible sobre cristales liquidos fluctuantes. Des-
afortunadamente, en la actualidad no conocemos resultados experimentales
especificos con los cuales comparar nuestras predicciones tedricas. Actual-
mente, los cristales liquidos han tomado una importancia indiscutible en la
tecnologia. Por lo anterior, este trabajo es un punto de partida para el estu-
dio de los cristales liquidos en dispositivos electronicos afectados por el ruido
siempre presente en estos dispositivos.



Capitulo 1

Cristales Liquidos

En este capitulo se describen las caracteristicas generales de los cristales
liquidos, clasificacion y los efectos que sobre éstos producen agentes externos
como son, las fronteras que los confinan y diversos tipos de campos externos,
eléctricos y magnéticos estaticos, asi como campos 6pticos. Finalmente, se
describira brevemente el efecto de reorientacion producido por estos campos
sobre las moléculas del cristal liquido.

1.1. Generalidades

Para entender el concepto de cristal liquido es necesario hacer referen-
cia a algunos aspectos relativos a la estructura microscépica de los sélidos
cristalinos y de los liquidos isotropos.

En un cristal sélido compuesto por moléculas isétropas, los centros de
masa de las moléculas estan anclados a un arreglo periédico tridimensional
presentando orden posicional de largo alcance. Esto se manifiesta en el patron
de difraccién de rayos X, que presenta picos de intensidad de difraccion bien
definidos [26]. Por el contrario, en el liquido isétropo, los centros de masa de
las moléculas estan distribuidos aleatoriamente, por lo que sélo existe orden
posicional de corto alcance y, en consecuencia, su patrén de difraccion no
presenta maximos de intensidad [27].

Si los sélidos cristalinos estuvieran compuestos por moléculas anisotro-
pas, entonces la estructura molecular presentaria dos tipos de orden de largo
alcance: posicional y orientacional.

Para estas sustancias, ambos tipos de orden desaparecen en el punto de



fusién de la transicion sélido cristalino-liquido isétropo. Sin embargo, existen
algunos compuestos organicos que presentan fases intermedias en las que el
orden posicional permanece, mientras que el orden orientacional se reduce
o desaparece. Cuando esto ocurre estas substancias reciben el nombre de
pldsticos cristalinos. En el caso inverso, cuando el orden orientacional se
conserva y el orden posicional se reduce o desaparece, entonces las sustancias
reciben el nombre de cristales liquidos o compuestos mesogénicos y las fases
intermedias son conocidas como mesofases o fases liquido-cristalinas [34, 35,
36, 37].

Asi pues, los compuestos mesogénicos son sustancias organicas constitui-
das por moléculas altamente anisoétropas, en donde la transicién del estado
solido al estado liquido, pasa por una o mas fases termodinamicas bien dife-
renciadas, presentando orden orientacional a largo alcance, asi como diversos
grados de orden posicional el cual dependera de las caracteristicas quimicas
de las moléculas [36] (fig 1.1).

Las propiedades mecanicas de estas mesofases son semejantes a las de
un liquido convencional debido a que los centros de masa de las molécu-
las no estan fijos espacialmente y por tanto fluyen. Por otro lado, al exis-
tir orden orientacional de largo alcance, estas sustancias tienen propiedades
anisotropas semejantes a aquellas de cristales solidos, como la anisotropia en
la permitividad eléctrica y en la susceptibilidad magnética, manifestandose
principalmente en propiedades épticas anisétropas como la birrefringencia
31, 34, 36, 38].

1.2. Composicién Quimica

Las unidades estructurales que constituyen un cristal liquido son molécu-
las geométricamente anisétropas con una parte rigida polarizable. La forma
geométrica mas comun, es alargada como una “varilla” (calamiticas) o planas
en forma de discos (discéticas) [10] (fig 1.2).

Estas unidades pueden constituirse por moléculas orgdnicas pequenas o
largas, asi como por estructuras moleculares complejas. Las moléculas orgdni-
cas pequenas son calamiticas, sus dimensiones son, tipicamente, de unos 20
A de longitud por 5 A de ancho. Ejemplos tipicos son: el azoxianisol-p (PAA)
y la butilanilina-p (MBBA). Las moléculas largas existen en forma natural
(DNA, virus mosaico del tabaco) o se obtienen artificialmente por medio de
fibras plasticas flotando en agua, asi como polipéptidos sintéticos disueltos



~ 10 Mesofases diferentes

~ 6000 Sustancias |'|i:.‘|uido cristalinas

Figura 1.1: Diversas mesofases en cristales liquidos termotropicos. Conforme
la temperatura aumenta el orden posicional desaparece dando lugar a una o
mas mesofases. Aqui se muestra la fase esméctica A y la nematica. Notese
que la fase esméctica presenta un grado mayor de orden posicional que la
nematica.

en ciertos solventes. Las dimensiones para estas moléculas, que también son
calamiticas, pueden variar desde unos 300 A de largo por 20 A de ancho para
los polipéptidos sintéticos, hasta 3000 A de largo por 200 A de ancho para el
virus mosaico del tabaco.

En este trabajo sélo se consideran cristales liquidos compuestos por molécu-
las organicas pequenas y que presentan una mesofase especifica, la fase nemati-
ca, que se discute con més detalle en la siguiente seccién.
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Figura 1.2: Estructura de las moléculas mesogénicas. a) Calamiticas,
b)Discéticas. El vector 7 indica la orientaciéon promedio de los ejes largos
de las moléculas.

1.3. Clasificacion

Existen dos grupos principales de cristales liquidos que se caracterizan
por la variacién de ciertos parametros fisicos que inducen las transiciones de
una mesofase a otra. Estos son:

Cristales liquidos liotrépicos formados por moléculas de alto peso mole-
cular (por ejemplo, compuestos amfifilicos, DNA), cuya transicién se
induce por cambios en la concentracion del solvente en el cual se en-
cuentran disueltas.

Cristales liquidos termotroépicos constituidos por moléculas de bajo pe-
so molecular ~ 10°, en donde la transicién se efectiia mediante cambios
en la temperatura.

A su vez, los cristales liquidos termotrépicos se clasifican estructuralmente
[40] en tres mesofases principales: Nemdticos, Colestéricos y Esmécticos.



1.3.1. Nematicos

En la figura 1.3 se representa esqueméaticamente el orden estructural de
los cristales liquidos nematicos.

Figura 1.3: Arreglo estructural de las moléculas en un nematico. El vector 7
indica la direccién preferencial de alineacién espontanea de las moléculas.

Como se puede apreciar en la figura 1.3, las moléculas de esta mesofase se
encuentran distribuidas aleatoriamente como en un liquido isétropo, por lo
que no existe orden posicional a largo alcance. Esto trae como consecuencia
que las propiedades de transporte como la viscosidad sea muy parecida a la
de un liquido isétropo (~ 10~2poise).

Ya que los ejes largos de las moléculas son mutuamente paralelos, fijan
una direccion macroscépica preferencial. Dicha direccion se describe por un
vector unitario 7 que indica la orientacién promedio de alineacién de las
moléculas.

La polarizacion a lo largo de 7i es nula, debido a que el niimero de molécu-
las con momento dipolar permanente en una direccién, es igual al nimero de
moléculas con momento dipolar permanente en direccion opuesta, por lo que
los estados 77 y —n son indistinguibles en ausencia de algin campo externo.

Las caracteristicas épticas de esta mesofase corresponden a las de un
medio uniaxial con eje 6ptico paralelo al vector 77, alrededor del cual existe
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simetria rotacional. Esto se refleja notablemente en las propiedades épticas
como la birrefringencia.

Cabe senalar que el tipo de moléculas que constituyen esta fase gene-
ralmente son épticamente inactivas y tienen simetria de espejo (aquirales);
aunque el nematico puede estar constituido por un sistema de moléculas 6pti-
camente activas (moléculas quirales) en donde se tiene la misma cantidad de
moléculas izquierdas y derechas [39].

El nematico puede tener condiciones a la frontera de tal forma que el
director sea perpendicular a la superficie que lo confina, a esta configuracion
se le llama homeotrépica. Y cuando el director es paralelo a la superficie que
lo confina se le llama que esta en una configuracién planar.

1.3.2. Colestéricos

La mesofase colestérica es un caso particular de la fase nematica formada
por moléculas Opticamente activas en las que existe un nimero mayor de
moléculas izquierdas o derechas (quirales).

El orden orientacional se preserva, pero ahora, 7 varia espacialmente de
tal forma que adquiere una estructura helicoidal, como se muestra en la figura
(1.4).

Para esta conformacion, cada plano perpendicular al eje de la hélice con-
tiene moléculas que presentan el mismo orden orientacional y posicional que
la fase nematica, pero la direccion preferencial gira ligeramente en los planos
adyacentes. Para este caso el vector director 77 se describe en términos del
angulo de rotacion ¢, que es funcion de la distancia sobre el eje de la hélice.
Al tomar el eje de la hélice a lo largo del eje z, 7 se escribe como

n, = cos(pz + ¢), n, =sen(pz+ ¢), n, = 0.

La estructura helicoidal es entonces periddica a lo largo del eje de la
hélice. Si p es la distancia en la que 7 describe una rotacién completa, en-
tonces el perfodo es £, debido a que los estados 7 y —7 son equivalentes e
indistinguibles. A p se le conoce como el paso de la hélice.

Esta estructura helicoidal da lugar a fendmenos 6pticos muy interesantes,
por ejemplo, la actividad optica que presentan los colestéricos. En la que el
poder rotatorio es miles de veces mayor que el de las sustancias 6pticamente
activas ordinarias (por ejemplo, la glucosa). Ademads, el paso de la hélice

puede variar por la acciéon de agentes externos como la temperatura o la
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Figura 1.4: Arreglo estructural de las moléculas en la fase colestérica.

presion. Esto se manifiesta a simple vista ya que el paso es del orden de la
longitud de onda en el visible, por lo que estas variaciones producen cambios
en la coloracién o en la textura del cristal liquido [34]

1.3.3. Esmécticos

Esta mesofase es la mas ordenada de todas. Se caracteriza por presentar
al menos orden posicional en una dimensién, por lo que las moléculas forman
capas bidimensionales que pueden deslizarse una sobre la otra y dentro de
las cuales el orden posicional de las moléculas puede ser nulo como en el caso
de los nemadticos (fase A y C), o inclusive pueden ordenarse en estructuras
hexagonales (fase B), fig(1.5).

El espaciamiento d entre cada capa esta bien definido y puede obtenerse
a partir del espectro de difraccién de rayos X. La direccion de orientacion de
las moléculas puede ser perpendicular al plano de las capas o, en su defecto,
formar un cierto angulo con las capas. En el primer caso se tiene un compuesto
uniaxial (fase A) y para el segundo se tendrd un medio con caracteristicas de
medio biaxial (fase C) fig(1.6), aunque la desviacion respecto a la uniaxialidad

11



es, en general, pequena.
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Figura 1.5: Arreglo estructural de las moléculas en el esméctico. a)Fase A,
b)Fase B. En esta iltima las moléculas estan ordenadas en cada capa en una
estructura hexagonal.

Figura 1.6: Esméctico fase C.

1.4. Descripcion Mesosocopica

Existen diversos niveles de descripciéon tedrica de los cristales liquidos
neméticos [34, 41, 42, 43, 44]. En particular, esta descripcién puede hacerse
fenomenoldégicamente como lo hace de Gennes [34], 0 a un nivel microscépico
utilizando el formalismo de Maier-Saupe [43].

12



En este trabajo se adopta el formalismo de de Gennes, en el que se con-
sidera al cristal liquido como un medio continuo. En efecto, la conformacion
ideal de un nemaético, esto es, el estado de minima energia, supone que todas
las moléculas estan alineadas a lo largo de una cierta direccién comun 72, la
cual no presenta variaciones espaciales. Sin embargo, esta configuracién no
es compatible con las constricciones que imponen agentes externos, como las
fronteras que confinan al nematico o los campos externos que interactian
con él, ya que estos producen distorsiones en el estado de alineacién de las
moléculas elevando la energia. Por estas razones, en general 7 presenta va-
riaciones espaciales, convirtiéndose en una funcién de punto.

Las observaciones experimentales muestran que la magnitud de las dis-
torsiones (I > pm) son mucho mayores que las dimensiones moleculares
(@ ~ 20121), por lo que es posible describir al sistema como un medio con-
tinuo en el cual se ignoran los detalles de la estructura molecular. Asi, las
distorsiones se describen por medio de un campo vectorial 7i(7), de magni-
tud unitaria, n? = 1, que describe la orientacién promedio de los ejes largos
de las moléculas que constituyen el cristal liquido. Si ademas se supone que
las variaciones de 7 son pequenas en una escala macroscopica y lentas com-
paradas con tiempos moleculares tipicos, entonces 7i(7,t) serd una variable
hidrodinamica local.

De esta forma, la deduccion de las ecuaciones hidrodinamicas del cristal
liquido puede realizarse a partir de la termodinamica irreversible lineal, en
donde las distorsiones inducidas por las fronteras o por los campos externos
se visualizan como procesos irreversibles e isotérmicos lineales.

Con la interpretacién anterior y bajo la hipétesis de equilibrio local, es
posible construir un potencial termodindmico, como la energia libre de Helm-
holtz, a partir de la cual se puede construir una descripcién dinamica.

1.5. Ecuaciones Hidrodinamicas

Como primer paso, es necesario obtener la forma explicita de la funcional
de energia libre de Helmholtz para las distorsiones elasticas que presenta el
nematico.

Si se considera un sistema ligeramente distorsionado (a/l < 1), en el cual
el estado de distorsién local estd descrito por 7i(7) y sus gradientes, entonces
bajo las siguientes suposiciones es posible obtener la forma explicita de la
energia libre de Helmholtz asociada Fy:
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1. Las variaciones de 77 son lentas a escala molecular, i.e., aV7i < 1, donde
a es una dimensiéon molecular tipica.

2. Las tnicas fuerzas intermoleculares de importancia son de corto alcan-
ce.

Con estas hipotesis se desarrolla a la energia libre de distorsion F,; como una
serie de potencias en los gradientes de 7i(7), en la cual sélo se consideraran
hasta términos de orden dos. Para construir dicho desarrollo es necesario
considerar que [45]:

1. F; debe ser par en 71, ya que los estados 7 y —7 son indistinguibles
(simetria nemética).

2. Los términos lineales en Vi no se consideran, ya que F; debe ser inva-
riante ante rotaciones del cuerpo rigido.

3. Los términos en Fy que tienen la forma V -7, contribuyen a la densidad
de energia superficial cuando se integran. En este trabajo los descarta-
remos porque consideraremos las condiciones de frontera dadas.

Al tomar en cuenta las tres consideraciones anteriores, notamos que Fjy
sélo contendra términos de orden (Vii)?, ya que cumple con las tres condi-
ciones anteriores, siendo (divii)?, (7i - rotii)?, (7 x rotr)? los tinicos términos
que satisfacen las condiciones mencionadas arriba. De esta forma la densidad
de energia de distorsion eldstica, también llamada energia de Frank [45], es

FdZ/Vfddf, (1.1)

donde V es el volumen ocupado por el nematico y f; esta dada por
1 1 1
fa= iKl(dz’vﬁ)Q + §K2(ﬁ -roti)? + §K3(ﬁ X rotit)?. (1.2)

Esta es la formula fundamental en la teoria del continuo para un nemati-
co. Las constantes elasticas K; son positivas y con un valor del orden de
1077 dinas. Cada término en la ecuacién anterior estd asociada a los tres
tipos fundamentales de distorsiones elasticas en un cristal liquido. Las tres
constantes elasticas Ky, K5, K3 estan asociadas con las deformaciones splay,
twist y bend respectivamente(Fig. 1.7). Asi, los términos en la ec.(1.2) estédn
asociados con la energia libre debido a cada una de las deformaciones.
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Figura 1.7: Deformaciones en un cristal liquido

En muchos casos es usual hacer la aproximacion de constantes elasticas
iguales,
K, =Ky,=K;=K, (1.3)

de tal forma que la ec. (1.2) se reduce entonces a

fi= %K{(divﬁ)Q + (rotit)’} (1.4)

1.6. Campos externos en un nematico

En esta seccién se analizara brevemente los efectos de los campos magnéti-
co y eléctrico en la energia libre de un nemaético.

1.6.1. Efectos de campo magnético estatico

Cuando las moléculas que constituyen un nematico son organicas, éstas
son también diamagnéticas. Este diamagnetismo es mas intenso cuando hay
anillos de benceno en las moléculas. El vector 77 generalmente se encuentra
en el plano de estos anillos. Los anillos generan una corriente al sentir la
presencia de un campo magnético H normal a su plano, de tal forma que el
flujo magnético a través de ellos se reduzca, lo que implica que la energia del
sistema aumenta. Por otro lado, si H es paralelo a los anillos, no existe flujo
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alguno a través de ellos y , por tanto, no se induce ninguna corriente, por lo
que la energia del sistema se mantiene inalterada.

El efecto del campo magnético sobre las moléculas de cristal liquido es
inducir una torca, de tal forma que las moléculas tiendan a alinearse en una
direccién en la cual H esté contenido en el plano de los anillos y por tanto
la energia sea minima.

Las moléculas tipicas de nematico contienen al vector director 7 en el
plano de los anillos, minimizandose la energia cuando 72, que coincide con el
eje Optico, es paralelo al campo H.

La magnetizacion M inducida por el campo magnético estatico H , para
medios anisétropos estda dada por

M=¥-H,
donde ¥ es el tensor de susceptibilidad magnética. En el caso particular de
un nematico uniaxial este tensor esta dado por:

1
Xij = X10ij + Xa(nin; — §5ij)
en donde x, = x| — xL es la anisotropia en la susceptibilidad magnética, que
generalmente es positiva; x| y x. son las susceptibilities magnéticas paralela
y perpendicular a 7, respectivamente.
Asi, la magnetizacion inducida en el nematico esta dada por:

—

M =\ H + xo(it - H)7, (1.5)

La contribuciéon a la densidad de energia libre de Helmholtz debido al
acoplamiento entre 77 y un campo magnético estatico H es entonces,

H
fo= —/ M -dH = —§XLH2 — S Xall- H)?. (1.6)
0
El primer término es independiente de la orientacion y, por tanto, se omi-
tira debido a que solo se estudiaran los efectos de la orientacion del director.
Entonces, la contribucién a la energia libre de Helmholtz esta dada por

1

FH:——/dFXa(ﬁ-ﬁ)Q. (1.7)
2 \%4

Notese que para x, > 0 la energia se minimiza cuando 7 es colineal a H.
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Finalmente, la expresién para la torca magnética (por unidad de volumen)
ejercida sobre el nematico es:

Ty=MxH=y,(7-H)itx H. (1.8)

De donde notamos que un campo magnético tiende a orientar las moléculas
del nematico en la misma direccién que el campo aplicado.

1.6.2. Efectos del Campo Eléctrico

Si se considera el caso de nematicos aislantes, entonces el acoplamiento
del nematico con el campo eléctrico estatico involucra dos procesos diferentes:
uno es la anisotropia de la permitividad eléctrica con consecuencias similares
a las estudiadas para el campo magnético, y el otro corresponde a la polari-
zacion dieléctrica inducida por distorsiones elasticas. Debido a que sélo nos
interesan la propiedades debido a la anisotropia, sélo se considerard el primer
caso.

La relacién entre el vector desplazamiento D y el campo E para medios
anisétropos uniaxiales, estd dada en forma andloga a la ec.(1.5), esto es,

D=c,E +e,(it- E)it. (1.9)

En este caso, €, = ¢ — ¢ es la anisotropia dieléctrica que puede ser positiva
o negativa, dependiendo de la estructura quimica de las moléculas; g y €1
son, respectivamente, las permitividad dieléctrica paralela y perpendicular
al eje del nematico. Por ejemplo, si cada molécula tiene su momento dipolar
permanente paralelo a su eje largo, el dipolo se orienta en la direccion de
E, para este caso tenemos que £, > 0. Por otro lado, si el momento dipolar
es normal al eje largo de las moléculas tenemos que ¢, < 0 y 7 se orienta
perpendicularmente al campo E.

La contribucion eléctrica a la densidad de energia libre se obtiene a partir
de la ecuacion anterior, en sistema gaussiano de unidades,

f L[5 4= Sipe ‘(7 E)? (1.10)
= —— . =——F" ——(n- ) .

¢ 47 J, 87 87

El primer término de esta ecuacion no es de interés ya que no acopla al campo
con el director; el segundo término muestra que 77 se alinea con E si e, > 0
o perpendicularmente si g, < 0.
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Capitulo 2

Modelo

Se quiere modelar una celda de cristal liquido que se pueda construir en
un laboratorio, y a través del modelo poder describir los efectos de las fluc-
tuaciones en el director del nemaético en la propagacién de un haz luminoso.

2.1. El Arreglo

Consideramos una capa de nematico con grosor [ medido a lo largo del
eje z y contenido entre dos placas planas paralelas las cuales, en general,
podrian ser dieléctricas, como se muestra en la figura (2.1). Las dimensiones
transversales a lo largo de x y y son muy grandes comparadas con [, pero la
celda tiene un volumen finito V' = L2I. Se hace incidir un haz laser oblicuo
cuya polarizacion permanece en el plano y—=z.

2.2. Energia Libre de Helmholtz

La densidad de energia libre de un cristal liquido nematico debida a de-
formaciones locales elasticas estd dada por la energia de distorsion de Oseen-
Frank (Ec.1.2)

1 1 1
fa= §Kl(divﬁ)2 + §K2(ﬁ -roti)? + §(ﬁ x rotit)?. (2.1)
En presencia de un campo eléctrico, hay una energia libre adicional dada por
(Ec.1.10)
fem = —(1/87)D - E. (2.2)
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Figura 2.1: Arreglo esquematico de una celda con un medio nematico. k es
el vector de onda, E es la componente del campo eléctrico de la onda, 6 es el
angulo entre el eje z y 10

El vector de desplazamiento y el vector de campo eléctrico E estén relacio-
nados por
D=¢-E, (2.3)

en donde g;; es el tensor de permitividad dieléctrica que para un nemaético
uniaxial estd dado por

iy = 5L5ij + EaMiMj, (24)
donde ¢, = ¢ — €1, €1 es la componente perpendicular al director, y ¢
es la componente paralela al director de la permitividad eléctrica. Para la
geometria que se asumié y en la aproximacion de constantes eldsticas iguales,
K, = Ky = K3 = K, la funcional de energia libre es

F o= /dv[(l/Q)K(d@/dz)2 — (1/87)(e1 [EJ + £a(|Ey [2sen8

+(E}E. + E,E})senf cos § + |E,|? cos® §) + [H|?)], (2.5)

donde * denota complejo conjugado. El primer término sélo depende de la
derivada con respecto de z ya que n = n(f(z)) solo es funcién de z por la
simetria a lo largo de este eje.
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2.3. Ecuaciones Generales

La configuracion estacionaria se debe determinar minimizando esta den-
sidad de energfa libre bajo la restriccién de que |7i| = 1. Sin embargo, como
la Ec.(2.5) esta expresada en términos de 6, ya satisface la restriccién |77 = 1
y por lo tanto, basta con minimizar la energia libre, para obtener la ecua-
cién que determina la configuracion de equilibrio. Esto se consigue exigiendo
que la derivada funcional ‘;—g se anule. Donde la derivada funcional de una
funcional

df

FIf) = [ s D)

estd definida como

AT R B P
W—/dl‘{af d$(8%)}5( )

Entonces,

SF/50 = / dv'd%[(l/Q)K(dG/dz)z—(1/87r)(5L|E|2+5a(|Ey|2sen20

+(E}E. 4+ E,E7)senf cos § + |E,|* cos® 0) + [H|*)]6(v — v')
= d?0/d¢® + q[sen20(|Ey | — [E,|?) — 2E,E, cos 26] = 0. (2.6)

Se ha escrito esta ecuacién en forma adimensional introduciendo las variables
(=z/l, ,E,=E,/Eyy E, = E./Ey, asi como el pardmetro ¢ = ,E31?/ K .
Aqui E? representa la intensidad del campo dptico incidente. Nétese que el
parametro ¢ es proporcional a la razon entre la densidad de energia eléctrica
del haz incidente, E2/8, y la densidad de energia eldstica, K'L/I*L.

Los modos Transversos Magnéticos (TM) son los modos de propagacién
de la onda que no contienen componentes magnéticas del campo en la direc-
cién del eje longitudinal de la celda y los modos Transversos Eléctricos (TE)
son los modos de propagacién que no contienen componentes eléctricas del
campo en direccién del eje longitudinal de la celda. De la geometria dada
Fig.(2.1) notamos que las componentes de los modos TM son E,.E, , H, y
las componentes de los modos TE son E,, H, y H,. Antes de seguir adelan-
te, es importante sefialar que, como se puede ver la Ec.(2.6), los modos TE
(E,, Hyy H.), no afectan la dinamica reorientacional de 7; por lo cual en
lo que sigue no se tomaran en cuenta.
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Las ecuaciones que gobiernan la propagacién de las ondas electromagnéti-
cas a través del neméatico se pueden obtener a partir de las ecuaciones de
Maxwell sin fuentes [46]. Para una onda monocromética donde los campos
tienen la forma U(r,t) = ¥(7)e(~*" y suponiendo el caso mas comiin, donde
el medio es no magnético, las ecuaciones de Maxwell en sistema gaussiano de
unidades, siendo ¢ la velocidad de la luz en el vacio, son

iwH = ¢V x E, (2.7)

iwD = ¢V x H. (2.8)

La relacién entre la densidad de flujo magnético B y el campo magnético
H esté dada por B = Lo - H , en donde se supondra que la permeabilidad
magnética i del cristal liquido es la del vacio, esto es, i = jip = 1. En
otras palabras, consideraremos que el cristal liquido es no magnético. Esto es
razonable ya que la susceptibilidad magnética de muchos nematicos es mucho
més pequena que la susceptibilidad eléctrica [47].

2.4. Modos Transversos

Si se supone que la onda incidente es monocromatica y, como lo sugiere
la geometria de la celda, se mueve libremente en la direccién y con una
amplitud que depende sélo de z, entonces proponemos una forma general de
las componentes eléctricas y magnéticas de la forma

Ej(y,z,t) = Ej(z,k)expi(By — wt)], (2.9)
Hj(y,z,t) = Hj(z k)expli(By —wt)],  j=w=zy2 (210

[ es la constante de propagacion, w es la frecuencia angular 6ptica de la onda
y k = w/c. Sustituyendo las relaciones (2.9) y (2.10) en las ecuaciones (2.7)
y (2.8) obtenemos las ecuaciones de Maxwell para la forma particular del
campo propuesto:

Hi = _%Gijk[éjzazEk + 5jyiﬁEk], (211)
1c .
EijEj = Zewk[éjzﬁsz + 5jylﬂﬂk], (212)

donde 0, denota derivada parcial respecto z. En las ecuaciones anteriores ¢;;j,
representa el tensor de Levi-Civita, las ¢;; son deltas de Kronecker y se ha
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empleado la convencion de suma sobre indices repetidos. Los indices z, y y
z representan a la coordenada que denotan y por lo tanto no cambian.

Al desarrollar los términos contraidos para los modos transversos magnéti-
cos (TM) Ey(C, ko), E.(C, ko) y Hz(C, ko), ademds de eliminar cualquier cam-
po eléctrico que aparezca en la ecuacién de H, por medio de las respectivas
ecuaciones de E, y E., se obtiene el siguiente un conjunto de ecuaciones para
las componentes de los modos TM.

d’H, , de,,.dH, . de,

szzd—CQ + [—2iklpye.y, + Y] i + kKl (e — pzsyy) - zpyd—cy]Hx =0,
(2.13)

1 1 dH,
E, = e p H, — e, — 20 2.14
Yy <5||8J_)[ Eypy € kl dc] ( )

1 1 dH,

B = H, + ¢, — 220 2.15
cleL [pyeyyHe + € Ykl dC ] ( )
donde ( = z/l, en el interior de la celda, y p, = (/k es el nimero de

onda en direccion y dentro de la celda. Como podemos ver de las ecuaciones
anteriores, las componentes del campo eléctrico E, y E, quedan determinadas
al encontrar H,. Por lo que en el trabajo posterior nos enfocaremos en resolver
la ecuacion (2.13).

2.5. Ecuaciones del Modelo Determinista

El objetivo de este trabajo es analizar el efecto de las fluctuaciones del
director en la propagaciéon de la onda, suponiendo que el tensor dieléctrico
fluctia. Las variaciones en & debido a fluctuaciones en el director son mas
grandes en la direccion perpendicular al director que a lo largo de éste. Esto
se puede observar de la Ec.(?7) al analizar el primer término de su desarrollo
en serie de las componentes de ¢ alrededor de un éangulo 6 que indique la
desviacién de la direccién promedio. La variacién en un eje perpendicular
al director va como de,, ~ g,0sen’ ~ §6? y para la direccién paralela al
director 55,”' ~ g,0 cos? 0 ~ 0. Para tomar ventaja de este hecho, elegimos
una configuraciéon homeotrépica. Es en esa configuraciéon donde tienen més
importancia los efectos debido a las fluctuaciones del director. Para esta
configuraciéon ¢,, = 0 €., = ¢ y €,y = €. y podemos escribir la ecuacién
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(2.13) como
d*H p?
4 (kD)% (1—-=)H, =0. 2.16
dCQ ( ) i( 8”) ( )

Para la regién en que p? < €|, que equivale a que el haz del laser incida
casi perpendicularmente a la celda y por lo tanto no hay propagacién de
la onda a lo largo del eje y, ya que p es el nimero de onda en direccién y.
Podemos despreciar el segundo término dentro del paréntesis de la ecuacién
anterior y concluir con la ecuacién

d*H,
a¢?

+ (kl)*c H, = 0. (2.17)

En esta ecuacién solo esta presente un parametro del medio €, que es el
promedio de la permitivad eléctrica perpendicular al director. Con lo cual se
justifica la eleccién de la configuracion homeotrépica.

2.6. Modelo Fluctuante

Para tomar en cuenta las fluctuaciones del medio en la ecuacién (2.17),
es posible escribirla como

2
d dgx - (kol)X(e )1 + 21 H, = 0, (2.18)
donde
z = N <5L>
1 <5L> 3

son las fluctuaciones de la permitividad eléctrica. La ecuacién (2.18) es una
ecuacion diferencial estocastica multiplicativa. Cabe resaltar que debido a la
geometria elegida, asi como a las aproximaciones hechas, el modelo es ahora
manejable en el contexto de las ecuaciones diferenciales estocésticas.

En el capitulo siguiente, se procederd a dar las definiciones y dos méto-
dos aproximados de resolucén de las ecuaciones diferenciales estocasticas. El
modelo aqui presentado ya se ha estudiado en [21] y [29]. Sin embargo, s6lo
ha sido tratado de forma determinista. En este trabajo se aborda desde otro
enfoque que es el de analizar el efecto de las fluctuaciones del director. De-
bido a esto, ahora nos interesa calcular propiedades estocasticas como son
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funciones de correlacion y la funcién de coherencia que fisicamente nos indi-
ca la distribucién de intensidad dentro de la celda Fig.(2.1). Ademds, no es
posible usar las mismas estrategias del calculo analitico usadas en [21], donde
se empleo la éptica de rayos u Optica geométrica y la aproximacion WKB.
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Capitulo 3

Meétodos Estocasticos

En este capitulo haremos una revision somera de los métodos que nos
ayudan a describir los fendmenos con propiedades estocasticas.

3.1. Ecuaciones Diferenciales Estocasticas [2]

Cuando sobre un sistema actiian fuerzas fluctuantes externas, sus ecuacio-
nes de movimiento se convierten en ecuaciones diferenciales con coeficientes
alealorios, es decir, en “ecuaciones estocasticas”. Resolver una ecuacion es-
tocdastica consiste en encontrar la funcion de distribucion de probabilidad
para las variables aleatorias que definen el problema en particular. Algunas
veces estas ecuaciones pueden ser resueltas en forma exacta, aunque en la
mayoria de los casos s6lo en forma aproximada.

Una ecuacién diferencial estocdstica es una ecuacién diferencial en la cual
alguno o algunos de los coeficientes son nimeros aleatorios o funciones alea-
torias de las variables independientes. De la misma forma que en las ecuacio-
nes diferenciales ordinarias, los coeficientes se suponen conocidos. Es decir,
en una ecuacion diferencial estocdstica las propiedades aleatorias de los coe-
ficientes se suponen dadas. Debido a lo anterior, estas ecuaciones son titiles
para describir sistemas con fluctuaciones producidas por algin agente externo
al sistema. Ejemplos son una particula Browniana descrita por la ecuacion
de Langevin correspondiente, es un sistemas pequetio interactuando con un
bano térmico grande. El bano tiene que ser grande para que no cambie sus
propiedades al contacto con el sistema pequeno; ondas electromagnéticas en
una atmoésfera turbulenta: crecimiento de una poblacién en un clima fluc-
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tuante, entre otros.
La forma general de una ecuacién diferencial estocdstica es

= F(u,t;Y(t), (3.1)

donde u y F pueden ser vectores, y Y (¢) indica una o mas funciones aleatorias,
cuyas propiedades estadisticas son conocidas. Esta ecuacién, junto con una
condicién inicial u(ty) = a. determina para cada realizaciéon particular y(t)
de Y (t), una U(t; [y],a), la cual es una funcional de y(t); es decir, depende
de todos los valores y({') en 0 < ' < . El ensamble de soluciones U(t; [y], a)
para todos las posibles y(t') constituye un proceso estocéstico. Se dice que la
ecuacion estocastica se resuelve, cuando las propiedades estadisticas de este
proceso se determinan.

Algunas veces el valor inicial a es también una cantidad o vector aleatorio.
El proceso estocastico resultante U(t; [y|,a) es entonces una funcién de la
variable aleatoria a, como también funcional de .

Se puede hacer la siguiente clasificacién de las ecuaciones estocasticas.

Ecuaciones diferenciales lineales:

. Ecuaciones diferenciales lineales en las cuales solo el término inho-
mogéneo es una funcion aleatoria, como por ejemplo, la ecuacion de
Langevin. A este tipo de ecuaciones se les ha llamado aditivas y en
principio pueden resolverse.

2. Ecuaciones diferenciales lineales en las cuales uno o mas de los coe-
ficientes que multiplican a u son funciones aleatorias. A este tipo de
ecuaciones se les ha llamado multiplicativas y pueden ser resueltas sélo
en casos especiales, aunque existen métodos para encontrar soluciones
aproximadas.

Ecuaciones diferenciales no lineales:

1. Ecuaciones diferenciales no lineales aditivas.

2. Ecuaciones diferenciales no lineales multiplicativas.

Las ecuaciones diferenciales estocastica pueden referirse ya sea a procesos
markovianos o no markovianos. Los procesos Markovianos son aquellos que no
tienen memoria de su evolucion anterior. Es decir el ruido en estos procesos es
blanco. En los procesos no markovianos el ruido es de color o una combinacién
de ruidos de color, lo cual se refleja en que el sistema guarda memoria de sus
estados anteriores.
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3.2. (Generalidades

A pesar de que las causas de las fluctuaciones de los parametros de un
modelo pueden ser diversas en un problema, y totalmente distintas en proble-
mas distintos, como pueden ser ruido térmico, inestabilidades, turbulencia,
etc., los métodos usados para su andlisis tedrico son frecuentemente muy se-
mejantes. Por cjemplo ¢l método de van Kampen y ¢l de la aproximacién
difusiva.

Un método que toma en cuenta la finitud de la longitud de correlacion
en las fluctuaciones, es empleado por van Kampen [2] para describir sistemas
sujetos a parametros fluctuantes.

Por otra parte, una herramienta muy poderosa que hace posible resolver
muchos problemas complejos en procesos estocdsticos, es la teorfa de procesos
de tipo difusivo, la cual fue desarrollada basada en la teorfa del movimiento
Browniano y la teorfa de los procesos Markovianos. [1] A este método se le
conoce como el de la aprorimacion difusiva de procesos estocasticos para
sistemas dindmicos no lineales. Y se basa en el desarrollo de la solucién en
un parametro pequenio, el cual es el radio de correlacion, ya sea temporal o
espacial, de la variable fluctuante. Este radio debe de ser muy pequefio en
comparacion con las escalas caracteristicas de observacion. En la teoria del
movimiento Browniano esta aproximacion corresponde a despreciar el tiempo
entre colisiones aleatorias en comparacién con otras escalas temporales.

Cuando este método se aplica a problemas de sistemas dindamicos que sa-
tisfacen ecuaciones diferenciales ordinarias estocdsticas, se obtiene una apro-
ximacién Markoviana.

Este método para obtener la ecuacion de Fokker-Planck (EFP) que des-
cribe la aproximacién difusiva, fue propuesto por Novikov [22] en teoria de
turbulencia. Y hace posible obtener la EFP directamente de las ecuaciones
dindmicas del problema y al mismo tiempo se determinan las limitaciones de
validez de la EFP.

3.3. Comparacion entre métodos

Ahora se quieren comparar las ventajas y limitaciones del método de van
Kampen y el de la aproximacién difusiva. Para poder confrontar los métodos,
se empleard cada uno por separado para resolver la ecuacién estocdstica
(2.18).



3.3.1. Tratamiento heuristico de ecuaciones multipli-
cativas !

Considérese una ecuacion estocastica lineal homogénea
= A(t)u = {Ap + aA(t) }u, (3.2)

donde u puede ser un vector, Ag una matriz constante, A;(¢) una matriz alea-
toria y a es un parametro que mide la magnitud de la fluctuacion. Ademas,
se supone que A(t) tiene un tiempo de correlacion finito, 7. en el sentido de
que para dos tiempos ¢y, t tales que |t; — 2| Z 7., sea posible tratar todos
los elementos de la matriz A,(¢;) como estadisticamente independientes de
aquellos de A, (15). El método que se deseribird dard una solucién aproximada
de la ecuacién (3.2) en la forma de un desarrolloen serie en potencias de ar,.

Es conveniente suponer que A;(¢) es un proceso estacionario. Entonces,
(Ay(t)) es independiente del tiempo y puede ser incorporado en Ay si se hace
el siguiente cambio de variable

!

Ay = Ao + a{Ai (1)), adi(t) = o{ Ai(®) = (@)}, (33)

de esta forma si sustituimos Ajf, en (3.2) y tenemos en cuenta la definicién de
Af(t) obtenemos
= {A, +aA,(t)}u (3.4)

de tal manera que (A}(t)) = 0. De aqui en adelante supondremos que esto
va se ha hecho y omitiremos las primas en la notacion subsecuente.

También podemos eliminar Ay haciendo otro cambio de variable, que
equivale a pasar a la representacion de interaccién

u(l) = eou(l). (3.5)
Usando (3.5) en (3.4), tras simplificar se obtiene
v = ae 0 A (£)e v = aV (t)v, (3.6)

que es la ecuacién a resolver para una condicién inicial ©(0) = u(0) = a.
Formalmente, la solucién a esta ecuacion se puede expresar como

v(t) =a+a /L dtV (t)v. (3.7)

HPara una descripeion mas amplia del método, ver [2] capitulo XIV
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Esta ecuaciéon puede ser resuelta de manera aproximada en forma de una
serie de potencias en a mediante iteraciones, es decir,

i
v"Wit) = a+a / dtV(t)a,
0

Pt = a+a /t dtV (t)v'V(t),

donde el superindice indica el orden de la solucién en a. De esta manera, a
segundo orden en a la solucion es

t t t1
o(t) = a | af AV (t)a + a-?/ dm/ V)V (E)at . (38)
0 0 0

y si se toma el promedio respecto a las posibles realizaciones de V(t) condi-
cional con un valor fijo de a,

WD) = 6+ o? /G "ty jo Y Ve s 9@n)).  (39)

Donde es posible intercambiar las integrales con el promedio, debido a que
el promedio es sobre las posibles realizaciones de V(i) y las integrales son
sobre . Claro, esta aproximacion a segundo orden puede ser usada siempre
y cuando los términos de orden mayor sean pequenos. Como cada término
sucesivo involucra una integracién adicional sobre el tiempo, la restriccion
de que los términos superiores sean cada vez mas pequenios se cumple si
at < 1. Por otro lado, si queremos usar esta ecuacion para periodos largos
comparados con 7; entonces debemos suponer que ar. < 1. De esta manera
podemos reescribir la ecuaciéon (3.9) como

(w() ~ a+ a? L dt, [] L (VL)V(h — ))a.

Nétese que cuando ¢y > 7., el limite superior ¢; de la integraciéon en 7 puede
ser reemplazado por oo, ya que el integrando se anula de cualquier modo. Y
a pesar de que t; varie de 0 a ¢, es mayor a 7. en la mayor parte del intervalo.
De aqui que para 7. < t < a~! tenemos de forma aproximada

(v(t)) ~ a+ao? -/{;-dtl /Doc dr{V(t,)V(ti — 7))a.
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Por otra parte, puede comprobarse facilmente que esta expresién es tam-
bién solucién a orden a? de la ecuacién diferencial lineal

Belult)) = o [ / T W@V = n))dr| (). (3.10)

Por lo tanto, podemos concluir que la evolucion de (v(t)) puede ser descrita
mediante esta ecuacion, la cual en la representacion original es

Ay (u(t)) = [Ag +a? /:O (Ay(t)e™ 0 A, (t — T))e"T‘J‘ﬁd'r] (u(t)). (3.11)

Si ahora ademds suponemos que no sélo a7. < 1, sino que también
Tc[‘4o| <1 5

esta condicion adicional establece que el movimiento libre de u es muy lento
comparado con las fluctuaciones en A;. Al desarrollar las exponenciales e™©
o orden cero, la ecuacién (3.11) se reduce en este caso a

Bulu(t)) = {Ao ra? [T(@Ae- | @) (312

Como se supuso que A, es estacionaria, la integral es independiente del tiem-
po. Asi que el efecto de las fluctuaciones en el promedio es “renormalizar” A
sumdndole un término constante de orden a?. El término sumado es la fun-
cién de autocorrelacién de A, integrada. En particular, si uno tiene un sistema
no disipativo descrito por Ag, el término adicional debido a las fluctuaciones,
es generalmente disipativo. Esto debido a que las fluctnaciones disipan la
energia al bafio térmico en el que se encuentra el sistema.

El mismo método puede ser usado para encontrar momentos de orden
superior de u. Sea u = {u, } un vector real de n componentes el cual obedece
la ecnacién (3.2). i.e.,

By = Y Anhuy  (v=12,....n). (3.13)
A=1

Entonces los productos u,u, obedecen también una ecuacion diferencial es-
tocastica lineal

O(u,u,) = Z Ao (upw,) + Z A (uyuy)
A A
= ) Ayio(uany), (3.14)
Ao
con Aalt) — Al)o, 4,605
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De aqui que sus promedios obedecen una ecuacién similar a (3.11). Para
escribir esta ecuacién en forma explicita considérense los %n(n +1) =N
productos u,u, como componentes de un solo vector Y, de tal forma que
(3.14) se reescribe como

N
U=y Auw®ls (a=1,2,..,N). (3.15)
b=1

Asi, para A(t) = Ay + aAi(t), se obtiene que

B(Us) = [AD + a{ Ay (t)) ""'02.[.3 A0 A (1 — 7))eodr | @),

Obtencién de la funcién de distribucién

Consideremos nuevamente el caso general de una ecuacion estocastica no
lineal (3.1). Esta ecuacion puede ser convertida a una ecuacion estocasti-
ca lineal considerando la ecuacion asociada de Liouville. Para lograr esto
considérese, por ahora, una sola realizacién y(t) de Y(t) y la ecuacién (no
estocdstica) determinista

ty = Fy(u, t; y(t)), (3.16)

la cual deseribe un flujo en el espacio u. La densidad de este flujo varia de
acuerdo con

Aolu, t) 0
—=—) —{htyl)e}, 3.17
5 2 Fo (s () e}, (3.17)
que es la ecuacion de continuidad, ¢ = =V - (pv), escrila para un ndmero

arbitrario de dimensiones. Si ahora se permite a y(t) tomar todas las reali-
zaciones Y (1), con sus probabilidades correspondientes, la ecuacion (3.17) se
convierte en una ecuacion diferencial lineal estocastica para o(u, t).

La ecuacion (3.17) tiene la misma [orma general que (3.2) si se toma a
la o como la cantidad andloga a u en (3.2). El operador lineal ) (9/du,)F,
es el andlogo de la matriz A. Formalmente, esta es la razén por la que se
puede aplicar el método anterior ya discutido para obtener una ecuacion
aproximada de (o(u,t)) dado o(u,0).

Para una realizacién determinada de y(t). o(u.t) = d(u — a*), donde o'
es la solucién para esa realizacion. Ademas, recordando la transformacién de
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variables,
Pe(y) = f 1/ (@) - Yl Px(@)dz = (8f(z) - g]).

obtenemos que
(o(u,t)) = (6(u — a")) = P(u,1),

donde P(u,t) es la funcidn de distribucidn de u. Asi, al obtener una ecuacion
para {o(u.t)) sc obticne la ccuacién diferencial para la funcion de distribu-
cion.

En conclusién, para resolver ecuaciones diferenciales estocasticas de la
forma (3.16), se deben convertir a una ecnacién lineal equivalente de la for-
ma (3.17). Después, puede emplearse el método descrito anteriormente para
ecuaciones lineales para encontrar una ecuacion diferencial aproximada pa-
ra (o(u.t)) = P(u,t). El resultado es una ecuacién para la distribucién de
probabilidad de la forma

P(u,t) = KP(u.t), (3.18)

con el operador K actuando en la dependencia de w.

Ejemplo para la obtencién de la EFP

Un ejemplo ilustrativo de este procedimiento es el del problema de una
particula cargada que se mueve en una dimension en un campo eléctrico F,

T= v = aFE(x.t).

en donde E(x,t) es un campo aleatorio con promedio cero, estacionario en
el tiempo y el espacio, y con un tiempo de autocorrelacién 7.. La densidad
de un ensamble de dichas particulas es o(x, v.t) y, por lo tanto, la ecuacién
(3.17) tomara la forma

do(u,t) 9 . a .
a el Y
o bien
do(x, v, t) 19,

&
B = —é}--tg~a—5t—:£;(r,t)g

{Ao + aAi(t) }o.
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Para poder aplicar (3.11) es necesario determinar primero el operador ™o,

En este caso Ay = —vd/0x. Para poder ver la forma en que opera, lo aplica-
mos a una funcién arbitraria f(x,v),

Ao ) : — L—(i . v (x — T,V
e f () — em[ ; aﬂj] Pl — Flo— rused

Vemos que es una traslacién en x por una cantidad —7v. De aqui que la
cantidad e~™°(u(t)) que aparece en (3.11) sea, para este caso, P(x + 7v,v).
Posteriormente hay que aplicarle el operador A, (t — 7), o sea,

aP oP

d St i T 8 5 E O 5 2O Y i i
_%[E(I,t—-T)I (x + mv,v)] = —E(x,t T)(av Ira‘r)(x}ru,t.).

El operador 7 traslada el argumento x en su posicién original,

ar r
e A (t — T)e ™ P(z,v) = —E(z — Tv,t — T) (—— + Ta ) (z,v).

v Or

Después de aplicar Ay una vez mas, obtencmos la forma final de (3.11) que
para este caso es

dP(x,v,t) _1'5_}3’_+ g @ [

29 o°r , 9P\
ot Oz v J, =

{(L(x,t)E(x — Tv,t — 7)) (_v + Ly

o bien _
_3_1‘34_ '(‘)_p _ Q_Q.C (U)@‘F Qﬁ.c(- @
ot ! dr “ v N o @ ov ! ? or’

que es una EFP bi-variada y en donde

c(v) = ]{;w (E(z,t)E(x — Tv,t — 7))dT,

II

e (v) [}W T(E(x,t)E(x — v, t — 7))dT.

Por medio de esta ecuacion es posible obtener los momentos y las corre-
laciones de las variables independientes.
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3.3.2. Aproximacion Difusiva para Procesos Estocasti-
cos para Procesos Dindamicos no Lineales.

Ahora daremos una breve descripcién de la Aproximacién Difusiva de-
sarrollada por Klyantskin [1]. Esto con motivos de comparacién entre dos
métodos que se encontraron en la literatura para resolver ecuaciones diferen-
ciales estocasticas. De esta forma se podrdn ver las ventajas y limitaciones
de cada uno.

Considérese el caso en que una variable aleatoria multidimensional £(t) =
{& (1), ....&.(t)} satisface el sistema de ecuaciones dindmicas

d&;(t)
dt

= Ti(g'ﬁ t) + f!(‘:.* t)! (320)

para la condicién inicial dada £(0) = &. Donde #;(&, 1) son funciones deter-
ministas conocidas y f;{x,t) son funcioncs cstocasticas de n | 1 variables.
Supéngase que fi(x,t) es una funcion Gaussiana en un espacio n + 1 dimen-
sional, y que {(fi(z,t)) = 0.

Las caracteristicas estocdsticas del campo fi(z,t) estan completamente
descritas al especificar su tensor de correlacion

Biiaitin it) = {(F@D et )

La aproximacion dilusiva consiste en reemplazar esta correlacion por una
correlacion efectiva,

B (z, 47,8 ) = 20(t — £ ) i (z; 2 , 8), (3.21)
donde F;; se determina a partir de la condicion de la igualdad de las integrales
Bij y B con respecto a t

i, T ,t) = (1/2) /0‘3 dt!B{,_-j(.T, tx,t). (3.22)

Ahora, para obtener la EFP introducimos la densidad de probabilidad
para la solucion de £(t) del sistema (3.20) como

Fy(x) = (6(x — £(1))), (3.23)

donde &(1) es la solucion del sistema (3.20) correspondiente a una realiza-
cién determinada de f(x,t), y el promedio es sobre el arreglo de todas las
realizaciones.
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Al diferenciar (3.23) con respecto a ¢, obtenemos

AP(z) 0 dg. 0

o = (pble =€) = ~(SE il — &)

y al tomar en cuenta la ecuacion (3.20), puede reescribirse de la siguiente

forma HPy(z) )
5; = =g 0 = (N (€(1), 1) + [l€(), D))- (3.24)
Lk

Al usar la identidad
o(x — &(t))u(§(2), 1) = o(x — &(t))vr(z, 1),

y al sacar el factor no estocastico fuera del simbolo de promedio v con la
definicién (3.23), obtenemos

afégx) ___é.%['vk(.’r. t)Fu(x) + (fi(z, t)d(z — E(1)))]. (3.25)

Para calcular el promedio del lado derecho de la ecuacién anterior, empleamos
la férmula obtenida por Furutsu y Novikov [22]

Ry = [ s >><“f('f;> (3.26)

donde %‘ﬂ es la derivada funcional de R con respecto a f y con la cual se
pueden calcular correlaciones de un campo Gaussiano f(t) ((f(¢)) = 0) con
una funcional R[f] del campo.

Ahora, si usamos la expresion (3.21) para la funcién de correlacién del
campo [j(x, 1),

A f] 6&

ORI = [ dl2(e— R (G )
B ,or ég,l oy
= 2F;(z,x ,t) == RTIOR (3.27)
De esta forma podemos llegar a la EFP
apg(.r)__ 8 s o /. LT (o ot 5&5 ap —
o~ om [vk(z, t) Pi(z) + 2F;;(x, @ 't)()'f(t) a‘fi]' (3.28)
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donde los valores de para cada problema particular se obtienen de la

funcional

Sf(t)
&(t) = /df-[l’é(ﬁ-i) + fi(€, t)].

y el término wv(z.1) se obtiene de la parte determinista de las ecuaciones
de movimiento. Notamos que es un método que nos permite obtener EFP
directamente de las ecuaciones dinamicas del sistema.

3.3.3. Aplicaciéon del método de van Kampen al osci-
lador armoénico con frecuencia fluctuante

De capitulos anteriores obtuvimos una ecuacién aproximada para la pro-
pagacion de una onda electromagnética en un fluido nemdatico. Esta es:
d*H,
a2
donde &, es la parte aleatoria de la permitividad eléctrica perpendicular.
Ahora podemos emplear el resultado del método descrito por van Kampen
para obtener un valor aproximado a segundo orden en la magnitud de las
fluctuaciones del campo H,. Definiendo
dx
y=—
d¢
para simplificar la notacién, podemos escribir la ecuacién (3.29) como un
sistema de ecuaciones de primer orden,

( ijgf ) ) ( 0 —(ki)?(el)él +21(0) ) ( v ) (3.30)

el cual puede separarse en una parte independiente y otra dependiente de (,
a saber,

( %;_Z ) {( [1) *(kz)[]2<gj_) ) +u( g —(k-z)z’(?)i(c) )} ( Y )

(3.31)

+ (kD*(e1)[1 + &)1, — 0, (3.29)

= Hy,

2]

Si identificamos

i ((1) —(m%}%m ) . (8 —(’ff)z‘(gﬁﬂ(o ) (3.32)

al sustituir estas matrices en la ec. (3.11), obtenemos
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2003 )
o? /GOQ(( g “(M)2(EJ.)5J.(C) )enlo ( g 'Ui‘-’f)Q(EJ.)c:J.(() )>e—mng] (( i )>_

(3.33)

Para reducir esta ecuacién, es necesario conocer primero qué forma toman
e—TAu y GTAI-

Para esto nétese que
T?A2 A TIAY A

—T1A0 __ _ 0 0 0 _ i S 3
e =1—T1Ap+ 71 5 f m = oo (3.34)

y como por otro lado

= (§ ~EE) (] ) g,

Ad = AiAo = —(k1)*(c1) Ao,

en donde [ es la matriz identidad. Generalizando, tenemos que

Ap = (— (keI

entonces

para n par, v
A? = (—(kl)* (L))" /24,

para n impar. Ahora podemos reescribir la serie (3.34) como

R I (k1) (=) i 2 (kl)*(e1) Ao 4. (k) (e 1))?T i

o 2! \ 3! 1!
_ =T (Mz)i 1) T (U) (""J.) Y
BN eyl f T R T S T Y
D ki (EJ_)
= cos(tkl/{e))] — sen(7Tkly/ (1)) Ao (3.35)

kl+/ (5_1_)
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De la misma forma se encuentra que

e = cos(Tkl+/(eL)
(J.)

Con estas expresiones y desarrollando el dlgebra necesaria se encuentra que

sen(7kly/(c1))Ao. (3.36)

) ~ M M con
T AU —_ 4o = “ e
A]e Al(c T)e ( Mz M )

My = —(kl)*(eL)sen®(rkly/(e1))EL(Q)EL(C — 7)
ﬁ/flg — (kl\/ (-E'J_))SSQD(T](]-\/ (EJ_)) (TOS(TI(I\/ (E'J‘})EJ_(C)gJ_(C == T)

ﬂvfgl = 0
ﬁ/fzz = U.

Al sustituir este resultado en (3.11) oblenemos

£(2)-[(2 1),
o? /0 h ( ol )u:,—] <( g )) (3.37)

—(k1)*(e 1 )sen®(Tkly/(e 1)) (€ L()EL(C — 7))
arz = (kl/(c1))?sen(7kl\/{e1)) cos(7kly/ {1 ) ) EL(QEL(C — 7).

Al reescribir este sistema como una sola ecuacion de segundo orden y
regresando a la notacién original donde x = H,, se obtiene

donde

cF(jé—iﬂ = _a2(kl)2(5¢)écg($) tp (M)Q(EJ»)(GQG-‘Z@)S%C. IR
| (3.38)
donde
ey = ) (EL()EL(C — 7))sen(2Kl /(e )7)dr,

oo

(EL(QEL(C — )1 — cos(2kl\/(e L)) dr.

J
J
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Para llegar a estos resultados se usaron las identidades sen26 = senf) cos y
sen? = 1(1 — cos 0), respectivamente.

Las constantes ¢; y ¢ pueden ser expresadas en términos de la densidad
espectral de £ (() que se define como

o0

s@ =5 [ -

o0

quedando como

g BWED
= = /_MS(W)(NCI\/@)?_wzm

I N 11 S C
“ /m S @ - E ™

De las relaciones anteriores se observa que el sistema es mas afectado
cuando en la densidad espectral de las fluctuaciones hay frecuencias alrededor

de w = +2kl\/(1).

3.3.4. Ecuacién para la funcién de distribucién para
una onda clectromagnética en un medio con per-
mitividad eléctrica fluctuante (método de van
Kampen)

Ahora se empleara el mismo método para obtener una ecuacion diferencial
para la funcion de distribucion para el caso particular de nuestro sistema,
dado por la ec. (3.29).

En el espacio de nuestras variables, se cumple con la ecuacién de conti-
nuidad. ” )

op\y,x,¢ - -
aC T (3.39)
donde J = (yp)y + (zp)x. De acuerdo con la ec. (3.30) § = —(kl)*(z)(1 +
aé) (¢))x, tenemos que

5 ) g
;—if —5}-{5&0%%{&:@;;9}
- {—y% + (k1)2(e)(1 + agL(C ))r%}p
d 5 9 - . 4
(g + (¥ en)rg) + (H)z(&)a&(ora}ﬂ- (3.40)
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De la expresién anterior podemos identificar facilmente la parte dependiente
e independiente de £, ({),

d d d
— (kD) (e )0 — Yom — (k) (e1)E1(O)Tn

M= (e —vg A= WPEDEO
Para poder emplear la ecuacién (3.11), donde (p(y,x,()) = P(y,x,(), tene-
mos que saber cémo opera e~74¢ sobre P(y, . (), es decir,

—“1‘.49 ] 2 a 8 p)

e~ *P(y,z,() = exp|-7(kl) <E¢)¢r.—]exp[wa—]f (y.2,0)

= Ply—7(kl)*(eL)r,z+ 7y,().

Como podemos ver, su accion es una traslacién en y y en x por las cantidades
—7(kl)*{(z1)x y Ty, respectivamente. Ahora aplicamos A;(t — 7).

Ay(t=m)e Py, x, () = (kD)*(eL)zéL(¢ ~ ')SJ P(y—r(kl)*(e L)z, x| Ty.)

= (k)*(e1)zL(¢ — ) (?9_:: ' g_i)) (= Tk eL)w,x +7y,Q). (341)

El efecto de aplicar ¢™ por el lado izquierdo, es regresar los argumentos a
la posicién original. Y, nuevamente, tenemos que aplicar A,

Ae™0 At — m)e ™o P = ((k1)*(eL))?EL(C)EL(C — T)Ic‘?y(r —7Y) (ay & T‘”)

= (K)2(e1)20(QE1(¢ —7) (22 (55 + 7% ) — re oy —ar Zy3E|,
(3.42)

y promediando

292 D
(A1ef‘40441(f - T)G“TAG)P = (kD)¥eL)* €O = 7)) {1‘2 (%

aP ) L0 0P 0 OP

dyox By ] 13:43)

* o'y yY oz
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Finalmente, podemos sustituir estos resultados en la ecuacién (3.11) obte-
niendo

3 = Weng — g ke’ [m?giygﬂ ;;;
- lr%%g— 1.r—(% %g] (3.44)
en donde definimos
| ewoenic—mar
b= [ s -y
Regresando a nuestra notacién original, la ecuacién para P es
S — Mg — G S+ k(P e)?
["“”ig(g‘?;—)z ﬂﬂ[ﬁﬁ% (3.45)
~ by O gy~ B ey O 5 |

Los coeficientes de difusién en la ecuacion anterior. son los coeficentes de los
términos que contienen o?(kl)?(z )2 Los demds son los términos de arrastre.
La ecuacién anterior es no lineal en sus coeficientes de difusién, es decir, el

coeficiente de difusion depende cuadraticamente de una o mas de las variables
independientes y por lo tanto no se puede resolver de forma cerrada.

3.3.5. Funcién de distribucién en la Aproximacion Di-
fusiva

Ahora emplearemos el método de la aproximacion difusiva para encontrar

la funcion de distribucion asociada a la ecuacion para la amplitud del campo

H, en el cristal liquido. Como ya se ha discutido, la ecuacién estocdstica que
describe la distribucion espacial de la componente transversa magnética H,

es
d*H,

T TN +EH =0, (3.16)
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donde
o IEY = (e)

S e (C_L) y
son las fluctuaciones de la permitividad eléctrica.
Para simplificar la notacién se utilizara la misma notaciéon que la sub-
seccién anterior, ademds a = 1/(c) y €, =<, — (¢1). Entonces la ecuacién
(3.46) se reescribe como el siguiente sistema de ecuaciones de primer orden,

F, — d;r
y == d C ?
d.
Y —en) 1+ 0, (O (3.43)
Por sencillez en la notacién, de ahora en adelante omitiremos la prima de la
parte fluctuante de la permitividad eléctrica.

Nuestro objetivo es encontrar una ecuacion tipo Fokker-Planck para las

variables independientes (. y). Para esto definimos una funcion de distribu-
cion asociada con la solucion del sistema de ecuaciones anterior,

Plz,y.¢) = (8lz — 2(Oldly — y(Q]) = (R[EL]). (3.49)

Aqui z(¢) y y(¢) son soluciones de las ecuaciones (3.47) y (3.48) corres-
pondientes a una realizacion particular de £, (() y el promedio se realiza sobre
todas las posibles realizaciones del ruido. La funcién de distribuciéon cumple
con una ecuacién de continuidad

(3.47)

P . "
con 6 a
V =iy iy,
y.

7= ((RIE ], 9R[ELD),
y denota derivada con respecto a ( y el operador V actiia sobre el espacio de
lag variables (z,¥) y, por lo tanto, el flujo j estd en este espacio. Al escribir
en forma explicita el flujo 7'y V, la ec. (3.50) toma la forma

OP SRl SR _ (3.51)

ac dx Ay
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El flujo de nuestra funcién de distribucién estard determinado por las
ecuaciones de movimiento (3.47) y (3.48).
Sustituyendo 7 en (3.51) encontramos

P JpP ap LELOREL)
a " Var (H)Q(».L)I—y — (k)*(e Lyar——7—==
Evaluacién de (£, (()R[Z.])-

R|g1] = é]x — x(Q)|o]y — y(()] es una funcional de la variable estocdstica
£1(¢). Para expresar (¢, (()R[Z.]) en términos de P utilizaremos la férmula
de Furutsu-Novikov [22].

EORED = [E(0els) <‘§Rj(*}>d (3.5

En donde 3::%5—@3 denota la derivada funcional de R[Z,]. Evaluaremos primero

ORI ]
{)g_|(3) 5

SR[E,] fm[ﬂ]( oz (¢ ) )+ dR[E], dy(()

0. (2) 021 dy LN

en donde se empled la regla de la cadena, ya que R es funcién de las coor-

denadas de nuestro espacio extendido las cuales, a su vez, son funcionales de
z

De las ecuaciones de movimiento (3.47) y (3.48) obtenemos las funciona-
les.

(3.51)

¢
) = ] yds, (3.55)
0
<
vQ) = [ HHen) (1 + azu()alds (3.56)
0
y a partir de ellas evaluamos las derivadas
ox
2O o, ¥O _ e or. (3.57)
654_ 5:—.]_
Empleando la solucién anterior en (3.54) obtenemos la igualdad
dR([Z, ] OR[E _|_] -
ki 3.58
] (k) esar (359

43



que al sustituirla en (3.53) implica que

(ELRIELD) = (KD)X(eL)a: f <sl(c)g¢(c+~)>dvap . (359)

donde se usé la definicion (3.49) y se hizo el cambio de variable s = ( + 2
Finalmente, sustituyendo este resultado en la ecuacion (3.52) obtenemos

ar  ap ap ., PP _
a—c’l"v—— (k1) (J.)Ta—y— ((kl)*(s)ax) :‘-082 =il) (3.60)

con

Tl = f T EU(OBLC + D)de.

Al reescribirla en la notacién original obtenemos

2, OPP

(R e1)00) oy =0

(3.61)

Ahora podemos comparar las ecuaciones (3.45) y (3.61). De estas ecua-

ciones, se ve que el método de van Kampen toma en cuenta tiempos de

correlacion del ruido diferentes de cero, mientras que la aproximacion difu-

siva se aplica sélo cuando 7 ~ 0. La ecuacién (3.45) da el mismo resultado
que (3.61) cuando k; = 0. Recordando la definicion de

8P aP NS L aP
ac +(OcH, )au = (ki) (“W*”a(acm)

y /0 T rELOEL(C — T))dr

se observa que cuando 7 < 1 entonces £y & 0.

Este resultado es de esperarse ya que en la aproximacion difusiva se supuso
explicitamente que (£, (()&.(¢ — 7)) = 6(¢). El andlisis sélo nos muestra que
en el Iimite apropiado los dos métodos son equivalentes. En este trabajo
nos interesa estudiar la influencia del ruido externo en el cristal liquido, en
particular el ruido en los instrumentos electrénicos que no siempre es blanco.
Tomando en cuenta lo anterior y para no perder generalidad al sélo tomar
en cuenta ruido blanco. en el trabajo posterior se empleard el método de van
Kampen que puede ser usado tambien para ruido de color.
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Capitulo 4

Tratamiento Estocastico del
Modelo

4.1. La expansion sistematica

En la aproximacion de van Kampen, encontramos la ecuacion para la
distribucion de probabilidad P de la componente transversa magnética H,
en el medio Aluctuante,

aP i ., OP _ o ap &P
a¢ R eL) Mgy — Ol g * kol 5 (0. H,)?
a2 P d aP

2
+ kL s e, — kil d(d o) %) 5

B ) ) B, ]

Por simplicidad en la notacion, se empleard la misma notacién que en el
capitulo anterior ademas, (kl)?(z.) = A, (kI)*(c1)?ko = by (k1)?*{c1 )’k = c.
Entonces la ecuacion anterior queda de la forma,
aP dP P 2P 22 d*P
ac N )r y@r {b dy* re dyox
d dP a opP
“oy"ay m@yc‘?—r}

(4.1)

Recuérdese que el parametro a mide la magnitud de las fluctuaciones, y
si las fluctuaciones son pequefias, es un buen pardametro de expansion. Para
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resolver (4.1), haremos una expansién sistematica en potencias sucesivas de
a, como la desarrollada por van Kampen [2| para la ecuacién maestra. La
aplicacién de este método a la EFP es un aspecto original de este trabajo. En
la literatura se han empleado otros métodos de aproximacion para resolver
este tipo de ecnaciones [48, 49, 50, 51|, pero no hay un acuerdo general en los
métodos de aproximacién. Aqui se empleara el método de van Kampen [33]
que es un desarrollo sistemdtico en potencias de un pardmetro bien definido.

Para lograr una expansion sistematica se hace la siguiente transforma-
cién, que hace explicita la dependencia de las variables del problema en el
paramctro de expansion a:

x = Q)1 af (4.2)
y = ¥(()+an. (4.3)

Estas ecuaciones expresan que r y y consisten en dos partes, la parte
macroscopica cuya dependencia en ( esta descrita por las funciones descono-
cidas ¢(¢), ¥(() que tendrdn que ser determinadas consistentemente y que
describen la evolucion del sistema en ausencia de fluctuaciones, y una parte
fluctuante de orden a alrededor de ¢((). (). El pardmetro a se puede in-
terpretar como el inverso del tamafio del sistema. Asi, a mayor tamailo las
fluctuaciones serdn més pequefias y por lo tanto también el parametro a [2].
De acuerdo con esto, la distribucion de probabilidad P(x,y,() serd ahora
una distribucion de probabilidad para las nuevas variables &, 1. Es decir,

P(z.y.¢) = Po(() + a&.4p(() +an. (] = 1. 7. ¢). (4.4)

De las ecuaciones (4.2) y (4.3) obtenemos la dependencia de { y nenx, yy

¢

§(x, () a™!(z — ¢(0)), (4.5)
ny.¢) = o 'y —2(Q) (4.6)
Empleando la regla de la cadena y las ecuaciones anteriores, se sigue que
o omac ooy on
¢ 0Eo¢  dno¢ A
U] SR | B
B TR
apP  Oll on _, 0l Vit 01
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op onog u__~13H >*P -2 %11

dxr ¢ dr ae ' dydxr noE
Sustituyendo las relaciones anteriores en la ecuacion de Fokker-Planck (4.1)
se obtiene

(1.9)

3H o=l GH ()H ol 4on _laﬂ __laH
ac [—¢ 87? = 4¢ |—0§O: on Ya dE — ana e
il feadll
2b N2 =2 b 2 -2
+a[b(d + af)*a 821—0( + af)‘a 3}851

lH

.Q_(f!_i.. ) T
3?;b e an

—a’c(¢ + ad)a™

d I
—a’c(p + ag)a*‘m(w + m})a*'gg—. (4.10)
Exigimos que ¢ y ¢ satisfagan las leyes macroscopicas que se obtienen de
la ec(3.30) cuando a = 0,

b= b (4.11)

b= —Ad. (4.12)

Que igualando los términos de orden mds bajo a™'. se encuentra que el
segundo término del lado izquierdo de la ecuacién anterior se cancela con el
tercer término del lado derecho si ¢(() obedece (4.11). De la misma forma,
el segundo término del lado izquierdo se cancelara con el primero del lado
derecho, si ¥(() obedece (4.12).

Al tomar los términos restantes obtenemos

o om ol " d),b.a?n 4 % &211 a wan d ol
ac — Song  Toc “onoe au an an o
i a? 8211 L9 ol o o
T T TR
as “on" B¢
a?n o ol d on
+a*€ - -an—as) - cgann an c§8qn T (4.13)

La ecuacién anterior se empleard para hacer un andlisis de las fluctuaciones.
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4.1.1. Analisis de la Expansion Sistematica
Orden o'

Anteriormente se habia dicho que los términos de orden a™' se eliminan

si cumplen con el sistema de ecuaciones

Q:a o yf":
v = —Ag.

La solucidén para este sistema de ecuaciones con condiciones iniciales dadas
$(0), ¥(0) es

6 = cos[VAC(0) + Msen[\/Xg]

¥ = (0)cos[VAC] — $(0)V Asen[VAL].

que representa la trayectoria del sistema en ausencia de fluctuaciones.

Orden o'

Al tomar en cuenta sélo los términos de orden a® en la ec. (4.13) tenemos
la siguiente ecuacion para I1,

oll ol o1l 921 11 8 (3H 0 (3H

— 2_—.
o~ Moy " V92 T %~ Panl ey YoV ae

El coeficiente de difusion de esta ecuacién es funcion de la distancia ¢ a
través de ¢ y ¢, sin embargo ya no depende de ninguna de las variables in-
dependientes. Esta ecuacion es una EFP multivariada, lineal con coeficientes
dependientes de  y puede ser resuelta de forma cerrada. Esta aproximacion
es la aproximacion gaussiana, es decir, las fluctuaciones se toman como si tu-
vieran una distribucion gaussiana. A continuacion se grafica la solucion para
distintos valores de ¢ con la condicién inicial (7, £, ¢ = 0) = d(n—0)d(£—0),
figura 4.1.1.



q4 C"5

Figura 4.1: Aproximacion gaussiana para distintos valores de (.

Orden o!

Al tomar en cuenta términos de orden superior en a, se encuentran correc-
ciones a la aproximacién gaussiana:

oIl oll ('31_[ 2 9?11 2. 911 () ()H o g ol
% = Koo —nge b— o — G et v
¢ 173 ()q()c ()' ()r; ()-;} aE
2 2
a2 l:'(bd 11 0 ll) N 0 ﬁ:ﬂ_ ,d ol

(): o€ (]J; an apa_ﬁ??ﬁ—w

o ol _9 ol

an [ — 7 - cr(_g(‘)—”'&% (4.14)
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Notamos que el método de van Kampen permite ir mas alla de la aproxima-

cién Gaussiana, a diferencia de otros métodos. Sin embargo, estas correccio-
nes usualmente se desprecian si las fluctuaciones son pequenias. Vemos que
a orden o', el coeficiente de difusién en la EFP es lineal en las variables
independientes. Lo anterior hace que ya no sea posible obtener una solucién
analitica.

Autocorrelacién y Espectro de Fluctuaciones

Como para obtener las autocorrelaciones y el espectro de fluctuaciones
es necesario encontrar solamente las ecuaciones diferenciales de los primeros
y segundos momentos, emplearemos la ecuacién (4.13) que tiene todas las
correcciones a la aproximacion gaussiana. Ademas esta ecuacion describe la
desviacién del comportamiento del sistema sin fluctuaciones, por lo que es
esta ecuacion la que tenemos utilizar para analizar el comportamiento de las
fluctuaciones.

Al multiplicar la Ec.(4.13) por las variables independientes y luego in-
tegrar por partes, encontramos ecuaciones diferenciales para los primeros y
segundos momentos,

7@ = o (4.15)
5%@;) — (A +a%)() —a%cln) +aclg—¢)  (416)
¥
€ = 2n0) (4.17)
-§—<-<=rf> = —2(A+ o) (€n) + a(dep — 2c4)(€) + a®2b(E%) — ®2c(i?)
+ 2bd? — 2ednp — a2e)(n) (4.18)
S = (A4 229 + () + aBod(e) — a2ei)

— acg(n) — a*2c(En) + co(¢ — ¥). (4.19)

Para una descripcion estacionaria de las fluctuaciones, tenemos que tomar
el promedio temporal en las ecuaciones anteriores para los momentos. Recor-
demos que previamente se separd la dependencia temporal de la espacial y
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s6lo se trabajé con la parte espacial, por lo tanto, las ecuaciones anteriores
nos dan una descripcién espacial.

Al promediar con respecto al tiempo y tomando en cuenta que la de-
pendencia temporal de la onda tiene la forma e€**, se tienen las siguientes
ecuaciones para los momentos de las fluctuaciones

ad .
5c& = . (4.20)
d ,
e = —A(Q - aelu), (4.21)
A = A-c (4.22)
De la misma forma,
a _ _
52(52) = 2(né), (4.23)
%(-:f} = —2(A+ a®c)(&n) + a®2b(€?) — a*2c(n®) + 2b(¢%)e, (4.24)
%(«En) = (=A+20%)(E%) + (n”) — 20%c(En) + c{¢”)e. (4.25)

El subindice ¢ en el promedio denota promedio temporal.
A partir de estas ecuaciones encontramos que los valores de equilibrio son,

O o R

= T a?h— Aca® + 2a'c?’ (4.26)
Ab(¢®): — bea® (6°)
2yeq ‘
ory a2(b— Ac | 202c?)° (421)
Em= = 0. (4.28)

Estos valores en equilibro nos ayudardan a obtener la funcién de Autocorre-
lacion.

Funcién de Autocorrelaciéon y Espectro de Fluctuaciones

Para calcular el espectro de fluctuaciones primero tenemos que calcular
la funcién de autocorrelacion

<QD<Q(g)>qa>eqf (4'29)
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donde ¢ puede representar £ o 9, v ¢ es el conjunto de valores iniciales
&, 10. La notacién indica lo siguiente: tomar un cierto valor ¢o a ( = 0,
calcular el promedio (g(()),, condicional a la ¢ dada; multiplicar este pro-
medio condicionado por ¢y y promediar este producto sobre los valores de g,
de acuerdo a la distribucién de equilibrio. Por lo tanto. la tarea principal es
calcular los promedios condicionados (£(())¢omes (1(C))go .m0 Estos promedios
los obtenemos al resolver las Ecs. (4.20),(4.21) simultdneamente, a saber:

EDeom = =1+ + (c(-1+e)a?

+ (1 + e)A)go)e 28N /(a)), (4.30)
Mo = (=24 (=1 +eM& + (—c(~1 + eM)a?
+ (1 + €M)\ )e 2 19y (4.31)

donde se definié A = v—14" + c2at.
A continuacion evaluaremos la correlacion posicién-posicién. Usando (4.29)
se obtiene

(@0(@()ao)™* = (2(=1+e)EM™ + (c(=1 +eM)a?

. —3l(ea+N)
+ (1 4+ )N

c 2

—
— ((c(—d + €M) + (1+eH)A) (

(4.32)
b($?): + 22 (P?), ))

a?b — Aco® + 2atc?
ke ki T
(27)

Tomando en cuenta que en forma natural en muchos experimentos es-
pectroscopicos (dispersiéon de neutrones, luz, ultrasonido, etc.) la respuesta
del sistema se mide en funcién de la frecuencia, es conveniente calcular la
densidad espectral de la correlacion anterior. De acuerdo con el teorema de
Wiener-Khinchine, el espectro de fluctuaciones esta dado por la transformada
de Fourier de la funcion de correlacion

2 f " (00l@(Q))an) L. (4.34)

T

S(9) =

Entonces, para la autocorrelacién de posicién-posicion (4.33) encontramos el
espectro

(62 e(b+ a2c?)2\(a?c — i)

A= ~ (@A(ba? — Aca? + 2c2a")) (A" +iQ(—ca? + i)

(4.35)
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Figura 4.2: Correlacién posicién-posicién. [/ = 100, ko = 0,1, ky = 0,01

En general. este espectro es una superposicion de componentes indivi-
duales fundamentales. Para identificarlas, se hard un desarrollo en fracciones
parciales de la parte real de S(€). Asi se encuentra,

—2{d?).(b + o?c?)
60 (f.’)\(b(ﬂ — Aca® + 20204)) 8
(a®c+ ) | (—aZc+ \)
(ca? = N1+ =2E) (o + (1 + =2)

Esta expresién anterior, indica que el espectro no es simple y es la suma
de dos Lorentzianas. En la Fig.(4.3) se grafica éste espectro de fluctuaciones
para valores especificos de los parametros involucrados.

De la gréifica (4.3) se observa que el espectro tiene un comportamiento
bimodal con una depresion central. Esta estructura es reminiscente de los
espectros de dispersion de luz que se observan en otros fluidos complejos,
como son algunas soluciones poliméricas [52, 53).

4.2. Empleo de Aproximacion Paraxial no vec-
torial

Cuando una onda electromagnética se propaga en un medio con inhomo-
geneidades espaciales a escalas grandes en comparacion con la longitud de
onda, las dispersiones miiltiples causan que las fluctuaciones en la onda se
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Figura 4.3: Espectro de fluctuaciones. /A = 100, kg = 0,1, ky = 0,01

incrementen rapidamente con la longitud de penetracion. A continuacion se
estudia este efecto causado por las fluctuaciones de £, . De ahora en adelante
se omitira el subindice L.

4.2.1. Propagacion de Luz Monocromatica

La propagacion de luz monocromdtica en un cristal liquido con inho-
mogeneidades espaciales en el director en escala grande en relacién con la
longitud de onda y cuando la depolarizacién es pequena, puede ser descrita
con suficiente precision por una ecuacion de onda escalar (3.29)

V*H, + K*[1 + &(F)|H, = 0. (4.36)

Aqui H, esta relacionada con el campo magnético H, por la relacion H, —
H, exp(—iwt), k* = (£1)*(c 1), donde £(F) = [(F) — (£)]/() es la parte fluc-
tuante de la permitividad eléctrica. Si despreciamos la dispersion a angulos
grandes, entonces podemos usar en lugar de (4.36) una ecuacion para u(z),
la cual esta conectada con H, por la relacién

H, = wuexp(ikz)
2ik%" + Ajut kK%(z, p)u(z,p) = 0, (4.37)
p={zy}, A=&+45,

donde el eje z es la direcciéon inicial de propagacién de la onda y u es una
amplitud compleja. Nétese que al pasar de (4.36) a (4.37), se desprecié el
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término 9%u/dz%. A esta aproximacién se le llama la aproximacién paraxial
y equivale, precisamente, a no tomar en cuenta reflexiones a dangulos grandes.
Ahora tenemos las dos ecuaciones estocasticas,

G i )
a—“ . Z—Z(Alu+k25(:.p)u(;’,p)), (4.38)
ou’ —i . ~ . ‘

;: = }E’é’(AJ_U + k22(z, p)u*(z, p)), (4.39)

Para obtener la ecuacion de Fokker-Planck asociada empleamos nueva-
mente ¢l método de van Kampen.

Recuérdese que para la ecuacion estocastica se cumple una ecuacion de
continuidad en el espacio de nuestras variables

do(u,u*, ()

7 -V, (4.40)

donde 7= (uo)u | (o) y V = [dpi?. 3 | u*-2. . donde cmplcamos derivada
funcional £ 5. porque ahora la funcién de dlstrlbuaon es una funcional de p. Lo
anterior es debido a que se tomard en cuenta la dependencia de la intensidad
con respecto a las coordenadas perpendiculares y no sélo la coordenada en la
direccién de propagacién. De las ecuaciones (4.38) y (4.39) se obtiene @ y u*
respectivamente. La ecuacion (4.40) toma entonces la siguiente forma para
el caso aqui tratado,

(B K pu) e
(4.41)

Reescribimos la ecuacion anterior separando la parte del operador no es-
tocastica de la parte estocastica,

= [ dpl 5 (B 1 K

do 1 5 L, 0
a d"[ 2k( =

Ag A

)——*-(rr p)(— (&, p) =

-

))]

(4.42)
De donde vemos que Ay es la parte no estocastica del operador y A; es su
parte estocdstica.
Ahora utilizaremos la ecuacién (3.11)

De(u(t)) = |A{,Iaf (Ay(t)e™ @ A (t — m))e ™ dr | (u(t)),
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para obtener (p) = P(u,u*, (). Primero se observa que el operador

o—rAo _ ETAJ_M ) i'r&_l_u*i
~ WD ]d 2k ou 2k ou* )

es una traslacion por ”?k” y -”‘?&”‘ en 1y u* respectivamente. Entonces,

ik )
R / WGy

)
= I) SEE s ; ’
3w (up ) u'(C—7,p)) Plu+ 2AAJ_IL u* %Aut ). (4.43)
Por lo tanto
TAo _ —7An * o _?_!‘:5 _ ) _ ‘f_',:
A~ T PP () = —FE(C T)/dp|-——--—6u(p){u s}
) . ik . . N
~ 3w (p) {u” + EALH HP(u, v, ) {4.44)

y finalmente,

2

Mc,m)e“*%(c—rp)e"”‘f-’P(m-s*,c)— DA~ 0) X

[ dniols—utc. ) 5-;:2,))“(4 ~70)

) 0 0
< 3 S 'U,* C? = -U C — it
511(,0 ) ( .rol) *( ) — 7 P) ()'U-*(ﬁl ( pl)éu(p) ( L2 P)
) o
'*’W u' (C, Pl)éu( ) u'(C—1.p)
) ) o, )
sul) "5 T e P sl
iT ) ) ) 0 " 0
--Z_E"AJ.U (p) (O‘u(pl u(pl Su* (p) t Su* (,01) u (pl)éu* (P)
Se observa que si se emplea la igualdad anterior en la ecuacién (3.11) se
obtiene una ecuacion Fokker-Planck que en la aproximacion difusiva, es decir

A (o) )

\P.

56



para 7 = 0, toma la forma,

oP i ‘ _
"é? n ﬁf;;;fdpfﬁwg% —Aut dit)
k2 § 5 s
7 Clpi - (J)fdmdp[(mu.(pl) _ mu(m))(au(m o
)
~ai NP

donde C(p1 — p) = 72 d7(E(C. p1)E(( — 7.p))-
A partir de la ecuacién anterior se obtiene el primer momento de la am-
plitud asi como la funcién de coherencia de segundo orden definida como

L(¢ o1 — p) = (¢, pr)u*(C, p)),
=

Alu 1 .
"EQ() - Q%AM“)*;-;G(plrp)(u) (4.45)
0 i o 12
D) = %oe, ~ TDLAT (4.46)

con D(Ap) = C(0) — C(p, — p). La ecuacién (4.46) para la funcién de cohe-
rencia de segundo orden, describe la distribucion espacial promedio de la
intensidad dentro del medio. Nos interesa calcular esta cantidad ya que es
medible experimentalmente y de esta forma las predicciones del modelo se
pucden comparar con ¢l experimento.
Para el caso particular de una onda plana, resolviendo las ecuaciones
anteriores tenemos
(u) = ugexp[—k2C(0)(/8], (4.47)

(¢, Ap) = |uo| exp[—k*D(Ap)C/4). (4.48)

De donde se observa que en la aproximacion difusiva, la amplitud como la
intensidad de un haz luminoso decaen exponencialmente debido a las disper-
siones de la onda conforme penetra en el medio.

4.3. Aproximacion Paraxial Vectorial
Recordemos que obtuvimos la ecuacién (3.29) a partir de tener una con-

figuracion homeotrépica en la celda nematica. Ahora generalizaremos el es-
tudio no sélo para esta configuracién, sino cualquier configuracién no mixta.
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La ecuacién que describe propagacion de luz monocromética en un medio
anisotropo es,

V2E+—E-E=0 (4.19)

y el campo magnético esta relacionado con el eléctrico a través de

vV x E=i2H.

c
Para poder emplear la aproximacién paraxial y tomar ventaja de ella,
se propone la siguiente forma del campo, E=E (P)e**, donde el eje z se
ha elegido como la direccién inicial de propagacion de la onda. Al sustituir
esta forma del campo en la ecuacién (4.49), se obtiene una ecuacion para la
amplitud compleja y otra ecuacion para el valor conjugado de la amplitud

compleja, las cuales son, respectivamente,

s 42
AE; | 2k8,B; — K°E; | —eu(p,2)B: = O, (4.50)
(&
{ 2
A,,E;‘f~2@'k33E;~ATQE}‘—F%E;;,;[;),Z)E: = 0 (4.51)

p={z.y}, A, = 8)02* + 0%/ 0y,

donde se ha despreciado 9*E; /02* de acuerdo con la aproximacién paraxial.
Para poder estudiar los efectos de perturbaciones en el director, las cuales
tienen sus consecuencias en el tensor dieléctrico, el mismo se expresa como
el promedio més una desviacion del promedio, a la cual llamaremos la fluc-
tuacion, Eji = (c’:‘ﬁ) + fﬁ.
Con el tensor dieléctrico asi expresado, se obtiene el siguiente par de
ecuaciones estocasticas,

, i w? w? _

(33Ej = _QE{A‘OE‘? - kgEj i+ 'C—,z'(&'ji)Ei 3 *g&'jé(p, Z)E,;} (432)
+ —1 e 2 w? Tk w? + —k =

BZ_E.»J- == __Z_k-{Ap_E/J -k _E/j + §<Sﬁ>£’1£ + ‘gfji(p, Z)bi} (4.’)3)

Que son las ecuaciones andlogas a la ec.(3.30) en donde no se empled la
aproximacion paraxial.
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Ecuacién Fokker-Planck

Se quiere resolver ahora el sistema de ecuaciones estocasticas (4 52) y
(4.53), lo que significa obtener una funcién de probabilidad para Ey E*.
Para lograr esto, aplicamos nuevamente el método de van Kampen (2| para
encontrar la ecuacion de Fokker-Planck correspondiente.

La ecuacién de continuidad en el espacio de variables para una realizacion
determinada de la funcion cstocastica &(p, z) cs,

59wﬂﬁgf“ﬂl3]:1[dp[ ép(){amam} {”ﬁ T iCIORICED

donde ¢ es la distribuciéon para una realizacion det-ermu'lada de £ y el punto
representa derivada con respecto a z, ademas hay suma sobre indices repeti-
dos. Se ve que ahora la distribucién, asi como la distribucién de probabilidad
es una funcional de las funciones E (p) y E* (p). Esto significa que la distri-
bucién nos dara la probabilidad de encontrar una determinada funcién para
la amplitud compleja E a lo largo de las coordenadas transversales {x,y} del
sistema.

Sustituyendo las ecuaciones (4.52) y (4.53) en la ecuacién de continuidad
(4.54) se obtiene

89 - & By
T = /dpl*()h;( ){21. (A Ei(p) — k*Ei(p)

2 i

b B0 + S DB o)} + Mu)ugAEWﬂ

2
— KE{(p) + (J(E%J'E}(P)Jrgfij(psZ)E}(P))}lg

Si se utiliza la ecuacion
Oufu(t)) = Vuu1f<muw%Aw—ﬂk“%&<wmf
b]

para obtener la distribucién de probabilidad (o) = P[E(p), E*(p), 2] como lo
indica el método. Aqui

) e Lo
%::/mouﬁﬂmaw)zmmr<mawn

5 w?
} (55-’;"(,9){2.( (ALE!(p) — K*E} (p) + = (€ Ei(P))}]
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es la parte determinista del operador de flujo en la ecuacién (4.55), y

—i w? 1) 0

;‘4] Qk szJ(P )(5[-( ) J(p) GE*( ) “( ))

(4.55)
es la parte estocastica del mismo.

Primero tenemos que ver cémo opera ™4 en la funcional P[E(p), E*(p). z].
Para ésto desarrollamos la parte de 7A5F que opera sobre E,

T4 J 25 ) g
Pl = / Apl— G (BoBp) s — K 0b O + Eip) s P)
—|—:—.2(€>,3(0310(0)P+ UJ(P)‘(S‘E:)WP)
5 . w? g
:fd‘"[ 21.(& E"(”)ah,( j R éL«( T
(4.56)

ya que 3k* = w?/c?{¢)y. Haciendo un andlisis similar para la parte de 74,
que opera sobre E*, se llega a un resultado similar de donde se concluye que
el operador €™ traslada a la funcional sobre la que opera de

PIE(p), E'(p),

2

PIE(0)~%(APE() KE(p) + — () - E(p)).

B () + 5 (A ()~ KB (p) + 25(e) - B(p)), 2] = Pr,

para facilitar la notacién hemos denotado por Pr a la distribucién trasladada,
de tal forma que exp|—7Ay|P = P_r.
Ahora se tiene que aplicar el operador A,(z — 7),

0 0
M=) Pr =~ [ gl a2 G By oo) = 5 B o) P
(4.57)

Después de algunos calculos directos se llega a que

’i‘u)2 e 6P_._{‘
Alz—7)Pp———— i(pa,z — T 2 i — k20

o= NP =5 [ dpaleaon,z = DB ) G = K6 + ba) s
o+ 5: 2 _ OP_
Ej (pE)( /C ( )h £ 6€¢) +dd) (5&, (ﬁg)}l
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De manera sencilla también se puede operar con ™, que como anterior-
mente se vid, es una traslaciéon,

i o - _‘iw‘Q e Jo g ; oP

Mz =P =~ [ dnleslon s~ THER Bl Cugr
oP
—FL B (p2)C————1, 4.58
ik ;\(,02) t!oE;‘(pz)}] ( a)
con

&4‘2 =
Fie = (53»&-7\(& djk — k0 + = (€)ir)) (4.59)
Ca = (2& (02/0 (e)ii — K*0i) + 63) (4.60)
e = (5JA+ (Am@;x Aé}k—l_pg( €)ik)) (4.61)
Ci = (-;—k(ﬁ/r?(s»i-ﬁam+aﬂ). (4.62)

Finalmente, tenemos que operar A,(z) por el lado izquierdo de la ecuacién
(4.58) y promediar. Ahora sustituyendo ese resultado de la forma como lo
indica la ec. (3.11) se obtiene la correspondiente ecuacion de Fokker-Planck,

opP 5 w2 J
X o i (} w? - 0
2& (A Ei (p )m-ﬂ-gﬁg(méa(ﬂ) i, g( e)iEj(p )m)]fp
.2 '}J
+ %’fdpl(IPQd’ (Smrz(;olw Z)é:ij (P2 < =T )>[6B:(,0])F (pl)‘F;kEk(PQ)Cﬂéé(p2)
5 5P i} .
= E E, (pl)PJLEk(pQ)CﬁJE ) OE‘m(p.)b”(’oI) L (p2)C 5 E (pa)

5 oP
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O bien, simplificando.

aP P :
9z / d"[“ﬁm&(ﬂ) ta ‘Jép'f() E; (p)|P

‘ 5P
—_ / dpydpa| A (Ap) 3 Em(p )bn(Pi)bk(Pz)m
) P
At B) g (mEk(pz)(g;ﬁ
(5 dP
A8 3 J,a(pl)fzk(m) 5Fff )1 (163)
CoI1 2
;5 — (A 5:1 . zéu + ( )i.'i)

‘4ﬂmfk(Aa0 = P2 — ,01) = / dT( rzm(pl “‘)é (402 ol = T))ﬂkcﬁ
0

Esta es la EFP para la amplitud compleja del campo eléctrico y de donde es
posible obtener los momentos de E.

Momentos

Con la ecuacion de Fokker-Planck (4.63) es posible obtener ecuaciones
cerradas para los momentos del campo E. Al multiplicar la EFP por E y
por F,E} y al integrar por partes, se obtiene que el campo promedio (E)
y la funcmn de coherencia de segundo orden Ty, (2, p1, p2) = (Eq(p1) E,(p2))

respectivamente.

.2
N (o) + Tall9)) = o (Aue(0) ~ 2Kiqu)(B) (464)

d
Efqp(zq P p2) — ok (A F Apg qu + qurzp - T}pf‘q,-)

k? _ .
““‘[ '1?-311*( ) ip + 4pr; (0)‘-’)"-"1 - *4jmfr(AP) = Akqu(AP)

+23U\kqu(p1)<}jp~ Kput(p2)Org) L5,
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con

Kigua(pr) = m [ | o [ drteston, omlo, s ~ 1) CiaCm
—0Q 0

2
. w
-Fz'j — C—Q(E)ij =2 k:25,-j_

Para el caso en que 7 < kz, que fisicamente equivale a suponer que la
longitud de onda es mucho més pequenia que las longitudes de correlacion,
los momentos anteriores se reducen a,

I(E,)
0z

5:1—244gq1k(0) (Ey), (4.65)

= i(gp(m + Tig(Ei)) —

i
2%
& -
= (A (0)05p + At (0)0kg = 2A gt (Ap)|Lis-

0
“qu(ze p1:p2) (BpiTep — Bpilpe + Tiglip — Tipl'i)

iz

Para el caso particular de una onda plana incidente, la solucion a la
ecuacion (4.65) y (['yq(2, p1, p2))(suma sobre q) que describe la distribucién
promedio de la intensidad dentro del medio fluctuante, esta dada por

(Eq(p, 2)) = exp|—k*Aqu;(0)z/4] E}“’, (4.66)
(Ta(z1,92)) = expl—k2D(Ap)z /2| EO), (1.67)

D(Ap) = Aquqg(0) — Agug(p2 — p1)

El superindice cero denota condiciones iniciales. De los resultados (4.66) y
(4.67) se observa que la amplitud y la intensidad de un haz luminoso decrecen
exponencialmente conforme la onda penetra en el medio con fluctuaciones, y
la longitud de penetracion decrece mientras mayor sea el nimero de onda k.
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Capitulo 5

Resultados

Para poder comparar los resultados obtenidos con el experimento, es ne-
cesario expresarlos en términos de algin pardmetro que caracterice a un
determinado cristal liquido. En nuestro caso este (érmino es la anisotropia
del tensor dieléctrico ,. Al tomar en cuenta que €;; = £,0;; +€,n:n; , siendo
ns las componentes del campo director, v que &;; = ;5 — {(gi;), se demuestra

facilmente que &; = ,(nin; — (nin;)). Entonces, el tensor A;j(Ap) de las
Ec¢s.(4.66),(4.67) toma la forma
Aijia(Dp) = €aRijia(Dp), (5.1)

donde se ha definido

Riu(Lp) = f:c dr({nin;(p1, 2)Nmnn(pa, 2 — 7))
—{(nin;(p1, 2)) (NP2, 2 = 7)) Fd Gk (5.2)
Para el caso particular cuando 7 < 1 la ecuacién (4.67) toma la forma
(Caq(z. p1. p2)) = exp[—k’ca R(Ap)z/2]| | (5.3)

siendo
R(Ap) = [ dr({ngmu(p1. 2)ung(p2, 2 — 7)) — (ngru(pr. 2)) (ung(pa, 2 — 7)),
J0

que solo depende de las propiedades del ruido.

A continuacién se grafica figs.(5.1),(5.2) la funcién de coherencia de se-
gundo orden que nos da la intensidad promedio para dos cristales liquidos
diferentes.
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Figura 5.1: Cristal liquido MLC-13800100, con anisotropia en la permitividad
eléctrica de £, = 5, a temperatura 1" = 20°C' . y frecuencia de la onda
incidente de 1kHz

z estd en unidades adimensionales dada por z = I/R. Los valores de la
anisotropia del cristal liquido fueron obtenidos de [30].

De la gréfica se observa que la longitud de coherencia disminuye dramati-
camente con la anisotropia del cristal liquido. Esto es porque porque las
fluctuaciones del director se acoplan con mayor fuerza a las fluctuaciones de
la permitividad eléctrica.
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Figura 5.2: Cristal liquido MLC-1390000, con anisotropia en la permitividad
eléctrica de ¢, = 8,3, a temperatura 1" = 20°C, y frecuencia de la onda
incidente de 1kHz
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Capitulo 6
Discusion

Se propuso un modelo estocastico para describir la propagacién de una on-
da electromagnética en una celda de cristal liquido con permitividad eléctrica
fluctuante. Se analizaron y compararon criticamente dos métodos para resol-
ver el modelo estocastico propuesto: el método de la aproximacién difusiva
y el método de van Kampen. A partir del método mas exacto, el de van
Kampen, se obtuvo una ecuacién Fokker-Planck para la propagacion de un
campo Optico a través de un medio con permitividad dieléctrica fluctuante.
Se ha empleado un desarrollo sistematico que permite calcular los efectos de
la fluctuaciones en el campo 6ptico, asi como también se obtuvo el espectro
de fluctuaciones. También se empled la aproximacion paraxial para obtener
resultados sobre la amplitud y la intensidad del campo 6ptico asi como su
distancia de penetracién en un cristal liquido debido a las fluctuaciones del
campo director, que son cantidades que se pueden comparar con el expe-
rimento. El pardmetro que caracteriza los resultados en el capitulo 5 es la
anisotropia del medio. Para un medio isétropo este parametro es cero y nues-
tros resultados no mostrarian ninguna diferencia con el modelo determinista.
Esto quiere decir que se tomod en cuenta solamente las fluctuaciones del direc-
tor y no las fluctuaciones de la permitividad dieléctrica debido a variaciones
de densidad que es un efecto pequeno en un cristal liquido. Sin embargo,
este método puede ser empleado para estudiar estas ultimas y asi tener un
resultado mas completo.

Aunque no se encontraron en la literatura resultados experimetales contra
los cuales poder comparar, el modelo que se estudio predice valores cuanti-
tativos de una propiedad medible, la intensidad del haz.

Es importante mencionar que el modelo tiene ciertas limitaciones como, el
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no tomar por ejemplo, en cuenta el efecto que causaria un flujo hidrodinami-
co en la celda, ni tampoco el acoplamiento del cristal liquido con el campo
incidente. Es decir, el modelo puede ser empleado sélo para intensidades pe-
quenas del haz incidente con respecto a la energia elastica del nematico. Para
poder emplear el modelo para intensidades mas grandes del haz incidente, es
necesario tomar en cuenta el acoplamiento del campo electromagnético con
el director del cristal liquido.

Existen muchos modelos para medios aleatorios [22, 1, 2], sin embargo,
todos son para medios isétropos, y este modelo es uno de los pocos modelos
estocasticos que se han hecho para cristales liquidos.
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