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1.3.1. Nemáticos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.3.2. Colestéricos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
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1.4. Descripción Mesosocópica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
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Resumen

Se construye un modelo para describir la propagación de una onda electro-
magnética plana en una celda que contiene un nemático cuyo tensor dieléctri-
co es aleatorio. De las ecuaciones hidrodinámicas del nemático y de las ecua-
ciones de Maxwell para el campo electromagnético, se obtiene una ecuación
de Fokker-Planck (FP) para la distribución espacial de probabilidad del modo
normal transverso de una onda electromagnética. La ecuación FP es obtenida
por medio de dos métodos distintos: el método de la aproximación difusiva
utilizado por Klyatskin [1] y el método descrito por van Kampen [2]. Se hace
una comparación entre ambos métodos y se elige uno para el estudio pos-
terior. La ecuación FP resultante es no lineal y para resolverla se utiliza el
desarrollo sistemático de van Kampen para obtener la función de autocorre-
lación de las fluctuaciones aśı como su espectro. Se emplea la aproximación
paraxial para obtener el promedio de la amplitud y calcular la función de
coherencia de la onda conforme se propaga en el nemático fluctuante.

i



Introducción

Propagación de ondas en fluidos anisótropos

En años recientes se ha prestado mucha atención a los cristales ĺıquidos
debido a los variados fenómenos ópticos no lineales que presentan. Uno de
éstos es, por ejemplo, la transición de Freedericksz óptica (TFO), que fue
observada por primera vez en 1980 [3, 4, 5]. Este fenómeno esencialmente
consiste en la reorientación de las moléculas de un cristal ĺıquido inducida
por un haz láser polarizado linealmente que incide sobre la muestra. Tanto el
láser como la fuerzas elásticas producidas por el mismo medio, ejercen torcas
sobre las moléculas del nemático. Cuando la intensidad del campo óptico
sobrepasa cierto valor cŕıtico, las torcas eléctricas vencen a las elásticas y las
moléculas del nemático se alinean, en promedio, en la dirección del campo
eléctrico. Este fenómeno y otros como el autoenfocamiento o la generación de
segundos armónicos, se han estudiado ampliamente en la literatura debido a
su gran importancia tecnológica [6]. Debido a las propiedades ópticas de los
nemáticos, se les emplea en el diseño y construcción de dispositivos electro-
ópticos que se utilizan para aplicaciones diversas, tanto en comunicaciones
como en tecnoloǵıa digital de computadoras. Algunos ejemplos de estos dis-
positivos son los interruptores ópticos[7], moduladores de fase[8], selectores
de modos transversos[9, 10].

En particular, recientemente se ha estudiado la capacidad de los nemáti-
cos de producir un efecto de gúıa de onda en fibras ópticas con núcleos
ĺıquido-cristalinos [11, 12, 13]. El mecanismo básico se debe a las propieda-
des fotorrefractivas del cristal ĺıquido para producir dicho efecto, sin tener que
acudir al mecanismo usual basado en la reflexión total interna. Por ejemplo,
Palffy et al. [14, 15, 16] calcularon numéricamente, la amplitud y la fase de
algunos modos transversos de un modelo de gúıa de onda para una geometŕıa
ciĺındrica en donde se analiza, principalmente, la configuración orientacional
del cristal ĺıquido y su dependencia con un parámetro de orden en su fase
nemática.

Por otro lado, también se ha hecho investigación concerniente al análisis
de diversas gúıas de onda no lineales cuyos núcleos son cristales ĺıquidos,
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pero sólo en sus fases isotrópicas[17, 18, 19]. Se han hecho cálculos numéricos
[20] y análisis teóricos [21] de algunos modos transversos en gúıas de onda
planares con núcleos ĺıquido-cristalinos en fase nemática y con condiciones
de frontera mixtas[32].

Es importante señalar que el análisis en los trabajos mencionados es total-
mente determinista, es decir, no toma en cuenta las posibles fluctuaciones en
diversas propiedades f́ısicas del nemático. Estas fluctuaciones se pueden pre-
sentar por diversas causas, como son, diferencias de temperatura en el cristal
ĺıquido a lo largo de la trayectoria de propagación de la onda, o diferencias
de presión que pueden ser inducidas por medios controlados o por factores
externos fuera de control. Tampoco se tomaron en cuenta las fluctuaciones
térmicas en el efecto de gúıa de onda, aunque śı se han discutido en otro
contexto [23, 24, 25, 28]. Las fluctuaciones pueden llegar a influir de manera
importante en el comportamiento de propagación de ondas en un nemático y
en el efecto de gúıa de onda mismo. Como se muestra en un caso particular
en este trabajo.

Objetivo

El interés que presenta este problema es debido, principalmente, al gran
número de problemas prácticos que han surgido en los últimos cincuenta
años y que continúan surgiendo [30]. Estos problemas se presentan en diver-
sas ramas de la f́ısica, como son la f́ısica de radiaciones, acústica, óptica y
f́ısica de plasmas. Sus aplicaciones prácticas van, entre otros, desde la dis-
persión de luz en la atmósfera y el paso de radiación a través de la atmósfera
de las estrellas y los planetas; reflexión difusa de las ondas de radio en la
ionosfera; dispersión de sonido y ultrasonido en el mar, hasta la propaga-
ción de haces láser en el aire y otros fluidos. Como es de esperarse, la gran
cantidad de problemas ha estimulado el desarrollo y refinamiento de métodos
estocásticos para describir la propagación de ondas en medios aleatoriamente
inhomogéneos o que atraviesan una capa de tal medio.

El objetivo esencial de esta tesis, es analizar la propagación de ondas
electromagnéticas en un nemático tomando en cuenta la presencia de fluc-
tuaciones en el tensor dieléctrico del medio. A partir del análisis de cómo
afectan éstas fluctuaciones a la propagación de una onda electromagnéti-
ca en el cristal ĺıquido, se podrá determinar qué tipo de fluctuaciones y de
qué escala espacial son las más importantes y, por lo tanto, las que habŕıa
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que tomar principalmente en cuenta en el diseño de dispositivos, entre ellos
las gúıas de onda con núcleos ĺıquido-cristalinos. Adicionalmente, estas fluc-
tuaciones, que son pequeñas cerca de estados de equilibrio termodinámico,
pueden crecer y ser dominantes en la dinámica del sistema cuando ésta se
encuentra cerca de un estado inestable como la TFO.

Nuestro estudio lo haremos a nivel de medios continuos con fluctuaciones,
es decir, a un nivel mesoscópico. Esto es, no trataremos casos en donde haya
reflexión por superficies aleatorias ni dispersión por incrustaciones discretas
dentro del nemático, como dispersantes artificiales, burbujas, etc..

Metodoloǵıa y estructura de la tesis

Para lograr el objetivo anterior, la tesis se ha dividido en 6 caṕıtulos. El
primer caṕıtulo describe someramente las propiedades de los cristales ĺıquidos
en general, aśı como las ecuaciones hidrodinámicas y la electrodinámica en un
medio anisótropo. En el caṕıtulo 2 se describe la geometŕıa del sistema que
se estudiará y se obtienen las ecuaciones del campo electromagnético para
nuestro sistema en particular. En estas ecuaciones se propone un coeficiente
fluctuante para modelar el ruido externo que puede tener diversos oŕıgenes.
Es decir, nos enfocaremos a estudiar el efecto de ruido en el vector director de
un nemático sin importar el origen y por lo tanto las estad́ısticas espećıficas.
Este ruido puede ser generado por perturbadores externos, como un campo
eléctrico fluctuante, ya sea inducido o generado por el ambiente que rodea
al nemático [31]. En el caṕıtulo 3 se describen y comparan dos métodos
para resolver ecuaciones diferenciales estocásticas, a saber, la aproximación
difusiva [1] y el método de desarrollo en un parámetro que mide la intensidad
de las fluctuaciones introducido por van Kampen en [2]. Se hace un análisis
de las caracteŕısticas de ambos métodos y se decide el que se usará en el resto
del trabajo. En el caṕıtulo 4 se construye un modelo espećıfico del sistema
y se obtiene una ecuación de Fokker-Planck para el mismo. Se muestra que
sólo los modos transversos magnéticos (T.M.) se acoplan con la dinámica
del nemático y, por lo tanto, que son los únicos que afectan la reorientación
de las moléculas que forman el nemático. Debido al carácter no lineal de la
ecuación, se hace a continuación un desarrollo sistemático de dicha ecuación
para resolverla y poder analizar las fluctuaciones. Se obtiene la función de
autocorrelación, aśı como el espectro de fluctuaciones de los modos TM.
En este mismo caṕıtulo se emplea la aproximación paraxial para calcular la
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función de coherencia del haz de luz dentro de una celda nemática. En el
caṕıtulo 5 se grafican y analizan las propiedades calculadas. Finalmente, el
caṕıtulo 6 discute cŕıticamente las ventajas y limitaciones de los métodos y
resultados obtenidos en este trabajo.

Importancia del trabajo

Es importante señalar que este análisis permite calcular cantidades f́ısi-
cas, como la función de coherencia, que son susceptibles de ser medidas. En
este sentido, se encontraron resultados originales y de los cuales actualmente
hay muy poca literatura disponible sobre cristales ĺıquidos fluctuantes. Des-
afortunadamente, en la actualidad no conocemos resultados experimentales
espećıficos con los cuales comparar nuestras predicciones teóricas. Actual-
mente, los cristales ĺıquidos han tomado una importancia indiscutible en la
tecnoloǵıa. Por lo anterior, este trabajo es un punto de partida para el estu-
dio de los cristales ĺıquidos en dispositivos electrónicos afectados por el ruido
siempre presente en estos dispositivos.
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Caṕıtulo 1

Cristales Ĺıquidos

En este caṕıtulo se describen las caracteŕısticas generales de los cristales
ĺıquidos, clasificación y los efectos que sobre éstos producen agentes externos
como son, las fronteras que los confinan y diversos tipos de campos externos,
eléctricos y magnéticos estáticos, aśı como campos ópticos. Finalmente, se
describirá brevemente el efecto de reorientación producido por estos campos
sobre las moléculas del cristal ĺıquido.

1.1. Generalidades

Para entender el concepto de cristal ĺıquido es necesario hacer referen-
cia a algunos aspectos relativos a la estructura microscópica de los sólidos
cristalinos y de los ĺıquidos isótropos.

En un cristal sólido compuesto por moléculas isótropas, los centros de
masa de las moléculas están anclados a un arreglo periódico tridimensional
presentando orden posicional de largo alcance. Esto se manifiesta en el patrón
de difracción de rayos X, que presenta picos de intensidad de difracción bien
definidos [26]. Por el contrario, en el ĺıquido isótropo, los centros de masa de
las moléculas están distribuidos aleatoriamente, por lo que sólo existe orden
posicional de corto alcance y, en consecuencia, su patrón de difracción no
presenta máximos de intensidad [27].

Si los sólidos cristalinos estuvieran compuestos por moléculas anisótro-
pas, entonces la estructura molecular presentaŕıa dos tipos de orden de largo
alcance: posicional y orientacional.

Para estas sustancias, ambos tipos de orden desaparecen en el punto de
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fusión de la transición sólido cristalino-ĺıquido isótropo. Sin embargo, existen
algunos compuestos orgánicos que presentan fases intermedias en las que el
orden posicional permanece, mientras que el orden orientacional se reduce
o desaparece. Cuando esto ocurre estas substancias reciben el nombre de
plásticos cristalinos. En el caso inverso, cuando el orden orientacional se
conserva y el orden posicional se reduce o desaparece, entonces las sustancias
reciben el nombre de cristales ĺıquidos o compuestos mesogénicos y las fases
intermedias son conocidas como mesofases o fases ĺıquido-cristalinas [34, 35,
36, 37].

Aśı pues, los compuestos mesogénicos son sustancias orgánicas constitui-
das por moléculas altamente anisótropas, en donde la transición del estado
sólido al estado ĺıquido, pasa por una o más fases termodinámicas bien dife-
renciadas, presentando orden orientacional a largo alcance, aśı como diversos
grados de orden posicional el cual dependerá de las caracteŕısticas qúımicas
de las moléculas [36] (fig 1.1).

Las propiedades mecánicas de estas mesofases son semejantes a las de
un ĺıquido convencional debido a que los centros de masa de las molécu-
las no están fijos espacialmente y por tanto fluyen. Por otro lado, al exis-
tir orden orientacional de largo alcance, estas sustancias tienen propiedades
anisótropas semejantes a aquellas de cristales sólidos, como la anisotroṕıa en
la permitividad eléctrica y en la susceptibilidad magnética, manifestándose
principalmente en propiedades ópticas anisótropas como la birrefringencia
[31, 34, 36, 38].

1.2. Composición Qúımica

Las unidades estructurales que constituyen un cristal ĺıquido son molécu-
las geométricamente anisótropas con una parte ŕıgida polarizable. La forma
geométrica más común, es alargada como una “varilla” (calamı́ticas) o planas
en forma de discos (discóticas) [10] (fig 1.2).

Estas unidades pueden constituirse por moléculas orgánicas pequeñas o
largas, aśı como por estructuras moleculares complejas. Las moléculas orgáni-
cas pequeñas son calamı́ticas, sus dimensiones son, t́ıpicamente, de unos 20
Å de longitud por 5 Å de ancho. Ejemplos t́ıpicos son: el azoxianisol-p (PAA)
y la butilanilina-p (MBBA). Las moléculas largas existen en forma natural
(DNA, virus mosaico del tabaco) o se obtienen artificialmente por medio de
fibras plásticas flotando en agua, aśı como polipéptidos sintéticos disueltos
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Figura 1.1: Diversas mesofases en cristales ĺıquidos termotrópicos. Conforme
la temperatura aumenta el orden posicional desaparece dando lugar a una o
más mesofases. Aqúı se muestra la fase esméctica A y la nemática. Nótese
que la fase esméctica presenta un grado mayor de orden posicional que la
nemática.

en ciertos solventes. Las dimensiones para estas moléculas, que también son
calamı́ticas, pueden variar desde unos 300 Å de largo por 20 Å de ancho para
los polipéptidos sintéticos, hasta 3000 Å de largo por 200 Å de ancho para el
virus mosaico del tabaco.

En este trabajo sólo se consideran cristales ĺıquidos compuestos por molécu-
las orgánicas pequeñas y que presentan una mesofase espećıfica, la fase nemáti-
ca, que se discute con más detalle en la siguiente sección.
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a)

b)

Figura 1.2: Estructura de las moléculas mesogénicas. a) Calamı́ticas,
b)Discóticas. El vector ~n indica la orientación promedio de los ejes largos
de las moléculas.

1.3. Clasificación

Existen dos grupos principales de cristales ĺıquidos que se caracterizan
por la variación de ciertos parámetros f́ısicos que inducen las transiciones de
una mesofase a otra. Estos son:

Cristales ĺıquidos liotrópicos formados por moléculas de alto peso mole-
cular (por ejemplo, compuestos amfif́ılicos, DNA), cuya transición se
induce por cambios en la concentración del solvente en el cual se en-
cuentran disueltas.

Cristales ĺıquidos termotrópicos constitúıdos por moléculas de bajo pe-
so molecular ∼ 105, en donde la transición se efectúa mediante cambios
en la temperatura.

A su vez, los cristales ĺıquidos termotrópicos se clasifican estructuralmente
[40] en tres mesofases principales: Nemáticos, Colestéricos y Esmécticos.

8

-7 

n 



1.3.1. Nemáticos

En la figura 1.3 se representa esquemáticamente el orden estructural de
los cristales ĺıquidos nemáticos.

Figura 1.3: Arreglo estructural de las moléculas en un nemático. El vector ~n
indica la dirección preferencial de alineación espontánea de las moléculas.

Como se puede apreciar en la figura 1.3, las moléculas de esta mesofase se
encuentran distribúıdas aleatoriamente como en un ĺıquido isótropo, por lo
que no existe orden posicional a largo alcance. Esto trae como consecuencia
que las propiedades de transporte como la viscosidad sea muy parecida a la
de un ĺıquido isótropo (∼ 10−2poise).

Ya que los ejes largos de las moléculas son mutuamente paralelos, fijan
una dirección macroscópica preferencial. Dicha dirección se describe por un
vector unitario ~n que indica la orientación promedio de alineación de las
moléculas.

La polarización a lo largo de ~n es nula, debido a que el número de molécu-
las con momento dipolar permanente en una dirección, es igual al número de
moléculas con momento dipolar permanente en dirección opuesta, por lo que
los estados ~n y −~n son indistinguibles en ausencia de algún campo externo.

Las caracteŕısticas ópticas de esta mesofase corresponden a las de un
medio uniaxial con eje óptico paralelo al vector ~n, alrededor del cual existe

9
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simetŕıa rotacional. Esto se refleja notablemente en las propiedades ópticas
como la birrefringencia.

Cabe señalar que el tipo de moléculas que constituyen esta fase gene-
ralmente son ópticamente inactivas y tienen simetŕıa de espejo (aquirales);
aunque el nemático puede estar constitúıdo por un sistema de moléculas ópti-
camente activas (moléculas quirales) en donde se tiene la misma cantidad de
moléculas izquierdas y derechas [39].

El nemático puede tener condiciones a la frontera de tal forma que el
director sea perpendicular a la superficie que lo confina, a esta configuración
se le llama homeotrópica. Y cuando el director es paralelo a la superficie que
lo confina se le llama que esta en una configuración planar.

1.3.2. Colestéricos

La mesofase colestérica es un caso particular de la fase nemática formada
por moléculas ópticamente activas en las que existe un número mayor de
moléculas izquierdas o derechas (quirales).

El orden orientacional se preserva, pero ahora, ~n vaŕıa espacialmente de
tal forma que adquiere una estructura helicoidal, como se muestra en la figura
(1.4).

Para esta conformación, cada plano perpendicular al eje de la hélice con-
tiene moléculas que presentan el mismo orden orientacional y posicional que
la fase nemática, pero la dirección preferencial gira ligeramente en los planos
adyacentes. Para este caso el vector director ~n se describe en términos del
ángulo de rotación φ, que es función de la distancia sobre el eje de la hélice.
Al tomar el eje de la hélice a lo largo del eje z, ~n se escribe como

nx = cos(pz + ϕ), ny = sen(pz + ϕ), nz = 0.

La estructura helicoidal es entonces periódica a lo largo del eje de la
hélice. Si p es la distancia en la que ~n describe una rotación completa, en-
tonces el peŕıodo es p

2
, debido a que los estados ~n y −~n son equivalentes e

indistinguibles. A p se le conoce como el paso de la hélice.
Esta estructura helicoidal da lugar a fenómenos ópticos muy interesantes,

por ejemplo, la actividad óptica que presentan los colestéricos. En la que el
poder rotatorio es miles de veces mayor que el de las sustancias ópticamente
activas ordinarias (por ejemplo, la glucosa). Además, el paso de la hélice
puede variar por la acción de agentes externos como la temperatura o la

10



Figura 1.4: Arreglo estructural de las moléculas en la fase colestérica.

presión. Esto se manifiesta a simple vista ya que el paso es del orden de la
longitud de onda en el visible, por lo que estas variaciones producen cambios
en la coloración o en la textura del cristal ĺıquido [34]

1.3.3. Esmécticos

Esta mesofase es la más ordenada de todas. Se caracteriza por presentar
al menos orden posicional en una dimensión, por lo que las moléculas forman
capas bidimensionales que pueden deslizarse una sobre la otra y dentro de
las cuales el orden posicional de las moléculas puede ser nulo como en el caso
de los nemáticos (fase A y C), o inclusive pueden ordenarse en estructuras
hexagonales (fase B), fig(1.5).

El espaciamiento d entre cada capa está bien definido y puede obtenerse
a partir del espectro de difracción de rayos X. La dirección de orientación de
las moléculas puede ser perpendicular al plano de las capas o, en su defecto,
formar un cierto ángulo con las capas. En el primer caso se tiene un compuesto
uniaxial (fase A) y para el segundo se tendrá un medio con caracteŕısticas de
medio biaxial (fase C) fig(1.6), aunque la desviación respecto a la uniaxialidad

11
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es, en general, pequeña.

Figura 1.5: Arreglo estructural de las moléculas en el esméctico. a)Fase A,
b)Fase B. En esta última las moléculas están ordenadas en cada capa en una
estructura hexagonal.

Figura 1.6: Esméctico fase C.

1.4. Descripción Mesosocópica

Existen diversos niveles de descripción teórica de los cristales ĺıquidos
nemáticos [34, 41, 42, 43, 44]. En particular, esta descripción puede hacerse
fenomenológicamente como lo hace de Gennes [34], o a un nivel microscópico
utilizando el formalismo de Maier-Saupe [43].
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En este trabajo se adopta el formalismo de de Gennes, en el que se con-
sidera al cristal ĺıquido como un medio continuo. En efecto, la conformación
ideal de un nemático, esto es, el estado de mı́nima enerǵıa, supone que todas
las moléculas están alineadas a lo largo de una cierta dirección común ~n, la
cual no presenta variaciones espaciales. Sin embargo, esta configuración no
es compatible con las constricciones que imponen agentes externos, como las
fronteras que confinan al nemático o los campos externos que interactúan
con él, ya que estos producen distorsiones en el estado de alineación de las
moléculas elevando la enerǵıa. Por estas razones, en general ~n presenta va-
riaciones espaciales, convirtiéndose en una función de punto.

Las observaciones experimentales muestran que la magnitud de las dis-
torsiones (l > µm) son mucho mayores que las dimensiones moleculares
(a ∼ 20Å), por lo que es posible describir al sistema como un medio con-
tinuo en el cual se ignoran los detalles de la estructura molecular. Aśı, las
distorsiones se describen por medio de un campo vectorial ~n(~r), de magni-
tud unitaria, n2 = 1, que describe la orientación promedio de los ejes largos
de las moléculas que constituyen el cristal ĺıquido. Si además se supone que
las variaciones de ~n son pequeñas en una escala macroscópica y lentas com-
paradas con tiempos moleculares t́ıpicos, entonces ~n(~r, t) será una variable
hidrodinámica local.

De esta forma, la deducción de las ecuaciones hidrodinámicas del cristal
ĺıquido puede realizarse a partir de la termodinámica irreversible lineal, en
donde las distorsiones inducidas por las fronteras o por los campos externos
se visualizan como procesos irreversibles e isotérmicos lineales.

Con la interpretación anterior y bajo la hipótesis de equilibrio local, es
posible construir un potencial termodinámico, como la enerǵıa libre de Helm-
holtz, a partir de la cual se puede construir una descripción dinámica.

1.5. Ecuaciones Hidrodinámicas

Como primer paso, es necesario obtener la forma expĺıcita de la funcional
de enerǵıa libre de Helmholtz para las distorsiones elásticas que presenta el
nemático.

Si se considera un sistema ligeramente distorsionado (a/l� 1), en el cual
el estado de distorsión local está descrito por ~n(~r) y sus gradientes, entonces
bajo las siguientes suposiciones es posible obtener la forma expĺıcita de la
enerǵıa libre de Helmholtz asociada Fd:
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1. Las variaciones de ~n son lentas a escala molecular, i.e., a∇~n� 1, donde
a es una dimensión molecular t́ıpica.

2. Las únicas fuerzas intermoleculares de importancia son de corto alcan-
ce.

Con estas hipótesis se desarrolla a la enerǵıa libre de distorsión Fd como una
serie de potencias en los gradientes de ~n(~r), en la cual sólo se considerarán
hasta términos de orden dos. Para construir dicho desarrollo es necesario
considerar que [45]:

1. Fd debe ser par en ~n, ya que los estados ~n y −~n son indistinguibles
(simetŕıa nemática).

2. Los términos lineales en ∇~n no se consideran, ya que Fd debe ser inva-
riante ante rotaciones del cuerpo ŕıgido.

3. Los términos en Fd que tienen la forma ~∇·~n, contribuyen a la densidad
de enerǵıa superficial cuando se integran. En este trabajo los descarta-
remos porque consideraremos las condiciones de frontera dadas.

Al tomar en cuenta las tres consideraciones anteriores, notamos que Fd

sólo contendrá términos de orden (∇~n)2, ya que cumple con las tres condi-
ciones anteriores, siendo (div~n)2, (~n · rot~n)2, (~n× rot~n)2 los únicos términos
que satisfacen las condiciones mencionadas arriba. De esta forma la densidad
de enerǵıa de distorsión elástica, también llamada enerǵıa de Frank [45], es

Fd =

∫
V

fdd~r, (1.1)

donde V es el volumen ocupado por el nemático y fd está dada por

fd =
1

2
K1(div~n)2 +

1

2
K2(~n · rot~n)2 +

1

2
K3(~n× rot~n)2. (1.2)

Esta es la fórmula fundamental en la teoŕıa del continuo para un nemáti-
co. Las constantes elásticas Ki son positivas y con un valor del orden de
10−7 dinas. Cada término en la ecuación anterior está asociada a los tres
tipos fundamentales de distorsiones elásticas en un cristal liquido. Las tres
constantes elásticas K1, K2, K3 están asociadas con las deformaciones splay,
twist y bend respectivamente(Fig. 1.7). Aśı, los términos en la ec.(1.2) están
asociados con la enerǵıa libre debido a cada una de las deformaciones.
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Figura 1.7: Deformaciones en un cristal ĺıquido

En muchos casos es usual hacer la aproximación de constantes elásticas
iguales,

K1 = K2 = K3 = K, (1.3)

de tal forma que la ec. (1.2) se reduce entonces a

fd =
1

2
K{(div~n)2 + (rot~n)2} (1.4)

1.6. Campos externos en un nemático

En esta sección se analizara brevemente los efectos de los campos magnéti-
co y eléctrico en la enerǵıa libre de un nemático.

1.6.1. Efectos de campo magnético estático

Cuando las moléculas que constituyen un nemático son orgánicas, éstas
son también diamagnéticas. Éste diamagnetismo es mas intenso cuando hay
anillos de benceno en las moléculas. El vector ~n generalmente se encuentra
en el plano de estos anillos. Los anillos generan una corriente al sentir la
presencia de un campo magnético ~H normal a su plano, de tal forma que el
flujo magnético a través de ellos se reduzca, lo que implica que la enerǵıa del
sistema aumenta. Por otro lado, si ~H es paralelo a los anillos, no existe flujo
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alguno a través de ellos y , por tanto, no se induce ninguna corriente, por lo
que la enerǵıa del sistema se mantiene inalterada.

El efecto del campo magnético sobre las moléculas de cristal ĺıquido es
inducir una torca, de tal forma que las moléculas tiendan a alinearse en una
dirección en la cual ~H esté contenido en el plano de los anillos y por tanto
la enerǵıa sea mı́nima.

Las moléculas t́ıpicas de nemático contienen al vector director ~n en el
plano de los anillos, minimizándose la enerǵıa cuando ~n, que coincide con el
eje óptico, es paralelo al campo ~H.

La magnetización ~M inducida por el campo magnético estático ~H, para
medios anisótropos está dada por

~M =
↔
χ · ~H,

donde
↔
χ es el tensor de susceptibilidad magnética. En el caso particular de

un nemático uniaxial este tensor está dado por:

χij = χ⊥δij + χa(ninj −
1

3
δij)

en donde χa = χ‖−χ⊥ es la anisotroṕıa en la susceptibilidad magnética, que
generalmente es positiva; χ‖ y χ⊥ son las susceptibilities magnéticas paralela
y perpendicular a ~n, respectivamente.

Aśı, la magnetización inducida en el nemático está dada por:

~M = χ⊥ ~H + χa(~n · ~H)~n, (1.5)

La contribución a la densidad de enerǵıa libre de Helmholtz debido al
acoplamiento entre ~n y un campo magnético estático ~H es entonces,

fH = −
∫ H

0

~M · d ~H = −1

2
χ⊥H

2 − 1

2
χa(~n · ~H)2. (1.6)

El primer término es independiente de la orientación y, por tanto, se omi-
tirá debido a que solo se estudiarán los efectos de la orientación del director.
Entonces, la contribución a la enerǵıa libre de Helmholtz está dada por

FH = −1

2

∫
V

d~rχa(~n · ~H)2. (1.7)

Nótese que para χa > 0 la enerǵıa se minimiza cuando ~n es colineal a ~H.
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Finalmente, la expresión para la torca magnética (por unidad de volumen)
ejercida sobre el nemático es:

~ΓH = ~M × ~H = χa(~n · ~H)~n× ~H. (1.8)

De donde notamos que un campo magnético tiende a orientar las moléculas
del nemático en la misma dirección que el campo aplicado.

1.6.2. Efectos del Campo Eléctrico

Si se considera el caso de nemáticos aislantes, entonces el acoplamiento
del nemático con el campo eléctrico estático involucra dos procesos diferentes:
uno es la anisotroṕıa de la permitividad eléctrica con consecuencias similares
a las estudiadas para el campo magnético, y el otro corresponde a la polari-
zación dieléctrica inducida por distorsiones elásticas. Debido a que sólo nos
interesan la propiedades debido a la anisotroṕıa, sólo se considerará el primer
caso.

La relación entre el vector desplazamiento ~D y el campo ~E para medios
anisótropos uniaxiales, está dada en forma análoga a la ec.(1.5), esto es,

~D = ε⊥ ~E + εa(~n · ~E)~n. (1.9)

En este caso, εa = ε‖− ε⊥ es la anisotroṕıa dieléctrica que puede ser positiva
o negativa, dependiendo de la estructura qúımica de las moléculas; ε‖ y ε⊥
son, respectivamente, las permitividad dieléctrica paralela y perpendicular
al eje del nemático. Por ejemplo, si cada molécula tiene su momento dipolar
permanente paralelo a su eje largo, el dipolo se orienta en la dirección de
~E, para este caso tenemos que εa > 0. Por otro lado, si el momento dipolar
es normal al eje largo de las moléculas tenemos que εa < 0 y ~n se orienta
perpendicularmente al campo ~E.

La contribución eléctrica a la densidad de enerǵıa libre se obtiene a partir
de la ecuación anterior, en sistema gaussiano de unidades,

fe = − 1

4π

∫ E

0

~D · d ~E =
ε⊥
8π
E2 − εa

8π
(~n · ~E)2. (1.10)

El primer término de esta ecuación no es de interés ya que no acopla al campo
con el director; el segundo término muestra que ~n se alinea con ~E si εa > 0
o perpendicularmente si εa < 0.
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Caṕıtulo 2

Modelo

Se quiere modelar una celda de cristal ĺıquido que se pueda construir en
un laboratorio, y a través del modelo poder describir los efectos de las fluc-
tuaciones en el director del nemático en la propagación de un haz luminoso.

2.1. El Arreglo

Consideramos una capa de nemático con grosor l medido a lo largo del
eje z y contenido entre dos placas planas paralelas las cuales, en general,
podŕıan ser dieléctricas, como se muestra en la figura (2.1). Las dimensiones
transversales a lo largo de x y y son muy grandes comparadas con l, pero la
celda tiene un volumen finito V = L2l. Se hace incidir un haz laser oblicuo
cuya polarización permanece en el plano y–z.

2.2. Enerǵıa Libre de Helmholtz

La densidad de enerǵıa libre de un cristal ĺıquido nemático debida a de-
formaciones locales elásticas está dada por la enerǵıa de distorsión de Oseen-
Frank (Ec.1.2)

fd =
1

2
K1(div~n)2 +

1

2
K2(~n · rot~n)2 +

1

2
(~n× rot~n)2. (2.1)

En presencia de un campo eléctrico, hay una enerǵıa libre adicional dada por
(Ec.1.10)

fem = −(1/8π) ~D · ~E. (2.2)
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Figura 2.1: Arreglo esquemático de una celda con un medio nemático. k es
el vector de onda, E es la componente del campo eléctrico de la onda, θ es el
ángulo entre el eje z y ~n

El vector de desplazamiento y el vector de campo eléctrico ~E están relacio-
nados por

~D =
↔
ε · ~E, (2.3)

en donde εij es el tensor de permitividad dieléctrica que para un nemático
uniaxial está dado por

εij = ε⊥δij + εaninj, (2.4)

donde εa = ε‖ − ε⊥, ε⊥ es la componente perpendicular al director, y ε‖
es la componente paralela al director de la permitividad eléctrica. Para la
geometŕıa que se asumió y en la aproximación de constantes elásticas iguales,
K1 = K2 = K3 = K, la funcional de enerǵıa libre es

F =

∫
dv[(1/2)K(dθ/dz)2 − (1/8π)(ε⊥|E|2 + εa(|Ey|2sen2θ

+(E∗
yEz + EyE

∗
z )senθ cos θ + |Ez|2 cos2 θ) + |H|2)], (2.5)

donde * denota complejo conjugado. El primer término sólo depende de la
derivada con respecto de z ya que n = n(θ(z)) solo es función de z por la
simetŕıa a lo largo de este eje.
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2.3. Ecuaciones Generales

La configuración estacionaria se debe determinar minimizando esta den-
sidad de enerǵıa libre bajo la restricción de que |~n| = 1. Sin embargo, como
la Ec.(2.5) está expresada en términos de θ, ya satisface la restricción |~n| = 1
y por lo tanto, basta con minimizar la enerǵıa libre, para obtener la ecua-
ción que determina la configuración de equilibrio. Esto se consigue exigiendo
que la derivada funcional δF

δθ
se anule. Donde la derivada funcional de una

funcional

F [f ] =

∫
dxG(f(x),

df

dx
),

está definida como

δF [f ]

δf(y)
=

∫
dx

{
∂G

∂f
− d

dx
(
∂G

∂ df
dx

)

}
δ(x− y).

Entonces,

δF/δθ ≡
∫
dv

′ d

dθ
[(1/2)K(dθ/dz)2 − (1/8π)(ε⊥|E|2 + εa(|Ey|2sen2θ

+(E∗
yEz + EyE

∗
z )senθ cos θ + |Ez|2 cos2 θ) + |H|2)]δ(v − v

′
)

= d2θ/dζ2 + q[sen2θ(|Ey|2 − |Ez|2)− 2EyE
∗
z cos 2θ] = 0. (2.6)

Se ha escrito esta ecuación en forma adimensional introduciendo las variables
ζ ≡ z/l, , Ey ≡ Ey/E0 y Ez ≡ Ez/E0, aśı como el parámetro q = εaE

2
0 l

2/K.
Aqúı E2

0 representa la intensidad del campo óptico incidente. Nótese que el
parámetro q es proporcional a la razón entre la densidad de enerǵıa eléctrica
del haz incidente, E2

0/8π, y la densidad de enerǵıa elástica, KL/l2L.
Los modos Transversos Magnéticos (TM) son los modos de propagación

de la onda que no contienen componentes magnéticas del campo en la direc-
ción del eje longitudinal de la celda y los modos Transversos Eléctricos (TE)
son los modos de propagación que no contienen componentes eléctricas del
campo en dirección del eje longitudinal de la celda. De la geometŕıa dada
Fig.(2.1) notamos que las componentes de los modos TM son Ez,Ey , Hx y
las componentes de los modos TE son Ex, Hy y Hz. Antes de seguir adelan-
te, es importante señalar que, como se puede ver la Ec.(2.6), los modos TE
(Ex, Hy y Hz), no afectan la dinámica reorientacional de ~n; por lo cual en
lo que sigue no se tomarán en cuenta.
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Las ecuaciones que gobiernan la propagación de las ondas electromagnéti-
cas a través del nemático se pueden obtener a partir de las ecuaciones de
Maxwell sin fuentes [46]. Para una onda monocromática donde los campos
tienen la forma Ψ( ~r, t) = ψ(~r)e(−iωt) y suponiendo el caso más común, donde
el medio es no magnético, las ecuaciones de Maxwell en sistema gaussiano de
unidades, siendo c la velocidad de la luz en el vaćıo, son

iω ~H = c∇× ~E, (2.7)

iω ~D = c∇× ~H. (2.8)

La relación entre la densidad de flujo magnético ~B y el campo magnético
~H está dada por ~B =

↔
µ0 · ~H, en donde se supondrá que la permeabilidad

magnética
↔
µ del cristal ĺıquido es la del vaćıo, esto es,

↔
µ =

↔
µ0 = 1. En

otras palabras, consideraremos que el cristal ĺıquido es no magnético. Esto es
razonable ya que la susceptibilidad magnética de muchos nemáticos es mucho
más pequeña que la susceptibilidad eléctrica [47].

2.4. Modos Transversos

Si se supone que la onda incidente es monocromática y, como lo sugiere
la geometŕıa de la celda, se mueve libremente en la dirección y con una
amplitud que depende sólo de z, entonces proponemos una forma general de
las componentes eléctricas y magnéticas de la forma

Ej(y, z, t) = Ej(z, k) exp[i(βy − ωt)], (2.9)

Hj(y, z, t) = Hj(z, k) exp[i(βy − ωt)], j = x, y, z. (2.10)

β es la constante de propagación, ω es la frecuencia angular óptica de la onda
y k = ω/c. Sustituyendo las relaciones (2.9) y (2.10) en las ecuaciones (2.7)
y (2.8) obtenemos las ecuaciones de Maxwell para la forma particular del
campo propuesto:

Hi = −ic
ω
εijk[δjz∂zEk + δjyiβEk], (2.11)

εijEj =
ic

ω
εijk[δjz∂zHk + δjyiβHk], (2.12)

donde ∂z denota derivada parcial respecto z. En las ecuaciones anteriores εijk
representa el tensor de Levi-Civita, las δij son deltas de Kronecker y se ha

21



empleado la convención de suma sobre ı́ndices repetidos. Los ı́ndices x, y y
z representan a la coordenada que denotan y por lo tanto no cambian.

Al desarrollar los términos contráıdos para los modos transversos magnéti-
cos (TM) Ey(ζ, k0), Ez(ζ, k0) y Hx(ζ, k0), además de eliminar cualquier cam-
po eléctrico que aparezca en la ecuación de Hx por medio de las respectivas
ecuaciones de Ey y Ez, se obtiene el siguiente un conjunto de ecuaciones para
las componentes de los modos TM.

εzz
d2Hx

dζ2
+ [−2iklpyεzy +

dεzz

dζ
]
dHx

dζ
+ kzl[kl(ε‖ε⊥ − p2

yεyy)− ipy
dεzy

dζ
]Hx = 0,

(2.13)

Ey = (
1

ε‖ε⊥
)[−εzypyHx − εzz

i

kl

dHx

dζ
], (2.14)

Ez =
1

ε‖ε⊥
[pyεyyHx + εzy

i

kl

dHx

dζ
], (2.15)

donde ζ ≡ z/l, en el interior de la celda, y py ≡ β/k es el número de
onda en dirección y dentro de la celda. Como podemos ver de las ecuaciones
anteriores, las componentes del campo eléctrico Ey y Ez quedan determinadas
al encontrarHx. Por lo que en el trabajo posterior nos enfocaremos en resolver
la ecuación (2.13).

2.5. Ecuaciones del Modelo Determinista

El objetivo de este trabajo es analizar el efecto de las fluctuaciones del
director en la propagación de la onda, suponiendo que el tensor dieléctrico
fluctúa. Las variaciones en

↔
ε debido a fluctuaciones en el director son más

grandes en la dirección perpendicular al director que a lo largo de éste. Esto
se puede observar de la Ec.(??) al analizar el primer término de su desarrollo
en serie de las componentes de ε alrededor de un ángulo θ que indique la
desviación de la dirección promedio. La variación en un eje perpendicular
al director va como δεn⊥ ≈ εaδsen

2θ ≈ δθ2 y para la dirección paralela al
director δεn‖ ≈ εaδ cos2 θ ≈ 0. Para tomar ventaja de este hecho, elegimos
una configuración homeotrópica. Es en esa configuración donde tienen más
importancia los efectos debido a las fluctuaciones del director. Para esta
configuración εyz = 0 εzz = ε‖ y εyy = ε⊥ y podemos escribir la ecuación
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(2.13) como
d2Hx

dζ2
+ (kl)2ε⊥(1− p2

ε‖
)Hx = 0. (2.16)

Para la región en que p2 � ε‖, que equivale a que el haz del laser incida
casi perpendicularmente a la celda y por lo tanto no hay propagación de
la onda a lo largo del eje y, ya que p es el número de onda en dirección y.
Podemos despreciar el segundo término dentro del paréntesis de la ecuación
anterior y concluir con la ecuación

d2Hx

dζ2
+ (kl)2ε⊥Hx = 0. (2.17)

En esta ecuación sólo esta presente un parámetro del medio ε⊥, que es el
promedio de la permitivad eléctrica perpendicular al director. Con lo cual se
justifica la elección de la configuración homeotrópica.

2.6. Modelo Fluctuante

Para tomar en cuenta las fluctuaciones del medio en la ecuación (2.17),
es posible escribirla como

d2Hx

dζ2
+ (k0l)

2〈ε⊥〉[1 + ε̃⊥]Hx = 0, (2.18)

donde

ε̃⊥ =
ε⊥ − 〈ε⊥〉
〈ε⊥〉

,

son las fluctuaciones de la permitividad eléctrica. La ecuación (2.18) es una
ecuación diferencial estocástica multiplicativa. Cabe resaltar que debido a la
geometŕıa elegida, aśı como a las aproximaciones hechas, el modelo es ahora
manejable en el contexto de las ecuaciones diferenciales estocásticas.

En el caṕıtulo siguiente, se procederá a dar las definiciones y dos méto-
dos aproximados de resolucón de las ecuaciones diferenciales estocásticas. El
modelo aqúı presentado ya se ha estudiado en [21] y [29]. Sin embargo, sólo
ha sido tratado de forma determinista. En este trabajo se aborda desde otro
enfoque que es el de analizar el efecto de las fluctuaciones del director. De-
bido a esto, ahora nos interesa calcular propiedades estocásticas como son
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funciones de correlación y la función de coherencia que f́ısicamente nos indi-
ca la distribución de intensidad dentro de la celda Fig.(2.1). Además, no es
posible usar las mismas estrategias del cálculo anaĺıtico usadas en [21], donde
se empleó la óptica de rayos u óptica geométrica y la aproximación WKB.
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Capítulo 3 

Métodos Estocásticos 

En este capítulo haremos una revlSlon somera de los métodos que nos 
ayudan a describir Jos fenómenos con propiedades estocásticas. 

3.1. Ecuaciones Diferenciales Estocásticas [2] 

Cuando sobre un sist.ema actúan fuerzas fluctuantes externas) sus ecuacio
nes de movimiento se convierten en ecua.ciones diferenciales con coefi cientes 
a leatorios) es <.k"'(;i r, eH "ecuaciolles e!i Lo~Li{;<1.s" . Resolver ulla ecuación es
tocástica consiste en encont rar la ¡'unción de distri bución de probabilidad 
para las variables a leatorias que definen el problema en particular. Algunas 
veces est.as ecuaciones pueden ser resucitas en forma exacta) aunque en la 
mayoría de los <;asos sólo en forma aproximada. 

Una ecuación diferencial estocástica es una ecuación diferencial en la cual 
alguno o algunos de los coefi cientes son números a leatorios o fun ciones alea
torias de lo.5 variables independientes. De la. misma forma. que en las ecuacio
nes diferenciales ordinarias, los coeficientes se suponen conocidos. Es decir , 
en una ecuación diferencia l estocástica las propiedades aleatorias de los coe
ficientes se suponen dadas. Debido a lo anterior , estas ecuaciones S011 út iles 
para describir sistemas con fluctuaciones producidas por algún agente externo 
al sistem.a. Ejemplos son una partf<: ula Brownhlna descrita por la ecuación 
de Langevin cOlTespondientc, es un sistemas pequeilo interactuando con un 
hailo l.érn1iro granot"'!. El hailo t.ip. J1e que ::'f!r gr i1.nof! para qUf! no r.am bie ::'11 ::' 

propiedades al contaclo con el sistema pcqUCÚOj ondas electromagnét icas en 
una atmósfera turbulentaj crecimiento de una población en un cUma fluc-
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tuante , entre otros. 
La rOrlna general de una ecuac ión direrencial estocás t ica es 

ú ~ F(n,l; y(t», (3 .1 ) 

donde u y P pueden ser vectores , y Y (t) indica una o más runciones aleatorias, 
cuyas propiedades estadísticas son conocidas. Esta ecuación, junto con una 
condi ción inicial u( to ) = al determina para cada realización particular y(t) 
de Y(l ), una V(l; Iy], a), la cual es una funcional de y(l); es decir, depende 
de lodos los valores y(l') en O S t' S l . El ensamble de soluciones V( l; Iy],a) 
para todos las posibles y(t') cons~i tuye un proceso estocástico. Se dice que la 
ecuación estocástica se resuelve, cuando las propiedades estadísticas de este 
proceso se determinan. 

A Igunas veces el valor inicial a es también una cantidad o vector aleatorio. 
81 proceso estocástico resultante U( t; [yL a) es entonces una función de la 
variable aleatoria a, como también funcional de y. 

Se puede hacer la siguiente clasificación de las ecuaciones estocást icas. 
Ecuaciones d irerenciales lineales: 

l. Ecuaciones diferenciales lineales en las cuales solo el término inho
mogéneo es una función aleatoria, como por ejemplo , la ecuación de 
Langevin. A este tipo de ecuaciones se les ha llamado aditivas y en 
principio pueden resolverse. 

2. Ecuaciones diferenciales lineales en las cuales uno o más de los coe
ficientes que multiplican a u son funciones aleatorias. A este tipo de 
ecuaciones se les ha llamado mult iplicativas y pueden ser resuel tas sólo 
eH casos especiales, a utlque ex.isleH lllélodos para e tl wllLl'<lr solucio tles 
aproximadas. 

Ecuaciones diferenciales no lineales: 

1. Ecuaciones diferenciales no lineales adi tivas. 

2. Ecuaciones diferenciales no lineales mult ip licat ivas. 

Las ecuaciones diferenciales estocást ica pueden referirse ya sea a procesos 
markovianos o no markovianos. Los procesos Markovianos son aquel los que no 
tienen memoria de su evolución anLerior. Es decir el ruido en estos procesos es 
blanco. En los procesos no markovianos el ru ido es de color O una combinación 
de ruidos de color , lo cual se reAeja en que el sistema guarda memoria de sus 
estados anteriores. 
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3.2. G e neralidades 

A pesar de que las causas de las fluctuaciones de los parámcLros de un 
modelo pueden ser diversas en un problema, y totalmente distintas en proble
mas distintos, COIllO pueden ser ruido térmico, inestabilidades, t urbulencia, 
etc. ) los métodos usados pa ra su análisis teórico son frecuentemente muy se
mejantes. Por ejemplo el método de van Kampcn y el de la aproximación 
difusiva. 

Un método que toma en cuenta la fi nitud de la longitud de cOlTclación 
en las fluctuaciones, es empleado por van Kampen [2J para describir sist.emas 
sujetos a parámetros fluctuantes. 

Por otra parte, una herramienta muy poderosa que hace pOSi ble resolver 
muchos problemas compl~ios en procesos estocásticos, es la teoría de procesos 
de tipo difusivo, la cual fue desarrollada basada en la teoría del movimiento 
I3rowniano y la teoría de los procesos Markovianos. [1] A este método se le 
conoc:e como el de la aproximación dif1J.$iva de procesos estocásticos para 
sistemas dinámicos no lineales. Y se basa en el desarrollo de la solución en 
un parámetro pequeilo, el cual es el radio de correlación, ya sea temporal o 
espaciaJ , de la variable fluctuante. Este radio debe de ser muy pequeño en 
comparación con las escalas característ icas de observación. En la teoría del 
movimiento I3rowniano esta aproximación corresponde a despreciar el tiempo 
entre col isiones aleatorias en comparación con otras escalas temporales. 

Cuando este método se ap lica a problemas de sistemas dinámicos que sa
tis facen ecuaciones diferenciales ordinarias estocást icas, se obtiene una apro
ximación l'vlarkoviana. 

8ste método para obtener la ecuación de Pokker· Planck (8F'P) que des· 
cribe la aproximación difusiva, fue propuesto por Novikov [22] en teoría de 
turbulencia. Y hace posible obtener la EFP di reciamente de las ecuaciones 
dinámicas del problema y al mismo tiempo se determinan las limitaciones de 
validez de la EFP. 

3.3. Comparación entre métodos 

Ahora se quieren comparar las ventajas y limitaciones del método de van 
Kampen y el de la aproximación difusiva. Para poder confrontar los métodos, 
se empleará cada uno por separado para resol ver la ecuación eSLocástica 
(2.1 8). 

27 



3.3.1. Trat amiento heuríst ico de ecuaciones multipli
cativas 1 

Considérese una ecuación estocástica. lineal hOlnogénea. 

ü = A(t)n = {Ao + aA ,(t)}n, (3.2) 

donde u puede ser un vector, Ao una maLriz constante, Al (t) una matriz alea
toria y O' es un parámetro que mide la magnitud de la fluctuación. Además, 
se supone que AI(t) tiene un tiempo de correlación finito, Te, en el sentido de 
que para dos tiempos th t2 ta les que It l - t21 :2: Te , sea posible tratar todos 
los elementos de la matriz AI (L . ) como estad ísticamente independientes de 
aC¡ l le l l()~ de Al ("2). El método (¡lit'! ~e de~('ri hid. <l.ar~ llna solll(;ión aproximada 
de la ecuación (3.2) en la forma de un dcsurrollocll serie en potencias de O'Te . 

Es conveniente suponer que Al (t) es un proceso estacionario. Entonces, 
{A 1 (t») es independiente del tiempo y puede ser incorporado en Aa si se hace 
el siguiente ca.mbio de vari a.ble 

(3.3) 

de esta forma si sustiLuÍmos A~ en (3.2) y tenemos en cuenta la definición de 
A'. (t ) obtenemos 

(34 ) 

de tal manera que (A'. (t)) = O. De aquí en adelante supondremos que esto 
ya se ha hecho .Y omit iremos las primas en la notación subsecuente. 

También podernos eliminar Aa haciendo ot.ro cambio de variable, que 
equivale a pasar a la represent.ación de int.eracción 

u(t) = e<A,·u (/.). (3.5) 

Usando (3.5) en (3.4), tras simpli ficar se obtiene 

v = cre-tA' A, (t)etA,v '" crV(t)v, (3.6) 

que es la ecuación a resolver para una condición in icial v(O) = u(O) = a. 
Formalment.e, la solución a esta ecuación se puede expresar como 

v(t) = a + Q 1.t 

dtV(t)v. (3.7) 

• Para uml descripciólI más amplia del método, ver [2[ capítulo XI V 
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Esta ecuación puede ser resuelta de manera aproximada en forma de una 
serie de potencias en O' mediante iteraciones, es decir, 

a + a 1.' dtV(t)a, 

a + a 1.' dtV(t)v( ' I(I) , 

donde el superíndice indica el orden de la solución en 0'. De esta manera, a 
segundo orden en Ú' la solución es 

v(t) = a I a 1.' di, V (I¡)a I a' 1.' dI, 1." dl,V(t,)V(I, )a I ... , (3.8) 

y si se toma el promedio respecto a las posibles reali zaciones de V (l) condi
cional con un valor fijo de a, 

1., 1." (v(t» = a + a' o dI, o dl,(V(t,)V(t,»a + 11«070 )') (3.9) 

Donde es posible int.ercambiar las int.egrales con el promedio, debido a que 
el promedio es sobre las posibles realizaciones de V(t) y las integrales son 
sobre L Claro, esta aproximación a segundo orden puede ser usada siempre 
y cuando los términos de orden mayor sean pequei'íos. Como cada t.érmino 
suc~sivo involucra una integración adicional sobre el t.iempo, la rest.ricción 
de que los t.érminos superiores sean cada vez; más pequei'íos se cumple si 
Cl"t «: 1. Por otro lado, si Queremos usar esta ecuación para períodos largos 
comparados con Te; entonces debemos suponer que aTe « 1. De esta manera 
podemos reescribir la ecuación (3.9) como 

1., 1." (,,(1.» '" a + ,,' o di., o dr(V(I.,)V(I., - r»a . 

Nótese que cuando ti > Te: el límite superior t i de la integración en T puede 
ser reemplazado por 00, ya que el int.egrando se anula de cualquier modo. Y 
a pesar de que ti var íe de O a t , es mayor a Te en la mayor parte del intervalo. 
De aquí que para Te « t « 0'- 1 tenemos de forma aproximada 

(v(I» '" a + a ' 1.' di, 1.~ dr (V(I.,)V(I , - r ))a. 
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Por otra parte, puede comprobarse fácilmente que esta expresión es tam
bién solución a orden 0'2 de la ecuación diferencial lineal 

(3. 10) 

Por lo l..an1..o , podemos concluir que la evolución de (v (t)) puede ser descrita 
mediante esta ecuación, la cual en la represenLación original es 

él, (u(t) ) ~ [Aa + o' 1.00 

(A I (t)eTAo A, (1 - T ))e-TAodT] (u(t)). (3. 11 ) 

Si ahora además suponemos que no sólo O'Te « 1, sino que t.ambién 

T, IAa l « 1, 

esta condición adicional establece que el movimiento libre de u es muy lento 
comparado con las fluctuaciones en Al . Al desarrollar las exponenciales erAo 

o orden cero, la ecuación (3 .1 t) se reduce en este caso a 

(3. 12) 

Como se supuso que A 1 es estacionaria , la integral es independiente del tiem
po. Así que el efecto de las fluctuaciones en el promedio es '~ renormalizarH Ao 
sumándole un término constante de orden 0'2. El término sumado es la fun
ción de autocol'relación de Al integl'¡.vla. 8n particular, si uno tiene un sistema 
no disipativo descrito por Ao, el término adicional debido a las fluctuaciones , 
es generalmente disipativo. Es10 dehido a que la~ nlJ(~tlHl(·ion~ di~ipan la 
energía al baño térmico en el que se encuentra el sistema. 

El mismo método puede ser usado para encontrar momentos de orden 
superior de u. Sea 1l = {u ... } un vector real de n componentes el cual obedece 
la ewa('ión (:1. 2) , i.!"'!. , 

n 

él,uv ~ L Av,(t)u, (v = 1, 2, ... , n). (3. 13) 
).= 1 

Entonces los productos 'U ... UI' obedecen también una ecuación diferencial es
t.ocást.ica lineal 

con 

8t {u,..:u¡,) = ¿ A ... >.{u>.u ... ) + L AI'>.(U .. ':lt>. ) , , 
- L A "" ,(u,u,) , (3. 14) 
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De aquí que sus promedios obedecen una ecuaclOn similar a (3.11) . Para 
escribir esta ecuación en forma explícita considérense los ~n(n + 1) = N 
productos 1t/l1LJ.I como componentes de un solo vector Ua de tal forma que 
(3.14) se reescribe como 

N 

O,U. ~ L A .• U )U. (o. ~ 1, 2 , ... , N) . 
b...:. J 

Así, pum A(t) ~ Ao + oA¡(t) , se obtiene que 

O btención d e la func ión de distribuc ión 

Consideremos nuevamente el caso general de una ecuación est.ocást.ica no 
lineal (3.1) . Esta ecuación puede ser convertida a una ecuación estocásti
ca lineal considerando la ecuación asociada de Liouville. Para IO¡;1;rar esto 
considérese, por ahora , una sola realización y(L) de Y (t) y la ecuación (no 
estocástica) determinista 

Uv ~ 1:;' (u, t; y(t)), (3.16) 

la cual describe un flujo en el espacio u. La densidad de est.e flujo varía de 
acuerdo con 

og(u., l.) 
!Jt 

"' 0 - L !J-U~(u , t; y(t))g }, 
Uv v 

(3. 17) 

que es la ecuación de wIIt.iIluidad, i2 = - \1. (ev), escl'iLa para un nÚJllero 
arbit.rario de dimensiones. Si ahora se permite a y(t) t.omar todas las reali
zaciones Y(L ), con sus probabilidades correspondientes, la ecuación (3. 17) se 
convierte en una ecuación diferencial lineal estocástica para l2(u, t). 

La ef..;uCll:iúll (3. 17) t ielle la llli ~Hll a rUl'lll<t gelleral que (3.2) si ~e (,0[113 3 

la !l como la cantidad análoga a u en (3.2) . ~l operador lineal LJa/au/l) /'~ 
es el análogo de la matri z A. Formalmente, esta es la razón por la que se 
puede aplicar el método anterior ya discutido para obtener una ecuación 
ap roximada de (y(u, t)) dado y(u, O). 

Para una realización determinada de y(t) , l2(u, t) = ó(u - at ), donde at 

es la solución para esa realización. Además, recordando la t ransformación de 
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variables , 

Py(v) = J ólf(x) - vJ Px(x)dx '" (ólf(x) - vI), 

obtenemos que 
(du, t)) = (ó(u - al)) = P(u, t) , 

donde P(u , t) es la función de distribución de n. Así, al obtener una ecuación 
para (g(n, L» sc obticnc la ccuación diferencial para la función dc distribu
ción. 

En conclusión, para resolver ecuaciones diferenciales estocásticas de la 
forma (3. ' 6) , se deben convertir a una e<-uación lineal equivalente de la for
ma (3.17). Después, puede emplearse el método descrito anteriormente para 
ecuaciones lineales para. encontrar una. ecuación diferencial aproximada. pa
ra. (g(n,L)) = P(u, L). 81 resultado es una ecuación para la distribución de 
probabilidad de la forma 

P(u, t) = IK P(u, t), (3. 18) 

con el operador ]K actuando en la dependencia de 'U" 

Eje mplo para la obte nción d e la EFP 

Un ejemplo ilustrativo de este procedimiento es el del problema de una 
partícula. cargada que se mueve en una dimensión en un campo eléctri co E, 

j; = v, 1; = crE(x, t) , 

en donde S(x, t.) es un campo aleatorio con promedio cero, estacionario en 
el tiempo y el espacio, y con un tiempo de autocorrelación Te. La densidad 
de un ensamble de d ichas partículas es g(x, v, t) y, por lo tanto, la ecuación 
(3. 17) tomará la forma 

o bien 

Dg(u, t) D . D . 
= --xg - -vo ol. ox ou "" 

og(x, v, t) 
at - .!!..-vo - cr.!!..- E(x t)" ax - av ' " 

{Ao + crA,(l)}Q. 
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Para poder apl icar (3.11) es necesario determinar primero el operador erAo. 
En este caso Aa = - va/8x. Para poder ver la forma en que opera, lo aplica
mos a una función arbi traria ¡(x, v) , 

e,Ao f(x , v) - exp [-TV! 1 f(x , v ) - f(x - TV , v). 

Vemos que es una traslación en x por una cantidad - T V. De aquí que la 
cant idad e-rAo(u(t)) que apare<.:e en (3.11) ~ea, para este caso , P(x + T V, 'u). 
Posteriormente hay que aplicarle el operador Al (t - T) , o sea, 

- %)E(x,t - T)P(X + Tv,v)1 ~ -E(x, t - T) (~: + T ~: ) (x + TV,V). 

El operador e'TAo traslada el argumemo x en su posición original, 

e"'O A,(t - T)e-,AO P(x, v) ~ -E(x - Tv ,l. - T) (~: + T ~:) (x , v) . 

Después de aplicar ;\1 una vez más, obtenemos la forma final de (3. 1 1) que 
para este caso es 

ap{x,v, t) ap 2 a 1.00 (ap ap) "'--,,;;,;.:-c'" - -V- + a - (E(x, t)E(x - TV, t - T)) - + T- dT, at ax av o av ax 
o bien 

Al" AP 2 A Al" 2 A Al" ,,- + v,,- ~ a "<:o(v),,- + a "c,(v),,- , 
ut uX u V uV uV uX 

que es una EFP bi-variada y en donde 

<:o{V) - 1.00 

(E(x, t)E{x - TV, t - T))dT, 

e, (v) 1.00 

T(E(x , t) E(x - TV,! - T) )dT. 

(3. 19) 

Por medio de esta ecuación es posible obtener los momentos y las corre
laciones de las variables independientes. 
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3.3.2. Aproximación Difusiva para Procesos Estocásti
cos para Procesos Dinálnicos no Lineales. 

Ahora <larerno~ una breve de~cr i I>óón de la Aproximación Difusiva de
sarrollada por Klyantskin [11 . Dsto con motivos de comparación ent re dos 
métodos que se encontraron en la literatura para resolver ecuaciones d iferen
ciales estocást icas. De esta forma se podrán ver las ventajas y limi taciones 
de cada uno. 

Considérese el caso en que una varia ble meatoria mul tidimensional ~(l) = 
{6(l), ... ,'; .. (t)} satisface el sistema de ecuaciones dinám.icas 

d!;,(t) ----¡¡¡:- = v, (~, t) + J.(~, t) , (3.20) 

para la condición inicial dada ';-(0) = ';0- Donde 'lIi{'; , t) son fun ciones deter
ministas conocidas y h(x, t) son funciones estocásticas de n I 1 var iables. 
Supóngase que h(x, t) es una función Gaussiana en un espacio n + 1 dimen
siona l, y que (Mx, t.) = o. 

Las característi cas estocásticas del campo h(x , t) est.án completamente 
descr itas al especificar su Lensor de correlación 

n 'j(x,t;x',t') '" (j.(x,t)[;(x' , t' ). 

La aprox i ttlal:iótl difusiva l:otlsiste en reeltlplaz:a¡" esta l:orrelu{;iótt por ulla 

correlación efectiva, 

ff ". ' , Bi, (x , t; x , t ) = 28(t - t )F'j(x, x , t ), (3.21) 

donde Fií se determina a part ir de la condición de la igualdad de las integrales 
B Ben . ' 

ij Y i j con I especto al, 

F'j(x, x' , t) = ( 1/ 2) 1: dt'Bij(x, t ;x' , t'). (3.22) 

Ahora , para obtener la EFP introducimos la dellsidad de probabil idad 
para la solución de ~(t ) del sislema (3.20) como 

P, (X) = (8(x - W))) , (3.23) 

donde ~(l) es la solución del sistema (3.20) correspondiente a una realiza
ción delerminada de J{x , l ), y el promedio es sobre el arreglo de lodas las 
realizaciones. 
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Al diferenciar (3.23) con respecto a t, obtenemos 

a p,{x) = (!!.-8(x _ W))) = _( d~k ~8{x - w))) 
at at dt ax, 

y al Lomar en cuenta la ecuación (3.20), puede reescribirse de la siguiente 
forma 

ap,{x) a 
IJI. = -lJx, (J(x - W))[Uk(~{t ), 1.) + J,·{W) , t)J). (3.24) 

Al usar la identidad 

8(x - W))Vk{W) , t) = 8(x - W))Vk{X, 0 , 

y al sacur el factor no estocústico fuera del símbolo de promedio y con la 
definición (3.23) , obtenemos 

1J P, {x) 
IJt 

(3.25) 

Para calcular el promedio del lado derecho de la ecuación anterior , empleamos 
la fórmula obtenida por Furutsu y Novikov [221 

(f{t )RIf]) = J dI' (f{t)f(t')) (:~I{l) , (3.26) 

donde ó:V 1 es la derivada funcional de F{ con respecto a J y con la cual se 
pueden calcular correlaciones de un campo Gaussiano J(t) «(J(t)) = O) con 
una r uncional RIfJ del campo. 

Ahora, si usamos la expresión (3.21) para la funci ón de correlación del 
t:cUllpü h(x, l) , 

J '. ' ,1J81fJ 8~, 
(fU)RIJJ) dt 28 (t - t )F'j{x ,x , t)( a~i 8f(!')) 

?. ' IJI' J{, 
- - F.J{x, x , t) a{, 8 fU)' (3.27) 

De esta forma podemos ll egar a la EPP 

ap,{x) 
{Jt 

a I ( )P.{ ) , -, ( ') 8~i aPJ - {JXk Vk x , t ,x + 2]"j x ,x , t 8J(!) a{, . 
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donde los valores de 6~1~) para cada problema part icular se obtienen de la 
funcional 

~,(t) = J dtlv, (~ , t) + !,({, t)l· 

Y el término v¡..(x , t) se obtiene de la parte determin ista de las ecuaciones 
de movimiento. Notamos que es un método que nos permite obtener 8FP 
directamente de las ecuaciones dinámicas del sistema. 

3.3.3. Aplicación del m étodo de van Kampen al osci
lador armónico con frecuencia fluctuante 

De capítulos an teriores obtuvimos una ecuación aproximada para la pro
pagación de una onda. electromagnética. en un Auido nemático. Rsta es: 

{)2 H 
{)(; + (kl)2 (f~)11 + €~1 11" - O, (3.29) 

donde €.l es la parte aleatoria de la permitividad eléctrica perpendicular. 
Ahora podemos emplear el resul tado del método descrito por van Kampen 
para obtener un valor aprox.imado a segundo orden en la magn itud de las 
fluctuaciones del campo Hz. Definiendo 

dx 
V=.

d( 

para simplificar la notación, podemos escribir la ecuación (3.29) como un 
sistema de ecuaciones de primer orden, 

( ~ ) = (~ - (kl)2(é~)J 1 + h() ) ( ; ) , (3.30) 

el cual puede separarse en una part.e independient.e y ot.ra dependient.e de (, 
a saber, 

uo ={u 
Si identificamos 

A = (O -(kl)'(f~» ) 
o 1 O 

_ (kl)2h)€~(() 
O )}(n 

(3.31 ) 

Al = (~ -(kl)2(~~)E~() ) , (3.32) 

al sustiLuir estas matrices en la eco (3.11 ), obtenemos 
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oc' f «( ~ -(kl)'(~.L)f.c(()) eTA, (~ -(klf (~ú€.L(() ) e-TA' dT] «( ~ ) 
(3.33) 

Para reducir esta ecuación , es necesario conocer primero qué forma toman 
e-TAo y e'TAI. 

Para esto nótese que 

y como por otro lado 

A¿ = (~ -(kl~'(é.L » ) (~ -(kl~'h» ) = -(kl)' r, 

entonces 
A~ = A¿Ao = -(kl)' {t; .L)Ao, 

en donde I es la matriz identidad. Generalizando: tenemos que 

A~ = (- (klfh»"/' I 

para 11. par, y 
A~ = (-(kl)'(é.L»("-ll/'Ao 

para n impar. Ahora podemos reescribir la serie (3.34) como 

1 A T'(kl)'(é.L) I T3(kl)' (é .L)Ao T"( kl)' (é .L)fl 
- - T 0- 2! + 3! + 1! + 

(1- T'(kl)'(c.L ) + r'( (kl)'(C.L»' . . . )I 
2! 4! 

-(rkIJ{€.e) _ r3(kl~)3 + r5(kl~)5 _ ... ) 1 Ao 
3! o! kIJ(c.L) 

1 
cos(r kIJ (é .L» I - ~sen(rkIJ{€.e» Ao 

kl (€.e) 
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De la misma forma se encuentra que 

1 
e

TAo ~ eos(Tkl J (f~ )) I + ~sen(Tkl J (f~ ) )Aa. (3.36) 
kl (€~ ) 

Con estas expresiones y desarrollando el álgebra necesaria se encuentra que 

con 

Mil - -(kl)2(E~)sen2(TkIJ(E~))"~()"~( - T) 

M 12 (kl J (S.L) )'sen( Tkl J (E .L)) eos( Tkl J (S.L) )".L ()".L ( - T) 

1\121 O 

1\12'1 O. 

Al susLiLuir e:sLe resullado eH (3.11) oul.el leltlOS 

(3.37) 

donde 

y 

Al reescribir este sistema como una sola ecuación de segundo orden y 
regresando a la notación original donde x = J-/Xl se obtiene 

donde 

e, 100 ("~ ()"~ ( - T ))sen(2kl J (E .L)T )dT, 

e2 l°O(€~()€~( - T)) ( I - cos(2klJ(E~) T))dT. 
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Para llegar a estos resultados se usaron las identidades 4sen20 = senO cos O y 
sen20 = Hl - cosO) , respectivamente. 

Las constantes el Y ~ pueden ser expl'esl:ldas en términos de la densidad 
espectral de E1..() que se define como 

quedando como 

roo s 2kl !fi;J dw 
e, - Loo (w) (2kl V (0.1))' - w' 

roo 4i(kl)2(o.1 ) 
Loo S(w)w(w2 - 4(kl)2h))dw. 

De las relaciones anteriores se observa que el sist.ema es mas afect.ado 
cuando en la densidad espectral de las fiuctuaciones hay frecuencias al rededor 
de w = ±2kIV(0.L). 

3.3.4. Ecuación para la función de distribución para 
una onda electromagnética en un medio con per
mitividad eléctrica fluctuante (m étodo de van 
Kampen) 

A hora se empleará el mismo método para obtener una ecuación diferencial 
para la función de distribución para el caso particular de nuestro sistema, 
dado por la eco (3.29). 

8n el espacio de nuestras variables, se cumple con la ecuación de conti
nuidad. 

Dp(y, x , c.l _ _ 'i1 . - (3.39) 
Dí - J, 

donde j' = (flp)f¡ + (xp)i. De acuerdo con la eco (3.30) fI = -(kl)2(€.1)(1 + 
a i1..())x, tenemos que 

ap D a 
- - --{a(xp} - -{D(yp} Dí Dx Dy 

{-y :7; + ( kl)2(0~)( 1 + ag~(c.l)x : y}p 

- {(-Ya a + (kl)2(0.1)xa
D

) + (kl)'(€.1)Ol.1(Ox
a
D 

}p. (3.40) 
x y y 
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De la expresión anterior podemos identi ficar fácilmente la parte dependiente 
e independiente de E.d(), 

Para poder emplear la ecuación (3. 11) , donde (p(y, x , O) = P(y, x, O, tene
mQS que saber cómo opera e- TAo sobre P(y,x,(), es decir, 

i) O 
expl-T(kl) ' (€~)x-i). ] expITY-i) ]P(y,x, O 

y x 
P (y - T ( kl)' (€~ )x , X + Ty , (). 

Como podemos ver, su acción es una traslación en y y en x por las cant.idades 
- T(klf (fl.)x y TY, respect.ivamente. A hora aplicamos Al(t - T), 

il¡ (t -T)C-TA, P(y ,x,O = (kl )'h)xh« - T)i)i) P(Y- T(kl}'(E~)X,X 1 Ty ,O 
y 

(
8 /J 8P) = (kl)'(E~)xg~« - T) oy + T OX (y - T(kl)'(E~)X,X + Ty , O· (3.41) 

El efecto de apl icar eTAo por el lado izquierdo, es regT(~:;ar los argumentos a 
la posición original. Y , nuevamente, tenemos que aplicar Al 

_ (kl)'( ),. ( ) - ( ) [ '(8'P 81' ) a al' 8 al'] - él. él. ( él. (- T X ay'l + T ayax - TXayYay - XT ()yY ()x ' 
(3.42) 

y promediando 

[ (
O' P 

(kl)' (é~) ' (€~«()€~«( - T» x' i)y' 

+ T 
8P) 8 8P 8 OP ] -- - TX-Y- - XT-y- {3,43) 

oyox oy oy oy i)x 
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Finalmente, podemos sustituir estos resul tados en la ecuación (3. 11 ) obte
niendo 

fi P 

o( 
2 2 fJP fJ P 2 2 2 [ 2 fJ2 P 2 fJ2 P 

- (kl) (€~) x" - Y" +" (kl) (E~) kox", + k,x ~ 
u y uX Ulj uyu x 

- k,x~.-/)P - k'X~.-/)Pl ' (3.44) 
ay ay ay ox 

en donde defin imos 

ko - 100 (€~«()€~« - r) )dT, 

k, ~ 100 r(€~«()€~« - r ))dr. 

R.egresando a nuestra notación original, la ecuación para P es 

oP "oP oP", 
o( (kl) (E~) HZO(O, H

z
) (EV/Z)o H

z 
+0: (kl) (€~) 

[ 
o'P o' P 

ko 1/; o( o( Hx)' + k,ll; o( iVl z)o Hx (3.45) 

o OP iJ OP 1 
- k, Hx 0(0, H)o,Hz) 0(0, Hz) - k,Hz o(o, Hz) (iV/x) oHz . 

Los coefi cien tes de difusión en la ecuación anterior , son los coefi centes de los 
términos que cont.ienen Q'2(kl)2 {é.l}2. Los demás son los términos de arrast.re, 
La ecuación anterior es no lineal en sus coeficientes de difusión , es deci r, el 

coeficiente de difusión depende cuadrát.icament.e de ullao mas de las variables 
independientes y por lo tanto no se puede resolver de forma cerrada. 

3.3.5. Función de distribución en la Aproximación Di
fusiva 

Ahora emplearemos el método de la aproximación difusiva para encontrar 
la función de dist.ribución asociada a la ecuación para la ampli t.ud del campo 
H ,. en el cristal líquido. Como ya se ha discutido, la ecuación estocástica que 
describe la distribución espacial de la componente transversa magnética Ha; 
es 

(3.46) 
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donde 
_ E~ - (E ) 
,,~ = (E~) , 

son las fluctuaciones de la pennit ividad eléctri ca. 
Para simplificar la notación se ut ilizará la misma. notación que la sub

sección anterior , además cr == l / {s} y €.l == S.l - {E.l}. Entonces la ecuación 
(3.46) se reescribe como el siguiente sistema de ecuaciones de primer orden, 

dx 
Y - de ' 

dy 

de 

(3.47) 

(3.48) 

Por sencillez en la notación, de ahora en adelan te omi tiremos la prima de la 
parte fluctuante de la permi tividad eléctri ca. 

Nuestro objetivo es encontrar una ecuación tipo Fokker-Planck para. las 
variables independientes (x , y). Para esto definimos una función de di stribu
ción asociada con la solución del sistema de ecuaciones anterior, 

P(x,y, () = (J[x - x«)]J[y - y«) ]) '" (R[eL!). (3.49) 

Aquí x«) y y« ) son soluciones de las ecuaciones (3.47) y (3.48) corres
pondientes a una realización particular de [ .l(O y el promedio se realiza sobre 
t.odas las posibles realizaciones del ruido. La función de dist.ribución cump le 
con una ecuación de cont inuidad 

fJ P 
fJ( + V' J= O, (3.50) 

con 
~ . fJ . fJ 
v = x-

fJ 
+ Y-

fJ 
' 

x y 
y 

J= «yH[[~], yH [e~]) , 

y denot.a deri vada ("On respect.o a ( y el operador \l actúa sobre el espacio de 
las variables (x, y) y, por lo tant.o , el flujo J est.á en este espacio. Al escribir 
en forma explícita el Aujo JY \7 , la eco (3.50) toma la forma 

a p a(yH[E~ J) fJ(yH[E~ I) _ O 
fJ(+ ax + fJy - · (3.51) 
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El flujo de nuestra función de distribución estará determinado por las 
ecuaciones de movimiento (3.47) y (3.48). 

Sustituyendo f¡ en (3.5!) encontramos 

(3.52) 

Evaluación de (i'~( ) R [i'~J) . 

Il [i'~l = ó[x - x()]ó [y - y()[ es una fun cional de la variable estocástica 
i'~(). Para expresar (i'~()R[i'~]) en términos ele P utilizaremos la fórmula 
de Furutsu-Novikov [221. 

(3.53) 

En donde u:(S ) denota la derivada funcional de R[E'.l]. Evaluaremos primero 
J RIi.d 
M.dz) " 

(3.51) 

en donde se empleó la regla de la cadena , ya que R es función de las coor
denadas de nuestro espacio extendido las cuales , a su vez, son funcionales de 
E.l. 

De las ecuaciones de movimiento (3.47) y (3.48) obtenemos las funciona
les ~ 

x() 1( Vds, 

y(O [[-(kl)'([~)( l +ah(s))xlds, 

y a part ir de ellas evaluamos las derivadas 

óy~O = -(kl)'([~)Qx. 
ó[~ 

Empleando la solución anterior en (3.54) obtenemos la igualdad 
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(3.56) 

(3.57) 

(3.58) 



que al sustituirla en (3.53) implica que 

(3.59) 

donde se usó la defin ición (3.49) y se hizo el cambio de variable s = ( + z. 
Finalmente, sustituyendo este result.ado en la ecuación (3.52) ob~enemos 

8 P 8 P 8 P 8' P - + y- - (kl)' (o1- )x-. - «kl)' (o1-)"x)'ko- = O 
8( ax ay ay' 

(3.60) 

con 

ko = 1.00(61-(061-«( + z»dz. 

Al reescribirla en la notación original obtenemos 

8 P 8P . , 8 P , ' . 8' P _ 
D( + (a, Hx ) CJI-l, - (kl) (E1-) Hx a(8, H, ) - «kl) (E1- )"X) '0 D(D, H,)' - O 

(3.6 1 ) 
Ahora podemos comparar las ecuaciones (3.45) y (3.61). De estas ecua

ciones, se ve que el método de van I(ampen toma en cuenta t iempos de 
correlación del ruido diferentes de (.'CI'O, mientras que la aproximación difu
siva se aplica sólo cuando T "'" O. La ecuación (3.45) da el mismo result.ado 
que (3.61) cuando k) = O. Recordando la defini ción de 

se observa que cuando T « 1 entonces k) ~ O. 
Este resul tado es de esperarse ya que en la aprox imación difusiva se supuso 

explíci tamente que (61-(061-« - T) = o«(). El anál isis sólo nos muestra que 
en el lím..i te apropiado lo~ do~ método~ ~on equivulente~. En e~te trabajo 
nos interesa estudiar la influencia del ruido externo en el cri sta l líquido, en 
particular el ruido en los instrumentos electrónicos que no siempre es blanco. 
Tomando en cuenta lo anterior y para no perder generalidad al sólo tomar 
en cuenta ruido blanco: en el t.rabajo post.erior se empleará el método de van 
Kampen que puede ser usado tambien para ruido de color. 
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Capítulo 4 

Tratamiento Estocástico del 
Modelo 

4.1. La expansión sistemática 

En la aproximación de van Karnpen , en<..'Ontrarnos la ecuación para la 
distribución de probabilidad P de la componente transversa magnética Hx 
en el medio Auctuante, 

Por simplicidad en la notación , se empleará la misma notación que en el 
capítulo ant.erior ademá" (kl)' (E.l.) '" A, (kl )' (E.l. )'ko '" /, Y (kl )'(E.l.)'k, '" o. 
Entonces la ecuación anterior queda de la forma, 

ap 
oí 

Ax- - y - + 0 ,2 bX2 __ + cx'--ap ap [ a' p a' P 
ay ax ay' ayax 

- cx~y ap - cx~y ap]. 
ay ay ay ax (4 .1 ) 

Recuérdese que el parámetro a mide la magnitud de las fluctuaciones, y 

si las ft uduaciones son pequeñas, es un buen parámet.ro de expansión. Para 
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resolver (4.1) , haremos una expansión sistemática en potencias sucesivas de 
0: , como la desarrollada por van Kampen [21 para la ecuación maestra. La 
aplicación de este método a la 8F'P es un aspecto original de este trabajo. En 
la literatura se han empleado otros métodos de aproximación para resolver 
es!.e tipo nI'! e(:wlc·ionl'!s [4R, 49, 50, f) 1], pero no hay 1m IlCllernO general en los 
métodos de aproximación. Aquí se empleará el método de vün Kampcn 133] 
que es un desarrollo sistemático en potencias de un parámetro bien definido. 

Para lograr una expansión sistemática se hace la siguiente transforma
ción , qllf! hace explícita l¡), dependencia nI'! las vllrj¡:thles del prohlemlt en el 
parámetro de expansión ()': 

x 

11 

.p( () I ,,~ 

1j;«) + 01/. 

(4.2) 

(4.3) 

Estas ecuaciones expresan que x y y consisten en dos part.es , la parte 
maeroscópica cuya dependencia en ( está deserita por las funciones descono
cidas <p(), 1/J(() que t.endrán que ser det.erminadas consist.ent.ement.e y que 
describen la evolución del sistema en ausencia de fluctuaciones, y una parte 
fluct uante de orden" alrededor de .p« ), 1j;«). 81 parámetro (} se puede in
t.erpret.ar como el inverso del tamaño del sist.ema. ASÍ, a mayor t.amaño las 
fluct.uaciones serán más pequei'ias y por lo tanto también el parámeLro a [2] . 
De acuerdo con es to, la distribución de probabilidad P(x , V, () será ahora 
una distribución de probabilidad para las nuevas variables~, r¡. Es decir, 

P(x , y , () = P[.p«) + ,,~, 1j;(O + "'/, e[ = fi (~ , 1/, (l. (4.4) 

De las ecuaciones (4.2) y (4.3) obtenemos la dependencia de ~ y '/ en x , 11 y 
( 

~(x , () - ,,- ' (x-.p()) , 

,/(y,O - ,,- ' (y-1j; « )) . 

(4.5) 

(4 .6) 

Empleando la. regla de la cadena y las ecuaciones anteriores: se sigue que 

8 P 8 0 8( 8fi 81/ 8fi 
1)( = 1)( 1)( + 1)1/ o( + 1)( 

, .all , .ao all 
= -(}-.p 8( - ,,- 1j; 81/ + 8( (4 .7) 

8P off 01/ _,oll 
- = -- = (} -
oy 0'/ ay 01/ 

o' P o' ll - 2 -- = 0 ' --
ay' 01/' 

(4.8) 
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OP 0[l 0~ _,00 
- = -- = a -
8x 8E" 8x al¿ 

O' P 0'0 -, -- = a --o 
lJyOx IJ,/O~ 

(4.9) 

Sustituyendo las relaciones anteriores en la ecuación de Fokker-Planck (4. 1) 
se obtiene 

,IJO , DO ,00 , DO 
a - M- + ,,~,,- - - w"- - - ",/,,- -

IJI/ IJ,/ O~ IJ~ 

lJ'n lJ'n 
+a'[b(q, + "~)'''-'-IJ , +c(</> + "~)'a-'-IJ o I 

ry ryu~ 
D O 

-a'c(q, + a{)a- ' -a (w+ m/)a- ' " 
'/ un 
a n 

-cr'c(q, + a~),,- ' -o (w + "I/)cr- ' -o· (4.10) 
1/ ~ 

Exigimos que <p y 1/J sat.i sfagan las leyes macroscópicas que se obtienen de 
la ec(3.30) cuando cr = O, 

(4. 11 ) 

y 
,¡, = -M· (4. 12) 

Que igualando los términos de orden más bajo Q- l ) se encuentra que el 
segundo término del lado izquierdo de la ecuación anterior se cancela con el 
t.ercer térnuno del lado derecho si ljJ«() obedece (4.11) . De la mi sma forma, 
el segundo término del lado izquierdo se cancelará con el primero del lado 
derecho, si W() obedece (4. 12). 

A 1 tomar los términos restantes obtenemos 

La ecuación a nterior se empleará para hacer un análisis de las fluctuaciones . 
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4.1.1. Análisis de la Expansión Sistemática 

Orden 0'- 1 

Anteriormente se había dicho que los términos de orden 0'- 1 se eliminan 
si cumplen con el sistema de ecuaciones 

1 t/J, 
t/J - -Aq, 

La solución para este sistema de ecuaciones con condiciones inicia les dadas 
1(0),</;(0) es 

1 cos[J}f(]1(0) + ji sen[v'A(] 

t/J - t/J(O) cos[J}f( ] -1(0)/Asen[v'A(]. 

que representa la trayectoria del sistema en ausencia de fluctuaciones. 

Orden 0,0 

Al tomar en cuenta sólo los términos de orden 0:0 en la eco (4. 13) tenemos 
la siguiente ecuación para n, 

El coeficiente de difusión de esta ecuación es función de la distancia ( a 
través de rjJ y '1/1, sin embargo ya no depende de nInguna de las variables in
dependientes. Esta ecuación es una EPP mult ivariada, lineal con coefi cientes 
dependientes de ( y puede ser resuelta de forma cerrada. Esta aproximación 
es la aproximación gaussiana, es decir , las fluctuaciones se loman como si t u
vieran una distr ibución gaussiana. A cont inuación se grafica la solución para 
distintos valores de( con la condi ción inidal ¡¡ (11 ,~, ( = O) = 8(11- 0)8(~- 0), 

figura 4. 1. 1. 



Figura 4.1: Aproximación gaussiana. para distintos valores de (. 

Orde n 0' 1 

Al tomar en cuenta términos de orden superior en Ú' , se encuentran correc
ciones a la aprox imación gaussiana: 

00 00 00 ,0'0 ,0'0 O 00 O 00 
O( A~ ory - ry O~ + 4> b ory' + 4> e 0110{ - c4> Ol/P 011 - c4> ory 1/J O~ 

o' LJ o'n O on O on 
+a2.p~(b- + c--) - a~-1/J- - ac4>-II-f}ry' oryot; 011 ory ary a'l 

a ao a ao 
-ac4>-II- - a'~-1/J- (4. 14) 

011 o~ 011 o~ 



Notamos que el método de van Kampen permite ir más allá de la aproxima
ción Gaussiana, a direrencia de otros métodos. Sin embargo, estas cOlTeccio
nes usualmente se desprecian si las fluctuaciones son pequei1 as. Vemos que 
a orden al , el coeficiente de difusión en la EFP es lineal en las variables 
indp.pendient f!.'l . Lo antp.rior hace <¡1lP. ya no sea posih le oht enp.r una solllc·ión 
analítica. 

Autocorrelación y Espectro de F luctuaciones 

Como para obtener las autocorrelaciones y el espectro de fluctuaciones 
es necesario encontrar solamente las ecuaciones diferenciales de los primeros 
y segundos momentos, emplearemos la ecuación (4.13) que tiene todas las 
correcciones a la aproximación gaussiana.. Además esta ecuación describe la 
desviación del comportamiento del sistema sin fl uctuaciones, por lo que es 
esta ecuación la que tenemos utilizar para analizar el comportamiento de las 
fluctuaciones. 

Al mul tiplicar la Ec.{4. 13) por las variables independientes y luego in
tegrar por partes , encont ramos ecuaciones diferenciales para los primeros y 
segundos momentos, 

(4. 15) 

(4. 16) 

y 

(4. 17) 

- 2(A + C,'C)((1/) + a(4ap - 2c¡f;)(O + cx'zb(e) - a'2c(1/' ) 

+ 2b.p' - 2ap¡f; - a2c¡f;(1/) (4. 18) 

(-A + 2,,'c)(e) + (r¡') + ,,3ap{O - ,,2c¡f;{{) 

(4. 19) 

Para una descripción estacionaria de las fluctuaciones, tenemos que tomar 
el promedio temporal en las ecuaciones anteriores para. los momentos. R.ecor
demos que previamente se separó la dependencia temporal de la espacial y 
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só lo se trabajó con la parte espacial ) por lo tanto) las ecuaciones anteriores 
nos dan una descripción espacial. 

A I promediar con respecto al tiempo y tomando en cuenta que la de
pendencia temporal de la onda tiene la rorma e ;.,.,; t ) se tienen las siguientes 
eC:lIac;iones para los momen!.os ele lAS AllC;l,lIac"iones 

& 
&«~) (1/) , 

& 
&«1/) - - A' ({ ) - ex'c(l/), 

A' A - ele. 

De la misma forma, 

(4.20) 

(4.21) 

(4.22) 

(4.n) 

-2(A + ,,'e)({l/ ) + "'2&({') - "'2e(ry' ) + 2&(1)' ), , (4.24) 

(-A + 2a'c)(e ) + (ry') - 2Ct'c({1/ ) + cW ).. (4.25) 

El subíndi ce t en el promedio denota promedio temporal. 
A partir de estas ecuaciones encontramos que los valores de equilibrio son , 

(e)"" 
b(1)' ), + a'¿W ), 

(4.26) -
a'& Aro' + 2a"c'" 

(7/')"" 
Ab(1)' ), - boo'W), 

(4.27) 
a'(b - Ae I 202C2) , 

({1/)'" - U. (4.2~) 

Estos valores en equilibro nos ayudarán a obtener la función de Autocon-e
lación. 

Función de Autocorrelación y Espectro de Fluctuaciones 

Para calcular el espectro de fl uctuaciones primero tenemos que calcular 
la función de autocorrelación 

(4.29) 
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donde q puede representar ~ o 1] , y CJo es el conjunto de valores iniciales 
';0 , 110 · La notación indica lo siguiente: tomar un cierto valor qo a ( = O, 
calcular el promedio {q{ ()}qO condicional a la qo dada; multiplicar este pro
medio condicionado por CJo y promediar este producto sobre los valores de qo , 
JI'! :tCllerJo i'I. b . Ji:::;trihn r.ión J e eqll ilihrio. Por lo Umt.o, lA. l:tre:t prin(;ip:tl e:::; 

calcular los promedios condi cionados (~«)ho,,,, , ('¡(O)(o,'ro ' Estos promedios 
los obtenemos al resolver las Ecs. (4.20) ,(4. 21) simultáneamente, a saber: 

(~(Oh,1O - (2(- 1 + é ')'/Q + (c( -1 + é')a' 

+ (1 + é').\)~o)e-t«(ro'+Á) / (2.\) , 

(1)«()¡o" ro (- 2A' (-1 + é'ko + (-c( -1 + c")a' 
+ (1 + <")'\)'lu)o- l «(,&'+' ) / 2.\ , 

donde se definió .\ ~ .j 1A' + c'<Y'. 

(4.30) 

(4.31 ) 

A continuación evaluaremos la correlación posición-posición. Usando (4.29) 
se obtiene 

(4.33) 

Tomando en cuenta que en forma natural en muchos experimentos es
pectroscópicos (dispersión de neutrones, luz, ultrasonido, etc.) la respuesta 
del sistema se mide en función de la frecuencia, es conven iente calcular la 
densidad esped.ral de la correlación anterior. De acuerdo con el teorema de 
Vl iener-Khinchine, el espectro de fluctuaciones está dado por la transformada 
de Fourier de la función de correlación 

(4.34) 

Entonces , para la a utocorrelación de posición-posición (4 .33) encontramos el 
espectro 

S(Q) ~ 
(</>'), (b + a'o' )2.\(a'c - iQ) 

(4.35) 
(ro .\(ha' - Aro' + 2c',y'»)(A' +,Q( _ca' + ,Q)) 
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Figura. 4.2: Correlación posición-posición. l/A = 100, ko = 0,1, k l = 0,01 

En general , este espectro es una superposición ele componentes indivi 
duaJes fundamentales. Para idenLifica rlas, se hará un desarrollo en fracciones 
parciales de la parte real de S(O). Así se encuent.ra , 

5(n) = ( -2(1)'),(b + ,,'2) ) 
¡; A(OO' - Aro' + 20'0" ) x 

( 
(,,'c -1- A) (-cr'c + A) ) 

(ro' A)( I + ( ,~Q:Á>, ) -1- (ro' + A)( I + (U:\~Á) ') . 

Esta expresión anterior, indica que el espectro no es simple y es la suma 
de dos Lorentzianas. En la Fig.(4.3) se grafica éste espectro de fluctuaciones 
para valores específicos de los parámetros involucrados. 

De la gráfica (4.3) se observa que el espectro tiene Wl comportamient.o 
bimodal con una depresión central. Esta estructura es remini scente de los 
espect.ros de dispersión de luz que se observan en ot.ros fluidos complejos, 
como son algunas soluciones poliméricas [52, 53]. 

4.2. Empleo d e Aproximación Paraxial no vec
torial 

Cuando una onda. electromagTlética. se propaga. en un medio con inhomo-
geneidades espacia les a escalas grandes en comparación con la longit ud de 
onda, las dispersiones múltiples causan que las fluctuaciones en la onda se 
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Figura 4.3: Espectro de fluctuaciones. l / )" = 100, ko = 0,1 , k¡ = 0,01 

incrementen rápidamente con la longitud de pene~raciÓn. A conLinuación se 
est.udia este efecto causado por las fluctuaciones de € 1.. De ahora en adelante 
se omitirá el subíndice .L 

4.2 .1. Propagación de Luz Monocromática 

La propagación de luz monocromática en un cristal líquido con inho
mogeneidades espaciales en el diredor en escala grande en relación con la 
longiLUd de onda y cuando la depolarización es pequeña, puede ser descrita 
con suficiente precisión por una ecuación de onda escalar (3.29) 

(4 .36) 

Aquí ¡-/z esta relacionada con el campo magnético 1-{z por la relación 1-lx = 

Hx exp(-iwl), k' ~ (~l)' ([.c) , donde [(i') ~ [[(i') - (0)1/(0) es la par te fluc
tuante de la pcrmit ividad eléctrica. Si despreciamos la dispersión a ángulos 
grandes, entonces podemos usar en lugar de (4.36) una ecuación para u(z), 
la cual esta conect.ada con H:J; por la relación 

Hz ~ uexp(ikz) 

2ik~~ t 6~u t k't(z, p)u(z, p) ~ 0, 

p = {x , y}, 6L= ~+~, 

(4 .37) 

donde el eje z es la di rección inicial de propagación de la onda y u es una 
amplitud compleja. Nótese que al pasar de (4.36) a (4.37) , se despreció el 
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término 82u/8z2 . A esta aproximación se le llama la aproximación paraxial 
y equivale, precisamente, a no tomar en cuenta reflexiones a ángulos grandes. 

A hora tenemos las dos ecuaciones estocásticas: 

OU 
2'k (L.~u + k'i'(z, p)u(z, p)), (4.38) 

oz 
-

ou' ~~ (L.~ u' + k'¡;(z , p )u' (z, p) ), (4.39) 
oz 

-

Para obtener la e(uación de Fokker-Planck asociada empleamos nueva
mcntc el método dc van Kampcn . 

Recuérdese que para la ecuación est.ocást.ica se cumple una ecuación de 
cont inuidad en el espacio de nuest.ras variables 

og(u,u',O - - \1. -
oí - J, (4.40) 

dondc.T = (ufl)il I (il.* fl)il* Y V = J dpu óÓu I li* ó:. , dondc cm picamos dcri vada 
funcional óSu porque ahora la función de distr ibución es una funcional de p. Lo 
ant.erior es debido a que se tomará en cuenta la dependencia de la in tensidad 
con respecto a las coordenadas perpendiculares y no sólo la coordenada en la 
dirección de propagación. De las ecuaciones (4.38) y (4.39) se obt.iene ti y u* 
respectivamente. La ecuación (4.40) toma entonces la siguiente forma para 
el caso aquí t ratado, 

~~ = ! dpl- J~ {2i
k (L.~ + k'¡;(x , pl'u)} + J~' {2i

k (L.~ ·u' + k'g(x , p)u')} k 
(4.41 ) 

Rt.:est: r ibi IJlos la et:uat:iótl atlLel"ior separatldo la part.e del operador 110 es

tocástica de la parte estocástica, 

fJg = ! dPI--' (L.~u~ _ L.~u'~) _ ,k ¡;(x, p)(~u(x,p) - ~u'(x,p))lg . 
oí , 2k Ju. Ju' " 2 Ju . Ju' • 

f \ O Al 

(4.42) 
De donde vemos que Aa es la parte no estocástica del operador y A I es su 
parte estocást ica. 

A hora utilizaremos la ecuac.ión (3.11 ) 
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para obtener (e) = P(u, u· , (). Primero se observa que el operador 

-TAo = IJ d (iTL',~U <5 _ iTL',~u' <5 )1 
e exp p 2k <5u 2k bu' 

es una traslación por i"~k[ « y - i"~k 'U. en u y '11.* respecti vamente. l~ntol1ces , 

Por lo t.ant.o 

eTAo Al « - T , p)eTAO P(u , u', () = --E« - T) dpl--{u - -L',~u} ik J a iT 
2 Ju(p) 2k 

JU~(p) {u' + ;~L',~u')J P(u, U,,()(4.44) 

y finalmente, 

Se observa que si se emplea la igualdad ant.erior en la ecuación (3 .1 1) se 
obt.iene una ecuación Fokker-Planck que en la aproximación difusiva, es deci r 
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para T = O) toma la forma) 

8P í J (A b A ,b) - = -- dp U .1U - - U.1U -
8( 2k bu bu' 
~ b 6 b 

--:;¡C(pl - plf dp,dp [(,¡U(P I) U(PI) - '¡U(PI )'U(PI))(,¡U(p) 'u(p) 

b 
- 6u(p) u(p))JP 

donde C(PI - p) = J:"dT(i'« ,PI)i'« - T,p) , 
A partir de la ecuación anterior se obtiene el primer momento de la am

plitud así como la función de coherencia de segundo orden definida como 
r « ,p, - p) = (u«(,p,)u' « ,p) , 

0("') 
8( 

~(r) 
8( 

(4.45) 

(4A6) 

con D(6p) = C(O) C(PI p), La ecuación (4.46) pam la [unción de cohe
rencia de segundo orden) describe la distr ibución espacial promedio de la 
intensidad dentro del medio. Nos interesa calcular esta cantidad ya que es 
medi ble experimentalmente y de esta ronna las predicciones del modelo se 
pueden comparar con el experimento. 

Para el caso part icular de una onda plana, resol viendo las ecuaciones 
anteriores tenemos 

(u) = Uoexp[-k'C(O)(/8J, 

f«, óp) = [H, [ exp[-k' D(Óp)(/4¡, 

(4.47) 

(4.48) 

De donde se observa que en la aproximación difusiva, la amplitud como la 
intensidad de un haz luminoso decaen exponencialmente debido a las disper
siones de la onda conforme penetra en el medio. 

4.3. Aproximación Paraxial Vectorial 

H.ecordemos que obtuvimos la ecuación (3.29) a parti r de tener una con
figuración homooírópica en la celda nemática. Ahora generalizaremos el es
tudio no sólo para esta configuración, sino cualquier configuración no mixta. 
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La ecuación que describe propagación de luz monocromática en 
anisótropo es, 

y el campo magnético está relacionado con el eléctrico a través de 

- w-
VxE ~i-H. 

e 

Ull medio 

(4.49) 

Para poder emplear la aproximación paraxial y tomar ventaja de ella , 
se propone la siguiente forma del campo, E = E(i1ei kz

, donde el eje z se 
ha elegido como la dirección inicial de propagación de la onda. Al sustituir 
esta forma del campo en la ecuación (4.49) , se obtiene una ecuación para la 
amplitud compleja y otra ecuación para, el valor conjugado de la ampli tud 
t:OIllpleja , las t:ua les SOIl , respediv8ll1etll.e , 

2 

6 pEj I 2ik&, Ej - k'Ej I W, éj, (p , z)E, 
e 

. w' 
6.pEj - 2'ik[)"E; - k'JEj + c2 tj;. (p ,z)E: 

p ~ {x , y} , 6p ~ &'/&x' + &'/&y' , 

o, (4.50) 

o, (4.51) 

donde se ha despreciado [)2 Ej j [)z2 de acuerdo con la aproximación paraxial. 
Para poder estudiar los efectos de perturbaciones en el director, las cuales 

t ienen sus consecuencias en el tensor dieléctrico, el mismo se expresa como 
el promedio más una desviación del promedio, a la cual llamaremos la fluc
tuación, t j i = (¿-ji) + €ji . 

Con el tensor dieléctrico así expresado, se obtiene el siguiente par de 
ecuaciones estocásticas, 

(4.52) 

(4.53) 

Que son las ecuaciones análogas a la ec.(3.30) en donde no se empicó la 
aproximación paraxial. 

58 



Ecuación Fokker-Pla nck 

Se quiere resolver ahora el sistema de ecuaciones estocásticas (4.52) y 

(4.53), lo que signi fica obtener una función de probabi lidad paro. i5 y E"". 
Para lograr esto, apl icamos nuevamente el método de van Kampen 121 para 
encontrar la ecuación de Fokker-Plallck correspondiente. 

r ,a ecuación de continuidad en el e<;;pacio de va riables para una realización 
determinada de la función estocást ica E(p, z) es, 

og[E(p),E'(p) , z[ = Jd [ J ( E() ¡ - J ( E' () ¡] (4.54) 
az P JE,(p) ,p g JE¡(p) ,p Q 

donde (! es la distri bución para una realización determinada de E y el punto 
representa derivada con respecto a z, además hay suma sobre índices repeti
dos. Se ve que ahora la distribución , así como la distr ibución de probabilidad 
es una funcional de las funciones E(p) y E* (p). Esto significa que la distri
bución nos dará la probabi lidad de encontrar una determinada función para 
la ampli tud compleja E a lo largo de las coordenadas transversales {x, y} del 
sistema. 

Sustituyendo las ecuaciones (4.52) y (4.53) en la ecuación de conti nuidad 
(4.54) se obt iene 

;: - J dp[- JE~(P) (2~(6pf:j,(p) - k'bi(p) 

w'2 w'2 ó i 
+ --;;¡(c;)'jEj(p) + --;;¡o'j(p,z)Ej (p))) + JB;(p) ( 2k(6pE;(p) 

, , 
k'E;(p) +~ (é)'jE;(p) + ~, g,j(p,z)E;(p»)Jg 

Si se ut iliza la ecuación 

o,(u(t» = [Ao+(Y' 1~(AI (t)eTAO AI (t- T»e-TAOdT] (u(t» , 

para obtener la distr ibución de probabilidad ((!) = P[E(p) , E*(p), z] como lo 
indica el método. Aquí 

Ao = J dp[ O/;(P) (2~(6pE,(p) - k'E,(p) + ~: (e) 'j E,(p))) 

J . , 
+ JE¡(p) (2~(6pE:(p) - k'E:(p) + ~~ (é)'j E;(p))) ] 
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es la parte determinista del operador de flujo en la ecuación (4.55) , y 

(4.55) 

es la parte estocástica del mismo. 
Primero tenemos que ver cómo opera e'T'Ao en la funcional P[E{p) , E'{p) , zl . 

Para ésto desarrollamos la parte de TAo P que opera sobre E , 

TAn P = J dp[- ;~ (,0,pE.(p) ÓE~(P) - k'(ó" ó(O)P + E.(p) ÓE~(P/) 
w' <1 

+ ¿ (E)"(6,,o(0) l' + tJ, (p) DE,(p) 1') 

J Ti Ó, ó w' Ó P 
= dp[- 2k (,0,pE. (p) li l:i,(p) k E.(p) li l:i,(p/ + ¿ (E)" E,(p) IitJ,(p) 

(4.56) 
ya que 3k2 = w2 j ¿{é)ii . Haciendo un análisis similar para la parte de TAo 
que opera sobre E *, se llega a un resultado similar de donde se concluye que 
el operador eTAo t ras lada a la funcional sobre la que opera de 

P [E (p) , E' (p) , zl 

iT w2 

PIE(p)- 2k (,0,pE (p) - k'E(p) + ,p (E) . E(p)) , 

ZT w2 

E'(p) + 2k (,0,pE '(p) - k'E '(p) + ¿ (é) · E'(p)),zl '" PT , 

para faci li tar la notación hemos denotado por p.1' a la distri bución trasladada, 
de lal forma que expl -T Aol P = P- T . 

Ahora se tiene que aplicar el operador AI {Z - T) , 

ÓE'~ ) E; (p,» [P-T. 
, ¡J<, 

(4.ó7) 
Después de algunos cálculos directos se llega a que 

iw' J N ir 2 _2 2 Ó P- 1' 
A,(z - T)P-r = - 2k¿ dp, [E.,(p" z - T){E,(p')( 2k(w Ic-(E)" - k S,,) + óu) SE/(p,) 

, -ir" , óP_r JI 
-E,(P2)(- 2k(w le (E),,-k Ó¡¡ )+Óu) IiE¡'(p, ) . 
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De manera sencilla también se puede operar con eTAo , que como anterior
mente se vió , es una traslación, 

e
TA

, A, (z - r)e-
TA

, P ~ - 2~:' J dp,V'j(p" z - r){ F'j.E.(p,)Cu J~~,) 

- F'j.EZ(p,)C:, J~~P, ) )J , (4.58) 

con 

i T w2 

Fjk (J.. - -(lo. J.. - k'J·k + -(eh)) (4.59) 
J 2k P2 J J r? J 

C. (;: (w' /c' (e)" - k'J,,) + J.) (4.60) 

ir w2 

Pj*k - (Jj • + 2k (lo.",Jj , - k'Jj• + "C'(¿)j.») (4.61) 

Ci~ - (- ;~ (w' / C' (é)" - k'J,,) + Ji/ ). (4.62) 

Finalmente, tenemos que operar Al (z) por el lado izquierdo de la ecuación 
(4.58) y promediar. Ahora sustituyendo ese resul tado de la forma COIllO lo 
indica la eco (3 .11 ) se obtiene la correspondiente ecuación de Fokker-Planck , 

{JP J i J, J w' J 
(Jz - dp[- 2k (lo.pE,(p) JE,(p) - k E,(p) JE,(p) + "C'(E)'jEj(p) JEj(p) ) 

+ 2'k (lo.pE;(p) JE:(P) k' E;(p) JE:(P) + ~ (E)'j E; (p) JE;(P) )] P 

+ :' J dp,dp,dr(fm" (p, , z)f'j (p" z - r)) [JE,,~(P ') E,,(p ,)FjkEk(p,)C. J~~:,) 
J E.:~(P ' ) E,:(p ,)Fj,E.(p,)C. J~:,) JE:(P' ) E,,(P,)PjkEZ(P, )C:, J~~P,) 
+ JE.

J
( ) E,:(P, ) PjkE;(p,)C~ J:'

p
( ) I 

m PI 1 P2 
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o bien) simplificando) 

con 

{l P 

[Jz 

'l W 2 

a;j ~ - 2k (L.Aj - k'Óij + él (é)ij) 

Arunik(Llp = pz - PI) = 100 dr(t"m(Pll Z)€ij(P2 ) z - r))FjkCii 

Esta es la EFP para la amplitud compleja del campo eléctrico y de donde es 
posible obtener los momentos de E . 

Momentos 

Con la ecuación de Fokker-Planck (4.63) es posible obtener ecuaciones 
cerradas para los momentos del campo E . Al multiplicar la 8 FP por E y 
por EqE; y al integrar por partes, se obtiene que el campo promedio (E) 
y la función de coherencia de segundo orden rqp(z , p¡ , p,) = (Eq(p¡)E; (p,)) 
respectivamente. 

(4.64) 

1 
2k (.6.P1 r qp - .6.~ r 17<1 + T iq r'ip - 1ip r qi) 

k' 
--;¡-[A¡qlk(O)Ójp + A;Plj(O)Ó" - Ajp,,(L\p) - A;qpj(L\p) 

+ 2-i( /{k,¡II (pdójp - /{j"II(P, )Ókq)J!'kj, 
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con 

y , 
7: j ~ ~ (o),j - k'J.j . 

Para el caso en que T « kz, que físicamente equi vale a suponer que la 
longitud de onda es mucho más pequei'i a que las longitudes de correlación , 
los momentos anteriores se reducen a , 

(4.65) 

Para el caso particular de una onda plana incidente, la solución a la 
ecuación (4.65) Y (f'qq(z, PI> p,))(suma sobre q) que describe la distribución 
promedio ele la intensidad dentro del medio fluctuante, está dada por 

(Eq(p, z) ) ~ exp[ _ k' Aqilj (O) zj 4[ EjO), 

(f"I" (Z, PI , p,) ) ~ exp[-k' D(l'.p)zj2[[ E(O) [, 

D(l'.p) ~ Aqilq(O) - Aqilq(P2 - PI) 

(4.66) 

(4.67) 

El superíndice cero denota condiciones in iciales. De los resultados (4.66) y 
(4.67) se observa que la amplitud y la intensidad de un haz luminoso decrecen 
exponencia lmente conforme la onda penetra en el medio con flucLuaciones, y 
la longitud de penetración decrece m.ientras mayor sea el número de onda k. 
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Capítulo 5 

Resultados 

Para poder comparar los result.ados obtenidos con el experimento, es ne
cesario expresarlos en términos de a lgún parámetro que caracterice a un 
ueLer ltlilladu l:rislal líquido. 8 11 lJuesLro l:a:'iO esLe ténll illu eij la dll isoLrupía 

del tensor dieléctrico f (j.. Al Lomar en cuenta que [jj = él.Óij +Caninj , siendo 
11.8 las componentes del campo director ) y que {ij = Cij - (cijL se demuestra 
fácilmente que Sij = é"c( n¡nj - (ninj) ). Entonces , el t.ensor A j kl(6p) de las 
Ec •. (4.66) ,(4.67) torna la forma 

(5. 1 ) 

donde se ha definido 

R'jkl(6p) = l oo dT«n,nj(p I,z)nmn"(p,,z _ T» 

- (n,nj (P I , z» (14,.n,. (p" z - T ))) F,,"Cnk . (5. 2) 

Para el caso particular cuando T « 1 la ecuación (4 .67) Loma la forma 

(5.3) 

siendo 

R(t>p) = .[00 dT« nq1l.I(PI, Z )n"'q(p" Z - T» - (11,111 (PI , z» (11¡11q(p2 , Z - T» ), 

que sólo depende de las propiedades del ruido. 
A cont inuación se grafica figs .(5. 1 ),(5. 2) la función de coherencia de se

gundo orden que nos da la intensidad promedio para dos cristales líquidos 
diferentes. 
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Figura 5.1: Cristal líquido J\llLC-1 3800100, oon anisotropía en la permitividad 
eléctri ca de é a = 5, a temperatura T = 20°C ) Y frecuencia de la onda 
incidente de 1kHz 

z está en unidades adimensionales dada por z = 1/ Fl. Los valores de la 
anisot.ropía del crist.al líquido fueron obtenidos de [30]. 

De la grá fi ca se observa que la longitud de coherencia disminuye dramát i
camente con la anisot ropía del cristal líquido. Esto es porque porque las 
nuct.uaciones del director se acoplan con mayor fuerza a las nuct.uaciones de 
la penniti vidad eléctrica. 
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Figura 5.2: Cristal líquido MLC-1390000, con anisotropía en la perrnitividad 
eléctri ca de Ea = 8,3, a temperatura 'f' = 20°(.,' , Y frecuencia de la onda 
incidente de [k fl z 

66 



Caṕıtulo 6

Discusión

Se propuso un modelo estocástico para describir la propagación de una on-
da electromagnética en una celda de cristal ĺıquido con permitividad eléctrica
fluctuante. Se analizaron y compararon cŕıticamente dos métodos para resol-
ver el modelo estocástico propuesto: el método de la aproximación difusiva
y el método de van Kampen. A partir del método más exacto, el de van
Kampen, se obtuvo una ecuación Fokker-Planck para la propagación de un
campo óptico a través de un medio con permitividad dieléctrica fluctuante.
Se ha empleado un desarrollo sistemático que permite calcular los efectos de
la fluctuaciones en el campo óptico, aśı como también se obtuvo el espectro
de fluctuaciones. También se empleó la aproximación paraxial para obtener
resultados sobre la amplitud y la intensidad del campo óptico aśı como su
distancia de penetración en un cristal ĺıquido debido a las fluctuaciones del
campo director, que son cantidades que se pueden comparar con el expe-
rimento. El parámetro que caracteriza los resultados en el caṕıtulo 5 es la
anisotroṕıa del medio. Para un medio isótropo este parámetro es cero y nues-
tros resultados no mostraŕıan ninguna diferencia con el modelo determinista.
Esto quiere decir que se tomó en cuenta solamente las fluctuaciones del direc-
tor y no las fluctuaciones de la permitividad dieléctrica debido a variaciones
de densidad que es un efecto pequeño en un cristal ĺıquido. Sin embargo,
este método puede ser empleado para estudiar estas últimas y aśı tener un
resultado más completo.

Aunque no se encontraron en la literatura resultados experimetales contra
los cuales poder comparar, el modelo que se estudió predice valores cuanti-
tativos de una propiedad medible, la intensidad del haz.

Es importante mencionar que el modelo tiene ciertas limitaciones como, el
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no tomar por ejemplo, en cuenta el efecto que causaŕıa un flujo hidrodinámi-
co en la celda, ni tampoco el acoplamiento del cristal ĺıquido con el campo
incidente. Es decir, el modelo puede ser empleado sólo para intensidades pe-
queñas del haz incidente con respecto a la enerǵıa elástica del nemático. Para
poder emplear el modelo para intensidades mas grandes del haz incidente, es
necesario tomar en cuenta el acoplamiento del campo electromagnético con
el director del cristal ĺıquido.

Existen muchos modelos para medios aleatorios [22, 1, 2], sin embargo,
todos son para medios isótropos, y este modelo es uno de los pocos modelos
estocásticos que se han hecho para cristales ĺıquidos.
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DAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO Cap. 1 (1995)

[40] G. Friedel, Ann. Phys 18, 273(1922).

[41] F.M.Leslie, Quart. J. Mech. Appl. Math. 19, 357 (1966).

[42] O.J.Pardi, Phys. (Fr.) 31, 581 (1970).

[43] W.Maier-Saupe, A. Z., Z. Natur. A13, 564(1958).

[44] Brand, H. and Pleiner, H., J. Physique 41, 553 (1980).

[45] Frank, F.C., Discuss. Faraday Soc. 25, 19 (1958).

71



[46] J.D.Jackson, Classical Electrodynamics (J.Wiley, New York, 1986) 2nd
edition

[47] H. Kelker and R.Hatz, Handbook of Liquid Cristals (Verlag Chemie,
Weinheim, 1980) Cap. 4

[48] R.Zwanzig, Phys.Rev. 124, 983(1961)

[49] H.Mori,Prog.Theor.Phys. 33, 245(1971)

[50] M.Bixon and R.Zwanzig,J.Stat.Phys.3, 245(1971).

[51] H.Fujisaka,Prog.Theor.Phys.55,430(1976).
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