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Introduccidn.

En nuestra vida diaria nos vemos rodeados por un gran nimero de sistemas de redes:
eléctricas, de telefonia terrestre, satelital, sistemas de carreteras nacionales, el metro,
el sistema de servicio de aerolineas, redes de distribucién y manufactura, etcétera.
La caracteristica que define a las situaciones que envuelven a este tipo de redes es
que se desea mover el servicio o producto ofrecido (la electricidad, la comunicacién,
un mensaje, personas, etcétera) de un lugar a otro a través de la red de la manera
mas eficiente posible. En este trabajo veremos cémo este tipo de situaciones pueden
ser modeladas matemdticamente teniendo una representacién gréfica (la red), la cual
tiene una funcién mucho maés relevante como veremos mas adelante. Estos modelos
matematicos son conocidos como problemas de flujo en redes y estudiaremos algunas
formas (algoritmos) en la que éstos son resueltos.

El campo de estudio de la teoria de redes tiene sus bases en el trabajo de perso-
nas como Gustav Kirchhof quien junto con otros pioneros de la ingenieria eléctrica y
mecanica se dedicaban al analisis de los circuitos eléctricos, de donde surgié la idea de
establecer a las redes como entes matemadticos en la representacién de sistemas fisicos.
Muchos problemas de optimizaciéon de redes en realidad son tipos especiales de pro-
blemas de programacién lineal, asi, se ha intentado unificar estas dos areas a través
de la teoria de coloraciones en graficas que es justo lo que se estudiard a lo largo
de este trabajo, respondiendo en cada capitulo respectivamente a interrogantes tales
como: jHabra un camino que lleve o permita transportar el servicio o producto que se
ofrece desde un cierto punto x a otro? ;Qué cantidad es posible enviar? y por supuesto
ipodra salir mas barato?. Entonces, el objetivo de este trabajo es estudiar este ultimo
enfoque y proporcionar una herramienta de computo, principalmente didactica. Asi, es
que la tesis estd compuesta en la parte escrita por cinco capitulos y de un programa de
computo, al cual dedicamos los dos tltimos.

En el capitulo 1 empezamos con elementos bésicos de la teoria de redes, después de-
finimos una coloracidn una vez unificados los conceptos anteriores, llegamos a establecer
condiciones que definen el problema de la cadena coloreada y el corte coloreado. Con
base en el teorema de la red coloreada y el lema de Minty, que son equivalentes como
veremos mas adelante, es posible encontrar solucién a dichos problemas a través del
algoritmo de la red coloreada, el cual después de una pequena modificacién dard lugar
a lo que llamaremos algoritmo de Minty y formard la principal subrutina en los algo-
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VIII Introduccion.

ritmos que se presentan en los siguientes capitulos. Es importante mencionar que los
algoritmos de coloracién son métodos sencillos que dan una idea clara e intuitiva para
resolver problemas de optimizacion en redes. Finalmente veremos algunas aplicaciones.

En el capitulo 2 se analizan dos problemas de factibilidad; un flujo factible con
respecto a las capacidades de los arcos de la red y con respecto a las ofertas de los
nodos. Se describen ambos problemas estableciéndose las condiciones que garantizan la
existencia de la solucién basados en los teoremas de coloraciones.

El capitulo 3 aborda el tema central de la tesis que es el de flujo a costo minimo,
uno de los mas importantes en la teoria de redes por su aplicaciéon en situaciones
cotidianas y los diversos métodos que se han desarrollado para encontrar una solucién.
Aqui se fusiona lo estudiado en los capitulos anteriores. Se plantea el problema de
distribucién lineal factible y mostramos el algoritmo que ofrece la solucién a éste, dicho
algoritmo usa los ya vistos en los capitulos anteriores; el algoritmo de rectificacién de
flujo, el algoritmo de rectificacion de tension, los cuales a su vez usan como subrutina el
algoritmo de Minty. Por ultimo, dentro de las aplicaciones de este método de solucién
es el problema de transporte y el problema de arborescencia de ruta més corta debido
a que poseen la misma estructura.

Actualmente existen en el mercado paquetes de cémputo que dan solucién a va-
rios problemas de redes, sobre todo si éstos pueden ser expresados como problemas
de programacion lineal, sin embargo la intencién de este proyecto es acercarnos a la
manipulacion de los resultados frente a un lenguaje de programacién. Por ello en el
capitulo 4 se presenta lo que es basicamente la estructura de los programas realizados
que resuelven el problema de flujo a costo minimo a través de una coloracién, basados
por supuesto en los algoritmos estudiados en los tres primeros capitulos. Como el algo-
ritmo de distribucién 6ptima es el que da solucién a este problema y ya vimos que usa
como subrutina a los algoritmos vistos en los primeros dos capitulos, se aprovecho esto
y una vez que se tiene acceso es posible usar de manera individual cada algoritmo a
través de un menu que aparecera en la pantalla. Los algoritmos fueron programados en
el paquete de computo llamado MATLAB por ser un sistema interactivo y un lenguaje
de programacién accesible.

Finalmente el capitulo 5 es un pequenio manual para el usuario, en el cual se mues-
tran las indicaciones a seguir para el correcto funcionamiento del programa. Adicional-
mente se muestran algunas corridas como ejemplo de las posibles soluciones.



Un poco de color

En este primer capitulo hablaremos de un tema que sentara las bases en el desarrollo
del presente trabajo y es el de coloraciéon de arcos en graficas. Comenzaremos por
ver algunas definiciones, posteriormente daremos una idea general de lo que es una
coloracion, su definiciéon y mostraremos algunos ejemplos en los que se puede aplicar.
Posteriormente veremos el algoritmo de la Red Coloreada junto con algunos ejemplos de
problemas que éste resuelve, asi finalizaremos viendo el Teorema de la Red Coloreada
v el Lema de Minty.

1.1. Definiciones

Definicién 1 (Gréfica).

Una gréfica es una pareja de conjuntos [X, A], donde X es un conjunto no vacio
de puntos llamados nodos o vértices y A es un conjunto de lineas que unen todos o
algunos de los vértices. Se denota con G = [X, A].

A los elementos de X los denotaremos como: i1, 19, ..., iy.

A los elementos de A los denotaremos como: ai, ao, ..., Gy,

Si los elementos de A tienen una direccién, representada con una flecha, se llaman
arcos y se dice que la grafica G es dirigida u orientada. Si no tienen direccion se llaman
aristas y G es no dirigida.

Definicién 2 (cadena).
Una cadena es una secuencia finita de arcos o aristas. Una cadena simple no repite
aristas o arcos y una cadena elemental no repite vértices.

Definicién 3 (ciclo).
Un ciclo es una cadena cuyo vértice final es igual a su vértice inicial.
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Definicién 4 (camino).
Un camino es una secuencia de arcos en la cual el vértice final de uno es el vértice
inicial del que le sigue en la secuencia.

Definicién 5 (camino simple).
Un camino simple es un camino i1, a1, 42, 42,...,0¢4—1, tq tal que i; # iy sii # k. Es
un camino que no repite arcos.

Definicién 6 (camino elemental).
Un camino elemental es aquel que no repite nodos.

Definicién 7 (circuito).
Un circuito es un camino cuyo vértice inicial coincide con su vértice final.

Definicién 8 (funcién de incidencia).
Una grafica puede ser representada numéricamente basdndonos en la idea de la
funcién de incidencia nodo-arco de G, la cual se define del siguiente modo:

1 si i es nodo inicial del arco j
e(i,j) =< —1 si iesnodo final del arco j

0 en otro caso

Definicién 9 (Red).
Una red R = [X, A, f] es una gréfica ponderada; es decir, es una grafica [X, A] con
una funcién real f definida sobre sus arcos o aristas o sobre sus vértices o ambos.

1.2. Coloracidn

Cémo llegar de un lugar a otro? A esta pregunta nos enfrentamos cuando deseamos
encontrar un camino que nos lleve de un lugar especifico a otro; por ejemplo, imaginemos
que deseamos visitar las ciudades principales o las capitales de los estados de la reptuiblica
mexicana en auto y traemos un mapa de las carreteras que las comunican, de este modo
nuestro problema se reduce a encontrar el camino que nos lleve por ejemplo de la ciudad
de México a Monterrey. Este tipo de problemas tienen solucién a través de algoritmos
en el andlisis de redes; en este capitulo veremos una herramienta especifica para ello,
en la cual se hace uso de colores. Comencemos por ver la definicién de una coloracién.

Definicién 10 (Coloracién).
Decimos que una coloracién es una funcién inyectiva que va del conjunto de arcos
al conjunto de los colores, donde a cada arco de la red le asocia uno y sélo un color.

Es decir, una coloracion es una particion sobre el conjunto de arcos en la red.
Los colores que vamos a usar son: verde, blanco, negro y rojo. Hasta este momento
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ya sabemos que es una coloracién, pero, ;Cémo la aplicamos a la red? Para cada
problema vamos a tener ciertas restricciones y son éstas las que van a definir el color
que tomara cada arco. De este modo en una red hay cuatro tipos de arcos: los que
pueden recorrerse en ambos sentidos a los cuales se les asigna el color verde; los que
pueden recorrerse sélo en su sentido se les asigna el blanco; los que pueden recorrerse
s6lo en sentido contrario se les asocia el color negro; y los que no pueden recorrerse
se les da el color rojo. Una vez asignados los colores en la red, segin sus restricciones,
aplicaremos el algoritmo de la red coloreada, el cual veremos mas adelante, por el
momento es necesario que sepamos que al dar solucién al problema vamos a encontrar
una y sélo una de las siguientes opciones: una cadena compatible con la coloracién o
un corte compatible con la coloracién.

1.3. Cadenas y Cortes coloreados

;,Qué vamos a entender por cadena compatible con la coloraciéon? Ya sabemos que
una cadena es una secuencia finita de nodos y arcos, pero la cadena coloreada o com-
patible con la coloracién nos mostrara los arcos por los que hay que pasar para llegar
de un nodo o subconjunto de nodos especifico en la red denotado como N a otro nodo
o subconjunto de nodos denotado como N~. Una cadena de N* a N~ se denota como
P : Nt — N~ en forma explicita ésta se escribe como: P: iy, ag, i1, Q1,..., Qk—1, if
conig € Nt eip € N~,donde i € N a € A. Al construir una cadena se generan dos
conjuntos P, el cual denota al conjunto de arcos de la cadena recorridos positivamente
(en el sentido establecido por el arco) y P~ es el conjunto de arcos recorridos negati-
vamente (en sentido contrario al establecido por el arco). De acuerdo a la funcién de
incidencia una cadena se escribe como:

1 sijepPt
ep(j)=e(j,P)=q -1 sije P~

0 en otro caso

En términos de colores el problema se plantea del siguiente modo:

1.3.1. Problema de la cadena coloreada

En una red R, se definen dos conjuntos no vacios de nodos N* y N~ y una coloracién
de A consistente de los colores verde, blanco, negro y rojo. El problema es determinar
una cadena P : NT — N~ tal que todo arco en PT sea verde o blanco y todo arco de
P~ sea verde o negro.

Anteriormente mencionamos la existencia de cortes compatibles con la coloracién,
ahora bien, la idea de un corte en una red es encontrar un conjunto de arcos dentro de
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la red tales que debido a las restricciones que poseen (en este caso se trata de color) ya
no permiten la existencia de una cadena (coloreada) de N* a N~

Definicién 11 (Corte).

Formalmente definimos un corte como el conjunto de arcos Q = [S,S5’], donde
S={ieXlieP}yS ={ie€X|i¢ S}conS C X. Se dice que el corte Q separa N
de N~ si es de la forma [S,9’], para algin S C X, tal que Nt C Sy N~ NS = @.
Se denotard @ con NT | N~. Un corte también se define a través de la funcién de
incidencia como:

1 sijeq@t
eQ(j) =e(j,Q) =9 -1 sijeQ”
0 en otro caso

En términos de colores el problema es el siguiente:

1.3.2. Problema del corte coloreado

Sean NT y N~ C X tales que NT N N~ = &. Definimos una coloracién en la red
R con los colores verde, blanco, negro y rojo. Es importante mencionar que definir un
corte en funcién de la unién de dos conjuntos de arcos y de la coloracién que acabamos
de establecer, queda del siguiente modo:

RQ=Q"uQ"
donde Q1 = {j € Q|j es negro o rojo} y
Q™ = {j € Q|j es blanco o rojo}

Asi, el problema es determinar un corte Q : N™ | N~ tal que todo arco de Q™ sea rojo
o negro y todo arco de (J~ sea rojo o blanco. El corte que cumple con estas restricciones
se dice que es compatible con la coloracién y si ademds separa NT de N~ éste es la
solucién al problema del corte coloreado.

Es interesante ver la dualidad de los colores entre los dos problemas; por ejemplo
un arco de color verde forma parte de caminos o cadenas y no de cortes; el color blanco
permite que se avance en el sentido del arco y forma parte de caminos, mientras que si
su nodo final se encuentra en S entonces formara parte de un corte; un arco de color
negro forma parte de una cadena siempre y cuando sea recorrido en sentido contrario y
formard parte de un corte si su nodo inicial se encuentra S, finalmente un arco de color
rojo bajo ninguna circunstancia forma parte de una cadena, mientras que bajo cual-
quier circunstancia siempre forma parte de un corte. Esto se muestran en la siguiente
tabla:
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color cadena corte

verde | recorrido en ambos sentidos no hay recorrido
blanco recorrido hacia adelante recorrido hacia atras
negro recorrido hacia atras recorrido hacia adelante
rojo no hay recorrido recorrido en ambos sentidos

1.4. Algoritmo de la red coloreada

En esta seccién veremos un procedimiento llamado Algoritmo de la red coloreada, el
cual da soluciéon de manera simultanea a los dos problemas que describimos arriba, pues
una vez encontrada la cadena coloreada ya no es posible que exista el corte coloreado
y viceversa.

La idea del algoritmo esta asociada a la utilizacién de una funcién que llamaremos
60— enrutamiento denotada 6 : S\ N* — Ay a la construccién de un conjunto de nodos
S que contiene a NT. La funcién asocia cada nodo ¢ € S\ N* con un arco j € Ay
representa el camino que hasta ahora se ha construido para alcanzar los nodos de S
desde N sin pasar fuera de S, donde N serd la base y debe de satisfacer:

s Para cada nodo i € N*, §(i) es un arco que une a i con algiin nodo de S.

» Cuando se genera una secuencia ig, 0(ig), i1, 6(i1),..., ik, 0(ix),ix+1, en donde iy
es el otro extremo de 0(ip—1)(h = 1,...,k + 1), eventualmente se alcanza un nodo
de NT. El reverso de esta secuencia es una cadena de N a 1.

Es importante observar que el algoritmo va a generar cadenas compatibles con la
coloracién en caso de que existan, por lo que (i) debe ser verde o blanco si es
extremo inicial y debe ser verde o negro si i es extremo final.

Algoritmo de la red coloreada

Objetivo: Determinar una cadena de N™ a N~ compatible con la coloracién.

Descripcion

Paso 1. Sea S = Nt y sea 6 vacio.

Paso 2. Determinese el corte Q =[S, S"].

1. Si j € QT tal que j es verde o blanco o si 3 j € Q~ tal que j es verde o
negro ir al Paso 3.

2. Si no existe tal j terminar. En este caso no existe soluciéon al problema y

Q@ =[S, 5] es un corte compatible con la coloracién.

Paso 3. Sea 0(i) = j, en donde i ¢ S. Sea S = S U{i}. El enrutamiento es compatible
con la coloracién.
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1. Si7 € N~ terminar. Los arcos del 8— enrutamiento contienen una cadena P
de NT ai & N~ compatible con la coloracién.

2. Sii¢ N~ se tiene SN N~ = @. Ir al Paso 2.

Justificacidon

En el Paso 2.1 del algoritmo el revisar la existencia de tal arco nos permitira ir
construyendo en el Paso & de cada iteracién una cadena compatible con la coloracién,
es decir, el conjunto S aumentara en una unidad si es que tal arco existe en el corte. La
cadena sera compatible con la coloracién por construccién, de tal forma que todo arco
que esté en la cadena serd blanco o verde si j € PT y serd verde o negro si j € P~.
En el Paso 2.2 al examinar y no encontrar un arco j como se pide en el Paso 2.1 nos
garantiza la existencia de un corte compatible con la coloraciéon ya que todo arco en
dicho corte sera rojo o negro si j € Q@ o rojo o blanco si j € Q, en tal caso no existe
solucion al problema de la cadena coloreada, pero se da solucién al problema del corte
coloreado. Observemos que el algoritmo termina una vez que SN N~ # &.

El algoritmo termina en un ntmero finito de pasos, puesto que hay un ntmero finito
de nodos y arcos. Para saber a lo mas en cuantas iteraciones termina el algoritmo
nos basta con saber el nimero de arcos involucrados. Asi por ejemplo: el nimero de
arcos que unen n nodos en una cadena es n — 1. Consideremos que del conjunto N es
suficiente con tomar un nodo y que de éste salga un arco, andlogamente al conjunto N~
debe llegar un arco hacia un nodo de éste, por lo tanto a lo mas el niimero de nodos

involucrados en la cadena serd |X| — [Nt — 1| — [N~ — 1|. Asf el niimero mdximo de
arista en la cadena compatible y por lo tanto el nimero maximo de iteraciones para
finalizar el algoritmo serdn: |X|— |N* — 1| — [N~ — 1] — 1 realizando unas sencillas

operaciones tenemos |X|—|NT|—|N~|+ 1.

Ejemplo Determinar una cadena compatible con la coloracién de Nt a N~ donde
N* = {1}y N~ = {10}

AN
}?/

LTy

\clf%)\\c')/
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Iteracion 1.

Paso 1. Sea S=NT={1}y0 =0
Paso 2. El corte Q =[S, 5] esta formado por los subconjuntos

QY ={(1,2),(1,4)} y Q- ={(3,1)} y ademés j - (1,2) € Q" es verde.
Paso 3. Definimos: 0(i2) = (1,2) y actualizamos al conjunto S = {1,2}. Como

aun no hemos alcanzado el nodo 10, esto es, SN N~ = & realizaremos otra
iteracion.

Iteracion 2.

Paso 2. Ahora S = {1,2} entonces el corte Q =[5, 5] estd dado por los subcon-
juntos Q1 = {(1,4),(2,3),(2,5),(2,7)}; @~ = {(3,1)}, ademés el arco (2, 7)
es verde.

Paso 3. Definimos 0(i7) = (2,7) y actualizamos al conjunto S = {1,2,7}. Como
aun no hemos alcanzado el nodo 10, es decir, SN N~ = & realizaremos otra
iteracion.

Iteracion 3.

Paso 2. Ahora S = {1,2,7} entonces el corte @ = [S,S5'] estd dado por los
subconjuntos Q1 = {(1,4), (2, 3),(2,5), (7,5),(7,8),(7,10)}; @~ = {(3,1)},
ademas el arco (7,10) es blanco.

Paso 3. Definimos 0(i19) = (7,10) y actualizamos al conjunto S = {1,2,7, 10}.
Como ya alcanzamos el nodo 10 hemos terminado, es decir, hemos encon-
trado una cadena compatible con la coloracién, FIN.

La secuencia de la cadena fue la siguiente: 10, 0(i19) = (7,10), 7, 0(i7) =
(2,7), 2, 0(i2) = (1,2), 1.

Por lo que la cadena compatible con la coloracion resultante de la red es:
P:1—-2—-17—10.

1.5. Teorema de la Red Coloreada

En esta seccion veremos el Teorema de la red coloreada, su justificacién y la relacién
que tiene con el Lema de Minty.

Teorema 1 (Teorema de la red coloreada).

Sean Nty N— C X, tales que Nt NN~ = @. Entonces, para cualquier coloracion
de la red R con los colores verde, blanco, negro y rojo una y solo una de las siguientes
afirmaciones es vdlida:
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1. El problema de la cadena coloreada tiene una solucion P.

2. FEl problema del corte coloreado tiene una solucion Q).

Justificacidon

En la Seccién 1.3 se describe el algoritmo de la red coloreada; el cual comienza
con un subconjunto N* C S y una funcién 6 vacia. Como se vio, en cada iteracién se
construye un corte nuevo si es que fue posible anadir un nodo a S, esto hasta que algun
nodo de N~ forme parte de S, en tal caso el algoritmo termina y se dice que se ha
encontrado una cadena coloreada. En caso de que ya no sea posible anadir elementos de
X en S y ningin elemento de N~ forme parte de 9, el algoritmo termina y se dice que
se ha encontrado un corte compatible con la coloracién. Por las razones ya expuestas,
el algoritmo de la red coloreada constituye una prueba constructiva para este teorema,
garantizando asi la existencia de una de las afirmaciones de éste.

Otro resultado que esta intimamente ligado al teorema de la red coloreada es el
Lema de Minty que veremos a continuacion, pero antes veamos la definicién de corte
elemental:

Definicién 12 (Corte elemental).
Decimos que un corte es elemental si al extraer los arcos que forman el corte de la
red, las componentes conexas de ésta aumentan en una unidad.

Lema de Minty

Dada cualquier coloracién en la red R con los colores verde, blanco, negro, rojo y
cualquier arco j* que sea blanco o negro una y sélo una de las siguientes afirmaciones
es valida:

1. Existe un ciclo elemental P tal que P usa el arco j* y éste es compatible con la
coloracion.

2. Existe un corte elemental ) tal que @) usa el arco j* y éste es compatible con la
coloracion.

Justificacidon

Sea R = [X, A, f] una red y sea j* « (i,i') € A Si j* es blanco definimos s = i’ y
s’ =1, si es negro s =iy s/ = 7. Ahora aplicamos el algoritmo de la red coloreada a j*
donde Nt ={s} y N™ = {s'}.

= Si al aplicar el algoritmo se determina una cadena P : s — s’ ésta serd compatible
con la coloracién, pero en esta cadena no se encuentra el arco j*, por lo que la
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cadena P U {j*} constituyen una ciclo en la red, que cumple con ser un circuito
elemental por ser compatible con la coloracién, por lo tanto existe solucién y el
arco j* pertenece a un circuito elemental.

= Si al aplicar el algoritmo a j* encontramos un corte @ = [S,S’] tenemos que
jFe€QyaqueseSys ¢S5, el corte es compatible con la coloraciéon que separa
s de s'. Por lo tanto existe solucién al problema del corte coloreado y el arco j*
pertenece a un corte elemental.

Para el presente trabajo es de suma importancia mencionar que esta manera de proceder
nos proporciona un algoritmo llamado: el algoritmo de Minty, el cual sera usado
como subrutina en los algoritmos que veremos en los siguientes capitulos. A través del
siguiente diagrama de flujo podemos seguir la secuencia de éste para tener una idea

més clara de cémo funciona.

j ~ (i,4*) negro (blanco)
i=Nti*=N-~
Nt N-CcXS=NT

Forma @ = [S, S*]

JjeQ”
verde o blanco
djeQ”

yerde o negrg

Hay un corte
coloreado

S=N*u{j}

Hay un ciclo coloreado

Ejemplo. Sea R = [X, A, f] la siguiente red y determinese cudl de las dos alternativas
del Lema de Minty se cumple para el arco j* = (1, 2) blanco.
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/Cik v
/5 b
b n v
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2 r 3 4
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Iteracion 1.

Paso 1. Por ser j* blanco tomamos N* = {2} y N™ = {1}

Paso 2. El corte Q = [S,5'] estd formado por QT = {(2,3),(2,5)} con Q= =
{(1,2)}, el arco (2,5) es verde.

Paso 3. Sea 6(5) = (2,5) y S = {2,5}. Como S U N~ = & realizamos otra

iteracién.

Iteracion 2.

Paso 2. El corte Q = [S,S5'] estd formado por QT = {(2,3),(5,6)} con Q~ =
{(1,2),(3,5),(4,5)}, el arco (4,5) es negro.
Paso 3. Sea 0(4) = (4,5) y S = {2,5,4}. Como S U N~ = & realizamos otra

iteracién.

Iteracion 3.

Paso 2. El corte Q = [S,S'] estd formado por QT = {(2,3), (4,3), (4,1), (5,6)}
con @~ =1{(1,2),(3,5),(6,4)}, el arco (4,1) es verde.

Paso 8. Sea (1) = (4,1) y S = {2,5,4,1}. Como ya alcanzamos el nodo 1, FIN.
P:2—1leslacadena P:2,(2,5),5,(5,4),4,(4,1),1; asi PU{(1,2)} forman
un ciclo elemental compatible con la coloracion, el cual se puede apreciar en
la siguiente figura. Por lo tanto se cumple la primera afirmacion.
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Ejemplo. Consideremos otro ejemplo en la aplicacién del algoritmo de Minty: Sea
R =[X, A, f] la siguiente red y sea j* = (1, 2).

Iteracion 1.

Paso 1. El arco j* es negro, tomamos N* = {1} y N= = {2}.

Paso 2. El corte Q =[S, 5] estd formado por QT = {(1,2)} con @~ = {(3,1), (4,1)},
el arco (4,1) es verde.

Paso 3. Sea 6(4) = (4,1) y S = {1,4}. Como S N N~ = @& realizamos otra
iteracion.

Iteracion 2.

Paso 2. El corte Q = [S,S'] estd formado por Q1 = {(1,2),(4,3),(4,5)} con
Q™ ={(3,1),(6,4)}, el arco (6,4) es verde.

Paso 3. Sea 0(6) = (6,4) y S = {1,4,6}. Como SN N~ = & realizamos otra
iteracion.
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Iteracion 3.

Paso 2. El corte Q = [S, 5] estd formado por Qt = {(1,2),(4,3),(4,5)} con
Q™ ={(3,1),(5,6)}, observemos que en Q' no hay arcos verdes no blancos,
analogamente en Q~ no hay arcos verdes ni negros por lo que ya no es
posible encontrar una cadena compatible con la coloracién de Nt a N~.
Por lo tanto hemos encontrado un corte coloreado, que contiene el arco j tal
corte se observa en la siguiente grafica.

Es importante mencionar que el teorema de la red coloreada puede ser deducido a
partir del Lema de Minty, veamos: Consideremos una red cualquiera, dos subconjuntos
NTy N~ C X no vacios ajenos y una coloracién definida en la red, entonces agregamos
dos nuevos nodos s y s'. El grado interior de s es cero, es decir, g~ (s) = 0 y el grado
exterior de s es igual al niimero de nodos en N*; de este modo, de s saldrdn arcos hacia
todos los nodos de NT; ademds, de N~ saldrén arcos hacia s’ y también tendremos la
presencia de un arco especial j = (s, s), asi a estos nuevos arcos los pintamos de blanco
y aplicamos el Lema de Minty al arco j = (s, s'). Suceden una de dos cosas:

m Si j pertenece a un corte compatible con la coloracion, entonces no contiene a
ninguno de los arcos nuevos, ya que éstos son blancos y no cumplirian con la
restriccién de color, lo cual nos garantiza que la red tiene un corte compatible
que separa Nt de N~.

m Si j pertenece a un ciclo compatible con la coloracion se obtiene
P:s,(s,i),i,....k, (k,s'),s',j,sconie Nt y ke N~
esto quiere decir que existe una cadena compatible con la coloracién de i € NT a

ke N- (P:i— k), por lo tanto existe una cadena compatible que va de N* a
N~.
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1.6. Aplicaciones

En esta seccién veremos algunas aplicaciones tanto del lema de Minty como del
teorema de la red coloreada.

1.6.1. Aplicaciones del Lema de Minty
Lema de Minty e istmo

Se dice que un arco es un istmo si por él mismo constituye un corte. Un arco es un
istmo si y sélo si no hay un ciclo elemental que lo contenga. Ademds quitar un istmo
siempre incrementa en exactamente uno el nimero de componentes en una red. ;Cémo
saber si un arco es un istmoaplicando el Lema de Minty? Consideremos una red con
todos los arcos verdes, excepto uno que es de color negro (o blanco) y apliquemos el
lema de Minty sobre el arco j negro, entonces:

= Si el arco j negro estd en un corte compatible con la coloracién entonces podemos
afirmar que el corte estd formado por un tunico arco, j; asi @ = {j} y por tanto
dicho arco constituye un istmo, puesto que el resto de los arcos en la red son
verdes y no pueden estar en un corte, pues violarian la restriccion de color.

m Si el arco j estd en un ciclo compatible con la coloracién, entonces podemos
separar al ciclo en dos subconjuntos C* y C'~, donde:

Ct ={j € C| j es recorrido positivamente} y
C~ ={j € C| j es recorrido negativamente}

de este modo, j € C™ pues es negro, lo cual quiere decir que j no es un istmo.
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Lema de Minty y redes aciclicas

Usando el Lema de Minty podemos verificar si una red es aciclica (no tiene circuitos)
si y sélo si todo arco pertenece a algin corte. Sea R = {X, A, ¢} una red con todos
los arcos de color negro. Sea ji = (i, ik+1) un arco negro Vj, € A con k = 1,...,n,
apliquemos el Lema de Minty a cualquier arco ji en la red, entonces puede suceder que:

» El arco j; estd en un corte compatible con la coloraciéon para cualquier jp en la
red. Esto significa que todo arco en la red pertenece a un corte y por lo tanto la
red no contiene circuitos.

» Existe un ji en la red que pertenece a un ciclo compatible con la coloracién. Es
decir, todos los arcos que pertenecen al ciclo, por ser negros estan en C'~, lo cual
constituye un circuito recorrido en sentido contrario al establecidos por los arcos,
por lo que podemos concluir que la red no es aciclica.

1.6.2. Conexidad

Una propiedad importante que deben cumplir las redes con las que trabajamos es la
de conexidad; intuitivamente cuando escuchamos dicha palabra pensamos en cosas que
estan unidas o conectadas. Como nuestro interés se avoca en graficas conexas, veamos
su definicion.

Definicién 13 (Gréafica conexa).

Se dice que una grdfica es conexa si para cualquier par de nodos existe una cadena
que los une, esto es: ¥V 1ig e i € X, 3 una cadena P : ig, jo, i1, ji,---, Jk—1, ik tal que
los une.

Algoritmo de la red coloreada y graficas conexas

Esta propiedad es facilmente verificable en cualquier grafica aplicando el algoritmo
de la red coloreada haciendo las modificaciones adecuadas. Si deseamos saber si una
grafica es conexa debemos seguir los pasos que a continuacién se muestran:

1. Colorear todos los arcos de la red con color verde.
2. Seleccionar cualquier nodo s de la red.
3. Aplicar el algoritmo de la red coloreada, donde Nt =s, N~ = @.

a) Si S = X, FIN. La gréfica G es conexa.

b) Si no, entonces los nodos en S junto con los arcos incidentes en tal conjunto
forman una componente conexa de G que contiene a s. Escoger cualquier otro
nodo s’ € X'\ S e ir a 3. De este modo encontraremos todas las componentes
conexas de G.
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Ejemplo. Aplicando los pasos anteriormente descritos veamos si la siguiente gréafica es
conexa o nNo.

v W v v v
v v v 1 v Vv Vv

o

Iteracion 1.

Paso 1. Coloreamos todos los nodos de la red de verde.
Paso 2. Sea s = {1}.

Paso 3. Aplicamos el algoritmo de la red coloreada donde N* = {1} y N~ =
. El corte Q = [S,S'] estd formado por Q = {(1,2),(4,1), (1,3)} donde
QT ={(1,2),(1,3)} y Q= = {(4,1)} pero como todos los arcos son verdes, se
define: 6(iz) = (1,2), 0(i3) = (1,3), 0(is) = (4,1) y actualizamos al conjunto
S ={1,2,3,4}. Como ningin elemento de S pertenece a N~ realizaremos
otra iteracion.

Iteracion 2.

Paso 3. El corte Q = [S, 5] estd formado por Qt = {(2,5),(4,5),(3,6)} con
Q™ ={(7,4),(6,4)}, todos los arcos son verdes, se define: 6(i5) = (2,5) ,
0(i7) = (7,4),0(ig) = (6,4) y actualizamos al conjunto S = {1,2,3,4,5,6,7}.
Como ningin elemento de S pertenece a N~ realizaremos otra iteracion.

Iteracion 3.

Paso 3. El corte Q = [5, 5] esta formado por QT = {(7,10),(6,9)} con @~ =
{(8,5),(8,7),(10,7),(9,7)}, todos los arcos son verdes, se define: 0(ig) =
(8,7) , 0(ig) = (9,7) , 0(i10) = (7,10) y actualizamos al conjunto S =
{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}. Observemos que S = X por lo tanto hemos termi-
nado, podemos concluir que la grafica es conexa y se muestra en la siguiente
figura.
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D——0@
v v
S @\ v % v—(W0)
v v v

Las cadenas compatibles con la coloracion son:

1 — 47«8
1 — 47— 10.
tl—4—T7—9.
1+ 4 6.
11— 3.
:1—2—5.

aviaciiaiiavBiaciav

Algoritmo de la red coloreada y gréficas fuertemente conexas

Otra propiedad importante para graficas es la de conezidad fuerte.

Definicién 14 (Grafica fuertemente conexa).
Decimos que una grdfica es fuertemente conexa si para cualquier par de nodos en
ella, existe un camino que los une.

;,Cémo saber si una grafica es fuertemente conexa? El procedimiento a seguir es
analogo a lo hecho con las graficas conexas, es importante mencionar que el algoritmo
que describiremos a continuacion se divide en tres partes; en la primera se construye un
camino desde el nodo arbitrariamente escogido s a N ~; en la segunda parte se construye
un camino cuyos arcos son recorridos en sentido contrario al establecido por los arcos,
desde s hasta N~. Es por ello que en la primera parte los arcos son blancos y en la
segunda son de color negro; finalmente en la tercera parte del algoritmo se detectan las
componentes fuertemente conexas de la grafica.

Parte I: Construir un camino de s a N—.
1. Colorear todos los arcos de la red blancos.

2. Seleccionar cualquier nodo de la red s.
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3. Aplicar el algoritmo de la red coloreada, donde N* = s, N~ = @. Esto nos
dara un 0 — enrutamiento,, asociado a un conjunto de nodos Sy,.

Parte II: Construir un camino en sentido contrario desde s hasta N .
1. Colorear todos los arcos de la red original negros.

2. Aplicar el algoritmo de la red coloreada, donde N* = s, N~ = &. Esto nos
dard un 6 — enrutamientoy asociado a un conjunto de nodos Sp.

Parte I1I: Determinar las componentes fuertemente conexas.
1. Hacer S = S, NSy
2. Si S = X, entonces G es fuertemente conexa.

3. Sino, S nos da una componente fuertemente conexa de G que contiene a s.

En esta tercera parte vemos que todos los nodos en S, son aquellos que pueden ser
alcanzados por un camino positivo desde s, donde los nodos en Sy son por los cuales
s puede ser alcanzado por un camino positivo. Asi S = S, NSy estd comprendido de
todos los nodos que estan fuertemente conectados a s.

Ejemplo. Veamos la aplicacién del algoritmo de la red coloreada considerando la grafica
del ejemplo anterior, para saber si ésta es fuertemente conexa o cuantas componentes
fuertemente conexas hay en ella.

Parte T

Iteracion 1.

Paso 1. Coloreamos todos los nodos de la red de blanco.
Paso 2. Sea s = {1} .

Paso 3. Aplicamos el algoritmo de la red coloreada donde N* = {1} y N~ =
@. El corte Q = [S, 5] estd formado por @ = {(1,2),(4,1), (1,3)} donde
QT ={(1,2),(1,3)} y @ = {(4,1)}; tomando los arcos blancos, se define:
0(i2) = (1,2), O(i3) = (1,3) y actualizamos al conjunto S,, = {1,2,3}. Como
N~ = @ quiere decir que hay que seguir iterando hasta que ya no podamos
llegar a ningun nodo.

Iteracion 2.

Paso 3. El corte Q = [S, 5] estd formado por Q1 = {(2,5),(2,4), (3,4), ( )}
con @~ ={(4,1),(4,2)}; tomando los arcos blancos, se define: 6(i5) = (2, 5)
, 0(ia) = (2,4) , 0(i¢) = (3,6), actualizamos al conjunto S,, = {1, 2 3 4,
5,6}. Como ain podemos seguir hacemos otra iteracién
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Iteracion 3.

@~ ={(7,4)}; tomando los arcos blancos, se define: 6(ig) = (5,8) , 0(i7) =
(6,7), 6(ig) = (6,9) actualizamos al conjunto S,, = {1,2,3,4,5,6,7, 8 9}.

Como aun podemos seguir hacemos otra iteracién

Paso 3. El corte Q = [S, 5] estd formado por Q* = {(5,8),(6,7),(6,9)} con
) =
3,

Iteracion /4.

Paso 3. El corte Q = [S,9'] estd formado por QT = {(7,10),(8,10), (9,10)}
con @~ = {(10,7)}; tomando los arcos blancos, se define: 6(i19) = (7, 10)
actualizamos al conjunto S,, = {1,2,3,4,5,6,7,8, 9,10}. Como ya no es
posible llegar a otro nodo , hemos terminado con la Parte I, dando como
resultado la siguiente grafica.

B —0——0

{ % o0

Parte I

Iteracion 1.

Paso 1. Coloreamos todos los nodos de la red de negro.
Paso 2. Sea s = {1}.

Paso 3. Aplicamos el algoritmo de la red coloreada donde Nt = {1} y N™ =
. El corte Q = [S,S'] estd formado por Q = {(1,2),(4,1), (1,3)} donde
QT ={(1,2),(1,3)} y Q= = {(4,1)}; tomando los arcos negros, se define:
0(is) = (4,1) y actualizamos al conjunto S, = {1,4}. Como N~ = & quiere
decir que hay que seguir iterando hasta que ya no podamos llegar a ningin
nodo.
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Iteracion 2.

Paso 3. El corte Q = [S,S'] estd formado por QT = {(1,2),(1,3),(4,2), (4,5)}
con Q- = {(2,4),(3,4),(6,4),(7,4)}; tomando los arcos negros, se define:
0(ia) = (2,4) , 0(ia) = (6,4) y actualizamos al conjunto S, = {1,4,2,6}.
Como atin podemos seguir hacemos otra iteracion

Iteracion 3.

Paso 3. El corte Q =[S, S’] estd formado por Q* = {(1, 3), (2,5), (4,5), (6,5),
(6,7),(6,9)} con Q~ ={(3,4),(3,6),(7,4)}; tomando los arcos negros, se de-
fine: O(ig) = (3,6) , 0(i4) = (7,4), actualizamos al conjunto S, = {1,4, 2,6, 3,
7}. Ain podemos hacer otra iteracion.

Iteracion /4.

Paso 3. El corte Q =[S, S’] estd formado por Q1 = {(2,5), (4,5), (6,5), (6,9),
(7,10)} con Q= = {(8,7),(9,7),(10,7)}; tomando los arcos negros, se de-
fine: 0(i7) = (10,7) , O(i7) = (8,7) , 6(i7) = (9, 7)actualizamos al conjunto
Sy =1{1,2,3,4,6,7,8,9,10}. Aun podemos seguir, por lo tanto hacemos otra
iteracion

Iteracion 5.

Paso 3. El corte Q = [S, 5] estd formado por Qt = {(2,5),(4,5),(6,5)} con

Q™ ={(5,8)}; tomando los arcos negros, se define: 0(ig) = (5,8), actualiza-

mos al conjunto S, = {1,2,3,4,6,7,8,9,10,5}. Como ya no es posible llegar
a otro nodo hemos terminado la Parte II, dando como resultado la siguiente

grafica.
QP

o——0 o
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Parte IIT
Haciendo S = SpU Sy, tenemos .S = X por lo tanto la gréafica es fuertemente conexa.

1.6.3. Algoritmo de la red coloreada y el conjunto S

Una manera de saber cuédl es el conjunto S en una red, es aplicando el algoritmo de
la red coloreada como veremos a continuacion, lo cual surgié de la siguiente proposicién:

Sea ) un corte no vacio y sea R una red conexa. Pruebe que el conjunto S tal que
[S, N\ S]=Q es tnico.

La siguiente prueba ademds de garantizar la unicidad de S constituye una metodo-
logia para determinar S.

Demostracion. Empecemos por colorear los arcos del corte () con rojo, todos los demas
en la red de color verde y apliquemos el algoritmo de la red coloreada comenzando por
algin arco que salga de N*. Como la red es conexa y los arcos son verdes (excepto
los del corte) al aplicar el algoritmo,en cada iteracién vamos a ir anadiendo un nodo al
conjunto S hasta llegar a los arcos de (), en ese momento vamos a encontrar al menos
una cadena que une a todos los nodos de N y algunos otros que se encontraban unidos
a éstos a través de arcos verdes y que al mismo tiempo no pasan por (). Asi hemos
construido el conjunto S.

Ahora veamos la justificaciéon de que S es tnico.

Supongamos que S no es Unico, es decir, supongamos que existe un conjunto S*
que difiere de S en al menos un elemento,entonces en el conjunto de arcos de la forma
[S*, N \ S*] hay al menos un arco verde, contradiccién, pues en un corte compatible
con la coloracién no puede haber arcos verdes, por lo tanto S es 1inico ]

1.6.4. Algoritmo de la red coloreada y el ajedrez

Recordemos la pregunta con la que iniciamos este capitulo: ; Cémo pasar de un lugar
a otro? Sin lugar a dudas hemos visto durante el desarrollo de éste que la respuesta a
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esta pregunta ha sido resuelta una vez que conocimos el algoritmo de la red coloreada,
el cual da una cadena coloreada si es que la solucion existe. Pues bien, imaginemos que
tenemos un tablero de ajedrez, el cual contiene solo una pieza: el caballo, el cual se
encuentra en la posicion 8¢g y se desea saber cudl es el camino que debe seguir si quiere
llegar a la posicion 8b a través de una serie de movimientos, pero con ciertas restricciones
sobre el tablero, es decir habra casillas en las cuales no podra posicionarse. Recordemos
también que el caballo tiene una forma especial de avanzar, sus movimientos son en
forma de L, es decir, dada la posiciéon del caballo éste puede posicionarse en algin
cuadrado que se encuentre a dos casillas a la derecha (izquierda) y una hacia arriba
(abajo), o bien, una casilla a la derecha (izquierda) y dos hacia arriba (abajo), o bien,
dos casillas hacia arriba (abajo) y una hacia la derecha (izquierda), o bien, una hacia
arriba (abajo) y dos hacia la derecha (izquierda). Las restricciones se muestran sobre
el siguiente tablero y las casillas marcadas con un tache son aquellas sobre las cuales
no puede caer el caballo.

a b ¢
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En términos de gréficas, consideremos que cada casilla del tablero representa un
nodo sobre una red, los arcos de ésta estaran dados del siguiente modo: sean z,y
cualesquiera dos casillas del tablero, decimos que existe j = (z,y) si dado un caballo
en la posicién x puede avanzar a la posicién y y le sera asignado el color verde, puesto
que el caballo podra moverse de x a y, o bien de y a x. Los nodos adyacentes a cada
posicién x o y serdn rojos puesto que éstos movimientos no son posibles, para este
ejemplo no consideraremos los arcos blancos ni negros, puesto que dada la naturaleza
del movimiento del caballo, éste puede ser en ambos sentidos. Asi en cada iteracién
iremos construyendo una cadena compatible con la coloracién. La grafica que acabamos
de plantear no sera dibujada puesto que seria exhaustivo y no grato a la vista. Pero
entonces jcomo lo resolveremos? Muy sencillo usando el algoritmo de la red coloreada:

1. Definamos a S = Nt como la casilla 8¢ y que N~ sea igual a la casilla 8b.
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2. Existe un arco j € @ tal que sea verde. Por ejemplo, estando en la posicién
8¢ el corte @ esta dado por {(8¢,8f), (8¢,7f),(8g,79),(8¢g,7h), (8g,8h), (8g,6f),
(8¢, 7e), (8¢g,6h)} donde los seis primeros arcos son de color rojo; los cinco primero
por ser adyacentes a la casilla 8g y el sexto por ser restriccién del tablero, los
ultimos dos arcos son de color verde, de modo que tomamos cualquiera de éstos.

3. El cual es anadido a S y lo etiquetamos como 0(6h) = (8g,6h), asi S = Nt U
{6h}, procediendo asi hasta llegar a que SN N~ = &, sino entonces regresamos
al Paso 2.

De este modo encontramos que la solucién se encuentra en la siguiente grafica, donde
por supuesto todos los arcos son verdes.

a b ¢ d e f
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Podemos observar que el camino a seguir desde la posicién 8g hasta la 8b debe ser:
P:8 — 6h—7f —>5g—3f —»1le > 29g >3 — 1f - 39 — 2¢ — 3¢ — 4a —
6b — 7d — 8b, pero si quisiéramos empezar desde la posicién 8b y llegar a 8g basta con
recorrer el camino en sentido contrario a la flecha de cada arco.



Factibilidad a color

El presente capitulo estara dedicado al estudio de la factibilidad de un flujo con
respecto a dos restricciones: capacidad y oferta. Los teoremas de coloracion en graficas
seran utilizados para determinar tal flujo factible. Ellos constituyen subrutinas del
algoritmo de rectificacién de flujo. Asi mismo se introduce un nuevo concepto: el de
diferencial. Se analizard también, de manera paralela a la de flujo, la factibilidad de este
ultimo con respecto a restricciones llamadas de generacién. De nuevo, se utilizaran los
teoremas de coloracion y se vera un algoritmo de rectificacién de tensién para construir
un diferencial factible. Lo anterior sienta las bases para lo que veremos en el siguiente
capitulo. Comencemos con algunas definiciones.

2.1.  Flujo Factible

Hablar de flujo factible en una red es plantear problemas donde la red en cuestién
puede representar un sistema de oleoductos, una carretera, un sistema férreo, etcétera,
donde lo que pasa a través de dichos sistemas; petréleo, autos, personas, etcétera. es
lo que llamaremos flujo y diremos que es factible si satisface ciertas restricciones; por
ejemplo que la cantidad de petréleo que pasa por los ductos del sistema tenga una valor
minimo y un valor méximo.

Definicién 15. (Flujo Factible).
Un flujo factible es una funcién definida sobre los arcos a los niimeros reales, es
decir; f: A — R y diremos que es factible si y sélo si:

v sit=s
1. Zjep+(i)f(i,j) —Ekel"f(i)f(k,’l:) = 0 sii#s,t

—v sit=t

23
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2. 0< f(i,5) < q(i,g) V(i,j) € A

donde al nodo s le llamamos origen o fuente y el nodo t sera el nodo destino o sumidero,
es decir, la cantidad de flujo que pasa a través de la red se origina en s y debe llegar a t.
Ademas cabe mencionar que ¢ : A — R es una funciéon que denota la méxima capacidad
del arco (i,j). Las ecuaciones que acabamos de introducir son llamadas ecuaciones de
conservacion de flujo.

Hasta ahora hemos visto la definicién de flujo factible pero méas atin nos interesa
saber como encontrar un flujo factible en una red, en caso de que exista. Imaginemos un
ejemplo donde lo que se desea es transportar una cierta cantidad de petréleo a través de
un sistema de oleoductos desde un punto origen a otro punto destino, dicho sistema es
representado por una red, donde hay uno o varios origenes que van a tener una cierta
cantidad de petréleo a la cual denominaremos oferta y uno o varios nodos destino
los cuales tienen demanda. Los ductos, que estaran representados por los arcos en la
red tienen determinadas restricciones de capacidad; con esto establecemos la cantidad
inferior y superior de petréleo (flujo) a través de cada arco, de modo que se satisfagan
las restricciones de oferta y demanda. Nuestro dilema ahora consiste en determinar una
cantidad de flujo inicial que no viole las restricciones del problema, lo cual nos conduce
a formular el problema de flujo factible. Deseamos determinar un flujo x tal que

z(j) € C(j) Vje A
y(i) e C(i) Vie X

donde:

C(7) es el intervalo de capacidad para el arco j.

C'(i) es el intervalo de oferta para el nodo i.

Un caso especial es cuando C(i) consta de un sélo punto al que denotaremos b(z).
b(S) = Xicsb(i) es la cantidad de oferta del subconjunto de vértices S, S C X.

La funcién b recibe el nombre de funcién de oferta, entendiéndose como demanda una
oferta negativa.

Aqui es importante mencionar otro concepto que usaremos con frecuencia, pero pri-
mero ampliemos nuestra visién acerca del flujo que pasa a través de los arcos suponiendo
que también es posible encontrar en una red flujos negativos, donde una interpretacién
a ésto seria flujo que pasa en sentido contrario al establecido por la direccién del arco.
Pero, ;como saber que cantidad de flujo es la que ”sale”de un nodo? Pues bien, basta
con sumar los flujos z(j) > 0 tales que e;; ;) = 1 mds la suma de los flujos x(j) < 0
tales que e(; ;) = —1, donde ¢(; ;) es la entrada (7,j) de la matriz de incidencia de la
red, de manera andloga podemos decir que la cantidad de flujo que ”‘llega”’ a un nodo
es la suma de los flujos z(j) > 0 tales que e(; j) = —1 més la suma de los flujos z(j) <0
tales que e(; jy = 1, de aqui que la suma de todos los términos e(m-)x(j) es la cantidad
de flujo que se genera en el nodo i, lo cual recibe el nombre de divergencia del flujo x
en el nodo i denotédndose por: y(i), es decir:

79
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y(i) = Yjeaei;jz(j)

Al vector de componentes y(i) con i € X se le denota div(x) o simplemente y.
Anteriormente habifamos hablado del nodo origen o fuente y del nodo destino o

sumidero en términos de oferta y demanda, pero en términos del concepto de divergencia

podemos decir que un nodo es origen si y(i) > 0 y un nodo es destino si y(i) < 0.

Diremos que el flujo se conserva en el nodo si sucede que y(i) = 0.

Es posible escribir las ecuaciones de conservacion de flujo en términos de la divergencia:

y(s)=v si i=s
y(i) =0 Vi#s,t
y(t) = —v si i=t

Cabe resaltar que la cantidad de flujo que se genera en los origenes es igual a la
cantidad de flujo que hay en los destinos y a este principio se le conoce con el nombre
de Principio de Divergencia Total, el cual enunciaremos a continuacién:

Principio de Divergencia Total

En una red R se cumple que:
Yiexy(i) =0
donde y = div(x)
Demostracion. YXiexy(i) = Yiex Xjeaeijr(j) = Yjear(j) Liexei; =0 [

Hablar del problema de flujo factible es equivalente a hablar del problema de dis-
tribucién factible, el cual dice: Dados los intervalos de capacidad C(j) = [¢™(5), ¢T(§)]
para todo arco j y los valores de oferta b(i) para todo nodo i deseamos determinar un
flujo z tal que:

¢ ()

2(j) < et(j) VieA
y(i) '

(1) Vie X

o IN

donde: (y = div(x))

Definicién 16. (circulacién).
Un caso especial de flujo en una red es aquel que cumple: div(z) = 0, es decir, todos
los nodos de la red son nodos intermedios. A tal flujo se le conoce como circulacion.

Recordemos del capitulo uno que un corte @ es un conjunto de arcos tales que si
los quitamos de la red, ya no encontraremos una cadena que una al origen del destino.
Ahora bien, en la busqueda de solucién al problema de flujo factible es posible que ésta
no exista, en tal caso nos interesa saber cudl es el flujo a través del corte.
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Definicién 17. (flujo a través de un corte).
El flujo a través de un corte es aquel que cumple que para todo j € @ sucede:
z(j)=c (j)sijeQ yux(j) =ct(j)sije€ Q" De este modo:
ct(Q)=[lujo a través Q] = X;co+z(j) - Bjeg-2(j)

En lineas anteriores mencionamos que nos interesaba encontrar un flujo factible si
es que éste existia, pues bien, el Teorema de distribucion factible establece condiciones
bajo las cuales se puede garantizar la existencia de tal flujo. Mas ain, la demostracién
constructiva de éste proporciona un algoritmo para construir el flujo deseado.

Teorema 2 (Teorema de Distribucién Factible).

El problema de distribucion factible tiene solucidn si y sdélo si:
b(X) =0y b(S) < cT(Q) para todos los cortes Q =[S, X\ 5]

La demostracién de este teorema es constructiva y la constituye el algoritmo que
veremos mas adelante.

Algoritmo de rectificacién de flujo

Recurriremos a este algoritmo cuando solamente se desee resolver el problema de
un flujo factible en una red, donde se tienen restricciones de divergencia, es decir, hay
que satisfacer las ofertas y demandas de cada nodo, las cuales por cierto deben ser
iguales; asi comenzamos a enviar un flujo que podra o no ser factible con respecto a
los intervalos de capacidad de cada arco, pero al menos ya cumple las restricciones de
oferta, lo que corresponde ahora al algoritmo es dar la mejor distribucion de dicho flujo
a través de toda la red en cada iteracion hasta encontrar el factible si es que éste existe.

Objetivo: Resolver el problema de distribucién factible.
Descripcion

Paso 1. Determinar un flujo x factible con respecto a las restricciones de oferta, es
decir, tal que div(x) =b

Paso 2. Sean

AT ={j e Alx(j) > (i)} A ={j € Alz(j) < ()}

1. Si AT = A~ = @ entonces z es la solucién deseada. FIN.

2. Sidj* € At 03 j* € A colorear los arcos de la red de la siguiente manera:

verde si ¢ (j) < z(j) < ¢ (4)

blanco si  z(j) < ¢ (§),z(j) < ¢ (j)

negro  si - x(j) > ¢ (j),2(j) > ¢ (j)
j)=z(j) =c*

rojo si ¢ (
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ir al Paso 3.

Paso 3. Aplicar el algoritmo de Minty a la red coloreada.

1. Si se determina un ciclo elemental P compatible con la coloracién que con-
tenga a j* calcular:

ct(j)—a(i)  jePt
0= MindE0) - @) gepr”

2(*) = (*)  sijre AT

() —x(")  sijre A

Hacer x = x + ae, e ir al Paso 2.

2. Si se determina un corte @ = [S, S*| compatible con la coloracién que con-
tenga a j* terminar ya que en este caso no existe solucion al problema.

Si recordamos, en el capitulo uno, posterior a la definicién de coloracion, explicamos
por qué el color de los arcos que constituyen una cadena coloreada es asi, en el algoritmo
de rectificacion de flujo esta coloracién se preserva con la intencién de construir ciclos
(cadenas coloreadas cuyo nodo inicial y final coincidan) que permitan distribuir el flujo.
Los arcos que son pintados de verde tienen la posibilidad de ser recorridos en ambos
sentidos lo cual quiere decir que el flujo que pase a través éstos se encuentra dentro de
las restricciones de capacidad y por ello este dltimo puede aumentar o disminuir. Los
arcos blancos sélo se recorren en el sentido del arco, es decir, si un arco es pintado de
blanco es porque sélo puede aumentar la cantidad de flujo que pase a través de éste.
Andlogamente, los arcos negros se recorren en sentido contrario al establecido por el
arco y quiere decir que el flujo a través de éste sdlo puede disminuir. Finalmente arcos
rojos indican que sélo pasa exactamente la cantidad de flujo que es igual a la capacidad
inferior y superior.

Observemos que los ciclos pueden estar formados por arcos de color verde, o blanco,
0 negro, o los tres, o s6lo dos de ellos. En cambio, los cortes pueden estar formados por
arcos de color blanco, o negro, o rojo, o los tres, o sélo dos de ellos.

Justificacion

Observemos que el algoritmo en el Paso 3 debe cumplir una de dos opciones para
la red en cuestion: Si hay un ciclo P compatible con la coloracién, quiere decir que por
los arcos que forman a P es posible enviar mas flujo o regresarlo, eso dependera de si
los arcos se encuentran en P o en P~ dicho de otro modo ¢ (j) — z(j) > 0 para todo
j € Ptyx(j)—c (j) >0 para todo j € P~, ademds debemos saber como ser4 el flujo
para j*, si éste se encuentra en AT quiere decir que el flujo que pasa a través de él es
mayor a su cota superior y si se encuentra en A~ es porque el flujo que pasa a través de
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él es menor a su cota inferior, por ésto y la manera de calcular « es posible afirmar que
ésta es finita y ademas garantiza que para el nuevo flujo z =z +aep , éste serd menor
a su cota superior para j € PT y serd mayor a su cota inferior si j € P~ mientras
que el flujo para los arcos fuera de P permanece igual. También es posible decir que en
cada iteracién un arco j* € AT U A~ sale del conjunto, pero, en caso de que AT U A~
sea el mismo que en la iteracién anterior, la diferencia radica en que el flujo que pasa
por el arco j* € AT U A~ de la iteracién anterior, se encuentra méas cerca de sus cotas
inferior o superior, segin sea el caso, es decir, el flujo 2° viola menos las restricciones
de capacidad que x. Ademds como P es un ciclo se cumple que div(ep) = 0 por ello
div(z") = div(z) + « - div(ep) = div(z) = b, es decir, el nuevo flujo 2’ cumple con las
restricciones de oferta. El algoritmo termina en niimero finito de iteraciones si ¢, ¢~
y los valores iniciales de x(j) son conmensurables, es decir, son multiplos de una cierta
cantidad 8 > 0, asi como la generacion de flujo esta determinada por la oferta entonces
b(i) también es conmensurable, de este modo en cada iteracion el flujo generado serd un
multiplo de 3 > 0. Asi también, las reducciones o aumentos (segin sea el caso) de flujo
para los arcos en AT U A~ son de al menos 3. Como sélo es posible una reduccién finita
y hay un ndmero finito de arcos que violan las restricciones de capacidad entonces
podemos concluir que el algoritmo termina en un nimero finito de iteraciones.

En caso de que en el Paso 3 lo que suceda es que encontremos un corte compatible
con la coloracion, querrd decir que el flujo para los arcos que salen del corte es mayor
o igual a su capacidad, (z(j) > ¢*(j) para todo j € Q1) puesto que son de color negro
0 rojo, en caso de ser negros solo es posible regresar flujo en caso de que sean rojos
no es posible ni aumentar ni disminuir, los arcos que entran al corte son blancos o
rojos, en caso de ser blancos quiere decir que el flujo a través de ellos debe aumentar,
pues éste es menor o igual a su cota inferior,(x(j) < ¢ (j) para todo j € Q7), para
j* € AT U A~ que forma parte del corte su flujo se encuentra por arriba o por abajo
de sus restricciones de capacidad, por lo que el flujo a través del corte serd mayor
que la capacidad del corte, como la cantidad de flujo a través de la red es justo la
oferta estaria sucediendo que la oferta sobrepasa la capacidad de la red y por lo tanto
no habria solucién al problema, es decir, ¢t (Q) < Ejco+x(j) — Xjeq-=(j) = [flujo a
través de Q|=[div(z) desde S]=b(S5).

Ejemplo. Veamos cémo se utiliza el algoritmo anterior, encontrando una distribucion
factible en la siguiente red; en la cual los intervalos asociados a cada arco representan
las restricciones de capacidad de flujo, el niimero a lado de cada nodo representa la
oferta en caso de que éste sea positivo y serd la demanda en caso contrario, si no hay
dicho ntimero se considera que es cero y ademas a esos nodos se les llama intermedios;
todo el flujo que entra a ellos debe salir.
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by L€ ()T ()]
Ly @\ 0.2] /@\ 0.4] j(sb
[-5,3] [-2,3] [2,4] [1,1]
L] 6] (o0, )
03] [0o0) 04 LY

Iteracion 1.

Paso 1. Determinamos un flujo factible con respecto a la oferta. Las seis unidades
de flujo que ofrece el nodo 5, que ademads es el tnico nodo con oferta; las
enviamos por los siguientes arcos: (5,2),(2,1) de este modo al nodo 1 le
llegan seis unidades de flujo, de las cuales sélo demanda tres, por lo que las
otras tres unidades de flujo las enviamos por el arco (1,6), asi al nodo 6 le
llega la demanda requerida. A través de los demads arcos el flujo permanece
igual y éste se muestra en la siguiente figura.

Paso 2. AT = {(1,6),(2,1)(5,2)} y A~ = {(5,3)}. Escogemos j* = (5,2). Colo-
reamos los arcos de la red segtn las restricciones.

Paso 3. En la siguiente red podemos ver que cada arco tiene asociado el color
que toma de acuerdo a la restriccion y la cantidad de flujo a través éste, si
no hay un numero asociado se considerara que el flujo es cero.

bil) z(j) \
' 5) b

[—3] (i\ﬁ( n Py

V/\\\n_
3n >@< [
b b

3] @)Q n \W/ V> V\r@
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Al aplicar el algoritmo de Minty a j* encontramos que se encuentra en el ciclo P :
5,(8,5),8,(7,8),7,(6,7),6,(1,6),1,(2,1),2,(5,2) por lo que es necesario calcular
a =min{l,3,00,2,4,4} = 1 y actualizar el flujo por dichos arcos.

biz) z(4) \
=31 @) n (D——=" ©)
"\ SN
A% A% n'\\5 / b
6]

2n [

5

-1
b

5 X ——

Iteracion 2.

Paso 2. AT = {(1,6),(2,1)(5,2)} y A~ = {(5,3)} escogemos j* = (5,2) y colo-

reamos los arcos de la red segun las restricciones.

Paso 3. Aplicamos el algoritmo de Minty al arco j* = (5,2) donde encontramos
que éste se encuentra en el ciclo P : 5,(5,3),3,(3,2),2 el cual se muestra en
la red anterior; se calcula &« = min{1, 4,3} = 1 y se actualiza el flujo a través
de j* y de los arcos de P.

5 1
[—3] @\ n (2)e v (3)
i /)v\ /\‘
: A A% 11\4 1‘1
21 [6] v
| 1
b b b
[—3] ésl/ v - \’Gj\/ - v B@)

Iteracion 3.

Paso 2. AT = {(1,6),(2,1)} y A~ = @, escogemos j* = (1,6) y coloreamos la
red de acuerdo a las restricciones.
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Paso 3. Aplicamos el algoritmo de Minty a j* = (1,6) y en la grafica anterior
podemos observar que se encuentra en el ciclo
P:1,(2,1),2,(3,2),3, (8,3),8,(7,8),7,(6,7),6; calculamos el valor de o« =
min{5, 1, 00,2, 00,3} y actualizamos el flujo por los arcos de Py j*.

\4 1
1n [6] v-1
-1
b b b
BC A O AR
-2 -2
Iteracion /4.
Paso 2. AT = {(2,1)} A~ = &; tomamos al tnico arco que no cumple con las

restricciones de capacidad y coloreamos la red segtn las restricciones.

Paso 3. Aplicamos el algoritmo de Minty a j* y en la grafica anterior podemos
observar que éste se encuentra en el ciclo P : 2 «— 4 — 1, asi calculamos
a = min{4,2,3} = 2 y actualizamos el flujo por los arcos del ciclo y j.

l’ .

1n v-1

b
[—3] @/\/ v \7/ v \g_g)
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Iteracion 5.

Paso 2. At = A~ = @ Por lo tanto podemos decir que el flujo que pasa actual-
mente por la red es la soluciéon del problema y se presenta en la siguiente
grafica.

L

@
\V]

l\')

o

’?D

;_n

1>@< X
NN

Ejemplo. Consideremos la siguiente red donde no habra solucién al problema de distri-
bucién factible.

[-1,1] [-6,1]

OOOO

Iteracion 1.

Paso 1. Como hay que determinar un flujo factible con respecto a las restriccio-
nes, comenzaremos con flujo igual a cero, el cual es factible con la oferta y
la demanda puesto que es un problema de circulacién.
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Paso 2. Al comenzar con flujo igual a cero, vemos que los conjuntos A = {(2,6)}
A~{(1,4),(4,6)} son no vacios, por lo que procederemos a pintar los arcos
de la red.

Paso 3. Aplicamos el algoritmo de Minty a un arco del conjunto A~ , en este caso,
escogimos el arco j* = (4,6). Observemos que nos encontramos en el paso
3.1 del algoritmo, donde se ha encontrado que el arco j* = (4,6) pertenece
al ciclo P =6, (6,7),7,(7,5),5, (4,5),4, (4,6),6 , por lo que calculamos o =
min{00,2,00,00}=2.

b v
b r
v v
4 v 5
b / b
I}
b v
}
/
6 b 7

Asi, actualizamos el flujo en la red, lo cual se ve en la siguiente figura, donde cada
arco tiene asociada la cantidad de flujo que pasa por él.

Iteracion 2.

Paso 2. Observemos que AT = {(2,6)} y A~ = {(1,4)} son no vacios, asi que
escogimos al arco j* = (2,6) asi que colorearemos la red de acuerdo a las
restricciones.

Paso 3. Aplicamos el Algoritmo de Minty. En la grafica anterior se muestra que
el arco j = (2,6) pertenece a un corte compatible con la coloracién @ =
{(2,6),(4,6),(7,5),(3,7)} con CT(Q) = —(-2) —c0c+2—-2=2—00 = —00
< 0 ="5b(S). Por lo tanto podemos concluir que para esta red, no hay solucién
al problema de distribucién factible.
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2.1.1. El Teorema de Distribucién Factible y Diferentes Tipos de Intervalos

Al mencionar diferentes tipos de intervalos, hemos querido referirnos a las restric-
ciones de los arcos, los cuales representan las cotas inferior y superior del intervalo
de capacidades del flujo, en este caso, que puede pasar a través de éstos. Ya hemos
dicho en paginas anteriores que un flujo serd factible si cumple que z(j) € C(j) con
C(j) = [c(4),c"(j)], pero jcémo pueden ser ¢~ (j) y ¢t (j)? pues veamos algunos tipos
de ellos:

1. C(j) = [—¢,¢] con 0 < ¢ < 4005 en este tipo de intervalos el flujo x puede ir en
ambas direcciones del arco siempre y cuando satisfaga que |z(j)| < c.

2. C(j) = [0,¢] con 0 < ¢ < +00; en este tipo de intervalos el flujo = sélo puede ir
en la direcciéon que marca el arco.

3. C(j) = [0,00) este arco se usa sélo en sentido positivo y no hay restriccién de
capacidad superior sobre el flujo.

4. C(j) = (—o0,00) para este tipo de arcos no hay restricciones ni de cantidad ni
sobre la direccién en que puedan ser recorridos.

5. C(j) = [¢,c] con —oo < ¢ < 400; arcos con este tipo de capacidades exigen que
la cantidad de flujo que pase por ellos sea exactamente ¢, ni mas, ni menos.

A continuacién veremos de que forma es posible encontrar una solucién al problema
de Distribucion Factible con cada uno de los diferentes tipos de intervalos. Recordemos
que el teorema afirma que hay solucién si y sélo si b(X) =0y b(S) < ¢ (Q)
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2.2.

. Sea G una red con restricciones de capacidad en intervalos del tipo 1; C(j) =

[—c(7),c(j)] para todo j € A. La solucién se encontrard justo como lo pide el
teorema, notemos que el flujo debe cumplir que |z(j)| < ¢ para que éste sea
factible, también observemos que el flujo cero, siempre sera factible para este tipo
de intervalos.

Sea G una red con restricciones de capacidad en intervalos del tipo 2; C(j) =
[0, c(7)] para todo 7 € A. La solucién se encontrard justo como lo pide el teorema,
notemos que C*(Q) serd igual a X;cqo+c™(j) puesto que la capacidad inferior de
cada intervalo es 0, asi X;cq-c™(j) =0

Sea G una red con restricciones de capacidad en intervalos del tipo 3; C(j) =
[0, 00) para todo j € A.Considerando que la oferta es una cantidad positiva pode-
mos afirmar que para este tipo de intervalos en una red, siempre habré solucién,
es decir, para cualquier conjunto de arcos que formen al menos un camino de N+
a N~ cumpliendo las restricciones de oferta y demanda en cada nodo y basta
pedirle al teorema que b(X) = 0.

Sea G una red con restricciones de capacidad en intervalos del tipo 4; C(j) =
(—00,00) para todo j € A. Este caso es andlogo al anterior, es més, podemos
afirmar que AT = A~ = @ pues para cualquier cantidad de flujo que pase por
los arcos, no puede ser mayor que oo, ni menor que —oo. Por lo tanto siempre
hay una distribucién de flujo factible, por lo que basta pedirle al teorema que
b(X)=0.

Sea G una red con restricciones de capacidad en intervalos del tipo 5; C(j) =
[c(7),c(j)] para todo j € A. Es muy dificil que exista solucién para este tipo
de redes, puesto que exige que para cada arco pase una cantidad exacta de ¢
unidades de flujo y tendriamos que pedirle al teorema que b(X) = 0 y ademds
que b(S) = CT(Q), de lo contrario encontrarfamos arcos cuya capacidad no es
satisfecha o bien sobrepasa su capacidad, en ambos casos no hay solucién al
problema.

Potenciales

Esta seccién nos interesa abordar el problema del diferencial factible, para ello
daremos nuevos conceptos como:potencial, diferencial y veremos un algoritmo conocido
como algoritmo de rectificacion de tension el cual nos ayudard a determinar un potencial
en la red tal que la tension asociada al arco satisfaga las restricciones de generacién,
esto nos permite establecer la optimalidad del problema del potencial sin perder la
factibilidad en la tensién. Aqui es posible que el potencial factible no exista por lo que
se dan algunas condiciones para tal hecho. Asi que comencemos por ver las definiciones:
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Definicién 18. [Potencial]
Un potencial en una red R es una funciéon real u asociada al conjunto de nodos X
de R. El valor u(¢) es llamado el potencial del nodo i, es decir: u : X — R.

Definicién 19. [Tension|

Sea R una red y sea j = (i,i’) cualquier arco de R,la tensidn es una funcién definida
sobre los arcos de una red donde a cada arco j le asocia la diferencia de potenciales de
los nodos i e i, es decir:

v(j) = uli') = u(i) = =Ziexuli)e(i, j)
Definicién 20. [Despliegue]
El despliegue es un concepto asociado al diferencial por tanto diremos que el desplie-
gue del diferencial v relativo a la cadena P es la suma de los términos +v(j) asociados
a los arcos de P. Si P es una cadena simple tenemos:

[despliegue de v relativo a P| = X;cptv(j) — Xiep-v(j) =v-ep

Para tener una nocién mas clara de lo que es el despliegue veamos un ejemplo en
la siguiente gréafica donde los nimeros asociados a los arcos son el diferencial y las
etiquetas a los lados de cada nodo representa el potencial de cada uno.

Una tensién v es indicada en la grafica anterior junto con un camino P : 1 — 7 el
despliegue relativoa Pes2-0-14+ 0= 1.
De la gréfica tomemos como 1 = i y 7 = i’ donde se cumple que:[despliegue de v relativo
a P] =u(i') —u(i) =1 — 0 = 1. Esta propiedad se cumple en general y se conoce con
el nombre de Principio de Integracion, el cual enunciaremos a continuacion.

Principio de Integracién

Sea v = Au para algin diferencial u definido en una red R y sea P : i — i’ una
cadena. Entonces:

[despliegue de v relativo a P] =u(i') — u(7).
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Demostracion.
g . . . . J
Sea la cadena P : 1, j1,12, 2, ..., jp—1, 1k = ¢ donde

v(jn) = u(ins1) — ulin) siep(dn) =1

—v(jn) = uliny1) — ulin) si ep(jn) = —1
entonces:
[despliegue de v relativo a P] = X,cp+v(j) — Xep-v(j)
= [u(iz2) = u(i)] + [u(iz) — u(i2)] + ...+
ulie) —uliz)]
= [u(ir) = u(in)] = [u(@) = u(@)]

Al inicio de esta seccién indicamos lo que vamos a entender por tensién (diferencial),
la cual estd definida en términos de una diferencia de potenciales, lo que ahora nos preo-
cupa es que dada una red R ;Cémo generamos un diferencial factible? Cuando decimos
factible nos referimos a que cumpla las restricciones de los intervalos de generacion que
son asociados a cada arco, puesto que éste depende directamente del potencial asociado
a cada nodo. Dicho de otro modo:

Problema de Diferencial Factible

Sea R una red con intervalos de generacién d(j) = [d™(j),d" (j)], deseamos deter-
minar un potencial u tal que v(j) = Au(j) € d(j) V j € A.

Teorema 3 (Teorema de Diferencial Factible).
El problema de diferencial factible tiene solucién si y sélo si dt(P) > 0 para todo
ciclo P elemental.

Demostracion.

Sea v un diferencial factible, sabemos que para cualquier v factible se cumple que:
d~(P)< [despliegue de v relativo a P]< d™(P), donde P es cualquier cadena, pero
si consideramos que P es un ciclo se cumple que su despliegue es cero, por lo que
estarfamos diciendo que d~ (P) < 0 < d*(P) de este modo se cumple que d*(P) > 0
ademads se cumple que d~(P) < 0 pero esta condicién no aparece en el teorema puesto
que d~(P) = —d*(P’) donde P’ es el reverso de P. i

La suficiencia de esta demostracién es constructiva y constituye un algoritmo que
da solucién al problema del diferencial factible, en caso de que exista, de otro modo
detectara la existencia de un ciclo compatible con la coloracién el cual cumple que
d*(P) < 0, con lo que podemos concluir la no existencia de solucién. Dicho algoritmo
es el que a continuacién presentamos y es conocido como el Algoritmo de Rectificacion
de Tension.
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Algoritmo de rectificacién de tension
Objetivo: Determinar un potencial tal que v(j) = Au(j) € d(j) Vj € A.

Descripcion

Paso 1. Sea u cualquier potencial. Sea v = Auw.

Paso 2. Sean
At ={j e Ap(j) <d (j)} A” ={je Ap(j) >d ()}

1. Si AT = @ = A~ FIN. El potencial u resuelve el problema.

2. En otro caso, seleccionar j* € AT U A~ e ir al Paso 3.

Paso 3. Colorear los arcos de la red de la siguiente manera:

rojo  si d7(j) <w(j) <dT(j)
negro  si v(j) < d"(j),v(j) < d*(j)
blanco si  wv(j) > d*(j),v(j) > d™(j)
verde si d(j) =v(j) =d(j)

Aplicar el Lema de Minty para j*.

1. Si se determina un ciclo P compatible que contenga a j* FIN. En este caso
d™(P) < 0y por lo tanto no existe solucién al problema.

2. Si se determina un corte @ = [S, S’] compatible que contenga a j* calcular:

dr(j)—v(i)  je@"

0 Mind?0) —d7G) JEe@”
d=(j*) —v(j*) sij* € AT

(J*) —d* (%) sij*e A

Actualizar © = u + aeg e ir al Paso 2.



2.2. Potenciales 39

Sea u un potencial
tal que v = Au

u es solucion

no

colorea la red:
rojo si d™(j) < v(j) < d*(4)
negro si v(j) < d~(j),v(j) < d*(4)
blanco si v(j) > d*(j),v(j) > d~(j)
verde si d™ () = v(j) = dT(5)

!

Aplica Minty a j

No hay solucién

calcula o

Actualiza v’ = u + aely

Justificacidén

» Supongamos que en el Paso 3, al aplicar el algoritmo de Minty obtenemos como
resultado un ciclo compatible con la coloracién y hacemos dg (j) = d*(j) — v(j)
y d, (j) = d~(j) — v(j) para todo arco j € P. Afirmamos que dg (P) < 0 veamos
porque:

Sabemos que en un ciclo puede haber arcos verdes, blancos o negros.
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e Si j es verde entonces
dg (j) = d*(j) —v(j) =0y dy (j) = d"(j) —v(j) =0
puesto que la restriccion de color dice que sera verde si
d=(j) =v(j) =d*(j), ¥ j € P.

e Si j es blanco esto quiere decir que j € P* puesto que los arcos blancos
sélo pueden ser recorridos en el sentido del arco y por su restriccion de color
sabemos que cumplen que v(j) > d*(j) esto implica que 0 > d*(j) —v(j) =
dg (4)-

e Si j es negro esto quiere decir que j € P~ puesto que los arcos negros sélo

pueden ser recorridos en sentido contrario al definido por el arco y por su
restriccién de color sabemos que cumplen que v(j) < d~(j) esto implica que

0<d™(j) —v(j) = dy (4)-

Supongamos ahora que en P hay al menos un arco j* € AT U A~, podemos
decir sin perdida de generalidad que j* es blanco y se cumple que dar(j*) < 0,
todos los demds arcos en P son verdes o negros en cualquier caso d (j) < 0.
Asi Sjep+di (j) <0y Xjep-dy (j) = 0y por definicién tenemos que:

dSL(P) = ZjeP+dg(j) - EjeP*do_(j);
dg (P) < 0.

Sustituyendo dg (j) y dg (j) tenemos:

dg (P) = Zjep+d™(j) —v(j) — (Zjep-d~(j) — v(4))
=Yieprd™(j) —v(j) — Bjep-d~(4) +v(j)
=Yjeptrdt(j) — Bjep-d=(j)
=d*(P)

Por lo tanto d*(P) < 0 un ciclo negativo.

Supongamos que en el Paso 3 al aplicar el algoritmo de Minty obtenemos un corte
compatible con la coloracién. Partimos del hecho de que d™(j) es finito por lo que
d=(j) < oo de aqui veamos que sucede en el calculo de o que nos garantiza que
se mejora el potencial:

Analizaremos los arcos que estan en () negros o blancos pero que no estan en
AT U A~ (recordemos que AT = {j € Alv(j) < d ()} vy A~ = {j € Av(j) >
d*(j)}) los arcos rojos siempre estdn en un corte y su diferencial siempre estén
dentro del intervalo de generacién, por lo que el cdlculo de o para éstos siempre
es positivo.
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e Sij € Q" entonces a = dt(j) — v(j). Sea j € Q" entonces podemos decir
que j es negro, pues si fuera verde o blanco no formaria parte del corte,
de acuerdo a las restricciones de color v(j) < d~(j) pero como no esta en
AT U A~ especificamente no estd en AT esto quiere decir que v(j) = d~(j)
por lo que a > 0.

e Sij e @ entonces @ = v(j) —d (j). Sea j € Q~ entonces podemos decir
que j es blanco, pues si fuera verde o negro no formaria parte del corte,
de acuerdo a las restricciones de color v(j) > d*(j) pero como no estd en
AT U A~ especificamente no estd en A~ esto quiere decir que v(j) = d*(4)
por lo que a > 0.

Ahora veamos que sucede para arcos en AT U A~

e Sij € AT entonces o = d™(j) — v(j). Sea j € AT entonces v(j) < d(j) es
decir 0 < d~(j) — v(j) por lo tanto o > 0.

e Sije A entonces a =v(j)—d(j). Sea j € A~ entonces v(j) > d* (j) esto
implica que la generacién superior del arco es finita (d*(j) < oo) asf 0 <
v(j) —d*(j) por lo tanto a > 0.

De todo esto podemos concluir que al actualizar los potenciales de los nodos fuera
del corte estamos haciendo que la tensién que pasa por los arcos de () se acer-
quen en « unidades mds a sus respectivos intervalos de generacién [d~(5),d " (5)].
Ademas si introducimos la condicién de conmensurabilidad, terminariamos en un
numero finito de pasos.

Ejemplo. Veamos la aplicacion del algoritmo de rectificacion de tension.
Considere la siguiente grafica y utilice el algoritmo de rectificacién de tensién para
construir un potencial factible con respecto a los intervalos de generacion.

NN
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Iteracion 1.

Paso 1. Comenzaremos con un potencial igual a cero en todos los nodos.

Paso 2. AT = {(3,7),(5,6)} y A~ = {(3,4)} son distintos del vacio, por lo que
escogemos algun elemento de cualquiera de ellos.

Paso 8. Coloreamos la red y al arco escogido, en este caso el j = (3,4) le aplica-
mos el algoritmo de Minty.

Hasta este punto nos encontramos en el Paso 3.2 donde el arco j* = (3,4) forma
parte del corte @ = {(1,4),(3,4),(4,2),(4,6),(4,7), (5,4)}, donde S = {4} y
S’ =1{1,2,35,6,7} por lo que es necesario rectificar el potencial de los nodos que
se encuentran en S’; ahora su potencial serd el que tenfan mas una cantidad o
que determinaremos a continuaciéon: @ = min{oo, 5,1,2,2,1} = 1. En la siguiente
grafica se muestra ya el potencial actualizado.

Iteracion 2.

Paso 2. Encontramos que los conjuntos AT y A~ no han cambiado por lo que
volvemos a escoger al arco j* = (3,4).

Paso 3. Coloreamos la red y aplicamos el algoritmo de Minty al arco j* = (3,4).
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En la gréfica anterior se puede apreciar que nos encontramos en el Paso 3.2,
pues el arco j* = (3,4) se encuentra en el corte Q = {(1,2),(1,4), (1,5),(3,2),
(3,4),(4,6),(4,7),(5,6)}, donde S = {2,4,5} y S" = {1, 3,6, 7} por lo se actualiza
el potencial de los nodos que se encuentran en S’, para ello calculamos o =
min{1, 00, 4,4,1,1,1,2} = 1. En la siguiente gréfica se muestra la actualizacién

del potencial.
/®\ r /@
~
N
n b b n
n n r r
o e

Paso 2. El conjunto A~ = &, pero AT = {(3,7)}.

Paso 3. Coloreamos los arcos de la red y aplicamos el algoritmo de Minty a j*.
Nuevamente estamos en el Paso 3.2, el arco j* = (3,7) se encuentra en
el corte Q@ = {(3,7),(4,6),(4,7),(5,6)}, donde S = {1,2,3,4,5} y S’ =
{6,7}. Actualizamos el potencial en los nodos de S’ en la cantidad o =
min{3, 3, 00,2} = 2 como se muestra en la siguiente grafica.

‘/@

Iteracion 3.

Iteracion 4.

Paso 2. Estamos en el Paso 2.2, puesto que AT = A~ = @ Por lo tanto el
potencial actual de la gréfica resuelve el problema.
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Ejemplo.
Consideremos la siguiente red y veamos que sucede al aplicarle el algoritmo de
rectificacién de tensién.

Iteracion 1.

Paso 1. Comenzamos con un potencial igual a cero en todos los nodos.

Paso 2. AT ={(1,6),(5,8)} y A~ = {(6,4)}, como al menos uno de los conjuntos
es distinto del vacio, escogemos un elemento de cualquiera de ellos, en este
caso j* = (1,6).

Paso 3. Coloreamos los arcos de acuerdo a las restricciones y aplicamos el algo-
ritmo de Minty a j* = (1,6).

O/r/@\r/’@
:HHVH

|
n 0 r 0 r
|

|

|

o —Xf——0

Gracias a la grafica anterior podemos observar que j* = (1,6) se encuentra en
el corte Q = {(1,4),(1,6),(2,1)} donde S = {1} y " ={2,3,4,5,6,7,8}, por lo
que es necesario actualizar el potencial de los nodos de S’. Para ello calculamos
a =min{2,1,2} = 1, esto se puede observar en la siguiente gréfica.
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Iteracion 2.

Paso 2. AT ={(1,6),(5,8)} y A~ ={(6,4)}, escogemos j* = (1,6) nuevamente.

Paso 3. Coloreamos los arcos de la red y aplicamos el algoritmo de Minty a j*,
encontrando el siguiente corte @ = {(1,6),(2,1),(4,2), (4,5),(4,7),(6,4)}
donde S ={1,4} y S’ ={2,3,5,6,7,8}.

Actualizamos el potencial calculando v = min{1,2,2,1,2,1} = 1 como se muestra
en la siguiente figura.

Iteracion 3.

Paso 2. AT ={(5,8)} y A~ = @, asi que j* = (5,8)

Paso 3. Coloreamos los arcos de la red y aplicamos el algoritmo de Minty a
j* = (5,8). Encontrando el corte Q = {(2,1),(3,2),(4,2), (4,5), (5,3), (5,8),
(7,5)}, donde S = {2,5} y S' = {1,3,4,6,7,8} por lo que actualizaremos el

potencial en los nodos de S’; calculando @ = min{3,4,2,5,7,1,4} = 1.

@l\b o
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Iteracion 4.

Paso 2. AT ={(5,8)} y A~ = @, asi que j* = (5,8)

Paso 3. Coloreamos los arcos de la red y aplicamos el algoritmo de Minty a
j*=(5,8).

-

&

Como podemos apreciar en la gréfica anterior, encontramos que el arco j* = (5,8)
pertenece al ciclo P = {(2,5),(4,2),(4,7),(7,8)} por lo que podemos concluir que no
existe solucién al problema de encontrar un potencial tal que v(j) = Au(j) € d(j) para
todo j € A.

2.2.1. Aplicaciones

Potenciales y la red PERT

,Qué es una red PERT? Pues bien, PERT quiere decir Program Evaluation and
Review Technique y es un método de ordenamientos de actividades dentro de un pro-
yecto, fue desarrollado en Estados Unidos por la Marina Norteamericana durante la
década de los anos 50’s para la ejecucién del proyecto Polaris, en el cual se involucraba
la coordinacién de empresas privadas y del gobierno. Al finalizar el proyecto mediante
la implantacion del método PERT se dieron cuenta que terminaron dos anos antes de
lo previsto, tal vez por esta razén sea el método de ordenamiento mas conocido.

Ya sabemos que quiere decir PERT pero jcémo se construye una red PERT? Resulta
que cuando se tiene un proyecto, sea cual sea, siempre hay actividades a realizar, algunas
tienen prioridad sobre otras y también hay actividades que dependen de la finalizacién
de otras. Por ejemplo; si emprendemos el proyecto de titulacién, pues primero hay que
terminar los créditos de licenciatura, luego buscar tema de tesis, al mismo tiempo un
asesor que nos acepte, luego hay que leer, entender y escribir, sin perder de vista los
tramites en ventanillas, finalmente viene el examen de titulaciéon. Por supuesto que a
todas estas actividades se les debe asociar un tiempo estimado de ejecucién para la
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realizacién de una calendarizacién que nos permita tener un mejor control de éstas en
el tiempo de su realizacion, por lo que normalmente tendremos dos fechas asociadas a
cada actividad que seran; la fecha mas préxima y la fecha maés lejana. En la solucién
de este problema con certeza encontraremos lo que llamamos ruta critica’ que serd una
cadena P : I — F y las actividades dentro de esta cadena son las actividades que
no deben retrasarse en el tiempo de su ejecucién , pues retardarian la finalizacién del
proyecto, del mismo modo habra actividades que queden fuera de la ruta critica, éstas
tienen asociada una cantidad de tiempo adicional para su realizacion, a esta cantidad
se le conoce como holgura.

Su representacién grafica es a través de una red donde el conjunto de nodos X
representa la etapas del proyecto y el conjunto de arcos A representa al conjunto de
actividades del proyecto. De este modo j = (i,1) € A siy sblo si j es una actividad con
etapa inicial ¢ y etapa final [. La restriccion de precedencia entre las actividades k y j
(7 terminada antes de empezar k) se representa haciendo coincidir el extremo final de
j con el extremo inicial de k, como se muestra en la siguiente figura:

O—i—O—x—0®

También debemos considerar que existen actividades que no requieren de ninguna
otra para comenzar su ejecucioén, por lo que el extremo inicial de éstas coincidira con
I (el nodo inicial), que representa la etapa inicial del proyecto, asi mismo para las
actividades que no son requeridas por ninguna otra tendran como extremo final al nodo
F (nodo final) y representa la etapa final del proyecto. Por supuesto que el objetivo de
este tipo de proyectos es que su realizacién se haga en el menor tiempo posible, lo cual
quiere decir que la funcién objetivo serd minz = a(F) — a(I), donde a(m) representa
la fecha mas préxima de ejecucién de la etapa m

El modelo de programacion lineal asociado a este problema es:

minz = a(F)—a(l)
s.a
—aF > d

Donde:

E es la matriz de incidencia de la red PERT;

d es el vector de duraciones.

Hemos explicado brevemente como se construye una red PERT, pues bien, ahora
veremos como encontrar una solucién factible a una red PERT a través de una modi-
ficacion al algoritmo de rectificacion de tensién.
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Algoritmo de rectificacion de tensién modificado para la determinacion
de una solucién factible en una red PERT

Objetivo Determinar un potencial a con a(I) = 0 en una red PERT.
Descripcion
Paso 1. Sea a cualquier potencial de valores finitos con a(I) = 0. Sea v = Aa
Paso 2. Sea AT ={j € Alv(j) < d(j)}.

1. Si AT = @ Fin. El potencial a resuelve el problema.
2. Si A" # @ seleccionar j* € AT e ir al Paso 3.

Paso 3. Colorear los arcos de la red del siguiente modo

d(j);

rojo si v(j) > ;
negro si v(j) < d(j).

Paso 4. Aplicar el algoritmo de Minty a j* y determinar el corte () compatible con la
coloracion que contiene a j*.

Paso 5. Calcular

d=(j) —v(j) sij=j"

Actualizar a = a + ae[x/g) e ir al Paso 2.

a= Mi”{v(j) —d7(j) sijEQ”

Justificacion

Observemos que las fechas més préximas a(i) con i € X constituyen un potencial
tal que su diferencial v = Aa debe satisfacer ciertas restricciones de generacién, justo
las restricciones de precedencia. En efecto:

v(j) = Aa(j) = a(i') — ali) 2 d(j), j ~ (i,i') € A.

Es decir, dado que necesitamos que la tension a través del arco j s6lo sea mayor a su
duracién entonces podemos decir que v(j) € [d(7), 00).

El algoritmo de rectificacion de tensién puede iniciarse con cualquier potencial tal
que a(l) =0y a(i) < oo para todo i € X; esto es valido para las fechas més proximas
pues de lo contrario el proyecto no tendria duracién finita.

Observemos que en el Paso 2 a diferencia del algoritmo de rectificacién de tensién
s6lo definimos al conjunto A* = {j € AJv(j) < d(j)}, puesto que v(j) > d(j) y
v(j) € [d(j),0), es decir, dT(j) = oo; por lo tanto no existe un diferencial que sea
mayor estrictamente y mucho menos igual que d (j).
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El el Paso 3 sélo se definieron restricciones donde el color asociado es rojo o negro,
puesto que los arcos cuando son coloreados de blanco es porque su diferencial es mayor
a su generacion superior (v(j) > d*(j)), lo cual ya vimos que no es posible si G es
una red PERT. En cuanto a los arcos verdes se pide que d™ (j) = v(j) = d*(j), lo cual
tampoco tenemos. Asi que sélo tenemos arcos rojos y negros.

En el Paso 4 al aplicar el algoritmo de Minty determinamos un corte ) ya que la
siguiente proposiciéon nos garantiza que nunca habra circuitos en una red PERT.

Proposicion

Si G es una red PERT entonces G no contiene circuitos .

Demostracion.

Supongamos que en G encontramos un circuito
P il, ai, ig, ag, ..., ik, Aoy oony ’iq, Qq, 1.

esto querria decir en términos de una red PERT que la actividad as, necesita que
la a; esté terminada para que ésta pueda comenzar, del mismo modo sucede con as
y a9, asi hasta llegar a la actividad a;, dado que todas actividades se encuentran
en un circuito estarfamos diciendo que la actividad a; necesita que la actividad a;
esté terminada para comenzar su realizacién. Lo cual constituye una contradiccién.
M4ds atin si existiese un circuito sucederia que X(; e pd; i < ¥ epali’) — a(i), pero
por ser P un circuito ¥(; ;nepa(i’) — a(i) = 0, lo cual implica que X; ;nepd; s < 0 lo
cual quiere decir que no habria solucion factible al problema y por lo tanto la duracién
de las actividades es cero (d; 4 = 0 para todo (4,7') € P) por lo tanto podemos concluir
que en una red PERT no hay circuitos. L

En el Paso 5 el calculo de a es asi, puesto que; como no hay circuitos en cada
iteracién al ir formando los cortes, lo que tenemos son arcos j € Q™ y j* € AT por
lo que nos basta con tener los calculos en la determinacién del valor de « para este
tipo de arcos. Ahora, dado que j € Q—, j es rojo, pues sino lo fuera serfa negro y no
formaria parte del corte. Observemos que su diferencial de acuerdo a las restricciones
es v(j) > d(j) por lo que v(j) — d(j) > 0 por lo tanto @ > 0 para j € Q.

Sij = j* entonces v(j) < d(j) asi d(j)—v(j) > 0 por lo que o > 0. De esto podemos
concluir que en cada iteraciéon se mejora el potencial en « unidades. FEjemplo.

Consideremos el proyecto de establecer un café-libreria, cuyas actividades y duracién
de cada una se muestra en la tabla de abajo.
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Actividad Duracién | Antecedentes

A Compra de mobiliario y equipo 5 —
B Entrenamiento de personal 12 —
C | Bitsqueda de mercado de capital 10 —
D | Instalacién de mobiliario y equipo 4 A

E Calculo de presupuesto 1 A

F Financiamiento de 5 anos 6 CE
G Pruebas de equipo (PC) 8 B,D

A continuacién se muestra la red PERT la cual representa las actividades del pro-
yecto, a(i) para todo i € X representa la fecha més préxima, b(i) para todo i € X
representa la fecha més lejana y d(j) para todo j € A representa la duracién de la
actividad.

. [5,8] [12,12]
d(j) A
a(i),b(i 1 D 2
LUy © /O
A | B
[0,0] (ﬂ E G
C 1 7
10 3y P @
Iteracion 1. [10,14] 0 [20,20]

Paso 1. Iniciamos con un potencial factible, el cual se muestra en la siguiente
figura, donde a(i) para todo i € X representa el potencial.

[12] [16]
a(i) /GJ H/@
|
\ r | — T :
A

0] . ___—®
|
|
|
|

R

13) 19]
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Paso 2. AT ={(2,F)}

Paso 3. Coloreamos la red como se ve en la grafica anterior.

Paso 4. Aplicamos el algoritmo de Minty a j* = (2, F), el cual se encuentra en
el corte Q = {(1,1),(I,2),(1,3),(2,F)}, donde S = {1,2} y 8" ={I,3, F}.

Paso 5. Calculamos o« = min{5,4,7} = 4 y actualizamos el potencial en los
nodos que se de S’, el cual se muestra en la siguiente grafica

[12] [16]

/Cl) n/<2)
T -1

4] C{r n
NS

Iteracion 2. [17] [23]

Paso 2. AT = @ Fin. El potencial actual sobre la red resuelve el problema. Es
decir, hemos encontrado un potencial factible. Si deseamos que a(I) = 0
entonces debemos restar a todos los potenciales el valor actual de a(1), que
en este caso es igual a 4. Quedando la siguiente gréfica

8] [12]

/@ D/=@

A | __cC

0] Q{ E G
B

[13] [19]

Por lo tanto podemos concluir que hemos encontrado una duracién factible para cada
actividad:
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Actividad | Duracién en unidades de tiempo | Duracién
A 0-8 8
B 0-12 12
C 0-13 13
D 8-12 4
E 8-13 )
F 13-19 6
G 12 -19 7
2.3. lgualdad en color, diferencia en significado

En esta seccion veremos que dependiendo del problema a resolver y el color que cada
arco posea tiene un significado distinto; cuando aplicamos el algoritmo de rectificacién
de flujo buscamos que haya ciclos, los cuales permiten distribuir el flujo por éste (si es
que existe dicha solucién), puesto que comenzamos con un flujo éptimo; en el sentido de
que es la cantidad méxima de flujo que pasara por la red debido a las restricciones de
oferta y demanda, mientras que durante el algoritmo lo que se busca es la factibilidad.
De manera similar cuando aplicamos el algoritmo de rectificacion de tensién, buscamos
que haya cortes puesto que éstos en cada iteracion permiten encontrar un potencial
factible (si es que existe) ya que comenzamos generalmente con un potencial de cero,
que poco a poco va haciendo que el diferencial de cada arco se encuentre dentro de las
cotas inferior y superior. Veamos a que nos referimos:

Color Flujos Diferenciales
verde | aumenta o disminuye se queda igual
blanco puede aumentar puede bajar
negro puede disminuir puede aumentar
rojo se queda igual puede aumentar o disminuir

Mas semejanzas

Aqui deseamos destacar ciertas semejanzas entre los dos problemas:

Funcién Flujos y Divergencias | Funcién | Potenciales y Tension
flujo r:A— R tensién v:A— R
divergencia y: X =R potencial u: X — R

donde y = div(z). De aqui que es posible establecer la siguiente igualdad:

VT = —uyYy




Flujo coloreado a Costo Minimo

En este capitulo hablaremos de lo que constituye el tema central del presente trabajo
: Bl Flujo a Costo Minimo. Dicho problema como su nombre lo indica pretende enviar
flujo factible a través de una red definida al menor costo posible. A diferencia de lo
visto hasta ahora, aqui los arcos tendran més de una restriccién: de capacidad y de
costo por unidad de flujo, para los nodos la restricciéon no cambia, siendo ésta sélo la
de oferta. El aspecto relevante de este capitulo es que unifica lo ya aprendido en los
dos primeros. Esto se logra debido al algoritmo de distribucion factible y representa
una demostraciéon constructiva del Teorema de Distribucion Factible el cual establece
las condiciones bajo las cuales el problema del flujo a costo minimo tiene solucién.
Ademads, cabe resaltar que dicho algoritmo hace uso de dos algoritmos principalmente:
El algoritmo de rectificacion de flujo, que como ya sabemos encuentra un flujo factible,
y el algoritmo de rectificacion de tension que encuentra un diferencial factible. Estos a
su vez utilizan como subrutina el algoritmo de Minty en la deteccién de ciclos o cortes
coloreados. Comenzaremos hablando del Problema Lineal de Distribucion Factible que
serd resuelto con el algoritmo de Distribucién Factible y finalmente veremos algunas
aplicaciones.

3.1. Problema de Distribucion Lineal Factible

Supongamos que tenemos una grafica G conexa y cada arco j en ella tiene asociado
un intervalo de capacidades inferior y superior parar el flujo, las cuales se denotan del
siguiente modo: [¢™ (), T (j)] y cada nodo i tiene una demanda b(i), donde b(X) = 0,
es decir, la suma de todas las ofertas (entendiendo a las demandas como ofertas ne-
gativas) son igual a cero, en otras palabras que las ofertas cubren las demandas para
los respectivos nodos. Estos datos son los que caracterizan al problema de distribucién

53



54 Capitulo 3. Flujo coloreado a Costo Minimo

factible, en el cual se desea determinar un flujo que respete las restricciones anteriores,
como se vio en capitulos anteriores; pero ahora también nos ocuparemos de los costos
asociados a los flujos. Supongamos que el costo asociado al flujo z(j) € [¢™(4), ¢t (j)]
estd dado por la siguiente expresién d(j)z(j), donde d(j) es el costo por unidad de
flujo asociado a cada arco j. Asi el costo de una solucién z al problema de distribucién
factible es la suma de tal expresién, donde lo que se pretende es que el costo sea el més
bajo posible. A continuacién se formula el problema.

Problema Lineal de Distribuciéon Factible

min Sjead(j)e(j) = d-
() <a) <) VieA
() = b() vie X

donde: (y = div(x))

Una aplicacidon tipica del problema de flujo a costo minimo es pensar en los nodos
como localidades: ciudades, almacenes o fabricas donde un cierto articulo es producido
o consumido, de este modo podemos pensar que los arcos son las vias de transporte
entre las localidades, cada una con un costo de transporte asociado d(j) por unidad
transportada. El problema consiste en trasladar el articulo de los puntos de produccién
a los puntos de consumo al menor costo sin violar las restricciones de capacidades de
las vias de transporte.

Ya en el capitulo anterior veiamos lo que es un flujo factible, recordemos que es
aquel que satisface las restricciones de capacidad y serd una solucién 6ptima si ademas
minimiza el costo total. La idea bésica que presenta el algoritmo de distribucién factible
consiste en tener una solucién factible x y ésta podra ser mejorada distribuyendo el
flujo a través de un ciclo P que satisface:

0> Yjepr d(j) — Yjep- d() =d-ep

Es decir, en cada iteracién del algoritmo que se encuentre un ciclo, éste se construye
de forma tal que la suma de los costos asociados a los arcos del ciclo (como se indica
en la expresion anterior) establecen que el costo se vera disminuido; para los arcos que
estdn en PT su costo aumenta, pues el flujo lo hace, andlogamente; para los arcos en
P~ su costo disminuye ya que el flujo lo hace. De este modo al encontrar un flujo
t > 0 suficientemente pequefio que circule por el ciclo, tendremos que al menos el
flujo ' = x + tep seguird satisfaciendo las restricciones de capacidad. Como z es
factible, lo anterior serd cierto para z’ si y sélo si x(j) +t < ¢*(j) para toda j € PT y
x(j)—t > ¢ (j) paratodo j € P~. Asf la divergencia satisface que: div(z’) = div(z) = b,
puesto que div(ep) = 0 por ser un ciclo. En otras palabras, 2’ es otra solucién factible
y como 0 > d - ep podemos decir que:
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[costo de z'] = [costo de z] + td - ep < [costo de z]

Es importante observar que si P es de capacidades no limitadas, es decir si ¢*(j) =
oo para todo j € Pty ¢~ (j) = —oo para todo j € P~ entonces ¢t puede ser arbitraria-
mente grande y x’ seguird siendo factible con un costo arbitrariamente cercano a —oo.
Esto quiere decir que el problema no tiene soluciéon puesto que nunca alcanzamos el
costo minimo.

3.2. Algoritmo de Distribucién Optima

El método que a continuacién serd presentado se encuentra en términos de ciertas
curvas I'; asociadas con los arcos j en un problema de distribucién lineal éptima,
definidas del siguiente modo:

- c (j) <z(j) < ct(4) teniendo
TG < d6) si a(f) < e (j) y
v(j) > d(j) si x(j) > ¢ ()
v(4)
L
d(j)
z(j)
< () < (j)

En la figura anterior podemos observar la funcién I'; en el caso donde ¢ (j) y ¢t (j)
son ambos finitos. Pero si ¢t (j) = +oo la linea vertical del lado derecho desaparece,
andlogamente si ¢~ (j) = —oo, entonces es la linea vertical izquierda la que desaparece.
Si ambos ¢ (j) = +o0 y ¢ (j) = —o0, I'; se degenera siendo una sola linea horizontal
y si ¢T(j) = ¢ (j) se degenera en una linea vertical.
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En el siguiente teorema se unifican las condiciones para la construccién de un flujo
y un diferencial éptimo, con base en la definicién de I'; para todo j € A.

Teorema 4 (Teorema de Optimalidad Lineal para Flujos).
Un flujo x es una solucion optima al problema de distribucion lineal optima si y
sdlo si div(x) = b y hay un potencial u cuyo diferencial v satisface:

(z(j),v(4)) € I'; para todo j € A

Demostracion.
Supongamos que z y w satisfacen la siguiente condicién :

(z(j),v(j)) € I'; para todo j € A

Sea z es una solucién factible. Sea x’ otra solucién factible. Asi, de acuerdo a la defi-
nicién de I'; tenemos:

Consideremos primero el caso en el que el flujo se encuentra dentro de los intervalos
de capacidad: ¢ (j) < z(j) < ¢*(j) entonces se cumple que v(j) < d(j) y también que
v(7) > d(j) de aqui podemos decir que: v(j) = d(j).

Ahora veamos que sucede en los extremos:

Si z(j) = ¢*(j) entonces el diferencial es igual o se encuentra por arriba del costo
v(j) > d(j) y ademés se cumple que z'(j) < z(j) por ser ambos factibles y por que x
ya se encuentran en el extremo ¢ (). Asf 2/(5) —z(j) < 0 por lo que si multiplicamos
una cantidad negativa en ambos lados de la siguiente desigualdad: v(j) > d(j) tenemos
que

v()[2'(5) — =()] < d(H)"(G) — ()]

Anélogamente si z(j) = ¢~ (j) entonces el diferencial es igual o se encuentra por abajo
del costo v(j) < d(j) y ademés se cumple que 2/(j) > z(j) por ser ambos factibles y
por que z ya se encuentran en el extremo ¢ (j). Asi 2/(j) — z(j) > 0 si multiplicamos
esta cantidad en ambos lados de la siguiente desigualdad tenemos v(j)[z'(j) — z(j)] <
d(7)[«'(j) — z(j)]- De este modo

d()[=' () — x(5)] =2 v(i)[2'(G) — ()]

en todos los casos. Haciendo esto mismo sobre todos los arcos de la red tenemos:

d-[2' —x]>v-[2/ — 2]

tomando el lado derecho de la desigualdad tenemos

vt —z] = —u-divlr — 2] = —u-[b—b] = 0.
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de aqui que d - [/ — x] > 0; por lo tanto d -2’ > d - x es decir como z satisface las
condiciones de I' entonces el flujo es 6ptimo. []

El siguiente algoritmo es una prueba constructiva del teorema anterior y muestra
que al aplicarlo a una solucion factible genera un potencial u que satisface la condicién
del teorema o bien si es posible encuentra una solucién 2’ de menor costo que z.

Una manera de ver el problema es pensando en 2 como un flujo de bienes y u(i)
como el precio por unidad del nodo i, entonces v(j) es el precio por incremento (posi-
blemente negativo) en transportar bienes a través de j y [d(j) — v(j)]z(j) es el costo
neto en transportar x(j) unidades. Las relaciones (x(j),v(j)) € I'; significan que esta
cantidad es minimizada en cada arco j; si d(j) — v(j) > 0 se envia tan poco como
sea posible [z(j) = ¢ (j)] donde si d(j) — v(j) < 0 se envia tanto como sea posible
[2(j) = ¢ (j)]. A continuacién se presenta el algoritmo que da solucién al problema.

Algoritmo de Distribucién Factible
Objetivo. Encontrar un flujo factible al menor costo posible.
Descripcion

Paso 1. Dar una solucién factible z al problema de distribucién lineal 6ptima. (Aplicar
el Algoritmo de Rectificacién de Flujo).

Paso 2. Definir un intervalo de generacién de la siguiente manera:

[d(7),d(7)] sic (§) <z(j) <ct())

. . (—o0,d(5)] sic (j) ==xz(j) <c(jh)
d ,df = . . . .
s (), dz ()] [d(j),00)  sic(j) <z(j) =ct())
(—00,00)  sic(j) =x(j) = ct(4)

Paso 3. Aplicar el algoritmo de rectificacion de tension.

1. Si se obtiene un diferencial factible para estos intervalos, esto es, un potencial
u tal que v = Au satisface:

d; (j) < v(j) < dg (j) para todo j € A
Fin. z es una solucién 6ptima.

2. Sino ir al Paso 4.
Paso 4. Si se determiné un ciclo P con d; (P) < 0 entonces calcular:

. et () —=(j) paraje Pt
= min . . . _
z(j) —c (j) parajeP
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1. Si @ = oo Fin, P es un ciclo tal que los arcos que lo forman cumplen que
¢t =00y ¢ = —o00 por lo que el infimo en el problema es —oco.

2. Si @ > 0 entonces: Sea ¥’ = = + aep. Asi 2’ es otra solucién factible y
d-2’=d-z+ad-e, <d-xz. De este modo 2’ es mas barato que z. Ahora
vamos al Paso 2 con 7.

Ejemplo. Veamos la aplicacion del algoritmo sobre la siguiente red.

[c™ (),

i) d(i)/“za [0,2]/%0,2] 2
[0,1]

N3] [-3]
So4 o 0373
]

[0
Iteracion 1.

Paso 1. Aplicamos el algoritmo de rectificacion de flujo el cual comienza con
un flujo factible con respecto a las restricciones de oferta, es decir, en este
momento no importa que no cumpla con las restricciones de capacidad de
los arcos.

1. Decidimos pasar todo el flujo por los arcos (1,2) y (2,4) como se muestra
en la siguiente figura.

")~
3 3
0
0 0

2. Como no se cumplen las restricciones de capacidad de los arcos aplica-
remos el algoritmo de rectificacién de flujo.
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)
b)

c)

El flujo factible respecto a las restricciones de oferta es 3.
AT = {(1,2),(2,4)}, escogemos j* = (1,2) y coloreamos los arcos
de la red de acuerdo a las restricciones.

Aplicamos el algoritmo de Minty a j* = (1, 2), quedando la siguiente
grafica.

El arco j* = (1,2) se encuentra en un ciclo, por lo que debe-
mos distribuir el flujo a través de los arcos que se encuentran en
el ciclo, para saber que cantidad de flujo enviaremos, calculamos
a =min{3,3,4,3} =3

Actualizamos el flujo por los arcos del ciclo como se muestra en la
siguiente gréfica.

NN
0 0
0
3 3

Vamos al Paso 2 del algoritmo de rectificacion de tensién, donde
vemos que AT = A~ = @. Por lo tanto, podemos concluir que hemos
encontrado una solucién factible del problema lineal de distribucién
optima.

Paso 2. Ahora definimos los intervalos de generacién:



60 Capitulo 3. Flujo coloreado a Costo Minimo

[d™ (5) ,d* (5)]
(-00,3] (-00,2]
el XD
[1,1] [5,00)

Paso 3. Aplicamos el algoritmo de rectificacién de tensién a la grafica anterior.

1. Comenzamos con un potencial igual a cero en todos los nodos.

2. AT ={(1,3),(3,4)}, escogemos el arco j* = (1,3).

3. Coloreamos los arcos de acuerdo a las restricciones, aplicamos el algo-
ritmo de Minty.

4. El arco j* = (1,3) se encuentra en el corte @ = {(1,2),(1,3)} donde
S ={1} y 8" ={2,3,4}, por lo que hay que actualizar el potencial en
los nodos de 5.

5. @ =min{1,3} = 1, el potencial actualizado se encuentra en la siguiente
griafica.
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1. AT ={(3,4)}

2. Coloreamos la red y aplicamos el algoritmo de Minty a j* = (3,4).

3. El cual resulta estar en el corte @ = {(1,2),(3,2),(3,4)} donde S =
{1,3} y " ={2,4}.

4. o =min{5,1,2} = 1.

5. Actualizamos el potencial en una unidad a los nodos de S’ en la siguiente
red:

1. AT ={(3,4)}.

2. Coloreamos la red y aplicamos el algoritmo de Minty a j* = (3,4).

3. El cual resulta estar en el corte Q = {(2,4), (3,4)}, donde S = {1, 2,3}
y S ={4}.

4. o = min{4,2} = 2.

5. Actualizamos el potencial en una unidad en los nodos de S’ en la si-
guiente red:

LAY ={(3,4))
2. Coloreamos la red y aplicamos el algoritmo de Minty a j* = (3,4)

3. El cual resulta estar en el ciclo P = {(3,2),(2,4),(3,4)} ndtese que
d-ep=—1<0.



62 Capitulo 3. Flujo coloreado a Costo Minimo

Paso 4. Encontramos un ciclo lo cual significa que hay que distribuir el flujo a
través de los arcos del ciclo, lo cual mejorara en términos del costo la solucién
que buscamos.

1. a =min{l,2,2} = 1.

2. Actualizamos el flujo en una unidad en los arcos que forman el ciclo P
en la siguiente red:

02 [0,2] 1

Iteracion 2.

Paso 2. Construimos los intervalos de generacién:

[d™ (4) d" (5)]
(-00,3] [2.2]
[1,00)
[1,1] [5.5]

Paso 3. Aplicamos el algoritmo de rectificacién de tensién:

1. Comenzamos con un potencial igual a cero en todos los nodos.

2. AT =1{(1,3),(2,4)(3,2),(3,4)}, escogemos j* = (1, 3).
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3. En la grafica anterior podemos ver que el arco j* = (1,3) se encuentra
en el corte @ = {(1,2),(1,3)}, donde S = {1} y S’ = {2,3,4}.

4. Actualizamos el potencial en los nodos de S’, & = min{1, 3}. Los poten-
ciales actualizados se encuentran en la siguiente red:

AT =1(3,2),(3,4),(2,4)}, escogemos el arco j* = (3,4).
Coloreamos la red, aplicamos el algoritmo de Minty al arco j* = (3,4).
El arco j* = (3,4) se encuentra en el corte Q = {(1,2),(3,2), (3,4)}.

Calculamos a = min{5, 00,2} = 2 y actualizamos el potencial sobre la
red:

W

1. AT ={(3,4),(2,4)}, escogemos el arco j* = (3,4).
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2. Coloreamos la red, aplicamos el algoritmo de Minty al arco j* = (3,4).
3. El arco j* = (3,4) se encuentra en el corte @ = {(2,4), (3,4)}.
4. Calculamos @ = min{3,2} = 2 y actualizamos el potencial sobre la red:

1. AT ={(3,4)}, escogemos el arco j* = (3,4).
2. Coloreamos la red, aplicamos el algoritmo de Minty a j* = (3,4).
3. El arco j* = (3,4) se encuentra en el ciclo P=3 «— 1 — 2 — 4.
Paso 4. Como el arco j* = (3,4) se encontré en un ciclo P, debemos distribuir el

flujo a través de los arcos que forman a P. Calculamos « = min{3,2,1,2} =1
y actualizamos el flujo sobre la red:

Iteracion 3.

Paso 2. Dado que ya tenemos un flujo factible proseguimos a determinar los
intervalos de generacion para cada arco y obtenemos los mostrados en la
siguiente grafica.
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[~ () <+/(9i
[3,3] [2,00)
[1,00)
[1,1] [5.5]

Paso 3. Aplicamos el algoritmo de rectificacién de tensién comenzando con un
potencial igual a cero en todo los nodos. Observemos que:
1. AT ={(1,2),(2,4),(3,2),(1,3),(3,4)}, escogemos j* = (1,2).
2. Colorear los arcos de la red de acuerdo a las restricciones.

3. j* = (1,2) se encuentra en el corte @ = {(1,2),(1,3)}, donde S = {1}
y S" ={2,3,4} por lo que hay que actualizar el potencial de los nodos
de S".

4. a« =min{3,1} = 1. Veamos el potencial actualizado en la siguiente red.
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1. AT =1{(1,2),(2,4),(3,2),(3,4)}, escogemos j* = (1,2).

. Aplicamos el algoritmo de Minty a j* = (1,2), vemos que éste se en-

cuentra en un corte @ = {(1,2),(3,2),(3,4)}.

. Actualizamos el potencial usando a@ = min{2,00,5} = 2, el cual se

muestra en la siguiente grafica

I AT = {(2,4),(3,4)}, escogemos j* = (2,4).

. Aplicamos el algoritmo de Minty a j* = (2,4), vemos que éste se en-

cuentra en el corte @ = {(2,4),(3,4)}.

. Actualizamos el potencial usando o = min{2,3} = 2, el cual se muestra

en la siguiente gréfica.

1. AT ={(3,4)}, escogemos j* = (3,4).

. Aplicamos el algoritmo de Minty a j* = (3,4), vemos que éste se en-

cuentra en un corte @ = {(2,4), (3,4)}.

. Actualizamos el potencial usando @ = min{1, 00} = 1, el cual se muestra

en la siguiente grafica.



3.3. Aplicaciones 67

[1,00)
1
2~ [L1] [5,5] 71
Iteracion 4.
Paso 2. At = A~ = @. Por lo tanto podemos concluir que el potencial actual

satisface que v(j) = Au(j) € d(j) ¥V j € A ademds, el valor del flujo factible
que pasa a través de la red es 3 cuyo costo es de 3(1) + 1(1) +2(2) + 1(2) +
5(1) = 15 unidades monetarias.

3.3. Aplicaciones

En esta seccién se presentan algunas de las aplicaciones que tiene el algoritmo de
Distribucion Factible, el cual ademés de resolver el problema de distribucién éptima
resuelve problemas tales como; el problema de transporte y el problema de encontrar
la ruta més cortas de un nodo raiz a todos los deméas nodos de la red. En cada caso
comenzaremos por plantear el problema, daremos un ejemplo haciendo las observaciones
pertinentes que nos permiten resolverlo a través del algoritmo de Distribucion Factible.

Problema de transporte y algoritmo de Distribucién Factible
Planteamiento del Problema

Cuando se hace referencia a problemas de transporte debemos tener en mente que
estos se ocupan de la distribucién desde cualquier grupo de centros de suministro, lla-
mados origenes, a cualquier grupo de centros de recepcién, llamados destinos, de modo
que se minimice el costo total de la distribuciéon. Cada origen tiene ciertos recursos para
distribuir a los destinos y cada destino tiene cierta demanda que debera ser cubierta
por los origenes. Supongamos que se tienen n fabricas de computadoras ubicadas en
distintos lugares, con una cierta oferta o; con i = 1,...,n; m centros de venta cada uno
con cierta demanda d; con j = 1,...,m. Ademads, transportar la mercancia de las fabri-
cas al centro de venta tiene un costo asociado ¢;; con 1 <i >n, 1 < j > m; esta puede
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interpretarse como el gasto en gasolina y depreciacién de los vehiculos de transporte,
0 bien puede considerarse como el tiempo que se tarda en llegar, o la distancia que
hay entre éstos. Lo que nos interesa es minimizar dicho costo, sujeto a las restricciones
de oferta y demanda. Para poder proceder a su solucién es necesario que se cumpla la
condicién de que la cantidad de oferta total sea igual a la demanda total. Dicho de otro
modo lo que deseamos es:

{ n m s
minz X XU, ¢

S.a
2?:1.%‘]‘ = 0; 1= 1, N
Z?;la:ij = di ] = 1, L
:Eijzo izl,...,n jzl,...,m

Recordemos que los problemas de flujo a costo minimo se caracterizan por tener cinco
elementos esenciales que los define como tal y son:

x;; = nimero de unidades de flujo que pasan del nodo i al nodo j.

b; = oferta neta del nodo 3.

d;; = costo por unidad de flujo que pasa del nodo i al nodo j.

¢;; = capacidad inferior del arco (1,7).

;;
Para el caso del problema de transporte la variable x;; no cambia, el vector de ofertas

queda como b; = (01, ...,0p,d1, ..., dy,), €l costo d;; = ¢;;j, en cuanto a las capacidades

tenemos que ¢;; = 0y c:; = oo para todo (7,7) € A. Asi el problema de transporte es

un excelente candidato para resolverse a través del algoritmo de distribucién factible,

ya que consiste en pasar una cierta cantidad de flujo a costo minimo y ambos tienen la

misma estructura.

¢;; = capacidad superior del arco (i, j).

Ejemplo.

Consideremos el siguiente problema de transporte; se tienen tres fabricas de discos
en diferentes puntos de la ciudad y hay tres centros de venta. Las fabricas tienen una
oferta de: 300,500 y 100 unidades (en miles de discos) respectivamente, los centros de
venta consideran una demanda de: 200,400 y 300 unidades (en miles de discos). Los
costos de transporte por unidad de producto desde las fabricas hasta los centros de
venta se muestran en la siguiente tabla.

Costos de Transporte
Centro de Venta 1 Centro de Venta 2 Centro de Venta 3
Fabrica 1 20 16 24
Fabrica 2 10 10 8
Fabrica 3 12 18 10
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Dada esta informacién lo que se desea es minimizar el costo total de transporte.
donde X = {fdbricas i = {1,2,3} y centros de ventaj = {4,5,6}}, A = {(i,7)]i =
{1,2,3};5 = {4,5,6}}; b(i) = (300,500, 100) y b(j) = (200,400,300); f : A — R es
la funcién de costo y se muestra en la tabla anterior. Graficamente el problema es el
siguiente:

Ofertas Demandas

300 200

400 Destinos

Origenes 500

300

100

Iteracion 1.

Paso 1. Aplicamos el algoritmo de rectificacién de flujo.

m Determinar los arcos por los cuales pasard el flujo, el cual debe ser facti-
ble con respecto a las restricciones de oferta, es decir, en este momento
no importa que no cumpla con las restricciones de capacidad. Decidi-
mos pasar el flujo por los arcos (1,4),(1,5),(2,5),(2,6), (3,6) como se
muestra en la siguiente figura.

Ofertas Demandas

300 @\200 (D 200
100

500 @\300\@ 400
200

100 (3) 100\@ 300

Origenes
SOUI}SO(]
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= El conjunto AT U A~ = @. Fin, el flujo actual sobre la red es factible.

Paso 2. Definimos los intervalos de generacién y los podemos observar en la si-

guiente grafica:

Ofertas Demandas
300 200
Intervalos de
generacién
8 o2 o
= 2
% 500 [10.10] 100 &
2 @8/ =
o 7
300

Paso 3. Aplicamos el algoritmo de rectificacion de tension.

1. Comenzamos con un potencial igual a cero.
2. AT ={(1,4),(1,5),(2,5),(2,6),(3,6)}. Sea j* = (1,4).
3. Coloreamos los arcos de la red, quedando ésta del siguiente modo:

Potenciales Potenciales
[0]

& w)
g 2
g o %
= =)
o 2

[0]

Como j* = (1,4) forma parte del corte @ = {(1,4),(1,5), (1,6)}, calcu-
lamos el valor de @« = min{16,24,20}. Actualizamos el potencial en la
siguiente red.

1. AT ={(1,4),(2,5),(2,6),(3,6)}. Sea j* = (1,4).

2. Se colorean los arcos del siguiente modo y aplicamos el algoritmo de

Minty al arco j*.
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Potenciales Potenciales

Origenes
souryso(]

Como el arco j* = (1,4) se encuentra en el corte coloreado @ = {(1,4),
(2,4),(2,6),(3,5),(1,6)}, calculamos o = min{4, 10,8, 8,00} que es la
cantidad en la cual aumenta el potencial en los nodos fuera del corte.
Actualizamos el potencial en la siguiente grafica

1. AT ={(2,5),(2,6),(3,6)}. Sea j* = (2,5).
2. Se colorean los arcos del siguiente modo y aplicamos el algoritmo de
Minty al arco j*.

Potenciales Potenciales

Origenes
SOUI}SO(]

Como el arco j* = (2,5) se encuentra en el corte coloreado @ = {(2,4),
(2,5),(2,6)} donde S = {2} y S’ = {1,3,4,5,6}, calculamos o =
min{6,4,10} que es la cantidad en la cual aumenta el potencial en los
nodos de S’. Actualizamos el potencial en la siguiente grafica

1. AT ={(2,5),(3,6)} Sea j* = (2,5).
2. Se colorean los arcos del siguiente modo y aplicamos el algoritmo de
Minty a j*.



Capitulo 3. Flujo coloreado a Costo Minimo

Potenciales Potenciales

Origenes
souryso(]

Como el arco j* = (2,5) se encuentra en el corte coloreado @ = {(2,4),
(2,5),(3,4),(3,5),(1,6)} donde S = {2,3,6} y S’ = {1,4, 5}, calculamos
a = min{2,12, 22,00, 6} que es la cantidad en la cual aumenta el
potencial en los nodos de S’. Actualizamos el potencial en la siguiente
grafica

1. AT ={(2,5),(3,6)}. Sea j* = (2,5).
2. Se colorean los arcos del siguiente modo y aplicamos el algoritmo de
Minty a j*.

Potenciales Potenciales

Origenes
SOUI}SO(]

El arco j* = (2,5) se encuentra en el ciclo coloreado
P:2—-4—1—-42

que podemos ver en la grafica anterior.

Paso 4. Actualizamos el flujo a través del ciclo P en « unidades, donde
a = min{oo, 200, 00, 300} como se muestra en la siguiente gréfica.
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Ofertas Demandas

Origenes
souryso(]

Iteracion 2.

Paso 2. Construimos los nuevos intervalos de generacion y se muestran en la
siguiente gréfica

Ofertas Demandas
300 200
Intervalos de
generacién \

2 N &
= 2
& 500 400 <
5

300

Paso 3. Aplicamos el algoritmo de rectificaciéon de tensién.

1. Comenzamos con un potencial factible igual a cero.

2. A={(1,5),(2,4),(2,5),(2,6),(3,6)}.
3. Coloreamos la red como se muestra a continuacion:
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Potenciales Potenciales
[0]
) 0] =
o =
o @
[0]

Como j* = (1,5) se encuentra en el corte coloreado
Q ={(1,4),(1,5),(1,6)} de la grafica anterior; calculamos
a = min{20,24, 16} y actualizamos los potenciales en la siguiente red.
1. A={(2,4),(2,5),(2,6),(3,6)} Sea j* = (2,4).
2. Se colorean los arcos del siguiente modo y aplicamos el algoritmo de
Minty al arco j*.

Potenciales Potenciales

Origenes
SOUI}SO(]

Como j* = (2,4) se encuentra en el corte coloreado
Q ={(2,4),(2,5)(2,6)}, calculamos o« = min{10, 8,10} y actualizamos
el potencial en la siguiente red.

1. AT ={(2,4),(2,5),(3,6)}. Sea j* = (2,4).

2. Coloreamos los arcos de la red y aplicamos el algoritmo de Minty a j*.



3.3. Aplicaciones 75

Potenciales Potenciales

Origenes
souryso(]

Como el arco j* se encuentra en el corte @ = {(2,4),(2,5), (3,4), (3,5),
(1,6)}, calculamos o« = min{2, 12,2, 18,00}

1. AT ={(3,6)} Sea j* = (3,6).

2. Se colorean los arcos del siguiente modo y aplicamos el algoritmo de
Minty a j*.

Potenciales Potenciales

Origenes
SOUT}SO(]

El arco j* = (3,6) se encuentra en el corte coloreado Q = {(3,4),(3,5),
(3,6)}, calculamos o = min{10, 16,10} y actualizamos los potenciales.

1. AT = @. Por lo tanto ya acabamos, los potenciales actualizados los
vemos en la siguiente red.
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Potenciales Potenciales

Origenes
souryso(]

La distribucién de flujo 6ptimo es x15 = 300, xo4 = 200, z95 = 100, z9 =
200, x3¢ = 100, que es justo el flujo con el cual comenzamos esta iteracion,
con un costo de $10,400. Por lo anterior deben enviarse 300 unidades de
la fabrica 1 al centro de venta 5, con respecto a la fabrica 2 se enviaran:
200 unidades al centro de venta 4, 100 unidades al centro de venta 5 y 200
unidades al centro de venta 6, la fabrica 3 enviara 100 unidades al centro de
venta 6.

Arborescencia de rutas mas cortas y algoritmo de distribucion factible
Planteamiento del Problema

En el capitulo uno vimos que es posible encontrar una cadena que nos muestra
cémo llegar de un lugar a otro, ahora lo que deseamos encontrar es una cadena cuya
caracteristica es que la suma de los pesos asociados a los arcos sea la mas pequena, eso
es lo que denominaremos ”‘ruta mé&s corta de un nodo a otro”’. Asi las cosas, lo que
buscamos es la ruta mas corta de un nodo a todos los demas en la red. Para que sea
posible la solucién de este problema a través del algoritmo de distribucion factible, es
necesario que se cumplan ciertas condiciones: Primero que exista al menos una cadena
positiva del nodo de inicio (raiz) a todos los demas en la red y segundo que no existan
circuitos negativos pues en tal caso no habria solucion. Comencemos por ver algunas

¢

definiciones.

Definicién 21. [Arbol]
Sea G = [X, A] una gréfica donde X es el conjunto de nodos, A es el conjunto de
arcos. GG es un arbol si y sélo si G es conexa y aciclica.

Definicién 22. [Raiz]
Sea G = [X, A] una gréfica dirigida y sea z* € X, z* es raiz de G si existe una
cadena positiva de z* a x para todo x € X
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Definicién 23. [Arborescencial

Sea G = [X, A] una grafica dirigida, sea z* € X raiz de G. Sea F' = [X, A*] una
grafica parcial de G; decimos que F' es una arborescencia de G si F' es un arbol con
raiz.

Diremos que la arborescencia G = [ X, A, f] es de rutas mds cortas si el camino de
z* a = es el mas corto, para todo x € X. Para ser resuelto este problema como uno de
flujo a costo minimo es necesario hacer algunas modificaciones, por ejemplo:

xi; # 0 significa que el arco (i, j) parte de la arborescencia.

b; = oferta neta del nodo i, ésta serd igual a n — 1, donde n = | X| para el z* raiz
y serd igual a —1 para todo x € X con x # z*.

d;; = costo de utilizar el arco que va del nodo 7 al nodo j.
= 0 y es la capacidad inferior del arco (3, j).

c;.; = o0 y es la capacidad superior del arco (i, j).

Obteniendo asi la misma estructura que un problema de flujo a costo minimo.

Ejemplo.
Encontrar la arborescencia de rutas mas cortas de raiz 1 de la siguiente gréfica,
observe que el ntmero asociado al arco j = (4,4') representa la distancia (el costo,

el tiempo) que hay del nodo i al nodo ' para todo i € X. Para formularlo como un
problema de flujo a costo minimo, es necesario determinar las ofertas en cada nodo.
Asi la oferta del nodo raiz en este caso 1, es 4 y la de los nodos restantes es —1. Es
importante mencionar que las capacidades de todos los arcos serén de [0, o).

[-1]

Demandas

Iteracion 1.

Paso 1. Aplicamos el algoritmo de rectificacién de flujo.

= Comenzamos con un flujo factible de acuerdo a las restricciones de
oferta, por lo que el flujo sobre la red se muestra a continuacion:
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» AT = A~ = @ por lo tanto el flujo es factible.

Paso 2. Construimos los intervalos de generacion.

ONON

3,3] [1,1]
(= D—e
(-oc.8)

00,8 2,2]  (-00,1]

Paso 3. Aplicamos el algoritmo de rectificacién de tensién.
1. Comenzamos con un potencial igual a cero en todos los nodos;
2. AT =1{(1,2),(2,3),(3,4),(3,5)}. Sea j* = (1,2);
3. Coloreamos los arcos de la red quedando ésta como se muestra a conti-
nuacién y aplicamos el algoritmo de Minty a j*

(0]

Potenciales

Como el arco j* = (1,2) se encuentra en el corte @ = {(1,2), (1,4)}
calculamos a@ = min{8, 3} y actualizamos los potenciales en la siguiente

red.
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1. AT =1{(2,3),(3,4),(3,5)}. Sea j* = (2, 3);
2. Coloreamos los arcos de la red quedando ésta como se muestra a conti-

nuacién
[3]
Potenciales
/ KN [3]
[0]

Como el arco j* = (2, 3) se encuentra en el corte @ = {(1,4), (2,3),(4,2)}
calculamos o = min{5, 00,1} y actualizamos los potenciales en la si-
guiente red.

1. AT ={(3,4),(3,5)}. Sea j* = (3,4).

2. Coloreamos los arcos de la red quedando ésta como se muestra a conti-
nuacion y aplicamos el algoritmo de Minty a j*.

[3]

Potenciales

Como el arco j* = (3,4) se encuentra en el corte Q = {(1,4), (3,4), (3,5),
(4,2)} calculamos a = min{4, oo, 2,2} y actualizamos los potenciales en
la siguiente red.

1. AT = @& por lo tanto fin, el potencial actual que se muestra en la si-
guiente gréafica es factible. Ademas el flujo con el que empezamos esta
iteracion es el de costo minimo, es decir, los arcos que tienen asociado
un flujo son los arcos que forman la arborescencia de rutas mas cortas.
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Distancia

i B/
@/ >@— —) (6
ol

[6]

Observemos que en este tipo de problemas el potencial asociado a cada nodo repre-
senta la distancia recorrida desde el nodo raiz «* hasta x, para todo x € X.

Ejemplo.

Encontrar la arborescencia de rutas mas cortas de raiz 1 de la siguiente grafica con
el algoritmo de distribucién factible. Notemos que ésta difiere de la grafica anterior sélo
en las distancias (costos, tiempos) de dos arcos. dp 3y = —1y d34) = —1.

[-1]

Oferta

Oferta

Iteracion 1.

Paso 1. Aplicamos el algoritmo de rectificacién de flujo

s Comenzamos con un flujo factible de acuerdo a las restricciones de
oferta, por lo que el flujo sobre la red se muestra a continuacion:
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s AT = A~ = @ por lo tanto el flujo es factible.

Paso 2. Construimos los intervalos de generacién

ORI /(?\
[3,3] [-1,-1]
@ o

o—ra

Paso 3. Aplicamos el algoritmo de rectificacién de tensién
1. Comenzamos con un potencial igual a cero en todos los nodos;
2. AT ={(1,2),(3,5)} A~ ={(2,3),(3,4)}. Sea j* = (2,3).
3. Coloreamos los arcos de la red quedando ésta como se muestra a conti-
nuacion y aplicamos el algoritmo de Minty a j*.
[0]

Potenciales

Paso 4. Elarco j* = (2,3) se encuentra en el ciclo P : 3 — 4 — 2 — 3; calculamos
a = min{oo, 00, 00}, como a = 0o no hay solucién al problema.
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Observemos que los potenciales asociados a todos los nodos es igual a cero, lo cual
quiere decir que la distancia més corta desde el nodo raiz hacia todos los demés nodos,
no existe.



Estructura del Programa Flucomi

El presente capitulo estd enfocado en la estructura del programa que hemos llamado
Flucomi, el cual resuelve el problema de ”‘flujo a costo minimo a través de colores”’.
Un primer acercamiento lo haremos a través de diagramas de flujo de cada uno de
los algoritmos utilizados en el programa Flucomi, asi como la unificacién de éstos en
un solo diagrama. Este programa fue implementado en MATLAB. La eleccién de éste
fue porque es un paquete que trabaja con arreglos matriciales, recordemos que toda
red tiene una representacién matricial, asi que ésto nos facilita la programacién de los

algoritmos.

4.1. Consideraciones Generales

Es importante mencionar que en todos los algoritmos programados al recibir la
matriz de datos de la red, la cual reconoce con la variable A, ésta la descompone en
tantas matrices como tipos de datos entren, veamos que por ejemplo para el algoritmo
de Minty la matriz de entrada puede ser:

b

Il
SURICIN RS-
NG R NGIU N
I RSN

la descompone en:

83
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L =

N =~ DN

3
0
4

Es decir el renglén ¢ representa al nodo inicial, asi el arco (1,2) es el elemento L1y,
el arco (1,3) es el elemento Lja, etcétera. Elementos igual a cero en L significa que

no existe arco. De igual forma se guarda el color asociado a cada arco en otra matriz
llamada L. la cual se forma del mismo modo. Veamos:

2 4
L.=12 0
1 3

Aqui vemos que el arco (1,2) tiene asociado el color blanco (2) cuya posicién es
L,,,, Los colores asociados a los arcos son:

verde

blanco

negro
rojo

AU NI

Para algoritmos como el de rectificacién de flujo y rectificacion de tensién la matriz
que serd introducida es como la siguiente:

1 21 2
1 3 2 3
A= 2 3 2 4
3 41 3
La cual se descompone en:
2 3
L=|3 4
4 0

La siguiente representa la matriz de capacidades inferiores de la red, por ejemplo el
arco (1,2) tiene capacidad inferior 1 y se localiza en Cmenosi;.

1 2
Cmenos= |1 2
10
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Andlogamente la matriz que a continuacién se presenta es la de capacidades su-
periores de la red, de tal manera que la capacidad superior del arco (1,2) se localiza en
Cmasii.

2 3
Cmas= 1|2 4
30

Para el caso del algoritmo de rectificacién de tensién en lugar de tener matrices
Cmenos y Cmas tendremos Dmenos y Dmas las cuales representan la generacién
inferior y superior de la red respectivamente. Y cuando estemos trabajando con el algo-
ritmo de distribucion factible la matriz de entrada tendra cinco columnas las primeras
cuatro serdn como la descrita anteriormente y la columna adicional representa el costo
asociado a cada arco. Esta informacion serd guardada en una matriz nombrada Co. De
este modo se facilita la localizacién de la informacién dentro de cada programa.

4.2. Parametros y Variables de cada programa

Programa Algoritmo de Minty

Comencemos viendo como es la estructura del programa del algoritmo de Minty lla-
mado: Algoritmo de Minty. Este programa necesita recibir como entrada los siguientes
datos:

A: la representacién matricial de la red, en forma de listas de adyacencia, sera una
matriz de m x 3, donde m es el nimero de arcos en la red. Y cada rengldén estara formado
por el nodo inicial, el nodo final y el color asociado a éste.

a: arco del cual se desea la informacién, el cual es un vector de 1x3

n: guarda el nimero de nodos en la red.

Dentro del programa se definen variables como:

Qmas: Matriz donde cada uno de sus renglones representa un arco en Q, andlogamente
Qmenos: Matriz donde cada uno de sus renglones representa un arco en Q.

Nmas: Nodo del cual inicia el algoritmo

Nmenos: Nodo al cual se llega si es que se encuentra un ciclo.

Programa Algoritmo de Rectificacion de Flujo

Para el algoritmo de rectificaciéon de flujo se hizo un programa llamado Algoritmo
de Rectificacion de Flujo. Este programa necesita recibir como entrada los siguientes
datos:

A: la representacién matricial de la red, en forma de listas de adyacencia, serd una
matriz de m x4, donde m es el niimero de arcos en la red. La primera columna representa
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a los nodos iniciales, la columna dos: nodos finales, la columna tres: capacidad inferior
del arco, la columna cuatro: capacidad superior del arco.
b: vector de n x 1, donde n es el nimero de nodos en la red.

Programa Algoritmo de Rectificacion de Tension

Se hizo un programa llamado Algoritmo de Rectificacion de Tensién. Este programa,
necesita recibir como entrada los siguientes datos:

A: la representaciéon matricial de la red, en forma de listas de adyacencia, serd una
matriz de m x4, donde m es el niimero de arcos en la red. La primera columna representa
a los nodos iniciales, la columna dos: nodos finales, la columna tres: generacion inferior
del arco, la columna cuatro: generacién superior del arco.

b: vector de n x 1, donde n es el nimero de nodos en la red.

Programa Algoritmo de Distribucion Factible

Se realizé un programa llamado Algoritmo de Distribucion Factible. Este programa
necesita recibir como entrada los siguientes datos:

A: la representacién matricial de la red, en forma de listas de adyacencia, serd una
matriz de m x5, donde m es el niimero de arcos en la red. La primera columna representa
a los nodos iniciales, la columna dos: nodos finales, la columna tres: capacidad inferior
del arco, la columna cuatro: capacidad superior del arco, la columna cinco: el costo por
unidad de flujo que pase por el arco.

b: vector de n x 1, donde n es el nimero de nodos en la red.

4.3. Descripcion general de los programas

En esta seccion se da una descripcion general de los programas teniendo una repre-
sentacién de éstos a través de diagramas de flujo.
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Entran
A an

a(3)=2

si

Nmas=a(2)

Nmenos=a(1)

no

Nmas=a(1)

Nmenos=a(2)

Buscar renglén N7
en L elementos que
formaran Q* y Q™

Formar Cortes

87

a=(a(1),a(2))

esté en el corte ()

a=(a(1),a(2))

estd en el ciclo C

Fin

Algoritmo de Minty



Capitulo 4. Estructura del Programa Flucomi

for j=1:n-1
Wj=num. de renglones de Qmas
S=Nmas i=1 k=1

e=[0,Qmas(j,1:2)] e=[1,Qmas(j,1:2)]

Qmas(j,:)=0 Qmas(j,:)=0
S=NmasUe(3) i=i+1
C=[e(2).e(3).¢(3)]
i=W,;+1

é ®

Proceso Formar Cortes, Algoritmo de Minty
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Entran
A b

Genera - flujo
factible

colorear los arcos

!

aplicar Minty a a

tomar a € A

o]

Fin No hay sol.

construccién P, P~

al = min(P*(:,3))
alp = min(P~(:,3))
AL = min(al, alp)

buscar en Ma, j € P*

y j € P~ sumar y/o —>®

restar « al flujo actual

Algoritmo de Rectificacion de Flujo
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/ bLct [/

Construir Ma
matriz de flujo

j=b(i)>0

s=min(M)
k=size(Ka)

for 1=1:size(Ka,2)

Fin. Ma tiene
flujo factible

j<n

si

L3, 70
Ka=Ka U ¢
M=M UC™ (4, ¢)
]=C

Proceso Generar-flujo-factible. A.R.F.
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/ Entran /
A, b, Dt D7

Ung1=0 Vinazn=0

@— for i=1:m

FIN el potencial no

u es el deseado

!

Colorear arcos
seguin restricciones

a=A(1)#£0

o

Algoritmo de Rectificaciéon de Tension
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O

Aplicar Minty a a

QTP

No hay soluqon s P40 no
pues hay un ciclo

al = (DT(QT - V(QT))
AL = min(al)
alp = (D™ (Q™ =V(Q7))
ALP = min(alp)
Al = min(AL, ALP)

S’= vector con nodos en Q

u(S’)+AL=u
V=u(S’)+u

o

Proceso Algoritmo de Rectificacion de Tension
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Entran
A b

Aplicar Rectificacién
de Flujoa A, b

QT Q”

Q)

se construyen DT D~
segun restricciones

Fin No hay
solucién Aplicar Rectificacién de
Tensién a A.b,. DT D~

Fin La solucién no

es la deseada

P+ 0 hay ciclo
Construir PT P~

al = min(P*(:,3))

alp = min(P~(:,3))
/[ AL = min(al, alp)
si AL no

! \7 !
Fin Hay un ciclo

desbalanceado buscar en Ma j € P
y j € P~ sumar y/o

el infimo es o .
restar el flujo

Algoritmo de Distribucién Optima @
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Manual de Usuario

Este capitulo pretende dar una descripcion de los programas utilizados en la solucién
del problema inicial: Flujo a Costo Minimo el cual se resuelve a través del Algoritmo
de Distribucion Optima el cual como ya vimos en el Capitulo 3 usa como subrutinas el
algoritmo de Minty, el de rectificacién de flujo y el de rectificacién de tensién.

5.1. Consideraciones Generales

Para tener acceso a cualquiera de éstos es necesario tener instalado en una PC
la versién 5.3 de MATLAB e instalar todos los archivos de la carpeta Flujo a Costo
Minimo en la carpeta llamada work de MATLAB.

Antes de comenzar a ver cémo es que uno interactuard con el(los) programa(s) es
necesario saber cémo es que se deben introducir los datos que necesitaremos como son:
matrices y vectores en MATLAB. Por ejemplo, la matriz

ailr a2 ... Qain
a1 agy ... Qa2n
a3y azz ... a3p

debe ser escrita estrictamente entre corchetes del modo siguiente:
[a11 @12 ... a1p 5 @21 G22 ... A2p 5 A31 G32 - .. A3p)
Cabe resaltar el hecho de no olvidar escribir el punto y coma, pues ésto, MATLAB

lo entiende como el inicio de un nuevo renglén de la matriz que se esté escribiendo.
Otra forma de escribir la matriz anterior es:

95
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a1 , a12 5 ..., a1p <
a1 , @22 5, ..., Q2p <
a3zl , a3z2 , ..., a3n]

El manejo de los vectores es andloga, el vector:

éste debe ser escrito de la siguiente manera:
[b1 3025 ...5bn] <
otra manera de escribirlo es:

b1

<_)
bQ<—’
(_)

: .
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Con esta informacién es suficiente para poder introducir los datos en los programas.
Para la utilizacién de cualquiera de ellos basta con mandar llamar desde la ventana de
comando de MATLARB el programa Flucomi apareciendo asi una ventana que desple-
gard un menu de opciones mostrado en la siguiente imagen:

File Edit Tools Window Help
MEMLI

Aprendiendo a introducir loz datos

¢Dezeaz ver lag matrices que ze tienen guardadas?y

Ir directamente al menu de programas

S alir
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Dar click en la opcién deseada; para cualquiera de las tres opciones aparecerda un
menu distinto. Por ejemplo si se eligié la opciéon Aprendiendo a introducir los
datos: aparecera un menu con las opciones mostradas en la siguiente imagen:

File Edit Tools Window Help
FEMLI

Datoz para el Algoritmo de Distibucidn Optima

Dratoz para el Algontmo de Minty

Datoz para el Algaoritmo de Rechficacion de Flujo

Dratoz para el Algoritmo de Rectificacidn de Tengion

Regresar el menu principal

Ir directamente al menu de programas

S alir

Si la opcion elegida fue ;Deseas ver las matrices que se tienen guardadas?,
entonces aparecera otro meni donde se pregunta que datos se desean ver. La siguiente
imagen muestra el menu presentado en esta opcién.
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4 MENU E] @

Fle Edit Tools Window Help
MENU

Matrices y vectores para el algoritmo de Minty

Matrices y vectores para el algontmo de Rectificacidn de Flujo

Matnces v vectores para el algoritmo de Rectificacion de Tension

Matrices y vectores para el algontmo de Distribucion Factible

Salir

En cambio, si la opciéon seleccionada fue Ir directamente a los programas, se
desplegarda un ment cuyas opciones serdn la elecciéon de los algoritmos. La siguiente
imagen muestra el ment presentado en ésta:

- C = Tk Ll o L =]=
Fll— I_l_l!l | Qs il [[mw]E |'|!_-||_-

MERL

&lgaritma de Distibucidn O ptima

Algaoritrmo de Minty

&lgoritmao de Rectificacion de Flujo

Algoritmo de Rectificacion de Tenzidn
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Se da un click sobre la opcién deseada e inmediatamente en la pantalla de comandos
aparecera las indicaciones necesarias para el funcionamiento del algoritmo respectivo.
Veamos que hacer en cada caso:

5.2. Algoritmo de Minty

Este programa puede ser utilizado cuando solamente se desee saber si un arco
blanco o negro en una red se encuentra en un ciclo o en un corte coloreado. Para
ello es necesario mandarlo llamar desde el menui y dar click en la opcién Algoritmo
de Minty; autométicamente sobre la ventana de comandos de MATLAB se despliega
el siguiente mensaje:

;Desea usar una matriz previamente definida?

Si la respuesta es afirmativa, inmediatamente aparecerdn las matrices que se tienen
guardadas para el algoritmo de Minty. Enseguida vienen las preguntas:

Dé el nombre de la matriz
Dé el nombre del vector que representa al arco que desea analizar
;Cuantos nodos tiene la red?

Si la respuesta no es afirmativa entonces las instrucciones son:

Introduzca la matriz
Introduzca el arco que desea analizar
;,Cudntos nodos tiene la red?

La matriz debe ser introducida del siguiente modo:

Gml OGm2 (Gm3

Una vez que se tiene la matriz, ésta sera guardada en la variable A, que MATLAB
reconoce como una matriz de m x 3, donde m es el niimero de arcos en la red. De este
modo el elemento a1 es el nodo inicial, el elemento a2 es el nodo final y el elemento a3
es el color asociado al arco (ai1,a12). El color de cada arco serd asignado del siguiente
modo:

color | asignacién
verde 1
blanco 2
negro 3

rojo 4
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De manera andloga, el arco debe introducirse dentro de corchetes el nodo inicial del
arco a1, el nodo final a12 y el color que tiene asociado a3

[an a12 a13] —

En cuanto a la tltima pregunta, solamente debe teclear el niimero que corresponda
a la cantidad de nodos que constituyen la red y teclear «— para obtener la solucién del
problema: ya sea que el arco que se introdujo se encuentre en un ciclo o en un corte. En
caso de que se encuentre en un ciclo en la pantalla principal de MATLAB aparecerd el
siguiente mensaje:

El arco j se encuentra en el siguiente ciclo

P

P sera una matriz de k x 2, donde k es el nimero de arcos en el ciclo y constard sélo
de dos columnas:

P11 P12
P21 P22
DPr1 Pk2

Asi p11 es el nodo inicial y pi2 es el nodo final del arco (p11,p12).

En caso de que el arco en cuestién se encuentre en un corte coloreado, en la pantalla
aparecerd el siguiente mensaje:

El arco j se encuentra en el siguiente corte

Q

@ serad una matriz de r x 2 donde r es igual al nimero de arcos que constituyen el
corte en la red.
Ejemplo. El siguiente es un ejemplo en el cual podemos ver como es que se piden los
datos y cual fue el resultado obtenido.
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) MATLAB Command Window
Fle Edt View Window Help

O & B - 88 R 2

s+ Flucomi ~
;Desea usar una matriz previamente definida { S=1 f H=2 )7 1

1 2 1
2 by 2
2 3 1
2 h 3
3 L 2

pe el nombre de la matriz: G
Verifique que el nombre de la matriz es el correcto

Si asi Fue, por favor teclée ( S=1 / H=0 ) 1
De el nombre del vector que representa el arco a analizar: c
Uerifique que el nombre del vector es el correcto

Si asi fue, por favor teclée ( S=1 / H=8 ) 1
;Cudntos nodos tiene la red?: 4

el arco

3 y

se encuentra en el siquiente cicle:

2 h
2 3

Oprima enter para continuar.
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5.3. Algoritmo de Rectificacién de Flujo

El programa Algoritmo de Rectificacién de Flujo comienza cuando damos click
en la opcion Algoritmo de Rectificaciéon de Flujo luego en la ventana de comandos
de MATLAB aparecerd la siguiente sentencia:

;Desea usar una matriz previamente definida?

Si la respuesta es afirmativa, inmediatamente apareceran las matrices que se tienen
guardadas para el algoritmo de Rectificacién de Flujo. Enseguida vienen las preguntas:

De el nombre de la matriz
De el nombre del vector de ofertas y demandas

Si la respuesta no es afirmativa entonces las instrucciones son:

Introduzca la matriz
Introduzca el vector de ofertas y demandas

Esta informacion debe ser introducida del siguiente modo:

aip a2 @13 a4

donde:

a;1 es el nodo inicial del arco i = (a1, a;2);

a2 es el nodo final del arco i = (a;1, a;2);

a;3 = ¢ (a;1,a;2) es la capacidad inferior del arco i = (a;1, a2);
a;qs = ¢t (a1, a;2) es la capacidad superior del arco i = (a;1, a;).

El vector es necesario escribirlo del siguiente modo:

donde:

b; es la oferta o demanda del nodo 7, aqui es necesario mencionar que este vector debe
constar de tantos renglones como nodos en la red; por ejemplo, consideremos una red
que consta de tres nodos; el nodo 1 ofrece cierta cantidad b, el nodo 2 no ofrece ni
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demanda, pero es un nodo intermedio, por lo que se debe cumplir que todo lo que entra
a él, debe salir y finalmente el nodo 3 demanda la cantidad b. Recordemos que una de
las condiciones para que haya solucion a éste problema es que la oferta sea igual a la
demanda. Asi el vector de ofertas y demandas de esta red se ve de la siguiente manera:

Enseguida tecleamos enter y podremos ver las solucién encontrada por el programa.

En caso de que exista la solucién en la pantalla aparecera:

La cantidad de flujo que pasa por la siguiente red es la deseada:

La matriz que aparece corresponde a los arcos de la red y al flujo que
pasa a través de éstos.

En caso de que la solucién no exista veremos lo siguiente en la pantalla:

No hay solucién al problema puesto que hay un corte coloreado

Veamos un ejemplo:
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I MATLAB Command Window
Fle Edt View Window Help

O & P o BB R 2

Te get started, type one of these: helpwin, helpdesk, or demo.
For product information, type tour or visit www.mathworks.com.

2+ Flucomi
;Desea usar una matriz previamente definida ( S=1 7 H=2 )7 1

B =

1 2 b | B
1 3 1 108
1 L] -3 18
2 3 a 108
3 5 a 8
4 3 | 4
5 2 i} 18
5 L] -5 1
h =
2
5
1
.|
-4

De &1 nombre de la matriz: B
Uerifique que el nombre de la matriz es el correcto

si asi fFue, por favor teclée ( S=1 7 H=0 ) 1
De el nombre del vector de ofertas y demandas: b
Verifique que el nombre del vector es el correcto

Si asi Fue, por favor teclée { S=1 7 N=8 )} 1
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J MATLAB Command Window

Fie Edit View Wndow Heip
0O & Bl BBIR 2

Uerifique que el nombre del vector es el correcto

5i asi fue, por fFavor teclée ( S=1 7/ H=8 ) 1

aﬂ

5 L 3
el arco

5 4

lse encuentra en el siguiente ciclo:

5 2

1 2

1 h
el arco

1 3

5 ll
4 3
1 2

Los siguientes son los nodos que se encuentran dentro del corte:
a 2 5

'No hay solucidn al problema puesto que hay un corte coloreado
iOprima enter para continuar.
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5.4. Algoritmo de Rectificacién de Tensidn

El programa Algoritmo de Rectificacién de Tensién comienza una vez que
damos click en la opcién Algoritmo de Rectificaciéon de Tensién e inmediatamente
en la ventana de comandos de MATLAB aparecera la siguiente sentencia:

;Desea usar una matriz previamente definida? Si la respuesta es afirmativa,
inmediatamente apareceran las matrices que se tienen guardadas para el algoritmo de
Rectificacion de Tension. Enseguida vienen las preguntas:

De el nombre de la matriz
De el nombre del vector de ofertas y demandas

Si la respuesta no es afirmativa entonces las instrucciones son:

Introduzca la matriz
Introduzca el vector de ofertas y demandas

La informacion debe ser introducida del mismo modo que para el algoritmo de
Rectificacion de Flujo, con una pequena diferencia sobre la interpretaciéon de la columna
tres y cuatro de la matriz:

ail @12 a13  G14
apl G2 43 Gid

Uml Om2 (Am3 aAm4

donde:

ai1 es el nodo inicial del arco i = (a1, a;2);

a2 es el nodo final del arco i = (a;1, a;2);

a3 = ¢ (a1, a:2) es la generacién inferior del arco i = (a1, a;2);
a4 = ¢ (a1, a;2) es la generacién superior del arco i = (a;1,a;2)-

En cuanto al vector de ofertas y demandas no hay ningin cambio, se define igual que
en el algoritmo antes descrito. Enseguida tecleamos enter y podremos ver las solucién
encontrada por el programa.

En caso de que exista la solucién en la pantalla aparecera:

El potencial u es el deseado:
Recuerde que las primeras dos columnas representas arcos
Y la tercer columna es el diferencial que pasa a través de dicho arco.
El vector representa el potencial asociado a cada nodo

En caso de que la solucién no exista veremos lo siguiente en la pantalla:



5.4. Algoritmo de Rectificacién de Tensidn 107

No hay solucién al problema puesto que hay un ciclo coloreado

P

Veamos un ejemplo:

<) MATLAB Command Window
File Edit View WWindow Help

D@t B | @BE k2

To get started, type one of these: helpwin, helpdesk, or demo. A
For produckt information, type tour or visit www.mathworks.com.

> Flucomi
;Desea usar una matriz previamente definida { S=1 /7 H=2 }7 1

B =
1 L4 -4 2 3
2 1 2 3
3 1 i =1
3 2 -3 2
3 4 a 3
3 & -1 1
L [i] L 2
L ¥ = 8
& 2 -2 1
5 4 -1 2
LY 1] 2 2
(i} ¥ ] 8
' 8 a 2
8 5 -2 2
8 6 a8 2

h =

De el nombre de la matriz: B
Verifique que el nombre de la matriz es el correcto

i asi fue, por favor teclée { S=1 /7 H=0) 1

De el nombre del vector de ofertas y demandas: b
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=} MATLAB Command Window
File Edit ‘iew Window Help

Dw|iB2R|o| @B w2
s
el arco
3 1
se encuentra en el siguiente corte:
[ 1 4
! 3 2
5 2
Los siguientes son los nodos que se encuentran dentro del corte:
| 1 2
|
a:
‘ 3 1 2
el arco
3 1
se encuentra en el siguiente ciclo:
2 1
3 2
Ho hay solucidn al problema de rectificacidn de tensidn
lpUEStD que hay un ciclo coloreado, el cual se muestra a continuacidn
2 1
3 2
¥

‘ﬂprima enter para continuar.
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5.5.  Algoritmo de Distribucién Optima

El programa Algoritmo de Distribucién éptima comienza una vez que damos
click en la opcién Algoritmo de Distribucién Optima e inmediatamente en la
ventana de comandos de MATLAB aparecera la siguiente sentencia:

;Desea usar una matriz previamente definida?

Si la respuesta es afirmativa, inmediatamente apareceran las matrices que se tie-
nen guardadas para el algoritmo de Rectificacién de Tensién. Enseguida vienen las
preguntas:

De el nombre de la matriz
De el nombre del vector de ofertas y demandas

Si la respuesta no es afirmativa entonces las instrucciones son:

Introduzca la matriz
Introduzca el vector de ofertas y demandas

La informacién debe ser introducida del mismo modo que para el algoritmo de
Rectificacion de Flujo, a diferencia de éste, la matriz debe tener cinco columnas:

a1 a2 @13 a4 as
ail @iz a3 ai aid)

Uml Am2 Am3 Am4  Am5

donde:

aj1 es el nodo inicial del arco i = (a1, a:2);

a2 es el nodo final del arco i = (a;1, a;2);

a;3 = ¢ (a;1,a;2) es la capacidad inferior del arco i = (a;1, a2);
a;s = ¢ (a1, a;2) es la capacidad superior del arco i = (a;1,a2);
a5 = d(a;1,a;2) es el costo del arco ¢ = (a1, a;2).

En cuanto al vector de ofertas y demandas no hay ningin cambio, se define igual
que en el algoritmo de Rectificacién de Flujo. Enseguida tecleamos enter y podremos
ver las solucién encontrada por el programa.

En caso de que exista la solucién en la pantalla aparecera:

La cantidad de flujo que pasa por la siguiente red es la deseada
Recuerde que las primeras dos columnas representas arcos

Y la tercer columna es el flujo que pasa a través de dicho arco
El costo asociado es
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En caso de que no haya solucién:

Hay un circuito desbalanceado, el infimo del problema es -inf

-} MATLAB Command Window
File Edit ‘iew Window Help

Da| &2 | BLE B2 |
A
To get started, type one of these: helpwin, helpdesk, or demo. _:
For product information, type tour or visit www._mathworks.com.
> Flucomi
iLDESEa usar una matriz previamente definida ( S=1 /7 H=2 )7 1
B -
1 2 a 2 2
1 3 a L 1
2 4 a 2 2
3 2 a 1 1
3 h a 3 5
b =
3
a
a
-3
|DE el nombre de la matriz: B
|UeriFique que el nombre de la matriz es el correcto
iSi asi fue, por favor teclée ( S=1 7 N=8 } 1
iDE el nombre del vector de ofertas y demandas: b
|UeriFique que el nombre del vector es el correcto
151 asi fue, por favor teclée { 5=1 7 H=8 )} 1

Y
|
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-} MATLAB Command Window

File Edit Wiew Window Help

OF| s B2R| v | SE| R 2
L
la = '
3 L 3
Presione cualquier tecla para continuar
;E1 problema es de transporte ( S=1 / N=0@ )?7:0
iLa cantidad de flujo que pasa por la sigquiente red es la deseada:
IRecuerde que las primeras dos columnas representas arcos
¥ 1a tercer columna es el flujo que pasa a través de dicho arco.
1 2 1
2 h 2
3 2 1
1 3 2
3 y 1
El costo asociado es:
15
l0prima enter para continuar.
v
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Conclusiones

El problema de flujo a costo minimo es un programa lineal que en la década de
los cincuentas llamé la atencién de varios investigadores por la importancia que la
aplicacién de estos modelos tienen en la vida real, es por ello que se puede resolver de
varias formas. Casos particulares son problemas como: ruta mas corta, flujo maximo,
asignacion, etcétera. Entre los métodos utilizados para dar solucién al problema de flujo
a costo minimo podemos mencionar los algoritmos simplex especializado en redes, de
eliminacién de circuitos negativos, basado en rutas mas cortas, etcétera. Todos estos
abordan el problema desde el punto de vista de la programacién lineal.

Es importante mencionar que el enfoque de colores para resolver el problema de
flujo a costo minimo no hace uso de la programacién lineal, basdndose dnicamente en
la teoria de graficas, especialmente en teoremas de coloracién.

El desarrollo paralelo de los problemas de flujo y diferencial factible son una con-
secuencia importante de la naturaleza dual del problema, pues al resolver el problema
de flujo o el de potenciales automaticamente se resuelve el otro.

El problema de distribucion éptima presentado y resuelto a través del algoritmo de
distribucién éptima en el capitulo tres del presente trabajo, estudia sélo el caso en el
que la funcién de costo asociada a los arcos es de tipo lineal, teniendo el supuesto que
los datos son enteros siempre la solucion obtenida es de este tipo. La ventaja de este
modelo es que puede ser aprovechado para el caso general en el que la funcién de costo
ya no es de tipo lineal sino convexo. Mds atn, este paralelismo deriva en generalizaciones
a problemas de optimizacién que no necesariamente tengan representacién grafica.

Los algoritmos aqui presentados fueron programados y son una herramienta muy
sencilla para el usuario; asi constituyen material didactico para los cursos del area de
Investigacién de Operaciones.

113



114 Conclusiones



Bibliografia

AHuJA, R., MAGNANTI, T., AND ORLIN, J. Network Flows: Theory, Algorithms
and Applications. Prentice Hall, 1993.

BAzaraA, M. S., JARrvis, J. J., AND SHERALI, H. D. Linear Programming and
Network Flows. John Wiley & Sons, 1990.

CHRISTOFIDES, N. Graph Theory: An algorithmic approach. Academic Press, 1962.

HERNANDEZ Ayuso, M. C. Introduccién a la Teoria de Redes. Sociedad Ma-
tematica Mexicana, 1997.

HiLLIER, F., AND LIEBERMAN, G. Introduction to Operations Research. Holden
Day, Inc, 1980.

ROCKAFELLAR, R. T. Network Flows and Monotropic Optimization. Athena Scien-
tific, 1998.

WINSTON, W. L. Operations Research Applications and Algorithms. Duxbury
Press, 1994.

115



	Portada
	Índice General
	Introducción
	1. Un Poco de Color
	2. Factibilidad a Color
	3. Flujo Coloreado a Costo Mínimo
	4. Estructura del Programa Flucomi
	5. Manual del Usuario
	Conclusiones
	Bibliografía

