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Capítulo 2

El problema variacional

2.1. Formulación variacional del problema

Consideremos el problema�
��u+ a(x)u = f(x) juj2

��2 u en 

u = 0 sobre @


(2.1)

donde 
 � RN es un abierto suave y acotado, N � 3, 2� := 2N
N�2 es el exponente

crítico de Sobolev y a; f : RN ! R son funciones continuas que satisfacen las siguientes
condiciones:

(a1) m��n
x2


a(x) > ��1; donde �1 es el primer valor propio de �� en H1
0 (
):

(f1) f(x) > 0 para toda x en 
:

Consideremos el funcional Ea;f : H1
0 (
)! R dado por

Ea;f (u) =
1

2

Z



�
jruj2 + a(x)u2

�
� 1

2�

Z



f(x) juj2
�

El teorema de encaje de Sobolev [4; 15] garantiza que esta función está bien de�nida
y es continua en H1

0 (
). Más aún, Ea;f es de clase C
2 y su derivada en cada punto

u 2 H1
0 (
) está dada por

E 0a;f (u)v =

Z



ru � rv +
Z



a(x)uv �
Z



f(x) juj2
��2 uv 8v 2 H1

0 (
) (2.2)

15



16 2. EL PROBLEMA VARIACIONAL

Una solución débil de (2.1) es, por de�nición, un punto crítico de Ea;f ; es decir, una
función u 2 H1

0 (
) tal que E
0
a;f (u) = 0: Usaremos la siguiente notación:

hu; via : =

Z



ru � rv +
Z



a(x)uv; kuka :=
�Z




�
jruj2 + a(x)u2

��1=2
;

jujf;2� : =

�Z



f(x) juj2
�
�1=2�

; juj2 :=
�Z




u2
�1=2

:

Si a � 0 entonces
kuk0 = kuk ; hu; vi0 = hu; vi ;

son la norma y el producto escalar usuales de H1
0 (
); y si f � 1 entonces jujf;2� es la

norma usual de L2
�
(
). Recordemos que el primer valor propio de �� en H1

0 (
) está
dado como sigue:

�1 := ��nf
u2H1

0 (
)rf0g

kuk2

juj22
:

Proposición 2.1 Si a satisface (a1) entonces k�ka es una norma en H1
0 (
) equivalente

a la norma usual. Si f satisface (f1) entonces j�jf;2� es una norma equivalente a la
norma usual de L2

�
(
):

Demostración: Si f satisface (f1) entonces, como
 es acotado, cumple quem��n
 f >
0: Dado que

m��n


f

Z



juj2
�
dx �

Z



f(x) juj2
�
dx � m�ax



f

Z



juj2
�
dx;

se tiene que j�jf;2� es equivalente a la norma usual en L2
�
(
): Si a satisface (a1) entonces,

para todo ��1 < a0 � m��nf0; a(x) : x 2 
g; se cumple que

kuk2a =

Z
(jruj2 + a(x)u2)dx

�
Z
(jruj2 + a0u2)

� kuk2 + a0
�1
kuk2

=

�
�1 + a0
�1

�
kuk2 : (2.3)
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Por tanto, kuka es una norma bien de�nida en H1
0 (
) y además que kuk

2
a � c1 kuk

2 con
c1 > 0: Por otra parte

c2 kuk21 = c2
Z
(jruj2 + u2) �

Z
(jruj2 + (m�ax



a)u2) �

Z
(jruj2 + a(x)u2) = kuk2a ;

donde c2 = m�axf1; a(x) : x 2 
g. Dado que 
 es acotado, de la desigualdad de Poincaré
se sigue que kuk21 � c3 kuk2 : En consecuencia, kuka es una norma equivalente a kuk :

Rescribimos el funcional Ea;f como

Ea;f (u) =
1

2
kuk2a �

1

2�
juj2

�

f;2� : (2.4)

Nos interesa demostrar la existencia de puntos críticos de Ea;f : Empecemos analizando
su grá�ca: Para ello �jemos una dirección 0 6= u 2 H1

0 (
) y veamos cómo es la grá�ca
de Ea;f sobre la recta generada por u: Es decir, consideremos la función Ea;f;u : R! R
dada por

Ea;f;u(t) := Ea;f (tu) =

�
1

2
kuk2a

�
t2 �

�
1

2�
juj2

�

f;2�

�
jtj2

�
:

Notemos que los coe�cientes de t2 y de jtj2
�
son positivos, de modo que, como 2� > 2;

la grá�ca de esta función tendrá la siguiente forma:

x
y

En particular, Ea;f;u no está acotada inferiormente y tiene un mínimo local en 0; que
es obviamente solución de (2.1). Los únicos puntos críticos no triviales de Ea;f;u son
justamente los dos máximos. El conjunto de máximos de Ea;f;u para todas las direcciones
u 6= 0 es el conjunto

Na;f : = fu 2 H1
0 (
) : u 6= 0; E 0a;f (u)u = 0g

= fu 2 H1
0 (
) : u 6= 0; kuk

2
a = juj

2�

f;2�g: (2.5)
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Claramente los puntos críticos no triviales de Ea;f están contenidos en este conjunto.

Proposición 2.2 (a) u 2 Na;f si y sólo si m�axt�0Ea;f (tu) = Ea;f (u):
(b) Na;f es una variedad de clase C2: Se le llama la variedad de Nehari de Ea;f .
(c) El espacio tangente a Na;f en u es

TuNa;f = fv 2 H1
0 (
) : 2

Z



(ru � rv + a(x)uv) = 2�
Z
f(x)juj2��2uvg:

(d) El campo vectorial radial u 7! u en H1
0 (
) es transversal a Na;f , es decir, u =2 TuNa;f

para toda u 2 Na;f :

Demostración: Como en cada dirección radial u 2 H1
0 (
)�f0g el funcional Ea;f;u :

(0;1)! R sólo tiene un máximo como punto crítico, se tiene que, para t > 0;

E 0a;f;u(t) = E
0
a;f (tu)u = 0, E 0a;f (tu)tu = 0;

esto último implica que tu 2 Na;f ya que tu 6= 0; Esto demuestra (a). Para (b) consid-
eramos el siguiente funcional de clase C2:

�a;f : H
1
0 (
)�f0g �! R, �a;f (u) := kuk

2
a � juj

2�

f;2� :

Como ��1a;f (0) = Na;f basta probar que 0 es un valor regular de �a;f . Supongamos que
u0 6= 0 en ��1a;f (0) es un punto crítico, entonces para todo v 2 H1

0 (
)

�0a;f (u0)v = 2

Z
(ru0rv + a(x)u0v)� 2�

Z
f(x) ju0j2

��2 u0v = 0: (2.6)

En particular si tomamos v = u0;

�0a;f (u0)u0 = 2 ku0k
2
a � 2� ju0j

2�

f;2� = 0;

pero como u0 2 Na;f ; �
0
a;f (u0)u0 = (2� 2�) ku0k

2
a = 0; lo cual es una contradicción. Así

pues u0 2 ��1a;f (0) es un valor regular y por lo tanto ��1a;f (0) = Na;f es una variedad de
clase C2. Finalmente, como ker�0a;f (u) = TuNa;f para cada u 2 Na;f ; (c) es consecuencia
de (2.6) y u =2 ker�0a;f (u) si u 2 Na;f ; es decir, se cumple (d).

Decimos que un punto u 2 Na;f es un punto crítico de Ea;f jNa;f : Na;f ! R si
E 0a;f (u)v = 0 para todo v 2 TuNa;f . Una consecuencia de la proposición anterior es que
las soluciones no triviales de (2.1) son justamente los puntos críticos de Ea;f jNa;f :

Corolario 2.3 u 2 H1
0 (
)r f0g es un punto crítico de Ea;f : H1

0 (
)! R si y sólo si
u 2 Na;f y u es un punto crítico de Ea;f jNa;f : Na;f ! R.
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Demostración: Si u 2 Na;f es punto crítico de Ea;f jNa;f entonces E 0a;f (u)v = 0
8v 2 TuNa;f . Además, por de�nición de Na;f ; se cumple que E 0a;f (u)u = 0: De la
Proposición 2.2 (d) se sigue que H1

0 (
) = TuNa;f � lin(u) y, en consecuencia, que
E 0a;f (u)w = 0 para todo w 2 H1

0 (
):

2.2. Formulación variacional del problema simétrico

Sea O(N) el grupo de todas las transformaciones ortogonales de RN y sea � es un
subgrupo cerrado de O(N): Consideremos el problema

(}�a;f )

8<: ��u+ a(x)u = f(x) juj2
��2 u en 


u = 0 sobre @

u(x) = u(x) 8x 2 
;  2 �

planteado en la introducción, donde 
 � RN es un abierto suave acotado y �-invariante,
N � 3, 2� := 2N

N�2 es el exponente crítico de Sobolev y a; f : RN ! R son funciones
continuas �-invariantes.
Nos interesa encontrar soluciones positivas y soluciones que cambian de signo para

este problema.
Sea

� : G! Z=2

un homomor�smo continuo donde G es un subgrupo cerrado de O(N) y cuyo núcleo es
�; es decir,

� := ker � :

Consideremos ahora el problema

(}�a;f )

8<: ��u+ a(x)u = f(x) juj2
��2 u en 


u = 0 sobre @

u(gx) = �(g)u(x) 8x 2 
; g 2 G

donde, además de las condiciones anteriores, supondremos que 
 es G-invariante, y que
a; f : RN ! R son funciones G-invariantes.
Diremos que u es � -equivariante si satisface

u(gx) = �(g)u(x) 8x 2 
; g 2 G:

Notemos que, si u es � -equivariante, entonces u es �-invariante, es decir, u(gx) = u(x)
para toda x 2 
, g 2 �: Además cumple que u(gx) = �u(x) para toda x 2 
 y
g 2 ��1(�1): En consecuencia
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Toda solución de (}�a;f ) es una solución de (}
�
a;f ), con � = ker � :

Si � : G ! Z=2 es un epimor�smo, entonces toda solución no trivial de (}�a;f ) es
una solución de (}�a;f ) que cambia de signo.

A continuación daremos una formulación variacional para el problema (}�a;f ): Dada
una función u : 
! R de�nimos

gu : 
! R, (gu)(x) := �(g)u(g�1x): (2.7)

Proposición 2.4 a) La función (g; u) 7! gu de�ne una acción ortogonal en H1
0 (
) y

una acción isométrica en L2
�
(
) para los productos escalares y las normas de�nidas en

la sección 2.1, es decir,

hgu; gvia = hu; via 8u; v 2 H1
0 (
); g 2 G;

jguj2
�

f;2� = juj2
�

f;2� 8u 2 L2�(
); g 2 G:

b) El funcional Ea;f : H1
0 (
) ! R es G-invariante, es decir, Ea;f (gu) = Ea;f (u)

para toda u 2 H1
0 (
); g 2 G:

c) La variedad de Nehari Na;f es G-invariante, es decir, gu 2 Na;f para toda
u 2 Na;f y g 2 G:
d) La derivada de Ea;f satisface E 0a;f (gu)(gv) = E 0(u)v para toda u; v 2 H1

0 (
);
g 2 G:

Demostración: a) Sea g 2 G � O(N) y u; v en H1
0 (
): Entonces, por de�nición de

gu (2.7) se tiene quer(gu)(x) = �(g)ru(g�1x). Utilizando queG actúa ortogonalmente
en RN y que a es G-invariante, y haciendo el cambio de variable y = g�1x obtenemos

hgu; gvia =

Z



[r(gu)r(gv) + a(x)(gu)(gv)]

=

Z



[� 2(g)ru(g�1x)rv(g�1x) + a(x)� 2(g)u(g�1x)v(g�1x)]dx

=

Z



[ru(y)rv(y) + a(gy)u(y)v(y)] jdet(g)j dy

=

Z



[rurv + a(y)uv]dy = hu; via ; (2.8)

y, en consecuencia,
kguk2a = kuk

2
a 8u; v 2 H1

0 (
); g 2 G: (2.9)
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Además, como f también es G-invariante,Z



f(x) jguj2
�
dx =

Z



f(x)
���(g)u(g�1x)��2� dx

=

Z



f(y) juj2
�
dy;

es decir,
jguj2

�

f;2� = juj
2�

f;2� 8u 2 L2�(
); g 2 G: (2.10)

b) es consecuencia inmediata de (2.9), (2.10) y la de�nición (2.4). c) es consecuencia
inmediata de (2.9), (2.10) y la de�nición (2.5). d) se sigue de la de�nición (2.2) usando
(2.8) y la siguiente identidad:Z




f(x) jguj2
��2 (gu) (gv) dx =

Z



f(x)
��u(g�1x)��2��2 u(g�1x)v(g�1x)dx

=

Z



f(y) juj2
��2 uvdy; 8u; v 2 L2�(
); g 2 G:

Esto concluye la demostración.

Consideremos el subespacio de puntos �jos de H1
0 (
) bajo la acción de�nida en

(2.7), es decir, el espacio

H1
0 (
)

� : = fu 2 H1
0 (
) : gu = u 8g 2 Gg

= fu 2 H1
0 (
) : u(gx) = �(g)u(x) 8g 2 G; x 2 
g:

Si � � 1 entonces G = � y H1
0 (
)

� es el espacio de funciones �-invariantes al que
denotaremos por

H1
0 (
)

� := fu 2 H1
0 (
) : u(gx) = u(x) 8g 2 �; x 2 
g:

Nótese que, mientras que H1
0 (
)

� es siempre un espacio de dimensión in�nita, H1
0 (
)

�

puede ser, en ocasiones, trivial. Por ejemplo, si 
 es una bola o una esfera en RN y
� : O(N) ! Z=2 es la función que a cada matriz en O(N) le asocia su determinante,
entonces ker � = SO(N): En este caso, H1

0 (
)
SO(N) es el espacio de funciones radiales,

mientras que H1
0 (
)

� = f0g: En esta tesis nos interesa sobre todo el caso en el que G es
�nito y � es un epimor�smo. En ese caso, tanto H1

0 (
)
� como H1

0 (
)
� son de dimensión

in�nita.
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En vista del Corolario 2.3, los puntos críticos de Ea;f : Na;f ! R que están con-
tenidos en

N �
a;f := Na;f \H1

0 (
)
�

son soluciones no triviales del problema (}�a;f ). Denotaremos por

N �
a;f := Na;f \H1

0 (
)
�:

Como un caso particular del principio de criticalidad simétrica de Palais [22] obtenemos

Teorema 2.5 (principio de criticalidad simétrica) u 2 H1
0 (
)

��f0g es punto críti-
co de Ea;f : H1

0 (
)
� ! R si y sólo si u es punto crítico de Ea;f jN �

a;f
: N �

a;f ! R.

Demostración: Por la Proposición 2.3 sabemos que u 2 H1
0 (
)�f0g es punto crítico

de Ea;f : H1
0 (
) ! R si y sólo si u es punto crítico de Ea;f jNa;f : Na;f ! R. Por otra

parte de la Proposición 2.4 a) y d) se sigue que

hrEa;f (gu); via = E 0a;f (gu)v

= E 0a;f (u)(g
�1v)

=


rEa;f (u); g�1v

�
a

= hgrEa;f (u); via

para toda u; v 2 H1
0 (
): Si además suponemos que u 2 H1

0 (
)
� entonces grEa;f (u) =

rEa;f (u); es decir rEa;f 2 H1
0 (
)

� : En consecuencia, r(Ea;f jN �
a;f
)(u) = rEa;f (u):

Notemos que

Ea;f (u) =
1

N
kuk2a =

1

N
juj2

�

f;2� 8u 2 Na;f : (2.11)

En particular, Ea;f está acotada inferiormente en Na;f . Sean

��(a; f) := ��nf
N�
a;f

Ea;f ; �� (a; f) := ��nf
N �
a;f

Ea;f :

Estudiaremos a continuación las propiedades de estos ín�mos.

2.3. Propiedades de �� (a; f)

Proposición 2.6 �� (a; f) � ��(a; f) > 0:
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Demostración: Como N �
a;f � N �

a;f se tiene que �
� (a; f) � ��(a; f): Sabemos que

��(a; f) � 0: Supongamos que ��(a; f) = 0: Entonces existe una sucesión (un) en N �
a;f

tal que
Ea;f (un)! ��(a; f) = 0:

Por otro lado sabemos que Ea;f (un) = 1
N
kunk2a : Como k�ka es equivalente a la norma

k�k de H1
0 (
) se tiene que un ! 0 fuertemente en H1

0 (
); pero como Na;f es cerrada en
H1
0 (
) entonces 0 2 Na;f lo que contradice la de�nición de Na;f .

Consideremos la proyección radial sobre la variedad de Nehari dada por

�a;f : H
1
0 (
)r f0g ! Na;f ; �a;f (u) =

 
kuk2a
juj2�f;2�

!N�2
4

u: (2.12)

Tomando en cuenta (2.11) obtenemos

Ea;f (�a;f (u)) =
1

N

 
kuk2a
juj2f;2�

!N
2

(2.13)

y, por consiguiente,

�� (a; f) = ��nf
u2H1

0 (
)
�rf0g

1

N

 
kuk2a
juj2f;2�

!N
2

:

Usando esta última igualdad es sencillo demostrar la siguiente proposición.

Proposición 2.7 Sean a; b; f; h : RN ! R funciones continuas y G-invariantes, tales
que a y b satisfacen la propiedad (a1) y f y h satisfacen la propiedad (f1):
(i) Si a(x) � b(x) para todo x 2 
; entonces

�� (a; f) � �� (b; f):

(ii) Si f(x) � h(x) para todo x 2 
; entonces

�� (a; f) � �� (a; h):

(iii) Si 
0 � 
 es abierto y G-invariante entonces

�� (a; f) � �� (a; f;
0) :=
1

N
��nf

u2H1
0 (
0)

�rf0g

 
kuk2a
juj2f;2�

!N
2

:

(iv) Si G0 es un subgrupo cerrado de G y � = � j G0 : G0 ! Z=2 entonces

�� (a; f) � ��(a; f):
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Demostración: (i) es fácil si observamos que

�� (a; f) � 1

N

 
kuk2a
juj2f;2�

!N
2

� 1

N

 
kuk2b
juj2f;2�

!N
2

;

para toda u en H1
0 (
)

� r f0g: Por lo tanto �� (a; f) � �(b; f)� :
(ii) se sigue de manera análoga, observando que

1

N

 
kuk2a
juj2f;2�

!N
2

� 1

N

 
kuk2a
juj2h;2�

!N
2

� �(a; h)�

para toda u 2 H1
0 (
)

� r f0g: Concluimos que �� (a; f) � �� (a; h):
(iii) y (iv) son claras, ya que H1

0 (
0)
� � H1

0 (
)
� y H1

0 (
)
� � H1

0 (
)
�:

Sea �1 el primer valor propio de �� en H1
0 (
):

Lema 2.8 Si a y f satisfacen (a1) y (f1) respectivamente, entonces para todo ��1 <
a0 � m��nf0; a(x) : x 2 
g se cumple

E0;f (�0;f (u)) �
�

�1
�1 + a0

�N
2

Ea;f (u) 8u 2 Na;f :

Demostración: Sea ��1 < a0 � m��nf0; a(x) : x 2 
g y sea u 2 H1
0 (
) r f0g:

Usando (2.3) obtenemos

kuk2a �
�
�1 + a0
�1

�
kuk2 :

En consecuencia, elevando esta desigualdad a la N=2 obtenemos que

kukNa �
�
�1 + a0
�1

�N
2

kukN :

Como �1 + a0 > 0, se tiene

E0;f (�0;f (u)) =
1

N

 
kukN

jujNf;2�

!

� 1

N

�
�1

�1 + a0

�N
2

 
kukNa
jujNf;2�

!

=

�
�1

�1 + a0

�N
2

Ea;f (u);
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lo que concluye la demostración del lema.

Una consecuencia inmediata de este lema es la siguiente.

Corolario 2.9 Si a y f satisfacen (a1) y (f1) respectivamente, entonces para todo
��1 < a0 � m��nf0; a(x) : x 2 
g se cumple que

�� (0; f) �
�

�1
�1 + a0

�N
2

�� (a; f):

2.4. Estimaciones para ��(a; f)

Consideremos el conjunto

M :=

(
y 2 
 : #�y

f(y)
N�2
2

= m��n
x2


#�x

f(x)
N�2
2

)
:

donde �y := fy :  2 �g es la �-órbita del punto y y #�y denota su cardinalidad.
Recordemos que la �-órbita de y es �-homeomorfa al espacio homogéneo �=�y; donde
�y := f 2 � : y = yg es el grupo de isotropía de y: El homeomor�smo está dado por

�=�y ! �y; [] := �y 7! y:

Proposición 2.10 M es cerrado.

Demostración: Si todas las �-órbitas de 
 son in�nitas entonces M = 
: Supong-
amos pues que alguna �-órbita es �nita. Sea (yn) una sucesión enM tal que yn ! y en 
:
Como f es continua, f(yn)! f(y). Dado que yn 2M , se tiene entonces que #�yn = k
y f(yn) = f(y) para toda n su�cientemente grande. En consecuencia, #�y � #�yn:
Probemos que #�y = #�yn: Sean g1; :::; gk 2 �; tales que giy 6= gjy si i 6= j; y sea
� > 0 tal que las bolas B�(giy), i = 1; :::; k; son ajenas por pares: Como para toda n
su�cientemente grande giyn 2 B�(giy) concluímos que #�y � #�yn: En consecuencia,
y 2M:

Como veremos más adelante, si todas las �-órbitas de 
 son in�nitas, nuestro prob-
lema tiene una in�nidad de soluciones. De modo que supondremos en el resto de este
capítulo que se cumple

(fin) Existe y 2 
 tal que #�y <1:
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Supondremos además en el resto de este capítulo que a; f : RN ! R satisfacen,
además de (a1) y (f1); las siguientes dos condiciones:

(a2) a(x) < 0 para toda x en M:

(f2) f es localmente plana en M , es decir, que existen r > 0, � > N y A > 0 tales que

jf(x)� f(y)j � A jx� yj� si y 2M y jx� yj < r:

Fijemos s > 0 tal que
m�ax
Bs(M)

a < 0;

donde Bs(M) := fy 2 RN : dist(y;M) � sg; y sea

��s := ��nffr;
s

2
;
jy � yj
4

: y 2M;  2 �; y 6= yg;

donde r > 0 es la constante de la condición (f2):

Lema 2.11 ��s > 0:

Demostración: Supongamos lo contrario, es decir, que existen sucesiones (n) en
�; (yn) en M; tales que nyn 6= yn y jnyn � ynj ! 0: Como � y M son compactos, sin
perder generalidad podemos suponer que n !  en � y que yn ! y en M: Entonces
y = y: En consecuencia, dada � > 0; se cumple que nyn; yn 2 B�(y) para toda n
su�cientemente grande. Esto implica que#�yn � 2#�y; lo cual contradice que yn 2M .

Las soluciones de energía mínima del problema

(P1)
�
��u = juj2

��2 u en RN
u(x)! 0 cuando jxj ! 1

son los instantones de Aubin y Talenti

U";y(x) = aN

�
"

"2 + jx� yj2
�N�2

2

; " > 0; y 2 RN ; (2.14)

donde aN := [N(N � 2)](N�2)=4; véase [1; 28; 20]. Ellos satisfacen queZ
RN
jrU";yj2 = SN=2 =

Z
RN
jU";yj2

�
;
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donde S�1=2 es la mejor constante para el encaje de Sobolev en D1;2(RN) ,! L2
�
(RN);

es decir,

S := ��nf
u2D1;2(RN )rf0g

R
RN jruj

2�R
RN juj

2��2=2� :
Utilizaremos estos instantones para obtener una cota superior para �� (a; f):
Fijemos 0 < � � ��s y �jemos una función de corte ' 2 C1(RN) radialmente

simétrica y tal que '(x) = 1 si jxj � 1; '(x) = 0 si jxj � 2; y 0 � '(x) � 1 para toda
x 2 RN : Para cada y 2 RN ;  2 �; denotamos

'y : RN ! R; 'y(x) := '

�
x� y
�

�
:

Sea
M�
s := fy 2M : dist(y; @
) � sg:

Para cada y 2M�
s y " > 0; de�nimos

w�";y(x) :=
X

[]2�=�y

f(y)
2�N
4 'y(x)U";y(x): (2.15)

Observemos que w�";y > 0; w
�
";y es �-invariante, y su soporte satisface

sop(w�";y) = B2�(�y) � Bs(M�
s ) � 
;

por tanto, w�";y 2 H1
0 (
)

�:

Brezis y Nirenberg probaron las siguientes estimaciones.

Lema 2.12 (Brezis-Nirenberg 1983) Para " > 0 su�cientemente pequeña la fun-
ción u"(x) := '(x� )U";0(x) satisface

ku"k2 = SN=2 +O("N�2);

ju"j2
�

2� = SN=2 +O("N);

ju"j22 �
�
d"2 jln "j+O("2) si N = 4
d"2 +O("N�2) si N � 5

donde d es una constante positiva.

Usaremos este resultado para probar el siguiente.
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Lema 2.13 Para todo y 2M�
s y " > 0 su�cientemente pequeña, la función w

�
";y satis-

face

w�";y2 =

 
m��n
x2


#�x

f(x)
N�2
2

!
SN=2 +O("N�2);

��w�";y��2�f;2� =

 
m��n
x2


#�x

f(x)
N�2
2

!
SN=2 +O("N);Z




a(x)
�
w�";y

�2 �
�
�c"2 +O("N�2); si N � 5;
�c"2 jln "j+O("2) si N = 4;

donde c es una constante positiva.

Demostración: Nuestra elección de � garantiza que el soporte de w�";y es una unión
de bolas con interiores ajenos por pares

sop(w�";y) = B2�(�y) = [
z2�y

B2�(z):

La primera identidad es consecuencia inmediata del Lema 2.12, ya que

w�";y2 =
X

[]2�=�y

f(y)
2�N
2

Z



��r �'yU";y���2
=

#�y

f(y)
N�2
2

ku"k2

=

 
m��n
x2


#�x

f(x)
N�2
2

!
SN=2 +O("N�2)

para toda y 2M�
s ; " > 0 su�cientemente pequeña.

La segunda igualdad requiere la propiedad (f2):

��w�";y��2�f;2� =
#�y

f(y)
N�2
2

Z
f(x)

��'yU";y��2�
f(y)

dx

=
#�y

f(y)
N�2
2

 Z
jU";yj2

�
+

Z
f(x)'2

�
y � f(y)
f(y)

jU";yj2
�
dx

!

=

 
m��n
x2


#�x

f(x)
N�2
2

! 
S

N
2 + "Na2

�

N

Z
f(x)'2

�
y � f(y)

f(y)("2 + jx� yj2)N
dx

!
:
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Queremos probar que la última integral está acotada. Para ello, la descomponemos en
dos partes y usamos que f es continua y localmente plana:

Z
jx�yj��

����� f(x)'2
�
y � f(y)

f(y)("2 + jx� yj2)N

����� dx =

Z
jx�yj��

jf(x)� f(y)j
f(y)("2 + jx� yj2)N

dx

�
Z

jx�yj��

�
A jx� yj�

f(y) jx� yj2N
�
dx

= a1

Z
jxj��

jxj��2N dx

= a1

Z �

0

r��N�1dr

= a2�
��N :

Z
jx�yj��

����� f(x)'2
�
y � f(y)

f(y)("2 + jx� yj2)N

����� dx =

Z
jx�yj��

��f(x)'2�y � f(y)��
f(y) jx� yj2N

dx

� a3

Z
jxj��

jxj�2N dx

= a3

Z 1

�

r�N�1dr

= a4�
�N :

De lo anterior, usando el Lema 2.12, obtenemos que

��w�";y��2�f;2� =
 
m��n
x2


#�x

f(x)
N�2
2

!
S

N
2 +O("N)

para toda y 2M�
s ; " > 0 su�cientemente pequeña.

Para la última desigualdad observamos que, como sop(w�";y) � Bs(M�
s ) y

�a1 := m�ax
Bs(M

�
s )
a < 0;
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el Lema 2.12 implica queZ



a(x)
�
w�";y

�2 � �a1
Z



�
w�";y

�2
= �a1

#�y

f(y)
N�2
2

ju"j22

�
�
�c"2 +O("N�2); si N � 5;
�c"2 jln "j+O("2) si N = 4;

con c = da1

�
m��nx2


#�x

f(x)
N�2
2

�
> 0:

Proposición 2.14 Supongamos que a y f satisfacen las condiciones (a1); (f1); (a2) y
(f2) y que se cumple (fin): Dada s > 0 tal que m�axBs(M) a < 0; existe "s > 0 con la
siguiente propiedad:
Para cada " 2 (0; "s) existe �" tal que

Ea;f (�a;f (w
�
";y)) � �" <

1

N

 
m��n
x2


#�x

f(x)
N�2
2

!
SN=2 8y 2M�

s ;

donde �a;f es la proyección radial sobre la variedad de Nehari. En consecuencia, si
M�
s 6= ;;

��(a; f) <
1

N

 
m��n
x2


#�x

f(x)
N�2
2

!
SN=2:

Demostración: De (2.13) y del Lema 2.13 se sigue que existen constantes c; ci > 0
tales que

Ea;f (�a;f (w
�
";y)) =

1

N

0@ w�";y2a��w�";y��2f;2�
1AN

2

=
1

N

26664
�
m��nx2


#�x

f(x)
N�2
2

�
S

N
2 +O("N�2) +

R



a(x)
�
w�";y

�2
��
m��nx2


#�x

f(x)
N�2
2

�
S

N
2 +O("N)

� 2
2�

37775
N
2

� 1

N

24 m��n
x2


#�x

f(x)
N�2
2

! 2
N

S + c1"
N�2 + c2

Z



a(x)
�
w�";y

�235
N
2

= : �":
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Usando ese mismo lema obtenemos

c1"
N�2 + c2

Z



a(x)
�
w�";y

�2 � � �c"2 + c3"N�2 si N � 5
�c"2 jln "j+ c4"2 si N = 4

:

En consecuencia,

c1"
N�2 + c2

Z



a(x)
�
w�";y

�2
< 0

para toda " > 0 su�cientemente pequeña y, por lo tanto,

��(a; f) � Ea;f (�a;f (w�";y)) � �" <
1

N

 
m��n
x2


#�x

f(x)
N�2
2

!
SN=2;

como a�rma el enunciado.

2.5. Estimaciones para �� (a; f)

Sea 
� = fy 2 
 : �y = Gyg y consideremos el conjunto

M�
�;s := fy 2M : dist(y; @
 [ 
� ) � sg:

Observemos queM�
�;s es un conjunto cerrado, que puede ser vacío (por ejemplo, cuando

� � 1). Este conjunto tiene la siguiente propiedad.

Lema 2.15 ��nffjgy � yj : y 2M�
�;s; g 2 G; gy 6= yg > 0:

Demostración: Supongamos lo contrario, es decir, que existen una sucesiones (yn)
en M�

�;s y (gn) en G tales que jgnyn � ynj ! 0: En vista del Lema 2.11, �(gn) = �1:
Como G y M�

�;s son compactos podemos suponer que gn ! g en G y yn ! y en M�
�;s:

Entonces gy = y y, como � es continua, �(g) = �1: Esto implica que Gy = �y; lo cual
es una contradicción, pues y 2M�

�;s:

De�nimos

��s := ��nff��s ;
jgy � yj
4

: y 2M�
�;s; g 2 G; gy 6= yg:

Fijemos 0 < � � ��s en la construcción de las funciones w
�
";y de la sección anterior, y

tomemos g� 2 G tal que �(g� ) = �1: Para cada y 2M�
�;s; " > 0; de�nimos

w�";y := w
�
";y � w�";g�y:
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Como la función w�";y sólo depende de la �-órbita �y y no de y mismo, w
�
";y no depende

de nuestra elección de g� : Nuestra elección de � garantiza que los soportes de w�";y y
w�";g�y tienen interiores ajenos y, por tanto, w

�
";y 2 H1

0 (
)
� r f0g y�

w�";y
�+
= w�";y;

�
w�";y

��
= �w�";g�y: (2.16)

Una consecuencia inmediata de este hecho y de la Proposición 2.14 es el siguiente.

Corolario 2.16 Supongamos que a y f satisfacen las condiciones (a1); (f1); (a2) y (f2)
y que se cumple (fin): Dada s > 0 tal que m�axBs(M) a < 0; existe "s > 0 con la siguiente
propiedad:
Para cada " 2 (0; "s) existe �" tal que

Ea;f (�a;f (w
�
";y)) � 2�" <

2

N

 
m��n
x2


#�x

f(x)
N�2
2

!
SN=2 8y 2M�

�;s:

En consecuencia, si M�
�;s 6= ;; entonces

�� (a; f) <
2

N

 
m��n
x2


#�x

f(x)
N�2
2

!
SN=2:

Demostración: Sea t > 0 tal que �a;f (w�";y) = tw�";y: Se sigue de (2.16) y de la
Proposición 2.2(a) que

Ea;f (�a;f (w
�
";y)) = Ea;f (tw

�
";y) = Ea;f (tw

�
";y) + Ea;f (tw

�
";g�y)

= 2Ea;f (tw
�
";y) � 2Ea;f (�a;f (w�";y)):

Las a�rmaciones del corolario son ahora consecuencia inmediata de la Proposición 2.14.

Para concluir el capítulo observemos que, para s > 0 tal que m�axBs(M) a < 0; y
" > 0, hemos de�nido funciones continuas

��s : M�
s =�! N �

a;f ; ��s (�y) = �a;f (w
�
";y); (2.17)

��s : M�
�;s=�! N �

a;f ; ��s(�y) = �a;f (w
�
";y); (2.18)

donde
M�
s =� = f�y : y 2M�

s g; M�
�;s=� = f�y : y 2M�

�;sg
son los espacios de �-órbitas de M�

s y M
�
�;s con la topología cociente.
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La función ��s tiene además una propiedad de simetría. El homomor�smo � : G !
Z=2 induce una involución en el espacio de órbitas RN=�, a la que denotaremos nueva-
mente por � , de�nida como sigue:

� : RN=�! RN=�; �(�y) = �(g�y): (2.19)

Esta involución no depende de la elección de g� 2 ��1(�1): El conjunto de puntos �jos
de esta involución es

(RN=�)� := f�y : �(�y) = �yg = f�y : �y = Gyg;

de modo que, como
M�
�;s=� �

�
RN=�

�
r (RN=�)� ;

se tiene que � actúa libremente en M�
�;s=�. La función �

�
s es Z=2-equivariante, es decir,

��s(�(�y)) = ���s(�y); 8y 2M�
�;s: (2.20)



Capítulo 3

Representación de sucesiones de
Palais-Smale y existencia de
soluciones �-invariantes

3.1. Sucesiones equivariantes de Palais-Smale

Como en el capítulo anterior, G es un subgrupo cerrado de O(N) y � : G ! Z=2
es un homomor�smo continuo. Queremos estudiar la pérdida de compacidad para el
problema

(}�a;f )

8<: ��u+ a(x)u = f(x) juj2
��2 u en 


u = 0 sobre @

u(gx) = �(g)u(x) 8x 2 
; g 2 G

donde 
 � RN es un abierto acotado suave y G-invariante y a; f : RN ! R son
funciones continuas, G-invariantes que satisfacen (a1) y (f1):
Sea

H1
0 (
)

� = fu 2 H1
0 (
) : u(gx) = �(g)u(x); 8x 2 
; g 2 Gg;

y sea Ea;f : H1
0 (
)

� ! R,

Ea;f (u) =
1

2

Z



(jruj2 + a(x)u2)dx� 1

2�

Z



f(x) juj2
�
dx

=
1

2
kuk2a �

1

2�
juj2

�

f;2� ;

el funcional asociado al problema (}�a;f ):
35



36
3. REPRESENTACIÓN DE SUCESIONES DE PALAIS-SMALE Y EXISTENCIA DE SOLUCIONES

�-INVARIANTES

De�nición 3.1 Diremos que una sucesión (un) enH1
0 (
) es una sucesión � -equivariante

de Palais-Smale para Ea;f en c, si cumple que

un 2 H1
0 (
)

� ; Ea;f (un)! c; rEa;f (un)! 0:

Si � � 1 diremos que (un) es una sucesión �-invariante de Palais-Smale para Ea;f en
c:
Diremos que Ea;f satisface la condición � -equivariante de Palais-Smale en c o -más
brevemente- que cumple (PS)�c ; si toda sucesión � -equivariante de Palais-Smale tiene
una subsucesión que converge fuertemente en H1

0 (
)
� : Si � � 1 diremos que cumple

(PS)�c :

El funcional Ea;f no cumple (PS)�c para todo c. Daremos en esta sección una de-
scripción completa de todas las sucesiones � -equivariantes de Palais-Smale para Ea;f en
términos de las soluciones del problema

(}1)

�
��u = juj2

��2 u en RN
u(x)! 0 si jxj ! 1

al que llamaremos el problema límite. El funcional asociado a (}1) es E1 : D1;2(RN)!
R; donde

D1;2(RN) := fu 2 L2�(RN) : ru 2 L2(RN)Ng
con la norma kuk2 =

R
RN
jruj2 y

E1(u) =
1

2

Z
RN

jruj2 � 1

2�

Z
RN

juj2
�

=
1

2
kuk2 � 1

2�
juj2

�

2� :

Como antes, denotaremos por

Gy := fgy : g 2 Gg

a la G-órbita de y; y por
Gy := fg 2 G : gy = yg

al grupo de isotropía de y: Recordemos que la G-órbita de y es G-homeomorfa al espacio
homogéneo G=Gy: El homeomor�smo está dado por

G=Gy ! Gy; [g] := gGy 7! gy:

En esta sección probaremos el siguiente resultado.
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Teorema 3.2 Sea (un) una sucesión � -equivariante de Palais-Smale para Ea;f en c: En-
tonces, para una subsucesión a la que continuamos denotando (un); existen una solución
� -equivariante u del problema (}�a;f ); un entero m � 0, subgrupos cerrados G1; :::; Gm
de índice �nito en G; sucesiones (y1;n); :::; (ym;n) en 
; sucesiones ("1;n); :::; ("m;n) en
(0;1) y soluciones no triviales bu1; :::; bum del problema límite (}1); con las siguientes
propiedades:
(i) Gyi;n = Gi para toda n � 1; y yi;n ! yi cuando n!1; para cada i = 1; :::;m;
(ii) "�1i;ndist(yi;n; @
) ! 1 y "�1i;n jgyi;n � g0yi;nj ! 1 cuando n ! 1 para todas
[g] 6= [g0] en G=Gi; i = 1; :::;m;
(iii) bui(z) = �()bui(z) para todas z 2 RN ;  2 Gi; i = 1; :::;m;
(iv)

un � u�
mX
i=1

X
[g]2G=Gi

f(yi)
2�N
4 "

2�N
2

i;n �(g)bui(g�1"�1i;n(� � gyi;n))

! 0 enD1;2(RN) cuan-

do n!1;

(v) Ea;f (u) +
mX
i=1

�
jG=Gij

f(yi)
N�2
2

�
E1(bui) = c:

La demostración de este resultado se basa en el siguiente.

Lema 3.3 Sea (un) una sucesión � -equivariante de Palais-Smale para E0;f en c > 0;
tal que un * 0 débilmente en H1

0 (
)
� : Entonces, para una subsucesión de (un), existen

un subgrupo cerrado K de G de índice �nito, una sucesión (yn) en 
, una sucesión
("n) en (0;1) ; una solución no trivial bu del problema límite (}1), y una sucesión � -
equivariante de Palais-Smale (vn) para E0;f ; con las siguientes propiedades:
(i) Gyn = K para toda n � 1 y yn ! y0 en 
;
(ii) "�1n dist(yn; @
) ! 1 y "�1n jgyn � g0ynj ! 1 cuando n ! 1 si [g] 6= [g0] 2
G=K;
(iii) bu(gz) = �(g)bu(z) para todas z 2 RN ; g 2 K;
(iv) vn = un �

P
[g]2G=K

"
2�N
2

n �(g)f(y0)
2�N
4 bu(g�1"�1n (� � gyn)) + o(1) en D1;2(RN);

(v) E0;f (vn) = E0;f (un)� jG=Kj f(y0)
2�N
2 E1(bu) + o(1):

Demostración: La demostración es larga, por lo que la subdividimos en varios pasos.
I) De�nición de "n:

Observemos que

1

N
kunk2 = E0;f (un)�

1

2�
hrE0;f (un); uni � a(1 + kunk); (3.1)

a > 0. En consecuencia, (un) es acotada en H1
0 (
) y, por tanto,

junj2
�

f;2� = N

�
E0;f (un)�

1

2
hrE0;f (un); uni

�
! Nc > 0:
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Sea � := m��nfNc
2
; (S
2
)
N
2 (m�ax



f)

2�N
2 g: Denotemos por Br(y) a la bola cerrada en RN con

centro y y radio r: La función de concentración de Levy

Qn(r) := sup
y2RN

Z
Br(y)

f(x) junj2
�

es continua, creciente, y satisface que Qn(0) = 0 y que Qn(r) = junj2
�

f;2� si r � 1
2
R donde

R denota al diámetro de 
: Por tanto, para n su�cientemente grande, existen "n > 0 y
�n 2 RN tales que

Qn ("n) = sup
y2RN

Z
B"n (y)

f junj2
�
=

Z
B"n (�n)

f junj2
�
= �: (3.2)

Observemos que las sucesiones ("n) y (�n) están acotadas.
II) Existencia de K y (yn) tales que Gyn = K y "�1n jgyn � g0ynj ! 1 si

[g] 6= [g0] 2 G=K:
Denotemos por V := RN y, para cada subgrupo cerrado H de G; denotamos por

V H := fx 2 V : gx = x 8g 2 Hg

al espacio de puntos �jos de V bajo H: Este es un subespacio cerrado de V: Para cada
x 2 V; denotamos por xH a su proyección ortogonal sobre V H : Probaremos que existe
un subgrupo cerrado K de G que cumple lo siguiente:
(a) jG=Kj <1;
(b) G�Kn = K;

(c) "�1n
��g�Kn � g0�Kn

��!1 para todos [g] 6= [g0] 2 G=K:
(d) "�1n

���n � �Kn
�� < C <1:

Observemos que el inciso (c) garantiza que las bolas B"n(g�
K
n ) y B"n(g

0�Kn ) no se inter-
sectan para n su�cientemente grande. Consideramos dos casos:
Si "�1n

���n � �Gn
�� < C <1; entonces K := G cumple las condiciones (a)-(d).

Si "�1n
���n � �Gn

��!1; procedemos como sigue:
Sea V 1 el complemento ortogonal de V G en V; y escribamos a �n como �n = �Gn + �1n
con �1n 2 V 1; entonces

"�1n
���1n��!1: (3.3)

En particular, �1n 6= 0 para n grande y, como la esfera unitaria en V 1 es compacta, una
subsucesión satisface que

�1n :=
�1n���1n�� ! �1 2 V 1:
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Sea G1 := G�1 : Notemos que G1 es un subgrupo propio de G: Queremos probar que

G
�G

1
n
= G1: (3.4)

Cada subgrupo cerrado H de G1 deja �jo a �1; en consecuencia,

(�1n)
H ! (�1)H = �1

y, para cada g 2 G(�1n)H ; se cumple que

(�1n)
H = g(�1n)

H ! g�1:

Concluímos que g�1 = �1 para toda g 2 G(�1n)H ; lo cual implica que G(�1n)H � G1: Ahora
bien, como �Hn = �Gn + (�

1
n)
H tenemos que

G�Hn = G(�1n)H = G(�1n)H � G1:

En consecuencia, tomando H = G1; obtenemos la a�rmación (3.4).
Ahora queremos probar que ��G=G1�� <1: (3.5)

Tomemos un conjunto �nito de elementos fg1; :::; gmg en G; tales que [gi] 6= [gj] en
G=G1 si i 6= j: Sea � > 0 tal que��gi�1 � gj�

1
�� > � 8i 6= j:

Sea H un subgrupo cerrado de G1. Como (�1n)
H ! �1, se sigue de��gi�1 � gj�

1
�� � ��gi�1 � gi(�

1
n)
H
��+ ��gi(�1n)H � gj(�

1
n)
H
��+ ��gj(�1n)H � gj�

1
n

��
que, para n su�cientemente grande,��gi(�1n)H � gj(�

1
n)
H
�� � � 8i 6= j:

Multiplicando por "�1n
���1n�� obtenemos que

�"�1n
���1n�� � "�1n

��gi(�1n)H � gj(�
1
n)
H
�� 8i 6= j (3.6)

y, por (3.3), concluímos que

"�1n
��gi(�1n)H � gj(�

1
n)
H
��!1 8i 6= j

para todo subgrupo cerrado H � G1: En particular, tomando H = f1g; obtenemos que,
para n su�cientemente grande,

B"n(gi�
1
n) \B"n(gj�1n) = ; 8i 6= j:
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Por (3.2), como un es � -invariante, obtenemos

m� =

mX
i=1

Z
B"n (gi�

1
n)

f junj2
�
�
Z



f junj2
�
= Nc+ o(1) 8m �

��G=G1�� ;
de donde se sigue (3.5). Y de (3.6) con H = G1 y m = jG=G1j se sigue que

"�1n

���g�G1n � g0�G
1

n

���!1 8[g] 6= [g0] 2 G=G1:

Así pues, si el grupo G1 cumple además que "�1n
����n � �G

1

n

��� < C <1; entonces K := G1

satisface las propiedades (a)-(d). Si no es así, iteramos el proceso para obtener subgrupos
cerrados

G = G0 % G1 % � � � % Gk =: K;

subespacios vectoriales no triviales

V = V 0 � V 1 � ::: � V k;

y puntos
�n =: �

0
n; �

1
n; ... �

k
n;

tales que
I jGi=Gi+1j <1; V i = (V i)G

i � V i+1; �i+1n = �in � (�in)G
i 2 Vi+1;

I Gi
(�in)

K = Gi
(�i+1n )K

= Gi+1
(�i+1n )K

= K;

I "�1n
��g�Kn � g0�Kn

��!1 si [g] 6= [g0] 2 Gi=Gi+1;
I "�1n

����n � �G
i

n

���!1 si i = 1; :::; k � 1; y "�1n
���n � �Kn

�� < C <1:

En consecuencia, K satisface las propiedades (a)-(d).
De�nimos

yn := �Kn :

Entonces Gyn = K y "�1n jgyn � g0ynj ! 1 si [g] 6= [g0] 2 G=K:
III) De�nición de bu 6= 0; tal que bu(gx) = �(g)bu(x) para todas x 2 RN ; g 2 K:

Consideremos las funciones

eun(z) := "
N�2
2

n un ("nz + yn)

y
fn(z) := f ("nz + yn) :
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Como Gyn = K y un es � -equivariante, para todo g 2 K se tiene que

�(g)eun(g�1z) = �(g)"
N�2
2

n un
�
"ng

�1z + yn
�

= �(g)"
N�2
2

n un
�
g�1("nz + yn

�
)

= "
N�2
2

n un ("nz + yn)

= eun(z); (3.7)

es decir, eun es � jK-equivariante. Además, fn es K-invariante, es decir,
fn(gz) = f ("ngz + yn) = f (g("nz + yn)) 8g 2 K:

Observemos queZ
fn(z) jeunj2� dz = Z f(x) junj2

�
dx y keunk2 = kunk2 :

En consecuencia, (eun) es una sucesión acotada en D1;2(RN) y una subsucesión satisface
que

eun * eu débilmente en D1;2(RN);eun ! eu c.d. en RN ;eun ! eu en L2loc(RN):

Se sigue de (3.7) que eu es � jK-equivariante. Queremos probar que eu 6= 0: Supongamos
lo contrario, es decir, que eu = 0: Sea h 2 C1c (RN) tal que sop(h) � B1(z): Entonces



rE0;f (un); h2(Rn(� � yn))un

�
=

Z
reun � r(h2eun)� Z fn(x) jeunj2� h2;

y, como (un) es de Palais-Smale, se tiene queZ
reun � r(h2eun) = Z fn(x) jeunj2� h2 + o(1):

Usando las desigualdades de Sobolev y de Hölder, así como (3.2) y la de�nición de �;
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obtenemos

S

�Z
jheunj2�� 2

2�

�
Z
jr(heun)j2 = Z jhreun + eunrhj2

=

Z �
h2 jreunj2 + 2heunreunrh+ eu2n jrhj2�

=

Z
reun(h2reun + 2heunrh) + o(1)

=

Z
reunr(h2eun) + o(1)

=

Z
fn jeunj2� h2 + o(1)

�
�
m�ax



f

�N�2
N
�Z

jheuj2�� 2
2�
�Z

B1(z)

fn jeunj2�� 2
N

+ o(1)

�
�
m�ax



f

�N�2
N

�
2
N

�Z
jheunj2�� 2

2�

+ o(1)

� S

2

�Z
jheunj2��N�2N

+ o(1):

Por lo tanto Z
jheunj2� ! 0 para toda h 2 C1c (RN):

Pero esto último sucede sólo si eun ! 0 en L2
�
loc(RN); lo cual es una contradicción ya que

0 < � =

Z
B1(0)

fn jeunj2� � �m�ax



f
�Z

B1(0)

jeunj2� :
Por lo tanto concluimos que eu 6= 0: Como la sucesión (yn) está acotada, una subsucesión
converge a un punto y0 2 RN : De�nimos

bu := f(y0)
N�2
4 eu:

Entonces bu 6= 0 y es � jK-equivariante.
IV) Se cumple que yn 2 
; "�1n dist(yn; @
)!1; y bu es solución de (}1):

Como ("n) está acotada una subsucesión de ella converge. Si "n ! " > 0 entonces, como
un * 0 débilmente en H1

0 (
), tendríamos que eun * 0 débilmente en D1;2(RN), lo cual
no es posible pues acabamos de probar que eu 6= 0. En consecuencia, "n ! 0:
Denotemos por

dn := "�1n dist(yn; @
)
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y supongamos, por contradicción, que (dn) está acotada. Pasando a una subsucesión se
tiene entonces que dn ! d 2 [0;1). Denotemos por �(�) a la normal interior a 
 en
cada punto � 2 @
: Como @
 es suave y compacta existe r0 > 0 tal que

Br0(� + r0�(�)) � 
 y Br0(� � r0�(�)) � RN r 
 8� 2 @
: (3.8)

Sea �n 2 @
 tal que jyn � �nj = dist(yn; @
): Como dist(yn; @
)! 0 se tiene que

y0 = l��m
n!1

yn = l��m
n!1

�n 2 @
;

�n : = �(�n)! �(y) =: �:

Consideraremos dos casos:
Supongamos primero que una subsucesión de (yn) está en 
: El hiperplano

Pn = fz 2 RN : �n � z = �dng

es la imagen del espacio tangente a @
 en �n bajo la tranformación x 7! "�1n (x � yn):
Consideremos el plano límite

P = fz 2 RN : � � z = �dg

y el semiespacio
H := fz 2 RN : � � z > �dg:

Probaremos que eu 2 D1;2
0 (H) y que satisface

��u = f(y0) juj2
��2 u en H: (3.9)

Sea X � RN r H compacto. Entonces existen r > 0 y n0 2 N tales que, para todo
n � n0; X está contenido en la bola Br(�(dn + r)�n) de radio r tangente a Pn en
"�1n (�n � yn). La transformación z 7! "nz + yn aplica a Br(�(dn + r)�n) en la bola
B"nr(�n � "nr�n) de radio "nr tangente a @
 en �n: Se sigue de (3.8) que

B"nr(�n � "nr�n) � Br0(�n � r0�n) � RN r 
 8n � n1

y, por tanto, que

X � Br(�(dn + r)�n) � RN r 
n 8n � n1;

donde

n := fz 2 RN : "nz + yn 2 
g:

En particular, si z 2 RN r H entonces z 2 RN r 
n para n � n1 y, por tanto,eun(z) = 0 para todo n � n1: Pero eun(z)! eu(z) para casi todo z 2 RN . En consecuencia
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eu(z) = 0 para casi todo z 2 RN r H; es decir, eu 2 D1;2
0 (H): Procediendo de manera

análoga, se tiene que para todo compacto X � H existen r > 0 y n0 2 N tales que
X � intBr((r � dn)�n) para todo n � n0. La transformación z 7! "nz + yn aplica a
Br((r � dn)�n) en la bola B"nr(�n + "nr�n): Se sigue de (3.8) que

intB"nr(�n + "nr�n) � intBr0(�n + r0�n) � 
 8n � n1

y, por tanto, que
X � intBr((r � dn)�n) � 
n 8n � n1:

Así pues, si  2 C1c (H); entonces sop( ) � 
n para toda n � n1 y, en consecuencia,
 2 C1c (
n) para toda n � n1: Se cumple entonces queZ

reunr � Z fn jeunj2��2 eun � krE0;f (un)k k k ! 0:

Por tanto, Z
reur � Z f(y0) jeuj2��2 eu = 0 8 2 C1c (H);

es decir, eu es solución de (3.9). De la identidad de Pohozaev [23] se sigue que eu =
0; lo cual es una contradicción. En consecuencia, si (yn) 2 
 entonces cumple que
"�1n dist(yn; @
)!1:
Supongamos ahora que una subsucesión de (yn) está en RN r
: De manera totalmente
análoga se prueba que también en este caso "�1n dist(yn; @
)!1:
En consecuencia, yn =2 @
: Además, si yn 2 RN r 
 entonces B"n(yn) � RN r 
 y, en
consecuencia, un j B"n(yn) = 0; para n su�cientemente grande, contradiciendo (3.2).
Por tanto, yn 2 
:
Finalmente, si  2 C1c (RN) con sop( ) � B�(0) entonces, como "�1n dist(yn; @
)!1;
se tiene que B"n�(yn) � 
 para n � n2 y, en consecuencia,  2 C1c (
n) para toda
n � n2: Argumentando como antes obtenemos queZ

reur � Z f(y0) jeuj2��2 eu = 0 8 2 C1c (RN)

es decir, bu := f(y0)
N�2
4 eu es solución del problema (}1).

V) De�nición de la sucesión �-equivariante (vn) y demostración de (iv).
Sea ' 2 C1(RN) radialmente simétrica tal que 0 � ' � 1, ' � 1 en B1(0) y ' � 0
fuera de B2(0): Tomemos una sucesión (rn) en (0;1) tal que

4rn = m��n fdist(yn; @
); jgyn � g0ynj con [g] 6= [g0] 2 G=Kg :

Entonces "�1n rn �!1.
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Sea

wn(z) :=
X

[g]2G=K

"
2�N
2

n f(y0)
2�N
4 �(g)bu("�1n g�1(z � gyn))'(r

�1
n (z � gyn)):

Como Gyn = K y bu es � jK-equivariante, wn no depende de la elección del representante
de [g] en G=K: Además, para toda  2 G se cumple que

(wn)(z) = �()
X

[g]2G=K

"
2�N
2

n f(y0)
2�N
4 �(g)bu("�1n g�1(�1z � gyn))'(r

�1
n (

�1z � gyn))

=
X

[g]2G=K

"
2�N
2

n f(y0)
2�N
4 �(g)bu("�1n (g)�1(z � gyn))'(r

�1
n g�1(z � gyn))

=
X

[eg]2G=K "
2�N
2

n f(y0)
2�N
4 �(eg)bu("�1n eg�1(z � egyn))'(r�1n (z � egyn))

= wn(z);

es decir, wn 2 H1
0 (
)

� :
De�nimos

vn := un � wn 2 H1
0 (
)

� :

Se tiene entonces quevn � un +
X

[g]2G=K

"
2�N
2

n f(y0)
2�N
4 �(g)bu("�1n g�1(� � gyn))


2

=


X

[g]2G=K

"
2�N
2

n f(y0)
2�N
4 �(g)bu("�1n g�1(� � gyn))

�
1� '

�
r�1n (� � gyn)

��
2

�
X

[g]2G=K

f(y0)
2�N
2

" 2�N2n bu("�1n g�1(� � gyn))
�
1� '

�
r�1n (� � gyn)

��2
= jG=Kj f(y0)

2�N
2

bu[1� '
�
r�1n "n(�)

�
]
2

� C1
jG=Kj
f(y0)

N�2
2

264 Z
jzj>2"�1n rn

jrbuj2 + ("�1n rn)
�2

Z
"�1n rn<jzj<2"�1n rn

jbuj2
375

� C2
jG=Kj
f(y0)

N�2
2

2664 Z
jzj>2r�1n "n

jrbuj2 +
0B@ Z
jzj>2r�1n "n

jbuj2�
1CA
2=2�
3775 :
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En la última desigualdad usamos la desigualdad de Hölder. Como

bu 2 D1;2(RN) := fu 2 L2�(RN) : ru 2 L2(RN)Ng

y "�1n rn !1 las dos últimas integrales tienden a 0 cuando n!1: Esto prueba (iv).
VI) Demostración de (v) y de que rE0;f (vn)! 0:

Sea G=K = f[g1]; :::; [gm]g. Como "�1n jgiyn � gjynj ! 1 si i 6= j y como eun * eu
débilmente en D1;2(RN); donde

eun(z) := "
N�2
2

n un ("nz + yn) ; bu := f(y0)
N�2
4 eu;

se tiene que

eun � g�11 � eu � g�11 * 0 y eu � g�1i �
�+ g1yn � giyn

"n

�
* 0

débilmente enD1;2(RN) para toda i 6= 1 y, en consecuencia, tomando en cuenta que k�k20
es invariante bajo translaciones y dilataciones y que un es � -equivariante, obtenemosun �

mX
i=1

"
2�N
2

n f(y0)
2�N
4 �(gi)bu("�1n g�1i (� � giyn))


2

=

"N�22n un ("n �+g1yn)�
mX
i=1

�(gi)eu(g�1i (�+ "�1n (g1yn � giyn))


2

=

�(g1)(eun � g�11 )� �(g1)(eu � g�11 )�X
i6=1

�(gi)eu(g�1i (�+ "�1n (g1yn � giyn))


2

=

�(g1)(eun � g�11 )�X
i6=1

�(gi)eu(g�1i (�+ "�1n (g1yn � giyn))


2

�
�(g1)(eu � g�11 )2 + o(1)

=

"N�22n un ("n �+g1yn)�
X
i6=1

�(gi)eu(g�1i (�+ "�1n (g1yn � giyn))


2

� keuk2 + o(1)

=

un �X
i6=1

"
2�N
2

n f(y0)
2�N
4 �(gi)bu("�1n g�1i (� � giyn))


2

� f(y0)
2�N
2 kbuk2 + o(1):

Inductivamente obtenemosun �
mX
i=1

"
2�N
2

n f(y0)
2�N
4 �(gi)bu("�1n g�1i (� � giyn))


2

= kunk2 �mf(y0)
2�N
2 kbuk2 + o(1):
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Se sigue de (iv) que

kvnk2 = kunk2 �mf(y0)
2�N
2 kbuk2 + o(1):

Argumentando de manera análoga, usando el lema de Brezis-Lieb [5], obtenemos

jvnj2
�

f;2� = jvnj
2�

f;2� �mf(y0)
2�N
2 jbuj2�2� + o(1);

y, en consecuencia,

E0;f (vn) = E0;f (un)� jG=Kj f(y0)
2�N
2 E1(bu) + o(1);

como se a�rma en (v).
Un argumento análogo, usando el Lema 8.9 de [29], demuestra que

rE0;f (vn)! 0:

Por lo tanto, (vn) es una sucesión � -equivariante de Palais-Smale para E0;f :

Usaremos el lema anterior para demostrar el Teorema 3.2.

Demostración del Teorema 3.2. Sea (un) una sucesión � -equivariante de
Palais-Smale para Ea;f : Como en (3.1) se prueba que (un) es acotada. Por tanto existe
una subsucesión un * u débilmente enH1

0 (
)
� . Argumentando como en el Lema 8.10 de

[29] es fácil ver querEa;f (u) = 0; que la sucesión (un�u) es una sucesión � -equivariante
de Palais-Smale para E0;f y que

Ea;f (un)� E0;f (un � u)! Ea;f (u):

Sea u1n := un � u: Entonces (u1n) es una sucesión � -equivariante de Palais-Smale para
E0;f tal que u1n * 0 débilmente en H1

0 (
): Si E0;f (u
1
n)! c � 0; entonces de la igualdad

1

N

u1n2 = E0;f (u
1
n)�

1

2�


rE0;f (u1n); u1n

�
obtenemos que ku1nk ! 0 y que c = 0. Por tanto, un ! u fuertemente en H1

0 (
) y el
teorema se cumple con m = 0: Si E0;f (u1n)! c > 0 aplicamos el Lema 3.3 para obtener
un subgrupo cerrado G1 de G de índice �nito, una sucesión (y1;n) en 
, una sucesión
("1;n) en (0;1) ; una solución no trivial bu1 del problema límite (}1), y una sucesión
� -equivariante de Palais-Smale (u2n) para E0;f ; con las siguientes propiedades:
(i) Gy1;n = G1 para toda n � 1 y y1;n ! y1 en 
 cuando n!1;
(ii) "�11;ndist(y1;n; @
)!1 y "�11;n jgy1;n � g0y1;nj ! 1 cuando n!1 si [g] 6= [g0] 2
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G=G1;
(iii) bu1(gz) = �(g)bu1(z) para todas z 2 RN ; g 2 G1;
(iv) u2n = u1n �

P
[g]2G=K

"
2�N
2

1;n �(g)f(y1)
2�N
4 bu1(g�1"�11;n(� � gy1;n)) + o(1) en D1;2(RN);

(v) E0;f (u2n) = E0;f (u
1
n)� jG=G1j f(y1)

2�N
2 E1(bu1) + o(1):

Como Ea;f (u) = 1
N
kuk2 � 0 y E1(û1) � 1

N
SN=2; la igualdad (v) implica que

l��m
n!1

Ea;f (un) � l��m
n!1

E0;f (u
1
n) � l��m

n!1
E0;f (u

2
n) +

 
m��n
x2


#Gx

f(x)
N�2
2

!
1

N
SN=2:

De la igualdad (iv) se sigue que u2n * 0 débilmente en H1
0 (
): Aplicamos este razon-

amiento ahora a la sucesión (u2n) y así sucesivamente. La desigualdad

l��m
n!1

E0;f (u
i
n) � l��m

n!1
E0;f (u

i+1
n ) +

 
m��n
x2


#Gx

f(x)
N�2
2

!
1

N
SN=2

garantiza que l��mn!1E0;f (u
m+1
n ) = 0 para algún m 2 N y, por tanto, que kum+1n k ! 0.

Esto concluye la demostración. �

3.2. Existencia de soluciones �-invariantes

Consideremos el problema

(}�a;f )

8<: ��u+ a(x)u = f(x) juj2
��2 u en 


u = 0 sobre @

u(x) = u(x) 8x 2 
;  2 �

donde � es un subgrupo cerrado de O(N); 
 � RN es un abierto suave acotado y
�-invariante, N � 4, 2� := 2N

N�2 es el exponente crítico de Sobolev y a; f : R
N ! R son

funciones continuas �-invariantes.
Queremos obtener resultados de existencia de soluciones positivas y de soluciones

que cambian de signo para este problema.

3.2.1. Soluciones positivas �-invariantes

Consideremos el conjunto

M =

(
y 2 
 : #�y

f(y)
N�2
2

= m��n
x2


#�x

f(x)
N�2
2

)
:
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Recordemos que M es cerrado (Proposición 2.10). El siguiente corolario del Teorema
3.2 describe el comportamiento de las sucesiones �-invariantes de Palais-Smale para
Ea;f en niveles de energía c cercanos al mínimo.

Corolario 3.4 Sea (un) una sucesión �-invariante de Palais-Smale para Ea;f en c:

(a) Si c <
�
m��n
x2


#�x

f(x)
N�2
2

�
1
N
S

N
2 ; entonces una subsucesión de (un) converge en H1

0 (
)
�.

(b) Si c =
�
m��n
x2


#�x

f(x)
N�2
2

�
1
N
S

N
2 entonces, o bien una subsucesión de (un) converge

en H1
0 (
)

�, o bien existen sucesiones (yn) en 
 y ("n) en (0;1) con las siguientes
propiedades:
(b.1) yn ! y0 en M cuando n!1, y �yn = �y0 para toda n � 1,
(b.2) "�1n dist(yn; @
)!1; "�1n jyn � 0ynj ! 1 si [] 6= [0] 2 �=�y0 ;

(b.3)

un �
X

[]2�=�y0

f(y0)
2�N
4 "

2�N
2

n
bU("�1n (� � yn))

 ! 0 en D1;2(RN); donde bU es,

salvo signo, el instantón U(x) = aN

�
1

1+jxj2

�N�2
2
:

Demostración: Aplicaremos el Teorema 3.2 con G = � y � � 1: Como 1
N
SN=2 es la

energía mínima de una solución no trivial del problema (}1); de la a�rmación (v) del
Teorema 3.2 se sigue que, si m � 1; entonces

c �
 
m��n
x2


#�x

f(x)
N�2
2

!
1

N
SN=2:

En consecuencia, si c <
�
m��n
x2


#�x

f(x)
N�2
2

�
1
N
S

N
2 ; necesariamentem = 0 y la a�rmación (iv)

garantiza entonces que una subsucesión un ! u fuertemente en H1
0 (
): Esto demuestra

(a).

Si c =
�
m��n
x2


#�x

f(x)
N�2
2

�
1
N
S

N
2 y (un) no tiene ninguna subsucesión convergente, en-

tonces el Teorema 3.2 garantiza la existencia de un subgrupo cerrado �1 de �, de
sucesiones (yn) en 
 y ("n) en (0;1); y de una solución no trivial bU del problema (}1)
tales que yn ! y0 en 
, �yn = �1; "

�1
n dist(yn; @
) ! 1; "�1n jyn � 0ynj ! 1 si

[] 6= [0] 2 �=�1;

un =
X

[]2���y0

f(y0)
2�N
4 "

2�N
2

n
bU(�1"�1n (� � yn)) + o(1) en D1;2(RN);
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y  
#�yn

f(y0)
N�2
2

!
E1(bU) =  m��n

x2


#�x

f(x)
N�2
2

!
1

N
SN=2:

Como E1(bU) � 1
N
S

N
2 se sigue de esta última identidad que yn; y0 2 M; �yn = �y0 ;

y E1(bU) = 1
N
S

N
2 : Como los instantones (2.14) son, salvo signo, las únicas soluciones

no triviales de energía mínima de (}1), remplazando de ser necesario a la sucesión ("n)
por un múltiplo positivo de ella, obtenemos que bU = �U: Observemos que, como bU es
radialmente simétrica, bU(�1"�1n (� � yn)) = bU("�1n (� � yn)):

Esto concluye la demostración de (b).

Probaremos ahora el resultado de existencia de soluciones positivas enunciado en la
introducción (Teorema 1.13). Como en el capítulo anterior requerimos que las funciones
a y f satisfagan, además de las condiciones (a1) y (f1); también las condiciones (a2) y
(f2):

Teorema 3.5 Si N � 4, a y f satisfacen las condiciones (a1); (f1); (a2) y (f2) y
M \ 
 6= ;, entonces el problema (}�a;f ) tiene al menos una solución positiva que
satisface

1

N
kuk2a = ��(a; f):

Demostración: Sea (un) una sucesión minimizante para Ea;f en N �
a;f ; es decir,

un 2 N �
a;f y

Ea;f (un)! ��nf
N�
a;f

Ea;f =: �
�(a; f)

Por el principio variacional de Ekeland [29;Teorema 8.5] podemos suponer que (un) es
una sucesión �-invariante de Palais-Smale para Ea;f . En la Proposición 2.14 probamos
que

��(a; f) <
1

N

 
m��n
x2


#�x

f(x)
N�2
2

!
S

N
2 :

El corolario anterior garantiza que una subsucesión de (un) converge fuertemente a
u0 2 N �

a;f y, como Ea;f es de clase C
1; se tiene que u0 es un mínimo de Ea;f en N �

a;f :
Dado que ju0j 2 N �

a;f y Ea;f (ju0j) = Ea;f (u0); se tiene que ju0j es también un mínimo
de Ea;f en N �

a;f ; es decir, ju0j es una solución positiva de (}�a;f ):
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3.2.2. Soluciones �-equivariantes

Supondremos ahora que � es el núcleo de un epimor�smo continuo � : G ! Z=2;
y que 
; a y f son G-invariantes. El siguiente corolario del Teorema 3.2 describe el
comportamiento de las sucesiones � -invariantes de Palais-Smale para Ea;f en niveles de
energía c cercanos al mínimo. De nuevo consideramos el conjunto

M =

(
y 2 
 : #�y

f(y)
N�2
2

= m��n
x2


#�x

f(x)
N�2
2

)
:

Corolario 3.6 Supongamos que � : G ! Z=2 es un epimor�smo con ker � = �: Sea
(un) una sucesión � -equivariante de Palais-Smale para Ea;f en c:

(a) Si c <
�
m��n
x2


#�x

f(x)
N�2
2

�
2
N
S

N
2 ; entonces una subsucesión de (un) converge en H1

0 (
)
� .

(b) Si c =
�
m��n
x2


#�x

f(x)
N�2
2

�
2
N
S

N
2 entonces, o bien una subsucesión de (un) converge

en H1
0 (
)

� , o bien existen sucesiones (yn) en M y ("n) en (0;1) con las siguientes
propiedades:
(b.1) yn ! y0 en M cuando n!1, y �yn = �y0 � � para toda n � 1,
(b.2) "�1n dist(yn; @
)!1; "�1n jgyn � g0ynj ! 1 si [g] 6= [g0] 2 G=Gy0 ;

(b.3)

un �
X

[g]2G=�y0

f(y0)
2�N
4 �(g)"

2�N
2

n
bU("�1n (� � gyn))

 ! 0 en D1;2(RN); donde bU
es, salvo signo, el instantón U(x) = aN

�
1

1+jxj2

�N�2
2
:

Demostración: Supongamos que ninguna subsucesión de (un) converge y que

c �
 
m��n
x2


#�x

f(x)
N�2
2

!
2

N
S

N
2 : (3.10)

Demostraremos entonces que

c =

 
m��n
x2


#�x

f(x)
N�2
2

!
2

N
S

N
2

y que existen sucesiones (yn) en M y ("n) en (0;1) que satisfacen (b.1)-(b.3). Esto
demuestra el resultado.
Con estas hipótesis, el Teorema 3.2 asegura que existen un subgrupo cerrado G1 de G,
sucesiones (yn) en 
 y ("n) en (0;1); y una solución no trivial bu del problema (}1)
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tales que yn ! y0 en 
, Gyn = G1; "
�1
n dist(yn; @
) ! 1; "�1n jgyn � g0ynj ! 1 si

[g] 6= [g0] 2 G=G1; bu es � jG1-equivariante, y
c � jG=G1j

f(y0)
N�2
2

E1(bu): (3.11)

Supongamos que � jG1 : G1 ! Z=2 es un epimor�smo y tomemos g� 2 G1 con �(g� ) =
�1: Entonces bu satisface bu(z) = �bu(g�z) para todo z 2 RN , es decir, bu cambia de
signo, bu�(z) = �bu+(g�z) y, por tanto, kbu�k2 = jbu�j2�2� : En consecuencia, bu� está en la
variedad de Nehari

N1 = fu 2 D1;2(RN) : u 6= 0; kuk2 = juj2
�

2�g

asociada al funcional E1 y cumple

E1(bu) = E1(bu+) + E1(bu�) = 2E1(bu+) � 2

N
SN=2:

Si E1(bu) = 2
N
SN=2 entonces E1(bu+) = 1

N
SN=2 y bu+ una solución de (}1); lo cual es

imposible ya que bu+ se anula en un abierto de RN : En consecuencia, E1(bu) > 2
N
SN=2

y (3.11) implica que

c >

 
m��n
x2


#�x

f(x)
N�2
2

!
2

N
SN=2;

lo que contradice (3.10).
Por tanto, � jG1� 1; es decir, G1 � � y, como � : G! Z=2 es un epimor�smo, se tiene
que jG=G1j �= 2 j�=G1j : Se sigue de (3.11) que

c �
 
2 j�=G1j
f(y0)

N�2
2

!
E1(bu) �  m��n

x2


#�x

f(x)
N�2
2

!
2

N
SN=2;

y (3.10) implica que 
2 j�=G1j
f(y0)

N�2
2

!
E1(bu) = c =

 
m��n
x2


#�x

f(x)
N�2
2

!
2

N
SN=2:

En consecuencia, �yn = �y0 = G1; yn; y0 2M y E1(bu) = 1
N
S

N
2 : Como los instantones

(2.14) son, salvo signo, las únicas soluciones no triviales de energía mínima de (}1), de
la propiedad (iv) del Teorema 3.2 se sigue que, remplazando a la sucesión ("n) de ser
necesario por un múltiplo positivo de ella,

un =
X

[g]2G=G1

f(y0)
2�N
4 �(g)"

2�N
2

n
bU("�1n (� � gyn)) + o(1);
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donde bU = �U: Esto concluye la demostración.
Como consecuencia de este resultado obtenemos la existencia de soluciones � -equiva-

riantes.

Teorema 3.7 Sea N � 4: Supongamos que a y f satisfacen las condiciones (a1); (f1);
(a2) y (f2). Si � es el núcleo de un epimor�smo continuo � : G ! Z=2 de�nido en
un subgrupo cerrado G de O(N) tal que 
; a y f son G-invariantes y Gy 6= �y para
algún y 2 M \ 
, entonces el problema (}�a;f ) tiene al menos un par de soluciones
� -equivariantes �u que satisfacen

1

N
kuk2a = �� (a; f):

Demostración: Como Gy 6= �y para algún y 2M \ 
; tenemos que M�
�;s 6= ; para

s > 0 su�cientemente pequeña, y el Corolario (2.16) asegura que

�� (a; f) <
2

N

 
m��n
x2


#�x

f(x)
N�2
2

!
S

N
2 :

Sea (un) una sucesión minimizante para Ea;f en N �
a;f ; es decir, un 2 N �

a;f y

Ea;f (un)! ��nf
N �
a;f

Ea;f =: �
� (a; f)

Por el principio variacional de Ekeland [29;Teorema 8.5] podemos suponer que (un) es
una sucesión � -equivariante de Palais-Smale para Ea;f . El corolario anterior garantiza
que una subsucesión de (un) converge fuertemente a u0 2 N �

a;f y, como Ea;f es de clase
C1; se tiene que u0 es un mínimo de Ea;f en N �

a;f ; es decir, u0 es una solución no trivial
de (}�a;f ):

En la Sección 4.5 probaremos que la solución obtenida es (�; 2)-nodal concluyendo
así la demostración del Teorema 1.15 enunciado en la introducción.



Capítulo 4

Multiplicidad de soluciones
�-invariantes

4.1. Teoría equivariante de Lusternik-Schnirelmann

Sea X un espacio topológico. Una involución en X es una función continua �X :
X ! X que cumple �X � �X = idX : Cada involución de�ne una acción del grupo Z=2
en X y viceversa. La involución �X = idX corresponde a la acción trivial. En nuestras
aplicaciones consideraremos la involución inducida por un homomor�smo � : G! Z=2
cuyo núcleo es � = ker � en el espacio de órbitas RN=�; de�nida como sigue:

� : RN=�! RN=�; �(�y) = �(g�y);

donde g� 2 ��1(�1); véase (2.19). Consideraremos también la involución antípoda en
N �
a;f dada por u 7! �u:
Sean X; Y espacios topológicos con involuciones �X : X ! X y �Y : Y ! Y

respectivamente. Diremos que una función continua f : X ! Y es Z=2-equivariante si
�Y � f = f � �X : Dos funciones Z=2-equivariantes f0; f1 : X ! Y son Z=2-homotópicas
si existe una homotopía � : X � [0; 1] ! Y tal que �(x; 0) = f0(x); �(x; 1) = f1(x)
y �(�Xx; t) = �Y�(x; t) para todas x 2 X; t 2 [0; 1]: Un subconjunto A de X es
Z=2-invariante si �Xa 2 A para toda a 2 A:

De�nición 4.1 La Z=2-categoría de una función Z=2-equivariante f : X ! Y es el
mínimo entero

k =: Z=2-cat(f)

tal que existen k subconjuntos abiertos Z=2-invariantes X1; :::; Xk de X que satisfacen:
(i) X = X1 [ � � � [Xk.
(ii) Para cada i = 1; :::; k; existe un punto yi 2 Y y una función Z=2-equivariante

55
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�i : Xi ! fyi; �Y yig tal que la restricción f jXi : Xi ! Y es Z=2-homotópica a �i.
Si no existe tal cubierta de�nimos Z=2-cat(f) :=1:

Si A es un subconjunto Z=2-invariante de X y � : A ,! X es la inclusión denotamos

Z=2-catX(A) := Z=2-cat(�) y Z=2-cat(X) := Z=2-catX(X):

Si �X = idX entonces

Z=2-catX(A) =: catX(A); Z=2-cat(X) := cat(X)

es simplemente la categoría de Lusternik-Schnirelmann [29; De�nición 5;4].

Lema 4.2 a) Si f : X ! Y y h : Y ! Z son Z=2-equivariantes se cumple

Z=2-cat(h � f) � m��nfZ=2-cat(f);Z=2-cat(h)g:

En particular, Z=2-cat(f) � Z=2-cat(Y ):
b) Si f0; f1 : X ! Y son Z=2-homotópicas, entonces Z=2-cat(f0) = Z=2-cat(f1):

Demostración: a) Sean Y1; :::; Ym subconjuntos abiertos Z=2-invariantes de Y tales
que Y = Y1 [ � � � [ Ym y tales que existen z1; :::; zm 2 Z y funciones Z=2-equivariantes
�i : Yi ! fzi; �Zzig que son Z=2-homotópicas a hjYi : Entonces Xi := f�1(Yi) es un
subconjunto abierto Z=2-invariante de X; se cumple que X = X1 [ � � � [ Xk; y las
funciones �i := �i � f : Xi ! fzi; �Zzig son Z=2-homotópicas a h � f jXi : Por tanto,

Z=2-cat(h � f) � Z=2-cat(h):

Análogamente se prueba que

Z=2-cat(h � f) � Z=2-cat(f):

b) Sean X1; :::; Xm subconjuntos abiertos Z=2-invariantes de X tales que X = X1 [
� � � [ Xm y tales que existen y1; :::; ym 2 Y y funciones Z=2-equivariantes �i : Xi !
fyi; �Y yig que son Z=2-homotópicas a f0jXi : Como f0 y f1 son Z=2-homotópicas, �i es
Z=2-homotópica a f1jXi : Esto prueba que

Z=2-cat(f0) � Z=2-cat(f1)

La otra desigualdad es análoga.

Denotaremos por bX al espacio de Z=2-órbitas de X; y por qX : X ! bX a la
correspondiente aplicación cociente. Si f : Y ! X es una función Z=2-equivariante,
denotaremos por bf : bY ! bX a la función inducida por f: Decimos que la acción de Z=2
en X dada por la involución �X es libre, si �Xx 6= x para toda x 2 X:
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Lema 4.3 Supongamos que la acción de Z=2 en X es libre. Entonces se cumple lo
siguiente:
a) Para toda función Z=2-equivariante f : Y ! X se cumple que Z=2-cat(f) = cat( bf):
b) Si existen funciones continuas f : Y ! X y h : X ! Z tales que h es Z=2-
invariante, es decir, h(�Xx) = h(x) para toda x 2 X; entonces

cat(h � f) � Z=2-cat(X):

Demostración: a) Observemos que, si U es Z=2-invariante y abierto en Y entoncesbU := qY (U) es abierto en bY : Además, toda Z=2-homotopía � : U � [0; 1] ! X tal
que �(y; 0) = f(y) y �(y; 1) 2 fx; �Xxg para algún x 2 X y todo y 2 Y; induce una
homotopía b� : bU � [0; 1] ! bX tal que b�(qY (y); 0) = bf(qY (y)) y b�(qY (y); 1) = qX(x):
De aquí se sigue fácilmente que

Z=2-cat(f) � cat( bf):
Para probar la desigualdad opuesta observemos que, si bU es abierto en bY y b� : bU �
[0; 1] ! bX es una homotopía tal que b�(by; 0) = bf(by) y b�(by; 1) = bx para algún bx 2 X

y todo by 2 Y; entonces U := q�1Y (
bU) es Z=2-invariante y abierto en Y: Como la acción

de Z=2 en X es libre, qX : X ! bX es una aplicación cubriente y tiene, por tanto, la
propiedad de levantamiento único de homotopías [25; Cap.2, Sec.2, Teoremas 2 y 3].
Sea � : U � [0; 1]! X un levantamiento de b� � (qY � id) : U � [0; 1]! bX que empieza
con f , es decir,

�(y; 0) = f(y) y b�(qY (y); t) = qX(�(y; t)) 8y 2 U; t 2 [0; 1]: (4.1)

Entonces, �(y; 1) 2 q�1X (bx) para todo y 2 U y, dado que �(y; t) := �X�(�Y y; t) también
satisface (4.1), la unicidad del levantamiento implica que �(�Y y; t) = �X�(y; t) para
todas y 2 U; t 2 [0; 1]; es decir, � es una Z=2-homotopía. De esta observación se deduce
fácilmente que

Z=2-cat(f) � cat( bf):
b) Sea q : X ! bX la aplicación cociente. Como h es Z=2-invariante, existe una función
continua bh : bX ! Z tal que bh � q = h: Por el lema anterior,

cat(h � f) = cat(bh � q � f) � cat(q � f) � cat( bX) = Z=2-cat(X)
como a�rma el enunciado.

La categoría equivariante de Lusternik-Schnirelmann proporciona una cota inferior
para el número de pares de puntos críticos de un funcional par en una variedad de
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Hilbert. Recordemos que un funcional � :M ! R de clase C1 satisface la condición de
Palais-Smale (PS)c en c si toda sucesión (um) en M tal que

�(um)! c y r�(um)! 0

contiene una subsucesión convergente. Denotamos

�d := fu 2M : �(u) � dg:

Una demostración del siguiente resultado clásico se encuentra, por ejemplo, en [12;
Teorema 1;1], [27; Teorema 5.7].

Teorema 4.4 Sea � :M ! R un funcional par de clase C1 de�nido en una subvariedad
M de clase C2 de un espacio de Hilbert que es simétrica respecto al origen (es decir,
u 2 M , �u 2 M): Supongamos que � está acotada inferiormente y satisface la
condición (PS)c para toda c � d. Entonces � tiene al menos Z=2-cat(�d) pares de
puntos críticos �u con valores críticos �(�u) � d:

4.2. In�nidad de soluciones �-invariantes

El Corolario 3.6 garantiza que, si todas las �-órbitas de 
 son in�nitas, entonces
Ea;f : H

1
0 (
)

� ! R satisface (PS)�c para todo homomor�smo � : G ! Z=2 y todo
c 2 R. Usaremos este hecho para probar la existencia de una in�nidad de soluciones en
ese caso. Para poder aplicar el teorema de Lusternik-Schnirelmann requerimos veri�car
que la restricción de Ea;f a la variedad de Nehari N �

a;f satisface (PS)
�
c :

4.2.1. La propiedad de Palais-Smale en la variedad de Nehari

Sea � : G ! Z=2 un homomor�smo continuo con � = ker � : Consideremos la
restricción del funcional

Ea;f : H
1
0 (
)

� ! R; Ea;f =
1

2
kuk2a �

1

2�
juj2

�

f;2�

a la variedad de Nehari

N �
a;f := fu 2 H1

0 (
)
� : u 6= 0; kuk2a = juj

2�

f;2�g:

El gradiente r(Ea;f jN �
a;f
)(u) de la restricción de Ea;f a N �

a;f es la proyección ortogonal
del gradiente rEa;f (u) de Ea;f sobre el espacio tangente a N �

a;f en u;

TuN �
a;f = fv 2 H1

0 (
)
� : 2

Z



(ru � rv + a(x)uv) = 2�
Z
f(x)juj2��2uvg:
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Proposición 4.5 Sea (un) una sucesión en N �
a;f tal que Ea;f (un)! c: Entonces

r(Ea;f jN �
a;f
)(un)! 0 si y sólo si rEa;f (un)! 0:

Es decir, (un) es una sucesión � -equivariante de Palais-Smale para Ea;f jN �
a;f
si y sólo

si es una sucesión � -equivariante de Palais-Smale para Ea;f .

Demostración: Sea F : H1
0 (
)

� r f0g ! R el funcional de�nido por F (u) =
kuk2a � juj

2�

f;2� : Entonces N �
a;f (
) = F�1(0): La derivada de F en u cumple

F 0(u)v = 2

Z



(rurv + a(x)uv)� 2�
Z
f(x) juj2

��2 uv (4.2)

= 2�E 0a;f (u)v � (2� � 2)
Z



(rurv + a(x)uv) 8v 2 H1
0 (
)

� :

Por lo tanto,
rF (u) = 2�rEa;f (u)� (2� � 2)u: (4.3)

Sea tn tal que
rEa;f (un) = tnrF (un) +r(Ea;f jN �

a;f (
)
)(un): (4.4)

Como un 2 N �
a;f (
); se cumple que hrEa;f (un); uni = 0 y Ea;f (un) = 1

N
kunk2a. En

consecuencia, (un) está acotada. Multiplicando (4.4) escalarmente con un y usando
(4.3), obtenemos

0 = tn(2� 2�) kunk2a + o(1) =
4N

N � 2ctn + o(1):

Por lo tanto, tn ! 0: Usando las desigualdades de Hölder y de Sobolev, a partir de
(4.2) concluímos que

jF 0(u)vj � C kuk2
��1 kvk ; 8v 2 H1

0 (
)
�

para alguna constante positiva C: En particular, krF (un)k � C kunk2
��1 : Por tanto,

(rF (un)) está acotada y se sigue de (4.4) que rE(un)! 0; como a�rma el enunciado.

4.2.2. In�nidad de soluciones �-invariantes

Empecemos observando lo siguiente.
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Lema 4.6 Para todo subgrupo cerrado � de O(N) y para todo abierto �-invariante 

de RN se cumple que dimH1

0 (
)
� =1:

Demostración: Sea �x una �-órbita principal en 
 y sea V una vecindad tubular
de �x en 
; es decir, una vecindad tal que existe un homeomor�smo �-equivariante
� : Bm��x �= V donde Bm es una bola de dimensión m = N � dim(�x): La aplicación

� : H1
0 (V )

� ! H1
0 (Bm); �(u) = u(�(�; x));

es un isomor�smo lineal. Dado que H1
0 (V )

� es un subespacio vectorial de H1
0 (
)

�;
concluímos que

dimH1
0 (
)

� � dimH1
0 (V )

� = dimH1
0 (Bm) =1;

como a�rma el enunciado.

Este resultado no es cierto, en general, si cambiamos H1
0 (
)

� por H1
0 (
)

� : Por
ejemplo, si 
 es una bola o una esfera en RN y � : O(N) ! Z=2 es la función que a
cada matriz en O(N) le asocia su determinante, entonces ker � = SO(N): En este caso,
H1
0 (
)

SO(N) es el espacio de funciones radiales, que es de dimensión in�nita, mientras
que H1

0 (
)
� = f0g:

Teorema 4.7 Si a y f satisfacen (a1) y (f1); y si todas las �-órbitas de 
 son in�nitas
entonces el problema (}�a;f ) tiene una in�nidad de soluciones.

Demostración: El funcional Ea;f : N �
a;f ! R es par y está acotado inferiormente.

Como todas las �-órbitas de 
 son in�nitas, el Corolario 3.4 junto con la Proposición
4.5 garantizan que este funcional satisface la condición de Palais-Smale (PS)c para
todo c 2 R. El teorema de Lusternik-Schnirelmann (Teorema 4.4) garantiza que Ea;f :
N �
a;f ! R tiene al menos Z=2-cat(N �

a;f ) puntos críticos. Ahora bien,N �
a;f es radialmente

difeomorfo a la esfera unitaria S� enH1
0 (
)

�: El lema anterior garantiza que dicha esfera
es de dimensión in�nita. En consecuencia, usando el Lema 4.3 obtenemos

Z=2-cat(N �
a;f ) = Z=2-cat(S�) = cat(RP1) =1;

donde RP1 es el espacio proyectivo real de dimensión in�nita. Por tanto, (}�a;f ) tiene
una in�nidad de soluciones.
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4.3. La función bariórbita

Supondremos de aquí en adelante la siguiente condición de no-existencia:

(ne) E0;f no alcanza su ín�mo en N �
0;f :

El Corolario 3.4 implica que, si (ne) se cumple, entonces

��(0; f) := ��nf
N�
0;f

E0;f =

 
m��n
x2


#�x

f(x)
N�2
2

!
1

N
S

N
2 : (4.5)

Es bien sabido que, si � = f1g y f es constante, la condición (ne) siempre se cumple
(véase, por ejemplo, [27; Cap. III, Teorema 1.2]). De la igualdad (4.5) se sigue que (ne)
no se cumple si todas las �-órbitas de 
 son in�nitas (pero en ese caso acabamos de
probar la existencia de una in�nidad de soluciones, véase Teorema 4.7).
Consideremos el conjunto

M :=

(
y 2 
 : #�y

f(y)
N�2
2

= m��n
x2


#�x

f(x)
N�2
2

)
:

Observemos que, para todos y 2 RN ;  2 �; se cumple que �y = �y
�1; es decir, el

grupo de isotropía de y es conjugado al grupo de isotropía de y; y todos los subgrupos
conjugados a �y son grupos de isotropía de algún punto en la �-órbita de y: Consider-
emos el conjunto (�nito) de todas las clases de conjugación de grupos de isotropía de
puntos de M; y escojamos un representante �i � �; i = 1; ::;m; en cada una de tales
clases. Denotemos por

V i := fz 2 RN : z = z 8 2 �ig

al espacio de puntos �jos de RN bajo la acción de �i. Denotemos por

M i := fy 2M : �y = �ig:

Notemos que M es la unión de subconjuntos cerrados, ajenos por pares,

M = �M1 [ �M2 [ � � � [ �Mm; �M i \ �M j = ; si i 6= j;

donde
�M i := fy :  2 �; y 2M ig = fy 2M : (�y) = (�i)g:

De la de�nición de M se sigue que f es constante en cada �M i: Denotemos por

fi := f(�M i) 2 R:
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Fijemos �0 > 0 tal que

jy � yj = 3�0 8y 2M;  2 � con y 6= y; (4.6)

dist(�M i;�M j) = 3�0 8i; j = 1; :::;m con i 6= j; (4.7)

y tal que el subgrupo de isotropía de cada punto en M i
�0
:= fz 2 V i : dist(z;M i) � �0g

es precisamente �i: De�nimos

W";z :=
X

[g]2�=�i

f
2�N
4

i U";gz si z 2M i
�0
;

donde U";y es el instantón de Aubin y Talenti

U";y(z) = aN

�
"

"2 + jz � yj2
�N�2

2

; aN := [N(N � 2)](N�2)=4: (4.8)

Para cada � 2 (0; �0) consideremos los conjuntos

M i
� : = fz 2 V i : dist(z;M i) � �g;

M� : =M1
� [ � � � [Mm

� ;

B� : = f("; z) : " 2 (0; �); z 2M�g;
�� : = f�W";z : ("; z) 2 B�g; �0 := ��0 :

Probaremos el siguiente resultado.

Proposición 4.8 Supongamos que E0;f no alcanza su ín�mo en N �
0;f . Sea � 2 (0; �0):

Entonces existe � > ��(0; f) con la siguiente propiedad: Para cada u 2 N �
0;f tal que

E0;f (u) � � se cumple que

��nf
W2�0

ku�Wk <
r
1

2
N��(0; f);

y existen exactamente un � 2 f�1; 1g; un " 2 (0; �0) y una �-órbita �z 2M�0 tales que

ku� �W";zk = ��nf
W2�0

ku�Wk :

Además ("; z) 2 B�.

Para la demostración de este resultado se requieren varios lemas. Continuamos
suponiendo que se cumple (ne):
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Lema 4.9 Dados � 2 (0; �0) y � > 0 existe � > ��(0; f) con la siguiente propiedad:
Para cada u 2 N �

0;f con E0;f (u) � � existe W 2 �� tal que

ku�Wk < �:

Demostración: Supongamos lo contrario, es decir, que existe una sucesión (un) en
N �
0;f con E0;f (u) � ��(0; f) + 1

n
y tal que

��nf
W2��

kun �Wk � �: (4.9)

Por el principio variacional de Ekeland podemos suponer que (un) es una sucesión de
Palais-Smale �-invariante. Como E0;f no alcanza su ín�mo en N �

0;f ; la sucesión (un) no
contiene una subsucesión convergente. Esto, junto con (4.9), contradice al Corolario ??.

Lema 4.10 (i) kW";zk2 ! N��(0; f) cuando "! 0 uniformemente en z 2M�0.
(ii) kW";z +W"0;z0k2 � 2N��(0; f) para todos z; z0 2M�0 ; "; "

0 > 0:

Demostración: Sea U = U1;0. Observemos que U";z = "�
N�2
2 U(x�z

"
): Se tiene en-

tonces que

hU";z; U"0;z0i = (""0)�
N
2

Z
RN
rU(x� z

"
)rU(x� z0

"0
)dx

= (
"

"0
)
N
2

Z
RN
rU(y)rU( "

"0
y � z0 � z

"0
)dy

= (
"

"0
)
N
2

Z
RN
U(y)2

��1 "
0

"
U(

"

"0
y � z0 � z

"0
)dy

=

Z
RN
U(y)2

��1(
"

"0
)
N�2
2 U(

"

"0
(y � z0 � z

"
))dy: (4.10)

Sean z 2M i
� y z

0 2M j
� . Calculamos

hW";z;W"0;z0i =
X

[]2�=�i

X
[0]2�=�j

f
2�N
4

i f
2�N
4

j hU";z; U"0;0z0i : (4.11)

En particular, si z 2M i
� se tiene que

kW";zk2 = f
2�N
2

i

24 X
[]2�=�i

kUk2 +
X
[] 6=[0]

Z
RN
U(y)2

��1U(y +
z � 0z

"
)dy

35(4.12)
�! #(�=�i)

f
N�2
2

i

S
N
2 = N��(0; f) cuando "! 0:
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Esto prueba (i).
Se sigue de (4.10) y (4.11) que hW";z;W"0;z0i � 0; y de (4.12) que kW";zk2 � N��(0; f):
En consecuencia,

kW";z +W"0;z0k2 = kW";zk2 + kW"0;z0k2 + 2 hW";z;W";z0i � 2N��(0; f):

Esto prueba (ii).

Lema 4.11 (i) Si "0n ! 0 y "n � � > 0 o dist(�zn;�z0n) � � entoncesW"n;zn �W"0n;z
0
n

2 + o(1) � 2N��(0; f):

(ii) Si
W"n;zn �W"0n;z

0
n

! 0; "n ! 0 y "0n ! 0; entonces, para alguna subsucesión,����"n"0n � 1
����! 0 y ("n"

0
n)
�1dist(�zn;�z0n)

2 ! 0:

Demostración: (i) De (4.11), (4.10) y las hipótesis se tiene

W"n;zn ;W"0n;z

0
n

�
! 0:

Por otra parte de (4.12) se cumple kW"n;znk
2 � N��(0; f): Entonces sólo observamos

que W"n;zn �W"0n;z
0
n

2 + 2 
W"n;zn ;W"0n;z
0
n

�
= kW"n;znk

2 +
W"0n;z

0
n

2 ;
de donde

W"n;zn �W"0n;z
0
n

2 + o(1) � 2N��(0; f):
(ii) Del Lema 4.10 (i) y comoW"n;zn �W"0n;z

0
n

2 = kW"n;znk
2 +

W"0n;z
0
n

2 � 2 
W"n;zn ;W"0n;z
0
n

�
;

se tiene que


W"n;zn ;W"0n;z

0
n

�
! N��(0; f): De (4.11) se sigue que i = j y, para una

subsucesión, existe una única [] 2 �=�i tal que dist(�zn;�z0n) = jzn � z0nj ;

U"n;zn ; U"0n;z0n

�
! SN=2 y



U"n;zn ; U"0n;0z0n

�
! 0 si [0] 6= []:

De (4.10) obtenemos que



U"n;zn ; U"0n;z0n

�
=

�
U;U "0n

"n
;
z0n�zn

"n

�
:
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Por tanto,U � U "0n
"n
;
z0n�zn

"n

2 = kUk2 + U "0n
"n
;
z0n�zn

"n

2 � 2�U;U "0n
"n
;
z0n�zn

"n

�
�! 0

y, en consecuencia, "n
"0n
! 1 y "n�1 jz0n � znj ! 0.

Lema 4.12 Dadas 0 < � < �0 y R > 0 existe � > ��(0; f) tal que para toda u 2 N �
0;f

con E0;f (u) � � se cumple lo siguiente:
(i) ��nfW2�0 ku�Wk2 < N

2
��(0; f); y este ín�mo se alcanza.

(ii) Si cW 2 �0 satisface
u�cW =��nfW2�0 ku�Wk entonces cW 2 ��:

(iii) Si �sW"s;zs 2 �0 satisfacen ku� �sW"s;zsk =��nfW2�0 ku�Wk ; s = 1; 2; entonces
z1; z2 2M i

�0
para la misma i 2 f1; :::;mg y se cumple que

�1 = �2;

����"1"2 � 1
���� < R y ("1"2)

�1dist(�z1;�z2)2 < R:

Demostración: Sea R0 2 (0; R) tal que, si
�� "0
"
� 1
�� < R0 y (""0)�1dist(�z;�z0)2 < R0

entonces j"� "0j < �
2
y dist(�z;�z0) < �

2
: Por el Lema 4.11 (ii) existen 0 < � <

(N
2
��(0; f))1=2 y �0 2 (0; �

2
) tales que, si "; "0 2 (0; �0) y kW";z �W"0;z0k < 2� entonces�� "

"0 � 1
�� < R0 y (""0)�1(dist(�z;�z0))2 < R0: Para tales �0 y � tomamos � > ��(0; f)

como en el Lema 4.9. Entonces para u 2 N �
0;f \ E

�
0;f ; se cumple

��nf
W2�0

ku�Wk2 � ��nf
W2��0

ku�Wk2 < �2 <
N

2
��(0; f): (4.13)

Dado que hu; U";zi ! 0 cuando "! 0 y cuando "!1 uniformemente en z 2 M�0 ; se
tiene que existen "0; "1 > 0 tales que

ku�W";zk2 ! kW";zk2 + kuk2 � kuk2 � N��(0; f) 8" 2 (0; "0) [ ("1;1); z 2M�0 :

Esto, junto con (4.13) y la compacidad de ["0; �0]�M�0, implica que el ín�mo��nfW2�0 ku�Wk
se alcanza. Esto prueba (i).
Notemos ahora que, si ku� �W";zk < � y ku� � 0W"0;z0k < � con �; � 0 2 f�1g;
"; "0 2 (0; �0); entonces

k�W";z � � 0W"0;z0k < 2� < (2N��(0; f))1=2:

El Lema 4.10 implica que � = � 0 y nuestra elección de � y �0 implica que
�� "
"0 � 1

�� < R0

y (""0)�1(dist(�z;�z0))2 < R0:
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En particular, si u 2 N �
0;f , E0;f (u) � � y ku� �sW"s;zsk =��nfW2�0 ku�Wk ; entonces

ku� �sW"s;zsk < � y, en consecuencia, �1 = �2;
��� "1"2 � 1��� < R0 y ("1"2)�1dist(�z1;�z2)2 <

R0: Se sigue de (ii) que z1; z2 2 M�: Nuestra elección de R0 implica además que
dist(�z1;�z2) < �

2
: Usando (4.7) concluímos que z1; z2 2 M i

�0
para la misma i 2

f1; :::;mg. Esto prueba la a�rmación (iii).
Finalmente, supongamos que cW = �W";z 2 �0 satisface jju�cW jj =��nfW2�0 ku�Wk :
De (4.13) se sigue que existe � 0W"0;z0 2 ��0 tal que jju� � 0W"0;z0jj < �: Entonces � = � 0;�� "
"0 � 1

�� < R0 y (""0)�1(dist(�z;�z0))2 < R0: Nuestra elección de R0 implica entonces que
j"� "0j < �

2
y dist(�z;�z0) < �

2
y, como ("0; z0) 2 B�0 y �0 < �

2
; se tiene que ("; z) 2 B�;

es decir, cW = �W";z 2 ��: Esto prueba (ii).

Lema 4.13 Existen � 2 (0; �0); � > 0 y R > 0 tales que si �sW"s;zs 2 ��; s = 1; 2,
satisfacen

ku� �sW"s;zsk = ��nf
W2�0

ku�Wk < �

z1; z2 2 M i
� para la misma i 2 f1; :::;mg;

��� "1"2 � 1��� � R y ("1"2)�1 jz1 � z2j2 � R;

entonces "1 = "2 y z1 = z2:

Demostración: Consideremos la función �u : (0;1)�M i
�0
�! R tal que

�u("; z) := ku�W";zk2 :

Escribimos � = ("; z): Sea h = (h0; h1; :::; hd) 2 R� V i donde d := dimV i: La primera
y segunda derivadas de la función �u están dadas por

�0u(�)h = �2 hu�W� ; D�W�(�)hi ;
1

2
�00u(�)(h; h) = kD�W�(�)hk2 �



u�W� ; D

2
�W�(�)(h; h)

�
;

donde

W� = W";z =
X
[]

f
2�N
4

i U";z:

Entonces

D�W�(�)h =
X
[]

f
2�N
4

i D�U";z(�)h =
X
[]

f
2�N
4

i

dX
j=0

@jU";z(�)hj;
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donde @0 = @", @j = @zj y la suma es sobre [] 2 �=�i. Su norma está dada por

kD�W�(�)hk2 = f
2�N
2

i

X
j;k

X
[];[0]

h@jU";z(�)hj; @kU";0z(�)hki : (4.14)

Para calcular los sumandos de esta última expresión observemos que

U";z(x) = "�
N�2
2 U(

x� z

"
):

Por tanto,

rzU";z(x) = "�
N�2
2 rU(x� z

"
)(�1

"
) = �"�N

2 rU(x� z

"
);

@"U";z(x) = "�
N�2
2 rU(x� z

"
) � (�x� z

"2
) + (�N � 2

2
)"�

N
2 U(

x� z

"
)

= �"�N
2 [rU(x� z

"
) � (x� z

"
) +

N � 2
2

U(
x� z

"
)]:

Si denotamos por

V0(y) = rU(y) � y + N � 2
2

U(y);

Vj(y) =
@U

@yj
(y); j = 1; :::; d;

A = (ajk) con ajk = hVj; Vki ;

obtenemos

h@jU";z(�)hj; @kU";0z(�)hki = "�N
Z
r(Vj(

x� z

"
)) � r(Vk(

x� 0z

"
))hjhkdx

= "�2
Z
rVj(y) � rVk(y �

0z � z

"
)hjhkdy:

Insertando estas expresiones en (4.14) obtenemos

kD�W�(�)hk2 = "�2
#(�=�i)

f
N�2
2

i

 X
j;k

ajkhjhk + o"(1)

!

= "�2
#(�=�i)

f
N�2
2

i

(Ah � h+ o"(1)) ;

donde o"(1)! 0 cuando "! 0: Análogamente se demuestra que

u�W� ; D

2
�W�(�)(h; h)

�
� ku�W�k

D2
�W�(�)(h; h)


= "�2

#(�=�i)

f
N�2
2

i

�
ku�W�k eAh � h+ o"(1)

�
:
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Por lo tanto, existen � 2 (0; �0); � > 0 y c > 0 tales que

1

2
�00u(�)(h; h) � "�2

#(�=�i)

f
N�2
2

i

�
Ah � h� ku�W�k eAh � h+ o"(1)

�
� c"�2 jhj2 si ku�W�k < � y " < �:

Supongamos que �1 = ("1; z1), �2 = ("2; z2) 2 (0; �) �M i
� son dos mínimos para �u y

que se cumple

ku� �sW"s;zsk < �; s = 1; 2:

De la fórmula de Taylor se obtiene

0 = �u(�1 + h)� �u(�1) =
1

2
�00u(�1)(h; h) + r(h)

� c"�21 jhj2 + r(h); (4.15)

donde r(h)

jhj2 ! 0 si h! 0.
Tomemos h := �2 � �1: Si h 6= 0 obtenemos de (4.15) que

0 � c+
r(h)

"�21 jhj2
: (4.16)

A continuación probaremos que

r(h)

"�21 jhj2
! 0 cuando

"1
"2
! 1 y ("1"2)�1 jz1 � z2j2 ! 0: (4.17)

En consecuencia, existe R > 0 tal que

r(h)

"�21 jhj2
< c si

����"1"2 � 1
���� < R y ("1"2)

�1 jz1 � z2j2 < R:

Esto contradice (4.16). En consecuencia h = 0; es decir, ("1; z1) = ("2; z2) como a�rma
el lema.
Probemos ahora la a�rmación (4.17). El residuo de la fórmula de Taylor está dado por

r(h) =
1

2
[�00u(�t)� �00u(�1)](h; h)
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donde �t = (1� t)�1 + t�2 con 0 � t � 1: Sea �t =: ("t; zt): Entonces

r(h)

"�21 jhj2
=

1
2
[�00u(�t)� �00u(�1)](h; h)

"�21 jhj2

=

"�
"t
"1

��2
� 1
#
#(�=�i)

f
N�2
2

i

�
Ah � h+ o"(1)

jhj2
�

(4.18)

+
1

"�21 jhj2
D
W�t �W�1 ; D

2
�t
W�t(�)(h; h)

E
(4.19)

+
1

"�21 jhj2
D
u�W�1 ; [D

2
�t
W�t(�)�D2

�1
W�1(�)](h; h)

E
: (4.20)

El término (4.18) tiende a 0 cuando "1
"2
! 1: En cuanto a los términos (4.19) y (4.20)

se tiene que

1

"�21 jhj2
hD
W�t �W�1 ; D

2
�t
W�t(�)(h; h)

E
+
D
u�W�1 ; [D

2
�t
W�t(�)�D2

�1
W�1(�)](h; h)

Ei
� #(�=�i)

f
N�2
2

i

" eAh � h+ o"(1)

jhj2

# W�t �W�1

� "t
"1

��2
+
u�W�1

"� "t
"1

��2
� 1
#!

� c0

 W�t �W�1

� "t
"1

��2
+ �

"�
"t
"1

��2
� 1
#!

Usando la identidad (4.10) es fácil comprobar que
W�t �W�1

 ! 0 cuando "1
"2
! 1

y ("1"2)�1 jz1 � z2j2 ! 0. En consecuencia (4.19)+(4.20) tiende a 0 cuando "1
"2
! 1 y

("1"2)
�1 jz1 � z2j2 ! 0. Esto demuestra (4.17) y concluye la demostración del lema.

Demostración de la Proposición 4.8. Sean � 2 (0; �0); � > 0 y R > 0 como
en el Lema 4.13. Sin perder generalidad podemos suponer que esta � es más pequeña
que la dada por la proposición. De los Lemas 4.9 y 4.12 se sigue que existe � > ��(0; f)
tal que para toda u 2 N �

0;f con E0;f (u) � � se cumple que

��nf
W2�0

ku�Wk < �

y se cumplen además las propiedades (i), (ii) y (iii) del Lema 4.12, es decir,

��nf
W2�0

ku�Wk2 < N

2
��(0; f)
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y este ín�mo se alcanza. Además, si �sW"s;zs 2 �0 satisfacen

ku� �sW"s;zsk = ��nf
W2�0

ku�Wk ; s = 1; 2;

entonces �sW"s;zs 2 ��; z1; z2 2M i
� para la misma i 2 f1; :::;mg; y se cumple que

�1 = �2;

����"1"2 � 1
���� < R y ("1"2)

�1dist(�z1;�z2)2 < R:

Sin perder generalidad podemos suponer que dist(�z1;�z2) = jz1 � z2j y, remplazando
u por �u si es necesario, podemos suponer además que �1 = �2 = 1: El Lema 4.13
implica entonces que "1 = "2 y z1 = z2: �

4.3.1. De�nición de la función bariórbita

Continuamos suponiendo la condición

(ne) E0;f no alcanza su ín�mo en N �
0;f :

Fijemos � 2 (0; �0) y escojamos � > ��(0; f) como en la Proposición 4.8. Como
antes, denotamos por

E�0;f : = fu 2 H1
0 (
) : E0;f (u) � �g;

B�(M) : = fz 2 RN : dist(z;M) � �g;

y por B�(M)=� al espacio de �-órbitas de B�(M):

De�nición 4.14 La función bariórbita es la función

�� : N �
0;f \ E

�
0;f ! B�(M)=�;

de�nida como sigue:

��(u) = �y
def() ku�W";yk = m��n

W2�0
ku�Wk :

La Proposición 4.8 garantiza que esta función está bien de�nida.

Proposición 4.15 La función bariórbita �� : N �
0;f \ E

�
0;f ! B�(M)=� es continua y

es Z=2-invariante, es decir,

��(u) = ��(�u) 8u 2 N �
0;f \ E

�
0;f :
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Demostración: Es inmediato comprobar que �� es Z=2-invariante. Supongamos que
un ! u en N �

0;f \ E
�
0;f : Sean "n; " 2 (0; �); yn; y 2 M� tales que, cambiando signo a un

y u si es necesario, se cumple que

kun �W"n;ynk = m��n
W2��

ku�Wk ; ku�W";yk = m��n
W2��

ku�Wk :

Entonces ��(un) = �yn y �
�(u) = �y: ComoM� es compacto, tomando una subsucesión

podemos suponer que yn ! y0 y que "n ! "0 2 [0; �]: Si "0 = 0 entonces hun;W"n;yni ! 0
y, en consecuencia, para n su�cientemente grande,

N

2
��(0; f) > kun �W"n;ynk

2 = kunk2 + kW"n;ynk
2 � 2 hun;W"n;yni � N��(0; f)

Por tanto "0 6= 0: Entonces W"n;yn ! W"0;y0 y tomando límites cuando n!1 en

kun �W";yk � kun �W"n;ynk � ku�W"n;ynk � ku� unk ;

obtenemos
ku�W";yk � ku�W"0;y0k :

En consecuencia,

ku�W";yk = ku�W"0;y0k = m��n
W2�0

ku�Wk :

Por tanto, " = "0; �y = �y0 y

��(u) = �y0 = l��m
n!1

�yn = l��m
n!1

��(un);

es decir, �� es continua.

Supongamos ahora que � es el núcleo de un epimor�smo continuo � : G ! Z=2:
Escojamos g� 2 ��1(�1): Si u 2 N �

0;f entonces u cambia de signo y u
�(x) = �u+(g�1� x):

Por tanto, ku+k2 = ku�k2 y ju+j2
�

f;2� = ju�j
2�

f;2�. En consecuencia,

u 2 N �
0;f =) u� 2 N �

0;f y E0;f (u) = 2E0;f (u
�): (4.21)

Observemos primero que se cumple lo siguiente.

Lema 4.16 E0;f no alcanza su ín�mo en N �
0;f y, en consecuencia,

�� (0; f) := ��nf
N �
0;f

E0;f =

 
m��n
x2


#�x

f(x)
N�2
2

!
2

N
S

N
2 = 2��(0; f):
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Demostración: Supongamos, por contradicción que existe u 2 N �
0;f tal queE0;f (u) =

�� (0; f): Entonces u+ 2 N �
0;f y, como

�� (0; f) �
 
m��n
x2


#�x

f(x)
N�2
2

!
2

N
S

N
2 ;

se tiene que

��(0; f) � E0;f (u
+) =

1

2
�� (0; f) �

 
m��n
x2


#�x

f(x)
N�2
2

!
1

N
S

N
2 = ��(0; f):

Es decir, u+ es un mínimo de E0;f en N �
0;f ; lo cual contradice a la condición (ne). Así

pues, E0;f no alcanza su ín�mo en N �
0;f : El Corolario 3.6 implica entonces que

�� (0; f) =

 
m��n
x2


#�x

f(x)
N�2
2

!
2

N
S

N
2 ;

como a�rma el enunciado.

La propiedad (4.21) implica, en particular, que

u� 2 N �
0;f \ E

�
0;f 8u 2 N �

0;f \ E
2�
0;f :

Dado que u+ � �W";y

 = �u+ � g�1� + �W";y � g�1�
 = u� + �W";g�y

 ;
se tiene queu+ � �W";y

 = m��n
W2�0

u+ �W
() u� + �W";g�y

 = m��n
W2�0

u� �W
 : (4.22)

En particular,
��(u+) = �y () ��(u�) = �(g�y): (4.23)

Lema 4.17 Para toda u 2 N �
0;f \ E

2�
0;f se cumple que �

�(u+) 6= ��(u�):

Demostración: Sea y 2M� tal que �
�(u+) = �y y sea � = �1 tal queu+ � �W";y

 = m��n
W2�0

u+ �W
 :
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Si ��(u+) = ��(u�); las propiedades (4.22) y (4.23) implican queu� + �W";y

 = m��n
W2�0

u� �W
 :

De la Proposición 4.8 se sigue que

kuk =
u+ � �W";y + u� + �W";y


� m��n

W2�0

u+ �W
+ m��n

W2�0

u� �W


< 2

r
1

2
N��(0; f):

En consecuencia, el Lema 4.16 garantiza que

E0;f (u) =
1

N
kuk2 < 2��(0; f) = �� (0; f):

Esto no es posible, ya que u 2 N �
0;f :

Denotemos por
B�(M)

� := fz 2 B�(M) : Gz = �zg

Proposición 4.18 La función

�� : N �
0;f \ E

2�
0;f ! (B�(M)rB�(M)

� ) =�; �� (u) := ��(u+);

está bien de�nida, es continua, y es Z=2-equivariante para la acción de�nida en (2.19 ),
es decir,

�� (�u) = �(g�y)() �� (u) = �y:

Demostración: Si u 2 N �
0;f \ E

2�
0;f y �

� (u) = �y 2 B�(M)
�=� entonces ��(u+) =

�y = �(g�y) = ��(u�); contradiciendo al Lema 4.17. En consecuencia, �� (u) 62 B�(M)�=�:
La continuidad se sigue del Lema 4.15 y la equivariancia de (4.23), ya que

�� (�u) = ��((�u)+) = ��(�u�) = ��(u�):

Esto concluye la demostración.
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4.4. Multiplicidad de soluciones �-invariantes

Consideremos el problema

(}�a;f )

8<: ��u+ a(x)u = f(x) juj2
��2 u en 


u = 0 sobre @

u(x) = u(x) 8x 2 
;  2 �

donde � es un subgrupo cerrado de O(N); 
 � RN es un abierto suave acotado y
�-invariante, N � 4, 2� := 2N

N�2 es el exponente crítico de Sobolev y a; f : R
N ! R son

funciones continuas �-invariantes.
Consideremos el conjunto

M :=

(
y 2 
 : #�y

f(y)
N�2
2

= m��n
x2


#�x

f(x)
N�2
2

)
:

Supondremos en toda esta sección que a; f satisfacen las siguientes condiciones:

(a1) m��n


a > ��1 donde �1 es el primer valor propio de �� en H1

0 (
)

(a2) a(x) < 0 para toda x en M:

(f1) f(x) > 0 para toda x en 
:

(f2) f es localmente plana en M , es decir, que existen r > 0, � > N y A > 0 tales que

jf(x)� f(y)j � A jx� yj� si y 2M y jx� yj < r:

Supondremos además que

(ne) E0;f no alcanza su ín�mo en N �
0;f :

Queremos obtener resultados de multiplicidad de soluciones para este problema. Los
siguientes resultados incluyen parte de las a�rmaciones de los Teoremas 1.14 y 1.16.

4.4.1. Multiplicidad de soluciones �-invariantes

Denotemos por

`�f :=

 
m��n
x2


#�x

f(x)
N�2
2

!
1

N
S

N
2

y, para � > 0; denotemos por

M�
� := fy 2M : dist(y; @
) � �g; B�(M) := fz 2 RN : dist(z;M) � �g:
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Teorema 4.19 Sea N � 4: Supongamos que se cumplen (a1); (a2); (f1); (f2) y (ne).
Dadas �; �0 > 0 existe a0 2 (��1; 0) tal que, si m��n
 a � a0; entonces el problema (}�a;f )
tiene al menos

catB�(M)=�(M
�
� =�)

pares �u de soluciones que satisfacen

`�f � �0 � Ea;f (u) < m��n
�
`�f ; 2�

�(a; f)
	
:

Demostración: De la Proposición 4.5 y el Corolario 3.4 se sigue que Ea;f jN�
a;f
:

N �
a;f ! R satisface la condición de Palais-Smale (PS)c para toda c < `�f : Del Teorema

4.4 se sigue que Ea;f jN�
a;f
tiene al menos

Z=2-cat(N �
a;f \ E�a;f )

pares �u de puntos críticos con Ea;f (u) � �; para toda � < `�f : Queremos estimar esta
categoría.
Sin perder generalidad podemos suponer que � 2 (0; �0): Escojemos � > `�f = ��(0; f)
como en la Proposición 4.8 y consideramos la función bariórbita

�� : N �
0;f \ E

�
0;f ! B�(M)=�

de la De�nición 4.14. Esta es continua y Z=2-invariante (Proposición 4.15). Sin perder
generalidad podemos suponer que �0 < `�f : Sea a0 2 (��1; 0) tal que�

�1
�1 + a0

�N
2

= m��n
�
2; �=`�f ; `

�
f=(`

�
f � �0)

	
:

Si m��n
 a � a0; se sigue del Lema 2.8 que, para cada � < `�f ;

E0;f (�0;f (u)) �
�

�1
�1 + a0

�N
2

Ea;f (u) <

�
�1

�1 + a0

�N
2

`�f � � 8u 2 N �
a;f \ E�a;f ;

donde �0;f : H1
0 (
)

� r f0g ! N �
0;f denota a la proyección radial. En consecuencia, la

función
�� � �0;f : N �

a;f \ E�a;f ! B�(M)=�

está bien de�nida, es continua y Z=2-invariante.
Fijemos 0 < s < � tal que m�axBs(M) a < 0 y " 2 (0; "s); donde "s es como en la
Proposición 2.14. Dicha proposición garantiza la existencia de una � := �" tal que

Ea;f (�a;f (w
�
";y)) � � < `�f 8y 2M�

s :
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La función
��� :M

�
� =�! N �

a;f \ E�a;f ; ��� (�y) = �a;f (w
�
";y);

está bien de�nida y es continua. De la De�nición 4.14 de la función bariórbita se sigue
inmediatamente que

�� � �0;f � ��� (�y) = �y 8y 2M�
� :

El Lema 4.3 garantiza entonces que

Z=2-cat(N �
a;f \ E�a;f ) � catB�(M)=�(M

�
� =�):

Puesto que ��(0; f) = `�f ; del Corolario 2.9 y la de�nición de a0 se sigue que

� < `�f �
�

�1
�1 + a0

�N
2

��(a; f) � 2��(a; f):

Por tanto, Ea;f jN�
a;f
tiene al menos

catB�(M)=�(M
�
� =�)

pares �u de puntos críticos con Ea;f (u) < m��nf`�f ; 2��(a; f)g: El Corolario 2.9 implica
además que

`�f � �0 �
�
�1 + a0
�1

�N
2

`�f � ��(a; f) � Ea;f (u):

Esto concluye la demostración.

4.4.2. Multiplicidad de soluciones �-equivariantes

Denotemos por
B�(M)

� := fz 2 B�(M) : Gz = �zg:

Teorema 4.20 Sea N � 4: Supongamos que se cumplen (a1); (a2); (f1); (f2) y (ne).
Supongamos además que existen un subgrupo cerrado G de O(N) y un epimor�smo
continuo � : G! Z=2 tales que 
; a y f son G-invariantes y ker � = �. Dadas �; �0 > 0
existe a0 2 (��1; 0) tal que, si m��n
 a � a0; entonces el problema (}�a;f ) tiene al menos

Z=2-cat(B�(M)rB�(M)� )=�(M
�
�;�=�) = cat(B�(M)rB�(M)� )=G(M

�
�;�=G)

pares �u de soluciones � -equivariantes que satisfacen

2`�f � �0 � Ea;f (u) < m��n
�
2`�f ; 2�

� (a; f)
	
:
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Demostración: De la Proposición 4.5 y el Corolario 3.6 se sigue que Ea;f jN �
a;f
:

N �
a;f ! R satisface la condición de Palais-Smale (PS)c para toda c < 2`�f : Del Teorema

4.4 se sigue que Ea;f jN �
a;f
tiene al menos

Z=2-cat(N �
a;f \ E�a;f )

pares �u de puntos críticos tales que Ea;f (u) � � para toda � < 2`�f : Queremos estimar
esta categoría.
Sin perder generalidad podemos suponer que � 2 (0; �0): Escojemos � > `�f = ��(0; f) =
1
2
�� (0; f) como en la Proposición 4.8. Consideremos la función bariórbita

�� : N �
0;f \ E

2�
0;f ! (B�(M)rB�(M)

� )=�

de la Proposición 4.18. Esta es continua y Z=2-invariante. Sin perder generalidad
podemos suponer que �0 < `�f : Sea a0 2 (��1; 0) tal que�

�1
�1 + a0

�N
2

= m��n
�
2; �=`�f ; `

�
f=(`

�
f � �0)

	
:

Si m��n
 a � a0; se sigue del Lema 2.8 que, para cada � < 2`�f ;

E0;f (�0;f (u)) �
�

�1
�1 + a0

�N
2

Ea;f (u) <

�
�1

�1 + a0

�N
2

2`�f � 2� 8u 2 N �
a;f \ E�a;f ;

donde �0;f : H1
0 (
)

� r f0g ! N �
0;f denota a la proyección radial. En consecuencia, la

función
�� � �0;f : N �

a;f \ E�a;f ! (B�(M)rB�(M)
� )=�

está bien de�nida, es continua y Z=2-equivariante.
Fijemos 0 < s < � tal que m�axBs(M) a < 0 y " 2 (0; "s); donde "s es como en el
Corolario 2.16. Dicho corolario asegura entonces la existencia de una � := �" tal que

Ea;f (�a;f (w
�
";y)) � � < 2`�f 8y 2M�

�;s:

La función
��� :M

�
�;�=�! N �

a;f ; ��� (�y) = �a;f (w
�
";y);

de�nida en (2.18) es continua y Z=2-equivariante (2.20). Se tiene además que

�� � �0;f � ��� (�y) = �y 8y 2M�
�;�:

El Lema 4.2 garantiza entonces que

Z=2-cat(N �
a;f \ E�a;f ) � Z=2-cat(B�(M)rB�(M)� )=�(M

�
� =�)



78 4. MULTIPLICIDAD DE SOLUCIONES �-INVARIANTES

y, como la acción de Z=2 en (B�(M)rB�(M)
� )=� es libre, el Lema 4.3 asegura que

Z=2-cat(B�(M)rB�(M)� )=�(M
�
� =�) = cat(B�(M)rB�(M)� )=G(M

�
� =G):

Puesto que �� (0; f) = 2`�f ; del Corolario 2.9 y la de�nición de a0 se sigue que

� < 2`�f �
�

�1
�1 + a0

�N
2

�� (a; f) � 2�� (a; f):

Por tanto, Ea;f jN�
a;f
tiene al menos

cat(B�(M)rB�(M)� )=G(M
�
� =G)

pares �u de puntos críticos con Ea;f (u) < m��nf2`�f ; 2�� (a; f)g: El Corolario 2.9 implica
además que

2`�f � �0 �
�
�1 + a0
�1

�N
2

2`�f � �� (a; f) � Ea;f (u):

Esto concluye la demostración.

Para concluir las demostraciones de los Teoremas 1.14 y 1.16 necesitamos compro-
bar que las soluciones obtenidas en los dos teoremas anteriores tienen las propiedades
nodales requeridas. Este es el objetivo de la siguiente sección.

4.5. Propiedades nodales de las soluciones

La siguiente proposición es una versión simétrica de un resultado de Benci y Cerami
[?]. Nos da una condición su�ciente para que un punto crítico de Ea;f jN�

a;f
: N �

a;f ! R
no cambie de signo.

Proposición 4.21 Si u 2 N �
a;f es un punto crítico de Ea;f tal que Ea;f (u) < 2�

�(a; f)
entonces, o bien u � 0; o bien u � 0:

Demostración: Si u 2 N �
a;f es un punto crítico de Ea;f entonces

0 = E 0a;f (u)u
� =

Z



�
ruru� + a(x)uu� � juj2

��2 uu�
�
=
u�2

a
�
��u���2�

f;2�
;

donde u+ = m�axfu; 0g y u� = m��nfu; 0g: Así pues, si u+ 6= 0 y u� 6= 0; entonces
u� 2 N �

a;f y, en consecuencia,

Ea;f (u) = Ea;f (u
+) + Ea;f (u

�) � 2��(a; f)
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contradiciendo nuestra hipótesis. Por tanto, o bien u+ = 0; o bien u� = 0:

Supongamos ahora que existen un subgrupo cerrado G de O(N) y un epimor�smo
continuo � : G ! Z=2 tales que 
; a y f son G-invariantes y ker � = �. Queremos
estudiar las propiedades nodales de las soluciones de energía pequeña del problema
(}�a;f ): Para ello introducimos las siguientes nociones.
Sea � un subgrupo cerrado de O(N) y sea A un subconjunto �-invariante de RN :

De�nición 4.22 Decimos que A es �-conexo si no se puede expresar como la unión
de dos subconjuntos ajenos �-invariantes abiertos en A.

Notemos que un subconjunto �-conexo no es necesariamente conexo. Por ejemplo,
si � = f1;�1g actúa por multiplicación en R2; entonces A = f(x; y) 2 R2 : y2 � x2�1g
es �-conexo, pero no es conexo.

x

y

De�nición 4.23 Una función continua �-invariante u : A �! R es (�; 2)-nodal si los
conjuntos

fx 2 A : u(x) > 0g y fx 2 A : u(x) < 0g

son no vacíos y �-conexos.

Observemos que una función (�; 2)-nodal puede cambiar de signo más de una vez.
Por ejemplo, si � = f1;�1g actúa por multiplicación en (�3�

2
; 3�
2
); la función u(x) =
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cosx es (�; 2)-nodal pero cambia de signo dos veces:

x

y

Proposición 4.24 Sean G un subgrupo cerrado de O(N), � : G! Z=2 un epimor�smo
continuo y � = ker � . Supongamos que 
; a y f son G-invariantes. Si u 2 N �

a;f es un
punto crítico de Ea;f tal que Ea;f (u) < 2�� (a; f) entonces u es (�; 2)-nodal.

Demostración: Como u es una solución del problema (}�a;f ); se tiene que u es
continua en 
: Supongamos que existen dos abiertos ajenos �-invariantes U1 y U2 tales
que

fx 2 
 : u(x) > 0g = U1 [ U2:
Sea g� 2 G tal que �(g� ) = �1: Notemos que

g� : fx 2 
 : u(x) > 0g �= fx 2 
 : u(x) < 0g

es un homeomor�smo. De�nimos

ui(x) :=

�
u(x) si x 2 Ui [ g� (Ui)
0 en caso contrario.

Entonces ui 2 H1
0 (
)

� para i = 1; 2: Como u es punto crítico de Ea;f se tiene que

0 = E 0a;f (u)ui =

Z



�
rurui + a(x)uui � juj2

��2 uui

�
= kuik2a � juij

2�

f;2� :

En consecuencia, si U1 6= ; y U2 6= ;; entonces u1; u2 2 N �
a;f y

Ea;f (u) = Ea;f (u1) + Ea;f (u2) � 2�� (a; f);

contradiciendo nuestra hipótesis. Por tanto, fx 2 
 : u(x) > 0g y fx 2 
 : u(x) < 0g
son �-conexos.

El Teorema 1.14 es consecuencia inmediata del Teorema 4.19 y la Proposición 4.21,
y el Teorema 1.16 es consecuencia inmediata del Teorema 4.20 y la Proposición 4.24.
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4.6. Propiedades simétricas de las soluciones

Podría ocurrir que las soluciones �-invariantes proporcionadas por los resultados
anteriores tuvieran de hecho muchas más simetrías. Los resultados que daremos a con-
tinuación (Teoremas 1.17 y 1.18 de la Introducción) restringen las simetrías de las
soluciones. Usaremos la notación y las hipótesis introducidas al principio de la Sección
4.4.

Teorema 4.25 Sea N � 4: Supongamos que se cumplen (a1); (a2); (f1); (f2) y (ne).
Sea e� un subgrupo cerrado de O(N) tal que � � e� y 
; a y f son e�-invariantes y se
cumple

m��n
x2


#�x

f(x)
N�2
2

< m��n
x2


#e�x
f(x)

N�2
2

: (4.24)

Entonces, dada � > 0 existe a0 2 (��1; 0) tal que, si m��n
 a � a0; entonces el problema
(}�a;f ) tiene al menos

catB�(M)=�(M
�
� =�)

soluciones positivas que no son e�-invariantes.
Demostración: Sea � > 0: El Teorema 1.14 asegura que existe a1 2 (��1; 0) tal

que, si m��n
 a � a1; entonces el problema (}�a;f ) tiene al menos

catB�(M)=�(M
�
� =�)

soluciones positivas que satisfacen

Ea;f (u) < `�f :

Dado que �e�(a; f) es la mínima energía posible de una solución e�-invariante, bastará
probar que existe a0 2 (a1; 0) tal que

`�f � �
e�(a; f) si m��n



a � a0: (4.25)

Ahora bien, el Corolario 2.9 a�rma que, para toda ��1 < a2 � m��nf0; a(x) : x 2 
g;
se cumple �

�1 + a2
�1

�N
2

�
e�(0; f) � �

e�(a; f):
Así pues, para obtener (4.25) bastará probar que

`�f < �
e�(0; f): (4.26)
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Consideraremos dos casos: Supongamos primero que �e�(0; f) no se alcanza. Entonces
�
e�(0; f) = `

e�
f y la condición (4.24) garantiza que `

�
f < `

e�
f = �

e�(0; f): Supongamos
ahora que existe u 2 N e�

0;f tal que E0;f (u) = �
e�(0; f): Observemos que N e�

0;f � N �
0;f : La

condición (ne) asegura que E0;f no alcanza su ín�mo en N �
0;f ; en consecuencia,

�
e�(0; f) = E0;f (u) > ��(0; f) = `�f :

Esto prueba la a�rmación (4.26) y concluye la demostración del teorema.

Teorema 4.26 Sea N � 4, sean G � eG subgrupos cerrados de O(N) y sea � : eG! Z=2
un epimor�smo con kernel e� := ker � ; tal que � jG : G! Z=2 también es un epimor�smo
y su kernel es � = ker � jG. Supongamos que 
; a y f son eG-invariantes y que se cumplen
(a1); (a2); (f1); (f2) y (ne): Supongamos además que

m��n
x2


#�x

f(x)
N�2
2

< m��n
x2


#e�x
f(x)

N�2
2

:

Entonces, dada � > 0 existe a0 2 (��1; 0) tal que, si m��n
 a � a0; entonces el problema
(}�a;f ) tiene al menos

cat(B�(M)nB�(M)�=G(M
�
�;�=G)

pares de soluciones (�; 2)-nodales �u que son � jG-equivariantes pero no son � -equivariantes.

Demostración: La demostración es totalmente análoga a la anterior.

4.7. Un resultado de no-existencia

A �n de poder aplicar los resultados anteriores requerimos dar condiciones para que
se cumpla la condicion de no-existencia (ne). Veremos a continuación que esto ocurre
si el dominio 
 es su�cientemente delgado.
Sea ' : SN�1 ! [1; 2] una función de clase C1 en la esfera unitaria en RN ; sea

S' := f'(z)z : z 2 SN�1g y sea � > 0: Consideremos el conjunto

A';� := fz + tnz : z 2 S'; 0 < t < �g;

donde nz denota la normal unitaria exterior a S' en z: Diremos que 
 es ('; �)-delgado
si 
 � A';�:
Se tiene el siguiente resultado de no-existencia [2]:
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Teorema 4.27 (Ben Ayed, El Mehdi, Hammami, 2002) Sea N � 4: Dada C >
0 existe �0 > 0 tal que, para toda � 2 (0; �0), el problema

(}0 [A';�])

�
��u = juj2

��2 u en A';�
u = 0 sobre @A';�

no tiene ninguna solución positiva tal queZ
A';�

jruj2 � C:

Usaremos este resultado para probar el Teorema 1.19 de la introducción.

Teorema 4.28 Sea ' : SN�1 ! [1; 2] una función �-invariante de clase C1, N � 4:
Entonces existe �0 > 0 tal que para todo dominio �-invariante ('; �0)-delgado 
 que
satisface

m��n
x2


#�x = m��n
z2SN�1

#�z; (4.27)

el problema

(}�0 [
])

8<: ��u = juj2
��2 u en 


u = 0 sobre @

u(x) = u(x) 8x 2 
;  2 �

no tiene ninguna solución tal queZ



jruj2 �
�
m��n
x2


#�x

�
S

N
2 : (4.28)

Demostración: Para C := (m��nx2
#�x)S
N
2 tomemos �0 > 0 como en el Teorema

4.27. Sea 
 � A';� con � 2 (0; �0) un dominio �-invariante que satisface (4.27). De-
notemos por ��(0; 1;
) y por ��(0; 1; A';�) a la mínima energía posible de una solución
�-invariante no trivial de los problemas (}�0 [
]) y (}

�
0 [A';�]) respectivamente. Supong-

amos, por contradicción, que existe una solución u de (}�0 [
]) que satisface (4.28):
Entonces, usando la Proposición 2.7 y la propiedad (4.27) obtenemos�

m��n
x2A';�

#�x

�
1

N
S

N
2 =

�
m��n
x2


#�x

�
1

N
S

N
2 � E0;1(u) � ��(0; 1;
) � ��(0; 1; A';�):

La Proposición 4.21 y el Teorema 4.27 aseguran que E0;1(u) 6= ��(0; 1; A';�): En conse-
cuencia, �

m��n
x2A';�

#�x

�
1

N
S

N
2 > ��(0; 1; A';�):

Del Corolario 3.4 (a) se sigue entonces que el mínimo ��(0; 1; A';�) se alcanza y la
Proposición 4.21 asegura que tal mínimo no cambia de signo. Esto contradice al Teorema
4.27.
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4.8. El problema de Brezis-Nirenberg

Aplicaremos los resultados anteriores al problema de Brezis-Nirenberg

(}�)

�
��u+ �u = juj2

��2 u en 

u = 0 sobre @


donde 
 es un abierto acotado suave de RN , N � 4 y � 2 (��1; 0):
Observemos que las funciones a � � 2 (��1; 0) y f � 1 cumplen (a1); (a2); (f1); (f2):
Diremos que 
 es simétrico respecto al origen si �x 2 
 para toda x 2 
: Diremos

que una solución de (}�) es 2-nodal si los conjuntos

fx 2 
 : u(x) > 0g y fx 2 
 : u(x) < 0g

son conexos y no vacíos.
Los Teoremas 1.20, 1.21 y 1.22 enunciados en la Introducción se obtienen a partir de

los teoremas generales que probamos anteriormente. Para su demostración requerimos
además los siguientes resultados topológicos.

Proposición 4.29 Si 
 � RN es simétrico respecto al origen, 0 62 
 y existe una
función impar y continua Sk�1 ! 
; entonces Z=2-cat(
) � k:

Demostración: Sea m = Z=2-cat(
) y sean U1; :::; Um abiertos simétricos tales que

 = U1 [ � � � [ Um y tales que existen y1; :::; ym 2 
 y funciones continuas impares
�i : Ui ! fyi;�yig como en la De�nición 4.1. Como 0 62 
; se tiene que yi 6= �yi; por
tanto fyi;�yig �= f1;�1g: Denotemos por  i : Ui ! f1;�1g a la composición de �i
con ese homeomor�smo y tomemos una partición de la unidad par f%i : 
! [0; 1] : i =
1; :::;mg subordinada a la cubierta fU1; :::; Umg. La función

f : 
! Rm r f0g; f(x) = ( 1(x)%1(x); :::;  m(x)%m(x))

está bien de�nida y es impar y continua. Como, por hipótesis, existe una función impar
y continua Sk�1 ! 
; el teorema de Borsuk-Ulam implica que m � k:

Proposición 4.30 Si 
 � RN es simétrico respecto al origen y 0 62 
; entonces
cat(
) � 2:

Demostración: Supongamos, por el contrario, que 
 es contraíble. Probaremos
entonces, por inducción que existe una función continua e impar Sm ! 
 para toda
m � 0: Esto es obviamente cierto si m = 0: Supongamos que existe una tal función
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Sm�1 ! 
: Como 
 es contraíble, dicha función tiene una extensión continua f : Sm+ !

 al hemisferio Sm+ = f(x1; :::; xm) 2 Sm : xm � 0g. La función f : Sm ! 
 dada por

f(x) =

�
f(x) si xm � 0

�f(�x) si xm � 0

es impar y continua.
Por otra parte, como 
 � RN r f0g; existe una función impar y continua 
 ! SN�1:
Esto contradice al teorema de Borsuk-Ulam.

Teorema 4.31 Si 
 es simétrico respecto al origen y admite una función impar y
continua Sk�1 ! 
r f0g; entonces existe �� 2 (��1; 0) tal que, para toda � 2 (��; 0);
el problema (}�) tiene al menos k+1 parejas de soluciones �u; más precisamente, (}�)
posee al menos
I cat(
) soluciones positivas, y
I Z=2-cat(
r f0g) � k parejas de soluciones impares 2-nodales.

Demostración: Sea G = fId;�Idg = Z=2 y sea � la identidad. Entonces � =
ker � = fIdg es el grupo trivial. El Teorema 1.5 garantiza que se cumple (ne): El
resultado de Rey y Lazzo (Teorema 1.7) asegura que, para � su�cientemente cercana
a 0; el problema (}�) tiene al menos cat(
) soluciones positivas. Aplicaremos ahora el
Teorema 1.16 para obtener soluciones impares 2-nodales. Como � = fIdg y f � 1 se
tiene que M = 
, y 
� = fx 2 
 : �x = xg � f0g: Escojamos � > 0 su�cientemente
pequeña tal que

M�
�;� = fx 2 
 : dist(x; @
 [ f0g) � �g

sea equivariantemente homotópicamente equivalente a 
rf0g: El Teorema 1.16 garan-
tiza que, para � su�cientemente cercana a 0; el problema (}�) tiene al menos Z=2-
cat(
 r f0g) parejas de soluciones impares 2-nodales y, dado que existe una función
impar y continua Sk�1 ! 
rf0g; la Proposición 4.29 asegura que Z=2-cat(
rf0g) � k:

Teorema 4.32 Si 
 es simétrico respecto al origen, 0 62 
 y admite una función impar
y continua Sk�1 ! 
; entonces existe �� 2 (��1; 0) tal que, para toda � 2 (��; 0); el
problema (}�) tiene al menos k + 3 parejas de soluciones �u; más precisamente, (}�)
posee al menos
I cat(
) � 2 soluciones positivas que no son pares,
I una solución positiva par, y
I Z=2-cat(
) � k parejas de soluciones impares 2-nodales.
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Demostración: Aplicaremos el Teorema 1.17 a los grupos � = fIdg y e� = fId;�Idg =
Z=2: Como 0 62 
 se cumple la desigualdad

m��n
x2


#�x = 1 < 2 = m��n
x2


#e�x:
El Teorema 1.5 garantiza que se cumple (ne): Se tiene que M = 
. Escojamos � > 0
su�cientemente pequeña tal que los conjuntos

M�
� := fx 2 
 : dist(x; @
) � �g y B�(M) := fx 2 RN : dist(x;
) � �g

sean homotópicamente equivalentes a 
: El Teorema 1.17 garantiza que, para � su�cien-
temente cercana a 0; el problema (}�) tiene al menos catB�(M)(M

�
� ) = cat(
) soluciones

positivas que no son pares, y la Proposición 4.30 asegura que cat(
) � 2: Del Teorema
1.13 se sigue que (}�) tiene al menos una solución positiva par, y del teorema anteri-
or se sigue que tiene Z=2-cat(
) � k parejas de soluciones impares 2-nodales, para �
su�cientemente cercana a 0.

Teorema 4.33 Sea ' : SN�1 ! [1; 2] una función par de clase C1, N � 4: Entonces
existe �0 > 0 con la siguiente propiedad: Para todo dominio ('; �0)-delgado 
, simétrico
respecto al origen que admite una función impar y continua Sk�1 ! 
; existe �� 2
(��1; 0) tal que, para toda � 2 (��; 0); el problema (}�) tiene al menos 2k + 2 parejas
de soluciones �u; más precisamente, (}�) posee al menos
I cat(
) � 2 soluciones positivas que no son pares,
I Z=2-cat(
) � k soluciones positivas pares, y
I Z=2-cat(
) � k parejas de soluciones impares 2-nodales.

Demostración: El teorema anterior garantiza que, para � su�cientemente cercana
a 0; el problema (}�) tiene al menos cat(
) � 2 soluciones positivas que no son pares y
Z=2-cat(
) � k parejas de soluciones impares 2-nodales. Aplicaremos el Teorema 1.14
para obtener las restantes. Sea � = fId;�Idg = Z=2: Puesto que

m��n
x2


#�x = m��n
z2SN�1

#�z = 2;

el Teorema 4.27 garantiza que existe �0 > 0 tal que, si 
 es ('; �0)-delgado 
 y simétrico
respecto al origen el problema

(}0)

�
��u = juj2

��2 u en 

u = 0 sobre @
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no tiene ninguna solución par tal queZ



jruj2 � 2S N
2 :

Es decir, la a�rmación (i) del Teorema 1.14 no se cumple. Como 0 62 
; se tiene que
M = 
: Escojamos � > 0 su�cientemente pequeña tal que los conjuntos

M�
� := fx 2 
 : dist(x; @
) � �g y B�(M) := fx 2 RN : dist(x;
) � �g

sean equivariantemente homotópicamente equivalentes a 
: El Teorema 1.14 asegura
que, para � su�cientemente pequeña, el problema (}�) tiene al menos

catB�(M)=�(M
�
� =�) = cat(
=�)

soluciones positivas pares. El Lema 4.3 y la Proposición 4.29 aseguran que cat(
=�) =
Z=2-cat(
) � k: Esto concluye la demostración.
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