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Capitulo

El problema variacional

2.1. Formulacion variacional del problema

Consideremos el problema

—Au+a(z)u= f(z)|u* *u enQ (2.1)
u=0 sobre 0f2 '
donde © C RY es un abierto suave y acotado, N > 3, 2* := ]\2]—% es el exponente

critico de Sobolev y a, f : RV — R son funciones continuas que satisfacen las siguientes
condiciones:

(ay) m%l a(z) > —\;, donde \; es el primer valor propio de —A en H}(Q).
xre

(f1) f(z) > 0 para toda x en €.

Consideremos el funcional E, ; : H}(Q) — R dado por

Bust) = 5 [ (90 +aton?) - 5 [ fa)

El teorema de encaje de Sobolev [4,15] garantiza que esta funcién estd bien definida
y es continua en Hj(Q2). Més atin, F, ; es de clase C* y su derivada en cada punto
u € H}(Q) estd dada por

E, (u v—/Vu Vv—l—/ uv—/f Yul* Puv Yo e HY(Q) (2.2)
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Una solucién débil de (2.1) es, por definicién, un punto critico de E, ¢, es decir, una
funcién u € Hg(Q2) tal que E ((u) = 0. Usaremos la siguiente notacion:

(u,0), :/QVU-VU—I—/Qa(x)uv, lull, = (/Q (|Vu|2+a(x)u2))1/2,

i = ([r@mt) = ([)

Si a = 0 entonces
Nullg = llull, — (u,v)y = (u,v),

son la norma y el producto escalar usuales de H}(f2), y si f = 1 entonces |u o €sla
norma usual de L?" (). Recordemos que el primer valor propio de —A en H}(f2) estd
dado como sigue:

[l
)\1 = inf 9 -
weHS ({0} |ul;

Proposicién 2.1 Sia satisface (a1) entonces ||||, es una norma en H} () equivalente

a la norma usual. Si f satisface (f1) entonces |-|f2* es una norma equivalente a la
norma usual de L* ().

Demostracion: Si f satisface (f1) entonces, como € es acotado, cumple que ming f >
0. Dado que

min f / " de < / F(@) [uf? de < méx / ol de,
Q Q
Q 0 Q

se tiene que || ,. es equivalente a la norma usual en L¥ (Q). Si a satisface (a;) entonces,
para todo —A; < ag < min{0,a(x) : x € Q}, se cumple que

2 = [Vl + a)i)s

> /(|Vu|2 + agu?)

2 Qo 2
> lull +A—1HUH

= (M) e, (23)

A1
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Por tanto, ||u||, es una norma bien definida en H}(Q) y ademas que |[u]|> > ¢; |Ju/|* con
c1 > 0. Por otra parte

allull = ca [(VuP 4 0) = [(Val* + (mixane) = [Tl + ale)ud) = ful?.

donde ¢; = méx{1,a(z) : * € Q}. Dado que 2 es acotado, de la desigualdad de Poincaré
se sigue que ||ull? < cz]jul|*. En consecuencia, |u||, es una norma equivalente a ||u]| .
|

Rescribimos el funcional E, ¢ como

1 o
o |u f2x

Nos interesa demostrar la existencia de puntos criticos de £, . Empecemos analizando
su grafica. Para ello fijemos una direccién 0 # u € HJ () y veamos c6mo es la grafica
de E, ¢ sobre la recta generada por u. Es decir, consideremos la funcién £, ¢, : R — R

dada por
1 1 .
Bugalt) = Bugltn) = (3 102 = (5 bl ) 1

Notemos que los coeficientes de t? y de |t|2* son positivos, de modo que, como 2* > 2,
la gréfica de esta funcién tendra la siguiente forma:

1
Fu () = 5 ull2 -

(2.4)

2%

y

En particular, F, ¢, no estd acotada inferiormente y tiene un minimo local en 0, que
es obviamente solucién de (2.1). Los tnicos puntos criticos no triviales de £, s, son
justamente los dos mdximos. El conjunto de mdximos de E,, y,, para todas las direcciones
u # 0 es el conjunto

Nay o ={ueHy(Q):u#0, E, (u)u =0}
= {u€ Hy(Q):u#0, [lull; = [ul7,.}. (2.5)
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Claramente los puntos criticos no triviales de F, ; estdn contenidos en este conjunto.

Proposicion 2.2 (a) u € N, ¢ si y solo si méxi>o E, ¢ (tu) = E, 5(u).
(b) Nau.s es una variedad de clase C*. Se le llama la variedad de Nehari de E, ;.
(¢) El espacio tangente a Ny 5 en u es

T2},

TuNa = {ve Hy(Q): Q/Q(Vu -V +a(x)uw) = 2*/f(x)]u

d) El campo vectorial radial u — u en HE(Q) es transversal a N, ¢, es decir, u ¢ T N,
0 f f
para toda u € N ;.

Demostracion: Como en cada direccién radial u € Hg(Q)\{0} el funcional FE, ;,, :
(0,00) — R sélo tiene un maximo como punto critico, se tiene que, para t > 0,

o fu(t) = E, s(tu)u =0 & E; ¢(tu)tu =0,

esto ultimo implica que tu € N, s ya que tu # 0, Esto demuestra (a). Para (b) consid-
eramos el siguiente funcional de clase C?:

oyt Hy(ON{O} — R, ¢, 5 (w) = [Jull2 — |ul,..

Como gzﬁg}c(O) = N, basta probar que 0 es un valor regular de ¢, ;. Supongamos que
ug # 0 en qﬁ;}(()) es un punto critico, entonces para todo v € H}(Q)

22 upv = 0. (2.6)

gbg,f(uo)v =2 /(VUOVU + a(x)upv) — 2* / f(z) |uo
En particular si tomamos v = uy,
B ¢ (uo)uo = 2||ug|2 — 2 Jug[7,. =0,

pero como g € Ny f, ¢y ;(tuo)uo = (2 — 2*) [uoll> = 0, lo cual es una contradiccion. Asf
pues ug € (b;}(()) es un valor regular y por lo tanto gb;}(O) = N, s es una variedad de
clase C*. Finalmente, como ker ¢, ;(u) = T, N, s para cadau € Ny, (c) es consecuencia
de (2.6) y u ¢ ker ¢, ((u) si u € Ny, es decir, se cumple (d). m

Decimos que un punto u € Ny es un punto critico de Eqy |n;, ;2 Noy — R si
;7 f(u)v = 0 para todo v € T,V r. Una consecuencia de la proposicién anterior es que
las soluciones no triviales de (2.1) son justamente los puntos criticos de Eqy |n;, ; -

Corolario 2.3 u € Hj(Q2) ~ {0} es un punto critico de E,; : Hy(Q) — R si y sdlo si
u € Nojy yu es un punto critico de Eqy |, ;: Noy — R.



2.2. FORMULACION VARIACIONAL DEL PROBLEMA SIMETRICO 19

Demostracion: Si u € Ny es punto critico de Eqf |u, , entonces Ej ((u)v = 0
Vo € T,N, ;. Ademds, por definicién de N, ¢, se cumple que B, ;(u)u = 0. De la
Proposicién 2.2 (d) se sigue que Hj(Q) = T, N, @ lin(u) y, en consecuencia, que
E;, ;(u)w = 0 para todo w € Hg(Q2). m

2.2. Formulacion variacional del problema simétrico

Sea O(N) el grupo de todas las transformaciones ortogonales de RY y sea I' es un
subgrupo cerrado de O(N). Consideremos el problema

—Au+a(z)u= f(z)|[u* *u enQ

(9n. ) u=0 sobre Of)
u(yx) = u(x) VeeQ, yel
planteado en la introduccién, donde 2 C RY es un abierto suave acotado y I-invariante,
N > 3, 2% .= ]3—N2 es el exponente critico de Sobolev y a, f : RY — R son funciones

continuas I'-invariantes.
Nos interesa encontrar soluciones positivas y soluciones que cambian de signo para
este problema.

Sea
7T:G—7Z/2

un homomorfismo continuo donde G es un subgrupo cerrado de O(N) y cuyo nicleo es
I', es decir,
' :=kerr.

Consideremos ahora el problema

—Au+a(z)u= f(z)|ul* u enQ
0 sobre 0f)

u(gz) = 7(g)u(x) VreQ ged

(@2,f)

donde, ademads de las condiciones anteriores, supondremos que €2 es G-invariante, y que
a, f : RV — R son funciones G-invariantes.
Diremos que u es T-equivariante si satisface

u(gr) = 1(g)u(x) VreQ,geq.

Notemos que, si u es T-equivariante, entonces u es I'-invariante, es decir, u(gx) = u(z)
para toda =z € €, g € I'. Ademds cumple que u(gr) = —u(x) para toda x € Q y
g € 771(—1). En consecuencia
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= Toda solucién de (] ;) es una solucién de (g, ), con I' = ker 7.

= Si7:G — Z/2 es un epimorfismo, entonces toda solucién no trivial de (p7 ;) es
una solucién de (gy ;) que cambia de signo.

A continuacién daremos una formulacién variacional para el problema (7 ;). Dada
una funcién u : 2 — R definimos

gu:Q—R, (gu)(z):=T(g9)u(g 'x). (2.7)

Proposicién 2.4 a) La funcion (g,u) — gu define una accion ortogonal en H}(Q) y
una accion isométrica en L* (Q) para los productos escalares y las normas definidas en
la seccion 2.1, es decir,

(gu,gv), = (u,v), Vu,v€ Hy(Q), g€ G,
]gu\?cQ = \u|?2 Yu e L¥(Q), g €G.

b) El funcional E,; : H}(2) — R es G-invariante, es decir, E, ;(gu) = E, ¢(u)
para toda v € Hy(2), g € G.

¢) La variedad de Nehari N, es G-invariante, es decir, gu € N, para toda
uweN,rygeQG.

d) La derivada de E,; satisface E, ((gu)(gv) = E'(u)v para toda u,v € Hy(Q),
g€ G.

Demostracion: a) Sea g € G C O(N) y u, v en H}(2). Entonces, por definicién de
gu (2.7) se tiene que V(gu)(z) = 7(9)Vu(g'z). Utilizando que G actia ortogonalmente
en RY y que a es G-invariante, y haciendo el cambio de variable y = g~'2 obtenemos

(gug), = [Vl V(g0) + ale)(gu)(g0)
[72(9)Vul(g'2)Vo(g ' z) + a(z)m*(g)ulg ' z)v(g x)]dx
[Vu(y)Vo(y) + algy)u(y)v(y)] |det(g)| dy

VuVov + a(y)uv|dy = (u,v),, (2.8)

I
D D O ®

y, €n consecuencia,
lgully = llull; ~ Vu,v € Hy(Q), g € G. (2.9)
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Ademis, como f también es G-invariante,

[ @l i = [ 1@t ) do
Q Q
— [ $w) 1l ay
Q
es decir,
=lulfy VueL¥(Q), g€G. (2.10)

b) es consecuencia inmediata de (2.9), (2.10) y la definicién (2.4). ¢) es consecuencia
inmediata de (2.9), (2.10) y la definicién (2.5). d) se sigue de la definicién (2.2) usando
(2.8) y la siguiente identidad:

/ £(@) lgul® ™ / F(@) |u(g™2) > 2 (g 2)o(g w)de

/ ) [uf” Puvdy,  Yuve I(Q), g€ G,
Q

Esto concluye la demostracién. m

Consideremos el subespacio de puntos fijos de H}(Q2) bajo la accién definida en
(2.7), es decir, el espacio

Hy(Q) : ={ueHyQ):gu=u Vg€ G}
{u e Hy(Q) : u(gr) = 1(g)u(xr) Vg€ G, z€Q}.

Si 7 = 1 entonces G = ' y H} ()" es el espacio de funciones I'-invariantes al que
denotaremos por

HY (' :={u e H}(Q) : u(gr) =u(z) YVgeT, zeQ}.

Nétese que, mientras que H} () es siempre un espacio de dimensién infinita, HZ ()"
puede ser, en ocasiones, trivial. Por ejemplo, si  es una bola o una esfera en RY y
7 :O(N) — Z/2 es la funcién que a cada matriz en O(N) le asocia su determinante,
entonces ker 7 = SO(N). En este caso, H(Q)%°®) es el espacio de funciones radiales,
mientras que Hj ()™ = {0}. En esta tesis nos interesa sobre todo el caso en el que G es
finito y 7 es un epimorfismo. En ese caso, tanto H¢ () como H{(£2)™ son de dimensién
infinita.
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En vista del Corolario 2.3, los puntos criticos de E, s : N, — R que estdn con-
tenidos en

N p o= Ny 0V HQ)

son soluciones no triviales del problema (g ;). Denotaremos por
T r
No =Ny N Hy ()

Como un caso particular del principio de criticalidad simétrica de Palais [22] obtenemos

Teorema 2.5 (principio de criticalidad simétrica) u € H}(22)"™\{0} es punto criti-
code E,s: Hy(Q)" — R si y solo siu es punto critico de Eoylng, N7 — R

Demostracidén: Por la Proposicién 2.3 sabemos que u € HE (2)\{0} es punto critico
de Euy: Hj(Q2) — R siy solo si u es punto critico de E,¢|x;, ; : Nay — R. Por otra
parte de la Proposicién 2.4 a) y d) se sigue que

(VEqf(gu),v), = E',f(QU)U

b (w)(g )
r(u),g ),
s(u

(w),v),

para toda u,v € Hj(£2). Si ademds suponemos que u € Hj ()™ entonces gVE, ;(u) =
VE,;(u), es decir VE, ; € H}(2)™. En consecuencia, V(Eaflnz ) (u) = VEqp(u). =

<VE a
(9VE,

Notemos que

1 .
Eqf(u) = HuH \uyfw Vu € Ny . (2.11)

En particular, F, ; estd acotada inferiormente en N, ;. Sean

Tr . T 1
w(a, f) = Al}}f E.r,  w(a, f) = bnff Euf.

Estudiaremos a continuacién las propiedades de estos infimos.

2.3. Propiedades de ;" (a, f)

Proposicién 2.6 p"(a, f) > pl(a, f) >0
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Demostracion: Como N7, C N se tiene que p”(a, f) > p'(a, f). Sabemos que
p"(a, f) > 0. Supongamos que 4" (a, f) = 0. Entonces existe una sucesion (u,) en N,
tal que

Eof(un) — p* (a, f) = 0.
Por otro lado sabemos que Eq ¢(u,) = + [un]|2. Como ||-||, es equivalente a la norma
|-]| de Hg(2) se tiene que u,, — 0 fuertemente en H(2); pero como N, ; es cerrada en
H;(92) entonces 0 € N, s lo que contradice la definicién de N, ;. ®

Consideremos la proyeccién radial sobre la variedad de Nehari dada por

N-2

)4 u. (2.12)

By (s (1) = 5 ( lul, ) (2.13)

2
a

|

Tag : Hy(Q) N {0} = Moy, mag(u) = (

2*
lu T2

Tomando en cuenta (2.11) obtenemos

y, por consiguiente,

L ula ) ?
“(a, f) = inf — 2 .
2 ( f) uGH&(Q)T\{U} N (’U‘Q )

Usando esta tltima igualdad es sencillo demostrar la siguiente proposicion.

Proposicién 2.7 Sean a,b, f,h : RN — R funciones continuas y G-invariantes, tales
que a y b satisfacen la propiedad (aq) y f y h satisfacen la propiedad (f1).
(1) Sia(z) <b(z) para todo x € Q, entonces

p(a, f) < p" (b, f).
(i1) Si f(x) < h(z) para todo x € ), entonces

w(a, f) = p"(a, h).

(111) Si Qy C Q es abierto y G-invariante entonces

) fuf? \ *
T a; < T a/; 7Q = inf — :
w(a. f) < w(a, f, ) NueHg(ﬂor\{o}( ; >

(iv) Si G' es un subgrupo cerrado de G yo =71 | G': G' — 7Z/2 entonces
w(a, f) =2 u(a, f).
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Demostracion: (i) es facil si observamos que

N
Ll |\ _ 1

o < — | 2—ta < —
M (aaf) — N <|u’2 — N

para toda u en H} ()™ \ {0}. Por lo tanto u"(a, f)
(1) se sigue de manera andloga, observando que

Sea \; el primer valor propio de —A en Hj(f).

Lema 2.8 Sia y f satisfacen (a1) y (f1) respectivamente, entonces para todo —A; <
ap < min{0, a(z) : x € Q} se cumple

At
)\1 + ag

o s (mo.s (w)) < ( ) CBus(u)  YueN..

Demostracion: Sea —\; < ag < min{0,a(x) : * € Q} y sea u € HL(Q) ~ {0}.

Usando (2.3) obtenemos
)\1 + ag
ol > (2522 ) .

En consecuencia, elevando esta desigualdad a la N/2 obtenemos que

N

A1 +ag?
N 1 0 N
ol = (2520

Como A 4+ ag > 0, se tiene




2.4. ESTIMACIONES PARA u"(A, F) 25

lo que concluye la demostracion del lema. =

Una consecuencia inmediata de este lema es la siguiente.

Corolario 2.9 Si a y f satisfacen (a1) y (f1) respectivamente, entonces para todo
-\ < agp <min{0,a(z) : x € Q} se cumple que

N

2

A ) W (a, f).

)\1—{—@0

W (0, ) < (

2.4. Estimaciones para ' (a, f)

Consideremos el conjunto

fly) = =€ f(x) 2

donde I'y := {yy : 7 € I'} es la ['-6rbita del punto y y #I'y denota su cardinalidad.
Recordemos que la I'-érbita de y es I'-homeomorfa al espacio homogéneo I'/T',, donde
I'y:={yeI':vyy =y} es el grupo de isotropia de y. El homeomorfismo estd dado por

I'/Ty — Ty, V] =Ty = .
Proposicion 2.10 M es cerrado.

Demostracion: Si todas las I'-6rbitas de € son infinitas entonces M = Q. Supong-
amos pues que alguna '-érbita es finita. Sea (y,,) una sucesién en M tal que y,, — y en Q.
Como f es continua, f(y,) — f(y). Dado que y,, € M, se tiene entonces que #1'y, = k
y f(yn) = f(y) para toda n suficientemente grande. En consecuencia, #I'y > #T'y,.
Probemos que #I'y = #I'y,,. Sean g1, ...,g9x € I', tales que g,y # g;y si @ # j, y sea
0 > 0 tal que las bolas Bs(g;y), i = 1,..., k, son ajenas por pares. Como para toda n
suficientemente grande ¢;y,, € Bs(g;y) concluimos que #I'y < #I'y,. En consecuencia,
yeM m

Como veremos mas adelante, si todas las I'-6rbitas de €2 son infinitas, nuestro prob-
lema tiene una infinidad de soluciones. De modo que supondremos en el resto de este
capftulo que se cumple

(fin) Existe y € Q tal que #I'y < co.
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Supondremos ademéds en el resto de este capitulo que a, f : RY — R satisfacen,
ademds de (aq) y (f1), las siguientes dos condiciones:

(az) a(x) < 0 para toda x en M.

(f2) f eslocalmente plana en M, es decir, que existen 7 > 0, a > N y A > 0 tales que
[f(@) = fy)l < Alez—y[* siye M y |v—y|<r

Fijemos s > 0 tal que

max a < 0,
Bs(M)

donde By(M) := {y € RV : dist(y, M) < s}, y sea

s vy —yl

py = Mf{r, 5, ==y e M, yeT, 1w #y},

donde 7 > 0 es la constante de la condicién (f3).

Lema 2.11 pf > 0.

Demostracion: Supongamos lo contrario, es decir, que existen sucesiones (7,,) en
T, (y,) en M, tales que v, yn # Yn YV |Vn¥n — Yn| — 0. Como I y M son compactos, sin
perder generalidad podemos suponer que 7v,, — v en I' y que y, — y en M. Entonces
vy = y. En consecuencia, dada 6 > 0, se cumple que v,,y,,yn € Bs(y) para toda n
suficientemente grande. Esto implica que #1'y,, > 2#1I'y, lo cual contradice que y,, € M.
[ |

Las soluciones de energia minima del problema

(Pav) { —Au=|u* ?u en RV

u(z) — 0 cuando || — oo

son los instantones de Aubin y Talenti

N—-2

B 2
) . >0, yeRY, (2.14)

U.y(x) = ay (—
/) e + o~y

donde ay := [N(N — 2)]N=2/4 véase [1,28,20]. Ellos satisfacen que

2%

/ VUL, [2 = §Y/2 = / U,
RN RN
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donde S~%/2 es la mejor constante para el encaje de Sobolev en DV2(RY) — L% (RV),
es decir,

fRN NUF

S:=  mf e

ueD1L2(RN)~ {0} (Joun |

Utilizaremos estos instantones para obtener una cota superior para u”(a, f).

Fijemos 0 < p < pl y fijemos una funcién de corte ¢ € C®(RY) radialmente
simétrica y tal que p(z) = 1si|z| <1, p(x) =0si |z| > 2,y 0 < p(x) < 1 para toda
x € RY. Para cada y € RY, v € ', denotamos

r—7Y
gpszNﬁR, ©.y () :zgp( ; )

Sea
M, :={y e M: dist(y,02) > s}.

Para cada y € M, y € > 0, definimos

Z fly 2_4 Py (2)Ue (). (2.15)

[v]eT/Ty
Observemos que wgy > 0, wgy es [-invariante, y su soporte satisface
sop(wgy) = By,(I'y) C Bs(M,) C Q,

por tanto, wl, € Hg(Q)".
Brezis y Nirenberg probaron las siguientes estimaciones.

Lema 2.12 (Brezis-Nirenberg 1983) Para ¢ > 0 suficientemente pequena la fun-
cion ue(x) == (3)Uepo(x) satisface

lu|® = SY2+0(N?),

2 SN2 1OV,
w2 > { de? |Ine| + O(e?) sz: N =4
2= de2+0(EVT?) siN>5

|u5

donde d es una constante positiva.

Usaremos este resultado para probar el siguiente.
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Lema 2.13 Para todo y € M y e > 0 suficientemente pequena, la funcion wgy satis-
face

r _ #l'x N/2 N-2
B = (i ) 59 0
) #F
= () s 0w,

2 —ce? + 0(eN72), si N > 5,
/a(x) (ws,y) S { —ce? |lne| + O(e?)  si N =4,
Q

donde ¢ es una constante positiva.

Demostracion: Nuestra eleccién de p garantiza que el soporte de wgy es una unién
)
de bolas con interiores ajenos por pares

sop(wgy) = sz(Fy) B2p( )-

zel'y

La primera identidad es consecuencia inmediata del Lema 2.12, ya que

Jut, I = / ¥ (0, Uen)|
[’Y]GF/Fy
= Y
fly) =
= (mln—f(#)F )SN/2+O(N2)
z€Q €Tr) 2

para toda y € M, € > 0 suficientemente pequena.
La segunda igualdad requiere la propiedad (f5).

r
€7y

S ()
 #Ty - flx)py — fy) >
_"EF7</WM +/ e, d)

f
, #l'w N2 Spy _f( )
- Sz dr | .
(I;lelslzlf(x)]vf) < e /f )(e2 + |z — y[H)V x)

> _#Ty /ﬂ@meFM

|w
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Queremos probar que la iltima integral estd acotada. Para ello, la descomponemos en
dos partes y usamos que f es continua y localmente plana:

/ - [ I,
T+ e — Py

lz—y|<p lz—y|<p

Al )
< —< | d
- /| p (o)™

= al/ 2| N dx
|lz|<p

p
= al/ roN=Ldr
0

= a2p_

f(@)e2 — f(y)
F)(E+ |z —yHN

f@)ed — f(y)

/ 2 N = / v 4%
f)(E+lz—yl) fy) |z =yl
lz—y|>p lz—y|=p
< as |7 da
lz[>p
= a3/ Ny
P
= a4p_N.

De lo anterior, usando el Lema 2.12, obtenemos que

r
| w€7y

2 . #lz N
for T (mm W) Sz +0(eV)

z€Q f(x) T2

para toda y € M, € > 0 suficientemente pequena.

Para la tltima desigualdad observamos que, como sop(w!,) C By(M;) y

—aq ;= max a <0,
Bs(M;)
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el Lema 2.12 implica que

[ @) < <o [ @)’

Q
#I'y

2
= —1— 57 |Uely

fy)
{ —ce? + 0(eN72), si N > 5,

—ce? |lne| + O(e?)  si N =4,

con ¢ = day (mimmGQ #1;\,””_2) >0. m
flz) 2

Proposicién 2.14 Supongamos que a y [ satisfacen las condiciones (aq), (f1), (a2) y
(f2) y que se cumple (fin). Dada s > 0 tal que méxp vya < 0, existe 5 > 0 con la
siguiente propiedad:

Para cada € € (0,¢5) existe 0. tal que

1 #l'x
By t(mar(wh,)) < 6. < — | min ———— | SN2 Yy e M,
7f( 7f( 8,y>) — N (xeﬂ f(x)1\722> y S

donde m, s es la proyeccion radial sobre la variedad de Nehari. En consecuencia, si

Mg #0,
r L TR\ ovpe
pla, f) <5 (rfelg f(x)N22> STE

Demostracion: De (2.13) y del Lema 2.13 se sigue que existen constantes ¢, ¢; > 0
tales que

%
2
1 [ wi,ll,
Eaof(map(ul,) = — | 5%
N ’wr
eyl fox
_ N
min, 5 225 ) S7 + 0N 2) + [a(z) (wl )2 2
_ l € f(x)ﬁgﬁ 2 £,y
N ot 22
_ x ¥ N
i |:(m1n:c€Q f(ac)N22) S2 + 0(5 ):|
_ B ¥
1 Iz \" N2 r2
< — min S—l—ce—irc/aa: w,
N | \en f(2)"5 ! 29 () (z,)
= :0

™
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Usando ese mismo lema obtenemos

2 N-2 3
Moo o2 —ce? + ¢3¢ si N>5
<
C1€ + CQ/CL(.T) (ws,y> — { _052 ‘ln{f’ + 0482 siN=4 "~
Q

En consecuencia,

_ 2
e+ @/a(x) (wi,)” <0
Q
para toda € > 0 suficientemente pequena y, por lo tanto,

IN

1 #l'x
Ya, f) < E, ¢(ma (Wt 0. < — | min ——— | SN2,
p(a, f) < Eop(map(w;,)) N (1;1618 f(a:)z_)

como afirma el enunciado. =

2.5. Estimaciones para u’(a, f)

Sea Q" = {y € Q: Ty = Gy} y consideremos el conjunto
M_ :={y € M :dist(y,00U Q") > s}.

Observemos que M, es un conjunto cerrado, que puede ser vacio (por ejemplo, cuando
7 = 1). Este conjunto tiene la siguiente propiedad.

Lema 2.15 inf{|gy —y|:y € M, g€ G, gy #y} > 0.

Demostracion: Supongamos lo contrario, es decir, que existen una sucesiones ()
en M-,y (gn) en G tales que |gnyn — yn| — 0. En vista del Lema 2.11, 7(g,) = —1.
Como G y M son compactos podemos suponer que g, — g en G y y, — y en M.
Entonces gy =y vy, como T es continua, 7(g) = —1. Esto implica que Gy = I'y, lo cual
es una contradiccién, pues y € M. =

Definimos

o7 =i, 121
4

Fijemos 0 < p < pl en la construccién de las funciones wgy de la seccién anterior, y

tomemos g, € G tal que 7(g,) = —1. Para cada y € M, ¢ > 0, definimos

T,87

yeM_,, geG, gy #y}.

T ., 0 T
Wy = Wey €,97Y"
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Como la funcién wgy solo depende de la I'-6rbita I'y y no de y mismo, w7, no depende
de nuestra elecciéon de g,. Nuestra eleccién de p garantiza que los soportes de wsr,y y

wg’gTy tienen interiores ajenos y, por tanto, w; , € H} ()~ {0}y
+ —
(w;y) - w£y7 (w;y) = _wggfy' (2.16)

Una consecuencia inmediata de este hecho y de la Proposicién 2.14 es el siguiente.

Corolario 2.16 Supongamos que a y f satisfacen las condiciones (a1), (f1), (a2) y (f2)
y que se cumple (fin). Dada s > 0 tal que maxp, vy a < 0, existe e, > 0 con la siguiente
propiedad:

Para cada € € (0,¢5) existe 0. tal que

IN

2 #l'x
E, +(mq ¢(w” 20. < — [ min ———— | SN? Wy e M-
7f(7T 7f( E,y)) N (gjeﬂ f($)1\722> y T,S

En consecuencia, si M-, # (), entonces

T 2 . 17 I'z N/2
a —[min———= 1|95 .
K ( ’ f> < N (xelﬂ ] (:U) N;2 >

Demostracion: Sea t > 0 tal que 7, p(wl,) = twl,. Se sigue de (2.16) y de la
Proposicién 2.2(a) que

Eoj(mas(wl,) = Euf(twl,) = Eys(tur,) + Bog(twy, )
= 2B, (twl,) < 2B, ¢(ma p(wl,)).

Las afirmaciones del corolario son ahora consecuencia inmediata de la Proposicién 2.14.
]

Para concluir el capitulo observemos que, para s > 0 tal que maxg, na < 0,y
¢ > 0, hemos definido funciones continuas

o M;/T — NaFJ’ Ozg(f‘y) = Wa’f(wgy), (2.17)

M- /)T — NaT,f’ ol (Ty) = 7Ta7f(w;y)7 (2.18)

r
s
r
Q

donde
M;/T={Ty:yeM;}, M JT={Ty:yecM_}

son los espacios de I'-6rbitas de M y M, con la topologfa cociente.
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La funcién o tiene ademds una propiedad de simetrfa. El homomorfismo 7 : G —
Z/2 induce una involucién en el espacio de érbitas RY /T, a la que denotaremos nueva-
mente por 7, definida como sigue:

7:RY/T = RY/T, 71(Ty) =T(g:9). (2.19)

Esta involucién no depende de la eleccién de g, € 771(—1). El conjunto de puntos fijos
de esta involucion es

(RY/T) :={Ty : 7(L'y) = 'y} = {Ty : Ty = Gy},

de modo que, como
M /T C (RY/T) ~ (RY/T),

se tiene que 7 actua libremente en M~ /T". La funcién o es Z/2-equivariante, es decir,

ag(t(Ty)) = —ag(ly),  Vye M. (2.20)



Capitulo 3

Representacion de sucesiones de
Palais-Smale y existencia de
soluciones ['-invariantes

3.1. Sucesiones equivariantes de Palais-Smale

Como en el capitulo anterior, G' es un subgrupo cerrado de O(N) y 7 : G — Z/2
es un homomorfismo continuo. Queremos estudiar la pérdida de compacidad para el
problema

—Au+a(z)u= f(z)|ul* u enQ
) u=0 sobre 0
u(gx) = 7(g)u(z) Vee, ged

donde © C RY es un abierto acotado suave y G-invariante y a, f : RY — R son
funciones continuas, G-invariantes que satisfacen (a1) y (f1).
Sea

Hy(Q)" = {u € Hy(Q) : u(ge) = T(g)u(), Yo € Q, g € G},
ysea E,;: H} ()™ — R,

1
Eq,f(u) = (|Vu| +a(x dx—— f(x \u| " dr
Y e

Lo
= 5l = 5

el funcional asociado al problema (g7 ;).
35
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Definicién 3.1 Diremos que una sucesion (u,) en Hi(Q) es una sucesion T-equivariante
de Palais-Smale para E, ; en c, si cumple que

u, € H3(Q), E, ¢(u,) — c, VE, (u,) — 0.

Si T =1 diremos que (uy,) es una sucesion I'-invariante de Palais-Smale para E, ; en
c.

Diremos que E, ¢ satisface la condicion T-equivariante de Palais-Smale en ¢ o -mds
brevemente- que cumple (PS)I, si toda sucesion T-equivariante de Palais-Smale tiene
una subsucesion que converge fuertemente en H}(2)". Si 7 = 1 diremos que cumple

(PS)L.

El funcional E, ; no cumple (PS)? para todo c. Daremos en esta seccién una de-
scripcién completa de todas las sucesiones 7-equivariantes de Palais-Smale para FE, ; en
términos de las soluciones del problema

—Au = |ul*?u en RY
(9c0)

u(z) — 0 si |z] — o0

al que llamaremos el problema limite. El funcional asociado a (p.) es E : DM?(RY) —
R, donde
DYA(RY) .= {u € L* (RY) : Vu € L*(RM)V}

con la norma ||ul®* = [ |Vul®y
RN

1 1
Bulw) = 5 [ IVl =5 [1u
RN

RN
1, 5 1, o
5l = >

2%

Como antes, denotaremos por

Gy:={g9y:9€ G}

a la G-6rbita de y, y por
Gy={9€G:gy=y}

al grupo de isotropfa de y. Recordemos que la G-6rbita de y es G-homeomorfa al espacio
homogéneo G/G,,. El homeomorfismo estd dado por

G/Gy,— Gy, g = g9Gy,— gy.

En esta secciéon probaremos el siguiente resultado.
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Teorema 3.2 Sea (u,) una sucesion T-equivariante de Palais-Smale para E, s en c. En-

tonces, para una subsucesion a la que continuamos denotando (u,,), existen una solucion

T-equivariante u del problema (p;7f), un entero m > 0, subgrupos cerrados G, ..., G,

de indice finito en G, sucesiones (Y1), -, (Ymn) en Q, sucesiones (€14), ..., (Emm) €N

(0,00) y soluciones no triviales Uy, ..., Uy, del problema limite (po), con las siguientes

propiedades:

(i) Gy, =G paratodan>1, y yin — y; cuando n — oo, para cada i =1,...,m,

(i1) e; 1dlst((yz-m,@Q) — 00 Y 51_,}0 |9Yin — §'Yin| — 00 cuando n — oo para todas

lg] # [g ’] en G/Gi,i=1,..m

(111) u;(yz) = T(’y)ﬁl(z) para todas z € RN, v € G;, i =1,...,m,

() ||un —u = Z ST Jw) e (9l e (- — gyin))|| — 0 en DYA(RY) cuan-
=1 [g]eG/G;

do n — o0,

(v) Eog(u +Z( G/l ) Eoo(ti) = c.

flyi) 2
La demostracion de este resultado se basa en el siguiente.

Lema 3.3 Sea (u,) una sucesion T-equivariante de Palais-Smale para Eyy en ¢ > 0,
tal que u,, — 0 débilmente en H}(Q2)". Entonces, para una subsucesion de (u,), existen
un subgrupo cerrado K de G de indice finito, una sucesion (y,) en €, una sucesion
(en) en (0,00), una solucion no trivial u del problema limite (ps), y una sucesion T-
equivariante de Palais-Smale (v,,) para Eg ¢, con las siguientes propiedades:

(i) G, =K paratodan>1 1y y,— yo en Q,

(ii) e, dist(y,, Q) — 00y &, |gyn — d'Yn| — 00 cuando n — oo si[g] # [¢] €
G/K,

(111) u(gz) = 7(g)u(z) para todas z € RN g € K,

(1) vn = un — GZG)/KEn “r(g)f ) T Al ( — gya)) o(1) en DIA(RY),

(v) Eof(vn) = Eo,f(un) —|G/K| f(50)F Eoo(@) + 0(1).

Demostracion: La demostracion es larga, por lo que la subdividimos en varios pasos.
I) Definicién de ¢,.
Observemos que

1 1
7 lunll® = Eo g (un) = o (VEop(un), un) < a1+ [[un]), (3.1)

a > 0. En consecuencia, (u,) es acotada en H}(Q) y, por tanto,

* 1
|un|§72* =N (Eo,f(un) - § <VE07f(un),un>) — Nc > 0.
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Sea § := min{Z*, (g) (max f)*7 }. Denotemos por B,(y) a la bola cerrada en RY con
Q

centro y y radio r. La funcién de concentracion de Levy

W= | 560

By (y)

es continua, creciente, y satisface que @,(0) = 0y que Q,(r) = \un|f¢2 sir > %R donde
R denota al didmetro de §2. Por tanto, para n suficientemente grande, existen €, > 0y
¢, € RY tales que

@) =sp [ fluf = [ fluf - (3:2)

yeRN
Bsn ( Bfn (gn

Observemos que las sucesiones (g,) y (§,,) estén acotadas.
IT) Existencia de K y (y,) tales que G,, = K y &, |9y, — ¢'yn| — 00 si
9] # l9] € G/ K.

Denotemos por V := R y, para cada subgrupo cerrado H de G, denotamos por
H.={reV:.gr=aVgec H}

al espacio de puntos fijos de V bajo H. Este es un subespacio cerrado de V. Para cada
x € V, denotamos por x1 a su proyeccién ortogonal sobre V. Probaremos que existe
un subgrupo cerrado K de G que cumple lo siguiente:
(a) |G/K| < o,
(b) Gex = K,
(c) &1 |g§nK — g’ffﬂ — oo para todos [g] # [¢'] € G/K.
(d) et |¢, —&n| < C < oo
Observemos que el inciso (c) garantiza que las bolas B. (g¢X) y B., (¢'¢X) no se inter-
sectan para n suficientemente grande. Consideramos dos casos:

Sieyt|¢, — 57(3‘ < C < o0, entonces K := G cumple las condiciones (a)-(d).

Sig! ‘fﬁ — éﬂ — 00, procedemos como sigue:
Sea V! el complemento ortogonal de V¢ en V, y escribamos a &, como &, = Sf + £}
con ¢ € V!, entonces

et 6] — oo (3.3)

En particular, 5711 # (0 para n grande y, como la esfera unitaria en V! es compacta, una
subsucesion satisface que

1
&

el e

My 1=
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Sea G' := G,1. Notemos que G* es un subgrupo propio de G. Queremos probar que
Gt = G (3.4)
Cada subgrupo cerrado H de G deja fijo a n', en consecuencia,
()" — ()" = 0"
y, para cada g € G yu, se cumple que
)" ) — gn'.

()™ = g(ny,

Conclufmos que gn* = n! para toda g € G(y1yu, lo cual implica que G yn C G*. Ahora
bien, como &7 = ¢% + (¢1)" tenemos que

1
Gerr = Geyn = Gy € G

En consecuencia, tomando H = G, obtenemos la afirmacién (3.4).

Ahora queremos probar que
|G/G"| < . (3.5)

Tomemos un conjunto finito de elementos {gi, ..., g} en G, tales que [g;] # [g;] en
G/G' sii # j. Sea p > 0 tal que

lgin" —gin'| >p  Vi#j
Sea H un subgrupo cerrado de G*. Como (n1)# — nl, se sigue de
lgin' —gin*| < |gin' = gi(n) ™|+ |gi(mn)™ — g3(ma) ™| + |95 ()™ — gy,
que, para n suficientemente grande,
|9i(m)" = gi(m)"[ = p Vi
Multiplicando por ¢! {fﬂ obtenemos que
pent €] S et |ai(€)™ —gi(&)"7] Vi (3.6)
y, por (3.3), concluimos que
et 96" — g (€)"| w00 Vi

para todo subgrupo cerrado H C G'. En particular, tomando H = {1}, obtenemos que,
para n suficientemente grande,

B, (9:¢,) N Be, (gjfi) 0 Vi#j.
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Por (3.2), como u,, es T-invariante, obtenemos

mé—z / Flun® /f|un|2*:Nc+o(1) vm < |G/G'|,
= lBEﬂ(gléTL Q

de donde se sigue (3.5). Y de (3.6) con H = G' y m = |G/G"| se sigue que

et |oes - 9T~ o Vg £ 19) € G/

Asi pues, si el grupo G* cumple ademés que €1

§n — 52’”‘ < C < o0, entonces K := G*

satisface las propiedades (a)-(d). Sino es asi, iteramos el proceso para obtener subgrupos

cerrados
0 1 k .
G=G"2G"2.-.-2G" =K,

subespacios vectoriales no triviales
V=V'oVio. oV

y puntos
5 - 577,7 €n7 eee 5717

tales que ‘ ‘ A o

> |Gi/Gi+1| < 0, Vi = (Vz) G V”l, 5;—&-1 _ 5; _ (5;)@ € Vi,
i (i i+1 —

> Glaye = Gann = Gl =K,

> ol g€y — 96| —oosifg] # 9] € GT/GT,

R k=1 yetle, —€F| < C < .

En consecuencia, K satisface las propiedades (a)-(d).

Definimos

Yn 1= é‘ff )
Entonces Gy, = K 'y &,' |gyn — ¢'yn| — o0 si [g] # [¢'] € G/K.
IIT) Definicién de u # 0, tal que u(gz) = 7(g)u(z) para todas z € RY, g € K.
Consideremos las funciones

N—-2

Un(2) :=en? Up(Enz + yn)

fu(2) == f(enz +yn) -
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Como G, = K y u, es T-equivariante, para todo g € K se tiene que

T(9)un(g'z) = 7T

es decir, u, es T |g-equivariante. Ademds, f, es K-invariante, es decir,

fag2) = f(engz +yn) = f(g(enz +yn)) VgeK.

Observemos que
/ Fol2) [l dz = / F@) e de y 1l =

En consecuencia, (,) es una sucesién acotada en D*?(RY) y una subsucesién satisface
que

U, — u débilmente en D*(RY),
Up 7 c.d.en RV,

u u en L} (RY).

loc

!

S
}

Se sigue de (3.7) que u es T |g-equivariante. Queremos probar que u # 0. Supongamos
lo contrario, es decir, que u = 0. Sea h € C>°(RY) tal que sop(h) C Bi(z). Entonces

<VE0,f(un)> h2(Rn(' - yn))un> = /Vﬂn ) V(hQQn) - /fn(x> mn|2* h27

y, como (u,,) es de Palais-Smale, se tiene que

/van -V (h?u,) = /fn(gc) T B2 + o(1).

Usando las desigualdades de Sobolev y de Holder, asi como (3.2) y la definicién de 6,
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obtenemos

(o)

2
oF

IN

/\V(hﬂn)IQ :/|hvan+anvm2

_ /(h2|van|2+2hanvath+ai|Vhl2)
— / Vi, (h*Vi, + 2hii, Vh) + o(1)

_ / Vi,V (h%,) + o(1)

_ /fn T, *" B2 + o(1)

< QMXON {/m|} {AhﬁMmfﬂﬁ+mw

< (o) " [ f]* o

[ }%+dn

/ |hi,|> — 0 para toda h € CP(RY).

IN

Por lo tanto

Pero esto tltimo sucede sélo si u,, — 0 en L2 (RY), lo cual es una contradiccién ya que

o<i= [ gl < (mixs) [
B1(0) @ B1(0)

Por lo tanto concluimos que u # 0. Como la sucesion (y,) estd acotada, una subsucesién
converge a un punto 7y € RY. Definimos

= f(yo) 7 u.

Entonces u # 0 y es T |g-equivariante.

IV) Se cumple que vy, € Q, ¢, dist(y,, Q) — oo, y U es solucién de (pq).
Como (g,,) estd acotada una subsucesién de ella converge. Si e, — € > 0 entonces, como
u, — 0 débilmente en H}(Q2), tendriamos que u, — 0 débilmente en D*?(R"), lo cual
no es posible pues acabamos de probar que u # 0. En consecuencia, €, — 0.
Denotemos por

2%

dy = &, 1dist(y,, 00)
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y supongamos, por contradiccién, que (d,,) estd acotada. Pasando a una subsucesién se
tiene entonces que d,, — d € [0,00). Denotemos por v(¢) a la normal interior a €2 en
cada punto ¢ € 9f). Como 0f) es suave y compacta existe 1y > 0 tal que

B,,((+ror(0)CQ vy By(C—row(Q) CRYNQ V(€. (3.8)

Sea (,, € 0N tal que |y, — C,| = dist(y,, 92). Como dist(y,, 02) — 0 se tiene que

Yo = lim gy, = lim (, € 09,
v o =v((,) —v(y) = v

Consideraremos dos casos:
Supongamos primero que una subsucesién de (y,) estd en ). El hiperplano

Pn:{ZERN:Vn'Z:_dn}

es la imagen del espacio tangente a 92 en (,, bajo la tranformacién z — &, (z — y,).
Consideremos el plano limite

P={zeR":v.2=—d}

y el semiespacio
H:={zecR":v.2>—d}.

Probaremos que u € Dé’z(H) y que satisface
—Au = f(yo)|ul* *u en H. (3.9)

Sea X C RN <~ H compacto. Entonces existen » > 0 y ng € N tales que, para todo
n > ng, X estd contenido en la bola B,(—(d, + r)v,) de radio r tangente a P, en

e, (¢, — yn). La transformacién z — ¢,z + y, aplica a B.(—(d, + r)v,) en la bola

B.,.(C,, — enrvy,) de radio e, tangente a 9 en (,,. Se sigue de (3.8) que
B., (¢, —entvy) C Bry(C, —rovn) CRYNQ  Vn>mny
y, por tanto, que
X C B(—(dy+7)vp) CRYNQ,  Vn>ny,

donde
Q, ={zeRY g,z 41y, € Q}.

En particular, si z € RY < H entonces z € RY \ Q, para n > ny y, por tanto,
,(z) = 0 para todo n > n;. Pero 1, (z) — u(z) para casi todo z € R". En consecuencia
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U(z) = 0 para casi todo z € RN ~ H, es decir, & € Dy (H). Procediendo de manera
andloga, se tiene que para todo compacto X C H existen r > 0 y ng € N tales que
X C intB,((r — d,)v,) para todo n > ng. La transformacién z — e,z + y, aplica a
B.((r — d,)v,) en la bola B., (¢, + e,rvy,). Se sigue de (3.8) que

intB., . (C, +enrvyn) C intB, ((, +rovn) CQ  Vn>ny

y, por tanto, que
X CintB,((r —d,)v,) CQ,  Vn >ny.

Asi pues, si ¢ € C°(H), entonces sop(y)) C €, para toda n > n; y, en consecuencia,
P € C(Q,) para toda n > ny. Se cumple entonces que

/V%w - /fn [l " @ty < ||V Eo g (wa)| 1] — 0.

Por tanto,
[vave - [ i —o e cx,

es decir, u es solucién de (3.9). De la identidad de Pohozaev [23] se sigue que u =
0, lo cual es una contradiccién. En consecuencia, si (y,) € € entonces cumple que
&, 1dist(y,, 0Q) — oo.

Supongamos ahora que una subsucesién de (y,,) estd en RY \ Q. De manera totalmente
andloga se prueba que también en este caso e, 'dist(y,, 9Q) — oo.

En consecuencia, y,, ¢ 9. Ademss, si y, € RY \ Q entonces B., (y,) C RY N\ Qy, en
consecuencia, u, | B., (y,) = 0, para n suficientemente grande, contradiciendo (3.2).
Por tanto, y, € (.

Finalmente, si ¢ € C°(RY) con sop(¢)) C B,(0) entonces, como &, *dist(y,, 9Q) — oo,
se tiene que B, ,(y,) C € para n > n, y, en consecuencia, 1 € C(€2,) para toda
n > ne. Argumentando como antes obtenemos que

[vave- [l a0 wecx®)

es decir, U := f(yo) 7 @ es solucién del problema (pao).

V) Definicién de la sucesién t-equivariante (v,) y demostracién de (iv).
Sea ¢ € C°(R") radialmente simétrica tal que 0 < p <1, ¢ =1 en B1(0) y ¢ =0
fuera de By(0). Tomemos una sucesién (r,) en (0, 00) tal que

4r,, = min {dist(y,, 9Q), |gyn — g'yn| con [g] # [¢] € G/K}.

Entonces ¢, 'r,, — oo.
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Sea

wa(2) = 3 ea® F0) T r(9)iler g (= — gun))e (i (= — gyn)).
l9]eG/K

Como G, = K y u es T | g-equivariante, w, no depende de la eleccién del representante
de [g] en G/K. Ademds, para toda v € G se cumple que

2—N 29_N

(ywa)(z) = 7(v) D en® flyo) * T(9)tle, g7 (v 2 = gya))p(ry (7 2 = gym))
l9leG/K
= Y e f) T el (1) (=~ vgn) e (= — vgun)
l9leG/K
= Y e f) T @ T = )l — o)
[9leG/K
= w,(2),

es decir, w, € Hj(Q)7.
Definimos

Se tiene entonces que

2
2-N 2=N ~ 1 —
et Y en® fly) T r(g)aler g gya)
l9leG/K
2

= | Y e F0) T )l g gv) [1— o (2 (- — gun)]

[9leG/K
e N | 1 ?
< D fwo) 7 |[ea® A g7 = gyn) (1= @ (0 (= gn))]
lgleG/K
2-N _ 2
= |G/K]| flyo) = |Jull — ¢ (r; en()]|
K
e I B e R B
f(yﬂ) 2 1 ~1 —1
2| >2¢e5, " en rn<|2|<2ey Tn
i 2/2*
G/K .
< oL [ wars| [ o
flyo) =

|z]>2r7 ten z|>2r0 ten,
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En la tltima desigualdad usamos la desigualdad de Holder. Como
o€ DYA(RY) .= {uec L¥ RY) : Vu € LA(RV)N}

y €,1r, — oo las dos tltimas integrales tienden a 0 cuando n — co. Esto prueba (iv).
VI) Demostracién de (v) y de que VE, ¢(v,) — 0.

Sea G/K = {[g1], .-, [gm]}. Como €, |giyn — gjyn] — o0 si i # j y como u, — U

débilmente en DV2(RY), donde

N-2 N—2

Un(2) = en? Up (enz + Yn), u:= f(yo) 7 u,

se tiene que

ﬂnogl_l _aogl—l —~0 y ﬂogi_l ( + glyng_ gz?/n) 0

. . . 2
débilmente en D*?*(R") para toda i # 1y, en consecuencia, tomando en cuenta que ||||5
es invariante bajo translaciones y dilataciones y que u,, es T-equivariante, obtenemos

2
m
2—N 2_N

wy =Y en® Fly0) T (gl oM — gim)

i=1

m
N-2

= len® un (en - +019n) = > 7(9:)T(g; (- + £, (919 — Givn))

i=1

= (@)@ og ) = (g)(@ogi") = > m(g:)ulg; " (- + £, (919n — Gitn))
i£1

2

= |I7(g0) @m0 g7 =3 7(g)ilgr (- + €7 (g1 — giv))|| = I (g0) @o g7 || + o(1)

i#1
2

N-2 — _ .

= len® un (en - +01wn) = D 7(90)T(g (- + €2 (919 — givn))|| — E* + o(1)
i£1
2

2N 2-N ~ 1 2-N

— un =3 en® Fo) T (@)l 07 = gimn))|| = Fo) 7 Al + o(1).
i#£1

Inductivamente obtenemos
2

N\ 2N 2-N ~~ 1 — 2-N
e =3 en® Flyo) T r(g0)aler g - = giy))|| = llunl® = mf (o) *Z 11l + o(1).
=1
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Se sigue de (iv) que

2-N |
[0all” = llunll® = mf(yo) 2 |[@]* + o(1).

Argumentando de manera andloga, usando el lema de Brezis-Lieb [5], obtenemos

2—-N

> [l + o(1),

2 2+
’Un|f,2* = |’Un|f,2* —mf(yo)

y, €n consecuencia,

2—N

Eo r(vn) = Eo.f(un) = |G/ K| f(yo) 7 Es(u) + o(1),

como se afirma en (v).
Un argumento anélogo, usando el Lema 8.9 de [29], demuestra que

VEo’f(Un) — 0.

Por lo tanto, (v,) es una sucesién T-equivariante de Palais-Smale para Ey ;. ®

Usaremos el lema anterior para demostrar el Teorema 3.2.

Demostracién del Teorema 3.2. Sea (u,) una sucesién T-equivariante de
Palais-Smale para £, ;. Como en (3.1) se prueba que (u,) es acotada. Por tanto existe
una subsucesién u,, — u débilmente en HJ (2)™. Argumentando como en el Lema 8.10 de
[29] es fécil ver que VE, ¢(u) = 0, que la sucesién (u, —u) es una sucesién r-equivariante
de Palais-Smale para Ey s y que

Eo,j(un) = Eo,y(un — 1) — Eq p(u).

Sea u} := u, — u. Entonces (ul) es una sucesién 7-equivariante de Palais-Smale para

Ey s tal que u} — 0 débilmente en Hj (). Si Fy ¢(u}) — ¢ < 0, entonces de la igualdad

7 I = Bostod) = 52 (7))

obtenemos que |ul| — 0y que ¢ = 0. Por tanto, u,, — u fuertemente en H}(Q) y el
teorema se cumple con m = 0. Si Ey f(ul) — ¢ > 0 aplicamos el Lema 3.3 para obtener
un subgrupo cerrado G; de G de indice finito, una sucesién (y;,) en €2, una sucesién
(€1,,) en (0,00), una solucién no trivial u; del problema limite (po,), y una sucesién
T-equivariante de Palais-Smale (u2) para Ej s, con las siguientes propiedades:

(i) Gy, =G paratodan>1 y y, — y en Q cuando n — oo,

(it) &1, dist(y1n,00) — 00 y €1, |9y1n — §Y1n] — 00 cuando n — oo si [g] # [¢] €
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G/Gh,

(111) U1 (gz) = T(g)ﬂl(z) para todas z € RY, g € Gy,

(i) 2 =l — Y ek 7(g)f() T (g A — gia) +o(1) en DYRY),
[g]€G/K

(v) Eos(uy) = Eos(u n)~ (G/Gh| fy1) ™ Euo(i) + o(1).
Como E, ¢(u) = + Lul> >0y Ex(ty) > LSN/2 la igualdad (v) implica que

lim E, (u,) > hm Eof( > hm Eof( 2) + mmif_ — SN2,
n—00 z€Q f(q;) 2 N

De la igualdad (iv) se sigue que u? — 0 débilmente en H}(2). Aplicamos este razon-
amiento ahora a la sucesién (u2) y asf sucesivamente. La desigualdad

n—00 z€Q f(gj) p)

G 1
lim Ey (ul) > hm Eop(ut) + (min #—Nxz) NSN/Q

garantiza que lim,, o, Fo ;(u"*!) = 0 para algin m € Ny, por tanto, que ||| — 0.

Esto concluye la demostraciéon. W

3.2. Existencia de soluciones ['-invariantes
Consideremos el problema

—Au+a(x)u= f(z)|ul* >u enQ

(pg ) u=0 sobre Of)
u(yz) = u(x) VeeQ, yel
donde T' es un subgrupo cerrado de O(N), 2 C R”Y es un abierto suave acotado y
[-invariante, N > 4, 2* := ]31\/2 es el exponente critico de Sobolev y a, f : RY — R son

funciones continuas I'-invariantes.
Queremos obtener resultados de existencia de soluciones positivas y de soluciones
que cambian de signo para este problema.

3.2.1. Soluciones positivas I'-invariantes

Consideremos el conjunto

fly) = =@ f(z) =
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Recordemos que M es cerrado (Proposicién 2.10). El siguiente corolario del Teorema
3.2 describe el comportamiento de las sucesiones I'-invariantes de Palais-Smale para
E, ; en niveles de energfa c cercanos al minimo.

Corolario 3.4 Sea (u,) una sucesion I'-invariante de Palais-Smale para E, ; en c.

(a) Sic< <min (#;FI_Q > %S%, entonces una subsucesion de (u,) converge en Hg(Q)'.
zeQ f(z) 2

, ) N : »
(b) Si ¢ = (min —#L, +S2 entonces, o bien una subsucesion de (u,) converge
zeQ flz) 2

en HY(Q), o bien existen sucesiones (y,) en Q y (g,) en (0,00) con las siquientes
propiedades:
(b.1) yn, — yo en M cuandon — oo, y I'y =T, para todan > 1,

(0.2) e, dist(y,, 02) — 00, £, |V — Yyn| — 00 si [y] # [V] € T'/Ty,,

2-N _

(0:3) |lun= D S0) T en® Ule;'(-=m))|| = 0 en D(RY), donde U e,
[MET/Ty,
N-2
salvo signo, el instanton U(z) = ay (ﬁ) ’

Demostracion: Aplicaremos el Teorema 3.2 con G =Ty 7 = 1. Como %SN/ Zesla
energia minima de una solucién no trivial del problema (), de la afirmacién (v) del
Teorema 3.2 se sigue que, si m > 1, entonces

., #lx 1
C Z (mln —~N_2 NSN/Q

x€Q f(;)j)T

. . ; T N . ., .
En consecuencia, si ¢ < (mln # N2 ) %S 2, necesariamente m = 0 y la afirmacién (iv)

z€Q f(z) 2
garantiza entonces que una subsucesién u,, — u fuertemente en H; (). Esto demuestra

(a).

. , N . . .,
Sic= <m1n #I;fQ> %S 2y (u,) no tiene ninguna subsucesién convergente, en-

z€Q flx) 2
tonces el Teorema 3.2 garantiza la existencia de un subgrupo cerrado I'y de I'; de
sucesiones (y,) en Qy (€,) en (0,00), y de una solucién no trivial U del problema (o)

tales que y, — yo en Q, T, = Ty, &, dist(yn, 0Q) — 00, &, |[Yyn —Y'yn| — o0 si
N # Yl eT/Iy,

e-N 2N~ 1,2/mN
w= > f0) T en® Ul ey (- — ) +o(1) en D(RY),
[vI€T /Ty,
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#Fyn N ; #F{L‘ 1 N/2
———5= | FU) = | min ——= | 5"
(f(yo)z) () (1;169 f(g:)z) N

Como Eoo(ﬁ ) > %S T se sigue de esta tltima identidad que y,,,yo € M, 'y, =T
y Eoo(U) = S 2. Como los instantones (2.14) son, salvo signo, las tinicas soluciones
no triviales de energfa minima de (9., ), remplazando de ser necesario a la sucesion (e,,)

por un muiltiplo positivo de ella, obtenemos que U = £U. Observemos que, como U es
radialmente simétrica,

Yo»

~

Ty (=) = U (- = )

Esto concluye la demostracién de (b). m

Probaremos ahora el resultado de existencia de soluciones positivas enunciado en la
introduccién (Teorema 1.13). Como en el capitulo anterior requerimos que las funciones
ay [ satisfagan, ademds de las condiciones (a1) y (f1), también las condiciones (az) y

(f2)-

Teorema 3.5 Si N > 4, a y f satisfacen las condiciones (ay), (f1), (a2) y (f2) y
M N Q # 0, entonces el problema (pgf) tiene al menos una solucion positiva que

satisface
1

2 r
— |ul||; = p (a, f).
=l = (@, 1)

Demostracion: Sea (u,) una sucesién minimizante para E,; en ./\/'aF s> s decir,
Uy € Nar:f y

. r
B p(un) — /{[r%ff Eo = (a, f)

Por el principio variacional de Ekeland [29, Teorema 8.5] podemos suponer que (u,) es
una sucesion I'-invariante de Palais-Smale para E, ;. En la Proposicién 2.14 probamos

que

1 i I'z N

pha, f) < = mlll#—zv_z S*.

N\ zeq f(z)7
El corolario anterior garantiza que una subsucesién de (u,) converge fuertemente a
uy € /\/'(Ef y, como E, ; es de clase C, se tiene que ug es un minimo de F, ; en /\/'Lgf.
Dado que |ug| € Ny ; v Eaf(lug|) = Eqs(uo), se tiene que |ug| es también un minimo
de E, 5 en N, es decir, |ug| es una solucién positiva de (of ;). ®
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3.2.2. Soluciones T-equivariantes

Supondremos ahora que I' es el nicleo de un epimorfismo continuo 7 : G — 7Z/2,
y que £, a y f son G-invariantes. El siguiente corolario del Teorema 3.2 describe el
comportamiento de las sucesiones 7-invariantes de Palais-Smale para £, ; en niveles de
energia ¢ cercanos al minimo. De nuevo consideramos el conjunto

M = {yeﬁ:#—rﬁzmini&}.
fly) =" et f(z) =

Corolario 3.6 Supongamos que 7 : G — Z/2 es un epimorfismo con kert = I'. Sea
(un) una sucesion T-equivariante de Palais-Smale para E, ; en c.

(a) Sic < | min #I;VI_Q) %S%, entonces una subsucesion de (u,) converge en H3(Q)".
zeQy flx) 2

: ’ r N : -
(b) Sic = (min—*5— ) 255 entonces, o bien una subsucesion de (u,) converge
zeQ flz) 2

en HY(Q)7, o bien existen sucesiones (y,) en M y (g,) en (0,00) con las siguientes
propiedades:

(b.1) yn — yo en M cuandon — oo, y I'y, =T, CT para todan > 1,

(b.2) e, dist(yn, Q) — 00, .1 [gyn — g'yn| — 00 si [g] # [g] € G/Gy,,

2—N

(0.3) ||un — Z f(yo)¥7(9)5n2 ﬁ(ggl(._gyn)) — 0 en DY2(RN), donde i
[9]€G /Ty,
N-—2
es, salvo signo, el instanton U(z) = ay (1+|1x‘ ) 2

Demostracion: Supongamos que ninguna subsucesién de (u,,) converge y que

, #Fm 2 N

Demostraremos entonces que

c = mfn LT 24
2cQ f(z)"2 ) N

y que existen sucesiones (y,) en M y (g,,) en (0,00) que satisfacen (b.1)-(5.3). Esto
demuestra el resultado.

Con estas hipétesis, el Teorema 3.2 asegura que existen un subgrupo cerrado GGy de G,
sucesiones (y,) en 'y (g,) en (0,00), y una solucién no trivial u del problema (po)

w2
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tales que y, — yo en Q, G, = Gy, g, dist(y,, Q) — 00, &, |gYn — g'yn| — 0 si
lg] # [¢'] € G/G1, U es T |g,-equivariante, y
G/G|

c> U B (). 3.11
o) g 340

Supongamos que T |g,: G1 — Z/2 es un epimorfismo y tomemos g, € G; con 7(g;) =
—1. Entonces u satisface u(z) = —u(g,2) para todo z € RY, es decir, & cambia de
signo, U~ (z) = —t(g,2) y, por tanto, |[a=|*> =
variedad de Nehari

. En Consecuen(na U, estd en la

={ue DV*®RY) :u#0, |lull* = |ul5}

asociada al funcional E, y cumple
Eo(0) = Exo(h) + Exo(t7) = 2E(0") > SN/2

Si Ex(u) = 25N/2 entonces Ey(u™) = £5M? y @™ una solucién de (po), lo cual es
imposible ya que @* se anula en un abierto de RV. En consecuencia, E (1) > 2SV/?

y (3.11) implica que
r 2
¢ > [ min #—Nx_Q — SN2,
z€eQ) f(q;) 2 N
lo que contradice (3.10).

Por tanto, 7 |g,= 1, es decir, G; C I' y, como 7 : G — Z/2 es un epimorfismo, se tiene
que |G/G1| = 2|I'/G4|. Se sigue de (3.11) que

2|T/G4| . . #lu 2 N2
c> | ——== | Ex(®) > | min ——— | =57,
- <f<y0)2> (@) (zEQ f(g;)z) N

y (3.10) implica que

2|0/Gh| Eo(U)=c= (mm—#f‘x )ESN/Z.
(f(yo)N;Z) = v f@) ) N

En consecuencia, I'y, =Ty, = G1, yn, 0 € M y Ex(u) = —S 2. Como los instantones
(2.14) son, salvo signo, las tinicas soluciones no triviales de energia minima de (), de
la, propiedad (iv) del Teorema 3.2 se sigue que, remplazando a la sucesién (&,,) de ser
necesario por un miiltiplo positivo de ella,

2—N

= > f) T (9)en® Ul (= gun)) + o(1),

GG/Gl



3.2. EXISTENCIA DE SOLUCIONES T-INVARIANTES 53

donde U = +U. Esto concluye la demostraciéon. m

Como consecuencia de este resultado obtenemos la existencia de soluciones T-equiva-
riantes.

Teorema 3.7 Sea N > 4. Supongamos que a y f satisfacen las condiciones (ay1), (f1),
(a2) y (f2). Si T es el micleo de un epimorfismo continuo 7 : G — Z/2 definido en
un subgrupo cerrado G de O(N) tal que Q, a y f son G-invariantes y Gy # 'y para
algin y € M N ), entonces el problema (pgf) tiene al menos un par de soluciones
T-equivariantes +u que satisfacen

1

2 = (. ).

Demostracion: Como Gy # I'y para algin y € M N €2, tenemos que M # () para
s > 0 suficientemente pequena, y el Corolario (2.16) asegura que

, 2 (i 72 ) 5%
u(a,f)<N<r;1€1£f($)N22)S )

. . : .
Sea (u,) una sucesién minimizante para F, s en N, es decir, u, € NJ,y

Euf(u,) — inf E, f =: 4" (a, f)
9 ./\/’(;f b

Por el principio variacional de Ekeland [29, Teorema 8.5] podemos suponer que (u,) es
una sucesién 7T-equivariante de Palais-Smale para E, ¢. El corolario anterior garantiza
que una subsucesién de (u,) converge fuertemente a ug € N, a.r ¥, como Eg ¢ es de clase
C', se tiene que ug es un minimo de E, ; en N, a.1» €8 decir, ug es una solucién no trivial

de (p;f). ]

En la Seccién 4.5 probaremos que la solucién obtenida es (I', 2)-nodal concluyendo
asi la demostracion del Teorema 1.15 enunciado en la introduccién.



Capitulo 4

Multiplicidad de soluciones
[-invariantes

4.1. Teoria equivariante de Lusternik-Schnirelmann

Sea X un espacio topoldgico. Una involucién en X es una funcién continua 7x :
X — X que cumple 7x o7y = idy. Cada involucién define una accién del grupo Z/2
en X y viceversa. La involucién 7x = idx corresponde a la accién trivial. En nuestras
aplicaciones consideraremos la involucién inducida por un homomorfismo 7: G — Z/2
cuyo niicleo es I' = ker 7 en el espacio de érbitas RY /T, definida como sigue:

T:RN/FHRN/F, 7(l'y) =T'(g-y),

donde g, € 771(—1), véase (2.19). Consideraremos también la involucién antipoda en
o,y dada por u — —u.

Sean X,Y espacios topolégicos con involuciones 7x : X — X y 7y : ¥V = Y
respectivamente. Diremos que una funcién continua f : X — Y es Z/2-equivariante si
Ty o f = fo7x. Dos funciones Z/2-equivariantes fy, f1 : X — Y son Z/2-homotépicas
si existe una homotopia © : X x [0,1] — Y tal que O(z,0) = fo(z), O(x,1) = fi(x)
y O(rxz,t) = 7yO(z,t) para todas z € X, t € [0,1]. Un subconjunto A de X es
Z/2-invariante si T7xa € A para toda a € A.

Definicién 4.1 La 7Z/2-categoria de una funcion Z/2-equivariante f : X — Y es el
minimo entero

k =:7/2-cat(f)
tal que existen k subconjuntos abiertos Z/2-invariantes X, ..., Xj. de X que satisfacen:
(i) X=X;U---UX;.

(i) Para cada i = 1,...,k, existe un punto y; € Y y una funcion Z/2-equivariante
5%5)
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a; : Xy — {yi, vy} tal que la restriccion f |x,: X; — Y es Z/2-homotdpica a «;.
Si no eziste tal cubierta definimos Z/2-cat(f) := occ.

Si A es un subconjunto Z/2-invariante de X y ¢ : A — X es la inclusién denotamos
Z])2-catx(A) :==7Z/2-cat(r) vy  Z)2-cat(X) :=7Z/2-catx(X).
Si 7x = idx entonces
Z]2-catx(A) =: catx(A),  Z/2-cat(X) := cat(X)
es simplemente la categoria de Lusternik-Schnirelmann [29, Definicién 5,4].
Lema 4.2 a) Si f: X =Y yh:Y — Z son Z/2-equivariantes se cumple
Z)2-cat(h o f) < min{Z/2-cat(f),Z/2-cat(h)}.

En particular, Z/2-cat(f) < Z/2-cat(Y").
b) Si fo, f1: X =Y son Z/2-homotdpicas, entonces Z/2-cat(fy) = Z/2-cat(f1).

Demostracion: a) Sean Y7, ...,Y,, subconjuntos abiertos Z/2-invariantes de Y tales
que Y =Y, U---UY,, y tales que existen 21, ..., z,, € Z y funciones Z/2-equivariantes
B; Yy — {2,722} que son Z/2-homotépicas a h|y,. Entonces X; := f~1(Y;) es un
subconjunto abierto Z/2-invariante de X, se cumple que X = X; U .- U Xy, y las
funciones «; := 8, 0o f : X; — {z;, 722} son Z/2-homotépicas a h o f|x,. Por tanto,

Z)2-cat(ho f) < Z/2-cat(h).
Anélogamente se prueba que
Z)2-cat(ho f) < Z/2-cat(f).

b) Sean Xj, ..., X,, subconjuntos abiertos Z/2-invariantes de X tales que X = X; U

-U X,, v tales que existen yi, ...,y € Y y funciones Z/2-equivariantes «; : X; —
{yi, Tyyi} que son Z/2-homotépicas a fy|x,. Como fo y fi son Z/2-homotépicas, «; es
Z/2-homotépica a fi|x,. Esto prueba que

7.)2-cal(fo) > Z/2-cat( f1)

La otra desigualdad es andloga. m

Denotaremos por X al espacio de Z/2-6rbitas de X, y por ¢x : X — X ala
correspondiente aphcamon cociente. Si f : Y — X es una funcién Z/ 2-equivariante,
denotaremos por f Y — X ala funcién inducida por f. Decimos que la accién de Z/2
en X dada por la involucién 7x es libre, si 7xx # x para toda = € X.
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Lema 4.3 Supongamos que la accion de Z/2 en X es libre. Entonces se cumple lo
siguiente: R
a) Para toda funcion Z./2-equivariante f : Y — X se cumple que Z/2-cat(f) = cat(f).
b) Si existen funciones continuas f Y — X yh : X — Z tales que h es Z/2-
invariante, es decir, h(Txz) = h(x) para toda x € X, entonces

cat(ho f) < Z/2-cat(X).

Demostracion: a) Observemos que, si U es Z/2-invariante y abierto en Y entonces
U := qy(U) es abierto en Y. Ademds, toda Z/2-homotopia © : U x [0,1] — X tal
que O(y,0) = f( )y Oy, 1) € {z, TXx} para algin x € X y todo y € Y, induce una

homotopfa © : U x [0,1] — X tal que O(qy(y),0) = flar(y)) ¥ Olay(y),1) = qx(x).
De aqui se sigue facilmente que

Z./2-cat(f) > cat(f).

Para probar la desigualdad opuesta observemos que, si U es abierto en Y y 0:U x
[0,1] — X es una homotopfa tal que O(7,0) = f(7) y ©(,1) = T para algin 7 € X
y todo y € Y, entonces U := ¢y (U ) es Z/2-invariante y abierto en Y. Como la accién
de Z/2 en X es libre, ¢x : X — X es una aplicacion cubriente y tiene, por tanto, la
propiedad de levantamiento tnico de homotopias [25, Cap.2, Sec.2, Teoremas 2 y 3.
Sea © : U x [0,1] — X un levantamiento de © o (qy x id) : U x [0,1] — X que empieza
con f, es decir,

O(y,0)=f(y) v Olav(y),t) =aqx(Oy.t)) VyeU, teo1]. (4.1)

Entonces, O(y, 1) € ¢x' () paratodo y € U y, dado que ®(y,t) := 7xO(7yy, t) también
satisface (4.1), la unicidad del levantamiento implica que ©(7yy,t) = TxO(y,t) para
todas y € U, t € [0, 1], es decir, © es una Z/2-homotopia. De esta observacién se deduce
facilmente que R

Z)2-cat(f) < cat(f).

b) Seaq: X — X la aphcacmn cociente. Como h es Z/2-invariante, existe una funcién
continua h : X — Z tal que ho q = h. Por el lema anterior,

cat(h o f) = cat(/f;oqo f) < cat(lgo f) < cat(X ) Z)2-cat(X)
como afirma el enunciado. m

La categorfa equivariante de Lusternik-Schnirelmann proporciona una cota inferior
para el nimero de pares de puntos criticos de un funcional par en una variedad de
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Hilbert. Recordemos que un funcional ¢ : M — R de clase C! satisface la condicién de
Palais-Smale (PS). en c si toda sucesién (u,,) en M tal que

O(um) = ¢y Vo(up) —0

contiene una subsucesiéon convergente. Denotamos
¢t = {uec M: p(u) <d}.

Una demostracién del siguiente resultado cldsico se encuentra, por ejemplo, en [12,
Teorema 1,1], [27, Teorema 5.7].

Teorema 4.4 Sea ¢ : M — R un funcional par de clase C' definido en una subvariedad
M de clase C? de un espacio de Hilbert que es simétrica respecto al origen (es decir,
u € M & —u € M). Supongamos que ¢ estd acotada inferiormente y satisface la
condicion (PS). para toda ¢ < d. Entonces ¢ tiene al menos 7/2-cat(¢?) pares de
puntos criticos u con valores criticos ¢(+u) < d.

4.2. Infinidad de soluciones ['-invariantes

El Corolario 3.6 garantiza que, si todas las I'-6rbitas de €2 son infinitas, entonces
E,; : H}(Q2)™ — R satisface (PS)] para todo homomorfismo 7 : G — Z/2 y todo
¢ € R. Usaremos este hecho para probar la existencia de una infinidad de soluciones en
ese caso. Para poder aplicar el teorema de Lusternik-Schnirelmann requerimos verificar
que la restriccion de E, ; a la variedad de Nehari N, satisface (PS)].

4.2.1. La propiedad de Palais-Smale en la variedad de Nehari

Sea 7 : G — Z/2 un homomorfismo continuo con I' = ker 7. Consideremos la
restriccién del funcional
1 1 o

. 2
Fag (HYQT =R, Bay =5 llulll = 5 lul7e

a la variedad de Nehari
Tr={ue Hy(Q) a0, |Jul2 = |ulf, )

El gradiente V(Eq,s |n; )(u) de la restriccion de E, s a N ; es la proyeccién ortogonal
del gradiente VE, ¢(u) de E, s sobre el espacio tangente a N, af €1 U,

T2},

TN, = {ve H{(Q) : 2/

Q

(Vu - Vv~ a(x)uw) = 2*/f(:c)]u
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Proposicién 4.5 Sea (u,) una sucesion en N ; tal que E, s(u,) — c. Entonces
V(Eas |ng,)(un) = 0 siy solo si VEq;z(un) — 0.

FEs decir, (u,) es una sucesion T-equivariante de Palais-Smale para E, ¢ | NI sty solo
) a,
st es una sucesion T-equivariante de Palais-Smale para Eq ¢.

Demostracion: Sea F : Hg(Q2)"™ ~ {0} — R el funcional definido por F(u) =
]| 2 — |u|§72* . Entonces N7 ;(Q2) = F~'(0). La derivada de F en u cumple

Flluyp = 2/(VUVU + a(x)uv) — 2*/]‘(33) lul> % ww (4.2)
Q
= 2'E, ;(u)v — (2" - 2) /(VUVU +a(x)uv) Yo € Hy(Q)".
Q
Por lo tanto,

VF(u) =2"VE, ¢(u) — (2" — 2)u. (4.3)

Sea t,, tal que
Vanf(un) = thF(un) + V(E&f ’N;,f(ﬂ)xu”)' (44)

Como u,, € J\/Zf(Q), se cumple que (VE, ;(uy), un) = 0y E,f(u,) = % ||un||i En
consecuencia, (u,) estd acotada. Multiplicando (4.4) escalarmente con w, y usando
(4.3), obtenemos

AN
— £ (2 —9* 2 1) = 1).
0= ta(2 = 27) un2 4+ 0(1) = ¢t + (1)

Por lo tanto, ¢, — 0. Usando las desigualdades de Holder y de Sobolev, a partir de
(4.2) concluimos que

2*—1

|[F'(upo] < Cllull” ol Vo € Hy(Q)

para alguna constante positiva C. En particular, |V F(u,)|| < C'|ju,|* . Por tanto,
(VF(u,)) esta acotada y se sigue de (4.4) que VE(u,) — 0, como afirma el enunciado.
]

4.2.2. Infinidad de soluciones ['-invariantes

Empecemos observando lo siguiente.
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Lema 4.6 Para todo subgrupo cerrado I' de O(N) y para todo abierto I'-invariante €
de RY se cumple que dimHg ()" = cc.

Demostracion: Sea 'z una ['-6rbita principal en ) y sea V' una vecindad tubular
de I'z en €2, es decir, una vecindad tal que existe un homeomorfismo I'-equivariante
¢ :B" xT'z =V donde B™ es una bola de dimensién m = N — dim(I'z). La aplicacién

: HI(V)' = H(B™), ®(u) =u(o(-,x)),

r r

es un isomorfismo lineal. Dado que Hj(V)' es un subespacio vectorial de Hg(Q)",

concluimos que
dim Hy(Q)" > dim Hy (V)F = dim Hj (B™) = oo,

como afirma el enunciado. =

Este resultado no es cierto, en general, si cambiamos H}(Q)" por Hj(Q)". Por
ejemplo, si  es una bola o una esfera en RY y 7 : O(N) — Z/2 es la funcién que a
cada matriz en O(N) le asocia su determinante, entonces ker 7 = SO(N). En este caso,
HL(Q)39N) es el espacio de funciones radiales, que es de dimensién infinita, mientras

que H3(Q)" = {0}.

Teorema 4.7 Sia y [ satisfacen (a1) y (f1), y si todas las T'-6rbitas de Q2 son infinitas
entonces el problema (par f) tiene una infinidad de soluciones.

Demostracion: El funcional E, ; : N, ar ; — R es par y estd acotado inferiormente.
Como todas las I'-6rbitas de () son infinitas, el Corolario 3.4 junto con la Proposicién
4.5 garantizan que este funcional satisface la condicién de Palais-Smale (PS). para
todo ¢ € R. El teorema de Lusternik-Schnirelmann (Teorema 4.4) garantiza que E, f :

+; — Rtiene al menos Z/2-cat(N; ;) puntos criticos. Ahora bien, N] ; es radialmente
difeomorfo a la esfera unitaria ST en H} (). El lema anterior garantiza que dicha esfera
es de dimensién infinita. En consecuencia, usando el Lema 4.3 obtenemos

Z)2-cat(N, ;) = Z/2-cat(S") = cat(RP*) = oo,

donde RP> es el espacio proyectivo real de dimensién infinita. Por tanto, (¢}, ;) tiene
una infinidad de soluciones. =
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4.3. La funcion bariérbita
Supondremos de aqui en adelante la siguiente condicién de no-existencia:
(ne) Eoy no alcanza su infimo en N ;.

El Corolario 3.4 implica que, si (ne) se cumple, entonces

Iz 1 w~
T0,f) = if By s = ml'n#—N2 —52. 4.5
(0, f) AT, 0.f ven f(z)°5 ) N (4.5)

Es bien sabido que, si I' = {1} y f es constante, la condicién (ne) siempre se cumple
(véase, por ejemplo, [27, Cap. III, Teorema 1.2]). De la igualdad (4.5) se sigue que (ne)
no se cumple si todas las I'-6rbitas de 2 son infinitas (pero en ese caso acabamos de
probar la existencia de una infinidad de soluciones, véase Teorema 4.7).

Consideremos el conjunto

— r r
€N

fly) = fla)=

Observemos que, para todos y € RY, v € T, se cumple que I',, = 7T,y !, es decir, el
grupo de isotropia de vy es conjugado al grupo de isotropia de y, y todos los subgrupos
conjugados a I'y son grupos de isotropfa de algin punto en la I'-6rbita de y. Consider-
emos el conjunto (finito) de todas las clases de conjugacién de grupos de isotropia de
puntos de M, y escojamos un representante I'; C I', ¢+ = 1,..,m, en cada una de tales
clases. Denotemos por

Vi={zeRY :qz2 =2 VyeTIy}
al espacio de puntos fijos de R" bajo la accién de I';. Denotemos por
M :={ye M:T,=T;}.
Notemos que M es la unién de subconjuntos cerrados, ajenos por pares,
M=TM'UTrM?*U.---UTM™, TMNTM =0siij,

donde ' ‘
M :={yy:yel,ye M'} ={ye M : (T,) = (I')}.

De la definicién de M se sigue que f es constante en cada I'M*. Denotemos por

fi = f(TMY) € R.
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Fijemos oy > 0 tal que

36 Yye M, v €T con vy # vy, (4.6)
36y Vi,j=1,...,m con i # j,

ly — vyl

>
dist(TM*, T M?) 2>

y tal que el subgrupo de isotropfa de cada punto en Mj := {z € V' : dist(z, M") < 6o}
es precisamente I';. Definimos

2—N
R 4 : 7
W, = E Ji Uy siz€ M,

[gler/T;

donde U, , es el instantén de Aubin y Talenti

N-—-2

Z)=an £ T, ay = — (N=2)/4, .
Uo(2) = ox (55— N - 2) (49

Para cada ¢ € (0,00) consideremos los conjuntos

M} ={ze V' :dist(z, M") < 4§},

Ms @ =MjU---UM™

Bs : ={(g,2) : € €(0,9), z € My},

©s : ={xtW.,:(e,2) € Bs}, Op 1= O, .

Probaremos el siguiente resultado.
Proposicién 4.8 Supongamos que Ey ; no alcanza su infimo en ./\/;Jljf. Sea 0 € (0,6p).

Entonces existe n > ' (0, f) con la siguiente propiedad: Para cada u € ./\/Oljf tal que
Eo,;(u) <n se cumple que

1
mf |ju—W| </ Nur
uf u = WI < 4/5Nut (0, f),

y existen exactamente un v € {—1,1}, un e € (0,0¢) y una I'-drbita I'z € M;, tales que
Ju—oWeull = fuf =W
Ademds (e, z) € Bs.

Para la demostracién de este resultado se requieren varios lemas. Continuamos
suponiendo que se cumple (ne).
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Lema 4.9 Dados § € (0,60) y p > 0 existe n > ut (0, f) con la siguiente propiedad:
Para cada u € N, con Egy(u) <1 existe W € O5 tal que

lu =Wl <p.

Demostracion: Supongamos lo contrario, es decir, que existe una sucesién (u,) en
NG con Eg p(u) < pb(0, f) + + y tal que

inf ||u, — WI| > p. 4.9

= W) > p (49)

Por el principio variacional de Ekeland podemos suponer que (u,) es una sucesién de

Palais-Smale I'-invariante. Como Ej ; no alcanza su infimo en N ¢, la sucesién (u,) no

contiene una subsucesién convergente. Esto, junto con (4.9), contradice al Corolario ?7?.

|

Lema 4.10 (i) |[W..||> — Ny (0, f) cuando € — 0 uniformemente en z € Ms, .
(it) |Weo 4+ Wa||> > 2Nu(0, f) para todos z, 2' € Ms,, €,¢' > 0.

. N2 .
Demostracion: Sea U = Uy . Observemos que U, = ¢~ 2z U(*%). Se tiene en-

tonces que

Uees Us) = ()% [ VUE=2)VU(=")da
RN 19 £
EN € -z
= (5)r | VUWVU(Sy - d
(%) . WVU(Gy = ——)dy
€N e e 2 —z
= (=)= Uy 1=U(=y — d
() . ()" 7 ZU(Gy - ———)dy
x_1,E (N=2 9 7 -z
= / Uly)* (5) 7 U5y - ))dy. (4.10)
RN 5 € €

Sean z € My 2 € M}. Calculamos
22N 2-N
<Wa7za Wa’7z’> = Z Z f@ * fj * <U€7’}/Z7 Ua’;y’z’) . (411)
[ver/T; [V]€r/T;
En particular, si z € M} se tiene que

/

=y . 'yz—’yz
Wl = £7 | D) P+ Z/ ) Uy +—)dy|(4.12)

[v]€r/T; #]
#(T/T3) o
N—
fi®

= Nu (0, f) cuando € — 0.
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Esto prueba (7).
Se sigue de (4.10) y (4.11) que (W.., W. /) > 0, y de (4.12) que ||[W...||* > Nu"(0, f).

En consecuencia,
”We,z + We’,Z’HQ = ||W€,z||2 + ||W€’,Z’||2 +2 <Wz-:,z; Ws,2’> > 2NNF(07 f)

Esto prueba (ii). m

Lema 4.11 (i) Sie,, - 0ye, >0 >0 o dist(I'z,,['2])) > § entonces

[Wey o = Wyt [P+ 0(1) > 2N 50, f).

(i1) Si ||W€ - W H — 0, e, — 0 yel — 0, entonces, para alguna subsucesion,

n,&n

5—7—1‘%0 v (each) Mdist(Tz,, T2L)? — 0.
15

n

Demostracion: (i) De (4.11), (4.10) y las hipétesis se tiene

<W5 WE;“Z;> — 0.

Por otra parte de (4.12) se cumple ||We, .. ||> > NuF(0, f). Entonces s6lo observamos
que

2 2 2
HWE'ruZn - WE'In7Z1/q, + 2 <W5n72n7 WE{n:Z;’L> = ”Wgnyzn” + ||W54L7Z47,H )

de donde ||W., ., — We, . ||* +0(1) > 2Nu(0, f).
(1) Del Lema 4.10 (i) y como

2 2 2
HWE - WE;')JZ’{l || = HWEnyzn H + HWE’IHJZ;’] - 2 <W5nzzn7 WE{nJZ:’L> ?

n;&n

se tiene que <W5n7zn,Wgz7za> — Nut'(0, f). De (4.11) se sigue que i = j y, para una
subsucesion, existe una unica [y] € I'/T; tal que dist(I'z,,I'z]) = |z, — v2.],

<Uan,zna Ua;”wz;) - SN/2 y <Uen,zn7 Ueﬁl,v’z;) — 0 si h/] 7£ [7]

De (4.10) obtenemos que

(Uenions Uetinzt,) = <U’ Vs > |

en’ En
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Por tanto,

2

2
HU - Ui ’ngrz—zn - 2 <U7 Ui "/141—3n > - 0
en’ en

en’ En

I/ / /
€n YZn—2%n
en’ en

—UlP + \

y, en consecuencia, & — 1y e, ' |yz, — 2, — 0. =
n

Lema 4.12 Dadas 0 < 0 < do y R > 0 existe n > p' (0, f) tal que para toda u € Nj;
con Ey ¢(u) <n se cumple lo siguiente:
(i) infwee, ||u—W|* < Z15(0, f), y este infimo se alcanza.

—~

(i1) Si W € © satisface Hu — WH = infywee, ||lu — W|| entonces W e 0.
(111) Si v W, .. € O satisfacen ||u —v;W,, .|| = infwee, |lu — W], s = 1,2, entonces
21,29 € Mgo para la misma i € {1,...,m} y se cumple que

f1_ 1‘ <R y (e189) 'dist(I'z;,'2)? < R.
€2

Vi = Vo,

Demostracion: Sea R’ € (0, R) tal que, si |%/ —1| < Ry (ee')dist(I'z,T2')? < R’
entonces |e —&'| < ¢ y dist(I'2,T2') < &. Por el Lema 4.11 (ii) existen 0 < p <
(%uF(O, Y2y & € (0, g) tales que, si ,&" € (0,8") y ||[W., — W /|| < 2p entonces
|£ —1] < Ry (e)"(dist(T'2,T2"))? < R'. Para tales 0’ y p tomamos 1 > 1" (0, f)
como en el Lema 4.9. Entonces para u € N({ N Eg’ s> se cumple

N

, 2 ) 2 2 r

W < f). 4.1
1I€1f0||u [ lgf5, lu —W" < p® < 5 1 (0, f) (4.13)

Dado que (u,U; ) — 0 cuando € — 0 y cuando € — oo uniformemente en z € Ms,, se
tiene que existen g, e, > 0 tales que

lu £ Weall® = IWeall* + llull® = Jull® > NuT(0, f) Ve € (0,0) U (600, 00), 2 € M.

Esto, junto con (4.13) y la compacidad de [gg, do] X Ms,, implica que el infimo infycg, ||[u — W]
se alcanza. Esto prueba (7).

Notemos ahora que, si ||u —vW. .|| < py [lu—vWo| < p con v,/ € {£1},

e, e’ € (0,0"), entonces

lvWe, = V' Wa || < 2p < (QNMF(O, f))1/2.

El Lema 4.10 implica que v = v/ y nuestra eleccién de p y 6" implica que |§ — 1! <R
y (eg') 7! (dist(T2,T2))? < R
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En particular, si u € N, Eos(u) <ny lu—vWe, . || = infwee, |u — W|, entonces

”u - VsWss,zs €9

< py, en consecuencia, vy = Vs, )6—1 - 1‘ < Ry (g189) tdist(T'z1,[29)% <
R'. Se sigue de (ii) que 21,22 € Mjs. Nuestra eleccion de R’ implica ademds que
dist(I'z1,T'22) < 2. Usando (4.7) concluimos que 21,2, € M; para la misma i €
{1,...,m}. Esto prueba la afirmacién (7).

Finalmente, supongamos que W = vW. ., € O satisface ||u— /WH = infyee, |Jlu — W||.
De (4.13) se sigue que existe v'W. ., € Oy tal que ||u —v'W. /|| < p. Entonces v = v/,
|£ — 1] < R’y (e¢/)"!(dist(T'z,T'2’))? < R'. Nuestra eleccién de R’ implica entonces que
e — | <2 ydist(lz,T2) < &y, como (¢/,2') € By y & < 2, se tiene que (¢, z) € By,

es decir, W = vW, , € O;. Esto prueba (ii). =

Lema 4.13 Existen § € (0,d¢), p > 0 y R > 0 tales que si v;W,
satisfacen

€ 0O, s =1,2,

$5%s

lu = vsWe,zll = fof Jlu— W <p

21,29 € M} para la misma i € {1,..,m},

_ 2
i—;—l’ S R ) (6182) 1|Zl—22| S R,
entonces €1 = €9 Y 21 = 22.

Demostracion: Consideremos la funcién y,, : (0,00) x M g’o — R tal que
Xul(e,2) = llu— Weo|.

Escribimos ¢ = (g, 2). Sea h = (hg, hy, ..., hq) € R x V* donde d := dim V*. La primera
y segunda derivadas de la funcién x,, estdan dadas por

Xu(Oh = —=2{(u—W¢, D:We(-)h),
1 1
SXu(Q)(hh) = (IDW(R* = (u— We, DEW()(h, b)),
donde -
WC - Wa,z = Z fiT Ue,wz-
[]
Entonces

DWe(h =3 f % Deleru(dh =3 £, 7

ol [ Jj=0
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donde 0y = 0., 0; = 0, y la suma es sobre [y] € I'/T;. Su norma estd dada por

IDWIRIE = £ D> (0Uenz(Vhy, U s () (4.14)

Bk ]

Para calcular los sumandos de esta iltima expresién observemos que

Uso(x)=¢""2 U( . ).
Por tanto,
N—2 i 1 N -
V.U..(z) = e T VU - Z)(—g) = e 3vU(E - ),
_N-2 T —z T —z N—-2 v _x—2
0.U..(x) = e = VU( ) (— = )+ (— 5 e 2 U( . )
T —z T — 2z N—-2 x—z
= — 2[VU U
VU () + S ()
Si denotamos por
N —2
Wly) = VU(y) -y+—5—Uy),
oU
(y) = — =1,
Vi(y) ayj(y), j=1,..4d,
A = (aj) con aj=(V;, V),
obtenemos
Oy 0o (l) = & [ TOGE20) V)b

"2 — 2z
= 5_2/VVJ‘(?/) -VVi(y — %)hjhkdy-

Insertando estas expresiones en (4.14) obtenemos

Dt = 2L (Zajkhjmosm)

fi ’ Gk
_ 5,2#(1;{51‘) (Ah - h+0.(1)),
fi?

donde 0.(1) — 0 cuando € — 0. Andlogamente se demuestra que
(u—We, DEW()(h, b)) < flu = Wl [ DEW() (B, B
L # T/ ~

= ¢ 2% (||u — Wel|Ah - h+ 05(1)> .
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Por lo tanto, existen ¢ € (0,00), p > 0y ¢ > 0 tales que

Sty = e UL (An b= = Well An-h+ o0.(1)

2 fr

> ce2n)? s lu—Well<pye<d.
Supongamos que ¢; = (£1,21), (5 = (g2, 22) € (0,8) x M} son dos minimos para x, y
que se cumple

lu—v W, .l <p, s=1,2.

De la férmula de Taylor se obtiene

0 = Xull+h) = xulG) = GXAC) () ()
> cer? |h)* +7r(h), (4.15)

dondeT;L—}‘QHOSihHO.

Tomemos h := (5, — (;. Si h # 0 obtenemos de (4.15) que

r(h)
0>c+ . 4.16
2 hP (410
A continuacién probaremos que
h
—7;( ) 5 — 0 cuando L y (e162) 7 |21 — 22)* — 0. (4.17)
e |hl E9

En consecuencia, existe R > 0 tal que

r(h)

< °1
er? ||

g

- <R y (6182)_1 |2’1 — 22|2 < R.
2

¢ si

Esto contradice (4.16). En consecuencia h = 0, es decir, (¢1, 21) = (€2, 22) como afirma
el lema.
Probemos ahora la afirmacion (4.17). El residuo de la férmula de Taylor estd dado por

(1) = 5IX4(G) — X)) (h, )
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donde ¢, = (1 —t)(; +t(y con 0 < ¢ < 1. Sea (, =: (&, 2). Entonces

r(h) 506 — xa(C)l(h, h)

e’ A er? hf?
A P
* ﬁ <W4t — We,, DE W, () (h, h)> (4.19)
b (um W DGO - DG Ol (420

El término (4.18) tiende a 0 cuando £ — 1. En cuanto a los términos (4.19) y (4.20)
se tiene que

i [(Wer = Wi DEWE )0 1)) + (= Wey ID2WE, () = D W, O] )
< PR [Aeh o] (- (2) "+ oo [ (2) 1))

IN

(e (2) o[ (2) 1))

Usando la identidad (4.10) es facil comprobar que ||W<t - We, H — 0 cuando 28 — 1

y (162) 7' |21 — 23> — 0. En consecuencia (4.19)4(4.20) tiende a 0 cuando N I

(e182) 7t |21 — 22|2 — 0. Esto demuestra (4.17) y concluye la demostracién del lema. m

Demostracién de la Proposiciéon 4.8. Sean 0 € (0,dp), p >0y R > 0 como
en el Lema 4.13. Sin perder generalidad podemos suponer que esta  es mds pequena
que la dada por la proposicién. De los Lemas 4.9 y 4.12 se sigue que existe > u'' (0, f)
tal que para toda u € ./\/}ff con Ey f(u) < n se cumple que

ot Ju— Wi <p
y se cumplen ademds las propiedades (1), (i1) y (iii) del Lema 4.12, es decir,

; 2 N Iy
ot lu =W < 507(0, f)
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y este infimo se alcanza. Ademds, si v,W,, ., € O, satisfacen

|lu — vsWe

55%s

= inf [[u—W], s=1,2,
WeOg
entonces v, W, . € O;, 21,22 € M} para la misma i € {1,...,m}, y se cumple que

V1 = Vo,

L 1‘ <R y (e169) 'dist(T21,T2)* < R.
€2

Sin perder generalidad podemos suponer que dist(I'zy,T'z9) = |21 — 23| y, remplazando
u por —u si es necesario, podemos suponer ademds que v, = vy = 1. El Lema 4.13
implica entonces que €1 = ey 21 = 25. B

4.3.1. Definicion de la funcién baridérbita

Continuamos suponiendo la condicién
(ne) Eoy no alcanza su infimo en N .

Fijemos § € (0,60) y escojamos n > u!(0, f) como en la Proposicién 4.8. Como
antes, denotamos por

Egy + ={u€ Hy(Q): Eoz(u) <n},
Bs(M) : ={zeRY :dist(z, M) <4},

y por Bs(M)/T" al espacio de I'-6rbitas de Bs(M).
Definicién 4.14 La funcién bariérbita es la funcion
A" NoyNEY, — Bs(M)/T,

definida como sigque:

T . def, o , .
B (u) =Ty < |luxW,,| = min lu—W|.

La Proposicién 4.8 garantiza que esta funcién estd bien definida.

Proposicién 4.15 La funcion bariérbita 3* : oy NE) s — Bs(M)/I' es continua y
es Z/2-invariante, es decir,

B (u) =B"(—u)  VueNG,N Eg;.
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Demostracion: Es inmediato comprobar que 3" es 7,/ 2-invariante. Supongamos que
up — wen Nj ;N E] ;. Sean e,,¢ € (0,0), Yn,y € M; tales que, cambiando signo a u,,
y u si es necesario, se cumple que

i = Wep | = it = W1, = Weyll = i flu— 7.

Entonces 8" (u,) = 'y, y 8" (u) = I'y. Como Mj es compacto, tomando una subsucesién
podemos suponer que y, — ¥’y que g, — ¢’ € [0,0]. Sie’ = 0 entonces (u,, We, ,,) — 0
y, en consecuencia, para n suficientemente grande,

N
TMF(O,f) >t = W I” = lanl* + 11We, o I = 2 (0, We, ) = N0, f)

Por tanto &’ # 0. Entonces W, — W, , y tomando limites cuando n — oo en
[ = Weyll 2 flun = Wep o ll 2 lu = We g || = lu = uall,

obtenemos

lw = Weyll 2 flu = Wer ||

En consecuencia,

lu = Weyll = llu = Weyll = min fju—Wi[.

Por tanto, e =&/, Ty =Ty

ﬁp(u) =Ty = nll_)Holo 'y, = lim ﬁp(un),

n—oo

. r .
es decir, 5~ es continua. m

Supongamos ahora que I' es el nicleo de un epimorfismo continuo 7 : G — Z/2.

Escojamos g, € 77'(—1). Siu € N entonces u cambia de signo y u~(z) = —u* (g, 'z).
2*

Por tanto, |[ut|]®> = |u~||® y |u* for = |u’|?c2 En consecuencia,

ueNg;=u" €Ny, y Eos(u)=2E (u”). (4.21)
Observemos primero que se cumple lo siguiente.

Lema 4.16 Ey; no alcanza su infimo en N £ Y, en consecuencia,

; ) o #le ) 2
© (0, f) == jlvnrf Eoy = (mm—m NSQ = 24" (0, f).
0,f

ven f(2)'
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Demostracion: Supongamos, por contradiccién que existe u € ./\/OT, f tal que Ey s(u) =
17 (0, f). Entonces u™ € Nj; y, como

, #Tw y
2 (07f)§ (glelélm> NS )

se tiene que

B0, ) < Boglu®) = 3070, ) < (mn ﬂéﬁ) 5% =1 0.)

e f(q;)T

Es decir, u™ es un minimo de Ej ; en /\/'Orf, lo cual contradice a la condicién (ne). Asf
pues, Ey ¢ no alcanza su infimo en N +- El Corolario 3.6 implica entonces que

T _ / #P.I 3 %
n (0, f) = (I;lelg—f<m)N22) v

como afirma el enunciado. m

La propiedad (4.21) implica, en particular, que
+ T n T 2n
u GN’O,meO,f VuE./\fO,fﬂEoyf
Dado que

|ut = oWey|| = ||—uTogrt +vWeyo g || = |Ju™ + vWey,,

I

se tiene que

|ut — oW, = min |ut = W| <= ||u= + Wy,
€00

= I/‘rfneiélo |lu==W|. (4.22)

En particular,
B (") =Ty <= ' (u") = T(g:y). (4.23)

Lema 4.17 Para toda v € Nj; N Egr} se cumple que (- (ut) # B (u).
Demostracion: Sea y € Mg tal que 8" (u*) = T'y y sea v = %1 tal que

Hu+ —vWe,

= min Hu+ — WH
WwWeoe
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Si g (ut) = B (u"), las propiedades (4.22) y (4.23) implican que

Hu* + VWayH = min Hu* — W” .

WeOg
De la Proposicion 4.8 se sigue que
ul| = |lum =Wy +u + W,
< min ||uJr — WH + min ||u’ — WH
WeBg We0Og

1
< 2 EN,uF(O,f).
En consecuencia, el Lema 4.16 garantiza que

Fo ) = 5 Jull* < 2670, ) = 570, ).

Esto no es posible, ya que u € Nj;. m

Denotemos por
Bs(M)" :={z € Bs(M) : Gz =Tz}

Proposicion 4.18 La funcion
BT NGy NVEY — (Bs(M)~ Bs(M)7) /T, f7(u) := " (u),

estd bien definida, es continua, y es Z/2-equivariante para la accion definida en (2.19),
es decir,

pT(—u) = T(gry) <= B7(u) =Ty.
Demostracion: Siu € Nj,; N Eg’} y 7(u) = Ty € Bs(M)™/T" entonces ' (ut) =

Iy = I'(9-y) = " (u™), contradiciendo al Lema 4.17. En consecuencia, 57 (u) ¢ Bs(M)™/T.
La continuidad se sigue del Lema 4.15 y la equivariancia de (4.23), ya que

B(—u) = B ((~u)") = B (~u7) = B' (u7).

Esto concluye la demostracién. m
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4.4. Multiplicidad de soluciones ['-invariantes

Consideremos el problema

—Au+a(z)u= f(z)|u)* *u en Q

(par ) u=70 sobre Of)
u(yx) = u(x) VeeQ, yel
donde T' es un subgrupo cerrado de O(N), 2 C R es un abierto suave acotado y
[-invariante, N > 4, 2* .= % es el exponente critico de Sobolev y a, f : RY — R son

funciones continuas I'-invariantes.
Consideremos el conjunto

_ r 'z
fly) = = fz)2
Supondremos en toda esta seccién que a, f satisfacen las siguientes condiciones:

(a1) mﬁina > —); donde \; es el primer valor propio de —A en H}(Q)

(az) a(x) < 0 para toda = en M.
(f1) f(x) > 0 para toda z en Q.
(f2) f es localmente plana en M, es decir, que existen r > 0, « > N y A > 0 tales que
[f(@) = fWl < Az —y* siyeM y |z—y| <r
Supondremos ademds que
(ne) Eo s no alcanza su fnfimo en N .
Queremos obtener resultados de multiplicidad de soluciones para este problema. Los

siguientes resultados incluyen parte de las afirmaciones de los Teoremas 1.14 y 1.16.

4.4.1. Multiplicidad de soluciones I'-invariantes

= rm’n#Lfi2 iS%
zeQ f(gj)T N

y, para 0 > 0, denotemos por

My = {y € M : dist(y,09) > 6},  Bs(M) := {z € RN : dist(z, M) < §}.

Denotemos por
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Teorema 4.19 Sea N > 4. Supongamos que se cumplen (ay),(a2), (f1), (f2) v (ne).
Dadas 6,0" > 0 existe ag € (—A1,0) tal que, si minga > ag, entonces el problema (pgf)
tiene al menos

CatBs(M)/p(Mé_/F)

pares +u de soluciones que satisfacen
0y — & < B, p(u) <min {€}, 24" (a, f)} .

Demostracion: De la Proposicién 4.5 y el Corolario 3.4 se sigue que E, ; | AT,

. s — R satisface la condicién de Palais-Smale (PS). para toda ¢ < él;. Del Teorema
4.4 se sigue que E, ; | NT, tiene al menos

7./ 2-cat( sz N Eg’f)

pares £u de puntos criticos con E, ¢(u) < 6, para toda 6 < E?. Queremos estimar esta
categoria.

Sin perder generalidad podemos suponer que § € (0,dg). Escojemos n > E? = ur (0, f)
como en la Proposicién 4.8 y consideramos la funcién bariérbita

B NG s NEY, — Bs(M)/T

de la Definicién 4.14. Esta es continua y Z/2-invariante (Proposicién 4.15). Sin perder
generalidad podemos suponer que §' < EIJ;. Sea ag € (—A1,0) tal que

( A )gszn{z, W 5}

A1+ ap

Si ming a > ayg, se sigue del Lema 2.8 que, para cada 6 < (%,

N N
>\1 2 )\1 2 r r 0
E < B, +(u) < C<y v nE..
0.7 (mo,r(u)) < ()\1 +ao> () (/\1 n ao) F<n VueN  NE,;

donde 7o s : Hg(Q)" \ {0} — Nj; denota a la proyeccién radial. En consecuencia, la
funcion
BN omey Ny NES ; — Bs(M)/T

estd bien definida, es continua y Z/2-invariante.
Fijemos 0 < s < ¢ tal que méxg e < 0 y ¢ € (0,¢5), donde €5 es como en la
Proposicién 2.14. Dicha proposicién garantiza la existencia de una 6 := 6, tal que

Eoy(mas(wl,)) <0< Vye M.
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La funcién
Oég : M(S_/FHNGI:meif, Oég(ry> :ﬂ-a,f(wg,y)a

estd bien definida y es continua. De la Definicién 4.14 de la funcién bariérbita se sigue
inmediatamente que

B ompsoas(ly) =Ty Vy € My .
El Lema 4.3 garantiza entonces que
Z/Z—cat(./\/f’f N ng) > catp, () r(My /T).

Puesto que u'' (0, f) = ¢4, del Corolario 2.9 y la definicién de ag se sigue que

|z

A
o<1 < ( N +) JP(a, f) < 204 (a, f).

Por tanto, E, | NT, tiene al menos

CatBé(M)/p<M6_/P)

pares +u de puntos criticos con E, ((u) < min{¢}, 2u" (a, f)}. El Corolario 2.9 implica

ademads que
N
2

= (Alzao) f <10, f) < Eugu).

Esto concluye la demostracién. m

4.4.2. Multiplicidad de soluciones T-equivariantes

Denotemos por

Bs(M)" :={z € Bs(M) : Gz =T'z}.

Teorema 4.20 Sea N > 4. Supongamos que se cumplen (a1), (as), (f1),(f2) y (ne).
Supongamos ademas que existen un subgrupo cerrado G de O(N) y un epimorfismo
continuo T : G — Z/2 tales que 2, a y f son G-invariantes y ker 7 = I'. Dadas §,6' > 0
existe ag € (—A1,0) tal que, si minga > ag, entonces el problema (pgf) tiene al menos

L] 2-catpy(an~ By r (Mo /1) = catpyn~ps0ayr)/a(M7 s/ G)
pares +u de soluciones T-equivariantes que satisfacen

205 — 6" < Eyp(u) < min {205,247 (a, f)} .
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Demostracion: De la Proposicién 4.5 y el Corolario 3.6 se sigue que E, ¢ | N
+; — R satisface la condicién de Palais-Smale (PS). para toda ¢ < 2{}. Del Teorema

4.4 se sigue que E, 7 | NI, tiene al menos
7./ 2-cat( o N Eg,f)

pares £u de puntos criticos tales que E, s(u) < 0 para toda 6 < 26?. Queremos estimar
esta categorfa.

Sin perder generalidad podemos suponer que 6 € (0, dg). Escojemos n > /% = pr(0, f) =
s17(0, f) como en la Proposicion 4.8. Consideremos la funcién bariérbita

BT NG N Egzc — (Bs(M) ~ Bs(M)")/T

de la Proposicién 4.18. Esta es continua y 7Z/2-invariante. Sin perder generalidad
podemos suponer que §' < E?. Sea ag € (—A1,0) tal que

( : )N = min {2, n/t}, (;/(6; — )}

/\1+CLO

Si ming a > ag, se sigue del Lema 2.8 que, para cada 6 < 204,

N N
)\1 2 /\1 2 T 0
E < B, /(u) < 20 <2p YueNT,NE,
0.5(mo,r(u)) < (AIJFGO) g(u) <A1+a0> F<2n YueN; NE,;

donde oy : Hg(Q)™ ~ {0} — N denota a la proyeccién radial. En consecuencia, la
funcion

BTomos NiyN By — (Bs(M) N Bs(M)7)/T

estd bien definida, es continua y Z/2-equivariante.
Fijemos 0 < s < ¢ tal que maxp,na <0 y € € (0,¢5), donde €, es como en el
Corolario 2.16. Dicho corolario asegura entonces la existencia de una 6 := 6. tal que

Eap(mas(wl,) <0 <20, Vye M,

La funcién
ag M;(;/F —>./\/’,;f, CYZS-(F?J) :Wa,f(w;y)’

definida en (2.18) es continua y Z/2-equivariante (2.20). Se tiene ademds que
pTomypoaz(ly) =Ty Vy € M_;.
El Lema 4.2 garantiza entonces que

Z/2—cat( t;f N Eg,f) > Z/Z—Cat(Bé(M)\Bé(M)T)/F(Mg/F)
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y, como la accién de Z/2 en (Bs(M) ~ Bs(M)7)/I" es libre, el Lema 4.3 asegura que

Z)2-cat gy Bs(anyr)r(My /T) = catis, () 5007y /6 (My /G).
Puesto que u7(0, f) = 2¢%, del Corolario 2.9 y la definicién de aq se sigue que

vl

A1
6 < 20~ < T <2u" .
< f—<)\1+a0> N(%f)_ :u(a’f)

Por tanto, £, ; | NT, tiene al menos

cat By (v~ Bs () (M [/ G)

pares +u de puntos criticos con E, ;(u) < min{2¢},2u"(a, f)}. El Corolario 2.9 implica

ademads que
N
2

)\1—|—a0> 2€§; < /’LT(G‘? f) < Ea,f(u)-

A

I /
20 — 0" < <
Esto concluye la demostracién. m
Para concluir las demostraciones de los Teoremas 1.14 y 1.16 necesitamos compro-

bar que las soluciones obtenidas en los dos teoremas anteriores tienen las propiedades
nodales requeridas. Este es el objetivo de la siguiente seccién.

4.5. Propiedades nodales de las soluciones

La siguiente proposicién es una versién simétrica de un resultado de Benci y Cerami

[?]. Nos da una condicién suficiente para que un punto critico de E, ¢ | AT N, —R

no cambie de signo.

Proposicién 4.21 Siu € N ; es un punto critico de Eqy tal que E, y(u) < 24" (a, f)
entonces, o bien u > 0, o bien u < 0.

Demostracion: Siu € N ; es un punto critico de E, ; entonces

0= E(;,f(u)ujE = / (VuVui + a(z)uut — |ul* 77 uui> = Huin — ‘ui‘jQ ,
Q
donde ut = max{u,0} y v~ = min{u,0}. Asi pues, si ut # 0y u~ # 0, entonces

ut e N 5 7 ¥, en consecuencia,

Ea,f(u) = Ea,f(qu) + Ea,f(ui) > QMF(C% f)
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contradiciendo nuestra hipétesis. Por tanto, o bien u™ = 0, o bien v~ = 0. =

Supongamos ahora que existen un subgrupo cerrado G de O(N) y un epimorfismo
continuo 7 : G — Z/2 tales que Q, a y f son G-invariantes y ker7 = I'. Queremos
estudiar las propiedades nodales de las soluciones de energia pequena del problema
(97 ;). Para ello introducimos las siguientes nociones.

Sea I' un subgrupo cerrado de O(N) y sea A un subconjunto I-invariante de RY.

Definicién 4.22 Decimos que A es I'-conexo si no se puede expresar como la union
de dos subconjuntos ajenos I'-invariantes abiertos en A.

Notemos que un subconjunto I'-conexo no es necesariamente conexo. Por ejemplo,
si' = {1, —1} acttia por multiplicacién en R?, entonces A = {(z,y) € R?*: y* < 2?2 -1}
es I'-conexo, pero no es conexo.

x

Definicién 4.23 Una funcion continua I'-invariante u : A — R es (I",2)-nodal si los
conjuntos

{reA:u(z)>0} y {reA:ulx)<0}

son no vacios y I'-conexos.

Observemos que una funcién (I', 2)-nodal puede cambiar de signo mds de una vez.
Por ejemplo, si I' = {1, —1} actia por multiplicacién en (—2F, 3%), la funcién u(z) =
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coszx es (I', 2)-nodal pero cambia de signo dos veces:

Proposicién 4.24 Sean G un subgrupo cerrado de O(N), T : G — Z/2 un epimorfismo
continuo y I' = ker 7. Supongamos que §2, a y f son G-invariantes. Si u € N;f es un
punto critico de E, s tal que E, ;(u) < 2u7(a, f) entonces u es (I, 2)-nodal.

Demostracion: Como u es una solucién del problema (g7 f), se tiene que u es

continua en 2. Supongamos que existen dos abiertos ajenos I'-invariantes U, y U, tales
que
{x € Q:u(z) >0} =U; UUs.

Sea g, € G tal que 7(g,;) = —1. Notemos que
gr:{reQ:u(zr) >0} = {reQ:ulx) <0}
es un homeomorfismo. Definimos

ui() = { u(z) si e U Ug(U;)

0 en caso contrario.
Entonces u; € H} ()™ para i = 1,2. Como u es punto critico de F, ; se tiene que
/ 2° -2 2 2
0= B, (u)u; = / (Vuvu + aw)uu; — [ul* " ww) = ]2 = [l
Q

En consecuencia, si U; # () y U, # 0, entonces uy,uy € N ; y

Eop(u) = Eop(wr) + Eo f(u2) > 247 (a, f),

contradiciendo nuestra hipétesis. Por tanto, {x € Q : u(x) > 0} y {x € Q : u(z) < 0}
son ['-conexos. m

El Teorema 1.14 es consecuencia inmediata del Teorema 4.19 y la Proposicién 4.21,
y el Teorema 1.16 es consecuencia inmediata del Teorema 4.20 y la Proposicién 4.24.
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4.6. Propiedades simétricas de las soluciones

Podria ocurrir que las soluciones I'-invariantes proporcionadas por los resultados
anteriores tuvieran de hecho muchas mas simetrias. Los resultados que daremos a con-
tinuacién (Teoremas 1.17 y 1.18 de la Introduccién) restringen las simetrias de las
soluciones. Usaremos la notacién y las hipétesis introducidas al principio de la Seccién
4.4.

Teorema 4.25 Sea N > 4. Supongamos que se cumplen (a1),(az), (f1),(f2) y (ne).
Sea T un subgrupo cerrado de O(N) tal que T' C r y 2, ayf son T-invariantes y se
cumple

#Tx  #

min ———— < min ———.
2€Q f(z)"2°  2e9 f(z)T

(4.24)

Entonces, dada § > 0 existe ag € (—\1,0) tal que, si minga > ag, entonces el problema
(4.f) tiene al menos

catB(s(M)/p(Mé_/F)

soluciones positivas que no son I'-invariantes.

Demostracion: Sea 6 > 0. El Teorema 1.14 asegura que existe a; € (—\y,0) tal
que, si minga > a;, entonces el problema (pg f) tiene al menos

Ca/tB(;(M)/F<M5_/P)
soluciones positivas que satisfacen

anf (u) < g?

Dado que /Lf (a, f) es la minima energia posible de una solucién f—invariante, bastara
probar que existe ag € (a1,0) tal que

65 < uf(a,f) si mina > ap. (4.25)
0

Ahora bien, el Corolario 2.9 afirma que, para toda —\; < a; < min{0,a(z) : z € Q},
se cumple

(Aj) W0, ) < 1, ).

Asi pues, para obtener (4.25) bastard probar que

< dh 0, ). (4.26)
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Consideraremos dos casos: Supongamos primero que 1 (0, f) no se alcanza. Entonces
(0, f) = £} y la condicién (4.24) garantiza que (; < £; = p"(0, f). Supongamos
ahora que existe u € Nj ; tal que Ey f(u) = p" (0, f). Observemos que Nj; C Nj ;. La
condicién (ne) asegura que Ey ; no alcanza su infimo en N ¢, en consecuencia,

uF (0, f) = Eop(u) > ub(0, f) = (.

Esto prueba la afirmacién (4.26) y concluye la demostracién del teorema. m

Teorema 4.26 Sea N > 4, sean G C G subgrupos cerrados de O(N) y seat : G — 7/2
un epimorfismo con kernel T := ker T, tal que 7| : G — Z/2 también es un epimorfismo
y su kernel es I' = ker 7|g. Supongamos que 2, a y f son G-invariantes y que se cumplen
(a1), (a2), (f1), (f2) y (ne). Supongamos ademds que

. #lx ., #lz
min ——— < min ———.
eeQ f(x) 2 2eQ f(z) 2
Entonces, dada 6 > 0 eziste ag € (—A1,0) tal que, si minga > ag, entonces el problema
(n.f) tiene al menos

cat(ps(vn\ss(myr /6 (M 5/ G)

pares de soluciones (I', 2)-nodales +u que son 7|g-equivariantes pero no son T-equivariantes.

Demostracion: La demostracion es totalmente andloga a la anterior. m

4.7. Un resultado de no-existencia

A fin de poder aplicar los resultados anteriores requerimos dar condiciones para que
se cumpla la condicion de no-existencia (ne). Veremos a continuacién que esto ocurre
si el dominio 2 es suficientemente delgado.

Sea o : S¥7! — [1,2] una funcién de clase C™ en la esfera unitaria en RY, sea
S, :={p(2)z: 2 € SV} y sea k > 0. Consideremos el conjunto

Ay ={2z+1tn,:z€S,, 0<t<k},

donde n, denota la normal unitaria exterior a S, en z. Diremos que Q es (¢, k)-delgado
siQQC Ay
Se tiene el siguiente resultado de no-existencia [2]:
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Teorema 4.27 (Ben Ayed, El Mehdi, Hammami, 2002) Sea N > 4. Dada C >
0 existe kg > 0 tal que, para toda k € (0, Kg), el problema

~Au=|u* ?u en A
Ag N
(90 [Ap 1)) { u=20 sobre 0A, .
no tiene ninguna solucion positiva tal que
/ Vul> < C.
Agr

Usaremos este resultado para probar el Teorema 1.19 de la introduccion.

Teorema 4.28 Sea o : SV~ — [1,2] una funcion T-invariante de clase C*°, N > 4.
Entonces existe kg > 0 tal que para todo dominio T'-invariante (p, ko)-delgado Q0 que
satisface

min #['c = min #I'z, (4.27)

z€Q zeSN-1
el problema
—Au=|u* ?u enQ
(05 [ u=>0 sobre OS2
u(yzr) = u(x) VeeQ, yel
no tiene ninguna solucion tal que

/Q|Vu|2 < (Hlelél #Fx) 5% (4.28)

Demostracion: Para C := (min,q #['z)S 2 tomemos kg > 0 como en el Teorema
4.27. Sea Q C A, con k € (0, k) un dominio I'-invariante que satisface (4.27). De-
notemos por 4" (0,1,9) y por p''(0,1, A, ) a la minima energfa posible de una solucién
I-invariante no trivial de los problemas (o [©2]) v (¢p [A,.x]) respectivamente. Supong-
amos, por contradiccién, que existe una solucién u de (pf [Q]) que satisface (4.28).
Entonces, usando la Proposicién 2.7 y la propiedad (4.27) obtenemos

1 1

( min #Fa:) —8% = <m1n #F:U) — 8% > Eyy(u) > p5(0,1,Q) > 15(0,1, A, ).
xeAgp,n N €N N

La Proposicién 4.21 y el Teorema 4.27 aseguran que Eq1(u) # " (0,1, A, ). En conse-

cuencia,

1 ~
( min #Fm) NSE > (0,1, Ay ).

€A, K

Del Corolario 3.4 (a) se sigue entonces que el minimo ' (0,1, 4, ,) se alcanza y la
Proposicién 4.21 asegura que tal minimo no cambia de signo. Esto contradice al Teorema
4.27. =
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4.8. El problema de Brezis-Nirenberg

Aplicaremos los resultados anteriores al problema de Brezis-Nirenberg

(02) —Au+u=|u*"?u en
£ u=0 sobre 0f)
donde Q es un abierto acotado suave de RN, N >4y X\ € (—\,0).
Observemos que las funciones a = A € (—A1,0) y f = 1 cumplen (aq), (az), (f1), (f2).
Diremos que §2 es simétrico respecto al origen si —x € () para toda x € ). Diremos
que una solucién de (py) es 2-nodal si los conjuntos

{reQ:u(x)>0} vy {re:ulx) <0}

Son conexos y no vacios.

Los Teoremas 1.20, 1.21 y 1.22 enunciados en la Introduccion se obtienen a partir de
los teoremas generales que probamos anteriormente. Para su demostracion requerimos
ademads los siguientes resultados topoldgicos.

Proposicién 4.29 Si Q C RY es simétrico respecto al origen, 0 & Q y existe una
funcion impar y continua S¥~1 — Q. entonces Z/2-cat(2) > k.

Demostracion: Sea m = Z/2-cat(2) y sean Uy, ..., U, abiertos simétricos tales que
Q=U,U---UU, y tales que existen v, ...,y € {1 y funciones continuas impares
a; : Uy — {y;, —y;} como en la Definicién 4.1. Como 0 ¢ €, se tiene que y; # —y;, por
tanto {y;, —y;} = {1, —1}. Denotemos por ¢, : U; — {1,—1} a la composicién de «;
con ese homeomorfismo y tomemos una particién de la unidad par {g, : @ — [0,1] : i =
1,...,m} subordinada a la cubierta {Uy, ..., U, }. La funcién

[ —R™~ {0}, f(@) = W1 (x)o1(2), - Y () 00 ()

estd bien definida y es impar y continua. Como, por hipétesis, existe una funcién impar
y continua S¥~! — Q. el teorema de Borsuk-Ulam implica que m > k. m

Proposicién 4.30 Si Q C RN es simétrico respecto al origen y 0 & €, entonces
cat(Q2) > 2.

Demostracion: Supongamos, por el contrario, que {2 es contraible. Probaremos
entonces, por induccién que existe una funcién continua e impar S™ — {2 para toda
m > 0. Esto es obviamente cierto si m = 0. Supongamos que existe una tal funcién
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Sm=t — Q. Como (2 es contraible, dicha funcién tiene una extensién continua f : ST —
Q) al hemisferio ST = {(z1, ..., zm) € S™ : 2, > 0}. La funcién f : S™ — € dada por

7<$>:{ _f(a:) si 2, >0

f(=z) siz, <0

es impar y continua.
Por otra parte, como 2 C RY \ {0}, existe una funcién impar y continua  — SV~1.
Esto contradice al teorema de Borsuk-Ulam. m

Teorema 4.31 Si () es simétrico respecto al origen y admite una funcion impar y
continua S¥=1 — Q ~ {0}, entonces existe \* € (—\1,0) tal que, para toda X € (\*,0),
el problema (py) tiene al menos k+1 parejas de soluciones u; mds precisamente, (©y)
posee al menos

» cat(f2) soluciones positivas, y

» 7/2-cat(2\ {0}) >k parejas de soluciones impares 2-nodales.

Demostracion: Sea G = {Id,—Id} = Z/2 y sea 7 la identidad. Entonces I' =
kert = {Id} es el grupo trivial. El Teorema 1.5 garantiza que se cumple (ne). El
resultado de Rey y Lazzo (Teorema 1.7) asegura que, para A suficientemente cercana
a 0, el problema (p,) tiene al menos cat(€2) soluciones positivas. Aplicaremos ahora el
Teorema 1.16 para obtener soluciones impares 2-nodales. Como I' = {Id} y f =1 se
tiene que M = Q, y Q" = {v € Q : +2 = 2} C {0}. Escojamos § > 0 suficientemente
pequena tal que

M_ s ={x € Q: dist(x,00U {0}) > 6}

sea equivariantemente homotdpicamente equivalente a 2\ {0}. El Teorema 1.16 garan-
tiza que, para A suficientemente cercana a 0, el problema (p,) tiene al menos Z/2-
cat(2 N {0}) parejas de soluciones impares 2-nodales y, dado que existe una funcién
impar y continua S¥=1 — Q~{0}, la Proposicién 4.29 asegura que Z/2-cat(Q~{0}) > k.
[ |

Teorema 4.32 Si () es simétrico respecto al origen, 0 & Q y admite una funcion impar
y continua S¥~1 — Q, entonces existe \* € (—\1,0) tal que, para toda X € (\*,0), el
problema (p,) tiene al menos k + 3 parejas de soluciones +u; mds precisamente, ()
posee al menos

» cat() > 2 soluciones positivas que no son pares,

» wuna solucion positiva par, y

» Z/2-cat(2) > k parejas de soluciones impares 2-nodales.
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Demostracion: Aplicaremos el Teorema 1.17 a los grupos I' = {Id} y T = {Id, —Id} =
Z/2. Como 0 & ) se cumple la desigualdad

min#l'r =1 < 2 =min #fm
e e

El Teorema 1.5 garantiza que se cumple (ne). Se tiene que M = Q. Escojamos § > 0
suficientemente pequena tal que los conjuntos

My = {x € Q: dist(x,00) > 6} 'y Bs(M):={x € RY : dist(x,Q) < &}

sean homotoépicamente equivalentes a 2. El Teorema 1.17 garantiza que, para A suficien-
temente cercana a 0, el problema (g,) tiene al menos cat g;(ar) (M, ) = cat(€2) soluciones
positivas que no son pares, y la Proposicién 4.30 asegura que cat({2) > 2. Del Teorema
1.13 se sigue que (p,) tiene al menos una solucién positiva par, y del teorema anteri-
or se sigue que tiene Z/2-cat(2) > k parejas de soluciones impares 2-nodales, para A
suficientemente cercana a 0. m

Teorema 4.33 Sea ¢ : S¥~1 — [1,2] una funcion par de clase C*°, N > 4. Entonces
existe ko > 0 con la siguiente propiedad: Para todo dominio (o, ko)-delgado 2, simétrico
respecto al origen que admite una funcion impar y continua SF~' — Q. existe \* €
(—=A1,0) tal que, para toda \ € (\*,0), el problema (py) tiene al menos 2k + 2 parejas
de soluciones tu; mds precisamente, (p)) posee al menos

» cat(2) > 2 soluciones positivas que no son pares,

» 7Z/2-cat(Q)) > k soluciones positivas pares, y

» Z/2-cat()) > k parejas de soluciones impares 2-nodales.

Demostracion: El teorema anterior garantiza que, para A suficientemente cercana
a 0, el problema (g, ) tiene al menos cat(€2) > 2 soluciones positivas que no son pares y
Z/2-cat () > k parejas de soluciones impares 2-nodales. Aplicaremos el Teorema 1.14
para obtener las restantes. Sea I' = {Id, —Id} = Z/2. Puesto que

min #'r = min #I'z = 2,

zeQ zeSN-1

el Teorema 4.27 garantiza que existe ko > 0 tal que, si Q es (¢, kg)-delgado Q y simétrico
respecto al origen el problema

(o) —Au=u* ?u en
& u=>0 sobre 0f)
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no tiene ninguna solucién par tal que

/ IVul? < 257
Q

Es decir, la afirmacién (i) del Teorema 1.14 no se cumple. Como 0 ¢ €2, se tiene que
M = Q. Escojamos 0 > 0 suficientemente pequena tal que los conjuntos

My = {x € Q: dist(x,00) > 6} 'y Bs(M):={x € RY : dist(x,Q) < &}

sean equivariantemente homotépicamente equivalentes a §2. El Teorema 1.14 asegura
que, para A suficientemente pequena, el problema (p,) tiene al menos

cat g;(ar)/r (M /T) = cat(Q/T)

soluciones positivas pares. El Lema 4.3 y la Proposicién 4.29 aseguran que cat(§2/I") =
Z./2-cat(S)) > k. Esto concluye la demostracién. m
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