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Resumen

En esta tesis se estudia el problema de control de seguimiento para pequenos robots
rigidos (dedos de la mano mecénica) sin modelo. El objetivo principal se basa en el
control de una mano mecanica de dos dedos con dos grados de movilidad cada uno,
construida en el Laboratorio de Robdtica del Edificio de Posgrado de la Facultad
de Ingenieria, empleando una ley de control cartesiana para robots manipuladores
basada en Parra-Vega (2003). El disefio de esta ley no requiere ningiin modelo de los
dedos de la mano mecanica para su implementacién, ademas es llevado directamente
a coordenadas del espacio operacional. En este esquema se emplea un observador
lineal para obtener los valores de velocidad en cada una de las articulaciones de
los dedos de la mano, con lo que se logra un control de seguimiento exacto. Para
comprobar la estabilidad del sistema bajo el esquema de control cartesiano se re-
alizaron diferentes experimentos que se caracterizan por llevar a los dedos de la mano
mecanica de una posicion inicial a una posicién final, a partir del seguimiento de
una trayectoria suave. Los experimentos incluyen el control individual y simultaneo
de los dedos. En todos los casos analizados se observa una variaciéon de los errores
de seguimiento y observacién, que se deben principalmente a pequenas oscilaciones
que se presentan por las lecturas imprecisas tomadas directamente de los sensores
de posicién (potenciémetros). Estos resultados se podrian mejorar utilizando otro
tipo de transductores mas precisos como codificadores, no obstante, la desventaja
que se presenta es la integracion de estos sensores a la arquitectura pequena de la
mano mecanica.



Capitulo 1

Introduccion

El objetivo principal de un sistema de control es llevar la salida de un sistema
dindmico a un valor deseado, mediante la aplicaciéon de una ley o algoritmo de con-
trol.

Antes de llevar a la practica una ley de control es necesario obtener un modelo
matematico del sistema dinamico en estudio, y posteriormente simular en computa-
dora el modelo bajo el esquema de control. Asi, es importante destacar que la
obtenciéon del modelo matematico lleva implicitas una serie de suposiciones, sim-
plificaciones y limitaciones que implican errores tolerables. Esto hace que siempre
existan incertidumbres a la hora de modelar, y lo razonable es conocer hasta un
cierto punto estos errores implicitos.

Muchas veces el modelo contiene errores debido a factores como: complejidad
del sistema (en este caso, robots manipuladores no lineales), pardametros desconoci-
dos y perturbaciones externas dificiles de cuantificar. Estos errores pueden resultar
desastrosos a la hora de su puesta en practica; por ello continuamente se desarrollan
nuevos métodos y leyes de control que sean robustos a incertidumbres en el modelo.

Por otra parte, ya que la mayoria de los controladores se basan en la retroali-
mentacién de las variables de estado del sistema, usualmente los manipuladores son
equipados con sensores de posicién y velocidad en cada articulaciéon. Incorporar
sensores de velocidad tiene la desventaja de incrementar costos y la dificultad de
integrarlos en arquitecturas pequenas. Sin embargo, las mediciones de velocidad
obtenidas por tacometros estan contaminadas por el ruido impidiendo una lectura
confiable. Adema4s, el ruido en la medicion de velocidad puede causar inestabili-
dad del sistema. Por ello y tomando en cuenta que los sensores de posiciéon, como
codificadores, proporcionan una muy buena aproximacion de la medicion del des-
plazamiento de cada articulacién, algunas veces es mas conveniente estimar las ve-
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locidades a través de observadores! que utilizar tacémetros.

De lo anterior, es notorio que los dos problemas fundamentales que se tienen
que resolver son: un modelo exacto del robot y la posible carencia de medidores de
velocidad. Debido a esto, en las tltimas décadas se han propuesto muchos disenos
para lograr un control del sistema mecdanico y el seguimiento exacto de trayectorias.

Uno de los primeros observadores no lineales utilizados para estimar la veloci-
dad de las articulaciones fue propuesto por Nicosia y Tomei (1990), en su trabajo
también realiza control de seguimiento. Una desventaja de su aproximacion es que
se requiere un conocimiento exacto del modelo del robot. Por otra parte, para solu-
cionar el modelo inexacto del robot se han propuesto algunos esquemas de control
como: el robusto (Spong 1992) y el adaptable (Slotine y Li 1987). En una técnica
robusta se introduce un término extra en la ley de control para lograr acotamiento
final de las trayectorias y en un esquema de control adaptable, ademés de ser com-
plejo, se requiere la estimacién de los parametros sea en linea. Otra técnica reciente
fue propuesta por Parra-Vega et al. (2003) en la cual un control PID deslizante es
capaz de alcanzar una trayectoria exacta sin ningin conocimiento del modelo para
su implementacion.

No obstante, esto no es suficiente para resolver los dos problemas separadamente.
De esta forma, se han propuesto algunos esquemas de control robusto que sélo nece-
sitan mediciones de posiciéon y no requieren de un modelo exacto del robot. Por
ejemplo, en Canudas de Wit y Fixot (1991) se desarrolla un observador deslizante
que permite la estimacién de la velocidad de las articulaciones. En Berghuis y Ni-
jmeijer (1994) se propone un observador lineal y una ley de control robusta, que no
requiere de ninguin conocimiento de los parametros del modelo del robot ni de su
estructura para lograr que los errores de seguimiento y observacién sean uniforme
y finalmente acotados (uniform ultimately boundedness). Otro estimador robusto
se presenta en Qu et al. (1995) con el cual se logra también que los errores sean
uniforme y finalmente acotados. En Arteaga Pérez y Kelly (2004) se propone un
observador lineal junto con un esquema de control robusto, el cudl garantiza que los
errores de seguimiento y observaciéon sean uniforme y finalmente acotados. Por otra
parte, en Arteaga Pérez (2003) se presenta un control adaptable con un observador
para estimar las velocidades de las articulaciones, aunque sélo se logra que los e-
rrores de seguimiento y observacion sean uniforme y finalmente acotados.

Todos los algoritmos de control para robots rigidos mencionados anteriormente
estan dados en coordenadas articulares. Sin embargo, la tarea que realiza un sistema

1Un observador estima las variables que no estdn disponibles para la retroalimentacién.
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articulado normalmente se expresa en coordenadas cartesianas, por lo que se tiene
que calcular la cineméatica inversa para su implementacion. Alternativamente, se
puede desarrollar la teoria necesaria en coordenadas del espacio de trabajo u opera-
cional (Murray et al. 1994) para evitar el uso de la cinemdtica inversa. Por ejemplo,
en Caccavale et al. (1999) y Xian et al. (2004) se proponen controladores que se
aproximan al disenado en coordenadas del espacio operacional y que no requieren
mediciones de velocidad. Ambos esquemas de control utilizan cuaterniones unita-
rios para el seguimiento de orientacion. Sin embargo, también tienen la desventaja
de utilizar el modelo del robot tanto para el controlador como para el observador,
donde los observadores son no lineales.

En esta tesis se presenta el control coordinado de una mano mecanica
de dos dedos mediante el diseno de una ley de control que se basa
en Parra-Vega et al. (2003). El disenio de esta ley no requiere ningin mo-
delo de los dedos de la mano mecédnica para su implementacion, ademas es llevado
directamente a coordenadas del espacio operacional. En este esquema se emplea un
observador lineal para evitar mediciones de velocidad en cada una de las articula-
ciones de los dedos de la mano, con lo que se logra un control de seguimiento exacto.
Por otra parte, el problema de la orientacién se resuelve utilizando el Jacobiano
analitico en lugar del geométrico. Para probar la teoria se realizan experimentos
con una mano mecanica de dos dedos construida en el Laboratorio de Robdtica en
el ano 2002, para probar en ella algoritmos de control.

La tesis esta organizada de la siguiente manera: en el Capitulo 2 se presentan
las ecuaciones cinematicas que permiten expresar a la posicién y orientacién del
efector final como una funcién de las variables articulares de la estructura de cada
dedo de la mano mecéanica con respecto a un sistema de referencia. También, se
introducen los conceptos de espacio operacional, espacio articular, espacio de trabajo
y singularidades. En el Capitulo 3 se desarrolla el disenio del controlador en el espacio
cartesiano. En el Capitulo 4 se presenta una descripcién del sistema experimental.
En el Capitulo 5 se implementa el controlador disenado y se muestran los resultados
experimentales. Posteriormente, se presentan las conclusiones en el Capitulo 6.
Finalmente, se dan los Apéndices A y B donde se demuestra el Teorema establecido
para comprobar la estabilidad del controlador disenado.




Introducciéon




Capitulo 2

Modelo cinematico directo de un
robot manipulador

Un manipulador consiste de una serie de cuerpos rigidos llamados eslabones, conecta-
dos por medio de pares o articulaciones. Las articulaciones pueden ser esencialmente
de dos tipos: de revolucion o prismaticas. La estructura completa forma una cadena
cinemdtica. Un extremo de la cadena es conectado a una base y el efector final (grip-
per, herramienta) es conectado al otro extremo permitiendo la manipulacién de los
objetos en el espacio. La estructura mecanica del manipulador esta caracterizada
por el nimero de grados de movilidad que tiene y que determinan su configuracion.
Cada uno de los grados de movilidad esta asociado con una articulacion y constituye
una variable articular.

En este capitulo se desarrollan las ecuaciones cinematicas que permiten expresar
a la posicion y orientacion del efector final como una funcién de las variables articu-
lares de la estructura de cada dedo de la mano mecénica con respecto a un sistema
de referencia. También, se introducen los conceptos de espacio operacional, espacio
articular, espacio de trabajo y singularidades.

2.1 cinematica directa

El objetivo de la cinematica directa es determinar la posicion del efector final del
manipulador como una funcion de las variables articulares.

La posicién y la orientacion de un cuerpo con respecto a un sistema de referencia
son descritos por el vector de posicion del origen y los vectores unitarios de un
sistema ligado al cuerpo. Asi, con respecto a un sistema de referencia ogxgyozg, la
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cinematica directa es expresada por la matriz de transformaciéon homogénea

n s a d
T:[O - 1], (2.1)

donde n, s y a son los vectores unitarios del sistema ligado al efector final y d es el
vector de posicién del origen de tal sistema con respecto al origen del sistema base
00X0Y0Zo, Figura 2.1. Noté que n, s, a y d son funciones de la posicién q.

Figura 2.1: Descripcion de la posicion y orientacion del sistema del efector final.

Sin embargo, la forma mas comun de representar la cinemética directa es a través
de una matriz de transformacién homogénea °T, € R***, donde n es el nimero de
articulaciones del manipulador. Esta transformacién da la posicién y la orientacion
del sistema de coordenadas del efector final expresado en coordenadas del sistema
inercial o base, ver Figura 2.2. La matriz °T, est4 definida como:

‘R, Odn}

OTn = 0A1(Q1)1A2(Q2)' ) 'iilAi(%’) = { 0T 1 (2-2)

donde “tA;€ R** con ¢ = 1,2,---,n, es una matriz homogénea que transforma

las coordenadas de un punto del sistema i al sistema de coordenadas i — 1, ¢ =
[q1, -+, gn)T es el vector que representa las variables de las articulaciones. °R,€
R3%3 es una matriz ortogonal de rotacién que representa la orientacién del sistema
coordenado o,X,V,z, con respecto al sistema de la base ogxgyozo, Figura 2.2, y
cumple con

‘R, =("Ro)"' = ("Ro)"

det("Ry) = +1. (2.3)
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79 (q)
Figura 2.2: Transformacién de coordenadas en una cadena cinemética abierta.

Por otra parte, °d,€ R3*! es el vector que indica la posicién del origen del
sistema n ligado al efector final, medido desde el origen del sistema de referencia
00X0Yo0Z0, Yy con respecto a éste mismo sistema. Usualmente se utiliza la repre-
sentacién de Denavit-Hartenberg para calcular la matriz de transformacién “tA;
(Spong y Vidyasagar 1989), que permite calcular cada matriz homogénea como:

1A = Rot. g, Trans, q,, Ty q,, Rot, o, (2.4)

donde Rot, gy es la rotacién de 6 alrededor del eje z, Figura 2.3(a), Trans, 4, es la
translaciéon de una distancia d; en direccién del eje z, T, ,, es la translacién a una
distancia a; en la direccién del eje z y Rot, ,; es la rotacion «; alrededor del eje
x, Figura 2.3(b). Realizando el producto de las cuatro transformaciones bésica, se
obtiene

Co, —3S0,Cq; 50,5 a;Co,

1—1 o 86‘7; C@i cai - 66‘7; Sai aisei
A= | e T (2.5)
0 0 0 1

donde 6;, d;, a; y a; son parametros del elemento y la articulacion 7, ver Figura 2.4,
y son descritos de la siguiente forma.

a; - distancia de separacién desde la interseccion del eje z;_; con el eje z; hasta el
origen 0;, del sistema %, a lo largo del eje x;.

d; : distancia desde el origen o; 1, del sistema de coordenadas i — 1, hasta la
interseccion del eje z;_1 con el eje z; a lo largo del eje z;_;.

0; : el angulo de la articulacién del eje x;_; al eje x; medido alrededor de z;_1,
utilizando la regla de la mano derecha. 6; es variable para cada articulacion
de revolucion.

a; : el angulo de torsion entre z;_; y z; medido alrededor de x;, utilizando la regla
de la mano derecha.
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(b)

Figura 2.3: Sentidos positivos.

eslabon &

Yi

eslabon

articulacion § 4 ]

articulacién § — ]

Figura 2.4: Sistema de asignacién de Denavit-Hartenberg.

2.2 Espacio articular y espacio operacional

Las ecuaciones de la cinemética directa de un manipulador permiten expresar la
posicién y orientacion del sistema coordenado del efector final como una funcién de
las variables de las articulaciones con respecto al sistema de la base. Si una tarea
es especificada para el efector final, es necesario asignar su posiciéon y orientacion,
eventualmente como una funcién del tiempo. Esto es relativamente facil para la
posicion. Por otro lado, especificar la orientacién a través de terna de vectores
unitarios (n, s, a) es bastante dificil, puesto que sus nueve componentes deben
satisfacer las restricciones de ortonormalidad impuestas por (2.3) para cada instante.
El problema de describir la orientacion del efector final admite una soluciéon natural
si se elige la representacion (2.2). En este caso, una trayectoria de movimiento puede
ser asignada para el conjunto de angulos elegidos para representar la orientacion.
Por lo tanto, la posicién puede ser dada por un nimero minimo de coordenadas
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respecto a la geometria de la estructura, y la orientacion puede ser especificada en
términos de una representacién minima (dngulos de Euler) describiendo la rotacién
del sistema coordenado del efector final con respecto al sistema de la base. De esta
forma, es posible describir la configuracién de posicién/orientacion del manipulador
por medio del vector (z € R™1), con m < n;

T = {g] , (2.6)

donde p describe la posicion del efector final y ¢ su orientacién. Esta representacion
de posicion y orientacion permite la descripcién de una tarea del efector final en
términos de un nimero de parametros inherentemente independientes. El vector
x estd definido en el espacio en el cual la tarea del manipulador es especificada,
generalmente llamado espacio operacional o cartesiano.

Por otro lado, el espacio de las articulaciones (espacio de configuracién) denota
el espacio en el cual el vector de dimension n de las variables de las articulaciones

q1
qg=1|:1, (2.7)
On

estd definido. Debido a la dependencia entre la posicién y la orientacion de las
variables de las articulaciones, la ecuacion de la cinematica directa puede ser escrita
de una forma diferente a (2.2), esto es

x = k(q). (2.8)

El vector funcién k(-)ER™*!, en general no lineal, permite el clculo de las variables
del espacio operacional a partir del conocimiento de las variables del espacio artic-
ular.

Es preciso notar que la dependencia de las componentes de la orientacion de la
funcién k(gq) en (2.8) sobre las variables articulares no es facil expresar excepto para
casos simples. De hecho, en el caso mas general de un espacio operacional de seis
dimensiones (m = 6), el calculo de las tres componentes de la funcién ¢(q) no puede
ser realizado en forma cercana sino a través del calculo de los elementos de la matriz
de rotacidn, esto es, n(q), s(q), a(q).

2.3 Espacio de trabajo

El espacio de trabajo es la regién descrita por el origen del sistema del efector final
cuando todas las articulaciones del manipulador ejecutan todos sus movimientos
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posibles. El espacio de trabajo es caracterizado por la geometria del manipulador
y los limites mecanicos de las articulaciones. Para un manipulador de n grados de
movilidad el espacio de trabajo alcanzable es el lugar geométrico de los puntos que
pueden ser alcanzados considerando las ecuaciones de la cinematica directa para la
parte exclusiva de la posicién, esto es,

p=p(q) Gm < ¢ < v t=1,...,m, (2.9)

donde @i (giv) denotan el limite minimo(méximo) en la articulacién i. Este volu-
men es finito, cerrado, conectado -p(q) es una funcién continua- y de esta manera
es definido por el borde de su superficie. Debido a que las articulaciones son de
revolucién o prismaticas, es facil reconocer que esta superficie estd constituida por
elementos de la superficie de tipo planar, esférica, toroidal y cilindrica. Por lo gener-
al, el espacio de trabajo (sin efector final) es descrito en las hojas de especificaciones
por el fabricante del robot en términos de una vista lateral y una vista superior.
Este representa un elemento basico para evaluar el desempeno del robot para una
aplicacién deseada.

2.4 Jacobiano de un robot manipulador

En la seccién anterior, la cinematica directa establecio la relacion entre las variables
articulares, la posicién y orientacion del efector final. En esta seccién se presenta la
cinematica diferencial, la cual consiste en relacionar las velocidades angular y lineal
del efector final con las velocidades articulares (Sciavicco y Siciliano 2000).

Matematicamente, las ecuaciones de la cinematica directa definen una funcién
entre el espacio cartesiano de posiciones y orientaciones y el espacio de las posiciones
de las articulaciones. Las relaciones de velocidad estan definidas por el Jacobiano de
esta funcion. El Jacobiano o matriz Jacobiana constituye una de las herramientas
mas importantes para la caracterizacién del robot. De hecho, es 1til para encon-
trar configuraciones singulares, analisis de redundancia, el mapeo entre las fuerzas
aplicadas por el efector final y torques resultantes en las articulaciones, asi como la
obtencion de las ecuaciones de movimiento del manipulador.

Existen dos tipos de Jacobianos: Jacobiano geométrico, cuyo mapeo, represen-
tado por una matriz, depende de la configuracion del robot, y, alternativamente, el
Jacobiano analitico, el cual es posible calcular via la diferenciacion de la funcién de
cinemética directa con respecto a las variables articulares, siempre y cuando la lo-
calizacion del efector final sea expresada con referencia a una representacién minima
en el espacio operacional. El Jacobiano analitico, en general, difiere del geométrico,
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ya que éste es adoptado cuando cantidades del espacio operacional son de interés y
el jacobiano geométrico es adoptado cuando cantidades fisicas son de interés. Para
esta tesis el Jacobiano analitico es importante debido a que el controlador que sera
disenado estara en funcion del espacio operacional, por lo que sera descrito en la
siguiente seccién.

2.4.1 Jacobiano analitico

Si la posicion y orientacién del efector final se especifican en términos de un niimero
minimo de pardmetros en el espacio operacional como en (2.6), es natural pregun-
tar si es posible calcular el Jacobiano analitico via diferenciacién de la funcién de
cinematica directa con respecto a las variables de las articulaciones. La velocidad
traslacional del sistema de coordenadas del efector final puede ser expresada como
la derivada en el tiempo del vector p, representando el origen del sistema del efector
final con respecto al sistema de la base, esto es

op

= Sei=Ty(a)d (2.10)

p
En lo que a la velocidad rotacional del sistema del efector final, se puede considerar la
representacion minima de orientacién en términos de tres variables ¢ (normalmente
los d4ngulos de Euler). Su derivada con respecto al tiempo ¢ en general difiere del
vector de velocidad angular. En cualquier caso, una vez que la funcién ¢(q) es
conocida, es formalmente correcto considerar el Jacobiano obtenido como

. 0¢
= —qg= J ] . 2 . 1 1
?= 5 +(@)q (2.11)
Calcular el Jacobiano J , como —?E no es simple, puesto que la funcién ¢(g) cominmente

no esta disponible en forma directa y es necesario obtenerla primero. Sobre esta idea,
la ecuacion cinemaética diferencial puede ser calculada como la derivada con respecto
al tiempo de la ecuacién (2.8), esto es

S HE e 212)

donde el Jacobiano analitico queda definido como:

Jalg) = ——. (2.13)
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2.5 Singularidades

Se dice que una configuracién singular o singularidad se presenta cuando el ma-
nipulador pierde uno o mas grados de libertad. Un ejemplo de este tipo de config-
uraciones se puede observar en la Figura 2.5, para un manipulador planar (Spong
y Vidyasagar 1989). Cuando #; = 0 o m, se dice que el manipulador se encuentra
en una singularidad. Ademads, esta configuracién singular también la presentan los
dedos de la mano mecanica que serd controlada. La identificacién de singulares en
un manipulador es importante debido a que.

e La existencia de movimientos infinitesimales que son inalcanzables; esto es, el
efector final del manipulador no puede moverse en ciertas direcciones. En el
caso de la Figura 2.5 el efector final no puede moverse en la direcciéon paralela
a [y de una configuraciéon singular.

e Las velocidades acotadas del efector final pueden corresponder a velocidades
no acotadas de las articulaciones.

e Fuerzas y momentos acotados del efector final pueden corresponder a momen-
tos no acotados de las articulaciones.

e Las configuraciones singulares también estan relacionadas con la unicidad de
soluciones de la cinematica inversa. Por ejemplo, para una posicién dada del
efector final, hay en general dos posibles soluciones de la cinematica inversa.
Sin embargo, la configuracion singular separa estas dos soluciones en el sentido
de que el manipulador no puede ir de una configuracion a otra sin pasar a través
una singularidad.

e La mayoria de las veces las singularidades corresponden a puntos en la frontera
del espacio de trabajo del manipulador.

Por lo anterior, para muchas aplicaciones es importante planear los movimientos del
manipulador de tal forma que se eviten las configuraciones singulares. Cuando un
manipulador se encuentra en una singularidad, el Jacobiano analitico o geométrico
pierde rango, puesto que dependen de gq.

2.6 Redundancia

Un manipulador es redundante cuando su numero de grados de movilidad es mas
grande que el nimero de variables que son necesarias para describir una tarea es-
pecifica. De acuerdo a los espacios definidos anteriormente, un manipulador es
intrinsecamente redundante cuando la dimensién del espacio operacional es mas
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Figura 2.5: Configuracién singular.

pequena que el espacio articular (m < n). Redundancia es, de cualquier modo, un
concepto relativo a la tarea asignada al manipulador; un manipulador puede ser
redundante con respecto a una tarea y no redundante con respecto a otra. Aun en
el caso de m = n, un manipulador puede ser completamente redundante cuando
solamente un numero r de componentes del espacio operacional son de interés para
la tarea asignada, con r < m. Un ejemplo tipico de redundancia es el brazo humano
con siete grados de movilidad: tres grados de movilidad en el hombro, uno en el
codo y tres en la muneca, eso sin considerar los grados de movilidad de los dedos.
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Capitulo 3

Diseno de un control cartesiano de
robots manipuladores

En este capitulo se presenta una descripcion de las propiedades del modelo dinamico
del robot necesarias para el disenio de una ley de control con observador lineal. El
disenio de esta ley no requiere ningin modelo de los dedos de la mano mecanica
para su implementacion. Por otro lado, el observador se utiliza para estimar la de
velocidad en cada una de las articulaciones de los dedos de la mano, para ello requiere
de una posicion inicial y una posicion final deseada para funcionar. Adicionalmente,
se establece un Teorema para comprobar la estabilidad del controlador disenado. Por
ultimo, el problema de la orientacién se resuelve utilizando el Jacobiano analitico.

3.1 Modelo dindmico de un robot manipulador

Las ecuaciones de movimiento de un manipulador son un conjunto de ecuaciones
matematicas que describen su conducta dindmica. Tales ecuaciones son tutiles para
la simulacion de los movimientos del robot en computadora, el diseno de ecuaciones
de control apropiadas para el robot y la evaluacion del diseno y estructura del ma-
nipulador. El objetivo de control de un manipulador basado en computadora es
mantener la respuesta dindmica del mismo, de acuerdo con algin rendimiento del
sistema especificado y de los objetivos deseados.

El modelo dindmico de un manipulador se puede obtener a partir de leyes fisicas
conocidas, tales como las leyes de la mecénica newtoniana y lagrangiana. Esto con-
duce al desarrollo de las ecuaciones de movimiento dinamico para las diversas ar-
ticulaciones del manipulador en términos de los parametros geométricos e inerciales
de los elementos. Para la dindmica del manipulador se utilizaran las ecuaciones de
movimiento de Euler-Lagrange (Sciavicco y Siciliano 2000), las cuales se describirdan
brevemente en los parrafos siguientes.
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3.1.1 Formulacion de Euler-Lagrange

Con la formulacién de Euler-Lagrange, las ecuaciones de movimiento pueden ser
obtenidas de manera sistemaética, independientemente del sistema de coordenadas
de referencia, una vez que el conjunto de variables ¢;, ¢ = 1,2, ..., n, llamadas coor-
denadas generalizadas, son elegidas para describir efectivamente la posicion de las
articulaciones de un manipulador con n grados de movilidad, la derivacion de las
ecuaciones de Lagrange del sistema mecanico quedan definidas como una funcion de
coordenadas generalizadas:

d (OL\ &L 0D
J— —_ = ’i? ':1’2,,,.’ 31
it (aq;-) o Tag ! n (8.1)
donde
L=K-P (3.2)

es el Lagrangiano L dado por la diferencia entre la energia cinética y la energia
potencial total del sistema (manipulador), K y P respectivamente. D representa la
funcién de disipacién de Rayleigh y 7; la fuerza generalizada aplicada al sistema en
la articulacién ¢ para mover el elemento i, un torque para una articulacién de rev-
olucién y una fuerza para una articulacion prismética. Finalmente, estas ecuaciones
permiten obtener el modelo dindmico de un manipulador.

3.1.2 Modelo dindmico de un robot manipulador

El modelo de un robot manipulador consiste en encontrar la relacién entre las fuerzas
ejercidas sobre la estructura y las posiciones, velocidades y aceleraciones de las
articulaciones. Para un manipulador de n grados de libertad y articulaciones de
revolucién, la energia cinética se puede calcular como:

1, .
K =54 H(q)q (3.3)
donde g € R" es el vector de coordenadas generalizadas de las articulaciones y
H(q) € R™™ es la matriz de inercia simétrica positiva definida. Adicionalmente,
la friccion viscosa se puede introducir tomando en consideracion la funcién de disi-
paciéon de Rayleigh
1, .
D =54"D(q)g, (3.4)
donde D € R™™ es una matriz diagonal semidefinida positiva que considera los
coeficientes de friccién viscosa de las articulaciones. Sustituyendo la ecuacién (3.3)
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y (3.4) en la ecuacién (3.2), y tomando las derivadas de acuerdo a la ecuacién (3.1)
se obtienen las ecuaciones de movimiento

H(q)qg+ C(q,9)g+Dq+g(q) =, (3.5)

donde 7 € R™ es el vector de torques actuando en las articulaciones, g(q) € R" es
el vector de torques gravitacionales con

9(q) = gf;, (3.6)

.. 1 a . T

C(q,9)q=H(q, 61)6’1—5(6—(1((1 H(q)q))" (3.7)

es el vector de torques centrifugos y de Coriolis R". Este término es cuadrético
en las velocidades de las articulaciones, y en consecuencia su elemento genérico ij
puede escribirse como

Existen varias elecciones de los elementos C;; de la matriz C que satisfacen (3.8)
correspondiendo a diferentes factorizaciones de los términos C(gq, q)q. La eleccién

Cijk—§( + 2 0g ), (3.9)

gy,

corresponde a los simbolos de Chistoffel de primera clase.

3.2 Propiedades del modelo de robots manipu-
ladores

Para un vector & de dimensién n x 1, se puede definir la norma Euclideana
A
z|| = VaTz

La norma de una matriz A de dimensién m xn es la correspondiente norma inducida

A
LA = 1/ Amax (AT A)

donde Apax(*) (Amin(+)) denota el maximo (minimo) valor propio de una matriz.
Debido a que se consideran articulaciones de revolucion, las siguientes propiedades
pueden ser establecidas (Arteaga Pérez 1998):
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Propiedad 3.2.1 La matriz de inercia H(q) satisface \p||z|]? < zTH(q)x <
Mallz||* V g, € € R™, con

A .
An = Jin, Amin(H (q))

JAN
)\H - Vralealr){(” )\max(H(q))

0< A< Adg <@
A

Propiedad 3.2.2 Utilizando los simbolos de Christoffel (de la primera clase) para
calcular C(q, q), H(q) —2C(q, q) es antisimétrica. A

Propiedad 3.2.3 Se satisface ||C(q, x)|| < k.||x|| con 0 < k. < 00, yV x, g € R".
A

Propiedad 3.2.4 FEl vector C(q,x)y satisface C(q, )y = C(q,y)x V x,y €
R™. A

Propiedad 3.2.5 Con una definicion apropiada de los pardmetros de modelo del
robot, se tiene

H(q)q¢+C(q,9)g+Dag+g(q) =7 =Y(q,q, 9, (3.10)

donde Y(q, q,q) € R™P es el regresor y ¢ € RP es el vector de pardmetros cons-
tantes. A

3.3 Diseno de una ley de control con observador

Considérese la ecuacién de la cinemética diferencial (2.12)

o= | |- (3.11)

donde J(q) € R™" es el Jacobiano analitico, p € R(®™™) es la posicién del efector
final y ¢ € R™ es un representacion minima de la orientacion del efector final.
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Normalmente, n = 6 y m = 3. Siempre que el robot no esté en una singularidad y
J(q) sea no singular, se tiene también la siguiente relacién

qg=J'(q)x. (3.12)

Suposicién 3.1.1 El robot no alcanza ninguna singularidad. A

La Suposicion 3.1.1 se realiza para simplificar el diseno de la ley de control,
aunque se puede eliminar como se explica en el Comentario 3.3.1. Supdngase que
no se dispone de mediciones de velocidad y que un estimado de x estd dado por .
El correspondiente error de observacién se define como

A

z=x— 2. (3.13)
Similar a g, in Arteaga Pérez y Kelly (2004), se define
2.2 % — Az, (3.14)

donde A, € R™" es una matriz diagonal definida positiva. Se propone el observador
lineal

T = Xo+Az+kaz (3.15)

Z.AIIZO = fi)d — Ax<ﬁl - ﬂld) - de + deZZ, (316)

donde x4 es la trayectoria deseada (acotada) para @, con la primera y segunda
derivadas acotadas y elegidas para no pasar por o cerca de una singularidad, A, €
R™*™ es una matriz diagonal definida positiva, k y kq son constantes positivas, y sq

es definida més adelante. Ain cuando no es necesario para propésitos de estabilidad,

es conveniente hacer '
Z,(0) = —A,z(0) — kqz(0)
para obtener (0) = 0.

El error de trayectoria en coordenadas cartesianas esta dado por

Az 2z -z, (3.17)
Para disenar la trayectoria del controlador, se define
&, = &q— Ax(Z—zq) + 54— K,0o, (3.18)
donde K, € R™" es una matriz diagonal definida positiva y s4,0 € R", con
s = &—dq+A(E—3) 27+ AT (3.19)
S1 = S—8q (3.20)
sa = s(0)e ™ (3.21)

o = /(Kﬁsl + sign(sy)) dv o(0) =0, (3.22)
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donde K3 € R™™™ es una matriz diagonal definida positiva y

. A g . T
sign(s;) = [sign(si1) -+ sign(sin)| (3.23)
con sy; elemento de sy, i = 1,... ,n. Alternativamente a (3.22) se puede utilizar
o = Kygs; +sign(sy). (3.24)

Finalmente se define
802 @y — . (3.25)

Por lo que, un teorema puede ser establecido.

Teorema 3.3.1 Considérese una trayectoria deseada xq continua y acotada, con
primera y sequnda derivadas continuas acotadas, elegida suficientemente lejos de
alguna singularidad. Entonces, para la ley de control

r=-K,J '(q)s,, (3.26)

con K, € R™" una matriz definida positiva, siempre es posible encontrar una com-
binacion propia de las ganancias k, ka, Ax, A,, Kg, K, y K, tal que los errores
de sequimiento y observacion (Ax, Ax, z,z) sean acotados y tiendan a cero. A

Es importante destacar que en el Apéndice B se realiza el desarrollo matemaético
detallado de la demostracién, junto con las condiciones necesarias para las ganancias
del esquema de control con observador.

Comentario 3.3.1 La expresion “suficientemente lejos de alguna singularidad” uti-
lizada en el Teorema 3.3.1 es poco exacta. Esta se realiza para validar la Suposicion
3.1.1. Ndtese que se puede eliminar. El procedimiento consiste en definir un sub-
congunto del espacio de trabajo diestro, es decir Dy, libre de singularidades. Sin
embargo, no es suficiente elegir £q € Dy. De hecho, puesto que € = Ax + x4, x
puede abandonar D, durante la respuesta transitoria. Asi que, si se puede calcular
un mdximo para Ax, una subregion de Dy, por ejemplo Dy, puede elegirse para xq
de tal forma que x nunca deja Dy. En general, esto puede ser muy complejo. Sin
embargo, si se asume que la velocidad inicial es cero, entonces es posible tener la
cota para Ax como funcion de los errores de seguimiento y observacion iniciales.
(Debido a que el estado inicial (Ax(0), Az(0), 2(0),z(0)) es completamente cono-
cido ahora.) A




Capitulo 4

Descripcion del sistema
experimental

El objetivo principal de este capitulo es la descripcion del sistema experimental que
sera controlado. El sistema se encuentra constituido por la mano mecanica de dos
dedos (dispositivo que serd controlado) y una interfaz que la comunica directamente
con la computadora. La mano mecéanica fue construida en el Laboratorio de Robética
Villegas (2004), para probar en ella algoritmos de control. En la Figura 4.1 se

muestra un esquema del sistema completo.
Sefiales de salida del
dispositivo de control P C
=

Interfaz

Sefiales de entrada al
dispositivo de control

Figura 4.1: Esquema general del sistema experimental.

De forma general, el sistema experimental se puede dividir en cuatro compo-
nentes: mano mecanica de dos dedos, las tarjetas de adquisicion de datos, una
etapa de potencia y una computadora. La Figura 4.2 muestra los elementos que
constituyen al sistema experimental.

4.1 Mano mecanica de dos dedos

Las partes principales que componen la mano mecanica son: dos dedos de tres gra-
dos de libertad cada uno; la palma, que soporta los dos dedos, y una base principal
que permite el acoplamiento de la mano al efector final del robot manipulador A465
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PCI-FlexMotion-6C

Etapa de
potencia

Figura 4.2: Elementos del sistema experimental.

de la marca CRS Robotics.

Las falanges de cada uno de los dedos estdn conectadas por medio de uniones
o elementos de movimiento, llamados articulaciones de revolucion. Los actuadores
eléctricos o servomotores, que constituyen las articulaciones de la mano mecanica,
estan acoplados directamente, es decir, sin utilizar transmisiones de ningin tipo.
Estos servomotores son basicamente motores eléctricos que sélo se pueden mover en
un rango de aproximadamente 180 grados y son controlados utilizando modulacion
por ancho de pulso (PWM). Se alimentan con voltajes de 4.8 a 6 volts y un tren
de pulsos que trabaja de 50 a 100 Hz. Para determinar el desplazamiento de las
articulaciones se emplean potenciometros como sensores de posicion.

Debido a que el Laboratorio de Robdtica cuenta con dos tarjetas de adquisicion de
datos que sélo generan cuatro salidas de PWM, dos salidas por tarjeta, es necesario
destacar que sélo se controlan las articulaciones primera y ultima de cada dedo de
la mano mecanica. Razdén por la cudl, para esta tesis, el sistema a controlar se
convierte en una mano mecanica de dos dedos de dos grados de libertad cada uno.

4.1.1 Sensores de posicién

Los sensores de posicién utilizados por los servomotores son potenciémetros. Los
potencidometros son transductores electromecanicos que convierten desplazamiento
mecanico en potencial eléctrico. La entrada del dispositivo es una forma de desplaza-
miento mecdanico rotacional. Cuando se aplica un voltaje a través de las terminales
fijas del potenciometro, el voltaje de salida, que se mide entre la terminal variable
y tierra, es proporcional al desplazamiento de entrada, de acuerdo con una relacion
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lineal (Kuo 1996).

4.1.2 Espacio de trabajo de la mano mecanica

El espacio de trabajo de la mano mecanica es el limite de posiciones en el espacio
que esta puede alcanzar. La Tabla 4.1 muestra los rangos de trabajo méximos de
cada una de las articulaciones de la mano mecanica.

Articulacién Rango
q11 0 - 180° (totales)
q12 35 - 145° (totales)
q21 0 - 180° (totales)
q22 35 - 145° (totales)

Tabla 4.1: Rango de trabajo de las articulaciones de la mano mecéanica.

4.2 Tarjeta de adquisiciéon de datos

Para llevar a cabo este proyecto se utilizan dos tarjetas de adquisiciéon de datos
PCI FlexMotion-6C de National Instruments. Este tipo de tarjetas es capaz de
admitir y transmitir senales de entrada y salida provenientes de la etapa de poten-
cia. La flexibilidad de la tarjeta permite utilizar los DACs (convertidores digitales-
analdgicos), que no son utilizados por un eje, como salidas analégicas de propdsito
general (£10V'). Asimismo, se puede utilizar cualquier canal de los ADCs (conver-
tidores anal6gicos-digitales) para la medicién de otros sensores analdgicos; en este
caso, potenciémetros para la retroalimentacion de los servos utilizados en cada una
de las articulaciones de la mano mecanica. Finalmente, para la generacion de PWM
se puede utilizar el puerto auxiliar 3 de entrada y salidas (E/S) digitales. Para una
descripcién mas detallada consultar Nacional Instruments 1999 (Hardware).

4.2.1 Senales de control
Las senales de control utilizadas para el sistema experimental son:

e Senales analogicas: Los voltajes analégicos de entrada deben estar en el inter-
valo de 4.8 [V]; esto no es dificil de obtener ya que la tarjeta PCI FlexMotion-
6C trabaja en un rango de +£10 [V] y se pueden programar sus convertidores
para trabajar en el rango requerido.

e Senales digitales: Son voltajes con que trabajan los circuitos TTL.

Las senales de entrada y salida del sistema de control experimental son representadas
en la Figura 4.2, los detalles se describen a continuacion:
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PWM Es un paquete de cuatro senales digitales de salida de PWM que son uti-
lizadas para el control de cada motor de la mano mecéanica, una senal por
motor, y su etapa de potencia se describe en Villegas (2004).

DIR Es un paquete de cuatro salidas digitales utilizadas para obtener el cambio de
direccion de los cuatro motores.

POT Es el paquete de las cuatro senales analégicas obtenidas directamente de cada
uno de los sensores de posicién (potenciémetros) de la mano.

ADC Son las senales de los cuatro ADCs utilizados en cada uno de los sensores de
posicion.

RETRO Paquete de cuatro senales analégicas de retroalimentacién para el control
de cada motor de la mano mecanica.

Canal PCI Indica la comunicaciéon PCI con las tarjetas de adquisicion de datos.

El tiempo de muestreo para las sefiales de entrada y salida es de 6 [ms]. Por otra
parte, el sentido del giro es obtenido a partir del signo de la senal de control, es
decir, si la senal de control es positiva el motor gira en un sentido y si la senal de
control es negativa el motor girara en el sentido contrario.

4.2.2 Configuracion de las senales de entrada y salida del
sistema experimental

La Figura 4.3 muestra un esquema de la mano mecanica de dos dedos, en donde
se observa la designacion de las dos articulaciones utilizadas para cada dedo; q;; y
g, representan las articulaciones 1 y 2 del dedo 1; de la misma forma, gy, v goy
representan las articulaciones 1 y 2 del dedo 2. La designacion anterior, permite
establecer una configuracién para las senales de entrada y salida del sistema. En
la Tabla 4.2 se da una descripcién mas detallada de las senales de salida y en la
Tabla 4.3 se muestran las senales de entrada. Ademads, estds tablas muestran la
configuracion de los conectores utilizados para las senales del dispositivo de control
PortAux, UMIDB09 y UMIDB15 cuyas especificaciones se muestran en Villegas
(2004).

4.3 Computadora Personal
La computadora es una PC ensamblada que contiene: un procesador Pentium IV

de Intel con una velocidad de 1.7 GHz, 256 MB en memoria RAM y 40 GB en disco
duro. Ademas, tiene instalado el sistema operativo Windows 2000. En las ranuras
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Dedo 1 Dedo 2

Figura 4.3: Designacion de las articulaciones de la mano mecénica.

Art | Tarjeta Salida PC Salida PC
(PWM) (direccién)
Num. Conector | Pin | Bit | Puerto | Conector | Pin | Bit | Puerto
q11 1 PortAux 13 1 3 PortAux 9 3 3
q12 1 PortAux 15 0 3 PortAux 11 2 3
d21 2 PortAux 13 1 3 PortAux 9 3 3
q22 2 PortAux 15 0 3 PortAux 11 2 3

Tabla 4.2: Configuracién de las sefiales de salida del dispositivo de control.

Art | Tarjeta Entrada PC
(Posicién)

Ndm. Conector | Pin | Puerto
qi1 1 UMIDBO09 1 0x51
qi2 1 UMIDBO09 2 0x52
q21 1 UMIDBO09 3 0x53
q22 1 UMIDBO09 4 0x54

Tabla 4.3: Configuracién de las sefiales de entrada al dispositivo de control.

de expansion, se encuentran insertadas las tarjetas PCI-FlexMotion-6C de National
Instruments.

Las tarjetas de adquisicién de datos son programadas empleando el entorno de
desarrollo LabWindows/CVI. Este ambiente es una herramienta grafica para la elab-
oracion de programas en lenguaje C, disenado para el control de instrumentos, la
adquisicion de datos, andlisis y el desarrollo de interface de usuario.
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Descripciéon del sistema experimental




Capitulo 5

Resultados experimentales

En este capitulo se presenta el control coordinado de la mano mecanica de dos dedos
que se muestra en la Figura 5.1 mediante la ley de control cartesiana descrita en el
Capitulo 3. Para llevar a cabo la implementacion del controlador se realizo el calculo
de la cinemdtica directa y del jacobiano analitico de los dedos de la mano mecanica.
Adicionalmente, se propone un polinomio de quinto orden para el seguimiento de
trayectoria de cada uno. Por ultimo, se presentan resultados experimentales.

Figura 5.1: Mano mecdanica de dos dedos.

5.1 Implementacién del controlador

En esta seccion se presentan los calculos necesarios para llevar a cabo la imple-
mentacién del controlador disenado en el Capitulo 3.



28 Resultados experimentales

5.1.1 Calculo de la cinematica directa del sistema de la
mano mecanica

Para el calculo de la cinematica directa de cada uno de los dedos de la mano mecanica
se considera la Figura 5.2, donde los ejes de rotacion de las articulaciones del manip-
ulador zy y 21 son normales a la pagina. Se establece el marco de referencia Ogxgyo2o
que coincide con el origen, éste se elige en el punto de interseccion del eje zp con la
pagina y la direccion de z( es arbitraria. Una vez que se establece el marco de refer-
encia se fija el sistema O;x1y;2; de acuerdo a la convencion de Denavit-Hartenberg
(D-H). Cuando el origen O; ha sido localizado en la interseccién de z; y la pagina
se fija el sistema final Osxoys2y eligiendo el origen O, al final del eslabén 2 (Figura
5.2). Los pardmetros se muestran en la Tabla 5.1,

Figura 5.2: Manipulador planar con dos eslabones.

Eslabén a; o; | d; 0;
1 l1 =0.052[m] | 0 05 (1)
2 lo =0.056[m] | 0 | O | 65(t)

@)

Tabla 5.1: Pardmetros de los eslabones del manipulador. * variable

donde
a; es la distancia a lo largo de z;, de O; a la interseccién de los ejes z; v 2;_1.

d; es la distancia a lo largo de z; 1, de O;_; a la interseccion de los ejes x; y z;_1.
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a; es el angulo de torsion entre z;_; y z; medido alrededor de x;.

0; es el angulo entre x; 1 y x; medido alrededor de z; 1. 6; es la variable para cada
articulacién de revolucién.

La matriz de transformacién homogénea °A; se determina como sigue:

ciT —$51 0 l101
OA _ S1 C1 0 l181 (5 1)
V1o o0 1 0| '
0 0 0 1

donde l; = 0.052m, Il = 0.056m; ¢; = cos(q1), c12 = cos(qr + q2); s1 = sin(qy) y
s12 = sin(qy + q2). Ay se calcula de

Cy —S9 0 lQCQ
So Co 0 1282

1 _
=19 o 1 0| (5:2)
0 0O 0 1
por lo tanto de (2.2) se tiene
ciz2 —si2 0 licp + laero
0 0 A 14 _ |S12 ci2 0 Ilisi+1as1o
T, =" A'A, = |2 20 . (5.3)
0 0 0 1

Nétese que las dos tiltimas columnas de °T, son las componentes (en coordenadas
cartesianas) z e y del origen Oy en el marco de referencia; esto es

Tr = llCl + l2012
5.4

y = li51 + [2512 (54)
son las coordenadas del efector final en el marco de referencia. La parte rotacional
de YT, da la orientacién del sistema Osxys25 relativo al marco de referencia.

Antes de continuar con el andlisis es necesario determinar una trayectoria de
seguimiento para cada uno de los dedos, donde su movimiento se desarrolle en el
espacio cartesiano.
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5.1.2 Calculo del Jacobiano analitico

Para implementar el esquema de control con observador, se tiene que calcular el
Jacobiano analitico, el cual se obtiene al diferenciar la ecuacién (5.4). En este caso
esta dado por

. —lis1 — 3512 —l2512
T(g) = lici + lacio lacra (5:5)

5.1.3 Trayectoria de seguimiento

Para llevar el dedo o manipulador a un punto en el espacio cartesiano se necesita
una trayectoria que lo lleve de un punto inicial a un punto final deseado Para lo-
grar tal objetivo para lo cual se elige un polinomio de quinto orden que tiene la
caracteristica de ser suave y permite que los efectores finales comiencen y terminen
con velocidad y aceleracion nulas. De esta manera el movimiento se realiza en t;
segundos. La ecuacién para la posicién deseada del i-ésimo elemento xq;(t), en el
caso del movimiento en el eje x, se escribe a continuacién:

T4i(t) = Qo + Qg1t + Azot?® + Azst® + agat* + agst°. (5.6)

Derivando estéd ecuacién con respecto al tiempo se puede obtener la velocidad g4;(%)
y aceleracion Z4;(t) deseadas, esto es

Tai(t) = ag1 + 249t + 3a,3t> + dagat® + Sastt (5.7)
F4i(t) = 204 + 6ay3t + 120,41 + 20a,5t>. (5.8)

Los coeficientes a1, a2, a3, a4 v a5 se calculan para satisfacer las posiciones inicial
y final deseadas (para t = 0 y t = t;, respectivamente). De tal forma que se obtiene

Qro0 = To; (59)

o =0 (5.11)
10

Ag3 = t—3($fz — Zoi) (5.12

15

Apqg = —t—4(flffi — ZL’OZ‘) (513)
6

Qpr — t—5(xfz — in); (514)

donde x¢; es la posicion final deseada de x; v xo; es la posicion inicial deseada. Fi-
nalmente, los cdlculos de yq;, ¥a; v %4; se realizan de manera similar. Cabe hacer
notar que t; es igual en todos los casos y por lo tanto los coeficientes se calculan sélo
una vez.




5.1 Implementacién del controlador 31

5.1.4 Trabajo Coordinado

Para la ejecucion del trabajo coordinado de ambos dedos de la mano mecénica con-
sidérense los dos sistemas de referencia de la Figura 5.3.

Cualquier punto con coordenadas (zy, v, z;) del sistema del dedo 2 se puede
expresar en el sistema base del dedo 1 por medio de la transformacién homogénea

0Ty = : (5.15)

OO O
O O = O
O = O O
—_ o O Q.

donde d es la distancia de separacion entre las bases de ambos dedos. Y para
representar cualquier punto (o, Yo, z0) del sistema del dedo 1 con respecto al sistema
base del dedo 2, se utiliza la trasformacion homogénea

—d

T, = (5.16)

oS O O
o O = O
O = OO

0
0
1

Para utilizar un espacio de trabajo comin se elige como sistema base del dedo 1 (en

adelante cualquier trayectoria sera referenciada a este marco de referencia). Por lo
. .1 .z /

tanto, para trabajar con el dedo 2 se utiliza la transformacién © Ty.

Dedo 1 Dedo 2

Figura 5.3: Sistemas de referencia para el dedo 1 y dedo 2 de la mano mecénica.

Como se menciono en la subseccion 5.1.3 el seguimiento de las trayectorias de
los efectores finales de ambos dedos se lleva a cabo utilizando polinomios de quinto
orden. Para visualizar un poco este fenomeno, se utiliza la Figura 5.4. En esta figura
se puede observar que los efectores finales de cada dedo estan representados por los
puntos P(zo, Yo, 20) v P'(z4, Y5, 26), respectivamente. La trayectoria de seguimiento
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se tiene que realizar desde estos puntos espaciales, donde se encuentran los efectores
finales en £t = 0 a los puntos deseado Py; y Pygo, respectivamente.

P(x0,y0,20) r— 7 P'(X'0y'0,2'0) Dedo 2
Pdﬂ %sz

L

Figura 5.4: Sistemas de referencia para la posicién deseada del dedo 1 y dedo 2.

Una vez que se ha llegado a la posicion deseada es necesario mantenerlo en
esa posicion un instante de tiempo para visualizar el efecto. La forma mas facil de
lograrlo es que los efectores finales de los dedos se mantengan paralelos, dependiendo
del movimiento que se requiera hacer.

5.2 Experimentos

Los experimentos que se realizaron fueron: llevar los dedos de la mano mecanica in-
dependiente y simultaneamente; desde una posicion inicial hasta una posicién final
a partir del seguimiento de una trayectoria deseada (Figura 5.4). En ambos casos,
se implementé el controlador cartesiano descrito en el Capitulo 3 y para lograr el
movimiento simultaneo de los dedos se requirié la transformacion homogénea de la
seccion 5.1.4. En la Figura 5.5 se muestran las graficas de las posiciones deseadas,
Zq € Yq, en un intervalo de tiempo de 0 a 20 segundos.

Las pruebas se realizaron utilizando el sistema experimental descrito en el Capitulo
4. Se emplearon cuatro ADC’s para leer las senales de la posiciéon de cada articu-
lacion; cuatro senales de salida PWM para la alimentacion de los motores y cuatro
senales digitales para el cambio de direccion.

Debido a que no es suficiente el uso de una sola tarjeta se tuvieron que progra-
mar las dos tarjetas PCI-FlexMotion-6C. En la primer tarjeta se programaron dos
salidas de PWM, dos canales digitales y cuatro ADC’s; en la segunda tarjeta se
programaron dos canales digitales y dos salidas de PWM.
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Figura 5.5: Trayectoria de seguimiento para ambos dedos de la mano mecanica.

Las tarjetas de adquisicion de datos son programadas empleando el entorno de de-
sarrollo LabWindows/CVI. Esta adquisicién de datos es utilizada por el controlador
cartesiano (también programado en éste entorno) para controlar la mano mecénica,
donde el tiempo de muestreo de las senales es de 6 ms.

5.3 Resultados experimentales

En esta seccién se presentan los resultados experimentales obtenidos durante la im-
plementacion del controlador cartesiano en los dedos de la mano mecanica. Sin
embargo, antes de realizar las pruebas, es necesario establecer las condiciones ini-
ciales de cada uno de los dedos de la mano, las cuales se definen a continuacion.

5.3.1 Condiciones iniciales del dedo 1

Posicién inicial £(0). Es la posicién en la que se encuentra el dedo 1 en t = 0,
donde z(0) = [—0.0083m 0.0992m]*.

Posicion inicial deseada x4(0). En este caso se define a x(0) como la posicién
inicial deseada x4(0) = [—0.0083m 0.0992m]T.

Posicién final deseada x4(t¢). El experimento tiene consiste en llevar el dedo 1 de
z(0) a zq(t;) = [0.02m 0.08m]*, en un tiempo final ¢; = 20s.

Posicion inicial estimada x.(0). Debido a que el desplazamiento angular de cada
una de las articulaciones del dedo es conocido se considera z.(0) = x(0).
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En la Tabla 5.2 se dan las ganancias del controlador para el dedo I obtenidas ex-
perimentalmente a prueba y error.

Ganancias para el Dedo 1
K, | diagonal {2.0 1.8}
Ay | diagonal {9.2 8.7}
A, | diagonal {9.2 8.7}
K | diagonal {2.8 2.5}

K, 0.011
ka 20
k 0.01

Tabla 5.2: Ganancias del controlador para el dedo 1. I es la matriz identidad.

5.3.2 Condiciones iniciales del dedo 2

Posicién inicial £(0). Es la posicién en la que se encuentra el dedo 2 en t = 0,
donde z(0) = [0.0035m 0.1000m]™.

Posicién inicial deseada. Se elige 24(0) = [0.0035m 0.1000m]T= z(0).

Posicion final deseada xq(t¢). El experimento tiene por objetivo llevar el dedo 2
de (0) a z4(t;) = [-0.02m 0.08m]T en un tiempo final ¢; = 20s.

Posicion inicial estimada x.(0). Debido a que el desplazamiento angular de cada
una de las articulaciones del dedo es conocido se considera x.(0) = x(0).

En la Tabla 5.3 se dan las ganancias del controlador para el dedo 2 obtenidas ex-
perimentalmente, a prueba y error.

5.3.3 Control individual del dedo 1

En la Figura 5.6 se muestra el seguimiento real de la trayectoria (z, y) contra la
trayectoria deseada (zq, yq) del dedo 1. En general se observa que el seguimiento no
es muy bueno puesto que se presentan pequenas oscilaciones que se deben principal-
mente a la imprecisién de las lecturas tomadas directamente de los potenciémetros.
Sin embargo, se podria mejorar utilizando otro tipo de sensores de posicion mas
precisos como encoders; aunque el problema que se presentaria seria adaptarlos a la
estructura de la mano mecanica.
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Ganancias para el Dedo 2
K, | diagonal {1.8 1.75}
Ay | diagonal {9.5 8.3}
A, | diagonal {9.5 8.3}
K | diagonal {2.5 2.1}

K, 0.011
ka 15
k 0.01

Tabla 5.3: Ganancias del controlador para el dedo 2. I es la matriz identidad.

30 T T T T T T T T

X,xd [mm]

100

90

y,yd [mm]

80

1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
ts]

Figura 5.6: Trayectoria real (—) contra deseada (- -) para el dedo 1.

En la Figura 5.7 se pueden apreciar con mayor exactitud los errores de seguimien-
to del dedo 1, éstos se representan por Az y Ay; ademas, los errores de observacion
estan representados por z, y z, para el mismo dedo en coordenadas cartesianas.

En cuanto a los errores de seguimiento, se observa que el error de seguimiento
Az es mayor que Ay. Es decir; el error Az (menor a 2.5 mm) es casi el doble del
error Ay, esto se debe principalmente a que la lectura de posicion que se toma de los
potenciémetros no es exacta. También, los errores de observacion siguen el mismo
pardmetro que los errores de seguimiento, el error de observacién z, (menor de 1.2
mm) es mas grande que el error de observacién z,. Por lo que se puede concluir
que el observador esta realizando bien la funcién de estimar la velocidad de cada
articulacién del dedo 1.
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Figura 5.7: Errores de seguimiento y observacién en coordenadas cartesianas del dedo 1.
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Figura 5.8: Voltajes de entrada dedo 1: a) articulacién 1y b) articulacién 2.
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Finalmente, en la Figura 5.8 se muestran los voltajes de control para cada una de
las articulaciones del dedo 1. Se aprecia que no hay saturacion; es decir, los voltajes
son menores de 4.8 volts con que se alimenta el sistema experimental.

5.3.4 Control individual del dedo 2

En la Figura 5.9 se muestran el seguimiento real de trayectoria en x y y contra la
trayectoria deseada x4 y yq del dedo 2. Se puede observar que el seguimiento que re-
aliza el dedo presenta pequenas oscilaciones debido principalmente a la imprecision
de las lecturas tomadas directamente de los potenciometros. Sin embargo, como
en el caso anterior se podria mejorar utilizando otro tipo de sensores, ademas de
presentar el mismo problema de la integracién en la arquitectura.

X,xd [mm]

y,yd [mm]

Figura 5.9: Seguimiento de trayectorias real (-) contra deseada para el (- -) dedo 2.

En cuanto a los errores de seguimiento en la Figura f-eesod2 se observa que Ax
es mayor que Ay, presentando un incremento en su valor de 2.5 mm, mientras que
el error de seguimiento Ay es menor a I mm. Esto se debe principalmente a la
mala lectura de posicién que ofrecen los potenciometros. Por otro lado, los errores
de observacion para z y y son menores a I mm, lo que demuestra que el observador
esta realizando bien la tarea de estimar la velocidad de cada articulacion del dedo 2.

Finalmente, la Figura 5.11 muestra los voltajes de control para cada una de las
articulaciones del dedo 2. Se puede ver que son menores a los 4.8 volts necesarios
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Figura 5.10: Errores de seguimiento y observacién del dedo 2, en coordenadas carte-
sianas.
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Figura 5.11: Voltajes de entrada dedo 2: a) articulacién 1 y b) articulacién 2.
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para alimentar todo el sistema, por lo que no existe saturacion.

5.3.5 Control coordinado de la mano mecanica

En esta seccion, se realiza el movimiento simultaneo de los dedos de la mano
mecanica. Este consiste en llevar cada uno de los dedos desde una posicién ini-
cial hasta una posicion final a partir del seguimiento de una trayectoria deseada
implementando en ambos casos un controlador cartesiano. Con ello, los dedos simu-
laran la sujecién de un objeto, lo levantan y después lo regresan a su posicion inicial,
para después regresar a su posicion de partida.

En la Figura 5.12 se muestra el seguimiento de las trayectorias reales en coorde-
nadas cartesianas (x, y) con respecto a las coordenadas de la trayectoria deseadas
(4, ya) del dedo 1 y dedo 2, respectivamente para la tarea descrita en el parrafo
anterior. En esta figura se puede observar que los resultados, en general, no son
buenos debido al tipo de sensores utilizados. Ademaés, cuando los dedos se mueven
simultaneamente, los errores de seguimiento son mayores, que cuando se mueven
independientemente. Una de las causas de este resultado es que el esquema de con-
trol no contempla movimiento restringido, regulacién o seguimiento de fuerzas de
contacto. Ademas, se pueden observar pequenas oscilaciones durante el seguimiento
debidas principalmente a la imprecisién de las lecturas tomadas directamente de los
potenciémetros. En la Tabla 5.4 se muestran las ganancias de control obtenidas
experimentalmente para los dos dedos de la mano mecanica.

Ganancias Dedo 1 Dedo 2
K, diagonal {2.0 1.8} | diagonal {1.8 1.75}
Ay diagonal {9.2 8.7} | diagonal {9.5 8.3}

A, diagonal {9.2 8.7} | diagonal {9.5 8.3}
Ky diagonal {2.8 2.5} | diagonal {2.5 2.1}
K, 0.011 0.011

kq 15 20

k 0.01 0.01

Tabla 5.4: Ganancias del controlador para el trabajo coordinado de la mano mecéanica,
donde I es la matriz identidad.

En la Figura 5.13 se muestran los errores de seguimiento (Azl, Ayl) y obser-
vacion (zz1, z,1) del dedo 1 en coordenadas cartesianas. En estas figuras se puede
observar que los errores de seguimiento oscilan en x entre 2.5 mm y en el eje y entre
2 mm. En cuanto a los errores de observacién, se puede ver que en general son
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10 15
(b) 8] (d)  t[s]

Figura 5.12: Trayectorias actual (-) y deseada (- -) del dedo 1 y dedo 2, respectivamente.

menores a 1.7 mm para 2z;; y 0.8 mm para z,;. De esta forma se pueden considerar
pequenos, con lo cual se verificar la convergencia del observador.

En forma similar a las graficas del dedo 1, la Figura 5.14 muestra los errores de
seguimiento (Az2 , Ay2) y observacion (22, z,2) del dedo 2.

Finalmente, la Figura 5.15 muestra los voltajes de control para cada una de
las articulaciones del dedo 1 y dedo 2. Se puede ver que menores a los 4.8 volts
necesarios para alimentar todo el sistema, por lo que no existe saturacion.
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Figura 5.13: Errores de seguimiento y observacion del dedo 1.
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Figura 5.14: Errores de seguimiento y observacion del dedo 2.
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Figura 5.15: Voltajes de entrada dedo 1 y dedo 2, respectivamente.




Capitulo 6

Conclusiones

Para comprobar la estabilidad del sistema bajo el esquema de control cartesiano
se realizaron diferentes experimentos que incluyen: llevar los dedos de la mano
mecéanica de una manera independiente y después simultdaneamente de una posicién
inicial hasta una posicién final, a partir del seguimiento de una trayectoria deseada.
Para el movimiento de control independiente se muestran los resultados experimen-
tales correspondientes a errores de seguimiento y observacién. Por un lado, los
errores de seguimiento son menores de 2 mm, sin embargo presentan un aumento
de 2.5 mm al final del recorrido. Por otro lado, los errores de observaciéon presen-
tan el mismo comportamiento, con un valor de 7.2 mm. Para el caso de control
de movimiento simultaneo de los dedos, los errores de seguimiento son mayores que
cuando se mueven independientemente. Una de las causas es que el esquema de
control no contempla movimiento restringido, regulacién y seguimiento de fuerzas
de contacto. Sin embargo, los errores de observacién son menores de I mm.

De lo anterior, se puede concluir que la variaciéon de los errores de seguimiento
y observacion en todos los casos analizados se deben principalmente a pequenas os-
cilaciones que se presentan por las lecturas imprecisas tomadas directamente de los
potenciémetros. Estos resultados se podrian mejorar utilizando otro tipo de sen-
sores de posicién mas precisos como codificadores, no obstante, el problema que se
presentaria seria adaptarlos a la estructura de la mano mecanica.

Otro punto importante que muestran los resultados experimentales es que el ob-
servador tiene un buen desempeno con un error en la estimacién de sus parametros
menor a un ! mm. Sin embargo, el ruido en las mediciones de posicién y la dis-
cretizacién del esquema controlador-observacién produce un error pequeno rema-
nente en todos los casos.

A continuacién se presentan las ventajas de utilizar el control cartesiano con un
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observador:
e No se requiere el modelo dindmico de la mano mecanica para su control.

e No se requiere de la cinematica inversa para definir una tarea dada, ya que el
esquema propuesto es diseniado en coordenadas cartesianas.

e Es posible controlar por separado y en conjunto cada uno de los dedos de la
mano mecanica con el esquema de control-observador propuesto; aun cuando
el tipo de sensores de posicién utilizados representa una desventaja para la
lectura de datos.

e Se puede utilizar un observador para estimar la velocidad de cada una de las
articulaciones.

e FEl observador obtiene las velocidades que no son medibles directamente en
coordenadas cartesianas.

Finalmente, a pesar de los sensores de posicién utilizados se muestra que los
errores de seguimiento y observacion tienden a cero, bajo la suposicién que ningu-
na singularidad se alcance. Esto se establece por simplicidad, no obstante para
una subregion del espacio de trabajo y bajo una adecuada elecciéon de ganancias la
suposicién de garantiza.




Apéndice A
Teorema y lema auxiliares

En este apéndice, se presentan un teorema y un lema auxiliares para la compro-
bacion del Teorema 3.3.1. Primero, considérese el siguiente teorema bien conocido.

Teorema A.0.1 (Khalil 2002: pp. 172)
Si D € R™ es un dominio que contiene al origen y V : [0,00) X D — R es una
funcion continuamente diferenciable tal que

a(le) < Vita) < asle]) (A1)
T W fa) < W@, Vel zu>0 (A.2)

Vt>0yV axeD, dnde ay y as son funciones clase K y Ws(x) es una funcion
continua definida positiva. Considérese r > 0 tal que B, C I y suponga que

p< oy (aa(r)). (A.3)

Entonces, existe una funcién (8 clase KL para todo estado inicial x(to) que satisface
|z (to)|| < ay*(ai(r)), existe T > 0 (dependiente de x(ty) y u) tal que la solucion
de & = f(t,x) satisface

< Bllz(to)ll,t — to), Vig<t<to+T (A.4)
lzll < ar(az(n), Vi>to+T. (A.5)

Mas ain, si D = R™ y ay pertenecen a la clase K., entonces se satisface (A.4)-
(A.5) para cualquier estado inicial z(ty), sin ninguna restriccion en que tan grande
sea L. A
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Lema A.0.1
Considérense (3.22)-(3.24), y supongase que se tiene la relacion

si =58+ K,0o. (A.6)

Si||si]| < 8 < oo para todo tiempo, entonces o y 81 estdn acotadas para todo tiempo.

Demostracion: Se puede utilizar el Teorema A.0.1 para comprobar que o esta
acotada, con D =R" y V(t,o) = %o‘Ta, de tal modo que

ai(llol)) = ax(lol) = 5 lle|f*. (A7)

Se puede calcular
. 1 1
Vo il KKl = ol (KK o]~ Ko+ Vi) - (45

Entonces, si

)‘min<KﬂK7)

, (A.9)

se tiene

: 1
Vo< S hun(K K )o|* 2 - W, (A.10)

Puesto que D = R", siempre puede encontrase un valor r positivo para satisfa-
cer (A.3). Ademas, ya que o(0) = 0 como es dado en (3.22), es facil mostrar que

A . , .
0 < [I = Omax. Finalmente, ya que o esta acotado, de (A.6) s; tiene que estar
acotada. JAN




Apéndice B
Demostracion del Teorema 3.3.1

En este apéndice, se presenta la demostracion del Teorema 3.3.1. Primeramente se
define

N (B.1)
sx 2 d—a,=Ad+AAz—Az—sqi+ Ko (B.2)
0 = T (@) (B.3)
s 2 q—aq =J(q)ss. (B.4)
Entonces, se puede rescribir (3.5) como
H(q)(5:+q,)+ C(q. q)(s: + @) + D(s: + q,) + g(q) = 7, (B.5)
0
H(q)s,+ C(q,q)s: + Ds, =17 — Y., (B.6)
donde
Yup = Y(q. 4.4 4)e = H(@)4 + C(q, )4, + D, + 9(9). (BT
Rescribiendo (3.26) como
T=-K,s + KpJ_l(q)r, (B.8)
la ecuacién (B.6) se convierte en
H(q)s: + C(q,q)s: + Kpps; = K,J ' (q)r — Y., (B.9)

donde Kpp 2 D + K.
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Para la dindmica del error de observacion, en primer lugar se nota que (3.15)
puede ser escrita como & = Lo+ A, 2+kq%, asi que sustituyendo en (3.16) se consigue
después de alguna manipulacién

= 8, — kar — K. 0. (B.10)
Noétese que (B.10) es equivalente a
J = —hgd e+ T e+ d s —J s — J K0, (B.11)
donde J~ ' = 4(J71). Ya que
s, =J 15, + Jﬁlsx,

se obtiene, multiplicando ambos lados de (B.11) por J "H(q) y tomando en cuen-
ta (B.6) se obtiene después de alguna manipulacién

H.(q)i = —kaH,(q)r — C:(q,q)8x — Dysx +J 17— T "Ya.p — H,(¢)K 5, (B.12)

H.(q) = J "H(g)J™ (B.13)
Cigq) = J°T (C(q,q)J‘“rH(q)fl) (B.14)
D, £ 7 ™DJ (B.15)

Se puede demostrar que H,(q) y C.(4q, q) satisfacen la Propiedad 3.2.2 (Murray et
al. 1994). Ademss, ya que se asume que J ' (q) existe, H,(q) y D.(q) son definidas
positivas y se mantiene la Propiedad 3.2.1. Puesto que s, = s, + r y teniendo en
cuenta (B.8) y algunas manipulaciones, finalmente se obtiene

H.(q)7+ C.(q,q)r + Hprr = — C.(q,q)so — Dyso —J "K,J s, (B.16)
— J Y. - H,(9)K,0,

con A
HDR = der(q) —+ Dr.

Se elige

1>

{ St } (B.17)

v r

como estado del sitema (B.9) y (B.16). Notese que s, = J(g)s, — r. Ahora, se
puede demostrar el teorema, lo cual se realiza en tres pasos.
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a)

En primer lugar, se demuestra que si y estd acotada por Ymax, i-€. || Y]] < Ymax
Vt, entonces cualquier senal estd acotada. Esto procede como sigue. De (3.18)
y (3.20) se obtiene

&, =a—s — K,o. (B.18)
De aqui
sx=x—x, =r+85+K,0—A,z (B.19)

Definiendo
A
si=s8,—1r+A,z,

se tiene una ecuacién de la forma (A.6). Puesto que s, = J(q)s,, tiene que
estar acotada debido a que se estan considerando articulaciones de revolucién.
También, en vista de (B.1), z estd también acotada. En consecuencia, s; estd
acotada y el Lema A.0.1 puede ser utilizado para demostrar que o y s; estan
acotados. Por otro lado, de (B.2) se tiene

Az 4+ AAx = s, + Az + 84— K, 0. (B.20)

La ecuacién dinamica para Az representa un filtro lineal estable con entrada
acotada, asi que Az y Az tienen que estar acotadas. Puesto que Ax = x— x4,
y x4 y sus derivadas estan acotadas, se concluye que x y @ también lo son.
Debido a que ¢ = J(q)~ '@, g tiene que estar acotada. Ademas, debido a la
Suposicién 3.1.1, g tiene que estar acotada puesto que ninguna singularidad se
ha alcanzado. Ahora considérese, q, = J _1(q)d:r, la cual esta acotada. Esto
puede escribirse como

g, =J (q)(xa — AAz + Az + 84 — K,0), (B.21)
lo cual significa que
G =J (@i, + T Q) (B4 — AAi + Az — ksq — K. &).  (B.22)

Subsecuentemente de (3.24) sabemos que & esta acotada, esto significa que g,
estd acotada también. Esto, a su vez, significa que Y,¢ en (B.7) estd acotada.
De este modo, &, in (B.9) y + in (B.16) estdn acotadas.

El siguiente paso es demostrar que, con una eleccién apropiada de ganancias,
se puede conseguir ||y|| < Ymax, siempre que x4 y por lo menos su primera y
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segunda derivadas estén acotadas. Para simplificar la discusién, considérese
que Ymax €s un valor predeterminado o dado. A continuacién se define

1
Viy) = 5y' My, (B.23)

con M = bloque diagonal {H(q) H,(q)}. Claramente, esto satisface

Myl < Viy) < Xyl (B.24)
con

M2 L i an(M(g) (B.25)

1 - 2VIC}IEHR1” min q .

N, 21 A (M () (B.26)

2 — QV%SJI%(" max q . .

A continuacién se utiliza V(y) en (B.23) y el Teorema A.0.1, con ag = ;|| y||?
y az = Xo||y||?>. Utilizando la Propiedad 3.2.2, la derivada de V a lo largo

de (B.9) y (B.16) estd dada por
V = —s'Kpps,+ s ' KpJ H(q)r— s ' Yap — 7" Hprr — 77 Ci(q, @)so (B.27)

—r'D,s, — rTJ_T(q)KpJ_l(q)s0 — rTJ_T(q) Ya.p — rTHrde.

V es definida positiva para todo y € R?*", por lo que para aplicar el Teore-
ma A.0.1 es necesario encontrar una regién I para la cual (A.2) se satisface.
A continuacién se define

1>

D 2 {y B[yl < yhua} (B.28)

En esta regién, como se demostré en el inciso a), pueden encontrarse cotas
para todas las variables del sistema, de tal forma que se tiene

Vo< ain(Kp)llse? = Kaduel ]| + Amax(Kp)ez| s: [l (B-29)

+ (€3 + eor + Amax(Kp)c3) 7]l (eal[s:]l + [I7]])

+eya (|8l + callr]]) + cyacallr]l;
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donde

o = vrgllggnllJ(q)ll (B.30)

4 ~1
¢ = vrgggnHJ (@)l (B.31)
1Ci(q, @) < ¢ (B.32)
CDr é )\maX(D)C% (B33)
1Yol < cpa (B.34)
G(t) < Omax (B.35)

Py

o 2 Do Ky)0me (B.36)

Cya

Abr ¥ Amr se definen como A, y Ag en la Propiedad 3.2.1 para H(q). ¢3, ¢ya ¥
Omax SON constantes positivas finitas. Si las ganancias se eligen para satisfacer

Cya(l + co 4 c4)
u
kadne > (€3 + cor + Amax(Kp)é2) + 6 +

Amin(Kp) > 146+ (B.37)

Cya(l + €2 + c4)
1

()\max(Kp)c2 + &1 (C3 + CDr + Amax(-KP)C%))Q 9

(B.38)

n 1
4
se obtiene

cya(l 4+ c2 + ¢4)

v < oll -l (1l it st ) (B39

8 y p son constantes positivas. Entonces, si ||y|| > p >0
. 2 A
Vo< =ollyllf = —Waly). (B.40)

Finalmente, para aplicar el Teorema A.0.1 se tiene que asegurar que se puede
encontrar una constante r de tal forma que se satisfaga (A.3). De hecho, puesto
que p es un parametro de control, el objetivo se puede lograr siempre que sea
suficientemente pequeno. Ademads, se tiene que asumir que la condicién en
|ly(0)|| se cumple. Nétese que esto no es de ningin modo restrictivo, debido
a que Ymax puede ser elegida arbitrariamente grande.

¢) Ya se ha demostrado que y estd acotada, pero atin se tiene que probar que los
errores de seguimiento y observacién tienden a cero. En primer lugar, de (3.24)
y (B.19) se obtiene
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51 = —K,Kpgs, — K. sign(s;) + s, (B.41)

donde ha sido demostrado que 8 = 8, — 7+ A, 2z esta acotada. Entonces, si

se tiene V; = 1sTs; = £||s1]|?, se puede calcular
d”sl”<—A- K. K 2 Ain(K 3 B.42
51l < uin (KL Kp) [|81]]7 = Amin (K5 ) [81] + [[81][ Simax,  (B.42)
donde $imax €s una cota para 8; y |s1| = |s11|+ -+ [s1n], con s1; elemento de
s1,J=1,...,n. Puesto que ||s1|| < |s1], se obtiene
dl||s .
ol T2 (0 (0) — ) [ (B.43)
Definiendo

¢ é )\min<K'y) - éimax >0
con una eleccién apropiada de Ayin(K ), se obtiene

dls:] _

dt —
Ahora se tiene que demostrar que s; = 0 en un tiempo finito ¢,. Esto se puede
realizar por medio de integracion para obtener ¢, < H81¢( U como es usual en

la teoria de modos deslizantes. Entonces, a partir de ¢ > ¢, se tiene s;(t) = 0,
asi que de (3.19)—(3.21) se tiene

—¢. (B.44)

=%+ AT =89 = 5(0)e ", (B.45)

con T = & — x4. Puesto que e~ * tiende a cero, se tiene que s — 0. Esto a su
vez significa que T y z tenderan a cero. Sin embargo, solamente se garantiza
que & — xqy & — 4. Notese quesi & = 0y Z = 0, entonces Az = 2z y
Az = %. De esta forma la derivada de (B.2) se puede escribir como

o — = —Ax + ksq + K0 (B.46)
Pero de (B.10), se obtiene
5 — 1= kar + K, 0. (B.47)
Entonces, de (B.46)-(B.47) se tiene
(kal + A,) %2 + kaA,z = Esq. (B.43)

La ecuacién (B.48) representa un filtro lineal estable para z, asi que z y 2
tienden a cero (porque sq lo hace). Esto a su vez significa Az y Az también
tenderan a cero.
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