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Resumen

Las cuasiparticulas en el superfluido helio-cuatro o los pares de Cooper en un supercon-
ductor, entre otras, tienen energias que se pueden escribir como desarrollos en potencias
de su momento lineal. Para momentos pequenos los términos lineal y cuadratico del de-
sarrollo son predominantes y determinan las propiedades del sistema. Aqui exploramos
las propiedades de un gas de bosones con una relacién de dispersién (RD) lineal mds
cuadrética, teniendo como referencia al gas ideal de bosones. Aunque no encontramos
expresiones analiticas sencillas en términos de las integrales de Bose, obtuvimos los re-
sultados numéricamente. Tanto en 3D como en 2D, por pequena que sea la contribuciéon
lineal a la RD, la temperatura critica resulta ser mayor que la temperatura critica corre-
spondiente del gas ideal de bosones. Por otra parte en 3D el calor especifico a volumen
constante tiene un salto (discontinuidad) en la temperatura critica, indicativo de una
transformaciéon de fase de segundo orden, mientras que en 2D el calor especifico es con-
tinuo.



Capitulo 1

1 Introduccion

En 1925, A. Einstein descubrié lo que ahora se conoce como condensacién de Bose-Einstein
(BEC), una repentina poblacién macroscépica del estado base de sistemas bosénicos.

Para 1938, I'. London [1] propone, por primera vez, que la transicién de fase (punto
A) del helio liquido a 2.186 K es esencialmente la BEC de un gas. En 1941, L. D. Lan-
dau [2] propone una teorfa fenomenolégica de la superfluidez del helio a temperaturas
menores que la temperatura del punto A, es decir, el helio 11, basada en la suposicion de
que las excitaciones térmicas del liquido pueden describirse como constituyentes de un
gas débilmente interactuante, que obedecen la estadistica de Bose. Es decir, en el cero
absoluto, el helio es completamente superfluido y, a medida que la temperatura aumenta
la teoria propone describir termodinamicamente al fluido en términos de excitaciones ele-
mentales del superfluido; cerca del cero absoluto estas excitaciones son fonones, maxones
y rotones. La energia de estas excitaciones como funcién del momento puede representarse
mediante una curva de dispersion. La curva de dispersién fenomenoldgica propuesta por
Landau describe cualitativamente tanto la region fondnica como la roténica del espectro
de excitacion. La teoria de L.andau permite calcular las propiedades termodinamicas del
helio IT a partir del espectro de excitacién propuesto.

En principio, de acuerdo con la teoria de Landau, si uno conoce la curva de dispersion
de las excitaciones, se puede construir una funciéon de particion, y proceder mediante
los métodos de la mecanica estadistica, a calcular el conjunto completo de propiedades
termodindmicas del liquido en equilibrio. Sin embargo, hoy en dia este ideal esté lejos de
alcanzarse debido a que un conocimiento completo del espectro de excitacion requiere de
comprender las interacciones entre las componentes de un sistema de muchas particulas.
En la actualidad las curvas experimentales de dispersiéon se determinan mediante técnicas
de dispersién ineldstica de neutrones, para diferentes presiones y temperaturas [3] [4]. El
problema es que no hay acuerdo en la forma analitica exacta de la curva de dispersion,
que representa a las curvas de dispersion medidas. Es decir, no hay acuerdo en lo que,
a partir de este momento, llamaremos relacidn de dispersién (RD), la cual relaciona la
energia de una particula con su momento. Dicho de otra forma, relaciona la energia de
una particula y la magnitud de su vector de onda.

A bajas temperaturas, el problema de las excitaciones elementales en el He? liquido
fue atacado exitésamente por R. Feynman [5, 6], quien en 1953-1954 desarroll una teoria
atémica de un liquido de Bose. Partiendo de primeros principios Feynman establecié que
el liquido de Bose sufre una transicion de fase andloga a la condensacién de un gas de
Bose, ademas determiné la forma de la funciéon de onda del liquido en presencia de una
excitacién y a partir de ella la RD para las excitaciones elementales del liquido. En la



aproximacion de Feynman fonones y rotones se funden en un solo y sencillo esquema,
siendo ambos, partes diferentes de un espectro de energia comun y continuo.

En un intento més reciente, algunos investigadores [7] han propuesto ajustar una
expresion concreta para una curva de dispersion experimental y mediante consideraciones
tedricas, han concluido que un polinomio en el momento, sin término cuadratico de octavo
orden, resulta ser una excelente representacién del espectro de excitaciéon medido por
debajo de los 1.2 K, en el intervalo de momentos 0 < p/h < 2.15 A1 para el Helio IV. (Ver
figura 1.1.) Los coeficientes en esta expresion serfan funcién de la presién y temperatura.
Sin embargo, las propiedades termodindmicas obtenidas a partir de la curva de dispersion
anterior, no coinciden en todos los casos con el experimento.
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Figura 1.1 El espectro de excitacién del He! determinado experimen-
talmente a 1.1 K y presion de vapor saturado. Los puntos son los datos de
dispersién de neutrones de Cowley y Woods [8]; la linea sélida corresponde a
un polinomio de octavo orden sin término cuadratico propuesto en [7].

Por otra parte, en 1934, C. J. Gorter [9] propuso que la superconductividad podria
explicarse mediante un modelo bi-fluido, en el que un gas de electrones dentro del super-
conductor tiene dos componentes. Una componente sin entropia transporta la supercor-
riente mientras la otra componente tiene toda la entropia y se comporta como un gas de
electrones normal. Un modelo similar de dos fluidos también fue propuesto para explicar
la superfluidez del helio liquido. Y es que hay claras analogias entre superfluidez del helio
liquido y superconductividad, la principal: un flujo sin resistencia de atomos o electrones.

En 1935, F. London desarrollé un exitoso conjunto de ecuaciones fenomenologicas
para los metales superconductores. Sin embargo, hasta 1950 no se disponia de una teoria
microscopica de la superconductividad. A partir del trabajo de C. Bloch [10] sobre la



teoria de la resistencia eléctrica se supo de la existencia de una interaccion electrén-
fonén-electréon. No obstante, la idea de que pares de fermiones pudieran combinarse para
formar bosones efectivos, era bien conocida en quimica. La primera sugerencia de BEC de
pares de electrones como la causa de la superconductividad fue hecha en 1946, y vino de
un quimico experimental, R. Ogg [11]. El descubrimiento de H. Fréhlich del papel de la
interaccion electréon-fonén, probd tener importancia definitiva en favor del apareamiento
de electrones.

El primer modelo tedrico acerca de la superconductividad como una BEC fue pro-
puesto independientemente por V. L. Ginzburg (1952), R. P. Feynman (1953) y M. R.
Schafroth (1954) [12]. Los tres, mediante célculos explicitos mostraron que el gas ideal de
Bose cargado, por debajo del punto de condensacién, tiene la respuesta caracteristica del
efecto Meissner; un efecto de importancia fundamental en superconductividad. De esta
forma, se sugeria que la BEC era una explicacién al comportamiento superfluido (tanto
en superconductores como en el helio liquido). Y es que el gas ideal de Bose, en su estado
condensado tiene muchas propiedades en comtun con los superconductores, y aunque la
correspondencia no es perfecta, es altamente sugestiva.

Un paso crucial en el camino de la explicacién microscopica de la superconductividad
se dio en 1956, cuando L. N. Cooper desarrollé el concepto de que la superconductividad
estaba asociada a un par ligado de electrones, al que se daria el nombre de par de Cooper
(CP). Cada electrén en el par tendria momento y espin igual y opuesto y viajaria a través
de la red ionica. Los pares estarian ligados por una interaccion electron-fonén. Sobre
esta idea, J. Bardeen, I.. N. Cooper y J. R. Schrieffer generarian la famosa teoria BCS
[13] de superconductividad en 1957. La teoria BCS, explica muchas de las observaciones
experimentales en superconductores convencionales. Uno de los principales pardmetros
de comparacion es el concepto de longitud de coherencia, el que puede interpretarse co-
mo la distancia a la que interactian los electrones para formar pares de Cooper. En
el formalismo BCS, los pares de Cooper aparecen muy débilmente ligados, por lo que
son excesivamente extensos al compararse con el espaciamiento de la red iénica. En las
circunstancias de un acoplamiento muy débil del par de Cooper, es decir, de una gran
longitud de coherencia, se creia dificil considerar el par estrictamente como un boson, y
que fuera posible que ocurriera una BEC. No obstante, en 1986, tras el descubrimiento
de materiales superconductores ceramicos de alta temperatura critica, cuyas longitudes
de coherencia son bastante mds pequenas, resurgio este enfoque.

En el marco de la teoria BCS, se privilegian los pares de Cooper con momento del
centro de masa (MCM) igual a cero, despreciando a los pares de Cooper con MCM distinto
de cero. No obstante, para explicar la superconductividad como una BEC, los pares con
MCM distinto de cero son fundamentales. Los pares de Cooper con MCM distinto de
cero se comportan, en el limite de momentos pequenos, como un cuasi-bosén con una RD
lineal [14]. Con este tipo de cuasi-bosones se consiguen temperaturas de transiciéon 7. > 0
no sélo para d = 2y d = 3 [15] sino para toda dimensionalidad d > 1. Evidentemente,
este es un resultado muy distinto al de la transicion de BE para bosones con energia de
excitacién e = h2k? /2m, que sélo se produce si d > 2, y que no puede usarse para explicar



la superconductividad en sistemas de d < 2.

Al tratar con pares de Cooper con MCM no nulo, se han logrado obtener RD en 2
y 3 dimensiones que pueden expresarse como una serie de potencias, en términos de la
magnitud del vector de onda asociado al vector de momento del centro de masa (MCM).
En particular, se ha concluido que el problema del par de Cooper de MCM no nulo, da una
RD lineal que a medida que el acoplamiento se incrementa alcanza una RD cuadrética,
pero que para ciertas condiciones de acoplamiento tiene las dos contribuciones [16]. Esta
energia de excitacion deberia ser la que se introduzca en la funcién de distribucién de
Bose-Einstein para determinar la temperatura critica en una descripciéon de la supercon-
ductividad (o superfluidez) basada en una BEC de los pares de Cooper.

Ahora bien, en cualquiera que sea el caso, superfluidez o superconductividad, parece
que la BEC de un gas de particulas bosonicas, con alguna RD particular, podria explicar
estos fenomenos. La idea es que la RD de este gas se exprese como una serie de potencias.
El presente trabajo sélo aborda parcialmente esta posibilidad, pues inicamente considera
el caso en que la RD tiene un término lineal y un término cuadratico en el momento. Sin
embargo, para este caso particular, se obtienen aqui, resultados de completa generalidad,
que son de utilidad cualquiera que sea la forma de la RD.

El trabajo previo [17] y fundamental para nuestro desarrollo , se resume en el Capitulo
2. Ahi se estudian algunas de las propiedades termodindmicas de un gas ideal de bosones
con una RD generalizada, es decir una RD de la forma ¢ = c,k°, con s > 0. Los
resultados pueden de inmediato particularizarse, ya sea al caso de un gas ideal de bosones
(RD cuadratica), o a un gas de bosones con RD lineal.

En el Capitulo 3 se presenta el cdlculo de algunas propiedades termodindmicas para
un gas de bosones con una RD, ¢ = ¢k + cok?, exzclusivamente en 3 dimensiones, con ¢;
y ¢y constantes con dimensiones de energia x longitud y energia x longitud?, respecti-
vamente. Para poder presentar graficamente los resultados obtenidos, se ha optado por
adimensionalizar las diferentes propiedades respecto a las correspondientes cantidades de
un gas ideal de bosones. Asi, por ejemplo, la temperatura critica se reporta en unidades
de la temperatura critica del gas ideal de bosones en 3D. La contribucién de la parte
lineal a la RD resulta ser decisiva. Cuando el término lineal desaparece, recuperamos los
resultados del gas ideal de bosones en 3D, y en la medida que esta contribucién deja de
ser nula, las temperaturas criticas aumentan y el calor especifico a volumen constante
deja de ser continuo como funcién de la temperatura.

En el Capitulo 4, se generalizan los resultados del Capitulo 3 para d > 1 dimensiones.
Dado que la temperatura critica de un gas ideal de bosones es cero para d < 2, ésta
deja de ser util para adimensionalizar temperaturas y energias para d < 2. Por otro
lado, como estamos interesados en aplicar los resultados de este Capitulo a un gas de
pares de Cooper en d = 2, consideramos conveniente utilizar ahora la temperatura de
Fermi en d dimensiones para adimensionalizar las diferentes propiedades termodindmicas
que se calculan. Al igual que en 3D, pero ahora de forma general, se confirma que las
temperaturas criticas aumentan al aumentar la contribucion lineal a la RD. En cuanto al
calor especifico a volumen constante, en particular, en 2D ya no se observa discontinuidad.



Finalmente, se anaden dos Apéndices: en el primero de ellos se calcula la integral de
volumen sobre la esfera d-dimensional que resulta de utilidad tanto en el primer como
tercer capitulo, donde se generaliza la BEC para diferentes dimensiones; en el segundo se
discuten las funciones de Bose, de gran utilidad al momento de leer el Capitulo 2.



Capitulo 2

2 (sas de bosones con relacién de dispersion general-
izada en d dimensiones

Como es bien sabido, la hipdtesis cudntica de Planck resolvid exitésamente el problema
de radiacién de cuerpo negro. Asi que, muy pronto, los trabajos de principios del siglo
XX, sobre el efecto fotoeléctrico, efecto Compton y dispersion de rayos X, hacian uso de la
hipotesis cuantica; requerian de la existencia del cuanto de radiacién o fotén. Fue entonces
natural que alguien intentard obtener la férmula de radiacion de Planck, tratando la
radiacién de cuerpo negro como un gas de fotones, un poco en la misma forma que Maxwell
habia derivado su ley de distribucion de velocidades moleculares para un gas convencional
de moléculas. El problema fue resuelto por S. Bose y a la funcién de distribucién derivada
se le dio el nombre de funcion de distribucion de Bose. Cuando A. Einstein ley6 el articulo
de Bose reconocié de inmediato su importancia y sugirié que el método empleado podria
dar origen a la teoria cuantica de un gas ideal.

Implicito en la propuesta de Bose estaba el hecho de que en el caso de los fotones
lo que realmente importaba era el conocimiento del conjunto de fotones en los diferentes
estados de energia y no la determinacién de “que fotén estaba en cada estado”; en otras
palabras, los fotones eran mutumente indistinguibles. Fue Einstein quien llevd el concepto
de indistinguibilidad de fotones a otro nivel, al argumentar que el concepto de indistin-
guibilidad para fotones podia también ser valido para particulas materiales, de acuerdo
con el postulado de .. de Broglie.

En 1924, Einstein aplicé el método de Bose a un gas ideal de particulas, y con ello
desarrollé lo que hoy conocemos como estadistica de Bose-Finstein (BE). Para 1926,
Enrico Fermi, siguiendo el principio de exclusiéon de Pauli, mostraria que ciertos sistemas
fisicos obedecen un tipo distinto de estadistica, conocida como estadistica de Fermi-Dirac
(ED). La importante cuestién de qué particulas obedecen la estadistica BE y qué particulas
obedecen la estadistica FD fue incierta hasta que, W. Pauli y I. J. Belinfante (1940) [18]
descubrieron la conexién vital entre espin y estadistica. Resulta que aquellas particulas
cuyo espin es multiplo entero de / obedecen la estadistica de BE, mientras que aquellas
particulas cuyo espin es un multiplo semientero de i obedecen la estadistica de FD.

En 1925, Einstein demostré que una coleccion de particulas que obedecen las reglas
de conteo BE, podrian, a la temperatura y densidad adecuadas, repentinamente poblar
en gran numero el estado base de la coleccion. A esta ocupacién macroscépica del estado
base, transicion de fase que toma lugar a una temperatura conocida como temperatura
critica, 1., le fue dado el nombre de condensacion de Bose-Finstein (BEC). Dicho en
otros términos, si consideramos un gas de atomos que obedece la estadistica de Maxwell-
Boltzmann, habrd un gran ntmero de estados continuos, de momento y energia, que



estan microscépicamente poblados; es decir, el nimero de particulas ocupando cualquier
estado, es s6lo una pequena fraccién del nimero total de particulas. Solo a T° = 0, el
estado base con £ = 0, estd macroscépicamente ocupado por todas las particulas. Lo que
Einstein demostréd fue que para un gas ideal de bosones la ocupacion macroscopica del
estado base es comparable al ntimero total de particulas en el gas y que puede ocurrir a
una temperatura finita no nula; a este cambio de fase es al que se le llama BEC.

Setenta anos después, mientras algunos fisicos estudiaban un gas muy diluido de
atomos de rubidio confinado en un espacio por un campo magnético inhomogéneo, se
observé por primera vez la BEC [19]. Desde entonces la BEC se ha venido verifican-
do experimentalmente en nubes ultra-enfriadas de atomos neutros con relacién energia-
momento cuadrdtica. Asi, se ha logrado BEC en el Helio liquido 4 y en nubes de dtomos
alcalinos (I, Li, Na, y Rb) cuyos is6topos pares aseguran que el dtomo tenga espin entero
y que por tanto se comporte como bosén. Confirmandose ademas que la BEC no ocurre
en sistemas de dimension d < 2, para relaciones energia-momento cuadréticas.

El modelo del gas ideal de bosones es estudiado en mucho libros de mecénica es-
tadistica. Por tratarse de un gas ideal de particulas no relativistas, la RD de los bosones
corresponde a la de una particula libre, esto es,
p2 B h2 L2

- 2m 2m

donde hemos usado al relacion de de Broglie, p = hk.

Sin duda el gas ideal de bosones puede, en ciertas circunstancias, resultar ilustrativo.
Pero al igual que otros gases ideales, estd fuera de toda realidad: la interaccién entre
bosones existe; y, por otra parte, si lo vemos desde un punto de vista mas general, existen
otras particulas que, siendo bosones, no tienen una RD cuadritica. (Si bien, podria
ocurrir que siendo cuadratica no fuera la relaciéon exacta del gas ideal, sino alguna otra
funcién del cuadrado del vector de onda, k.) Por ejemplo, el caso més sencillo es el de los
fotones que siendo bosones tienen una RD lineal, es decir, € = hck, con ¢ la constante de
la velocidad de la luz. Pero éste no es el tnico caso de RD lineal. Fxisten “particulas”,
conocidas como magnones antiferromagnéticos [15] y los llamados fonones acusticos de
Debye en tres dimensiones [15] que tienen RD lineal. Incluso, los pares de Cooper (CP)
de electrones moviéndose, no en el vacio, sino en el mar de Fermi satisfacen una RD lineal
[20] para momentos del centro de masa MCM pequenos (por la presencia del mar de
Fermi). De esta forma, los CP considerados como bosones pueden sufrir una BEC para
toda d > 1. El hecho de que los CP tengan una BEC para toda d > 1, permite explicar
los superconductores como materiales en dimensiones “fractales” (fraccionarias).

Existiendo RD lineales y cuadraticas, y conociendo que hay BEC para RD cuadraticas
con d > 2, y BEC para RD lineales con d > 1, pareceria inmediata la suposiciéon de que
existan RD de orden mayor para bosones en d dimensiones; lo que nos lleva a preguntarnos,
Jen que casos ocurre BEC para una RD de orden dado y d dada?. En lo que sigue, por
sernos utiles en la discusion de los siguientes capitulos, resumiremos las propiedades de un
gas de bosones en d dimensiones, con una RD generalizada a cualquier potencia s entre



el momento y la energia. Una exposiciéon completa de estos resultados podré encontrarse
en las referencias [15] y [17].

2.1 Relacién de dispersién generalizada

Vamos entonces, a considerar la existencia de bosones con RD proporcional a una potencia
s del momento, o de la magnitud del vector de onda, k. Supondremos, ademés, que dichos
bosones estan restingidos a moverse en una “caja” de lado L y de dimensionalidad, d,
arbitraria. Tenemos asi un gas de N bosones, de masa m, atrapados en una caja en d
dimensiones, con d > 0 y con RD

ep = cok®, (2.1)
en el que el momento, p, de los bosones y su vector de onda, k, estan relacionados por
p = hk, (2.2)

con
d
|k [P=k =D k. (2.3)
i=1

Claramente, el volumen del sistema es L? y ¢, es una constante con dimensiones de
energia por longitud a la potencia s.

En el caso de un sistema de particulas bosénicas, el nimero promedio de particulas
en un nivel de energia definido por k estd dado por

1

ST 24

Ty

A la expresién anterior se le conoce como la funcidn de distribucion de Bose-Finstein;
es el potencial quimicoy 8 = 1/kgT’, con kg la constante de Boltzmann y 7" la temperatura
absoluta.

De acuerdo con lo anterior, el nimero total N de particulas en el sistema, estd dado
por la suma de las particulas en cada nivel de energia, esto es

1

k

El ntimero total de particulas en el sistema puede también escribirse como la suma de
las particulas en el estado base de energia, Ny, més las particulas en los estados excitados,
N,, es decir

N = Np+ N, (2.6)



donde

1
Ne=D ST (27)

|k|>0

Ahora bien, en el limite termodindmico, esto es, cuando el nimero de particulas en
el sistema y el volumen del mismo tienden a infinito, pero su cociente, N/V| permanece
constante, la separacién entre los niveles de energia cudnticos tiende a cero y la suma en
(2.7) sobre estados discretos se puede aproximar con integral de volumen sobre la variable
continua k. Es decir, N, se obtiene como el volumen de la hiper-esfera en el espacio k
d—dimensional, dividido entre el volumen de la celda minima, €2, en el mismo espacio,

esto es
1 x0 x0 x0
Ne = 5/ / / ’)’Lkdl{ildk}Qdk}d (28)
con 0 = (27 /L)%

Efectuando un cambio de variable, de coordenadas rectangulares a coordenadas esféricas
podemos escribir (2.8) (ver Apéndice A) como

27.(.d/2 L d o)
Ne =t \2r KAk 2.9
T(d/2) (%) /0+ i ) (2.9)
lo que usando la relacién de dispersién (2.1) puede escribirse como
4 1 o Ed/s—l
Ne = de. 2.10
T ), AT (210)

Asi, mediante el uso de (2.10) podemos conocer el nimero de particulas en los estados
excitados.

Por otra parte, en general, la suma de las particulas sobre los estados definidos por &
al cruzar el limite termodindmico puede también conocerse mediante una integral de la
forma

N, — /OOO deg(=)na (=), (2.11)

donde g¢(e) es conocida como la funcidn densidad de estados.

Usando la RD dada por (2.1), puede determinarse de inmediato la funcién g(e). De
comparar la ecuacién (2.10) con la ecuacién (2.11), se obtiene que la densidad de estados
g(g) estd dada por

( ) L 1 d/s—1
g) = £ .
g I'(d/2)md/224-1 scg/s

(2.12)



En particular, para el gas ideal tridimensional de bosones, d =3, s =2 y ¢y = h2/2m,
por lo tanto

g(e) L (2—m) v g2, (2.13)

T 12\ n

BEfectuando el cambio de variable z = e, v definiendo z = eP#, cantidad conocida
como fugacidad, la ecuacién (2.10) puede escribirse en términos de la integral de Bose
respectiva [ver Apéndice B| y expresarse mediante la siguiente ecuacion

5 5 d/s
N, = Ldl“(d/g;jc{/?)zd—ls (kCT ) 94/(2). (2.14)

2.2 Temperatura critica

A medida que la temperatura del sistema disminuye, el potencial quimico, p, tiende a cero,
el estado base comienza a poblarse y las particulas en los estados excitados disminuyen su
nuimero, pero con /N manteniéndose siempre constante. La temperatura a la que p = 0, se
le llama temperatura critica, y es justamente la temperatura a partir de la cual comienza
a ocurrir la BEC, se le denota por 1.. Para T = T,, se tiene entonces que N = N, y
@ = 0. Obsérvese que p = 0, implica a su vez que z = 1. Asi pues, para T" = T, la
ecuacién (2.14) se convierte en

s 5T d/s
N = ded/;(jgﬂ)%_ls (kCT ) guns(1). (2.15)

Despejando de la ecuacion anterior, 7., tenemos que

Tc;_;rggg;gjjjfj;r” B 210

Observemos que a partir del resultado anterior podemos hacer una importantisima
conclusién: puesto que g4/5(1) — oo para d/s < 1 entonces, en este caso, la temperatura
critica serd siempre cero, en tanto que cuando d/s > 1, g4/5(1) = ((d/s) es finita [((d/s)
es la funcién zeta de Riemann de argumento d/s, véase el Apéndice B] y por lo tanto
existira una BEC con una temperatura critica finita y mayor que cero.

2.3 Fraccion condensada

El nimero de particulas que se encuentra en el estado base de energia, respecto al total
de particulas, es decir, la fraccién de particulas condensada, Ny/N, se calcula dividiendo
la ecuacion (2.6) por N, esto es,

R

NO Ne
- 2.17
N N’ ( )

10



donde N./N resulta de dividir la ecuacién (2.14) entre (2.15), esto es

N (TN ga(2)
v (@) wm 2

por lo tanto

N . (T d/sgd/s<z>
N ( ) ga/s(1) (219)

2.4 Potencial quimico

El potencial quimico, p, representa una medida del cambio de la energia interna del
sistema cuando se le anade una particula a volumen y entropia constantes; es una cantidad
muy importante en la teoria de la BEC [21]. Cuando T" < T, u = 0, debido a que cuando
se anaden particulas al sistema y 1" < T, éstas caen en el estado base de energia. Puede
obtenerse una expresion implicita para el potencial quimico u, para temperaturas 1" tales
que T > T,, dividiendo la ecuacién (2.14) por la ecuacién (2.15), y considerando que para
T >T,, ocurre que N, = N, se obtiene

T —d/s o
gd/8<z>:gd/s<1> Tc lz;m (2.20)

Para estabelecer la tltima igualdad hemos hecho uso de la ecuacién (B.5) del Apéndice
B. Si definimos y = g4/5(2) = gass(1) [1/T.]"%* la ecuacién anterior se escribe

> Zl Z2 Z3
V=2 g g

de modo que si invertimos la serie, tenemos que

z=y+awy’ +asy’ +ayt + ..

a2 — _2—d/8; a/3 — 2—2d/8+1 _ S_d/s; a4 — 5 . 6—d/8 _ 4—d/8 _ 5 . 2—3d/8‘

e [gd/s<1> (%)/ (221)

T —d/s ) T —2d/s
+1n (14 azgas(1) (T) + azgy,s(1) (T) + ...

11




A continuacién se obtiene una expresion general para p en el limite cldsico, esto es,
cuando 1" >> 1,. Para temperaturas muy grandes, I’ >> T,, el ntimero promedio de
particulas en cada estado de energia es muy pequeno, es decir,

1
’I’Lk<€> = m << 1,

de aqui que z << 1y que g4/5(2) = z (ver Apéndice B), por lo que

T —d/s
sman) o) ()

asi que en este caso podemos escribir

—d/s
7 T
- N[ =
/{;BT n [gd/s< ) (TC) ] )

sustituyendo la 7, dada por (2.16) se tiene finalmente que

L4 I(d/)s) kT \ %
= —kgT'In |— T >>T1T.. 2.22
s Be N T'(d/2)sm/22d-1 ( Cs ’ (222)
2.5 Energia interna
La energia interna del sistema se calcula a partir de la expresion
U / deng(2)g(e)e. (2.23)
0

Sustituyendo en (2.23) las ecuaciones (2.4) y (2.12) correspondientes, se encuentra que

U 2 1 oo é.d/s q
= £.
[(d/2)md/220=1 godls [y z=lefe — 1

Haciendo el cambio de variable, x = 3=, tendremos

e 1 1 ©  gdfs
U~ d20d—1 __d 7)1 1 dz.
U(d/2)md/224=1 g d/s g/ [ p=lew — ]

De la definicion de g/s)11(2) (ver ecuacion (B.5) del Apéndice B) y el uso de la
ecuacion (2.14) se llega a que

d 9(a/s)11(2)

U= SNkgT 2.24
s ga() (2.24)

12



o bien, con el uso de (2.15),

d 9(ass)+1(2) (T)d/ ’
U= “NgppZ@oi=) (2 ) 2.25
S b gd/s<]—> Tc ( )

Obsérvese que en el limite en que T" — 00, {gw/s)+1(2)} / {9ass(2)} = 1y No. = N,
por lo tanto la ecuacién (2.24) se reduce a

d
U=-=NkgT T>>1.,. (2.26)
5
Expresion que generaliza la ley de equiparticion de la energia clasica.
2.6 Calor especifico a volumen constante

El calor especifico a volumen constante se calcula mediante la relacion

oU
= | — . 2.2
< (aT)V,N (227)

Introduciendo (2.25) en la ecuacion anterior,

J |d Guassyr1(2) (T d/s
Oy — — |=NkpT2&2H7 [~
' or |s 7 gd/s<]—> TC
d Nkg (T\"[(d "
s T, S s Tgq — 2.98
5 gass(1) (TC) [(S+ )g(d/ yr1(2) + g(d/s)H(Z)dT , (2.28)

donde la prima denota derivada respecto al argumento de la funcién. Ahora bien, de
acuerdo con (2.18), para toda T', se cumple que

Ne (Z)d/s gajs(2)
N Tc gd/s<]—> ’

de donde

N, .
9a/s (DT < = T ga5(2).

Al derivar ambos lados de la ecuacién anterior respecto a 1, se encuentra que

dz  dl gass(2)
ar sT gy.(2)

(2.29)
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Por lo tanto, (2.28) puede escribirse

o _ 4 Nk (T)d/s
v Sgd/s<1> Tc

g 5 / 5 _glgd/3<z>
[(S + 1) 9a/s)+1(2) + Tglarey11(2) ( sT—gg/s(z))]

d Nkg (TN |/d d Iy +1(2)
- 2B (= 1) guas — Zgas(2) LT (2.30
= (%) [(+ ) st1(2) = S | e

A partir de este punto consideraremos dos diferentes casos para Cy: cuando T < T,
y cuando 1" > T..

Caso 1

Cuando T' < T,., z = 1, y puesto que la prima denota derivada respecto a z, y z, en
este caso es uno, el segundo sumando en los corchetes en (2.30) se anula, con lo que

d (d g (l) (TN
Oy — (24 1) Nl (2 T<T. 2.31
Vv 5 (S + ) B gd/3<1> TC ) = ( )
Caso 2
Para T' > T., N, = N, asi que (2.19) se reduce a
T\"* (1
(_) ~ gas() (2.32)
Tc gd/s<z>

Por lo que al usar (2.32) en (2.30), esta dltima toma la forma

d d ] d Y(aysy1 (%
Oy — Nk (- n 1) dupgnlz) _d @/ () , T>T. (2.33)
5 5 9ass(2) s gy(2)

Pero de acuerdo con (B.8)

W AC ; 2.34
asi que
d d s d guys
e K_ ! 1) dpnld) _ Lol |, r>T. (2.35)
s s g(d/s)(z) s g(d/s)_1(Z)

14



2.7 Continuidad del Cy en el punto critico

La continuidad del calor especifico a volumen constante, cuando 1" =T, puede analizarse
mediante la diferencia ACy (1), entre las ecuaciones (2.31) y (2.33), cuando son evaluadas
en T =T1T,, es decir

ACyY (T,) = Cy (T7) — Cy(T),

donde el superindice + o —, denota evaluacién de Cy acercandose a’l’ = T, por la derecha
o por la izquierda, respectivamente. Asi pues, luego de efectuar la diferencia indicada, se
encuentra que

d)2 _9as)_ (2.36)

ACv(T) = <_ Ias9-1(1)

S

Respecto a este ultimo resultado podemos concluir que, puesto que cuando o < 1,
g-(z) diverge conforme z — 1, entonces cuando (d/s) — 1 < 1, el cociente en (2.36) se
hace cero; mientras que cuando (d/s) — 1 > 1, el cociente resulta ser un nimero finito
distinto de cero. Lo anterior significa que cuando d/s < 2, ACy(1.) = 0, de modo que
Cy no tiene discontinuidad en 7" = T, en tanto que cuando d/s > 2 existe un salto del
Cy, dado por (2.36), en T" = T,. Dicho de otra forma, respecto a T', el calor especifico a
volumen constante es una funcién continua para toda 1" cuando d/s < 2y es discontinua
enl’ =1, cuando d/s > 2.

15



Capitulo 3

3 Gas tridimensional de bosones con relacion de dis-
persion lineal mas cuadratica

Consideremos un gas libre de N bosones cada uno de masa m, contenidos en una caja
cuadrada tridimensional con RD

Er — Clk’ -+ 02]{32, (31)
donde

k

_ 2 2 2\1/2
k| = (k2 + &2+ k2)Y2 (3.2)

El vector de onda k esta relacionado con el momento p de cada particula a través de
la relacion

p = hk; (3.3)

y, a su vez, estamos suponiendo que se cumplen condiciones periddicas a la frontera, es
decir

2
k— %n, (3.4)
con n = (ng,ny,n,), n; =0,£1,+2 ..., i = x,y, z, L la longitud de uno de los lados de la

caja, c¢; una constante con dimensiones de energia por longitud y ¢y otra constante con
dimensiones de energia por longitud al cuadrado.

El niimero total de particulas en la caja puede escribirse como
N = Ny + N, (3.5)
donde Ny es el niimero de particulas en el estado base y N, es el nimero de particulas en
los estados excitados. Especificamente,

1

Ny= ———
0 e_ﬁﬂ—]_7

(3.6)

1
Ne — an - Zm, (37)

k-0 k40
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donde

1

- eBler—w) — 1’7 <3'8>

Ty

es el nimero de particulas en el estado de energia ey, es decir, la funcidn de distribucion
de Bose-Finstein.

En el limite termodindmico: N — oo, V — o0, con N/V = cte.. Podemos consid-
erar el espectro de energia del sistema como un continuo, por lo que podemos escribir la
ecuacién (3.7) como una integral de volumen, esto es,

No— g [k = g [oanana, (39)

donde 2 es el volumen minimo en el espacio de las k’s, es decir

Q(%)i (3.10)

Dado que, ny = ng(k), usaremos coordenadas esféricas para realizar la integracion,
obteniéndose (ver Apéndice A)

L3 o ]{32
© 27’(’2 /0 eﬁ[g(k)—u] - 1d]€ (311)

Por otra parte, sabemos que, en general

Nlﬁkm@g@, (3.12)

donde ng(2) es la funcidn de distribucion de Bose-Finstein como funcién de la energia y
g(g) es conocida como la funcidn densidad de estados. Al comparar las ecuaciones (3.11)
y (3.12), podemos ver que

L ,dk

= —k"—. 1
272 de (3.13)

9(€)

Para establecer correcta y completamente la funcién g(e) en términos de la variable

e, usaremos la RD dada en la ecuacién (3.1). Una vez que se han completado cuadrados
en la ecuacién (3.1), podemos despejar k en términos de €, queddndonos

1 c? 1/2 c1
E=—=1lec+ —1) - —=, 3.14
05/2 [( 4o 205/2 ( )
de donde
1 2\ "2
dk = — 4 de. 3.15
203/ (6 ' 402) ) (8.15)
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Sustituyendo las expresiones para k y dk de (3.14) y (3.15) en la ecuacién (3.13),
tenemos que la funciéon densidad de estados tridimensional para una RD lineal més

cuadratica, estéd dada por
2\ 1/2 2 9 N\ —1/2
— - —— f+ — — . 3.16

A manera de comparacién, en la figura 3.1, se muestra la densidad de estados en
tres dimensiones para una RD lineal, cuadrédtica y la combinacién de ambas. Se ha
adimensionalizado respecto a la energia de Fermi de un gas de Np particulas en tres
dimensiones, la que se introduce hasta el siguiente capitulo, en la ecuacién (4.16).

(&) ? 1
g E ) T —
A2 Cg/z

25

20

elE

Figura 3.1 Densidades de estados tridimensionales adimensionalizadas en
funcién de la energia por particula en unidades de la energia de Fermi. El caso
lineal se denota con 1, el cuadratico con 2 y el lineal méas cuadratico con 14-2.

En términos de la densidad de estados anterior, la ecuacién (3.12) toma la forma

N — I? 1 /°° (5+c%/402)1/2d5
¢ 42 03/2 o eflemn) —1
L3 1 C1 /OO 1
- de (3.17)
v 03/2 05/2 g €PE=1) — 1

LR G 1
472 03/2 4cy Jo efle—m) — 1 '
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Sea ahora y = (4c2/c3) (e + ¢2/4cs), entonces € = (c2/4c2)(y — 1) y dy = (4e2/c2)de,
con lo que (3.17) se puede escribir como

3/2 1 oo _
N A o2y (3.18)
© 4m? \ 43 L 2 lefy=1) — g Y| '
con z = e, la fugacidad; 3 = 1/kpT; kp, la constante de Boltzmann y b = ¢2 /4cy, una
constante con dimensiones de energia.

A continuacién reformularemos la ecuacién (3.18) de forma ligeramente distinta, lo
que eventualmente nos permitird un mejor manejo de la misma. Para ello, consideremos
un gas ideal de bosones en una caja cuadrada tridimensional de lado L, y RD

52
g = —]{32 = 020]{32,
2m
para el que la temperatura critica, que aqui denotaremos por 1,9, estd dada por [véase
ecuaciéon (2.16)]

47’(’020 1 N 2/3
T = — . 3.19
T () (319
De acuerdo con lo anterior podemos definir
1 3/2)]% ( IP\**
Beo = _ kB2 -] (3.20)
kpTeo dmegn N
y, a partir de esta definicion hacer dos mas,
~ 2
b=0b0.pg = ————, 3.21
P degkpTig (3.21)
y
~ 3 kgT. T. 1
f=Lt—=28a_ -0 __- (3.22)
ﬁcO kBT T T/TCO
o bien, si
~ T
T= T (3.23)
podemos hacer
~ 1
8= ? (3.24)
Por lo tanto,
B = P30 = %0, (3.25)



b
5007

con 3y b las cantidades que aparecen en (3.18).
Con el uso de (3.25) y (3.26) podemos escribir (3.18) como

I3 1 3/2 oo, 1/2 2 -1/2
N, = - ( ) b3/2/ i Yy, (3.27)
1

b

(3.26)

472 02500 Z—le@/f)(y—l) —1

o si usamos (3.20),

%7 (47’[')3/2 1 Cﬂ 3/2/53/2 /oo y1/2_2+y—1/2 q (3 28)
N T ar ((3/2) \ & L ey 1 '

3.1 Temperatura critica

A medida que la temperatura del sistema disminuye, 4 — 0, el estado base comienza
a poblarse y las particulas en los estados excitados disminuyen su nimero pero con N
manteniéndose siempre constante. La temperatura a la que p = 0 se le llama temperatura
critica, T.. Asi, para T =T, se tiene que N, = N y u = 0. Observemos que el que pu = 0,
implica a su vez que z = 1. De esta forma, para T' = T, la ecuacién (3.28) se convierte en

3/2 %) _
P L K B £ A ”53/2/ yro2 iy (3.29)
472 ((3/2) \ c2 1 e®/Tyw-1y 1 7 '

donde hemos hecho TG =T./T,, con T, la temperatura critica de nuestro gas de bosones
con RD lineal més cuadrética y 1.9 la temperatura critica del gas ideal de bosones, dada
por (3.19).

Consideremos ahora el caso particular en el que ¢y = ey, es decir, el caso en que
la parte cuadratica de nuestra RD es ay veces la relacion de dispersion del gas ideal de
bosones, con as una constante adimensional. Bésicamente la razén por la que consider-
amos que la parte cuadratica de la RD toma esta forma particular se debe a que ha podido
mostrarse [16] que la RD a segundo orden del par de Cooper en 2 y 3 dimensiones tiene
este coeficiente en el término de segundo grado, asi que podremos emplear los resultados
aqui obtenidos para estudiar ese caso. De la ecuacion (3.29) tenemos entonces que

3/2 3/2 oo _
1:<47T>/ 1 (020>/”53/2/ y'? =21y 1/2d
1

472 C<3/2> a9Co0 e@/fc)(y—l) —1 7
o bien,
2 " o 1/2 _ 2 -1/2
3/2 e 3/2 Y +y
3/2)——===10 — dy. 3.30
Gy C( / ><47'r)3/2 /1 eb/Tc(y_l) 1 Yy ( )
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C.2l4c, kT,

Figura 3.2 Temperatura critica como funcién de b V Q.

[EEN
o

De resolver numéricamente la ecuacién (3.30) para diferentes valores de ay, se obtiene
la figura 3.2, donde hemos graficado T'/T,o contra c3/4cokpT ..

En la figura 3.2 senalamos con un cuadrito negro el caso cuando ay = 1y b= 0, es
decir, cuando ¢; = 0, y nuestra RD se reduce a la RD del gas ideal de bosones que es el
limite cuadrético para el cual T./T,0 = 1. La misma figura, nos permite concluir que el
solo hecho de que exista una contribucién de la parte lineal, por minima que sea, hace
que la temperatura critica correspondiente aumente respecto a la del gas ideal de bosones
en 3D. Dicho de otra forma, en el caso ay = 1, a medida que b crece, a partir de cero, el
valor de T, /Ty crece, a partir de uno.

Obsérvese que para cada una de las curvas la parte cuadrdtica de b esté fija, por lo
que cuando b crece, en realidad, esto se debe exclusivamente a que el coeficiente ¢; estd
creciendo, de modo que cuando b — oo, en realidad, ¢; — 00, lo que significaria que ¢;
dominaria por completo sobre el coeficiente co, esto es, la parte lineal dominaria sobre la
parte cuadrédtica. Pero al mismo tiempo la temperatura critica que es proporcional a ¢y,
creceria indefinidamente.

3.2 Temperatura critica en los limites lineal y cuadratico

Como ya hemos dicho, lo que hasta ahora hemos hecho, es fijar el valor de ¢y y variar b, lo
que se traduce en variar cq. Pero esta claro que con este procedimiento, dado que ¢y esta
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fijo, podremos recuperar la temperatura critica en el limite cuadratico de nuestra RD,
pero nunca, el limite lineal. El no poder recuperar los limites ya conocidos, o incluso sélo
uno de ellos, como en este caso, podria cuestionar seriamente nuestro trabajo. Una forma
en la que podemos abordar, y resolver el problema de los limites ya conocidos, consiste
en dar valores concretos tanto para ¢, como para cy; especificamente proponemos que

N . 0\ ksLo (I*\"*
c1T = Q10 [1 -+ sin 8] (1 — ;) w (W)
0
= o[l +sind] (1 — ;) 10, (3.31)

donde cy9 = (kpT.o/7/?)(L?/N)'/3, y ademés

cg = agl[l+sind] (%) C(3/2)2* % (%3)2/3

— aml +sind) (3) . (3.32)

7/ 2m

0
= (90 [1 + sin 8] (;) C20,

donde ez = h2/2m = [¢(3/2)]"* (kpT.o/am) (L3 /N )?/3.

Lo maés natural, después de ver los coeficientes anteriores, seria preguntarse porqué se
han propuesto de esta forma, la respuesta es la siguiente: El tomar 2 /2m en el coeficiente
cuadrético resulta de tomar como punto de referencia la RD del gas ideal de bosones. FEl
anadir asg al coeficiente cuadratico permite que la contribucién cuadratica pueda correr,
en principio, desde cero (cuando agy = 0) y, hasta infinito (cuando agy — 00). La eleccién
de la forma de cqg es consecuencia directa de la eleccion de ¢y, ¥ €s que una vez elegido ¢y,
la nica forma de c19 que permite la adimensionalizacion més limpia y sencilla de nuestras
expresiones, es justamente ésta. Al igual que antes a9 permite que ¢, en principio, tome
cualquier valor, desde cero y hasta tender a infinito.

Las funciones

™

£(0) — [1 1 sing] (1 - 3) | (3.33)

0
g(0) = [1 + sin 6] (—) , (3.34)
7
se han escogido asi debido a que permiten recuperar con facilidad, a partir de la RD lineal
més cuadratica, la RD lineal o la RD cuadratica, independientemente, a conveniencia,
mediante la variacién del pardmetro 6. Obsérvese que cuando 6 = 0, f(0) =1y g(0) = 0,
y con ello la RD lineal més cuadratica se reduce a la RD lineal; por su parte cuando
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0 =m, f(0) =0y g(f) =1, lo que nos permite recuperar la RD cuadrética. Pero eso no
es todo, hay algo més que hace a estas funciones tan ttiles para nosotros, cuando 0 = 7/2,
f(0) =1y g(0) =1, lo que lleva nuestra RD a la forma

£ — 10 C10 k -+ Qo0 Co0 /{32, (335)

que es justamente la relacién con la que hemos venido trabajando. En resumen, partiendo
de nuestra RD lineal mds cuadrética y adoptando ¢; y ¢ dados por (3.31) y (3.32), cuando
6 = 0 recuperamos la RD lineal, cuando § = 7 recuperamos la RD cuadratica y cuando
6 = 7/2 tenemos contribucién tanto lineal como cuadratica a la RD (ver Fig. 3.3).

Veamos ahora, cuales son las consecuencias de la elecciéon anterior de los coeficientes;
al sustituir (3.31) y (3.32) en la ecuacién (3.28), ésta se transforma en

Ne (m* 1 (o) (1=0/m) / Ty (3.36)
Qa0 @/7) )i le®/Dw-1») —1 7 '

NoAr 3/2))

con b ahora dada por

~ 04_%0 |1+ sing] (1 —0/m)?
" S B O (3:37)

Como antes, cuando 1" = 1., N, = N y u = 0, por lo que la ecuacién anterior se
convierte, en este caso, en

G (a—) (—<1<f/ g}wi)g - /100 e (3.38)

(47)*? a0 c®/T)-1) — 1

3.3 Gas tridimensional de pares de Cooper

Hemos discutido en la introduccién a este trabajo, que un gas de fermiones puede aparearse
dos a dos a través de un potencial de interaccion, hemos dicho, ademas, que ésta es la
idea detrds de la explicacion del fenémeno superconductor, es decir, detras del concepto
de los pares de Cooper. La forma de la RD de un par de Cooper (CP) depende entre otras
cosas del potencial atractivo entre los electrones que constituyen el par, dicho en otros
términos, la RD depende de la energia de amarre del par. La RD exacta del par puede
escribirse como un desarrollo en potencias del momento del centro de masa (MCM) del
par, en donde para momentos pequenos predomina la parte lineal y que, para momentos
mayores en el limite de amarre fuerte, se recupera el comportamiento cuadratico de un gas
ideal de pares de Cooper. Esta serie, en 3 dimensiones, hasta segundo orden, de acuerdo
con [16], tiene la forma

ex = —K + —mK2, (3.39)
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Figura 3.3 Temperatura critica para un gas de bosones con RD ¢ =
c1k -+ cok?, con ¢ y ¢ funciones de 6, tal como lo indican las ecuaciones (3.31)
y (3.32), respectivamente.

donde K es la magnitud del vector de onda asociado al MCM del par, vy es conocida
como la velocidad de Fermi del gas de 2N electrones de masa m/2 y m la masa del par.

Consideremos la descripcion de la seccion anterior en la que establecemos ¢; y ¢ dadas
por

kleo i3
ozt

€1 = (1010 — 1

(3.40)

Cg = Qia0C0 = ozzoh—2 = g [C(3/2)]2/3 %nw?’ (3.41)
2m A7 ’

conn = N/ I3. La introduccién de los coeficientes a9 y ago nos permitird establecer la
conexion entre estos coeficientes y los coeficientes de la RD en (3.39).

Para un gas tridimensional de Np (Np = 2N) fermiones apareados (N bosones) con
RD ¢ = 1K = (hvp/2)K, donde vp es la velocidad de Fermi asociada al sistema de 2N
fermiones, la temperatura critica de los pares de fermiones, que denotaremos con 1,1, es
[véase ecuacion (2.16)]

hUF 7_(_2 1/3 13 . h2 3P<3/2) 7_[.2 1/3 03
T, — £ (T — ot/ / 3.42
' Ok (g(s)) T 1 ) (3-42)
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donde np = Np/L3. Asf que

13 _ Tor ( 72 )1/3 1
r 2kp \C(3)) Ta
Por otra parte, de (3.40), tenemos que

1/2 1/2

a0 ko 2 aqo kpleo

Por lo tanto, de igualar las dos ecuaciones anteriores, sabiendo que np = 2n, tenemos

que
1/3
oy — (C(3) ) T

27’(’1/2 TC() ’

Por lo que si hacemos

271/2 T’

g = ( <(3) )1/3 Lo (3.43)

en (3.40) tendremos entonces que

hUF

€1 = 10C10 — 5
De esta forma, hemos encontrado el vinculo entre el coeficiente c19 y el coeficiente
hup/2, que estd justamente dado por (3.43). Sin embargo, atin tenemos pendiente la
determinacién del cociente 1,1 /1., para la completa identificacién de ayg. De la ecuacion

(3.42) y de la ecuacién (3.19), resulta que

T,  hvp/2kp [7T2n/<’(3)]1/3
To 212 /mkp Tn2/3[|((3/2)])2/3

por tanto,

o (3r<3/2)£< (3/2)]2)” Y s (3.44)

En cuanto al coeficiente agg, claramente, debe ser igual a 1. Y entonces, de acuerdo

con (3.37)

- (3r<3/22)<<3/2>)2/ b oo (3.45)

De resolver numéricamente la ecuacién (3.38) para los valores de a9 dado por (3.44),
az = 1, v (3.45), se obtiene la figura 3.3. En las grificas de las propiedades ter-
modinamicas que siguen, se muestra explicitamente la curva correspondiente al caso
b = 2.293. Por udltimo, antes de iniciar la siguiente seccién, obsérvese que una de las
densidades de estado en la figura 3.1 corresponde justamente al gas tridimensional de
pares de Cooper.
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3.4 Potencial quimico

Como ya hemos dicho, el valor del potencial quimico, p, es cero para 1T' < T,, pero
hasta el momento no sabemos nada acerca de como se comporta el potencial quimico
para temperaturas por arriba de la temperatura critica, y ain mds, no sabemos cémo se
comporta el potencial quimico respecto a nuestro pardametro b.

Recordemos que para 1" > T,, todas las particulas del sistema se encuentran en los
estados excitados, es decir, para T' > T se cumple siempre que N, = N, por lo que (3.28)

se convierte en
472 ¢ 32 o0 y1/2 — 92 y_1/2
TR A b3/2/ — dy. 3.46
(47T>3/2C< / ) (C20) 1 Z_le(b/T)(y—l) 1 Yy ( )

Obsérvese que, en principio, (3.46) representa una expresion implicita para el potencial
quimico.

Usando (3.25), y haciendo una nueva definicién

ﬁ = N’/QCO; (347>
de donde
B
o= — /L/{?BTC(), (348)
ﬁcO

podemos llevar (3.46) a la forma

A2 3/2 oo, 1/2 2 -1/2
T2 () = b3/2/ v —ety Ty, (3.49)
(47)3/2 20 1 e®/Dy—1-E/b) — 1

Finalmente, si suponemos que ¢ = g, con @2 una constante adimensional, entonces
la ecuacién (3.49) se convierte en

A2 » oo ,1/2 2 -1/2
o3P T__((3/2) = B2 / vty Ty, (3.50)
(47)3/2 1 e®/Dy—1-F/b) — 1

De resolver numéricamente la ecuacién (3.50), se obtienen las gréficas de p/kgTo
contra 1'/T,y, que aparecen en la figura 3.4. Recordemos que b=10 corresponde al caso
del gas ideal de bosones. El caso b = 2.293 se refiere al valor de b para el gas tridimensional
de pares de Cooper.

3.5 Energia interna

La energia interna U(V,T) del gas de bosones se calcula mediante la expresion

Ek
UV, T) = Zc‘iknk = ZW’ (3.51)
k k
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Figura 3.4 Potencial quimico contra temperatura.

donde i es la energia del estado excitado definido por k. En el limite termodindmico la
sumatoria anterior se puede reemplazar por una integral, esto es,

U(V.T) - /0 e de o) mle), (3.52)

con ng(e) la funcidn de distribucidn de Bose-Einstein y g(¢) la funcidn densidad de esta-
dos.

Usando la funcién densidad de estados dada por (3.16) tenemos que, en el caso que

nos ocupa,
L2 1 [®e(e+b)Y?
U(‘/;T> T 42 03/2/0 efle—p) — 1d€

Pl i [ €
_ /2 - -
= 2 /0 e (3.53)

I3 1 0 b —1/2
/ e(e +b) &,

AR, T

Realizando el cambio de variable ¢ = b(y — 1), la ecuacién (3.53) nos queda

I3 b5/2 |:/oo <y1/2 _2+y—1/2><y_ 1)
dy
1

472 03/2 2= 1lefby-1) — 1

U(V,T,b) = (3.54)

27



Ahora bien, si como antes, usamos (3.25), (3.26), (3.48) y (3.20), podemos escribir la
ecuacién (3.54), como

/2 o0 (/2 _ —1/2\(,, _
(47[-)3/2 1 C20 s 75/2 (y 2 + Y ><y 1)
= | — ) PPNk, L 4 ‘
U 4:7'('2 C<3/2> 02 B2e0 1 eﬁ/Te(b/T)(y—l) . 1 ?/ ) (3 55)

o bien, si dividimos a ambos lados entre NkgT1', obtenemos

U L fen) [l
NkgT 472 ((3/2) \ c2 . el Te®/T)w-1) — |

- dy} . (3.56)

Si en la ecuacion (3.56) hacemos ¢y = apcyg, entonces la energia interna, para este caso
en particular, estard dada por

U L (4 1 gl [/‘” W"” =24y ) y-1) }
— yl . (3.57)

NkgT — o372 4n2 ((3/2) - HITeG/D-1) _ |

De resolver numéricamente la ecuacién anterior, para ap = 1, se obtienen las gréificas
de U/NkgT contra T'/T,o para b =0, 0.1, 1 y 2.293, en la figura 3.5.

UINK,T

TIT,

Figura 3.5 Energia interna por particula entre la temperatura como fun-
cion de la temperatura en unidades de 7T ,q.
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3.6 Calor especifico

Para calcular el calor especifico de nuestro gas de bosones recurriremos a la expresion

ou
Oy = (a_T) " (3.58)

Asi, para calcular el calor especifico lo que tenemos que hacer es derivar parcialmente,
respecto a T, la ecuacién (3.53). Sin embargo, habrd que ser muy cuidadosos al efectu-
ar dicha derivacién pues (3.53) es funcién de pu, el potencial quimico, y éste a su vez lo
es de T'. Aunque esta consideracién pareceria resolver todos nuestros problemas, esto no
ocurre asi, pues no disponemos explicitamente de una expresién para p(1") (todos nuestros
célculos para esta cantidad han sido numéricos), y por tanto no disponemos tampoco de
una expresion explicita para la derivada del potencial quimico.

Calor especifico para T <T.

En una primera instancia, evitaremos la dificultad que implica conocer explicitamente
w(7T") recordando que para T' < T,, el potencial quimico es identicamente cero. Asi pues,
estrictamente en este caso, de acuerdo con (3.58) y usando (3.53) para U

3 oo 1/2 _ op1/2 ~1/2
o * 1 { 9] (/ e(e +b) 20" + be(e + b) da)} | (3.59)
0

Can? @ |ar CTRBT) — 1

o bien, explicitamente

21 1 /°° eX(e + b)Y2 — 201222 | b2 (e + b)7V/2
0

= AP kT2 cCIFT) | e C/RnT) — 2

de. (3.60)

Si, como antes, hacemos el cambio de variable £ = b(y — 1), entonces (3.60) queda

I3 1 b7/2 o 5/2 22 — 3/2 4y — 1/2 -1/2 _ 2
Oy = Zpsrorrs B/ R A T dy,  (3.61)
Ar? ) kT 1 ePPy=1) 4 e=Py=1) — 2
lo que usando (3.25), (3.26), (3.48) y (3.20), podemos escribir nuevamente como
(4m)*? 1 0\ 1~
Cy = —————— | — —b"2NE 3.62
v i (B2 \ ) T2 ! (3.62)

y /oo y5/2 _ 2y2 _ y3/2 T 4y _ y1/2 s y—1/2 o 2dy
. O | —G/De-1) _ 9

Ahora bien, en el caso en que la parte cuadrdtica de nuestra RD sea proporcional a la
del gas ideal de bosones, con s la constante de proporcionalidad, (3.62) se convierte en

Cy 1 (@n)’? 1 1y,
Nk 3% 4n ((3/2) 12

y /oo y5/2 _ 2y2 _ y3/2 T 4y _ y1/2 s y—1/2 o 2dy
. OG- | e-CDe-1) 2

(3.63)
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De esta forma, con el uso de (3. 63) podriamos obtener, para Cualquler valor de b la
gréfica del calor especifico respecto a I énicamente para T tal que T' < T, (b) donde 7. (b)
denota la correspondiente temperatura critica adimensionalizada para la b seleccionada.

Calor especifico para toda T

Lo ideal, sin embargo, seria obtener una expresién general para Cy, esto es, una expre-
sion vélida para cualquier valor de la temperatura T'. Intentaremos ahora obtener dicha
expresion, toda vez que ya disponemos de una expresion parcial para el calor especifico.
De aplicar (3.58) a (3.53), tenemos que, en general

3 o0 1/2 _ op1/2 ~1/2
C’V:L—L [i (/ e(e +b) 20" + be(e + b) dg)}, (3.64)

42 03/2 oT ele=m)/ksT ]
o bien
o L2 kg [ [®e(e +b)YV2—2612 4 be(e +B)7V2 (e Ty — 1 q 5 65
v W@T cc—m/ksT | c—C-m/ksT _ 9 (kpT)? ;o (3:69)

donde g’ denota la derivada del potencial quimico respecto a T'. Luego del cambio de
variable ¢ = b(y — 1),

I3 b5/2
o = S0k (3.66)
2
MR EE e EDEL RS ey R EE T P
1

e—BrebBlu—1) | cBre—bBy—1) — 2 (kpT)?

Adimensionalizando ahora, respecto a las variables ya conocidas, tendremos que
An)?? 1 32
o = S (2) s (3.67)
n? ((3/2) T
o) -1 1/2_2 -1 -1 —1/2 g -1 ! ~
[/ =Dy 2y -t -y (M1 w7\,
1

e—ﬁ/fe@/f)(y—l) + eﬁ/fe—@/f)(y—l) -2 T ]{JB T

Observemos que a pesar de la adimensionalizacién, nos ha quedado, dentro del paréntesis
una cantidad aparentemente sin adimensionalizar, esto es, p'/kg; en la siguiente seccién
trataremos de identificar este cociente.

Si, por dltimo, suponemos, que la parte cuadratica de nuestra RD es proporcional a la
RD del gas ideal de Bose, con o, la constante adimensional de proporcionalidad, entonces
la ecuacién (3.67) se reduce a

1 @) 11

Cyv — V2N 3.68
L e B E Y2 (3.68)

) [ i A etk (E@ - E) w

e®/T)y—1-1/b) 4 e—(/T)y—1-1/b) _ 9
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Obsérvese que, en efecto, la expresion anterior se reduce a la correspondiente al caso
en que g = 0, es decir, a la ecuacién (3.63). Pero, he aqui, nuestro verdadero problema
en la determinacion de una expresion general para el calor especifico: no conocemos los
valores de la funcién p'/kp, es decir, no conocemos la derivada respecto a T" del potencial
quimico u.

3.7 La derivada del potencial quimico respecto a la temperatura
para una relacién de dispersién < = cik + (agh?/2m)k>

Segun lo discutido en la seccion anterior, es indispensable el conocimiento de la deriva-
da, respecto a la temperatura, del potencial quimico, para obtener el calor especifico,
Cy, del gas de bosones con RD lineal més cuadratica, asi que emplearemos esta seccion
para obtener dicha derivada, para ello consideraremos la ecuacién (3.50) en una forma
ligeramente distinta pero completamente equivalente

472 EnT 3/2 00 (/2 _ 9 | 4-1/2
3/2 BLco B Y y
oty <47T):),/2§“(3/2)( > ) /1 T (3.69)

Como puede verse, para un valor dado de b, el lado izquierdo de la ecuacién anterior es
un numero puro, por lo que al derivar respecto a 1" ambos lados, obtendriamos lo siguiente

d /oo y1/2 2t y—1/2
0
1

- ﬁ ebBly—1-p/b) _ 1 dy? (370)

de donde, al desarrollar llegamos a que

ebﬂ(yfl *H/b)+e*bﬂ(y*1*ﬂ'/b)—2

_1f100 (by—b—p)(y' 221y '/?) dy

!
2 (T) = = 172 _91q-1/2 (3'71>
T f1 ebﬂ(y—lgi b)+e—1§/ﬂ(y—1)—u 5y
FEcuacién que una vez adimensionalizada queda
SO B = Sy O Tl W
) b eme e (w0 g (3.72)
kB 7 j‘; o0 (y1/2_2+y—1/2) dy .
1

e(B/T)y—1-11/b) 4 o—(b/T)(y—1-1/b) _9

Esta es justamente la cantidad que nos estaba haciendo falta para poder obtener una
expresion general para el cdlculo del calor especifico. Como puede verificarse, p'/kp es
una cantidad adimensionalizada, por tanto la ecuacién (3.68) realmente es también una
expresion adimensionalizada para el calor especifico.

Por otra parte, puesto que de acuerdo con (3.47),
~_ _ K
/"L - /"L/QCO 7 kBTC())
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entonces

JU ﬁkBTCO-
Por lo tanto
du du
"T) = — = kpT.y—
wAT) = g7 = kelogp
pero, como
T = TTCO)
entonces
AT = T.odT,
asi que, finalmente
du dp
"T) =kpToy— = kp—. 3.73
(1) — nTiw g — bn (3.73)

Por lo que, podemos identificar p'(1)/kp con dﬁ/df, o bien, hacer,

< _dp (1)
H=—==" (3.74)

3.8 Calor especifico para una relacién de dispersion ¢ = ¢k +
(cohi® /2mm) k2

Asi pues, una vez que son empleadas, simultdneamente, tanto (3.68) como (3.72), podemos
obtener una expresion general para el calor especifico del gas de bosones con RD lineal
mas cuadratica, con la parte cuadratica proporcional a la del gas ideal de bosones, para
cualquier valor de b, la que resulta ser

Cy 1 (4n)*? 1 Lo/

- 3/2 2 =
Nk o2 An? (BT

>< [/m (= Ly =20y = 1) + (= Dy (%@ ~ 1) - %) dy] |

(3.75)

e®/Dy—=1-F/8) 4 o—Ob/T)y—1-F/b) —

con ', dada por (3.74). De resolver numéricamente la ecuacién (3.75), para ag = 1, se
obtienen las gréficas de T'/T, contra Cy /Nkp que aparecen en la figura 3.6.
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TITe,

Figura 3.6 Calor especifico contra temperatura.

3.9 Calor especifico alrededor de la temperatura critica para
una relacién de dispersién = = ¢k + (agh®/2m)k?

El comportamiento de Cy cerca de la temperatura critica se analiza mediante la diferencia
ACy = Oy (T5) — Oy (T, (3.76)

donde Cy(T) denota la evaluacion de la ecuacion (3.75) a la izquierda de T, y Cy (1)
denota la evaluacion de (3.75) a la derecha de T... De la figura del potencial quimico puede
verse que, al lado izquierdo de T', ¢/ = 0, en tanto que a la derecha de T', ¢’ # 0, y en
ambos casos 1 = 0. Asi pues
AC 1 (4r)®? 1 legpmy o~
|4 - ( 7T> wb5/2ul+<Tc) (377>
Nkp &3/2 a7 ((3/2) T
/°° (y— D@2 =24y /2
1 e®/T-1) 4 e=(0/T)y-1) — 9

)

donde,
7 (=2 -2y '/?)
~y o b TTow o 05 Y

~rt _
K <TC> - TTIOO (yt/2—24y~1/2) d '
1 T e g Y

(3.78)
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Por lo tanto,

2

o 1 o(¥/Te)(y—1) fo—(b/Te)(y—1) _2

T 3)2 2 T ) 1224y 1/2
Nkp ) m? ((3/2) 17 f1 e(b/mg—l)+e—gz/Tc><)y—1>_2dy

oo __ (=) -21y 1)
ACYy 1 (@ 1 1 G112 [f AP dy

(3.79)

De resolver numéricamente la ecuacién (3.79) para az = 1, se obtiene la curva de
ACy /Nkp contra 2 /4cokpT,, mostrada en la figura 3.7.

0 1 2 3

c,2l4ck T,

Figura 3.7 Discontinuidad del calor especifico en la temperatura critica.
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Capitulo 4

4 Gas de bosones con relacion de dispersion lineal
mas cuadratica en d dimensiones

En el capitulo anterior hemos calculado algunas de las propiedades termodinédmicas
de un gas de bosones tridimensional con RD lineal mas cuadrética. En este capitulo nos
proponemos generalizar los resultados del anterior a d dimensiones. Tenemos asi, un gas
de N bosones de masa m contenidos en una caja en d > 0 dimensiones de volumen L% y
cuya RD es

£ = cik + cak?, (4.1)
donde £ es la magnitud del vector de onda k d-dimensional, es decir,
b=k |= (K + k24 k34 ..+ EYR (4.2)

Como antes, el momento p de la particula esté relacionado con el vector de onda k de
la misma, mediante la relacién de de Broglie

p = hk, (4.3)

solo que ahora los vectores se encuentran en un espacio d-dimensional; suponemos, al
igual que antes, que se satisfacen condiciones a la frontera peridédicas para el vector k, de
modo que

k= Zn, (1.4)
con n = (ny,n2,n3, ..., n4), n; = 0,£1,£2 .., i = 1,2/3,...d; y L la longitud de uno de
los lados de la caja.

A partir de este punto, basicamente, lo que tendriamos que hacer es repetir los calculos
del capitulo anterior, pero ahora, dejando sin especificar el valor de d. Sin embargo, antes
de continuar haremos algunas observaciones. Como se recordard, resultados tales como
temperatura critica, se expresaron en términos de la temperatura critica 1,y de un gas
ideal de bosones en tres dimensiones; si ahora simplemente adimensionalizamos respecto
a un gas ideal de bosones en d dimensiones, no en todos los casos podriamos utilizar su
1. para adimensionalizar porque 1. = 0 para d < 2. Por otra parte, podria pensarse en
adimensionalizar la temperatura respecto a la temperatura critica del gas ideal de bosones
en d dimensiones, pero con RD lineal, sin embargo, la situacién mencionada arriba (dividir
por cero) se repetirfa cuando se quiera analizar las propiedades del sistema en dimensiones
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proximas a 1. La forma en que se intentara evitar cualquiera de los problemas anteriores
serd adimensionalizando, respecto a un gas de Fermi de Np particulas de masa mpg en d
dimensiones.

Al igual que antes, el nimero total de particulas en la caja puede escribirse como la
suma de las particulas en el estado base, Ny, més las particulas en los estados excitados,
N,, es decir,

N = Ny + N.. (4.5)

Donde
Ny = ! 4.6
R (4.6)

1
Ne — an - Zm, (47)

k-0 k-0

En el limite termodindmico: N — oo, V. — 0o, N/V = cte., el espectro de energia
del sistema es practicamente un continuo, por lo que podemos escribir la ecuacion ante-
rior como una integral de volumen en espacio k£ d-dimensional, usando el resultado del

Apéndice A,

27.[.d/2 o0 ~
Ne = QP(d/2)/0 n(k)kdk, (4.8)
donde
2\ @

v <%> | (49)

Es decir,

o2 o Ld-1

Ao (2m)*D(d/2) /0 eBle®)—pnl — 1dk’ (4.10)

resultado que, en efecto, se reduce al correspondiente, ya conocido, cuando d = 3.

Ahora bien, reescribiendo la ecuacién anterior de la siguiente forma

N, - /0 " den()g(e), (4.11)

identificamos la densidad de estados g(¢) con

2724 dk

g(z) = eTan” @ (4.12)
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donde al sustituir las ecuaciones (3.14) y (3.15), tenemos que

ord/2[d 1
9€) = TR

d—2)/2(d—1 —1/2(d—1)7 41
L c_% (d—2)/2(d-1) o L i /2(d-1)
deg 203/ 4cy '

De nuevo, para el caso d = 3, lo anterior se reduce a la correspondiente densidad de

(4.13)

estados que ya conocemos.
Asi, en términos de esta densidad de estados
i/t ]

N T 2enma) (4.14)

de.

-1
oo [(5 + 2 [4cq)d=D/Ad-1) 01/205/2(5 + 2 [4cq)~1/2(d-1)
/0 eﬁ(g_l‘) —1

Realizando ahora el cambio de variable y = 4cy/c2(e + ¢}/4cy) la ecuacién anterior
puede escribirse como

N, =

ord/2[d  pd/2 oo 1/2\(d—2)/(d—1) _ (,—1/2\1/(d—1)]¢"1
1

22m) L (d/2) 22 o 7 |

con z = e’ la fugacidad, 3 = 1/kgT; kp la constante de Boltzmann y b = ¢2/4cs.

4.1 Temperatura de Fermi en d dimensiones

Ahora bien, la energia de Fermi, Er, de un sistema de Np fermiones confinados en una
caja cuadrada de longitud L en d dimensiones, estd dada por [23]

B 27h? (diP(d/Q))2/d 27k’ (dF(d/2))2/d (Np>2/d7 (416)

donde mp es la masa del fermién. Por lo tanto, la temperatura de Fermi del mismo
sistema, definida como Er/kp, con kg la constante de Boltzmann, estd dada por [23]

o 2mh? (dr(d/z))”d(Np)”f (4.17)

n kBmF 4 F

Luego, si § = 1/kgT’, podemos entonces definir

PR S . 4 N\ N (418
P ksTy 272 \dU(d)2) Np) By '
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vy adimensionalizar 3 a partir de esta definicién

5 kgTe 1

= 1
=3, = = =, 4.19
& 3 kgl  T/Tp T (4.19)
y, por otra parte definir
5 = bﬁp (4‘20>
Por lo que
—= b
B = BPr y b= —. (4.21)
Br
Con el uso de (4.21) y (4.19) podemos escribir (4.15) como
9 d/2 12\ Y2
Ne = 7 7 (4.22)
2(2m)40(d/2) \ 2B

oo [<y1/2>(d_2)/(d_1) _ <y—1/2>1/(d—1)}d_1
/ dy.
1

Z—le(E/T)(y—l) —1

Pero de acuerdo con las definiciones anteriores

2 I2Ep  L227R? (dU(d/2)\7" [ Np\P?
cfp @ ¢ mp 4 L
1 27h? (dF(d/2))2/d 2/d
- — NF ,
Co Mg 4

o bien

( L )m _ (ﬂ) e (123)

c2fp 2\ mp 4
Al sustituir la ecuacién anterior en (4.22), obtenemos

d/2 . o) /(4 _ _y1d—1
N, d( 72 ) / _d/2/ [<y1/2>(d 2)/(d—1) _ (y 1/2)1/(d 1)}
1

Ny 4

ompes) 1O — 1 . (4.24)

En este punto podriamos elegir entre diferentes opciones para el valor de Np, quiza lo
mas natural seria hacer Np = N, es decir comparar el gas de N bosones directamente con
un gas de N fermiones, ambos, de la misma masa. Sin embargo, un caso que nos seréd de
particular interés por razones que se haran claras méas adelante, es aquel en que Np = 2N
y, adicionalmente, mp = m/2, con m la masa del bosén, en este caso, tenemos que

d/2 o v ~ de1
N, d ( h? ) / #/2/ [(91/2)(61 D/(d=1) _ (3=1/2)1/(d 1)}
1

- mey 2—1e@/Ty-1) — 1

dy. (4.25)

N 2

38



4.2 Temperatura critica

De acuerdo con lo discutido en la seccién 2.1, cuando el sistema alcanza la temperatura
critica, denotada por 7,, ocurre que N, = N y u = 0, con lo que (4.25) se convierte en

d/2 oo _ _ _ _1y7d-1
d ( 72 ) / Ed/2/ [<y1/2>(d 2)/(d—1) _ (y 1/2)1/(d 1)}
1

- —
2 \mey e®/Te)(y-1) _ 1

dy, (4.26)

donde T, es la temperatura critica del gas de bosones, adimensionalizada respecto a la
temperatura de Fermi, dada por (4.17).

Si ahora, ademés suponemos, como ya lo hicimos en el capitulo anterior, que

h2
Cy — 042% — (¥9C9yq, (427)

CON Cop = h2/2m, @ una constante adimensional y m la masa del bosén, entonces, (4.26)
se reduce a

2

9 (&2)51/2 i [ [<y1/2>(d_2)/(d_1) _ <y_1/2>1/(d_1)]d—1
7 /
1

d cG/To)—1) — |

dy. (4.28)

De resolver numéricamente la ecuacién anterior para as = 1 se obtienen las graficas
de T./Tr contra c}/4cokpTr, para diferentes dimensiones d, que se ilustran en la figura
4.1. La figura 4.2 corresponde a una ampliacién de la figura 4.1 para bajas temperaturas,
en ella puede verificarse la recuperacion de las temperaturas criticas para 2D y 3D de un
gas ideal de bosones cuando estan adimensionalizadas respecto a la temperatura de Fermi
de un sistema de fermiones apareados en la misma dimensién, véase [22].

4.3 Temperatura critica como funcion de la dimension d del sis-
tema

Cuando, después de la ecuacién (4.24), decidimos comparar un gas de N bosones respecto
a un gas de 2N fermiones, es decir, tomamos Ny = 2N, vy ademads supusimos que mp =
m/2, con mp la masa de los fermiones y m la masa de los bosones, hemos estado pensando
en que los 2N fermiones pueden aparearse para formar un par bosénico, y asi poder
estudiar la BEC de estos pares. En particular, podremos analizar, como se comporta la
temperatura critica de N pares de fermiones respecto a la dimensionalidad del mismo
sistema. FEste problema, para el caso de una RD generalizada, es decir, de la forma,
£ = cgk®, con s = 1y 2, ya ha sido analizado en [22]. Lo que aqui se hace, es anadir
al andlisis anterior lo que ocurre cuando la RD es lineal més cuadrética. Los resultados
obtenidos se presentan en la figura 4.3, la que se obtiene de resolver numéricamente la
ecuacion (4.28) para un valor de b dada y diferentes valores de d. (Compdrese esta figura
con la figura 1 de la referencia antes citada.) Como ya hemos dicho, en el Capitulo 1, la
energia del par puede expresarse mediante una RD lineal, o cuadratica, o una combinacion
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c,l4c, kT,

Figura 4.1 Temperatura critica como funcion de b para diferentes dimen-
siones, adimensionalizada con la T para cada dimensién d.

de ambas, segtn sea el valor de la energia de amarre del par. En nuestra figura s = 1
denota la curva para una RD lineal, del tipo a(d)hvpK con a(d) una funcién interpolada
a partir de los valores de la misma para d = 1,2,3, que se presenta en la figura 4.4 [22],
en tanto que la curva con s = 2, es la correspondiente a una RD cuadratica de la forma
(h?/2m)K?2. En ambos casos, K es la magnitud del vector de onda asociado al MCM del
par. Por su parte, como ya sabemos, b es una medida de la contribucién relativa lineal y
cuadratica a la RD.

4.4 Pares de Cooper en 2D

De acuerdo con [16], la RD del par de Cooper en dos dimensiones, a segundo orden, tiene la
forma & = (2hwp/7) K + (h*/2m) K2, donde K es la magnitud del vector de onda asociado
al MCM, m es la masa del par (mp es la masa de los fermiones que constituyen el par)
y vr la velocidad de Fermi asociada a este sistema. De manera general, para cualquier
dimensién, la RD del par de Cooper puede expresarse como ¢ — a(d)hvp K + (h?/2m)K?,
donde a(d) es una funcién solo de la dimensién d del sistema, vedse [22]. En la figura 4.4
se muestra el pardmetro b correspondiente a la RD anterior como funcién de la dimensién
d del sistema.

A continuacién calcularemos el valor de la temperatura critica para esta RD, lo hare-
mos mediante el uso de las funciones f(6) y ¢g(0) definidas en el capitulo anterior, lo que
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Figura 4.2 Detalle de la figura anterior, que permite ver la recuperacion
del limite cuadratico.

nos permitird recuperar los bien conocidos limites tanto lineal como cuadratico para esta

RD.

Sea

c1 = [1 +senf|(1 —0/7)(2hvp/7), (4.29)

ca = [1+send|(0/7)(h?/2m) (4.30)
— [1 +send)(0/7)(h?/4mp),

y puesto que estamos trabajando con una RD en dos dimensiones, la ecuacién (4.26) se
transforma en

d—1
l (8/7{') 2 N 5/00 |:<,y1/2>(d—2)/(d—1) _ <y—1/2>1/(d—1)i| dy (4 31>
2 (1-0/m) 1 e®/To)w-1) _ 1 ’ '
con
- ¥ 8 (1—6/m)?
ph——  — 1 fl—r 4.32
402]{JBTF 7'('2[ +sen ] (8/7’(’) ( 3 )

Resolviendo numéricamente la ecuacién (4.31) se obtiene la figura 4.5. Debe observarse
que s6lo cuando § = 7/2 en (4.29) y (4.30), estos coeficientes coinciden con la RD que
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Figura 4.3 Temperatura critica como funcién de la dimensién del sistema.

nos hemos propuesto estudiar, cualquier otro valor de # da una RD distinta, de modo que
en este caso, el valor de b en (4.32) es 8/7%. En las graficas de las siguientes secciones,
que ilustran diferentes propiedades termodindmicas, aparecerd la correspondiente curva
para este tltimo valor particular de b: el de los pares de Cooper en dos dimensiones.
La ventaja de usar los coeficientes de esta forma, es que podemos recuperar los limites
lineal y cuadrético a partir de la RD £ = (2hvp/7)K + (h*/2m)K?2, lo que nos permite
comprobar la validez de nuestro resultado. Dicho en otras palabras, los Gnicos valores
realmente interesante en la figura 4.5 son aquellos para § = 0 (limite lineal), § = 7/2 (RD
lineal més cuadratica) y 0 = 7 (limite cuadrético).

4.5 Potencial quimico

Para T" < T. el valor del potencial quimico, y, es cero. Cuando 1" > T, todas las particulas
del sistema se encuentran en los estados excitados, es decir, N, = N, en este caso (4.25)
toma la forma

d/2 co _ _ _ yd—1
- g( R ) / Ed/2/ [(y1/2)(@=D/=1) _ (=1/2)1/(d-D)]
1

dy. 4.33
mesy 2~ 1eB/M-1) _ Y ( )
Ecuacion que constituye una expresion implicita para el potencial quimico para’l” > T..

Si definimos

7
kplp

7= i = (4.30)
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Figura 4.4 El pardmetro b asociado a la RD de los pares de Cooper como
funcién de la dimensién del sistema.

entonces

p = ThpTe — 4 (4.35)

Br

asi que, de acuerdo con (4.21) y (4.19), podemos escribir,

b= fr PR BT _ JB/T)@E/b) (4.36)
con lo que (4.33) queda

/2 . _ _ _ _1y7d-1
d ( 72 ) / Ed/z/ [<y1/2>(d 2)/(d—1) _ (y 1/2)1/(d 1)}
1

R — -
mesy e/ T y—1-1/b) — ]

dy. (4.37)

Si hacemos c; — aph®/2m, con ay una constante adimensional, entonces (4.37) se
reduce a

2

9 /2 0o [(51/2Y(d=2)/(d—1) _ (,~1/2)1/(d—1)]4~1
(az) gd/z/ (") ) ] a. (4.38)
1

d /M —1-T/b) _ |

De resolver numéricamente la ecuacion anterior para as = 1 y d = 2, se obtienen las
grificas de T'/Tp contra p/kpTr, de la figura 4.6.
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Figura 4.5 Temperatura critica para bosones con RD lineal maés
cuadratica cuyos coeficientes ¢1 y ¢p estédn dados por (4.29) y (4.30), respecti-
vamente.

4.6 Derivada del potencial quimico respecto a la temperatura

De acuerdo con lo realizado en el capitulo anterior, acerca del cdlculo del calor especifico
a volumen constante, esperamos que nuevamente sea necesario el conocimiento previo de
la derivada del potencial quimico respecto a la temperatura, para poder obtener el calor
especifico, por lo que procederemos a cacularla.

Puesto que lo deseable es poder graficar el calor especifico respecto a la temperatura,
y en general, todas las gréaficas presentados en este trabajo corresponden a una RD del
tipo € = c1k + (a2h2/2m)/<;2, entonces, en esta seccién, ezclusivamente vamos a calcular
la derivada del potencial quimico para este tipo de RD particular. De acuerdo con lo
anterior, usaremos para nuestros cdlculos la ecuacién (4.38), escrita en forma distinta
pero completamente equivalente

2 (Q2)d/2Ld/2 00 [(y1/2)d=2/(d=1) _ (y=1/2)1/(@-D]*"!
Qz\ Mgz _ /
1

d\2 efbly—1-p/b) _ 1

dy. (4.39)

Derivando respecto a la temperatura ambos lados de la ecuacion anterior llegamos a
que

-1
0o [(yV/2)(d=D/(=1) _ (y=1/2)1/(d=1] M'
0= /1 cPOI—1—11/b) | o—Ab(u—1—p/D) — 2 Bbly — 1) + T B dy,
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Figura 4.6 Potencial quimico contra temperatura.

donde p’ denota la derivada del potencial quimico respecto a la temperatura. En términos
de las cantidades adimensionalizadas de las ecuaciones (4.19), (4.20) y (4.34) la ecuacién
anterior es equivalente a

o0 (y=1—T/B)|(y'/2)(@ D/ D_(y-1/2)1/ @ n]T
I P [ T 1o W 5 TR e B y_ (4.40)
oo [(yl/Q)(d—Q)/(d—l)_(y—1/2)1/(d—1)]d71 =H- )

Si S 01 T/0) o017/ _g

La que en el caso particular, d = 2, se reduce a
— (oo (y—1-7/5)[1—y /2] d
Efl I N R0 W Y T S )

Tfoo [1—y*1/2] d '
1 MG 170 e/ -1 73 Y

T = (4.41)

4.7 FEnergia interna

La energia interna se calcula de la misma forma que en el capitulo anterior, mediante la
expresion,

UV, T) = / " cdeg(e)n(e),
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donde g(e) es la densidad de estados y n(e) la funcién de distribucién de Bose-Einstein.

Introduciendo la densidad de estados dada por (4.13) en la expresién anterior

or#/2rd ]

VW) = G g (442
I 2\ (d—2)/2(d—1) o\ —1/2(d—1)]4 1
o & (5+4€le) —ﬁ?(€+%)
. /0 ) ePle—p) — ) de,
lo que mediante el cambio de variable € = b(y — 1), donde b = ¢% /4cy, se transforma en
UV, T) = 2P L (4.43)

() T(72) o
= [(By /) /200 — (B) ) /2By 95) M2 1]

Z_leﬁb(y_l) — ]_

dy.

O bien, si usamos (4.21) y (4.35) y dividimos a ambos lados por NkgT’,

vwv, Ty 2wt 1 1%
NkgT— (2m)i0(d/2) 27 NT Br (4.44)
= (B /5r) /20D — (B) )2 (Fy/9r) 20 0]

1

b/ Tw—1—T0) _ |

dy.

A partir de este punto, por simplicidad, y dado que en el capitulo anterior hemos
estudiado la BEC en tres dimensiones, ahora sélo la estudiaremos en dos dimensiones, en
este caso, la ecuacién (4.44) toma la forma

-2
T) IL*kgTeb [ (y— 11—y /2
yWwT) L keTe F=/ DIty 7, d=2. (4.45)
NEkgT 27 ¢ T J; e®/Dy—1-F/b) — |
Pero de acuerdo con (4.18), para d = 2
]{JBTF — 871'?020
por lo tanto
—2
UV, T b (y— 11—y /2
WD) yend [T - DOy 7l d=2. (4.46)
NEkgT co T Jy eb/Dy—1-F/b) 1
Si ahora hacemos la suposicién de que ¢y = agcy, entonces de la ecuacién (4.46)
tenemos que,
-2
T) 48 [®y—-1D[1—y /2
M-:/ - DIL—y 7, d=2. (4.47)
NkgT as T Jy  e®/My-1-F/b) _ |

De resolver numéricamente la ecuacién anterior, se obtienen las graficas de T'/Tp contra
U/NkgT para diferentes valores de b, en dos dimensiones, que aparecen en la figura 4.7.
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Figura 4.7 Energia interna contra temperatura.

4.8 Calor especifico

Al igual que antes, el calor especifico a volumen constante, Cy, se calculard a partir de la

expresion
ou
Cy = = .
' ( or ) V,N

Por lo que si introducimos la ecuacién (4.42) en la ecuacién anterior, tendrfamos, con
toda generalidad, que

g 2214 1 (1.48)
= :
(2m) L(d/2) ¢/

2\ 221 2\ ~1/2-1) d-1
5 et (5+E) —ﬁ—2052(5+5)

K e
aT 0 eﬁ(g_“)—l

de.

Para hacer mas sencillo el cdlculo de la derivada parcial, y puesto que ya hemos
analizado lo que ocurre con el calor especifico en tres dimensiones, en el capitulo anterior,
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tomaremos d = 2 en la ecuacién (4.48). En este caso

- 1__0]7_(€+_C]2_)_1/2)
22 1 0 /°° 2¢,” dep
0

N R IR G PNG T A — 1

de. (4.49)

Al efectuar la derivacién parcial y realizar el cambio de variable e = b(y — 1), con
b = 2 /4cy, se obtiene que

212 o —1)[1—y /2 —1)— '
(DB / B-D[-yP]  by=H—pt Ty s
1

Vo omey kg ePbly—1-p/b)  o=Bbly—1-p/b) _ 9 T2

O bien, en términos de las cantidades adimensionalizadas ya conocidas (4.19), (4.20),
(4.34) y (4.40), se tiene

12 1 53 = (y — 1)2 [1 o y—1/2)}
= ——(kpTp)kp | = d 4.51
v 2m C2< sl )ks T2/1 @/ (y=1-7/%) | e~O/T)y-1-7/b) _ 9 y (4.51)
121 52 52 o y — N1 - y_1/2)
L Ltk (7 7% ) [ e e
TC2 T T ) ), e®/Dw-1-T/b) 4 o~@/T)y-1-T/b) _ 9

Lo que al usar la ecuacién (4.17) es equivalente a

L1 N T VRVl (S el
= o Nrks | = . d 1.52
v 2comp Fp T2/1 e@/My-1-7/%) | e~C/Dy-1-F/%) _ 9 Yy (4.52)
_1 1 Nok —52 _—/52 OO (?/ - 1) [1 — ?/_1/2)} d
2eamp PN\ T ET ) L e e ome—mm — 2

Si, por dltimo, hacemos la suposicién de que Ny = 2N y mp = m/2, con N el nimero
de bosones y m la masa de los mismos, todo se reduce a

=3 _1\2 1 _,—-1/2)
C920 b (y 1) [1 Y }
Cv = 42Nkp |= __ B/ —d 4.53
vo— A Nk 72/1 T T TP 5
-2 -2 co -
e (- (=D [1—y ] d
o VEe\T= — T | | e o ome o — o

con ceg — R /2m.

Si en la ecuacién (4.53), hacemos cg = aacg, ¥ resolvemos numéricamente, se obtienen
las curvas de Cy /Nkp contra T'/TF para diferentes valores de b que aparecen en la figura
4.8.
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Figura 4.8 Calor especifico contra temperatura.

4.9 Calor especifico alrededor de la temperatura critica para
una relacion de dispersion ¢ = ¢k + (a2h2/2m) k%, en dos
dimensiones

Nuevamente, estudiaremos el comportamiento del calor especifico a volumen constante,
mediante la diferencia del mismo, cuando se evaltia a la derecha y a la izquierda de la
temperatura critica, es decir, la diferencia en el calor especifico, en T' = 1., de acuerdo
con (4.53) para cy = aph?/2m, es igual a

Aoy _ v(@)  Ov(T)) (450

Nkg Nkp Nkp '
_ uThi /°° (=1 —y "]

T, )1 e®Tow=1) | e=0/Te)y-1) — 9

dy,

donde Cy (Tj) denota la evaluacién del calor especifico por la derecha y Cy (7, ) por la
izquierda, y donde, para el caso que estamos tratando, d = 2, se tiene que

- [ N
bJi Toe Do 0w oz

[1-y1/2] ’
—_— ——dy
e6/Te)(w-1) ¢ (o/Te)(w—1)_9

W(T)) = (4.55)

B
I
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de acuerdo con la ecuacién (4.41). Al momento de resolver numéricamente la integral en
el denominador de la ecuacién (4.55), se obtiene un valor infinito para ésta, cualquiera
que sea en valor de b y su correspondiente 7. La razén de este comportamiento se debe
a que el integrando tiende a infinito cuando y — 1. Es debido a esta causa que podemos
concluir que, en dos dimensiones, ACy /Nkp = 0; es decir, en dos dimensiones el Cy es

una curva continua respecto a la temperatura, o bien, en dos dimensiones no hay salto en

Cy.
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Capitulo 5

5 Conclusiones

La relacién de dispersién (RD) (energifa de excitacién) obtenida teéricamente para el
problema del par de Cooper de MCM no nulo, asi como la RD experimental del helio-4
obtenida mediante la técnica de dispersion inelastica de neutrones, entre otras, pueden ser
escritas como series de potencias del momento del centro de masa de las particulas; éstas
son también las que deben ser introducidas en la funcién de distribuciéon de Bose-Einstein,
para determinar, por ejemplo, la temperatura critica 7., las propiedades termodindmicas
y/o la superconductividad o superfluidez, del sistema modelado como un conjunto de
excitaciones bosénicas elementales.

Considerando que para momentos pequenos, es decir energias bajas, la contribucién
principal a la energia de las particulas es lineal, en este trabajo estudiamos los efectos
sobre las propiedades de un gas ideal de bosones, cuando le agregamos una parte lineal
a su relacion de dispersion cuadratica. Es decir, estudiamos un gas de bosones con una
relacion de dispersion lineal mas cuadratica, con coeficientes positivos.

Confirmamos en el Capitulo 2 que la termodindmica de un gas ideal de bosones con
RD cuadratica o lineal, se puede describir completa y analiticamente en términos de las
funciones de Bose cuyas propiedades resumimos en el Apéndice B. Sin embargo, cuando
RD de los bosones es lineal méas cuadratica, no es posible encontrar una forma funcional
explicita para las integrales involucradas en el cdlculo de cada una de las propiedades
termodinédmicas de los bosones por lo que hemos tenido que evaluarlas numéricamente.

Para el sistema 3D de bosones resumimos los resultados obtenidos como sigue. Al
anadir una parte lineal a una RD cuadrética resulta que aun cuando la contribucién
lineal sea pequenisima: a) la temperatura critica de la BEC correspondiente aumenta
respecto a la T, de la RD cuadrética, conforme aumentamos el coeficiente de la parte
lineal, como se puede observar en la figura 3.2; b) aparece un salto en el calor especifico a
volumen constante, lo que refleja que la transicién de fase se convierte en una de segundo
orden. Por lo demas, mostramos que los limites puramente lineal o puramente cuadratico,
de las propiedades termodindmicas, son recuperados. Por ejemplo, partiendo de una RD
lineal més cuadratica cualquiera, hemos podido verificar, mediante el uso de un par de
funciones particulares, que cuando la contribucién lineal se hace cero se recupera la T
correspondiente a la RD cuadrética; de la misma forma cuando la contribucion cuadrética
desaparece, se logra recuperar la 1. correspondiente a la RD lineal residual.

Como una generalizacion de los resultados anteriores se obtuvieron numéricamente
las propiedades termodindmicas de un gas de Bose en d dimensiones con RD lineal més
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cuadrédtica. Al igual que en el caso tridimensional, se parte de un gas ideal de bosones al
que se le anade una contribucién lineal en la RD. Como primer resultado se reafirmé que
la temperatura critica aumenta a medida que la contribucién lineal en la RD aumenta. FEn
cuanto a las propiedades termodinédmicas, tales como potencial quimico, energia interna
y calor especifico, damos las expresiones generales para d dimensiones y explicitamos
los resultados para 2D donde se observa que no hay salto en el calor especifico en la
temperatura critica.

Aunque al iniciar la tesis uno de los proyectos era generalizar las expresiones para
las propiedades termodindamicas en el limite termodindmico, para cualquier dimension
y relacién lineal méas cuadratica, al final lamentamos no existieran estas expresiones
analiticas y nos limitamos a dar las relaciones para calcular los limites numéricamente.

Finalmente, el solo hecho de agregar un término mas, por ejemplo el término cubico,
positivo o negativo, a la RD lineal més cuadrética, nos involucraria en un estudio més
complejo en cuanto tendriamos que considerar méximos y/o minimos, o un punto de
inflexion, asociados a la existencia de excitaciones tales como los maxones o rotones que
aparecen el Helio-4. Un estudio que estd proyectado para un futuro préximo.
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Apéndice A

A La integral en el espacio k£ d-dimensional

En los Capitulos 2 y 4 aparece una integral de la forma

que indica la integral de una funcion n, que depende exclusivamente de la variable k, con
E=lk|= \/k‘% + k3 + ...k%, y que nos permite el conteo del nimero de particulas en los
estados excitados.

Debido a que la funcién a integrar en (A.1l) depende tnicamente de k, mediante un
cambio de variables podemos llevar la integral anterior a una integral de la forma

/ i Sa(k)dk, (A.2)

donde Sy(k) denota el drea de la superficie de una esfera de radio k, en un espacio de d
dimensiones.

Para realizar el cambio de variable, consideremos un espacio d dimensional en el que
la posicién de un punto se denota por el vector k, de componentes cartesianas (ky, k2, ...
kq). El elemento de volumen, dVy, en este espacio seria

d
dVy = dkydky ... dkg = [ [dk. (A.3)
i=1

Obviamente, el volumen V; de una esfera de radio %k en este espacio seria proporcional
a k%, asi que podemos escribirlo como

Va(k) = Cak?, (A.4)

con C; una constante que depende tnicamente de la dimensioén del espacio. De esta forma,
el elemento de volumen dV; podria también escribirse como

dVy = Sy(k)dk = d Cgk*tdk, (A.5)

donde S;(k) denota el drea de la superficie de la esfera. Obsérvese que nuestro objetivo es
determinar Cy o Sy(k), de acuerdo con la ecuacién (A.2), ya que de igualar (A.3) y (A.5)
tenemos

d
dVy = [[dk: = Sa(k)dk = d Cak*dk. (A.6)
i=1
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Para evaluar C; haremos uso de la férmula

/OO exp(—z?)dz = 7/2, (A.7)

—0

Multiplicando n de estas integrales, cada una correspondiente a una coordenada k;,
obtenemos

a¥? = / / exp(—k?) exp(—k3)... exp(—k3)dkidky ... dkg
k1=—00 kgq=—00

) ) d d
= / / exp (—Zkf) Hdki
k1=—0c0 kgq——00

i=1 i=1

= / exp(—k?) d Cyk™dk (A.8)
0

= dCy /Ooexp(—k:2)k:d_1dk
— d Cy[1/2-1(d/2)],

donde hemos hecho uso de que

* 1 v+1
a2\, Y _ —
/0 exp(—ay’)y’dy = 2&(V+1)/2F ( 5 ) , v>—1, (A.9)

tomando a = 1. Asi, llegamos a que

/2 9rd/2
o pp— - (A.10)
(d/2)l(d/2)  dI(d/2)
Por lo que, en consecuencia,
27.[.d/2
V(k) = —=—=k" A1l
y
dVv 272 272
Sy(k) = =— =d ——=k"" = o A.12
k) = 1 dr(d/2) /2y (A-12)
Por lo tanto la integral (A.1) es equivalente a la integral
27.[.d/2 27.[.d/2
—— kT Ak = k7 dk A.13
| i a7y | ek (A19)

de acuerdo con la ecuacién (A.2).
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Apéndice B

B Integral de Bose

A lo largo del Capitulo 2 aparecen con bastante frecuencia las integrales del tipo

o0 SEU_l
/ ——du, (B.1)
o 2 ter —1
por lo que vale la pena dedicar este Apéndice para resolver tal integral. La integral
anterior puede reescribirse como

o) o—1 o)
/ T—dm = / zz” e (1 — ze™") " du. (B.2)
o 2 ter —1 0

1

Desarrollando (1 — ze™®)~! en potencias de ze™® < 1, tenemos

(1—ze™) V=14 ze7 + (2e7)2 + (ze™) + ... = Z(ze_
—0

o~

e introduciendo esto en (B.2) obtenemos

o] mo’—l oo &
——dz = zx” e g (ze™)ldx
0o 2 e? —1 0

T
L

U_le_xldilﬁ.

[l
M8
N{\.
S
=

Realizando el cambio de variable y = zl en la integral anterior, tenemos que

oS} :EU_l S Zl oo .
——dx = — Yy’ dy.
/0 z=lez — 1 o 121: v /0 €y y

() = /0 Tt (B.3)

Y, por definicién

asi que

/0 - ng—_ldm S 2 (B.4)
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Pero la dltima suma es la funcidn de Bose de orden o, g,(z), la cual podemos reescribir
como

(=2 L [T, (B.5)
A |7 (o) Jy zler—1 7 '
Por lo tanto

/0 ” ng—_ldm ()9 (2). (B.6)

—16$ -1

De la definicién (B.5), puede verse que, g,(z) es una funcién mondtona creciente en
z. También, de la definicién misma, se sigue que cuando z < 1, g,(z) se comporta como
z para toda o, es decir, si z < 1, g,(2) & 2. El valor limite que, para nuestro trabajo,
puede tener z, es z = 1. Cuando z — 1 y 0 > 1, g,(z) se comporta como la funcidn zeta
de Riemann, ya que entonces,

11 =1
gg<1)1+§+3—0+...l§;l—g (o), (o> 1). (B.7)

Algunos de lo valores numéricos de (o) se presentan a continuacion

C(3/2) ~ 2612, ¢(2) = 7%/6 ~ 1.645,
C(5/2) =~ 1.341, ¢(3) ~ 1.202, (B.8)
C(7/2) ~ 1.127, ¢(4) = 7*/90 ~ 1.082.

De derivar g,(z) respecto a su argumento se obtiene la siguiente relacién de recurrencia

g ) a<1iz>gv<Z> — g 2). (B.9)

Para los casos en que ¢ < 1, de la ecuacién (B.5), puede verse que g,(z) diverge
conforme z — 1. Particularmente, cuando ¢ = 1, se tiene

e 1
= ———dx = —In(l — B.10
0~ | e~ - 2) (B.10)

lo que diverge logaritmicamente a oo conforme z — 1.
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