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Prefacio

“Les mathématiques ont un triple but. Elles doivent fournir un instrument
pour I’étude de la nature. Mais ce n’est pas tout: elles ont un but philosophique
et, j'ose le dire, un but esthétique. Elles doivent aider le philosophe & approfondir
les notions de nombre, d’espace, de temps. Et surtout leurs adeptes y trouvent des
jouissances analogues & celles que donnent la peinture et la musique. Ils admirent
la délicate harmonie des nombres et des formes; ils s’émerveillent quand une dé-
couverte nouvelle leur ouvre une perspective inattendue; et la joie qu’ils éprouvent
ainsi n’a-t-elle pas le caractére esthétique, bien que les sens n’y prennent aucune
part? Peu de privilégiés sont appelés a la gotiter pleinement, cela est vrai, mais
n’est-ce pas ce qui arrive pour les arts les plus nobles? C’est pourquoi je n’hésite
pas a dire que les mathématiques méritent d’étre cultivées pour elles-mémes et que
les théories qui ne peuvent étre appliquées a la physique doivent I’étre comme les
autres. Quand méme le but physique et le but esthétique ne seraient pas solidaires,
nous ne devrions sacrifier ni I'un ni 'autre.”

HENRI POINCARE, La valeur de la science

Las matemadticas pueden ser muchas cosas: un juego, una herramienta,
una pasién. La abstraccion es una habilidad que puede resultar divertida,
1itil o cautivadora. Ninguna barrera impide a un ser humano acercarse a las
matematicas y llegar a lugares que desbordan la imaginacién. A mi me gustan
las matematicas porque los senderos no estan establecidos. Las matematicas
son lo que uno quiere que sean.

La rama de estudio que elegi para desarrollar esta tesis es la Teoria de
Grificas. Muchas situaciones del mundo real pueden ser descritas por medio
de un diagrama que consista de un conjunto de puntos, y lineas que unan cier-
tos pares de ellos. Por ejemplo, los puntos pueden representar personas, con
lineas uniendo a los pares de amigos; o pueden ser centros de comunicacién
con lineas representando los enlaces de comunicacién. En tales diagramas lo
principal a tomar en cuenta es cuando dos puntos estdn unidos por una linea
y cuando no, siendo irrelevante la manera en que la linea los une. La inter-
pretacion de las situaciones de este tipo di6é origen a la nocién de grdfica. Del
estudio de las graficas se ocupa la Teorfa de Graficas como una rama de las
Mateméticas Discretas.

IX



X PREFACIO

La Teoria de Gréficas es un drea importante de la Combinatoria, y durante
las dltimas décadas se ha constituido, ademds, como un drea significativa den-
tro de las Matemdticas en general. Se encuentra relacionada con muchas otras
ramas, incluyendo la Teoria de Grupos, el Algebra de Matrices, el Anélisis
Numérico, la Probabilidad y la Topologia. Adicionalmente a su crecimien-
to en importancia e interés como tema matemadtico, la Teoria de Gréficas
tiene aplicaciones en muchos diversos campos, tales como las Ciencias de la
Computacién, la Quimica, la Sociologia y la Lingiiistica.

El hecho es que la Teoria de Gréficas sirve de modelo matematico para
cualquier sistema que involucre una relacién binaria. Y es en parte debido
a su representacién esquemadtica que las grificas tienen un atractivo estético
e intuitivo. No deben subestimarse los alcances del estudio de las graficas,
aunque haya muchos resultados en este campo con una naturaleza elemental,
hay también una gran abundancia de problemas con suficiente delicadeza
combinatoria como para retar al més experimentado matematico.

Hay ocasiones en las que la definicién de gréfica descrita al principio no es
suficiente para determinados propdsitos, y este hecho ha llevado a desarrollar
nuevos topicos. Cuando las caracteristicas de las graficas no son suficientes
para satisfacer los requerimientos, se tiene la opcién de las gréficas dirigidas,
las cuales introducen la nocién de direccién. Al enfrentarse con problemas
de transito, por ejemplo, es necesario conocer cudles caminos en la red vial
son de un sélo sentido y en qué direccién debe ir el trifico. Claramente, una
grafica de la red vial no es muy 1itil en tal situacién, lo que se necesita es una
grafica en la que cada arista tenga una determinada direccién, una gréifica
dirigida o digrdfica. Otra de las aplicaciones —y de las mds importantes— de
las digréficas es en la Teorfa de Redes.

Tal como sucede con las gréficas, las digraficas tienen una representacion
pictorica simple. Una digréfica es representada mediante un diagrama similar
al de una gréafica pero con flechas en lugar de lineas. Cada concepto que
es valido para las gréficas puede extenderse también para las digréficas; de
hecho, a cada digrafica suele asocidrsele una grafica, con los mismos vértices
pero con una arista en lugar de flecha.

Mi incursién en el estudio de las gréficas se debié a la inspiradora cdtedra
sobre el tema impartida por el gran matemético mexicano Victor Neumann
Lara (1933-2004), un hombre carismdtico y afable cuyo talento le mereci6
el reconocimiento mundial por sus aportaciones matemdticas. Merced a su
mente visionaria, Victor fue fundador en México de la rama de la Teorfa de
Griéficas, previendo la importancia que este campo adquiriria con el paso del



PREFACIO X1

tiempo. Y es en buena medida gracias a su labor investigadora y docente
que la combinatoria devino en una especialidad con crecimiento acelerado y
dindmico. Ademds, Victor siempre se caracterizé como innovador incansable
y gran promotor, fue fundador del Coloquio de Teoria de las Grificas, Com-
binatoria y sus Aplicaciones que se efectia cada ano en distintas sedes del
interior de la repiblica.

El presente trabajo lo comencé a desarrollar bajo la direccién de Victor,
quien en 1982 introdujo el concepto de nimero dicromdtico para digréficas
como una generalizacién muy natural del ampliamente estudiado nimero
cromdtico para graficas. Y aludiendo a esta trascendental aportacion —que
es aplicada en diversos campos de estudio como la Teoria de Nicleos y la
Teorfa de Torneos— esta tesis versa sobre una clase particular de digréficas
llamadas torneos circulantes y su relacién con el citado nimero dicromético,
basdndose en diversos articulos desarrollados por Victor entre los anos de
1982 y 2000.

Hacia el anio de 1999, Victor desarrollé un método para construir fami-
lias infinitas de torneos circulantes no isomorfos con un arbitrario nimero
dicromédtico mayor que tres, exceptuando el valor siete, y que ademds cum-
plieran una propiedad llamada criticidad en vértices. De la singularidad e-
xistente para el nimero siete, surgié la idea de tocar este tema en la tesis y
avanzar un poco en la construcciéon de la familia evasora mediante técnicas
nuevas.

La parte culminante de esta obra la realicé bajo la direccién de una desta-
cada alumna de Victor, la Dra. Mika Olsen, quien actualmente trabaja en
encontrar la familia faltante.



Introduccion

“Desocupado lector, sin juramento me podréds creer que quisiera que este libro,
como hijo del entendimiento, fuera el méds hermoso, el més gallardo y més discreto
que pudiera imaginarse. Pero no he podido yo contravenir a la orden de naturaleza;
que en ella cada cosa engendra su semejante.”

MiGUEL DE CERVANTES, Don Quijote de la Mancha

En la presente tesis se manejan los objetos matematicos conocidos como
digrificas y sus propiedades. Se muestran técnicas que permiten construir
familias infinitas de digraficas con ciertas caracteristicas relacionadas a un
nimero entero r > 3, asf como el marco tedrico de las mismas.

Un concepto que se puede definir para las digraficas es el de nimero
dicromdtico, el cual es un entero positivo asociado a cada digrifica de forma
tnica como se explica en el Capitulo 0. Este capitulo preliminar se ha incluido
para quienes no estén familiarizados con la Teoria de Grdficas o algunos otros
conceptos utilizados en esta tesis. Si se estd familiarizado con el tema puede
omitirse este capitulo y avanzar directamente al Capitulo 1 en el que aparecen
los primeros resulados importantes.

La primera parte del texto arroja algunos resultados fundamentales sobre
un tipo de digréfica llamada Torneo Circulante.

Si una digrafica tiene nimero dicromético r, es denominada r-dicromatica.
Dentro de la clase de las digraficas existe un subconjunto de ellas llamadas
Torneos, y entre los torneos existen los denominados Torneos Circulantes, tal
como se explica en el Capitulo 1, en donde también se define lo que es un
torneo r-dicromético critico. Al final del capitulo se exhibe una familia de
torneos 3-dicromaéticos criticos no isomorfos dos a dos.

Utilizando estos términos, el objetivo de esta tesis es mostrar como se
pueden construir familias infinitas de torneos circulantes r-dicromaticos criti-
cos, no isomorfos dos a dos, para cualquier nimero natural » mayor que 3 y
distinto de 7.

XIII
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En el Capitulo 2 se presenta el tinico torneo 4-dicromético de orden 11,
llamado ST}, y se muestra que es la inica gréfica orientada 4-dicromaética
de orden a lo mas 11. Adicionalmente, se muestra cémo construir una familia
infinita de torneos circulantes 4-dicrométicos criticos, no isomorfos dos a dos
(la familia {D,,,}), y se concluye la primera parte de esta tesis.

En la segunda parte se exhibe una operaciéon entre digréficas llamada
Suma de Zykov, asi como el concepto de Hipergrifica. Con la ayuda estos
elementos se alcanza el objetivo planteado.

Primeramente, en el Capitulo 3 se expone el concepto de Hipergréfica y
se define lo que es el nimero de cubrimiento para una hipergrafica y una
funcién de peso sobre sus vértices. También se muestran algunos resultados
importantes en torno al citado niimero de cubrimiento. Mas adelante, se in-
troduce una operacioén entre digraficas llamada Suma de Zykov y se muestra
el comportamiento del nimero dicromético bajo esta operacion. Posterior-
mente, se exhibe la relacion estrecha que hay entre el niimero de cubrimiento
de una hipergrifica y el nimero dicromético de las sumas de Zykov.

En el Capitulo 4 se muestra la construccién de familias de torneos cir-
culantes r-dicrométicos criticos, no isomorfos dos a dos, para toda r > 3
distinta de 7.

Como colofén a este trabajo, en el Apéndice A se muestran dos aplica-
ciones de los resultados expuestos a lo largo de la tesis.



Capitulo 0

Preliminares

Los torneos son un caso particular de las digraficas, las cuales heredan la
mayoria de sus propiedades directamente de las graficas de manera natural.
En este capitulo se incluyen los aspectos de las gréficas y digraficas que serdn
de utilidad para introducir diversos conceptos de torneos. Como predmbulo
se presentan algunos conceptos y resultados preliminares para los lectores
que no estén familiarizados con ellos.

0.1. A priori
Primeramente, algunos conceptos generales que hay que tener presentes.
Definicién 0.1.1 N denota al conjunto de los nimeros naturales {1,2,3,...}.

Definicién 0.1.2 Para todan € N se denota al conjunto de los nimeros en-
teros mddulo n, {0,1,2,...,n— 1}, como Z,, y se dice que I, = {1,2,...,n}
es el intervalo de longitud n.

Notacién 0.1.3 La expresion a = bmodn, donde a,b € Z yn € N, significa
que a y b dejan el mismo residuo al dividirlos por n, o equivalentemente, que
a — b es un maltiplo de n.

Definicién 0.1.4 Sean a y n enteros primos relativos. Se dice que a es un
residuo cuadrético mddulo n si existe un entero = tal que x*> = amodn.

Definicién 0.1.5 Para toda funcion f : X — Y se denota a la imagen de
feomolm(f)={yeY :y=f(x) para alguna z € X}.

1
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Algunos conceptos del Algebra que es importante conocer se exponen a
continuacion.

Definicién 0.1.6 Un grupo (G, ) es un conjunto G cerrado bajo una ope-
racion binaria * que satisface:

1. La operacion binaria * es asociativa.

2. Ezxiste un elemento e en G tal que e xa = a *x e = a para toda a € G.
Este elemento e es denominado identidad para x en G.

3. Para cada a € G, existe un elemento a' en G con la propiedad de que
a xa =axa =e. El elemento a es un inverso de a con respecto a la
operacion x.

Observacién 0.1.1 FEl conjunto Z,, junto con la operacion +,, (suma mddulo
n) forma un grupo.

Definicién 0.1.7 Si X es un conjunto y G es un grupo, entonces X es un
G-conjunto si existe una funcién o : G x X — X, llamada una accién® y

denotada como « : (g,x) — gz, tal que:

1. ex = x para toda v € X

2. g (hx) = (gh) x para cualesquiera g,h € G y x € X

Definicién 0.1.8 Si X es un G-conjunto y x € X, entonces la G-6rbita® de
X es
O()={gr:9eG}CX

Definicién 0.1.9 Un G-conjunto X es transitivo siempre que tenga una
sola orbita, es decir, si para cualesquiera x,y € X existe g € G tal que

Definicién 0.1.10 Una permutacién de un conjunto dado A es una funcion
biyectiva 0 : A — A.

1Si X es un G-grupo se dice que G actiia sobre X.
2Suele decirse simplemente érbita en lugar de G-6rbita cuando no hay riesgo de am-
bigiiedad.
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Observacion 0.1.2 Cuando el conjunto A es finito, una permutacion de A
es una funcion uno a uno de A en A.

Los conceptos de grupo y permutacién se relacionan mediante el siguiente
teorema.

Teorema 0.1.11 Sea A un conjunto no vacio, y sea Sy, la coleccion de todas
las permutaciones de A. Entonces S es un grupo bajo la composicion de
permutaciones.

0.2. Nociones de graficas

Una grifica es un par de conjuntos finitos G = {V, A}, donde V # &
y A C V2 es un conjunto de parejas de elementos de V. A los elementos
de los conjuntos V' y A se les denomina los vértices y las aristas de G,
respectivamente. Cuando no estd claramente especificada la grafica a la que
pertenecen los conjuntos de vértices y aristas de una gréfica, se hace referencia
a ellos como V (G) y A(G) donde G = {V, A}. Una arista e = {u,v} € A(G)
suele ser denotada simplemente como uwv, y se dice que e une a los vértices u
y v, en este caso los vértices u y v son los extremos de la arista uv.

A pesar de ser un objeto abstracto, una manera natural de esquematizar
una grafica es representar con sendos puntos a los vértices, y unir con lineas
pares de puntos cuando los vértices correspondientes sean adyacentes en la
grafica. De ahf la importancia de la nocién de incidencia en la definicién de
una gréfica. Un vértice v incide en una arista e; siempre que v sea uno de los
extremos de e, asi mismo, una arista ey incide en un vértice u siempre que u
sea un extremo de e;. Un ejemplo de gréafica se puede observar en la Figura
1, la cual es conocida como la Grifica de Petersen®.

El tamano de una grafica GG es el nimero de aristas que contiene y se
denota como ¢ = |A(G)|. Asi mismo, p = |V (G)| es el orden de G, el
ndmero de vértices que contiene la grafica. De esta forma, una (p, q)-grifica
es una grafica con orden p y tamano ¢. Una grifica G se dice que es una
grifica completa si para cada u,v € V (G) se tiene que uv € A(G), una
gréfica completa de orden p se denota como K. En el caso de la gréfica de
Petersen, ésta tiene tamafio 15 y orden 10, por lo que es una (10, 15)-gréfica.

3Esta gréfica a adquirido importancia por la frecuencia con que resulta ser un contrae-
jemplo para importantes conjeturas.
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Figura 1: La grafica de Petersen.

Dada una gréafica GG, una subgrifica H de G es una grafica para la cual
V(H) CV(G)y A(H) C A(G). Si V(H) = V (G) se dice que H es una

subgrdfica generadora de G.

Definicién 0.2.1 Una subgrdifica H de G se denomina subgrafica maximal
si A(H)={uw e A(G) :u,v e V(H)}

Para cualquier conjunto S de vértices de G, la subgrifica inducida G [S)|
es la subgrafica maximal de G cuyo conjunto de vértices es S.
En una grifica G, para cualesquiera dos vértices u,v € V (G) se dice que
u es adyacente a v si uv € A (G). La vecindad de un vértice v en una grafica
G es el conjunto
N@w)={ueV(G):uw e A(G)}

que consta de todos los vértices u que son adyacentes a v. Siv € V (G) y
N (v) = @ se dice que v es un vértice aislado de G. El conjunto

Nv] = N (v) U{v}

es la vecindad cerrada de v.
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El grado de un vértice v de G, denotado por d(v), es el nimero de vértices
adyacentes a v, es decir, d(v) = |N(v)|. Al minimo de los grados de los vértices
de la gréfica se le denota como § (G) y se dice que es el grado minimo de
G; andlogamente, al maximo de los grados de los vértices de la gréfica se
le denota como A (G) y se dice que es el grado mdzximo de G. Si en una
grafica G, se tiene que § (G) = A (G) = r, entonces todos los vértices tienen
el mismo grado r y se dice que la gréfica es reqular de grado r o bien, que es
r-reqular.

Un camino de una gréfica G es una sucesion alternada de vértices y aristas

Vo, L1,V1y--+,Un—1,Tn, Un

que comienza y termina con vértices, y en la cual cada arista x; es de la forma
v;_1v; para toda i = 1,2,...,n, es decir, cada arista incide en el vértice que
le precede y el que le sigue en la sucesién. Este camino une a los vértices
U, V Upn, por lo que se le denomina como un vgv,-camino y puede también
escribirse de la forma

Vo, V1,V2,...,Upn

al estar las aristas contextualmente implicitas. La longitud del camino es el
numero de aristas en la sucesion, es decir, el camino tiene longitud n. Si los
extremos del camino son distintos se dice que el camino es abierto, en el
caso contrario, si los extremos coinciden (vy = v,) se dice que el camino es
cerrado®. Si todas las aristas de un camino son distintas, se dice que es un
paseo, y si todos sus vértices —y por ende también sus aristas— son distintos
se dice que es una trayectoria. Un paseo cerrado se dice que es un recorrido.
Un ciclo es una trayectoria cerrada en donde n > 3. Se denota como C,, a la
grifica que consiste de un ciclo con n vértices y como P, a la trayectoria con
n vértices. La gréfica (5 se llama también un tridngulo.

Una gréfica es conexa si cada par de puntos estdn unidos por una trayec-
toria. Una subgréifica conexa maximal de una gréafica G es llamada una com-
ponente conexa o simplemente una componente de G. Obsérvese que una
grifica conexa tiene exactamente una componente, mientras que una grafica
disconexa tiene al menos dos componentes.

Si G; y Gs son dos gréficas, se define la grafica unién G; U G5 como

V(G1UGs) = V(G UV (Gy)
A(GIUG,) = A(Gy)UA(Gy)

4En ocasiones, a un camino cerrado se le llama. circuito.
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Si U es un conjunto de vértices de G, se define la grafica resta G — U
como

V(G-U) = V(G)\U
AG-U) = {uw € A(GQ) : {u,v}NU = @}

la gréfica resultante de eliminar los vértices de U y las aristas que inciden en
ellos en G.

Si un conjunto V' de vértices de G es tal que uv ¢ A (G) para cualesquiera
u,v € V, es decir, si V' no contiene vértices adyacentes, se dice que V' es un
conjunto independiente.

Una coloracién de una grafica es una asignacién de colores a sus vértices’;
una coloracion propia es aquella donde los colores se asignan de tal manera
que dos vértices adyacentes no tengan el mismo color. Obsérvese que el con-
junto de todos los vértices con un mismo color es un conjunto independiente.
Se le llama clase cromdtica. Una n-coloracion de una gréfica G es aquella
que utiliza n colores. Nétese que una n-coloracién parte a V' en n clases
cromdticas. El nimero cromdtico x (G) de una gréfica G se define como la
minima n para la cual G tiene una n-coloracién propia. Luego, G es llama-
da r-cromdtica si x (G) = r, y es llamada r-cromdtica critica si x (G) = r
pero x (G —{u}) < r para todo u € V (G). Similarmente, G es llamada
r-cromdtica critica en aristas si x (G) = r pero x (G — {e}) < r para toda
e € A(Q).

Existen casos especiales de graficas. De acuerdo con la definicién, entre
dos vértices sélo puede haber una arista, sin embargo, para la resolucién de
ciertos problemas puede ser conveniente permitir que haya dos o més aristas
entre algunos pares de vértices. A tales aristas se les conoce como aristas
maltiples. Cuando una grafica G' contiene aristas muiltiples se dice que es una
multigrdfica. En una gréfica tampoco estdn permitidas aristas cuyos extremos
sean un mismo vértice, aunque para ciertos problemas también puede ser
conveniente permitirlo, a tales aristas se les conoce como lazos; cuando una
grifica o multigrafica GG contiene lazos se dice que es una pseudogrifica. En
las gréaficas las aristas son subconjuntos de dos vértices, una hipergrifica es
una grafica cuyas aristas pueden también ser subconjuntos de tres o mas
vértices; a tales aristas se les conoce como hiperaristas. Finalmente, cuando
se permite que el conjunto V' sea infinito se dice que la grifica G es infinita.

A cada vértice se le asigna sélo un color.
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Dos gréficas G y H son isomorfas si existe una correspondencia uno a
uno entre sus conjuntos de vértices que preserve adyacencias, es decir, si
existe una biyeccién ¢ : V (G) — V (H) tal que wv € A(G) si y solo si
¢ (u)p(v) € A(H) para cualesquiera u,v € V (G); esta relacién entre las
graficas G y H se denota como G = H, o en ocasiones como G = H, cuando
no haya necesidad de distinguirlas. A tal correspondencia se le denomina un
isomorfismo.

Un mapeo ¢ : V (G) — V (G’) se dice que es un morfismo de grificas si
¢ (u) ¢ (v) € A(G") siempre que uv € A (G) para cualesquiera u,v € V (G).

Notacién 0.2.2 Un morfismo de grificas se denota como ¢ : G — G'.

Un morfismo de gréaficas se llama monomorfismo si ¢ es inyectivo, se
llama epimorfismo si ¢ es suprayectivo y se llama isomorfismo si ¢ es biyec-
tivo; es denominado endomorfismo si es un morfismo de G en GG misma y se
llama automorfismo a todo isomorfismo que a su vez es un endomorfismo.
Obsérvese que un automorfismo de una grifica G' es una permutacién de
V (G) que mapea las aristas en aristas y vértices no adyacentes en vértices
no adyacentes. Claramente el morfismo identidad es un automorfismo, que
se denota id, ademés, si o es un automorfismo entonces ¢~! también es un
automorfismo, y si 7 es otro automorfismo entonces la composicién o7 es a
su vez un automorfismo. Asi el conjunto de todos los automorfismos de una
grifica G forma el grupo de automorfismos de G y se denota como Aut (G).

0.3. Introduccién a las digraficas

Como se mencioné en el prefacio, una digrafica es una grafica a cuyas aris-
tas se les ha asociado una orientacién, a las aristas orientadas se les denomina
flechas. Sea D una digréfica, V (D) y F' (D) denotaran respectivamente a los
conjuntos de vértices y flechas de D; dados u,v € V (D) a la flecha que va de
u a v se le denota como (u, v) o simplemente %?. Las propiedades de orden p,
tamano ¢ y nimero cromdtico x de las gréficas —entre otras— son heredadas
por las digraficas.

Se dice que una digréfica D es simétrica, si siempre que la flecha w0
pertenece a F (D) entonces la flecha 1 también pertenece a F' (D); y se dice
que es asimétrica si siempre que ut € F (D) se tiene que vt ¢ F (D).

Definicién 0.3.1 Un conjunto de flechas se dice que es independiente si
éstas son disjuntas dos a dos.
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Figura 2: Digréafica D y su grifica subyacente G 22 K.

Definicién 0.3.2 Si u,v € V(D) y ut, vt € F (D), a la pareja de flechas
— _ . . , .
uv y vu se le denomina par simétrico de flechas.

Entre el conjunto de las digraficas simétricas y el de las grificas existe
una correspondencia uno a uno muy natural, dada una grafica GG, se denota
como G* a la digréfica simétrica obtenida reemplazando cada arista uv de G

Y — — ., T .-,
por un par simétrico de flechas uv y vu. A las digraficas asimétricas también
se les conoce como grificas orientadas, y se pueden obtener a partir de una
grifica orientando cada una de sus aristas.

Observacién 0.3.1 Una diferencia importante entre grificas y digrificas es
que, mientras que en la definicion de una grifica G, entre dos vértices dis-
tintos sdlo puede haber una arista que los una, en una digrifica D puede
haber dos flechas que unan dos vértices distintos, siempre y cuando tengan
direcciones opuestas.

Como en el caso de las gréficas, distintas necesidades particulares dan
pie a la existencia de varios tipos especiales de digrificas. Si méds de una
flecha en la misma direccion es permitida entre dos vértices distintos, se dice
que se tiene una multidigrifica, al conjunto de dos o méas uwv-flechas se les
llama flechas paralelas. Una digrafica en la que se permiten lazos (dirigidos)
se denomina una pseudodigrifica.

Definicién 0.3.3 La gréfica subyacente de una digrifica D es la grifica G
obtenida a partir de D reemplazando todas sus flechas w0 6 vt por la arista
wv (Figura 2).
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Al igual que en las gréficas, dos vértices u y v de D se dice que son
adyacentes si existe una flecha en D que los une; adicionalmente, si a0 es la
flecha que los une, se dice que u es adyacente hacia v, y que v es adyacente
desde u.

Si D es una digrafica y v € V (D), se define

Nt (v)={weV(D):vw € F(D)}

es decir, Nt (v) es el conjunto de los vértices adyacentes desde v, y se le
conoce como la exvecindad de v. A los elementos de N (v) se les conoce co-
mo los exvecinos de v, y d* (v) = |[NT (v)| se llama el exgrado de v. Anédloga-
mente, se define

N~ (v) ={we V(D) :wi € F(D)}

el conjunto de los vértices adyacentes hacia v, denominado la invecindad de
v,y d (v) =[N~ (v)] es el ingrado de v. Si todos los vértices de D tienen
ingrado y exgrado r, se dice que D es una digréfica regular de grado r 6
r-regular.

De manera andloga a las graficas, los conjuntos

Nt [v] = Nt (v)U{v}
N~ [v] = N~ (v) U{v}

representan, respectivamente, a la exvecindad cerrada e invecindad cerrada
de v.

Un vértice no aislado v € V (D) es una fuente si N~ (v) = &, y es un
pozo si N (v) = @.

Dada una digrifica D, se define a la digrdfica opuesta DP de D como
aquella que se obtiene a partir de D invirtiendo cada una de sus flechas. De
esta forma, si en D el vértice v es adyacente hacia u, en D el vértice v es
adyacente desde u, y toda vu-arista en D se transforma en una uv-arista en
Dep.

Afinando las definiciones originales para gréficas, un camino dirigido en
una digrafica es una sucesion alternante de vértices y flechas de la forma

Vo, L1,V1y-++,Un—-1,Tn, Un
—_— . . e .
en donde z; es la flecha v;_jv; para todai = 1,2,...,n. Un camino (dirigido)

cerrado es aquel en el que sus extremos coinciden®.

5En ocasiones, a un camino dirigido cerrado se le llama, circuito dirigido.
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Definicién 0.3.4 Se dice que un camino es generador si contiene a todos
los vértices de la digrifica.

Una trayectoria dirigida es un camino en el cual todos los vértices son
distintos; un ciclo dirigido es un camino cerrado con togos los vértices dis-
tintos excepto el primero y el tltimo. Se denota como C',, a la gréfica que
consiste de un ciclo con n vértices” y como ]_3>n a la trayectoria con n vértices.
Un paseo dirigido es un camino que no repite aristas, y un recorrido dirigido
es un paseo cerrado.

A diferencia del caso de las gréficas, existen varios tipos distintos de
conexidad para las digréficas. Entonces, para distinguirlos es necesaro incluir
un término que se aplica sélo a la Teorfa de Digraficas.

Definicién 0.3.5 Un semicamino en una digrifica D es una sucesion alter-
nante

Vo, X1,V1,.-+,Unp—-1,Tp, Up
2 . —_— —_— 3
de vértices y flechas en la que x; = v;_1v; 0 T; = V;v;_1, parai=1,2,...,n.

Observacion 0.3.2 Los mismos conceptos para caminos dirigidos se aplican
a los semicaminos para asi obtener semitrayectorias, semipaseos, semiciclos
y semirecorridos.

Ejemplo. En la Figura 3 se puede observar que la sucesion ug, u, ug €s un

upug-camino de la digrafica pues cada flecha se recorre en concordancia con

su orientacién. Sin embargo, la sucesion ug, us, us €s un ugus-semicamino ya
_ Dy .

que la flecha wsuz se recorre en sentido inverso.

Una digréfica D es conexa® si para cada par de vértices u, v, D contiene
una uv-semitrayectoria (por supuesto, si D contiene una uv-semitrayectoria,
entonces D contiene una vu-semitrayectoria). Equivalentemente, D es conexa
si su gréfica subyacente es conexa. Una digréfica D es unilateral si para cada
par de vértices u, v, D contiene una uwv-trayectoria 6 una vu-trayectoria.

Definicién 0.3.6 Una digrifica D es fuertemente conexa® si para cada par
de vértices u,v, D contiene una uv-trayectoria y una vu-trayectoria.

"La gréfica 63 es llamada también un tridngulo dirigido.
8También suele llamarse debilmente coneza.
9También suele decirse que D es fuerte.
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u,

u,

Figura 3: Ejemplo de un camino dirigido ug, %1, us y un semicamino ug, ug, Us.

Una digrafica D es aciclica si no tiene ciclos dirigidos. La subdigréfica de
D inducida por un subconjunto S de V' (D) se denotard como D [S]; se dice
que S es aciclico siy solo si D [S] es aciclica.

Definicién 0.3.7 La cardi@lidad mdazrima de un conjunto aciclico de vér-
tices de D se denota como [ (D).

Ejemplo. En la Figura 4 se observan algunos de los conceptos mencionados.
Ahi D es una (5, 7)-digréfica con

V(‘D) = {u07u17u27u3au4}

F(D) = {uouq,ugus, ugus, ujus, ualy, uglo, Uati }

y dada su estructura se tiene que ﬁ (D) = 4 pues {ug,us, ug,us} es un
conjunto aciclico, y si se toman los cinco vértices de la digrafica éstos inducen
un ciclo.

Por otro lado, el conjunto S = {ug,us,us} C V (D) es aciclico pues la
subdigrafica inducida D [S], que se aprecia en la parte superior de la figura,
es aciclica.
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Uy u,

Figura 4: Ejemplo de una digrafica D, uno de sus subconjuntos aciclicos {ug, u1,us} y su
digrafica opuesta D°P.

En el lado derecho de la figura se puede observar el aspecto de D°P, y han
quedado definidos los subconjuntos de vértices

N* (ug) = {ur,us} N7 (ug) = {us}
N*t (uy) = {ug,uzs} N~ (u1) = {ug, us}
N7 (ug) = {us} N7~ (ug) = {uo, u1 }
N (uz) = {uo} N~ (uz) = {w}
NT (ug) = {wa } N7~ (ug) = {ua}

que representan a las exvecindades e invecindades de cada vértice de D.

0.3.1. Digréficas circulantes

A las digréficas cuyas flechas estdn distribuidas en forma ciclica se les
denomina digréficas circulantes (Figura 5). Entre las caracteristicas de estas
digréficas estd el hecho de que son regulares y que todas las propiedades
inherentes a cualquiera de sus vértices son también vélidas para todos los
demds sin excepcion.
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0

4 3

Figura 5: Digréfica circulante 5)7 (1,3).

Por la simetria que poseen las digraficas circulantes, puede describirseles
de forma sencilla y en su estudio es posible hacer anédlisis que serfan muy
complicados en una digrédfica donde cada vértice tuviera caracteristicas par-
ticulares e independientes de los demds vértices, de ahi que estas digréficas
ofrezcan un vasto campo de exploracion.

Definicién 0.3.8 Para cualquier subconjunto no vacio J de Z, \ {0}, la
ﬁ
digrafica circulante C',, (J) estd definida como

v <8n (J)) - 7
F(ﬁn(J)) - {z'_j’:z',jezn yj—ieJ}
— —
y se observa que C, (1) es el ciclo dirigido C',,.

Asi, los ciclos dirigidos resultan ser un caso particular de las digraficas
circulantes.

Definicién 0.3.9 En un ciclo dirigido Hn, para cualesquiera i,j € V <8n)

la expresion A;; denotard la ij-trayectoria dirigida en C',,.
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Toda funcién ¢, : ZﬂL (J) — 6:1 (J) dada por ¢, (i) = i + k para alguna
k € N describe un automorfismo de la digréfica circulante. Entonces para to-

da pareja u,v € V (6’)71 (J)) existe un automorfismo ¢ tal que ¢ (u) = v. De
esta forma se tiene que V' <6’>n (J )) es un Aut (5)” (J ))—conjunto transitivo,

es decir, que bajo la accién de Aut (5} (J)) cualesquiera u,v € V. (5’n (J))

estdn en la misma Orbita. A esta propiedad se le denomina transitividad en
vértices.

Observacion 0.3.3 El hecho de que toda digrifica circulante sea transitiva
en vértices es de gran ayuda pues permite generalizar cualquier propiedad de
un vértice v a todos los demdas de forma automdtica.

0.3.2. Numero dicromatico

Al igual que en las gréficas, una coloracién propia de los vértices de una
digrafica D es una asignacién de colores de tal forma que vértices adyacentes
no tengan el mismo color, y se define para D el nimero cromdtico y (D).
Empero, la caracteristica de la orientacion en las digréficas ofrece la posibi-
lidad de definir nuevos tipos de coloraciones que se relacionen mejor con su
estructura.

Definicién 0.3.10 Una coloracion de V (D) es aciclica si todas las clases
cromdticas son aciclicas.

Observacién 0.3.4 Ndtese que en una coloracion aciclica de V (D) no hay
ciclos dirigidos monocromdticos.

Tomando como base las coloraciones aciclicas, se define un nuevo concepto
para digraficas que extiende la nocién de nimero cromatico.

Definicién 0.3.11 El nimero dicromético de (D) de una digrifica D es el
menor numero de colores necesarios para colorear los vértices de D de tal
forma que cada clase cromdtica sea aciclica.

Definicién 0.3.12 Una digrdfica D es llamada r-dicromética si de (D) = r,
y es llamada r-dicromatica critica si dc (D) = r pero de (D — {u}) < r para
todo u € V (D). Similarmente, D es llamada r-dicromatica critica en flechas
si dc (D) =1 pero dc(D — {a}) < r para toda a € F (D).
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Definicién 0.3.13 Una coloracion aciclica de D que utiliza exactamente
dc (D) colores se llama una coloracién éptima.

El niimero dicromético es un invariante que mide, de alguna manera, la
complejidad de la estructura ciclica de las digraficas. Por ejemplo, se tiene
que dec(D) = 1 siy sélo si D es aciclica. Ademds, es evidente que siempre
dc (D°P) = de (D), pues los conjuntos aciclicos de una y otra digréfica son
exactamente los mismos.

Observaciéon 0.3.5 Sea G* la digrifica simétrica obtenida a partir de la
grifica G, entonces dc (G*) = x (G) puesto que toda coloracion aciclica de G
induce una coloracion aciclica en G* y viceversa.

De la Observacion 0.3.5 se sigue que el nimero dicromético generaliza al
ya conocido niimero cromético Y.

Ejemplo. En la Figura 4 pueden verse ilustrados algunos de los conceptos
que se acaban de definir. Ahi se tiene que dc(D) = 2, pues puede colo-
rearse a {ug, ug, ug,us} C V(D) con un color y a u3 € V(D) con otro,
obteniendo asi una coloracién aciclica con dos colores, mientras que colo-
rear los cinco vértices con el mismo color inducirfa el ciclo monocroma&tico
C' : uy,us, uq,ur. Por lo anterior D es 2-dicromética, pero no critica en vér-
tices, ya que dc (D — {up}) = 2 £ dc (D), al formar los vértices uy, us y uy
un ciclo. También se observa por qué dec (D) = de (D).

Noétese que en general no es facil determinar el niimero dicromdtico de una
digréfica. De hecho, estd comprobado que determinar el nimero dicromé&tico
para una digrafica arbitraria es un problema NP-Completo, lo cual significa
grosso modo que no exite un algoritmo eficiente para resolver el problema en
tiempo polinomial. De ahi la importancia de desarrollar la teoria en torno a
este invariante.
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Capitulo 1

Todos contra todos

Una de las situaciones que pueden modelarse perfectamente mediante las
digréficas es la de los resultados de un torneo round-robin', en el cual, un
conjunto dado de participantes o equipos compiten en alguna prueba en la
cual las reglas del juego no son importantes para hacer un esquema. Asi, los
competidores pueden ser representados por sendos vértices, y para cada par
de vértices se puede dibujar una flecha que vaya del ganador hacia el perdedor,
obteniendo de esta forma una digréfica asimétrica. Por la mecédnica del torneo,
la digrafica resultante debe tener como grifica subyacente (Definicién 0.3.3)
una grafica completa.

El andlisis anterior, da pie a la introduccién de un nuevo concepto para
clasificar a un tipo particular de digréficas denominadas “torneos”. En este
capftulo se analizan algunas de su propiedades generales y también se mue-
tran dos tipos especiales de torneos: los transitivos y los circulantes. Asi
mismo, se exhiben los cuatro torneos 3-dicrométicos de orden minimo y la
construccién de una familia infinita de torneos circulantes 3-dicromaéticos
criticos.

1.1. Torneos
Definicién 1.1.1 Un torneo T es una digrifica asimétrica tal que su grd-

fica subyacente es una grifica completa. Equivalentemente, T es una grifica
completa orientada.

1En este tipo de torneos, cada competidor enfrenta una vez a cada uno de sus adver-
sarios, resultando un ganador en cada encuentro.

19



20 1. Todos contra todos

Por su estructura, los torneos poseen propiedades importantes respecto
a las demds digraficas. Por ejemplo, nétese que si un torneo contiene una
fuente u ésta es tnica, ya que al ser todos los demds vértices sus exvecinos,
no puede haber otro con invecindad vacfa, y andlogamente, de contener un
pozo v éste serfa Unico, ya que al ser todos los demds vértices sus invecinos,
no podria haber otro con exvecindad vacia. Asi mismo, como el resto de las
digraficas, un torneo es regular si todos sus vértices tienen el mismo exgrado?
e ingrado. Pero es importante observar que todos los torneos regulares deben
tener, necesariamente, orden impar. Esto es porque tanto su exvecindad como
su invecindad tienen la misma cardinalidad.

Definicién 1.1.2 El dual de un torneo T es el torneo obtenido al invertir
todas las flechas de T'; asi mismo, se dice que T es autodual siempre que sea
isomorfo a su dual.

Notacién 1.1.3 Para todo torneo T, se denota como Aut (T) al grupo de
automorfismos de T

Cuando se quiere hacer referencia a un torneo de algin orden dado p,
sin que sea importante cudl es su estructura, se denota al torneo genérico
de orden p simplemente como 7,. A continuacién se muestra un resultado
importante que serd de utilidad mas adelante.

Teorema 1.1.4 Todo torneo tiene una trayectoria generadora.

Demostracién. La prueba es por induccién sobre el orden del torneo. Por
inspeccién (Figura 1.1), cada torneo con 2, 3 6 4 vértices tiene una trayecto-
ria generadora. Supéngase la afirmacién cierta para todos los torneos con n
vértices, y considérese el torneo T con |V (T)| = n+ 1. Sea vy € V (T). En-
tonces |T'— {vo}| = n, por lo que T"— {vy} tiene una trayectoria generadora
P : v1,vs,...,0,. Ademds, se tiene que vov; € F(T) 6 vy € F(T). Si
vov; € F (T), entonces P, : vy, vy, Vs, . .., v, €s una trayectoria generadora en
T. Sivyvg € F (T), sea v; el primer vértice de P tal que vov; € F (T), si tal v;
existe. Entonces v;,_1vg € F (T), por lo que Py : vy, V2, ..., Vi1, V0, Vi, - . ., Un
es una trayectoria generadora en 7. Si no existe el vértice v;, entonces se
tiene que Ps : vy, v9,...,V,, v €s una trayectoria generadora en 7'. [

2Usando la terminologfa de los torneos round-robin, en un torneo T suele llamarse
puntuacion al exgrado de un vértice v, es decir, la puntuacién de v en T es d; (v).
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A A
A A

Figura 1.1: Torneos pequenos.
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El nimero de torneos no isomorfos se incrementa marcadamente con el
orden. Por ejemplo, existe s6lo un torneo de orden 1 y uno de orden 2, hay
dos torneos de orden 3 y cuatro de orden 4 (Figura 1.1); existen doce de
orden 5, 56 de orden 6 y encima de 154 mil millones de orden 12.

1.1.1. Torneos transitivos

Existen torneos que, por la orientacién de sus flechas, poseen la propiedad
llamada transitividad, como se explica a continuacién. Este tipo de torneos
resultan particularmente ttiles para el estudio de las coloraciones aciclicas.

o o, . . . —
Definicién 1.1.5 Un torneo T se dice que es transitivo st cada vez que uv
— . . —
y vw son flechas de T se tiene que también uw es una flecha de T

En [4] se muestra que para cada entero positivo n, hay exactamente un
torneo transitivo de orden n.

Notacién 1.1.6 Al torneo transitivo de orden n se le denota como T'T,,.

La importancia de los torneos transitivos para colorear torneos aciclica-
mente radica en el siguiente resultado.

Teorema 1.1.7 Un torneo T es transitivo si y solo si T es aciclico.

Demostracion. Primero, sea T' = T'T,, para alguna n € N. Supéngase que T’
contiene algin ciclo C' : vy, vs, ..., v, v1 con k > 3 dado que T es asimétrico.
Como 0105 y U303 son flechas de T', entonces v70; también es una flecha de T
por ser un torneo transitivo. Similarmente, tenemos que viv4, V103, . . ., V1V
son flechas de 7. Sin embargo, esto contradice el hecho de que v,v; es una
flecha de T'. Por lo tanto, T es aciclico.

Ahora, sea T un torneo aciclico. Supéngase que uv y vw son flechas de T
Dado que T es aciclico, tenemos que wt ¢ F (T). Debido a esto, uw € F (T)
y por lo tanto, T es transitivo. [

Nétese que a partir de esta caracterizaciéon de los torneos transitivos se
deduce inmediatamente cudl es su nimero dicromético. En la Figura 1.2 se
observa el torneo transitivo de orden 4.

Corolario 1.1.8 Para todo torneo transitivo TT,, con n € N se tiene que
de(TT,) = 1.
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Figura 1.2: Torneo transitivo T7}.

Un problema interesante sobre los torneos transitivos es el de determinar
el mayor entero v(n) tal que todos los torneos de orden n contienen un
subtorneo inducido isomorfo a T'T,,). En [16] se muestran los valores que
toma v (n) para 4 < n < 27 (Cuadro 1.1) y se demuestra que todo torneo

de orden n con 28 < n < 31 contiene como subtorneo inducido al torneo
transitivo T'Tg.

v(n) | Intervalo
3 4<n<7
4 8§<n<13
5 14 <n <27
6 28<n <31

Cuadro 1.1: Valores de v (n) para 4 <n < 31.

1.1.2. Torneos circulantes

Existen torneos que a su vez son digréficas circulantes regulares, y al igual
que éstas, su enorme simetria facilita el estudio de sus propiedades, entre ellas
la de su nimero dicromadtico. La descripcion de tales torneos se hace a partir
de la definicién de digrafica circulante (Definicién 0.3.8).

Definicién 1.1.9 Para toda m € Z7*, la digrifica circulante 82m+1 (J) es
un torneo circulante siempre y cuando satisfaga que |{j,—j} N J| =1 para

todo j € (Zams1 \ {0}).
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Al ser los torneos circulantes graficas completas orientadas, en muchas
ocasiones se puede simplificar su notacién respecto a la de las digréficas
circulantes.

Notacién 1.1.10 Cuando una digrifica circulante 82m+1 (J) es un torneo,

se denota como 5)2m+1 (K), donde K ={(2m+1—k) € Zoy, : k € Jm < k}
es el subconjunto de los elementos de J cuyo valor es mayor que la mitad del
orden del torneo.

Observacién 1.1.1 Por su construccion, los torneos circulantes son graficas
completas orientadas requlares, y por ende, tienen orden impar.

La representacién por antonomasia de los torneos circulantes es colocar
sus vértices formando un poligono regular. En la Figura 1.3 se observa el tor-

ﬁ
neo circulante C'; (&), donde m = 3 y K = &. Bajo este esquema, adquiere
sentido la nocién de amplitud de una flecha.

Definicién 1.1.11 Al nimero (j — i) mod p se le llama la amplitud de la
_>
flecha iy en un torneo circulante de orden p.

En la Figura 1.3 se observa que las amplitudes de las flechas del torneo
circulante 5)7 (@) son 1,2y 3.

Dentro de la clase de los torneos circulantes se encuentran los denomina-
dos torneos de Paley. Tales torneos estdn basados en la estructura ciclica de
los grupos de residuos cuadraticos.

Definicién 1.1.12 Un torneo T se denomina torneo de Paley si
V(T) = {0,1,...,p—1}
F(T) = {E) :J — 1 es un residuo cuadrdtico moédulo p}

para algin primo p = 3mod 4.

1.2. Torneos 3-dicromaticos de orden minimo

Sélo existen cuatro torneos 3-dicrométicos de orden 7 salvo isomorfismo,
denominados ST, W, Wy v W;. Ademds, 7 es el orden minimo para un
torneo 3-dicromético. Ambas afirmaciones se demuestran a continuacién. A
partir de este punto, si no hay riesgo de ambigiiedad se denotard a la flecha
uh simplemente como uw.
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0

4 3

Figura 1.3: Torneo circulante 67 (D).

1.2.1. El torneo S7%

Por [6,15] se sabe que existe un tinico torneo de orden 7 salvo isomorfismo,
denominado S7%, que no contiene un subtorneo aciclico de orden 4, y que
existe un unico torneo de orden 6 salvo isomorfismo, llamado STy, que no
contiene un torneo 7T, como subdigrafica inducida. Ademés

STy = Cq(3)
STy = STy — {0}

como se observa en la Figura 1.4. Por la transitividad en vértices de los
torneos circulantes, en su condicién de digréficas circulantes, se tiene que al
restar a STy cualquiera de sus vértices se obtiene el torneo STj.

Se observa que dc (ST7) = 3y de (STg) = 2, dado que {{1,2,3},{4,5,6}}
es una particién aciclica de V' (STg). En general, dc (T5) < 2 para todo torneo
de orden 6 y por lo tanto el minimo orden de un torneo 3-dicromético es 7.
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Figura 1.4: El torneo especial STy = Cr (3). Al torneo ST7 — {0} se le denomina STg.

1.2.2. Los torneos W, W, y W,

Ahora, se define el torneo W (Figura 1.5) como

V(W) = {wg,wl,wQ,w3,w1,w§r, }

FW) = {ww; 1<1j<3}u{w0w~ i=1,2,3}
U{w;we:j=1,23}U{wwf,:i=123}
U{wjwy,,:j=1,2,3}

donde la suma se toma mddulo 3.

Si f: V(W) — {0,1} es una 2-coloracién de W en la cual ninguno
{wy,wy,wy } ni {w],wy,wi} son monocromaticos, existen dos vértices w;"
y w; tales que f (wj) = f (w;) = f(wo) y C : wy,wo, w;" es un trisngulo
ciclico monocromético. Por lo tanto, dc (W) = 3. Obsérvese que dy, (wp) = 3,
dyy (wi") =4, djf, (w;) =2 para i, j € {1,2,3}. Se definen ahora

_ — ot on=ant an—ant T e T
Wo = W+ {wiw, wywy,wywi} — {wfw, wiwy, wiw; }

W, = W+{w2w2,w3w3} {wsz,w?,wg}

como se observa en las Figuras 1.6 y 1.7. Luego, Wi = Wy +wjw; —wjwy .
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Figura 1.7: Torneo Wj.

Para probar que dc (W) = de (W7) = 3, se define el torneo
W/ =W - {wfwl’,w;wg’, wgrw??}

y se tiene que Wy, W7 O W',

Considérese cualquier 2-coloracién f: V (W') — {0,1} de W', en la cual
ninguno de los conjuntos {wl_ , Wy , Wy } y {wf, wy, wy } son monocromati-
cos. Puede suponerse que f (W) = 0. Obsérvese que si hay dos vértices w;" y
w; con i # j de color 0, C': w; ", wo, w;" es un tridngulo ciclico monocrométi-
co. Por lo tanto, existe un indice 7 tal que w;, w;f son de color 1 para todo
J # i. Pero estos cuatro vértices contienen un tridgngulo ciclico (monocrométi-

co) en Wy — wy wi € Wy, Wy. De ahf se sigue que
dc(Wy) = de(Wy) =3

Nétese que Wy es un torneo regular y que dyj, (wi) =4, d, (wy) =2y
d?vl (2) = 3 para z # w; ,w; . Finalmente, nétese que W, Wy y W, contienen
subtorneos isomorfos a T7}.

Observando en las correspondientes sucesiones de exgrados (Cuadro 1.2) y
recordando que W, contiene un subtorneo isomorfo a T'T}, se puede establecer
el siguiente teorema.
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Torneo | d¥ (wo) [ d¥ (w]) [ dF (w3) [ d" (w3) [ d" (wy) [ d" (wy) [ d¥ (w3)
W 3 4 4 4 2 2 2
Wo 3 3 3 3 3 3 3
Wi 3 4 3 3 2 3 3

Cuadro 1.2: Sucesiones de exgrados de los torneos W, Wy y Wj.

Teorema 1.2.1 ST, W, Wy y Wy son torneos 3-dicromdticos mutuamente
no isomorfos de orden 7.

Observacién 1.2.1 W, W, y W tienen un dnico vértice (denominado wy)
para el cual sus dos semivecindades son tridngulos ciclicos. Por esta razon,
wo se llamard el vértice especial de estos torneos. En cada caso, el corres-
pondiente grupo de automorfismos fija al vértice wy. Ademds, se tiene que
hay exactamente tres Ny, (wo) Ny, (wo)-flechas en Wy y exactamente dos
Ny, (wo) Ny, (wo)-flechas en W1, y éstas son independientes.

Se define la funcién
Ops : V(W) —= V(W)

para 0 < 7, s < 3, como

Ors (w0) = Wy
Ors (w2 = Wy,
Trs (wj) = w,

en particular, o9 = id.
Obsérvese que
Aut(W) = {o,5:0<r,s<3}
Aut (W) = {0, :0<r <3}
Aut (Wl) = {0'00}
y que
Aut (ST7) = {@a, : a € {1,2,4} b € Zz}
donde ¢, ;, (r) = ax + b.

Observacion 1.2.2 Ndtese que por su estructura, los torneos STz, W, Wy
y Wi son autoduales (Definicion 1.1.2).
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Teorema 1.2.2 Los torneos ST, W, Wy y Wy son, salvo isomorfismo, los
tnicos torneos 3-dicromdticos de orden 7.

Demostracion. Sea T; un torneo 3-dicromdtico de orden 7, se consideran
tres casos.

Caso 1 17 no contiene un subtorneo transitivo de orden 4.

Entonces se tiene que 77 = ST%, ya que por [15] se sabe que ST7 es el
unico torneo de orden 7 salvo isomorfismo que no contiene un 71'7}.

Caso 2 T7 es un torneo 3-dicromdtico regular el cual contiene un subtorneo
transitivo de orden 4.

Sea U = {uy,ug,ug,us} €V (TI7) aciclico y supéngase que w;u; € F (1%)
para 1 <i < j < 4. Sea

R = {20,21722} = V<T7> \ U

se tiene que T; [R] = 63 dado que T% es 3-dicromdtica. Puede asumirse que
ziziv1 € F (Ty) parai € {1, 2,3}, tomando la suma médulo 3. Dado que T5 es
regular, z;ui, usz; € F (T7) para toda i € {0,1,2}. Ademas, existe una tinica
ug R-flecha. Puede asumirse que uyzg € F (T7).

Se sigue que zjus, zous, zous € F (T7), y entonces uszy,usze € F (T7).
Luego, T7 estd determinado salvo isomorfismo y dado que W, satisface las
hipétesis, T7 = Wj.

Caso 3 1% es un torneo 3-dicromdtico no reqular el cual contiene un subtor-
neo transitivo de orden 4.

Sea zg € V (T%) tal que df, () = 6* (T%). Se tiene que 6° (T7) > 2 pues
en otro caso cualquier 2-coloracién de T7; — {2} se podria extender a una
2-coloracién de Tr. Luego, 67 (T7) = 2y Ny, (20) no es ciclica, ya que en otro
caso 17 contendria un subtorneo isomorfo a T7T%.

Se denota Ny, (20) = {21, 22, 23, 24} y se consideran dos subcasos.

1. Ny (20) es fuertemente conexa (Definicion 0.3.6).

Puede asumirse que C': z1, 29, 23, 24, 21 €s un ciclo dirigido en Ny, (20)
y que 2123, 2024 € F (T7).
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Dado que {zy, 22, 23, 24} es aciclico, Cy : 21, 25, 26 s un tridngulo cicli-
co. Similarmente, C5 : 24, 25, 26 es un tridngulo ciclico. Entonces, se
tiene que 2125, 2621, 2425, 2624 € F (T7). Ahora, {zo, 21, 24, 25} es acicli-
co y entonces C3 : 29,23,2 €s un tridngulo aciclico. Por lo tanto
2326, 2622 € I (T7). Dado que {29, 24, 26} es aciclico, {zo, 21, 22, 25} no
es aciclico y entonces z5z; € F' (T%). Por lo tanto, T; estd determinado
salvo isomorfismo y dado que W satisface la condicién 1, se tiene que
T7 = Wl.

2. N

. (20) mo es fuertemente coneza.

Puede asumirse que z; es una fuente o un pozo de N (20) y que
Cy @ 29, 23,24 es un tridngulo aciclico, dado que Ny, (z0) no es ciclico.
Claramente, C; : z;, z5, 2z €s un tridngulo ciclico para i = 2, 3,4 ya que
(N7 (20) U{z0}) \ {2} es aciclico. Por lo tanto, 25, z2; € F (T7) para
i = 2,3,4. Si 2 fuera una fuente de Ny, (20), {{21, 23, 24, 26 } ; { 20, 22, 25} }
serfa una particién aciclica de V (77). Por lo tanto, z; es un pozo. En-
tonces se tiene que z;z; € F (T7) para i = 2,3,4. Si zgz; € F (T7), en-
tonces {{z1, 23, 24, 26} , { 20, 22, 25 } } serfa una particién aciclicade V' (7%).
Luego, z126 € F (T7). Ahora, z5zy € F (1%), ya que en otro caso
dﬁ (z5) = 1. Por lo tanto, 77 estd determinado salvo isomorfismo y
dado que W satisface 2, se tiene que 17 = W.

De esta forma, los tinicos torneos 3-dicrométicos de orden 7 salvo isomor-
fismo son ST7, W, Wy y Wi. Y por ser 7 el minimo orden para un torneo
3-dicromadtico, se tiene que los cuatro torneos son criticos. [J

Teorema 1.2.3 Sea T un torneo 3-dicromdtico de orden 7 de tal forma que
T DTy = STg, entonces T = STy, Mds atin, cada isomorfismo fo : Ty — STk
puede extenderse a un isomorfismo f T — STr.

Demostracion. Por el Teorema 1.2.2, T es isomorfo a alguno de los torneos
ST, W, Wy 6 Wi. Nétese que cada uno de los conjuntos {wf, wy W,y , wg_},
{wy, wi, wi,wy }y {w!,wi, wi,wy } induce un TTy en cada uno de W, Wy
y Wi, y eliminando un inico vértice cualquiera de W, Wy 6 W, permanece
uno de esos TTy. Dado que STg no contiene 17Ty, se sigue que T = ST7.
Para probar la segunda parte, se define f como f (2) = fo(2) para z € Ty y
f(2) =0 cuando z es el vértice en T'— Ty. O
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Notacién 1.2.4 5i Wi2Wy y f: W, — W, es el inico isomorfismo de
Wy a W1, entonces @ denotard al vértice f ().

Lema 1.2.5 Sea W1 una copia isomorfa de Wi cuya interseccion con Wi es
Wy — {wf} y sea & el vértice de W1 que no estd en Wy. Si éw] € F (Wl),
entonces Wy = w4, Wy = w,, Wy = &, Wa = wy, W, = wy, Wy, = wy Y
Eg = Wy-.

Demostracion. Nétese que todo vértice de exgrado 3 en W tiene al menos
una semivecindad ciclica. Luego, Nﬁl (wf) tiene que ser ciclica y entonces
wowy , wy &, Ewy € F (Wy). Se sigue que wo, wi” y w; tienen exgrado 3 en
W 1. Dado que los vértices de exgrado 2 en Wy — {wf } son wy , wy y ws, se
sigue que el vértice de exgrado 2 en W, pertenece a {wér , Wy, 5}.

Supéngase que di; (§) = 2. Luego No () = {wo, wi}. Se sigue que
ambas semivecindades de wy en W, son trigngulos ciclicos y por lo tanto
Wy = wy. Ademds, se tiene que los vértices de exgrado 2 y 4 en W, son
w, =& yw; = w,, respectivamente, y ambos pertenecen a N%1 (wo) lo cual
es imposible (Figura 1.7).

Supoéngase ahora que d%l (wg ) = 2. Entonces wy &, fw; € F (Wl) Si
wy, & € F (Wl), se tiene que w; = w, . Ademds, Wy = w4 dado que ambas
semivecindades de w; son ciclicas, de ahf que Wy = ¢ y w, = wp y por
lo tanto wyw, € F (Wl) lo cual es imposible. Si éw, € F (Wl), entonces
Wy = wy, W] =&y W =ws. Ademds, W] y w; pertenecen a N (Wp) lo
cual es imposible (Figura 1.7).

Se ha probado entonces que w; = wy . Por lo tanto, wy , w3 € € F (Wl)
Si wy € F (W), entonces Wy = wo y wi = £. En este caso, w{ € Ny, (o)
lo cual es imposible (Figura 1.7).

Entonces w; & € F (W) yw{ = w; yaque i (wy) = 4. Ademds, todas
las flechas estan determinadas; la estructura del torneo W5 puede observarse
en la Figura 1.8.

Los conjuntos N (wf) = {wy.&uwi}y Ny, (wi) = {ws, wi,wo}
inducen tridngulos ciclicos. Entonces, por la Observacion 1.2.1 se tiene que
Wo = wy . Luego, Wy =&, wa = wi, Wy = wy y Wy = wy. O

Observacién 1.2.3 Ndtese que las igualdades del Lema 1.2.5 dan una efec-
tiva descripcion de W1 cuando fwf er (Wl)
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Figura 1.8: Torneo W.

1.3. La familia {6’)%“ (m) }

Como se verd a continuacion, los torneos circulantes de la forma 62m+1 (m),
con m > 3, son 3-dicrométicos criticos. A partir de este hecho, y dado que
todos los elementos de la familia tienen distinto orden, se tiene una familia
infinita de torneos circulantes 3-dicromaéticos criticos no isomorfos dos a dos.

Teorema 1.3.1 Si Ty,,11 es un torneo reqular, entonces dc (Ty,1) =2 siy
_)
s6lo si Tomi1 = Comyr (D).

Demostracion. Primero, asimase que dc (Ty,41) = 2.

Sea {5’,5”} una particiéon de V' (T5,,+1) tal que los subtorneos Ty, 11 [S']
Y Tomy [S”] de Toy, 41 inducidos por S’ y S”, respectivamente, son aciclicos.

Sin pérdida de generalidad, puede asumirse que |S’| > |S”|, y de ahi se
sigue que |S'| > m. Sea u la fuente de Thy, 41 [S]. Dado que dy, . (u) =m
se tiene que |S’| < m + 1. De ahi que |S'| = m + 1.

Sean P : ug, Uy, ..., Uy ¥ Q @ Upi1, Umio, - - -, Uy trayectorias dirigidas
generadoras de T, 11 [S'] v Tom1 [S”], respectivamente.
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Obsérvese que

d;2m+1[s,](ui) = 1 para i=20,1,...,m
- t—m—1 para i=m+1,m+2,...,2m

dT2m+1 [SH] /U/’L

de donde se sigue directamente que
ujug € F (Toper) paraj=m+1,m+2,...,2m

y ug es el pozo de To11 [S” U {uo}].
Similarmente

Uitme1 € F (Topme1) parai=1,2,....m

Y Um+1 €s €l pozo de Top i1 [S" U {tmir} \ {uo}]-
Por lo tanto

T2m+1 [{ulu Uz, - - . 7U’m+1}]

T2m+1 [{um+2; Um+3y -+ - 5 U2m, uO}]

son subtorneos aciclicos de 75,11 con trayectorias dirigidas generadoras

, .
Py, ug, . Uy
y
r.
Q . um+27 um+37 cooy Uom, U

respectivamente.

Repitiendo mutatis mutandis el mismo argumento sucesivamente, se lle-
ga a que Toppr [{ui U1, - Uism ] Y Tomir [{Umi146, Umiarir - - - Uzmei}]s

tomando la suma médulo 2m + 1, son subtorneos aciclicos de 15,11 con
trayectorias dirigidas generadoras

Uiy Uit 1y - - -y Ujtm

Um+1+445 Um42+445 - - - U2m+i

respectivamente.
De ahi que w;u;y, ui—ju; € F (Topmeq1) paral=1,2,... m.
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Luego, la funcién
_>
v <C2m+1 <@>> — V (Tom+1)

definida como
f(i) =u; parai=0,1,...,2m

H
es un isomorfismo de C'o,y1 (D) en Top1.
H
Por otro lado, dado que Cg,,11 (&) no es transitivo y los conjuntos
H
{0,1,....m} y {m+1,m+2,...,2m} inducen en Cy,, 1 (&) subtorneos

ﬁ
aciclicos, se tiene que dc | Copi1 <®>> =2. 0

H
Teorema 1.3.2 Cy,,11 (m) es un torneo 3-dicromdtico critico para m > 3.

Demostracion. T = 82m+1 (m) 2 6’)2m+1 (@) dado que 5)2m+1 (@) es lo-
calmente aciclico, mientras que 7" no lo es (el conjunto {1,m —1,m + 1}
induce un ciclo en 82m+1 (m)). Entonces, por el Teorema 1.3.1 se tiene
que dec(T) > 3. Sin embargo, {0}, {1,2,....,m} y {m+1,m+2,...,2m}
inducen subtorneos aciclicos de 7. Entonces, dc(7T) = 3. Evidentemente,
de (T —{0}) =2y dado que T'— {i} =T — {0} para toda i =1,2,...,2m,
se tiene que T es critico. [

Observacién 1.3.1 Para todo niimero impar k > 7 existe un torneo reqular
3-dicromdtico critico con k vértices.



Capitulo 2

Cuatro colores bastan

Dado que todo Tjg contiene un conjunto aciclico de vértices U con 4
elementos (Cuadro 1.1) y de (T — U) < 2, entonces dc (Thp) < 3. En este
capitulo se muestra que el torneo de Paley ST}, es 4-dicromdtico, y por
lo tanto, que 11 es el orden minimo de un torneo 4-dicromaético. También
se exhibe una familia infinita de torneos circulantes 4-dicromaéticos criticos

(Definicién 0.3.12), denominada {D,, }.

2.1. El torneo ST,

H
Como se muestra a continuacion, el torneo STy, = C'1; (2) (Figura 2.2) es
la \inica grafica orientada 4-dicromadtica de orden a lo més 11. Obsérvese que

ﬁ
hay sélo un torneo 2-dicromético critico, el tridéngulo ciclico C's (Figura 2.1).

Observacion 2.1.1 Ndtese que el torneo especial ST11 es uno de los llama-
dos torneos de Paley, ya que

V(STyw) ={0,1,...,10}
y las amplitudes de sus flechas son 1, 3, 4, 5 y 9.

Observacion 2.1.2 Dado que {1,3,4,5,9} es el conjunto de los residuos
cuadrdticos médulo 11, la funcion ¢,; (2) = az + b es un automorfismo de
STy para toda a € {1,3,4,5,9} y toda b € Zq1. Entonces, Aut (STy;) es
transitivo en flechas'.

IEste resultado se puede generalizar para todos los torneos de Paley.

37
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2 1

Figura 2.1: El torneo 83 es 2-dicromaético, y el torneo TT5 = 6’)3 —{i} coni € {0,1,2} es
1-dicromético.

Teorema 2.1.1 El torneo STy; = 6')11 (2) es 4-dicromdtico. Ademds, para
todo conjunto U C V (ST11) aciclico maximal, se tiene que (STy; — U) = W.

Demostracion. Sea Uy C Z1; un conjunto aciclico maximal en ST} tal que
0,1 € Uy y sup6ngase que 0 es la fuente de Uy y que 1 es la fuente de Uy \ {0}.
Dado que N* (0) N N* (1) = {4, 5}, entonces Uy = {0,1,4,5}.

Si U es otro conjunto aciclico maximal de ST}, entonces existe un auto-
morfismo ¢, ;, (2) de STy, el cual manda a Uy en U. De ahf se sigue que 571,
no coniene un 7'75.

Un célculo directo muestra que los tinicos valores de U para los cuales U
es disjunto a U, son

{2,3,6,7}, {9,10,2,3}, {6,9,7,10} y {9,2,3,7}

como se observa en la Figura 2.3.
Los complementos de Uy U U en V (ST};) son

{8,9,10}, {6,7.8}, {2,3,8} v {6,8,10}

respectivamente, y todos ellos inducen un tridngulo ciclico en S77;.
Entonces se sigue de forma inmediata que el torneo ST}, es 4-dicromatico.
Por otra parte, (STH - U) = (STH - Uo) = Wl. O
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Figura 2.3: Conjuntos aciclicos maximales ajenos a Uy en ST1;.
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Lema 2.1.2 Sidc(T11) = 4, entonces Th; es regular.

Demostracion. Es suficiente probar que 6* (T1;) = 5. Sea w un vértice tal
que dt (w) = 8 (T1;). Se tiene que dc (T — {w}) < 3. Si 6" (Ty1) < 2,
entonces dc (T11) < 3 dado que cualquiera 3-coloracién de T1; — {w} se puede
extender a una 3-coloracién de T};. Por lo tanto 6 (71;) > 3.

Supéngase que §° (Ty1) = 3. Se tiene que Tj; [N~ (w)] =& STy, de lo
contrario T1; [N~ (w)] contendria un 7Ty, entonces Ti; contendria un 7T
y dc(Ty1) < 3. Sea P : zi, 25,23 una trayectoria dirigida en T3; [NT (w)].
Si & € N~ (w), una de dos: Ti1 [{21, 22,£}] es transitivo o Ty [{ 29, 23,£}] es
transitivo. Se sigue que hay dos diferentes vértices £;,&, € N~ (w) tales que
una de dos: Ti1 [{21, 29,&,}] es transitivo para i = 1,2 6 T1 [{29, 23,&;}] es
transitivo para ¢ = 1,2. Se puede asumir que Ti; [{z1, 29,&,}] es transitivo
para i = 1,2. Luego, dc(Th1 — {z1,22,&;}) = 3 parai = 1,2 y dado que w
tiene exgrado 1 en 711 — {21, 22, &; }, se sigue que de (111 — {21, 22,&;, w}) = 3.
Ademss

(T — {21, 2, &, w}) 2 (T [N™ (w)] — {&}) = ST

y entonces, por el Teorema 1.2.3, para todon € N~ (w)\{{,,&,} se tiene que
z3n € F (T (N7 (w) U{zs}) \ {&;}]) sty s6losi§n € F'(Thy [N~ (w)]). Pero
existe n € (N~ (w) \ {£1,&,}) tal que £,m,n&, € F (111 [N~ (w)]) y entonces
z3n,nzz € F (T11) lo cual es una contradiccién. Entonces 7 (T1;) > 4.

Supéngase ahora que d* (T1;) = 4. Obsérvese que Th; [N~ (w)] & ST
pues de otra forma 711 [N~ (w)] contendria un 7Ty y Ti; contendria un 7'T5.
Extiéndase 773 [N~ (w)] a un torneo 77 = ST anadiendo un nuevo vértice
A ¢ V (T11) y las bien determinadas flechas faltantes. Sea z; € N* (w),
con i € {1,2}, tal que Ty; [NT (w) \ {z;}] sea aciclico. Luego, se tiene que
Tip [(NT (w) U{w}) \ {z}] es aciclico, y por lo tanto T11 [N~ (w) U {z;}] es
3-dicromatico.

Dado que T1; [N~ (w)] = STg, se sigue, de nuevo por el Teorema 1.2.3, que
paratodon € N~ (w),coni € {1,2},nz; € F (T11 [N~ (w) U {z}]) siy sélo si
nA € F (1z7). Témense 1,1, € N~ (w) tales que n;A € F (T7) para j € {1,2}.
Por lo tanto, n,z; € F (111) para i,j € {1,2} y 111 [{#1, 22, w,m1,m,}] es un
TT5, lo cual es una contradiccién. [

Notacién 2.1.3 A partir de ahora, se denota como U a un conjunto de
vértices de Thy tal que Th1 [U] = TTy y P : uq,uz, us, uy es una trayectoria
dirigida en T1q [U].
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Lema 2.1.4 Si Ty, es reqular y Ty, — U = W, entonces Ty, contiene un
subtorneo isomorfo a TT5.

Demostracion. Puede asumirse que T1; — U = W. Supéngase que T no
contiene un subtorneo isomorfo a T'Ts. La flecha w; us ¢ F (T11) pues de lo
contrario, por regularidad se tendria que u;w; € F (Ty;) para j € {1,2,3}y,
por ende, T1; [U U {w;“}} = T'T5. Entonces, se sigue que

para i € {1,2,3}, y similarmente

para i € {1,2,3}.

Si para dos diferentes indices j, k y alguna i € {1,2,3}, se cumple que
wug, wiu; € F(Thy), entonces se tendrfa que upw;, umw, € F (Th;) para
m e {1,2,3, 43\ {i} y T [{w],wi} U(U\{w})] = TT;.

Dado que existe exactamente una w;fU -flecha para cada j, se sigue que
el conjunto de {w)", wy, w3} (U \ {us})-flechas es independiente y tiene car-
dinalidad 3. Similarmente, el conjunto de (U \ {u1}) {w;, w5, w3 }-flechas es
independiente y tiene cardinalidad 3.

Se puede asumir que ws u;, usws; € F (T11). De ahi se sigue que

wiuy, ww,wwy € F(Th)
upwy € F(Ty) param =2,3,4 (2.3)
similarmente
UgW3 , W Ug, Wy Ug, Wy Uy, € F (T11) param =1,2,3 (2.4)

y por regularidad
Wol1, UgWq € F (Tll) (25)

més atn, existe exactamente una {w; ,w;y } un,-flecha para cada m € {2, 3},
dado que el conjunto de {us,us} {wl_ , Wy }—ﬂechas es independiente y tiene
cardinalidad 2.

Ahora, por regularidad, existe exactamente una wg {us, ug}-flecha. Sea
wous € F(T11) con s € {2,3}. Entonces T}y [{ul,ug,wo,w;,wg}] =~ TTs
donde w; es el vértice tal que w; u, € F'(T11) y la prueba estd completa. [J
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Lema 2.1.5 Si Ty y T, — U son regqulares y T11 no contiene T'T5, entonces
existen vértices z, 2 ,w € V (T11) \ U tales que

1. zuy, zuyg,usz,uzz € F (T11)
2. w2 ug? Zug, 2'us € F (Th1)

3. ugw, wuy, wug, ugw € F (Thy)
Mas ain, se tiene que

4. §ur,us€ € F (T) para todo & € (V (T1) \ U) \ {2, 2, w}

5. {27, zw,wz'} no estd contenido en F (111).

Demostracion. Si ¢ € V (T11)\U es tal que Cuy € F' (T11), entonces se tiene
que
Cuy, uzC, usC, Cug € F (Th1) (2.6)

o bien
u1 ¢, Cua, usC, Cug € F (Th1) (2.7)

pues en otro caso, por regularidad, Ty, [U U {(}] = T'T5.

Dos diferentes valores de (, (;, (5, no pueden ser ambos del tipo 2.6 o del
tipo 2.7 dado que Ti1 [{(y, (o, ua, us, us}] 6 Th1 [{Cy, (s, u1, ua, uyg}], respecti-
vamente, serfan isomorfas a T7T5. Entonces existe un vértice z del tipo 2.6 y
otro w del tipo 2.7. De forma dual, se tiene que existe también un vértice 2’
que satisface 2. La propiedad 4 se sigue de la regularidad de Ti;.

Finalmente, si {22/, zw, wz'} estuviera contenido en F'(Tj;), entonces el
conjunto {uy, uy, 2, 2’ w} induciria un T7T5. O

Lema 2.1.6 Si Ty, es 4-dicromdtico entonces 11, — U = Wj.

Demostracion. Primeramente, T7; no contiene 775 ya que si U = T'T;
entonces 717 — U tiene orden 6 y todo torneo de orden 6 es 2-dicromaético,
por lo que T}, serfa 3-dicromatico.

Por el Lema 2.1.2 se tiene que 77; es regular. Luego, por el Lema 2.1.4 se
sigue que T1; — U es no isomorfo a W, y dado que T1; — U es 3-dicromético
basta probar, por el Teorema 1.2.2, que no puede ser regular.
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Supoéngase que 117 — U es regular. Entonces por el Lema 2.1.5 se tiene
que {z2', zw,wz'} no estd contenido en F (77;).

Si 2’z € F (T11), entonces Uy = {usg,us, z, 2’} es aciclico. Luego Ty — Uy
no es isomorfo a W (Lemas 2.1.2 y 2.1.4). Dado que dj, _, (u1) = 2y
d;ﬂ_Ul (uq) = 4, se sigue que T1; — Uy = Wi (Cuadro 1.2) y por la estructura
de W se tiene que ugu; € F (113 — Uy) lo cual arroja una contradiccién con
el hecho de que U es aciclico y P : uy,us, usg, us es una trayectoria dirigida.
Por lo tanto 2’z ¢ F (T11).

Si wz € F(T11), entonces el conjunto Us = {us,u4, 2z, w} es aciclico y
d;n_UQ (uy) = d;ll—UZ (uz) = 2. Pero como Tj; — U, es 3-dicromdtico, no
regular y distinto de W (Lema 2.1.4), se tiene que 711 — Us = W lo cual es
una contradiccién puesto que W tiene exactamente un vértice de exgrado 2
y uno de ingrado 2. Por lo tanto wz ¢ F (T11).

Si 2w € F(T11), entonces el conjunto Us = {uy,us, 2',w} es aciclico y
dp, _y, (uz) = dp,_y, (us) = 2. Pero como Ty; — Us es 3-dicromdtico, no
regular y distinto de W (Lema 2.1.4), se tiene que T1; — Us = W lo cual es
una contradiccién puesto que W, tiene exactamente un vértice de exgrado 2
y uno de ingrado 2. Por lo tanto z'w ¢ F (T1;).

Entonces se tiene que {z2/, zw,wz'} C F (131), contraviniendo lo estable-
cido en el Lema 2.1.5. De ahi que T7; — U no puede ser regular y, por ende,
es isomorfo a W;. O

Teorema 2.1.7 STi; es el inico torneo 4-dicromdtico de orden 11.

Demostracion. Sea T7; un torneo 4-dicromédtico. Por el Lema 2.1.6 se tiene
que
(T, —U) =W,

y se puede asumir que (71; —U) = Wj. Dado que Ti; es regular por el
Lema 2.1.2, hay una tnica w; U-flecha y s6lo una Uwj -flecha.
Si wius € F (T11), entonces U U {w; } inducirfa un T7T5. Por lo tanto, se
tiene que
uqwy € F (Tyy) (2.8)

y también
wl_ul el (Tll) (29)

por dualidad.



2.1. El torneo STi; 45

Se define U; = (U U {wy }) \ {u;} para i € {1,2,3,4}. Se probard ahora
que usw; es la Uw; -flecha.

Supdéngase que usw, € F (131). Entonces Us es aciclico y dJTru_U2 (ug) = 2.
Dado que wy, wy y ws tienen exgrado 2 en (Ty; — Us) — {us} y ademds
(T, — U2) = Wy, se sigue que wy us, wy ug, w3 us € F (T11) y el conjunto
{ug, wi, w3, wi, wy } inducirfa un T'7T5, lo cual es imposible. Por lo tanto, se
tiene que

’U);Ug el (Tll) (210)
y también

u3wf S F(Tll) (211)
por dualidad.

Supdéngase ahora que ugw; € F'(111), entonces se tiene que Uy es aciclico,
(Thy — Uy) =W y dpy |y, (ug) = 2. Aplicando el Lema 1.2.5, con § = uy, se
sigue que d, _y, (us) = 3, lo cual es imposible. Por lo tanto, se tiene que

UJI_U4 er (Tn) (212)
ugwy € F(T) (2.13)
y también
UﬂUi’_ € F(Tll) (214)
IUTUQ c F(Tn) (215)
por dualidad.
Ademas, se tiene que
UgWo € F (TH) (216)

ya que en otro caso N (ug) N Nf. (wf) = {ws,wy, w3 } el cual es aciclico

y por lo tanto {us, wi, w3, wy, wy } inducirfa un T'75. Tenemos que
Wol1 € F (T11> (217)

por dualidad.

Ahora, Us es aciclico. Por el Lema 1.2.5, Nt ;. (ug) = {wo, wi, w3 } y de
esta manera N (u3) estd también determinada. Dado que {wo, wi, w3 } es
aciclico y ugwg, ugwy” € F (Ty1), entonces wy uy € F (T11) ya que en otro caso
{Ug,U4, wo, wy, w;} inducirfa un T7T5. Se sigue que Ny, (ug) = Uy U {w;}
Y por dualidad, Ny, (ug) y Nj, (u1) estdn determinadas. Asi que el torneo
T1, estd completamente determinado y debe ser isomorfo a ST}; dado que es

4-dicromético. [
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Lema 2.1.8 S7Ti; es la unica grifica orientada 4-dicromdtica de orden a lo
mads 11.

Demostracion. Se tiene el hecho de que {{0,1,4,5},{2,3,6,7},{8,9,10}}
es una particién de Z,; en subconjuntos aciclicos de ST1; — {(8,9)}, y dado
que STi; es transitivo en flechas (Observacion 2.1.2), se sigue que STi; es
4-dicromatica critica en flechas (Definicién 14). O

2.2. La familia {D,,}

Definicién 2.2.1 Dadas tres digrificas Do, D1, Doy disjuntas dos a dos, una
nueva digrdfica® t (Do, Dy, Dy) se define como

V (t(Do, D1, Dy)) = |JV (D)

=0

F (t(Do, Dy, Dy)) = |JF(D;)U{ud:u eV (D;),veV (D)}

tomando los indices mddulo 3.

Observacion 2.2.1 Ndtese que t(Dy, D1, Dy) estd perfectamente definida
salvo isomorfismo.

Observaciéon 2.2.2 Si Dy, Dy y Dy son digrificas requlares con el mismo
nimero de vértices, entonces t (Do, D1, Ds) es también reqular.

Ahora se describe la funcién® 7 : ZT x ZT x ZT — Z* que estd muy

relacionada con la digrafica anterior.

Definicién 2.2.2 Para cualesquiera tres enteros no negativos mg, my y ms,
n (mg, my1, my) denota al menor entero k tal que existen tres subconjuntos
Jo, J1, JJo C{0,1,... k — 1} tales que |J;| = m; para0 < i < 2 yﬂ?zo Ji = @.

2Més adelante, este concepto se extenderd hacia una construccién més general llamada
Suma de Zykov.

3Esta funcién se generalizard més adelante para obtener el concepto de niimero de
cubrimiento.
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Ejemplo. 7 (3,3,3) = 5, pues dado {0,1,2,3,4} se tiene que los conjuntos
Jo = {0,1,2}, J1 = {2,3,4} y Jo» = {0,1,3} tienen cardinalidad 3 y su
interseccién es vacfa, mientras que para el conjunto {0, 1,2,3} es imposible
encontrar tres conjuntos que cumplan las propiedades requeridas.

Por otro lado, n(2,3,3) = 4 pues dado {0,1,2,3} se tiene que los con-
juntos Jo = {0,1}, J;1 = {1,2,3} y Jo = {0,2, 3} tienen cardinalidades 2, 3 y
3, respectivamente, y su interseccién es vacfa, mientras que para el conjunto
{0,1,2} es imposible encontrar tres conjuntos que cumplan las propiedades
requeridas.

Obsérvese que al ser n(2,2,3) = n(2,3,3) = 4 se tiene que 7 no es
inyectiva, pero dado que 7 (0,0,7) = i para toda i € Z*, la funcién 1 es
suprayectiva.

Observacion 2.2.3 Ndtese que para cualesquiera mg, my,my € Z+ siem-
pre existe . (mg, my, ms) puesto que {0,1,...,mg+ my +ms — 1} cumple las
propiedades requeridas. De esta forma, i (mo, my, mg) < mg + my + ma.

Obsérvese que dados mg, my y ma, para toda permutacién o de {0, 1,2}
se tiene que 7 (mg, my,mg) =7 (mo(g), Me(1), m0(2)).

Definicién 2.2.3 Se dice que {mg, m1, ma} es una terna n-critica si cumple
que 1l < m; parai € {0, 1,2} y ademds i (mg — 1,my, ms), 1 (Mg, my — 1, my)
y 1 (mg, m1, my — 1) son todos iguales a 1. (mg, my, mg) — 1.

Ejemplo. Se tiene que 7 (3,3,3) = 5y n(2,3,3) = 4, por lo que la terna
{3, 3,3} es n-critica.
Teorema 2.2.4 Sean Dy, D1, D, tres digrificas ajenas dos a dos tales que
dc(D;) =m; > 1 para i =0,1,2, entonces

dC (t (D07 D17 DQ)) - rﬁ/ (m07 my, m2)

mds ain, si {mg, mi, ma} es una tripleta n-critica y Dy, D1, Dy son criticas,
entonces t (Dy, D1, Dy) es también critica.

Demostracion. Sean Jy, J1,Jo C {0,1,...,7(mg, m1,my) — 1} tales que
|J;| = m; parai € {0,1,2} y ﬂ?:o J;i = d.
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Se colorea propiamente la digrafica D; con los colores en J; para cada
i € {0,1,2}. Estas coloraciones parciales inducen una coloracién aciclica de
t (Do, D1, D) utilizando exactamente 7 (mg, my, ms) colores, ya que ningin
color aparece en las tres digraficas D;.

De ahi que dc (t (Do, D1, Ds)) < @1 (mg, my, ms).

Supéngase ahora que dc (t (D, D1, D)) = k < 7 (mg, my, ms).

Sea {0,1,...,k — 1} el conjunto de colores de una coloracién aciclica de
t (Do, D1, D) y sea J; el conjunto de colores usados en D; para i € {0,1,2}.
Como k < 7 (mg, my1, ms) se tiene que ﬂ?:o J; #+ O.

Sea ¢ € ﬂ?zo Ji y u; € V(D;) tal que u; fue coloreado con el color ¢
para i € {0,1,2}. Por la estructura de ¢ (Dy, Dy, Ds) se tiene que {ug, u1, us}
induce un triangulo dirigido monocromaético, lo cual es una contradiccién.

Entonces dc (t (Dy, D1, D2)) = 71 (mg, my, ms).

Luego, supéngase que {mq, my, ms} es n-critica'y Dg, D1, Do son criticas.
Sea v € V (t(Dy, Dy, D3)) y considérese la digréfica t (Do, D1, Do) — {v}.
Sin pérdida de generalidad supdéngase que v € V' (Dy), entonces se tiene que
t(Do, Dl, DQ) — {U} = t(Dg — {U} s Dl, DQ) Pero dc (DQ — {U}) = Mgy — 1
por lo que dc (t (Dg — {v}, D1, Ds)) = 7 (mg, my, mo) — 1.

De ahi que dc (t (Dyg, D1, D) — {v}) = dc (t (Do, D1, D3)) — 1 y la digré-
fica t (Dy, D1, D3) es critica. [

Ejemplo. Se tiene que la digréfica t(Kl, 63, 5)3> es 3-dicromdtica dado

que 1 (1,2,2) = 3. Ademads, {1,2,2} es n-critica y K; y 6')3 son criticas.

- =
Entonces ¢ ( K1, C'5, C'3) es un torneo 3-dicromético critico (Figura 2.4).

La existencia de una familia infinita de torneos 4-dicromdticos criticos
(no necesariamente regulares), por el Teorema 2.2.4, es una consecuencia

— =
inmediata del hecho de que ¢ (C’ 3, U3, T) es un torneo 4-dicromético critico

siempre que 71" sea un torneo 3-dicromético critico.

Definicién 2.2.5 Sean r y s dos enteros tales que 1 < s < r. El torneo H, 4
se define como

V(H.s) = {1,2,...,r+s}
— —_—
F(H,,) = {ij:1§i<j§r+syj—i#r}u{(i+r)i:i<s}
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- -

Cs; Cs

- =
Figura 2.4: La digréfica ¢ (Kl, Cs, 03).

Lema 2.2.6 FEl mda:_@mo numero de vértices en un subtorneo transitivo de
H,s esr. Es decir, § (H,5) =r.

Demostracion. Sea S un conjunto aciclico de vértices de H, ;. Si para cada
1 < < s, S no contiene a {i,7+ r}, entonces |S| < r. Si para alguna i,
{i;i+r} C S, entonces k ¢ S para toda k que satisfaga i < k < i+ r
(Figura 2.5), ya que {i, k,i+ r} induce un tridngulo ciclico en H, ;. Luego
|S] < s+ 1 < r.Dado que {1,2,...,r} induce un subtorneo transitivo de
H, s el lema es vdlido. [

En [11] se probé que el torneo circulante 5)13 (4), el cual se denota como
STi3, es el unico torneo de orden 13 (salvo isomorfismo) que no contiene un
torneo transitivo con cinco vértices. Por lo tanto, dc (STy3) > 4, y dado que
{{0,1,2,3},{4,5,6,7},{8,9,10,11} ,{12}} es una particién de su conjunto
de veértices en cuatro subconjuntos aciclicos, se sigue que dc (STi3) = 4y
dc (ST — {12}) = 3. Entonces ST}3 es un torneo circulante 4-dicromatico
critico.

Notacién 2.2.7 Para m > 2, D,, denota al torneo circulante 86m+1 (2m).
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1 2 r-2 r-1 r

0o

r+1 r+2\r+jr+4 r+(s-1) r+s

=

Figura 2.5: Vértices de H, , descartados (en blanco) cuando {3,7 +3} C S.

Observacién 2.2.4 Notese que los subconjuntos

0,1,....2m — 1}
{2m,2m +1,...,4m — 1}
{4m,4m +1,...,6m — 1}

{om}

forman una particion aciclica de V (D,,) (Figura 2.6).
Por la Observacién 2.2.4 se tiene que

dc (D)
de (D,, — {6m})

pues los cuatro subconjuntos inducen una 4-coloracién aciclica.

VARVAN

3
. — —
Nétese también que para m = 1, D1 = C'7(2) & C;(9), por lo que es
2-dicromatico (Teorema 1.3.1).

Teorema 2.2.8 D,, es un torneo circulante 4-dicromdtico critico para toda
m > 2.

Demostracion. Por la Observacién 2.2.4, para probar que D,, es un torneo
4-dicromatico critico param > 2, basta mostrar que dc (D,,) > 4 param > 2.
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2m-1

4m 2m
4dm-1

Figura 2.6: Particién de V (66m+1 <2m>> en cuatro subconjuntos aciclicos.

Noétese que para m = 2, se tiene que Dy = 6')13 (4) = STy3 y entonces es
4-dicromdtico critico.

Entonces, para demostrar que dc(D,,) > 4 es suficiente con exhibir que
cada conjunto aciclico S de vértices de D,, tiene cardinalidad a lo més 2m.

Dado que D,, es transitivo en vértices, podemos asumir que 0 es la fuente de
D,, [S]. Entonces

Sy =S\{0} CN"(0)=({1,2,...,3m} U {dm + 1}) \ {2m}

donde 4m + 1 = —2m mdédulo 6m + 1.

Como D,,, [NT (0)] — {4m + 1} = Hs,—1,m (toda biyeccién que preserva
el orden es un isomorfismo, Figura 2.7), se tiene que por el Lema 2.2.6 se
cumple que |51 < 2m — 1 cuando 4m + 1 ¢ 5.

Entonces supéngase que 4m + 1 € S;.

Considérese la igualdad

F(Dy [NT(0)]) = F(Dw [NT(0)] - {4m+1})
u{ 4m+1)j:j:1,2,...,m,2m—|—1}
U

(
{(m—i—j)(4m+1):j:1,2,...,m—1,m—|—2,...,2m}
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4 2 i om-1° 4m+1
o o o ‘—'—)O

i
i
i
i
i
i
i
i
i
i

L 2m+1  2m+2

i
i
i
i
i
i
i
i
\ !
\s

g A g

Figura 2.7: Organizacién conveniente de Nt (0) la cual permite observar claramente que
_
C6m+1 <2m> [N+ (O)] — {4m + 1} = H2m—1,m-

de la cual se desprende que siempre se cumple una de dos

510{1,2,...,771}:@
6
SiNn{m+1,m+2,...2m—-1} =92

ya que en otro caso, si existen u,v € S; tales que

we{l,2,...,m}

ve{m+1,m+2....2m—1}

entonces C' : u,v,4m + 1, u serfa un tridngulo ciclico en D,, [Si].
Andlogamente, se tiene que siempre se cumple una de dos

2m+1 ¢Sl
0
SiN{2m+2,2m+3,...,3m} =g
ya que en otro caso, si u,2m + 1 € S7 donde

ue{2m+2,2m+3,...,3m}

entonces C' : u,4m + 1,2m + 1, u serfa un trigngulo ciclico en D,, [S1].
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Por lo tanto, si se tiene que S1N{m + 1,m +2,...,2m — 1} # &, entonces
|Sl| S 2m — 1.

Supdéngase entonces que S1N{m +1,m+2,...,2m — 1} = &. Luego, si
2m + 1 € 51, entonces

S1C{1,2,....,m,2m+ 1,4m + 1}

pero dado que {1,2,2m + 1} induce un tridngulo ciclico en D,, [Nt (0)], en-
tonces |S1| <m+1<2m — 1.
Finalmente, si 2m + 1 ¢ S; entonces

S1C{L,2,....m}u{2m+2,2m+3,...,3m} U {dm + 1}

pero dado que {j,j +2m + 1,4m + 1} es ciclico en D,, [Nt (0)] para toda
Jj€{1,2,...m— 1}, se concluye que |S;| <m+1<2m—1. O
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Capitulo 3

Hipergraficas y sumas de Zykov

Las hipergraficas extienden el concepto de gréfica al permitir que en cada
arista incidan més de dos vértices distintos. En este capitulo se exponen los
conceptos de multicubiertas y nimero de cubrimiento para hipergraficas.

Mas adelante, se explica la operacién de digraficas llamada suma de Zykov
y su comportamiento respecto al nimero dicromatico. Adicionalemente, se
muestra la relacién entre el nimero dicromdtico de sumas de Zykov y el
nimero de cubrimiento de hipergraficas.

3.1. Hipergraficas

Una hipergrifica H = (V, A) es la dupla compuesta por V = {vy,va, ..., v,}
un conjunto finito y A = {Fy, Fs, ..., E,} una familia de subconjuntos de
V tal que

1. E;# @ parai=1,2,...,m

=1

Una hipergréfica simple o Sperner es una hipergréfica H tal que
3. Si E; C E; entonces i = j

Los elementos vy, vs,...,v, de V son llamados vértices, y los conjuntos
Ey,Es, ..., E, de A son las (hiper)aristas de la hipergréfica H.

o7
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Figura 3.1: Hipergréfica.

Observacion 3.1.1 Ndtese que una grifica sin vértices aislados es una hiper-
grifica simple cuyas aristas tienen todas cardinalidad exactamente dos'.

Para esquematizar una hipergréfica H, ésta puede ser dibujada mediante
un conjunto de puntos que representen a los vértices, la arista E; se representa
mediante una curva continua que una ambos elementos si |E;| = 2, con un
lazo si |E;| = 1y con una curva cerrada simple encerrando sus elementos si
|E;| > 3 (Figura 3.1).

Notacién 3.1.1 Como en las grificas, el orden de H, denotado como |H|,
es el niumero de vértices. El nimero de aristas, también llamado tamano, se
denota como ||H]|.

Definicién 3.1.2 Si H = (V, A) es una hipergrifica, el rango p(H) de H
se define como la mdzrima cardinalidad de una arista de H; se dice que H es
una r-grafica si cada una de sus aristas tiene cardinalidad r.

Observacién 3.1.2 Ndtese que el concepto de rango sdlo tiene sentido para
las hipergrificas.

Para v € V se define la estrella H (v) con centro en v como la subhiper-
grafica formada por las aristas que contienen a v. Se define el grado d (v) de
v como el nimero de aristas de H (v), entonces d (v) = ||H (v)]|. El médximo
grado de las aristas de una hipergrafica H se denota como

A(H)=max{dy (v):v eV (H)}

y si todos los vértices tienen el mismo grado se dice que H es regular.

ISimilarmente, una pseudomultigrafica es una hipergrifica en la cual cada arista tiene
)
cardinalidad a lo maés dos.
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3.1.1. Multicubiertas y niimero de cubrimiento
Sea H una hipergréifica finita sin puntos aislados. Una funcién
¢:V(H)— Nu{0}

se llamard una funcion de peso sobre H. Se dice que ¢ es degenerada® si

£71(0) # @.

Notacion 3.1.3 Se denota como k a la funcion de peso sobre H cuando
tiene valor constante k.

Definicién 3.1.4 Se define como

1€lh=" > )5 (w)

weV (H
al peso® de €.
Observacién 3.1.3 Ndtese que k|| = |V (H)| - k.
Sea {a;};.; una familia de aristas de H y u € V' (H), se define
Jo={jeJ:uea;}

el conjunto de los indices de las aristas que contienen al vértice u. Se dice que
{a};c; esuna-cubierta de H siempre que |J,| > & (u) para todau € V (H).

Definicién 3.1.5 El nimero de {-cubrimiento 72 (H, &) de H estd dado por
n(H,§) = min{|J| {aj};c; es una {-cubierta de H}

Observaciéon 3.1.4 El nimero de k-cubrimiento de H es el usual nimero
de (multi)cubrimiento que ha sido estudiado en varios articulos, como por
ejemplo en [1].

Observacion 3.1.5 Ndtese que si H' es la subhipergrifica generadora de H
cuyas aristas son las aristas maximas de H, entonces n (H,§) =n (H',§).

2Fl término funcién de peso degenerada tiene distintas connotaciones para diferentes
autores.

3Obsérvese la variacion del significado de ||| dependiendo de si se aplica a una hiper-
grafica o a una funcién de peso.
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Proposiciéon 3.1.6 Para toda hipergrifica H se cumple que

1.

(H.+¢) <n(H & +n(H L)y

n
n(H, k&) < kn(H,§) para todo entero positivo k.

Si Hy es una subhipergrifica generadora de H
entonces n (H,§) < n (Hy,§).

Demostracion. Primero se observa que la desigualdad

p(H)-n(H,&) =[]

siempre se cumple ya que la suma de los pesos no puede sobrepasar a 7 (H, &)
veces la cardinalidad méxima de una hiperarista.

. Si se enciman las cubiertas de £ y £ se obtiene una cubierta para & + ¢,

por lo que una cubierta éptima de & + £’ tiene a lo mds tantas aristas
como la suma de las aristas de las cubiertas de ¢ y de &'. Muy similar
es el caso para 1 (H, k€), ya que si se encima k veces la cubierta de £
se obtiene una cubierta para k&, por lo que el nimero de k&-cubierta
para H es a lo mds k veces el nimero de &-cubierta para H.

. Como & < ¢, entonces una cubierta de £ es también una cubierta para

&. Luego la cantidad de hiperaristas necesarias para cubrir a £ es a lo
més la cantidad necesaria para cubrir a £'.

. Dada p (H) - (H,£) > ||€]), se tiene que it (H,€) > L&, pero 71 (H, )

(H)

es entero, por lo que es mayor o igual que [%—‘ .

Como Hj es una subhipergréfica generadora de H, cualquier {-cubierta
de Hy es también una ¢-cubierta de H. Luego n (H,&) es a lo més
n (Hp, £), pudiendo ser menor si es que con las hiperaristas adicionales
se puede encontrar una mejor distribucién.
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3.1.2. Hipergraficas circulantes

Una hipergréfica H es circulante si tiene un automorfismo que sea una
permutacion ciclica de V (H). Si r < m, la r-grafica circulante A,,, se define
como

V(Any) = Zn

ANpy) = {oj:j€Zy}
donde

aj={j,j+1,....j+r—1}

para j € Zy,.
Para cada entero positivo s, se define la funcién de peso f(s) sobre A, ,
de la forma: si sr = gm +t donde t es el residuo de sr mod m, entonces

(8) (7Y — q s jEAm
&7 0) {q+1 sij & Ay

y en particular, £®) = q cuando t = 0.

Observacion 3.1.6 Ndtese que Hg(s)

= ST.

Ejemplo. En la Figura 3.2 se observa la hipergrafica A7 3 bajo la funcién de
peso €% En este casom =7, r =3y s=5,dedonde ¢ =2yt = 1.

Proposicién 3.1.7 Si H contiene a A, , como subhipergrifica generadora y
p (H) =r entonces n (I—L f(s)) =syn(H,E) > s siempre que ||| > Hf(s)

Demostracion. La familia {a; : j =rj’,j'=0,1,...,s} esuna ¢®_cubierta
de H, entonces n <H, f(s)> < s. Luego, por la Proposicién 3.1.6.3 se tiene
que

H e

ﬁ(H,ﬁ(s)> > m = {%W =[s]=s

y por lo tanto <H, f(s)> = s.
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3
m
.6 1.

Figura 3.2: Funcién de peso & ®) sobre la hipergréfica circulante A7 3.

= sr, entonces por la Proposicion 3.1.6.3 se tiene que

Como [I¢] > [|¢®

, 5(8)

y por lo tanto 7 (H,&') > s. O

Proposicién 3.1.8 Sea k un entero positivo. Si p(H) =1 y H contiene una
copia isomorfa de A,,, como subhipergrifica generadora, entonces

7 (H, k) = 7 (A, k) = V—ﬂ

r

Demostracion. Puede asumirse que A, . es una subhipergréfica generadora

de H. La desigualdad
k

r

se deduce de la Proposicién 3.1.6.3, ya que || k|| = km.
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Como A,, , es una subhipergrafica generadora de H entonces por la Proposi-
cién 3.1.6.4 se tiene que

n(H k) <n (A, k)

km
'

L por la Proposicion 3.1.6.2 se tiene que

7 <Am 5<S>)

Ademsds, al contenerse A,,, a s{ misma como subhipergrafica generadora, por
la Proposicion 3.1.7 se cumple que

y dado que £®) > k para s = {

IN

n (A, k)

lo cual demuestra las igualdades. [

Observacion 3.1.7 La Proposicion 3.1.8 es vdlida en particular para K,S;“),

la r-grifica completa de orden m.

3.2. Sumas de Zykov

Sea D una digréfica y sea a = {a;},cy(p) una familia de digraficas no
vacfas y mutuamente disjuntas. La suma de Zykov o («, D) de « sobre D se
define como

V(e(e,D)) = |J V(w)

1€V (D)
F(o(a,D)) = |J Fla)u {m;u eV (a),weV(y),ije F(D)}
i€V (D)

y si los miembros de una familia o no son mutuamente disjuntos, se reemplaza
cada uno de ellos por una copia isomorfa de tal forma que la nueva familia
o/ se transforme en una de digraficas mutuamente disjuntas; sin embargo,
o (a, D) continuard denotando la digrafica resultante o (o/, D) que se obtuvo
salvo isomorfismo.
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— —
Figura 3.3: Composicién del torneo C's con el torneo C's.

Observacién 3.2.1 Ndtese que t (oo, a1, aq) (Definicion 2.2.1) denota lo
H

mismo que o (a, D) para D = C'3 y a = {ag, oy, s }.

Definicién 3.2.1 La funcion
p:o(a,D)— D

cuyo valor es constante en cada o, e igual a u, es un epimorfismo reflexivo
el cual se llamard la proyeccién natural de o («, D) sobre D.

Definicién 3.2.2 Sia; = W para cadai € V (D) se escribe D [W], en lugar
de o (o, D), y se habla de la composiciéon de D con W, en lugar de la suma
de Zykov.

Ejemplo. La Figura 3.3 es un ejemplo de composiciéon para D = 85 y
W = 5)3. Las flechas gruesas de la figura significan que todos los vértices de
la componente que estd en la cola de la flecha son invecinos de los vértices
de la componente que estd en la punta de la flecha.
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Teorema 3.2.3 La composicion de dos digrificas circulantes es a su vez una
digrdfica circulante.

Demostracion. Sean EZQTH (K)y 5}25“ (J) dos digréficas circulantes.
Considerando la digrafica circulante

_
H= C(2r+1)(25+1) ((27” + 1) JU (K + (27“ + 1) IQS_H)) (3.1)

— —
basta con probar que C'g,,1 (K) [C’Qs+1 (J)] =~ H.

%
Sea p: H — Cg.11 (K) el epimorfismo reflexivo definido como asignar a
H
p(z) el residuo de z médulo 2r + 1. Entonces para todo w € V' (CQTH (K))
(es decir, para todo w € Zg,,1) se tiene que p~ (2) = w + (2r +1) sy
H

induce una copia isomorfa de Co5,1 (J).

Finalmente, si existe una p~! (w) p~! (w')-flecha en H, entonces se tiene
que 22’ € F (H) para todo z € p~! (w) y 2/ € p~! (w'). Esto prueba la afir-

%

macién y muestra que p es la proyeccién natural de H en C's. 1 (K). O

Corolario 3.2.4 La composicion de dos torneos circulantes es a su vez un
torneo circulante.

Demostracion. Sean (_7>2r+1 (K)y (_7>25+1 (J) dos torneos circulantes.
Por el Teorema 3.2.3 se tiene que H = E’>QT+1 (K) [agsﬂ (J)] es una

digréfica circulante definida como en 3.1.
Por ser ambas digréficas torneos se sigue que H es a su vez un torneo. [

3.2.1. Sumas de Zykov y niimero dicromaético

El problema de calcular el nimero dicromético de una suma de Zykov
puede reducirse al de calcular el niimero de cubrimiento de una hipergréfica,
como se muestra a continuacion.

Definicién 3.2.5 Sea D una digrdfica. La hipergrifica Hy (D) se define como

V(Hi (D)) = V(D)
A(H, (D)) = {SCV(D):S esun conjunto aciclico maximal}
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Definicién 3.2.6 Sea D una digrifica. La hipergrifica H, (D) se define como
v (i (D)) = V(D)
A <}A11 (D)) = {SCV(D):S esun conjunto aciclico}

y se observa que H, (D) 2 Hy (D).

Proposicion 3.2.7 Para todo m entero positivo se cumple que

1. H (@mﬂ <@>) D Aorimst Y B (@mﬂ <@>) —m+1.

— =
2 Mgy B (017 (6)
Demostracion. Sea m un entero positivo.

H
1. Sea S un conjunto aciclico méximo de C'o,,11 (&), y supéngase que el
vértice v es la fuente de S. Entonces |S| < d* (v) 4 1. Por la estructura

de 82m+1 () se tiene que
Nt(w)={v+1Lv+2,...,v+m}
y el conjunto
Nt ={v,v+1,...;0+m} € A(Asmi1.ms1)

es aciclico; pero ademés es aciclico maximal ya que para cualquier otro
H

vértice u de Copy (D) el conjunto {v,v+1,...,v 4+ m,u} contiene al

ciclo C' : u,v,v + m,u.
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Luego, como d* (v) + 1 = |N* [v]| se tiene que

E} (E’)Qm—&-l (®>> =S| =|NT[]|=m+1

{v,o+1,...,0+m} € A<H1 (6)2m+1 <@>)>

con lo que queda demostrado que H; (E’)mﬂ (®>> 2 Mot 1met1-

H
2. Se tiene, por el Teorema 1.3.2, que C's,,, 11 (m) es un torneo 3-dicroméatico
critico para m > 3. Y dado que {v,v+1,...,v4+m — 1} induce un

— —
subtorneo aciclico de C'g,,11 (m) para todo v € V (C omt1 (m)), se
sigue que

—

B (62m+1 (m>) =m
y
{v,v+1,...,0+4m—1} € A (H1 (6’)2m+1 (m>)>

H
con lo cual queda demostrado que H; (C’ oma1 <m>) 2 Aomt1m-

3. Sea v un vértice de 6’>6m+1 (2m), entonces como el conjunto
Ntw)={v+1Lv+2,...,0+2m—1}
es aciclico, se sigue que
{v,o+1,...,0+m} € A(Aspms1.mt1)

es aciclico, pero ademas, en la demostracion del Teorema 2.2.8 se mostréd
que

ﬁ <86m+1 (2m>> =2m

por lo que

{v,o+1,...,04+42m—-1} € A (Hl (6’)6m+1 (2m)>>

—)
y entonces queda demostrado que H; (C 6m1 <2m>> 2D Aem+1,2m-
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Ahora, para los iltimos tres inciosos se tienen sendas inclusiones de las
digraficas circulantes. Obsérvese que

~

—_
1, (Chr () 2 Az para j = 5,6,7

H
pues para cualquier vértice v de C'17 (j) se tiene que el conjunto
{v,v+1,...,v+j - 1} € A17’j

es aciclico con cardinalidad j.
Luego, sea T7 = 6)17 (j) para j € {5,6,7}. Basta con probar que los
conjuntos
Ai,i—l—j—l = {Z,Z—f- ]_,,Z+] - 1}

son aciclicos méximos.

Sea S; un conjunto aciclico de T7. Se probard que |.S;| < j. Puede asumirse
que 0 es la fuente de 7Y [S}].

Sea N; la exvecindad de 0 en 7Y. Entonces S; — {0} C N,. Nétese que
T9[N; — {17 — j}] & H;_15_; (la correspondencia i — i para 0 <i<j—1y
i — i+1paraj < i < 7esunisomorfismode H;_;5_;enT? [N; — {17 — j}]),
y j—1 > 8—j. Entonces, por el Lema 2.2.6 que afirma que para cualesquiera
dos enteros r, s tales que 1 < s < r, se cumple que 5) (H,s) =, se sigue que
|S;| < j siempre que 17— j ¢ S;.

Asimase entonces que 17 — j € S;.

— =
4. Primero se probard que (3 (017 <5>> =5.
Cuando j = 5, se tiene que 12 € Ss.
Si 4 € S5 entonces S5 N {1,2,3} = & puesto que {v, 4,12} induce un
ciclo para v € {1,2,3}. Y dado que {7,8,12} induce un ciclo se sigue
que |S5 N {7,8}] < 1. Por lo tanto se deduce que |Ss| < 5.
Sid ¢ S5y 8 € S5 entonces S5 N {1,2,7} = & puesto que {v, 8,12}
induce un ciclo para v = 1,2, 7. y entonces |S5| < 5.
Finalmente, si S5 N {4,8} = &, entonces dado que

T°[Ns] — {0,4,8,12} = Hy,

se concluye por el Lema 2.2.6 que |S5| < 5 puesto que el maximo
nimero de vértices en un subtorneo transitivo de Hs o es 3.
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5. Ahora se probara que ﬁ (817 (7)) ="1.
Cuando j = 7, se tiene que 10 € S;.
Si {1,3} N S7 # @ entonces {4,5,6} N S; = & puesto que {v,10,1} y
{v,10,3} inducen ciclos para toda v € {4,5,6}. Por lo tanto se tiene
que |S;7| < 6.
Si {1,3} N S; = & entonces |S7| < 7.

6. Por ultimo se probard que E) <5>17 (6>> = 6.
Cuando j = 6, se tiene que 11 € Sg.
Entonces se cumple una de dos, {1,2} NSg = @ o bien {3,4} N Ss = &,
puesto que {1,2,11} y {3,4, 11} son aciclicos pero {1, 3,11}, {1,4, 11},
{2,3,11} y {2,4,11} son ciclicos. Ademds |Sg N {5, 7}| < 1 puesto que
{5,7,11} induce un ciclo. Por lo tanto |Ss| < 6.

Observacion 3.2.2 Ndtese que el niimero dicromdtico de una suma de Zykov
debe ser mayor o igual que el mdximo de los nimeros dicromdticos de los
sumandos.

Teorema 3.2.8 Para cualesquiera dos digrdficas D y W siempre se cumple
que

dc(D[W]) > dec (D) + de (W) — 1

Demostracion. Si de (W) = 1 se tiene que la igualdad es cierta puesto que
de (D [W1]) = de (D). Entonces se puede suponer que dc (W) > 2.

Denétese como W, a la copia isomorfa de W inducida por {v} x W en
D W]y témense n = dc (D [W]) y m = dec(W) — 1. Claramente n —m > 1
puesto que de (D [W]) > de (W) y entonces dc (D [W]) —dc (W) +1 > 1.

Sea f : V(D[W]) — I, una n-coloracién aciclica de D [W]. Entonces
(I, - I,) NV (W,) # @ para cada v € V (D) dado que f~* (I, — I,)
pierde solamente m = dc (W) — 1 clases cromaticas.

Témese w, € f~ (I, — I,) NV (W,). La subdigrédfica de D [I¥] gene-
rada por {w,:v €V (D)} es una copia isomorfa de D. Esto implica que
n—m = |I, — I,,| > dc(D) por lo que dec (D [W]) — (de (W) —1) > de(D) y
queda demostrada la desigualdad. [J
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Sea D una digraficay Q) = {Qu}uew p) una familia de digréficas. Se define
la funcién de peso {, : V (D) — N como &, (u) = de (Qu).

Definicién 3.2.9 Una {-cubierta de Hy (D) es una cubierta 6ptima, si su
cardinalidad es menor o igual que la de cualquiera otra {-cubierta de Hy (D).

Teorema 3.2.10 dc (o (D,Q)) =7 (Hy (D), &g)-

Demostracion. Puede asumirse que () estd formada por digréficas disjuntas
dos a dos y por lo tanto Q, C o (D, Q).

Sea p : o (D,Q) — D la proyeccién natural, de tal forma que p (Q.) = u
para todo u € V (D).

Sea {a;},.; una {,-cubierta éptima de H; (D), entonces

7] =7 (Hi (D), &q)

Definase una coloracién f de V (o (D,Q)) con J como su conjunto de
colores de la forma siguiente. Para cada u € V (D) témese una coloracién
aciclica de @, con colores en J,, lo cual es posible ya que @, es {y-dicromética
¥ |Ju| > &g (u). Sea C un ciclo dirigido de o (D, Q).

Si C' C @, para alguna u, entonces C' no es monocromatico.

En otro caso, p (C') contiene un ciclo dirigido Cj. Si C' fuera monocromati-
co de color 7, entonces

a; 2V (p(C)) 2V (Co)

lo cual es imposible ya que «; es aciclica. Luego C' no es monocromatico y f
es una coloracién aciclica. Por lo tanto

de (o (D,Q)) < |J| =7 (Hi (D), &)

Sea J un conjunto de cardinalidad dc (o (D,Q)) y f : 0 (D,Q) — J una
coloracién aciclica 6ptima de o (D, ). Dendtese como R; a la clase cromética
del color j. Entonces a; = p(R;) es un subconjunto aciclico de V' (D) dado

que R; es aciclico y por tanto a; € A (}AII (D)) Dado que J, = {j : v € a;}
se tiene que j € J, siy sélo si R; NV (Q,) es no vacio, de ahi se sigue que
|Jul = de(Qu) = &g (u) y {a;},c; es una {,-cubierta de Hy (D). Por lo tanto

i (Hy (D), &) = it (H1 (D) &) < de(o(D,Q))

y la demostracion estd completa. [J



3.2. Sumas de Zykov 71

Notacién 3.2.11 Para simplificar, en adelante se escribe ny (D, &) en lugar
de n(Hy (D),§).

Observacion 3.2.3 Notese que ny (D, 1) = dc (D).
Corolario 3.2.12 Si dc(a) =k, entonces dc (D [a]) = 1y (D, k).

—
Sea ¢ una funcién de peso sobre C's tal que §; > & v §; > &,, con

§(j) = fj-

P O = (A — | Sot&itEs s (A —
roposicion 3.2.13 7, (03,§> = {T-‘ 0 N (03,5) = ¢, depen-
diendo de si £y < & + &5 o por el contrario & + &, <

s (A _ 3k

ny <03,k> = ’7?]

Demostracion. Si &, + &, < &, entonces considérese un entero positivo h
tal que & + &, + h = &,, luego basta con tomar &, veces la arista ag; y £, +h
veces la arista ag (Figura 3.4) para cubrir los vértices 0, 1 y 2. Asi se obtiene

&o- En particular

una cubierta 6ptima, por lo que 1y <83, 5) =&,

Si&y + &, > &, entonces se considera h > 0 y se construye una cubierta
con h veces la arista aqq, §§ — h veces la arista ag; y a veces la arista sy,
donde a > &, — h (Figura 3.4). Asf se habran cubierto los vértices 1y 2; para
cubrir el vértice 0 se debe pedir ademds que

a+(§ —h) =&

es decir, que a > (§, — &;) + h. Como se busca una cubierta 6ptima se tiene
que encontrar el min {a + (§{; — h) + h} = min{a + &}, y al ser & fijo, basta
con encontrar el valor minimo que puede tener a.

Como las tinicas restricciones para a son las desigualdades

a > & —h
a > (§—&)+h

se sigue que el valor minimo de a estd dado por el menor valor que satisface
ambas desigualdades simultdneamente. Se tiene que a, &,, &; y &, tienen va-
lores fijos, por lo que todo se reduce a encontrar una h adecuada. Obsérvese
que &, — & < & y que tanto (§, — &;) + h como &, — h se encuantran dentro
del intervalo [, — &, &,] (Figura 3.5). O
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N
Figura 3.4: C'5 bajo .

50'€1+h gg'h

50 B 51 52

&8t
2

Figura 3.5: El valor minimo de a es {Mw
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Proposicion 3.2.14 Sea k una funcion de peso constante.

1. g (6)2m+1 (D) ,k) = [k(iﬁﬁl)-‘ para m > 2.

82m+1 (m) ,k) = [k@mﬂ)-‘ para m > 3.

m

2m

3. Ny 66m+1 (2m) ,k> = {M—‘ para m > 2.

Demostracion. Las igualdades se siguen de la Proposicién 3.2.7 segin la
cual se tienen las contenciones

Hy (Consa (2)) 2 Asmirmn
H,y (82m+1 <m>> 2 Aomrim
H, (66m+1 <2m>> 2 Aemt12m

H, (817 (5>> 2 Airs

H,y <5>17 (7>> 2 Mz

Hy <5)17 <6>> 2 Mg

y de la Proposicién 3.1.8 que asegura que cuando una hipergrifica H con
p (H) = r contiene una copia isomorfa de A,,, como subhipergréfica genera-
dora, se tiene que

km

7 (H,K) = i (A, k) = {TW

para todo entero positivo k. [
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3.3. Funciones de peso criticas

Diferentes funciones de peso.pueden dar como resultado el mismo nimero
de cubrimiento. Cuando se disminuye en uno el peso asignado a uno de los
vértices de una hipergrafica puede suceder que el niimero de cubrimiento per-
manezca igual o por el contrario que disminuya en una unidad. Similarmente,
al aumentar en uno el peso asignado a un vértice el nimero de cubrimien-
to puede aumentar o permanecer igual. Las funciones de peso que al tener
un incremento o decremento de una unidad en el peso de cualquiera de los
vértices provocan una variaciéon en el nimero de cubrimento se denominan
funciones de peso criticas.

3.3.1. Funciones de peso subcriticas

Una funcién de peso £ sobre H se dice que es H-subcritica si para cada
funci6n de peso & tal que € < € y €] = [I€]l - 1, se tiene que

n(H,¢) <n(H,¢)
y por lo tanto, n (H,¢") = n (H,€&) — 1.

Notacién 3.3.1 Para abreviar, en adelante se escribe D-subcritica en lugar
de Hy (D)-subcritica.

Teorema 3.3.2 Sipara cadau € V (D), la digrifica Q. es {g (u)-dicromdtica
critica y §, es D-subcritica, entonces o(D,Q) es ny (D,gQ) -dicromdtica
critica.

Demostracion. Se sigue diréctamente del Teorema 3.2.10, el cual afirma
que dc (o (D,Q)) =y (D, fQ). Para cualquier v € V (o (D, Q)) se tiene que

de(Qu—{v}) = de(Qu) —1
donde v € V (Q,). Luego
de (o (D,Q) = {v}) =7 (D, &)
donde [|&,|| = ||¢0|| — 1. Por lo tanto
de(o (D, Q) —{v}) = de(o(D,Q)) — 1
O
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Observaciéon 2;3.1 Notese que la funcion de peso & considerada en la Proposi-
cion 3.2.13 es C'3-subcritica si y solo si £y < &+ &y y &g+ & + &y es impar.

Teorema 3.3.3 Sea k una funcion de peso constante.

1. k es 82m+1 (@)-subcritica si y solo si k =mmod (m+ 1) ym > 2.
2. k es (—7>2m+1 (m)-suberitica si y solo si k = 1modm y m > 3.

3. kes 61)6m+1 (2m)-subcritica si y sdlo si k = 1mod 2m y m > 2.

4. lies
g 3-subcritica si y solo si k es impar,
C'17 (5)-subcritica si y sélo si k = 3mod 5,
Cu (7)-subcritica si y solo si k = 5mod 7,
Cu (6)-subcritica si y solo si k = 5mod6.

Demostracion. Sea ¢ una funcion de pesos tal que £ <k y ||€|| = || k|| — 1.

1. Sea T = 5}2m+1 (&) con m > 2.

Primero, si k es T-subcritica, entonces por la Proposicién 3.2.14 se tiene
k(2m+1)—1 k(2m+1)
m+1 m—+1

Luego (m+1)|(k+1)y k= q(m+ 1)+ m para alguna ¢ > 1. De ah{
que k = mmod (m + 1).

Ahora, si K = mmod (m + 1) se tiene que (m +1) = E) (T') divide a
|€]l. Dado que Aut (T') es transitivo en vértices, se puede asumir que
¢ =€ para s = 77%“1 y de la Proposicién 3.1.7 se sigue que k es
T-subcritica.

que [

2. Sea T = 5)2m+]_ (m) con m > 3.
Primero, si k es T-subcritica, entonces por la Proposicién 3.2.14 se
. E(2m+1)—1 kE(2m+1) o

tiene que | == —~—| < [==—=|. Luego m|(k—1) y k = gm + 1
para alguna g > 1. De ahif que £ = 1 mod m.

Ahora, si &k = 1modm se tiene que m = [ (T') divide a ||£||. Dado
que Aut (T) es transitivo en vértices, se puede asumir que £ = £'* para
5= % y de la Proposicién 3.1.7 se sigue que k es T-subcritica.
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3. Sea T = 86m+1 (2m) con m > 2.

Primero, si k es T-subcritica, entonces por la Proposicién 3.2.14 se tiene
que {M-‘ < [M-‘ Luego 2m| (k — 1) y k = q(2m) + 1 para

2m 2m
alguna ¢ > 1. De ahi que £ = 1 mod 2m. _
Ahora, si k = 1 mod 2m se tiene que 2m = [ (T') divide a [|£]|. Dado
que Aut (T) es transitivo en vértices, se puede asumir que & = £'* para

5 = ”5“ >y de la Proposicién 3.1.7 se sigue que k es T-subcritica.

—

. Por la Proposicién 3.2.13 se tiene que 1 (Cg, k) = ’—3—2":-‘, de ahf que k

es ag—subcrltlca si y s6lo si k es impar.

Sea T1 O 17 < >

Primero, si k£ es Tj-subcritica, entonces por la Proposicién 3.2.14 se
tiene que [*E=] < [1E]. Luego 5| (17k —1) y k = ¢(5) + 3 para
alguna ¢ > 1. De ahf que £ = 3mod 5.

H
Ahora, si k = 3mod5 se tiene que 5 = § (17) divide a ||£||. Dado que
Aut (T7) es transitivo en vértices, se puede asumir que & = £'¥ para
5= ”5“ y de la Proposicién 3.1.7 se sigue que k es Tij-subcritica.

Sea T2 017 < >

Primero, si k es Ts-subcritica, entonces por la Proposicién 3.2.14 se
tiene que [E=1] < [LE]. Luego 7| (17k —1) y k = ¢(7) + 5 para
alguna ¢ > 1. De ahi que £k = 5mod 7.

Ahora, si k = 5mod 7 se tiene que 7 = ﬁ (T3) divide a ||£]|. Dado que
Aut (Ty) es transitivo en vértices, se puede asumir que & = ¢ ) para

5= HEH y de la Proposicién 3.1.7 se sigue que k es Tr-subcritica.

Sea T3 017 < >

Primero, si k£ es T3-subcritica, entonces por la Proposicién 3.2.14 se
tiene que [5=1] < [1F] Tuego 6| (17k — 1) y k = ¢(6) + 5 para
alguna ¢ > 1. De ahif que £ = 5mod 6. -~

Ahora, si k = 5mod 6 se tiene que 6 = [ (T3) divide a ||£]|. Dado que
Aut (T3) es transitivo en vértices, se puede asumir que { = & (s) para

5= ”5“ y de la Proposicién 3.1.7 se sigue que k es T3-subcritica.
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3.3.2. Funciones de peso supracriticas

Después de considerar funciones de pesos subcriticas, se define de manera
similar que una funcién de pesos £ sobre H serd H-supracritica si para cada
funcién de pesos & tal que € < &'y ||€']| = ||€]] + 1, se tiene que

n(H,§) <n(H,¢)
y por lo tanto 7 (H,&') =7 (H, &) + 1.

Notacién 3.3.4 Para abreviar, en adelante se escribe D-supracritica en lu-
gar de Hy (D)-supracritica.

Por poner un ejemplo, la Proposicién 3.1.7 asevera que la funcién de pesos
19 %) os H -supracritica. Obsérvese que la funcién de pesos & considerada en la
Proposicién 3.2.13 es ag—supra,crl’tica siysélosi g <& +E v & +&+&
es par [10]. Este resultado se generaliza con el siguiente teorema.

Teorema 3.3.5 5i{, es D-supracritica, entonces cada iy (D, Q)-coloracion
aciclica de o (D, Q) induce en cada Q,, una coloracion aciclica dptima.



Capitulo 4

Torneos circulantes
r-dicromaticos criticos

La existencia de familias infinitas de torneos circulantes k-dicroma&ticos
criticos para cada k > 3, k # 7 quedard probada en este capitulo. Adi-
cionalmente, se mostrard un método para construir tales familias a partir
de encontrar caminos dirigidos en una digréfica aciclica D. Recuérdese que
en los Capitulos 1 y 2 se exhibieron sendas familias de torneos circulantes
r-dicrométicos criticos para r = 3 y r = 4, respectivamente.

4.1. Trazando caminos

Dada una familia 7% de torneos circulantes k-dicromdticos criticos, si
k =r(m+ 1) — 1, entonces por la Proposicién 3.2.14 se tiene que

e (Canr (0 [11) = |

y andlogamente, si k = rm + 1 se tiene que

de <6’>2m+1 (m) [T’“D = {

(r(m+1)—1)2m+1)
m+1

-‘:r(2m—|—1)—1

(rm+1)(2m+1)

w =7 (2m+1)+3

este hecho fundamental permite la construccién de familias infinitas de tor-
neos (r(2m + 1) — 1)-dicrométicos y (r(2m + 1) + 3)-dicromaticos a par-
tir de sendas familias infinitas de torneos (r (m + 1) — 1)-dicromdticos y
(rm + 1)-dicrométicos, respectivamente.

79
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Definicién 4.1.1 Las funciones fo, f, f1 y fi con dominio N* estdn dadas
por

folrom) = r(2m+1)—1
forom) = r(m+1)—1
parar > 1,m=>2y

fi(rom) = r(2m+1)+3
filr,m) = rm+1

parar > 1,m > 3.

Es importante observar que si extiste un torneo circulante T que sea
ﬁ
f{ (r,m)-dicromatico, entonces componiendo C's, 1 (&) con 7' se puede con-
struir un torneo circulante fy (r, m)-dicromético.

Observacién 4.1.1 Notese que {5,7,11,15,23} N (Im (fo) UIm (f1)) = @
(Cuadros 4.1y 4.2) y {9,13} C Im (fo) ya que f,(2,2) =9 y fo(2,3) = 13.

Im (f(])m{577711715723}
forom)=5=r2m+1)=6=2m+1=3=>m=1
folr,m)=7T=rC2Cm+1)=8=2m+1=1=m=0
folr,m)=11=r2m+1)=12=2m+ 1€ {1,3} = me {0,1}
fo(rrm)=15=r2m+1)=16=2m+1=1=m=0
fo(r,m)=23=r(2m+1)=24=2m+1€{1,3} = me{0,1}

Cuadro 4.1: Suponer que {5,7,11,15,23} NIm (fy) # @ contradice el hecho de que m > 2.

I (f1) N (5,7, 11, 15,23}
filbm)=5=rC2Cm+1)=2=2m+1=1=m=0
filbm)=7T=rC2m+1)=4=2m+1=1=m=0
filrm)=1l=r2m+1)=8=2m+1=1=m=0
filr,m)=15=r2m+1)=12=2m+1€ {1,3} = me {0,1}
filrrm)=23=r(2m+1)=20=2m+ 1€ {1,5} = m € {0,2}

Cuadro 4.2: Suponer que {5,7,11,15,23} NIm (f;) # @ contradice el hecho de que m > 3.

Observacion 4.1.2 Ndtese que las cuatro funciones fo, f}, fr y fi son cre-
cientes sobre las variables r y m.
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Lema 4.1.2 Si f(r1,m1) = f{ (ra, ma) entonces fo (r1,m1) # fi (r2, ma).

Demostracion. Sean 11, my, 2, my enteros tales que f (r1, my) = fi (12, ma),
entonces 11 (myg + 1) — 1 = romg + 1.
De ahi que 2mqry + 2ry — 2rams — 4 = 0.

Ahora supéngase que fo(r1,m1) = fi(re,ms), entonces se tiene que
r1(2my+1)—1=ry(2me+ 1)+ 3.
Luego, 2myry + 2r; — 2rgmge — 4 — ro — 1y = 0 de donde r; = —ry lo cual

es una contradiccion puesto que 1 < ry yr < ry. [

A continuacién se mostrard que para cualquier entero x > 4 tal que
x ¢ {5,7,11,15,23}, puede construirse un torneo circulante z-dicromético a
partir de un torneo circulante 17" que sea r-dicromético para alguna r € N,

— —
componiendo alguno de los torneos C o411 (&) 6 Copyq (M) con T7.

Lema 4.1.3 Si x es un entero, entonces x € Im (fy) UIm (f1) si y solo si
r>4yxd¢{5711,15,23}.

Demostracion. Sea X = Im (fo) U Im (f1).

Como fy(1,2) =4, f1(1,3) = 10 y las funciones fy y fi son crecientes
para r y m, entonces para todo x € X se tiene que x > 4. Ademads, por la
Observacién 4.1.1 se tiene que {5,7,11,15,23} N X = & por lo que six € X
entonces = ¢ {5,7,11,15,23}.

Por otro lado, para r = 1 se tiene que fo (r,m) = 2m, por lo que si x > 4
es un nimero par entonces x € Im (fy) C X.

Seax=2n+1lconn>2yz¢X.

Supéngase que 2k + 1 divide a 2n + 2 para alguna k£ > 0. Entonces
2n+2=r(2k+1) paraalgunar > 1,porloque x =7 (2k+1)—1y k < 1.
Supoéngase ahora que 2k + 1 divide a 2n — 2 para alguna k£ > 0. Entonces
2n—2=r(2k+ 1) para algunar > 1, porloque z =r (2k +1)+3y k < 2.

Luego 2n + 2 no tiene un divisor impar mayor que 3 y 2n — 2 no tiene
un divisor impar mayor que 5. De ahf que n +1 = 2'-i con i € {1,3} y
n—1=2%-jconje€{l,3,5}.

Se deduce entonces que t < 1 o bien s < 1, alguno de los dos. En el primer
caso x € {5,11} y en el segundo caso x € {5,9,13,7,15,23}. Sin embargo,
{9,13} C Im (fy) (Observacién 4.1.1) y por lo tanto = € {5,7,11,15,23}. O
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A partir de las funciones fo, fj, f1 v fi se construye la digrafica infinita
D = Dy U Dy donde Dy y D; son las digrificas aciclicas definidas como

V(Dy) = {z2€Z:2>2}
F(Do) = {(fo(r,m), fo(r,m)):r>1,m =2}

V(D)) = {2€Z:2>2}
F(D1) = {(fi(r,m), fi(r,m)):r > 1,m >3}

Observacion 4.1.3 Por el Lema 4.1.2 se tiene que Dy y D1 son disjuntas
en flechas.

Observacion 4.1.4 Ndtese que si se tiene un torneo circulante T que sea
u-dicromdtico critico y uwv € F (D;) para i € {0,1}, entonces por el Coro-
lario 3.2.12, la Proposicion 3.2.14 y los Teoremas 3.3.2 y 3.3.3 se puede
construir un torneo circulante v-dicromdtico critico mediante la composicion

Comsr (D) [T] 8ij =0y Compr (m)[T] sij = 1.

Para j € {0,1}, se asigna a cada flecha 7 = (fj’ (r,m), f; (r, m)) de D el
peso w (7) = 2m + 1 y un operador de digréficas T tal que

Comer (@)[a] si j=0

7 (o) =
Comsr (m)[a] si j=1
Luego, si 7 : ug, 71, U1, T, U,y . . ., Up_1, Tn, Uy €S Un camino dirigido en D se
definen
T(a) = Tpn(Tuaa (. T2 (71 (). ))
w(m) = w(m)w (1) .w(Te)w (1)

Ejemplo. La forma de obtener un torneo circulante 26-dicromético critico a
partir de un torneo circulante 3-dicromadtico critico utilizando los resultados
obtenidos es la siguiente.

Sea T un torneo circulante 3-dicromdtico critico. Se tiene que en D existe
un (3) (26)-camino W dado por W : 3,6, 14,26 (Cuadro 4.3) como se observa
en la Figura 4.1. Entonces las flechas 7; y sus pesos w (7;) para i € {1,2,3}
son los que aparecen en el Cuadro 4.4.
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Uy, ¢ u r U, r Uy
° 71 po—— po 1 e
3 6 14 26

Figura 4.1: El (3) (26)-camino W en D.

Jlr|m g/ (T’ m) fj (Ta m)
0113 3 6
11115 6 14
03] 4 14 26

Cuadro 4.3: Valores de r y m que permiten obtener el (3) (6)-camino W en D.

Primero se obtiene un torneo circulante 6-dicromético critico a partir de
T3 mediante la composicién

Cr(2) [T°]

donde el orden del torneo base estd dado por el peso de la flecha 7.
En segundo lugar se obtiene un torneo circulante 14-dicromético critico
H
a partir de C'7 (@) [T®] mediante la composicién

(_7)11 (5) [67 (D) [TB]]

donde que el orden del torneo base esta dado por el peso de la flecha 7.
Por 1ltimo, se obtiene un torneo circulante 26-dicromético critico a partir

de 811 (5) [6’)7 () [Tﬂ mediante la composicién

Co () [811 (5) {67 (@) [T?’]H

donde el orden del torneo base estd dado por el peso de la flecha 3.
El orden del torneo circulante obtenido es 7-11-9-|V (T?)| = 693 |V (T?)].

) T; w (Tz) j
1 (3,6) 70
2| (6,14) 1 |1
3| (14,26) 0

Cuadro 4.4: Pesos de las flechas 71, 72 y 73 en el (3) (26)-camino W de D.
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Lema 4.1.4 Sea o un torneo circulante ug-dicromdtico critico, entonces 7 (cv)
es un torneo circulante u,-dicromdtico critico y |V (7 (a))| = |V (a)| w (7).

Demostracion. Por la construccién de D, se sigue de la Observacién 4.1.4
que 7 («) es un torneo circulante u,-dicromatico critico cuyo orden esta dado
por w (Tp)w (Tp-1) ... w (To)w (T1) |V (a)|. O

Observacion 4.1.5 Recordando que V (D) = {z € Z : z > 3}, a partir del
Lema 4.1.3 se sigue que el conjunto de vértices de D con ingrado 0 es
{3,4,5,7,11,15,23}.

Lema 4.1.5 Para cada entero n > 3, n # 7 hay un camino dirigido en D
desde un vértice en {3,4,5,11,13,15,23} hasta n.

Demostracion. Se definen los siguientes conjuntos

B = {3,4,511,13,15,23}
W = {w e V(D) :hay un Bw-trayectoria dirigida en D}

9), (5,10), (6,12), (8,14), (8,16), (9,17), (9, 18),
11

Ya que (3,6), (4,8), (5 (5, 1
,21), (11,22), (12,24) € F' (D), entonces

(10,20), (11,19), (11,20), (1
L\ {1,2,7} C W

Sea K = N\{1,2, 7} se probard que K = W. La prueba es por induccién.

Sea n > 25 tal que s € W siempre que s < n — 1, s € K. Por la Obser-
vacion 4.1.5 existe un k tal que (k,n) € F' (D). Entonces, se tiene que k < n
y k & {1,2,7} ya que las unicas {1,2, 7} w-flechas de D son (2,4), (7,13) y
(7,14). Por lo tanto k € K y asin € K. O

A partir de este resultado, se observa que es suficiente con tener por lo
menos una familia infinita de torneos circulantes k-dicrométicos criticos para
cada

ke {3,4,5,7,11,15,23}

para poder construir familias infinitas de torneos circulantes r-dicrométicos
criticos para cualquier € N, r £ 7 mediante la composicién con los torneos

. — —
circulantes C o101 (&) v Comi1 (M).
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Proposicién 4.1.6 Para cada entero k € {3,4,5,11,13,15,23} existe una
familia infinita Fy. de torneos circulantes k-dicromdticos criticos tal que ningin
par de elementos tienen el mismo orden.

Demostracion. Por los Teoremas 1.3.2 y 2.2.8, y la Proposicién 3.2.13, se
tiene que las familias F; para j = 3,4, 5 son

Fs = {6')27,1“ (m) :m > 3}
Fs = {5)3 |:6’)2m+1 <m>] tm > 3}
F o= {amﬂ (2m) 1 m > 2}

y se definen ahora

—

Fu = {017<5>[a];aef3}
Fis = {817<7>[a]:aef5}
Fis = {5)17(6”04]:046.7:5}

Por el Corolario 3.2.4 se tiene que los miembros de las familias son torneos
circulantes. Que el nimero dicromético de las familias sea el buscado es con-
secuencia del Corolario 3.2.12, la Proposicién 3.2.14 y la Observacién 4.1.4.
Que las familias sean criticas en vértices se sigue de los Teoremas 3.3.2 y 3.3.3.
Que en cada familia ningtin par de elementos tengan el mismo orden se tiene
del hecho de que para cada j € {3,4,5}, todos los miembros de F; tienen
diferentes 6rdenes.

Finalmente, se define la familia

Foz = {6)3 [a] :a € .7:15}

la cual satisface las condiciones requeridas debido a la Proposicién 3.2.13 y
a los Teoremas 3.2.10, 3.3.2 y 3.3.3. [

4.2. Las familias F;

Con base en el andlisis antes mostrado, se tiene el siguiente resultado.
Cabe recordar que el valor 7 quedé excluido de todas las propiedades encon-
tradas.
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Teorema 4.2.1 Para cada entero k > 3, k # 7 existe una familia infinita
Fi de torneos circulantes k-dicromdaticos criticos en vértices no isomorfos
dos a dos.

Demostracion. De hecho, se construird, para cada k > 3, k # 7, una familia
infinita F}, de torneos circulantes k-dicromadticos criticos en vértices tal que
todos sus miembros tengan érdenes distintos.

Por el Lema 4.1.5, se tiene que hay en D un uk-camino dirigido 7 tal que
u € {3,4,5,11,13,15,23}. Definase la familia

Fr ={7 (o) : . € F,.}

que por el Lema 4.1.4 y la Proposicién 4.1.6, es una familia infinita de tor-
neos circulantes k-dicrométicos criticos. Entonces Fj tiene las propiedades
requeridas. [

Con base en el resultado anterior, se tiene un método para construir fa-
milias infinitas de torneos circulantes r-dicromadticos criticos para cualquiera
r >3, r # 7. En el Cuadro 4.5 se muestra una forma de obtener seis familias
infinitas de torneos r-dicromaticos criticos para cada r € {5,6,8,9,10,11}.

Familia de Justificacién de criticidad
— —
Cs { 2m+1 J {?’73} =5 k = 3 impar = k es C 3-subcritica.
— — —
C7 (@) |:02m+1 (m}} (21l =6 3=3mod4 = k es C7 (&)-subcritica.
— - —
C3[T®)] [32] =38 k =5 impar = k es C s-subcritica.
— —
Cs (@) [TO)] [52] = 9 5=2mod3 = k es C5(@)-subcritica.
— —
C11(9) [T(5 ] {%] = 5=5mod6 = k es C'1; (&)-subcritica.
— —
C3 [T(7 ] [?’Q—q = k =7 impar = k es C 3-subcritica.

Cuadro 4.5: Construccién de seis familias infinitas de torneos r-dicrométicos criticos para
re {5,6,8,9,10,11}.

4.3. La huidiza familia F;

El método de construcciéon mostrado anteriormente es inaplicable para
obtener la familia F7 ya que ésta no puede obtenerse mediante la composiciéon
de torneos circulantes, como queda asentado en el siguiente teorema.
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Teorema 4.3.1 Un torneo circulante T-dicromdtico critico en vértices no
puede ser isomorfo a la composicion de dos torneos circulantes.

Demostracion. Sea T un torneo circulante 7-dicromético critico en vértices.
Supéngase que existen dos torneos circulantes C; y Cy tales que T es

isomorfo a C; [Cs]. Sean k = dc (Cy), v = |V (Cy)| y m = ﬁ (C1), entonces,
por la Proposicién 3.2.14 se tiene que (%w =Ty (’“’ 1} = 6.

Luego, 6 < % < T7Tyd < M < 6, de donde 6m < kv < Tm y
5m < kv —1 < 6m. Entonces k:v—l < 6m < kv, por lo que 6m = kv —1, lo

cual es imposible. [J

Esta limitante obliga a disertar mediante un andlisis distinto sobre la
estructura de la familia F7 y fuerza el desarrollo de nuevas técnicas con las
cuales conseguir construirla. Actualmente, es un problema abierto develar la
incégnita bajo la cual subyace la familia 7.



Apéndice A
Aplicaciones

Paralelamente a la costruccion de las familias Fj, los conceptos mostrados
en esta tesis son 1tiles para abordar otros problemas interesantes. En este
apéndice se incluyen dos resultados obtenidos merced a la teorfa ya expuesta.
En adelante, se denota como 7™ a un torneo genérico m-dicromético critico
de orden par; y se denota como W™ a un torneo genérico m-dicromético
critico de orden impar.

A.1. Aplicacién 1

El orden minimo de un torneo 5-dicromético es hasta ahora desconocido,
este ejemplo muestra que no es més grande que 19.

Si € : Z7 — N esta definida por & (j) = 2 para j # 0y £ (0) = 1, entonces
para T = 67 (3) se tiene que 1y (T,&) > (%W = 5 por la Proposicién 3.1.6.3
ya que E} (6’)7 (3)) = 3.

Por la Proposicién 3.1.7 se sabe que 74 (T, 5(5)> =5 y dado que ¢ < ¢®
se sigue de la Proposicién 3.1.6 que 71 (T',§) = 5.

Ahora se define Qo =11 y Q; = 6)3 para j € Z7 \ {0}. Por el Teorema
3.2.10 se tiene que o <T, (Qu)uev(T)> es un torneo 5-dicromético de orden 19.

Entonces el orden minimo de un torneo 5-dicromético es a lo mas 19. Por
otro lado, se sabe que el orden minimo es al menos 17 ya que todo torneo de
orden 16 es 4-coloreable. Actualmente es un problema abierto determinar si
el orden minimo de un torneo 5-dicromatico es 17, 18 6 19.
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A.2. Aplicacion 2

Otro de los resultados que se pueden inferir a partir de los resultados
ya mostrados es el de que para todo entero r > 4 puede construirse una
familia infinita de torneos r-dicrométicos criticos en vértices, de orden par y
no isomorfos dos a dos.

Sea £ : Z7; \ {0} — N definida por £(j) = 1 para j € {1,2,3,4,5} y
£(6) = 2. Se tiene que & es STg-subcritica, donde

—
7

STs = C'7 (3) — {0}

ﬁl (ST67€) =3

Procediendo como en el ejemplo anterior, se obtiene un torneo 3-dicromatico
critico en vértices T3 de orden 8. Recuérdese que t(T(m), wm T, 1) es un
torneo (m + 1)-dicromético critico en vértices de orden par y que hay una
infinidad de torneos W) no isomorfos dos a dos.

Usando la induccién matemdtica sobre m, se sigue que para cada entero
r > 4 se puede construir una familia infinita de torneos r-dicrométicos criticos
en vértices y de orden par, tales que sean no isomorfos dos a dos.



Epilogo

Muchos conceptos e invariantes fundamentales de la Teorfa de Gréficas
estan relacionadas con la conexidad. El nimero dicromdtico es uno de tales
invariantes, el cual, generaliza al conocido concepto de niimero cromaético.
Sin embargo, se tiene que el problema de encontrar el nimero dicromético de
una digrifica es NP-Completo, es decir, que no se puede resolver algoritmi-
camente en tiempo polinomial. Entonces, el nimero de cubrimiento otorga
una alternativa para calcular el nimero dicromdtico en ciertas familias de
torneos. De ahi la importancia del material expuesto en esta tesis, la relacién
existente entre el nimero dicromdtico de una suma de Zykov y el nimero de
cubrimiento de una hipergréfica resulta ser una herramienta muy eficaz.

La simetria que presentan los torneos circulantes facilita su andlisis, de
ahi que s6lo quede pendiente por cubrir un caso: el de los torneos circu-
lantes 7-dicromaéticos criticos. Las técnicas utilizadas en esta tesis no aplican
para encontrar la familia faltante y es necesario un enfoque diferente para
obtenerla, siendo una interesante linea de investigacion.
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