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Prefacio

�Les mathématiques ont un triple but. Elles doivent fournir un instrument
pour l�étude de la nature. Mais ce n�est pas tout: elles ont un but philosophique
et, j�ose le dire, un but esthétique. Elles doivent aider le philosophe à approfondir
les notions de nombre, d�espace, de temps. Et surtout leurs adeptes y trouvent des
jouissances analogues à celles que donnent la peinture et la musique. Ils admirent
la délicate harmonie des nombres et des formes; ils s�émerveillent quand une dé-
couverte nouvelle leur ouvre une perspective inattendue; et la joie qu�ils éprouvent
ainsi n�a-t-elle pas le caractère esthétique, bien que les sens n�y prennent aucune
part? Peu de privilégiés sont appelés à la goûter pleinement, cela est vrai, mais
n�est-ce pas ce qui arrive pour les arts les plus nobles? C�est pourquoi je n�hésite
pas à dire que les mathématiques méritent d�être cultivées pour elles-mêmes et que
les théories qui ne peuvent être appliquées à la physique doivent l�être comme les
autres. Quand même le but physique et le but esthétique ne seraient pas solidaires,
nous ne devrions sacri�er ni l�un ni l�autre.�

Henri Poincaré, La valeur de la science

Las matemáticas pueden ser muchas cosas: un juego, una herramienta,
una pasión. La abstracción es una habilidad que puede resultar divertida,
útil o cautivadora. Ninguna barrera impide a un ser humano acercarse a las
matemáticas y llegar a lugares que desbordan la imaginación. A mí me gustan
las matemáticas porque los senderos no están establecidos. Las matemáticas
son lo que uno quiere que sean.
La rama de estudio que elegí para desarrollar esta tesis es la Teoría de

Grá�cas. Muchas situaciones del mundo real pueden ser descritas por medio
de un diagrama que consista de un conjunto de puntos, y líneas que unan cier-
tos pares de ellos. Por ejemplo, los puntos pueden representar personas, con
líneas uniendo a los pares de amigos; o pueden ser centros de comunicación
con líneas representando los enlaces de comunicación. En tales diagramas lo
principal a tomar en cuenta es cuando dos puntos están unidos por una línea
y cuando no, siendo irrelevante la manera en que la línea los une. La inter-
pretación de las situaciones de este tipo dió origen a la noción de grá�ca. Del
estudio de las grá�cas se ocupa la Teoría de Grá�cas como una rama de las
Matemáticas Discretas.

ix



x PREFACIO

La Teoría de Grá�cas es un área importante de la Combinatoria, y durante
las últimas décadas se ha constituido, además, como un área signi�cativa den-
tro de las Matemáticas en general. Se encuentra relacionada con muchas otras
ramas, incluyendo la Teoría de Grupos, el Álgebra de Matrices, el Análisis
Numérico, la Probabilidad y la Topología. Adicionalmente a su crecimien-
to en importancia e interés como tema matemático, la Teoría de Grá�cas
tiene aplicaciones en muchos diversos campos, tales como las Ciencias de la
Computación, la Química, la Sociología y la Lingüística.
El hecho es que la Teoría de Grá�cas sirve de modelo matemático para

cualquier sistema que involucre una relación binaria. Y es en parte debido
a su representación esquemática que las grá�cas tienen un atractivo estético
e intuitivo. No deben subestimarse los alcances del estudio de las grá�cas,
aunque haya muchos resultados en este campo con una naturaleza elemental,
hay también una gran abundancia de problemas con su�ciente delicadeza
combinatoria como para retar al más experimentado matemático.
Hay ocasiones en las que la de�nición de grá�ca descrita al principio no es

su�ciente para determinados propósitos, y este hecho ha llevado a desarrollar
nuevos tópicos. Cuando las características de las grá�cas no son su�cientes
para satisfacer los requerimientos, se tiene la opción de las grá�cas dirigidas,
las cuales introducen la noción de dirección. Al enfrentarse con problemas
de tránsito, por ejemplo, es necesario conocer cuáles caminos en la red vial
son de un sólo sentido y en qué dirección debe ir el trá�co. Claramente, una
grá�ca de la red vial no es muy útil en tal situación, lo que se necesita es una
grá�ca en la que cada arista tenga una determinada dirección, una grá�ca
dirigida o digrá�ca. Otra de las aplicaciones �y de las más importantes�de
las digrá�cas es en la Teoría de Redes.
Tal como sucede con las grá�cas, las digrá�cas tienen una representación

pictórica simple. Una digrá�ca es representada mediante un diagrama similar
al de una grá�ca pero con �echas en lugar de líneas. Cada concepto que
es válido para las grá�cas puede extenderse también para las digrá�cas; de
hecho, a cada digrá�ca suele asociársele una grá�ca, con los mismos vértices
pero con una arista en lugar de �echa.
Mi incursión en el estudio de las grá�cas se debió a la inspiradora cátedra

sobre el tema impartida por el gran matemático mexicano Víctor Neumann
Lara (1933-2004), un hombre carismático y afable cuyo talento le mereció
el reconocimiento mundial por sus aportaciones matemáticas. Merced a su
mente visionaria, Víctor fue fundador en México de la rama de la Teoría de
Grá�cas, previendo la importancia que este campo adquiriría con el paso del
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tiempo. Y es en buena medida gracias a su labor investigadora y docente
que la combinatoria devino en una especialidad con crecimiento acelerado y
dinámico. Además, Víctor siempre se caracterizó como innovador incansable
y gran promotor, fue fundador del Coloquio de Teoría de las Grá�cas, Com-
binatoria y sus Aplicaciones que se efectúa cada año en distintas sedes del
interior de la república.
El presente trabajo lo comencé a desarrollar bajo la dirección de Víctor,

quien en 1982 introdujo el concepto de número dicromático para digrá�cas
como una generalización muy natural del ampliamente estudiado número
cromático para grá�cas. Y aludiendo a esta trascendental aportación �que
es aplicada en diversos campos de estudio como la Teoría de Núcleos y la
Teoría de Torneos�esta tesis versa sobre una clase particular de digrá�cas
llamadas torneos circulantes y su relación con el citado número dicromático,
basándose en diversos artículos desarrollados por Víctor entre los años de
1982 y 2000.
Hacia el año de 1999, Víctor desarrolló un método para construir fami-

lias in�nitas de torneos circulantes no isomorfos con un arbitrario número
dicromático mayor que tres, exceptuando el valor siete, y que además cum-
plieran una propiedad llamada criticidad en vértices. De la singularidad e-
xistente para el número siete, surgió la idea de tocar este tema en la tesis y
avanzar un poco en la construcción de la familia evasora mediante técnicas
nuevas.
La parte culminante de esta obra la realicé bajo la dirección de una desta-

cada alumna de Víctor, la Dra. Mika Olsen, quien actualmente trabaja en
encontrar la familia faltante.



Introducción

�Desocupado lector, sin juramento me podrás creer que quisiera que este libro,
como hijo del entendimiento, fuera el más hermoso, el más gallardo y más discreto
que pudiera imaginarse. Pero no he podido yo contravenir a la orden de naturaleza;
que en ella cada cosa engendra su semejante.�

Miguel de Cervantes, Don Quijote de la Mancha

En la presente tesis se manejan los objetos matemáticos conocidos como
digrá�cas y sus propiedades. Se muestran técnicas que permiten construir
familias in�nitas de digrá�cas con ciertas características relacionadas a un
número entero r � 3, así como el marco teórico de las mismas.
Un concepto que se puede de�nir para las digrá�cas es el de número

dicromático, el cual es un entero positivo asociado a cada digrá�ca de forma
única como se explica en el Capítulo 0. Este capítulo preliminar se ha incluído
para quienes no estén familiarizados con la Teoría de Grá�cas o algunos otros
conceptos utilizados en esta tesis. Si se está familiarizado con el tema puede
omitirse este capítulo y avanzar directamente al Capítulo 1 en el que aparecen
los primeros resulados importantes.
La primera parte del texto arroja algunos resultados fundamentales sobre

un tipo de digrá�ca llamada Torneo Circulante.
Si una digrá�ca tiene número dicromático r, es denominada r-dicromática.

Dentro de la clase de las digrá�cas existe un subconjunto de ellas llamadas
Torneos, y entre los torneos existen los denominados Torneos Circulantes, tal
como se explica en el Capítulo 1, en donde también se de�ne lo que es un
torneo r-dicromático crítico. Al �nal del capítulo se exhibe una familia de
torneos 3-dicromáticos críticos no isomorfos dos a dos.
Utilizando estos términos, el objetivo de esta tesis es mostrar cómo se

pueden construir familias in�nitas de torneos circulantes r-dicromáticos críti-
cos, no isomorfos dos a dos, para cualquier número natural r mayor que 3 y
distinto de 7.

xiii
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En el Capítulo 2 se presenta el único torneo 4-dicromático de orden 11,
llamado ST11, y se muestra que es la única grá�ca orientada 4-dicromática
de orden a lo más 11. Adicionalmente, se muestra cómo construir una familia
in�nita de torneos circulantes 4-dicromáticos críticos, no isomorfos dos a dos
(la familia fDmg), y se concluye la primera parte de esta tesis.
En la segunda parte se exhibe una operación entre digrá�cas llamada

Suma de Zykov, así como el concepto de Hipergrá�ca. Con la ayuda estos
elementos se alcanza el objetivo planteado.
Primeramente, en el Capítulo 3 se expone el concepto de Hipergrá�ca y

se de�ne lo que es el número de cubrimiento para una hipergrá�ca y una
función de peso sobre sus vértices. También se muestran algunos resultados
importantes en torno al citado número de cubrimiento. Más adelante, se in-
troduce una operación entre digrá�cas llamada Suma de Zykov y se muestra
el comportamiento del número dicromático bajo esta operación. Posterior-
mente, se exhibe la relación estrecha que hay entre el número de cubrimiento
de una hipergrá�ca y el número dicromático de las sumas de Zykov.
En el Capítulo 4 se muestra la construcción de familias de torneos cir-

culantes r-dicromáticos críticos, no isomorfos dos a dos, para toda r � 3
distinta de 7.
Como colofón a este trabajo, en el Apéndice A se muestran dos aplica-

ciones de los resultados expuestos a lo largo de la tesis.



Capítulo 0

Preliminares

Los torneos son un caso particular de las digrá�cas, las cuales heredan la
mayoría de sus propiedades directamente de las grá�cas de manera natural.
En este capítulo se incluyen los aspectos de las grá�cas y digrá�cas que serán
de utilidad para introducir diversos conceptos de torneos. Como preámbulo
se presentan algunos conceptos y resultados preliminares para los lectores
que no estén familiarizados con ellos.

0.1. A priori

Primeramente, algunos conceptos generales que hay que tener presentes.

De�nición 0.1.1 N denota al conjunto de los números naturales f1; 2; 3; : : :g.

De�nición 0.1.2 Para toda n 2 N se denota al conjunto de los números en-
teros módulo n, f0; 1; 2; : : : ; n� 1g, como Zn, y se dice que In = f1; 2; : : : ; ng
es el intervalo de longitud n.

Notación 0.1.3 La expresión a � bmodn, donde a; b 2 Z y n 2 N, signi�ca
que a y b dejan el mismo residuo al dividirlos por n, o equivalentemente, que
a� b es un múltiplo de n.

De�nición 0.1.4 Sean a y n enteros primos relativos. Se dice que a es un
residuo cuadrático módulo n si existe un entero x tal que x2 � amodn.

De�nición 0.1.5 Para toda función f : X ! Y se denota a la imagen de
f como Im (f) = fy 2 Y : y = f (x) para alguna x 2 Xg.

1
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Algunos conceptos del Álgebra que es importante conocer se exponen a
continuación.

De�nición 0.1.6 Un grupo hG; �i es un conjunto G cerrado bajo una ope-
ración binaria � que satisface:

1. La operación binaria � es asociativa.

2. Existe un elemento e en G tal que e � a = a � e = a para toda a 2 G.
Este elemento e es denominado identidad para � en G.

3. Para cada a 2 G, existe un elemento a0 en G con la propiedad de que
a0 � a = a � a0 = e. El elemento a es un inverso de a con respecto a la
operación �.

Observación 0.1.1 El conjunto Zn junto con la operación +n (suma módulo
n) forma un grupo.

De�nición 0.1.7 Si X es un conjunto y G es un grupo, entonces X es un
G-conjunto si existe una función � : G � X ! X, llamada una acción1 y
denotada como � : (g; x) 7! gx, tal que:

1. ex = x para toda x 2 X

2. g (hx) = (gh)x para cualesquiera g; h 2 G y x 2 X

De�nición 0.1.8 Si X es un G-conjunto y x 2 X, entonces la G-órbita2 de
X es

O (x) = fgx : g 2 Gg � X

De�nición 0.1.9 Un G-conjunto X es transitivo siempre que tenga una
sola órbita, es decir, si para cualesquiera x; y 2 X existe g 2 G tal que
y = gx.

De�nición 0.1.10 Una permutación de un conjunto dado A es una función
biyectiva � : A! A.

1Si X es un G-grupo se dice que G actúa sobre X.
2Suele decirse simplemente órbita en lugar de G-órbita cuando no hay riesgo de am-

bigüedad.
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Observación 0.1.2 Cuando el conjunto A es �nito, una permutación de A
es una función uno a uno de A en A.

Los conceptos de grupo y permutación se relacionan mediante el siguiente
teorema.

Teorema 0.1.11 Sea A un conjunto no vacío, y sea SA la colección de todas
las permutaciones de A. Entonces SA es un grupo bajo la composición de
permutaciones.

0.2. Nociones de grá�cas

Una grá�ca es un par de conjuntos �nitos G = fV;Ag, donde V 6= ?
y A � V 2 es un conjunto de parejas de elementos de V . A los elementos
de los conjuntos V y A se les denomina los vértices y las aristas de G,
respectivamente. Cuando no está claramente especi�cada la grá�ca a la que
pertenecen los conjuntos de vértices y aristas de una grá�ca, se hace referencia
a ellos como V (G) y A (G) donde G = fV;Ag. Una arista e = fu; vg 2 A (G)
suele ser denotada simplemente como uv, y se dice que e une a los vértices u
y v, en este caso los vértices u y v son los extremos de la arista uv.
A pesar de ser un objeto abstracto, una manera natural de esquematizar

una grá�ca es representar con sendos puntos a los vértices, y unir con líneas
pares de puntos cuando los vértices correspondientes sean adyacentes en la
grá�ca. De ahí la importancia de la noción de incidencia en la de�nición de
una grá�ca. Un vértice v incide en una arista e1 siempre que v sea uno de los
extremos de e, así mismo, una arista e2 incide en un vértice u siempre que u
sea un extremo de e2. Un ejemplo de grá�ca se puede observar en la Figura
1, la cual es conocida como la Grá�ca de Petersen3.
El tamaño de una grá�ca G es el número de aristas que contiene y se

denota como q = jA (G)j. Así mismo, p = jV (G)j es el orden de G, el
número de vértices que contiene la grá�ca. De esta forma, una (p; q)-grá�ca
es una grá�ca con orden p y tamaño q. Una grá�ca G se dice que es una
grá�ca completa si para cada u; v 2 V (G) se tiene que uv 2 A (G), una
grá�ca completa de orden p se denota como Kp. En el caso de la grá�ca de
Petersen, ésta tiene tamaño 15 y orden 10, por lo que es una (10; 15)-grá�ca.

3Esta grá�ca a adquirido importancia por la frecuencia con que resulta ser un contrae-
jemplo para importantes conjeturas.
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Figura 1: La grá�ca de Petersen.

Dada una grá�ca G, una subgrá�ca H de G es una grá�ca para la cual
V (H) � V (G) y A (H) � A (G). Si V (H) = V (G) se dice que H es una
subgrá�ca generadora de G.

De�nición 0.2.1 Una subgrá�ca H de G se denomina subgrá�ca maximal
si A (H) = fuv 2 A (G) : u; v 2 V (H)g

Para cualquier conjunto S de vértices de G, la subgrá�ca inducida G [S]
es la subgrá�ca maximal de G cuyo conjunto de vértices es S.
En una grá�ca G, para cualesquiera dos vértices u; v 2 V (G) se dice que

u es adyacente a v si uv 2 A (G). La vecindad de un vértice v en una grá�ca
G es el conjunto

N (v) = fu 2 V (G) : uv 2 A (G)g

que consta de todos los vértices u que son adyacentes a v. Si v 2 V (G) y
N (v) = ? se dice que v es un vértice aislado de G. El conjunto

N [v] = N (v) [ fvg

es la vecindad cerrada de v.
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El grado de un vértice v de G, denotado por d(v), es el número de vértices
adyacentes a v, es decir, d(v) = jN(v)j. Al mínimo de los grados de los vértices
de la grá�ca se le denota como � (G) y se dice que es el grado mínimo de
G; análogamente, al máximo de los grados de los vértices de la grá�ca se
le denota como �(G) y se dice que es el grado máximo de G. Si en una
grá�ca G, se tiene que � (G) = � (G) = r, entonces todos los vértices tienen
el mismo grado r y se dice que la grá�ca es regular de grado r o bien, que es
r-regular.
Un camino de una grá�caG es una sucesión alternada de vértices y aristas

v0; x1; v1; : : : ; vn�1; xn; vn

que comienza y termina con vértices, y en la cual cada arista xi es de la forma
vi�1vi para toda i = 1; 2; : : : ; n, es decir, cada arista incide en el vértice que
le precede y el que le sigue en la sucesión. Este camino une a los vértices
vo y vn, por lo que se le denomina como un v0vn-camino y puede también
escribirse de la forma

v0; v1; v2; : : : ; vn

al estar las aristas contextualmente implícitas. La longitud del camino es el
número de aristas en la sucesión, es decir, el camino tiene longitud n. Si los
extremos del camino son distintos se dice que el camino es abierto, en el
caso contrario, si los extremos coinciden (v0 = vn) se dice que el camino es
cerrado4. Si todas las aristas de un camino son distintas, se dice que es un
paseo, y si todos sus vértices �y por ende también sus aristas�son distintos
se dice que es una trayectoria. Un paseo cerrado se dice que es un recorrido.
Un ciclo es una trayectoria cerrada en donde n � 3. Se denota como Cn a la
grá�ca que consiste de un ciclo con n vértices y como Pn a la trayectoria con
n vértices. La grá�ca C3 se llama también un triángulo.
Una grá�ca es conexa si cada par de puntos están unidos por una trayec-

toria. Una subgrá�ca conexa maximal de una grá�ca G es llamada una com-
ponente conexa o simplemente una componente de G. Obsérvese que una
grá�ca conexa tiene exactamente una componente, mientras que una grá�ca
disconexa tiene al menos dos componentes.
Si G1 y G2 son dos grá�cas, se de�ne la grá�ca unión G1 [G2 como

V (G1 [G2) = V (G1) [ V (G2)
A (G1 [G2) = A (G1) [ A (G2)

4En ocasiones, a un camino cerrado se le llama circuito.
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Si U es un conjunto de vértices de G, se de�ne la grá�ca resta G � U
como

V (G� U) = V (G) n U
A (G� U) = fuv 2 A (G) : fu; vg \ U = ?g

la grá�ca resultante de eliminar los vértices de U y las aristas que inciden en
ellos en G.
Si un conjunto V de vértices de G es tal que uv =2 A (G) para cualesquiera

u; v 2 V , es decir, si V no contiene vértices adyacentes, se dice que V es un
conjunto independiente.
Una coloración de una grá�ca es una asignación de colores a sus vértices5;

una coloración propia es aquella donde los colores se asignan de tal manera
que dos vértices adyacentes no tengan el mismo color. Obsérvese que el con-
junto de todos los vértices con un mismo color es un conjunto independiente.
Se le llama clase cromática. Una n-coloración de una grá�ca G es aquella
que utiliza n colores. Nótese que una n-coloración parte a V en n clases
cromáticas. El número cromático � (G) de una grá�ca G se de�ne como la
mínima n para la cual G tiene una n-coloración propia. Luego, G es llama-
da r-cromática si � (G) = r, y es llamada r-cromática crítica si � (G) = r
pero � (G� fug) < r para todo u 2 V (G). Similarmente, G es llamada
r-cromática crítica en aristas si � (G) = r pero � (G� feg) < r para toda
e 2 A (G).
Existen casos especiales de grá�cas. De acuerdo con la de�nición, entre

dos vértices sólo puede haber una arista, sin embargo, para la resolución de
ciertos problemas puede ser conveniente permitir que haya dos o más aristas
entre algunos pares de vértices. A tales aristas se les conoce como aristas
múltiples. Cuando una grá�ca G contiene aristas múltiples se dice que es una
multigrá�ca. En una grá�ca tampoco están permitidas aristas cuyos extremos
sean un mismo vértice, aunque para ciertos problemas también puede ser
conveniente permitirlo, a tales aristas se les conoce como lazos; cuando una
grá�ca o multigrá�ca G contiene lazos se dice que es una pseudográ�ca. En
las grá�cas las aristas son subconjuntos de dos vértices, una hipergrá�ca es
una grá�ca cuyas aristas pueden también ser subconjuntos de tres o más
vértices; a tales aristas se les conoce como hiperaristas. Finalmente, cuando
se permite que el conjunto V sea in�nito se dice que la grá�ca G es in�nita.

5A cada vértice se le asigna sólo un color.
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Dos grá�cas G y H son isomorfas si existe una correspondencia uno a
uno entre sus conjuntos de vértices que preserve adyacencias, es decir, si
existe una biyección ' : V (G) ! V (H) tal que uv 2 A (G) si y sólo si
' (u)' (v) 2 A (H) para cualesquiera u; v 2 V (G); esta relación entre las
grá�cas G y H se denota como G �= H, o en ocasiones como G = H, cuando
no haya necesidad de distinguirlas. A tal correspondencia se le denomina un
isomor�smo.
Un mapeo ' : V (G) 7! V (G0) se dice que es un mor�smo de grá�cas si

' (u)' (v) 2 A (G0) siempre que uv 2 A (G) para cualesquiera u; v 2 V (G).

Notación 0.2.2 Un mor�smo de grá�cas se denota como ' : G! G0.

Un mor�smo de grá�cas se llama monomor�smo si ' es inyectivo, se
llama epimor�smo si ' es suprayectivo y se llama isomor�smo si ' es biyec-
tivo; es denominado endomor�smo si es un mor�smo de G en G misma y se
llama automor�smo a todo isomor�smo que a su vez es un endomor�smo.
Obsérvese que un automor�smo de una grá�ca G es una permutación de
V (G) que mapea las aristas en aristas y vértices no adyacentes en vértices
no adyacentes. Claramente el mor�smo identidad es un automor�smo, que
se denota id, además, si � es un automor�smo entonces ��1 también es un
automor�smo, y si � es otro automor�smo entonces la composición �� es a
su vez un automor�smo. Así el conjunto de todos los automor�smos de una
grá�ca G forma el grupo de automor�smos de G y se denota como Aut (G).

0.3. Introducción a las digrá�cas

Como se mencionó en el prefacio, una digrá�ca es una grá�ca a cuyas aris-
tas se les ha asociado una orientación, a las aristas orientadas se les denomina
�echas. Sea D una digrá�ca, V (D) y F (D) denotarán respectivamente a los
conjuntos de vértices y �echas de D; dados u; v 2 V (D) a la �echa que va de
u a v se le denota como (u; v) o simplemente �!uv. Las propiedades de orden p,
tamaño q y número cromático � de las grá�cas �entre otras�son heredadas
por las digrá�cas.
Se dice que una digrá�ca D es simétrica, si siempre que la �echa �!uv

pertenece a F (D) entonces la �echa �!vu también pertenece a F (D); y se dice
que es asimétrica si siempre que �!uv 2 F (D) se tiene que �!vu =2 F (D).

De�nición 0.3.1 Un conjunto de �echas se dice que es independiente si
éstas son disjuntas dos a dos.
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Figura 2: Digrá�ca D y su grá�ca subyacente G �= K5.

De�nición 0.3.2 Si u; v 2 V (D) y �!uv;�!vu 2 F (D), a la pareja de �echas
�!uv y �!vu se le denomina par simétrico de �echas.

Entre el conjunto de las digrá�cas simétricas y el de las grá�cas existe
una correspondencia uno a uno muy natural, dada una grá�ca G, se denota
como G� a la digrá�ca simétrica obtenida reemplazando cada arista uv de G
por un par simétrico de �echas �!uv y �!vu. A las digrá�cas asimétricas también
se les conoce como grá�cas orientadas, y se pueden obtener a partir de una
grá�ca orientando cada una de sus aristas.

Observación 0.3.1 Una diferencia importante entre grá�cas y digrá�cas es
que, mientras que en la de�nición de una grá�ca G, entre dos vértices dis-
tintos sólo puede haber una arista que los una, en una digrá�ca D puede
haber dos �echas que unan dos vértices distintos, siempre y cuando tengan
direcciones opuestas.

Como en el caso de las grá�cas, distintas necesidades particulares dan
pie a la existencia de varios tipos especiales de digrá�cas. Si más de una
�echa en la misma dirección es permitida entre dos vértices distintos, se dice
que se tiene una multidigrá�ca, al conjunto de dos o más uv-�echas se les
llama �echas paralelas. Una digrá�ca en la que se permiten lazos (dirigidos)
se denomina una pseudodigrá�ca.

De�nición 0.3.3 La grá�ca subyacente de una digrá�ca D es la grá�ca G
obtenida a partir de D reemplazando todas sus �echas �!uv ó �!vu por la arista
uv (Figura 2).
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Al igual que en las grá�cas, dos vértices u y v de D se dice que son
adyacentes si existe una �echa en D que los une; adicionalmente, si �!uv es la
�echa que los une, se dice que u es adyacente hacia v, y que v es adyacente
desde u.
Si D es una digrá�ca y v 2 V (D), se de�ne

N+ (v) = fw 2 V (D) : �!vw 2 F (D)g

es decir, N+ (v) es el conjunto de los vértices adyacentes desde v, y se le
conoce como la exvecindad de v. A los elementos de N+ (v) se les conoce co-
mo los exvecinos de v, y d+ (v) = jN+ (v)j se llama el exgrado de v. Análoga-
mente, se de�ne

N� (v) = fw 2 V (D) : �!wv 2 F (D)g

el conjunto de los vértices adyacentes hacia v, denominado la invecindad de
v, y d� (v) = jN� (v)j es el ingrado de v. Si todos los vértices de D tienen
ingrado y exgrado r, se dice que D es una digrá�ca regular de grado r ó
r-regular.
De manera análoga a las grá�cas, los conjuntos

N+ [v] = N+ (v) [ fvg
N� [v] = N� (v) [ fvg

representan, respectivamente, a la exvecindad cerrada e invecindad cerrada
de v.
Un vértice no aislado v 2 V (D) es una fuente si N� (v) = ?, y es un

pozo si N+ (v) = ?.
Dada una digrá�ca D, se de�ne a la digrá�ca opuesta Dop de D como

aquella que se obtiene a partir de D invirtiendo cada una de sus �echas. De
esta forma, si en D el vértice v es adyacente hacia u, en Dop el vértice v es
adyacente desde u, y toda vu-arista en D se transforma en una uv-arista en
Dop.
A�nando las de�niciones originales para grá�cas, un camino dirigido en

una digrá�ca es una sucesión alternante de vértices y �echas de la forma

v0; x1; v1; : : : ; vn�1; xn; vn

en donde xi es la �echa
���!vi�1vi para toda i = 1; 2; : : : ; n. Un camino (dirigido)

cerrado es aquel en el que sus extremos coinciden6.
6En ocasiones, a un camino dirigido cerrado se le llama circuito dirigido.
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De�nición 0.3.4 Se dice que un camino es generador si contiene a todos
los vértices de la digrá�ca.

Una trayectoria dirigida es un camino en el cual todos los vértices son
distintos; un ciclo dirigido es un camino cerrado con todos los vértices dis-
tintos excepto el primero y el último. Se denota como

�!
C n a la grá�ca que

consiste de un ciclo con n vértices7 y como
�!
P n a la trayectoria con n vértices.

Un paseo dirigido es un camino que no repite aristas, y un recorrido dirigido
es un paseo cerrado.
A diferencia del caso de las grá�cas, existen varios tipos distintos de

conexidad para las digrá�cas. Entonces, para distinguirlos es necesaro incluir
un término que se aplica sólo a la Teoría de Digrá�cas.

De�nición 0.3.5 Un semicamino en una digrá�ca D es una sucesión alter-
nante

v0; x1; v1; : : : ; vn�1; xn; vn

de vértices y �echas en la que xi =
���!vi�1vi ó xi =

���!vivi�1, para i = 1; 2; : : : ; n.

Observación 0.3.2 Los mismos conceptos para caminos dirigidos se aplican
a los semicaminos para así obtener semitrayectorias, semipaseos, semiciclos
y semirecorridos.

Ejemplo. En la Figura 3 se puede observar que la sucesión u0; u1; u2 es un
u0u2-camino de la digrá�ca pues cada �echa se recorre en concordancia con
su orientación. Sin embargo, la sucesión u0; u3; u2 es un u0u2-semicamino ya
que la �echa ��!u2u3 se recorre en sentido inverso.

Una digrá�ca D es conexa8 si para cada par de vértices u; v, D contiene
una uv-semitrayectoria (por supuesto, si D contiene una uv-semitrayectoria,
entoncesD contiene una vu-semitrayectoria). Equivalentemente,D es conexa
si su grá�ca subyacente es conexa. Una digrá�ca D es unilateral si para cada
par de vértices u; v, D contiene una uv-trayectoria ó una vu-trayectoria.

De�nición 0.3.6 Una digrá�ca D es fuertemente conexa9 si para cada par
de vértices u; v, D contiene una uv-trayectoria y una vu-trayectoria.

7La grá�ca
�!
C 3 es llamada también un triángulo dirigido.

8También suele llamarse debilmente conexa.
9También suele decirse que D es fuerte.
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Figura 3: Ejemplo de un camino dirigido u0; u1; u2 y un semicamino u0; u3; u2.

Una digrá�ca D es acíclica si no tiene ciclos dirigidos. La subdigrá�ca de
D inducida por un subconjunto S de V (D) se denotará como D [S]; se dice
que S es acíclico si y sólo si D [S] es acíclica.

De�nición 0.3.7 La cardinalidad máxima de un conjunto acíclico de vér-
tices de D se denota como

�!
� (D).

Ejemplo. En la Figura 4 se observan algunos de los conceptos mencionados.
Ahí D es una (5; 7)-digrá�ca con

V (D) = fu0; u1; u2; u3; u4g
F (D) = f��!u0u1;��!u0u2;��!u1u2;��!u1u3;��!u2u4;��!u3u0;��!u4u1g

y dada su estructura se tiene que
�!
� (D) = 4 pues fu0; u2; u3; u4g es un

conjunto acíclico, y si se toman los cinco vértices de la digrá�ca éstos inducen
un ciclo.
Por otro lado, el conjunto S = fu0; u1; u2g � V (D) es acíclico pues la

subdigrá�ca inducida D [S], que se aprecia en la parte superior de la �gura,
es acíclica.
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Figura 4: Ejemplo de una digrá�ca D, uno de sus subconjuntos acíclicos fu0; u1; u2g y su
digrá�ca opuesta Dop.

En el lado derecho de la �gura se puede observar el aspecto de Dop, y han
quedado de�nidos los subconjuntos de vértices

N+ (u0) = fu1; u2g N� (u0) = fu3g
N+ (u1) = fu2; u3g N� (u1) = fu0; u4g
N+ (u2) = fu4g N� (u2) = fu0; u1g
N+ (u3) = fu0g N� (u3) = fu1g
N+ (u4) = fu1g N� (u4) = fu2g

que representan a las exvecindades e invecindades de cada vértice de D.

0.3.1. Digrá�cas circulantes

A las digrá�cas cuyas �echas están distribuidas en forma cíclica se les
denomina digrá�cas circulantes (Figura 5). Entre las características de estas
digrá�cas está el hecho de que son regulares y que todas las propiedades
inherentes a cualquiera de sus vértices son también válidas para todos los
demás sin excepción.
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Figura 5: Digrá�ca circulante
�!
C 7 (1; 3).

Por la simetría que poseen las digrá�cas circulantes, puede describírseles
de forma sencilla y en su estudio es posible hacer análisis que serían muy
complicados en una digrá�ca donde cada vértice tuviera características par-
ticulares e independientes de los demás vértices, de ahí que estas digrá�cas
ofrezcan un vasto campo de exploración.

De�nición 0.3.8 Para cualquier subconjunto no vacío J de Zn n f0g, la
digrá�ca circulante

�!
C n (J) está de�nida como

V
��!
C n (J)

�
= Zn

F
��!
C n (J)

�
=

n�!
ij : i; j 2 Zn y j � i 2 J

o
y se observa que

�!
C n (1) es el ciclo dirigido

�!
C n.

Así, los ciclos dirigidos resultan ser un caso particular de las digrá�cas
circulantes.

De�nición 0.3.9 En un ciclo dirigido
�!
C n, para cualesquiera i; j 2 V

��!
C n

�
la expresión Ai;j denotará la ij-trayectoria dirigida en

�!
C n.
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Toda función 'k :
�!
C n (J)!

�!
C n (J) dada por 'k (i) = i+ k para alguna

k 2 N describe un automor�smo de la digrá�ca circulante. Entonces para to-
da pareja u; v 2 V

��!
C n (J)

�
existe un automor�smo ' tal que ' (u) = v. De

esta forma se tiene que V
��!
C n (J)

�
es un Aut

��!
C n (J)

�
-conjunto transitivo,

es decir, que bajo la acción de Aut
��!
C n (J)

�
cualesquiera u; v 2 V

��!
C n (J)

�
están en la misma órbita. A esta propiedad se le denomina transitividad en
vértices.

Observación 0.3.3 El hecho de que toda digrá�ca circulante sea transitiva
en vértices es de gran ayuda pues permite generalizar cualquier propiedad de
un vértice v a todos los demás de forma automática.

0.3.2. Número dicromático

Al igual que en las grá�cas, una coloración propia de los vértices de una
digrá�ca D es una asignación de colores de tal forma que vértices adyacentes
no tengan el mismo color, y se de�ne para D el número cromático � (D).
Empero, la característica de la orientación en las digrá�cas ofrece la posibi-
lidad de de�nir nuevos tipos de coloraciones que se relacionen mejor con su
estructura.

De�nición 0.3.10 Una coloración de V (D) es acíclica si todas las clases
cromáticas son acíclicas.

Observación 0.3.4 Nótese que en una coloración acíclica de V (D) no hay
ciclos dirigidos monocromáticos.

Tomando como base las coloraciones acíclicas, se de�ne un nuevo concepto
para digrá�cas que extiende la noción de número cromático.

De�nición 0.3.11 El número dicromático dc (D) de una digrá�ca D es el
menor número de colores necesarios para colorear los vértices de D de tal
forma que cada clase cromática sea acíclica.

De�nición 0.3.12 Una digrá�ca D es llamada r-dicromática si dc (D) = r,
y es llamada r-dicromática crítica si dc (D) = r pero dc (D � fug) < r para
todo u 2 V (D). Similarmente, D es llamada r-dicromática crítica en �echas
si dc (D) = r pero dc (D � fag) < r para toda a 2 F (D).



0.3. Introducción a las digrá�cas 15

De�nición 0.3.13 Una coloración acíclica de D que utiliza exactamente
dc (D) colores se llama una coloración óptima.

El número dicromático es un invariante que mide, de alguna manera, la
complejidad de la estructura cíclica de las digrá�cas. Por ejemplo, se tiene
que dc (D) = 1 si y sólo si D es acíclica. Además, es evidente que siempre
dc (Dop) = dc (D), pues los conjuntos acíclicos de una y otra digrá�ca son
exactamente los mismos.

Observación 0.3.5 Sea G� la digrá�ca simétrica obtenida a partir de la
grá�ca G, entonces dc (G�) = � (G) puesto que toda coloración acíclica de G
induce una coloración acíclica en G� y viceversa.

De la Observación 0.3.5 se sigue que el número dicromático generaliza al
ya conocido número cromático �.

Ejemplo. En la Figura 4 pueden verse ilustrados algunos de los conceptos
que se acaban de de�nir. Ahí se tiene que dc (D) = 2, pues puede colo-
rearse a fu0; u2; u3; u4g � V (D) con un color y a u1 2 V (D) con otro,
obteniendo así una coloración acíclica con dos colores, mientras que colo-
rear los cinco vértices con el mismo color induciría el ciclo monocromático
C : u1; u2; u4; u1. Por lo anterior D es 2-dicromática, pero no crítica en vér-
tices, ya que dc (D � fu0g) = 2 � dc (D), al formar los vértices u1, u2 y u4
un ciclo. También se observa por qué dc (Dop) = dc (D).

Nótese que en general no es fácil determinar el número dicromático de una
digrá�ca. De hecho, está comprobado que determinar el número dicromático
para una digrá�ca arbitraria es un problema NP-Completo, lo cual signi�ca
grosso modo que no exite un algoritmo e�ciente para resolver el problema en
tiempo polinomial. De ahí la importancia de desarrollar la teoría en torno a
este invariante.



Parte I

Torneos circulantes

17



Capítulo 1

Todos contra todos

Una de las situaciones que pueden modelarse perfectamente mediante las
digrá�cas es la de los resultados de un torneo round-robin1, en el cual, un
conjunto dado de participantes o equipos compiten en alguna prueba en la
cual las reglas del juego no son importantes para hacer un esquema. Así, los
competidores pueden ser representados por sendos vértices, y para cada par
de vértices se puede dibujar una �echa que vaya del ganador hacia el perdedor,
obteniendo de esta forma una digrá�ca asimétrica. Por la mecánica del torneo,
la digrá�ca resultante debe tener como grá�ca subyacente (De�nición 0.3.3)
una grá�ca completa.
El análisis anterior, da pie a la introducción de un nuevo concepto para

clasi�car a un tipo particular de digrá�cas denominadas �torneos�. En este
capítulo se analizan algunas de su propiedades generales y también se mue-
tran dos tipos especiales de torneos: los transitivos y los circulantes. Así
mismo, se exhiben los cuatro torneos 3-dicromáticos de orden mínimo y la
construcción de una familia in�nita de torneos circulantes 3-dicromáticos
críticos.

1.1. Torneos

De�nición 1.1.1 Un torneo T es una digrá�ca asimétrica tal que su grá-
�ca subyacente es una grá�ca completa. Equivalentemente, T es una grá�ca
completa orientada.

1En este tipo de torneos, cada competidor enfrenta una vez a cada uno de sus adver-
sarios, resultando un ganador en cada encuentro.

19
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Por su estructura, los torneos poseen propiedades importantes respecto
a las demás digrá�cas. Por ejemplo, nótese que si un torneo contiene una
fuente u ésta es única, ya que al ser todos los demás vértices sus exvecinos,
no puede haber otro con invecindad vacía, y análogamente, de contener un
pozo v éste sería único, ya que al ser todos los demás vértices sus invecinos,
no podría haber otro con exvecindad vacía. Así mismo, como el resto de las
digrá�cas, un torneo es regular si todos sus vértices tienen el mismo exgrado2

e ingrado. Pero es importante observar que todos los torneos regulares deben
tener, necesariamente, orden impar. Esto es porque tanto su exvecindad como
su invecindad tienen la misma cardinalidad.

De�nición 1.1.2 El dual de un torneo T es el torneo obtenido al invertir
todas las �echas de T ; así mismo, se dice que T es autodual siempre que sea
isomorfo a su dual.

Notación 1.1.3 Para todo torneo T , se denota como Aut (T ) al grupo de
automor�smos de T .

Cuando se quiere hacer referencia a un torneo de algún orden dado p,
sin que sea importante cuál es su estructura, se denota al torneo genérico
de orden p simplemente como Tp. A continuación se muestra un resultado
importante que será de utilidad más adelante.

Teorema 1.1.4 Todo torneo tiene una trayectoria generadora.

Demostración. La prueba es por inducción sobre el orden del torneo. Por
inspección (Figura 1.1), cada torneo con 2, 3 ó 4 vértices tiene una trayecto-
ria generadora. Supóngase la a�rmación cierta para todos los torneos con n
vértices, y considérese el torneo T con jV (T )j = n + 1. Sea v0 2 V (T ). En-
tonces jT � fv0gj = n, por lo que T � fv0g tiene una trayectoria generadora
P : v1; v2; : : : ; vn. Además, se tiene que

��!v0v1 2 F (T ) ó ��!v1v0 2 F (T ). Si
��!v0v1 2 F (T ), entonces P1 : v0; v1; v2; : : : ; vn es una trayectoria generadora en
T . Si ��!v1v0 2 F (T ), sea vi el primer vértice de P tal que ��!v0vi 2 F (T ), si tal vi
existe. Entonces ���!vi�1v0 2 F (T ), por lo que P2 : v1; v2; : : : ; vi�1; v0; vi; : : : ; vn
es una trayectoria generadora en T . Si no existe el vértice vi, entonces se
tiene que P3 : v1; v2; : : : ; vn; v0 es una trayectoria generadora en T . �

2Usando la terminología de los torneos round-robin, en un torneo T suele llamarse
puntuación al exgrado de un vértice v, es decir, la puntuación de v en T es d+T (v).
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Figura 1.1: Torneos pequeños.
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El número de torneos no isomorfos se incrementa marcadamente con el
orden. Por ejemplo, existe sólo un torneo de orden 1 y uno de orden 2, hay
dos torneos de orden 3 y cuatro de orden 4 (Figura 1.1); existen doce de
orden 5, 56 de orden 6 y encima de 154 mil millones de orden 12.

1.1.1. Torneos transitivos

Existen torneos que, por la orientación de sus �echas, poseen la propiedad
llamada transitividad, como se explica a continuación. Este tipo de torneos
resultan particularmente útiles para el estudio de las coloraciones acíclicas.

De�nición 1.1.5 Un torneo T se dice que es transitivo si cada vez que �!uv
y �!vw son �echas de T se tiene que también �!uw es una �echa de T .

En [4] se muestra que para cada entero positivo n, hay exactamente un
torneo transitivo de orden n.

Notación 1.1.6 Al torneo transitivo de orden n se le denota como TTn.

La importancia de los torneos transitivos para colorear torneos acíclica-
mente radica en el siguiente resultado.

Teorema 1.1.7 Un torneo T es transitivo si y sólo si T es acíclico.

Demostración. Primero, sea T �= TTn para alguna n 2 N. Supóngase que T
contiene algún ciclo C : v1; v2; : : : ; vk; v1 con k � 3 dado que T es asimétrico.
Como ��!v1v2 y ��!v2v3 son �echas de T , entonces ��!v1v3 también es una �echa de T
por ser un torneo transitivo. Similarmente, tenemos que ��!v1v4;��!v1v5; : : : ;��!v1vk
son �echas de T . Sin embargo, esto contradice el hecho de que ��!vkv1 es una
�echa de T . Por lo tanto, T es acíclico.
Ahora, sea T un torneo acíclico. Supóngase que �!uv y �!vw son �echas de T .

Dado que T es acíclico, tenemos que �!wu =2 F (T ). Debido a esto, �!uw 2 F (T )
y por lo tanto, T es transitivo. �

Nótese que a partir de esta caracterización de los torneos transitivos se
deduce inmediatamente cuál es su número dicromático. En la Figura 1.2 se
observa el torneo transitivo de orden 4.

Corolario 1.1.8 Para todo torneo transitivo TTn con n 2 N se tiene que
dc (TTn) = 1.
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Figura 1.2: Torneo transitivo TT4.

Un problema interesante sobre los torneos transitivos es el de determinar
el mayor entero v (n) tal que todos los torneos de orden n contienen un
subtorneo inducido isomorfo a TTv(n). En [16] se muestran los valores que
toma v (n) para 4 � n � 27 (Cuadro 1.1) y se demuestra que todo torneo
de orden n con 28 � n � 31 contiene como subtorneo inducido al torneo
transitivo TT6.

v (n) Intervalo
3 4 � n � 7
4 8 � n � 13
5 14 � n � 27
6 28 � n � 31

Cuadro 1.1: Valores de v (n) para 4 � n � 31.

1.1.2. Torneos circulantes

Existen torneos que a su vez son digrá�cas circulantes regulares, y al igual
que éstas, su enorme simetría facilita el estudio de sus propiedades, entre ellas
la de su número dicromático. La descripción de tales torneos se hace a partir
de la de�nición de digrá�ca circulante (De�nición 0.3.8).

De�nición 1.1.9 Para toda m 2 Z+, la digrá�ca circulante �!C 2m+1 (J) es
un torneo circulante siempre y cuando satisfaga que jfj;�jg \ J j = 1 para
todo j 2 (Z2m+1 n f0g).
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Al ser los torneos circulantes grá�cas completas orientadas, en muchas
ocasiones se puede simpli�car su notación respecto a la de las digrá�cas
circulantes.

Notación 1.1.10 Cuando una digrá�ca circulante
�!
C 2m+1 (J) es un torneo,

se denota como
�!
C 2m+1 hKi, dondeK = f(2m+ 1� k) 2 Z2m : k 2 J;m < kg

es el subconjunto de los elementos de J cuyo valor es mayor que la mitad del
orden del torneo.

Observación 1.1.1 Por su construcción, los torneos circulantes son grá�cas
completas orientadas regulares, y por ende, tienen orden impar.

La representación por antonomasia de los torneos circulantes es colocar
sus vértices formando un polígono regular. En la Figura 1.3 se observa el tor-
neo circulante

�!
C 7 h?i, donde m = 3 y K = ?. Bajo este esquema, adquiere

sentido la noción de amplitud de una �echa.

De�nición 1.1.11 Al número (j � i)mod p se le llama la amplitud de la
�echa

�!
ij en un torneo circulante de orden p.

En la Figura 1.3 se observa que las amplitudes de las �echas del torneo
circulante

�!
C 7 h?i son 1, 2 y 3.

Dentro de la clase de los torneos circulantes se encuentran los denomina-
dos torneos de Paley. Tales torneos están basados en la estructura cíclica de
los grupos de residuos cuadráticos.

De�nición 1.1.12 Un torneo T se denomina torneo de Paley si

V (T ) = f0; 1; : : : ; p� 1g
F (T ) =

n�!
ij : j � i es un residuo cuadrático módulo p

o
para algún primo p � 3mod 4.

1.2. Torneos 3-dicromáticos de orden mínimo

Sólo existen cuatro torneos 3-dicromáticos de orden 7 salvo isomor�smo,
denominados ST7, W , W0 y W1. Además, 7 es el orden mínimo para un
torneo 3-dicromático. Ambas a�rmaciones se demuestran a continuación. A
partir de este punto, si no hay riesgo de ambigüedad se denotará a la �echa
�!uv simplemente como uv.
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Figura 1.3: Torneo circulante
�!
C 7 h?i.

1.2.1. El torneo ST7

Por [6,15] se sabe que existe un único torneo de orden 7 salvo isomor�smo,
denominado ST7, que no contiene un subtorneo acíclico de orden 4, y que
existe un único torneo de orden 6 salvo isomor�smo, llamado ST6, que no
contiene un torneo TT4 como subdigrá�ca inducida. Además

ST7 =
�!
C 7 h3i

ST6 = ST7 � f0g

como se observa en la Figura 1.4. Por la transitividad en vértices de los
torneos circulantes, en su condición de digrá�cas circulantes, se tiene que al
restar a ST7 cualquiera de sus vértices se obtiene el torneo ST6.

Se observa que dc (ST7) = 3 y dc (ST6) = 2, dado que ff1; 2; 3g ; f4; 5; 6gg
es una partición acíclica de V (ST6). En general, dc (T6) � 2 para todo torneo
de orden 6 y por lo tanto el mínimo orden de un torneo 3-dicromático es 7.
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Figura 1.4: El torneo especial ST7 =
�!
C 7 h3i. Al torneo ST7 � f0g se le denomina ST6.

1.2.2. Los torneos W , W0 y W1

Ahora, se de�ne el torneo W (Figura 1.5) como

V (W ) =
�
w0; w

�
1 ; w

�
2 ; w

�
3 ; w

+
1 ; w

+
2 ; w

+
3

	
F (W ) =

�
w+i w

�
j : 1 � i; j � 3

	
[
�
w0w

+
i : i = 1; 2; 3

	
[
�
w�j w0 : j = 1; 2; 3

	
[
�
w+i w

+
i+1 : i = 1; 2; 3

	
[
�
w�j w

�
j+1 : j = 1; 2; 3

	
donde la suma se toma módulo 3.
Si f : V (W ) ! f0; 1g es una 2-coloración de W en la cual ninguno�

w�1 ; w
�
2 ; w

�
3

	
ni
�
w+1 ; w

+
2 ; w

+
3

	
son monocromáticos, existen dos vértices w+i

y w�j tales que f
�
w+i
�
= f

�
w�j
�
= f (w0) y C : w�j ; w0; w

+
i es un triángulo

cíclico monocromático. Por lo tanto, dc (W ) = 3. Obsérvese que d+W (w0) = 3,
d+W
�
w+i
�
= 4, d+W

�
w�j
�
= 2 para i; j 2 f1; 2; 3g. Se de�nen ahora

W0 = W +
�
w�1 w

+
1 ; w

�
2 w

+
2 ; w

�
3 w

+
3

	
�
�
w+1 w

�
1 ; w

+
2 w

�
2 ; w

+
3 w

�
3

	
W1 = W +

�
w�2 w

+
2 ; w

�
3 w

+
3

	
�
�
w+2 w

�
2 ; w

+
3 w

�
3

	
como se observa en las Figuras 1.6 y 1.7. Luego, W1 = W0+w

+
1 w

�
1 �w�1 w+1 .
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Figura 1.5: Torneo W .

Figura 1.6: Torneo W0.
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Figura 1.7: Torneo W1.

Para probar que dc (W0) = dc (W1) = 3, se de�ne el torneo

W 0 = W �
�
w+1 w

�
1 ; w

+
2 w

�
2 ; w

+
3 w

�
3

	
y se tiene que W0;W1 � W 0.
Considérese cualquier 2-coloración f : V (W 0)! f0; 1g de W 0, en la cual

ninguno de los conjuntos
�
w�1 ; w

�
2 ; w

�
3

	
y
�
w+1 ; w

+
2 ; w

+
3

	
son monocromáti-

cos. Puede suponerse que f (W0) = 0. Obsérvese que si hay dos vértices w+i y
w�j con i 6= j de color 0, C : w�j ; w0; w+i es un triángulo cíclico monocromáti-
co. Por lo tanto, existe un índice i tal que w�j ; w

+
j son de color 1 para todo

j 6= i. Pero estos cuatro vértices contienen un triángulo cíclico (monocromáti-
co) en W0 � w�1 w+1 � W0;W1. De ahí se sigue que

dc (W0) = dc (W1) = 3

Nótese que W0 es un torneo regular y que d+W1

�
w+1
�
= 4, d+W1

�
w�1
�
= 2 y

d+W1
(z) = 3 para z 6= w�1 ; w+1 . Finalmente, nótese queW , W0 yW1 contienen

subtorneos isomorfos a TT4.
Observando en las correspondientes sucesiones de exgrados (Cuadro 1.2) y

recordando queW0 contiene un subtorneo isomorfo a TT4, se puede establecer
el siguiente teorema.
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Torneo d+ (w0) d+
�
w+1
�

d+
�
w+2
�

d+
�
w+3
�

d+
�
w�1
�

d+
�
w�2
�

d+
�
w�3
�

W 3 4 4 4 2 2 2
W0 3 3 3 3 3 3 3
W1 3 4 3 3 2 3 3

Cuadro 1.2: Sucesiones de exgrados de los torneos W , W0 y W1.

Teorema 1.2.1 ST7, W , W0 y W1 son torneos 3-dicromáticos mutuamente
no isomorfos de orden 7.

Observación 1.2.1 W , W0 y W1 tienen un único vértice (denominado w0)
para el cual sus dos semivecindades son triángulos cíclicos. Por esta razón,
w0 se llamará el vértice especial de estos torneos. En cada caso, el corres-
pondiente grupo de automor�smos �ja al vértice w0. Además, se tiene que
hay exactamente tres N�

W0
(w0)N

+
W0
(w0)-�echas en W0 y exactamente dos

N�
W1
(w0)N

+
W1
(w0)-�echas en W1, y éstas son independientes.

Se de�ne la función

�rs : V (W )! V (W )

para 0 � r; s � 3, como

�rs (w0) = w0

�rs
�
w�i
�
= w�i+r

�rs
�
w+j
�
= w+i+s

en particular, �00 = id.

Obsérvese que

Aut (W ) = f�rs : 0 � r; s � 3g
Aut (W0) = f�rr : 0 � r � 3g
Aut (W1) = f�00g

y que
Aut (ST7) =

�
'a;b : a 2 f1; 2; 4g ; b 2 Z7

	
donde 'a;b (x) = ax+ b.

Observación 1.2.2 Nótese que por su estructura, los torneos ST7, W , W0

y W1 son autoduales (De�nición 1.1.2).
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Teorema 1.2.2 Los torneos ST7, W , W0 y W1 son, salvo isomor�smo, los
únicos torneos 3-dicromáticos de orden 7.

Demostración. Sea T7 un torneo 3-dicromático de orden 7, se consideran
tres casos.

Caso 1 T7 no contiene un subtorneo transitivo de orden 4.

Entonces se tiene que T7 �= ST7, ya que por [15] se sabe que ST7 es el
único torneo de orden 7 salvo isomor�smo que no contiene un TT4.

Caso 2 T7 es un torneo 3-dicromático regular el cual contiene un subtorneo
transitivo de orden 4.

Sea U = fu1; u2; u3; u4g � V (T7) acíclico y supóngase que uiuj 2 F (T7)
para 1 � i < j � 4. Sea

R = fz0; z1; z2g = V (T7) n U

se tiene que T7 [R] �=
�!
C 3 dado que T7 es 3-dicromática. Puede asumirse que

zizi+1 2 F (T7) para i 2 f1; 2; 3g, tomando la suma módulo 3. Dado que T7 es
regular, ziu1; u4zi 2 F (T7) para toda i 2 f0; 1; 2g. Además, existe una única
u2R-�echa. Puede asumirse que u2z0 2 F (T7).
Se sigue que z1u2; z2u2; z0u3 2 F (T7), y entonces u3z1; u3z2 2 F (T7).

Luego, T7 está determinado salvo isomor�smo y dado que W0 satisface las
hipótesis, T7 �= W0.

Caso 3 T7 es un torneo 3-dicromático no regular el cual contiene un subtor-
neo transitivo de orden 4.

Sea z0 2 V (T7) tal que d+T7 (z0) = �
+ (T7). Se tiene que �

+ (T7) � 2 pues
en otro caso cualquier 2-coloración de T7 � fz0g se podría extender a una
2-coloración de T7. Luego, �

+ (T7) = 2 y N�
T7
(z0) no es cíclica, ya que en otro

caso T7 contendría un subtorneo isomorfo a TT5.
Se denota N�

T7
(z0) = fz1; z2; z3; z4g y se consideran dos subcasos.

1. N�
T7
(z0) es fuertemente conexa (De�nición 0.3.6).

Puede asumirse que C : z1; z2; z3; z4; z1 es un ciclo dirigido en N�
T7
(z0)

y que z1z3; z2z4 2 F (T7).
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Dado que fz0; z2; z3; z4g es acíclico, C1 : z1; z5; z6 es un triángulo cícli-
co. Similarmente, C2 : z4; z5; z6 es un triángulo cíclico. Entonces, se
tiene que z1z5; z6z1; z4z5; z6z4 2 F (T7). Ahora, fz0; z1; z4; z5g es acícli-
co y entonces C3 : z2; z3; z6 es un triángulo acíclico. Por lo tanto
z3z6; z6z2 2 F (T7). Dado que fz2; z4; z6g es acíclico, fz0; z1; z2; z5g no
es acíclico y entonces z5z2 2 F (T7). Por lo tanto, T7 está determinado
salvo isomor�smo y dado que W1 satisface la condición 1, se tiene que
T7 �= W1.

2. N�
T7
(z0) no es fuertemente conexa.

Puede asumirse que z1 es una fuente o un pozo de N�
T7
(z0) y que

C1 : z2; z3; z4 es un triángulo acíclico, dado que N�
T7
(z0) no es cíclico.

Claramente, Ci : zi; z5; z6 es un triángulo cíclico para i = 2; 3; 4 ya que�
N�
T7
(z0) [ fz0g

�
nfzig es acíclico. Por lo tanto, ziz5; z6zi 2 F (T7) para

i = 2; 3; 4. Si z1 fuera una fuente deN�
T7
(z0), ffz1; z3; z4; z6g ; fz0; z2; z5gg

sería una partición acíclica de V (T7). Por lo tanto, z1 es un pozo. En-
tonces se tiene que ziz1 2 F (T7) para i = 2; 3; 4. Si z6z1 2 F (T7), en-
tonces ffz1; z3; z4; z6g ; fz0; z2; z5gg sería una partición acíclica de V (T7).
Luego, z1z6 2 F (T7). Ahora, z5z1 2 F (T7), ya que en otro caso
d+T7 (z5) = 1. Por lo tanto, T7 está determinado salvo isomor�smo y
dado que W satisface 2, se tiene que T7 �= W .

De esta forma, los únicos torneos 3-dicromáticos de orden 7 salvo isomor-
�smo son ST7, W , W0 y W1. Y por ser 7 el mínimo orden para un torneo
3-dicromático, se tiene que los cuatro torneos son críticos. �

Teorema 1.2.3 Sea T un torneo 3-dicromático de orden 7 de tal forma que
T � T0 �= ST6, entonces T �= ST7. Más aún, cada isomor�smo f0 : T0 ! ST6
puede extenderse a un isomor�smo f : T ! ST7.

Demostración. Por el Teorema 1.2.2, T es isomorfo a alguno de los torneos
ST7, W , W0 ó W1. Nótese que cada uno de los conjuntos

�
w+1 ; w

+
2 ; w

�
2 ; w

�
3

	
,�

w+2 ; w
+
3 ; w

�
1 ; w

�
3

	
y
�
w+1 ; w

+
3 ; w

�
1 ; w

�
2

	
induce un TT4 en cada uno deW ,W0

y W1, y eliminando un único vértice cualquiera de W , W0 ó W1 permanece
uno de esos TT4. Dado que ST6 no contiene TT4, se sigue que T �= ST7.
Para probar la segunda parte, se de�ne f como f (z) = f0 (z) para z 2 T0 y
f (z) = 0 cuando z es el vértice en T � T0. �
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Notación 1.2.4 Si W 1
�= W1 y f : W1 ! W 1 es el único isomor�smo de

W1 a W 1, entonces � denotará al vértice f (�).

Lema 1.2.5 Sea W 1 una copia isomorfa de W1 cuya intersección con W1 es
W1 �

�
w�1
	
y sea � el vértice de W 1 que no está en W1. Si �w+1 2 F

�
W 1

�
,

entonces w0 = w+3 , w
+
1 = w�2 , w

+
2 = �, w+3 = w+1 , w

�
1 = w+2 , w

�
2 = w�3 y

w�3 = w0.

Demostración. Nótese que todo vértice de exgrado 3 en W1 tiene al menos
una semivecindad cíclica. Luego, N�

W 1

�
w+1
�
tiene que ser cíclica y entonces

w0w
+
3 ; w

+
3 �; �w0 2 F

�
W 1

�
. Se sigue que w0, w+1 y w

+
3 tienen exgrado 3 en

W 1. Dado que los vértices de exgrado 2 en W1�
�
w�1
	
son w+2 , w

+
3 y w

�
3 , se

sigue que el vértice de exgrado 2 en W 1 pertenece a
�
w+2 ; w

�
3 ; �

	
.

Supóngase que d+
W 1
(�) = 2. Luego N+

W 1
(�) =

�
w0; w

+
1

	
. Se sigue que

ambas semivecindades de w+3 en W 1 son triángulos cíclicos y por lo tanto
w0 = w+3 . Además, se tiene que los vértices de exgrado 2 y 4 en W 1 son
w�1 = � y w

+
1 = w

�
2 , respectivamente, y ambos pertenecen a N

+

W 1
(w0) lo cual

es imposible (Figura 1.7).
Supóngase ahora que d+

W 1

�
w�3
�
= 2. Entonces w+2 �; �w

�
3 2 F

�
W 1

�
. Si

w�2 � 2 F
�
W 1

�
, se tiene que w+1 = w

�
2 . Además, w0 = w

+
3 dado que ambas

semivecindades de w+3 son cíclicas, de ahí que w
+
2 = � y w�2 = w0 y por

lo tanto w+2 w
�
2 2 F

�
W 1

�
lo cual es imposible. Si �w�2 2 F

�
W 1

�
, entonces

w0 = w
+
2 , w

+
1 = � y w

�
1 = w

�
3 . Además, w

+
1 y w

�
1 pertenecen a N

+

W 1
(w0) lo

cual es imposible (Figura 1.7).
Se ha probado entonces que w�1 = w

+
2 . Por lo tanto, �w

+
2 ; w

�
3 � 2 F

�
W 1

�
.

Si �w�2 2 F
�
W 1

�
, entonces w0 = w0 y w+1 = �. En este caso, w

+
1 2 N�

W 1
(w0)

lo cual es imposible (Figura 1.7).
Entonces w�2 � 2 F

�
W 1

�
yw+1 = w

�
2 ya que d

+

W 1

�
w�2
�
= 4. Además, todas

las �echas están determinadas; la estructura del torneo W 1 puede observarse
en la Figura 1.8.
Los conjuntos N+

W 1

�
w+3
�
=
�
w�2 ; �; w

+
1

	
y N�

W 1

�
w+3
�
=
�
w+2 ; w

�
3 ; w0

	
inducen triángulos cíclicos. Entonces, por la Observación 1.2.1 se tiene que
w0 = w

+
3 . Luego, w

+
2 = �, w

+
3 = w

+
1 , w

�
2 = w

�
3 y w

�
3 = w0. �

Observación 1.2.3 Nótese que las igualdades del Lema 1.2.5 dan una efec-
tiva descripción de W 1 cuando �w+1 2 F

�
W 1

�
.
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Figura 1.8: Torneo W 1.

1.3. La familia f�!C 2m+1 hmig
Como se verá a continuación, los torneos circulantes de la forma

�!
C 2m+1 hmi,

con m � 3, son 3-dicromáticos críticos. A partir de este hecho, y dado que
todos los elementos de la familia tienen distinto orden, se tiene una familia
in�nita de torneos circulantes 3-dicromáticos críticos no isomorfos dos a dos.

Teorema 1.3.1 Si T2m+1 es un torneo regular, entonces dc (T2m+1) = 2 si y
sólo si T2m+1 �=

�!
C 2m+1 h?i.

Demostración. Primero, asúmase que dc (T2m+1) = 2.
Sea fS 0; S 00g una partición de V (T2m+1) tal que los subtorneos T2m+1 [S 0]

y T2m+1 [S 00] de T2m+1 inducidos por S 0 y S 00, respectivamente, son acíclicos.
Sin pérdida de generalidad, puede asumirse que jS 0j > jS 00j, y de ahí se

sigue que jS 0j > m. Sea u la fuente de T2m+1 [S 0]. Dado que d+T2m+1 (u) = m
se tiene que jS 0j � m+ 1. De ahí que jS 0j = m+ 1.
Sean P : u0; u1; : : : ; um y Q : um+1; um+2; : : : ; u2m trayectorias dirigidas

generadoras de T2m+1 [S 0] y T2m+1 [S 00], respectivamente.
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Obsérvese que

d�T2m+1[S0] (ui) = i para i = 0; 1; : : : ;m

d�T2m+1[S00] (ui) = i�m� 1 para i = m+ 1;m+ 2; : : : ; 2m

de donde se sigue directamente que

uju0 2 F (T2m+1) para j = m+ 1;m+ 2; : : : ; 2m

y u0 es el pozo de T2m+1 [S 00 [ fu0g].
Similarmente

uium+1 2 F (T2m+1) para i = 1; 2; : : : ;m

y um+1 es el pozo de T2m+1 [S 0 [ fum+1g n fu0g].
Por lo tanto

T2m+1 [fu1; u2; : : : ; um+1g]

y
T2m+1 [fum+2; um+3; : : : ; u2m; u0g]

son subtorneos acíclicos de T2m+1 con trayectorias dirigidas generadoras

P 0 : u1; u2; : : : ; um+1

y
Q0 : um+2; um+3; : : : ; u2m; u0

respectivamente.
Repitiendo mutatis mutandis el mismo argumento sucesivamente, se lle-

ga a que T2m+1 [fui; ui+1; : : : ; ui+mg] y T2m+1 [fum+1+i; um+2+i; : : : ; u2m+ig],
tomando la suma módulo 2m + 1, son subtorneos acíclicos de T2m+1 con
trayectorias dirigidas generadoras

ui; ui+1; : : : ; ui+m

y
um+1+i; um+2+i; : : : ; u2m+i

respectivamente.
De ahí que uiui+l; ui�lui 2 F (T2m+1) para l = 1; 2; : : : ;m.
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Luego, la función

f : V
��!
C 2m+1 h?i

�
! V (T2m+1)

de�nida como
f (i) = ui para i = 0; 1; : : : ; 2m

es un isomor�smo de
�!
C 2m+1 h?i en T2m+1.

Por otro lado, dado que
�!
C 2m+1 h?i no es transitivo y los conjuntos

f0; 1; : : : ;mg y fm+ 1;m+ 2; : : : ; 2mg inducen en �!C 2m+1 h?i subtorneos
acíclicos, se tiene que dc

��!
C 2m+1 h?i

�
= 2. �

Teorema 1.3.2
�!
C 2m+1 hmi es un torneo 3-dicromático crítico para m � 3.

Demostración. T =
�!
C 2m+1 hmi �

�!
C 2m+1 h?i dado que

�!
C 2m+1 h?i es lo-

calmente acíclico, mientras que T no lo es (el conjunto f1;m� 1;m+ 1g
induce un ciclo en

�!
C 2m+1 hmi). Entonces, por el Teorema 1.3.1 se tiene

que dc (T ) � 3. Sin embargo, f0g, f1; 2; : : : ;mg y fm+ 1;m+ 2; : : : ; 2mg
inducen subtorneos acíclicos de T . Entonces, dc (T ) = 3. Evidentemente,
dc (T � f0g) = 2 y dado que T � fig �= T � f0g para toda i = 1; 2; : : : ; 2m,
se tiene que T es crítico. �

Observación 1.3.1 Para todo número impar k � 7 existe un torneo regular
3-dicromático crítico con k vértices.



Capítulo 2

Cuatro colores bastan

Dado que todo T10 contiene un conjunto acíclico de vértices U con 4
elementos (Cuadro 1.1) y dc (T10 � U) � 2, entonces dc (T10) � 3. En este
capítulo se muestra que el torneo de Paley ST11 es 4-dicromático, y por
lo tanto, que 11 es el orden mínimo de un torneo 4-dicromático. También
se exhibe una familia in�nita de torneos circulantes 4-dicromáticos críticos
(De�nición 0.3.12), denominada fDmg.

2.1. El torneo ST11
Como se muestra a continuación, el torneo ST11 =

�!
C 11 h2i (Figura 2.2) es

la única grá�ca orientada 4-dicromática de orden a lo más 11. Obsérvese que
hay sólo un torneo 2-dicromático crítico, el triángulo cíclico

�!
C 3 (Figura 2.1).

Observación 2.1.1 Nótese que el torneo especial ST11 es uno de los llama-
dos torneos de Paley, ya que

V (ST11) = f0; 1; : : : ; 10g

y las amplitudes de sus �echas son 1, 3, 4, 5 y 9.

Observación 2.1.2 Dado que f1; 3; 4; 5; 9g es el conjunto de los residuos
cuadráticos módulo 11, la función 'a;b (z) = az + b es un automor�smo de
ST11 para toda a 2 f1; 3; 4; 5; 9g y toda b 2 Z11. Entonces, Aut (ST11) es
transitivo en �echas1.

1Este resultado se puede generalizar para todos los torneos de Paley.

37
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Figura 2.1: El torneo
�!
C 3 es 2-dicromático, y el torneo TT2 �=

�!
C 3�fig con i 2 f0; 1; 2g es

1-dicromático.

Teorema 2.1.1 El torneo ST11 �=
�!
C 11 h2i es 4-dicromático. Además, para

todo conjunto U � V (ST11) acíclico maximal, se tiene que (ST11 � U) �= W1.

Demostración. Sea U0 � Z11 un conjunto acíclico maximal en ST11 tal que
0; 1 2 U0 y supóngase que 0 es la fuente de U0 y que 1 es la fuente de U0nf0g.
Dado que N+ (0) \N+ (1) = f4; 5g, entonces U0 = f0; 1; 4; 5g.
Si U es otro conjunto acíclico maximal de ST11, entonces existe un auto-

mor�smo 'a;b (z) de ST11 el cual manda a U0 en U . De ahí se sigue que ST11
no coniene un TT5.
Un cálculo directo muestra que los únicos valores de U para los cuales U

es disjunto a U0 son

f2; 3; 6; 7g , f9; 10; 2; 3g , f6; 9; 7; 10g y f9; 2; 3; 7g

como se observa en la Figura 2.3.
Los complementos de U0 [ U en V (ST11) son

f8; 9; 10g , f6; 7; 8g , f2; 3; 8g y f6; 8; 10g

respectivamente, y todos ellos inducen un triángulo cíclico en ST11.
Entonces se sigue de forma inmediata que el torneo ST11 es 4-dicromático.
Por otra parte, (ST11 � U) �= (ST11 � U0) �= W1. �
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Figura 2.2: Torneo ST11.
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Figura 2.3: Conjuntos acíclicos maximales ajenos a U0 en ST11.
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Lema 2.1.2 Si dc (T11) = 4, entonces T11 es regular.

Demostración. Es su�ciente probar que �+ (T11) = 5. Sea w un vértice tal
que d+ (w) = �+ (T11). Se tiene que dc (T11 � fwg) � 3. Si �+ (T11) � 2,
entonces dc (T11) � 3 dado que cualquiera 3-coloración de T11�fwg se puede
extender a una 3-coloración de T11. Por lo tanto �

+ (T11) � 3.
Supóngase que �+ (T11) = 3. Se tiene que T11 [N� (w)] �= ST7, de lo

contrario T11 [N� (w)] contendría un TT4, entonces T11 contendría un TT5
y dc (T11) � 3. Sea P : z1; z2; z3 una trayectoria dirigida en T11 [N+ (w)].
Si � 2 N� (w), una de dos: T11 [fz1; z2; �g] es transitivo o T11 [fz2; z3; �g] es
transitivo. Se sigue que hay dos diferentes vértices �1; �2 2 N� (w) tales que
una de dos: T11 [fz1; z2; �ig] es transitivo para i = 1; 2 ó T11 [fz2; z3; �ig] es
transitivo para i = 1; 2. Se puede asumir que T11 [fz1; z2; �ig] es transitivo
para i = 1; 2. Luego, dc (T11 � fz1; z2; �ig) = 3 para i = 1; 2 y dado que w
tiene exgrado 1 en T11�fz1; z2; �ig, se sigue que dc (T11 � fz1; z2; �i; wg) = 3.
Además

(T11 � fz1; z2; �i; wg) �
�
T11
�
N� (w)

�
� f�ig

� �= ST6
y entonces, por el Teorema 1.2.3, para todo � 2 N� (w)nf�1; �2g se tiene que
z3� 2 F (T11 [(N� (w) [ fz3g) n f�ig]) si y sólo si �i� 2 F (T11 [N� (w)]). Pero
existe � 2 (N� (w) n f�1; �2g) tal que �1�; ��2 2 F (T11 [N� (w)]) y entonces
z3�; �z3 2 F (T11) lo cual es una contradicción. Entonces �+ (T11) � 4.
Supóngase ahora que �+ (T11) = 4. Obsérvese que T11 [N� (w)] �= ST6

pues de otra forma T11 [N� (w)] contendría un TT4 y T11 contendría un TT5.
Extiéndase T11 [N� (w)] a un torneo T7 �= ST7 añadiendo un nuevo vértice
� =2 V (T11) y las bien determinadas �echas faltantes. Sea zi 2 N+ (w),
con i 2 f1; 2g, tal que T11 [N+ (w) n fzig] sea acíclico. Luego, se tiene que
T11 [(N

+ (w) [ fwg) n fzig] es acíclico, y por lo tanto T11 [N� (w) [ fzig] es
3-dicromático.
Dado que T11 [N� (w)] �= ST6, se sigue, de nuevo por el Teorema 1.2.3, que

para todo � 2 N� (w), con i 2 f1; 2g, �zi 2 F (T11 [N� (w) [ fzig]) si y sólo si
�� 2 F (T7). Tómense �1; �2 2 N� (w) tales que �j� 2 F (T7) para j 2 f1; 2g.
Por lo tanto, �izi 2 F (T11) para i; j 2 f1; 2g y T11 [fz1; z2; w; �1; �2g] es un
TT5, lo cual es una contradicción. �

Notación 2.1.3 A partir de ahora, se denota como U a un conjunto de
vértices de T11 tal que T11 [U ] �= TT4 y P : u1; u2; u3; u4 es una trayectoria
dirigida en T11 [U ].
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Lema 2.1.4 Si T11 es regular y T11 � U �= W , entonces T11 contiene un
subtorneo isomorfo a TT5.

Demostración. Puede asumirse que T11 � U = W . Supóngase que T11 no
contiene un subtorneo isomorfo a TT5. La �echa w+i u4 =2 F (T11) pues de lo
contrario, por regularidad se tendría que ujw+i 2 F (T11) para j 2 f1; 2; 3g y,
por ende, T11

�
U [

�
w+i
	� �= TT5. Entonces, se sigue que

u4w
+
i 2 F (T11) (2.1)

para i 2 f1; 2; 3g, y similarmente

w�i u1 2 F (T11) (2.2)

para i 2 f1; 2; 3g.
Si para dos diferentes índices j; k y alguna i 2 f1; 2; 3g, se cumple que

w+j ui; w
+
k ui 2 F (T11), entonces se tendría que umw+j ; umw+k 2 F (T11) para

m 2 f1; 2; 3; 4g n fig y T11
��
w+j ; w

+
k

	
[ (U n fuig)

� �= TT5.
Dado que existe exactamente una w+j U -�echa para cada j, se sigue que

el conjunto de
�
w+1 ; w

+
2 ; w

+
3

	
(U n fu4g)-�echas es independiente y tiene car-

dinalidad 3. Similarmente, el conjunto de (U n fu1g)
�
w�1 ; w

�
2 ; w

�
3

	
-�echas es

independiente y tiene cardinalidad 3.
Se puede asumir que w+3 ui; u4w

�
3 2 F (T11). De ahí se sigue que

w+3 u1; u1w
+
1 ; u1w

+
2 2 F (T11)

umw
+
3 2 F (T11) para m = 2; 3; 4 (2.3)

similarmente

u4w
�
3 ; w

�
1 u4; w

�
2 u4; w

�
3 um 2 F (T11) para m = 1; 2; 3 (2.4)

y por regularidad
w0u1; u4w0 2 F (T11) (2.5)

más aún, existe exactamente una
�
w�1 ; w

�
2

	
um-�echa para cada m 2 f2; 3g,

dado que el conjunto de fu2; u3g
�
w�1 ; w

�
2

	
-�echas es independiente y tiene

cardinalidad 2.
Ahora, por regularidad, existe exactamente una w0 fu2; u3g-�echa. Sea

w0us 2 F (T11) con s 2 f2; 3g. Entonces T11
��
u1; u2; w0; w

�
j ; w

�
3

	� �= TT5
donde w�j es el vértice tal que w

�
j us 2 F (T11) y la prueba está completa. �
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Lema 2.1.5 Si T11 y T11�U son regulares y T11 no contiene TT5, entonces
existen vértices z; z0; w 2 V (T11) n U tales que

1. zu1; zu4; u2z; u3z 2 F (T11)

2. u1z0; u4z0; z0u2; z0u3 2 F (T11)

3. u1w;wu4; wu2; u3w 2 F (T11)

Más aún, se tiene que

4. �u1; u4� 2 F (T11) para todo � 2 (V (T11) n U) n fz; z0; wg

5. fzz0; zw; wz0g no está contenido en F (T11).

Demostración. Si � 2 V (T11)nU es tal que �u4 2 F (T11), entonces se tiene
que

�u1; u2�; u3�; �u4 2 F (T11) (2.6)

o bien
u1�; �u2; u3�; �u4 2 F (T11) (2.7)

pues en otro caso, por regularidad, T11 [U [ f�g] �= TT5.
Dos diferentes valores de �; �1; �2, no pueden ser ambos del tipo 2.6 o del

tipo 2.7 dado que T11 [f�1; �2; u2; u3; u4g] ó T11 [f�1; �2; u1; u2; u4g], respecti-
vamente, serían isomorfas a TT5. Entonces existe un vértice z del tipo 2.6 y
otro w del tipo 2.7. De forma dual, se tiene que existe también un vértice z0

que satisface 2. La propiedad 4 se sigue de la regularidad de T11.
Finalmente, si fzz0; zw; wz0g estuviera contenido en F (T11), entonces el

conjunto fu1; u4; z; z0; wg induciría un TT5. �

Lema 2.1.6 Si T11 es 4-dicromático entonces T11 � U �= W1.

Demostración. Primeramente, T11 no contiene TT5 ya que si U �= TT5
entonces T11 � U tiene orden 6 y todo torneo de orden 6 es 2-dicromático,
por lo que T11 sería 3-dicromático.
Por el Lema 2.1.2 se tiene que T11 es regular. Luego, por el Lema 2.1.4 se

sigue que T11 � U es no isomorfo a W , y dado que T11 � U es 3-dicromático
basta probar, por el Teorema 1.2.2, que no puede ser regular.
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Supóngase que T11 � U es regular. Entonces por el Lema 2.1.5 se tiene
que fzz0; zw; wz0g no está contenido en F (T11).
Si z0z 2 F (T11), entonces U1 = fu2; u3; z; z0g es acíclico. Luego T11 � U1

no es isomorfo a W (Lemas 2.1.2 y 2.1.4). Dado que d+T11�U1 (u1) = 2 y
d+T11�U1 (u4) = 4, se sigue que T11�U1 �= W1 (Cuadro 1.2) y por la estructura
de W1 se tiene que u4u1 2 F (T11 � U1) lo cual arroja una contradicción con
el hecho de que U es acíclico y P : u1; u2; u3; u4 es una trayectoria dirigida.
Por lo tanto z0z =2 F (T11).
Si wz 2 F (T11), entonces el conjunto U2 = fu3; u4; z; wg es acíclico y

d+T11�U2 (u1) = d+T11�U2 (u2) = 2. Pero como T11 � U2 es 3-dicromático, no
regular y distinto de W (Lema 2.1.4), se tiene que T11 � U2 �= W1 lo cual es
una contradicción puesto que W1 tiene exactamente un vértice de exgrado 2
y uno de ingrado 2. Por lo tanto wz =2 F (T11).
Si z0w 2 F (T11), entonces el conjunto U3 = fu1; u2; z0; wg es acíclico y

d�T11�U3 (u3) = d�T11�U3 (u4) = 2. Pero como T11 � U3 es 3-dicromático, no
regular y distinto de W (Lema 2.1.4), se tiene que T11 � U2 �= W1 lo cual es
una contradicción puesto que W1 tiene exactamente un vértice de exgrado 2
y uno de ingrado 2. Por lo tanto z0w =2 F (T11).
Entonces se tiene que fzz0; zw; wz0g � F (T11), contraviniendo lo estable-

cido en el Lema 2.1.5. De ahí que T11 � U no puede ser regular y, por ende,
es isomorfo a W1. �

Teorema 2.1.7 ST11 es el único torneo 4-dicromático de orden 11.

Demostración. Sea T11 un torneo 4-dicromático. Por el Lema 2.1.6 se tiene
que

(T11 � U) �= W1

y se puede asumir que (T11 � U) = W1. Dado que T11 es regular por el
Lema 2.1.2, hay una única w+1 U -�echa y sólo una Uw

�
1 -�echa.

Si w+1 u4 2 F (T11), entonces U [
�
w+1
	
induciría un TT5. Por lo tanto, se

tiene que
u4w

+
1 2 F (T11) (2.8)

y también
w�1 u1 2 F (T11) (2.9)

por dualidad.
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Se de�ne Ui =
�
U [

�
w�1
	�
n fuig para i 2 f1; 2; 3; 4g. Se probará ahora

que u3w�1 es la Uw
�
1 -�echa.

Supóngase que u2w�1 2 F (T11). Entonces U2 es acíclico y d+T11�U2 (u2) = 2.
Dado que w+2 , w

�
3 y w

+
3 tienen exgrado 2 en (T11 � U2) � fu2g y además

(T11 � U2) �= W1, se sigue que w+2 u2; w
�
3 u2; w

+
3 u2 2 F (T11) y el conjunto�

u2; w
�
1 ; w

+
2 ; w

+
3 ; w

�
3

	
induciría un TT5, lo cual es imposible. Por lo tanto, se

tiene que
w�1 u2 2 F (T11) (2.10)

y también
u3w

+
1 2 F (T11) (2.11)

por dualidad.
Supóngase ahora que u4w�1 2 F (T11), entonces se tiene que U4 es acíclico,

(T11 � U4) �= W1 y d�T11�U4 (u4) = 2. Aplicando el Lema 1.2.5, con � = u4, se
sigue que d�T11�U4 (u4) = 3, lo cual es imposible. Por lo tanto, se tiene que

w�1 u4 2 F (T11) (2.12)

u3w
�
1 2 F (T11) (2.13)

y también
u1w

+
1 2 F (T11) (2.14)

w+1 u2 2 F (T11) (2.15)

por dualidad.
Además, se tiene que

u4w0 2 F (T11) (2.16)

ya que en otro caso N+
T11
(u4)\N+

T11

�
w+1
�
=
�
w+2 ; w

�
2 ; w

�
3

	
el cual es acíclico

y por lo tanto
�
u4; w

+
1 ; w

+
2 ; w

�
2 ; w

�
3

	
induciría un TT5. Tenemos que

w0u1 2 F (T11) (2.17)

por dualidad.
Ahora, U3 es acíclico. Por el Lema 1.2.5,N+

T11�U3 (u3) =
�
w0; w

+
1 ; w

+
2

	
y de

esta manera N+
T11
(u3) está también determinada. Dado que

�
w0; w

+
1 ; w

+
2

	
es

acíclico y u4w0; u4w+1 2 F (T11), entonces w+2 u4 2 F (T11) ya que en otro caso�
u3; u4; w0; w

+
1 ; w

+
2

	
induciría un TT5. Se sigue que N�

T11
(u4) = U4 [

�
w+2
	
.

Y por dualidad, N�
T11
(u2) y N+

T11
(u1) están determinadas. Así que el torneo

T11 está completamente determinado y debe ser isomorfo a ST11 dado que es
4-dicromático. �
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Lema 2.1.8 ST11 es la única grá�ca orientada 4-dicromática de orden a lo
más 11.

Demostración. Se tiene el hecho de que ff0; 1; 4; 5g ; f2; 3; 6; 7g ; f8; 9; 10gg
es una partición de Z11 en subconjuntos acíclicos de ST11 � f(8; 9)g, y dado
que ST11 es transitivo en �echas (Observación 2.1.2), se sigue que ST11 es
4-dicromática crítica en �echas (De�nición 14). �

2.2. La familia fDmg
De�nición 2.2.1 Dadas tres digrá�cas D0; D1; D2 disjuntas dos a dos, una
nueva digrá�ca2 t (D0; D1; D2) se de�ne como

V (t (D0; D1; D2)) =
2[
i=0

V (Di)

F (t (D0; D1; D2)) =
2[
i=0

F (Di) [ f�!uv : u 2 V (Di) ; v 2 V (Di+1)g

tomando los índices módulo 3.

Observación 2.2.1 Nótese que t (D0; D1; D2) está perfectamente de�nida
salvo isomor�smo.

Observación 2.2.2 Si D0, D1 y D2 son digrá�cas regulares con el mismo
número de vértices, entonces t (D0; D1; D2) es también regular.

Ahora se describe la función3 ~n : Z+ � Z+ � Z+ ! Z+ que está muy
relacionada con la digrá�ca anterior.

De�nición 2.2.2 Para cualesquiera tres enteros no negativos m0, m1 y m2,
~n (m0;m1;m2) denota al menor entero k tal que existen tres subconjuntos
J0; J1; J2 � f0; 1; : : : ; k � 1g tales que jJij = mi para 0 � i � 2 y

T2
i=0 Ji = ?.

2Más adelante, este concepto se extenderá hacia una construcción más general llamada
Suma de Zykov.

3Esta función se generalizará más adelante para obtener el concepto de número de
cubrimiento.
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Ejemplo. ~n (3; 3; 3) = 5, pues dado f0; 1; 2; 3; 4g se tiene que los conjuntos
J0 = f0; 1; 2g, J1 = f2; 3; 4g y J2 = f0; 1; 3g tienen cardinalidad 3 y su
intersección es vacía, mientras que para el conjunto f0; 1; 2; 3g es imposible
encontrar tres conjuntos que cumplan las propiedades requeridas.
Por otro lado, ~n (2; 3; 3) = 4 pues dado f0; 1; 2; 3g se tiene que los con-

juntos J0 = f0; 1g, J1 = f1; 2; 3g y J2 = f0; 2; 3g tienen cardinalidades 2, 3 y
3, respectivamente, y su intersección es vacía, mientras que para el conjunto
f0; 1; 2g es imposible encontrar tres conjuntos que cumplan las propiedades
requeridas.

Obsérvese que al ser ~n (2; 2; 3) = ~n (2; 3; 3) = 4 se tiene que ~n no es
inyectiva, pero dado que ~n (0; 0; i) = i para toda i 2 Z+, la función ~n es
suprayectiva.

Observación 2.2.3 Nótese que para cualesquiera m0;m1;m2 2 Z+ siem-
pre existe ~n (m0;m1;m2) puesto que f0; 1; : : : ;m0 +m1 +m2 � 1g cumple las
propiedades requeridas. De esta forma, ~n (m0;m1;m2) � m0 +m1 +m2.

Obsérvese que dados m0, m1 y m2, para toda permutación � de f0; 1; 2g
se tiene que ~n (m0;m1;m2) = ~n

�
m�(0);m�(1);m�(2)

�
.

De�nición 2.2.3 Se dice que fm0;m1;m2g es una terna ~n-crítica si cumple
que 1 � mi para i 2 f0; 1; 2g y además ~n (m0 � 1;m1;m2), ~n (m0;m1 � 1;m2)
y ~n (m0;m1;m2 � 1) son todos iguales a ~n (m0;m1;m2)� 1.

Ejemplo. Se tiene que ~n (3; 3; 3) = 5 y ~n (2; 3; 3) = 4, por lo que la terna
f3; 3; 3g es ~n-crítica.

Teorema 2.2.4 Sean D0; D1; D2 tres digrá�cas ajenas dos a dos tales que
dc (Di) = mi � 1 para i = 0; 1; 2, entonces

dc (t (D0; D1; D2)) = ~n (m0;m1;m2)

más aún, si fm0;m1;m2g es una tripleta ~n-crítica y D0; D1; D2 son críticas,
entonces t (D0; D1; D2) es también crítica.

Demostración. Sean J0; J1; J2 � f0; 1; : : : ; ~n (m0;m1;m2)� 1g tales que
jJij = mi para i 2 f0; 1; 2g y

T2
i=0 Ji = ?.
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Se colorea propiamente la digrá�ca Di con los colores en Ji para cada
i 2 f0; 1; 2g. Estas coloraciones parciales inducen una coloración acíclica de
t (D0; D1; D2) utilizando exactamente ~n (m0;m1;m2) colores, ya que ningún
color aparece en las tres digrá�cas Di.
De ahí que dc (t (D0; D1; D2)) � ~n (m0;m1;m2).
Supóngase ahora que dc (t (D0; D1; D2)) = k < ~n (m0;m1;m2).
Sea f0; 1; : : : ; k � 1g el conjunto de colores de una coloración acíclica de

t (D0; D1; D2) y sea Ji el conjunto de colores usados en Di para i 2 f0; 1; 2g.
Como k < ~n (m0;m1;m2) se tiene que

T2
i=0 Ji 6= ?.

Sea c 2
T2
i=0 Ji y ui 2 V (Di) tal que ui fue coloreado con el color c

para i 2 f0; 1; 2g. Por la estructura de t (D0; D1; D2) se tiene que fu0; u1; u2g
induce un triángulo dirigido monocromático, lo cual es una contradicción.
Entonces dc (t (D0; D1; D2)) = ~n (m0;m1;m2).
Luego, supóngase que fm0;m1;m2g es ~n-crítica y D0; D1; D2 son críticas.

Sea v 2 V (t (D0; D1; D2)) y considérese la digrá�ca t (D0; D1; D2) � fvg.
Sin pérdida de generalidad supóngase que v 2 V (D0), entonces se tiene que
t (D0; D1; D2) � fvg �= t (D0 � fvg ; D1; D2). Pero dc (D0 � fvg) = m0 � 1
por lo que dc (t (D0 � fvg ; D1; D2)) = ~n (m0;m1;m2)� 1.
De ahí que dc (t (D0; D1; D2)� fvg) = dc (t (D0; D1; D2)) � 1 y la digrá-

�ca t (D0; D1; D2) es crítica. �

Ejemplo. Se tiene que la digrá�ca t
�
K1;

�!
C 3;

�!
C 3

�
es 3-dicromática dado

que ~n (1; 2; 2) = 3. Además, f1; 2; 2g es ~n-crítica y K1 y
�!
C 3 son críticas.

Entonces t
�
K1;

�!
C 3;

�!
C 3

�
es un torneo 3-dicromático crítico (Figura 2.4).

La existencia de una familia in�nita de torneos 4-dicromáticos críticos
(no necesariamente regulares), por el Teorema 2.2.4, es una consecuencia

inmediata del hecho de que t
��!
C 3;

�!
C 3; T

�
es un torneo 4-dicromático crítico

siempre que T sea un torneo 3-dicromático crítico.

De�nición 2.2.5 Sean r y s dos enteros tales que 1 � s < r. El torneo Hr;s
se de�ne como

V (Hr;s) = f1; 2; : : : ; r + sg
F (Hr;s) =

n�!
ij : 1 � i < j � r + s y j � i 6= r

o
[
n�����!
(i+ r) i : i � s

o
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Figura 2.4: La digrá�ca t
�
K1;

�!
C 3;

�!
C 3

�
.

Lema 2.2.6 El máximo número de vértices en un subtorneo transitivo de
Hr;s es r. Es decir,

�!
� (Hr;s) = r.

Demostración. Sea S un conjunto acíclico de vértices de Hr;s. Si para cada
1 � i � s, S no contiene a fi; i+ rg, entonces jSj � r. Si para alguna i,
fi; i+ rg � S, entonces k =2 S para toda k que satisfaga i < k < i + r
(Figura 2.5), ya que fi; k; i+ rg induce un triángulo cíclico en Hr;s. Luego
jSj � s + 1 � r. Dado que f1; 2; : : : ; rg induce un subtorneo transitivo de
Hr;s el lema es válido. �

En [11] se probó que el torneo circulante
�!
C 13 h4i, el cual se denota como

ST13, es el único torneo de orden 13 (salvo isomor�smo) que no contiene un
torneo transitivo con cinco vértices. Por lo tanto, dc (ST13) � 4, y dado que
ff0; 1; 2; 3g ; f4; 5; 6; 7g ; f8; 9; 10; 11g ; f12gg es una partición de su conjunto
de vértices en cuatro subconjuntos acíclicos, se sigue que dc (ST13) = 4 y
dc (ST13 � f12g) = 3. Entonces ST13 es un torneo circulante 4-dicromático
crítico.

Notación 2.2.7 Para m � 2, Dm denota al torneo circulante
�!
C 6m+1 h2mi.
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Figura 2.5: Vértices de Hr;s descartados (en blanco) cuando f3; r + 3g � S.

Observación 2.2.4 Nótese que los subconjuntos

f0; 1; : : : ; 2m� 1g
f2m; 2m+ 1; : : : ; 4m� 1g
f4m; 4m+ 1; : : : ; 6m� 1g

f6mg

forman una partición acíclica de V (Dm) (Figura 2.6).

Por la Observación 2.2.4 se tiene que

dc (Dm) � 4

dc (Dm � f6mg) � 3

pues los cuatro subconjuntos inducen una 4-coloración acíclica.
Nótese también que para m = 1, D1 =

�!
C 7 h2i �=

�!
C 7 h?i, por lo que es

2-dicromático (Teorema 1.3.1).

Teorema 2.2.8 Dm es un torneo circulante 4-dicromático crítico para toda
m � 2.

Demostración. Por la Observación 2.2.4, para probar que Dm es un torneo
4-dicromático crítico param � 2, basta mostrar que dc (Dm) � 4 param � 2.
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Figura 2.6: Partición de V
��!
C 6m+1 h2mi

�
en cuatro subconjuntos acíclicos.

Nótese que para m = 2, se tiene que D2 =
�!
C 13 h4i �= ST13 y entonces es

4-dicromático crítico.
Entonces, para demostrar que dc (Dm) � 4 es su�ciente con exhibir que

cada conjunto acíclico S de vértices de Dm tiene cardinalidad a lo más 2m.
Dado que Dm es transitivo en vértices, podemos asumir que 0 es la fuente de
Dm [S]. Entonces

S1 = S n f0g � N+ (0) = (f1; 2; : : : ; 3mg [ f4m+ 1g) n f2mg

donde 4m+ 1 = �2m módulo 6m+ 1.
Como Dm [N

+ (0)] � f4m+ 1g �= H2m�1;m (toda biyección que preserva
el orden es un isomor�smo, Figura 2.7), se tiene que por el Lema 2.2.6 se
cumple que jS1j � 2m� 1 cuando 4m+ 1 =2 S1.
Entonces supóngase que 4m+ 1 2 S1.
Considérese la igualdad

F
�
Dm

�
N+ (0)

��
= F

�
Dm

�
N+ (0)

�
� f4m+ 1g

�
[
n�������!
(4m+ 1) j : j = 1; 2; : : : ;m; 2m+ 1

o
[
n������������!
(m+ j) (4m+ 1) : j = 1; 2; : : : ;m� 1;m+ 2; : : : ; 2m

o
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Figura 2.7: Organización conveniente de N+ (0) la cual permite observar claramente que
�!
C 6m+1 h2mi [N+ (0)]� f4m+ 1g �= H2m�1;m.

de la cual se desprende que siempre se cumple una de dos

S1 \ f1; 2; : : : ;mg = ?
ó

S1 \ fm+ 1;m+ 2; : : : ; 2m� 1g = ?

ya que en otro caso, si existen u; v 2 S1 tales que

u 2 f1; 2; : : : ;mg

y
v 2 fm+ 1;m+ 2; : : : ; 2m� 1g

entonces C : u; v; 4m+ 1; u sería un triángulo cíclico en Dm [S1].
Análogamente, se tiene que siempre se cumple una de dos

2m+ 1 =2 S1
ó

S1 \ f2m+ 2; 2m+ 3; : : : ; 3mg = ?

ya que en otro caso, si u; 2m+ 1 2 S1 donde

u 2 f2m+ 2; 2m+ 3; : : : ; 3mg

entonces C : u; 4m+ 1; 2m+ 1; u sería un triángulo cíclico en Dm [S1].
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Figura 2.8: Aspecto de N+ (0) en Dm (en blanco).
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Por lo tanto, si se tiene que S1\fm+ 1;m+ 2; : : : ; 2m� 1g 6= ?, entonces
jS1j � 2m� 1.
Supóngase entonces que S1 \ fm+ 1;m+ 2; : : : ; 2m� 1g = ?. Luego, si

2m+ 1 2 S1, entonces

S1 � f1; 2; : : : ;m; 2m+ 1; 4m+ 1g

pero dado que f1; 2; 2m+ 1g induce un triángulo cíclico en Dm [N
+ (0)], en-

tonces jS1j � m+ 1 � 2m� 1.
Finalmente, si 2m+ 1 =2 S1 entonces

S1 � f1; 2; : : : ;mg [ f2m+ 2; 2m+ 3; : : : ; 3mg [ f4m+ 1g

pero dado que fj; j + 2m+ 1; 4m+ 1g es cíclico en Dm [N
+ (0)] para toda

j 2 f1; 2; : : :m� 1g, se concluye que jS1j � m+ 1 � 2m� 1. �
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Sumas de Zykov
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Capítulo 3

Hipergrá�cas y sumas de Zykov

Las hipergrá�cas extienden el concepto de grá�ca al permitir que en cada
arista incidan más de dos vértices distintos. En este capítulo se exponen los
conceptos de multicubiertas y número de cubrimiento para hipergrá�cas.
Más adelante, se explica la operación de digrá�cas llamada suma de Zykov

y su comportamiento respecto al número dicromático. Adicionalemente, se
muestra la relación entre el número dicromático de sumas de Zykov y el
número de cubrimiento de hipergrá�cas.

3.1. Hipergrá�cas

Una hipergrá�ca H = (V;A) es la dupla compuesta por V = fv1; v2; : : : ; vng
un conjunto �nito y A = fE1; E2; : : : ; Emg una familia de subconjuntos de
V tal que

1. Ei 6= ? para i = 1; 2; : : : ;m

2.
mS
i=1

Ei = V

Una hipergrá�ca simple o Sperner es una hipergrá�ca H tal que

3. Si Ei � Ej entonces i = j

Los elementos v1; v2; : : : ; vn de V son llamados vértices, y los conjuntos
E1; E2; : : : ; Em de A son las (hiper)aristas de la hipergrá�ca H.

57
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Figura 3.1: Hipergrá�ca.

Observación 3.1.1 Nótese que una grá�ca sin vértices aislados es una hiper-
grá�ca simple cuyas aristas tienen todas cardinalidad exactamente dos1.

Para esquematizar una hipergrá�ca H, ésta puede ser dibujada mediante
un conjunto de puntos que representen a los vértices, la aristaEj se representa
mediante una curva continua que una ambos elementos si jEjj = 2, con un
lazo si jEjj = 1 y con una curva cerrada simple encerrando sus elementos si
jEjj � 3 (Figura 3.1).

Notación 3.1.1 Como en las grá�cas, el orden de H, denotado como jHj,
es el número de vértices. El número de aristas, también llamado tamaño, se
denota como kHk.

De�nición 3.1.2 Si H = (V;A) es una hipergrá�ca, el rango � (H) de H
se de�ne como la máxima cardinalidad de una arista de H; se dice que H es
una r-grá�ca si cada una de sus aristas tiene cardinalidad r.

Observación 3.1.2 Nótese que el concepto de rango sólo tiene sentido para
las hipergrá�cas.

Para v 2 V se de�ne la estrella H (v) con centro en v como la subhiper-
grá�ca formada por las aristas que contienen a v. Se de�ne el grado d (v) de
v como el número de aristas de H (v), entonces d (v) = kH (v)k. El máximo
grado de las aristas de una hipergrá�ca H se denota como

�(H) = m�ax fdH (v) : v 2 V (H)g

y si todos los vértices tienen el mismo grado se dice que H es regular.
1Similarmente, una pseudomultigrá�ca es una hipergrá�ca en la cual cada arista tiene

cardinalidad a lo más dos.



3.1. Hipergrá�cas 59

3.1.1. Multicubiertas y número de cubrimiento

Sea H una hipergrá�ca �nita sin puntos aislados. Una función

� : V (H)! N[f0g

se llamará una función de peso sobre H. Se dice que � es degenerada2 si
��1 (0) 6= ?.

Notación 3.1.3 Se denota como k a la función de peso sobre H cuando
tiene valor constante k.

De�nición 3.1.4 Se de�ne como

k�k =
P

w2V (H)
� (w)

al peso3 de �.

Observación 3.1.3 Nótese que kkk = jV (H)j � k.

Sea f�jgj2J una familia de aristas de H y u 2 V (H), se de�ne

Ju = fj 2 J : u 2 �jg

el conjunto de los índices de las aristas que contienen al vértice u. Se dice que
f�jgj2J es una �-cubierta deH siempre que jJuj � � (u) para toda u 2 V (H).

De�nición 3.1.5 El número de �-cubrimiento ~n (H; �) de H está dado por

~n (H; �) = m��n
n
jJ j : f�jgj2J es una �-cubierta de H

o
Observación 3.1.4 El número de k-cubrimiento de H es el usual número
de (multi)cubrimiento que ha sido estudiado en varios artículos, como por
ejemplo en [1].

Observación 3.1.5 Nótese que si H 0 es la subhipergrá�ca generadora de H
cuyas aristas son las aristas máximas de H, entonces ~n (H; �) = ~n (H 0; �).

2El término función de peso degenerada tiene distintas connotaciones para diferentes
autores.

3Obsérvese la variación del signi�cado de k�k dependiendo de si se aplica a una hiper-
grá�ca o a una función de peso.
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Proposición 3.1.6 Para toda hipergrá�ca H se cumple que

1. ~n (H; � + �0) � ~n (H; �) + ~n (H; �0) y
~n (H; k�) � k~n (H; �) para todo entero positivo k.

2. ~n (H; �) � ~n (H; �0) cuando � � �0.

3. ~n (H; �) �
l
k�k
�(H)

m
.

4. Si H0 es una subhipergrá�ca generadora de H
entonces ~n (H; �) � ~n (H0; �).

Demostración. Primero se observa que la desigualdad

� (H) � ~n (H; �) � k�k

siempre se cumple ya que la suma de los pesos no puede sobrepasar a ~n (H; �)
veces la cardinalidad máxima de una hiperarista.

1. Si se enciman las cubiertas de � y �0 se obtiene una cubierta para �+�0,
por lo que una cubierta óptima de � + �0 tiene a lo más tantas aristas
como la suma de las aristas de las cubiertas de � y de �0. Muy similar
es el caso para ~n (H; k�), ya que si se encima k veces la cubierta de �
se obtiene una cubierta para k�, por lo que el número de k�-cubierta
para H es a lo más k veces el número de �-cubierta para H.

2. Como � � �0, entonces una cubierta de �0 es también una cubierta para
�. Luego la cantidad de hiperaristas necesarias para cubrir a � es a lo
más la cantidad necesaria para cubrir a �0.

3. Dada � (H) � ~n (H; �) � k�k, se tiene que ~n (H; �) � k�k
�(H)

, pero ~n (H; �)

es entero, por lo que es mayor o igual que
l
k�k
�(H)

m
.

4. Como H0 es una subhipergrá�ca generadora de H, cualquier �-cubierta
de H0 es también una �-cubierta de H. Luego ~n (H; �) es a lo más
~n (H0; �), pudiendo ser menor si es que con las hiperaristas adicionales
se puede encontrar una mejor distribución.

�



3.1. Hipergrá�cas 61

3.1.2. Hipergrá�cas circulantes

Una hipergrá�ca H es circulante si tiene un automor�smo que sea una
permutación cíclica de V (H). Si r � m, la r-grá�ca circulante �m;r se de�ne
como

V (�m;r) = Zm
A (�m;r) = f�j : j 2 Zmg

donde
�j = fj; j + 1; : : : ; j + r � 1g

para j 2 Zm.
Para cada entero positivo s, se de�ne la función de peso �(s) sobre �m;r

de la forma: si sr = qm+ t donde t es el residuo de sr mod m, entonces

�(s) (j) =

�
q si j 2 At;m�1

q + 1 si j =2 At;m�1

y en particular, �(s) = q cuando t = 0.

Observación 3.1.6 Nótese que



�(s)


 = sr.

Ejemplo. En la Figura 3.2 se observa la hipergrá�ca �7;3 bajo la función de
peso �(5). En este caso m = 7, r = 3 y s = 5, de donde q = 2 y t = 1.

Proposición 3.1.7 Si H contiene a �m;r como subhipergrá�ca generadora y

� (H) = r entonces ~n
�
H; �(s)

�
= s y ~n (H; �0) > s siempre que k�0k >




�(s)


.
Demostración. La familia f�j : j = rj0; j0 = 0; 1; : : : ; sg es una �(s)-cubierta
de H, entonces ~n

�
H; �(s)

�
� s. Luego, por la Proposición 3.1.6.3 se tiene

que

~n
�
H; �(s)

�
�

2666



�(s)



� (H)

3777 =
lsr
r

m
= dse = s

y por lo tanto ~n
�
H; �(s)

�
= s.
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Figura 3.2: Función de peso �(5) sobre la hipergrá�ca circulante �7;3.

Como k�0k >



�(s)


 = sr, entonces por la Proposición 3.1.6.3 se tiene que
~n (H; �0) �

�
k�0k
� (H)

�
>

2666



�(s)



� (H)

3777 = s
y por lo tanto ~n (H; �0) > s. �

Proposición 3.1.8 Sea k un entero positivo. Si � (H) = r y H contiene una
copia isomorfa de �m;r como subhipergrá�ca generadora, entonces

~n (H;k) = ~n (�m;r;k) =

�
km

r

�
Demostración. Puede asumirse que �m;r es una subhipergrá�ca generadora
de H. La desigualdad

~n (H;k) �
�
km

r

�
se deduce de la Proposición 3.1.6.3, ya que kkk = km.
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Como �m;r es una subhipergrá�ca generadora deH entonces por la Proposi-
ción 3.1.6.4 se tiene que

~n (H;k) � ~n (�m;r;k)

y dado que �(s) � k para s =
�
km
r

�
, por la Proposición 3.1.6.2 se tiene que

~n (�m;r;k) � ~n
�
�m;r; �

(s)
�

Además, al contenerse �m;r a sí misma como subhipergrá�ca generadora, por
la Proposición 3.1.7 se cumple que

~n
�
�m;r; �

(s)
�
= s

Luego�
km

r

�
� ~n (H;k) � ~n (�m;r;k) � ~n

�
�m;r; �

(s)
�
= s =

�
km

r

�
lo cual demuestra las igualdades. �

Observación 3.1.7 La Proposición 3.1.8 es válida en particular para K(r)
m ,

la r-grá�ca completa de orden m.

3.2. Sumas de Zykov

Sea D una digrá�ca y sea � = f�igi2V (D) una familia de digrá�cas no
vacías y mutuamente disjuntas. La suma de Zykov � (�;D) de � sobre D se
de�ne como

V (� (�;D)) =
[

i2V (D)

V (�i)

F (� (�;D)) =
[

i2V (D)

F (�i) [
n�!vw : u 2 V (�i) ; w 2 V (�j) ;�!ij 2 F (D)o

y si los miembros de una familia � no son mutuamente disjuntos, se reemplaza
cada uno de ellos por una copia isomorfa de tal forma que la nueva familia
�0 se transforme en una de digrá�cas mutuamente disjuntas; sin embargo,
� (�;D) continuará denotando la digrá�ca resultante � (�0; D) que se obtuvo
salvo isomor�smo.
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Figura 3.3: Composición del torneo
�!
C 5 con el torneo

�!
C 3.

Observación 3.2.1 Nótese que t (�0; �1; �2) (De�nición 2.2.1) denota lo
mismo que � (�;D) para D =

�!
C 3 y � = f�0; �1; �2g.

De�nición 3.2.1 La función

p : � (�;D)! D

cuyo valor es constante en cada �u e igual a u, es un epimor�smo re�exivo
el cual se llamará la proyección natural de � (�;D) sobre D.

De�nición 3.2.2 Si �i �= W para cada i 2 V (D) se escribe D [W ], en lugar
de � (�;D), y se habla de la composición de D con W , en lugar de la suma
de Zykov.

Ejemplo. La Figura 3.3 es un ejemplo de composición para D =
�!
C 5 y

W =
�!
C 3. Las �echas gruesas de la �gura signi�can que todos los vértices de

la componente que está en la cola de la �echa son invecinos de los vértices
de la componente que está en la punta de la �echa.
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Teorema 3.2.3 La composición de dos digrá�cas circulantes es a su vez una
digrá�ca circulante.

Demostración. Sean
�!
C 2r+1 (K) y

�!
C 2s+1 (J) dos digrá�cas circulantes.

Considerando la digrá�ca circulante

H =
�!
C (2r+1)(2s+1) ((2r + 1) J [ (K + (2r + 1) I2s+1)) (3.1)

basta con probar que
�!
C 2r+1 (K)

h�!
C 2s+1 (J)

i
�= H.

Sea p : H ! �!
C 2r+1 (K) el epimor�smo re�exivo de�nido como asignar a

p (z) el residuo de z módulo 2r+1. Entonces para todo w 2 V
��!
C 2r+1 (K)

�
(es decir, para todo w 2 Z2r+1) se tiene que p�1 (z) = w + (2r + 1) I2s+1
induce una copia isomorfa de

�!
C 2s+1 (J).

Finalmente, si existe una p�1 (w) p�1 (w0)-�echa en H, entonces se tiene
que zz0 2 F (H) para todo z 2 p�1 (w) y z0 2 p�1 (w0). Esto prueba la a�r-
mación y muestra que p es la proyección natural de H en

�!
C 2r+1 (K). �

Corolario 3.2.4 La composición de dos torneos circulantes es a su vez un
torneo circulante.

Demostración. Sean
�!
C 2r+1 (K) y

�!
C 2s+1 (J) dos torneos circulantes.

Por el Teorema 3.2.3 se tiene que H =
�!
C 2r+1 (K)

h�!
C 2s+1 (J)

i
es una

digrá�ca circulante de�nida como en 3.1.
Por ser ambas digrá�cas torneos se sigue que H es a su vez un torneo. �

3.2.1. Sumas de Zykov y número dicromático

El problema de calcular el número dicromático de una suma de Zykov
puede reducirse al de calcular el número de cubrimiento de una hipergrá�ca,
como se muestra a continuación.

De�nición 3.2.5 SeaD una digrá�ca. La hipergrá�caH1 (D) se de�ne como

V (H1 (D)) = V (D)

A (H1 (D)) = fS � V (D) : S es un conjunto acíclico maximalg
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De�nición 3.2.6 SeaD una digrá�ca. La hipergrá�ca bH1 (D) se de�ne como
V
� bH1 (D)� = V (D)

A
� bH1 (D)� = fS � V (D) : S es un conjunto acíclicog

y se observa que bH1 (D) � H1 (D).
Proposición 3.2.7 Para todo m entero positivo se cumple que

1. H1
��!
C 2m+1 h?i

�
� �2m+1;m+1 y

�!
�
��!
C 2m+1 h?i

�
= m+ 1.

2. H1
��!
C 2m+1 hmi

�
� �2m+1;m y

�!
�
��!
C 2m+1 hmi

�
= m.

3. H1
��!
C 6m+1 h2mi

�
� �6m+1;2m y

�!
�
��!
C 6m+1 h2mi

�
= 2m.

4. H1
��!
C 17 h5i

�
� �17;5 y

�!
�
��!
C 17 h5i

�
= 5.

5. H1
��!
C 17 h7i

�
� �17;7 y

�!
�
��!
C 17 h7i

�
= 7.

6. H1
��!
C 17 h6i

�
� �17;6 y

�!
�
��!
C 17 h6i

�
= 6.

Demostración. Sea m un entero positivo.

1. Sea S un conjunto acíclico máximo de
�!
C 2m+1 h?i, y supóngase que el

vértice v es la fuente de S. Entonces jSj � d+ (v)+1. Por la estructura
de
�!
C 2m+1 h?i se tiene que

N+ (v) = fv + 1; v + 2; : : : ; v +mg

y el conjunto

N+ [v] = fv; v + 1; : : : ; v +mg 2 A (�2m+1;m+1)

es acíclico; pero además es acíclico maximal ya que para cualquier otro
vértice u de

�!
C 2m+1 h?i el conjunto fv; v + 1; : : : ; v +m;ug contiene al

ciclo C : u; v; v +m;u.



3.2. Sumas de Zykov 67

Luego, como d+ (v) + 1 = jN+ [v]j se tiene que
�!
�
��!
C 2m+1 h?i

�
= jSj =

��N+ [v]
�� = m+ 1

y
fv; v + 1; : : : ; v +mg 2 A

�
H1

��!
C 2m+1 h?i

��
con lo que queda demostrado que H1

��!
C 2m+1 h?i

�
� �2m+1;m+1.

2. Se tiene, por el Teorema 1.3.2, que
�!
C 2m+1 hmi es un torneo 3-dicromático

crítico para m � 3. Y dado que fv; v + 1; : : : ; v +m� 1g induce un
subtorneo acíclico de

�!
C 2m+1 hmi para todo v 2 V

��!
C 2m+1 hmi

�
, se

sigue que

�!
�
��!
C 2m+1 hmi

�
= m

y

fv; v + 1; : : : ; v +m� 1g 2 A
�
H1

��!
C 2m+1 hmi

��
con lo cual queda demostrado que H1

��!
C 2m+1 hmi

�
� �2m+1;m.

3. Sea v un vértice de
�!
C 6m+1 h2mi, entonces como el conjunto

N+ (v) = fv + 1; v + 2; : : : ; v + 2m� 1g

es acíclico, se sigue que

fv; v + 1; : : : ; v +mg 2 A (�2m+1;m+1)

es acíclico, pero además, en la demostración del Teorema 2.2.8 se mostró
que

�!
�
��!
C 6m+1 h2mi

�
= 2m

por lo que

fv; v + 1; : : : ; v + 2m� 1g 2 A
�
H1

��!
C 6m+1 h2mi

��
y entonces queda demostrado que H1

��!
C 6m+1 h2mi

�
� �6m+1;2m.
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Ahora, para los últimos tres inciosos se tienen sendas inclusiones de las
digrá�cas circulantes. Obsérvese que

bH1 ��!C 17 hji
�
� �17;j para j = 5; 6; 7

pues para cualquier vértice v de
�!
C 17 hji se tiene que el conjunto

fv; v + 1; : : : ; v + j � 1g 2 �17;j

es acíclico con cardinalidad j.
Luego, sea T j =

�!
C 17 hji para j 2 f5; 6; 7g. Basta con probar que los

conjuntos
Ai;i+j�1 = fi; i+ 1; : : : ; i+ j � 1g

son acíclicos máximos.
Sea Sj un conjunto acíclico de T j. Se probará que jSjj � j. Puede asumirse

que 0 es la fuente de T j [Sj].
Sea Nj la exvecindad de 0 en T j. Entonces Sj � f0g � Nj. Nótese que

T j [Nj � f17� jg] �= Hj�1;8�j (la correspondencia i! i para 0 < i � j�1 y
i! i+1 para j � i � 7 es un isomor�smo deHj�1;8�j en T j [Nj � f17� jg]),
y j�1 > 8�j. Entonces, por el Lema 2.2.6 que a�rma que para cualesquiera
dos enteros r; s tales que 1 � s < r, se cumple que �!� (Hr;s) = r, se sigue que
jSjj � j siempre que 17� j =2 Sj.
Asúmase entonces que 17� j 2 Sj.

4. Primero se probará que
�!
�
��!
C 17 h5i

�
= 5.

Cuando j = 5, se tiene que 12 2 S5.
Si 4 2 S5 entonces S5 \ f1; 2; 3g = ? puesto que fv; 4; 12g induce un
ciclo para v 2 f1; 2; 3g. Y dado que f7; 8; 12g induce un ciclo se sigue
que jS5 \ f7; 8gj � 1. Por lo tanto se deduce que jS5j � 5.
Si 4 =2 S5 y 8 2 S5 entonces S5 \ f1; 2; 7g = ? puesto que fv; 8; 12g
induce un ciclo para v = 1; 2; 7. y entonces jS5j � 5.
Finalmente, si S5 \ f4; 8g = ?, entonces dado que

T 5 [N5]� f0; 4; 8; 12g �= H3;2

se concluye por el Lema 2.2.6 que jS5j � 5 puesto que el máximo
número de vértices en un subtorneo transitivo de H3;2 es 3.
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5. Ahora se probará que
�!
�
��!
C 17 h7i

�
= 7.

Cuando j = 7, se tiene que 10 2 S7.
Si f1; 3g \ S7 6= ? entonces f4; 5; 6g \ S7 = ? puesto que fv; 10; 1g y
fv; 10; 3g inducen ciclos para toda v 2 f4; 5; 6g. Por lo tanto se tiene
que jS7j � 6.
Si f1; 3g \ S7 = ? entonces jS7j � 7.

6. Por último se probará que
�!
�
��!
C 17 h6i

�
= 6.

Cuando j = 6, se tiene que 11 2 S6.
Entonces se cumple una de dos, f1; 2g\S6 = ? o bien f3; 4g\S6 = ?,
puesto que f1; 2; 11g y f3; 4; 11g son acíclicos pero f1; 3; 11g, f1; 4; 11g,
f2; 3; 11g y f2; 4; 11g son cíclicos. Además jS6 \ f5; 7gj � 1 puesto que
f5; 7; 11g induce un ciclo. Por lo tanto jS6j � 6.

�

Observación 3.2.2 Nótese que el número dicromático de una suma de Zykov
debe ser mayor o igual que el máximo de los números dicromáticos de los
sumandos.

Teorema 3.2.8 Para cualesquiera dos digrá�cas D y W siempre se cumple
que

dc (D [W ]) � dc (D) + dc (W )� 1

Demostración. Si dc (W ) = 1 se tiene que la igualdad es cierta puesto que
dc (D [W ]) = dc (D). Entonces se puede suponer que dc (W ) � 2.
Denótese como Wv a la copia isomorfa de W inducida por fvg �W en

D [W ] y tómense n = dc (D [W ]) y m = dc (W )� 1. Claramente n�m � 1
puesto que dc (D [W ]) � dc (W ) y entonces dc (D [W ])� dc (W ) + 1 � 1.
Sea f : V (D [W ]) ! In una n-coloración acíclica de D [W ]. Entonces

f�1 (In � Im) \ V (Wv) 6= ? para cada v 2 V (D) dado que f�1 (In � Im)
pierde solamente m = dc (W )� 1 clases cromáticas.
Tómese wv 2 f�1 (In � Im) \ V (Wv). La subdigrá�ca de D [W ] gene-

rada por fwv : v 2 V (D)g es una copia isomorfa de D. Esto implica que
n�m = jIn � Imj � dc (D) por lo que dc (D [W ])� (dc (W )� 1) � dc (D) y
queda demostrada la desigualdad. �
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SeaD una digrá�ca y Q = fQugu2V (D) una familia de digrá�cas. Se de�ne
la función de peso �Q : V (D)! N como �Q (u) = dc (Qu).

De�nición 3.2.9 Una �Q-cubierta de H1 (D) es una cubierta óptima, si su
cardinalidad es menor o igual que la de cualquiera otra �Q-cubierta de H1 (D).

Teorema 3.2.10 dc (� (D;Q)) = ~n
�
H1 (D) ; �Q

�
.

Demostración. Puede asumirse que Q está formada por digrá�cas disjuntas
dos a dos y por lo tanto Qu � � (D;Q).
Sea p : � (D;Q)! D la proyección natural, de tal forma que p (Qu) = u

para todo u 2 V (D).
Sea f�jgj2J una �Q-cubierta óptima de H1 (D), entonces

jJ j = ~n
�
H1 (D) ; �Q

�
Defínase una coloración f de V (� (D;Q)) con J como su conjunto de

colores de la forma siguiente. Para cada u 2 V (D) tómese una coloración
acíclica deQu con colores en Ju, lo cual es posible ya queQu es �Q-dicromática
y jJuj � �Q (u). Sea C un ciclo dirigido de � (D;Q).
Si C � Qu para alguna u, entonces C no es monocromático.
En otro caso, p (C) contiene un ciclo dirigido C0. Si C fuera monocromáti-

co de color j, entonces

�j � V (p (C)) � V (C0)

lo cual es imposible ya que �j es acíclica. Luego C no es monocromático y f
es una coloración acíclica. Por lo tanto

dc (� (D;Q)) � jJ j = ~n
�
H1 (D) ; �Q

�
Sea J un conjunto de cardinalidad dc (� (D;Q)) y f : � (D;Q) ! J una

coloración acíclica óptima de � (D;Q). Denótese como Rj a la clase cromática
del color j. Entonces �j = p (Rj) es un subconjunto acíclico de V (D) dado

que Rj es acíclico y por tanto �j 2 A
� bH1 (D)�. Dado que Ju = fj : u 2 �jg

se tiene que j 2 Ju si y sólo si Rj \ V (Qu) es no vacío, de ahí se sigue que
jJuj � dc (Qu) = �Q (u) y f�jgj2J es una �Q-cubierta de bH1 (D). Por lo tanto

~n
�
H1 (D) ; �Q

�
= ~n

� bH1 (D) ; �Q� � dc (� (D;Q))
y la demostración está completa. �
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Notación 3.2.11 Para simpli�car, en adelante se escribe ~n1 (D; �) en lugar
de ~n (H1 (D) ; �).

Observación 3.2.3 Nótese que ~n1 (D;1) = dc (D).

Corolario 3.2.12 Si dc (�) = k, entonces dc (D [�]) = ~n1 (D;k).

Sea � una función de peso sobre
�!
C 3 tal que �0 � �1 y �0 � �2, con

� (j) = �j.

Proposición 3.2.13 ~n1
��!
C 3; �

�
=
l
�0+�1+�2

2

m
ó ~n1

��!
C 3; �

�
= �0 depen-

diendo de si �0 � �1 + �2 o por el contrario �1 + �2 � �0. En particular

~n1

��!
C 3;k

�
=
�
3k
2

�
.

Demostración. Si �1 + �2 � �0, entonces considérese un entero positivo h
tal que �1+ �2+h = �0, luego basta con tomar �1 veces la arista �01 y �2+h
veces la arista �20 (Figura 3.4) para cubrir los vértices 0, 1 y 2. Así se obtiene

una cubierta óptima, por lo que ~n1
��!
C 3; �

�
= �0.

Si �1 + �2 � �0, entonces se considera h � 0 y se construye una cubierta
con h veces la arista �12, �1 � h veces la arista �01 y a veces la arista �20,
donde a � �2�h (Figura 3.4). Así se habrán cubierto los vértices 1 y 2; para
cubrir el vértice 0 se debe pedir además que

a+ (�1 � h) � �0

es decir, que a � (�0 � �1) + h. Como se busca una cubierta óptima se tiene
que encontrar el m��n fa+ (�1 � h) + hg = m��n fa+ �1g, y al ser �1 �jo, basta
con encontrar el valor mínimo que puede tener a.
Como las únicas restricciones para a son las desigualdades

a � �2 � h
a � (�0 � �1) + h

se sigue que el valor mínimo de a está dado por el menor valor que satisface
ambas desigualdades simultáneamente. Se tiene que a, �0, �1 y �2 tienen va-
lores �jos, por lo que todo se reduce a encontrar una h adecuada. Obsérvese
que �0� �1 � �2 y que tanto (�0 � �1) + h como �2� h se encuantran dentro
del intervalo [�0 � �1; �2] (Figura 3.5). �
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Figura 3.4:
�!
C 3 bajo �.

Figura 3.5: El valor mínimo de a es
l
(�0��1)+�2

2

m
.
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Proposición 3.2.14 Sea k una función de peso constante.

1. ~n1
��!
C 2m+1 h?i ;k

�
=
l
k(2m+1)
m+1

m
para m � 2.

2. ~n1
��!
C 2m+1 hmi ;k

�
=
l
k(2m+1)

m

m
para m � 3.

3. ~n1
��!
C 6m+1 h2mi ;k

�
=
l
k(6m+1)
2m

m
para m � 2.

4. ~n1
��!
C 17 h5i ;k

�
=
�
17k
5

�
~n1

��!
C 17 h7i ;k

�
=
�
17k
7

�
~n1

��!
C 17 h6i ;k

�
=
�
17k
6

�
.

Demostración. Las igualdades se siguen de la Proposición 3.2.7 según la
cual se tienen las contenciones

H1

��!
C 2m+1 h?i

�
� �2m+1;m+1

H1

��!
C 2m+1 hmi

�
� �2m+1;m

H1

��!
C 6m+1 h2mi

�
� �6m+1;2m

H1

��!
C 17 h5i

�
� �17;5

H1

��!
C 17 h7i

�
� �17;7

H1

��!
C 17 h6i

�
� �17;6

y de la Proposición 3.1.8 que asegura que cuando una hipergrá�ca H con
� (H) = r contiene una copia isomorfa de �m;r como subhipergrá�ca genera-
dora, se tiene que

~n (H;k) = ~n (�m;r;k) =

�
km

r

�
para todo entero positivo k. �
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3.3. Funciones de peso críticas

Diferentes funciones de peso.pueden dar como resultado el mismo número
de cubrimiento. Cuando se disminuye en uno el peso asignado a uno de los
vértices de una hipergrá�ca puede suceder que el número de cubrimiento per-
manezca igual o por el contrario que disminuya en una unidad. Similarmente,
al aumentar en uno el peso asignado a un vértice el número de cubrimien-
to puede aumentar o permanecer igual. Las funciones de peso que al tener
un incremento o decremento de una unidad en el peso de cualquiera de los
vértices provocan una variación en el número de cubrimento se denominan
funciones de peso críticas.

3.3.1. Funciones de peso subcríticas

Una función de peso � sobre H se dice que es H-subcrítica si para cada
función de peso �0 tal que �0 � � y k�0k = k�k � 1, se tiene que

~n (H; �0) < ~n (H; �)

y por lo tanto, ~n (H; �0) = ~n (H; �)� 1.

Notación 3.3.1 Para abreviar, en adelante se escribe D-subcrítica en lugar
de H1 (D)-subcrítica.

Teorema 3.3.2 Si para cada u 2 V (D), la digrá�ca Qu es �Q (u)-dicromática
crítica y �Q es D-subcrítica, entonces � (D;Q) es ~n1

�
D; �Q

�
-dicromática

crítica.

Demostración. Se sigue diréctamente del Teorema 3.2.10, el cual a�rma
que dc (� (D;Q)) = ~n1

�
D; �Q

�
. Para cualquier v 2 V (� (D;Q)) se tiene que

dc (Qu � fvg) = dc (Qu)� 1

donde v 2 V (Qu). Luego

dc (� (D;Q)� fvg) = ~n1
�
D; �0Q

�
donde



�0Q

 = 

�Q

� 1. Por lo tanto
dc (� (D;Q)� fvg) = dc (� (D;Q))� 1

�
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Observación 3.3.1 Nótese que la función de peso � considerada en la Proposi-
ción 3.2.13 es

�!
C 3-subcrítica si y sólo si �0 � �1+ �2 y �0+ �1+ �2 es impar.

Teorema 3.3.3 Sea k una función de peso constante.

1. k es
�!
C 2m+1 h?i-subcrítica si y sólo si k � mmod (m+ 1) y m � 2.

2. k es
�!
C 2m+1 hmi-subcrítica si y sólo si k � 1modm y m � 3.

3. k es
�!
C 6m+1 h2mi-subcrítica si y sólo si k � 1mod 2m y m � 2.

4. k es�!
C 3-subcrítica si y sólo si k es impar,�!
C 17 h5i-subcrítica si y sólo si k � 3mod 5,�!
C 17 h7i-subcrítica si y sólo si k � 5mod 7,�!
C 17 h6i-subcrítica si y sólo si k � 5mod 6.

Demostración. Sea � una función de pesos tal que � � k y k�k = kkk � 1.

1. Sea T �=
�!
C 2m+1 h?i con m � 2.

Primero, si k es T -subcrítica, entonces por la Proposición 3.2.14 se tiene
que

l
k(2m+1)�1

m+1

m
<
l
k(2m+1)
m+1

m
.

Luego (m+ 1) j (k + 1) y k = q (m+ 1)+m para alguna q � 1. De ahí
que k � mmod (m+ 1).
Ahora, si k � mmod (m+ 1) se tiene que (m+ 1) =

�!
� (T ) divide a

k�k. Dado que Aut (T ) es transitivo en vértices, se puede asumir que
� = �(s) para s = k�k

m+1
y de la Proposición 3.1.7 se sigue que k es

T -subcrítica.

2. Sea T �=
�!
C 2m+1 hmi con m � 3.

Primero, si k es T -subcrítica, entonces por la Proposición 3.2.14 se
tiene que

l
k(2m+1)�1

m

m
<
l
k(2m+1)

m

m
. Luego mj (k � 1) y k = qm + 1

para alguna q � 1. De ahí que k � 1modm.
Ahora, si k � 1modm se tiene que m =

�!
� (T ) divide a k�k. Dado

que Aut (T ) es transitivo en vértices, se puede asumir que � = �(s) para
s = k�k

m
y de la Proposición 3.1.7 se sigue que k es T -subcrítica.
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3. Sea T �=
�!
C 6m+1 h2mi con m � 2.

Primero, si k es T -subcrítica, entonces por la Proposición 3.2.14 se tiene
que

l
k(6m+1)�1

2m

m
<
l
k(6m+1)
2m

m
. Luego 2mj (k � 1) y k = q (2m) + 1 para

alguna q � 1. De ahí que k � 1mod 2m.
Ahora, si k � 1mod 2m se tiene que 2m =

�!
� (T ) divide a k�k. Dado

que Aut (T ) es transitivo en vértices, se puede asumir que � = �(s) para
s = k�k

2m
y de la Proposición 3.1.7 se sigue que k es T -subcrítica.

4. Por la Proposición 3.2.13 se tiene que ~n1
��!
C 3;k

�
=
�
3k
2

�
, de ahí que k

es
�!
C 3-subcrítica si y sólo si k es impar.

Sea T1 �=
�!
C 17 h5i.

Primero, si k es T1-subcrítica, entonces por la Proposición 3.2.14 se
tiene que

�
17k�1
5

�
<
�
17k
5

�
. Luego 5j (17k � 1) y k = q (5) + 3 para

alguna q � 1. De ahí que k � 3mod 5.
Ahora, si k � 3mod 5 se tiene que 5 = �!� (T1) divide a k�k. Dado que
Aut (T1) es transitivo en vértices, se puede asumir que � = �(s) para
s = k�k

5
y de la Proposición 3.1.7 se sigue que k es T1-subcrítica.

Sea T2 �=
�!
C 17 h7i.

Primero, si k es T2-subcrítica, entonces por la Proposición 3.2.14 se
tiene que

�
17k�1
7

�
<
�
17k
7

�
. Luego 7j (17k � 1) y k = q (7) + 5 para

alguna q � 1. De ahí que k � 5mod 7.
Ahora, si k � 5mod 7 se tiene que 7 = �!� (T2) divide a k�k. Dado que
Aut (T2) es transitivo en vértices, se puede asumir que � = �(s) para
s = k�k

7
y de la Proposición 3.1.7 se sigue que k es T2-subcrítica.

Sea T3 �=
�!
C 17 h6i.

Primero, si k es T3-subcrítica, entonces por la Proposición 3.2.14 se
tiene que

�
17k�1
6

�
<
�
17k
6

�
. Luego 6j (17k � 1) y k = q (6) + 5 para

alguna q � 1. De ahí que k � 5mod 6.
Ahora, si k � 5mod 6 se tiene que 6 = �!� (T3) divide a k�k. Dado que
Aut (T3) es transitivo en vértices, se puede asumir que � = �(s) para
s = k�k

6
y de la Proposición 3.1.7 se sigue que k es T3-subcrítica.

�
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3.3.2. Funciones de peso supracríticas

Después de considerar funciones de pesos subcríticas, se de�ne de manera
similar que una función de pesos � sobre H será H-supracrítica si para cada
función de pesos �0 tal que � � �0 y k�0k = k�k+ 1, se tiene que

~n (H; �) < ~n (H; �0)

y por lo tanto ~n (H; �0) = ~n (H; �) + 1.

Notación 3.3.4 Para abreviar, en adelante se escribe D-supracrítica en lu-
gar de H1 (D)-supracrítica.

Por poner un ejemplo, la Proposición 3.1.7 asevera que la función de pesos
�(s) es H-supracrítica. Obsérvese que la función de pesos � considerada en la
Proposición 3.2.13 es

�!
C 3-supracrítica si y sólo si �0 � �1 + �2 y �0 + �1 + �2

es par [10]. Este resultado se generaliza con el siguiente teorema.

Teorema 3.3.5 Si �Q es D-supracrítica, entonces cada ~n1 (D;Q)-coloración
acíclica de � (D;Q) induce en cada Qu una coloración acíclica óptima.



Capítulo 4

Torneos circulantes
r-dicromáticos críticos

La existencia de familias in�nitas de torneos circulantes k-dicromáticos
críticos para cada k � 3, k 6= 7 quedará probada en este capítulo. Adi-
cionalmente, se mostrará un método para construir tales familias a partir
de encontrar caminos dirigidos en una digrá�ca acíclica D. Recuérdese que
en los Capítulos 1 y 2 se exhibieron sendas familias de torneos circulantes
r-dicromáticos críticos para r = 3 y r = 4, respectivamente.

4.1. Trazando caminos

Dada una familia T k de torneos circulantes k-dicromáticos críticos, si
k = r (m+ 1)� 1, entonces por la Proposición 3.2.14 se tiene que

dc
��!
C 2m+1 h?i

�
T k
��
=

�
(r (m+ 1)� 1) (2m+ 1)

m+ 1

�
= r (2m+ 1)� 1

y análogamente, si k = rm+ 1 se tiene que

dc
��!
C 2m+1 hmi

�
T k
��
=

�
(rm+ 1) (2m+ 1)

m

�
= r (2m+ 1) + 3

este hecho fundamental permite la construcción de familias in�nitas de tor-
neos (r (2m+ 1)� 1)-dicromáticos y (r (2m+ 1) + 3)-dicromáticos a par-
tir de sendas familias in�nitas de torneos (r (m+ 1)� 1)-dicromáticos y
(rm+ 1)-dicromáticos, respectivamente.

79
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De�nición 4.1.1 Las funciones f0, f 00, f1 y f
0
1 con dominio N2 están dadas

por

f0 (r;m) = r (2m+ 1)� 1
f 00 (r;m) = r (m+ 1)� 1

para r � 1;m � 2 y

f1 (r;m) = r (2m+ 1) + 3

f 01 (r;m) = rm+ 1

para r � 1;m � 3.

Es importante observar que si extiste un torneo circulante T que sea
f 00 (r;m)-dicromático, entonces componiendo

�!
C 2m+1 h?i con T se puede con-

struir un torneo circulante f0 (r;m)-dicromático.

Observación 4.1.1 Nótese que f5; 7; 11; 15; 23g \ (Im (f0) [ Im (f1)) = ?
(Cuadros 4.1 y 4.2) y f9; 13g � Im (f0) ya que f0 (2; 2) = 9 y f0 (2; 3) = 13.

Im (f0) \ f5; 7; 11; 15; 23g
f0 (r;m) = 5) r (2m+ 1) = 6) 2m+ 1 = 3) m = 1
f0 (r;m) = 7) r (2m+ 1) = 8) 2m+ 1 = 1) m = 0
f0 (r;m) = 11) r (2m+ 1) = 12) 2m+ 1 2 f1; 3g ) m 2 f0; 1g
f0 (r;m) = 15) r (2m+ 1) = 16) 2m+ 1 = 1) m = 0
f0 (r;m) = 23) r (2m+ 1) = 24) 2m+ 1 2 f1; 3g ) m 2 f0; 1g

Cuadro 4.1: Suponer que f5; 7; 11; 15; 23g\ Im (f0) 6= ? contradice el hecho de que m � 2.

Im (f1) \ f5; 7; 11; 15; 23g
f1 (r;m) = 5) r (2m+ 1) = 2) 2m+ 1 = 1) m = 0
f1 (r;m) = 7) r (2m+ 1) = 4) 2m+ 1 = 1) m = 0
f1 (r;m) = 11) r (2m+ 1) = 8) 2m+ 1 = 1) m = 0
f1 (r;m) = 15) r (2m+ 1) = 12) 2m+ 1 2 f1; 3g ) m 2 f0; 1g
f1 (r;m) = 23) r (2m+ 1) = 20) 2m+ 1 2 f1; 5g ) m 2 f0; 2g

Cuadro 4.2: Suponer que f5; 7; 11; 15; 23g\ Im (f1) 6= ? contradice el hecho de que m � 3.

Observación 4.1.2 Nótese que las cuatro funciones f0, f 00, f1 y f
0
1 son cre-

cientes sobre las variables r y m.
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Lema 4.1.2 Si f 00 (r1;m1) = f
0
1 (r2;m2) entonces f0 (r1;m1) 6= f1 (r2;m2).

Demostración. Sean r1;m1; r2;m2 enteros tales que f 00 (r1;m1) = f
0
1 (r2;m2),

entonces r1 (m1 + 1)� 1 = r2m2 + 1.
De ahí que 2m1r1 + 2r1 � 2r2m2 � 4 = 0.
Ahora supóngase que f0 (r1;m1) = f1 (r2;m2), entonces se tiene que

r1 (2m1 + 1)� 1 = r2 (2m2 + 1) + 3:

Luego, 2m1r1 + 2r1 � 2r2m2 � 4� r2 � r1 = 0 de donde r1 = �r2 lo cual
es una contradicción puesto que 1 � r1 y r � r2. �

A continuación se mostrará que para cualquier entero x � 4 tal que
x =2 f5; 7; 11; 15; 23g, puede construirse un torneo circulante x-dicromático a
partir de un torneo circulante T r que sea r-dicromático para alguna r 2 N,
componiendo alguno de los torneos

�!
C 2m+1 h?i ó

�!
C 2m+1 hmi con T r.

Lema 4.1.3 Si x es un entero, entonces x 2 Im (f0) [ Im (f1) si y sólo si
x � 4 y x =2 f5; 7; 11; 15; 23g.

Demostración. Sea X = Im (f0) [ Im (f1).
Como f0 (1; 2) = 4, f1 (1; 3) = 10 y las funciones f0 y f1 son crecientes

para r y m, entonces para todo x 2 X se tiene que x � 4. Además, por la
Observación 4.1.1 se tiene que f5; 7; 11; 15; 23g \X = ? por lo que si x 2 X
entonces x =2 f5; 7; 11; 15; 23g.
Por otro lado, para r = 1 se tiene que f0 (r;m) = 2m, por lo que si x � 4

es un número par entonces x 2 Im (f0) � X.
Sea x = 2n+ 1 con n � 2 y x =2 X.
Supóngase que 2k + 1 divide a 2n + 2 para alguna k � 0. Entonces

2n+2 = r (2k + 1) para alguna r � 1, por lo que x = r (2k + 1)� 1 y k � 1.
Supóngase ahora que 2k + 1 divide a 2n � 2 para alguna k � 0. Entonces
2n� 2 = r (2k + 1) para alguna r � 1, por lo que x = r (2k + 1)+3 y k � 2.
Luego 2n + 2 no tiene un divisor impar mayor que 3 y 2n � 2 no tiene

un divisor impar mayor que 5. De ahí que n + 1 = 2t � i con i 2 f1; 3g y
n� 1 = 2s � j con j 2 f1; 3; 5g.
Se deduce entonces que t � 1 o bien s � 1, alguno de los dos. En el primer

caso x 2 f5; 11g y en el segundo caso x 2 f5; 9; 13; 7; 15; 23g. Sin embargo,
f9; 13g � Im (f0) (Observación 4.1.1) y por lo tanto x 2 f5; 7; 11; 15; 23g. �
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A partir de las funciones f0, f 00, f1 y f
0
1 se construye la digrá�ca in�nita

D = D0 [D1 donde D0 y D1 son las digrá�cas acíclicas de�nidas como

V (D0) = fz 2 Z : z > 2g
F (D0) = f(f 00 (r;m) ; f0 (r;m)) : r � 1;m � 2g

y

V (D1) = fz 2 Z : z > 2g
F (D1) = f(f 01 (r;m) ; f1 (r;m)) : r � 1;m � 3g

Observación 4.1.3 Por el Lema 4.1.2 se tiene que D0 y D1 son disjuntas
en �echas.

Observación 4.1.4 Nótese que si se tiene un torneo circulante T que sea
u-dicromático crítico y uv 2 F (Di) para i 2 f0; 1g, entonces por el Coro-
lario 3.2.12, la Proposición 3.2.14 y los Teoremas 3.3.2 y 3.3.3 se puede
construir un torneo circulante v-dicromático crítico mediante la composición�!
C 2m+1 h?i [T ] si j = 0 y

�!
C 2m+1 hmi [T ] si j = 1.

Para j 2 f0; 1g, se asigna a cada �echa � =
�
f 0j (r;m) ; fj (r;m)

�
de D el

peso ! (�) = 2m+ 1 y un operador de digrá�cas b� tal que
b� (�) =

8><>:
�!
C 2m+1 h?i [�] si j = 0

�!
C 2m+1 hmi [�] si j = 1

Luego, si � : u0; � 1; u1; � 2; u2; : : : ; un�1; �n; un es un camino dirigido en D se
de�nen

b� (�) = b�n (b�n�1 (: : :b� 2 (b� 1 (�)) : : :))
! (�) = ! (�n)! (�n�1) : : : ! (� 2)! (� 1)

Ejemplo. La forma de obtener un torneo circulante 26-dicromático crítico a
partir de un torneo circulante 3-dicromático crítico utilizando los resultados
obtenidos es la siguiente.
Sea T 3 un torneo circulante 3-dicromático crítico. Se tiene que enD existe

un (3) (26)-caminoW dado porW : 3; 6; 14; 26 (Cuadro 4.3) como se observa
en la Figura 4.1. Entonces las �echas � i y sus pesos ! (� i) para i 2 f1; 2; 3g
son los que aparecen en el Cuadro 4.4.
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Figura 4.1: El (3) (26)-camino W en D.

j r m f 0j (r;m) fj (r;m)

0 1 3 3 6
1 1 5 6 14
0 3 4 14 26

Cuadro 4.3: Valores de r y m que permiten obtener el (3) (6)-camino W en D.

Primero se obtiene un torneo circulante 6-dicromático crítico a partir de
T 3 mediante la composición

�!
C 7 h?i

�
T 3
�

donde el orden del torneo base está dado por el peso de la �echa � 1.
En segundo lugar se obtiene un torneo circulante 14-dicromático crítico

a partir de
�!
C 7 h?i [T 3] mediante la composición

�!
C 11 h5i

h�!
C 7 h?i

�
T 3
�i

donde que el orden del torneo base está dado por el peso de la �echa � 2.
Por último, se obtiene un torneo circulante 26-dicromático crítico a partir

de
�!
C 11 h5i

h�!
C 7 h?i [T 3]

i
mediante la composición

�!
C 9 h?i

h�!
C 11 h5i

h�!
C 7 h?i

�
T 3
�ii

donde el orden del torneo base está dado por el peso de la �echa � 3.
El orden del torneo circulante obtenido es 7�11�9�jV (T 3)j = 693 jV (T 3)j.

i � i ! (� i) j
1 (3; 6) 7 0
2 (6; 14) 11 1
3 (14; 26) 9 0

Cuadro 4.4: Pesos de las �echas �1, �2 y �3 en el (3) (26)-camino W de D.
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Lema 4.1.4 Sea � un torneo circulante u0-dicromático crítico, entonces b� (�)
es un torneo circulante un-dicromático crítico y jV (b� (�))j = jV (�)j! (�).
Demostración. Por la construcción de D, se sigue de la Observación 4.1.4
que b� (�) es un torneo circulante un-dicromático crítico cuyo orden está dado
por ! (b�n)! (b�n�1) : : : ! (b� 2)! (b� 1) jV (�)j. �
Observación 4.1.5 Recordando que V (D) = fz 2 Z : z � 3g, a partir del
Lema 4.1.3 se sigue que el conjunto de vértices de D con ingrado 0 es
f3; 4; 5; 7; 11; 15; 23g.

Lema 4.1.5 Para cada entero n � 3, n 6= 7 hay un camino dirigido en D
desde un vértice en f3; 4; 5; 11; 13; 15; 23g hasta n.

Demostración. Se de�nen los siguientes conjuntos

B = f3; 4; 5; 11; 13; 15; 23g
W = fw 2 V (D) : hay un Bw-trayectoria dirigida en Dg

Ya que (3; 6), (4; 8), (5; 9), (5; 10), (6; 12), (8; 14), (8; 16), (9; 17), (9; 18),
(10; 20), (11; 19), (11; 20), (11; 21), (11; 22), (12; 24) 2 F (D1), entonces

I24 n f1; 2; 7g � W

Sea K = Nnf1; 2; 7g se probará que K = W . La prueba es por inducción.
Sea n � 25 tal que s 2 W siempre que s � n � 1, s 2 K. Por la Obser-

vación 4.1.5 existe un k tal que (k; n) 2 F (D). Entonces, se tiene que k < n
y k =2 f1; 2; 7g ya que las únicas f1; 2; 7gw-�echas de D son (2; 4), (7; 13) y
(7; 14). Por lo tanto k 2 K y así n 2 K. �

A partir de este resultado, se observa que es su�ciente con tener por lo
menos una familia in�nita de torneos circulantes k-dicromáticos críticos para
cada

k 2 f3; 4; 5; 7; 11; 15; 23g

para poder construir familias in�nitas de torneos circulantes r-dicromáticos
críticos para cualquier r 2 N, r 6= 7 mediante la composición con los torneos
circulantes

�!
C 2m+1 h?i y

�!
C 2m+1 hmi.
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Proposición 4.1.6 Para cada entero k 2 f3; 4; 5; 11; 13; 15; 23g existe una
familia in�nita Fk de torneos circulantes k-dicromáticos críticos tal que ningún
par de elementos tienen el mismo orden.

Demostración. Por los Teoremas 1.3.2 y 2.2.8, y la Proposición 3.2.13, se
tiene que las familias Fj para j = 3; 4; 5 son

F3 =
n�!
C 2m+1 hmi : m � 3

o
F5 =

n�!
C 3

h�!
C 2m+1 hmi

i
: m � 3

o
F4 =

n�!
C 6m+1 h2mi : m � 2

o
y se de�nen ahora

F11 =
n�!
C 17 h5i [�] : � 2 F3

o
F13 =

n�!
C 17 h7i [�] : � 2 F5

o
F15 =

n�!
C 17 h6i [�] : � 2 F5

o
Por el Corolario 3.2.4 se tiene que los miembros de las familias son torneos

circulantes. Que el número dicromático de las familias sea el buscado es con-
secuencia del Corolario 3.2.12, la Proposición 3.2.14 y la Observación 4.1.4.
Que las familias sean críticas en vértices se sigue de los Teoremas 3.3.2 y 3.3.3.
Que en cada familia ningún par de elementos tengan el mismo orden se tiene
del hecho de que para cada j 2 f3; 4; 5g, todos los miembros de Fj tienen
diferentes órdenes.
Finalmente, se de�ne la familia

F23 =
n�!
C 3 [�] : � 2 F15

o
la cual satisface las condiciones requeridas debido a la Proposición 3.2.13 y
a los Teoremas 3.2.10, 3.3.2 y 3.3.3. �

4.2. Las familias Fk
Con base en el análisis antes mostrado, se tiene el siguiente resultado.

Cabe recordar que el valor 7 quedó excluído de todas las propiedades encon-
tradas.
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Teorema 4.2.1 Para cada entero k � 3, k 6= 7 existe una familia in�nita
Fk de torneos circulantes k-dicromáticos críticos en vértices no isomorfos
dos a dos.

Demostración. De hecho, se construirá, para cada k � 3, k 6= 7, una familia
in�nita Fk de torneos circulantes k-dicromáticos críticos en vértices tal que
todos sus miembros tengan órdenes distintos.
Por el Lema 4.1.5, se tiene que hay en D un uk-camino dirigido � tal que

u 2 f3; 4; 5; 11; 13; 15; 23g. Defínase la familia

Fk = fb� (�) : � 2 Fug
que por el Lema 4.1.4 y la Proposición 4.1.6, es una familia in�nita de tor-
neos circulantes k-dicromáticos críticos. Entonces Fk tiene las propiedades
requeridas. �

Con base en el resultado anterior, se tiene un método para construir fa-
milias in�nitas de torneos circulantes r-dicromáticos críticos para cualquiera
r � 3, r 6= 7. En el Cuadro 4.5 se muestra una forma de obtener seis familias
in�nitas de torneos r-dicromáticos críticos para cada r 2 f5; 6; 8; 9; 10; 11g.

Familia dc Justi�cación de criticidad
�!
C 3

h�!
C 2m+1 hmi

i �
3�3
2

�
= 5 k = 3 impar ) k es

�!
C 3-subcrítica.

�!
C 7 h?i

h�!
C 2m+1 hmi

i �
3�7
4

�
= 6 3 � 3mod 4) k es

�!
C 7 h?i-subcrítica.

�!
C 3

�
T (5)

� �
3�5
2

�
= 8 k = 5 impar ) k es

�!
C 3-subcrítica.�!

C 5 h?i
�
T (5)

� �
5�5
3

�
= 9 5 � 2mod 3) k es

�!
C 5 h?i-subcrítica.�!

C 11 h?i
�
T (5)

� �
5�11
6

�
= 10 5 � 5mod 6 ) k es

�!
C 11 h?i-subcrítica.�!

C 3

�
T (7)

� �
3�7
2

�
= 11 k = 7 impar ) k es

�!
C 3-subcrítica.

Cuadro 4.5: Construcción de seis familias in�nitas de torneos r-dicromáticos críticos para
r 2 f5; 6; 8; 9; 10; 11g.

4.3. La huidiza familia F7
El método de construcción mostrado anteriormente es inaplicable para

obtener la familia F7 ya que ésta no puede obtenerse mediante la composición
de torneos circulantes, como queda asentado en el siguiente teorema.
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Teorema 4.3.1 Un torneo circulante 7-dicromático crítico en vértices no
puede ser isomorfo a la composición de dos torneos circulantes.

Demostración. Sea T un torneo circulante 7-dicromático crítico en vértices.
Supóngase que existen dos torneos circulantes C1 y C2 tales que T es

isomorfo a C1 [C2]. Sean k = dc (C2), v = jV (C1)j y m =
�!
� (C1), entonces,

por la Proposición 3.2.14 se tiene que
�
kv
m

�
= 7 y

�
kv�1
m

�
= 6.

Luego, 6 < kv
m
� 7 y 5 < kv�1

m
� 6, de donde 6m < kv � 7m y

5m < kv� 1 � 6m. Entonces kv� 1 � 6m < kv, por lo que 6m = kv� 1, lo
cual es imposible. �

Esta limitante obliga a disertar mediante un análisis distinto sobre la
estructura de la familia F7 y fuerza el desarrollo de nuevas técnicas con las
cuales conseguir construirla. Actualmente, es un problema abierto develar la
incógnita bajo la cual subyace la familia F7.



Apéndice A

Aplicaciones

Paralelamente a la costrucción de las familias Fk, los conceptos mostrados
en esta tesis son útiles para abordar otros problemas interesantes. En este
apéndice se incluyen dos resultados obtenidos merced a la teoría ya expuesta.
En adelante, se denota como T (m) a un torneo genérico m-dicromático crítico
de orden par; y se denota como W (m) a un torneo genérico m-dicromático
crítico de orden impar.

A.1. Aplicación 1

El orden mínimo de un torneo 5-dicromático es hasta ahora desconocido,
este ejemplo muestra que no es más grande que 19.
Si � : Z7 ! N está de�nida por � (j) = 2 para j 6= 0 y � (0) = 1, entonces

para T =
�!
C 7 h3i se tiene que ~n1 (T; �) �

�
13
3

�
= 5 por la Proposición 3.1.6.3

ya que
�!
�
��!
C 7 h3i

�
= 3.

Por la Proposición 3.1.7 se sabe que ~n1
�
T; �(5)

�
= 5 y dado que � � �(5)

se sigue de la Proposición 3.1.6 que ~n1 (T; �) = 5.

Ahora se de�ne Q0 = T1 y Qj =
�!
C 3 para j 2 Z7 n f0g. Por el Teorema

3.2.10 se tiene que �
�
T; (Qu)u2V (T )

�
es un torneo 5-dicromático de orden 19.

Entonces el orden mínimo de un torneo 5-dicromático es a lo más 19. Por
otro lado, se sabe que el orden mínimo es al menos 17 ya que todo torneo de
orden 16 es 4-coloreable. Actualmente es un problema abierto determinar si
el orden mínimo de un torneo 5-dicromático es 17, 18 ó 19.

89
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A.2. Aplicación 2

Otro de los resultados que se pueden inferir a partir de los resultados
ya mostrados es el de que para todo entero r � 4 puede construirse una
familia in�nita de torneos r-dicromáticos críticos en vértices, de orden par y
no isomorfos dos a dos.
Sea � : Z7 n f0g ! N de�nida por � (j) = 1 para j 2 f1; 2; 3; 4; 5g y

� (6) = 2. Se tiene que � es ST6-subcrítica, donde

ST6 =
�!
C 7 h3i � f0g

y
~n1 (ST6; �) = 3

Procediendo como en el ejemplo anterior, se obtiene un torneo 3-dicromático
crítico en vértices T (3) de orden 8. Recuérdese que t

�
T (m);W (m); T1

�
es un

torneo (m+ 1)-dicromático crítico en vértices de orden par y que hay una
in�nidad de torneos W (3) no isomorfos dos a dos.
Usando la inducción matemática sobre m, se sigue que para cada entero

r � 4 se puede construir una familia in�nita de torneos r-dicromáticos críticos
en vértices y de orden par, tales que sean no isomorfos dos a dos.



Epílogo

Muchos conceptos e invariantes fundamentales de la Teoría de Grá�cas
están relacionadas con la conexidad. El número dicromático es uno de tales
invariantes, el cual, generaliza al conocido concepto de número cromático.
Sin embargo, se tiene que el problema de encontrar el número dicromático de
una digrá�ca es NP-Completo, es decir, que no se puede resolver algorítmi-
camente en tiempo polinomial. Entonces, el número de cubrimiento otorga
una alternativa para calcular el número dicromático en ciertas familias de
torneos. De ahí la importancia del material expuesto en esta tesis, la relación
existente entre el número dicromático de una suma de Zykov y el número de
cubrimiento de una hipergrá�ca resulta ser una herramienta muy e�caz.
La simetría que presentan los torneos circulantes facilita su análisis, de

ahí que sólo quede pendiente por cubrir un caso: el de los torneos circu-
lantes 7-dicromáticos críticos. Las técnicas utilizadas en esta tesis no aplican
para encontrar la familia faltante y es necesario un enfoque diferente para
obtenerla, siendo una interesante línea de investigación.
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