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0.1. INTRODUCCION

Se considera una estructura cuantica de baja dimengladadi aquel sistema en el
cual se confina el movimiento de una particula dentro de egi&m comparable a la
longitud de onda de De Broglie que es la escala natural quemgalel comportamiento
en la mecanica cuantica. Por tal razon, éstas se cormmrea pozos cuanticos. Si tal
confinamiento ocurre en una direccion, dejando libre elim@mnto en dos, entonces se
tiene un pozo cuantico en dos dimensiones (2D). Cuandondiheaniento, es limita-
do en dos direcciones, dejando libre solamente una, sajdiese trata de un alambre
cuantico en una dimension (1D). Si el movimiento es negito en las tres direcciones,
se genera un punto cuantico o un sistema de cero dimeng@DgsEn todos estos
sistemas surgen efectos cuanticos, los cuales prediaplgqonfinamiento adicional
de portadores dota a estas estructuras de propiedadeémleas diferentes. La idea de
que una estructura epitaxiglodria llevar a nuevos fenomenos opticos y electr@ico
fue sugerida al final de la década de 1960 por Leo Esaky y Rapisa. Ellos predi-
jeron que los electrones (y huecos) en pozos cuanticobexhmotables propiedades
opticas y eléctricas que podrian ser controladas vdoiaah espesor de los pozos y la
altura de sus barreras [1].

Tebricamente, se puede representar una estructura iskeatica, mediante un po-
Zo, un alambre o un punto cuantico, en donde la energia partecula confinada se
obtiene resolviendo la ecuacion de Schrodinger. La deadsde estados electronicos
depende criticamente de la dimension espacial. Este tiaa gran influencia sobre la

LEl crecimiento Epitaxial es el proceso fundamental mediahtcual un cristal es formado en una
superficie cristalina como el resultado de la depositadé@muevo material sobre esta superficie. El
estudio de este proceso es de 150 afos atras, pero no faech&rabajo de Louis Royer en la década
de 1920 que el crecimiento Epiaxial sistematico comenibgearse (Royer, 1928). Royer llevo a cabo
un extenso estudio del crecimiento de cristales ibnicassefre otro y en mica. Royer define el termino
Epitaxy, el cual es una combinacion de la palabra Griggiague significa encima de tgixis que significa
orden, para comunicar la nueva nocion de un cristal enrofento y cuya orientacion es determinada por
un sustrato cristalino y para distinguir un crecimientdaepal de un crecimiento policristalino y amorfo.



transicion entre los diferentes estados de energia,amceflue puede ser explotado de
diferentes formas, sobre todo en propiedades 6pticascyr@hécas. Sin embargo, en
sistemas reales de baja dimension, el confinamiento nungaréecto. Una restriccion
del movimiento en: de un electron, por ejemplo, seria dentro de un muy pexirei
tervalo dez, pero finito comparable con la longitud de onda de De Brogieetectron.
Este confinamiento imperfecto, resulta en la cuantizad®tas energias del electron
donde, en general, mas de una de tales energias puedermaédidae Solamente si las
condiciones son tales que haya electrones en un solo nivehelgia cuantizado, se
tiene uno de los casos ideales mencionados en la dimernziopiada.

Experimentalmente, una estructura cuantica, puede ssustrato semiconductor,
con multicapas creciendo epitaxialmente. Actualmentgreparan multicapas semi-
conductoras haciéndolo capa por capa atbmica, con uctestontrol en el envene-
namiento por impurezas (dopaje) y composicion llegandmateuir practicamente una
por una cada capa atomica. También las multicapas pueddissifiadas de manera que
el tamaio de éstas conste de unas cuantas capas atomicas.

Ademas del entendimiento de la fisica basica asociadstatio de propiedades
electronicas y 6pticas de estructuras semiconductalestomo pozos, alambres y pun-
tos cuanticos, existe también interés debido a su impora tecnologica, pues dichas
estructuras pueden generar dispositivos Opticos y éldctss que ofrezcan un fun-
cionamiento muy eficiente [2].

En casi todo cuerpo, sustancia o sistema, el comportamiEnsus propiedades
varia con la direccion, esto es lo que se conoce como amysat El sistema que aqui se
construye, presenta cierta anisotropia para cualqujsgrdiencia en la variable angu-
lar, o cual hace plausible considerar un potencial aropato que origine funciones
de onda anisotropicas cuya densidad de probabilidadtest&ntrada en un cierto sec-
tor de angulo. Esto sugiere una manera alternativa de eonfima particula cargada
gue puede ser aprovechada para modelar una punta de earj8liven lugar de usar



directamente un sector con geometria angular. Aqui geéeatonsiderar un potencial

anisotropico generado por un cuadrupolo eléctrico bédisional, basicamente por dos
razones: primero, es perfectamente separable en la enudeiSchrodinger lo que per-
mite obtener una solucion analitica; segundo, su gradmid®tropia puede ser tebrica-
mente controlado cambiando la intensidad de campo del gpaldr.

Este trabajo se ha organizado de la siguiente manera. &apéllo 1, se hace una
revision de algunos conceptos basicos de la mecanmmatica que se utilizaran en la
solucién del problema central de este trabajo.

En elcaptulo 2, se plantea y resuelve el problema de esta investigaci@¢on-
siste en calcular las funciones de onday el espectro deianpega una particula dentro
de un pozo cilindrico de paredes rigidas e infinitas, esgireia del potencial generado
por un cuadrupolo eléctrico.

El captulo 3, esta dedicado a hacer un analisis de los resultadosiobsenfinal-
mente, en etaptulo 4, se presentan las conclusiones.



Capitulo 1

Antecedentes

En este capitulo se hace una recopilacion de algunosistde confinamiento en
pozos cuanticos con paredes infinitas. En particularasa ¢t caso del rotor rigido plano
[4]y [5], el pozo cilindrico [4] y el pozo rectangular [6]efido a que sus propiedades
ilustran el entendimiento de los conceptos basicos de tamea cuantica que gobier-
nan ciertos sistemas y que ademas presentan soluciorgsasa

Todos estos sistemas tienen una funcion de onda real, llaeagocia con estados
estacionarios. Se demuestra que en este caso el valorasplanomento es nulo.
Cuando la funcion de onda es compleja, se dice que corrde@oastados no ligados y
en este caso, el valor esperado del momento no necesareaeserero.

En esta parte, también se discute la forma del operador deemto radial en coor-
denadas cilindricas y la expresion del correspondiesmeltoniano en terminos de éste
[7]. Esta discusion es importante, porque se usara nelaratd para encontrar aquellos
estados cuanticos en los cuales el valor esperado del momsehal es cero, a fin de
determinar los estados ligados y cuantizar la energiastehsa.

Ademas, en esta seccion se resuelve la ecuacion de eaglamordenadas cilindri-
cas que coincide con una expansion multipolar en dos dioees [3].



1.1. Elrotor rigido (Molécula Doble)

Este sistema esta compuesto por dos particulas de masag m, separadas por

una barra sin masa y de longit@d. Véase la figura 1.1. EIl momento de inercia del

rotor, el cual gira respecto a su centro de masa en el planpy alrededor de un eje de

rotacionz esI = 2ma?. Supdngase que el rotor es colocado muy lejos de algiin@amp

de fuerza, tal que su energia es puramente cinética

L2

E =2z
217

de esto se sigue que el Hamiltoniano es

12
==
oI

hd

d
i dg"

en donde se define el operador=

z

(1.1)

(1.2)

<
my

Figura 1.1Rotor rigido.

2Las masas que componen este sistema fisico, pueden gemmtéidrogenoide - es decir, un niicleo

y un electron orbital -, una moélecula diatbmica, etc [9].



La correspondiente ecuacion de Schrodinger, es porto tan

T2
<%> v = E. (2.3)

La ecuacion (1.3) describe el movimiento de las dos pdas$; el cual se reduce al
movimiento de una sola de masa reducid$9]. Una condicibn que se requiere en la
funcibn de onda, es que sea monovalente (univaluada), gq@eaaya un solo valor de
1 para un punto en el espacio en un tiempo dado, es decir, sedeipdir la condicion
() = ¥(p+27), yaque el angule y ¢+27 describen el mismo punto. Reescribiendo
la ecuacion (1.3), se llega a

d*y

e +n*) =0, (1.4)

2 7 Tt . . . .
conn? = 4”%+E De esta Ultima expresion, se obtienen los valores périessde la

energia, dados por

"2l 4Ama? 2 '’

(1.5)

en donde, = hn, L es el momento angularleel momento de inercia.

La solucion a la ecuacion (1.4), ¢$¢) = Ac™™?;n =0, £1,42,43,---y Aesuna
constante para normalizar la funcion de onda.

1.2. El pozo cilndrico

Considérese el caso de una particula de masanfinada en un cilindro circular
recto (caja de pildoras) de radioy altura L. Véase figura 1.2. Expresado en coorde-
nadas cilindricaér, ¢, z), el potencial de esta configuracion esta dado por

0, r<a0<z<L
v(r,sb,z):{ PEAEsE (1.6)

00, en cualquier otra parte.



—r N

P — > Y
/ d)
X

Figura 1.2 Cilindro de pildoras que contiene una particula cuyagtagrotencial es nula en su

interior e infinita fuera.

La particula se describe por medio de una funcion de ondaapiisface la ecuacion
de Schrodinger estacionaria

Hy = Ev. (1.7)
Dentro del pozo,
hZ
—%V2¢<7¥ ¢7 Z) = Ew(ra (bu Z)? (18)
donde el Hamiltoniano,
g I N
= _" 2 tr | P2 4 1.
2mv 2m + 2m  2mr?’ (1.9)
congt = LG (1) = (4 1) 82 = iy B = o

duciendo la expresion para el Laplaciano en coordenadiagiratas, la ecuacion de
Schrodinger para la particula confinada esta dada por

o 106 1Y P,
a7 ror Trag Tam THY=0, (1:10)



donde

h2k2
E p—

(1.11)

2m
Con la separacion de coordenadas;, ¢, z) = R(r)®(¢)Z(z), la ecuacion (1.10)
se convierte en

1(82R 18R> 1 09* 10°Z

R 20(0) 067 Z 022

k2 = 0. 1.12
7 + (1.12)

oz ror

De esto se sigue,

1d*Z
1 d*® )
Ew = -0 (1.14)
y
%(TZR” +rR) +r*(k* — k%) = 3%, (1.15)

dondek. y 3 son constantes de separacion y una prima denota difecénticon re-
specto a.

Para satisfacer las condiciones de frontfa = 0) = V(2 = L) =0y ®(¢) =
®(¢ + 27), es necesario que las soluciones a las ecuaciones (1.134y ékan de la

formaZ(z) = Asin™n, = 1,2,---y ®(¢) = Be'#?; 3 =0+ 1,42, - -, siendoA

y B constantes.

Regresando a (1.15) y renombrarido- k? = K%y p = Kr, resulta
p°R"+ pR' + (p* — f*)R =0, (1.16)

que es conocida contecuacbn de Bessel as soluciones generales a esta ecuacion



son dadas por
R(p) = CiJs(p) + C2N5(p), (1.17)

dondeC y C, son constantes. Las funcionég p) y Ns(p) son llamadagunciones de
Bessel y funciones de Neumann de primera clespectivamente. Comg(0) = —oo,
entonces’; es cero. Por lo tanto, solo las funcionggp) son aceptadas fisicamente
como soluciones.

La condicion de frontera restante toma la fori@ = a) = 0 = C1Js(aK). Sea
X s €l s—ésimo cero finito d&/s(p), de modo que/s(akiss) = Js(xss) = 0. Una tabla
de los primeros ceros de la funcion de Bessel, se puede teacen [10].

De acuerdo con (1.11), la condiciénl = n.w y como se definid< anteriormente,
la ecuacion para los valores propios de la energia estaptad

P2 R, L, o BRI, w2
B=" = (K +k;z)_%[K +(T” (1.18)

Conygs = akgs, la ecuacion precedente se convierte en

b= [ ()]

Las funciones propias correspondientes son

Vion. (1,6 2) = AvJy (22 ) sin (T22 ) 6, (1.20)

cuya constante de normalizacion

A — 2
1= ﬂL[aJé(KBSCL)P’

en donde los tres parametros de cuantizacion son enter9$, s > 0, n, > 1.



1.3. El pozo rectangular

Supobngase una particula en el interior de una caja de gatate lados, b y c,
como se muestra en la figura 1.3.
V4

A

Figura 1.3:Caja que contiene una particula cuya energia potencialilesen su interior e

infinita fuera de ella.

Para una particula que se mueve en el espacio, la ecuaeiBohdordinger toma la

forma

(0% 0% 0% B
2m (8:52 Tor To2) T V(z,y, 2) = Ev, (1.21)

en donde el potencial

0;0<zrx<al0<y<bl<z<

o0; en cualquier otra caso

Viz,y,2) = {



Para el interior, la ecuacion (1.21) se convierte en,

Ox? * 0y? * 022

om

De (1.23) se sigue
0? 0? 0?
Y n Y Y

K =
ox2 ~ Oy? * 022 TRy =0,

en donde se define

2mE

]{?2:7.

ordinarias en las componentes, y z,

Tomando en cuenta que la funcién de onddebe anularse en los bordes del pozo,
entonces se pide qué(0) = Y (0) = Z(0) = 0. Estas condiciones se satisfacen, solo
si se toma la parte senoidal como solucién a las ecuac#@nesores, asi

X(x) = Asin(k,z),

Y(y) = Bsin(k,y)

Z(z) = Csin(k,z).

2
_h (a% 0% a%):Ew

(1.23)

(1.24)

(1.25)

Para (1.24) se propone una solucion de la fotia y, z) = X (x)Y (y)Z(z). Por el
método de separacion de variables, se llega a las sigsitrat ecuaciones diferenciales

(1.26)

(1.27)

(1.28)

(1.29)

(1.30)

(1.31)



Donde A, By C representan constantes. Se puede ahora evaluay y k., uti-
lizando las restantes condiciones a la frontéfé&g) = 0, Y (b)) = 0y Z(c) = 0, lo que
implicak,a = n,n, k,b =n,my k.c =n,n, donden,, n, y n, son nimeros enteros.

La solucion completa es, por lo tanto,

Y(z,y,2) = Nsin ”;”” sin ”y; Y sin "ZC“, (1.32)

dondeN, es la constante de normalizacion. Tomando en cuenta tiaion de normal-
izacion [, |¥(z, y, z)|*dadydz = 1, se obtieneV = /-2

De la relacion (1.25) se deduce que el espectro de enexgia e

p? h2k2 B2 [ /ngm\2 Ny T\ 2 N, 2
R ()]
2m 2m 2m a b c

endondé? = k§+k§+k§. Aqui se tienen tres nUmeros de onda independiehtes, y

Enwnynz -

k., éstos determinan las componentes del momefte: n°k2, p2 = h’k2y p? = hk2.

Otro caso importante se presenta, cuando la caja de pdtescibica, esto es,
cuandor = b = c. Entonces la expresion para las energias posibles seeradu

242
mh°

k2, (1.33)

Enann. = 52

dondek® = n? + n2 + n2 y las correspondientes funciones de onda son
NGTT . NyTY .
S

Y(z,y,z) = N sin sin in
a a a

n,mz

(1.34)

Obsérvese que la energia depende solé’de n? + nj + n2. Esto significa que
todos los estados correspondientes a los enterps, y n, que dan el mismo valor



parak tienen la misma energia. Sin embargo, cuando se alterafifosros:,, n, y n.

sin cambiar el valor dé&, la funcion de onda también cambia. De este modo un cierto
nivel de energia puede estar asociado con varias funaditen@sda o estados dinamicos.
Cuando sucede esto se dice que exisgeneradn de estados del sistema [11].

En el caso unidimensional, s6lo se tiene una componentejemplo, si se con-
sidera la direccion em, la particula estaria obligada a moverse dentro de lamegi
0 < = < a, en donde su energia potencial es nula. En los puntesO y = = a,
la energia potencial se hace infinita. Esto significa queaactuerzas muy intensas en
estos puntos, que la obligan a rebotar al chocar con lasgmrEd otras palabras, para
las regioness® < 0y = > a), la funcion de onda& = 0y su energia potencid = oo,
entonces, el problema se reduce al caso de la particudg[litf. En este ejemplo, los
niveles de energia se reducen a la expresion

2 2, 2%2
g o= P T (1.35)

2m 2ma?’

y las funciones de onda normalizadas a

¢A@=v€$ﬂﬂg) (1.36)

1.4. Operador de momento

Un resultado importante de la mecanica cuantica es eiesitpiEl valor esperado
del momento para una pacula confinada en un sistemaantico es cero, si la funén
de onda es real.

Demostracbn: Sea< p > el operador de momento radial, que se define como

h
<ﬁ>=/@ﬁvmm, (1.37)
v 1

10



dondeV* es el conjugado complejo de. Dado quep es un operador hermitiano se
cumple que

< UHHIT >=< U[pI|P* >, (1.38)
para el caso qué es real
< U|p|¥ >=< U[pI|T >, (1.39)
entonces de la definicion (1.37)
h n
/\I!—,V\I/dv - /\Il(——_)V\I/dv, (1.40)
v 7 v 7
finalmente de (1.40) se tiene
2/ Wy = o, (1.41)
v 1

lo que implica< p >= 0.

1.5. Conexbn entre el operador de momento radial y el

hamiltoniano en coordenadas cihdricas

El hamiltoniano de una particula libre en coordenadasdiiicas no puede ser ex-
presado en una forma simple usando el operador de momerd EIMO sucede en
una dimension 6 en coordenadas esféricas.

En mecanica cuantica el operador de momento radial ser@bpior la cuantizacion
de la forma simétrica del momento radial clasico, por @jenren tres dimensiones:

b= p+ D) (1.42)
entonces
0 1 10
pp=—th|—+—|=—ith——0. (1.43)
’ <0p p) pp



En este caso (y en una dimension) la conexion con el hamalo es

P A A

(1.44)

2m  2m  2mp?’
Gil Paz [7], demuestra que en general esto no es cierto, puekation (1.44) no es
valida en coordenadas cilindricas.

Si se quiere escribir el hamiltoniano (1.44) en coordenaiiasiricas y en términos
del operador de momentos, éste tiene que ser de la forma

9 9
N Lz
= Loy + L (1.45)

2m  2mp?  2m’

La expresion (1.44), indica que (1.45) también se puedgb@scomo

—h2v2

2m

H =

(1.46)

Sustituyendo en (1.46) el Laplaciano para la parte radiabendenadas cilindricas
se tiene

_ 3:2v72 2 2 T A2
v hKa 1@) Lz+p21_ (1.47)

2m o2m |\ 9p? + pOp 2mp?  2m

Por otro lado, si se repite el procedimiento en coordenatiadricas, por la cuan-
tizacion del momento radial clasico

Py =50 p+p D), (1.48)
se obtiene
. . 0 1
D, = —ih (8_p + %> . (1.49)



Por sustitucion directa del operador (1.49) en (1.45)eggalh la expresion

O =R2(2 19 1 L, P>
= Lz -2 = z 1.50
2m <3p2 - pOp 4p2> - 2mp?  2m ( )
Si se comparan las expresiones (1.47) y (1.50), se nota que
. _hQ 2 ] [A/ ~2
[/ /3 I (1.51)

2m 2m  2mp?  2m

Este hecho generalmente se pasa por alto en textos de weecaantica. Gil Paz

;% al Hamiltoniano, para

[7], propone sumar un término extra de la for
que la conexion entré y p sea siempre valida en cualquier dimension. Las relasione
propuestas son,

Py . L2 R (n-1)(n-3
2m  2mp?  2m 4p?

(1.52)

8 n-1
p, = —ik (87 + ”QP ) . (1.53)

Es importante mencionar que estos operadores son auttzslj@ara obtener los
correspondientes operadores en coordenadas cilindpiease usaran en la seccion 2.1
del capitulo siguiente, tomese = 2 en (1.52) y (1.53) y agréguese el operador de
momento en la coordenadaen (1.52). Para cambiar a una dimension 6 a coordenadas
esféricas, basta con escoger 1 6 n = 3, respectivamente.

1.6. Armonicos ciindricos

La ecuacion de Laplacg€?¢ = 0, escrita en coordenadas cilindri¢ase, z) es

10 [ 0P

10 (00) 10¢ &0
pop\"op) T o5 " 022

=0. (1.54)
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Por separacion de variables se puede escribir una solanita forma

®(p, 0,2) = R(p)Q(¢)Z(2). (1.55)

Sustituyendo (1.55) en la ecuacion (1.54) y multiplicapdoﬁ, se llegaa

pd ([ dR p*d*Z 1 d%Q
—— | p— —— = 1.56
de(pdp>+Zdz2 0 432 (1.56)
En (1.56) se puede separar el termino dependiente en |damamtap de los térmi-
nos dependientes gny z. Por lo tanto, se pueden igualar ambos lados de la ecuacion
(1.56) a una constantey?, y obtener
d*Q 5
T& +m Q =0. (157)

El lado izquierdo de la ecuacion (1.56) ahora puede esseilsiomo

1 d dR m? 1 d*Z
— (= - = 22 1.58
pRdp (p dp) p? Z dz? (1.58)

Un caso especial de simetria cilindrica, se da cuandoyedracion en la direccion
z, en este caso la constante de separacion se koma. Entonces, la ecuacion radial
(1.58) se reduce a
d [ dR
p— (p—) —m*R =0. (1.59)
dp \' dp
Para la ecuacion (1.59), se propone una solucion en shkripstencias de la forma
R(p) = Ap™™ con coeficientes arbitrarios. La solucion general es puota

(1.60)

Ao+ BoInp,m =0
Rin(p) = {

App™ + T m =1,2,3, - -

14



La solucibn angular también toma una forma especial para 0, y la solucion
general de la ecuacion (1.57) es

(1.61)

Co+ D =0
Qm(¢):{ o+ 0¢7m

Cpncosmo+ Dy, sinmo,m=1,2,3,---

Usualmente se descarta el termifg¢ porque no es univaluado con periogie.
Por superposicion de las expresiones (1.60) y (1.61),ese tia solucion general en

coordenadas cilindricas que no depende:de

®(p,¢) = Ao+ Bolnp+ > [Ampm + B—::] [Cy cosmep + Dy, sinme].  (1.62)
p

m=1
Los términos de la expresion (1.62) se conocen cammadnicos ciindricos En
muchas aplicaciones de los armonicos cilindricos, l&siiade la dependencia angular
podria permitir escoger el origen tal que todos los coefie®D,,, se anuleny el i-esimo
coeficiente, pueda ser absorbido por el i-ésimo coeficiefit® B. De esta manera,

7

®(p,¢) = Ao+ Bolnp+ 3 ()\mpm cosme + N 2 m¢> . (1.63)
p

m=1
Los téerminos de la serie (1.63) tienen una intrepretafigina y coinciden con la
expansion multipolar en dos dimensiones. El termino eoeficienteB, es el potencial
de una carga puntual 6 un monopolonsi= 1, se tiene el potencial de un dipolo
y cuandom = 2, el termino corresponde a un cuadrupolo. Los coeficientesada
término son elegidos de tal forma que satisfagan las camdis de frontera.

15



Capitulo 2

Planteamiento y solucbn del problema

Este capitulo contiene la parte original de este trabagpiAse calculan las fun-
ciones propias y los correspondientes valores propioa, papozo de potencial infinito
en una geometria cilindrica que confina una particulaesencia de un potencial gen-
erado por un cuadrupolo eléctrico.

El estudio se realiza desde un punto de vista cuantico,gué el analisis se
comienza planteando la ecuacion de Schrodinger indégretieddel tiempo para dicho
sistema. Los conceptos del capitulo anterior seran tidadien la solucion del proble-
ma que se plantea.

2.1. Confinamiento de una paricula inmersa en el po-

tencial de un cuadrupolo eéctrico en 2D

Considérese una particula de masa&onfinada en un pozo de potencial cilindrico
con paredes rigidas en las direcciongsy de coordenada angular Para este sistema,
las funciones de onda son cero, siempre gue Ry y |z| > L, conR, el radio yL la
altura del pozo. En todo el analisis presentado aqui seademara siempre que < R.

16



En el centro del pozo, se coloca un cuadrupolo de modo queusoccargas que lo
representan estan sobre los ejes coordenados a una mgareci#p del origen. Sobre
el ejeY, se colocan dos cargas de signo positivo y las dos restamesigmo negati-
Vo sobre el ejeX, como se representa en la figura 2.1. Este potencial en czude

polares se define como,

CcY9) narap < R
p2 7p 0 0 (21)
oo, parap > Ry,

Vip,¢) = {

con C' una constante, que tiene que ver con la magnitud del momeatirupolar y

V(¢) una funcion que depende de la variable angular.

Z

A

Figura 2.1:Simetria de confinamiento para la particula (electrorm@dsa m) junto con un
cuadrupolo eléctrico.
El Hamiltoniano para esta particula, escrito en coordesnadindricagp, ¢, z) y al
, . 52 . . . .
cual se le ha sumado el term@gﬁ en concordancia con lo discutido en la seccibn

1.5, es de la forma

3 (1o 0 1 1 92 92
h="5m <;a_p Tor T T pap T @) +V(¢,p), (2.2)

17



de la cual, se llega a la correspondiente ecuacion de &cdger de eigenvalores y
eigenfunciones

2 2 2 2
_h_(l@\lf U U190 8‘I’>+CV(¢)\D:E\P, (2.3)

2m \p dp ~ 0p*>  4p>  p? 09> 022 p?
para el interior del pozo, en dondges la energia total del sistema. La razon de consid-
erar un potencial de la form‘ép.(;ﬁ, es que éste es perfectamente separable en la ecuacion
de Schrodinger. Si se considérép) = cos 2¢, entonces se tiene el potencial generado
por un cuadrupolo eléctrico como se discutio en la secti6.

La ecuacion (2.3), se resuelve por el método de separdeivariables que conduce
a tres ecuaciones diferenciales ordinarias que descidgplendencia azimutal, angu-
lar y radial. Es decir, una solucion de la fornriép, ¢, z) = R(p)®(¢)Z(2) lleva a la
ecuacion

Rodp " Rdp T2

rrroiab - T =0 (24)

11dR 1d*R 1 (1d*® 1 2mCcos2¢ ldz_Z N 2mE
7 d7? n

En esta Gltima, se hace uso de las constantes de sepatadi@ny para obtener

1d*Z 9
Eﬁ——a, (25)
1d*® 1 2mCcos2¢ 5
——— = — 2.6
y
‘F—R+1@+ :_ P\ p_g (2.7)
dz pdp T\ T )T '

18



con

o 2mE — h?a?

= (2.8)

y

La ecuacion (2.5) tiene por solucion genefdk) = Acosaz + Bsinaz, siendoA y

B constantes a determinar. En este caso, la particula seerenda regior) < z < L,
en donde su energia potencial es cero. Sin embargo, lai@mpaigncial es infinita en
2z = 0y z = L. Pensando clasicamente la particula se mueve librerhasta que choca
con la pared, que la obliga a rebotar [11]. Esta solucibéitanque la particula se mueve
en ambas direcciones hacia arriba y hacia abajo en la direcctomo en el caso de la
particula confinada en una caja de potencial. Ver secci®ddl capitulo 1.

De las condiciones de fronterd(z = 0) = ¥(z = L) = 0, se encuentra el valor
deAy B.Enz =0, A =0. Cuandoz = L, se tieneBsinaL = 0. Si B # 0, entonces
sinaL = 0, de dondey, = AT’T con\ un niumero entero. Se hace énfasis en escripir
, para resaltar, que para caxlase obtiene una distinta. Por lo tantoZ(z) = Bsin %
como en una caja de potencial de altita

Retomando la parte angular y después de reagrupar t&sramta ecuacion (2.6),
se llega a la expresion

d?P , 1 2mC
d752+<5 —E—Tc:osw)@:o. 2.9)

Definiendo las nuevas constantes= (3* — i yq = %9 la ecuacion (2.9) se
transforma en

o + (a — 2qcos2¢) ® =0 (2.10)
e~ a — COS = U. .
dg? 1

La expresion (2.10) se conoce como la ecuacion de Mathdecial aparece en

muchas situaciones fisicas que envuelven formas edgptipotenciales periddicos [12].
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Las soluciones para ésta son las funciones de Mathieu guemden de los parametros
adimensionales y ¢. Los valores de: son conocidos como valores caracteristicos de
Mathieu. De aqui en adelante, sera conveniente sepanaallares caracteristicos en dos
subconjuntos mayores:= a,, asociados con las soluciones periodicas pares-\p,,
asociados con las soluciones periddicas impares, siendanumero entero o racional
[12].

La ecuacion diferencial de Mathieu (2.10), sblo puedeesuelta numéricamente.
En [12], se encuentran soluciones de la forma

(P(QS) = C€r(¢a Q) + Ser(¢v Q)v (211)

para diferentes valores dg, by ¢. Abramowitz [12], utilizaCe,(¢,q) y Se.(¢,q),
para denotar las funciones de Mathieu pares e impares tespeente. Las soluciones
Ce,(¢, q) son asociadas can; Se,(¢,q) son asociadas cdp; r un entero que puede
tomar los valores = 0,1,2,---, para las soluciones paresry= 1,2,---, para las
impares.

Para el problema que se planteag puede interpretar como la magnitud de la fuerza
o intensidad de campo con que el cuadrupolo esta atrayeladpaaticula,- esta aso-
ciado con el nUmero cuantico angula# ¢omo la energia propia asociada a la variable
angularg, donde los valores depara los cuale$ es peribdica son las energias propias
del sistema pue$(¢) = (¢ + 27).

Con ayuda de la grafica mostrada en la figura 2.2 [12], se piletdeminar el valor
del nUmero cuantica en funcion de;. Obsérvese que conforp@aumenta, los valores
propios son negativos. En Abramowitz [12], también se entran tablas para difer-
entes valores de estos parametros.
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Un analisis de la grafica en la figura 2.2, muestra que ehvale en donde el
parametrae es positivo, esta restringido para los primeros estadoguaise vuelve
mas amplio para estados mas excitados. Es importantédananque, para cada uno de
estos valores propios, existe una funcion de Mathieu spardiente.

Las condiciones de continuidad que deben cumplir la fund®onda y su derivada
son

o(0) = (2r) (2.12)

d®(0)  d®(2n)
do —  do

ya qued(¢) = ®(¢ + 27) representan el mismo punto fisico.

(2.13)

Se muestra en la teoria de ecuaciones de Mathieu [13] gy ga0 las funciones
de Mathieu son solamente peribdicasgepara ciertos valores de Para satisfacer las
condiciones de periodicidad (2.12) y (2.13), basta tomaxpbnente caracteristiao
entero o racional en las ecuaciones (2.11).

Regresando a la parte radial, se deduce de la relatién \/a + i que cuando
a < —i, el valor dej se vuelve imaginario. Entonces, la ecuacion (2.7) tomarlad,

d?R  1dR , B
- = Elr=0 2.14

como se verifica si se camhia— [i. La expresion (2.14), es conocida como ecuacion

deBessel de orden complejantonces, existen dos tipos de ecuaciones para la parte ra-
dial tomando en cuenta el valor de
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Considérese la ecuacion (2.7) para —i, en este caso la solucion es

R(p) = C1Js(vp) + C2N5(vp), (2.15)

dondeC; y C; son constantes. Como antég(yp) y Ns(vp), son las funciones de
Bessel y de Neumann, respectivamente.

Las condiciones de frontera, requieren que la soluciofisgéacerca del origen, es-
to excluye automaticamenté;, puesto que ahi diverge. Por tanto, la solucion se limita
Unicamente a la solucién regular lo que impaie= 0.

La funcibn de ondal tienen que anularse en las paredes del sistema (bordes del
po0zo), es decir, se deben cumplir las condiciones de camtorn

U(p=Ry) =0y V¥(p=0) < 0. (2.16)

De la condicion¥(R,) = 0, el espectro de las energias permitidas se determina
por los valores de?, que resuelven las ecuaciones trascendefésii,) = 0, con
Xss = Vs Ro, dondey g, es els-eésimo cero de/s. De esta manera, se tiene la solucion

R(p) = CiJs(vp) = CrJs(*g5).

Para la ecuacion (2.14), se tiene la soludiép) = CsJgi(*52) + CaNgi(*52),
dondeC; y C}, son constantes. Es importante mencionar que para satitdaondicion

de frontera dada por la ecuacién (2.16), basta con escoger

Cs Nai(xpis)
— = 2.17
Cy Jsi(xgis) (217)

En contraste con lo que ocurre cuando el orden de las fursiba®@essel y Neu-

mann es real, ahora cualquier valorgg satisface la condicion de frontera. Por tanto
dicha condicion no restringe los valores que pueda togpar
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Desarrollando en series las funciones de Bessel y de Neuat@uedor del origen
(p = 0) se encuentra que, a primer orden y cuando el indice es cmnfplec —1),
estas funciones van como

J 3 } - cos(flnz) :I:»isin(ﬁ In x)7 (2.18)
Ny (89)!

donde! denota la funcion factorial. Ninguna de ellas esta dedird el origen. Véase
mas adelante figura 3.14. Sin embaf§¢p)|? de ambas funciones si tiene un valor bien
definido, como se puede observar en las graficas de las fig®ez.4 y 2.5.
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Las graficas de las figuras 2.3, 2.4y 2.5, ilustran la distiiin de probabilidad radi-
al, paralos tres primeros estados cuanticos con distiatoses del parametrd. Notese
gue para valores pequeiios/gldas funciones de probabilidad exhiben el numero de os-
cilaciones correspondiente al orden del estado cuamimntras que para valores mas
grandes de7, oscilaciones adicionales de amplitud menor aparecerm ciicorigen.
Por otra parte, mientra$ se incrementa alin mas, el numero de oscilaciones también
se incrementa, llevando a perfiles con mucho mas oscilesjgrara los cuales apenas
puede distinguirse entre las curvas de cada estado déereoluso para el estado base
y el primer estado excitado. Esto se puede comprender, sicsidbe el hamiltoniano
(2.2) en la siguiente forma

R h2v2 132 H ]52
2m v 27n+p2+2m7 (2.19)
donde se define
. B d?
Hy = —%df&Jrf(éﬁ% (2.20)

f(¢) =Ccos2¢yp, = —ihd%.

De (2.19) se sigue que la ecuacion de Schrodinger paratia yaalial y angular puede
escribirse como

/\2 o
v = Loy Hoy _ py (2.21)
2m p?
De la ecuacion (2.10) se sabe gii¢éambién satisface
2
HyU = May (2.22)

2m
Por sustitucion directa de (2.22) en (2.21), se obtiene

52 2
D, h*a
—+—R=|FE— 2.2
2mR ( 2m,02> &, (2.23)

1

recuérdese que= (3% — 1.
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Por lo tanto, para valores negativos muy grandes, d& energia de enlade, aso-
ciada conR, puede escribirse de la siguiente manera,

E. = FE + (h*a/2mp?). (2.24)

Notese de la ecuacion (2.24), que cuapdes muy pequeia, este potencial no es
despreciable, o que ocasiona que cada estado tenga ugeaeamicional que se refleja
en el nimero de oscilaciones, por esta razon el estadgpbasgemplo, se ve como Si
se tratara de un estado excitado. Lo mismo sucede para estaoleecuentes. Esta in-
terpretacion puede explicar porque aparecen muchasoiscies cerca del origen aiin
para el estado mas bajo.

Realizando los cambios de variable a variables adimensi®pa= Rio yz =z,
finalmente, la funcion de onda asociallgp, ¢, z) se escribe como,

Jﬁ(x58ﬁ>7 a > _i

, _ . (225)
Jﬁi(Xﬁisp) + C4N5i(xmsp), a<-—7.

U(p, ¢, z)xﬁsA = Nsin A\rz®(¢) {

DondeN es una constante de normalizacién; 1,2,3---, A =1,2,3,---y G real
o imaginario, son los parametros de cuantizacion.

A partir de la ecuacion (2.8), se encuentra que los valaxgs@s correspondientes,

dependen del nimero cuantico azimutglde las raiceg s, de la parte radial, asi como
de las dimensiones, es decir, la alturg el radio del pozoR,. Estos se relacionan

() ()

en donde hasta ahorgg, puede tomar cualquier valor reaby=1,2,3, - - -.

mediante la expresion

R(e?+4%) R
2m  2m

E =

X[‘fs)‘

, (2.26)
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Capitulo 3
Analisis y discuson de resultados

El objetivo fundamental de este capitulo, es analizarstréw los resultados obtenidos.
La discusion se centra en la forma de las funciones de ongngspectivas densidades
de probabilidad, asi como en el calculo del momento radil espectro de energias.

3.1. Funciones de onda y densidad de probabilidad

Ya que el interés esta en la localizacion espacial dertécpéa, especificamente en la
direccibn angular, se promedia la funcion de ofiden todo un ciclo de su movimiento
en esta direccion. Fijando un valor del parametydomanda- = 0,7 = 1yr = 13 que
respresentan el estado base, primer y segundo excitagecteamente; se encuentra
un valor caracteristico de la energidq) 6 b.(q), como se explicd anteriormente. Ver
grafica 2.2. Introduciendo estos valores en las ecuac{@nEg), se obtienen las graficas
3.1, 3.2y 3.3, que representan las funciones de onda naadak para los tres primeros
estados estacionarios. En éstas, se observa como la wattae la curva crece o de-
crece en funcion del parametgoEn otras palabras, se puede decir que la anisotropia
del sistema es controlada con la intensidad de cang®b cuadrupolo.

3El hecho de tomar = 1 para ambos estados primero y segundo, podria traer confisan embargo
debe notarse que= 1, se utiliza para funciones pares e impares. Notacion tardadAbramowitz [12].
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En el caso particular cuando= 0 no existe cuadrupolo y por lo tanto, la ecuacion
(2.10), se reduce éz)%’ + a® = 0, cuyas soluciones saiin(/ap) y cos(y/a¢p). Las
funciones de onda estan representadas en la figura 3.4t&%) e puede ver que el es-

tado base es una linea horizontal, mientras que el prinei@excitado esta modulado

por una funciérSenoy el segundo por una funci@@osengdentro de la region de 0 a

2. Esto concuerda con el caso del rotor rigido, en el cuaéseti estados degenerados.

]
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Figura 3.4:Funcion de onda de los tres primeros estados del sisterag paf.
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Al tomar la solucién completa de la funcion de ondlarecuérdese que para ciertos
valores del parametr@, la funcion se vuelve compleja en la parte radial. En esde,ca
no es facil graficar las funciones de onlacorrespondientes. No obstante, se pueden
graficar las densidades de probabilidad. Partiendo de kc&pu(2.25), se grafica la
densidad de probabilidad en 3D que corresponde al segutatipesxcitado, esto soélo
con el objetivo de ilustrar la situacion. La grafica obtlense muestra en la figura 3.5,
para generarla, se tomo un cero arbitrafig, sin embargo, se recalca el hecho de que
éste no es el primero y por lo tanto, no corresponde al esiadaergia mas bajo. Véase
cuadro 3.1. También se fipp= p =0.7.

Figura 3.5:Densidad de probabilidad en 3D, para el segundo estad@eéacit
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Note que si se realizan cortesa= cte en la grafica de la figura 3.5, se obtienen
graficas semejantes a las representadas en la figura 3@aA#iogo ocurre para los
dos estados restantes. Las graficas de las figuras 3.6 yeprésentan las respectivas
densidades de probabilidad asociadas a los estados baseey pkcitado. En éstas,
se deduce que la posibilidad de encontrar a la particulaalde la region de confi-
namiento, es mas probable en la direccion paralela & egs decir, la probabilidad se
encuentra distribuida, sobre las lineas de campo ubicalialao de este eje, alcan-
zando su maximo e§ y 37“ En relacion al segundo estado en la figura 3.8, se observa
como la particula se confina mas en la direccion perpatatial ejeY’, aunque ésto
sb6lo ocurra para intensidades pequefas en el campo diElLpado, pues a medida que
la intensidad aumenta, la probabilidad se concentra haceglon paralela & .
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Figura 3.6:Densidad de probabilidad correspondiente al estado basedfstintos valores dg
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3.2. Calculo del momento radial

Recuérdese que para valores grandeg, @ valor de las energias propiaga, (q)
0 b,(q)), toma valores negativos y que por lo tanto, cuando |w_ el ordeng de las
funciones de Bessel en la dependencia radial, se vuelvenaray

El hecho de que la funcion de onda radial sea compleja, hazelg/alor esperado
de < p; > no sea necesariamente cero, como en el caso para cuandoitafda onda
es real, como se desmostro en la seccion 1.4.

En efecto si< p; >, el valor esperado del momento lineal de la particula, éatio
por

<y, >= \ W p,Udv, (3.1)

en donde el operador de momento lineal es el definido en lagsetd, conn = 2,
Py = —th A%m + wlwv Considerando primero el caso para |w. en la ecuacion (2.25),

1 r2n 1
A e N2F, .92 N\ 32 _
<pp>=—N w:\o \o \o sin®(Amz) (o) J3(xasp)
/ 1
,NQQ?EerM,\QQ?E dzdepdp. (3.2)
Integrando ert y sabiendo que"[ce, (6, q)]?do = [i"[se (¢, q)]?d¢ = 7 [12], se
tiene

R N2hin A sin 2\
< Nwm >= — AT —

T %v \OH ?km??@kw??@ + kaﬁx\%mvv dp.

La primera integral ep, se puede realizar por el método de integracion por pdttes
este caso, es conveniente tomat= pJg(xgsp) Y dv = ,chammv%. lo que implica
du = (pJ3(xssP) + Jo(xsP)) dp Y v = Js(xsp), concluyendo

p 1

1 , N B 1 N
\o PIs(XosP) T5(XasP)dp = 5 T5(xssP)lo = 5 | T5(xasP)dp,
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para obtener finalmente,

R N2hi sin 2\
< pp>=— 75 ()m - T) Jg(xgs) =0, (3.3)

puesto que\ = 1,2, 3, - - -y xg, denotan raices de la funcion de Bessel.

De manera analoga, se calcutap, >, cuandoa < —i. Definiendor = (i, la
funcion de onda (2.25) toma la forma,

Ju(Xvs)
N, (Xws)

(5.6, Z)ums = N sin Az(9) (uxysm _ M(m)) Y

entonces

ov B . _ / _ o (Xvs) N, (XvsP)
5 N sin A\rz®(¢) <J,,(Xusp) — N, (xwe) ) )

Los resultados en la parte axial y angular, son los mismosquet caso anterior,
por lo tanto,

R N2hi < sin 2\
< pp >= — AT —

o : ) Q£0, (3.5)

donde la integral sobrg se define como,

q - /1 ( T Gond) — J_V(XVS)N-V(XVS/))>

N_, (Xvs)
(- 550
+% (Jy(xysﬁ) - J”(X]”\jj(]i”u (9;'0 ))] pip. (3.6)
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La grafica dg < p, > | como funcion dey,, se muestra en la figura 3.9. Notese
como tiene un comportamiento oscilatorio. Mas aln seaapata valores especificos
de x.,. Debido a que es de esperarse que fisicamente un estado teyjaga un valor
de < p, > nulo, la condicion< p, >= 0 permite determinar los valores dg, que
corresponden a estados ligados.

En este caso se fija un valor del parametr®e esta manera, se encuentran aque-
llos valores dey, s en los cuales< p; >= 0. Se usa este resultado como un forma
alternativa, para cuantizar la energia. Por ejempl3,s0.25, los tres primeros ceros
correspondientes son, =2.18,v,» =5.39yy,3 =8.57. Véase grafica de la figura 3.9.

Utilizando el mismo valor de =0.25, se calculan mediante la relaciGh =
\/oxjtil , los valores caracteristicas 0 b,., obteniéndose los siguientes resultaddg) =
—0.18,b;(¢q) = —0.31 ya;(¢q) = —0.31. Resolviendo cada una de estas ecuaciones
trascendentes pagase encuentra(ag) =0.62,¢(b;) =1.16 yq(a,) =7.86.

Las densidades de probabilidad, obtenidas mediante lenptiiaacion del momen-
to lineal radial de la gréafica 3.9, se muestran en las gsafiedas figuras 3.10, 3.11y
3.12. Aqui se observa como para el primer estado excitadabsiribucion de probabil-
idad se modifica respecto de los casos anteriores y se coanoeis entrer y 27.

Esta forma de cuantizar implica que se pueden obtener ladaspara los cuales
< pp >= 0, controlando la intensidad de campen el cuadrupolo.
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Figura 3.10:Densidad de probabilidad, para el estado base con un valopadametro

v =0.25.

Figura 3.11:Densidad de probabilidad, para el primer estado excitado wo valor del

parametras =0.25.
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Figura 3.12:Densidad de probabilidad, para el segundo estado excitadauie valor del

parametras =0.25.
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3.3. Espectro de enertas

Una vez encontrado el valor de(q) 6 b.(¢) como ya se explico anteriormente,
mediante la relaciop? = a + i se calcula el valor dg, que es el orden de la funcion
de Bessel real y de las funciones de Bessel y de Neumann escetomplejo. En el
cuadro 3.1 se presentan los valores obtenidos de talesgtnos.

q ap b ax B Bi s | Al Xgs
0 0 0.5 11| 3.14
0 1 1.11 12| 3.99
0 1 1.11 13| 3.99
1| -0.45 0.45 1 -
1 -0.11 0.37 12| 2.96
1 185 || 1.45 13| 4.43
5| -58 2.35 1 -
5 -5.79 2.35 2 -
5 185 || 1.45 1|3 -
25| -40.25 6.32 1 -
25 -40.25 6.33 2 -
25 -21.31 4.58 3 -
50| -86.11 9.26 1 -
50 -86.11 9.26 2 -

Cuadro 3.1:Valores de la energia propia, representados q¢y) y b.(¢) en donde se
tombq = 0,1,5,25 y 50. El subindicer = 0,1,2--- denota los estados base, primer y se-
gundo excitados respectivamente. También se dan losegatter otros parametros comp,

X3s Y (. El subindice denota que el valor dé es imaginario.
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La figura 3.13, muestra algunas graficas de las funcionesedseBde orden real
(a > —i), obtenidas en la dependencia radial para diferente gtdens cerosy g, cor-
respondientes, se encuentran en el cuadro 3.1. Con bastsnesiltados, se puede
calcular el espectro de energias.

JE(p)
0.8
1/ —— =145
---- B=L11
- - - B=05
B=0.37

Figura 3.13Funciones de Besséd} cuandoa > —%.

Notese que cuando la funcion de onda radial es compjeja{i), el primer cero
X3s, Y del cual depende la energlEt—;(BSA segln la ecuacion (2.26), no esta determina-
do. Véase grafica de la figura 3.14. Aqui se tomo6 una S@ficg para ejemplificar,
aungue todas tienen un comportamiento similar de acuenddZ8). En este caso,

para cuantizar la energia se toman aquellos valpsede la seccion 3.2, para los cuales
< pp >=0.
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Figura 3.14Funciones de Bessel y de Neumahy+N; complejasa < —%.

A partir de la ecuacion (2.26), se calcula el espectro degeaseque se ilustra en la
figura 3.15. Para cuantizar la energia, se tomaron los cerosspondientes@=0.25
de la grafica 3.9y,; =2.18,x,2 =5.39 yx,3 =8.57. Ademas se tomod la masa del
electronm, =9.1095<103' kg, h =1.0545<10~3*.Js y las dimensiones del pozo =
Ry = 10RBon =5.29%107m. Rpon =0.529< 107", que se usa aqui simplemente
como una unidad de distancia conveniente.
E

E>=35.1E,

E.=14.5E,

Ep=1.97eV

Figura 3.15Valores propios de un potencial cuadrupolar dentro de ua pitindrico.
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Capitulo 4
Conclusiones

Se ha planteado y resuelto el problema teorico de encdatatucion a la ecuacion
de Schrodinger para una particula confinada en un panaldido infinito con un cuadrupo-
lo bidimensional en su centro. Se muestra que la funcibmda en la parte angular de
este potencial anisotropico puede ser expresada emiasrde funciones periddicas de
Mathieu, mientras la parte radial es escrita en termindasifunciones de Bessel y de
Neumann de orden real e imaginario, para pequeios y graattaes de;, respecti-
vamente. Por simplicidad en los calculos, se limito adjabso6lo con los tres primeros
niveles de energia. No obstante, la metodologia utidizzlaplicable a cualquier otro
estado cuantico.

Cuando la funcidén de onda es real, se encuentra que en &mosdtase y primer
excitado, la posibilidad de encontrar a la particula dedé la region de confinamien-
to es mas probable en la direccion paralela alYéjdel cuadrupolo. Para el segundo
estado excitado, la curva de probabilidad sugiere que tacpkr tiende a encontrarse
en la direccion perpendicular¥a, aunque esto sélo ocurra para intensidades pequeias
en el campo del cuadrupolo. Se observa que a medida que &stasidad aumenta, la
distribucion de probabilidad se concentra hacia la reg#ralela. Asi, que es mas prob-
able localizar a la particula en esta direccion.
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Las peculiaridades de la solucion para valores grandes ekerita en términos de
las funciones de Bessel y de Neumann de orden imaginariajarPrimero, pueden
satisfacer las condiciones de frontera sin imponer algestaiccion sobre los paramet-
ros de la solucion, y segundo, el valor esperado del momeadtal no es nulo. En este
caso, se propuso un método alternativo para cuantizael@ien encontrando aquellos
valores en donde el valor esperado del momento lineal radianula, lo cual corre-
sponde a los estados ligados del sistema. Para esta aitualo el primer estado se
comporta diferente en relacion al caso real, pues ahorstidbdicion de probabilidad
se da de igual manera en direccion paralela, pero se cvageas en la region com-
prendida entrer y 27, alcanzando su maximo ég

En este trabajo, también se muestra la expresion del dgpede momento radial
en coordenadas cilindricas y la importancia de redefirtimatiltoniano, para que este
operador sea autoadjunto.

La anisotropia de este sistema, la cual puede ser te@itarnontrolada cambiando
la intensidad de campo del cuadrupolo y cuya densidad depilatad se concentra en
ciertos sectores de angulo, podria aprovecharse parelanatha punta de canteliver. Es
importante recalcar que una descripcion mas realistatégpeoceso, se veria favorecida
si se consideran pozos de paredes finitas.

Se espera que los resultados surgidos de este trabajdagamide alguna manera a
impulsar el estudio de diversos modelos de confinamientaonagrado de complejidad
cada vez mayor en su simetria, que permita en la medida @wasee, un acercamiento
hacia una descripccion lo mas realista posible.
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