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3.1. Funciones de onda y densidad de probabilidad . . . . . . . . .. . . . . 30

3.2. Cálculo del momento radial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 40

3.3. Espectro de energı́as . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

4. Conclusiones 48



0.1. INTRODUCCION

Se considera una estructura cuántica de baja dimensionalidad a aquel sistema en el

cual se confina el movimiento de una partı́cula dentro de una región comparable a la

longitud de onda de De Broglie que es la escala natural que gobierna el comportamiento

en la mecánica cuántica. Por tal razón, éstas se conocencomo pozos cuánticos. Si tal

confinamiento ocurre en una dirección, dejando libre el movimiento en dos, entonces se

tiene un pozo cuántico en dos dimensiones (2D). Cuando el confinamiento, es limita-

do en dos direcciones, dejándo libre solamente una, se diceque se trata de un alambre

cuántico en una dimensión (1D). Si el movimiento es restringido en las tres direcciones,

se genera un punto cuántico o un sistema de cero dimensiones(0D). En todos estos

sistemas surgen efectos cuánticos, los cuales predicen que el confinamiento adicional

de portadores dota a estas estructuras de propiedades electrónicas diferentes. La idea de

que una estructura epitaxial1 podrı́a llevar a nuevos fenómenos ópticos y electrónicos

fue sugerida al final de la década de 1960 por Leo Esaky y Raphael Tsu. Ellos predi-

jeron que los electrones (y huecos) en pozos cuánticos exhiben notables propiedades

ópticas y eléctricas que podrı́an ser controladas variando el espesor de los pozos y la

altura de sus barreras [1].

Teóricamente, se puede representar una estructura ideal cuántica, mediante un po-

zo, un alambre o un punto cuántico, en donde la energı́a de lapartı́cula confinada se

obtiene resolviendo la ecuación de Schrödinger. La densidad de estados electrónicos

depende crı́ticamente de la dimensión espacial. Esto tiene una gran influencia sobre la

1El crecimiento Epitaxial es el proceso fundamental mediante el cual un cristal es formado en una

superficie cristalina como el resultado de la depositaciónde nuevo material sobre esta superficie. El

estudio de este proceso es de 150 años atrás, pero no fue hasta el trabajo de Louis Royer en la década

de 1920 que el crecimiento Epiaxial sistemático comenzó alograrse (Royer, 1928). Royer llevó a cabo

un extenso estudio del crecimiento de cristales iónicos uno sobre otro y en mica. Royer define el término

Epitaxy, el cual es una combinación de la palabra Griegaepi, que significa encima de, ytaxis, que significa

orden , para comunicar la nueva noción de un cristal en crecimiento y cuya orientación es determinada por

un sustrato cristalino y para distinguir un crecimiento epitaxial de un crecimiento policristalino y amorfo.
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transición entre los diferentes estados de energı́a, un efecto que puede ser explotado de

diferentes formas, sobre todo en propiedades ópticas y electrónicas. Sin embargo, en

sistemas reales de baja dimensión, el confinamiento nunca es perfecto. Una restricción

del movimiento enz de un electrón, por ejemplo, serı́a dentro de un muy pequeño in-

tervalo dez, pero finito comparable con la longitud de onda de De Broglie del electrón.

Este confinamiento imperfecto, resulta en la cuantizaciónde las energı́as del electrón

donde, en general, más de una de tales energı́as puede ser permitida. Solamente si las

condiciones son tales que haya electrones en un solo nivel deenergı́a cuantizado, se

tiene uno de los casos ideales mencionados en la dimensión apropiada.

Experimentalmente, una estructura cuántica, puede ser unsustrato semiconductor,

con multicapas creciendo epitaxialmente. Actualmente, sepreparan multicapas semi-

conductoras haciéndolo capa por capa atómica, con un estricto control en el envene-

namiento por impurezas (dopaje) y composición llegando a construir prácticamente una

por una cada capa atómica. También las multicapas pueden ser diseñadas de manera que

el tamaño de éstas conste de unas cuantas capas atómicas.

Además del entendimiento de la fı́sica básica asociada alestudio de propiedades

electrónicas y ópticas de estructuras semiconductoras tales como pozos, alambres y pun-

tos cuánticos, existe también interés debido a su importancia tecnológica, pues dichas

estructuras pueden generar dispositivos ópticos y electrónicos que ofrezcan un fun-

cionamiento muy eficiente [2].

En casi todo cuerpo, sustancia o sistema, el comportamientode sus propiedades

varı́a con la dirección, esto es lo que se conoce como anisotropı́a. El sistema que aquı́ se

construye, presenta cierta anisotropı́a para cualquier dependencia en la variable angu-

lar, lo cual hace plausible considerar un potencial anisotrópico que origine funciones

de onda anisotrópicas cuya densidad de probabilidad estéconcentrada en un cierto sec-

tor de ángulo. Esto sugiere una manera alternativa de confinar una partı́cula cargada

que puede ser aprovechada para modelar una punta de cantiliver [3], en lugar de usar
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directamente un sector con geometrı́a angular. Aquı́ se eligió considerar un potencial

anisotrópico generado por un cuadrupolo eléctrico bidimensional, básicamente por dos

razones: primero, es perfectamente separable en la ecuaci´on de Schrödinger lo que per-

mite obtener una solución analı́tica; segundo, su grado deanisotropı́a puede ser teórica-

mente controlado cambiando la intensidad de campo del cuadrupolo.

Este trabajo se ha organizado de la siguiente manera. En elcaṕıtulo 1, se hace una

revisión de algunos conceptos básicos de la mecánica cu´antica que se utilizarán en la

solución del problema central de este trabajo.

En elcaṕıtulo 2, se plantea y resuelve el problema de esta investigación, que con-

siste en calcular las funciones de onda y el espectro de energı́a, para una partı́cula dentro

de un pozo cilı́ndrico de paredes rı́gidas e infinitas, en presencia del potencial generado

por un cuadrupolo eléctrico.

El caṕıtulo 3, está dedicado a hacer un análisis de los resultados obtenidos y final-

mente, en elcaṕıtulo 4, se presentan las conclusiones.
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Caṕıtulo 1

Antecedentes

En este capı́tulo se hace una recopilación de algunos sistemas de confinamiento en

pozos cuánticos con paredes infinitas. En particular, se trata el caso del rotor rı́gido plano

[4] y [5], el pozo cilı́ndrico [4] y el pozo rectangular [6], debido a que sus propiedades

ilustran el entendimiento de los conceptos básicos de la mecánica cuántica que gobier-

nan ciertos sistemas y que además presentan soluciones analı́ticas

Todos estos sistemas tienen una función de onda real, la cual se asocia con estados

estacionarios. Se demuestra que en este caso el valor esperado del momento es nulo.

Cuando la función de onda es compleja, se dice que corresponde a estados no ligados y

en este caso, el valor esperado del momento no necesariamente es cero.

En esta parte, también se discute la forma del operador de momento radial en coor-

denadas cilı́ndricas y la expresión del correspondiente hamiltoniano en términos de éste

[7]. Esta discusión es importante, porque se usará más adelante para encontrar aquellos

estados cuánticos en los cuales el valor esperado del momento radial es cero, a fin de

determinar los estados ligados y cuantizar la energı́a del sistema.

Además, en esta sección se resuelve la ecuación de Laplace en coordenadas cilı́ndri-

cas que coincide con una expansión multipolar en dos dimensiones [8].
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1.1. El rotor r ı́gido (Molécula Doble)

Este sistema esta compuesto por dos partı́culas de masas2 m1 y m2 separadas por

una barra sin masa y de longitud2a. Véase la figura 1.1. El momento de inercia del

rotor, el cual gira respecto a su centro de masa en el planox−y y alrededor de un eje de

rotaciónz esI = 2ma2. Supóngase que el rotor es colocado muy lejos de algún campo

de fuerza, tal que su energı́a es puramente cinética

E =
L2

z

2I
, (1.1)

de esto se sigue que el Hamiltoniano es

Ĥ =
L̂2

z

2I
, (1.2)

en donde se define el operadorL̂z = h̄
i

d
dφ

.

Figura 1.1:Rotor rı́gido.

2Las masas que componen este sistema fı́sico, pueden ser un átomo hidrogenoide - es decir, un núcleo

y un electrón orbital -, una mólecula diatómica, etc [9].
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La correspondiente ecuación de Schrödinger, es por lo tanto

(

L̂2
z

2I

)

ψ = Eψ. (1.3)

La ecuación (1.3) describe el movimiento de las dos partı́culas, el cual se reduce al

movimiento de una sola de masa reducidam [9]. Una condición que se requiere en la

función de onda, es que sea monovalente (univaluada), o sea, que haya un solo valor de

ψ para un punto en el espacio en un tiempo dado, es decir, se debecumplir la condición

ψ(φ) = ψ(φ+2π), ya que el ánguloφ y φ+2π describen el mismo punto. Reescribiendo

la ecuación (1.3), se llega a

d2ψ

dφ2
+ n2ψ = 0, (1.4)

conn2 = 4ma2E
h̄2 . De esta última expresión, se obtienen los valores permisibles de la

energı́a, dados por

En =
L2

z

2I
=

p2
φ

4ma2
=

(h̄n)2

2I
, (1.5)

en dondepφ = h̄n, L es el momento angular eI el momento de inercia.

La solución a la ecuación (1.4), esψ(φ) = Aeinφ; n = 0,±1,±2,±3, · · · y A es una

constante para normalizar la función de onda.

1.2. El pozo ciĺındrico

Considérese el caso de una partı́cula de masam confinada en un cilindro circular

recto (caja de pı́ldoras) de radioa y alturaL. Véase figura 1.2. Expresado en coorde-

nadas cilı́ndricas(r, φ, z), el potencial de esta configuración esta dado por

V (r, φ, z) =







0, r < a, 0 < z < L

∞, en cualquier otra parte.
(1.6)
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Figura 1.2:Cilindro de pı́ldoras que contiene una partı́cula cuya energı́a potencial es nula en su

interior e infinita fuera.

La partı́cula se describe por medio de una función de onda que satisface la ecuación

de Schrödinger estacionaria

Ĥψ = Eψ. (1.7)

Dentro del pozo,

− h̄2

2m
∇2ψ(r, φ, z) = Eψ(r, φ, z), (1.8)

donde el Hamiltoniano,

Ĥ = − h̄2

2m
∇2 =

p̂2
r

2m
+

p̂2
z

2m
+

p̂2
φ

2mr2
, (1.9)

con p̂2
r = −h̄2 1

r
∂
∂r

(

r ∂
∂r

)

= −h̄2
(

∂2

∂r2 + 1
r

∂
∂r

)

, p̂2
z = −h̄2 ∂2

∂z2 y p̂2
φ = −h̄2 ∂2

∂φ2 . Intro-

duciendo la expresión para el Laplaciano en coordenadas cilı́ndricas, la ecuación de

Schrödinger para la partı́cula confinada está dada por

∂2ψ

∂r2
+

1

r

∂ψ

∂r
+

1

r2

∂2ψ

∂φ2
+
∂2ψ

∂z2
+ k2ψ = 0, (1.10)
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donde

E =
h̄2k2

2m
. (1.11)

Con la separación de coordenadas,ψ(r, φ, z) = R(r)Φ(φ)Z(z), la ecuación (1.10)

se convierte en

1

R

(

∂2R

∂r2
+

1

r

∂R

∂r

)

+
1

r2Φ(φ)

∂Φ2

∂φ2
+

1

Z

∂2Z

∂z2
+ k2 = 0. (1.12)

De esto se sigue,

1

Z

d2Z

dz2
= −k2

z , (1.13)

1

Φ

d2Φ

dφ2
= −β2 (1.14)

y

1

R
(r2R′′ + rR′) + r2(k2 − k2

z) = β2, (1.15)

dondekz y β son constantes de separación y una prima denota diferenciación con re-

specto ar.

Para satisfacer las condiciones de fronteraΨ(z = 0) = Ψ(z = L) = 0 y Φ(φ) =

Φ(φ + 2π), es necesario que las soluciones a las ecuaciones (1.13) y (1.14) sean de la

formaZ(z) = A sin πnzz
L

;nz = 1, 2, · · · y Φ(φ) = Beiβφ; β = 0 ± 1,±2, · · ·, siendoA

y B constantes.

Regresando a (1.15) y renombrandok2 − k2
z ≡ K2 y ρ ≡ Kr, resulta

ρ2R′′ + ρR′ + (ρ2 − β2)R = 0, (1.16)

que es conocida comoEcuacíon de Bessel. Las soluciones generales a esta ecuación
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son dadas por

R(ρ) = C1Jβ(ρ) + C2Nβ(ρ), (1.17)

dondeC1 y C2 son constantes. Las funcionesJβ(ρ) y Nβ(ρ) son llamadasfunciones de

Bessel y funciones de Neumann de primera clase, respectivamente. ComoN(0) = −∞,

entoncesC2 es cero. Por lo tanto, sólo las funcionesJβ(ρ) son aceptadas fı́sicamente

como soluciones.

La condición de frontera restante toma la formaR(r = a) = 0 = C1Jβ(aK). Sea

χβs el s−ésimo cero finito deJβ(ρ), de modo queJβ(aKβs) ≡ Jβ(χβs) = 0. Una tabla

de los primeros ceros de la función de Bessel, se puede encontrar en [10].

De acuerdo con (1.11), la condiciónkzL = nzπ y como se definióK anteriormente,

la ecuación para los valores propios de la energı́a esta dada por

E =
h̄2k2

2m
=

h̄2

2m
(K2 + k2

z) =
h̄2

2m

[

K2 +
(

nzπ

L

)2
]

. (1.18)

Conχβs ≡ aKβs, la ecuación precedente se convierte en

Eβsnz
=

h̄2

2m

[

(

χβs

a

)2

+
(

nzπ

L

)2
]

. (1.19)

Las funciones propias correspondientes son

ψβsnz
(r, φ, z) = A1Jm

(

rχβs

a

)

sin
(

πnzz

L

)

eiβφ, (1.20)

cuya constante de normalización

A1 =

√

√

√

√

2

πL[aJ ′
β(Kβsa)]2

,

en donde los tres parámetros de cuantización son enteros,β ≥ 0, s > 0, nz ≥ 1.

6



1.3. El pozo rectangular

Supóngase una partı́cula en el interior de una caja de potencial de ladosa, b y c,

como se muestra en la figura 1.3.

Figura 1.3:Caja que contiene una partı́cula cuya energı́a potencial esnula en su interior e

infinita fuera de ella.

Para una partı́cula que se mueve en el espacio, la ecuación de Schrördinger toma la

forma

− h̄2

2m

(

∂2ψ

∂x2
+
∂2ψ

∂y2
+
∂2ψ

∂z2

)

+ V (x, y, z)ψ = Eψ, (1.21)

en donde el potencial

V (x, y, z) =







0; 0 < x < a, 0 < y < b, 0 < z < c

∞; en cualquier otra caso.
(1.22)
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Para el interior, la ecuación (1.21) se convierte en,

− h̄2

2m

(

∂2ψ

∂x2
+
∂2ψ

∂y2
+
∂2ψ

∂z2

)

= Eψ. (1.23)

De (1.23) se sigue

∂2ψ

∂x2
+
∂2ψ

∂y2
+
∂2ψ

∂z2
+ k2ψ = 0, (1.24)

en donde se define

k2 =
2mE

h̄2 . (1.25)

Para (1.24) se propone una solución de la formaψ(x, y, z) = X(x)Y (y)Z(z). Por el

método de separación de variables, se llega a las siguientes tres ecuaciones diferenciales

ordinarias en las componentesx, y y z,

d2X

dx2
+ k2

xX = 0, (1.26)

d2Y

dy2
+ k2

yY = 0 (1.27)

y

d2Z

dz2
+ k2

zZ = 0. (1.28)

Tomando en cuenta que la función de ondaψ debe anularse en los bordes del pozo,

entonces se pide queX(0) = Y (0) = Z(0) = 0. Estas condiciones se satisfacen, sólo

si se toma la parte senoidal como solución a las ecuaciónesanteriores, ası́

X(x) = A sin(kxx), (1.29)

Y (y) = B sin(kyy) (1.30)

y

Z(z) = C sin(kzz). (1.31)
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DondeA, B y C representan constantes. Se puede ahora evaluarkx, ky y kz, uti-

lizando las restantes condiciones a la frontera,X(a) = 0, Y (b) = 0 y Z(c) = 0, lo que

implicakxa = nxπ, kyb = nyπ y kzc = nzπ, dondenx, ny y nz son números enteros.

La solución completa es, por lo tanto,

ψ(x, y, z) = N sin
nxπx

a
sin

nyπy

b
sin

nzπz

c
, (1.32)

dondeN , es la constante de normalización. Tomando en cuenta la condición de normal-

ización
∫

v |Ψ(x, y, z)|2dxdydz = 1, se obtieneN =
√

8
abc

.

De la relación (1.25) se deduce que el espectro de energı́a es

Enxnynz
=

p2

2m
=
h̄2k2

2m
=

h̄2

2m

[

(

nxπ

a

)2

+
(

nyπ

b

)2

+
(

nzπ

c

)2
]

,

en dondek2 = k2
x+k2

y+k
2
z . Aquı́ se tienen tres números de onda independientes,kx, ky y

kz, éstos determinan las componentes del momento:p2
x = h̄2k2

x, p2
y = h̄2k2

y y p2
z = h̄2k2

z .

Otro caso importante se presenta, cuando la caja de potencial es cúbica, esto es,

cuandoa = b = c. Entonces la expresión para las energı́as posibles se reduce a

Enxnynz
=

π2h̄2

2ma2
k2, (1.33)

dondek2 = n2
x + n2

y + n2
z y las correspondientes funciones de onda son

ψ(x, y, z) = N sin
nxπx

a
sin

nyπy

a
sin

nzπz

a
. (1.34)

Obsérvese que la energı́a depende sólo dek2 = n2
x + n2

y + n2
z. Esto significa que

todos los estados correspondientes a los enterosnx, ny y nz que dan el mismo valor

9



parak tienen la misma energı́a. Sin embargo, cuando se alteran losnúmerosnx, ny y nz

sin cambiar el valor dek, la función de onda también cambia. De este modo un cierto

nivel de energı́a puede estar asociado con varias funcionesde onda o estados dinámicos.

Cuando sucede esto se dice que existedegeneracíonde estados del sistema [11].

En el caso unidimensional, sólo se tiene una componente, por ejemplo, si se con-

sidera la dirección enx, la partı́cula estarı́a obligada a moverse dentro de la región

0 < x < a, en donde su energı́a potencial es nula. En los puntosx = 0 y x = a,

la energı́a potencial se hace infinita. Esto significa que actúan fuerzas muy intensas en

estos puntos, que la obligan a rebotar al chocar con las paredes. En otras palabras, para

las regiones (x < 0 y x > a), la función de ondaΨ ≡ 0 y su energı́a potencialV = ∞,

entonces, el problema se reduce al caso de la partı́cula libre [11]. En este ejemplo, los

niveles de energı́a se reducen a la expresión

En =
p2

2m
=
n2π2h̄2

2ma2
, (1.35)

y las funciones de onda normalizadas a

ψn(x) =

√

2

a
sin(

nπx

a
). (1.36)

1.4. Operador de momento

Un resultado importante de la mecánica cuántica es el siguiente:El valor esperado

del momento para una partı́cula confinada en un sistema cuántico es cero, si la función

de onda es real.

Demostracíon: Sea< p̂ > el operador de momento radial, que se define como

< p̂ >=
∫

v
Ψ∗ h̄

i
∇Ψdv, (1.37)
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dondeΨ∗ es el conjugado complejo deΨ. Dado quep̂ es un operador hermitiano se

cumple que

< Ψ∗|p̂|Ψ >=< Ψ|p̂†|Ψ∗ >, (1.38)

para el caso queΨ es real

< Ψ|p̂|Ψ >=< Ψ|p̂†|Ψ >, (1.39)

entonces de la definición (1.37)
∫

v
Ψ
h̄

i
∇Ψdv =

∫

v
Ψ(− h̄

i
)∇Ψdv, (1.40)

finalmente de (1.40) se tiene

2
∫

v
Ψ
h̄

i
∇Ψdv = 0, (1.41)

lo que implica< p̂ >= 0.

1.5. Conexíon entre el operador de momento radial y el

hamiltoniano en coordenadas ciĺındricas

El hamiltoniano de una partı́cula libre en coordenadas cil´ındricas no puede ser ex-

presado en una forma simple usando el operador de momento radial, como sucede en

una dimensión ó en coordenadas esféricas.

En mecánica cuántica el operador de momento radial se obtiene por la cuantización

de la forma simétrica del momento radial clásico, por ejemplo, en tres dimensiones:

pρ =
1

2
(~p · ρ̂+ ρ̂ · ~p), (1.42)

entonces

p̂ρ = −ih̄
(

∂

∂ρ
+

1

ρ

)

= −ih̄1

ρ

∂

∂ρ
ρ. (1.43)
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En este caso (y en una dimensión) la conexión con el hamiltoniano es

Ĥ =
−h̄2∇2

2m
=

p̂2
ρ

2m
+

L̂2

2mρ2
. (1.44)

Gil Paz [7], demuestra que en general esto no es cierto, pues la relación (1.44) no es

válida en coordenadas cilı́ndricas.

Si se quiere escribir el hamiltoniano (1.44) en coordenadascilı́ndricas y en términos

del operador de momentos, éste tiene que ser de la forma

Ĥ =
p̂2

ρ

2m
+

L̂z

2mρ2
+

p̂2
z

2m
. (1.45)

La expresión (1.44), indica que (1.45) también se puede escribir como

Ĥ =
−h̄2∇2

2m
. (1.46)

Sustituyendo en (1.46) el Laplaciano para la parte radial encoordenadas cilı́ndricas

se tiene

Ĥ =
−h̄2∇2

2m
=

−h̄2

2m

[(

∂2

∂ρ2
+

1

ρ

∂

∂ρ

)

+
L̂z

2mρ2
+

p̂2
z

2m

]

. (1.47)

Por otro lado, si se repite el procedimiento en coordenadas cilı́ndricas, por la cuan-

tización del momento radial clásico

pρ =
1

2
(~p · ρ̂+ ρ̂ · ~p), (1.48)

se obtiene

p̂ρ = −ih̄
(

∂

∂ρ
+

1

2ρ

)

. (1.49)
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Por sustitución directa del operador (1.49) en (1.45) se llega a la expresión

Ĥ =
−h̄2

2m

(

∂2

∂ρ2
+

1

ρ

∂

∂ρ
− 1

4ρ2

)

+
L̂z

2mρ2
+

p̂2
z

2m
. (1.50)

Si se comparan las expresiones (1.47) y (1.50), se nota que

Ĥ =
−h̄2∇2

2m
6= p̂2

ρ

2m
+

L̂z

2mρ2
+

p̂2
z

2m
. (1.51)

Este hecho generalmente se pasa por alto en textos de mecánica cuántica. Gil Paz

[7], propone sumar un término extra de la formah̄2

2m

(n−1)(n−3)
4r2 al Hamiltoniano, para

que la conexión entrêH y p̂ sea siempre válida en cualquier dimensión. Las relaciones

propuestas son,

Ĥ =
p̂2

ρ

2m
+

L̂2

2mρ2
+

h̄2

2m

(n− 1)(n− 3)

4ρ2
(1.52)

y

p̂ρ = −ih̄
(

∂

∂ρ
+
n− 1

2ρ

)

. (1.53)

Es importante mencionar que estos operadores son autoadjuntos. Para obtener los

correspondientes operadores en coordenadas cilı́ndricasque se usarán en la sección 2.1

del capı́tulo siguiente, tómesen = 2 en (1.52) y (1.53) y agréguese el operador de

momento en la coordenadaz en (1.52). Para cambiar a una dimensión ó a coordenadas

esféricas, basta con escogern = 1 ó n = 3, respectivamente.

1.6. Armónicos ciĺındricos

La ecuación de Laplace∇2φ = 0, escrita en coordenadas cilı́ndricas(ρ, φ, z) es

1

ρ

∂

∂ρ

(

ρ
∂Φ

∂ρ

)

+
1

ρ2

∂2Φ

∂φ2
+
∂2Φ

∂z2
= 0. (1.54)
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Por separación de variables se puede escribir una solución en la forma

Φ(ρ, φ, z) = R(ρ)Q(φ)Z(z). (1.55)

Sustituyendo (1.55) en la ecuación (1.54) y multiplicandopor ρ2

Φ
, se llega a

ρ

R

d

dρ

(

ρ
dR

dρ

)

+
ρ2

Z

d2Z

dz2
= − 1

Q

d2Q

dφ2
. (1.56)

En (1.56) se puede separar el término dependiente en la coordenadaφ de los térmi-

nos dependientes enρ y z. Por lo tanto, se pueden igualar ambos lados de la ecuación

(1.56) a una constante,m2, y obtener

d2Q

dφ2
+m2Q = 0. (1.57)

El lado izquierdo de la ecuación (1.56) ahora puede escribirse como

1

ρR

d

dρ

(

ρ
dR

dρ

)

− m2

ρ2
= − 1

Z

d2Z

dz2
. (1.58)

Un caso especial de simetrı́a cilı́ndrica, se da cuando no hay variación en la dirección

z, en este caso la constante de separación se tomak = 0. Entonces, la ecuación radial

(1.58) se reduce a

ρ
d

dρ

(

ρ
dR

dρ

)

−m2R = 0. (1.59)

Para la ecuación (1.59), se propone una solución en seriesde potencias de la forma

R(ρ) = Aρ±m con coeficientes arbitrarios. La solución general es por tanto

Rm(ρ) =







A0 +B0Inρ,m = 0

Amρ
m + Bm

ρm , m = 1, 2, 3, · · ·
(1.60)

14



La solución angular también toma una forma especial param = 0, y la solución

general de la ecuación (1.57) es

Qm(φ) =







C0 +D0φ,m = 0

Cm cosmφ+Dm sinmφ,m = 1, 2, 3, · · ·
(1.61)

Usualmente se descarta el términoD0φ porque no es univaluado con perı́odo2π.

Por superposición de las expresiones (1.60) y (1.61), se tiene la solución general en

coordenadas cilı́ndricas que no depende dez:

Φ(ρ, φ) = A0 +B0Inρ+
∞
∑

m=1

[

Amρ
m +

Bm

ρm

]

[Cm cosmφ+Dm sinmφ]. (1.62)

Los términos de la expresión (1.62) se conocen comoarmónicos ciĺındricos. En

muchas aplicaciones de los armónicos cilı́ndricos, la simetrı́a de la dependencia angular

podrı́a permitir escoger el origen tal que todos los coeficientesDm se anulen y el i-ésimo

coeficienteC, pueda ser absorbido por el i-ésimo coeficienteA óB. De esta manera,

Φ(ρ, φ) = A0 +B0Inρ+
∞
∑

m=1

(

λmρ
m cosmφ+ λ′m

cosmφ

ρm

)

. (1.63)

Los términos de la serie (1.63) tienen una intrepretaciónfı́sica y coinciden con la

expansión multipolar en dos dimensiones. El término en elcoeficienteB0 es el potencial

de una carga puntual ó un monopolo, sim = 1, se tiene el potencial de un dipolo

y cuandom = 2, el término corresponde a un cuadrupolo. Los coeficientes de cada

término son elegidos de tal forma que satisfagan las condiciones de frontera.
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Caṕıtulo 2

Planteamiento y solucíon del problema

Este capı́tulo contiene la parte original de este trabajo. Aquı́, se calculan las fun-

ciones propias y los correspondientes valores propios, para un pozo de potencial infinito

en una geometrı́a cilı́ndrica que confina una partı́cula en presencia de un potencial gen-

erado por un cuadrupolo eléctrico.

El estudio se realiza desde un punto de vista cuántico, por lo que el análisis se

comienza planteando la ecuación de Schrödinger independiente del tiempo para dicho

sistema. Los conceptos del capı́tulo anterior serán de utilidad en la solución del proble-

ma que se plantea.

2.1. Confinamiento de una part́ıcula inmersa en el po-

tencial de un cuadrupolo eĺectrico en 2D

Considérese una partı́cula de masam confinada en un pozo de potencial cilı́ndrico

con paredes rı́gidas en las direccionesz, ρ y de coordenada angularφ. Para este sistema,

las funciones de onda son cero, siempre queρ ≥ R0 y |z| ≥ L, conR0 el radio yL la

altura del pozo. En todo el análisis presentado aquı́ se considerará siempre queL≪ R0.

16



En el centro del pozo, se coloca un cuadrupolo de modo que las cuatro cargas que lo

representan están sobre los ejes coordenados a una misma distanciaρ del origen. Sobre

el ejeY, se colocan dos cargas de signo positivo y las dos restantes con signo negati-

vo sobre el ejeX, como se representa en la figura 2.1. Este potencial en coordenadas

polares se define como,

V (ρ, φ) =







C V (φ)
ρ2 , paraρ < R0

∞, paraρ ≥ R0,
(2.1)

conC una constante, que tiene que ver con la magnitud del momento cuadrupolar y

V (φ) una función que depende de la variable angular.

Figura 2.1:Simetrı́a de confinamiento para la partı́cula (electrón demasa m) junto con un

cuadrupolo eléctrico.

El Hamiltoniano para esta partı́cula, escrito en coordenadas cilı́ndricas(ρ, φ, z) y al

cual se le ha sumado el términoh̄
2

2m
1

4ρ2 en concordancia con lo discutido en la sección

1.5, es de la forma

Ĥ = − h̄2

2m

(

1

ρ

∂

∂ρ
+

∂2

∂ρ2
− 1

4ρ2
+

1

ρ2

∂2

∂φ2
+

∂2

∂z2

)

+ V (φ, ρ), (2.2)
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de la cual, se llega a la correspondiente ecuación de Schrödinger de eigenvalores y

eigenfunciones

− h̄2

2m

(

1

ρ

∂Ψ

∂ρ
+
∂2Ψ

∂ρ2
− Ψ

4ρ2
+

1

ρ2

∂2Ψ

∂φ2
+
∂2Ψ

∂z2

)

+
CV (φ)

ρ2
Ψ = EΨ, (2.3)

para el interior del pozo, en dondeE es la energı́a total del sistema. La razón de consid-

erar un potencial de la formaV (φ)
ρ2 , es que éste es perfectamente separable en la ecuación

de Schrödinger. Si se consideraV (φ) = cos 2φ, entonces se tiene el potencial generado

por un cuadrupolo eléctrico como se discutió en la sección 1.6.

La ecuación (2.3), se resuelve por el método de separación de variables que conduce

a tres ecuaciones diferenciales ordinarias que describen la dependencia azimutal, angu-

lar y radial. Es decir, una solución de la formaΨ(ρ, φ, z) = R(ρ)Φ(φ)Z(z) lleva a la

ecuación

1

R

1

ρ

dR

dρ
+

1

R

d2R

dρ2
+

1

ρ2

(

1

φ

d2Φ

dφ2
− 1

4
− 2mC cos 2φ

h̄2

)

+
1

Z

d2Z

dZ2
+

2mE

h̄2 = 0. (2.4)

En esta última, se hace uso de las constantes de separaciónα, β y γ para obtener

1

Z

d2Z

dZ2
= −α2, (2.5)

1

Φ

d2Φ

dφ2
− 1

4
− 2mC cos 2φ

h̄2 = −β2 (2.6)

y

d2R

dρ2
+

1

ρ

dR

dρ
+

(

γ2 − β2

ρ2

)

R = 0, (2.7)
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con

γ2 =
2mE − h̄2α2

h̄2 . (2.8)

La ecuación (2.5) tiene por solución generalZ(z) = A cosαz + B sinαz, siendoA y

B constantes a determinar. En este caso, la partı́cula se mueve en la región0 < z < L,

en donde su energı́a potencial es cero. Sin embargo, la energı́a potencial es infinita en

z = 0 y z = L. Pensando clásicamente la partı́cula se mueve librementehasta que choca

con la pared, que la obliga a rebotar [11]. Esta solución indica que la partı́cula se mueve

en ambas direcciones hacia arriba y hacia abajo en la direcciónz, como en el caso de la

partı́cula confinada en una caja de potencial. Ver sección 1.3 del capı́tulo 1.

De las condiciones de frontera,Ψ(z = 0) = Ψ(z = L) = 0, se encuentra el valor

deA y B. Enz = 0, A = 0. Cuandoz = L, se tieneB sinαL = 0. SiB 6= 0, entonces

sinαL = 0, de dondeαλ = λπ
L

, conλ un número entero. Se hace énfasis en escribirαλ

, para resaltar, que para cadaλ, se obtiene unaα distinta. Por lo tanto,Z(z) = B sin λπz
L

como en una caja de potencial de alturaL.

Retomando la parte angular y después de reagrupar términos en la ecuación (2.6),

se llega a la expresión

d2Φ

dφ2
+
(

β2 − 1

4
− 2mC

h̄2 cos 2φ
)

Φ = 0. (2.9)

Definiendo las nuevas constantes,a ≡ β2 − 1
4

y q ≡ mC
h̄2 , la ecuación (2.9) se

transforma en

d2Φ

dφ2
+ (a− 2q cos 2φ)Φ = 0. (2.10)

La expresión (2.10) se conoce como la ecuación de Mathieu,la cual aparece en

muchas situaciones fı́sicas que envuelven formas elı́pticas o potenciales periódicos [12].
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Las soluciones para ésta son las funciones de Mathieu que dependen de los parámetros

adimensionalesa y q. Los valores dea son conocidos como valores caracterı́sticos de

Mathieu. De aquı́ en adelante, será conveniente separar los valores caracterı́sticos en dos

subconjuntos mayores:a = ar, asociados con las soluciones periódicas pares ya = br,

asociados con las soluciones periódicas impares, siendor un número entero o racional

[12].

La ecuación diferencial de Mathieu (2.10), sólo puede serresuelta numéricamente.

En [12], se encuentran soluciones de la forma

Φ(φ) = Cer(φ, q) + Ser(φ, q), (2.11)

para diferentes valores dear, bry q. Abramowitz [12], utilizaCer(φ, q) y Ser(φ, q),

para denotar las funciones de Mathieu pares e impares respectivamente. Las soluciones

Cer(φ, q) son asociadas conar; Ser(φ, q) son asociadas conbr; r un entero que puede

tomar los valoresr = 0, 1, 2, · · · , para las soluciones pares yr = 1, 2, · · ·, para las

impares.

Para el problema que se plantea,q se puede interpretar como la magnitud de la fuerza

o intensidad de campo con que el cuadrupolo está atrayendo ala partı́cula,r está aso-

ciado con el número cuántico angular ya como la energı́a propia asociada a la variable

angularφ, donde los valores dea para los cualesΦ es periódica son las energı́as propias

del sistema puesΦ(φ) = Φ(φ+ 2π).

Con ayuda de la gráfica mostrada en la figura 2.2 [12], se puededeterminar el valor

del número cuánticoa en función deq. Obsérvese que conformeq aumenta, los valores

propios son negativos. En Abramowitz [12], también se encuentran tablas para difer-

entes valores de estos parámetros.
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Un análisis de la gráfica en la figura 2.2, muestra que el intervalo en donde el

parámetroa es positivo, está restringido para los primeros estados aunque se vuelve

más amplio para estados más excitados. Es importante mencionar que, para cada uno de

estos valores propios, existe una función de Mathieu correspondiente.

Las condiciones de continuidad que deben cumplir la función de onda y su derivada

son

Φ(0) = Φ(2π) (2.12)

y

dΦ(0)

dφ
=
dΦ(2π)

dφ
, (2.13)

ya queΦ(φ) = Φ(φ+ 2π) representan el mismo punto fı́sico.

Se muestra en la teorı́a de ecuaciones de Mathieu [13] que, paraq 6= 0 las funciones

de Mathieu son solamente periódicas enφ para ciertos valores dea. Para satisfacer las

condiciones de periodicidad (2.12) y (2.13), basta tomar elexponente caracterı́sticor

entero o racional en las ecuaciones (2.11).

Regresando a la parte radial, se deduce de la relaciónβ =
√

a+ 1
4

que cuando

a < −1
4
, el valor deβ se vuelve imaginario. Entonces, la ecuación (2.7) toma la forma,

d2R

dρ2
+

1

ρ

dR

dρ
+

(

γ2 +
β2

ρ2

)

R = 0, (2.14)

como se verifica si se cambiaβ −→ βi. La expresión (2.14), es conocida como ecuación

deBessel de orden complejo. Entonces, existen dos tipos de ecuaciones para la parte ra-

dial tomando en cuenta el valor dea.
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Considérese la ecuación (2.7) paraa ≥ −1
4
, en este caso la solución es

R(ρ) = C1Jβ(γρ) + C2Nβ(γρ), (2.15)

dondeC1 y C2 son constantes. Como antesJβ(γρ) y Nβ(γρ), son las funciones de

Bessel y de Neumann, respectivamente.

Las condiciones de frontera, requieren que la solución seafinita cerca del origen, es-

to excluye automáticamenteNβ, puesto que ahı́ diverge. Por tanto, la solución se limita

únicamente a la solución regular lo que imponeC2 = 0.

La función de ondaΨ tienen que anularse en las paredes del sistema (bordes del

pozo), es decir, se deben cumplir las condiciones de contorno,

Ψ(ρ = R0) = 0 y Ψ(ρ = 0) <∞. (2.16)

De la condiciónΨ(R0) = 0, el espectro de las energı́as permitidas se determina

por los valores deR0 que resuelven las ecuaciones trascendentesJβ(γR0) = 0, con

χβs = γβsR0, dondeχβs es els-ésimo cero deJβ. De esta manera, se tiene la solución

R(ρ) = C1Jβ(γρ) = C1Jβ(
χβsρ

R0

).

Para la ecuación (2.14), se tiene la soluciónR(ρ) = C3Jβi(
χβisρ

R0

) + C4Nβi(
χβisρ

R0

),

dondeC3 yC4, son constantes. Es importante mencionar que para satisfacer la condición

de frontera dada por la ecuación (2.16), basta con escoger

C3

C4

= −Nβi(χβis)

Jβi(χβis)
. (2.17)

En contraste con lo que ocurre cuando el orden de las funciones de Bessel y Neu-

mann es real, ahora cualquier valor deχβs satisface la condición de frontera. Por tanto

dicha condición no restringe los valores que pueda tomarχβs.
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Desarrollando en series las funciones de Bessel y de Neumannalrededor del origen

(ρ = 0) se encuentra que, a primer orden y cuando el ı́ndice es complejo (a < −1
4
),

estas funciones van como

Jβi

Nβi







≈ cos(β ln x) ± i sin(β ln x)

(βi)!
, (2.18)

donde! denota la función factorial. Ninguna de ellas está definida en el origen. Véase

más adelante figura 3.14. Sin embargo|R(ρ)|2 de ambas funciones sı́ tiene un valor bien

definido, como se puede observar en las gráficas de las figuras2.3, 2.4 y 2.5.
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Las gráficas de las figuras 2.3, 2.4 y 2.5, ilustran la distribución de probabilidad radi-

al, para los tres primeros estados cuánticos con distintosvalores del parámetroβ. Nótese

que para valores pequeños deβ, las funciones de probabilidad exhiben el numero de os-

cilaciones correspondiente al orden del estado cuántico.Mientras que para valores más

grandes deβ, oscilaciones adicionales de amplitud menor aparecen cerca del origen.

Por otra parte, mientrasβ se incrementa aún más, el numero de oscilaciones también

se incrementa, llevando a perfiles con mucho más oscilaciones, para los cuales apenas

puede distinguirse entre las curvas de cada estado diferente, incluso para el estado base

y el primer estado excitado. Esto se puede comprender, si se escribe el hamiltoniano

(2.2) en la siguiente forma

Ĥ = − h̄
2∇2

2m
+ V =

p̂2
ρ

2m
+
Ĥφ

ρ2
+

p̂2
z

2m
, (2.19)

donde se define

Ĥφ = − h̄2

2m

d2

dφ2
+ f(φ); (2.20)

f(φ) = C cos 2φ y p̂z = −ih̄ d
dz
.

De (2.19) se sigue que la ecuación de Schrödinger para la parte radial y angular puede

escribirse como

ĤΨ =
p̂2

ρ

2m
Ψ +

Ĥφ

ρ2
Ψ = EΨ. (2.21)

De la ecuación (2.10) se sabe queΨ también satisface

ĤφΨ =
h̄2a

2m
Ψ. (2.22)

Por sustitución directa de (2.22) en (2.21), se obtiene

p̂2
ρ

2m
R =

(

E − h̄2a

2mρ2

)

R, (2.23)

recuérdese quea = β2 − 1
4
.
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Por lo tanto, para valores negativos muy grandes dea, la energı́a de enlaceEe aso-

ciada conR, puede escribirse de la siguiente manera,

Ee = E + (h̄2a/2mρ2). (2.24)

Nótese de la ecuación (2.24), que cuandoρ es muy pequeña, este potencial no es

despreciable, lo que ocasiona que cada estado tenga una energı́a adicional que se refleja

en el número de oscilaciones, por esta razón el estado basepor ejemplo, se ve como si

se tratara de un estado excitado. Lo mismo sucede para estados subsecuentes. Esta in-

terpretación puede explicar porque aparecen muchas oscilaciones cerca del origen aún

para el estado más bajo.

Realizando los cambios de variable a variables adimensionales ρ̄ = ρ
R0

y z̄ = z
L

,

finalmente, la función de onda asociadaΨ(ρ̄, φ, z̄) se escribe como,

Ψ(ρ̄, φ, z̄)χ
βsλ

= N sinλπz̄Φ(φ)







Jβ(χβsρ̄), a ≥ −1
4

Jβi(χβisρ̄) + C4Nβi(χβisρ̄), a < −1
4
.

(2.25)

DondeN es una constante de normalización,s = 1, 2, 3 · · ·, λ = 1, 2, 3, · · · y β real

o imaginario, son los parámetros de cuantización.

A partir de la ecuación (2.8), se encuentra que los valores propios correspondientes,

dependen del número cuántico azimutalλ y de las raı́cesχβs de la parte radial, ası́ como

de las dimensiones, es decir, la alturaL y el radio del pozoR0. Éstos se relacionan

mediante la expresión

Eχ
βsλ

=
h̄2(α2 + γ2)

2m
=

h̄2

2m





(

λπ

L

)2

+
(

χβs

R0

)2


 , (2.26)

en donde hasta ahora,χβs puede tomar cualquier valor real yλ = 1, 2, 3, · · ·.
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Caṕıtulo 3

Análisis y discusíon de resultados

El objetivo fundamental de este capı́tulo, es analizar e ilustrar los resultados obtenidos.

La discusión se centra en la forma de las funciones de onda y sus respectivas densidades

de probabilidad, ası́ como en el cálculo del momento radialy del espectro de energı́as.

3.1. Funciones de onda y densidad de probabilidad

Ya que el interés está en la localización espacial de la partı́cula, especı́ficamente en la

dirección angular, se promedia la función de ondaΨ en todo un ciclo de su movimiento

en esta dirección. Fijando un valor del parámetroq y tomandor = 0, r = 1 y r = 13 que

respresentan el estado base, primer y segundo excitado, respectivamente; se encuentra

un valor caracterı́stico de la energı́aar(q) ó br(q), como se explicó anteriormente. Ver

gráfica 2.2. Introduciendo estos valores en las ecuaciones(2.11), se obtienen las gráficas

3.1, 3.2 y 3.3, que representan las funciones de onda normalizadas para los tres primeros

estados estacionarios. En éstas, se observa como la concavidad de la curva crece o de-

crece en función del parámetroq. En otras palabras, se puede decir que la anisotropı́a

del sistema es controlada con la intensidad de campoq del cuadrupolo.

3El hecho de tomarr = 1 para ambos estados primero y segundo, podrı́a traer confusión, sin embargo

debe notarse quer = 1, se utiliza para funciones pares e impares. Notación tomada de Abramowitz [12].
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Figura 3.1:Función de onda correspondiente al estado base, para distintos valores deq.
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Figura 3.2:Función de onda correspondiente al primer estado excitado, para diferentes valores deq.
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Figura 3.3:Función de onda correspondiente al segundo estado excitado, para diferentes valores deq.
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En el caso particular cuandoq = 0 no existe cuadrupolo y por lo tanto, la ecuación

(2.10), se reduce ad
2Φ

dφ2 + aΦ = 0, cuyas soluciones sonsin(
√
aφ) y cos(

√
aφ). Las

funciones de onda están representadas en la figura 3.4. En éstas, se puede ver que el es-

tado base es una lı́nea horizontal, mientras que el primer estado excitado está modulado

por una funciónSenoy el segundo por una funciónCoseno, dentro de la región de 0 a

2π. Esto concuerda con el caso del rotor rı́gido, en el cual se tienen estados degenerados.

Figura 3.4:Función de onda de los tres primeros estados del sistema para q = 0.
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Al tomar la solución completa de la función de ondaΨ, recuérdese que para ciertos

valores del parámetroa, la función se vuelve compleja en la parte radial. En este caso,

no es fácil graficar las funciones de ondaΨ correspondientes. No obstante, se pueden

graficar las densidades de probabilidad. Partiendo de la ecuación (2.25), se grafica la

densidad de probabilidad en 3D que corresponde al segundo estado excitado, esto sólo

con el objetivo de ilustrar la situación. La gráfica obtenida se muestra en la figura 3.5,

para generarla, se tomó un cero arbitrarioχβs, sin embargo, se recalca el hecho de que

éste no es el primero y por lo tanto, no corresponde al estadode energı́a más bajo. Véase

cuadro 3.1. También se fijṓz = ρ̄ =0.7.

Figura 3.5:Densidad de probabilidad en 3D, para el segundo estado excitado.
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Note que si se realizan cortes aρ̄ = cte en la gráfica de la figura 3.5, se obtienen

gráficas semejantes a las representadas en la figura 3.8. Algo análogo ocurre para los

dos estados restantes. Las gráficas de las figuras 3.6 y 3.7, representan las respectivas

densidades de probabilidad asociadas a los estados base y primer excitado. En éstas,

se deduce que la posibilidad de encontrar a la partı́cula dentro de la región de confi-

namiento, es más probable en la dirección paralela al ejeY , es decir, la probabilidad se

encuentra distribuida, sobre las lineas de campo ubicadas alo largo de este eje, alcan-

zando su máximo enπ
2

y 3π
2

. En relación al segundo estado en la figura 3.8, se observa

como la partı́cula se confina más en la dirección perpendicular al ejeY , aunque ésto

sólo ocurra para intensidades pequeñas en el campo del cuadrupolo, pues a medida que

la intensidad aumenta, la probabilidad se concentra hacia la región paralela aY .
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Figura 3.6:Densidad de probabilidad correspondiente al estado base, para distintos valores deq.
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Figura 3.7:Densidad de probabilidad correspondiente al primer estadoexcitado, para distintos valores deq.
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Figura 3.8:Densidad de probabilidad correspondiente al segundo estado excitado, para distintos valores deq.
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ó
b
r (q)),

to
m

a
valo

res
n

eg
ativo

s
y

q
u

e
p

o
r

lo
tan

to
,

cu
an

d
o

a
<

−
14 ,

elo
rd

enβ
d

e
las

fu
n

cio
n

es
d

e
B

esselen
la

d
ep

en
d

en
cia

rad
ial,se

vu
elve

im
ag

in
ario

.

E
lh

ech
o

d
e

q
u

e
la

fu
n

ció
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para obtener finalmente,

< p̂ρ̄ >= −N
2h̄i

4λ

(

λπ − sin 2λπ

2

)

J2
β(χβs) = 0, (3.3)

puesto queλ = 1, 2, 3, · · · y χβs denotan raı́ces de la función de Bessel.

De manera análoga, se calcula< p̂ρ̄ >, cuandoa < −1
4
. Definiendoν = βi, la

función de onda (2.25) toma la forma,

Ψ(ρ̄, φ, z̄)νsλ = N sinλπz̄Φ(φ)

(

Jν(χνsρ̄) −
Jν(χνs)

Nν(χνs)
Nν(χνsρ̄)

)

, (3.4)

entonces

∂Ψ

∂ρ̄
= N sin λπz̄Φ(φ)

(

J ′
ν(χνsρ̄) −

Jν(χνs)N
′
ν(χνsρ̄)

Nν(χνs)

)

,

Los resultados en la parte axial y angular, son los mismos queen el caso anterior,

por lo tanto,

< p̂ρ̄ >= −N
2h̄i

4λ

(

λπ − sin 2λπ

2

)

Ω 6= 0, (3.5)

donde la integral sobrēρ, se define como,

Ω =
∫ 1

0

(

J−ν(χνsρ̄) −
J−ν(χνs)N−ν(χνsρ̄)

N−ν(χνs)

)

[(

J ′
ν(χνsρ̄) −

Jν(χνs)N
′
ν(χνsρ̄)

Nν(χνs)

)

+
1

2ρ̄

(

Jν(χνsρ̄) −
Jν(χνs)Nν(χνsρ̄)

Nν(χνs)

)]

ρ̄dρ̄. (3.6)
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La gráfica de| < p̂ρ̄ > | como función deχνs se muestra en la figura 3.9. Nótese

como tiene un comportamiento oscilatorio. Más aún se anula para valores especı́ficos

deχνs. Debido a que es de esperarse que fı́sicamente un estado ligado tenga un valor

de< p̂ρ̄ > nulo, la condición< p̂ρ̄ >= 0 permite determinar los valores deχνs que

corresponden a estados ligados.

En este caso se fija un valor del parámetroβ. De esta manera, se encuentran aque-

llos valores deχνs en los cuales< p̂ρ̄ >= 0. Se usa este resultado como un forma

alternativa, para cuantizar la energı́a. Por ejemplo, siβ =0.25i, los tres primeros ceros

correspondientes sonχν1 =2.18,χν2 =5.39 yχν3 =8.57. Véase gráfica de la figura 3.9.

Utilizando el mismo valor deβ =0.25i, se calculan mediante la relaciónβ =
√

a+ 1
4
, los valores caracterı́sticosar ó br, obteniéndose los siguientes resultadosa0(q) =

−0.18,b1(q) = −0.31 y a1(q) = −0.31. Resolviendo cada una de estas ecuaciones

trascendentes paraq, se encuentraq(a0) =0.62,q(b1) =1.16 yq(a1) =7.86.

Las densidades de probabilidad, obtenidas mediante la parametrización del momen-

to lineal radial de la gráfica 3.9, se muestran en las gráficas de las figuras 3.10, 3.11 y

3.12. Aquı́ se observa como para el primer estado excitado, la distribución de probabil-

idad se modifica respecto de los casos anteriores y se concentra más entreπ y 2π.

Esta forma de cuantizar implica que se pueden obtener los estados para los cuales

< p̂ρ̄ >= 0, controlando la intensidad de campoq en el cuadrupolo.
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Figura 3.9:Gráfica del valor esperado del momento lineal radial en función de χβs , para distintos valores deβ. En la gráfica

p = | < p̂ρ̄ > |.
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Figura 3.10:Densidad de probabilidad, para el estado base con un valor del parámetro

ν =0.25i.

Figura 3.11:Densidad de probabilidad, para el primer estado excitado con un valor del

parámetroν =0.25i.

Figura 3.12:Densidad de probabilidad, para el segundo estado excitado con un valor del

parámetroν =0.25i.
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3.3. Espectro de enerǵıas

Una vez encontrado el valor dear(q) ó br(q) como ya se explicó anteriormente,

mediante la relaciónβ2 = a + 1
4

se calcula el valor deβ, que es el orden de la función

de Bessel real y de las funciones de Bessel y de Neumann en el caso complejo. En el

cuadro 3.1 se presentan los valores obtenidos de tales parámetros.

q a0 b1 a1 β βi s λ χβs

0 0 0.5 1 1 3.14

0 1 1.11 1 2 3.99

0 1 1.11 1 3 3.99

1 -0.45 0.45 1 -

1 -0.11 0.37 1 2 2.96

1 1.85 1.45 1 3 4.43

5 -5.8 2.35 1 -

5 -5.79 2.35 2 -

5 1.85 1.45 1 3 -

25 -40.25 6.32 1 -

25 -40.25 6.33 2 -

25 -21.31 4.58 3 -

50 -86.11 9.26 1 -

50 -86.11 9.26 2 -

Cuadro 3.1:Valores de la energı́a propia, representados porar(q) y br(q) en donde se

tomó q = 0, 1, 5, 25 y 50. El subı́ndicer = 0, 1, 2 · · · denota los estados base, primer y se-

gundo excitados respectivamente. También se dan los valores de otros parámetros comos, λ,

χβs y β. El subı́ndicei denota que el valor deβ es imaginario.
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La figura 3.13, muestra algunas gráficas de las funciones de Bessel de orden real

(a ≥ −1
4
), obtenidas en la dependencia radial para diferente ordenβ. Los cerosχβs cor-

respondientes, se encuentran en el cuadro 3.1. Con base en estos resultados, se puede

calcular el espectro de energı́as.

Figura 3.13:Funciones de BesselJβ cuandoa ≥ −1
4 .

Nótese que cuando la función de onda radial es compleja (a < −1
4
), el primer cero

χβs, y del cual depende la energı́aEχ
βsλ

según la ecuación (2.26), no está determina-

do. Véase gráfica de la figura 3.14. Aquı́ se tomó una sóla gráfica para ejemplificar,

aunque todas tienen un comportamiento similar de acuerdo con (2.18). En este caso,

para cuantizar la energı́a se toman aquellos valoresχβs de la sección 3.2, para los cuales

< p̂ρ̄ >= 0.

46



Figura 3.14:Funciones de Bessel y de Neumann;Jβi+Nβi complejas,a < −1
4 .

A partir de la ecuación (2.26), se calcula el espectro de energı́as que se ilustra en la

figura 3.15. Para cuantizar la energı́a, se tomaron los ceroscorrespondientes aβ =0.25i

de la gráfica 3.9;χν1 =2.18,χν2 =5.39 yχν3 =8.57. Además se tomó la masa del

electrónme =9.1095×10−31kg, h̄ =1.0545×10−34Js y las dimensiones del pozoL =

R0 = 10RBohr =5.29×10−10m. RBohr =0.529×10−10m, que se usa aquı́ simplemente

como una unidad de distancia conveniente.

Figura 3.15:Valores propios de un potencial cuadrupolar dentro de un pozo ciĺındrico.
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Caṕıtulo 4

Conclusiones

Se ha planteado y resuelto el problema teórico de encontrarla solución a la ecuación

de Schrödinger para una partı́cula confinada en un pozo cil´ındrico infinito con un cuadrupo-

lo bidimensional en su centro. Se muestra que la función de onda en la parte angular de

este potencial anisotrópico puede ser expresada en términos de funciones periódicas de

Mathieu, mientras la parte radial es escrita en términos delas funciones de Bessel y de

Neumann de orden real e imaginario, para pequeños y grandesvalores deq, respecti-

vamente. Por simplicidad en los cálculos, se limitó a trabajar sólo con los tres primeros

niveles de energı́a. No obstante, la metodologı́a utilizada es aplicable a cualquier otro

estado cuántico.

Cuando la función de onda es real, se encuentra que en los estados base y primer

excitado, la posibilidad de encontrar a la partı́cula dentro de la región de confinamien-

to es más probable en la dirección paralela al ejeY del cuadrupolo. Para el segundo

estado excitado, la curva de probabilidad sugiere que la partı́cula tiende a encontrarse

en la dirección perpendicular aY , aunque esto sólo ocurra para intensidades pequeñas

en el campo del cuadrupolo. Se observa que a medida que esta intensidad aumenta, la

distribución de probabilidad se concentra hacia la región paralela. Ası́, que es más prob-

able localizar a la partı́cula en esta dirección.
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Las peculiaridades de la solución para valores grandes deq, escrita en términos de

las funciones de Bessel y de Neumann de orden imaginario, sondos. Primero, pueden

satisfacer las condiciones de frontera sin imponer alguna restricción sobre los parámet-

ros de la solución, y segundo, el valor esperado del momentoradial no es nulo. En este

caso, se propuso un método alternativo para cuantizar la energı́a, encontrando aquellos

valores en donde el valor esperado del momento lineal radialse anula, lo cual corre-

sponde a los estados ligados del sistema. Para esta situaci´on, sólo el primer estado se

comporta diferente en relación al caso real, pues ahora la distribución de probabilidad

se dá de igual manera en dirección paralela, pero se concentra más en la región com-

prendida entreπ y 2π, alcanzando su máximo en3π
2

.

En este trabajo, también se muestra la expresión del operador de momento radial

en coordenadas cilı́ndricas y la importancia de redefinir elhamiltoniano, para que este

operador sea autoadjunto.

La anisotropı́a de este sistema, la cual puede ser teóricamente controlada cambiando

la intensidad de campo del cuadrupolo y cuya densidad de probabilidad se concentra en

ciertos sectores de ángulo, podrı́a aprovecharse para modelar una punta de canteliver. Es

importante recalcar que una descripción más realista de este proceso, se verı́a favorecida

si se consideran pozos de paredes finitas.

Se espera que los resultados surgidos de este trabajo contribuyan de alguna manera a

impulsar el estudio de diversos modelos de confinamiento conun grado de complejidad

cada vez mayor en su simetrı́a, que permita en la medida que seavance, un acercamiento

hacia una descripcción lo más realista posible.
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