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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Antecedentes

Las ecuaciones diferenciales parciales (EDP) son entidades matemdticas da-
das como una relacién de cambio con respecto a dos o mds variables (derivadas
parciales) que nos permiten modelar una gran variedad de sistemas y asf al resol-
verlas predecir el comportamiento de dichos sistemas. Propiamente, los modelos
de los sistemas son las soluciones de las ecuaciones pues son ellas las que mode-
lan el comportamiento de los sistemas.

Una ecuaciéon diferencial tiene la forma

Lu = fo (1.1.1)

donde .Z es un operador diferencial simétrico de segundo orden, el cual es una
entidad que transforma una funcién a otra en términos de una suma de deriva-
das parciales.

Ahora bien, tenemos dos métodos para obtener la solucién de una EDP que son:

= Métodos Analiticos: Los cuales consisten en obtener la funcién exacta que
satisface la ecuacion.

= Métodos Numéricos: Los cuales consisten en obtener un sistema de ecua-
ciones para un numero finito de puntos en el dominio del problema que al
resolverlo nos arroja un valor cercano a el valor que arrojaria la funcién
que satisface la ecuacién de forma exacta.

Los primeros son poco utilizados pues son pocas las EDP que aparecen en siste-
mas fisicos de las que se obtiene una solucién exacta, mientras que los segundos,
gracias al desarollo computacional actual, han tenido un gran avance y son uti-
lizados frecuentemente pues podemos encontrar soluciones aproximadas. Obvia-
mente estas soluciones aproximadas estan restringidas por la propia capacidad
computacional que tenemos, pero en general nos dan muy buenos resultados.
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Como ya dijimos, para obtener una solucién exacta tendriamos que resolver la
EDP de forma analitica y con eso conoceriamos el comportamiento del sistema
en cualquier punto donde se cumpla la ecuacion diferencial, como ya sabemos,
pocas EDP que nos interesan tienen solucion analitica, es por eso que cuando
queramos obtener la solucion numérica tendremos que discretizar el dominio de
la EDP para obtener la soluciéon aproximada solo en ciertos puntos del dominio
y tendriamos tantos grados de libertad como de puntos donde queremos la so-
lucién aproximada.

Sea D el espacio de funciones definidas en el dominio de .£. Entonces aproximar
la solucién u consiste en encontrar una funcion @ la cual esté en un subespacio
D € D, la cual satisfaga el operador de la ecuacion en M puntos distintos. asi la
solucion esta dada por

Zi(z) = [(z) (1.1.2)

Donde z se refiere a los puntos donde se satisface la ecuacion.

En esta tesis nos enfocamos al estudio de ciertos métodos numéricos aun que
de forma mas general la clasificacién de los métodos numeéricos para las EDP se
basa en el procedimiento utilizado en la discretizacién.

El procedimiento general para la formulacién de los Métodos Numéricos de las
EDP consiste en sustituir la EDP por un sistema de ecuaciones algebraicas con
un ndmero finito de ecuaciones y de incégnitas (sistemas con un ndmero finito
de grados de libertad). A ese proceso se le llama discretizacién de la EDP.

Se clasifican segiin su método de discretizacién en:

1. Diferencias Finitas: Consiste en aproximar las derivadas que in-
tervienen en las ecuaciones en ciertos puntos del dominio usando
polinomios de interpolaciéon.

2. Elementos Finitos: Se introduce una particién en el dominio del
problema y con base en dicha particién se introducen funciones
aproximantes y la solucién se expresa como una superposiciéon de
las funciones aproximantes. Finalmente los coeficientes en esta
expansion se obtienen utilizando el método de residuos pesados.
Este procedimiento consiste en imponer la condicion de que el
residuo en la ecuacién diferencial sea cero cuando se le aplican
funciones de peso de una familia previamente seleccionada.

3. Colocacion: Este método es similar al de Elementos Finitos salvo
que los coeficientes en la expansion de la solucién, en lugar de
utilizar el método de residuos pesados, se obtiene imponiendo
la condicién de que el residuo se anule en algunos puntos del
dominio. A estos puntos se les llama puntos de colocacién.
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De los métodos de colocacién el procedimiento mas ampliamente utilizado por
su efectividad, es el de Colocacién Ortogonal. Para el caso de una dimension,
este consiste en escoger los puntos de colocaciéon como los puntos Gaussianos de
los subdominios de la particién, dichos puntos Gaussianos se obtienen con base
en las raices de los polinomios de Legendre.

Lanczos [25] introdujo el concepto de Colocacién Ortogonal cuando realizé una
extension de su trabajo relacionado a la solucién de ecuaciones diferenciales por
series de potencias truncadas y el uso de un polinomio de orden n, seleccionando
como puntos de colocacién los llamados ceros del polinomio de Chebysheff de or-
den n. El uso de polinomios por tramos [24] para calcular la solucién aproximada
en el trabajo de Russell [31] permitié un andlisis mds sencillo de la colocacién
yva que los uso como funciones base para llevar a cabo la aproximacién. DeBoor
[6] se enfocd en ubicar los puntos de colocacién con respecto a cada subregion,
con lo cual demostré que si se hacian coincidir los puntos de colocacién con las
raices de los polinomios de Legender se maximizaba la precisién para problemas
unidimensionales.

Otros autores, como Brill [2] comentan que los trabajos realizados antes de 1983
estan basados solo en discretizaciones de colocacién de ecuaciones diferenciales
parciales y estuvo enfocado a estimar su precision. A partir de ese momento
el trabajo se volcé hacia los métodos iterativos para solucionar los sistemas de
ecuaciones lineales que se obtienen de las discretizaciones del propio método de
colocacién ortogonal.

Ahora una pequena resena de lo que fué el trabajo en aquellos anos.

» Dyksen [8] compara el método de colocacién estandar con el método de
Galerkin y observa que el primero es més eficiente y utiliza métodos como
eliminacion gaussiana y la factorizacién de Cholesky para resolver los sis-
temas lineales.

= Houstis [21] desarrolla un paquete computacional que soluciona ecuaciones
elipticas en dos dimensiones con discretizacién de colocaciéon ortogonal.

= Cristara [5] lleva a cabo la paralelizacion de la solucién de la discretizacion
mediante colocaciéon empleando splines cuadraticos en vez de los ctbicos
sobre una méquina paralela hipercubo.

= La paralelizacién via descomposicion de dominios para el método de colo-
cacién la inicié Zampieri [33] quien la aplica a la solucién de elasticidad
lineal.

= Herrera [15] también desarrolla un algoritmo de descomposicién de domi-
nios [17] para el método de colocacién, aplicandolo a problemas de trans-
porte y flujo subterraneo utilizando colocacién ortogonal.

= Robinson [30] también emplea el método de colocacién ortogonal estandar
aplicdndolo a ecuaciones diferenciales parciales con valores complejos.
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En afios recientes, nuevos y més efectivos procedimientos de colocacién han si-
do presentados. De manera general los métodos de colocacién se dividen en dos
grupos de acuerdo con su forma de abordar el problema. El primero, conocido
como métodos directos, busca la soluciéon usando las soluciones locales; estas
se ensamblan de tal manera que se satisfagan las condiciones de contorno en la
frontera exterior y las de continuidad a través de la frontera interior. El segundo,
conocido como métodos indirectos, construye funciones de peso especializadas
las cuales permiten obtener suficiente informacién en las fronteras interiores,
asi como definir problemas locales bien planteados en cada una de las subre-
giones del problema. Esta condiciéon asegura que la solucién global pueda ser
reconstruida localmente a partir de la informacién disponible [7].

1.2. El método de colocacion TH

Uno de los métodos de aproximacién basado en la discretizacion del dominio
por medio de elementos finitos es el propuesto por Trefftz en 1926 [32] y que ha
sido, especialmente desde que Jirousek y sus colaboradores lo mejoraron [23],
un modelo que se ha convertido en una herramienta computacional altamen-
te eficiente para la solucién de problemas con valor de frontera. En anos mas
recientes, Herrera interpretd el método de Trefftz como un método de Descom-
posicién de Dominio (DDM) [17] y propusé toda una teorfa basada en ello.

Las ventajas del método de colocacién Trefftz-Herrera (el cual abreviaremos
como método de colocacién-TH) sobre los métodos de colocacién ortogonal con
splines pueden proveer beneficios al tratamiento numérico de muchas clases de
Ecuaciones Diferenciales Parciales. Estas se deben al amplio alcance de la teoria
de Trefftz-Herera, en la cual la colocacién-TH esta basada.

Definimos como un dominio a un subconjunto conectado, de fronteras abiertas
con frontera Lipschitz continua [24]. Asi, consideremos un problema con valores
de frontera formulado en un dominio 2 C R™, con una frontera exterior 0 y
junto con una particién II con E subintervalos dada como

H = {917' o 7Qi7139i7"' 7QE717QE}

la cual genera una frontera interna denominada X..

Sea X;; = 0§2;N0QY; donde 012; y 02 son las fronteras de dos subregiones adya-
centes y entonces definimos como traza a la restriccion de una funcién cualquiera
v en la subregién X;;, pero como para esta funcién tenemos una restricciéon en
cada una de las subregiones vecinas involucradas, definimos a vy como el valor
de la funcién en ¥; y a v_ como el valor de la funcién en X;.

Asi, se asume que por cada i = {1,--- , E} hay un espacio lineal D(£;) cuyos
elementos son funciones definidas en €;, por lo tanto, el espacio de funciones D
esta definido como
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Cuando el espacio D esta definido por (1.2.1), una funcién v € D es una se-
cuencia finita de funciones u = (uq,--- ,ug) de tal forma que u;, € D(£2;). Se
asume que la traza de cada u; € D(€;) esta definida en cada punto de 99;, ex-
cepto posiblemente, para un conjunto de medida cero [24]. En cualquier punto
de 3, nuevamente con la posible excepciéon de un conjunto de medida cero, hay
definido un vector normal unitario n con sentido elegido de manera arbitraria
con respecto a ¥ tomando como el lado positivo el cual hacia el cual apunta n.
Asi, dada una funcién v € D, u = (u,--- ,ug), se definen dos trazas en cada
punto de ¥, las cuales se denotan como u4 y u_, respectivamente. De manera
general, uy # u_ [18].

Dadas estas definiciones introducimos las siguientes operaciones sobre funciones.

El salto de una funcién esta dado por

[u] =uy —u_
El promedio de una funcién esta dado por

1
u:§(u++u_)

Ahora es importante hacer notar que los espacios de funciones D(£2;) introduci-
dos aqui deben de ser formulados en términos de espacios concretos matemética-
mente determinados. Una alternativa viable son los espacios de Sobolev H?®((2)
[24], ya que estos ofrecen un marco tedérico apropiado para manejar funciones
completamente discontinuas [7]. Son asi especialmente importantes para esta
discusion esta clase de espacios y que definimos para nuestro problema como

H*(Q) = H(Q) @ - ® H*(Qp). (1.2.2)

Cuando H*(Q) cuenta con una norma [24]

E 3
[vlls,.om = { > ||Ua||§,9a} (1.2.3)
a=1

definida para cada © = (vy,--- ,vg) € H5(Q), se vuelve un espacio de Hilbert
[24].

En la metodologia-TH el primer paso es localizar el problema. Para esto, se
establece un procedimiento el cual permite construir la solucién global, defini-
da en todo el dominio, resolviendo exclusivamente problemas locales en cada
uno de los subdominios. La estrategia general para lograrlo consiste en obtener
informacién en la frontera interna ¥ de la particién, la suficiente para definir
problemas bien planteados que satisfagan la solucién exacta en cada uno de los
subdominios de manera separada. Se establece un objetivo de informacion en X
-informacién buscada- que posea cierta propiedad, que es escogida y definida de
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Figura 1.1: Dominio del Problema

antemano. Después se realiza una busqueda para obtener dicha informacién.

Existen dos categorias de procedimientos para llevar a cabo la busqueda: los
procedimientos de localizacion directos y los indirectos. En el método de loca-
lizacién directo, las soluciones locales del operador diferencial son usadas para
establecer condiciones de compatibilidad que la informaciéon buscada debe de
satisfacer. Estas condiciones derivan una forma general conocidas como condi-
ciones de Poincaré-Steklov [19]. Para este proposito, ciertas funciones de prueba
o de peso son usadas y a las cuales nos referiremos como funciones base optimas;
estas son en efecto soluciones locales de la ecuacién homogénea asociada con el
operador diferencial. El sistema de ecuaciones global derivado de esta manera
permite obtener la informacién buscada.

En el método de localizacién indirecto, por el otro lado, un sistema de funciones
de peso o de prueba, a las que nos referiremos como funciones de prueba optimas
con la propiedad de producir la informacién buscada en la frontera interna 3,
es exclusivamente desarrollado y aplicado. Dichas funciones de prueba dptimas
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son de hecho soluciones de la ecuacién homogénea asociada con el operador di-
ferencial adjunto. La idea de construir funciones de prueba dptimas surge de la
observacién de que en el método de residuos pesados la informacién acerca de
la solucién exacta que contiene la solucién aproximada depende del sistema de
funciones de peso que son aplicadas [7].

Para llevar un orden para acercarse a dichas funciones de prueba dptimas es
necesario tener un procedimiento para analizar esta dependencia. En el método
de localizacién indirecto, los ingredientes basicos de dicho andlisis son las for-
mulas de Green-Herrera [20] las cuales fueron originadas por Herrera y pueden
ser aplicadas atn cuando las funciones de peso y de prueba son discontinuas. Es-
tas funciones de prueba éptimas son aplicadas para derivar, como en el método
directo, condiciones de compatibilidad desde las cuales la informacién buscada
es obtenida.

Una vez que la informacién buscada es conocida en ¥, los problemas locales
con valores de frontera pueden ser resueltos de forma individual para obtener
la solucién en el interior de todos los subdominios de la particion. Este ltimo
proceso, al cual nos referiremos como interpolacion éptima, permite la construc-
cién de la solucién global en todo el dominio €2. Si cada uno de los pasos que
han sido descritos pueden ser llevados a cabo de forma exacta, la funcion que se
obtiene serd la solucién exacta de el problema original. Sin embargo, en general
esto no es posible.

Asi la colocacion-TH es un método niimerico que resulta cuando las aproxima-
ciones locales, en los subdominios de la particion, son llevados a cabo por medio
de la colocacién ortogonal.

1.3. Objetivo de la tesis

1.3.1. Objetivo General

El objetivo de este trabajo de tesis es desarrollar una aplicacién computacio-
nal que implemente el Método Niumerico Directo desarrollado por el Dr. Ismael
Herrera Revilla, explicando detalladamente los fundamentos mateméticos de la
discretizacién del dominio de las EDP, la teoria matematica desarrollada de la
cual derivan dichos métodos numéricos, los resultados a los que se pretende lle-
gar, las ventajas sobre otros métodos de solucién numérica asi como el diseno
de la aplicaciéon fundamentada en el paradigma de programacion orientado a
objetos, el cual ofrece una forma inovadora para la representacion de entidades
abstractas y que permiten una modelacién mas versatil asi como una forma més
eficiente para la organizacion y reutilizacién de codigo.
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1.3.2. Objetivos Particulares

Como objetivos particulares de esta tesis tenemos:

» Revision del Método de Colocacién.

= Descripcion de los métodos Directo e Indirecto que surgen de la teoria
desarrollada por el Dr. Ismael Herrera Revilla y colaboradores.

= Diseno y desarrollo de una aplicacién computacional que implemente el
Método Directo con un paradigma orientado a objetos.

= Contraste de resultados para medir su efectividad y eficiencia con respecto
al Método del Elemento Finito.

Asi, en el capitulo dos se hace una descripcion con relativo detalle del Méto-
do de Colocacién estandar en el que estdan basados los actuales trabajos desa-
rrollados en esta area. En el capitulo tres se presentan de forma detallada los
fundamentos matematicos de los cuales se obtiene la formulacién tedrica de los
métodos numéricos desarrollados por el Dr. Herrera-Revilla, se presentan las
formulaciones variacionales y las manipulaciones algebrdicas de las cuales de-
rivaran los métodos numéricos. En el capitulo cuatro se hace una exhaustiva
descripcién de los métodos obtenidos al discretizar el dominio de una forma de-
terminada y combinarla con el Método del Elemento Finito (FEM por sus siglas
en inglés) para la obtencién de la solucién en cada uno de los subdominios ob-
tenidos de la particién, es decir, en este capitulo se hace la presentacién formal
de los Métodos Directo e Indrecto, como operan, el desarrollo matematico para
su obtencién y los procesos matemadticos para la construcciéon de la solucién
numérica . En el capitulo cinco se presenta una breve descripcién de lo que es
el paradigma orientado a objetos asi como el diseno de la aplicacién, en el cual
se presentan las entidades matematicas y se modelan computacionalmente en
términos de objetos. En el capitulo seis se presentan los resultados obtenidos
con la aplicacién desarrollada asi como la convergencia de los resultados. En el
capitulo siete se presentan las conclusiones del trabajo desarrollado asi como
futuros trabajos y aplicaciones del mismo.



Capitulo 2

Método Convencional de
Colocacion

El método de colocacion es un procedimiento para la solucion de Ecuaciones
Diferenciales Parciales (EDP) con valores de frontera, que se basa en la apro-
ximacion de una funcién general por una clase de funciones més simples. Este
procedimiento es muy eficiente y aproxima a la solucién nimerica de la EDP
con un error de discretizaciéon pequetio [11]. La clase de funciones de aproxi-
macién méas comun es la de los polinomios, aun que también se pueden utilizar
funciones trigonométricas, exponenciales y racionales. De todas estas, la inter-
polacién polinomial es la més utilizada y por lo anterior se describira brevemente
el procedimiento de interpolacién para funciones a través de los polinomios de
Lagrange y la interpolacién con polinomios de méas alto grado como lo son los
polinomios de Hermite.

La funcién general que se quiere aproximar es la solucién de la EDP y es ex-
presada como la suma de aquellas funciones méas simples multiplicadas por un
coeficiente, que en principio es una incoégnita. El método de colocacion interpola
en puntos conocidos, llamados nodos, asi como en el interior de los interva-
los utilizando ciertos puntos de colocacion que por razones que no se analizan
aqui son los Puntos Gaussianos de cada intervalo. Los “ceros” del polinomio
de Legender son los puntos Gaussianos aqui utilizados [10]. Asf se construye un
sistema de ecuaciones para despejar el valor de los coeficientes.

El Método de Colocacién puede ser visto como un método de residuos pesados
[28] en el cual las funciones de peso w;(z) son tomadas para ser distribuciones
delta de Dirac, esto es, w;(x) = §(z — z;) para un conjunto de puntos de colo-
cacién x;. Las distribuciones delta de Dirac tienen la propiedad de que, para
cualquier funcién integrable f definida en un dominio abierto §2 y para cualquier
punto z; €  se tiene que [12]

/Qf(z)wz(x)dz = f(z;) (2.0.1)

11
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2.1. Interpolacion Polinomial

2.1.1. Polinomios de Lagrange

Dado un intervalo [a,b] € R se dice que un polinémio p(x) interpola a una
funcién f(z) en puntos definidos como xg, 1, , &y , donde a < xg < z1 <
-+ < x, <bes una particién, si y solo si

fl@))=p(z;); 1=0,---,n (2.1.1)

asi dada una funcién
f(z:) =i (2.1.2)
construimos n + 1 polinémios /;(x) de grado n (¢ =0,1,2,--- ,n), de modo que

en z; tome el valor 1 y en los restantes x; para j # ¢ nodos de interpolacién se
anule, es decir
li(x;) = bij (2.1.3)

1 parai=j
dij = .,
0 paraiz#j

se cumple que

lz(sc) — (-T — $0)($ — .%‘1) .. ($ — xi,l)(x — xiJrl) L. (x _ xn)

(i —xo)(ws — 1) - (w5 — wi—1) (@i — 2ig1) - (T — T) (2.1.4)

asi el polinomio

Liw) = > _li(@)y (2.1.5)

satisface que L(z;) = f(x;) y es a lo sumo, de grado n y se denomina Polinomio
de Interpolacién de Lagrange. Este polinomio pertence a C"[a,b] cuando se
utilizdn los n nodos para interpolar. Esto significa que tenemos un polinomio
que no presenta discontinuidades solo hasta la n — 1-iesima derivada.

Otra forma de interpolar es tomando mds intervalos [z;, 2;11] donde la interpo-
lacién se hace en m nodos donde construimos un polinomio de grado m — 1 de
la forma (2.1.4). Asi tendremos una coleccién de polinomios que “viven” sobre
los intervalos [z;_m,, ;] y que se sobreponen con los del intervalo adyacente. Es-
ta forma de interpolar se conoce como Polinomio de Interpolacion Lagrangiana
por tramos. Los nodos x; son comunes a dos intervalos adyacentes y marcan las
fronteras entre los intervalos. Entonces obtenemos un polinomio que pertenece a
CPla, b] y las discontinuidades ocurren en las derivadas en los nodos de frontera.
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2.1.2. Polinomios de Hermite

En algunos casos conocemos también el valor de la derivada en los nodos de
interpolacién, f’(z;) y con ello tenemos un orden mayor de continuidad por que
ahora podemos construir un polinomio que interpole en el valor de la funcién y
que interpole también en el valor de la derivada [11]. Una clase de polinomios
que satisfacen estas condiciones son los llamados Polinomios de Hermite los
cuales, en una interpolacién por tramos, pertenecen a C'[a, b].

Definimos los polinomios de Hermite para el intervalo (0,1) los cuales son

HY(z) =22% =322 +1 HY =622 — 6z
HO(z) = —223 + 3z HY = —622 4 62
Hl(z) =23 — 22242 HY =322 -4z +1
Hi(x) =23 — 22 HY =322 — 2z

donde, dados en los mismos terminos de ¢;;, para el intervalo (0,1), tenemos
que

d
H}(x;) = bi; @H?(ﬂfj) =0
d
@Hf(l"j) =0y Hl(z;)=0

para j =0,1y xg=0,21 =1

Ahora necesitamos escalar y normalizar los polinomios para el intervalo [a, D]
donde a = 9 < 1 < -+ < x, = b asi los polinomios cibicos h$(x), para
a=0,1ei=0,---,n, se definen como

Ti41— T4
H)(Z=2=L) paraz; 1 < < x4

Ti—Ti—1

ho —

(3

(2.1.6)

{Hg( L=Li ) para x; < T < Tiy1

i ; 2.1.7
! AHM(Z=2=L)  parax; <z <4 ( )

b {AHol(m)) para ; < & < Ti4q
Ti—Ti—1
para A = ;11 — x;
Ast dados {f(x;), f'(z:)}, existe el polinomio Unico

n

Fla) =" [ (@) f(@s) + hi(2) [ ()] (2.1.8)
=0
2.2. Descripcion del Método Convencional de
Colocacién en 2 Dimensiones

Definimos el operador diferencial como
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Lu=—-v"(a vu)+v- (bu)+ cu (2.2.1)

para el problema dado
Lu=f (2.2.2)
en un dominio en dos dimensiones @ = [0,1] x [0,1] generamos una particién

rectangular homogénea II con E subintervalos dada como

O={Q, -, Q1,Q, -, Qp_1,08}

con E; nodos en el eje x y E, nodos en el eje y. Lo que nos da E = (E, —
1)(Ey — 1) elementos en el dominio.

Ahora definimos un conjunto de puntos de colocacion, que seran los puntos
gaussianos mapeados en cada dimension, para cada elemento 2 y aproximamos
la solucién u con la funcién 4 por medio de polinomios de Hermite, para lo cual
requerimos de dos puntos de colocacién por eje para un total de cuatro por
elemento, es decir como

fg Gy = {usghth  Z5 2k + 25 TS + oy

Tplnly (2.2.3)

Donde ¢ =0,--- , B, —1y j=0,---,FE, — 1y definen un elemento 2.
Asi los vectores 1;; ¥ ¢;; tendran la siguiente estructura

8ui]’ 6’&1‘3‘ 82uij

U 2.24
U’U (ulJ ’ (995 ’ ay ’ 8x8y ) ( )
¢i; = (RORO, LAY, hORY, hin}) (2.2.5)

donde ;; es el vector de los coeficientes del polinomio de aproximacién, que en
principio son incognitas, y ¢;; los propios polinomios de aproximacién.
Adoptandose esta notacién en lo subsecuente, donde h?(x)hf (y), para a =0, 1
y 8 = 0,1, son polinomios cibicos de Hermite por pedazos con soporte en los
intervalos que intersecta el nodo (x;,y;) en el elemento € ,excepto en los nodos
de frontera, en cuyo caso los polinomios dados interpolan con la condicién de
frontera.

La solucién en todo el dominio se da como

£ Z 3u Ouj 0%u;
f I 040 4 Uij 04 9Yijpopt ij 1
_ZZUU ZZ{uUhh hihg T3y 1t aay hihj}
=1 j5=1 =1 j5=1
(2.2.6)
Ahora, la solucion aproximada @ debe de satisfacer las ecuaciones de colocacion:
(Zi—fle,.=0e=1,---FE (2.2.7)
Donde, para cada e = 1,--- |E y (551'711/@) son los Puntos Gaussianos de la

particién €.
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Dado lo anterior, podemos construir un sistema de ecuaciones de la forma
At = f (2.2.8)

Ahora si sustituimos (2.2.6) en (2.2.7) el sistema de ecuaciones resultante es

A Ou,j Ou;j 0%u;;
i ZhORY Y Lhln? YO+ L 2Rty — =0
2> (uig LW + 5 LN+ 25 b LI + o Lhik) — f
=1 j=1 xf,y;’
(2.2.9)
Donde
Aij = ngijzg,y; (2.2.10)
Ji = Joeye (2.2.11)
Ujj = ﬁx;,y;t (2.2.12)

Y cuyo sistema en forma matricial de (2.2.9) queda como
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Se construye asi el sistema de ecuaciones, en el que se requieren los coeficientes
para el polinomio de interpolacién para cada nodo de la discretizacién. Asi,
dado que existen cuatro grados de libertad por nodo, entonces el nimero de
incognitas es de 4(E, + 1)(E, + 1). Para condiciones de frontera tipo Dirichlet,

se puede observar que se conocen en las fronteras derecha e izquierda u y g—’;,

la derivada se obtiene por diferenciacién y de manera similar se conocen u y %
en las fronteras superior e inferior. Asi, se conocen tres valores en cada nodo
esquina y dos valores en el resto de los nodos de frontera, lo que da un total de
4(E,+ E, +1) valores conocidos. Al sustituir las condiciones de frontera resulta
un sistema matricial 45, F, x 4FE,E, con una una estructura heptadiagonal.
Al resolver dicho sistema de ecuaciones obtenemos el valor de las incégnitas de
U;j que serdn los valores numéricos de la solucién aproximada de la EDP en los
nodos internos del dominio. Para una descripciéon mas detallada del método en
una dimensién y con distintos grados de polinomios de interpolacién veasé el
Apéndice A.



Capitulo 3

Formulas de Green para
Funciones Discontinuas y
Problemas con Saltos
Prescritos

Los Métodos de Elementos Finitos con Funciones Optimas son métodos avan-
zados de colocacion ortogonal. Estos métodos de colocacion estan basados en la
teorfa de Descomposicién de Dominio ver, [16], [17] y [19]. El concepto bésico
unificado de esa teoria consiste en interpretar a los métodos de Descomposicion
de Dominio como procedimientos para obtener informacién acerca de la solu-
cién buscada en la frontera interna X, la cual separa los subdominios unos de
otros. Se busca la suficiente informacién para definir problemas bien planteados
en cada uno de los subdominios (a los cuales nos referiremos como “proble-
mas locales”). De esta manera, la solucién puede ser reconstruida resolviendo
exclusivamente dicho tipo de problemas [19].

3.1. Nociones preliminares y Notacion

El espacio de funciones a considerar se denota como D. Tambien conside-
ramos operadores lineales funcionalmente valuados de la forma P : D — D*,
donde D* es el espacio dual de D, esto es, D* es el espacio lineal cuyos elementos
son funcionales lineales valuados a los reales y definidos en D [24]. Asi, dado
f € D*, su valor f(v) para cualquier v € D, se denota como (f,v), mientras
que Pu € D* seré el valor de P : D — D* para cualquier v € D. Por lo tanto,
dado P : D — D*, la expresién (Pu,v) define un funcional bilineal [20] inico en
D x D y establece una correspondencia uno a uno entre la clase de operadores
lineales funcionalmente valuados que estamos considerando y cada uno de los
funcionales bilineales [18]. Ahora, dado P : D — D*, adoptamos la notacién P*

18
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para definir el operador P* : D — D* definido como

(P*u,wy = (P*w,u) V(u,w) € D x D (3.1.1)

esto es, P*, como una forma bilineal, es el transpuesto de P. Dado f € D*
y u € D, la ecuaciéon Pu = f es una igualdad entre los funcionales lineales y es
equivalente con

(Pu,w) = (f,w) Yw € D (3.1.2)

3.2. Férmulas de Green-Herrera

Sean .Z y £* el operador diferencial y su adjunto respectivamente.
Consideramos el operador diferencial

Lu=—-v-(a - vu)+v-(bu)+ cu (3.2.1)

y a su operador diferencial adjunto

g*w:_v,(g.Vw)_b.vU}_}cw (3.2.2)

entonces hay una forma bilineal vectorialmente valuada D(u,w) tal que

wLu — uwL wdr =<7 - D(u, w) (3.2.3)

integrando ambos lados de la ecuacién

/Q{w.i”u —uL wldr = /QV - D(u,w) (3.2.4)

aplicando el teorema generalizado de la divergencia [26], se tiene la siguiente
formula de Green-Herrera[20].

E
Z/ wa,, - Judx = / wa,, - Judxr — / [wa,, - Vu]dx. (3.2.5)
i=1 7 0% o0 =

La formula anterior es una extensién del teorema de la divergencia, en el cual se
incluye la notacién con respecto al vector normal, que ya definimos, agregando
la notacién a,, = a - n. Dicha formula es valida aun si los coeficientes de £
tienen saltos discontinuos en ¥. El vector normal, se toma sobre ¢ de la forma
en la que ya explicamos, mientras que desde € y €2; se toma hacia afuera sobre
00 y 08; respectivamente.

Donde el lado derecho de (3.2.4) lo podemos representar también como

/ v - D(u,w) = D(u,w) - ndx — / [D(u,w)] - ndz. (3.2.6)
Q o0 b
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en la cual
[D(u, w)] = D(4, [w]) + D([u] , ) (3.2.7)

Ahora introduciremos un conjunto de funciones bilineales, a saber, B(u,w),
C*(u,w), J(u,w) y K*(u,w). Las dos primeras definidas en 02 y las restantes
en X, de tal forma que

D(u,w) -n = Blu,w) — C*(u,w); en O (3.2.8)
— [D(u,w)] - n =T (u,w) = K*(u,w); en X (3.2.9)

para operadores con coeficientes continuos unas definiciones que satisfacen (3.2.9)
son

J(u,w) = —D([u] ,w) -ny K*(u, w) = D(4, [w]) (3.2.10)
aplicando (3.2.5) en (3.2.10) se tiene la siguiente formula de Green-Herrera[20].

/ wLudr— B(u,w)dw—/ J(u, w)dx =
Q o0 by

/uiﬁ*wdm— C*(mw)dm—/lC*(u,w)dm (3.2.11)
Q o0 b

donde C*(u,w) = C(w,u), aclarado lo anterior introducimos la siguiente nota-
cién:

(Pu,w) :/waud:t; (Q"u, w) :/Qu.,?*wdm; (3.2.12)
(Bu,w) = /89 B(u, w)dz; (C*u,w) = /aQ C* (u, w)dx; (3.2.13)
(Ju, w) :/Ej(u,w)dx; <K*u,w>=/EIC*(u,w)dx; (3.2.14)

con estas definiciones P, B, J, Q*, Cx y Kx son funcionales bilineales de valor
real definidas en D x D y la ecuacién (3.2.11) puede ser reescrita como

(P-B—Ju,w) =((Qx—Cx*—Kx)u,w); Y(u,w)eDxD  (3.2.15)
o de manera simplificada

P-B-J=Q"-C*—K* (3.2.16)
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3.3. Planteamiento del Problema con Valores de
Frontera y Saltos Prescritos (BVPJ)

Dado el dominio 2, sea una particiéon de ese dominio

OI={Q, -, Qp_1,0}

la cual genera una frontera interior denominada 3.

Sea la ecuacién diferencial parcial eliptica

sujeta a condiciones de frontera de Dirichlet en la frontera externa del dominio,
01), y a condiciones de salto en la frontera interna 3. Asumimos que uy y ux
son cualesquiera funciones que satisfacen las condiciones de frontera y de salto
respectivamente. Dichas condiciones pueden ser formuladas como

u=up = g;; en 0f) (3.3.2)
[u] = [ug] = j%; en (3.3.3)
Ou| [Ous | _ .
{an} = [%U] =js; en X (3.34)

se supone que las condiciones de frontera y de salto se dice que son compatibles;
es decir que cuando existe una funcién ugys, tal que se cumplen

[ugs] = [us] en X (3.3.5)
[agff] = Pgﬂ en S (3.3.6)
Ugs, = Uy en 0N (3.3.7)

3.4. Formulaciéon Débil del Problema Eliptico de
Segundo Orden

Ahora para resolver el problema eliptico de segundo orden definimos ug € D,
ug € Dy ux, € D como funciones que satisfacen la ecuacién diferencial, las
condiciones de frontera y las condiciones de salto respectivamente y definimos

f=Pug€eD (341)
g=DBuseD (3.4.2)
j=Jus €D (343)
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expresamos ahora las férmulas de Green-Herrera en términos del problema
eliptico de segundo orden donde

D(u,w) =a-(uvyw—w u)+ buw (3.4.4)

descomponemos el término anterior como describen (3.2.8) y (3.2.9) y obtenemos

B(u,w) = u(a,, - yw + byw) y C*(u, w) = w(a,, - Yu) sobre 0N (3.4.5)
I (u,w) = [a, - ulw = [u] @, - Yw + by w
K*(u,w) = ([a, - yw] + byw))i — [w] @, —u (3.4.6)

la solucién u debe de satisfacer
(P=B—=Ju,w) =((f —g—7j)w) (3.4.7)

y de manera equivalente tenemos que

(Pu,w) = /Qw.fudxz /wadm: (f, w) (3.4.8)

(Bu,w) = igu(g~vw+bw) -nds = fggg(g-vw—l—bw) -nds = (g, w)
(3.4.9)
<Jua w> = <J07_l,,’w> + <J1’LL, w>

:7/2[u](g~vw+.bw)onds+/zw[g~vu]~nds

:—/j% ] <g-vw+bw>'nds+/jéwds:<j%,w>+<j§,w>
> >

— (. w) (3.4.10)



Capitulo 4

Método de Elementos
Finitos con Funciones
Optimas (FEM-OF)

4.1. Descomposiciones Conjugadas

Con las definiciones dadas en el capitulo anterior el BVPJ tendra su formu-

lacion débil como
(P-B-Jju=f—-—g—3j (4.1.1)

Que es el la formulaciéon en términos de los datos.

Y por (3.2.16) como
(@ —C —KYu=f—g—j (41.2)
Que es la formulacién en términos de la informacién complementaria.

De forma general se asume que existe una solucién u del BVPJ y es tnica.
Esto implica que las condiciones de salto y de frontera son compatibles entre
ellas. Con esto se quiere decir que existe una funcién ugs € D de tal forma
que Bugy = g v que Jugy = j. Asi en lo subsecuente se reserva la notacién
u € D para la solucién tnica del BVPJ y nos referiremos a las ecuaciones
(4.1.1) y (4.1.2) como la formulacién débil en términos de los datos y a la
formulaciéon débil en términos de la informacién complementaria del BVPJ,
respectivamente. El Método Directo de Steklov-Poincaré deriva de la primera y
el Método Indirecto de Trefftz-Herrera de la segunda.

El enfoque indirecto se obtiene de la descomposiciéon de K* en dos operadores
Sk v R} de tal forma que

K* =Sj + R} (4.1.3)

23
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De manera similar, el enfoque directo se obtiene de la descomposicion de J en
los operadores S; y Ry, de tal forma que

J=S;4+Ry (4.1.4)

Esta descomposicion es la separacién de los saltos de la funcion y de los saltos
de la derivada de la funcion, respectivamente. Se asume en lo subsecuente que
existen funciones bilineales, definidas de manera puntual de tal manera que
cuentan con las siguientes propiedades

(Sreu,w) =/ES;C(u,w)dx; (Rycu,w) z/ER;C(u,w)dx (4.1.5)

<SJu,w>:/ZSJ(u,w)dx; (Ryu,w) :/X:Rj(u,w)dx (4.1.6)

Donde una forma en las que se descomponen las ecuaciones para que satisfagan

(3.2.8) y (3.2.9) es

B(u,w) = u(a,, - Yw + byw) (4.1.7)
C*(u,w) = wia, - 7u) (4.1.8)
T (u,w) = [a,, - 7u) i — [u] @, - Vw + byw (4.1.9)
K*(u, w) = [a, - yw + bpw] @ — [w] @, v u (4.1.10)

De tal forma que para el Método Directo tenemos
Sy(u,w) = [a, - Vu]w (4.1.11)
Ry, w) = = [ul g, - Vw + byw (4.112)

y para el Método Indirecto tenemos

Sk (u,w) = [, - 7w (4.1.13)
Ric(u,w) = — [w]a, - Vu (4.1.14)

Para ambos enfoques consideraremos los subespacios lineales nulos O C D y
Or C D y que estan definidos por

OBENPQNBQNRJ yOTENQmNcﬁNRK (4115)

Estos espacios se definen de manera formal mas adelante, aunque de manera
muy general se puede decir que son los espacios donde se anula la funcién en la
frontera externa (Np y N¢), en la frontera interna (Ng, y Ng, ) y cuando se le
aplica el operador diferencial (Np y Ng). En el enfoque indirecto las funciones
w € Or se les conoce como funciones de prueba dptimas mientras que en el
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enfoque directo las funciones v € Op se les conoce como funciones de base
optimas.
Asi, definimos un subconjunto £ C D como TH-completo cuando

teDy —(S"G,w)=0Vwe &= S51=0 (4.1.16)

4.2. Caracterizaciones con Funciones Optimas

La formulaciéon débil puede ser aplicada tanto a problemas con condiciones de
frontera homogéneas como cuando no lo son. Sin embargo para el desarrollo nos
ocuparemos sélo para el caso en el que las condiciones son homogéneas. Sino lo
fuera, bastara restar una funcién que satisfaga la condiciones de frontera para
reducirlo a uno con condiciones de frontera homogénea. Asi, en lo subsecuente
asumiremos que g = Bug = 0.

Partiendo del hecho de que podemos expresar la solucién aproximada como una
suma de las dos funciones

u=ug+up (4.2.1)

donde uy es la solucién homogénea y la up es la solucién particular. Asi, una
vez dicho lo anterior, definimos la funcién up € D como

(P—B—RJ)’LLPZ f—jR (422)
Sjup = 0 (4.2.3)

para problemas elipticos de segundo orden, la condicién (4.2.3) significa que el
salto de la funcién misma es identicamente cero y en general la condicién (4.2.2)
significa que el salto de la derivada de dicha funcién no es identicamente cero.
Esta aseveracién es importante para el planteamiento del problema.

4.2.1. Caracterizacion Steklov-Poincaré

Asumimos que Op es TH-completo para S; y sea & € Op. Entonces S}, = Sju
si y solo si

*<SJ1A1,,U)> = <SJUP,U}> - <js,w> , Yw e Op (424)

4.2.2. Caracterizacion Trefftz-Herrera

Asumimos que O es TH-completo para S}, y sea & € Or. Entonces S} 4 = Sju
si y solo si

—(Sku,w) = (f —j,w) , Yw € Op (4.2.5)
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4.2.3. Caracterizacion Petrov-Galerkin

Asumimos que Or es TH-completo para S} y sea @t € Op. Entonces Sj 1 = Sju
si y solo si

—(Syt,w) = = (Skt,w) = (f —j,w) = (Sjup,w) — (js,w) , YVw € Op (4.2.6)

4.3. Elementos Finitos con Funciones ()ptimas
(FEM-OF)

Para la aplicacion de las caracterizaciones de la seccién anterior, conviene reem-
plazar las ecuaciones (4.2.4),(4.2.5) y (4.2.6) por las que se dan a continuacidn,
las cuales se utilizaran para la formulacién de los Métodos de Elementos Fi-
nitos con Funciones ()ptimas (FEM-OF) y obtenemos las discretizaciones para
las caracterizaciones presentadas. Para ello, los subespacios lineales Og y Or
serén remplazados por subespacios de dimensién finita Op y O respectiva-
mente. Ademads cabe destacar que los elementos w € 0) BY W E OT satisfacen
solo de manera aproximada las condiciones del problema Pv = 0y Q*w = 0
respectivamente.

4.3.1. FEM-OF de Steklov-Poincaré

Asumimos que Op es TH-completo para S y sea @ € Op. Entonces Sk = Sku
si y solo si

(P —B—J)i,w) = (f — Pug,w) + (P — B — J)up,w)Vw € Og  (4.3.1)

entonces Sju~ Sj y u~ 4+ up en todo 2.

4.3.2. FEM-OF de Trefftz-Herrera

Asumimos que O es TH-completo para S}k yseat € Or. Entonces Sjt = Sk u
si y solo si

(P =B —J)i,w) = (f — Pug,w) + (P — B — J)up,w)Yw € Or  (4.3.2)

entonces Sju ~ Sy
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4.3.3. FEM-OF de Petrov-Galerkin

Asumimos que Or es TH-completo para S} y sea @t € Op. Entonces Sj 1 = Sju
si y solo si
(P—B—J)u,w) =(f — Pug,w)y + (P — B — J)ug,w)¥Yw € Op  (4.3.3)
Dado que podemos escribir
—(Sy(u+up —ug),wy=0, Yw € Or (4.3.4)
pero también sabemos que
(P-B-J)(u+up—uyg)=f—Pug—S;j(u+up—up) (4.3.5)
asi tenemos
(=Ss(u+up—upg),w)=(P—B—J)(utup—uy) - f+ Puy,w)

= /Q{V(quuP —ug)-a-Vw— (u+tup —ug)b- Jw+c(u+up — ug)w}
(4.3.6)

4.4. Steklov-Poincaré FEM-OF

Partiendo del hecho de que cuando la ecuacién (4.2.4) se satisface podemos
expresar la solucién aproximada como una suma de las dos funciones

u=ug+up (4.4.1)

Donde la funcién ug es la solucién homogénea y up la solucién particular en la
particién ;

Para este procedimiento se escoge la descomposicion J = Sy + R; de tal forma
que las soluciones de la ecuacién

(P —B— RJ)’LLP = (P —B— R.])U (442)

las cuales pueden ser construidas resolviendo exclusivamente problemas locales.
El subespacio lineal Op C D esta definido como

OBE{’UED|(P—B—RJ)’U:0} (443)

Asi las funciones base éptimas v € Op = Np N Np N Ng, C D estan caracteri-
zadas por

Lv=0en§;;i=1,--- | E (4.4.4)
v=0en 0 (4.4.5)
[]=0en X (4.4.6)
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Una propiedad importante es que las funciones que pertenecen a Op estan
unicamente determinadas por sus trazas sobre 3. De esta manera estos valores
junto con los ceros en la frontera 99 y con (4.4.4) hasta (4.4.6) definen un
problema bien planteado en cada uno de los subdominios de la particion.

4.4.1. Procedimiento de solucion numeérica

El procedimiento de discretizacién consiste en remplazar el subespacio lineal
Op € D, el cual es de dimensién infinita para problemas en mas de una dimen-
sién, por un subespacio de dimensién finita Op C D, el cual contendrd como
una base a la familia de funciones

F={t N} (4.4.7)

Asi, queremos construir una aproximacién @y € Op para que satisfaga la ecua-
cién (4.2.2) o (4.2.3). Sin embargo esta ecuacién no puede ser satisfecha para
toda w € D en problemas multidimensionales, dado que Og C Op tiene di-
mension finita. Por lo tanto, en lugar de la familia de funciones de prueba , se
introduce con el mismo nidmero de elementos que % en

& ={w, -, wh} (4.4.8)

quedando
<SJaH7'LU> = —(Sjup,w> Yw € & (449)

De la misma forma @y € Op puede ser escrita como una combinacién lineal de
la base % como

N
ig =Yy Cov® (4.4.10)

Donde {C4,- -+ ,Cn} es un conjunto de coeficientes los cuales son obtenidos por
el sistema de ecuaciones de N x N dado por

(S, w?) = —(Syup,w®)y , B=1,--- N (4.4.11)

an

Si adicionalmente cada elemento de .# C D satisface las mismas condiciones
que satisface la uy, es decir las condiciones dadas por (4.4.4),(4.4.5) y (4.4.6)
entonces utilizando (4.3.6) se puede demostrar que

—(S 0%, wP) = /{Vvo‘ ca-yw® — v gu’ + cww?} (4.4.12)
0 2
y en particular, cuando .# = & entonces

— (S 0%, 0Py = {Vv ca- v — v v’ + oo’} (4.4.13)
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y dado que v* = u$; donde u%; es la uy en Q, podemos decir que
—(Syusy, ul) = (Syul, uf) (4.4.14)

y por (4.4.12) tenemos finalmente que

N
Y Cq / {(Vug - a-uly —ulb - yufy + cupuly ) (4.4.15)
a=1 Q
= /Q{VUP Q- VU?{ —upb- Vug + cuPuZ} (4.4.16)

para 0 =1,--- N

4.4.2. Construccion de las funciones de base 6ptimas

Se define una base de un espacio de funciones v* € F donde F = {v!,.-- ;oV} C
Op. Ahora con estas funciones podemos construir las funciones de base éptimas
para generar el sistema de ecuaciones. Las funciones de base éptimas deben de
satisfacer las siguientes condiciones

Lup = fq en Q (4.4.17)
up =0 en 0N (4.4.18)
[up] =0en X (4.4.19)

Figura 4.1: Forma general de la up

Mientras que para toda v® € Op tenemos que
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ZLv*=0enQ (4.4.20)
v* =0 en 0Q (4.4.21)
[v*]=0en X2 (4.4.22)

Excepto en (z;,y;) donde v* =1

Figura 4.2: Forma general de la v®

Ahora podemos utilizar distintos grados de polinomios para construir las fun-
ciones de base éptimas y para eso utilizaremos el Método de Colocaciéon con
n puntos gaussianos en cada elemento. Este nimero de puntos de colocacion
darén el grado de los polinomios.

4.4.3. Construccion de las funciones de base optimas en
un elemento que no es de frontera

Para construir la v® Dadas las condiciones (4.4.20) hasta (4.4.22) utilizando
polinomios de Hermite para construir polinomios de grado 3 (cibicas) tenemos
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que

— )+ Z Z NUHY () H 4 (y) (4.4.23)

k=0 1=0

vt = )+ Z Z UL () HE L (y) (4.4.24)
k=0 1=0

— )+ Z Z NUHY () H () (4.4.25)
k=0 1=0

donde « es el nimero de elemento Q, o =1,2,3,4

Figura 4.3: Soporte del nodo (z;,y;) dado por los subdominos Q%

En dos dimensiones, usando dos puntos de colocacién por dimensién, tenemos
cuatro puntos de colocacion en el elemento. Asi construimos el sistema de ecua-
ciones de acuerdo con los puntos de colocacién que se tengan.

1 1

L\ H (xa%) HY (yox) + Y Y NHY (o) HY (%) | =05 a=0,1yb=0,1
k=0 1=0 R
(4.4.26)

NUHY (2o H ]y (ppx) | =03 a=0,1yb=0,1

N
=
&
=
s
-
MH
MH

i
o
~
Il

o

) (4.4.27)

NUHY (g9 H (%) | =05 a=0,1yb=0,1

M-
MH

L\ Hy (wax) Hj (yo) +

ol
Il
<]
~
Il
o

(4.4.28)

Donde (2%, yp*) son los puntos de colocacion.Notese que se esta igualando la
ecuacién anterior con cero,esto por que para poder resolver este sistema aplica-
mos la condicién (4.4.20). Lo anterior es suficiente pues por construccién de la
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aﬁ
Vij
Resolviendo el sistema de ecuaciones anterior se obtienen los coeficientes M\F!

los cuales se sustituyen en (4.4.23), (4.4.24) y (4.4.25) para obtener la funcién
ctibica que a su vez mds adelante se sustituye en (4.4.11).

De manera semejante se obtienen los coeficientes \¥! para la up.

Dadas las condiciones (4.4.17) hasta (4.4.19) utilizando polinomios de Hermite
para construir polinomios de grado 3 (ctbicas) tenemos que

satisface las demds condiciones, en este caso (4.4.21) y (4.4.22)

1 1
up, = > NHL(2)H]yy(y) ; o =1,2,3,4 (4.4.29)
k=0 1=0

Utilizando los puntos de colocacién nuevamente junto con la condicién (4.4.17)
obtenemos que

1 1
LY MNH (e H ()| = fa; a=0,1yb=0,1  (4.4.30)
k=0 1=0

4.4.4. Construccion de las funciones de peso up en un ele-
mento de frontera

En la frontera necesitamos preescribir la funcién que satisfaga u = g, asf cons-
truimos

up = ug + uq en Q; (4.4.31)

Donde ug es la funcién que satisface la ecuacién en 92 mientras que uq es la
funcién que complementa la solucién en €2 luego entonces

ug =0; en 00 (4.4.32)
Up = gg ; en 0N (4.4.33)

Construimos la funcién wug ,utilizando los polinomios de Hermite, como una
cubica.

ou ou
Y ) ) + T Ml @) i) + 5 2 HE (0) H () +
k=0 1=0
ou
dagy @)} s 0 = 12,34 (4.4.34)

De tal manera que

S = 1 si(@igr , yjp) € 0,
ikt 0 de otra forma .
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Para la construccion de la ug necesitamos tomar en cuenta que para obtener los
coeficientes de la ecuacién ug utilizamos el Método de Colocacién para obtener
los coeficientes de la ecuacién en €;

ug =0; en 9N (4.4.35)
Luq = Lup — Lus en Q; (4.4.36)

Con las condiciones anteriores obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones

ug;; = ZZ{A’“HM VH(y)} o =1,2,3,4 (4.4.37)

k=0 1=0

Con la condicién (4.4.36 ) y aplicando el operador diferencial tenemos

1 1
Lug; =L > Y MNHL () H ()| = fo — Lus o =1,2,3,4 (4.4.38)

k=0 1=0

Se vuelve a utilizar el Método de Colocacién para obtener los coeficientes que
satisfacen la condiciones deseadas para asi construir la funcién cibica requerida.
Lo que nos da un sistema de ecuaciones con E + 1 ecuaciones e igual niimero
de incognitas que puede ser resuelto por algin método conocido, con lo cual
obtendremos la solucién buscada en ciertos puntos del dominio.

4.5. Método Indirecto

El concepto unificado basico del método Trefftz-Herrera, también llamado
método indirecto, consiste en interpretar los métodos de descomposiciéon de do-
minio como procedimientos para obtener informacién sobre la solucién buscada
en la frontera interna X, la cual separa a los subdominios; la suficiente infor-
macién como para definir problemas bien planteados en cada uno de los sub-
dominios, nos referiremos a estos como “problemas locales”. De esta manera la
solucién puede ser reconstruida resolviendo cada uno de estos problemas de ma-
nera exclusiva. La caracteristica distintiva de los métodos Trefftz-Herrera es el
uso de funciones de peso especializadas para obtener la informacién en X. Esto
proviene de la observacién de cuando el método de residuos pesados es aplicado,
la informacién acerca de la solucion exacta esta contenida en la aproximacion
que es determinada exclusivamente por la familia de funciones de prueba que
es usada. Asi un tipo especifico de funciones de peso son identificadas y aplica-
das, las cuales tienen la propiedad de producir informacioén exclusivamente en la
frontera interna. Ademaés de entre toda la informaciéon que uno podria conside-
rar en X, se tiene que acotar y definir la informacién objetivo (la ya mencionada
informacién buscada) y solo son aplicadas las familias de funciones de prueba
que arrojan la informacién buscada [7].
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4.5.1. Descripcion

El primer paso en el enfoque indirecto es escoger la informacién objetivo, es

decir la informacion buscada. Aqui, en este trabajo, dicha informacién serd el
promedio de la solucién, % en X.
Este requerimiento es suficiente, en complemento con los datos en la frontera
externa para definir problemas locales bien planteados en cada uno de los subdo-
minios de la particion. Con esta eleccién, una funcién @ contiene la informacion
buscada si y solo si

G=1ueny (4.5.1)
Ahora una posibilidad para la funcional bilineal
S*(6,w) = tla, - yw] en ¥ (4.5.2)
en cuyo caso
R*(i,w) = K* (@, w) — S* (@, w) = — [w]a, - Va (4.5.3)

Por lo tanto, las funciones del subespacio lineal w € O = Ng "N Nc N Ngr C D
estan caracterizadas por

L'w=0enQ;;i=1,--- FE (4.54)
w=0en 0f) (4.5.5)
[w]=0en X (4.5.6)

Toda funciéon w € D es una solucion local de la ecuacién adjunta homogénea,
continua sobre € y que se anula en la frontera externa. Asi cuando u € D es la
solucién del BVPJ, el funcional S*u € D* se dice que es la informacidn buscada
y cualquier funcién @ € D se dice que contiene la informacion buscada cuando
S*t = S*u. Recordemos que

(S*0,w) = (Sw,0) = / la,, - vw]udz ; Yw € D (4.5.7)
b
entonces se ve que la funcién @ € D contiene informacion buscada si'y solo si

G=1uen Y (4.5.8)

dado que el rango de [a,, - Vw] es denso en H°(X) [18].
Una expresion més explicita de la formulacién débil del método indirecto es

(@~ C" — K™ u,w) = (f —g—jw) ; we D (4.5.9)

la cual define el subespacio lineal Or C D como

Or={weD|(Qx*—-Cx*—R«x)w=0} (4.5.10)
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entonces, recordando que K* = S, + R} se ve que (4.5.9) implica que

—(S*u,w)y =(f —g—j,w); weOrp (4.5.11)

o lo que es lo mismo

—(S*u,w) = _/2 [a, - Tw] (4.5.12)

Una funcién @ € D contiene informacidn buscada , es decir satisface (4.5.8) si
y solo si

—/ [gn-Vw]ﬁ: / wadx—/ ga(gn-Vw—l—bnw)dx—/jéwdx—k/j%

b)) Q o0 b b
(4.5.13)

Un sistema de funciones £ C D se dice que es TH-completo para S* cuando

para cualquier v € D se tiene

(S"v,w)y=0VweECD=Sv=0 (4.5.14)

En méas de una dimensién , los sistemas TH-completos son infinitos. El pro-
cedimiento de indirecto de discretizacién-TH [19] consiste en reemplazar dicho
sistema por uno finito linealmente independiente

E=wh, ... wl (4.5.15)

entonces, tomando (4.5.13) una aproximacién que la informacion buscada satis-
face

/[gn-vw]ﬁdx:<f—g—j,w“>;azl,...,N (4.5.16)
)

Aqui, 4 € D. El “sistema global de ecuaciones” se deriva de (4.5.16). Observe que
la funciones de base éptimas necesitan ser definidas sélo sobre . Sin embargo,
los valores en la frontera externa estan prescritos y cualquier opcion que eligamos
debe satisfacer la restriccion que esta introduce en sus puntos de interseccién con
la frontera interna. Reestricciones adicionales son impuestas por las condiciones
de salto, las cuales son muy dificiles de analizar. Esto se puede evitar si tratamos
el problema para la funcién v — ugz , donde ugz € D es cualquier funcién que
satisface las condiciones de frontera junto con las condiciones de salto [uds] =
[us] sobre ¥. Entonces uno puede tomar como funciones base la familia de trazas
del sistema £ = w', ..., w" que esta definida en ¥ y que se anula en la frontera
exterior. Cuando el operador es simétrico y positivo, una ventaja adicional de
este procedimiento es que la matriz < (S*w®, wh’ ) > seguramente sera simetrica
y positiva. Correspondientemente a esta opcion, la aproximacion

i = udys + Z dow® (4.5.17)
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serd usada en lo subsecuente. Los coeficientes dy,...,dy estardn determinados
por el sistema de ecuaciones dado por

N
7Zda/ [Q"‘V’wﬁ] wdr = <figij’wﬁ>+<s*ug§]awﬁ> 5 ﬂ:]-aaN
a=1 2

(4.5.18)
observe que

—/ [gn . vwﬁ} wdx = / vuw® - a-ywf — w’h - yw® + dw*w’dr (4.5.19)
b Q -

por lo tanto, la matriz del sistema es positiva definida cuando el operador es
formalmente simétrico (b = 0) y positivo (¢ > 0). Siempre y cuando

ZL*w=0en Q (4.5.20)



Capitulo 5

Implementaciéon Numérica

5.1. Propodsito de la aplicacion computacional

Se pretende generar un modelo computacional a partir de los métodos ma-
tematicos obtenidos a través de la teoria revisada en los capitulos anteriores.
Dicho modelo computacional estard contenido en un programa de cémputo que,
no sélo nos ayudard a demostrar que es factible la construccién del propio mode-
lo computacional a partir del modelo matematico para la solucién de problemas
reales, sino que también sentara las bases para la construccién de una aplicacién
computacional completamente funcional con cédigo bien estructurado y orga-
nizado, que sea facil de adecuar a futuros cambios, que se ejecute en distintas
plataformas y que tienda a la paralelizacién de procesos.

5.2. ;Que es la Programacion Orientada a Ob-
jetos (POO)

El modelo Orientado a Objetos surgié como una necesidad de crear las re-
presentaciones abstractas de los problemas que se desean solucionar. Antes de
programar es conveniente generar dichas representaciones para modelar el pro-
blema de forma mas conveniente. Surge asi la necesidad de poder representar
en lenguajes de programacién los tipos de datos que reflejaran el dato de la
aplicacién particular. Los objetos son asi, tipos de datos abstractos (TDA), en-
tendiendo por tipo de dato a un conjunto de valores unido a las operaciones
para manipularlos [22].

Los programas estdn conformados por dos elementos : cédigo y datos. Asi, un
programa puede estar conceptualmente organizado con base en su cddigo o
en sus datos. Es decir, algunos programas se escriben en funcién de lo que
esta sucediendo mientras que otros se escriben en funcién de quien esta siendo
afectado. La POO organiza un programa entorno a sus datos (atributos) y a
un conjunto de interfaces bien definidas para manipular esos datos (métodos, es

37
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decir c6digo).

Un elemento escencial de la POO es la abstraccion. Esta es una forma de gestio-
nar la realidad y la complejidad. Una forma poderosa de gestionar la abstraccion
es utilizando clasificaciones jerarquicas. Esto nos permite dividir en niveles la
semantica de los sistemas complejos tratando con partes mas manejables. Los
Lenguajes Orientados a Objetos proporcionan mecanismos que ayudan a im-
plemetar este paradigma de programacién[22]. A continuacién se muestra un
ejemplo de como se implementa una clase en lenguaje Java, el cual sera el len-
guaje en el que se implementara la aplicacién computacional.

class Clase A {

int a; /xatributox/
double b; /xatributox/
Clase_A (){

}; /xconstructorx/

public int metodo_Clase A (){}; /«xmetodo de la clasex/

}

La POO esta basada en tres principios basicos que la delinean y que son descritos
a continuacion.

5.2.1. Encapsulamiento

El encapsulamiento es el mecanismo que permite conjuntar el cédigo y los
datos que manipula y que mantiene a ambos alejados de posibles interferencias
y usos indebidos. El encapsulado es como un envoltorio protector que evita que
otro cédigo que esta fuera pueda acceder arbitrariamente al codigo o a los datos.
El acceso a estos se realiza de forma controlada a través de una interfaz bien
definida [22]. Existen diversos calificadores para las propiedades de una clase
que determinan el acceso a ellas.

Publico: Cualquier clase y desde cualquier lugar puede accesar a la propie-
dad que tiene este calificador.

Privado: Sélo los miembros de la clase pueden accesar a la propiedad.

5.2.2. Polimorfismo

El polimorfismo (del griego muchas formas) es una caracteristica que le
permite a una interfaz ser utilizada por una clase general de acciones. La accién
especifica se determina a partir de la naturaleza exacta de la situaciéon. De forma
general, el concepto del polimorfismo se puede expresar con la frase una interfaz,
varios métodos. Esto significa que es posible disenar una interfaz genérica para
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un grupo de actividades relacionadas. Esto reduce la complejidad permitiendo
que la misma interfaz se utilice para especificar una clase general de accién [22].
A continuacién se muestra un ejemplo de como se implementa el polimorfismo
de una clase en lenguaje Java.

class Clase_C{

int a; /xatributox/
double b; /xatributosx/
Clase_C (){

t; /xconstructorsk/

public int metodo_Clase_.C(){}; /«xmetodo de la clasex/
public int metodo_Clase_C (argumentos){}; /«xmetodo de la clasex/

}

5.2.3. Herencia

La herencia vista de una forma sencilla es el proceso mediante el cual un
objeto adquiere las propiedades de otro. De una manera mas formal es una he-
rramienta para organizar, construir y usar cédigo reutilizable [4], as{ la herencia
es un método de implementacion en el cual los programas estdn organizados
como una colecciéon cooperativa de objetos, cada uno de los cuales representa
una instancia de alguna clase, y cuyas clases son todas miembro de una jerar-
quia de clases unida mediante las propias relaciones de herencia. A la clase que
hereda de otra se le denomina subclase, clase hija o clase derivada, mientras
que la clase de la que hereda la subclase recibe el nombre de superclase, clase
padre o clase base. Una subclase solo puede heredar de una superclase, pero
una superclase puede tener varias subclases [1]. A continuacién se muestra un
ejemplo de como se implementa la herencia de una clase en lenguaje Java.

class Clase_B extends Clase_A{

int a; /xatributox/
double b; /xatributox/
Clase_B (){

Y, /xconstructorx/

public int metodo_Clase B (){}; /«xmetodo de la clasex/

}
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5.3. Modelaciéon Computacional Orientada a Ob-
jetos

Partiendo del modelo matemdatico del Método Directo como un método
numérico para la solucién de EDP, generaremos el diseno de una aplicacion
computacional aprovechando las ventajas que nos da el paradigma de la Orien-
tacion a Objetos. Asi, se definird y describira el disenio Orientado a Objetos
que se obtendrd del modelo matematico. Es decir, obtendremos de un modelo
matemdtico abstracto un conjunto de tipos de datos abstractos (Clases) que
desempenaran la labor correspondiente a las entidades que abstraen del mode-
lo matematico. A continuacién, de forma general, mencionaremos las entidades
matematicas involucradas, para mas adelante describirlas con un poco més de
detalle.

= % es el operador diferencial que actiia sobre alguna funciéon w.

= () es el dominio del problema.

f,u son funciones definidas en R™

= (u,w) es un operador variacional definido en un dominio y un problema

dados.

Conjunto de polinomios de interpolacién.
= up,uy funciones 6ptimas base y funciones éptimas prueba.

Métodos Numéricos de solucion de EDP’s.

Métodos de Solucion de sistemas de ecuaciones.

5.4. Diseno de las Clases

5.4.1. Dominio del Problema

El dominio del problema €2 lo modela el siguiente conjunto de clases, el cual
representa un dominio cuadrado con subdominios cuadrados.

Dado un dominio en dos dimensiones Q = [0,1] x [0,1] y una frontera 9Q de
dicho dominio, generamos una particién II con E elementos dada como

H:{Qla”' 7Qi—17Qia"' 7QE—17QE)} (541)

Con lo cual generamos una frontera interna ¥ que se define como

E
2= Joa; - o0 (5.4.2)

i=1
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Generamos también un conjunto de nodos los cuales existen en las esquinas de
los elementos, teniendose asi nodos interiores y exteriores, segiin se encuentren
sobre ¥ o sobre 0f) respectivamente.

En el dominio también requeriremos de dar la ubicacién de estos nodos
asi como de los mencionados puntos gaussianos. Para ello requerimos de las
coordenadas en dos dimensiones de dichos nodos y puntos.

5.4.2. Descripcion de las clases para modelar el Dominio

Clase Malla.
Contiene elementos y nodos, es decir que pueden ser vistos los nodos de manera
global en este objeto de manera independiente a los elementos a los que perte-
necen.

num_elemento Es el nimero de elementos en los que se discretiza el dominio.
num_nodos Es el nimero de nodos totales en el dominio.

intervalos_x Es el nimero de intervalos en los que se divide el dominio en el
eje de las abscisas.

intervalos_y Es el nimero de intervalos en los que se divide el dominio en el
eje de las ordenadas.

elementos Es un arreglo del tipo Coordenada que modela el los intervalos en
ambos ejes.

Malla Es una variable de la clase Nodo que modela la red de nodos contenidos
en el dominio.

genera_malla Es el método que genera los objetos que estan contenidos en
esta clase.

despliega Muestra la informacién de los nodos, los elementos y las coordenadas
de la clase.

Clase Elemento.
Modela los subdominios, que en este caso pueden ser cuadrados o rectangulos.
Su longitud depende del nimero de particiones por dimension.

Clase Nodo
Contiene la informacién correspondiente a un punto en n dimensiones, es decir
para localizarlo en n dimensiones.

Clase coordenada
Contiene la informacién de un punto en una sola dimension.
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hialla

Epnum_elementos : Integer
&nurr_nodos © Integer
&interalos_x[] : Double
&interalos_y : Double
&elernentos(] : Coordenada
&halla ; Modo

®genera_malla)
Elemento Pdespliegal)
&nodos]] - Modo
num_nodo: Integer
&elern_front : Boolean
l%elem_calc: Boolean

Sdireccion()
$nodo_opuestol)
Coordenada
&li - Double
& : Double
& _i: Double
&dir : Boolean

&der: Integer

Modo /
& n[] : Coordenada SDerivada()

&frantera : Boolean SLimites()
&numera_nodo : Integer ¥valor)
& numero_nodo_interior : Double
nurnero_nodo_TH © Integer
&calculado : Boolean

Figura 5.1: Clase que modela el dominio del problema

5.4.3. Operadores Diferencial y Variacional

Contiene las clases que modelan el operador diferencial con la clase OpDife-
rencial, asi como los operadores bilineales de las formulas de Green-Herrera.
Clase OpDiferencial: Es la clase que aplica el operador .Z a cualquier funcién
u dado un punto. Devuelve el valor numérico de dicha operacion.

Lu=-v-(a vyw)+ v (bu) + cu (5.4.3)

Clase OpVariacional: Es una clase abstracta que modela las Formulas de
Green-Herrera de ella se heredan todas las formulas que intervienen en el modelo
variacional.

Clase Funcion _Bilineal: Es la clase que obtiene el valor numérico dadas dos
funciones u y w para una de las formulas de Green-Herrera.

Clase Cuadratura_Gaussiana: Es el objeto que efectia la cuadratura gaus-
siana para una funcién dada. Devuelve el valor de una integral para las funciones
que lo conforman.
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CpDiferencial OpYatacional
&ha[][] : Double &integrando : Funcion_Bilineal
Q}b[]: Double Q}gaussiana: Cuadratura_Gaussiana
& : Double
&t u: Funcion
%aplicaC pDitsrncial ()

Cuadratura_Gausziana
Funcion_Bilineal & oeiencieentes | Double

&5t 1 Funcion_P riebs Q‘»faic?s: Double
&t w: Funcion_Prusba f_u Funcion

%tranzionn aci on_lineal ()
S yadratu =14]

Figura 5.2: Clases propias del modelado del problema eliptico

5.4.4. Polinomios

Clase Polinomio: En la base del modelo matemé&tico tenemos esta clase abs-
tracta de la cual heredan todos los polinomios de grado n que se requieran pero
son unidimensionales, es decir que solo trabajan con una variable.

Folinomio
l%lim_izq . Double
&lir_der: Double
l%izqder : Boolean

l%H_D . Boolean

Sevalual)

Sderivadal)
Palinomio_Hermite Palnomio_Lineal
‘funcion_hermiteo ‘funcion_lineal()

Figura 5.3: Clase abstracta Polinomio y sus clases heredadas

public abstract class Polinomio {

public double lim_izq ,lim_der;
public boolean izqder; //indica en que lado del punto i esta. true i — i+1 ; fal
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public boolean H.0;
public Polinomio (double ad_a,double ad_b,6boolean ab_a)

{

lim_izq = ad_a;
lim_der = ad_b;
izqder = ab_a;

}

public abstract double evalua(double x_i,int num_derivada );
public abstract double derivada(int num_derivada);

}

5.4.5. Polinomios de Interpolacién
Clase Polinomio_Lineal: contiene las funciones dadas como polinomios de
interpolacion lineales.

wi(z) = Az — ;1) (5.4.4)

Clase Polinomio_Cuadratico: modela las funciones dadas para los polinomios

cuadraticos.
(x — ;)
(l’i —Ti—-1

w'(z) =

Clase Polinomio_Cubico: modela las funciones dadas para los polinomios
cubicos.

+ Mz —xim1)(x — ay) (5.4.5)

(x — x;)

(@i — To1 T Az —zic1) + p(z — wioa) (@ — x3) (5.4.6)

w'(z) =

Clase Polinomio_Hermite: modela las funciones dadas para los polinomios
cuibicos de una manera mas sencilla de interpretar y de manipular que los ciibicos
simples !.

n

h(x) =Y [H)(@)f(x:) + H} (z) f'(x;)] (5.4.7)

i=0
Clase PolinomioNDim: Modela polinomios en N dimensiones, es decir que
trabaja con n distintas variables.

5.4.6. Funciones

Clase Funcion: Es la funcién padre de la cual heredan todas las subclases que
requieran modelar cualquier funcién con n variables.

IVer capitulo 2 para ver como se construyen
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PalinamialDim
l%polinomiosbase - Polinomio

®Evalua_Funcion()

PaliLinealMD

PalinamaoCuadralldim PaliCubicaMD
&hase : PolinomiokDim &hase : PolinomioMDim

Figura 5.4: Clase para un polinomio en n dimensiones

Funcion

®evalua_funcion()

Funcion_Compuesta Funcion Prusba

%componemes PolinomioNDim
evalua_funcitn_especifical)
Pderivada_resp_1 () Scoeficientes_uh()
Sdarivada_resp_20) Fcoeficientes_up()
Sderivada_resp_3()

Figura 5.5: Clase abstracta para Funciones y clases derivadas para funciones
multivariadas

Clase Funcion_Compuesta:Es una clase abstracta que representa los coefi-
cientes del operador diferencial, a saber, los coeficientes de la matriz a, del vector
b y del escalar c. ;

Clase Funcion_Prueba: Es una clase abstracta que modela las funciones de
prueba y las funciones de peso del procedimiento de colocacion-TH. Cada sub-
clase que herede de Funcion_Prueba puede ser de cualquier grado dependiendo
del tipo de objeto de su atributo componentes.

5.4.7. Matriz

Es la clase que soluciona problemas de la forma A -z = b

5.4.8. Soluciéon Numérica

Es la clase que organiza a las demés clases y determina que método se uti-
lizard (Directo, Indirecto, FEM) para la aproximacién, asi como las funciones
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Funcion_Prieba
Scom ponentes : PolinomiokDim

R oeicientes_uh()
coeicientes_up()

Funcion_w_1
Svcom ponentes P oliLineslMND

Funcion_w 2 Funcion_w 3
Q)cﬂmpnnantas - Polinom oCuadrakldin Q)cnmpnnemes PoliCubicolND

Figura 5.6: Clase que modela la funcion de prueba y sus subclases para inter-
polacién con polinomios lineales, cuadraticos y ctibicos

6ptimas que se usaran para interpolar en los subdominios, también determi-
nard la forma de construir el sistema de ecuaciones global para que posterior-
mente lo resuelva la clase correspondiente.

5.4.9. Modelo de Interaccion

El diseno orientado a objetos ademas de estar determinado por las clases
que lo componen también lo es por las relaciones que surgen entre dichas clases.
Para este diseno partimos de las interacciones entre los componentes del sistema
después de describir las clases que lo conforman. Las relaciones e interacciones
que surgen entre las clases que modelan el problema se ven a continuacién.
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Malla
tHrom Logieal ‘em)

.num_::mems : Intager m:‘m‘a_)

Bbnurn_nodos | nbager Gnodos] | Moda

Qoo v ooy (D femmnote oo

&alementos] : Coordenada t:m{:{:.f:::::::

- Bomalla : Nodo Discretiza o Domini =
Solucion_Numerks *genera_mallaly :mcemm&
from dopioal Vew) *despliegal ode_soveskd

@A) Double Funcion_Pruebe
Svf] | Double i Cogioad Vi)
@ - Double @componentes : PolinomiokDim
%ama_Sistema_Ghobalg|  Someleng —_c *eoeficlentes_uh()
*salucionLacalFrond © *coaficientes_up()
*SolucionLocaling =

Sislema Glnllal.\_

. N
~ *,
Ama e
- N
(:) Invocs ™
, s
Ingtancia un Método de Solucidn
e — Prablema
T T /3  Elpico
Medodo de
Colocacidn

Figura 5.7: Modelo computacional con sus interacciones entre clases



Capitulo 6

Error y Convergencia

Dada la solucién analitica u de una EDP, podemos conocer el valor exacto de
la funcién en cualquier punto del dominio. Mientras que para la soluciéon numéri-
ca @ s6lo podemos dar dicho valor de forma aproximada. Ahora, necesitamos
una forma de saber que tan cerca o que tan lejos esta esa soluciéon numérica de
la solucién exacta, de tal forma que w y 4 € D, asi que para conocer esto nece-
sitamos tener una medida sobre la magnitud de la diferencia entre la solucién
numeérica y la solucién exacta. Asi, la norma de un vector en un espacio lineal
provee dicha medida [24]. En el momento de aplicar los métodos numéricos, se
llevan a cabo experimentos con EDP que si tienen solucién analitica. Asi, ob-
tenemos la solucién numérica que arroja nuestro método y la contrastamos con
la que se obtiene de la solucién analitica. Asi calculamos el error. Del proceso
de discretizacion obtenemos cierto error dependiendo de que tan fino sea dicho
proceso. Asi entre més pequenas son las particiones menor sera el error, es de-
cir, si ejecutamos el método para distintas discretizaciones, haciendo cada vez
ma&s pequenas las particiones, veremos como se acercan las soluciones numéricas
cada vez mas a la solucién exacta, esto es que converge. Ahora necesitamos
determinar que tan réapido converge un método y en funcién de que variable se
medira la convergencia.

6.1. Error

Existen diversas formas de medir la distancia entre u y @, lo cual se puede hacer
a través de distintas normas y que al elegir una se genera un espacio lineal
normado [24].

Para los métodos numéricos analizados aqui se utiliza la norma || - ||, la cual
se expresa como

1110 = méx 1) (6.1.1

48
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El error sera
llelloo = méx [lu; — |
€N

donde u es la solucién exacta y @ es la soluciéon aproximada, mientras que 7 es
el conjunto de todos los puntos generados por la particién del dominio.

6.2. Convergencia

En las graficas correspondientes se realiza la comparacién de la convergencia
h, donde h = z; —x;_1, del Método Directo del error medido, como ya lo dijimos,
en términos de la norma || - ||oo. El orden r del error con respecto a h, es decir
O (h™), se obtiene a partir de la estimacién de la pendiente de la regresion lineal
en la grifica de —log||e]|« contra logh. Esto se puede verificar si se considera
al error como una funcién de h, del tipo e = const(h"), entonces al aplicar el
logaritmo en ambos miembros resulta:

—log(error) = —log const — rlogh (6.2.1)

donde, se toman los valores de log(error) y log h con signo opuesto para que
sean cantidades positivas [7].

6.3. Error en los FEM-OF

Utilizamos nuevamente la siguiente notacion para referirnos a la solucién del
BVPJ,ue D,ve O C Dyw € Op C D seréan las soluciones exactas al mismo
tiempo que son las funciones 6ptimas base y de prueba como fueron definidas
anteriormente. Ademds, la notacién @ € D, 9 € Og C Dy w € Op C D seran
usadas para denotar las aproximaciones.
En los FEM-OF hemos construido el sistema Op = {#;;} v O = {1;;} como las
funciones de prueba y de base, respectivamente, donde los indices (4, j) recorren
los nodos internos de la particién.
Expresamos w;; = 0;; — v;; como la diferencia entre las funciones exactas y
aproximadas para la soluciéon de la EDP en una de la particiones y expresamos
tambien el error como e = @ — u.

Asi cada miembro de estas familias satisface -Zw;; = 0 en cada uno de los
puntos Gaussianos de cada subdominio §2; junto con

wij =0, en 092 (6.3.1)
[wij] =0en X

Par el caso de Steklov-Poincaré o Método Directo tenemos que para el error
aplica

—<S!]67’l~)ij> = <P’LL, wij> =0 V’f]” € OB (633)

La ecuacién (6.3.3) puede ser escrita como



CAPITULO 6. ERROR Y CONVERGENCIA 50

—<SJ6,UZ']'> = <S]67wij> — <Pe,wij> — <P’l~1,7w7;j> V’Uij S OB (634)
Posteriormente esta ecuacion es
_<SJ67UZ‘J‘> = <(P —B- J) e7wij> — <P?~L, wij> V’Uij € Op (635)

Ahora, por construcciéon de las funciones éptimas tenemos que Be = 0 ,
Rje=0y (Sye,w;; = 0) y obtenemos

7<SJ€,'U1'J'> = < Pe,wij> - <PfL,wij> V’Uij € Op (636)

Y de forma aun més explicita aplicando Series de Taylor [24]

—/ a, - vij] edr = / O (h?) dz Vw;; € Op (6.3.7)

b Q

Este analisis del error sugiere el siguiente algoritmo. Aplicando la ecuacién
(P = 81)a, i) = (f — g = j, %) ¥0i; € Op (6.3.8)

Si también sustituimos

N
i =Y dat® (6.3.9)
a=1

donde 9% son todas las aproximaciones a las funciones éptimas de interpo-
lacién, construidas previamente. El andlisis de error nos da

—/ la, - vi;] edx = —/ wij Ledx (6.3.10)
b Q

Ademas esta ecuacién del error satisface (6.3.3). Asi aplicando nuevamente
series de Taylor

7/2[%.@,;].] edx:—/QO(h‘l)dx (6.3.11)

Entonces, el error obtenido utilizando estos algoritmos permite tener |[e]| z2(x)
O(h*). Esto implica superconvergencia sobre ¥.. Sin embargo para alcanzar este
orden de aproximacién es necesario tener funciones de interpolacién en ¥ que
sean consistentes con la misma frontera interior. Para un anélisis méas detallado
acerca de la convergencia veasé [13].

6.4. Experimentos numéricos

Los experimentos numéricos que fueron llevados a cabo consistieron en la
aplicacién del algoritmo de Steklov-Poincaré, también conocido como el Método
Directo, para la solucién del BVPJ, sujeto a condiciones de Dirichlet. En todos
los casos que se ejecuten en la aplicacién computacional el dominio del problema
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es el cuadrado unitario [0, 1] x [0, 1]. Cada uno de los ejemplos fue resuelto en
una particién rectangular (E = E, = E,) usando el algoritmo ya dicho de
Steklov-Poincaré, para funciones 6ptimas cuadraticas y cubicas en Y. La tasa
de convergencia del error -medida en términos de la norma || - [|o- es O(h?) y
O(h*) como se muestra en las figuras (6.1), (6.2) y (6.3).

6.4.1. Problemas elipticos en dos dimensiones

Los experimentos numéricos en dos dimensiones consistieron en resolver el
problema de la ecuacién eliptica general de segundo orden

Lu=—-v-(a-vu)+v-(u)+cu=fo (6.4.1)

b
donde a = a2 ;b= ! y donde ai1, a12,as21, a2, b1, ba, c pueden
= az1 Q22 bo

ser coeficientes constantes o funciones definidas en el dominio [0, 1] x [0, 1]. Con
condiciones de frontera de tipo Dirichlet dadas por la propia solucién analitica
y con condiciones de salto

[Us =0en X (6.4.2)

Para probar el Método Directo se han obtenido resultados numéricos para los
tres ejemplos presentados en la tabla (6.1). Dichos experimentos tienen las carac-
teristicas de un problema eliptico en dos dimensiones con los coeficientes dados
en la misma tabla ya mencionda y para cada ejemplo se da la solucién analitica
en la en la tabla (6.2). En todos los casos se prescribe el valor de frontera que
esta implicito en la solucién analitica dada para cada ejemplo. Los saltos para
todos los ejemplos es cero.

Ej. a b c Ja
1 ain = ag =1
az; = a2 =0
ail = az =1
asy = a2 =0

ajp = Qg2 = Y o 2 2
3 a212a12:0 b1—b2—0 0 6(y 1‘)

by = by = 1 | —27 senmwx senmy

bi=by=01]0| (1-2%—y?e®

Cuadro 6.1: Ecuaciones para los experimentos numéricos
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Solucién Analitica
1 senmrsenmTy
2 ey
3 x2 — y2

Cuadro 6.2: Soluciones analiticas de las ecuaciones para los experimentos
numéricos

La convergencia del algoritmo del Método Directo utilizando funciones 6ptimas
lineales es de O(h?). Lo cual se demuestra obteniendo el error miximo para
distintas mallas que van de n x n y definiendo una malla cada vez mas fina
n+ 1 xn + 1y se obtiene la pendiente de la curva dada por -Log del Error y
-Log de n dado por la gréficas (6.1), (6.2) y (6.3). Algo semejante ocurre cuando
utilizamos polinomios cubicos, pero en esta ocasiéon el orden de convergencia es
de O(hY).

La pendiente de la curva que se presenta en las gréaficas (6.1), (6.2) y (6.3)
tiene el mismo valor de pendiente . Esto significa que conforme disminuyamos
el valor de h obtenemos una mayor aproximacién que estd en relaciéon con las
funciones que utilizamos para interpolar en cada uno de los elementos, es decir,
la forma de elegir las funciones dptimas de base (lineales o ctibicas) determinan
la convergencia hacia la solucién. Entre mayor el orden de dichas funciones la
convergencia serd mas rapida. Tenemos asi que a mayor orden de funciones
interpolantes, mayor pendiente y mayor orden de convergencia.

Los resultados de todos estos experimentos numéricos corroboran el orden de
aproximacion teérico mostrado en la seccién anterior.
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8
N Ej1:
+ Método del Elermento Finito cldbicas
O Meétado Directo cibicas

6 — v Meétodo Directo lineales

4 —
o : g
O pendiente=4.00
o
14 2
L
=]
o
=

2 p—

$ pendiente=2.00
0 — v
N | | | '
0.80 1.20 1.40 1.60 2.00
-Log h

Figura 6.1: Pendiente de la convergencia del ejemplo 1 para el Método Directo
utilizando FEM-OF lineales y ciibicas y comparando contra la convergencia que
tiene el Método del Elemento Finito.
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8
| Ej2:
+ MWétodo del Elemento Finito  cdbicas
o] Wétodo Directo clbicas
6 — v Metodo Directo lineales
4 —
& pendiente=4.00
v
o o)
L
]
o
=
2 —
¢ pendiente=2.00
0 — v
* ' | ' | ' |
0.80 1.20 1.40 1.60 2.00
-Log h

Figura 6.2: Pendiente de la convergencia del ejemplo 2 para el Método Directo
utilizando FEM-OF lineales y cubicas y comparando contra la convergencia que
tiene el Método del Elemento Finito.



CAPITULO 6. ERROR Y CONVERGENCIA 55

8
) Ej3:
+ Método del Elermento Finito cldbicas
O Métado Directo cibicas
6 — v Meétodo Directo lineales
4 e 2
o : iy
O pendiente=4.00
o
14 _|
L
=]
o
=
2 .
$ pendiente=2.00
0 — v
= | | | '
0.80 1.20 1.40 1.60 2.00

-Log h

Figura 6.3: Pendiente de la convergencia del ejemplo 3 para el Método Directo
utilizando FEM-OF lineales y cubicas y comparando contra la convergencia que
tiene el Método del Elemento Finito.
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Conclusiones

El desarrollo de una aplicaciéon computacional para demostrar que los méto-
dos niimericos de Elemento Finito con Funciones Optimas ha sido el marco para
la revisién de algunos métodos de colocacién como lo es el Método de Coloca-
cion Ortogonal y los propios métodos de colocacién FEM-OF basados en la
descomposcién de dominio.

En este trabajo de tesis el Método FEM-OF ha sido mostrado como una
metodologia muy efectiva de discretizacion y de una aplicabilidad muy general,
la cual en muchos casos, puede ser complementada de manera muy ventajosa
con otros procedimientos. Ademads, el Método FEM-OF constituye un marco
muy general y sistemédtico para aplicar la colocacién ortogonal. Ademaés vimos
que de este método surgen dos poderosos enfoques : el directo y el indirecto.

Como ventajas de los métodos FEM-OF tenemos que :

= Si tenemos un operador diferencial simétrico y positivo definido tendremos
en nuestro sistema de ecuaciones una matriz simétrica y positiva definida.

= La misma matriz estard mejor estructurada en bloques diagonales, lo cual
facilita la solucién de este sistema global.

= Tenemos una reduccién en los grados de libertad,los cuales dependen del
orden de las funciones de peso, pues dichas funciones pueden ser a lo mucho
(para nuestro caso) cubicas.

= Kl manejo de funciones con salto y coeficientes discontinuos puede ser
reducido a un problema homogéneo, sin saltos y con coeficientes continuos.

» Las tasas de convergencia, como se anticipé, son del orden de O(h?) para
funciones cuadréticas en la frontera y de O(h*) para funciones ctibicas en
la frontera.

En particular, a modo de conclusiones mencionaremos lo siguiente:
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De la teoria planteada se han derivado dos enfoques : el directo y el in-
directo, de los que se ha demostrado que son dos eficientes algoritmos de
colocacion.

La nueva version de la colocacién ortogonal constituye una generalizacion
de la Colocacién Ortogonal con Splines, la cual tiene claras ventajas sobre
la Colocacién Ortogonal Estandar.

El Método FEM-OF ha sido exhibido como un marco natural para los
métodos de colocacién con un solo punto de colocacion.

El uso de precondicionadores.

Recientemente se ha encontrado la forma de aplicar estas teorias a siste-
mas discretos y formular a ese nivel formas muy sisteméaticas de realizar
la descomposiciéon de dominio para utilizar el computo en paralelo de sis-
temas continuos (fisicos macroscépicos). Se ha mostrado que los métodos
de descomposicion de dominio derivados con esta teoria tienen ventajas
claras con respecto a las formas de hacerlo que estan en boga. En parti-
cular el método FETI , debido a que carece de la capacidad para tratar
funciones discontinuas, duplica variables de frontera y para unificarlas pos-
teriormente utiliza multiplicadores de Lagrange. En el método de Herrera
todo esto es simplificado debido al uso sistematico de formas discontinuas.
Esto ha abierto la posibilidad de desarrollar una clase muy amplia de
precondicionadores con caracteristicas atractivas.

= Paralelizar los algoritmos de colocacion-TH.

La discretizacién del dominio permite ver cada particién del dominio como
un problema local, donde se requieren construir soluciones que satisfagan
las condiciones solamente en la i-esima particién. Una vez generadas es-
tas soluciones se construye el sistema general en el cual se obtendran la
aproximaciones al problema inicialmente planteado en los puntos de dis-
cretizacion. Esa particién permitiria que en un equipo de cémputo en
paralelo cada problema de una particién fuese resuelto por un procesador
para finalmente construir el sistema general de una manera més eficiente
y con una reduccion considerable de tiempo de procesamiento.

Un posible trabajo de tesis, para continuar este trabajo, estard dedicado
a desarrollar e investigar esta clase de precondicionadores. En los métodos de
solucién de ecuaciones diferenciales conocidos como métodos de elemento finito
discretizamos el dominio. Introducimos funciones base, que se supone resuelven
la ecuacién en cada uno de los intervalos en los que discretizamos el dominio
y construimos un sistema de ecuaciones para obtener el valor que satisface la
ecuacion diferencial en cada uno de los puntos del dominio.

Las funciones base de las que se allega el método del elemento finito no
contienen ningun tipo de informacién que pudiera mejorar la solucién, son sélo
funciones que cumplen ciertas caracterfsticas C°[a, b] y en C*[a, b].
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Existe un método de colocacién que supone conjuntos de puntos donde se
debe de satisfacer la funcién base (que llamaremos ahora polinomios de colo-
cacién) cuando se le aplica un operador diferencial L. Con dichos polinomios
de colocacién se construyen sistemas de ecuaciones de manera local que al ser
resueltos dan lugar a un sistema global que contiene la solucién numérica de la
ecuacién diferencial.

El tamano de dichos sistemas de ecuaciones, para la solucién global, va
relacionado de manera directa con el cuadrado del niimero de puntos en el que
se haya dividido el dominio es por eso que es importante reducir ese nimero
(grados de libertad) para mejorar el tiempo de procesamiento pero sin perder
el orden del error obtenido con respecto a la solucién exacta de las ecuaciones
Estos métodos tienen que ser analizados con una prueba numeérica de eficiencia
as{ como de una comparacién de error y un analisis de error.

El Dr. Ismael Herrera Revilla ha desarrollado una teoria basada en la des-
composiciéon de dominio para la solucién de las EDP donde combina sus estudios
sobre EDP con valores de frontera y sus estudios sobre operadores diferenciales.
De dicha teoria surgen dos métodos llamados directo e indirecto los cuales pue-
den reducir el nimero de elementos de la matriz del sistema para la solucién de
los sistemas numéricos.
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A.1. El Método Convencional de Colocacion en
la solucién de problemas locales en una di-
mension

Ya mostramos que la interpolacion construye polinomios que satisfacen las
reestricciones que impongamos en la frontera 02 asi como en las fronteras 9€2;;de
los elementos establecidos para el caso de dos dimensiones. El método de colo-
cacién consiste en que en cada elemento elegimos ciertos puntos en el interior y
construimos la solucién aproximada como una solucién del espacio que elegimos.
Es decir, construimos @ € D de tal forma que

ZLu(z) = folz); v =a},..., 2" (A.1.1)

1 ?

Cuando se usan los puntos gaussianos se llama colocacion ortogonal. Consi-
deremos el problema en el dominio €2 con condiciones de frontera. Podemos
aproximar la solucién 4 con la funcién base

N
a(z) = Zu(xi)(bi(x) (A.1.2)
i=1
Cabe hacer notar que los polinomios de Lagrange no son utilizables pues no
tienen mas grados de libertad que los que dan en los nodos de lo elementos. En
este caso utilizaremos polinomios de Hermite para llevar a cabo el procedimeinto
por que tenemos mas grados de libertad. De esta manera tenemos que la solucién
aproximada es continua en su primera derivada, es decir @ € C'! [(]

A.2. Descripcion
Dado un espacio de funciones
DcCD=C%0,21] % x C?lxp_1, 75 (A.2.1)

tomemos R
D = PC[0,z1] x --- x PCzp_1,25]

donde
PClz;_1, 2] = {p(x) | p(x) = polinomio de grado G en [z;_1,z;]}

El método de colocacién consiste en que en cada subintervalo elegimos ciertos
puntos en el interior y construimos la solucién aproximada como una solucién
de ese espacio que elegimos.

Ahora bien, el como elegimos los puntos en el interior del intervalo puede mejo-
rar de manera notable la aproximacién. Cuando se usan los puntos gaussianos
tenemos lo que se llama colocacién ortogonal.

La construccién de la solucién aproximada dependerd del numero de puntos
que se impongan como condiciones a satisfacer, a esto comunmente se le llama



APENDICE A. 62

—_—
I

|
' 1
Xea

i i+l

Figura A.1: Posibles aproximaciones por elemento

Figura A.2: Puntos de colocacién gaussianos en el elemento i

grados de libertad. Un polinémio lineal satisface dos condiciones, un polinémio
cuadrético tres condiciones, un polinomio ctibico cuatro condiciones y asi suce-
sivamente, un polinomio de grado G para satisfacer G+ 1 condiciones. Dado que
los polinomios de grado G forman un espacio vectorial, de la misma forma,la
dimensién del espacio serd G + 1.

Ejemplos
G=1
w'(z) = Az — ;1) (A.2.2)
G=2
w'(z) = H + Az —xim1)(z — ) (A.2.3)
G=3
w'(z) = (ij_;;)l F Az —xim1) + ple —zi—1)(x — xy) (A.2.4)

Se construye el sistema de ecuaciones correspondiente al polinomio de gra-
do G elegido. Para el caso de la construccién de las up y la uy utilizando
cuadréticas y cubicas, los sistemas se construyen con las condiciones dadas a
continuacion.

A.3. Procedimiento con polinomios cuadraticos.

Construccion de la ug
w(x;) =1 (A3.1)

w(xiﬂ) =0 (A33)
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Figura A.3: Condiciones a satisfacer

Lw(z) =0z =a}---xV

IR

La ecuacién que se debe de satisfacer es

+ Mz —xim1)(x — )
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(A.3.4)

(A.3.5)

tenemos que con el primer termino se satisfacen las condiciones (A.3.1) y (A.3.2)
0 (A.3.3) si es el otro extremo del elemento. Y sélo necesitamos satisfacer A.4
para lo cual despejamos A de A.4 en los puntos de colocacién ortogonal (x*);

A= H)\(x —xzi—1)(x — xy)
Construccion de la up
w(z;) =0
w(zi—1) =0
w(Tit1) =0
1 N

Lw(x) = fo;x =a; - a;

Construccion de la up en la frontera del dominio

w(x;) =1
En el extremo izquierdo
w(z;—1) = u(0);
En el extremo derecho
’LU(JCH_l) =0

y en ambos
Lw(z) = fo;x =2} -2

=

(A.3.6)

(A.3.7
(A.3.8
(A.3.9
(A.3.10

)
)
)
)
(A.3.11)
(A.3.12)

(A.3.13)

(A.3.14)
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A.4. Procedimiento con polinomios cubicos.

Construccion de la ug

w(z;) =1 (A.4.1)
w(zi—1) =0 (A.4.2)
w(ziy1) =0 (A.4.3)
Lw(z) =0z =2} -2l (A4.4)
La ecuacién que se debe de satisfacer es
w'(x) = m +AMr—xim1) + plr —xim1)(x — x5) (A.4.5)

tenemos que con el primer termino se satisfacen las condiciones (A.4.1) y (A.4.2)
0 (A.4.3) si es el otro extremo del elemento. Y sélo necesitamos satisfacer para
lo cual despejamos A y p de en los puntos de colocacién ortogonal (x* x**)
Construccion de la up

)

w(z;) =0 (A.4.6)
w(x;i—1) =0 (A7)
w(wiy1) =0 (A.4.8)
Lw(z) = fo;x=a}---xV (A.4.9)
Construccion de la up en la frontera del dominio
w(z;) =1; (A.4.10)
En el extremo izquierdo
w(z;—1) = u(0); (A.4.11)
En el extremo derecho
w(wiy1) =0 (A.4.12)

y en ambos
Lw(z) = fo; v=a}---x) (A.4.13)

7

N
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