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INTRODUCCION

Los datos direccionales en tres dimensiones surgen en muchas dreas de la experi-
mentacion cientifica y observacional. Como ejemplos de datos direccionales de varios
campos, podemos enumerar muchos, entre ellos tenemos: en Astrofisica, las direc-
ciones de llegada de los banos de rayos césmicos; en Cristalografia, las direcciones
de los ejes 6pticos en cristales de cuarzo; en Meteorologia podemos hablar de las
direcciones del viento observadas en un lugar dado; en Oceanografia podemos men-
cionar las mediciones de las direcciones de las corrientes ocednicas; etc. Ademds,
observaciones que no son en algin sentido orientaciones, algunas veces pueden ser
reexpresadas en la forma de orientaciones y analizadas como datos direccionales.

Asi, el presente trabajo tiene como objetivo mostrar cémo se emplea, en este
tipo de observaciones, una de las técnicas de andlisis multivariado més utilizadas: el
andlisis de componentes principales. Para ello consta de cuatro capitulos, los cuales
resumiremos a continuacion.

El capitulo 1 tiene como propdsito presentar, a grandes rasgos, el andlisis de com-
ponentes principales cuando se trabaja con datos que no tengan una direccién. Esta
técnica de andlisis multivariado tiene como propésitos principales, dado un conjunto
de datos medidos en p variables, obtener una reduccion en la dimensién de los mismos
y su interpretacion.

La estadistica al igual que todas las ciencias, necesita apoyarse en conceptos de
otras dreas, por ello, el capitulo 2 tiene como finalidad dar un breve resumen de
conceptos muy bdsicos de geometria analitica y fisica, los cuales resultan de interés
para poder comprender los conceptos més elementales de estadistica esférica y para
introducir el momento de inercia, concepto en el que se basa el desarrollo de los ejes
principales.

El capitulo 3 se centra, principalmente en presentar conceptos de estadistica es-
férica necesarios para poder trabajar con datos direccionales y para poder interpretar

los resultados que arrojan las direcciones principales.



Finalmente, el capitulo 4 se centra en el desarrollo matemético de las direcciones
principales, que, como veremos més adelante, a diferencia del andlisis de componentes
principales, el encontrar el eje principal de un conjunto de observaciones direccionales
nos da informacién sobre la dispersién de las observaciones y de la forma de la dis-

tribucién que sigue la poblacién de la que fueron obtenidas.



Capitulo 1

ANALISIS DE COMPONENTES
PRINCIPALES

1.1 Introduccién

Cuando se toman medidas de personas o de objetos, el investigador frecuentemente
incluye tantas variables como sea posible para evitar pasar por alto alguna que pudiera
tener futura relevancia. Desafortunadamente, cuando la dimensién de p (nimero de
variables) es grande, un conjunto de datos no sélo podria ser muy costoso de obtener,
sino también podria ser dificil de manejar y de estudiar si no se comprime de alguna
manera. En este caso existen muchas opciones para el investigador, una de ellas es el
andlisis de componentes principales lineales.

El andlisis de componentes principales es una técnica multivariada muy utilizada
en la préactica que data de principios del siglo XX. Originalmente fue introducida
por Karl Pearson en 1901 y posteriormente en 1933 fue ampliamente desarrollada
matemdticamente por Harold Hotelling.

Pearson se enfocé en el aspecto de una aproximacién: dado un vector aleatorio
p-variado (o un "sistema de puntos en el espacio", en la terminologia de Pearson),
encontrar una aproximacion éptima en un subespacio lineal de menor dimension.

Por otra parte, la reinvencién de esta técnica por Hotelling se enfocé en un aspecto
diferente: suponiendo que X es un vector aleatorio, entonces cémo podemos trans-
formarlo en un nuevo vector aleatorio Y cuyas componentes sean no correlacionadas
e incluso independientes.

La idea bdsica de este método es describir la variacién de un conjunto de variables



correlacionadas en términos de un conjunto de variables no correlacionadas, cada
una de las cuales sea una combinacién lineal particular de las variables originales.
Las nuevas variables se obtienen en orden decreciente de acuerdo a la proporcion de
varianza que las variables aportan. El objetivo de este andlisis es ver si las primeras
componentes aportan la mayor parte de la variacién en los datos originales. Si lo
hacen, entonces proveen una reduccién de la dimensién de las variables, que puede
ser 1til en la simplificacién de analisis posteriores.

Una caracteristica importante del andlisis de componentes principales es que esta
técnica estd enfocada en la estructura central de una muestra de observaciones de p
variables, esto es, ninguna de estas variables es indicada como dependiente, y no se
supone ninguna agrupacion de observaciones. Asi, los propdsitos méds importantes
de este andlisis son: reduccion en la dimension de los datos e interpretacion de los
mismos, esto tltimo se hard graficando los scores o puntajes de las primeras dos

componentes para cada individuo, en los datos donde se reduce la dimensién a dos.

1.2 Definicién

Como se indicé anteriormente, el andlisis de componentes principales transforma
el conjunto original de variables correlacionadas en otro conjunto de variables no
correlacionadas que son combinaciones lineales de las variables originales que explican
la mayor parte de la varianza del conjunto original.

Las componentes principales son obtenidas de tal manera que la primera compo-
nente principal, denotada por Yj, explique la cantidad méds grande de la variacién

total. Esto es, Y7 es la combinacién lineal de las variables X;, j =1,2,...,p
Yi = a11X1 + CL21X2 + ...+ CLplXp

donde los valores a;1, aa1, ..., a,; han sido escogidos para maximizar la varianza de Y;.
) ) s Up
La segunda componente principal, Y5, es aquella combinacién lineal de las variables
9 Y
que no esté correlacionada con Y] y la cual acumula la méxima cantidad de la variacion
total restante que no ha sido considerada por Y;. Por lo que, en general, la m—ésima

componente principal es aquella combinacién lineal de X'’s,
Ym = (Ille + CLQmXQ + ...+ Clmep

la cual tiene la varianza méds grande de todas las combinaciones lineales restantes



que estdn no correlacionadas con todas las componentes principales obtenidas previa-

mente.

1.3 Obtencién de las componentes principales a

partir de los parametros poblacionales

1.3.1 Componentes principales a partir de la matriz de va-

rianzas y covarianzas

Para obtener las componentes principales primero supondremos que se tiene un
vector de p variables correlacionadas X con caracteristicas distribucionales descono-
cidas, pero con

EX]|=p=),, v Var[X]=3%=(0y)

pxp’

donde X es la matriz de varianzas y covarianzas. Haremos el desarrollo bajo estas
hipdtesis para después proceder a realizar el andlisis con la matriz de datos.

Como hemos visto anteriormente, la primera componente Y; debe ser una combi-
nacién lineal de las variables originales de tal manera que Y; tenga la maxima varianza
posible, entonces:

Y, =alX

donde: a) = (a11,a21, ..., ap1), y X' = (X1, Xs, ..., X)), de esta forma:
Var [Y1] = Var [a]X] = a| Xa,
por lo que podemos plantear el problema:
Max aj¥a; sujetoa aja;=1

La restriccién se plantea para tener unicidad en la solucién ademds de limitar la
varianza de Y7, pues entre mds grandes sean los elementos de a;, la varianza de Y;
crecerd arbitrariamente, ademads de que esta normalizacion preserva las distancias en
el espacio de dimensién p.

Para resolver este problema, el método apropiado es el de multiplicadores de

Lagrange. Este método consiste en plantear la siguiente funcion:

p=ajXa; — \(aja; — 1)



que lleva al problema de encontrar el valor médximo de la funcién anterior, por lo que

derivando ¢ con respecto a a;, tenemos:

d
—QO = 2231 — 2/\3.1
da1

e igualando al vector cero esta derivada simbdlica tenemos:

2¥a; —2)a; = 0 <

2(3¥a; —da;) = 0 <

Ya;—Jda; = 0 <&
(X—-X)a; = 0

la dltima ecuacién tiene solucién no trivial si 3 — AI es una matriz singular, por lo

que su determinante debe ser igual a cero:
X=X =0 (1.1)

que es conocido como el polinomio caracteristico de ¥ y su grado es p, pues éste es
el orden de X.
Como vimos
Ya,—da; = 0&
Za1 = )\a1
por lo que para resolver el problema basta con encontrar los valores y vectores propios

de X.

Ahora, la varianza de Y] va a estar dada por:
Var[Yi] = Var[a|X] = a|Var [X]a; = a]Xa,

por otro lado:

Eal - )\al = 0&
Ya; = Ja; &
aj¥a;, = J\ajla;

y AajIa; = A, ya que aja; = 1, lo que implica que:

Var [Yl] = a’12a1 = A
Var Y] = A



entonces podemos observar que la varianza de Y; es una raiz del polinomio 1.1, por lo
que para formar a Y; tomaremos el vector propio asociado al valor propio més grande.

Tenemos asf la primera componente principal:
/

Dado que las componentes principales son combinaciones lineales no correla-
cionadas, ordenadas de acuerdo a su varianza en orden decreciente, la segunda com-
ponente Y, tendrd la segunda varianza més grande y no estard correlacionada con
Yi:

Y, = a,X

donde: a) = (aia, a2, ...,ap2), vy X' = (X1, Xs,...,X,), de esta forma, para poder

encontrar ap, necesitamos obtener la varianza de Y; y la covarianza de Y; y Y5 :

Var [Ys] = Var [a,X] = a,Xa,,
Cov[V1,Ys] = E[(Ya— E[Ya]) (Y1 — E[Vi])]
(aQX El aQX]) (X - E [allx]),}
(a,X — ay B [X]) (21X — a1 B [X])]
(arX — app) ()X — ajp)’]
= E|a (X —p) (X — p) ai
= ayVar[X]|a

B[
= E[
E|
E|

= a,Xa
como queremos que Y7 y Y5 sean no correlacionadas:
Cov[Y1,Ys] = a,¥a; =0
Por otra parte, del desarrollo para la primera componente principal tenfamos que:
Ya;—da; =0
multiplicando por la izquierda por a), tenemos que:

aYXa; —daya; = 0 &
a,¥a; = Jlaja pero ay¥a; =0

aja; =0



podemos ver que una restriccion que serd planteada al problema, es que a, debe ser

ortogonal a a; entonces el problema quedard planteado de la siguiente manera:
Mazr al¥a, sujetoa ajay=1 y aha; =0
nuevamente, utilizando multiplicadores de Lagrange definiremos la siguiente funcién:
Y =a,Ya, — \(abay — 1) — yasa;

para resolver el problema basta con encontrar el maximo de 1. Derivando 1) con
respecto a as e igualando al vector cero:
dyp
da2
2232 — 2)\32 —var = 0

= 22&2 — 2)\&2 — Yyax (12)

multiplicando por a) por la izquierda tenemos:
2alYa, — 2\aja; — yaja; =0

donde podemos observar que 7 = 0 porque aj¥a; = aja,=0 y aja; = 1, por lo que

1.2 puede ser reducida a:

% = 22&2 - 2)\&2

da2
2¥a, —2)ay, = 0 =
2 (Eag - )\ag) =0 <~

(2—)\1)&2 =0

al igual que para obtener Y;, solamente basta con tomar el segundo valor propio
méas grande Ay y ap su vector propio correspondiente. Asi, la segunda componente
principal sera:

Y, = ayX

Si continuamos con este procedimiento la m—ésima componente principal estard
dada por:
Y,, =a,, X (1.3)

donde a/, es el vector propio asociado al m-ésimo valor propio de X :

M2 > . > > >



y su varianza sera:
Var|Y,,] = Varlal,X] =a],Var [X]a,, = a,Xa,,
pero a ¥a,, = \,a Ia,, = \,,.

S VarYu] = A

Cuando algunos de los valores propios de 3 sean iguales, no existe problema, pues
los vectores propios se escogen de tal manera que sean ortogonales.

Al tener todos los vectores propios podemos formar la matriz A de p x p, donde:
A =(aj,ay,...,a,), y al tomar los vectores a; de tal manera que a;aj =1, la matriz
A es ortogonal, es decir AA’ = I. También podemos formar el vector Y de p x 1 de

componentes principales. Entonces:
Y =A'X

La matriz de varianzas y covarianzas de Y de p X p la denotaremos por A, la cual es
una matriz diagonal pues es la matriz de varianzas y covarianzas de las componentes
principales que son variables no correlacionadas, por lo que su covarianza es igual
a cero y los elementos sobre la diagonal son los valores propios que a su vez son la

varianza de cada Y:

MO ... 0
0 Ay ... O
0 0 ... A\

Por otra parte:
A=Var[Y]=Var[A'X] = A'Var[X]A = A'SA
LA=ASA (14)
Al despejar X de 1.4 tendremos:

A = ASA s
AA = AA'ZA
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pero AA’ =1, por lo que AA = XA, y multiplicando por la derecha por A’ :

AAA" = IAA &
AAA = X1
AAA' =3

Calculando la traza de la matriz 3, podemos ver que:

tr(E) = tr( AAA))
— tr( A’AA)
= tr(A)

p p
— Y A=Y Varly)
=1 =1

lo que indica que la varianza total de las variables originales, expresada como la
suma de varianzas, es igual a la suma de las varianzas de todas las p componentes
principales. La igualdad anterior nos lleva a un resultado muy importante: "la i-ésima
componente principal aporta una proporcion A; /> s, A de la variacion total de las
variables originales”, por lo que las primeras m componentes principales aportan una
proporcion de:

s
&

.
Il
—

M
>

@
Il
—

de la variacién total.

1.3.2 Componentes principales a partir de la matriz de co-

rrelaciones P.

Generalmente, extraer las componentes de la matriz de varianzas y covarianzas
3., preserva la intencién del andlisis de componentes principales, especialmente si las
componentes serdn usadas en futuros cédlculos. Sin embargo, en algunos casos, las
componentes principales tendran una mejor interpretacién si es utilizada la matriz
de correlaciones P. Ademds de lo anterior existe otro motivo: la varianza de una
variable no es independiente de la escala.

La razoén de lo anterior es simple: imaginemos un conjunto de variables

X1, Xs, ..., X,, las cuales son de diferentes tipos, es decir, estdn medidas en diferentes
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unidades. En un caso asi, la estructura de las componentes principales derivadas
de X dependera sobre todo de la seleccién arbitraria de las unidades de medicién;
adicionalmente, si hay grandes diferencias entre las varianzas de X, Xy, ..., X, las
variables que tengan las varianzas mds grandes tenderdn a dominar las primeras
componentes principales. Esta dificultad se puede modificar de tal manera que las
componentes obtenidas no se vean afectadas, esto se puede conseguir estandarizando
las variables para que cada una tenga varianza igual a uno, esto significa que estamos
utilizando la matriz de correlaciones P en lugar de la matriz de varianzas y covarianzas
3.

Para encontrar las componentes principales primero obtendremos la matriz P a
partir de la matriz 3. Primero definiremos como D a la matriz diagonal cuyos ele-
mentos sobre la diagonal son el reciproco de las desviaciones estdndar de las variables
Xi :

1
\/r? 0
b | Y = 0
1
o0 Vo

de esta forma, la matriz P estard dada por:
P =DXD

asi cada término de esta matriz serd de la forma:
__ %
VOiin/Tjj

que son los coeficientes de correlacién entre las variables X; y X, por lo tanto la

Pij

matriz P sera:

Lopig oo py
1.
P-DsD- |7 Pl
b Py e 1

La derivacién matemaética es la misma, de tal forma que las componentes princi-
pales resultan ser combinaciones lineales de los vectores propios de P. Sin embargo,
no son las mismas que se obtendrian si utilizdiramos ¥. Cuando se elige analizar
P en lugar de X, resulta ser una decisién arbitraria para considerar a las variables

igualmente importantes.
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En la matriz de correlacion, los términos sobre la diagonal son todos iguales a
uno. De esta forma:

p p
tr(P)=p=> A\ => Varlyj]
=1 i=1
Entonces la proporciéon que aporta a la variacion total la j—ésima componente es
Ai/p.
El decidir cudl de las matrices se debe utilizar para obtener las componentes prin-

cipales dependerd en gran parte de la naturaleza del problema: si existen diferencias

importantes entre las unidades de medicién de cada variable o entre sus varianzas.

1.4 Obtencién de las componentes a partir de la

matriz de datos

En la préctica resulta muy dificil contar con la matriz de varianzas y covarianzas 3.
Por consiguiente, a partir de los datos conocidos serd necesario estimar dos matrices
que nos servirdn para obtener las componentes principales: la matriz de varianzas
y covarianzas muestrales S y la matriz de correlaciones muestrales R. Para ambos
casos, supondremos que los valores de las p variables X, X», ..., X,, son obtenidas a
partir de observaciones de n individuos, numerados desde 1 hasta n. Sea z;; el valor

de la variable j obtenida del individuo ¢. La matriz de datos de n X p puede ser escrita

COomo:
11 Tiz2 ... Tip
To1 Tz ... Typ
X =
Tn1 Tp2 ... Tpp

1.4.1 Componentes principales a partir de la matriz de va-

rianzas y covarianzas muestrales S

Sean:
n
i T , :
T; = == la media muestral de la variable x;
n
y
n —
1 \Lri — L)\ Tyj — . .
Sij = 2ar= ) (ry ) la covarianza muestral de las variables z; y z;
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El denominador n — 1 es elegido de tal forma que s;; sea un estimador insesgado de
la correspondiente covarianza poblacional, denotada por o;;. Entonces la matriz S

tiene la expresion siguiente:

S11 S12 0 Sip

S21 S22 Sop
S —

Spt Sp2 ttt Spp

Como s;; es un estimador insesgado para o0;;, Vi y j, decimos que S es un estimador
insesgado para la matriz de varianzas y covarianzas 2. S es simétrica y sus elementos
sobre la diagonal son las varianzas muestrales de las variables. Las desviaciones
estdndar estdn dadas por ./s;. Las cantidades dependen de las escalas utilizadas
para medir las variables y generalmente son dificiles de interpretar como una medida
de asociacion entre una pareja dada de variables.

La matriz de varianzas y covarianzas muestral puede ser expresada en términos

de los vectores de observacion:

S = Y (%) (xi - %)

n—1+4%
=1

n
1 / =/
= E X;X; — NXX
n—1\4%
=1

Lo anterior lo podemos expresar en términos de la matriz de datos como:

1
S=— (X —1%)' (X - 1%)),
donde
1
1
1= , X = (71, T2, ..., Tp) .
1

nx1

El problema de encontrar las componentes principales es determinar la combi-
nacion lineal Z§:1 a;rx; de las variables X, Xs, ..., X}, que tenga la varianza mues-
tral méxima. La varianza muestral de > 7_, a;z; es, en términos vectoriales, a’Sa.
Siguiendo el procedimiento mencionado en la seccién anterior, los elementos de a

deben satisfacer las p ecuaciones lineales simultdneas:

(S—X)a=0
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donde A es un multiplicador de Lagrange. El valor de A\ es seleccionado de tal forma
que
IS—AI| =0

Aqui \ es el valor propio més grande de S, la matriz de varianzas y covarianzas
muestrales, siendo a el correspondiente vector propio. El proceso de obtener las
siguientes componentes se sigue de la misma manera como se obtuvieron a partir
de la matriz de varianzas y covarianzas poblacionales 3. Dado que S es una matriz
semidefinida positiva, los valores propios son todos no negativos y representan las
varianzas estimadas de las diferentes componentes. Es importante tener en cuenta
que las componentes principales obtenidas de esta matriz se ven como las componentes

principales y no como estimadores de las cantidades correspondientes obtenidas de
3.

1.4.2 Componentes principales a partir de la matriz de co-

rrelaciones muestrales R

Como ya hemos explicado anteriormente, la varianza de una variable no es inde-
pendiente de la escala. Cuando las variables son medidas en unidades muy diferentes,
los efectos de la escala pueden influir en la composicién de las componentes princi-
pales obtenidas, es decir, las componentes de S serdn dominadas por las variables con
mayor varianza y las variables con menor varianza contribuirdn muy poco. Para tales
casos, como ya mencionamos, obtendremos la matriz de correlaciones muestrales R.
La matriz de correlaciones muestrales de p X p, se puede obtener a partir de la matriz

de varianzas y covarianzas muestrales, S:

R = D*SD*
donde D* es la matriz diagonal:
;11 0
1
D* — O /822
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1 2 ... Tip
T21 1 o Ty
. R=D*SD" =
Tp1 Tp2 ... 1
donde:
Sij
Tz‘j =

Para extraer las componentes principales de la matriz de correlaciones muestrales
se sigue el mismo procedimiento que para la matriz S.

Aunque el procedimiento para obtener las componentes principales de R o de
S es el mismo, hay algunas diferencias en la interpretaciéon. Como ya vimos, en
la matriz de correlacién, los términos sobre la diagonal son todos iguales a uno.
De esta manera, la suma de estos términos, es decir, la suma de las varianzas de
las observaciones estandarizadas serd igual a p. Entonces la suma de los valores
propios de R serd también igual a p, y la proporciéon que aporta a la variacién total la
Jj—ésima componente serd \;/p. Ademds, los coeficientes a;; son valores normalizados,
los cuales deben ser aplicados a los scores de las variables estandarizadas cuando se
calculan los scores de las componentes.

1.5 Cuantas componentes principales retener

Como ya hemos mencionado anteriormente, el andlisis de componentes principales
es frecuentemente utilizado con el propdsito de generar un conjunto reducido de va-
riables que acumulen la mayor parte de la varianza de los datos originales, y que
pueda ser utilizado en andlisis subsecuentes. Lo anterior nos lleva a decidir cudntas
componentes hay que retener con el objeto de resumir adecuadamente la dimensién
de los datos. Desgraciadamente, no existe un método aceptado universalmente para
hacerlo. La decisiéon depende del juicio del investigador. Algunos procedimientos para
determinar cudntas componentes hay que retener han sido recomendados. Las reglas
méas comunes que han sido propuestas son:

1. Incluya sélo las suficientes componentes para explicar el porcentaje significativo
de la variacion total. Entre el 70% y el 90% son sugeridas por algunos autores,

aunque éstas generalmente se volveran méds pequefias mientras p o n aumenten.’

IEveritt (1991)
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En este método el reto consiste en seleccionar un porcentaje adecuado. Si se
pretende un porcentaje muy alto, se corre el riesgo de incluir componentes que
son especificas de la muestra o especificas de una variable. Por especificas de una
muestra significa que una componente no se pueda generalizar a la poblacién o
a otras muestras. Una componente de una variable especifica es dominada por

una sola variable y no representa un resumen de muchas variables.?

2. Excluya aquellas componentes que procedan de valores propios que sean menores
que el promedio, es decir, menores que 1 si las componentes fueron obtenidas
de la matriz de correlaciones R. Esta regla fue anteriormente propuesta por
Kaiser (1958), pero Jolliffe (1972) ha sugerido, a base de simulaciones, que una
regla més apropiada serfa excluir aquéllas cuyos valores propios asociados sean

menores que 0.7.2

3. Un tercer método consiste en realizar una grafica scree, la cual se construye gra-
ficando 7 versus \; (sugerido por Cattell en 1965) y seleccionar como el niimero
de componentes el valor de 7 correspondiente a un "codo" en la curva, esto es, el
punto que se localiza donde los valores propios "grandes" terminan y comienzan
los valores propios "pequenos".? Asf, como se muestra en la grifica, lo mas
apropiado es retener dos componentes, pues a partir de la tercera comienza una

disminucién notable en los valores propios.

Talores momos

o T H I + 5 & B

Crmponule i

Fig. 1.5.1 Grafica scree.

2Rencher (1995)

30tra vez se supone que se ha utilizado la matriz de correlaciones R

4Jolliffe (1986), sefiala una alternativa a este modo de graficar los valores propios: graficar log (\;)
Versus %.
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1.6 Informacién en las tltimas componentes prin-

cipales

Como ya hemos visto, las componentes principales son de gran utilidad para re-
ducir la dimensién de los datos y asf facilitar el andlisis de la informacién que puedan
proveer; asimismo hemos enumerado técnicas para seleccionar un niimero adecuado
de componentes que conserven la mayor parte de informacién posible sin necesidad
de ocupar un nimero de componentes que resulte dificil de manejar. Sin embargo, las
ultimas componenes pueden contener informacién que pudiera resultar ttil en algunas
aplicaciones.

Como se senalé anteriormente, los valores propios sirven como varianzas de las
componentes principales, lo que implica que las tltimas componentes tienen las va-
rianzas mé&s pequenas. Asi podemos considerar varios casos cuando las varianzas de

las componentes son pequenas.

1.6.1 Valores propios iguales a cero

Si algunas de las variables originales son linealmente dependientes, entonces, al-
gunos de los valores propios de ¥ serdn cero. La dimensién del espacio en donde
estdn las observaciones es igual al rango de X, y estd dado por (p — k) donde k es
igual al nimero de valores propios iguales a cero. Si hay k valores propios iguales
a cero, entonces podemos encontrar k restricciones linealmente independientes sobre
las variables. Estas restricciones son llamadas relaciones estructurales.

Si tenemos una muestra de una poblacién m&s grande, entonces también existe
una dependencia lineal exacta en la muestra. Si observamos a los valores propios
de S, entonces los estimadores muestrales de los valores propios iguales a cero de X

deberdn ser cero también.

1.6.2 Valores propios cercanos a cero

La ocurrencia de dependencia lineal exacta es rara, excepto cuando uno introduce
de manera deliberada algunas variables redundantes. Un problema practico mas
importante es detectar la dependencia lineal aproximada. Si el valor propio més
pequeno es muy cercano a cero, entonces la p—ésima componente principal, a;X, es

casi constante, y la dimensién de X es "casi" menor que p. Si los dltimos (p — r)
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valores propios se considera que son pequenos, entonces la "eficiencia" de restringir la
dimensién a r estd dada por Y., A; />4 \; . Las componentes principales que co-
rresponden a los valores propios pequenos son variables para las cuales los elementos
de la poblacién tienen valores casi iguales.

Si A1, Arga, ..., Ap son "pequenos', se pierde poca informacién reemplazando los
valores de las correspondientes componentes principales con sus medias, las cuales se
han elegido que sean cero usando la ecuacién Y = A’ (X —X). De esta forma, se
pueden aproximar los scores o puntajes para el m—ésimo individuo por:

v = (Yml,Ym2s- - Ymr, 0,...,0) y aproximar las correspondientes observaciones
originales por: x,, = Ay,, + X. Podemos aproximar también S por Y ., \;a;al. En
ambas férmulas usamos Unicamente las primeras r componentes y es practica usual
tomar las primeras pocas columnas de A que corresponden a los valores propios que

se consideran como "grandes'.

1.6.3 Valores propios repetidos

Algunas veces algunos de los valores propios de 3 serdn iguales. Si tenemos que
Ag+1 = ... = Agyk, entonces A = A 41 por lo que se dice que es una raiz de multi-
plicidad k. Los vectores propios correspondientes a las raices miiltiples no son tinicos
ya que uno puede elegir cualquier conjunto ortonormal en el subespacio apropiado
de k dimensiones. Las componentes principales correspondientes tendréan la misma
varianza. El problema que existe en la préactica es que las raices correspondientes a
la matriz de varianzas y covarianzas muestral, generalmente no serén iguales, asi que
la multiplicidad, por lo general, no se observa en el caso muestral. En lugar de esto,
encontramos que muestras diferentes dardn estimadores de los valores propios com-
pletamente diferentes y por lo tanto éstos no deben ser considerados como "variables
caracterfsticas". Esto es algo que debemos tener en cuenta cuando se encuentra que
los valores propios son aproximadamente iguales. Se han desarrollado pruebas para la
igualdad de valores propios pero éstas requieren la hipétesis de normalidad y son véli-
das solamente para muestras grandes. Un caso importante ocurre cuando los ltimos
k valores propios son iguales. En este caso, la variacién en las tltimas k dimen-
siones se dice que es esférica. Entonces las tltimas & componentes principales pueden
ser consideradas como medida de variabilidad no especifica y las caracteristicas esen-
ciales de X estdn representadas por las primeras (p— k) componentes principales. Por

supuesto que, si los iltimos k£ valores caracteristicos son iguales y son cero, entonces
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los comentarios anteriores correspondientes se aplican a este caso.

1.7 Algunos aspectos importantes de las compo-

nentes principales

A continuacién presentaremos algunas consideraciones que debemos tener en cuenta

cuando se realiza un andlisis de componentes principales.

1.7.1 Scores o puntajes de las componentes principales

Como ya hemos senalado anteriormente, un andlisis de componentes principales
es el primer paso para realizar un estudio detallado de un conjunto de datos. Para
conseguir este objetivo, el investigador deseard obtener los scores de las componentes.

Los scores o puntajes de las componentes principales son las ubicaciones de las
observaciones con respecto a sus ejes componentes principales. Para obtener los scores
individuales de las componentes principales obtenidas simplemente se puede aplicar la
férmula 1.3 a los valores de las variables individuales. Sin embargo, es mds conveniente

que las componentes principales tengan media cero.

Scores o puntajes de las componentes corregidas por la media

Para obtener los scores de las componentes principales cuya media sea cero, es
necesario sumar un vector apropiado de constantes de tal forma que las componentes
principales tengan todas media cero. Si la media muestral es X, y A es la matriz de
vectores propios para la matriz de varianzas y covarianzas muestral S, entonces la
transformacién usual es:

Y =A'"(X-x1') (1.5)
Esta consiste de una traslacién seguida por una rotacién ortogonal. Usando esta
ecuacién para la observacion x,,, para el individuo m—ésimo, se encuentra que:

Ym = A’ (x,, — X)

En la cual, los elementos de y,, son llamados los scores o puntajes para el individuo
m—ésimo. Es esencial notar que si A denota la matriz de vectores propios para la

matriz de correlacion muestral, entonces no serd necesario realizar la transformacion
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anterior puesto que ya la hemos aplicado al realizar la estadarizacién de los datos, por
lo que la ecuacién anterior deberia ser utilizada tinicamente después de estandarizar
las observaciones (x,, — X), de tal forma que cada variable tenga varianza unitaria.

De la ecuacién 1.5 vemos que multiplicando por la matriz A por la izquierda:

Y = A(X-X)
AY = AA(X-X) y AA' =1
AY =X —-Xx

1.7.2 Ortogonalidad

Es facil notar que la restricciéon para los vectores propios de ser ortogonales da
lugar a una matriz A ortogonal. El usar una rotacion ortogonal es que la suma de
los cuadrados de las desviaciones para cada individuo alrededor del vector de medias
permanecerd sin cambio por la rotacién. Para demostrarlo denotaremos por X ala
matriz de (n x p) de datos corregidos por la media y la matriz de los scores o puntajes

de (n x p) por Y, tenemos que:
Y = XA
~ ~ / ~ ~ ~ o~
YY = XA (XA) — XAA'X = XX/

Los términos de la diagonal de las matrices de (n x n) YY'y XX’ dan las sumas de

cuadrados para cada individuo.

1.7.3 Vectores de carga de componentes

Como vimos anteriormente, los vectores aj, as, ..., a,, los cuales definen las com-
ponentes principales son usados para formar la matriz A, y los valores propios,
A, Ao, ..., Ay, arreglados en una matriz diagonal, A; asimismo, vimos que la matriz de

’ ) ) I\ ) ) )

varianzas y covarianzas S de las variables originales estd dada por:
S =AAA’ (1.6)

cuando las componentes son obtenidas de la matriz S.
Si cambiamos la escala de los vectores aj, as, ..., a, de tal forma que la suma de los

cuadrados de sus elementos es igual al correspondiente valor propio, \;, en lugar de
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la unidad, es decir, calculando ¢; = v/\;a;, asf cic, = (\/Xal-)l Va, = Aidla; = A,

ademds podemos reescribir a la ecuacién 1.6 de la siguiente manera:
S=CC

donde C = |[cy, ¢y, ..., ¢, . Los elementos de C son tales que los coeficientes de las
componentes mds importantes estan con la escala cambiada (escalados) para ser ge-
neralmente mas grandes que aquéllos de las componentes menos importantes, lo que
parece intuitivamente razonable.

Los nuevos vectores (c;) o vectores escalados tienen dos diferentes interpretaciones
directas. Primero, supongamos que cambiamos la escala de las componentes de tal
forma que todas tengan varianza unitaria. Esto puede ser hecho por: Y* = A2Y.
Entonces, la transformacién inversa X = AY (suponiendo que X tiene vector de
medias 0) se transforma en: X = AAZY* = CY*. Comparando esta ecuaciéon con
el modelo de andlisis de factores (otra técnica de andlisis multivariado), se dice que
los elementos de C son andlogos a los coeficientes llamados cargas factoriales y por

lo tanto son llamados cargas de componentes.

El problema de cambiar la escala de las componentes principales

Es importante darse cuenta que las componentes principales de un conjunto de
variables dependen de las escalas utilizadas para medir las variables, por ejemplo
suponga que se tienen medidas de n tortugas: su altura en pulgadas, su edad en anos
y su peso en onzas para tener un vector X. Denotaremos la matriz de varianzas y
covarianzas muestral por Sy, sus valores propios por {)\;} y sus vectores propios por

{a;} . Si transformamos a nuevas coordenadas de tal forma que:
Z' = (altura en centimetros, edad en meses, peso en gramos)

entonces z = Kx. Donde K es la matriz diagonal:

1
552 0 0
0 12 0
1
0 0 53

pues hay 2.54 centimetros en una pulgada, 12 meses en un ano y 28.35 gramos en una
onza.

La matriz de varianzas y covarianzas de las nuevas variables estard dada por:

S, = KSxK
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ya que K’ = K. Los valores y vectores propios de S, generalmente serdn diferentes de
los de Sy y serédn denotados por {\;} y {af}. Sin embargo, estos valores y vectores
propios no dan las mismas componentes principales cuando se transforman de regreso

a las variables originales. Las componentes principales cambian a menos que:

1. Todos los elementos diagonales de K sean los mismos, de tal forma que K = I,
donde ¢ es un escalar constante. Esto significa que todas las variables son

escaladas de la misma forma.

2. Las variables correspondientes a elementos diagonales desiguales de K son no
correlacionados. En particular, si todos los elementos de K son desiguales,
entonces Sy debe ser una matriz diagonal, en cuyo caso no tiene sentido llevar
a cabo un anélisis de componentes principales ya que las variables son todas no

correlacionadas.

1.7.4 Correlaciéon entre las variables originales y las compo-
nentes principales
El utilizar la correlacién entre las variables originales y las componentes principales

resulta muy 1til cuando se realiza la interpretacién de las componentes.

La correlacién entre la variable X; y la componente principal Y; estard dada por:

B Cov [X;, Y]]
P, VVar [ X;]\/Var[Y]]

Por un lado, sabemos que:
Y =A'X

como A es una matriz ortogonal, multiplicando ambos lados de la igualdad por A:

AY = AA'X
X =AY

entonces:

p
Xi=auY1+apYs+ ... +apY, =) apYs
k=1
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asf la covarianza entre X; y Y; se podra expresar de la siguiente manera:

M

Cov[X;, Y]] = COU|: aikYk,Y}]

k=1

M

= E awYpy — E LZ: aikYk:|) Y, - E [Yj])}
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(£ avi - $auB i) - 1))
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Il
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T =
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Il
—
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I
=
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= F Z a;xCov [Yy,Y;| + a;;Var Y]]
=

pero como Cov [Y, Y;] =0y Var[Y;] = )\, tenemos que:
Cov [X“ Y}] = aijVar [Y}] = aij)\j
por otro lado, Var [X;] = 0;;, entonces la correlacién va estar dada por:

B Cov [X;,Y]] agh; aij\/)‘_j
Px.y; VVar Xil/Var[Y;] oA Vi

Como senalamos en el apartado anterior, la matriz C tiene dos diferentes inter-

pretaciones directas, una de ellas ya fue mencionada anteriormente, y la segunda
interpretacién directa para la matriz C surge cuando la matriz de correlacién P de
X ha sido analizada de tal forma que P = CC/, esto es, en el caso en que las com-
ponentes hayan sido obtenidas a través de la matriz de correlaciones, las variables X;

fueron estandarizadas, por lo que \/Var [X;] = 1y la correlacién estara dada por:

B Cov [X;, Y]] g .
= vl 0 Y

Asi la matriz de correlacién estd dada por:

Corr[Y,X] = AA? =C
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Asi cuando C es calculada a partir de una matriz de correlaciones P, sus elemen-
tos miden las correlaciones entre las componentes y las variables estandarizadas, y
estos elementos son entonces llamados de las misma forma: correlaciones entre las

componentes y las vartables originales.

1.8 Interpretacién de las componentes principales

Hemos senalado que las componentes principales obtenidas a partir de R serdn
distintas a aquellas obtenidas a partir de la matriz S. En vista de lo anterior, al
momento de escoger entre las componentes principales obtenidas a partir de la matriz
de varianzas y covarianzas muestrales S y la matriz de correlaciones muestrales R, es
necesario tener presente que éstas tendrdn diferentes interpretaciones. Si las variables
tienen varianzas muy diferentes, es mejor, para fines de interpretacién, utilizar R en

vez de S.

1.8.1 Patrones especiales en la matriz de varianzas y cova-
rianzas muestrales (S) o en la matriz de correlaciones

muestrales (R)

Si existen ciertos patrones en los elementos de las matrices S o R, serd posible
deducir la estructura de las componentes principales. Asi, como hemos mencionado
en varias ocasiones, que si hay variables con varianzas mucho mds grandes que el
resto, éstas aportardn la mayor parte de la variabilidad en la primera componente
principal.

También es muy importante tener en cuenta, al momento de llevar a cabo un anali-
sis de componentes principales, que las variables estén correlacionadas, pues puede
suceder que una o m&s componentes principales dupliquen una o mads variables, es
decir, la o las variables seran componentes principales por si mismas. A continuacién
demostraremos este hecho.

Suponga que tenemos p variables no correlacionadas, entonces la matriz de va-
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rianzas y covarianzas muestrales estard dada de la siguiente manera:

S11 0 0
S — 0 S99 0
0 0 Spp

y el polinomio caracteristico sera:

P
0=[S—=All=T] (si — )

i=1
cuyas soluciones serdn:

)\izsiia 221,,}?

Los correspondientes vectores propios normalizados tendrdn un 1 en la i—ésima posi-

cién y 0's en las demds posiciones:

Entonces la i—ésima componente sera:
JR— / JR—

En la préctica, dificilmente existirdn correlaciones muestrales iguales a cero, pero
si las correlaciones son todas pequenas, las variables serdan duplicadas en gran parte
por las componentes principales.

Cuando todas las covarianzas o correlaciones son positivas, todos los elementos del
primer vector propio a; serdn positivos. Dado que los vectores propios ap, as, ..., a,
son ortogonales a aj, estos vectores tendrdn elementos positivos y negativos. Cuando
todos los elementos de a; son positivos, la primera componente principal es un prome-
dio ponderado de las variables y algunas veces se toma como una medida de tamano.
Asimismo, los coeficientes positivos y negativos de las siguientes componentes princi-

pales pueden ser considerados como medida de forma.

1.8.2 Interpretacién geométrica de las componentes princi-

pales

Es fécil mostrar, en términos geométricos, que la primera componente principal

define la linea de mejor ajuste, en términos de minimos cuadrados de las observaciones
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p—dimensionales de la muestra. Estas observaciones pueden ser representadas en una
dimensién tomando su proyeccion sobre esta linea, es decir, encontrando el score
de su primera componente principal. Si los puntos son colineales, esta representacién
podria contener la mayor variacién en los datos, y la matriz de varianzas y covarianzas
muestrales podria tener un solo valor propio distinto de cero, pues como ya vimos
anteriormente valores propios iguales a cero indican dependencia lineal.

Por otra parte, al graficar los scores individuales correspondientes a las dos primeras
componentes individuales (cuando la dimensién de los datos haya sido posible re-
ducirla a dos), podremos ser capaces de identificar datos atipicos o grupos de indi-
viduos.

Gréficas biplot y h-plot

La gréfica biplot es una técnica introducida por Gabriel (1971) que describe tanto
las relaciones que existen entre las observaciones p—dimensionales x1, Xs, ..., X, y las
relaciones entre las variables. Este tipo de gréafica estd basada en el hecho de que

cualquier matriz B,,«,, de rango r puede ser factorizada de manera no tinica como:
B =GH (1.7)

donde G y H son matrices de n X r y m X r, respectivamente, ambas de rango r.
Entonces
bi; = gih;,

donde g} y h;- son los renglones de G y H, respectivamente por lo que tenemos cada
elemento de la matriz B representado por vectores de dimension r. Esta factorizacion
asigna cada g; a un reglén de B y cada h; es asignado a una columna de B. Si
r = 2, podemos graficar los n + m vectores en dos dimensiones y obtener una grafica
biplot.> Para r > 2 puede ser posible aproximar B por una matriz de rango 2 y la
correspondiente biplot explicard a B por s{ misma.

De 1.7 podemos escribir B = (GR) (HR_l)/ para alguna matriz no singular R,
sin embargo, el hecho de que B no pueda ser factorizada de manera tinica, nos puede
llevar a encontrar distintas biplots, por tal motivo, una factorizacién muy 1itil es la

descomposicion de la matriz B en valores singulares :

B=L,A M. =3 §lm), (1.8)
=1

®Nombrado de esta manera por Gabriel (1971)
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donde L, es una matriz de n x r de rango r cuyas columnas ortogonales (L/L, =1,)
son los vectores propios asociados a los valores propios de la matriz BB’, M, es una
matriz de m x r de rango r cuyas columnas m; son los vectores propios asociados a
los valores propios de la matriz B'B. La matriz diagonal, A, = diag (01, 62, ..., 9,),
con 01 > 9y > --- > 9, > 0 son los valores singulares positivos de B, esto es, son las
raices cuadradas positivas de los valores propios distintos de cero de la matriz BB’ o

de la matriz B'B. Se puede ver de 1.8 que:

B'BM = MAL'LAM'M = MA?

B'Bmi = 51211’1“
por lo tanto, las columnas de M son los vectores propios de B'B. Asi,
B=L(AM') = GH/,

ahora verificaremos la existencia de la factorizacion sugerida en 1.7 para esta eleccién

particular de G y H,

HH = (AM') (AM') = MA'AM'= MA*M’ = Y ?m;m, = B'B (1.9)
=1

GG = LL (1.10)

- B(AM) " [B (AM')*I}'

= (BMA™Y) (BMA™Y)

= BMA ' (AT M'B

- BM(A™)’M'B

- B(MA>M') 'B

= B(B'B) B (1.11)
Ahora la factorizacién 1.7 es tinica y nos lleva a una transformacién ortogonal ya que
se impuso la condicién de que G'G = L'L =1,.

Por otro lado, para encontrar una aproximacién de rango s (s < r) para B, uti-

lizaremos el criterio de la norma de Frobenius que nos lleva a la aproximacion:

=1



donde By, es el valor de la matriz C,,.,, de rango s que minimiza a:
n m 9
IB—C| = 21 21 (bij — cij)
i=1j=

La bondad de ajuste esta dada por:

S 512
o —1_ IB- Byl _ =
S Ey
=1

Otra propiedad muy 1itil de B, es la siguiente:

28

(1.12)

Lema 1.1 Si la suma de los renglones de B es cero, es decir, B'1,, = 0, entonces,

en términos de la norma de Frobenius, By es la matriz de rango s cuyas diferencias

entre columnas son las que mejor aproximan a las diferencias entre columnas de B.

Demostracion. Sea C una matriz de n x m tal que C'1l,, = 0, y sean b; y c; las

columnas de B y C. St u; = b; — c;, entonces

2 2 |Ib; = br = (e; = el = 33wy — " =3 3 (uf - 2ujuy + uf)
= =

j=1 j=1k=1 k=1
m 9 m m

. /

= 2my uj—23 > uwju
j=1 j=1k=1

m
= 2m | Y ul -0 Y u; —mu® +mu’

m m m
= 2m | -0 Y u - u +mu’
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NFE

Ui 2 n 2
> [Ibj = br = (¢; —cp)[|” =2m Y [[uy]|
j=1k=1 j=1

ya que B'1, = C'1, = 0 implica que u = 0. Ahora

NE

J

[ = 2% (b - i)} = |B - C|?
1=19=

Il
—_

el cual es minimizado cuando C = B,). =

Gabriel aplico toda la teoria anterior para la matriz de datos X = (X1, X2, ..., Xp)
donde x; = x; — Xy m =1 = p. Entonces X'1,, =0y

~ o~ n

XX=Y%x=Q=(n-1)8,
=1

Sif?>62>- > 5]2) son los valores propios de Q, entonces de 1.10 y 1.9, G =
(Li,1,...,1,) y H=(61my,0omy,....J,m,), donde G es una matriz de n x py Hes
una matriz de p x p. Asimismo, de 1.9y 1.11, HH' = Q y GG’ = X::llx‘ Para quitar
(n —1) de GG/, sean

SIS
N[

G = (77, — 1) (117127 ceey ]-p) y H= (n — ].)_ ((5111’11,521’112, ...,5pmp)

Entonces tenemos que:
HH' =S y GG =XS'X (1.13)

como y los renglones g; y h: de G y H, respectivamente, tienen las siguientes

propiedades:

1. De 1.13, g/ gs = X,,S™'Xp, y la distancia entre los puntos representados por g,

y 83, estd dada por:

lga —gsll = \/g’aga + 8585 — 28,85
= /(R — %) S (Ko — X5)
= /e~ %~ (x5 %)) S [xo — X — (35— %)
= \/(Xa —x5) 87" (Xo — Xp)

que es la distancia de Mahalanobis entre las observaciones x, y Xz.
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2. La covarianza muestral entre las variables j y k es
/
Sjk = th’m
. 2
y la varianza muestral es s;; = ||h;||”.

3. La correlacién muestral entre las variables j y k es el coseno del dngulo entre
h; y h;:
h’hy,
Ty e
4. Note que:
|h; — hy||> = hih; —2h’h; + hihy,
= Sjj — 23jk + Skk

es la varianza muestral de las diferencia entre las variables j y k.

Si aproximamos B por Byy), entonces podemos usar la correspondiente gréfica bi-
plot de n+p vectores g; y h; para visualizar informacién aproximada de las distancias
entre observaciones y sobre varianzas, covarianzas y correlaciones muestrales entre
las variables. La aproximacion By) es satisfactoria si 1.12 es cercana a uno.

En conclusién, al graficar las filas de la matriz G() equivale a proyectar las obser-
vaciones sobre el plano de las dos componentes principales, es decir, graficar los pun-
tajes corregidos por la media. Lo anterior es posible demostrarlo utilizando la relacion
entre las componentes principales y los vectores propios de la matriz Q = XX'. Si h;

es un vector propio de X'X con valor propio 5?,
X'Xh; = 6%h; (1.14)
y multiplicando por X ambos miembros de 1.14, tenemos
XX'Xh; = 6>Xh;

es decir, y; = )N(hi es un vector propio de la matriz XX’ con el mismo valor propio 5?.
Ast, tenemos que las columnas de la matriz G,y son los puntajes de las 2 primeras
componentes principales corregidas por la media.

Por otro lado, se puede ver que dada S, es posible encontrar los dos valores propios

( 52 . .
mds grandes A\; y A9, donde \; = —=, con sus correspondientes vectores propios

n—17

a; = (n— 1)_% dim; y ag = (n — 1)_% domy se puede formar la matriz

H(2) = (\/)\_131, \//\_232> = (017C2)
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donde los p renglones h; de H(y), tienen aproximadamente las propiedades 2 - 4
anteriores. Las 2 columnas de la matriz son graficadas como vectores en el biplot.
Corsten y Gabriel llamaron a la gréfica de los vectores h; la gréfica h-plot de S
y demostraron cémo las matrices de varianzas y covarianzas muestrales pueden ser
comparadas a través de su gréficas h-plot y propusieron como medida de bondad de

ajuste a

Cabe destacar que el andlisis de correspondencias se basa en la teorfa que da origen
a la grafica biplot.

Por todo lo anterior, resulta de gran utilidad graficar los vectores cuyas entradas
son (cj1,¢2), @ = 1,...p, esto es, graficar los vectores [pxi’yl, pXin} , para encontrar

grupos de variables, si es que éstos existen.

1.9 Ejemplo

Con la finalidad de ilustrar el andlisis de componentes principales utilizaremos las
dimensiones de esqueletos de zacundos de agua. Para ello, se hard uso del paquete
estadistico S-PLUS.

Los zancudos de agua son insectos pequenos que viven sobre la superficie de lagos

y estanques, como se puede observar en la figura 1.9.1.

Fig. 1.9.1 Zancudo de agua.
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Estos insectos crecen a lo largo de seis etapas. Durante la transiciéon de una etapa a
otra, ellos mudan su piel, la cual es al mismo tiempo su esqueleto. La piel desprendida
puede ser medida con mucha precisién bajo un microscopio; y el mismo animal puede
ser seguido a lo largo de las seis etapas de crecimiento hasta que alcanza la edad
adulta.

Paa: Fonzakes,
ulileatlaspaa - T

IEFraCUciss  cOTmpUSEto

M=tas i tem=cias. Bl

uliizadze como ramos

Falas Fnstaﬂ:—rane, '1-...'

Vel | e
Favadsr

Fig. 1.9.2 Anatomia del zancudo de

agua.

En la siguiente tabla se muestran datos para n = 88 zancudos hembra de la
especie Limnoporus canaliculatus que fueron obtenidos por el Dr. C.P. Klingenberg
en la Universidad de Alberta, Edmonton, Canad&. Las seis variables medidas fueron
el promedio de la longitud del fémur (F}, Fy, F3) y el promedio la longitud de la tibia
(T, Ty, T3) de las patas posteriores para las primeras tres etapas. Todas las medidas

estdn en mm/1000.

’ T kBT F;, T H L BT Fy 13 ‘
577 440 943 609 1488 919 568 438 929 616 1508 943
579 440 907 595 1547 949 584 430 930 622 1512 946
578 435 912 585 1499 883 582 440 917 600 1522 930
577 443 909 609 1505 917 | 9 579 448 958 637 1558 958
D78 434 936 629 1517 943 | 10 565 427 902 597 1548 958

U W N =
o 3 O
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F T, B T, B T | K T F T, F T
11 570 425 894 572 1494 908 | 50 580 425 906 597 1467 900
12 595 431 927 613 1542 935 || 51 537 391 873 562 1404 838
13 501 391 &06 542 1349 832 || 52 543 422 853 573 1408 &91
14 588 449 965 630 1593 967 | 53 569 421 884 576 1434 865
15 572 423 915 580 1508 902 || 54 591 431 967 608 1567 933
16 580 424 922 590 1548 918 || 55 566 422 912 582 1491 903
17 561 414 950 613 1545 936 || 56 551 400 &78 567 1476 &K2
18 570 416 923 602 1511 919 | 57 588 422 942 595 1526 907
19 565 436 906 612 1488 911 || 58 569 419 904 578 1491 893
20 576 426 910 582 1465 859 || 59 597 439 960 619 1571 958
21 558 420 920 593 1531 904 || 60 548 414 899 574 1501 882
22 549 427 883 600 1440 K899 || 61 579 430 927 610 1520 958
23 562 423 921 615 1551 971 || 62 537 396 884 583 1468 &78
24 549 410 882 577 1474 899 | 63 5H89 450 921 617 1517 933
25 569 411 917 573 1502 889 || 64 559 428 905 606 1503 958
26 567 413 903 572 1520 898 || 65 574 423 926 576 1523 894
27 594 462 996 666 1631 1014 || 66 576 422 910 601 1468 910
28 555 417 893 576 1478 888 || 67 566 426 931 611 1521 942
29 564 436 907 607 1492 929 | 68 582 438 949 618 1560 930
30 597 441 952 603 1490 914 || 69 566 420 900 592 1498 923
31 B87 452 947 631 1512 917 || 70 552 412 894 575 1501 913
32 570 413 897 591 1485 887 || 71 567 424 907 593 1498 917
33 581 420 953 609 1552 951 || 72 58 435 958 612 1539 935
34 574 419 920 585 1493 897 || 73 5H68 423 902 579 1462 874
35 H97 444 949 626 1554 936 || 74 592 430 931 605 1507 901
36 593 447 950 619 1519 937 || 75 582 427 930 617 1528 948
37 546 406 902 586 1470 867 || 76 569 421 902 585 1467 &892
38 565 422 929 598 1484 897 || 77 572 419 917 594 1475 896
39 571 428 940 618 1505 923 || 78 551 418 896 591 1451 908
40 584 443 923 611 1516 936 || 79 5H8 443 931 613 1487 898
41 571 423 922 613 1485 928 || 80 571 410 907 591 1464 902
42 573 424 913 602 1506 944 || 81 550 402 894 563 1461 867
43 527 401 880 574 1424 886 || 82 567 429 923 619 1493 963
44 571 431 933 612 1577 976 || 83 570 414 905 583 1503 902
45 522 396 894 570 1468 K867 || 84 566 425 927 613 1499 935
46 576 436 916 602 1497 916 || 85 H83 437 939 607 1547 948
47 564 402 902 583 1451 852 || 8 5H7H 426 925 602 1500 903
48 580 431 939 599 1551 925 || 87 577 413 901 583 1499 888
49 562 412 911 589 1484 883 || 88 585 448 949 616 1568 957
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Como es usual en estudios de crecimiento, usamos la transformacién logarit-
mica de variables, por lo que el andlisis fue hecho con las variables x; = 1001n F},
Ty = 100InTy, x3 = 100In F5, x4 = 100InTs, x5 = 100In F3 y ¢ = 100InT3 A

continuacion la tabla con los valores de las variables transformadas.

’ L1 T2 T3 Ty L5 T ‘
635.784 608.677 684.907 641.182 730.519 682.329
636.130 608.677 681.014 638.856 734.407 685.541
635.957 607.535 681.564 637.161 731.255 678.333
635.784 609.357 681.235 641.182 731.655 682.111
635.957 607.304 684.162 644.413 732.449 684.907
634.212 608.222 683.411 642.325 731.854 684.907
636.990 606.379 683.518 643.294 732.119 685.224
636.647 608.677 682.111 639.693 732.778 683.518
636.130 610.479 686.485 645.677 735.116 686.485
10 633.683 605.678 680.461 639.192 734.472 686.485
11 634.564 605.209 679.571 634.914 730.921 681.124
12 638.856 606.611 683.195 641.836 734.084 684.055
13 621.661 596.871 669.208 629.527 720.712 672.383
14 637.673 610.702 687.213 644.572 737.337 687.420
15 634.914 604.737 681.892 636.303 731.854 680.461
16 636.303 604.973 682.655 638.012 734.472 682.220
17 632.972 602.587 685.646 641.836 734.278 684.162
18 634.564 603.069 682.763 640.026 732.053 682.329
19 633.683 607.764 680.904 641.673 730.519 681.454
20 635.611 605.444 681.344 636.647 728.961 675.577
21 632436 604.025 682.437 638.519 733.368 680.683
22 630.810 605.678 678.333 639.693 727.240 680.128
23 633.150 604.737 682.546 642.162 734.666 687.833
24 630.810 601.616 678.219 635.784 729.574 680.128
25 634.388 601.859 682.111 635.089 731.455 679.010
26 634.036 602.345 680.572 634.914 732.647 680.017
27 638.688 613.556 690.375 650.129 739.695 692.166
28 631.897 603.309 679.459 635.611 729.845 678.897
29 633.505 607.764 681.014 640.853 730.787 683.411
30 639.192 608.904 685.857 640.192 730.653 681.783
31 637.502 611.368 685.330 644.731 732.119 682.111
32 634.564 602.345 679.906 638.182 730.317 678.784
33 636.475 604.025 685.961 641.182 734.730 685.751

O© 00O Tl Wi+~
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X2

X3

Tyq

X5

Ze

34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
95
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72

635.263
639.192
638.519
630.262
633.683
634.739
636.990
634.739
635.089
626.720
634.739
625.767
635.611
633.505
636.303
633.150
636.303
628.600
629.711
634.388
638.182
633.859
631.173
637.673
634.388
639.192
630.628
636.130
628.600
637.843
632.615
635.263
635.611
633.859
636.647
633.859
631.355
634.036
637.161

603.787
609.582
610.256
600.635
604.501
605.912
609.357
604.737
604.973
599.396
606.611
598.141
607.764
599.645
606.611
602.102
605.209
596.871
604.501
604.263
606.611
604.501
599.146
604.501
603.787
608.450
602.587
606.379
598.141
610.925
605.912
604.737
604.501
605.444
608.222
604.025
602.102
604.973
607.535

682.437
685.541
685.646
680.461
683.411
684.588
682.763
682.655
681.674
677.992
683.841
679.571
682.002
680.461
684.482
681.454
680.904
677.194
674.876
678.446
687.420
681.564
677.765
684.801
680.683
686.693
680.128
683.195
678.446
682.546
680.793
683.087
681.344
683.626
685.541
680.239
679.571
681.014
686.485

637.161
643.935
642.811
637.332
639.359
642.649
641.510
641.836
640.026
635.263
641.673
634.564
640.026
636.819
639.526
637.843
639.192
633.150
635.089
635.611
641.017
636.647
634.036
638.856
635.957
642.811
635.263
641.346
636.819
642.487
640.688
635.611
639.859
641.510
642.649
638.351
635.437
638.519
641.673

730.854
734.859
732.581
729.302
730.250
731.655
732.383
730.317
731.721
726.123
736.328
729.166
731.122
728.001
734.666
730.250
729.097
724.708
724.993
726.822
735.692
730.720
729.709
733.041
730.720
735.947
731.389
732.647
729.166
732.449
731.522
732.844
729.166
732.712
735.244
731.189
731.389
731.189
733.889

679.906
684.162
684.268
676.504
679.906
682.763
684.162
683.303
685.013
678.672
688.346
676.504
682.002
674.759
682.979
678.333
680.239
673.102
679.234
676.273
683.841
680.572
678.219
681.014
679.459
686.485
678.219
686.485
677.765
683.841
686.485
679.571
681.344
684.801
683.518
682.763
681.674
682.111
684.055

35
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T

X2

X3

Tyq

X5

z6 |

73
74
1)
76
77
78
79
80
81
82
33
84
85
86
87
38

634.212
638.351
636.647
634.388
634.914
631.173
637.332
634.739
630.992
634.036
634.564
633.859
636.819
635.437
635.784
637.161

604.737
606.379
605.678
604.263
603.787
603.548
609.357
601.616
599.645
606.146
602.587
605.209
607.993
605.444
602.345
610.479

680.461
683.626
683.518
680.461
682.111
679.794
683.626
681.014
679.571
682.763
680.793
683.195
684.482
682.979
680.351
685.541

636.130
640.523
642.487
637.161
638.688
638.182
641.836
638.182
633.328
642.811
636.819
641.836
640.853
640.026
636.819
642.325

728.756
731.788
733.171
729.097
729.641
728.001
730.452
728.893
728.688
730.854
731.522
731.255
734.407
731.322
731.255
735.756

677.308
680.351
685.435
679.347
679.794
681.124
680.017
680.461
676.504
687.005
680.461
684.055
685.435
680.572
678.897
686.380

Como ya vimos anteriormente, antes de llevar a cabo el andlisis de componentes

principales, es necesario verificar que las variables de estudio estén correlacionadas,

esto lo haremos a través de la matriz de correlaciones:

1.000 0.782

0.782 1.000
0.807 0.708
0.681 0.808
0.703 0.646

0.577 0.714

0.807 0.681 0.703
0.708 0.808 0.646
1.000 0.818 0.842
0.818 1.000 0.700
0.842 0.700 1.000
0.701 0.832 0.809

0.577
0.714
0.701
0.832
0.809
1.000

Asi, todas las correlaciones son mayores que 0.570, por lo que es factible hacer el

andlisis de componentes principales a estos datos.

Haremos el andlisis utilizando la matriz de varianzas y covarianzas ya que los

datos estdn medidos en las mismas unidades y no existen muchas diferencias en sus

valores por lo que no habran diferencias importantes en las varianzas; asi, tenemos el

vector de medias:

X = (634.515, 605.194, 682.102, 639.299, 731.473, 681.790)
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y la matriz de varianzas y covarianzas muestrales:

9.247 7972 7274 6894 6.110 6.252
7.972 11.248 7.032 9.016 6.190 8.521
7.274 7.032 8782 8071 7.128 7.400
6.894 9.016 8&8.071 11.082 6.663 9.862
6.110 6.190 7.128 6.663 &8.171 8.232
6.252 8.521 7.400 9.862 8.232 12.680

Para encontrar las componentes principales debemos tomar los valores y vectores

propios de S, los valores propios son:
A1 = 48.1025, Ay =5.2481, A3 =3.9874, Ay =2.2613, A5 =1.1446 y \g = 0.4654

y los correspondientes vectores propios son:

(0.3683,0.4273, 0.3863, 0.4429, 0.3593, 0.4553)
(—0.6281, —0.3023, —0.1775,0.1679, 0.1564, 0.6557)
(—0.1646, 0.6030, —0.4171, 0.3202, —0.5735, 0.0622)
a, = (—0.1995,—0.3386,0.4718,0.6548, —0.3102, —0.3132)
(—0.6247,0.4847, 0.2578, —0.1145, 0.3974, —0.3706)
(—0.1126,0.1131, 0.5969, —0.4810, —0.5133, 0.3514)

por lo que la matriz de vectores propios queda de la siguiente manera:

0.3683 —0.6281 —0.1646 —0.1995 -0.6247 —0.1126
0.4273 —0.3023 0.6030 —0.3386 0.4847  0.1131
0.3863 —0.1775 —0.4171 0.4718  0.2578  0.5969
0.4429 0.1679  0.3202  0.65648 —0.1145 —-0.4810
0.3593 0.1564 —0.5735 -0.3102 0.3974 —0.5133
0.4553 0.6557  0.0622 —0.3132 —-0.3706 0.3514

entonces las componentes principales serdn:

y=A'x
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Y1 0.3683 04273 03863 0.4429  0.3593  0.4553 i
Ya —0.6281 —-0.3023 —-0.1775 0.167v9 0.1564 0.6557 T
ys | | —0.1646 0.603 —04171 0.3202 —0.5735 0.0622 T3
| | —01995 —0.3386 04718 0.6548 —0.3102 —0.3132 T4
Ys —0.6247 04847 02578 —0.1145 0.3974 —0.3706 Ts
Ys —-0.1126 0.1131 0.5969 —0.481 —0.5133 0.3514 T

Se puede observar en los vectores propios que todos los elementos del vector a; son
positivos por lo que podemos considerar a la primera componente principal como
un promedio ponderado de las variables, asi aquellos insectos que tengan medidas
mucho mayores en las patas posteriores, tendran puntajes mas altos que el resto.
Los elementos del vector propio as; nos indican que aquellos insectos con valores
altos en las variables x;, x5 y x3 tendran puntajes altos negativos en la segunda
componente principal, se puede decir que aquellos insectos que eran mas grandes
en la primera etapa tendrdn puntajes negativos altos en la segunda componente;
mientras que aquellos que eran mds pequenos en la primera etapa tendréan puntajes
altos positivos en la segunda componente. Asimismo, aquellos insectos que tengan
valores altos en las variables x4, x5 v x¢ tendran valores altos positivos en la segunda
componente, esto es, se habrdn desarrollado més que el resto en la tercera etapa.

Para escoger cudntas componentes retener, realizaremos la grafica scree:
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Fig. 1.9.3 Grafica scree.
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y tomaremos la proporcién de varianza que aportan:

6
>N\ =48.1025 + 5.2481 + 3.9874 + 2.2613 + 1.1446 + 0.4654 = 61. 2093
i=1

A1 aporta el: é?éggg x 100% = 78.5869% de la variacién total en los datos, mientras

que A; y g aportan: 8182352481 5 100% = 87.1609% de la varianza total. Podemos

observar a través de ambos métodos que la primera componente principal aporta

cerca del 79% de proporcién de la varianza total y que las dos primeras componentes
aportan el 87% de la varianza total, que es bastante alta y suficiente para realizar el
andlisis con las dos primeras componentes.

Asi tenemos que los puntajes correspondientes para cada uno de los 88 zancudos:

’ Comp. 1 Comp.2 Comp.3 Comp.4 Comp.5 Comp.6 ‘

1 3.776 -1.828 -1.906 -1.250 -0.824 1.698
2 4.230 0.969 -0.697 4.390 -0.226 -0.413
3 -1.275 -4.178 -0.624 1.584 -1.534 -0.294
4 2.957 -1.347 -3.182 0.996 -0.739 -1.077
5 6.264 1.145 -1.448 -2.039 0.700 -0.561
6 4.584 1.653 -2.274 -0.540 -0.644 0.602
7 5.530 0.859 -0.839 -1.113 2.080 -0.346
8 3.708 -0.990 -1.231 2.289 -0.192 -0.093
9 10.818 1.328 -1.339 -1.532 -1.661 -0.256

10 2.435 4.197 0.349 3.243 0.204 -0.669
11 -3.396 -0.845 0.072 3.701 0.146 0.643
12 5.720 -1.030 0.860 0.688 1.836 -1.441
13 -25.748 3.387 -4.932 0.815 -0.999 -0.272
14 12.497 0.938 0.654 0.213 -1.656 -0.250
15 -1.924 -1.390 1.514 1.688 -0.462 0.556
16 1.482 -0.620 2.763 1.929 -0.098 -0.667
17 2.898 3.548 3.445 -2.911 -0.559 0.167
18 0.141 1.060 1.631 -1.149 0.943 -0.310
19  0.885 -0.013 -3.473 -0.686 -0.930 -1.101
20  -4.688 -5.542 -0.491 -0.327 -0.849 -0.166
21 -1.304 1.039 1.907 -0.217 -2.071 -0.685
22 -4.716 1.164 -4.925 -0.888 -0.466 -0.379
23 4.641 5.858 0.774 0.372 0.553 -0.526
24 -7.389 2.121 0.068 1.073 0.158 -0.224
25 -4.605 -1.447 3.504 0.723 0.030 0.699
26 -4.312 -0.282 3.189 2.342 -0.149 -0.298
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Comp.1 Comp.2 Comp.3 Comp.4 Comp.5

Comp. 6 ‘

27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
5}
56
57
58
99
60
61
62
63
64
65

20.781
-6.326
1.487
4.857
7.770
-4.326
5.522
-2.223
9.276
8.089
-8.206
-1.368
3.342
5.332
1.499
1.830
-12.065
7.141
-12.546
1.756
-8.924
3.973
-4.732
-1.404
-16.740
-10.213
-7.673
7.221
-2.744
-10.080
1.924
-4.007
10.188
-6.751
4.990
-10.364
6.543
1.873
-1.690

3.290
-0.087
1.266
-4.709
-3.093
-1.119
1.860
-1.795
-2.012
-2.287
0.204
-0.917
0.429
-0.862
1.137
2.056
3.819
4.579
3.454
-1.242
-2.967
-0.657
-0.796
-2.321
-0.685
1.113
-3.954
-1.383
-0.645
1.196
-2.591
-1.451
-0.369
0.548
2.039
3.079
-1.869
4.528
-2.367

-0.303
0.030
-3.162
-0.657
-3.274
0.692
3.655
1.558
-0.133
-1.558
1.078
0.223
-0.389
-2.161
-1.027
-0.242
-1.084
1.524
2.278
-1.859
1.736
2.116
1.349
-1.446
0.627
-5.596
-2.128
3.709
0.579
2.183
3.152
1.019
1.871
1.575
-0.267
1.475
-3.312
-2.001
2.915

-1.530
1.090
0.460

-0.423

-2.092

-0.487

-0.807
0.133

-0.446

-0.339

-2.659

-2.027

-2.717
1.169

-1.917
0.852

-1.573
1.709

-2.209
0.618

-2.961
0.928

-1.522

-0.225

-2.475
2.162
0.629

-0.472
1.010
1.113

-0.344
1.393
0.428
0.771
0.702
-2.195
1.252
1.057
1.675

-1.762
-0.887
-0.545
0.580
-1.475
1.195
1.185
0.366
-0.028
0.014
-1.345
-0.727
-0.177
0.128
1.529
1.754
-0.491
-0.223
-2.978
-0.234
0.972
-0.985
-0.149
1.776
0.370
0.344
0.696
-0.487
-0.390
0.737
0.652
0.021
0.523
-2.407
1.661
-0.193
-0.077
0.682
-1.355

-0.370
0.096
-0.071
2.122
-0.543
-1.565
0.765
0.640
-1.113
0.850
-0.813
0.733
0.177
-0.111
0.157
0.309
1.360
-0.158
0.280
0.012
-0.990
0.049
-0.470
-0.189
0.171
0.602
-0.052
0.649
0.908
-0.715
0.312
0.182
0.246
-0.306
0.667
-1.352
-0.776
0.470
0.742
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Comp.1 Comp.2 Comp.3 Comp.4 Comp.5

Comp. 6 ‘

66
67
68
69
70
71
72
73
74
[0)
76
7
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88

-0.968
3.250
7.034

-1.539

-95.256

-0.992
6.619

-5.360
2.508
5.222

-3.990

-2.288

-4.870
3.395

-3.893

-10.698
4.193

-3.287
2.264
6.367
0.499

-3.920
9.531

-0.903
2.604
-0.580
1.530
2.631
0.595
-0.886
-3.276
-3.727
1.454
-1.680
-1.525
1.839
-4.195
-0.328
-0.565
3.808
-0.290
2.090
0.394
-1.511
-1.972
0.317

-1.193
0.192
0.942

-0.100
1.484

-0.333
1.336

-0.724
0.431
0.376

-0.670
0.187

-2.113

-2.699
0.701
2.353

-2.181
1.939

-0.739
0.642
0.123
2.046

-0.116

-0.881
-0.885
-0.654
1.190
1.983
0.866
-0.843
0.388
-0.707
-0.497
0.332
-1.194
-0.689
-1.281
-1.138
0.003
-0.943
0.968
-1.661
1.319
-1.049
0.766
1.480

2.032
-0.047
-1.497

1.002
-0.275

0.231
-0.460
-0.489

0.911

1.773

0.589

0.847

0.311
-0.612

2.560
-0.394

1.650
0.8356

0.518
-0.169
-0.079

1.356
-1.450

0.103
0.370
-0.785
-0.227
0.354
0.013
0.996
0.346
-0.645
-0.465
0.318
0.333
0.898
-0.256
0.315
0.702
1.017
-0.381
0.415
0.504
-0.252
-1.223
0.312

Por otro lado, tenemos los vectores de carga de componentes:

Comp.1 Comp.2 Comp.3 Comp.4 Comp.5 Comp. 6

Zy
X2
xs3
Ty
Ts
Ze

0.368
0.427
0.386
0.443
0.359
0.455

-0.628
-0.302
-0.177
0.168
0.156
0.656

0.165
-0.603
0.417
-0.320
0.573
0.000

0.200
0.339
-0.472
-0.655
0.310
0.313

0.625
-0.485
-0.258

0.114
-0.397

0.371

-0.113
0.113
0.597

-0.481

-0.513
0.351

y las correlaciones entre las componentes principales y las variables originales:
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Comp.1 Comp.2 Comp.3 Comp.4 Comp.5 Comp. 6
rp  0.840 -0.473 0.108 0.099 0.220 -0.025
ro  0.883 -0.207 -0.359 0.152 -0.155 0.023
r3  0.904 -0.137 0.281 -0.239 -0.093 0.137
rgy  0.923 0.116 -0.192 -0.296 0.037 -0.099
Ts 0.872 0.125 0.401 0.163 -0.149 -0.122
xg  0.887 0.422 -0.035 0.132 0.111 0.067

Al observar las correlaciones entre las variables originales se puede ver que las
variables zo v 3 estdn muy correlacionadas, al igual que las variables x4 y x5, esto
nos indica que la informacién que estd aportando cada pareja de variables es muy
similar, por lo que podemos considerar a estas parejas como dos grupos de variables
y por otra parte estdn las variables x; y xg; lo anterior también es posible observarlo
en la gréfica biplot que presenta la salida de S-PLUS, fig. 1.9.4, en donde se puede
observar claramente cémo el dngulo que forman los vectores de las variables x5 v x3
y el dngulo formado por los vectores de las variables x4, y x5 son muy cercanos a
07, por lo que el coseno de estos dngulos es muy cercano a 1 lo que nos indica una
alta correlaciéon entre cada pareja de variables, mientras que se puede notar que el
dngulo que forman las variables z; y 24 es muy cercano a 90°, asf el coseno de este
angulo estard cercano a 0, lo que implica que no existe una asociacién lineal entre

estas dos variables. También, en la misma grafica, es posible observar que la longitud

de los vectores que representan a cada una de las seis variables, son muy similares,
lo que nos indica que las varianzas son muy similares, solamente resaltan los vectores
correspondientes a las variables x3 y x5, los cuales tienen una longitud menor a la
de los cuatro vectores restantes, es decir, x3 y x5 son las variables que tienen las
varianzas més pequenas.

En la gréfica biplot (fig. 1.9.4), se puede ver que los zancudos que fueron medidos
no forman algin grupo en especial, solamente se alcanza a distinguir cémo se forma
un pequeno grupo cuyos individuos tienen scores ligeramente menores a cero para
ambas componentes y el resto de los individuos se encuentran esparcidos en la gréfica,
asimismo se puede distinguir al individuo 13 cémo se aleja del resto, este individuo
tiene la caracteristica de que el valor en la primera componente principal es el mas
pequeno de todos, esto es, en las tres etapas en las que fue medido, siempre fue el
mds pequeno con respecto al resto. Por otra parte, se observa que el individuo 27
es el que tiene el puntaje mds alto en la primera componente, es decir, este insecto,

durante las tres etapas, fue el mds grande con respecto a los 87 insectos restantes.
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Por 1ltimo, se puede ver que los individuos 23 y 20 son los que mads se alejan del
grupo con respecto a la segunda componente, siendo el individuo 23 el que tiene un
score mayor en esta componente y el score en esta componente para el individuo 20
es el menor, lo que nos indica que estos insectos tuvieron medidas mucho menores y

mayores, respectivamente, en las variables z1, x5 y x3.
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Fig. 1.9.4 Grafica biplot.
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Capitulo 2

CONCEPTOS EN OTRAS
AREAS RELACIONADOS CON
ESTADISTICA ESFERICA

2.1 Introduccién

En el anélisis de direcciones y de eventos periédicos, el sistema coordenado debe
ser cambiado frecuentemente. Algunas veces las coordenadas rectangulares son muy
apropiadas, pero para los propésitos de este trabajo, las coordenas polares y esféricas
brindan herramientas méas apropiadas. El cambio de un sistema coordenado a otro

requiere una aplicacién cuidadosa de las funciones trigonométricas.

Asimismo los vectores y algunos conceptos bdsicos de fisica, como lo son centro
de masa y momento de inercia, resultan una herramienta importante, cuando se
trabaja con coordenadas rectangulares o en coordenadas polares, por lo que después
de dar algunos conceptos bésicos de trigonometria daremos la definicién de un vector
y hablaremos a grandes rasgos de los conceptos de centro de masa y momento de

inercia.
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2.2 Nociones basicas de Geometria

2.2.1 Angulos y algunos conceptos bdsicos de trigonometria

Dadas ¢, y {5 dos lineas rectas no coincidentes, si rotamos alrededor del punto de
interseccion (el vértice) a ¢; en direccién contraria a las manecillas del reloj hasta que
coincida con fs, (como se muestra en la Fig. 2.2.1) la magnitud de la rotacién que
tuvimos que realizar para lograrlo es llamada dngulo, (en la figura denotado por ).

Los dngulos se miden en grados (denotados por °) o en radianes (rad).

Fig. 2.2.1 Angulo entre dos

rectas.

Si /1 v £5 son dos rectas que coinciden, al rotar /1 hasta alcanzar a ¢ obtendremos
una circunferencia, su magnitud serd de 360°, entonces un grado (1°) es % de una
circunferencia y un radidn (1 rad) serd la medida de un dngulo que abarca un arco
de circunferencia de longitud igual al radio por lo que habrd 27 radianes en una

circunferencia.

Razones trigonométricas

A partir de los dngulos en un tridngulo rectdngulo se definen las razones trigo-
nométricas, las que al generalizarse dan lugar a las funciones trigonométricas, por lo
que es necesario, antes de hablar de las funciones trigonométricas, dar la definicién
de las razones trigonométricas.

Dado un tridngulo rectdngulo, a los dos lados que forman el dangulo recto los
llamamos catetos, mientras que al lado opuesto al &ngulo recto lo llamamos hipotenusa

(H). Por otro lado, si fijamos uno de los dngulos agudos, (« en la figura 2.2.2) al
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segmento BC que delimita a « lo llamamos cateto adyacente (CA) y al otro cateto se
le llama cateto opuesto (CO). Al definir las razones trigonomeétricas, supondremos que
cateto opuesto, cateto adyacente o hipotenusa se refieren a las longitudes de dichos

lados del triangulo.

Fig. 2.2.2 Elementos de un

triangulo rectangulo.

Entonces las razones trigonométricas quedan definidas de la siguiente manera:

cateto opuesto  BA

senar = hipotenusa CA
_ cateto adyacente  CB
cosa = hipotenusa ~ CA
cateto opuesto BA
tana =

cateto adyacente ~ OB

donde sen «, cos v y tan « son las abreviaturas de los términos seno, cosenoy tangente

del dngulo «, respectivamente. Las razones reciprocas se definen a continuacion:

hipotenusa CA

ea = cateto opuesto  BA
hipotenusa CA
seear = cateto adyacente  CB
cateto adyacente  CB
cota = =

cateto opuesto BA

Funciones trigonométricas

Las funciones trigonométricas se definen a partir del circulo trigonométrico (fig.

2.2.3), el cual consta de una circunferencia de radio 1, con centro en el origen y de
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un rayo que parte del origen y forma un dngulo 6 con la parte positiva del eje de las
x. El rayo corta al circulo unitario en un punto P, cuya proyeccién () en el eje x

determina el tridngulo rectangulo OQP.

Atm @ am P

Fig. 2.2.3 Circulo trigonometrico.

La hipotenusa del triangulo OQ P mide 1, puesto que es el radio del circulo, y
por ello la abscisa y la ordenada de P son cosf y senf, respectivamente, segin es
inmediato de las definiciones de las razones trigonométricas, ya que el denominador

es 1. Por otra parte, se sigue del Teorema de Pitdgoras que:
cos’f +senf® = 1 (2.1)
Dado lo anterior, ahora si podemos definir las funciones trigonométricas.

Definicién 2.1 Si 0 es la medida en radianes de un dangulo , la funcion seno de
0 (senf) es la ordenada del punto P en el circulo trigonométrico correspondiente al

radio que forma un dngulo de medida 0 con la parte positiva del eje de las abscisas.

Definicion 2.2 Si 0 es la medida en radianes de un dngulo , la funcién coseno de 0
(cos @) es la abscisa del punto P en el circulo trigonométrico correspondiente al radio

que forma un dngulo de medida 6 con la parte positiva del eje de las abscisas.

Si el dominio de € consiste de todos los nimeros reales, las funciones sen ¢ y cos 6

son funciones periddicas de 0, esto es:

sen (0 4 2m) = sen 6 y cos (0 + 2m) = cos b
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puesto que cualquier nueva rotaciéon completa alrededor del circulo trigonométrico
genera los mismos valores de sen @ y cosf, entonces el periodo de estas funciones es
de 2.

Las funciones seno y coseno pueden tomar valores negativos, pero la relacién 2.1

implica que los valores no pueden ser menores que -1 ni mayores que 1, es decir,
—1<senf <1 y —1<cosfh <1.

Definicién 2.3 §i 0 es la medida en radianes de un dngulo , la funcion tangente

sen 6

de 0 es el cociente de la funcion seno entre la funcion coseno, es decir, tantl = >225.

Podemos ver que si cos € = 0, la funcién tangente no esta definida para los valores
de 6 tales que 0 = w, Vk € Z.

La funcién tan 6 es periédica de periodo 7 :

tan (6 + ) = sen (0 + )  senfcosm + cosf senm

cos(@+m) cosfcosm —senfsenm

ya que sen (0 + ) = senf cosm + senmcosf y cos (0 + m) = cosf cosm — senfsen,

ademds senm = 0 y cosm = —1, entonces
(senf) (—1) + (cosf) (0) —send
tan (0 = = = tan4.
an (6 + ) cosf (—1) + (send) (0) “cosf

Definicion 2.4 Si 0 es la medida en radianes de un dngulo , la funcion cosecante
de 0 es el cociente de la funcion constante 1 dividida entre la funcion seno, es decir,

cscl es el inverso multiplicativo de senf).

La funcién cosecante no estd definida para los valores de € en los que el seno se
anula, es decir, para 0 = kn, Vk € Z.

Definicién 2.5 §i 0 es la medida en radianes de un dngulo , la funcion secante de
0 es el cociente de la funcion constante 1 dividida entre la funcion coseno, es decir,

sect es el inverso multiplicativo de cosf.

Asi, si cos 6 = 0, la funcién secante no estd definida para los valores de 6 tales
que, w, Vk € Z.

Definicién 2.6 S5i 0 es la medida en radianes de un dngulo , la funcion cotangente
de 0 es el cociente de la funcion constante 1 dividida entre la funcion tangente, es
decir, cotf) es el inverso multiplicativo de tanf.



49

La funcién cotangente no estd definida para los valores de 6 en los que el seno se
anula, es decir, para 0 = kn, Vk € Z.
Las relaciones siguientes, las cuales pueden ser derivadas facilmente de la figura

2.2.3, son muy tutiles al momento de trabajar con distribuciones circulares y esféricas:

sen(—a) = sen(2m —a) = —sen«
cos(—a) = cos(2m — ) = cos
sen (T —a) = sena
cos(m—a) = —cosa
sen (m+a) = —sena
cos(m+a) = —cosa

Otras relaciones importantes, que pueden ser demostradas ficilmente son:

sen (a«+ ) = senacosf =+ cosasen 3

cos(a£ ) = cosacosf Fsenasenf

Funciones trigonométricas inversas

Ahora definiremos las funciones inversas, para hacerlo, es importante definir el
intervalo en el que va a quedar el dngulo.

Si el dngulo 0 crece de —3 a 7, entonces la funcién sen @ crece de —1 a 1, por lo
que ¢ queda tinicamente determinado en este intervalo. Entonces, —5 < 0 < 7 es
llamada la funcion inversa de y = sen #, denominada arcoseno de y, la que escribimos

de la siguiente manera:

0 = arcseny (y e[-1,1], 0 e [—E E])
0 0 = sen 'y
Si el angulo € crece de 0 a 7, cos f decrece de 1 a —1. Entonces la funcidon inversa

de y = cos f, denominada arcoseno de y, estd dada por:

0 = arccosy (y € [-1,1], 6 € [0,7])

0 0 = cosly.

Por otro lado, la funcién y = tan @ estd definida tinicamente para los valores de

RS (—%, %) . De esta manera la funcidon inversa de y = tan 6, llamada arcotangente
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de y, es:

6 = arctany (y € (—o0,00), 0 ¢ (__ _)>

o) § = tanly

Asimismo, la funcién y = cscf estd definida tinicamente para los valores de 0 €

(0,7) . Asi, la funcion inversa de y = csc @, denominada arcocosecante de y, es:

6 = arccscy (y € {(—o0,—1]U[1,00)}, 0 € (0,7))

0 § = cscly

Ahora, la funcién y = secf estd definida inicamente para los valores de 6 €
(—g, %) Asi, la funcion inversa de y = sec@, llamada arcosecante de y, estd dada
por:

f = arcsecy <y € {(—o0,—1]U[1,00)}, 6H€ <__ _>>

o 0 = secly

Por dltimo, la funcién y = cotf estd definida tnicamente para los valores de
0 € (0,7). por lo que la funcion inversa de y = cot 0, denominada arcocotangente de

Y, es:

6 = arccoty (y € (—o0,00), 6€(0,7))
o 0 = cot 'y

2.2.2 Vectores

Los vectores fueron introducidos por los fisicos para estudiar conceptos como
fuerza y velocidad en la cual no sélo la magnitud sino también la direccién son im-
portantes. Hoy en dfa, los vectores no sélo son utilizados por los fisicos, también por
los matemadticos y cualquier otro profesionista que requiera utilizarlos en el anélisis
de direcciones.

A continuacién enumeramos algunas definiciones y propiedades bésicas en el es-

tudio de los vectores.

Definicién 2.7 Un escalar es un nimero puro, es decir, se puede ver a los escalares,
desde el punto de vista de la fisica, como cantidades que pueden especificarse en forma

completa por un nimero y una unidad y que, por lo tanto, tienen solamente magnitud.
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Definicién 2.8 Un vector es un segmento rectilineo dirigido.

En la siguiente figura, los puntos P y () forman el vector v, el cual también lo
—
podemos denotar como el vector QQP. El punto () es el punto inicial del vector y P

es el punto final. Su longitud se escribe como ’Cﬁj‘o lv|.

L]

Fig. 2.2.4 Vector v.

Definicién 2.9 Dos vectores son iguales si y solo si tienen la misma longitud y di-

reccion.

Fig. 2.2.5 Dos vectores

iguales.

Asi, los vectores que se muestran en la figura anterior son iguales aunque no
tengan el mismo punto inicial, pero se puede observar que tienen la misma longitud
y direccion.

Dos o mds vectores se suman por la regla del poligono: desde el punto extremo
de la flecha de un vector, se traza el segundo vector (con su longitud y direccién

correctos); del extremo de éste se traza el tercer vector; y asi sucesivamente, como se
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indica en la figura:

Fig. 2.2.6 Suma de los

vectores u, vy w.

Definicién 2.10 La suma vectorial o vector resultante es el vector que va
desde el origen del primer vector hasta el extremo final del ultimo, es decir, el vector

que completa el poligono.

Notése que éste podria ser un poligono alabeado en el espacio tridimensional, es
decir, que no estd en un plano.

Por otro lado, si sumamos k veces el mismo vector: v+ v + ... +v = kv, como se

/

muestra en la figura:

=

Fig. 2.2.7 k veces

el vector v.

podemos ver que kv es un vector que tiene la misma direccién, pero su longitud es k
veces mayor que la longitud del vector v. Sin embargo, si k < 0, kv tiene direccién
contraria al de v y es |k| veces mayor. Por lo anterior, si dos vectores son paralelos,
uno de ellos sera el producto escalar por el otro, e inversamente, si nu =mv (m y n
escalares distintos de cero).
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Definicién 2.11 El vector unitarioi’ = 2, es el vector de magnitud 1 en la misma

~up

direccion del vector u.
De la definicién anterior se puede escribir al vector u de la siguiente manera:
u = |u|{

Definicién 2.12 La resta vectorial es el vector que va desde el extremo final del

sequndo vector hasta el el extremo final del primer vector.

La definicion anterior se puede ver de la siguiente manera: dados dos vectores u y
v, el vector u — v se define como el vector que sumado al vector v da como resultado

el u, como se puede ver en la figura 2.2.8.

Fig. 2.2.8 Resta de los

vectores u 'y v.

Las operaciones de suma y resta de vectores conducen a un vector especial importante:
el vector nulo. En el caso de que la suma de los vectores conduzca a un poligono
cerrado, el extremo del ltimo vector coincidiendo con el origen del primer vector, se
define la suma por un vector de magnitud cero, llamado vector nulo. A continucién

daremos la defincién de vector nulo.

Definicién 2.13 Se llama vector nulo al vector de magnitud cero, el cual se puede

indicar como 0, el cual no tiene direccion, es indefinido.
A partir de la definicién de suma vectorial y de vector nulo podemos ver que:
u+(—u)=0 y 0O+u=u+0=u

y si
mu+nv =20 — nv=0—mu=—-—mu
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(el vector que sumado a mu da 0) por la definicién de resta. Todo lo anterior justifica
la transposicién de un vector de un miembro de la ecuacién al otro, como en dlgebra.
Después de haber definido la suma y resta de vectores podemos enunciar las

propiedades de la suma de vectores.

l.u+v=v+u ley conmutativa de la suma.

Se sigue del hecho de que u+ v y v + u, partiendo de un punto comiin, forman
un paralelogramo; y la diagonal, por tanto, es simultdneamente el vector u + v

y el vector v + u, como se puede observar en la siguiente figura.

Fig. 2.2.9 Conmutativad

de la suma.

2. u+v+w=(u+v)+w=u+(v+w)=(ut+v+w) ley asociativa de

la suma.

La ley anterior se sigue del hecho de que cuando se suman vectores, el mismo

vector cierra los tres poligonos (Fig. 2.2.10).

nw

ut+v+w

u

Fig. 2.2.10 Asociatividad

de la suma.



95

3. wytuyt+us+...+u, ley conmutativa generalizada.

El método de la adicién de vectores nos permite decir que este vector es el
mismo, cualquiera que sea el nimero de vectores agrupados, es decir, podemos
escribir

(up+u)+ (ug+us+us)+ (ug+ ... +uy,)

es decir, tenemos una ley asociativa generalizada, ya que el vector necesario
para cerrar este poligono siempre es el mismo. Por tanto, al colocar paréntesis
abarcando pares y aplicar la ley conmutativa en forma repetida, podemos poner

a los vectores u; en cualquier orden que deseemos.
4. m(nu) = (mn)u ley asociativa para la multiplicacion de un vector por
escalares.

Cualesquiera que sean los signos de m y n, los dos vectores m (nu) y (mn)u
deben tener la misma direccién (igual que u si m, n tienen el mismo signo,
direccién opuesta al de u en el caso contrario). Las magnitudes son las mismas
porque

[ml[nu| = [m| (|n|[a]) = |(mn)|u
siendo m y n nimeros reales.

5. (m+n)u=mu+nu  una forma de la ley distributiva.

Otra vez, las direcciones son las mismas. Esto es evidente si m y n tienen el
mismo signo, o si m +n = 0. En caso contrario, la direccién se determina por
el signo del escalar que tenga un mayor valor numeérico, |m| o |n|. Con respecto
a las magnitudes,

Im +nl[u| = |m| [a| + |n[ |yl
si m y n tienen el mismo signo; mientras que
[m +nfu] = |(Im| = [n])] [u|
si m y n tienen signos contrarios, ya que éstos son nimeros reales.

6. m(u+v)=mu+mv ley distributiva.

Para demostrar esta propiedad necesitamos tomar dos casos m >0y m <0 :
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i. m > 0 Para demostrar que la direcciéon de ambos vectores es la misma,

primero formemos dos tridngulos: uno al sumar los vectores uy v y
el otro al sumar los vectores mu y mv, como se muestra en la figura
2.2.11

u

Fig. 2.2.11 u+ vy mu+mv.

Por la definicién de vectores paralelos, u|lmu y v|imv, por lo que

podemos escribir:

|mul| |mv|
u] v
¢}
[m[ ] _ |m[]v]
|u| v

asi que el dngulo comprendido entre el vector u y el vector v es igual
al dngulo formado por los vectores mu y mv, por lo que el tridngulo
formado al sumar los vectores u y v es semejante al tridngulo que se
obtiene al sumar a los vectores mu y mv. De esta manera, al ser estos
dos tridngulos semejantes, se sigue que los dngulos interiores de ambos
triangulos son iguales. Asi, por todo lo anterior, se puede afirmar que
la direccién del vector mu + mv es igual a la del vector u + v y, por
ende, a la del vector que resulta al sumar al vector u + v, m veces:
m(u+v).

Con respecto a la igualdad de las magnitudes de ambos vectores, como
los lados del tridngulo formado por los vectores u, v .y u + v son
proporcionales a los lados del triangulo formado por los vectores mu,

mv y mu+ mv, es decir,

lmu|  [mv|  |mu+mv]|

v uty
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de otra manera,

m[ fuf _ [m[]v] _ [mu+mv|

|u vl lu+v|

y al ser las magnitudes de los vectores u y v escalares y m > 0 podemos

ver que:
_|mu+mv|
lu+v|
lo que implica que
mlu+vl = |mu+mv|
<~ |m||u+v|=|mu+mv|
Im (u+ v)| = |mu + mv]|

m <0

Igual que para el caso anterior, para demostrar la igualdad de las
direcciones de ambos vectores, formemos dos tridngulos: uno al sumar
los vectores u y v y el otro al sumar los vectores mu y mv, como se

muestra en la figura 2.2.12

Fig. 2.2.12 u+ v y mu+ mv cuando
m < 0.

De nuevo, por la definicién de vectores paralelos, u||mu y v|mv, en-

tonces podemos escribir:

|mul B |mv|
u] v
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ademds, como el dngulo comprendido entre u y v es igual al dngulo
formado por los vectores mu y mv, ya que son dangulos opuestos por
el vértice, se sigue que el tridngulo formado al sumar los vectores u y
v es semejante al tridngulo que se obtiene al sumar a los vectores mu
y mv. De nuevo, al ser estos dos tridngulos semejantes se sigue que
los dngulos interiores del primer tridngulo son iguales a los dngulos
del segundo tridngulo pero, al ser la direccién de los vectores mu y
mv opuesta a la de los vectores u y v, la direcciéon del vector u + v
es opuesta a la del vector mu + mv; ahora, como m < 0, el vector
m (u + v) tiene direccién opuesta a la del vector u+ v, lo que implica
que su direccién es la misma que la del vector mu + mv.

Por otra parte, para demostrar la igualdad de magnitudes, tenemos
que los lados del tridangulo formado por los vectores u, v y u + v son
proporcionales a los lados del tridangulo formado por los vectores mu,

mv y mu+ mv, por lo que tenemos que

lmu|  [mv|  |mu+mv]|
lu| v ju+ vl
de otra forma,
miful _ fml v _ fmu + my]
|ul v ju+ vl

y al ser las magnitudes de los vectores u y v escalares y m < 0 tenemos

que:
im| = |mu + mv]|
ju+ v
entonces
|m||lu+v| = |mu+ mv|
|m (u+ v)| = |mu+ mv]|

Con lo que queda demostrada la propiedad 6.
Antes de llevar los vectores a un sistema coordenado vale la pena enunciar el

teorema base.

Teorema 2.14 (Teorema base, parte a) Un vector w se puede expresar como una
combinacion lineal inica de dos vectores dados no paralelos y no nulos, u y v, en el

mismo plano: w = mu + nv, siendo m y n coeficientes escalares inicos.
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Demostracién. Por el extremo P de w = O—f)’, tracemos una recta paralela a u,
y por el otro extremo O de w, una paralela a v, como se puede apreciar en la figura
2.2.13. Estas rectas se cortan en un punto R. Entonces w = O—é + ﬁ Como ﬁ es
paralelo a u, es un escalar multiplicado por u, es decir, mu; y andlogamente O—}% es
un escalar multiplicado por v, es decir, nB. Por consiguiente w es una combinacién
lineal de u y v.

Ahora falta demostrar que esta combinacién obtenida es tnica, por lo que ahora
supongamos que podemos escribir a w como dos combinaciones lineales distintas: w =

miu+ nyv y como w = msu + nov. Esto significa que:
miu+ nv = moUu + NoV
<< mu— Mol = N9V + N1V
(my—mg)u = (ng—nq)v
lo que implicarfa que los vectores u y v son paralelos lo que es una contradiccion,
o bien que cada miembro es el vector nulo, en tal caso m; = mo y n; = ng, ya que

u# 0y v #0, lo que demuestra que w se puede expresar sélo en una forma como
una combinacién lineal deuy v. m

v ar

Fig. 2.2.13 Representacion grafica del teorema base

parte a.

Teorema 2.15 (Teorema base, parte b) En el espacio tridimensional, considé-
rense u, v .y w como tres vectores no nulos, no paralelos al mismo plano, sin que
sean paralelos dos de ellos. Entonces cualquier vector a se puede expresar como una
combinacion lineal Uinica de u, v y w: a = [u+ mv + nw.

Demostracién. Si los vectores parten del mismo punto O, (figura 2.2.14) una

—
recta paralela a w que pase por el extremo P de a = OP cortara al plano de u, v en
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el punto R. Entonces O—lé, del mismo plano de u, v, es una combinacién lineal tnica
de u, v (por la parte a); O—])%, siendo paralelo a w, es un escalar multiplicado por u; y,
por supuesto, a = OR + RP. Por consiguiente, a es una combinacién lineal de u, vy
w: Con respecto a la unicidad, supongamos nuevamente que: a = lju+m;v+nw =

lou + mov + naw. Por lo tanto:
(ll — l2)u+ (ml —mg)V = (TLQ —nl)w

si ny # ne, se tendrd a w como una combinacién lineal de u y v, y por tanto paralelo
al plano formado por u y v, lo que es una contradiccién. En consecuencia, n, = ng;
y podemos ver ahora que l; = I y m; = my por el mismo razonamiento que en la

demostracién de la parte a. m

Fig. 2.2.14 Representacion grafica del

teorema base parte b.

Los vectores u y v de la parte a y los vectores u, vy w de la parte b forman lo que
se conoce como una base del correspondiente sistema vectorial o espacio vectorial. El
nimero de vectores en una base es el mismo que el nimero de dimensiones del espacio
que interviene. Los escalares [, m y n son las componentes del vector lu + mv + nw.
Ningtin vector base puede ser el vector nulo.

Aunque la visién geométrica de los espacios vectoriales bidimensionales y tridi-
mensionales son suficientes para los propdsitos de este trabajo, los espacios vectoriales
se pueden generalizar a cualquier nimero de dimensiones y, de hecho, a un nimero

infinito de las mismas (llamados espacios de Hilbert).
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2.2.3 Coordenadas rectangulares
Coordenadas rectangulares

Ahora procederemos a llevar el concepto de vector a un sistema coordenado, para
ello definiremos los vectores base.

Empezaremos en dos dimensiones: tomaremos como base dos vectores perpendi-
culares, cada uno con longitud igual a uno: uno horizontal, llamado i, el otro vertical
llamado j como se puede ver en la figura 2.3.1. Entonces cualquier vector r que va
desde el punto fijo O al punto P en el plano, se puede expresar en forma tinica como

una combinacién lineal de iy de j :

r=2xi+yj

Eja p

P )

M

F
k

x1 o i Be x

Fig. 2.3.1 Los vectores base para el plano

cartesiano.

Las rectas indefinidas que pasan por O (el punto inicial comin a ambos vectores)
sobre i y j son los ejes coordenados, el eje = y el eje y respectivamente, o un sistema
de referencia llamado plano cartesiano (debido a Descartes). Los coeficientes escalares
(x,y) se denominan coordenadas rectangulares o coordenadas cartesianas del punto
P con relacién a O como origen.

El vector r = OP que parte del origen se denomina vector de posicion de P, ya
que sus componentes son las coordenadas rectangulares (x,y) de su punto terminal
P.

De manera semejante, en tres dimensiones, tres vectores mutuamente perpendi-

culares de longitud uno, llamados i, j y k, se toman como base. Entonces el vector
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de posicién
r=xi+yj+zk

tiene por componentes las coordenadas rectangulares (z,y, z) del punto terminal P.

Los vectores unidad i, j y k se llaman también terna fundamental.

Pz
kJL I
) E:
o L »
1 .
H\
\\‘é-

Fig. 2.3.2 Los vectores base i, j y k.

Es evidente, de la figura 2.3.1, que por el teorema de Pitagoras

= VP

en dos dimensiones aun cuando = o y o ambas sean negativas. Similarmente, en tres

dimensiones, como se ve en la figura 2.3.2:

Ir| = Va2 +y% + 22

y en general, el vector v = [i + mj + nk, en cualquier lugar del espacio, tiene por
magnitud v/[2 +m? + n?. [, m y n son las componentes direccionales del vector v. A

veces se les suele llamar numeros directores.

Suma de vectores en un sistema coordenado

Para tratar el problema de la suma de vectores en un sistema coordenado analizare-
mos el caso de sumar dos vectores en el espacio tridimensional, tomando en cuenta
que para el caso de dos vectores en el plano cartesiano no tendriamos coordenada z.

Primero, sean a = aqi + asj + ask y b = b1i + bsj + bsk dos vectores no paralelos en
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el espacio tridimensional y sea r = r1i 4+ ryj 4+ r3k el vector resultante al sumar a los

vectores a y b, lo que significa que
r=a+b

<~ T1i+7‘2j+7’3k:a1i+a2j+a3k+(b1i+b2j+bgk)

en el sistema coordenado dado, aplicando la propiedad asociativa:
rii+ roj + rsk = (ari + bii) + (azj + boj) + (ask + bsk)
utilizando la propiedad b5:
rii+raj+rsk = (a1 +b1)i+ (a2 +b2)j+ (a3 +b3)k

por lo que los vectores r y a + b, s6lo pueden ser iguales si lo son sus componentes

correspondientes (por el teorema base); es decir, si

rn = CL1+b1
ro = a2+b2
rs = (13—{-[)3

De esta manera, tenemos la siguiente regla para sumar vectores: descomponer cada
vector en sus componentes en un sistema de coordenadas dado; la suma algebraica de
las componentes individuales sobre cada eje particular es la componente de la suma
vectorial sobre dicho eje; la suma vectorial puede ser reconstruida cuando se conocen

sus componentes.

Vectores de desplazamiento

Hasta ahora hemos tratado el problema de caracterizar la posicién de un punto
en el plano cartesiano con un vector que parte del origen (vector de posicién), por
lo que continuaremos con el problema de encontrar el vector formado por dos puntos
fijos, o visto otra manera, representar la trayectoria de una particula que va de un
punto P a un punto @ a través de un vector (vector de desplazamiento) ya sea en el
plano o en el espacio tridimensional, es decir, queremos formar el vector P—Cj

Para hacerlo tomaremos el caso en que ambos puntos estén en el espacio tridi-
mensional, tomando en cuenta que para el caso en que ambos puntos estuvieran en

el plano no tendriamos coordenadas en z. Como tenemos dos puntos fijos P y ) con



64

coordenadas (x1,41,21) y (%2, ¥2, 22), respectivamente, podemos formar sus corres-

pondientes vectores de posicion:
% 3 . é . .
OP =mi+yj+zk y  OQ=wxi+yaj+ 2k

—
En la figura siguiente, se puede ver que el vector buscado, P() se puede formar al

— —
restar el vector OP del vector OQ) :

—
Fig. 2.3.3 Vector PQ

esto es

PQ = O0Q — OP = x9i + Yo + 20k — (x1i + 11j + 21k)

Aplicando la propiedad distributiva de la suma de vectores

H —) H 3 . . 3
PQ = 0Q — OP = x9i + 1oj + 2ok — x1i — y1j — 21k

utilizando la propiedad 5.
— — = . .
PQ=0Q —-0P = (ry—m)i+ (o —11)j+ (2 —2)k
Asi que para obtener un vector, basta con restar a las componentes del vector de
posicién del punto donde se localiza el extremo final del vector las componentes del

vector de posicién del punto inicial.
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Angulos y cosenos directores

Los dngulos a, 8 y v que forman el vector v = li + mj + nk con los tres ejes

coordenados (Fig. 2.3.4), se llaman dngulos directores del vector.

¥
Ty nk

i

]

Fig. 2.3.4 Cosenos directores.

Entonces, los cosenos de los dngulos directores estardn dados de la siguiente manera:

{ m n

cosa = , cos 3 = y cosy =
VI2+m?2 +n? VI2+m? +n? VI2+m? +n?

por lo que se conocen como cosenos directores de v. Elevando al cuadrado cada uno

y sumando, tenemos que

2 2 2
cos? o + cos® B+ cos®y = < l ) —|—( o > —l—( - )
_ 12 4+ m2 + n2 .
l2 + m2 + n2
Asimismo, es posible hablar de angulos directores y de cosenos directores de una
recta, pero una recta tiene dos sentidos, por lo que también tiene dos conjuntos de
dngulos directores (o, Sy vy 180° — «, 180° — 5 y 180° — ) y de cosenos directores

(cosa, cos By cosyy —cosa, —cosfy —cosv).
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2.3 Conceptos importantes de fisica

La estadistica al igual que todas las ciencias, necesita apoyarse en conceptos de
otras dreas. Asi la estadistica esférica se apoya en conceptos importantes de fisica,
como lo son centro de masa y momento de inercia, por lo que esta secciéon estard

centrada en explicarlos a grandes rasgos.

2.3.1 Centro de masa
Definicién y obtencién

Supongamos que tenemos un sistema que consta de n particulas de masas m;,
cuyos vectores de posicién son r; = x;i+y;j + 2k, i = 1,2,...,n. Definimos el vector

de posicion del centro de masa del sistema R como

" m;r;
R=) i (2.2)
i=1

Aqui M es la masa total del sistema

i=1

Entonces para obtener el centro de masa de un sistema de n particulas, reescribimos

la ecuacién 2.2:

> myr; mi (xd+yj+ zk)  Ddomrd > omuyi D) mizik
R _ =1 _ =l _ =l 4 =L =

n n n
Z m; Z m; Z my Z my; Z m;

(2.3)

Ahora, sean:

n

Z m;x;

—~ :

X = Zn—7 y =%2=/7__ ==
> > m; > m;
1=1 3 =1

por lo que podemos escribir a 2.3 de la siguiente manera:

R=Xi+Yj+Zk
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2.3.2 Momento de inercia

De nuevo, supongamos que tenemos un sistema que consta de n particulas de

masas mi, Ma, ..., m,. Definimos el momento de inercia I del sistema con respecto a

n

2

1= g m;r;
i=1

donde r; es la distacia de la i — ésima particula al eje J.J'.

un eje JJ' como:
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Capitulo 3

CONCEPTOS BASICOS DE
ESTADISTICA ESFERICA

3.1 Introduccion

Las observaciones direccionales son tan antiguas como la Estadistica. La teoria
del error tal como fue desarrollada por Gauss y Laplace tiene su primera importante
aplicacion en el andlisis de medidas astronémicas. Estas consisten principalmente de
medidas direccién de cuerpos celestes con respecto a la tierra, las cuales eran represen-
tadas como puntos sobre la béveda celeste. Dado que los errores en las observaciones
eran inevitables, algunas medidas repetidas de la misma direccién no coincidian pero
tendian a esparcirse alrededor de su "verdadera" localizacién, generalmente en un
pequenisimo radio del orden de segundos de arco. Para enfrentar la variacién an-
terior fue necesario el andlisis estadistico. Como la curvatura en la superficie de la
béveda celeste es insignificante sobre un drea de este tamano, la superficie puede ser
aproximada por un nimero infinito de planos tangentes, con practicamente toda la
probabilidad concentrada en el drea inmediata adyacente al punto de contacto . Esta
sustitucion llevo al desarrollo de distribuciones de errores lineales y planares las cuales
pudieron ser también utilizadas para datos no-direccionales.

Sin embargo, existen dreas de la investigaciéon como lo son la Geologfa, Biologia
y Meteorologia, existen medidas direccionales que no pueden ser aproximadas de
manera lineal. Los métodos para analizar datos direccionales aparecieron mucho
después. La Estadistica circular tiene sus inicios en el siglo antepasado cuando Lord

Rayleigh desarroll6 su famosa prueba para una muestra. Sin embargo, esta drea de la
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estadistica no ha recibido la atencién suficiente, pero cabe destacar los importantes
trabajos de K. V. Mardia, Edward Batschelet, Christopher Binghman, Geoffrey S.
Watson, entre otros.

En general, existen dos tipos de datos direccionales: mediciones que expecifican
una linea que tiene sentido y mediciones que sélo especifican una linea recta sin hacer
distincién entre sus puntas.

En este capitulo abordaremos los conceptos mas bédsicos para hacer un analisis
muy general de datos direccionales que se encuentran sobre una esfera, con frecuencia
llamados datos esféricos; aunque cabe destacar que estos mismos pueden ser genera-
lizados cuando se tienen datos sobre una circunferencia o sobre una hiperesfera (una

esfera en més de tres dimensiones).

3.2 Datos direccionales

Los datos direccionales en tres dimensiones surgen en muchas dreas de la experi-
mentacién cientifica y observacional. Como ejemplos de datos direccionales de varios
campos, podemos enumerar muchos, entre ellos tenemos: en Astrofisica, las direc-
ciones de llegada de los banos de rayos césmicos; en Cristalografia las direcciones
de los ejes 6pticos en cristales de cuarzo; en Meteorologia podemos hablar de las
direcciones del viento observadas en un lugar dado; en Oceanografia podemos men-
cionar las mediciones de las direcciones de las corrientes ocednicas; etc. Ademds,
observaciones que no son en algin sentido orientaciones, algunas veces pueden ser
reexpresadas en la forma de orientaciones y analizadas como datos direccionales.

Por observaciones direccionales nos referimos a la orientaciéon de una linea recta en
el espacio. En algunos contextos resulta ttil referirnos a la linea recta como dirigida, la
cual recibe el nombre de vector, y en otros casos, como no dirigida, a la que llamamos
eje. Cualquier vector puede ser representado por un punto P sobre la superficie de
una esfera unitaria con centro en el origen, siendo 0—15 la linea dirigida; cualquier eje
puede ser representado por un par de puntos (), P en los extremos de un didmetro
QOP de una esfera, o equivalentemente por un punto P sobre un hemisferio unitario
(la mitad de una esfera de radio 1 dividida por un plano que pasa por el centro). Dos
cantidades son requeridas para definir un punto P sobre la esfera o hemisferio, y por

tanto, una medida esférica, ya sea vectorial o axial.
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3.3 Sistemas coordenados en estadistica circular

3.3.1 Coordenadas polares

Para definir las coordenadas polares, primero, en un plano fijaremos un punto O al
que llamaremos polo u origen, y a partir de él tracemos un rayo £ al que llamaremos
eje polar, cualquier punto P del plano pertenece a una tinica circunferencia con centro
en el polo y cuyo radio sea igual a la distancia d (P, O).

Entonces, las coordenadas polares del punto P seran los nimeros (r,6) , llamados

radio y dngulo, respectivamente, donde
r=4d(0,P) y 0 = angulo entre Ly OP

Después de haber definido lo anterior, podemos establecer férmulas para obtener las
coordenadas polares del punto P con coordenadas cartesianas (z,y) con el origen
como polo:

x =rcost y y =rsenf

como se puede apreciar en la siguiente figura:

Pl osy peeng)

= Fhai e poale

3.3.1. Transformacion de

coordenadas rectangulares

a polares.

De esta manera podemos plantear las relaciones entre las coordenadas rectangulares
y las coordenadas polares, ya que resultan de gran ayuda para hacer transformaciones

de un sistema de coordenadas a otro:

x =1rcosf y = rsenf r=+/x?+y?

_ y Y _
f = arctan & = arcsen ———— = arccos

T
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siempre que x y y no sean ambas cero. Se puede observar que  puede tener muchos
valores, difiriendo cada valor de otro en un miiltiplo de 27 radianes o 360°, pero su
cuadrante es tinico si recordamos que z y y son numeros que tienen signos, ademsés,
de que r, siendo una distancia, siempre es positiva para cualquier punto (salvo para

el origen).

3.4 Sistemas coordenados en estadistica esférica

3.4.1 Coordenadas esféricas

Existen diversas formas de representar un vector en un espacio tridimensional,
algunas de las cuales resultan mads ttiles, en el sentido de que facilitan los célculos
que se realicen con los vectores que representan ciertos tipos de datos. Asi, para el
andlisis de componentes principales para datos direccionales, las coordenadas esféricas
resultan de gran ayuda.

Tomemos una esfera de radio 1 (p = 1) con centro en el origen (en el sistema
coordenado rectangular), cuya superficie es tocada por un vector O—JS en el punto P
con coordenadas (x,y, z), como se muestra en la figura 3.4.1. Supongamos también
que 6 es el angulo entre el eje z y el vector OP medido en el sentido de las manecillas
del reloj y que ¢ es el angulo entre el eje x y la linea O N medido en el sentido contrario
al de las manecillas del reloj, donde N es el pie de la perpendicular que baja desde el
punto P al plano XY.

Para hacer la transformacién de coordenadas rectangulares a coordenadas esféri-
cas, necesitamos la longitud del segmento ON a la que llamaremos d. Asi, por el

teorema de Pitdgoras:
& = 2447 y  pP=d*+ 2P en este caso p =1
— 1=z 4y>+ 22
y utilizando razones trigonométricas, se puede ver que
r=dcos¢p, y=dsenp, z=pcost y d=psenf

por lo que
xr=pcospsenf, y = psen¢send, 2z = pcost
pero p =1,

x = cos ¢senb, y = sen ¢senb, z = cosf (3.1)
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3.4.1 Coordenadas esfericas 6 y ¢ del
punto P.

Los posibles valores de los dngulos son:
0° <60 <180° y 0° < ¢ < 360°

El dangulo 6 puede ser descrito como la colatitud del punto P mientras que ¢ puede
ser descrito como la longitud de P, el origen es el polo de referencia y el eje z el eje
polar. El eje x se encuentra en 6 = 7, ¢ :&mientras que el eje y estd en 6 = ¢ = 7.

Para una observacion axial, el vector OP es reemplazado por el didmetro que va
del punto P al punto P’, pasando por el origen. Como los datos axiales suelen ser
indicados en el hemisferio inferior, las coordenadas de P’ serfan, en términos de 6 y

o, (180° — 0, ¢ + 180°)..

3.4.2 Coordenadas geograficas

Si colocamos a la Tierra en un sistema coordenado rectangular, con su centro en
el origen O, el punto de interseccién del eje z con la superficie terrestre es el Polo
Norte, en coordenadas esféricas el Polo Norte se encuentra en # = 0°. La variacién del
punto P a lo largo del eje z de Norte a Sur es medida por el dngulo #', denominada
latitud, el cual es medido entre OP y el plano zy (el plano ecuatorial con coordenadas

esféricas € = 90°), con los dngulos por arriba del él siendo positivos y por debajo,
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negativos. La longitud ¢’ es medida como el dngulo entre el meridiano que contiene
al punto P y el meridiano "cero", o de otra manera, el &ngulo entre la proyeccion O N
de OP sobre el plano xy y el eje x, en sentido opuesto al de las manecillas del reloj.
Asi, podemos expresar a las coordenadas geogréficas en términos de las coordenadas

esféricas de la siguiente manera:
6 = 90° — 0, & =
por lo que 3.1 puede simplificarse de la siguiente manera:
r=cos® sen(90°—0"), y=sen¢ sen(90°—0'),  z=-cos(90° -0
como sen (90° — ') = cos 6’ y cos (90° — 0’) = sen §’, entonces
x=cos¢ costd, y=sen¢ cosf, z=send

y los valores de 8’ y ¢' quedan definidos de la siguiente manera:

—90°<0<90° vy 0°<d¢ <360

En la figura siguiente se puede observar la manera en que son medidas las coordenadas

geograficas.

Fig. 3.4.2. Coordenadas geograficas.
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En el hemisferio norte (la mitad superior de la esfera cortada a través del ecuador)
0 = 90° — ¢ es la latitud norte. En el hemisferio sur, # = 90° 4 6', siendo ¢’ la latitud
sur. Los circulos grandes a través de los polos son los meridianos y el meridiano

principal ¢ = 0°.

3.5 Proyecciones mas utilizadas en estadistica es-
férica

Para facilitar la visualizacién y por consiguiente el andlisis de datos esféricos, serfa
muy util poder representarlos sobre un plano, es decir, realizar una proyeccién. Una
proyeccién de datos esféricos es una representacién de la observaciones esféricas sobre
un plano. En muchos casos, los datos se encuentran confinados en un hemisferio. Si
éste no es el caso, las proyecciones separadas pueden ser hechas para los datos en
cada hemisferio o representar a todos los datos sobre un mismo plano pero indicando
a los datos de un hemisferio con circulos llenos (e) y a los correspondientes al otro
hemisferio con circulos vacios (o), por ejemplo.

Existen muchos tipos de proyecciones creadas a partir de las diferentes necesidades
de investigadores como astrénomos, cartégrafos, gedlogos y otros, por lo que en esta
seccion sélo daremos descripcién de las més utilizadas.! La eleccién de la proyeccion
a utilizar dependerd de las propiedades de los datos que uno quiera conservar después
de haberla realizado. Si los datos estdn esparcidos sobre ambos hemisferios, lo mas
deseable es poder mostrar ambos hemisferios al mismo tiempo.

Consideremos el caso en que las observaciones sean de tipo axial las cuales pueden
ser representadas sobre un hemisferio.

Sea P un punto sobre el hemisferio superior de una esfera unitaria, con colatitud
0 y longitud ¢. Denotemos por P’ su proyeccién sobre el plano zy, con coordenadas
(«',y") . Algunas veces es conveniente trabajar con coordenadas polares (r,1)) en el

plano, como ya hemos descrito en la seccion 3.3, asi, tenemos que
2’ = rcosi, y' = rsen)

y de manera inversa:

/
P PR W tan! (ﬁ)
T

!Todas las proyecciones enumeradas en [8].
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A continuacién enumeramos las proyecciones mas comunes:

1. Proyeccién Wulff o estereografica

Definicion

r= L =9, 0<r<l, 0<¢<2r

Propiedades

Esta proyeccién preserva los dngulos: circulos méximos y minimos son
proyectados en dreas circulares. La densidad de los puntos dibujados en
diferentes dreas puede ser facilmente analizada a través de esta proyeccion.
Es muy usada en trabajos de ingenieria, morfologia de cristales, paleomag-

netismo y geologfa estructural.

Fig. 3.5.1. Proyeccion Wulff del punto
Pen P.

2. Proyeccién Lambert o Schmidt

Definicion

r=2

0
sen(i)‘, v=¢, 0<r<+v2, 0<o<2r
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Propiedades
Es una proyeccién que preserva el drea del objeto que se estd proyectando:
areas sobre la superficie de la esfera son mapeadas sobre areas iguales sobre

el plano de proyeccién. Asi, la densidad de los puntos es preservada.

Fig. 3.5.2 Proyeccion Lambert del punto P en P'.

3. Proyeccién ortografica
Definicion
¥ =sen¢, 1y = cosb.
Propiedades
Esta proyeccién primero fue de interés estético para representar los datos
en dos dimensiones. Sin embargo, los astrénomos la utilizan mucho.
4. Proyeccién central o gnémica

Definicion
Parag<6§7r, r=—tanf, Y =¢

Esta proyeccion puede ser utilizada tinicamente para datos que se encuen-

tran en un hemisferio, sin embargo, tiene la propiedad de que todos los
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circulos méximos son proyectados como lineas rectas.

-

Fig. 3.5.3. Proyeccion ortografica del punto P en
P

Fig. 3.5.4 Proyeccion central del punto P en el
punto P’
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3.6 Rotacion de vectores unitarios y de ejes

Si las observaciones se encuentran sobre una esfera, los puntos de los hemisfe-
rios superior e inferior pueden ser proyectados utilizando los métodos de proyeccion
descritos en la seccién anterior.

Antes de llevar a cabo una proyeccion seria deseable rotar la esfera en el caso,
por ejemplo, de que los puntos estén agrupados alrededor del ecuador o alrededor de
alguna direccién en especial.

Sean (6, ¢) las coordenadas esféricas de un vector unitario medido en relacién a
un polo de referencia que tiene coordenadas (0°,0°) . Para encontrar las coordenadas
(0, ¢') relativas a otra direccién, digamos (y, @) como nuevo polo. Para lograrlo es
necesario realizar la siguiente rotacién. Sea 1), un dngulo arbitrario y definamos a a
como cos ), y b como sen,.. La forma general de una matriz que da una rotacién

de los ejes x, y y z con (g, ¢,) como la nueva direccién z es:

acosfycosp, —bseng, acosbyseng,+bcos¢p, —asenb

—bcosfycos gy, —asenp, —bcosbysenp,+ acosp, bsenb

sen 6y cos ¢, sen 6y sen ¢, cos 6y
= A (607 (bOa 7\p()>
Asi, los cosenos directores de (0', ¢') estan dados por:
sen & cos ¢’ sen f cos ¢
sen@ sen¢’ | = A (6o, Pg, ¥,) | senfsen ¢
cos @ cos

El dngulo 1, es una rotacién alrededor del eje polar a través de (0, ¢,), y no tiene
gran importancia en muchos casos. Si éste es fijado en cero, podemos usar la matriz

de rotacién simplificada:

cosfpcosp, cosbysengp, —senfy
A (0o, ¢9,0) = — sen ¢ €os ¢ 0 (3:2)

senfycosp, senbysen¢, cosb

Note que €' es el angulo entre (6, ¢) y (o, @) -
Para datos axiales, suponga que el eje (x,y, 2) es medido en relacién al eje polar
que tiene como vector director al vector canénico k y queremos encontrar sus coor-

denadas (2, 1/, 2’) relativas a (¢, yo, 20) . Por conveniencia, primero se determina uno
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de los finales del eje (z9, ¥o, 20) en coordenadas esféricas, es decir, se obtienen las coor-
denadas (g, ¢,) . Después, como para el caso de los vectores, se obtiene A (0, ¢y, ;)

o A (6o, ¢y,0), y asi tenemos que

/

y/ = A(907¢07¢0)

Z/

IS

2" es el coseno del més pequernio de los dngulos que forman los ejes (x,y, z) y (2o, Yo, 20)

3.7 Medidas descriptivas

3.7.1 Direccién media

Antes de obtener la direccién media para datos direccionales sobre una esfera,
estudiaremos la direccién media en estadistica circular. Primero, suponga que tene-

mos 5 observaciones sobre un circulo de radio 1, con sus correspondientes dngulos

017 027 037 04, 057

91 = 900, 02 = 00, 93 = 600, 04 = 330° Yy 95 = 120°

Fig. 3.7.1 Direccion media.

Como puede observarse en la figura anterior, se esperaria que la direccién media,

fuera un angulo entre 0° y 60°, sin embargo, al calcular la media aritmética directa-
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mente con los dngulos vemos que

— 1
0 = —(01+0+03+0,+05)

(90° 4 0° 4 60° 4 330° 4 120°)

— O] = Ot

= £ (600°) = 120°

claramente, este valor para la observaciéon media no es adecuado. Si representamos a
0, como —30°, tenemos que la direccién media ahora serd

— 1
6 = 5(91+92+93+04+95)

1

= £ (90°+ 074 60° — 30° + 120°)
1

= £ (240%) = 48°

que resulta un valor para la direccién media méas aceptable, sin embargo si estu-
viéramos trabajando con una cantidad grande de observaciones el hacer estos cam-
bios en los dngulos que pudieran estar influyendo en el resultado, serfa una tarea
complicada.

Una manera més apropiada para obtener la direccién media estd basada en un
procedimiento diferente. Dado un conjunto de n observaciones, las podemos colocar
en un circulo unitario (circulo de radio igual a 1), asignando a cada una, una masa de
tamano M, entonces, para encontrar la direccién media basta con encontrar el centro
de masa a partir de los vectores de posicién de cada una de las n observaciones y sus
respectivas masas M.

Obtencién de la direccién media

Cada una de las n observaciones con coordenadas (z;,y;), representada sobre el

circulo unitario tiene un vector de posicién de longitud 1, e;, 1 = 1,2, ..., n, es decir,
e, = r;i + vij, le;| =1 i=1,2,...,n

asignando a cada observacién una masa M, entonces, el vector de posicion del centro

de masa o dicho de otra manera, el vector de la direccién media estard dado por:

Y Me; My e Yle Y (mitwi) dowm Dy

m — =L _ =l =l =l _isl =l
z": M nM n n n n
i=1
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Asi, obtenemos el vector resultante )

1=

esta manera llamamos a m direccion media o vector medio de la muestra. Entonces

, € cuya longitud estd dividida por n. De

este vector tendrd componentes T y 7 (que son las coordenadas del centro de masa),

respectivamente:
Yo D (witwyj)  dwmi D
i=1 i=1 i=1 i=1 ..
m = = = + =7Ti+Yj
n n n n

Ahora, si definimos los vectores de posicién de las observaciones de la muestra con

sus coordenadas polares tenemos que cada observacién tendrd un vector de posicién
e; = cosf;i+ senb;j 1=1,2,...,n
ya que las coordenadas polares de cada una de las observaciones estardn dadas por:
x; = cosb; y; = senb;

pues las observaciones se encuentran sobre una circunferencia de radio igual a 1. Por

otro lado, si 7 y ¥ son las coordenadas del centro de masa, tenemos que

T = %Zcos@i
y = %Zsen@i

Por otra parte, sean R y r las longitudes de los vectores > .- | e; y m, respectivamente,

es decir,
R=3 el =y | o] +(Xw).  r=m=VZ+7@ (3
i=1 i=1 i=1
entonces R
N 3.4
r=— (3.4)

Luego, es fécil deducir a partir de las ecuaciones 3.3 y 3.4 que r serd igual a 1 y el
centro de masa estard en la circunferencia en el caso excepcional de que todas las
observaciones tengan la misma direccién, mientras que si las observaciones estds muy
dispersas alrededor de la circunferencia, el centro de masa se encontrard en el interior

del circulo, lo anterior nos lleva a afirmar que

0<R<n y 0<r<l1
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Asi, tenemos un vector de posicién del centro de masa, que también nos estd indicando
la direccién media, por lo que ahora serfa interesante encontrar el dngulo que forma
este vector con el eje x, primero, escribamos la longitud del vector m en términos de

las componentes polares del vector medio

n 2 n 2

r:% Zcosﬁi + Zsen&i

i=1 i=1
de la ecuacién podemos ver que tendremos un caso especial cuando las componentes
del vector medio sean 0, es decir, ¥ = iy = 0 lo que implica que » = 0. En este caso el
vector medio serd el vector cero, si no consideramos este caso tendremos que el vector
medio formard un dngulo muy bien definido con el eje x, al cual se le llama dngulo

medio muestral y lo denotamos por . Para calcularlo tomemos en cuenta que

tand = sen? = z
cos) T
asi que
7_ {arctan (%) siz >0
180° 4 arctan (%) siz <0
tomando en cuenta los casos excepcionales
90° sit=0y y>0
0=13 270° siz=0y 7<0
indeterminado siz=0y y=0

Una vez que hemos revisado la obtencién de la direccién media en estadistica
circular nos serd mucho méds sencillo encontrar la direccién media en el caso en que
contemos con datos que puedan ser caracterizados sobre una esfera. Asi, podemos
definir a la direccién media en estadistica esférica de manera similar a la que utilizamos
en estadistica circular.

Sean Xi,Xs,...,X, observaciones. Para encontrar la direccién media coloquemos
a las n observaciones sobre una esfera unitaria (p = 1), con coordenadas (x;,y;, 2;)
1 = 1,2,...,n; si cada uno de estos puntos tiene vector de direccién e; y a cada
observacion le asignamos una masa de tamano M, entonces la direccién media de estas
n observaciones serd el vector resultante del centro de masa de estas n observaciones

y el centro de masa tendra coordenadas (7,7, %) :

doei Y (wmityit+ek) Yo Ywo Xz
m="—="= =S E i+ Sk =T +7j + 7k
n n n n n
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Entonces este vector tendrd componentes T, ¥ y Z (que son las coordenadas del
centro de masa), respectivamente.
Ahora si definimos a los vectores de posicién de las observaciones de la muestra con

sus coordenadas esféricas tenemos que cada observacién tendrd un vector de posicién
e; = cos ¢,; sen 6;i + sen ¢, sen 6,j + cos 0,k i=1,2,...,n
ya que las coordenadas esféricas de cada una de las observaciones estardn dadas por:
x; = cos ¢, sen b; y; = sen ¢, sen 0; z; = cos 0,

pues las observaciones se encuentran sobre una esfera de radio igual a 1. Por otro

lado, si 7, ¥ y Z son las coordenadas del centro de masa, tenemos que

1 n

T = —E cos ¢, sen b;
n
1=

<
I

1 n
— E sen ¢, sen 0;
n

1=

= %gcos@

De igual manera, sean R y r las longitudes de los vectores > | e; y m, respectiva-

x

mente, es decir,

n " 2 n 2 2
R = Zei = Zﬂfz + Zyi + Zzi )
i=1 i=1 i=1 i=1
ro= |m|=z?+7y*+7
entonces

r =

R
= 3.5
i (35)
De igual manera, podemos afirmar que:

0<R<n y 0<r<l1

Asi, tenemos un vector de posicién del centro de masa, que también nos estd indicando
la direccién media, por lo que ahora seria interesante escribir este vector en coorde-

nadas esféricas, para ello, sean 6 y ¢ los dngulos medios que forman a las coordenadas
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esféricas del centro de masa, para obtenerlas, podemos escribir:

T = cosaseng
y = seng_zﬁseng
Z = cosf
— sen¢ §
tan ¢ = ib = g
cosp T
asi que -
_ {arctan (%) siz >0
| 180° 4 arctan (%) siz <0

con los casos excepcionales

90° siz=0y y>0
¢ =< 270° SiT=0y 7<0
indeterminado siz=0y y=0

y 0 = arccos (Z) , tomando en cuenta que 0° < 6 < 180°.

Propiedades
Sea L; = (24,vi, z) , i = 1,2,...n. Considere la rotacién de ejes definida por
L, = AL;

donde A es una matriz ortogonal (A’ = A™1) y L;« es el vector L; transformado. Es
facilmente demostrable que R es invariante bajo rotaciones y los cosenos directores

. ., . — — — \/ ’
de la nueva direccién media m, = (%, 7,,Z«) estdn dados por
m, = Am

Ademads, si (0, ¢,) es el nuevo polo bajo la transformacién, la matriz A es la matriz
de coeficientes en 3.2. Si aplicamos la transformacién anterior a cada una de las n

observaciones, tenemos que:

Tix cosfcosp, cosbysengp, —senfy T

Yy = —sen ¢, Ccos @, 0 Yi

2 senfycosp, senbysen¢, cosb Z;

Tix (cos Bg cos ¢y) x; + (cos by sen @) y; + (—senby) z;
yir | = (—sen¢g) z; + (cos dg) yi

2 (sen @y cos @) z; + (sen by sen ¢y) y; + (cosby) z;
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y al obtener las componentes del vector my tenemos que:

% S T % S [(cos By cos ¢g) i + (cosbgsen dy) y; + (— sen by) z;]
% Z?:l Yix | = % Z:’L:l [(—sen ¢y) ; + (cos ¢y) yi
ED D L3  [(sen 6 cos ) i + (sen By sen ¢y ) y; + (cos Op) 2]

a partir de la ecuacién anterior es posible observar que la nueva direccién media con
respecto al nuevo polo es precisamente la direccién media con respecto al polo original,

pero rotada.

T, (cos B cos ¢y) T + (cosbysen ¢y) Y + (—senby) z
Yu | = (—sen¢) T + (cos ¢g) y
Zu (sen g cos ¢y) T + (sen by sen ¢y) y + (cosby) z

3.7.2 Varianza

Como mencionamos anteriormente, r tomard el valor 1 en el caso en que todas
las observaciones tengan la misma direccién, mientras que si las observaciones estan
muy dispersas alrededor de la circunferencia, el valor de r serd muy cercano a cero.
Asi, es natural pensar en r como una medida de dispersién de los datos.

Por otro lado es facil comprobar lo anterior al demostrar que m tiene la siguiente
propiedad de minimizacién: sea S (a) la media aritmética de las distancias cordales

cuadradas entre los vectores x; y el vector a, donde |a| = 1. Entonces tenemos que

Min S(a):lzn:|x~—a]2 s.a. aa=1

n . ; Q.
=1

Pero

1 < 2 1« ,

E;|Xi_a| = E;(Xi_a) (x; —a)

1= 1=

n
1 / / / /
= —E (x;x; — x;a — a'x; + a'a)
n
i=1

1 n
= ) (1-2xja+1)
ni:l
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ya que |x;| = 1y |a] = 1. Entonces

%i!xi—af = %Z(?—2X§a)
i—1 ;

Por lo que el problema queda planteado ahora de la siguiente manera:
Min S(a)=2-2m'a s.a. ala=1

Para resolver este problema, el método apropiado es el de multiplicadores de Lagrange.

Este método consiste en plantear la siguiente funcion:
p=2—-2m'a — \(a'a—1)

que lleva al problema de encontrar el valor minimo de la funcién anterior, por lo que

derivando ¢ con respecto a a, tenemos:

d
L 2m — 2)\a
da

e igualando al vector cero esta derivada simbélica tenemos:

2m—-2)a = 0 <
2(m—)a) = &
m-—Ja = &
m = Ja &
1
a = —-m
A
pero a'a =1
— aa= 1§/ li —1m’m—1
R AT B
entonces
A2 = ]m\2
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Entonces el minimo de S (a) se da cuando a = %m y éste es:

winsta = 2 (1w (1m)

= 2(1-r)

A la cantidad 2(1 —r) se le llama varianza esférica, sin embargo, es mas usual traba-
jar, con datos direccionales, con r en lugar de 2 (1 — r) , y ésta mide el agrupamiento
alrededor de la direcciéon media. De nuevo, es facil notar que » =~ 0 cuando las obser-
vaciones estdan uniformemente distribuidas y r &~ 1 cuando estdn muy concentradas

en algin punto.
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Capitulo 4

COMPONENTES PRINCIPALES
PARA DATOS DIRECCIONALES

4.1 Introduccion

Este capitulo se centrard en ver que la informacién que se obtiene de las com-
ponentes principales cuando se trabaja con datos direccionales al igual que cuando
se trabaja con datos lineales, serd basicamente descriptiva; sin embargo, tendrd un
significado distinto a la que se obtiene cuando se utiliza un anélisis de componentes

principales para datos lineales.

Al igual que en el caso de datos lineales, las observaciones direccionales pueden
seguir alguna de las formas de distribuciones esféricas: uniforme, unimodal, bimodal,
etc. El problema de identificar la posible distribucién que sigue la poblacién de la
que fueron tomadas las observaciones direccionales puede ser resuelto utilizando las
proyecciones que mencionamos en el capitulo anterior, pero el utilizar el momento de
inercia de los puntos de la muestra puede ser un método mads efectivo, ya que como
veremos mads adelante, proporciona informacién importante sobre la dispersién de los

mismos.

La interpretacién que en este capitulo se da del momento de inercia se debe a Geo-
ffrey S. Watson, quien por primera vez le da este significado en su articulo publicado

en 1966 titulado: "The statistics of orientation data”.
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4.2 Formas de distribuciones esféricas

Las formas bésicas de distribuciones esféricas son las siguientes:

Distribucién uniforme

Se dice que los datos direccionales siguen una distribucién uniforme si los puntos
estan uniformemente distribuidos sobre la esfera. En este caso, se puede ver que no
existe alguna direccién en la que se acumule un niimero importante de observaciones.

Las observaciones de la figura 4.2.1 siguen una distribucién uniforme!.

Fig. 4.2.1 Distribucion uniforme. Fig. 4.2.2 Distribucion unimodal.

Distribucién unimodal

En este caso, las observaciones tienen una direccién modal, es decir, existe una
direccién en la que se acumula un buen nimero de datos. Si hay simetria rotacional
alrededor de la direcciéon modal, llamamos a la distribucién una distribucion unipolar,
un ejemplo de este tipo de distribuciones es cuando los puntos estan distribuidos sobre

la esfera en la forma de un trompo, como se puede ver en la figura 4.2.2.

'En las figuras que ilustran las distintas formas de distribuciones esféricas, los circulos abiertos
denotan observaciones que se encuentran por detras de la esfera, mientras que los circulos cerrados
son las observaciones que son visibles frontalmente.
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Distribucién bimodal

En este tipo de distribuciones existen dos direcciones modales. Si la distribucién
es simétrica rotacionalmente alrededor del eje que une ambas modas o alrededor del
eje que une las dos antimodas, se dice que es una distribucion bipolar. Distribuciones
bipolares suceden también en el caso axial cuando los puntos muestrales estdn concen-
trados en las puntas de un eje. Podemos ver un ejemplo de una distribucién bimodal

en la figura 4.2.3.

Fig. 4.2.3 Distribucion bimodal. Fig. 4.2.2 Distribucion cinturon.

Distribucion cinturéon

Si una distribucién axial tiene su maximo en un plano alrededor de un circulo
méximo en lugar de los puntos finales de un eje, se dice que la distribucién que
siguen los datos es una distribucién cinturén, es decir, cuando las observaciones estdn
distribuidas en un patrén eliptico, como un cinturén que rodea al circulo méximo. Si
existe una simetria rotacional alrededor del eje perpendicular al plano que contiene
al circulo méximo, se dice que es una distribucion cinturdn simétrica. En la figura

4.2.4 se puede ver que las observaciones rodean al ecuador.



91

4.3 Momento de inercia y ejes principales

Retomando lo visto en el capitulo 2, para obtener el momento de inercia, I, alrede-

dor de cualquier eje tenemos que

n

2

I = E m;r;
i=1

donde 7; es la distancia perpendicular de la particula ¢ — sima al eje de referencia y
m; es la masa de la particula i — ésima. Obviamente, el valor que tome el momento
de inercia dependerd del eje de referencia que se considere.

Ahora, si tomamos n particulas y a cada una le asignamos una masa de tamano

1, tenemos que el momento de inercia alrededor de un eje cualquiera, seré:

n
_ 2
I = E T
i=1

es decir, estard dado tinicamente por las distancias cuadradas de las particulas al eje.

Por otro lado, sean vy, vs, ..., Vv, los n vectores de direcciéon, normalizados, de n
observaciones, a las que asignaremos, una masa de tamano 1 a cada una. Supongamos
que u = ui + vj + wk es una direccion fija, (Jju| =1) y sea 0; el dngulo entre la
observacion ¢ — ésima y la direccién fija u. Finalmente, sea r; la distancia de la

observacién a u, como se puede ver en la figura 4.3.1.

Fig. 4.3.1. Distancia de la

observacion 7 a u.
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Es posible notar que

sen 0,

donde v; = [;i + m;j + n;k, ademés,

senf; = /1 — cos?6;

y
V;-ua
cosb); = =v,-u
[vil [ul
—  cos?f; = (v; -u)’
—  senf; =1/1— (v;-u)?
asi que
ri =senf; = /1 — (v;-u)’

De lo anterior podemos ver que el momento de inercia de las n observaciones alrededor

de la direccién u seré:

n n

I = er = isem2 0; = Z (1 — cos6;) (4.1)
i=1

i=1 =1
n

= 2 [1- (i)

i=1
n

=1

— z”: 1— Z (liu + mv + mw)2
i=1

=1
n

= n-— Z (Liu + m;v + naw)? (4.2)
i=1
Como |u| = [u|* = 1, podemos expresar al momento de inercia de la siguiente manera:
n
I = |u]2 n— Z (l;u + myv + mw)2

=1
= (W+v"+w’)n— Z (Liu 4+ mav + ngw)?
=1



= n(u2+v2+w2)
i=1

n n n n
= u’n—u? E l? —uv E l;m; — uw E lin; — wv E Lim; + v®n — v?
i=1 i=1 i=1 i=1
n n n n
2 2 2
—vw m;n; — uw lin; — vw m;n; + wn —w n;
i=1 i=1 i=1 i=1

n n
= |lun—u E 2 —v E
i=1 i=1

n
=1

n n n
2
+ —ug limi—l—vn—vg mi—wg m;n;
i=1 =1 =1
n n n
2
+ —uE lmi—vg mmi+wn—wg n;
=1 =1 =1

n— UZ?zl

lin;

—u Z?:l

= | —ud i lmi+v(n
—U Z?:l lmz

n— Zz—l lz

- Zi:l lim;
— e

= (u,v,w)
lin;
sea,
n—>yr 2
B= |- lm
= 2y lini

F—od i mi —wd Tl ing
= —uy r mi+on—vdy
-0 Z?:l
u(n =0, 1) —vy
- Z?:l mz)

—oy 0 mn +w(n—Y 1 n?)

mi—w Y mn;
min; +wn —w Z?Zl n?

wZZ_ min;

lim,- Z T

— Z?:l szz — Z l iy
n—ym; - Zi— i
S man -
=i imi =30 Ly
n— Z?:l m? - Z?:l myny;

- Z?:l min; n— Z?:l ”22

I =uBu

por otro lado, sea

Zz—l l2
T = Zi:l lzml
iy lin

Doy Ly D0 g
Do mi D mang
Zi—l min; Z?:l nf

u
(%
w

u
v
w

u
(%
w
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— Z (u2l2 + 2uvlym; + 2uwling + 2vwmin; + v? m + w’n 2)
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entonces la matriz B puede ser escrita de la siguiente manera:

n 0 0 i o o lmi DT g
B = [0 n Of—[X5lm L m >, mun
00 n Do ling DTy mung YT g
= nI-T

La matriz T es llamada matriz de orientacion [8]. Si colocamos las n observaciones
en una matriz de datos, L:
Lhomi m

ly me ng

podemos ver que
T=) vv,=LL
i=1

que es la matriz de sumas de cuadrados y productos cruzados de los cosenos directores
de las n observaciones (I;,m;,n;), i =1,2,...,n.

Cabe destacar, por un lado, que el cuadrado del coseno del dngulo en 4.1 garantiza
el hecho de que estemos hablando de dngulos entre dos lineas u y v; que pasan por el
origen, por esta razon, a los vectores v;, © = 1,2,...,n se les consideran ejes en vez
de direcciones.

Es posible observar en la ecuacion 4.3 que la variacién del momento de inercia
estard dada de acuerdo a la eleccién de la direccién fija, de esta manera el momento
de inercia resulta muy 1til para la obtencién de informacién sobre la dispersién de las
observaciones. De acuerdo a lo anterior podemos plantearnos el problema de encontrar
la direcciéon para la cual el momento de inercia sea minimo, dicho de otra manera,
encontrar la direccién para la cual, el total de las distancias cuadradas de todas
las observaciones a esa direcciéon sea minima, asi, definimos a la primera direccion
principal o primer eje principal como la direccién by la cual minimiza los dngulos 6;,
entre by y v;, i =1,2,...,n, esto es, cuando

n
I= Z [1 — cos? 91-} = b Bb;

=1

es minimo.
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La segunda direccion principal o sequndo eje principal by es la direccién, alrededor
de la cual, se produce el momento de inercia segundo mé&s pequeno, es decir, la
direccién que minimiza los dngulos entre by y v;, i = 1,2,...,n, pero que ademas,
sea perpendicular a by.

Por tltimo, podemos encontrar la tercera direccion principal o tercer eje principal
b3 que es la direccién alrededor de la cual las observaciones tienen el momento de
inercia mds grande, en comparacién con las otras dos direcciones, pero que ademas

sea perpendicular a by y a bs.

4.4 Obtencion de las direcciones principales a par-

tir de la matriz B

Para obtener las direcciones principales debemos plantearnos el problema de en-
contrar la direccién by tal que I sea minimo y ademds b}b; = 1, como en el caso de

componentes principales para datos lineales, tenemos que
Min biBb; sujetoa bib; =1

Para resolver este problema, de nueva cuenta utilizaremos el método de multipli-

cadores de Lagrange. Entonces planteamos la siguiente funcién:
¢ = b;Bb; — §(bib; — 1)
que lleva al problema de encontrar el valor minimo de la funcién anterior, por lo que

derivando ¢ con respecto a by, tenemos:

do
7 —9Bb, — 253b
b, 1 — 20by

e igualando esta derivada simbdlica al vector cero, tenemos:

2Bb1—25b1 =0 <

2(Bb;—fb) — 0
(B—AD)b, = 0

la tdltima ecuacién tiene solucién no trivial si B — 51 es una matriz singular, por lo

que su determinante debe ser igual a cero:

B - 51 =0 (4.5)
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que como sabemos es el polinomio caracteristico de B y su grado es 3, dado que éste
es el orden de B. Como vimos
Bb, —(b; = 0&
Bb; = fb;
por lo que para resolver el problema basta con encontrar los valores y vectores propios

de B.

Ahora el momento de inercia alrededor de b; estard dado por:

I = b Bb,
por otro lado,
Bb,—-fb; = 0«
Bb, = /(gbhe
B/Bb, = Bbib

— b,Bb, =5

ya que bib; =1
S I=p

entonces podemos observar que el momento de inercia alrededor del primer eje prin-
cipal es (3, una raiz del polinomio 4.5, por lo que nuestra primera direccién principal
es el vector propio asociado al valor propio mas pequeno de B, ;.

Ahora, podriamos encontrar una segunda direccién, digamos bs, tal que, alrededor
de ella, se obtenga el momento de inercia mds pequeno pero que sea mayor al que se
obtiene alrededor del primer eje principal, y ademds, que sea perpendicular a éste,

por lo que ahora tenemos que plantear un nuevo problema:
Min byBby  sujetoa byby=1 y bib; =0
nuevamente, utilizando multiplicadores de Lagrange definiremos la siguiente funcién:
i = byBby — 3 (byby — 1) — vb)by

para resolver el problema basta con encontrar el minimo de . Derivando 1 con

respecto a by e igualando al vector cero:

d
B 9Bb, — 28y — by (4.6)
db,

2Bb2 — Qﬂbg — ’}/bl =0
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multiplicando por b por la izquierda tenemos:
luego si multiplicamos por la izquierda a 4.3 por b, tenemos

b,Bb, — Ablb; = 0 —
byBb, — Gbib;

pero queremos que byb; = biby = 0, por lo que tenemos que v = 0 ya que
b;Bb; = byb;=0 (4.7)

y bib; = 1, por lo que la ecuacién 4.5 puede ser reducida a:

dip
e = 2Bby =20,
9Bb, — 28b, = 0 o

(B—fBD)by, = 0

al igual que para obtener by, solamente basta con tomar el segundo valor propio mas
pequeno 3, y by su vector propio correspondiente. Asi, la segunda direccién principal
serd, precisamente by. A partir de este resultado es posible ver que la tercera direccion
principal serd el vector propio, bs asociado al valor propio més grande (.

Asi, tenemos que los valores propios de la matriz B tienen la siguiente relacién de

orden:
B1 < By < B

y el momento de inercia alrededor de cada eje principal, serd
I, = b;Bb; 1=1,2,3

pero sabemos que cada b; es un vector propio de la matriz B, entonces cumplen lo

siguiente:
Bb, = pjb&e
biBb, = f,blb;

—  bBb, = 4,
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i=1,2,3 (4.8)

)

Asi, si los tres valores propios de B son distintos, los vectores propios by, by v bs

pueden ser vistos como los cosenos directores de un conjunto de tres ejes coordenados.

Cuando algunos de los valores propios de B sean iguales, no existe problema, pues

los vectores propios se escogen de tal manera que sean ortogonales.

Al tener todos los vectores propios podemos formar a la matriz V de 3 x 3, donde:
V =(by, by, b3) y b} = (b, b25,b3;) j = 1,2,3, y al tomar los vectores b; de tal

manera que b’b; = 1, la matriz V es ortogonal, es decir VV’' = 1. Asi, al multiplicar

los cosenos directores (l;, m;,n;) i = 1,2,...,n por la matriz V', obtendremos los

nuevos cosenos directores (I¥,mf,n) i = 1,2,...,n de las observaciones pero con

respecto a los nuevos ejes:

L

m

n

*
7

*
)

= V/Vi
bii bar ba li
= bia baa bao my;
biz bz bss n;

Si hacemos el producto V'BV formaremos una matriz de 3 x 3 a la que deno-

taremos por A*, cuyos elementos sobre la diagonal serdn los momentos de inercia con

respecto a cada uno de los tres ejes principales. Esta matriz es diagonal ya que es

posible ver que si hacemos el producto de matrices V'BV tendremos:

V'BV

b
bly)
bl
bl,, (B, By, By)

(B17 BZ) B3) (b17 b27 b3)

b(,) (B1, Bs, B3) (b1, by, bs)
bl(g) (Bh B27 B3>

b’(l)B

by)B | (b1, bz, by)

b'(3)B

bjBb; b{,Bb, b, Bb
b’.,,Bb; b/,,Bb, b/, Bbs

(2) () (2)
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donde B; i = 1,2, 3 es el © — ésimo vector columna de la matriz B. Tenemos por 4.8

y 4.7, que
B sti=]
biyBb; = { 0 sii#j
entonces tenemos que
By 0 0
A"=V'BV=|0 By 0 (4.9)
0 0 B4

Despejando B de la ecuacién 4.9:
A* = VBV =
VA* = VV'BV «—
VA*V' = BVV’
VA*V' =B
Por otra parte, podemos formar una nueva matriz de datos L* con los nuevos
cosenos directores de las n observaciones :
T mp m

* * *
5 m3 nj

L* = =LV

y la matriz de orientacién T* de las observaciones cuyos cosenos directores estaran

dados de acuerdo a los ejes principales, sera:

T* =L"L* = (LV)' LV = VILLV = V'TV

B*=nl—-T*=nl—-V'TV (4.10)
Despejando VTV de la ecuaciéon 4.10, tenemos:
V'TV =nl — B* (4.11)

como la matriz V es ortogonal, podemos multiplicar 4.11 por la izquierda por V y

por la derecha por V' :
VV'TVV' V (nI—-B*)V’

T=V@nl-B)V

T =nVIV' — VB*V’

T =nl—- VBV’

A
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multiplicando por —1 ambos lados de la igualdad anterior:
~-T =VB*V' —nl
sumando nl a ambos lados de la igualdad:
nIl-T = VBV
B =VB*V’ (4.12)
Ahora, si despejamos a B* de 4.11 tendremos:
VBV = B «<—
V'VB*V' = V'B <
B'V'V = VBV «—
B* = V'BV
B* = A"

Al calcular la traza de la matriz B, podemos ver que:

tr(B) = tr(nI—T):(n—ilf)—{—(n—im?)—i—(n—in?)
i=1 i=1 i=1
= n—ilf%—n—im?%—n—in?
i=1 i=1 i=1
= 3n—<zn:lf+zn:m?+2n:n?>
i=1 i=1 i=1

n

= 3n—Z(lf+m?+n?)
= 3n— ;”L:l: 2n
y como VA*V' =B
tr(B) = tr(VA*V')
(V'VAY)
= tr(AY)
= tr(B")

3
= > Bi=2n (4.13)
=1

I
~
<

que nos dice que la traza de la matriz B es igual a la suma de los tres momentos de

inercia alrededor de los tres ejes principales.
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4.5 Obtencion de las direcciones principales a par-

tir de la matriz T

Para propdsitos estadisticos es mds conveniente trabajar con la matriz de orien-
tacién T en vez de la matriz B. Ahora, al trabajar con la matriz T tendremos que
la primera direccién principal t, es la direccién que minimiza los dngulos #; entre t y

vi, 1 =1,2,...,n, esto es, cuando

n

Xn:cos2 0; = z:(t'vi)2
i=1

i=1

= it'vivgt
i=1
=t <i vivg> t
i=1

= t'Tt

es maximo. Entonces el problema de encontrar la primera direccién principal, t,

queda planteado de la siguiente manera:
Maxz t{Tt; sujetoa tit; =1

y al igual que en el caso de encontrar los ejes principales a partir de la matriz B es
posible ver que la direccién t; que maximiza t'Tt es el vector propio asociado al valor
propio 7 més grande de la matriz T. Para encontrar la segunda direccién seguimos el
mismo procedimiento y vemos que la segunda direccién principal serd el vector propio
asociado al segundo valor propio més grande y la tercera direccién principal serd la
direccién asociada al valor propio mas pequeno 73.

Por otro lado, podemos establecer la siguiente relacion de orden entre los valores
propios de T :

T1 2> Ty > T3

Tenemos que los valores y vectores propios de T cumplen la siguiente ecuacion:

Tt = 7t (4.14)
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Por otra parte, los valores y vectores propios de B = nI — T cumplen lo siguiente:

(nI—T)b—Bb = 0 <
nIb—Tb—fb = 0 <
Tb = nlb— b <
Tb = (n—f)b (4.15)

Asi, de las ecuaciones 4.14 y 4.14 podemos afirmar lo siguiente:

t;i=b, i=123 (4.16)

Ti=n—/0 1=1,2,3

De esta manera, por la ecuacién 4.1 el momento de inercia alrededor de cada uno

de los ejes principales seréd:
I, =n—tTt; i=1,2,3

7

de otra manera:

L, =n—-7; =123 (4.17)

ademads podemos ver que

w@):iﬁ+iﬁ+i@
1=1 =1 =1

y que

= 3n—2n=n (4.18)
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4.6 Interpretacién de las direcciones principales ob-

tenidas a partir de la matriz B

Como la distancias perpendiculares del punto (I;, m;, n;) sobre la esfera a la direc-
cién u es la misma que la distancia perpendicular del punto diametralmente opuesto
(—l;, —m;, —n;) a u, el momento de inercia no distingue entre los datos direccionales
y los datos axiales. Sin embargo, el valor de r, que como vimos en el capitulo 3
también nos da informacion sobre la dispersion de los datos, puede ser utilizada para
distinguir entre estos dos casos.

Ahora ya tenemos las herramientas suficientes para detectar la forma de la dis-
tribucién de los puntos (I;, m;, n;) , para esto, plantearemos casos basdndonos en los

valores de f31, 35, B35 vy de 7.

Caso 1

B4 grande De la ecuacién 4.12 se sigue que [3; y 3, son pequenos. Este hecho nos
indica que la suma de las distancias cuadradas de los puntos a la direccién de bs es
grande pero pequena a las direcciones de b; y by. Como by, by y bz son ortogonales
entre si, entonces se deduce que la mayoria de las observaciones estdn concentradas
en el plano que contiene a b; y by cuya normal es bs. Entonces, valores grandes de

B4 implican que los datos siguen una distribucién cinturén.

Caso 2

By ¥ PBs grandes En este caso (; es pequeno. Al tener §; un valor pequeno nos
indica que la suma de las distancias cuadradas de las observaciones a esta direccion
es pequena, lo que significa que la mayoria de las observaciones estdn concentradas
sobre la esfera alrededor de las puntas del didmetro generado por el vector b;. Como
consecuencia de 4.12 y 4.8, la distribucién es unimodal para r grande, de otra manera

es bimodal.

Caso 3

B, = [y, De 4.8 y 4.12, el momento de inercia serd casi constante alrededor de
cualquier didmetro del circulo que contiene a by y a by. Asi, existe una aproximacién

a una simetria rotacional alrededor de bs. Ademds, si 5 es grande entonces la
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distribucién serd una distribucién cinturdn simétrica con simetria rotacional alrededor

de bs. El caso en que 3, = 35 es interpretado de manera similar.

Caso 4

B ~ By =~ (3 De igual manera, a partir de 4.8 y 4.12, el momento de inercia serd
el mismo cualquiera que sea b;. Entonces, en este caso, la distribucién es uniforme.
Como el momento de inercia no hace distincién entre datos direccionales y axiales,
esto implica que los ejes no tienen una orientacién preferida.

Los casos anteriores son también aplicables al caso en que las observaciones sean
circulares. En este caso, los valores propios de B nos indicaran si se trata de distribu-

ciones uniformes, unimodales o bimodales dependiendo de 7.

4.7 Interpretacion de las direcciones principales ob-

tenidas a partir de la matriz T

Los resultados anteriores son aplicables de igual forma cuando se encuentran las
direcciones principales a partir de la matriz T, pues como vimos en la ecuacién 4.16,

t; = b;, 1 = 1,2, 3. Entonces ahora tenemos los 4 casos siguientes:

Caso 1

T3 pequeno Las ecuaciones 4.17 y 4.17 nos indican que entonces 71 y 7o son grandes
y como consecuencia, la suma de las distancias cuadradas de los puntos a la direccién
de t3 es grande pero pequenas a las direcciones t; y to. Como tq, to y t3 son ortogonales
entre si, entonces se deduce que la mayoria de las observaciones estdn concentradas
en el plano que contiene a t; y to cuya normal es t3. Entonces, valores pequenos de

T3 implican que los datos siguen una distribucién cinturén.

Caso 2

To ¥ T3 pequenos En este caso tenemos que 7; es grande lo que nos indica que la
suma de las distancias cuadradas de las observaciones a esta direcciéon es pequena,
entonces tendremos observaciones que estdn concentradas sobre la esfera alrededor
de las puntas del didmetro generado por el vector t;. Como consecuencia de 4.17 y

4.17, la distribucién es unimodal para r grande y en caso contratrio, es bimodal.
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Caso 3

T1 =~ 79 De 4.17 y 4.17, el momento de inercia serd casi constante alrededor de
cualquier didmetro del circulo que contiene a t; y a to, entonces tendremos que va
a existir una aproximaciéon a una simetria rotacional alrededor de t3. Ademads, si
T3 es pequeno entonces la distribucién serd una distribucién cinturén simétrica con
simetria rotacional alrededor de t3. El caso en que 75 = 73 es interpretado de manera

similar.

Caso 4

T1 = T9 =~ 73 Es posible ver, en las ecuaciones 4.17 y 4.17 que ahora tenemos el
caso en que el momento de inercia serd el mismo cualquiera que sea t;, por lo que
tendremos datos que siguen una distribucién uniforme. Como el momento de inercia
no hace distincién entre datos direccionales y axiales, esto implica que los ejes no

tienen una orientacién preferida.

4.8 Ejemplo

En la tabla siguiente se muestran 75 medidas de las direcciones sobre el eje ¢
de granos de calcita de las montanas Taconic de Nueva York [2]. Las coordenadas

esféricas y los cosenos directores de estas mediciones:

cos ¢ sen ¢ sen 0 l; m; n;
0 o I 11 111 I xIII IIxIII cos@
62 315 0.7071 —0.7071 0.8829 0.6243 —0.6243 0.4695
46 18  0.9511 0.3090 0.7193 0.6841 0.2223  0.6947
57 51  0.6293 0.7771  0.8387 0.5278 0.6518  0.5446
74 212 —0.8480 —0.5299 0.9613 —0.8152 —0.5094 0.2756
71 203 —0.9205 —0.3907 0.9455 —0.8704 —0.3694 0.3256
65 44  0.7193 0.6947 0.9063 0.6519 0.6296  0.4226
79 173 —0.9925 0.1219 0.9816 —0.9743 0.1196  0.1908
74 5 0.9962 0.0872 0.9613 0.9576 0.0838  0.2756
51 28  0.8829 0.4695 0.7771 0.6862 0.3648  0.6293
66 184 —0.9976 —0.0698 0.9135 —-0.9113 —0.0637 0.4067
87 53  0.6018 0.7986 0.9986  0.6010 0.7975  0.0523




cos ¢ sen ¢ sen 6 l; m; n;

0 10) I 17 117 I xIII IIxIII cos6

68 236 —0.5592 —0.8290 0.9272 —0.5185 —0.7687 0.3746
48 73 0.2924 0.9563 0.7431 0.2173 0.7107  0.6691
60 9 0.9877 0.1564 0.8660 0.8554 0.1355  0.5000
69 95 —0.0872 0.9962 0.9336 —0.0814 0.9300 0.3584
68 28  0.8829 0.4695 0.9272 0.8187 0.4353  0.3746
62 37  0.7986 0.6018 0.8829  0.7052 0.5314  0.4695
88 208 —0.8829 —0.4695 0.9994 —0.8824 —0.4692 0.0349
16 170 —0.9848 0.1736 0.2756 —0.2714  0.0479  0.9613
83 232 —0.6157 —0.7880 0.9925 —-0.6111 —-0.7821 0.1219
72 52  0.6157 0.7880 0.9511  0.5855 0.7494  0.3090
82 233 —0.6018 —0.7986 0.9903 —0.5960 —0.7909 0.1392
66 350 0.9848 —0.1736 0.9135 0.8997 —0.1586 0.4067
34 313 0.6820 —0.7314 0.5592 0.3814  —0.4090 0.8290
77T 332 0.8829 —0.4695 0.9744 0.8603 —0.4574 0.2250
78 202 —0.9272 —-0.3746 0.9781 —0.9069 —0.3664 0.2079
88 46  0.6947 0.7193  0.9994 0.6942 0.7189  0.0349
80 297 0.4540 —0.8910 0.9848 0.4471 —0.8775 0.1736
87 339 0.9336 —0.3584 0.9986 0.9323 —0.3579 0.0523
59 224 —0.7193 —0.6947 0.8572 —0.6166 —0.5954 0.5150
41 56  0.5592 0.8290 0.6561  0.3669 0.5439  0.7547
81 47  0.6820 0.7314 0.9877 0.6736 0.7223  0.1564
65 39 0.7771 0.6293 0.9063 0.7043 0.5704  0.4226
86 184 —0.9976 —0.0698 0.9976 —0.9951 —0.0696 0.0698
80 343 0.9563 —0.2924 0.9848 0.9418 —0.2879 0.1736
66 31  0.8572 0.5150 0.9135 0.7831 0.4705  0.4067
85 337 0.9205 —0.3907 0.9962 0.9170 —0.3892 0.0872
80 253 —0.2924 —0.9563 0.9848 —0.2879 —0.9418 0.1736
61 9 0.9877 0.1564 0.8746  0.8639 0.1368  0.4848
57 26  0.8988 0.4384 0.8387 0.7538 0.3676  0.5446
72 355 0.9962 —0.0872 0.9511 0.9474 —0.0829 0.3090
83 74  0.2756 0.9613 0.9925 0.2736 0.9541 0.1219
83 219 —0.7771 —0.6293 0.9925 —0.7714 —0.6246 0.1219
87 22 0.9272 0.3746  0.9986  0.9259 0.3741  0.0523
35 27  0.8910 0.4540 0.5736 0.5111 0.2604 0.8192
63 41  0.7547 0.6561 0.8910 0.6725 0.5846  0.4540
89 243 —0.4540 —0.8910 0.9998 —0.4539 —0.8909 0.0175
78 28  0.8829 0.4695 0.9781 0.8637 0.4592  0.2079
88 214 —0.8290 —0.5592 0.9994 —0.8285 —0.5589 0.0349
85 331 0.8746 —0.4848 0.9962 0.8713 —0.4830 0.0872
79 156 —0.9135 0.4067 0.9816 —0.8968 0.3993  0.1908
77 275 0.0872  —0.9962 0.9744 0.0849 —0.9707 0.2250
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cos ¢ sen ¢ sen 6 l; m; n;
0 10) I 17 117 I xIII IIxIII cos6
81 49  0.6561 0.7547  0.9877  0.6480 0.7454  0.1564
73 291 0.3584 —0.9336 0.9563 0.3427 —0.8928 0.2924
63 128 —0.6157 0.7880 0.8910 —0.5486  0.7021  0.4540
46 115 —0.4226 0.9063 0.7193 —0.3040 0.6519  0.6947
67 8 0.9903 0.1392 0.9205 0.9115 0.1281  0.3907
86 162 —0.9511 0.3090 0.9976 —0.9487 0.3083  0.0698
31 321 0.7771 —0.6293 0.5150 0.4003 —0.3241 0.8572
64 60  0.5000 0.8660 0.8988  0.4494 0.7784  0.4384
85 165 —0.9659 0.2588 0.9962 —0.9623 0.2578  0.0872
84 44  0.7193 0.6947 0.9945 0.7154 0.6909  0.1045
64 183 —0.9986 —0.0523 0.8988 —0.8976 —0.0470 0.4384
44 18  0.9511 0.3090 0.6947 0.6607 0.2147  0.7193
45 305 0.5736  —0.8192 0.7071 0.4056  —0.5792 0.7071
8 321 0.7771 —0.6293 0.9962 0.7742 —0.6269 0.0872
53 54  0.5878 0.8090 0.7986  0.4694 0.6461  0.6018
45 353  0.9925 —0.1219 0.7071 0.7018 —0.0862 0.7071
61 178 —0.9994 0.0349 0.8746 —0.8741 0.0305 0.4848
83 43  0.7314 0.6820 0.9925 0.7259 0.6769  0.1219
87 35 0.8192 0.5736  0.9986  0.8180 0.5728  0.0523
88 291 0.3584 —0.9336 0.9994 0.3581 —0.9330 0.0349
67 72 0.3090 0.9511  0.9205 0.2845 0.8755  0.3907
80 21  0.9336 0.3584 0.9848 0.9194 0.3529  0.1736
80 142 —0.7880 0.6157 0.9848 —0.7760 0.6063 0.1736
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En la figura 4.8.1 podemos observar las observaciones graficadas sobre una esfera
de radio 1.

Fig. 4.8.1 Observaciones graficadas sobre una esfera de radio 1.

En esta grafica no es posible observar facilmente la forma de la distribucién que
siguen los datos, pero si es posible observar que todas las observaciones se encuentran
en el hemisferio superior. Ahora, haremos una proyeccién Lambert de los mismos, la

cual se puede apreciar en la figura 4.8.2.
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Fig. 4.8.2 Proyeccion Lambert de los granos de calcita.

En esta proyeccion no se puede observar claramente si las observaciones tienen
una direccion preferida, la mayoria estan dispersas. Para poder concluir algo sobre la
forma de la distribucién de las observaciones obtendremos las direcciones principales.

Primero, encontraremos las direcciones principales utilizando la matriz B. Para

ello, formaremos la matriz de orientacién, la matriz T :

38.0644 8.6952  6.8892
T = | 8.6952 24.1364 3.3513
6.8892  3.3513 12.7995
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y la matriz B seré:

7w 0 0 38.0644 8.6952  6.8892
B=|0 75 0| —] 86952 24.1364 3.3513
0 0 75 6.8892  3.3513 12.7995

36.9356 —8.6952 —6.8892
S.B=|-8.6952 50.8636 —3.3513
—6.8892 —3.3513 62.2005

los valores propios de B, son:
B, = 30.8851, By =55.0397 y (B3 =64.0748

y los correspondientes vectores propios, que son los cosenos directores de las direc-

ciones principales, son:

b) = (0.8754, 0.4209, 0.2376)
b, = (—0.4341, 0.9008, 0.0039)
b; = (—0.2124, —0.1066, 0.9713)

por lo que la matriz de vectores propios queda de la siguiente manera:

0.8754 —0.4341 —-0.2124
V =104209 0.9008 —0.1066
0.2376 0.0039  0.9713

Como es posible ver, [, ~ (35, con valores grandes lo que nos indica que la mayorfa
de los datos estan concentrados alrededor del punto final del vector b,. Es posible
afirmar que la forma de la distribucién que siguen estos datos es unimodal, ya que el
hecho de que todas las observaciones se encuentren sobre el hemisferio superior impide
la posibilidad de que b; genere un didmetro y por ende, que existan observaciones

concentradas en la otra punta de ese didmetro. Ahora, calculemos r, entonces tenemos
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que:

75 2
Z I, = 152691 =— (Z z,) — 233.1466
3 =1

75 2
Z m; = 4.8216 — (Z m> — 23.2477
) =1

75 2
Z n; = 251980 — (Z n> — 634.9375
3 =1

R = 298552
29.8552
— = — 0.3981
" 75
- =0.3981

Como 7 es pequeno, se puede afirmar que existe dispersién en los datos.

Al utilizar la matriz T tenemos que los valores propios son:
71 = 44.1149, 79 = 19.9603 y 73 = 10.9252
y sus correspondientes vectores propios son los mismos que los de la matriz B:

th = (0.8754, 0.4209, 0.2376)
t, = (—0.4341, 0.9008, 0.0039)
t, = (—0.2124, -0.1066, 0.9713)

Como es posible ver, 71 &~ T, con valores pequenos lo que indica lo que habfamos
obtenido de la matriz B: que la mayorfa de los datos estdn concentrados alrededor
del punto final del vector t; y por tanto, la forma de la distribucién de los datos es

unimodal.
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CONCLUSIONES

El desarrollo de este trabajo se centré en encontrar la equivalencia entre las com-
ponentes principales y el tratamiento que de éstas se da en estadistica esférica; para
ello, fue necesario utilizar el concepto de momento de inercia.

El momento de inercia fue utilizado bajo el supuesto de que a cada una de las n
observaciones direccionales en muestra, colocadas sobre una esfera de radio 1, se les
asigna una masa de tamano uno. Lo cual nos dio como resultado que el momento
de inercia de n observaciones alrededor de un eje cualquiera, es igual a la suma de
las distancias cuadradas al eje de referencia. Por lo anterior, el momento de inercia
resulta una herramienta muy 1til al obtener informacién sobre la dispersién que existe
en los datos en muestra.

El desarrollo del momento de inercia, bajo este supuesto, dio lugar a dos matrices
importantes: la matriz de orientacién T y la matriz B. La matriz de orientaciéon T es
la matriz de sumas de cuadrados y productos cruzados de los cosenos directores de las
n observaciones, es decir, el producto de la matriz de observaciones transpuesta, por
la matriz de observaciones. Asi, la matriz B es igual a la diferencia entre la matriz
identidad por el tamano de la muestra, y la matriz de orientaciéon T.

Para encontrar las componentes principales, en estadistica esférica, se plante6
como objetivo encontrar la direccién que minimizara el momento de inercia, es decir,
encontrar la direccién para la cual, la suma de distancias cuadradas de las observa-
ciones a esta direccién, fuera minima. De esta manera, se encontré que las direcciones
principales son las equivalentes a las componentes principales pero trabajandolas con
datos direccionales. El planteamiento que dio lugar a las direcciones principales fue
hecho en las matrices B y T en lugar de la matriz de varianzas y covarianzas o de
correlaciones que dan lugar a la obtencion de las componentes principales. También
fue posible encontrar que las direcciones principales obtenidas a partir de la matriz
B son las mismas que las obtenidas a partir de la matriz de orientacién T.

Asimismo, se encontré que la informacién que ofrecen las direcciones o ejes prin-
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cipales, difiere de aquélla que arrojan las componentes principales. Dado que las
direcciones principales son obtenidas utilizando el momento de inercia, dan infor-
macién sobre la dispersion de los datos y partir de ésta, es posible caracterizar la
forma de la distribucién que siguen los datos, ya sea unimodal, bimodal, uniforme o
cinturon.

Finalmente, se da un ejemplo para ilustrar la manera en que se puede identificar la
forma de la distribucién que siguen los datos, a partir de la obtencion de las direcciones

principales.
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