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TUTOR DE TESIS
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Índice de Figuras
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1

Introducción

La complejidad de los procesos de transferencia de masa, enerǵıa y cantidad de

movimiento que se llevan a cabo en los tejidos ha hecho evidente la necesidad de

realizar investigaciones multidisciplinarias, en las que se integren conceptos fun-

damentales de la ingenieŕıa y de la f́ısica con las ciencias biológicas. De tal forma

que se desarrollen modelos matemáticos capaces de representar adecuadamente

los procesos biológicos de transferencia, y que contribuyan a entender mejor la

manera como trabaja la naturaleza.

Existen muchas áreas biológicas en las que la aplicación de los principios de los

fenómenos de transporte puede llevar a resultados interesantes. Tomar en cuenta

la interacción de los procesos de transferencia de enerǵıa y de masa con la bioloǵıa

y la medicina resulta conveniente para el desarrollo de nuevos diagnósticos y tera-

pias, con el fin de mejorar la salud [1]. Por ejemplo, estudiar la mecánica de

los biofluidos permitiŕıa analizar padecimientos orgánicos desde un punto de vista

diferente al cĺınico, logrando aśı una participación conjunta en el diseño de dispo-

sitivos para aplicaciones médicas espećıficas. Además, se puede aprender mucho

sobre varias enfermedades a través de un estudio detallado del flujo sangúıneo o

de la dinámica del proceso de respiración en los pulmones [2].

La aplicación de la bioingenieŕıa de procesos de transporte no es sencilla, por

el contrario presenta grandes retos. En el caso del acoplamiento de los fenómenos

de transporte con la fisioloǵıa se requiere realizar estudios en gran variedad de

escalas espaciales y temporales, utilizar un gran número de variables genéticas y

1



Introducción 2

bioqúımicas en sistemas con geometŕıas complejas, aśı como considerar flujos en

varias fases y dimensiones que incorporen las funciones vitales. Debido a que los

efectos moleculares gobiernan los macrofenómenos de biotransporte, se necesita

analizar los experimentos a lo largo de todo el espectro de escalas de longitud, con

el objeto de desarrollar conocimientos que integren los procesos de biotransporte

y sus consecuencias desde las moléculas, células, órganos y hasta los sistemas,

además de las interacciones entre ellos.

Otro de los retos consiste en modificar los modelos constitutivos reológicos clásicos,

incluyendo términos que contengan información sobre la naturaleza no newtoniana

de algunos biofluidos y sobre las caracteŕısticas y propiedades particulares de los

diferentes tipos de materia biológica. Una vez que dichas representaciones puedan

describir la dinámica de los fenómenos de transporte y la cinética de las reacciones

qúımicas que ocurren dentro de los conjuntos celulares, se podrán utilizar para

pronosticar resultados experimentales verośımiles.

En general, es necesario desarrollar modelos fenomenológicos que incluyan factores

biológicos, f́ısicos y bioqúımicos de los diferentes procesos, tanto en situaciones

patológicas como en estados vitales normales. También se requiere diseñar ins-

trumentación no invasiva para la detección y la medición de los fenómenos como

el flujo sangúıneo y el flux de enerǵıa, además del desarrollo de nuevos tipos de

instrumentación que puedan ser usados a lo largo de numerosos campos. Es por

esto que el análisis de transporte en tejidos vivos servirá para innovar y optimizar

los diagnósticos y las intervenciones terapéuticas [1].

Concretamente, en el caso de la transferencia de enerǵıa en tejidos vivos, un

modelo biotérmico serviŕıa para mejorar terapias médicas en las que fuese preciso

manipular la temperatura de determinado tejido. Este proceso de transferencia es

complicado ya que involucra multiplicidad de mecanismos como: conducción de
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enerǵıa en los tejidos, transferencia por convección debida a la perfusión1 de la

sangre de las arterias y venas a través de los poros del tejido, generación de calor

metabólico, evaporación e interacciones externas como radiación [4].

Los modelos mecánicos biotérmicos desarrollados para los procesos de transfe-

rencia de enerǵıa, deben ser adecuados para describir comportamientos fisiológicos

como la respuesta del flujo de perfusión de la sangre en condiciones normales y

patológicas, para contribuir en el diseño de métodos para la aplicación de dosis

para terapias térmicas con objetivos espećıficos dentro de las células y los tejidos,

y para determinar el tiempo real de las respuestas térmicas de procesos de enerǵıa

espećıficos como las ciruǵıas oculares [1].

Un estudio térmico de los tejidos también ayudaŕıa a estimar el daño en caso

de accidentes como quemaduras por vapor a altas temperaturas, o bien, a prede-

cir patoloǵıas. Cualquier cambio en los factores fisiológicos o ambientales puede

inducir variaciones en la temperatura y el flux de enerǵıa en la superficie de la piel,

reflejando el estado de salud del cuerpo humano [5]. Por ejemplo, un tumor muy

vascularizado en la piel puede llevar a un aumento en el flujo local de sangre, y

por ende, a un incremento en la temperatura de la piel; de la misma manera una

inflamación induce alta actividad metabólica, lo que también puede incrementar

la temperatura de la piel.

Por otro lado, una trombosis o esclerosis vascular en la circulación periférica

disminuye el flujo de sangre hacia la piel, resultando en bajas temperaturas super-

ficiales. En caso de quemaduras, también se presentan bajas temperaturas en la

piel debido al flujo insuficiente de sangre. En general, una temperatura o flux de

enerǵıa anormal en la piel puede ser ı́ndice de circulación periférica irregular. Esta

información resultaŕıa muy útil para diagnósticos cĺınicos [5].

1
El proceso de perfusión es la entrega de nutrientes de la sangre arterial a la red de vasos capilares

que alimentan al tejido biológico [3].
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Algunas de las investigaciones realizadas hasta el momento están basadas en la

teoŕıa clásica de difusión de enerǵıa [6, 7, 8, 9]. La utilización de la ecuación

de Fourier es válida en muchas situaciones, sin embargo, para algunos procesos

transitorios o escalas muy pequeñas es necesario tomar en cuenta el retraso que

existe entre el gradiente de temperaturas y el flux de enerǵıa [10, 11]. Por ello,

en este trabajo se estudian diferentes casos de transferencia de enerǵıa en tejidos,

modificando la ecuación biológica de transferencia de enerǵıa (Pennes 1948) con el

modelo de Maxwell - Cattaneo (1958), de manera que se pueda estimar el tiempo

real de las respuestas fisiológicas ante una perturbación térmica.

En el siguiente caṕıtulo se exponen de manera general los procesos de transferencia

en los tejidos del cuerpo humano y los diferentes métodos que se pueden utilizar

para la medición de la temperatura. En el caṕıtulo 3 se presentan las ecuaciones

de transferencia biológica de enerǵıa y se comentan sus limitaciones. Asimismo,

se describen los modelos seleccionados para la descripción del flux de enerǵıa.

El sistema de estudio se define en el caṕıtulo 4, se muestran también las ecua-

ciones que se utilizaron para este proyecto y las consideraciones que se realizaron

para la simplificación del mismo. En esta sección se incluye la adimensionalización

del sistema y los métodos de solución aplicados.

Los resultados se encuentran en los caṕıtulos 5 y 6. Espećıficamente en el caṕıtulo

5 se presentan las distribuciones de temperatura calculadas utilizando la ley de

Fourier, y se introducen las diferentes pruebas dinámicas que se impusieron al

sistema. Por otra parte, el caṕıtulo 6 contiene las distribuciones de temperatura

con el término de relajación, aśı como el análisis y la comparación de la utilización

de la ecuación constitutiva de Maxwell-Cattaneo en lugar de la teoŕıa clásica.



Objetivos

Objetivo General

Seleccionar un modelo de transferencia de enerǵıa capaz de predecir el tiempo real

de respuesta de los tejidos biológicos ante distintas perturbaciones térmicas, que

se introducirán en la ecuación de transporte a través de diversas pruebas dinámicas.

Objetivos Particulares

Comparar el uso de modelos clásicos (Ley de Fourier) con el de ecuaciones

constitutivas como el modelo de Maxwell-Cattaneo, para describir el flux de

enerǵıa en casos espećıficos de transferencia de enerǵıa en tejidos epiteliales

humanos.

Analizar la influencia de la inclusión de términos de relajación térmica del

tejido epitelial, en las ecuaciones de transporte para diferentes situaciones

de transferencia de enerǵıa.

Observar el efecto de la variación de las propiedades f́ısicas de los conjuntos

celulares humanos sobre la forma en la que se transfiere la enerǵıa en los

tejidos epiteliales, a través de la interpretación de las distribuciones de

temperatura resultantes.

Estudiar las diferentes respuestas térmicas de los tejidos epiteliales, obtenidas

tras la aplicación de distintas pruebas dinámicas incluidas en las ecuaciones

de transporte.

5



2

Transferencia de Enerǵıa en Tejidos

Los tejidos son un conjunto de células con funciones espećıficas. Se pueden dividir

en cuatro grupos principales: epitelial1, conectivo2, muscular y nervioso [12]. La

temperatura de los tejidos está asociada con la forma en la que se transfiere la

enerǵıa dentro de estos aglomerados celulares, misma que depende de factores

fisiológicos y del medio circundante.

A continuación se describe el proceso de transferencia de enerǵıa en el cuerpo

humano y se mencionan algunos de los métodos más comunes para cuantificar la

temperatura de los tejidos.

2.1. Transferencia de Enerǵıa en el Cuerpo Humano

La temperatura corporal está controlada por diferentes procesos de transferencia

de enerǵıa relacionados con el flujo sangúıneo, las actividades metabólicas y la

interacción con el exterior. La mayor parte de la enerǵıa producida por el cuerpo

se genera en los órganos. Ésta se transfiere a través de los vasos sangúıneos desde

tejidos profundos hasta tejidos subcutáneos y se distribuye a lo largo de la piel,

donde se lleva a cabo el intercambio con el ambiente. La capa de grasa, la piel y

los tejidos subcutáneos actúan como aislantes y minimizan las pérdidas de enerǵıa,

permitiendo aśı que la temperatura central interna se mantenga constante [13].

1 Es la capa exterior de la piel, órganos y vasos sangúıneos. En este tipo de tejido las células

están fuertemente unidas y organizadas en láminas [12].
2

Se encuentra por debajo de la capa de tejido epitelial y puede contener fibras que forman fuertes

mallas [12].

6
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Si se considera que un individuo se encuentra relativamente aislado dentro de una

habitación en la que no hay corrientes de aire o cambios repentinos de temperatura,

como se ilustra en la figura 2.1, se observa que la transferencia de enerǵıa a través

de la piel se da en su mayoŕıa por radiación (rayos infrarrojos), de forma muy

limitada por conducción (contacto directo con otros objetos) y todav́ıa en menor

cantidad por convección (debida al movimiento de las corrientes de aire adyacentes

a la piel). A través de estos tres mecanismos un cuerpo puede intercambiar enerǵıa

con su entorno según sea la dirección del gradiente de temperatura. Existen pro-

cesos de transferencia que únicamente sirven para liberar enerǵıa, tal es el caso

de la evaporación (por cada kilogramo de agua que se evapora de la superficie

corporal, por sudoración o por respiración, se liberan 580 kcal; esto se traduce

en una pérdida continua de enerǵıa de 0.012 a 0.016 kcal/h), o bien mecanismos

como el metabolismo, que funciona como generador de enerǵıa.

Figura 2.1: Ejemplificación de los mecanismos de transferencia de enerǵıa del

cuerpo humano con el medio ambiente [13].



Transferencia de Enerǵıa en Tejidos 8

La mayor parte de la enerǵıa generada por procesos metabólicos se convierte en

enerǵıa interna necesaria para realizar funciones vitales, o bien se disipa como calor

para conservar el equilibrio térmico. El metabolismo basal comprende la cantidad

ḿınima de enerǵıa para que el cuerpo funcione adecuadamente. Esta cantidad

puede variar considerablemente de acuerdo con los siguientes factores [12, 13]:

Alimentación: después de la ingestión de alimentos el metabolismo aumenta

debido a las reacciones asociadas con la digestión, absorción y almace-

namiento. El ingerir protéınas aumenta particularmente el nivel de metabo-

lismo ya que éstas se degradan rápidamente para la producción de amino-

ácidos.

Ejercicio: la actividad f́ısica constante puede aumentar el valor del metabo-

lismo promedio 2000 veces. La realización de ejercicio extremo puede aumen-

tar aproximadamente 50 veces la producción de enerǵıa en cuestión de

segundos, lo cual puede ser perjudicial para la salud.

Hormonas: existen varias hormonas cuya función es mantener un ritmo

metabólico estable. En general la generación de éstas puede disminuir drásti-

camente por depresión, o bien aumentar por un estado de ansiedad o enojo.

Las hormonas sexuales y de crecimiento también estimulan el metabolismo.

Edad y sexo: la producción de calor metabólico disminuye con el paso del

tiempo. El metabolismo de un niño es casi dos veces mayor que el de

una persona adulta, ya que los infantes requieren más enerǵıa por estar

en crecimiento continuo. En general, el cuerpo de un hombre requiere

mayor enerǵıa que el de una mujer, mas una mujer embarazada presenta un

aumento en el metabolismo.
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En la figura 2.2 se muestra una comparación de los niveles de metabolismo

basal para hombres y mujeres a través de diferentes etapas de la vida.

Figura 2.2: Cambio de los valores del metabolismo basal con respecto al tiempo

para diferentes sexos. [13].

Otros factores: la fiebre provoca un aumento de 120 % en la actividad

metabólica por cada 10
o
C que se incrementan sobre la temperatura corpo-

ral. Por otro lado, el sueño, climas cálidos y una mala alimentación son

factores que tienden a deprimir el metabolismo.

Por tanto, metabolismos locales e intercambios de enerǵıa entre la piel y el medio

son determinantes para mantener un valor de temperatura estable.

El flujo de la sangre es un mecanismo muy eficaz de transferencia de enerǵıa

desde el centro del cuerpo hasta la superficie de la piel. Un flujo sangúıneo eleva-

do hace que la enerǵıa se distribuya con gran eficacia, mientras que la reducción

de dicho flujo disminuye la conducción. El proceso de perfusión consiste en el

transporte de nutrientes de la sangre arterial a la red de vasos capilares que ali-

mentan al tejido biológico. La eficiencia de la entrega de ox́ıgeno a los tejidos

asegura que se satisfagan las necesidades energéticas de las células. Este gas se

difunde desde los pulmones a los vasos sangúıneos y posteriormente se transporta
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por convección a través de la sangre hacia los tejidos, en donde participa en las

reacciones metabólicas que producen enerǵıa para las células [3].

La perfusión del tejido o flujo sangúıneo en capilares es una propiedad fisiológica

muy importante, ya que puede servir como ı́ndice para conocer el verdadero estado

de salud de los tejidos. Dado que este flujo es el responsable del transporte de

nutrientes y productos de desecho en el cuerpo, una perfusión irregular podŕıa

provocar fuertes daños en los tejidos. Por ejemplo, si se presentan niveles de irri-

gación anormales dentro de los órganos podŕıa generarse un mal funcionamiento

que ocasione padecimientos como: sepsis, cirrosis hepática, problemas cardiacos,

e incluso muerte de las células.

Muchas enfermedades se pueden identificar por alteraciones en la perfusión de

la sangre. Algunas intervenciones terapéuticas consisten en aumentar o disminuir

el flujo sangúıneo en determinado tejido. Por esto, es muy útil conocer el nivel

de la perfusión de la sangre en determinado tejido [14]. Existen fármacos para

modificar los niveles de perfusión, sin embargo, su uso está limitado por la falta

de métodos no invasivos que puedan medir confiablemente el flujo volumétrico.

La piel es un tejido que está fuertemente perfundido, ya que contiene gran cantidad

de vasos sangúıneos y es un órgano fundamental en el proceso de termorregulación.

Es por esto que la perfusión de la sangre afecta notablemente la distribución local

de temperatura y es cŕıtica para un gran número de procesos fisiológicos. El flujo

volumétrico puede variar entre diferentes tejidos, órganos del cuerpo y patoloǵıas,

y depende de factores como la actividad f́ısica, est́ımulos fisiológicos y condiciones

ambientales.
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2.2. Medición de la Temperatura en el Cuerpo Humano

La temperatura corporal vaŕıa con la actividad f́ısica, metabólica y con valores

extremos de temperatura en el ambiente. Cuando se acumula enerǵıa excesiva en

el cuerpo, la temperatura puede aumentar temporalmente hasta 38 ó 40
o
C; por

el contrario, cuando el cuerpo se expone al fŕıo, la temperatura puede reducirse a

valores por debajo de 36.5
o
C, lo que activa la vasoconstricción. Se ha demostrado

experimentalmente que la temperatura de los seres humanos cambia aproximada-

mente 1
o
C por cada 20 ó 30

o
C de variación en la temperatura ambiental [13],

lo que indica una conductividad térmica muy pequeña. Los métodos para medir

la temperatura corporal se pueden clasificar grosso modo en invasivos y no inva-

sivos [15].

Los métodos invasivos trabajan bajo el principio de equilibro térmico entre dos

cuerpos. Por ejemplo, al introducir algún tipo de sensor dentro de las cavidades

corporales (como axilas y boca) para determinar la temperatura central del cuerpo.

Dependiendo del tipo de sensor3 el equilibrio térmico se puede alcanzar en algunos

minutos. Sin embargo, para medir la temperatura dentro del tejido se requiere

perforar algún punto del conjunto celular, para ello, es necesario conocer el tipo

de tejido que se quiere explorar y seleccionar correctamente la sección en la que se

introducirá el sensor. Entre las desventajas inherentes a este método están el dolor

que la punción causa, el riesgo de infección por la incisión, el número limitado

de puntos que se pueden penetrar y los errores de medición que las emisiones de

ondas electromagnéticas del cuerpo pueden provocar.

Existen termómetros que por su tamaño permiten medir temperaturas en tejidos

muy profundos; no obstante, para que las mediciones puedan ser consideradas

válidas, se debe inducir un estado adiabático. Esto se logra cubriendo la piel con

3 Termómetro de mercurio o alcohol, termistores, termopares, dispositivos con resistencias de

platino y termómetros de fibra óptica con sustancias fluorescentes, entre otros.
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materiales aislantes hasta que se alcanza el equilibrio térmico con la superficie.

Experimentalmente se ha visto que los resultados obtenidos son coherentes con la

temperatura central, pero es muy dif́ıcil conocer el punto correcto donde realizar

la medición [15].

Los métodos no invasivos comprenden técnicas para determinar las temperaturas

subcutáneas sin necesidad de perforar el tejido. Se clasifican en activos y pasivos.

En los métodos activos se irradian ondas electromagnéticas o de ultrasonido al cuer-

po. La enerǵıa puede ser reflejada por los tejidos o atravesarlos, y es modulada

a su paso por la propia temperatura del tejido. Las distribuciones de temperatura

se determinan al utilizar la información de los cambios en las ondas.

Pese a que en estas técnicas se está emitiendo enerǵıa al tejido, no se consi-

deran invasivas ya que la enerǵıa que penetra en el tejido es muy débil. Una de

sus ventajas es que la información obtenida es suficiente para estimar muy bien los

cambios temporales de temperatura; sin embargo, sólo son útiles para determi-

nar distribuciones por pequeños periodos. Además, los resultados son fácilmente

alterados por pequeñas variaciones en las propiedades f́ısicas y qúımicas de los

diferentes tejidos.

Por el contrario, en los métodos pasivos se analiza la enerǵıa que el cuerpo irradia

y con esta información se hace un balance para estimar la temperatura dentro del

cuerpo desde el centro hasta la superficie. Estos métodos śı son en su totalidad

no invasivos, mas requieren de análisis matemáticos muy complejos. Aunado a

esto, deben ser lo suficientemente eficientes para detectar señales muy débiles de

las ondas que emite el cuerpo, mismas que a su vez son atenuadas por los teji-

dos. Pese a que su aplicación no permite obtener distribuciones de temperatura

en toda el área del tejido, los resultados están referidos a valores de temperatura

estacionarios.
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En la tabla 2.1 se resumen algunos de los métodos de medición no invasivos más

comunes [15].

Tabla 2.1: Métodos no invasivos de medición de temperatura

Tipo Fenómeno Propiedad f́ısica

de método medido dependiente de la temperatura

Transmisión o reflexión Constante dialéctrica,

de microondas conductividad térmica.

Transmisión de Densidad electrónica

Activo rayos X

Resonancia magnética Spin,

equilibrio térmico,

magnetización.

Ultrasonido Velocidad del sonido

Radiación de microondas

Pasivo Radiación de ultrasonido Densidad de enerǵıa

Equilibrio térmico

Algunos métodos no invasivos de termometŕıa (microondas y ultrasonido) son

más económicos y seguros. El diagnóstico obtenido por estas técnicas al medir

temperaturas superficiales es atractivo si se logran establecer las correlaciones

matemáticas adecuadas [5]. Uno de los métodos más utilizados es la radiometŕıa

de microondas, cuyo objetivo es determinar la temperatura subcutánea tras un

análisis del espectro de ondas irradiadas de ultrasonido. La penetración de la onda

depende de la frecuencia; conforme disminuye la frecuencia de las ondas emi-

tidas, la longitud de onda aumenta y, por tanto, puede penetrar en mayores

profundidades de tejido. Consecuentemente a mayores frecuencias, se alcanzarán

profundidades menores.
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Por ejemplo, a una frecuencia de 4.6 GHz la penetración en el tejido es de

1 cm o menos. En este punto se puede considerar que las temperaturas del tejido

son simétricas y uniformes4. Si ahora se utiliza una frecuencia de 1.7 GHz la

penetración promedio es de 2.4 cm [15].

Las estimaciones de los estados térmicos dentro del tejido permiten cuantificar

propiedades fisiológicas. Por ejemplo, al insertar una sonda que mida la tempe-

ratura del tejido, se puede estimar el valor de la perfusión de la sangre. Esto

se realiza tomando diferentes medidas basadas en un valor supuesto de perfusión.

Una vez que las temperaturas predichas son lo suficientemente cercanas a las me-

didas, se puede tomar como correcto el valor de la perfusión inicialmente asignado.

En una evaluación no invasiva de los estados térmicos de los cuerpos biológicos,

sólo se pueden obtener datos dinámicos de la superficie de la piel, mismos que

después pueden ser utilizados para inferir información fisiológica de los tejidos [5].

4 Al utilizar menores frecuencias y aumentar la profundidad de penetración se ha observado que

la distribución de temperaturas deja de ser simétrica.













4

Solución de las Ecuaciones de Transferencia

En este proyecto se analiza la respuesta de los tejidos biológicos ante perturbaciones

térmicas. Para ello, se plantearon diferentes situaciones dinámicas de transferencia

de enerǵıa, haciendo uso tanto de la teoŕıa clásica para describir el flux de enerǵıa

(ley de Fourier) como del modelo de Maxwell-Cattaneo, que incorpora los efectos

de relajamiento del tejido.

A continuación se describe el sistema de estudio utilizado y las consideraciones

realizadas para obtener el modelo de transferencia de enerǵıa. Asimismo, se

plantean las soluciones de las ecuaciones y se describe la secuencia aplicada de

cálculo.

4.1. Caracteŕısticas del Sistema de Estudio

El sistema de estudio seleccionado consiste en la representación de una pequeña

sección de tejido epitelial en la que se analiza la aplicación de diferentes pruebas

dinámicas, observando los efectos provocados en las distribuciones de temperatura

calculadas de la superficie al centro del tejido (ver figura 4.1). La profundidad de

la sección no debe ser mayor a 3 cm para poder garantizar que la temperatura

central tisular permanezca constante y que las distribuciones de temperatura del

tejido sean simétricas [6, 15, 16].

20
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Figura 4.1: Sistema de Estudio: representación de una sección de tejido epitelial.

Para tal estudio, se utilizó la ecuación biológica de transferencia de enerǵıa

(ecuación 3.1) escrita para una sola dimensión:

ρ

m
c

pm

∂T (x, t)

∂t

= k

∂

2
T (x, t)

∂x

2
+ ω

b
ρ

b
c

pb
[T

a
− T (x, t)] + Q

m
+ Q

r
(x, t) (4.1)

donde x es la variable espacial y la dirección del gradiente de temperatura, t es la

variable temporal, Q

m
es el calor metabólico y representa la fuente de enerǵıa en

estado estacionario y Q

r
es la fuente de enerǵıa debida al calentamiento espacial

transitorio.

En el modelo simplificado se considera que las propiedades del tejido y de la sangre

no vaŕıan con respecto al tiempo o la posición y que la perfusión de la sangre es

constante. La suposición anterior permite obtener resultados bastante aceptables

para describir la fisioloǵıa del tejido [6]; un modelo más detallado requeriŕıa infor-

mación sobre la arquitectura vascular de los tejidos, la circulación de la sangre [8] y

la influencia de la perfusión sobre la variación del intercambio energético tisular [5].
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Respecto a la temperatura de la sangre en las arterias y en el centro del teji-

do, se supone que están en equilibrio térmico y que se mantienen constantes,

esto es: T

a
= T

c
. La temperatura superficial T

s
está determinada tanto por los

procesos de transferencia dentro del tejido, como por el intercambio con el medio

ambiente; en donde la temperatura del aire T

f
y el valor del coeficiente convectivo

h

f
también son constantes.

La temperatura máxima T

máx
es la mayor temperatura que los tejidos soportan

antes de presentar algún tipo de daño. Existe una expresión para estimar el daño

irreversible asociado con las quemaduras de las células, que está escrita en términos

de una constante de Arrhenius [9]:

dε

dt

= Ae

−
∆E

RT (x,t)

donde A es la constante de Arrhenius que describe la transición de una molécula en

estado basal a un estado desnaturalizado, ∆E es la enerǵıa de activación efectiva,

R la constante universal de los gases y ε es el ı́ndice adimensional que cuantifica

el daño térmico acumulado y puede tomar valores entre 0 y 1, siendo este último

señal de necrosis1.

Como se mencionó anteriormente, el metabolismo cambia dependiendo de los

requerimientos energéticos de los tejidos, entre otros factores. Es por esto que el

valor del calor metabólico utilizado en este proyecto comprende un intervalo limita-

do por los valores reportados en la literatura para metabolismos basales. Aunado

a esto, de acuerdo con los casos expuestos en [8, 23], se examinó la posibilidad

de que dicho término fuera función de la posición, es decir: Q

m
= Q

m
(x).

1 Es importante aclarar que en este trabajo no se cuantificó el daño presentado en los tejidos, de-

bido a que el intervalo de temperatura utilizado no sobrepasa, en gran medida, las temperaturas

que el tejido epitelial humano puede soportar antes de dañarse irreversiblemente.
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Los valores de las propiedades descritas anteriormente se muestran en la tabla 4.1.

Tabla 4.1: Valores t́ıpicos de las propiedades de los tejidos epiteliales humanos.

PROPIEDAD SECCIÓN ŚIMBOLO UNIDADES VALOR

Espesor Tejido L m 0.003 [6]

Calor Tejido cpm
3300 [7, 9]

espećıfico Sangre cpb

J
kg ◦C

3770 [7, 8, 9]

Densidad Tejido ρ
m

1200 [7, 9]

Sangre ρ
b

kg
m3 1060 [7, 8, 9]

Perfusión 0.00125 [7, 9]

de la Tejido ω
b

m3

s m3 0.00101− 0.00548 [8]

sangre 0.0005− 0.002 [5, 6]

Conductividad

térmica Tejido k W
m ◦C

0.235 [7, 9]

Aparente ho 10 [5, 6]

Coeficiente 0.5− 8.3 [8]

convectivo
W

m2 ◦C

Total hf 100 [5, 6]

113− 220 [8]

Arterial Ta 37 [6, 7, 9]

Central Tc 37 [6, 7, 9]

Temperatura Superficial Ts
◦C 36.5 [13]

Máxima Tmáx 42− 45 [7, 8, 9]

Aire Tf 25 [6]

Calor 368 [8]

metabólico Basal Qm
W
m3 420− 4200 [5]
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4.2. Planteamiento del Problema

4.2.1. Problema Clásico

Como se mencionó en la sección anterior, el problema que se estudiará está descrito

por la ecuación (4.1):

ρ

m
c

pm

∂T (x, t)

∂t

= k

∂

2
T (x, t)

∂x

2
+ ω

b
ρ

b
c

pb
[T

a
− T (x, t)] + Q

m
+ Q

r
(x, t)

que está sujeta a las siguientes condiciones de frontera para t > 0:

C.F.1 : x = 0, −k

∂T (x, t)

∂x

∣

∣

∣

∣

x=0

= q

s
(4.2)

C.F.2 : x = L, T (x = L, t) = T

c
(4.3)

En la primera condición de frontera (ecuación 4.2) se especifica la forma del gra-

diente de temperatura entre la superficie de la piel y el aire, se puede observar que

es proporcional a un flux de enerǵıa en la superficie denominado q

s
. La segunda

condición de frontera (ecuación 4.3) garantiza que la temperatura en el centro del

tejido permanezca constante.

La correspondiente condición inicial es:

C.I.1 : t = 0 ∀ x, T (x, t = 0) = T

o
(x) (4.4)

donde T

o
(x) es la temperatura del estado estacionario.

La distribución de temperatura del tejido se puede obtener separando el problema

en la parte estacionaria y la parte transitoria. Para ello, se propone una solución

de la forma [24]:

T (x, t) = T

o
(x) + T

t
(x, t) e

−

ω
b

ρ
b

cpb
ρmcpm

t

(4.5)

donde T

t
(x, t) representa la solución de la parte transitoria.
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La ecuación diferencial para la temperatura del estado estacionario se puede obte-

ner reduciendo directamente los términos temporales de la ecuación (4.1), de lo

que resulta:

k

d

2
T

o
(x)

dx

2
+ ω

b
ρ

b
c

pb
[T

a
− T

o
(x)] + Q

m
= 0 (4.6)

cuyas condiciones de frontera son:

C.F.1 : x = 0, −k

dT

o
(x)

dx

∣

∣

∣

∣

x=0

= h

o
[T

f
− T

os
] (4.7)

C.F.2 : x = L, T

o
(x = L) = T

c
(4.8)

De acuerdo con la primera condición de frontera (ecuación 4.7) el gradiente de

temperatura en la superficie (x = 0) es proporcional al flux de enerǵıa convecti-

vo en estado basal, donde la temperatura superficial del estado estacionario es:

T

os
= T

o
(x = 0).

Para obtener la ecuación diferencial de la temperatura transitoria la ecuación (4.1)

se puede reescribir como:

∂T (x, t)

∂t

= α

∂

2
T (x, t)

∂x

2
+ W

b
[T

a
− T (x, t)] +

1

ρ

m
c

pm

{Q
m

+ Q

r
(x, t)} (4.9)

donde α es el coeficiente de difusión térmica y W

b
es el término que representa la

perfusión de la sangre en el tejido, y cada uno está dado por:

α =
k

ρ

m
c

pm

(4.10)

W

b
= ω

b
ρc

p
(4.11)

La densidad relativa ρ =
ρ

b

ρm
y el calor espećıfico relativo c

p
=

cpb

cpm
representan la

relación entre las propiedades de la sangre y del tejido.
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Al sustituir (4.5) en (4.9), se obtiene que la ecuación diferencial de la parte

transitoria es:
∂T

t
(x, t)

∂t

= α

∂

2
T

t
(x, t)

∂x

2
+

Q

r
(x, t)

ρ

m
c

pm

e

Wbt (4.12)

cuyas condiciones de frontera para t > 0 son:

C.F.1 : x = 0, −k

∂T

t
(x, t)

∂x

∣

∣

∣

∣

x=0

= F (t) (4.13)

C.F.2 : x = L, T

t
(x = L, t) = 0 (4.14)

donde T

ts
= T

t
(x = 0, t) y F (t) tiene la siguiente forma:

F (t) =

[

k
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o
(x)

dx

∣

∣

∣

∣

x=0

+ q

s

]

e

Wbt
. (4.15)

Por su parte, la condición inicial transitoria es:

C.I.1 : t = 0 ∀ x, T

t
(x, t = 0) = 0 . (4.16)

4.2.2. Problema con Relajamiento

Si en lugar de utilizar la ley de Fourier (ecuación 3.3) se introduce el modelo de

Maxwell-Cattaneo (ecuación 3.4):

q(r, t + λ) = q(r, t) + λ

∂q(r, t)

∂t

para describir el flux de enerǵıa, entonces la ecuación biológica de transferencia

de enerǵıa (ecuación 3.1) para este problema queda escrita como:
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donde T = T (x, t), Q

r
= Q

r
(x, t) y λ es el tiempo de relajación térmico.
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Las condiciones de frontera e iniciales para este caso son las mismas descritas por

las ecuaciones (4.2), (4.3) y (4.4). Únicamente se requiere de una condición

inicial adicional que es:

C.I.2 : t = 0 ∀ x,

∂T (x, t)

∂t

∣

∣

∣

∣

t=0

= 0 . (4.18)

La solución de la ecuación (4.17) también está dada en términos de la ecuación

(4.5):

T (x, t) = T

o
(x) + T

t
(x, t) e

−

ω
b

ρ
b

cpb
ρm cpm

t

.

La parte estacionaria no se modifica y queda descrita por el conjunto de ecuaciones

(4.6) - (4.8). No obstante, el problema transitorio ahora está representado por:
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Nuevamente las condiciones de frontera e iniciales son las mismas expuestas en las

ecuaciones (4.13) a (4.16) y la condición inicial adicional es:

C.I.2 : t = 0 ∀ x,

∂T

t
(x, t)

∂t

∣

∣

∣

∣

t=0

= 0 . (4.20)

Es importante mencionar que cuando λ → 0 la ecuación (4.19) se reduce al caso

clásico descrito por la ecuación (4.12).
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4.3. Adimensionalización y Solución de las Ecuaciones de

Transferencia

Para resolver las ecuaciones de transferencia se proponen las siguientes variables

adimensionales para la posición, el tiempo y la temperatura respectivamente:

ξ =
x

L

(4.21)

τ =
α

L

2
t (4.22)

θ =
T

T

c

(4.23)

Ahora, la variable adimensional para la posición ξ está acotada en un intervalo

de 0 a 1. Por otra parte, el tiempo adimensional τ está definido como el número

de Fourier que compara la conducción de la enerǵıa con el almacenamiento de la

misma en procesos transitorios.

Al sustituir estas variables en la ecuación (4.9) se obtiene:
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que al multiplicar por L
2

αTc
se modifica como:
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pm

{Q
m

+ Q

r
} . (4.24)

Tras analizar las dimensiones de la ecuación (4.24), se observó que la perfusión se

puede escribir de forma adimensional al compararla con un tiempo difusivo, esto

es:

σ =
L

2

α

W

b
. (4.25)

Por su parte la expresión adimensional para la temperatura arterial está definida

como:

θ

a
=

T

a

T

c

. (4.26)
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Asimismo, el conjunto de constantes que multiplican al término fuente de la

ecuación (4.24) se pueden modificar al utilizar la definición del coeficiente de

difusión térmica: α =
k

ρmcpm
, quedando como: L

2

k Tc
cuyas dimensiones son el

inverso de un flujo de enerǵıa. Por tanto, el término adimensional de generación

de enerǵıa es:

Φ =
L

2

k T

c

Q , (4.27)

en donde la combinación k Tc

L
representa un flux difusivo de enerǵıa.

Finalmente al sustituir (4.25), (4.26) y (4.27) en (4.24) se obtiene que la ecuación

diferencial adimensional para las distribuciones de temperatura en el tejido es:

∂θ(ξ, τ)

∂τ

=
∂

2
θ(ξ, τ)

∂ξ

2
+ σ [θ

a
− θ(ξ, τ)] + Φ

m
+ Φ

r
(ξ, τ) . (4.28)

Tomando ahora el problema con relajamiento (ecuación 4.17), al cambiar las varia-

bles originales de la posición, el tiempo y la temperatura por las adimensionales

se obtiene:

λ

α

L

2

∂

2
θ

∂τ

2
+

∂θ

∂τ

=
∂

2
θ

∂ξ

2
+

L

2

α

W

b

[T
a
− θT

c
]

T

c

+
L

2

αT

c

1

ρ

m
c

pm

{Q
m

+ Q

r
} . (4.29)

El grupo adimensional formado por λ

α

L
2 es la comparación de un tiempo carac-

teŕıstico del tejido λ con un tiempo caracteŕıstico difusivo del proceso α

L
2 ; por

tanto, se puede considerar como un número de Deborah térmico2, esto es:

De

T
= λ

α

L

2
. (4.30)

2 En reoloǵıa, el número de Deborah está definido como el cociente entre un tiempo de carac-

teŕıstico del fluido y un tiempo de observación relativo al proceso. Esta definición se puede

extender a procesos de transferencia de enerǵıa, al realizar comparaciones entre un tiempo

caracteŕıstico de un fenómeno y otro de observación.
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Por tanto al sustituir los diferentes grupos adimensionales en la ecuación (4.29) se

obtiene que la ecuación diferencial adimensional para las distribuciones de tempe-

ratura con relajamiento es:

De

T

∂

2
θ(ξ, τ)

∂τ

2
+

∂θ(ξ, τ)

∂τ

=
∂

2
θ(ξ, τ)

∂ξ

2
+ σ [θ

a
− θ(ξ, τ)] + Φ

m
+ Φ

r
. (4.31)

donde Φ
r

= Φ
r
(ξ, τ).

La solución adimensional propuesta para ambos problemas estará dada por:

θ(ξ, τ) = θ

o
(ξ) + θ

t
(ξ, τ) e

−στ

, (4.32)

en donde θ

o
(ξ) es la temperatura del estado estacionario y θ

t
(ξ, τ) es la tempe-

ratura transitoria.

4.3.1. Estado Estacionario

Al despreciar los términos con dependencia temporal de la ecuación (4.28), se

obtiene la ecuación diferencial adimensional para el estado estacionario:

∂

2
θ

o
(ξ)

∂ξ

2
+ σ [θ

a
− θ

o
(ξ)] + Φ

m
= 0 (4.33)

cuyas condiciones de frontera son:

C.F.1 : ξ = 0, −dθ

o
(ξ)

dξ

∣

∣

∣

∣

ξ=0

= Bi

o
[θ

f
− θ

os
] (4.34)

C.F.2 : ξ = 1, θ

o
(ξ = 1) = 1 (4.35)

donde θ

f
es la temperatura del aire escrita de forma adimensional como: θ

f
=

Tf

Tc
,

la temperatura de la superficie es: θ

os
= θ

o
(ξ = 0) y Bi

o
es el número de Biot en

el estado estacionario que está dado por:

Bi

o
=

h

o
L

k

(4.36)

y compara la resistencia interna de la transferencia de enerǵıa con la transferencia

de enerǵıa en la frontera, es decir, en la superficie del tejido.
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La solución anaĺıtica de la ecuación (4.33) se puede obtener por el método de

factor integrante; de forma general es la siguiente:

θ

o
(ξ) = C1 e

√

σ ξ

+ C2 e

−

√

σ ξ

+ θ

op
(ξ) (4.37)

donde C1 y C2 son constantes de integración y θ

p
(ξ) representa la solución parti-

cular que estará determinada por la forma de Φ
m

, esto es:

θ

op
(ξ) = θ

a
− e

σξ

∫

e

−σξ

Φ
m

(ξ)dξ . (4.38)

Haciendo uso de las condiciones de frontera para determinar el valor de las cons-

tantes de integración se obtiene que la temperatura del estado estacionario tiene

la siguiente forma:

θ

o
(ξ) = θ

p
(ξ) + K1 cosh

√
σ ξ + K2 senh

√
σ(1− ξ) (4.39)

donde las constantes K1 y K2 están dadas por:

K1 =
1− θ

op
(ξ = 1)

cosh

√
σ

(4.40)

K2 =
1√

σcosh

√
σ

{

Bi

o
[θ

f
− θ

os
] +

dθ

op
(ξ)

dξ

∣

∣

∣

∣

ξ=0

}

. (4.41)

Al evaluar ξ = 0 en la ecuación (4.39) se puede calcular la temperatura en la

superficie como:

θ

os
=

θ

op
(ξ = 0) +

1−θop
(ξ=1)

cosh

√

σ
+

tanh

√

σ
√

σ

{

Bi

o
θ

f
+

dθop
(ξ)

dξ

∣

∣

∣

ξ=0

}

1 +
tanh

√

σ
√

σ
Bi

o

. (4.42)
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Soluciones Particulares

De acuerdo con la ecuación (4.38) la solución particular de la temperatura del

estado estacionario dependerá de la forma de Φ
m

, a continuación se presentan los

casos que se analizaron.

Caso i: Calor metabólico constante

Si Φ
m

es constante, entonces sustituyendo en la ecuación (4.38) se obtiene:

θ

op
(ξ) = θ

a
− e

σξ

∫

e

−σξ

Φ
m

dξ

θ

op
= θ

a
− e

σξ

Φ
m

∫

e

−σξ

dξ

Por tanto, la solución particular para el calor adimensional está dada por:

θ

op
= θ

a
+

Φ
m

σ

. (4.43)

Al ser constante, no se alterará cuando se evalúe en 0 ó 1, es decir:

θ

op
= θ

op
(ξ = 0) = θ

op
(ξ = 1) ;

asimismo su derivada con respecto a ξ será cero:

dθ

op
(ξ)

dξ

∣

∣

∣

∣

ξ=0

= 0 .

Caso ii: Calor metabólico como función de la posición

Ahora se propone que el calor metabólico vaŕıe linealmente con respecto a la posi-

ción de la forma: Φ
m

(ξ) = µξ, donde µ es la pendiente de la función que contiene

información sobre el flux de enerǵıa difusivo y el flux debido a la generación de

enerǵıa metabólica, esto es: µ =
L

k Tc
mL

2 (con m constante)3.

3 La ordenada al origen es cero dado que en la epidermis no hay calor metabólico [7, 8, 9].
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La solución particular para este caso está dada por:

θ

op
(ξ) = θ

a
− e

σξ

∫

e

−σξ

Φ
m

(ξ)dξ

θ

op
(ξ) = θ

a
− e

σξ

µ

∫

e

−σξ

ξdξ

que al integrar por partes es:

θ

op
(ξ) = θ

a
+

µ

σ

2
+

µ

σ

ξ . (4.44)

Al evaluar (4.44) en 0 y posteriormente en 1, se obtiene:

θ

op
(ξ = 0) = θ

a
+

µ

σ

2
,

θ

op
(ξ = 1) = θ

a
+

µ

σ

2
[1 + σ] .

Finalmente, la derivada de (4.44) respecto a ξ evaluada en 0 es:

dθ

op
(ξ)

dξ

∣

∣

∣

∣

ξ=0

=
µ

σ

.

4.3.2. Problema Transitorio

La ecuación diferencial para la parte transitoria del problema clásico se obtiene

utilizando (4.32) en (4.28); de lo que resulta:

∂θ

t
(ξ, τ)

∂τ

=
∂

2
θ

t
(ξ, τ)

∂ξ

2
+ Φ

r
(ξ, τ)e

στ

. (4.45)

Las correspondientes condiciones de frontera adimensionales para τ > 0 son:

C.F.1 : ξ = 0, −∂θ

t
(ξ, τ)

∂ξ

∣

∣

∣

∣

ξ=0

=

{

φ

s
+

dθ

o
(ξ)

dξ

∣

∣

∣

∣

ξ=0

}

e

στ (4.46)

C.F.2 : ξ = 1, θ

t
(ξ = 1, τ) = 0 (4.47)

donde φ

s
es la variable adimensional del flux de enerǵıa en la superficie dada por:

L

k Tc
q

s
y como dθo(ξ)

dξ

∣

∣

∣

∣

ξ=0

= −Bi

o
[θ

f
− θ

os
] (ecuación 4.34) la primera condición

se puede reescribir como:

C.F.1 : ξ = 0, −∂θ

t
(ξ, τ)

∂ξ

∣

∣

∣

∣

ξ=0

= {φ
s
−Bi

o
[θ

f
− θ

os
] } e

στ

. (4.48)
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La condición inicial transitoria adimensional es:

C.I.1 : τ = 0 ∀ ξ, θ

t
(ξ, τ = 0) = 0 . (4.49)

La solución de la ecuación (4.45) se obtuvo de forma numérica, utilizando el

método de diferencias finitas para expandir la derivada espacial e integrar respecto

al tiempo. La aproximación de la segunda derivada del lado derecho de la ecuación

(4.45) por diferencias finitas centrales es:

∂θ

2
t
(ξ, τ)

∂ξ

2

∣

∣

∣

∣

ξi

≈ θ

ti+1
− 2θ

ti
+ θ

ti−1

(∆ξ)2
(4.50)

Al sustituir (4.50) en (4.45) se tiene:

dθ

ti
(τ)

dτ

=
θ

ti+1
− 2θ

ti
+ θ

ti−1

(∆ξ)2
+ Φ

ri
(τ) e

στ

, (4.51)

para: i = 1, 2, 3, ..., n− 1.

La ecuación (4.51) ya sólo depende del tiempo, por lo que se puede integrar

numéricamente haciendo uso de la condición inicial dada por (4.49).

Los valores extremos del conjunto de funciones representadas por (4.51) se pueden

determinar a partir de las condiciones de frontera. En principio, la primera deriva-

da de θ

t
con respecto a ξ se puede aproximar por diferencias finitas hacia adelante

como:
∂θ

t
(ξ, τ)

∂ξ

∣

∣

∣

∣

ξi

≈ θ

ti+1
− θ

ti

∆ξ

. (4.52)

Cuando ξ = 0, i = 0, por tanto combinando (4.52) con la primera condición de

frontera (ecuación 4.48) se tiene que la temperatura en i = 0 es:

θ

t0 = θ

t1 + ∆ξ {φ
s
− Bi

o
[θ

f
− θ

os
]} e

στ

. (4.53)

Por su parte, cuando ξ = 1, i = n y el valor de la función estará dado por la

segunda condición de frontera (ecuación 4.46):

θ

tn
= 0 . (4.54)



Solución de las Ecuaciones de Transferencia 35

De la misma manera que con el problema clásico, si ahora se considera el problema

transitorio con relajamiento, la ecuación diferencial correspondiente se obtiene

utilizando (4.32) en (4.31):

De

T

∂

2
θ

t

∂τ

2
+ [1− 2σDe

T
]
∂θ

t

∂τ

+ σ

2
De

T
θ

t
=

∂

2
θ

t

∂ξ

2
+ Φ

r
e

στ (4.55)

donde: θ

t
= θ

t
(ξ, τ) y Φ

r
= Φ

r
(ξ, τ).

Nuevamente es importante hacer notar que cuando De

T
→ 0 la ecuación (4.55)

se reduce al problema clásico (ecuación 4.45).

Al aplicar el método de diferencias finitas, se obtiene el siguiente conjunto de

ecuaciones para i = 1, 2, 3, ..., n− 1:

De
T

d2θti

dτ2
+[1− 2σDe

T
]
dθti

dτ
+σ2De

T
θti

=
θti+1 − 2θti

+ θti−1

(∆ξ)2
+Φri

(τ) eστ . (4.56)

Como para la solución de la ecuación (4.55) se vuelven a utilizar las condiciones

de frontera expuestas en las ecuaciones (4.47) y (4.48), los valores extremos de

la temperatura con relajamiento están dados por las ecuaciones (4.53) y (4.54).

La temperatura de la ecuación (4.56) ya sólo depende del tiempo, entonces el

conjunto de ecuaciones generadas se pueden integrar numéricamente haciendo uso

de la condición inicial establecida en (4.49) y de la condición adicional dada por:

C.I.2 : τ = 0 ∀ ξ

i
,

∂θ

ti
(ξ

i
, τ)

∂τ

∣

∣

∣

∣

τ=0

= 0 . (4.57)

Tanto en la ecuación (4.51) como en la ecuación (4.56) aparece el término fuente

discretizado, pero falta especificar su forma. Para ello, se propone que el flux

de enerǵıa decrezca de forma exponencial con respecto a la distancia, que es

una de las formas más comunes utilizadas para describir diferentes procesos de
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transferencia de enerǵıa en tejidos como el calentamiento por láser, microondas

o ultrasonido [6, 21, 22]. Es por esto, que la fuente de generación de enerǵıa

transitoria seleccionada tiene la siguiente forma:

Q

r
= −∂q

r

∂x

= ηP

o
(t)e

−ηx (4.58)

donde η es el coeficiente de dispersión que permite cuantificar el decremento en

la intensidad de la señal de enerǵıa emitida por unidad de área, resultado de la

separación de las ondas al atravesar cierto material; en otras palabras, es el área

efectiva de transferencia por unidad de volumen del medio.

Por su parte, P

o
(t) es la potencia de calentamiento, que puede tener una forma

sinusoidal como:

P

o
(t) = a + b cos ωt (4.59)

donde a es una constante, b es la amplitud de la onda de calentamiento, también

constante, y ω es la frecuencia de oscilación. Es interesante notar que cuan-

do cos ωt → 0 la potencia de calentamiento será constante (P
o

= a) y cuando

cos ωt→ 1 se tendrá un máximo en la función dado por: P

omáx
(t) = a + b.

Al escribir de forma adimensional la ecuación (4.58) se tiene:

Φ
r
(ξ, τ) = βζ(τ) e

−βξ (4.60)

donde ahora β es coeficiente de dispersión dado por: β = ηL y la potencia de

calentamiento ζ(τ) está expresada como:

ζ(τ) = A + BcosΩτ (4.61)

donde A que es la potencia de calentamiento constante (A =
aL

kTc
), B la amplitud

de onda (B =
bL

kTc
) y Ω la frecuencia de oscilación (Ω =

L

2

α
ω). Cabe reiterar que

de acuerdo con la ecuación (4.60), si B = 0 el calor espacial se reduce a una

función únicamente de la posición.
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Al sustituir (4.61) en (4.60) y discretizar Φ
r

se tiene:

Φ
ri
(τ) = β [A + BcosΩτ ] e

−βi∆ξ (4.62)

que al sustituir en (4.51) y en (4.56) e integrar respecto al tiempo, permite llegar

a la solución de la parte transitoria para ambos problemas.

No se debe perder de vista que la solución completa está dada por la suma del

estado estacionario más el transitorio como se indica en la ecuación (4.32).

El apéndice C contiene un resumen de las ecuaciones que se utilizaron para el

cálculo de las distribuciones de temperatura que se muestran en los siguientes

caṕıtulos.



5

Distribuciones de Temperatura (Teoŕıa Clásica)

En este caṕıtulo se explican los distintos casos de transferencia de enerǵıa que

se analizaron utilizando la ley de Fourier para calcular el flux de enerǵıa. Se

estudia el efecto que las diferentes fuentes de calentamiento, tanto superficial

como espacial, tiene sobre las distribuciones de temperatura; aśı como la variación

de la temperatura como consecuencia de cambios en el valor de la perfusión, o

bien, por modificaciones en las condiciones de proceso como las frecuencias de

oscilación.

5.1. Estado Estacionario

Las distribuciones de temperatura en estado estacionario son un reflejo del estado

basal de los tejidos, es decir, representan las condiciones bajo las cuales el tejido

se encuentra en equilibrio térmico con los alrededores y cuando internamente no

es afectado por ninguna reacción anormal provocada, por ejemplo, por alguna

patoloǵıa. Los dos factores que primordialmente afectan este estado son la activi-

dad metabólica o término fuente y el intercambio con el ambiente, que se puede

analizar utilizando el número de Biot como base.

El número de Biot es una cantidad adimensional que compara la transferencia

de enerǵıa de la superficie de un cuerpo con la transferencia por conducción den-

tro del mismo. Un número de Biot menor a la unidad indicaŕıa que la conducción

dentro del tejido es mayor que la transferencia de enerǵıa desde la epidermis hacia

el medio; por el contrario, un número mayor a la unidad seŕıa señal de que la

convección es mucho mayor que los procesos de transferencia internos.

38
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La temperatura del estado estacionario se calculó utilizando la ecuación (4.39).

Se trabajó con dos números de Biot distintos a fin de comparar los diferentes

mecanismos de transferencia de enerǵıa. En lo que respecta a la generación de

calor metabólico se estudió desde dos puntos de vista: el primero fue considerán-

dolo constante, es decir, que no fuera afectado por la posición dentro del tejido

y el segundo, como función de esta variable.

De acuerdo con las distribuciones que se muestran en la figura 5.1, se encon-

tró que para números de Biot altos (Bi

o
= 1.3) existe gran diferencia entre una

fuente constante y una variable (curvas B y D). Para el cálculo de la distribución

de temperatura D se utilizó un calor metabólico variable dado por: Φ
m

= µξ.

Esta trayectoria no es fisiológicamente aceptable porque en determinado intervalo

de distancia (0.55 < ξ < 0.75) excede los ĺımites de temperatura que el tejido

puede soportar sin dañarse (1.135 ≤ θ

máx
). Esto indicaŕıa que el tejido comienza

a destruirse en estado basal, lo cual es f́ısicamente imposible.

Por su parte, la distribución B no sobrepasa en ninguna posición la temperatura

máxima; sin embargo, para su cálculo se utilizó un calor metabólico constante

igual a 1.4554 y un valor mayor a 0.4347 puede ser señal de alguna patoloǵıa como

cáncer [5], por tanto, esta distribución tampoco es válida.

Finalmente, las distribuciones A y C fueron calculadas a bajos números de Biot

(Bi

o
= 0.2). En estas distribuciones no existe gran diferencia en el valor de la

temperatura con la forma del calor metabólico, siendo para A constante y para C

variable. Además ambas son válidas pues cumplen con los parámetros fisiológicos

del estado basal.



Distribuciones de Temperatura (Teoŕıa Clásica) 40

1.00

1.04

1.08

1.12

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

θ
o
(ξ
)

ξ

A

B

C

D

θmáx

Figura 5.1: Distribuciones de temperatura en estado estacionario para diferentes

números de Biot y diferentes formas del calor metabólico:

A) Bio = 0.2, Φm = 0.0381, B) Bio = 1.3, Φm = 1.4554, C) Bio = 0.2,

Φm(ξ) = 0.0381ξ y D) Bio = 1.3, Φm(ξ) = 5.2903ξ.

Por tanto a bajos números de Biot el efecto de la variación de la fuente de calen-

tamiento no es significativo. En este proceso domina el mecanismo de transferencia

interna por conducción sobre la convección con el aire, esto resulta razonable ya

que la piel es un tejido altamente perfundido, lo que favorece la transferencia de

enerǵıa.

Cabe aclarar que ambos números de Biot utilizados son del mismo orden de mag-

nitud; sin embargo, un valor cercano a la unidad es muy grande para el sistema

de estudio, ya que implica una transferencia de enerǵıa por convección considera-

blemente mayor que los valores reportados de los tejidos en estado basal. Es por

esta razón que se hace la distinción entre un número alto y uno bajo.
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5.2. Pruebas Dinámicas

La temperatura tisular se ve modificada por la utilización de diferentes fuentes de

calentamiento, que vaŕıan de acuerdo con la aplicación de algunas pruebas dinámi-

cas. Las distribuciones mostradas en esta sección fueron calculadas haciendo uso

del conjunto de ecuaciones, para la parte transitoria del problema, resumido en el

apéndice C (tabla C.3). La temperatura del estado estacionario utilizada corres-

ponde a bajos números de Biot y un calor metabólico constante (Bi

o
= 0.2 y

Φ
m

= 0.0381), ya que ésta representa adecuadamente las condiciones basales

del tejido y puede ser utilizada como punto de partida para analizar los cambios

sufridos al someter al sistema a tales pruebas (Distribución A de la figura 5.1).

5.2.1. Flux Superficial Nulo o Condición Adiabática

Un sistema adiabático se da cuando no hay un flux en la superficie (φ
s

= 0) o

éste es tan pequeño que no es suficiente para tener un intercambio energético con

el tejido. Esta condición se lleva a cabo cuando el número de Biot tiende a cero.

Para lograr este estado se debe aislar completamente el tejido y esperar hasta que

ya no vaŕıe con pequeñas perturbaciones ambientales. Bajo estas condiciones se

pueden examinar tejidos que son calentados con láser de forma continua, microon-

das o ultrasonido, si se utiliza una fuente de calentamiento espacial que sólo sea

función de la posición. También se pueden realizar estudios sobre la perfusión de

la sangre si la fuente tiene una forma oscilatoria [6].

La figura 5.2 contiene las distribuciones de temperatura correspondientes, co-

mo función de la posición para diferentes tiempos. En ellas se puede observar que

a mayor tiempo, la temperatura superficial también crece y decae hasta llegar a la

temperatura de equilibrio en el centro del tejido. Para pequeños valores de τ dicho
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decaimiento es paulatino, ya que se empieza a acercar al estado estacionario a

distancias muy cortas (ξ ≈ 0.5). En el caso de un calor espacial sinusoidal (figura

5.2b) se observan entrecruces a distancias pequeñas (ξ < 0.3) que se deben a la

oscilación de la fuente. En ninguno de los casos se alcanza la temperatura máxima

permisible.
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Figura 5.2: Temperatura vs posición para diferentes tiempos con φs = 0 y:

a) Φr(ξ) = βAe−βξ, b) Φr(ξ, τ) = β [A + BcosΩτ ] e−βξ, donde β = 6,

A = 0.8626, B = 0.6901 y Ω = 300.
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Figura 5.3: Temperatura vs tiempo para diferentes coeficientes de dispersión en

ξ = 0 con φs = 0 y: a) Φr(ξ) = βAe−βξ, b) Φr(ξ, τ) = β [A + BcosΩτ ] e−βξ,

donde A = 0.8626, B = 0.6901 y Ω = 300.

La variación con respecto al tiempo para diferentes coeficientes de dispersión se

representa gráficamente en la figura 5.3. Mientras mayor es el coeficiente de dis-

persión, la temperatura superficial aumenta más rápidamente para tiempos cortos,

sin embargo, para tiempos aproximadamente mayores a 0.15 alcanza un valor de

temperatura prácticamente constante. En el caso del calentamiento espacial osci-

latorio, la amplitud de la onda aumenta con el incremento de β.
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Una de las ventajas de realizar estudios para diferentes coeficientes de dispersión y

varias fuentes espaciales es que los aparatos que se utilizan en las terapias térmicas

operan con determinados valores ya establecidos por el fabricante, por tanto, las

distribuciones calculadas pueden servir como base para predecir temperaturas en

los tejidos para diferentes condiciones de operación.

5.2.2. Flux Superficial Constante

En este caso se considera que la función φ

s
es constante y que no hay otra fuente

de enerǵıa (Φ
r

= 0). Esta situación se presenta por ejemplo cuando el tejido se

quema por contacto directo puntual con algún objeto. Los resultados se muestran

en la figura 5.4, en ellos se observa que alrededor de τ = 0.1 las temperaturas

llegan a un valor constante, mismo que es mayor conforme aumenta el valor del

flux superficial. A mayor flux, más rápidamente crece la temperatura para tiem-

pos cortos; asimismo se encontró que el tejido se empieza a dañar si se expone a

flux mayores a 0.69 en un tiempo mayor a 0.5 y que el tiempo al que puede estar

expuesto sin quemarse se reduce con el aumento del flux.
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Figura 5.4: Temperatura vs tiempo en ξ = 0 con Φr = 0 y diferentes φs.
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5.2.3. Flux Superficial Discontinuo

Existen numerosos procesos en los que se aplica un pulso puntual por breves ins-

tantes y posteriormente se suspende, tal es el caso de una ciruǵıa ocular o pro-

cedimientos quirúrgicos para destruir tumores. Este tipo de calentamiento se da

también en accidentes por llamaradas repentinas, contacto directo con alguna

superficie caliente o exposición temporal a flujos de vapor. Para representarlos se

asignó a φ

s
la forma de función escalón, esto es:

φ

s
(τ) =







0.6901 τ < 0.8

0 τ ≥ 0.8

(5.1)

Las distribuciones de temperatura se analizaron para diferentes valores de perfusión.

Esto es recomendable para comparar casos normales con, por ejemplo, un teji-

do quemado donde se tendŕıa un valor reducido del flujo sangúıneo. Además se

realizaron observaciones para diferentes profundidades del tejido y se seleccionaron

varias opciones de fuente de calentamiento espacial: Φ
r

= 0, Φ
r

= Φ
r
(ξ) y

Φ
r

= Φ
r
(ξ, τ).

En todos los casos se encontró que en la superficie de la piel ξ = 0 se llega a

una temperatura máxima en τ < 0.8, que es el punto donde se deja de aplicar

el flux superficial. Posteriormente, la temperatura comienza a descender hasta

alcanzar el estado estacionario. A medida que aumenta la profundidad, la tempe-

ratura máxima que alcanza el tejido es menor y ocurre varios segundos después de

que se detiene el impulso. Esto indica que los procesos de transferencia de enerǵıa

internos continúan pese a que se suspendió el est́ımulo, por lo que la respuesta

térmica está retrasada (ver figura 5.5). En el caso oscilatorio (figura 5.5-3) de-

bido a las ondas sinusoidales, existen regiones cercanas al máximo en las que la

temperatura es ligeramente mayor que la temperatura en dicho punto.
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Figura 5.5: Temperatura vs tiempo para diferentes valores de ξ con φs = 0.6901
para τ < 0.8 y φs = 0 para τ ≥ 0.8. Los valores de perfusión utilizados son:

a) σ = 17.1010 y b) σ = 6.8404. Las diferentes fuentes de calentamiento aplicadas

fueron: 1) Φr = 0, 2) Φr(ξ) = βAe−βξ y 3) Φr(ξ, τ) = β [A + BcosΩτ ] e−βξ,

donde β = 6, A = 0.8626, B = 0.6901 y Ω = 300.
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En todos los casos se encontró que para un valor alto de perfusión (σ = 17.101) la

temperatura para tiempos cortos crece rápidamente, mas al acercarse al máximo

(τ < 0.8) este crecimiento comienza a amortiguarse. Esto no sucede para una

perfusión menor (σ = 6.8404) donde la temperatura crece rápidamente desde el

inicio e incluso llega a un máximo de 0.4 unidades mayor que para el primer caso.

Este hecho implica que en la primera parte del experimento domina el proceso de

transferencia en la superficie, sobre los procesos internos.

Una vez que se suspende el est́ımulo, la temperatura comienza a descender hasta

el estado estacionario, a mayores perfusiones (figuras 5.5a) el valor en el esta-

do estacionario es menor que el calculado con perfusiones más pequeñas (figuras

5.5b). Lo anterior se puede explicar considerando que ahora el proceso dominante

es la transferencia debida a la perfusión; por tanto, cuando ésta es mayor, el

tejido puede recuperar su estado basal más rápidamente.

Cuando únicamente se tiene un flux en la superficie la temperatura máxima es

menor que cuando se añade una fuente espacial e, incluso, la recuperación de

la temperatura de estado estacionario es casi total (ver figuras 5.5-1); el tejido

sólo presenta daño superficial en un intervalo de tiempo muy pequeño cercano al

máximo. Para una señal espacial constante respecto al tiempo u oscilatoria, las

temperaturas reportadas son muy similares. En ambos casos para un valor normal

de perfusión, se empieza a presentar daño en la superficie en un tiempo menor a

0.02 que perdura hasta τ ≈ 0.15; a profundidades mayores (ξ ≥ 0.4) con estas

condiciones de proceso no hay daño en el tejido. Para perfusiones menores, el

daño del tejido en la superficie es continuo a partir de τ = 0.018.
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5.2.4. Flux Superficial Oscilatorio

Cuando el tejido se calienta de manera continua mediante alguna fuente de ra-

diación, el flux superficial puede ser representado como:

φ

s
(τ) = A

′
+ B

′
cosΩ

′
τ (5.2)

donde A

′ es el flux superficial constante, B

′ es la amplitud de onda y Ω
′ la fre-

cuencia de oscilación. Este tipo de experimentos también ha probado ser útil para

estimar los valores de la perfusión de la sangre en los tejidos.

De acuerdo con las distribuciones mostradas en la figura 5.6 para tiempos muy

cortos, el valor de la perfusión y de la frecuencia de oscilación no produce gran

efecto sobre el crecimiento de la temperatura. Conforme aumenta el tiempo, a

mayor perfusión se alcanzan temperaturas menores, nuevamente esto es un ı́ndice

de que dominan los procesos de transferencia superficiales sobre los internos. Un

valor mayor de perfusión favorece que se alcance un régimen permanente en menor

tiempo.
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Figura 5.6: Temperatura vs tiempo en ξ = 0 con φs(τ) = 0.6901+0.3450cosΩ′τ
y Φr = 0, donde: A: σ = 17.1010 y Ω′ = 150, B: σ = 17.1010 y Ω′ = 300,

C: σ = 6.8404 y Ω′ = 150 y D: σ = 6.8404 y Ω′ = 300.
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A una mayor frecuencia de oscilación se tendrán cambios menos repentinos de

temperatura, ya que la longitud de onda es mayor que a frecuencias menores. En

todos los casos se presenta daño del tejido continuo a partir de τ = 0.03.

En las figuras 5.7 y 5.8 se compara el efecto de las fuentes de calentamiento.

Para las distribuciones A únicamente se tiene calor espacial oscilatorio, en ellas se

observa que a tiempos cortos la temperatura comienza a crecer amortiguada por

la forma de la onda, hasta un tiempo aproximado de 0.08 en donde ya se acerca

al estado estacionario. A frecuencias de oscilación más grandes, la amplitud de la

onda es menor y se estabiliza más rápidamente, en el caso de una menor frecuen-

cia, empieza incluso a presentar daño intermitente en el tejido para τ < 0.18. Las

distribuciones B no tienen fuente de calor espacial y el flux superficial oscila a una

misma frecuencia. En ellas se observa un rápido crecimiento de la temperatura a

tiempos cortos y a partir de τ = 0.04 empieza a haber daño en el tejido.

En el caso de las distribuciones C se tienen las dos fuentes de calentamiento

oscilatorias, la contribución de ambas hace que se alcancen temperaturas super-

ficiales más altas que las obtenidas en los dos casos anteriores. En la figura 5.7

ambas fuentes oscilan a una misma frecuencia, se presenta daño en el tejido a

partir de τ = 0.018 siendo éste irreversible a partir de τ = 0.04. La temperatura

crece rápidamente y se estabiliza aproximadamente a partir de τ = 0.1, oscilando

entre un valor máximo de 1.3 y uno ḿınimo de 1.25.

Para diferentes frecuencias de oscilación (ver figura 5.8 curva C) se observan pe-

riodos de oscilación de 0.04 y que durante ellos se tendrán dos cambios de inflexión

internos, debidos a la suma de ambas fuentes. Una vez más, se empieza a presen-

tar daño en el tejido a partir de τ = 0.018 y la temperatura comienza estabilizarse

a partir de τ = 0.1, oscilando entre 1.3 y 1.25.
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Figura 5.7: Temperatura vs tiempo en ξ = 0 a una misma frecuen-

cia de oscilación con: σ = 17.1010, β = 6 y Ω = 300, donde:

A: Φr(ξ, τ) = β [0.0826 + 0.6901cosΩτ ] e−βξ y φs = 0, B: Φr = 0 y

φs(τ) = 0.6901+0.3450cosΩτ y C: Φr(ξ, τ) = β [0.0826 + 0.6901cosΩτ ] e−βξ

y φs(τ) = 0.6901 + 0.3450cosΩτ .
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Figura 5.8: Temperatura vs tiempo en ξ = 0 a diferentes frecuencias de os-

cilación con: σ = 17.1010, β = 6, Ω = 150 y Ω′ = 300, donde:

A: Φr(ξ, τ) = β [0.0826 + 0.6901cosΩτ ] e−βξ
y φs = 0, B: Φr = 0 y

φs(τ) = 0.6901 + 0.3450cosΩ′τ y C: Φr(ξ, τ) = β [0.0826 + 0.6901cosΩτ ] e−βξ

y φs(τ) = 0.6901 + 0.3450cosΩ′τ .
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5.2.5. Sistema con Medio de Enfriamiento

Si ahora el sistema original se modifica sustituyendo la aplicación de un flux de

enerǵıa en la superficie por un medio de enfriamiento, como puede ser introducir el

tejido en un baño con temperatura controlada o adicionar un sistema de corrientes

de aire que permitan que el tejido libere enerǵıa; entonces la condición de frontera

para x = 0 (ecuación 4.2) se debe modificar como:

C.F.1 : x = 0, t > 0, −k

∂T (x, t)

∂x

∣

∣

∣

∣

x=0

= h

f
[T

e
− T

s
] (5.3)

donde T

s
es la temperatura en la superficie, que está dada por: T

s
= T (x = 0, t),

T

e
es la temperatura del medio de enfriamiento y h

f
el coeficiente convectivo total.

Al escribir esta condición para la parte transitoria se obtiene:

C.F.1 : x = 0, −k

∂T

t
(x, t)

∂x

∣

∣

∣

∣

x=0

= h

f
[G(t)− T

ts
] (5.4)

(5.5)

donde T

ts
= T

t
(x = 0, t) y G(t) tiene la siguiente forma:

G(t) =

[

k

h

f

dT

o
(x)

dx

∣

∣

∣

∣

x=0

− T

os
+ T

e

]

e

Wbt
. (5.6)

Al sustituir las variables originales por las adimensionales se obtiene que la condi-

ción de frontera es:

C.F.1 : ξ = 0 , τ > 0,

−
∂θ

t
(ξ, τ)

∂ξ

∣

∣

∣

∣

ξ=0

= Bi

{[

1

Bi

dθ

o
(ξ)

dξ

∣

∣

∣

∣

ξ=0

+ θ

e
− θ

os

]

e

στ − θ

ts

}

(5.7)

donde θ

e
es la temperatura adimensional del medio de enfriamiento dada por:

θ

e
=

Te

Tc
, θ

ts
= θ

t
(ξ = 0, τ) y Bi es el número de Biot definido como:

Bi =
h

f
L

k

. (5.8)
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De acuerdo con la ecuación (4.34):

dθ

o
(ξ)

dξ

∣

∣

∣

∣

ξ=0

= −Bi

o
[θ

f
− θ

os
] .

Al utilizar esta definición (5.10) se puede reescribir como:

−
∂θ

t
(ξ, τ)

∂ξ

∣

∣

∣

∣

ξ=0

= Bi

{[

1

Bi

(−Bi

o
[θ

f
− θ

os
]) + θ

e
− θ

os

]

e

στ − θ

ts

}

pero como: Bio

Bi
=

ho

hf
= h

∗ es la relación entre el coeficiente convectivo aparente

y el total, entonces al sustituirla y reorganizar la ecuación anterior se obtiene:

−
∂θ

t
(ξ, τ)

∂ξ

∣

∣

∣

∣

ξ=0

= Bi {[(h∗ − 1)θ
os

+ θ

e
− h

∗
θ

f
] e

στ − θ

ts
} .

Si se renombra el siguiente término como:

θ

k
(τ) = [(h

∗ − 1)θ
os

+ θ

e
− h

∗
θ

f
] e

στ

, (5.9)

entonces la condición de frontera se puede escribir como:

C.F.1 :

ξ = 0 , τ > 0, −
∂θ

t
(ξ, τ)

∂ξ

∣

∣

∣

∣

ξ=0

= Bi {θ
k
(τ)− θ

ts
} . (5.10)

Dado que las distribuciones de temperatura se obtuvieron resolviendo la parte

transitoria por el método de diferencias finitas, la ecuación (5.10) se debe utilizar

para calcular el valor inicial de la temperatura. Al aproximar la primera derivada

de θ

t
con respecto a ξ por diferencias finitas hacia adelante como:

∂θ

t
(ξ, τ)

∂ξ

∣

∣

∣

∣

ξi

≈
θ

ti+1
− θ

ti

∆ξ

y sustituir en (5.10) se obtiene que el valor extremo en i = 0 para la temperatura

transitoria se puede calcular como:

θ

t0 =
θ

t1 − Bi∆ξθ

k
(τ)

1−Bi∆ξ

. (5.11)
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Utilizando esta condición de frontera se calcularon las distribuciones de temperatu-

ra para diferentes profundidades, con un mismo número de Biot y calor espacial

como función únicamente de la posición. En la figura 5.9 se puede observar que el

valor de la temperatura en la superficie aumenta conforme crece el tiempo. Asimis-

mo, las temperaturas decaen de forma monótona hacia el estado estacionario.

Para tiempos mayores a 0.01 empieza a haber daño en el tejido superficial. El

hecho de que se tenga un número de Biot mayor a la unidad es ı́ndice de que el

proceso convectivo (en este caso de enfriamiento) es mucho más importante que

la conducción en el tejido.
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Figura 5.9: Temperatura con medio de enfriamiento vs posición para diferentes

tiempos con Φr(ξ) = βAe−βξ
(A = 0.8626 y β = 6), Bi = 1.28, h∗ = 0.16 y

θe = 0.4054.

La variación de la temperatura del medio de enfriamiento se observa en la figura

5.10. Como se esperaba, mientras mayor es dicha temperatura, el incremento de

la temperatura en el tejido también es menor y el tiempo de aplicación del calor

espacial se podŕıa extender sin que el tejido tenga algún tipo de daño. El creci-

miento de la temperatura a tiempos cortos se ve amortiguado por la temperatura

de enfriamiento y todas las distribuciones tienden al equilibrio.
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Figura 5.10: Temperatura con medio de enfriamiento vs tiempo para ξ = 0 con

Φr(ξ) = βAe−βξ (A = 0.8626 y β = 6), Bi = 1.28, h∗ = 0.16 y θe variable.

Las diferentes pruebas dinámicas que se presentaron ya han sido previamente es-

tudiadas de manera teórica [6, 7]; no obstante, los datos publicados no son

coherentes, en su totalidad, con los parámetros fisiológicos adecuados. En este

trabajo se utilizaron valores para las propiedades tisulares, que efectivamente

corresponden a los reportados para los tejidos epiteliales humanos sanos.
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Distribuciones de Temperatura con Relajamiento

Las distribuciones de temperatura expuestas en el caṕıtulo anterior son coherentes

con resultados encontrados en la literatura [6]. Sin embargo, al tomar en cuenta

que los tejidos biológicos son materiales con estructuras complejas, los diferentes

procesos de transferencia que en ellos se realizan no siempre pueden ser descritos

a partir de las ecuaciones constitutivas clásicas (Ley de Fourier). En esta sección

se explora la posibilidad de describir la respuesta térmica de los tejidos utilizando

el modelo de Maxwell-Cattaneo y se compara con los resultados previamente en-

contrados en el caṕıtulo 5.

6.1. Efecto del Número de Deborah Térmico

Los procesos de relajación permiten obtener información sobre el tiempo real que

determinada sustancia tarda en responder ante algún est́ımulo, tomando en cuenta

que no siempre será de manera inmediata. El tiempo de relajamiento térmico es un

tiempo caracteŕıstico del material que es función de la difusión y de la velocidad

térmica de propagación (ver sección 3.2). Existen materiales con multiplicidad de

tiempos de relajación que se manifiestan a lo largo del proceso de perturbación

térmica. Para este trabajo, se consideraron tiempos de relajación de 20 a 30 s

que corresponden al intervalo encontrado para tejidos biológicos [10].
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Para examinar el efecto del tiempo de relajación se calcularon las distribuciones de

temperatura que son descritas a partir de la ecuación (4.31), variando el número

de Deborah térmico entre 0 y 0.001. Para ello, se seleccionaron los siguientes tres

tipos de fuentes de calentamiento:

Calor espacial como función de la posición y condición adiabática en la su-

perficie: Φ
r

= Φ
r
(ξ) y φ

s
= 0.

Calor espacial como función de la posición y del tiempo y condición adiabática

en la superficie: Φ
r

= Φ
r
(ξ, τ) y φ

s
= 0.

Flux superficial constante: Φ
r

= 0 y φ

s
= constante.

En las distintas pruebas estudiadas se encontró que los efectos de relajamiento

empiezan a hacerse evidentes para números de Deborah térmico mayores a 0.0007,

que es un intervalo coherente con los tiempos de relajación para tejidos biológi-

cos1. Para De

T
< 0.0007 no hay una diferencia significativa entre la distribución

de temperatura de Maxwell-Cattaneo y la de Fourier.

Tomando el caso de una fuente de calentamiento espacial constante respecto al

tiempo, se observa que para tiempos largos la temperatura superficial con rela-

jamiento es ligeramente mayor que la temperatura calculada con la ley de Fourier

(ver figura 6.1). Para tiempos muy cortos se manifiesta el efecto contrario, el teji-

do tarda algunos instantes en reaccionar ante la perturbación térmica y comienza

a elevar su enerǵıa interna de manera más controlada, es decir, el valor de la tem-

peratura se incrementa más lentamente que en el caso clásico. Para De

T
= 0.0013

se observa un cambio de pendiente en aproximadamente τ = 0.0005, es a partir

de este punto cuando la temperatura comienza a crecer de forma continua; para

instantes previos, se tiene una respuesta amortiguada por el tiempo de relajación.

1 Para tejidos biológicos se reportan tiempos de relajación entre 20 y 30 s [10, 11].
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Figura 6.1: Temperatura vs tiempo para ξ = 0 con φs = 0 y Φr(ξ) = βAe−βξ,

donde β = 6 y A = 0.8626, con diferentes De
T
.

Para una fuente de calentamiento oscilatoria, nuevamente se percibe que para

grandes valores del tiempo adimensional, la temperatura con relajamiento es un

poco mayor que la temperatura de Fourier. De acuerdo con las distribuciones

mostradas en la figura 6.2 se aprecia que para un Deborah térmico de 0.0013 la

onda de temperatura está levemente desfasada de la curva correspondiente a un

De

T
= 0, es decir, está ligeramente desplazada a la derecha. Este cambio inicia

a partir de τ = 0.02, que es el momento en que la temperatura con relajamiento

comienza a ser más alta.

Para tiempos cortos, conforme aumenta el valor del número de Deborah térmico

el valor de la temperatura superficial alcanzado es menor. Para De

T
= 0.0013 se

puede distinguir un sutil cambio de pendiente a partir de τ = 0.001 que corres-

ponde al instante en que la respuesta térmica deja de estar amortiguada por el

tiempo de relajación.
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Figura 6.2: Temperatura vs tiempo para ξ = 0 y diferentes De
T

con: φs = 0
y Φr(ξ, τ) = β [A + BcosΩτ ] e−βξ, donde β = 6, A = 0.8626, B = 0.6901 y

Ω = 300.

Ahora, si se elimina la fuente de calentamiento espacial y se impone únicamente

un flux superficial constante se puede distinguir que para tiempos cortos y números

de Deborah térmico muy pequeños, hay un cambio en la concavidad de la curva

en aproximadamente τ = 0.001. Este efecto se disipa conforme crece De

T
; por

tanto, a mayor relajamiento del flux de enerǵıa, el crecimiento de la temperatura

se dará de manera más suavizada.

De igual manera que para los casos anteriores, para valores pequeños de τ a

mayor relajamiento, menor será la temperatura superficial. Sin embargo, para

tiempos grandes, no hay gran diferencia entre las distribuciones de temperatura

calculadas. Lo anterior puede significar que el efecto de que una temperatura con

relajamiento sea mayor a tiempos grandes que una sin relajamiento, sea provocado

por el tipo de fuente de calentamiento.
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Figura 6.3: Temperatura vs tiempo en ξ = 0 con diferentes De
T
, Φr = 0 y

φs = 0.3405.

En los análisis anteriores se encontró que el relajamiento en tejidos biológicos se

puede percibir para números de Deborah térmico mayores a 0.0007 y que sus

consecuencias significativas se dan a tiempos cortos. En general, se calcularon

temperaturas aproximadamente 0.003 unidades menores que para un sistema sin

relajamiento. Pese a que es evidente que esta cantidad es muy pequeña, puede

ser de gran importancia en un proceso de análisis térmico pues la variación de

temperatura dentro del tejido está sumamente controlada y la variación máxima

permisible desde el centro hasta la superficie es de 0.0135 [13]. Se puede concluir

entonces, que no tomar en cuenta este retraso en el análisis puede llevar a errores

significativos al estimar la temperatura del tejido que podŕıan reflejarse en un daño

epitelial.
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6.2. Comparación de las Distribuciones de Temperatura de

Fourier y de Maxwell-Cattaneo

Como se especificó en el caṕıtulo 5, existen diferentes pruebas dinámicas a las que

un tejido biológico puede ser sometido ya sea por un proceso quirúrgico, por algún

tipo de accidente, o bien para análisis térmicos con propósitos de investigación

como en la criopreservación [10]. En esta sección se comparan las distribuciones

de temperatura con y sin relajamiento que son t́ıpicas de algunos de estos procesos.

Al tomar el caso de un calentamiento superficial por pulsos (ver figura 6.4a) se

encontró que para tiempos cortos, la temperatura superficial con relajamiento

es menor que la temperatura de Fourier. El aumento de la temperatura es más

suavizado en el caso con relajamiento y es menor hasta aproximadamente τ = 0.02.

Se observó además que para profundidades mayores en el tejido (ξ ≥ 0.01) la

temperatura no aumenta durante los primeros instantes de aplicación del flux su-

perficial, esto significa que la respuesta del tejido ante el est́ımulo está retrasada.

A medida que aumenta el valor de ξ, es mayor el tiempo que tarda en responder.

A distancias cercanas al núcleo del tejido, ya no se distingue una clara diferencia

entre la temperatura de Maxwell-Cattaneo y la de Fourier.

Al terminar de aplicar el est́ımulo τ ≥ 0.08, el efecto del relajamiento hace

que la respuesta térmica esté retrasada. Es decir, el sistema continúa calentado

por algunos instantes pese a que ya se interrumpió la señal del impulso superfi-

cial. El tiempo de este retraso incrementa con el valor de la distancia. Para estos

valores de τ se tienen temperaturas con relajamiento mayores, sin embargo, esto

se invierte a partir de τ = 0.1; posteriormente ambas decrecen hasta alcanzar el

mismo estado estacionario.
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Figura 6.4: Temperatura vs tiempo para diferentes valores de ξ con φs = 0.6901
para τ < 0.8 y φs = 0 para τ ≥ 0.8, con σ = 17.1010 y: a) Φr = 0,

b) Φr(ξ) = βAe−βξ y c) Φr(ξ, τ) = β [A + BcosΩτ ] e−βξ, donde β = 6,

A = 0.8626, B = 0.6901 y Ω = 300. Las ĺıneas sólidas corresponden a De
T

= 0
y las ĺıneas punteadas a De

T
= 0.0013.
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No se encontraron nuevos efectos del relajamiento de los ya mencionados, al

añadir una fuente de calentamiento espacial constante respecto al tiempo (figura

6.4b). Cabe recalcar que nuevamente el efecto de la fuente espacial se ve en un

incremento en los valores de la temperatura con relajamiento para tiempos largos.

Si ahora la fuente espacial añadida es oscilatoria, resulta que para tiempos largos

la temperatura con relajamiento está ligeramente adelantada y presenta máximos

un poco mayores. Una vez más, para tiempos cortos la temperatura con rela-

jamiento es menor y aumenta de forma más suavizada que cuando no se considera

este término. Además, a mayor profundidad la diferencia entre ambas distribu-

ciones comienza a desvanecerse (ver figura 6.4c).

Otra prueba t́ıpica a la que se someten los tejidos es la aplicación de fuentes

de radiación, para simularlas se seleccionaron una fuente espacial y un flux su-

perficial oscilatorios. En las distribuciones con relajamiento que se muestran en la

figura 6.5 se puede ver que se obtiene el mismo valor de temperaturas de Fourier,

no obstante, la respuesta está retrasada. Para tiempos cortos, el tejido tarda

en reaccionar ante el est́ımulo de calentamiento y comienza a aumentar paulatina-

mente y de forma más lenta que en el caso sin relajamiento.

Cuando existe fuente de calentamiento espacial (distribuciones A y C), el efecto

del relajamiento hace que la temperatura superficial tarde aún más en aumentar,

ya que el número de Deborah térmico hace que la respuesta está amortiguada en

los primeros instantes del experimento.
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Figura 6.5: Temperatura vs tiempo en ξ = 0 con σ = 17.1010 donde:

A: Φr(ξ, τ) = β [0.0826 + 0.6901cos Ωτ ] e−βξ y φs = 0, B: Φr = 0 y

φs(τ) = 0.6901 + 0.3450cosΩ′τ y C: Φr(ξ, τ) = β [0.0826 + 0.6901cosΩτ ] e−βξ

y φs(τ) = 0.6901 + 0.3450cosΩ′τ , donde β = 6, Las frecuencias de oscilación

son a) Ω = Ω′ = 300 y b) Ω = 150 y Ω′ = 300. Las ĺıneas sólidas corresponden

a De
T

= 0 y las ĺıneas punteadas a De
T

= 0.0013.
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Finalmente si en lugar de un flux superficial se impone un medio de enfriamiento,

el flux estará dado por el intercambio entre la superficie de la piel y la temperatura

de dicho medio. En esta situación se observa que para tiempos muy grandes no

hay diferencia entre la temperatura de Fourier y la de Maxwell-Cattaneo (ver figura

6.6). Los efectos interesantes se dan a tiempos muy pequeños. En donde mientras

más grande sea la temperatura del medio de enfriamiento, menor será la tempe-

ratura superficial. En las distribuciones con De

T
= 0 (ĺıneas sólidas) se observa

que hay un cambio de pendiente que indica una variación súbita en la temperatura;

esta inflexión se suaviza con el aumento del número de Deborah térmico, donde

el crecimiento de la temperatura se hace de forma amortiguada.
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Figura 6.6: Temperatura vs tiempo para ξ = 0 con Φr(ξ) = βAe−βξ
(A = 0.8626

y β = 6), Bi = 1.28, h∗ = 0.16 y θe variable. Las ĺıneas sólidas corresponden a

De
T

= 0 y las ĺıneas punteadas a De
T

= 0.0013.
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Los casos anteriores son muy importantes para terapias médicas ya que describen

las pruebas a las que se somete el tejido en caso, por ejemplo, de una ciruǵıa

oftalmológica. En tal situación se aplican pulsos interrumpidos por algunos se-

gundos, si no se toma en cuenta que en la superficie y profundidades menores

habrá un retraso en la respuesta térmica, se podŕıa llegar a quemar el tejido.

En general se puede observar que al introducir el modelo de Maxwell-Cattaneo

en la ecuación de transferencia de enerǵıa se obtienen distribuciones de tempe-

ratura que a tiempos grandes pueden ser descritas, sin ningún error, por la ley

de Fourier. No obstante, es muy importante tomar en cuenta que a tiempos

cortos el tejido va a relajar, lo que implica que habrá un retraso en la respuesta

del tejido ante alguna perturbación térmica; por tanto, la temperatura superfi-

cial y en profundidades adyacentes tardará en responder, ya sea aumentando o

disminuyendo. El resultado se verá en las distribuciones calculadas, en donde es

evidente que dicha propiedad cambiará (ya sea respecto al tiempo o posición) de

forma amortiguada.
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Conclusiones

La transferencia de enerǵıa en tejidos biológicos comprende una serie de mecanis-

mos a nivel celular que compiten con otras funciones vitales dentro del cuerpo y

con la interacción con el medio. El realizar este tipo de estudios acerca al hombre

a una mejor compresión sobre la forma como el cuerpo trabaja. El conocimiento

obtenido puede ser después empleado en diferentes actividades para el beneficio

de la salud.

Los procesos internos están gobernados por reacciones metabólicas y por las carac-

teŕısticas del flujo sangúıneo. Los resultados de este proyecto indican que para el

estado basal domina la transferencia por conducción dentro del tejido sobre los

procesos convectivos, debidos al gradiente de temperatura entre el ambiente y la

superficie de la piel; es por esto que se utilizaron números de Biot muy pequeños.

Lo anterior también demuestra que la piel efectivamente es una capa aislante que

evita las pérdidas o ganancias de enerǵıa de grandes magnitudes, manteniendo

aśı un equilibrio térmico en todo el cuerpo.

La perfusión de la sangre, o el flujo de este ĺıquido vital para el transporte de

nutrientes dentro de las células, de forma general favorece la transferencia de

enerǵıa. Se observó que a mayor perfusión es más fácil recuperar las condiciones

del estado estacionario. La relevancia de hacer diferentes pruebas con el valor
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de la perfusión radica en que muchas veces el flujo sangúıneo estará entorpecido

por algún tipo de patoloǵıa y es necesario saber cómo tratar con tejidos que no

cumplen con los estándares fisiológicos normales.

En este trabajo se probaron diferentes modelos biológicos de transferencia de ener-

ǵıa a fin de seleccionar el más adecuado para la representación de la temperatura

dentro del tejido. Se encontró que para tiempos muy grandes la distribución

de temperaturas puede estar descrita perfectamente por las leyes constitutivas

clásicas. No obstante, los efectos a tiempos pequeños ya no pueden ser igual-

mente predecibles con estas teoŕıas.

Dada la complejidad de los tejidos, su respuesta ante una perturbación térmi-

ca no será inmediata si se está trabajando con escalas temporales pequeñas. Por

tanto, es importante tomar en cuenta el tiempo que tardará en trasmitir la señal

del est́ımulo a toda su estructura, para evitar aplicar terapias térmicas que termi-

nen dañando al conjunto celular. El efecto de la introducción de un término de

relajamiento se hace evidente para números de Deborah cercanos a 0.001, que es

el intervalo que comprenden los tiempos caracteŕısticos de los tejidos.

Considerando los resultados de este estudio, se recomienda modificar el modelo

biológico de transferencia de enerǵıa para la predicción de distribuciones de tem-

peratura en las que impliquen la aplicación de diferentes pruebas dinámicas, como

el calentamiento con láser o algún otro tipo de radiación electromagnética a tiem-

pos cortos. Cabe mencionar que el decir tiempos cortos comprende un periodo

aproximado entre 0 y 300 segundos.
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Las distribuciones de temperatura calculadas para los conjuntos epiteliales son

coherentes con los resultados publicados en estudios previos y cumplen con los

estándares fisiológicos adecuados para mantener al tejido sano. Con el objetivo

de darle continuidad a esta investigación, se recomienda la comparación de los

resultados de la aplicación de las pruebas dinámicas aqúı sugeridas con datos ex-

perimentales obtenidos de casos concretos, como: el proceso de termorregulación

en el cerebro, cáncer en tejidos de pecho, malfuncionamiento renal, almace-

namiento de tejidos bajo criopreservación, entre otros. De tal manera que se

llegaran a desarrollar mapas térmicos que posteriormente pudieran ser utilizados

para el beneficio de la comunidad en terapias médicas no invasivas.
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Lista de Śımbolos

Variables dimensionales

x dirección espacial

t tiempo

T (x, t) temperatura del tejido

To(x) temperatura del estado estacionario

Tt(x, t) temperatura transitoria

Ts temperatura superficial del tejido

Tos temperatura superficial del estado estacionario

Tts temperatura superficial transitoria

Ta temperatura de la sangre arterial

Tc temperatura central del tejido

T
f

temperatura del aire

Te temperatura del medio de enfriamiento

T
máx

temperatura segura máxima

cp calor espećıfico relativo

cpm calor espećıfico del tejido

cpb
calor espećıfico de la sangre

ρ densidad relativa

ρm densidad del tejido

ρ
b

densidad de la sangre

ω
b

perfusión de la sangre

W
b

perfusión en el tejido

L espesor del tejido

k conductividad térmica del tejido

ho coeficiente convectivo aparente

ho coeficiente convectivo total

α coeficiente de difusión térmica

λ tiempo de relajación del tejido
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Qm fuente de enerǵıa metabólica

Qr(x, t) fuente de enerǵıa espacial

Po(t) potencia de calentamiento

η coeficiente de dispersión

a potencia de calentamiento constante

b amplitud de la onda de la potencia de calentamiento

ω frecuencia de oscilación de la potencia de calentamiento

qs flux de enerǵıa en la superficie

Variables adimensionales

ξ dirección espacial

τ tiempo

θ(ξ, τ) temperatura del tejido

θo(ξ) temperatura del estado estacionario

θt(ξ, τ) temperatura transitoria

θs temperatura superficial del tejido

θos temperatura superficial del estado estacionario

θts temperatura superficial transitoria

θa temperatura de la sangre arterial

θ
f

temperatura del aire

θe temperatura del medio de enfriamiento

θ
máx

temperatura segura máxima

σ perfusión en el tejido

Bio número de Biot del estado estacionario

Bi número de Biot

h∗ coeficiente convectivo relativo

De
T

número de Deborah térmico

Φm fuente de enerǵıa metabólica

Φr(ξ, τ) fuente de enerǵıa espacial

ζ(τ) potencia de calentamiento

β coeficiente de dispersión

A potencia de calentamiento constante

B amplitud de la onda de la potencia calentamiento

Ω frecuencia de oscilación de la potencia de calentamiento

φs flux de enerǵıa en la superficie

A′ flux de enerǵıa en la superficie constante

B′ amplitud de la onda del flux de enerǵıa en la superficie

Ω′ frecuencia de oscilación del flux de enerǵıa en la superficie



B

Relaciones Adimensionales

Tabla B.1: Comparación de algunas de las propiedades y variables dimensionales y adimen-

sionales utilizadas.

RELACIÓN

VARIABLE ADIMENSIONAL EJEMPLO

Posición ξ = x
L

x = 0.003 m ξ = 1

Tiempo τ = α
L2 t t = 10 s τ = 0.007

Perfusión σ = L2

α
Wb Wb = 0.0011 s−1 σ = 17.101

Conductividad térmica, k = 0.235 W
m ◦C

coeficiente convectivo, Bi = hL
k

Bio = 0.2

número de Biot ho = 1.5 W
m2 ◦C

T = 1 ◦C θ = 0.027

Temperatura θ = T
Tc

Ta = 37 ◦C θa = 1.000

Ts = 36.5 ◦C θs = 0.986

Tmáx = 42 ◦C θmáx = 1.135

Fuente de enerǵıa Φ = L2

k Tc
Q Qm = 368 W

m3 Φm = 0.038

Coeficiente de dispersión β = ηL η = 200 m−1 β = 6

Frecuencia de oscilación Ω = L
2

α
ω ω = 0.01 s−1 Ω = 150

Tiempo de relajación térmico, De
T

= λ α
L2 λ = 20 s De

T
= 0.0013

Número de Deborah térmico
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C

Resumen de las Ecuaciones de Transporte

Tabla C.1: Ecuaciones utilizadas para calcular las distribuciones de temperatura tisulares.

I. Problema clásico:

∂θ(ξ,τ)

∂τ
= ∂2θ(ξ,τ)

∂ξ2 + σ [θa − θ(ξ, τ)] + Φm + Φr(ξ, τ) (4.28)

Ecuación diferencial

II. Problema con relajamiento:

De
T

∂2θ(ξ,τ)

∂τ2 + ∂θ(ξ,τ)

∂τ
= ∂2θ(ξ,τ)

∂ξ2 + σ [θa − θ(ξ, τ)] + Φm + Φr (4.31)

Solución θ(ξ, τ) = θo(ξ) + θt(ξ, τ) e−στ (4.32)

Tabla C.2: Ecuaciones utilizadas para calcular las distribuciones de temperatura tisulares del

estado estacionario.

Ecuación diferencial
∂2θo(ξ)

∂ξ2 + σ [θa − θo(ξ)] + Φm = 0 (4.33)

Condiciones ξ = 0, − dθo(ξ)

dξ

∣

∣

∣

∣

ξ=0

= Bio [θf − θos
] (4.34)

de frontera

ξ = 1, θo(ξ = 1) = 1 (4.35)
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Tabla C.2: Ecuaciones utilizadas para calcular las distribuciones de temperatura tisulares del

estado estacionario (continuación).

θo(ξ) = θp(ξ) + K1 cosh
√

σ ξ + K2 senh
√

σ(1− ξ) (4.39)

donde:

K1 =
1−θop (ξ=1)

cosh
√

σ
(4.40)

Solución anaĺıtica K2 = 1
√

σcosh
√

σ

{

Bio [θf − θos
] +

dθop(ξ)

dξ

∣

∣

∣

∣

ξ=0

}

(4.41)

Caso i: Φm 6= Φm(ξ)
θop

= θa + Φm

σ
(4.43)

Caso ii: Φm = Φm(ξ)
θop

(ξ) = θa + µ

σ2 + µ

σ
ξ (4.44)

Tabla C.3: Ecuaciones utilizadas para calcular las distribuciones de temperatura tisulares transi-

torias.

I. Problema clásico:

∂θt(ξ,τ)

∂τ
= ∂2θt(ξ,τ)

∂ξ2 + Φr(ξ, τ)eστ (4.45)

Ecuación diferencial

II. Problema con relajamiento:

De
T

∂2θt

∂τ2
+ [1− 2σDe

T
] ∂θt

∂τ
+ σ

2
De

T
θt = ∂2θt

∂ξ2
+ Φre

στ (4.55)

donde:

Φ
r
(ξ, τ) = β [A + BcosΩτ ] e−βξ (4.60)

Caso i: sistema con flux de enerǵıa aplicado en la superficie:

ξ = 0, −∂θt(ξ,τ)

∂ξ

∣

∣

∣

∣

ξ=0

= {φs −Bio [θf − θos
] } eστ

(4.48)

Condiciones Caso ii: sistema con medio de enfriamiento:

de frontera ξ = 0, −∂θt(ξ,τ)

∂ξ

∣

∣

∣

∣

ξ=0

= Bi {θk(τ) − θts
} (5.10)

donde:

θk(τ) = [(h∗ − 1)θos
+ θe − h∗θf ] eστ (5.9)

ξ = 1, θt(ξ = 1, τ) = 0 (4.47)



Resumen de las Ecuaciones de Transporte 74

Tabla C.3: Ecuaciones utilizadas para calcular las distribuciones de temperatura tisulares transi-

torias (continuación).

τ = 0, θt(ξ, τ = 0) = 0 (4.49)

Condiciones

iniciales τ = 0,
∂θti

(ξi,τ)

∂τ

∣

∣

∣

∣

τ=0

= 0 (4.57)

para: i = 1, 2, 3, ..., n− 1

I. Problema clásico:

dθti
(τ)

dτ
=

θti+1
−2θti

+θti−1

(∆ξ)2
+ Φri

(τ) eστ (4.51)

II. Problema con relajamiento:

De
T

d2θti

dτ2 + [1− 2σDe
T
]

dθti

dτ
+ σ2De

T
θti

=
θti+1

−2θti
+θti−1

(∆ξ)2
+ Φri

(τ) eστ
(4.56)

Solución numérica

donde:

(por diferencias Φri
(τ) = β [A + BcosΩτ ] e−βi∆ξ

(4.62)

finitas)

para: i = 0:

Caso i: sistema con flux de enerǵıa aplicado en la superficie:

θt0 = θt1 + ∆ξ {φs −Bio [θf − θos
]} eστ (4.53)

Caso ii: sistema con medio de enfriamiento:

θt0 =
θt1
−Bi∆ξθk(τ)

1−Bi∆ξ
(5.11)

para: i = n:

θtn
= 0 (4.54)
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