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Introducción
Muchos problemas de la física y de la geometría tienen una formulación varia-
cional, es decir, pueden plantearse en términos de encontrar el mínimo (o,
más en general, un punto crítico) de una función. Por ejemplo, un problema
clásico muy importante es el siguiente: Dada una super�cie en R3; ¿existe
una trayectoria de longitud mínima, una geodésica, entre dos puntos dados
de dicha super�cie? O, dada una esfera, sabemos que entre cualesquiera dos
puntos existe una trayectoria mínima y ¿si le quitamos un punto a la esfera,
sigue existiendo?
Para abordar este tipo de problemas, necesitamos criterios que garanticen

la existencia de mínimos de funciones reales de�nidas en espacios métricos
y así demostrar la existencia de trayectorias geodésicas. El objetivo de esta
tesis es dar esos criterios. El teorema central de este trabajo es el siguiente:
Teorema: Sea X un espacio métrico compacto. Si existe una trayectoria

de longitud �nita entre dos puntos � y � de X entonces existe una trayectoria
geodésica de � a � en X:
Este teorema nos garantiza la existencia de trayectorias geodésicas en

un espacio métrico compacto. Para su demostración se deberán resolver
obstáculos, los cuales nos darán el desarrollo de esta tesis.
Nosotros sabemos que una función continua en un compacto alcanza su

mínimo. Con este teorema podríamos tener resuelto nuestro problema pero
no es así, pues la función longitud no es continua, como veremos en el primer
capítulo.
De�niremos lo que es una función semicontinua inferiormente (s:c:i:) y

entonces nos preguntaremos si con el siguiente teorema podremos resolver
nuestro problema:
Teorema: Sean f : X ! R[f1g s:c:i: y f�a = fx 2 X : f (x) � ag 6= ?:

Si f�a es compacto para alguna a 2 R; entonces f está acotada inferiormente
y alcanza su mínimo.
La demostración de este teorema se da en el capítulo "Existencia de mín-

imos". Si bien la a�rmación contenida en él es muy útil, para nosotros no
será su�ciente ya que demostraremos que la función longitud sí es s:c:i:; pero
l�a no es compacto, donde l�a = f� 2 C0 (I;X) : l (�) � ag para todo a � 0:
Es importante notar que la longitud de una trayectoria no se modi�ca si

la reparametrizamos por medio de una función continua no decreciente.
Consideremos entonces el espacio de todas las trayectorias � de longitud

�nita parametrizadas proporcionalmente a la longitud de arco que unen a

i



los puntos �; � 2 X; donde X es un espacio métrico y lo denotaremos así
L�;� (X) : Nos preguntaremos nuevamente si existe a 2 R tal que l�a es
compacto y no vacío donde l�a = f� 2 L�;� (X) : l (�) � ag :
Para demostrar que en este espacio sí existe a 2 R favorable, estudiaremos

los conceptos de compacidad y equicontinuidad en un conjunto de funciones
continuas. El Teorema de Arzelá-Ascoli nos ayudará a demostrar que l�a es
compacto.
Sabiendo esto podremos aplicar el teorema que garantiza que la función

longitud alcanza su mínimo en �0 2 L�;� (X) ; y como todas las trayectorias se
pueden reparametrizar proporcionalmente a la longitud de arco sin cambiar
su longitud entonces �0 será una trayectoria geodésica en un espacio métrico
compacto.

ii



Capítulo 1

Longitud de trayectorias

En este capítulo empezaremos de�niendo lo que es una trayectoria. Una trayectoria
en un espacio métrico es una función continua que va de un intervalo cerrado al espacio
métrico.
Demostraremos que la longitud de una trayectoria no es necesariamente �nita. Ver-

emos también que una trayectoria no es tan solo una curva geométrica en X ya que
muchas trayectorias distintas pueden tener la misma curva imagen. Por esto el modo en
que la recorremos va a afectar a la longitud de ésta, sin embargo es importante notar
que la velocidad con la que lo hacemos no in�uye, de hecho su longitud no cambia si la
reparametrizamos por medio de una función continua no decreciente.
También veremos que si la trayectoria es contínuamente diferenciable en un espacio

normado entonces la longitud aquí de�nida coincide con la de�nida en nuestros cursos
de cálculo.
Para poder abordar el tema sobre existencia de trayectorias geodésicas comenzare-

mos por ver a la longitud como una función que va del conjunto de todas las funciones
continuas en el intervalo [0; 1] a un espacio métrico.
Nosotros sabemos, por nuestros cursos de cálculo, que una función continua de�nida

en un compacto alcanza su mínimo. Entonces nos surge la siguiente pregunta; ¿la función
longitud es continua?. Veremos que la respuesta es negativa.
�������

De�nición 1.1 Sea X = (X; �) un espacio métrico y sean �; � 2 X: Una trayectoria
de � a � en X es una función continua � : [a; b]! X tal que � (a) = � y � (b) = �:
De�nimos la longitud de la trayectoria � : [a; b]! X como

l(�) � sup
P[a;b]

�
mP
k=1

� (� (tk�1) ; � (tk)) : a = t0 < t1 < : : : < tm = b;m 2 N
�

donde P[a;b] es el conjunto de las particiones de [a; b] :
1



2 1. LONGITUD DE TRAYECTORIAS

Una trayectoria de � a � de longitud mínima se llama una trayectoria geodésica de
� a �:

Proposición 1.2 La longitud de una trayectoria no es necesariamente �nita.

Demostración: Consideremos � (t) = (t; f(t)) donde t 2 [0; 1] y f : [0; 1] ! R está
de�nida asi:

f(t) =

(
�2(n+ 1)

���t� 2n+1
2n(n+1)

���+ 1
n
si 1

n+1
� t � 1

n
; n 2 N

0 si t = 0

Claramente f es continua en R; entonces � es continua y por lo tanto es una trayec-
toria.
Sea hn = altura del n� �esimo tri�angulo de la trayectoria.

E I I ] 
a=to t l t2 0 0 0 tm-l tm=b 

1 
2" 

1 
"3 

••• 

.... 

cr(to) 
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Observemos que
mP
n=1

hn � l (�) y como hn = 1
n
; entonces

mP
n=1

1
n
� l (�) :Tomando el

límite cuando m!1 y dado que
1P
n=1

1
n
diverge, se tiene que l (�) no es �nita.

Proposición 1.3 Sea X un espacio normado. Si � : [a; b] ! X es una trayectoria
contínuamente diferenciable entonces la longitud aquí de�nida coincide con la usual, es
decir,

l (�) =

bZ
a

d�
dt
(t)
 dt

Demostración: Sea � : [a; b]! Rn una trayectoria contínuamente diferenciable. Sea

a = t0 < t1 < : : : < tm = b

una partición del intervalo [a; b] :
Por el teorema del valor medio tenemos que

j� (tk)� � (tk�1)j =
��d�
dt
(ck)

�� jtk � tk�1j ; ck 2 (tk�1; tk)
entonces

mP
k=1

j� (tk)� � (tk�1)j =
mP
k=1

��d�
dt
(ck)

�� jtk � tk�1j ; ck 2 (tk�1; tk)
entonces

sup
P[a;b]

�
mP
k=1

j� (tk)� � (tk�1)j : a = t0 < t1 < : : : < tm = b
�

= sup
P[a;b]

�
mP
k=1

��d�
dt
(ck)

�� jtk � tk�1j : a = t0 < t1 < : : : < tm = b�

1 
n 

1 
n+l 

( 2n+l 1 ) 
2n(n+l), Ti" 

2n+l 
2n(n+1) 

1 
n 

• 



4 1. LONGITUD DE TRAYECTORIAS

donde P[a;b] es el conjunto de las particiones de [a; b] :
Recordemos que:

l(�) = sup
P[a;b]

�
mP
k=1

j� (tk)� � (tk�1)j : a = t0 < t1 < : : : < tm = b
�

y
bZ
a

��d�
dt
(t)
�� dt = sup

P[a;b]

�
mP
k=1

��d�
dt
(ck)

�� jtk � tk�1j : a = t0 < t1 < : : : < tm = b�
Por lo tanto

l(�) =

bZ
a

d�
dt
(t)
 dt:

Observemos que una trayectoria no es tan sólo una curva geométrica en X sino el
modo como la recorremos. Muchas trayectorias distintas corresponden a la misma curva
imagen. Por ejemplo:

Ejemplo 1.4 Las trayectorias

�k : [0; 1]! R2; �k (t) = (cos 2�kt; sen2�kt) ; k � 1

de (1; 0) a (1; 0) tienen todas como imagen al círculo unitario, pero �k le da k vueltas
al círculo, por lo que l (�k) = 2�k:

Demostración: En efecto, por la Proposición 1.3,

l (�k) =

1Z
0

d�k
dt
(t)
 dt = 1Z

0

k(�2�ksen2�kt; 2�k cos 2�kt)k dt

=

1Z
0

��
�2�ksen2�kt)2 + (2�k cos 2�kt

�2� 1
2
dt

=

1Z
0

�
(2�k)2

�
sen22�kt+ cos2 2�kt

�� 1
2 dt =

1Z
0

2�kdt = 2�k:

• 

• 



5

La longitud de una trayectoria no depende de la velocidad con que la recorremos.
De hecho, su longitud no cambia si la reparametrizamos por medio de una función no
decreciente.

Proposición 1.5 Si � : [a; b]! X es una trayectoria de � a � y si � : [�; �]! [a; b] es
una función continua no decreciente tal que � (�) = a y � (�) = b, entonces � � � � � :
[�; �]! X es una trayectoria de � a � tal que l (�) = l (�) :

Demostración: Como � y � son continuas, entonces � � � es continua. Por lo tanto
� es continua.
Ahora � (�) = � � � (�) = �(�(�)) = �(a) = � y � (�) = � � � (�) = �(�(�)) =

�(b) = �: Por lo tanto � es una trayectoria de � a �.
Sea

� = t0 < t1 < : : : < tm = �

una partición del intervalo [�; �] :
Como � es una función no decreciente tal que � (�) = a y � (�) = b, entonces

a = � (�) = � (t0) � � (t1) � : : : � � (tm) = � (�) = b:

Sea

a = s0 < s1 < : : : < sm = b

una partición del intervalo [a; b] :
Por el teorema del valor intermedio, dado si 2 [a; b] existe ti 2 [�; �] tal que � (ti) =

si:

Sean si; sj 2 [a; b] tal que si < sj, entonces existen ti; tj 2 [�; �] talque � (ti) = si y
� (tj:) = sj: Entonces � (ti) < � (tj) y como � es no decreciente tenemos que ti < tj:
Por lo tanto, toda partición en [�; �] induce una partición en [a; b] ; y toda partición

en [a; b] induce una partición en [�; �] :
Ahora,

� (� (tk�1) ; � (tk)) = � (� � � (tk�1) ; � � � (tk)) = � (� (� (tk�1)) ; � (� (tk)))

con tk�1 � tk y � (tk�1) � � (tk) :
Entonces

mP
k=1

� (� (tk�1) ; � (tk)) =
mP
k=1

� (� (� (tk�1)) ; � (� (tk)))



6 1. LONGITUD DE TRAYECTORIAS

luego

sup
P[�;�]

�
mP
k=1

� (� (tk�1) ; � (tk)) : � = t0 < t1 < : : : < tm = �

�
= sup

P[�;�]

�
mP
k=1

� (� (� (tk�1)) ; � (� (tk))) : � = t0 < t1 < : : : < tm = �

�
= sup

P[a;b]

�
mP
k=1

� (� (sk�1) ; � (sk)) : a = s0 < s1 < : : : < sm = b

�

Por lo tanto l (�) = l (�) :

Nuestro objetivo es probar que, bajo ciertas condiciones, existe una trayectoria geo-
désica de � a �. En virtud de la proposición anterior podemos, sin perder generalidad,
considerar únicamente trayectorias de�nidas en I = [0; 1] ya que, reparametrizando
cualquier trayectoria de [a; b]! X mediante la reparametrización lineal

I = [0; 1]! [a; b] ; t 7! (b� a) t+ a

obtenemos una trayectoria I ! X de la misma longitud.
Sea C0(I;X) el conjunto de todas las funciones continuas � : I = [0; 1]! X con la

métrica
�1 (�; �) = m�ax

0�t�1
� (� (t) ; � (t)) ; para �; � 2 C0(I;X):

La función longitud
l : C0(I;X)! R [ f+1g ;

en general, no es una función continua.

Proposición 1.6 La función longitud

l : C0(I;R2)! R [ f+1g

no es continua en �0(t) = (t; 0):

Demostración: Sea �n (t) = (t; fn (t)) donde t 2 [0; 1] y fn : [0; 1]! R está de�nida
así:

fn (t) =
1

n
sen2�nt

• 
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Entonces
j�n (t)� �0 (t)j =

1

n
jsen2�n (t)j � 1

n
por lo tanto

�1 (�n; �0) = m�ax
0�t�1

j�n (t)� �0 (t)j �
1

n
! 0 cuando n!1

Ahora, por la Proposición 1.3

l (�n) =

1Z
0

�
1 + (2� cos 2�nt)2

� 1
2 dt

> 2�

1Z
0

jcos 2�ntj dt

= 8�n

1
4nZ
0

cos 2�ntdt

= 8�
�
sen2�nt
2�n

j
1
4n
0

�
= 4

! 

' 7\ f\ 



8 1. LONGITUD DE TRAYECTORIAS

entonces l (�n) � 4 6= 1 = l(�0); para toda n:
Por lo tanto l no es continua. • 



Capítulo 2

Semicontinuidad

En este capítulo de�niremos lo que es una función semicontinua inferiormente (s:c:i:)
y daremos algunas equivalencias útiles. Veremos dos ejemplos típicos, uno de una fun-
ción s:c:i: y una que no lo es.
En el capítulo anterior vimos que la función longitud no es continua sin embargo sí

es s:c:i: Veremos que esta propiedad junto con la compacidad bastan para asegurar la
existencia de mínimos.
�������

De�nición 2.1 Sea (X; �) un espacio métrico. Una función f : X ! R [ f+1g es
semicontinua inferiormente en el punto x0 2 X si dada " > 0 existe � > 0 tal que

f (x0)� " < f (x) si � (x; x0) < �:

Si f (x0) =1 entonces dada M > 0 existe � > 0 tal que M < f (x) si � (x; x0) < �:
Decimos que f es semicontinua inferiormente (s:c:i:) si lo es en cada punto x 2 X:

Una caracterización muy útil de la semicontinuidad inferior está dada en la siguiente
proposición.

Proposición 2.2 Son equivalentes las siguientes a�rmaciones:
(a) f es s:c:i:
(b) f>a = fx 2 X : f(x) > ag es abierto para toda a 2 R:
(c) f�a = fx 2 X : f(x) � ag es cerrado para toda a 2 R:

Demostración: (a) ) (b)
Sea f s:c:i: y x0 2 f>a.
Caso 1) f (x0) <1

9



10 2. SEMICONTINUIDAD

Tomemos " = f(x0)�a
2

: Para esta " > 0 existe � > 0 tal que f (x) > f (x0) � " si
� (x; x0) < �: Por tanto,

f (x) > f (x0)� "

= f(x0)�
f (x0)� a

2

=
2f(x0)� f (x0) + a

2

=
f (x0) + a

2
> a

si � (x; x0) < �, es decir, la bola B (x0; �) satisface que para toda x 2 B (x0; �) ; f(x) > a:
Entonces B (x0; �) � f>a; por lo tanto f>a es abierto.

Caso 2) f (x0) =1
Tomemos M = a entonces existe � > 0 tal que f (x) > M = a si � (x; x0) < �:

Análogamente al caso anterior se tiene que f>a es abierto.
(b) ) (a)
Sea f>a abierto para toda a 2 R:
Sean x0 2 X y " > 0: Tomemos a = f (x0)� ":
Como f>a es abierto entonces existe � > 0 tal que B (x0; �) � f>a;es decir si x 2

B (x0; �) entonces f(x) > a = f (x0)� ":
Por lo tanto

f (x0)� " < f (x) si � (x; x0) < �
es decir f es s:c:i:
(b) , (c)
f>a es abierto si y sólo si X n f>a es cerrado si y sólo si f�a es cerrado.

Un ejemplo típico de una función s:c:i: es el siguiente:

!(Xo) .~ 
f(xoJ-a 

f> -2-

a 

Xo 

• 
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Ejemplo 2.3 Sea ][ : R ! R la función que a cada número real t le asocia el número
entero ]t[ más pequeño que es mayor o igual que t, es decir, ]t[ � n si n � 1 < t � n:
Entonces, ][ es s:c:i:

Ejemplo 2.4 La función parte entera [] : R! R; tal que [t] � n si n � t < n+ 1; no
es s:c:i:

Demostración: Demostración del ejemplo 2.3.

3 o-----e 

2 o-----e 

1-0--" 

-3 -2 -1 1 2 3 
o-----e -1 

o-----e -2 

-3 

2 ...........a 

1 ...........a 

-3 -2 -1 1 2 3 
..... --<>- -1 

-2 

-3 



12 2. SEMICONTINUIDAD

Basta mostrar que f>a = ([a] ;1) y como ([a] ;1) es abierto entonces f es s:c:i:
�) Sea x 2 ([a] ;1) ; entonces x > [a] : Por tanto f (x) � [a] + 1 y como [a] � a <

[a] + 1; entonces f (x) > a:
�) Sea x 2 f>a: Supongamos que x =2 ([a] ;1) ; entonces f (x) > a y x � [a] : Como

x � [a] ; entonces f (x) � [a] � a; entonces f (x) � a; lo cual es una contradicción por
que f (x) > a:

Demostración: Demostración del ejemplo 2.4.
Sea a = 0; entonces f (x) > 0 si y sólo si x � 1:
Entonces f>0 = fx 2 R : f (x) > 0g = [1;1) y no es abierto.

Proposición 2.5 La función longitud

l : C0(I;X)! R [ f+1g

es semicontinua inferiormente, es decir, si dada " > 0 existe � > 0 tal que para cua-
lesquiera �; � 2 C0(I;X)

l (�)� " < l (�) si �1 (� ; �) = m�ax
0�t�1

� (� (t) ; � (t)) < �

Demostración: Sea � : I ! X una trayectoria en X y " > 0. Sea

0 = t0 < t1 < � � � < tm = 1

una partición de I tal que

l (�)� "
2
<

mP
k=1

� (� (tk�1) ; � (tk))

------------------------c>-------

a 

][a][ =[a] ------------------4, 

[a] 

• 

• 
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Sea U � B
�
�; "

4m

�
la bola en C01(I;X) con centro en � y radio

"
4m
: Entonces, para

cualquier � 2 U; y para k; 1 � k � m; se tiene que

� (� (tk�1) ; � (tk)) � � (� (tk�1) ; � (tk�1)) + � (� (tk�1) ; � (tk)) + � (� (tk) ; � (tk))

<
"

4m
+ � (� (tk�1) ; � (tk)) +

"

4m

y sumando obtenemos que

mP
k=1

� (� (tk�1) ; � (tk)) <
"

4
+

mP
k=1

� (� (tk�1) ; � (tk)) +
"

4

Por lo tanto,

l (�)� "
2
<

mP
k=1

� (� (tk�1) ; � (tk)) +
"

2

y con ello,

l (�)� " <
mP
k=1

� (� (tk�1) ; � (tk)) � l (�) :

De aquí que
l (�)� " < l (�) :

• 



Capítulo 3

Existencia de mínimos

Veremos en este capítulo que la propiedad anterior, junto con la compacidad de f�a;
bastan para asegurar la existencia de mínimos.
Sabemos que toda función real continua en un espacio métrico compacto alcanza su

máximo y su mínimo.
En cierto sentido las condiciones de compacidad y continuidad son opuestas la una

de la otra: mientras más abiertos tenga la topología de X más fácil es que una función
resulte continua pero más difícil es que X sea compacto, y viceversa. Esta disyuntiva se
presenta con frecuencia en las aplicaciones. Resulta pues muy conveniente contar con
resultados análogos bajo hipótesis más débiles.
A continuación probaremos un resultado que asegura la existencia de mínimos para

funciones no necesariamente continuas. En la práctica resulta conveniente considerar a
+1 como un posible valor de las funciones consideradas, como lo es la función longitud,
de modo que así lo haremos en lo que sigue.
�������

De�nición 3.1 Sea (tk) una sucesión en R: El límite inferior de (tk) se de�ne como

l��m inf
k!1

tk = sup
n�1

inf
k�n
tk:

Este puede ser un número real o bien +1 o �1:
Decimos que el ín�mo de un conjunto no acotado por abajo es �1 y el supremo de

un conjunto no acotado por arriba es +1:

Ejemplo 3.2 Sea (tk) una sucesión tal que (tk) = (�1)k
�
1
k
+ 1
�
; k 2 N: Demostraremos

que
l��m inf
k!1

tk = sup
n�1

inf
k�n
tk = �1:

15



16 3. EXISTENCIA DE MíNIMOS

Demostración: Primero demostraremos que

inf(tk)
k�k0

=

8<: �
�
1
k0
+ 1
�

k0 es impar

�
�

1
k0+1

+ 1
�

k0 es par

Observemos que

tk =

�
�
�
1
k
+ 1
�
k es impar

1
k
+ 1 k es par

Claramente �
�
1
k
+ 1
�
� 1

k
+ 1: Entonces para probar que

inf(tk)
k�k0

=

8<: �
�
1
k0
+ 1
�

k0 es impar

�
�

1
k0+1

+ 1
�

k0 es par

basta demostar que

inf(tk)
k�k0

=

8<: �
�
1
k0
+ 1
�

k0 es impar

�
�

1
k0+1

+ 1
�

k0 es par
con k impar.

Primero veremos que son cotas inferiores.
Sea k0 2 N y k0 � k:
Si k0 es impar entonces

1

k
� 1

k0
1

k
+ 1 � 1

k0
+ 1

�
�
1

k0
+ 1

�
� �

�
1

k
+ 1

�
:

Si k0 es par entonces como k es impar se tiene que k0 < k; entonces

k0 + 1 � k
1

k
� 1

k0 + 1
1

k
+ 1 � 1

k0 + 1
+ 1

�
�

1

k0 + 1
+ 1

�
� �

�
1

k
+ 1

�
:
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Ahora veremos que son las maximas cotas inferiores.
Sea " > 0: Entonces, existen k�; k0 2 N tales que 0 < 1

k0
� 1

k� < " y existen
k��; k0 + 1 2 N tales que 0 < 1

k0+1
� 1

k�� < ":
Caso 1)

� 1
k�

< � 1
k0
+ "

� 1
k�
� 1 < � 1

k0
� 1 + "

�
�
1

k�
+ 1

�
< �

�
1

k0
+ 1

�
+ "

por lo tanto

�
�
1

k�
+ 1

�
< �

�
1

k0
+ 1

�
+ "

Caso 2)

1

k0 + 1
� 1

k��
< "

� 1

k��
< � 1

k0 + 1
+ "

� 1

k��
� 1 < � 1

k0 + 1
� 1 + "

�
�
1

k��
+ 1

�
< �

�
1

k0 + 1
+ 1

�
+ "

por lo tanto

�
�

1

k0 + 1
+ 1

�
< �

�
1

k��
+ 1

�
< �

�
1

k0 + 1
+ 1

�
+ "

Con lo anterior hemos demostrado que

inf(tk)
k�k0

=

8<: �
�
1
k0
+ 1
�

k0 es impar

�
�

1
k0+1

+ 1
�

k0 es par

Ahora demostaremos que sup
k0�1

inf
k�k0

tk = �1:

Sea (sk0) = ( inf
k�k0

(tk) ; k0 2 N; una sucesión. Demostraremos que (sk0) es una suce-
sión creciente y convergente, entonces demostrar que sup

k0�1
sk0 = �1 es equivalente a

probar que l��m
k0!1

sk0 = �1:
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Demostremos por inducción que (sk0) es creciente.
Para k0 = 1

�1 < �1
2

�2 < �1
2
� 1

s1 < s2

Supongamos válido para k0 = n, es decir sn < sn+1: Por demostrar para k0 = n+1:

n+ 1 < n+ 2
1

n+ 2
<

1

n+ 1

� 1

n+ 1
< � 1

n+ 2

� 1

n+ 1
� 1 < � 1

n+ 2
� 1

�
�

1

n+ 1
+ 1

�
< �

�
1

n+ 2
+ 1

�
sn+1 < sn+2

Por lo tanto (sko) es creciente.
Para ver que (sk0) converge basta probar que es acotada superiormente.
Sea k0 > 0

0 <
1

k0

� 1
k0

< 0

� 1
k0
� 1 < �1

�
�
1

k0
+ 1

�
< �1

De manera análoga se demuestra que �
�

1
k0+1

+ 1
�
< �1:

Ahora

l��m
k0!1

sk0 =

8<: l��m
k0!1

� 1
k0
� 1

l��m
k0!1

� 1
k0+1

� 1

se tiene entonces que
l��m
k0!1

sk0 = �1:
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Por lo tanto
sup
k0�1

(sk0) = sup
k0�1

inf
k�k0

(tk) = �1:

Proposición 3.3 Sea f : X ! R [ f+1g : f es semicontinua inferiormente en x0 si
y sólo si para toda sucesión (xk) en X tal que l��m

k!1
xk = x0 se cumple

f (x0) � l��m inf
k!1

f (xk) :

Demostración: )) Sea (xk) en X tal que l��m
k!1

xk = x0 y sean ";M > 0: Sabemos

que f es s:c:i: entonces si f (x0) <1 existe � > 0 tal que

f (y) > f (x0)� " si y 2 B (x0; �) :

Como xk ! x0 cuando k ! 1; existe k0 2 N tal que xk 2 B (x0; �) si k � k0;
entonces

f (xk) > f (x0)� " si k � k0:

Consideremos A = ff (xk) : k � k0g : Observemos que A 6= ; ya que al menos está
f (xk0) y está acotado inferiormente, por lo tanto existe el ín�mo, entonces

inf
k�k0

f (xk) � f (x0)� "

entonces
l��m inf
k!1

f (xk) � f (x0)� "

Dado que " > 0 fue arbitrario se tiene

l��m inf
k!1

f (xk) � f (x0) :

Si f (x0) =1 entonces existe � > 0 tal que f (y) > M si y 2 B (x0; �) : De manera
análoga al caso anterior se tiene que f (xk) > M si k � k0; entonces

inf
k�k0

f (xk) �M:

Tomemos el límite cuando k !1; entonces

l��m inf
k!1

f (xk) �M:

• 
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() Por contradicción. Supongamos que f no es s:c:i: en x0 2 X; entonces existe "0 >
0 tal que para toda k existe xk 2 X tal que � (xk; x0) < 1

k
y f (xk) � f (x0)� ": Como

� (xk; x0) <
1
k
; entonces xk ! x0 cuando k !1: Entonces l��m inf

k!1
f (xk) � f (x0)� " lo

cual es una contradicción porque f (x0)� " < l��m inf
k!1

f (xk) :

Teorema 3.4 Sea f : X ! R [ f1g s:c:i: Sí f�a 6= ; y f�a es compacto para algún
a 2 R; entonces f está acotada inferiormente y alcanza su mínimo en X:

Demostración: Sea c = inf f � �1: Como f�a 6= ; existe x0 2 X tal que c �
f (x0) � a:

Caso 1) c = a
Entonces f (x0) = c, por lo tanto f alcanza su mínimo.

Caso 2) c < a
Consideremos la siguiente sucesión:

ck =

�
�k si c = �1
c+ 1

k
si c 2 R ; k 2 N:

Sea xk 2 X tal que c � f (xk) � ck: Observa que para k su�cientemente grande
ck < a; es decir (xk) 2 f�a: Como f�a es compacto, (xk) contiene una subsucesión
convergente xkn ! x0 en X: Como f es s:c:i:; por la proposición anterior,

c = inf f � f (x0) � l��m
k!1

inf f (xk) � l��m
k!1

ck = c:

Por lo tanto f (x0) = c; es decir, x0 es un mínimo de f:

• 

• 



Capítulo 4

Compacidad

En el capítulo anterior se demostró un teorema que garantiza la existencia de míni-
mos en una función. Nosotros quisieramos aplicar este teorema a nuestra función longi-
tud, pues es semicontinua inferiormente y sólo nos faltaría ver que, para alguna a 2 R;
l�a es no vacío y compacto. Por desgracia no existe a con esas propiedades, vease
Proposición 6.1. Entonces de�niremos lo que es precompacto y relativamente compacto,
veremos algunas propiedades y daremos una relación entre estos conceptos. Esto nos
ayudará, más adelante, para dar una caracterización de los compactos en el conjunto
de todas las funciones continuas que van de un espacio métrico compacto a un espacio
métrico completo.
�������

De�nición 4.1 Sea X un espacio métrico y A � X: Decimos que A es precompacto si
dada " > 0 existe una cubierta �nita de A de bolas abiertas de radio ":

Proposición 4.2 Sea X un espacio métrico. Si K � X es compacto entonces K es
precompacto.

Demostración: Sea K compacto, entonces para toda cubierta abierta de K existe
una subcubierta �nita que cubre aK. Dada " > 0; tomemos la siguiente cubierta abierta
U = fB (x; ") : x 2 Xg ; entonces U contiene una subcubierta �nita tal que contiene a
K:Sea X un espacio métrico y K � X:

De�nición 4.3 Decimos que K es acotado si existen x 2 X y M > 0 tales que K �
B (x;M) :

Proposición 4.4 Sea X un espacio métrico. Si K � X es precompacto entonces K es
acotado.

21
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22 4. COMPACIDAD

Demostración: Sea " > 0; dado que K es precompacto existen x1; : : : ; xm 2 X tal
que K �

m
[
i=1
B (xi; ") :

Basta probar que A =
m
[
i=1
B (xi; ") es acotado.

Sea R = m�ax
2�i�m

�X (x1; xi) : Veamos que A � B (x1; R + ") :
Sea x 2 A entonces existe i0 2 f1; : : : ;mg tal que x 2 B (xi0 ; ") ; y así tenemos

�X (x1; x) � �X (x1; xi0) + �X (xi0 ; x)

< R + ":

Por lo tanto x 2 B (x1; R + ") ; es decir K es acotado.

Ejemplo 4.5 Si X = R; entonces todos los conjuntos, A � R; acotados son precom-
pactos.

Demostración: Sean X = R; A � R acotado y " > 0; entonces existe �x 2 R y
M > 0 tal que A � B (x;M) ; entonces �A � B (x;M):
Observemos que �A es cerrado y acotado entonces �A es compacto, entonces para

cualquier cubierta abierta de �A existe una subcubierta �nita que cubre a �A: Consid-
eremos la siguiente cubierta V =

�
B
�
x; "

2

�
: x 2 �A

	
entonces V contiene una sub-

cubierta �nita V0 tal que cubre a �A pero A � �A; entonces V0 cubre a A donde
V0 = B

�
x1;

"
2

�
[ : : : [B

�
xn;

"
2

�
; �xn 2 �A; n 2 N:

Cada B
�
xi;

"
2

�
; i = 1; : : : ; n; tiene dos opciones, que xi 2 A o xi =2 A:

Supongamos que xi =2 A; y xi 2 �A; entonces existe una sucesión (tk) 2 A tal que
tk ! xi cuado k !1; es decir, existe tk0 tal que tk0 2 B

�
xi;

"
2

�
:

Veamos que B
�
xi;

"
2

�
� B (tk0 ; ")

Sea w 2 B
�
xi;

"
2

�
entonces

jw � tk0j � jw � xij+ jxi � tk0j
<

"

2
+
"

2
= "

Por lo tanto w 2 B (tk0 ; ") :
Tenemos que

A �
�
[
xi2A

B
�
xi;
"

2

��
[
�
[

yk02A
B (tk0 ; ")

�
;

pero claramente [
xi2A

B
�
xi;

"
2

�
� [

xi2A
B (xi; ") ; por lo tanto

A �
�
[
xi2A

B (xi; ")

�
[
�
[

yk02A
B (tk0 ; ")

�

• 
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Renombremos cada tk0 y cada xi 2 A como zj con j = 1; : : : ;m:
Entonces existen z1; : : : ; zm 2 A tal que A �

m
[
i=1
B (zj; ") :

Por lo tanto A es precompacto.

Mostraremos ahora que acotado y precompacto no son lo mismo, es decir, daremos
un ejemplo de un espacio métrico X que tenga un subconjunto acotado que no sea
precompacto.

Ejemplo 4.6 Sean X y Y espacios métricos. Sean

B (X; Y ) = ff : X ! Y : f es acotadag
�1 (f; g) = m�ax

x2X
� (f (x) ; g (x)) f,g 2 B(X; Y )

(B (X; Y ) ; �1) es un espacio métrico.
Sea

fn (t) =

�
0 si 0 � t � 1

n

1 si 1
n
� t � 1 n 2 N:

ffng ; n 2 N; es acotado y no es precompacto.

Demostración: Para demostrar que ffng es acotado, demostraremos que ffng �
B (�0; 2) :

Sea fj; j 2 N donde

fj (t) =

�
0 si 0 � t � 1

J

1 si 1
J
� t � 1

Ahora, �1 (fj; �0) = sup
x2[0;1]

�Y (fj (x) ; �0) = 1 < 2:

Por lo tanto fj 2 B (�0; 2) ; es decir ffng es acotado.
Ahora mostraremos que ffng no es precompacto.
Sean " = 1

4
; fj y fk con k 6= j 2 N:

Consideremos B (fj; ") y B (fk; ") :
Para ver que no existe una cubierta �nita de ffng de bolas abiertas de radio 1

4
; basta

demostar que
B (fj; ") \B (fk; ") = ?

Supongamos que existe f � tal que

f � 2 B (fj; ") \B (fk; ")

• 
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entonces

�1 (f
�; fj) = sup

x2[0;1]
jf� (x)� fj (x)j <

1

4

�1 (f
�; fk) = sup

x2[0;1]
jf� (x)� fk (x)j <

1

4

Por otro lado

�1 (fj; fk) � �1 (fj; f
�) + �1 (f

�; fk)

<
1

4
+
1

4

=
1

2

Lo cual es una contradicción por que

�1 (fj; fk) = sup
x2[0;1]

jfj (x)� fk (x)j = 1:

Por lo tanto ffng no es precompacto.

Proposición 4.7 Sea A � X precompacto y A0 � A: Entonces A0 es precompacto.

Demostración: Sea " > 0: Como A es precompacto existen x1; : : : ; xm 2 X tal que
A �

m
[
i=1
B (xi; ") :

Como A0 � A; A0 �
m
[
i=1
B (xi; ") :

Teorema 4.8 Sea X un espacio métrico y K � X: Son equivalentes:
(a) K es compacto.
(b) Toda sucesión en K contiene una subsucesión que converge a un punto de K:
(c) K es completo y precompacto.

Demostración: (a) ) (b)
Sea K compacto. Supongamos que existe una sucesión (xk) en K tal que ninguna

subsucesión de (xk) converge a un punto de K:

• 

• 
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Entonces para todo y 2 K existe "y > 0 talque B (y; "y) contiene sólo a un número
�nito de términos de (xk) ; ya que si algún x0 2 K fuera tal que B

�
x0;

1
n

�
tuviera a una

cantidad in�nita de términos de (xk) para toda n 2 N entonces existirían

xk1 2 B (x0; 1)

xk2 2 B

�
x0;
1

2

�
con k1 < k2

...

xkn 2 B

�
x0;

1

n

�
con k1 < k2 < : : : < kn

y la subsucesión es tal que xkn !
n!1

x0; lo cual es una contradicción porque x0 2 K:
Observemos quefB (y; "y) : y 2 Xg es una cubierta abierta de K y como K es com-

pacto existe una subcubierta �nita tal que K �
m
[
i=1
B (yi; "xi) ; pero (xk) 2 K; entonces

(xk) �
m
[
i=1
B (yi; "xi) ; contradicción, pues cada B (yi; "yi) contiene sólo a una cantidad

�nita de términos de (xk) y la unión �nita va a contener una cantidad �nita pero (xk)
es in�nita.
(b) ) (c)
Sea (xk) una sucesión de Cauchy en K; entonces por hipótesis (xk) contiene una

subsucesión (xkn) convergente a x 2 K: Sea " > 0: Existe n0 2 N tal que si k; kn > n0
entonces

� (xk; xkn) <
"

2
;

y si kn > n0; entonces
� (xkn ; x) <

"

2
:

Entonces si kn; k > n0

� (xk; x) � � (xk; xkn) + � (xkn ; x)

<
"

2
+
"

2
= "

Por lo tanto (xk) converge a x; entonces K es completo.
Supongamos que K no es precompacto, entonces para alguna "0 > 0; K no se puede

cubrir con un número �nito de bolas abiertas de radio "0: Sea x1 2 K y tomemos

x2 2 K r B (x1; "0) : Inductivamente consideremos xk 2 K r
�
k�1
[
i=1
B (xi; "0)

�
: Como

K no se puede cubrir con un número �nito de bolas abiertas, consideremos la sucesión
(xk) que resulta de la construcción anterior y observemos que �X (xk; xj) � "0 para toda
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k 6= j; entonces (xk) no contiene ninguna subsucesión convergente, lo que contradice la
hipótesis.
Por lo tanto K es precompacto.
(c) ) (a)
Procederemos por reducción al absurdo.
Sea U = fVi : i 2 Ig una cubierta abierta de K tal que no contiene ninguna subcu-

bierta �nita. Sabemos que K es completo y precompacto, es decir, dada " > 0 existen
x1; : : : ; xm1 2 X tal que K �

m1[
i=1
B (xi; ").

Sea " = 1
2
entonces K � [

i2A
B
�
xi;

1
2

�
con A �nito, entonces existe j 2 A tal que

B
�
xj;

1
2

�
\ K no se puede cubrir con un número �nito de elementos de U: En efecto:

Supongamos que para toda i 2 A; B
�
xj;

1
2

�
\K se puede cubrir con un número �nito

de elementos de U; entonces
�
[
i2A
B
�
xi;

1
2

��
\K se puede cubrir con un número �nito

de elementos de U y como K =

�
[
i2A
B
�
xi;

1
2

�
\K

�
entonces K tiene una subcubierta

�nita de elementos de U; lo cual es una contradicción porque U no contiene subcubiertas
�nitas, por lo tanto existe j 2 A tal que B

�
xj;

1
2

�
\K no se puede cubrir con un número

�nito de elementos de U:
Sea K1 = B

�
xj;

1
2

�
\K y renombremos a xj como x1:

Sea x�1 2 B
�
xj;

1
2

�
\K: Claramente K1 6= ?; ya que si fuera vacío entonces se podría

cubrir con un número �nito de elementos de U; lo cual es una contradicción.
Como K1 � K y K es precompacto entonces K1 es precompacto, es decir, dada

" > 0; existen x1; : : : ; xm2 2 X tal que K1 �
m2[
i=1
B (xi; ") :

Sea " = 1
22
entonces K1 � [

i2B
B
�
xi;

1
22

�
con B �nito. Entonces existe j 2 B tal que

B
�
xj;

1
22

�
\K1 no se puede cubrir con un número �nito de elementos de U:

Sea K2 = B
�
xj;

1
22

�
\K1 y renombremos a xj como x2:

Como K2 6= ?; entonces tomamos x�1 2 B
�
xj;

1
22

�
\K1

Como K2 � K1 y K1 es precompacto, entonces K2 es precompacto.
Inductivamente construyamos una sucesión (x�n) con

K � K1 � K2 � : : : � Kn � : : : ;

x�n 2 Kn = B

�
xn;

1

2n

�
\Kn�1; donde K0 = K

y ningún Kj se puede cubrir con un número �nito de elementos de U:
Sean x�n 2 Kn y x�m 2 Km: Observemos que � (x�n; x

�
m) <

1
2n�1 si n � m: Sabemos

que Km � Kn si n � m; entonces Km �
�
B
�
xn;

1
2n

�
\Kn�1

�
; como x�m 2 Km entonces

x�m 2
�
B
�
xn;

1
2n

�
\Kn�1

�
; en particular x�m 2 B

�
xn;

1
2n

�
; es decir � (xn; x�m) <

1
2n
si
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n � m: Entonces � (x�n; x�m) � � (x�n; xn) + � (xn; x�m) < 1
2n
+ 1

2n
= 1

2n�1 :

Por lo anterior, (x�n) es una sucesión de Cauchy, enK y por serK completo entonces
x�n !

n!1
x 2 K: Existe Vi0 2 U tal que x 2 Vi0 ; donde Vi0 es un abierto, por lo tanto

existe � > 0 tal que B (x; �) � Vi0 :
Tomemos límite cuando m!1 y obtenemos que

� (x�n; x) �
1

2n�1
para toda n 2 N:

Si 1
2n�1 <

�
2
entonces B

�
x�n;

1
2n�1

�
� B (x; �) � Vi0 :

Kn-l 
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Observemos que B
�
xn;

1
2n

�
� B

�
x�n;

1
2n�1

�
: Sea y 2 B

�
xn;

1
2n

�
; es decir � (xn; y) <

1
2n
: Entonces � (x�n; y) � � (x�n; xn) + � (xn; y) <

1
2n
+ 1

2n
= 1

2n�1 : Por lo tanto y 2
B
�
x�n;

1
2n�1

�
. Ahora, Kn � B

�
xn;

1
2n

�
; entonces Kn � B

�
x�n;

1
2n�1

�
� Vi0 : Esto es una

contradicción, porque ningún Kn se podía cubrir con un número �nito de elementos de
U:
Por lo tanto K es compacto.

De�nición 4.9 Sea X un espacio métrico Decimos que x 2 X es punto de contacto de
A si para cualquier " > 0 B (x; ") \ A 6= ?: La cerradura de A es el conjunto de todos
los puntos de contacto de A y la denotamos �A:Decimos que A es cerrado si A = �A:

De�nición 4.10 Sea X un espacio métrico y A � X: Decimos que A es relativamente
compacto si A es compacto.

Proposición 4.11 Sea X un espacio métrico completo y A � X: Entonces A es rela-
tivamente compacto si y sólo si A es precompacto.

Demostración: ))
Sea A relativamente compacto, entonces por de�nición A es compacto y por la

Proposición 4.2 se tiene queA es precompacto. ComoA � A entonces por la Proposición
4.7 A es precompacto.
()
Sea A precompacto. Demostraremos que A es completo y precompacto, entonces

por el teorema anterior A sería compacto y por de�nición A relativamente compacto.
Observemos que A � X es cerrado, entonces tomemos una sucesión de Cauchy

(an) � A y como X es completo, (an) converge a a; es decir, dada " > 0 existe n0 2 N
tal que si n > n0 entonces � (an; a) < "; entonces B (a; ") \ A 6= ?: Con lo anterior
tenemos que a es punto de contacto de A y por ser A cerrado a 2 A: Por lo tanto A
es completo.
Sea " > 0: Sabemos que A es precompacto entonces existen x1; : : : ; xm 2 X tales

que A �
m
[
i=1
B
�
xi;

"
2

�
; entonces

A �
m
[
i=1
B
�
xi;
"

2

�
=

m
[
i=1
B
�
xi;
"

2

�
�

m
[
i=1
B (xi; ") ;

por lo tanto A es precompacto.

• 

• 



Capítulo 5

El Teorema de Arzelá-Ascoli

Este capítulo está dedicado al Teorema de Arzelá-Ascoli, el cual será de mucha
ayuda para demostrar lo que queremos.
Empezaremos de�niendo el espacio de funciones continuas entre espacios métricos,

veremos algunas propiedades y también de�niremos equicontinuidad en un conjunto de
funciones continuas.
�������
Sean X y Y espacios métricos con métricas �X y �Y , X compacto. De�namos

C0 (X; Y ) = ff : X ! Y j f es continuag
�1 (f; g) = m�ax

x2X
�Y (f (x) ; g (x))

Observemos que f y g son continuas enX , por tanto, �Y (f; g) dada por �Y (f; g) (x) =
�Y (f (x) ; g (x)) es continua en X; y como X es compacto entonces alcanza su máximo.

Proposición 5.1 SeaX compacto. Entonces (C0 (X; Y ) ; �1 (f; g)) es un espacio métri-
co.

Demostración: a)
)) Sea �1 (f; g) = 0, entonces por de�nición m�ax

x2X
�Y (f (x) ; g (x)) = 0; entonces

para todo x 2 X se tiene �Y (f (x) ; g (x)) = 0 y como Y es espacio métrico f (x) = g (x) :
() Sea f (x) = g (x) para toda x 2 X: Por ser �Y métrica en Y tenemos que

�Y (f (x) ; g (x)) = 0 para toda x 2 X; entonces m�ax
x2X

�Y (f (x) ; g (x)) = 0 y por de�ni-

ción �1 (f; g) = 0:
b) Simetría.

�1 (f; g) = m�ax
x2X

�Y (f (x) ; g (x))

= m�ax
x2X

�Y (g (x) ; f (x)) ya que �Y es métrica en Y

= �1 (g; f) :
29
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c) Desigualdad del triángulo.
Como �Y es métrica en Y tenemos que

�Y (f; h) � �Y (f; g) + �Y (g; h)

entonces

m�ax
x2X

�Y (f (x) ; h (x)) � m�ax
x2X

(�Y (f (x) ; g (x)) + �Y (g (x) ; h (x)))

� m�ax
x2X

�Y (f (x) ; g (x)) + m�ax
x2X

�Y (g (x) ; h (x))

es decir
�1 (f; h) � �1 (f; g) + �1 (g; h) :

Por lo tanto (C0 (X; Y ) ; �1 (f; g)) es un espacio métrico.

Proposición 5.2 Si X es compacto y Y es completo entonces C0 (X; Y ) es completo.

Demostración: Sea (fk) una sucesión de Cauchy en C0 (X; Y ) : Entonces por de�ni-
ción, dada " > 0 existe k0 2 N tal que si k; j � k0 entonces �1 (fk; fj) < "; es decir
m�ax
x2X

�Y (fk (x) ; fj (x)) < ":

Observemos que �Y (fk (x) ; fj (x)) � m�ax
x2X

�Y (fk (x) ; fj (x)) < " para toda x 2 X;
entonces �Y (fk (x) ; fj (x)) < " para toda x 2 X; es decir, para cada x la suce-
sión (fk (x)) es de Cauchy en Y y como Y es completo. Entonces fk (x) ! f (x)
en Y; entonces �Y (fk (x) ; f (x)) < " para toda x 2 X si k � k0; por lo tanto
m�ax
x2X

�Y (fk (x) ; f (x)) < " si k � k0:
Con lo anterior tenemos que fk : X ! Y converge uniformemente a f : X ! Y: Es

decir, dada " > 0; existe k0 2 N tal que para toda x 2 X y para toda k � k0 se tiene
que

m�ax
x2X

�Y (fk (x) ; f (x)) < ":

Sólo falta demostrar que f 2 C0 (X; Y ) ; es decir, que f es continua para toda x 2 X:
Sean x0 2 X y " > 0:
Como (fk) converge uniformemente a f; entonces existe k0 > 0 tal que �1 (fk; f) <

"
3

para todo k � k0:
Como fk0 es continua, entonces existe � > 0 tal que

�Y (fk0 (x) ; fk0 (x0)) <
"

3
si �X (x; x0) < �;

• 
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entonces

�Y (f (x) ; f (x0)) � �Y (f (x) ; fk0 (x)) + �Y (fk0 (x) ; fk0 (x0)) + �Y (fk0 (x0) ; f (x0))

� "

3
+
"

3
+
"

3
= " si �X (x; x0) < �:

Por lo tanto, f es continua, es decir f (x) 2 C0 (X; Y ) :

De�nición 5.3 Sean X y Y espacios métricos. Decimos que f : X ! Y es uniforme-
mente continua si dada " > 0 existe � > 0 (que no depende más que de ") tal que para
cualesquiera x1; x2 2 X

�Y (f (x1) ; f (x2)) < " si �X (x1; x2) < �:

Lema 5.4 Si f : X ! Y es continua y X es compacto, entonces f es uniformemente
continua.

Demostración: Supongamos que f no es uniformemente continua, es decir, existe
" > 0 tal que para toda � > 0 en particular de la forma 1

k
con k 2 Nr f0g ; existen xk

y x0k tales que �X (xk; x
0
k) <

1
k
y �Y (f (xk) ; f (x

0
k)) � ":

Sabemos que X es compacto entonces por el Teorema 4.8 (xk) tiene una subsucesión
que converge a x 2 X; entonces (x0k) también tiene una subsucesión que converge a
x 2 X ya que

�X
�
x0kn ; x

�
� �X

�
x0kn ; xkn

�
+ �X (xkn ; x) :

Como f es continua, f (xkn) ! f (x) y f
�
x0kn
�
! f (x) en Y; lo cual implica que

�Y
�
f (xkn) ; f

�
x0kn
��
< ": Esto contradice nuestra suposición.

Queremos dar ahora una caracterización de los subconjuntos compactos deC0 (X; Y ) :
Para ello requerimos de los siguientes conceptos:

De�nición 5.5 Sea X un conjunto compacto. Un conjunto de funciones continuas
A � C0 (X; Y ) es equicontinuo si dada " > 0 existe � > 0 (que depende únicamente de
") tal que, para cualesquiera t1; t2 2 X y f 2 A;

�Y (f (t1) ; f (t2)) < " si �X (t1; t2) < �:

Ejemplo 5.6 Sea A = ffk : k 2 Ng y fk : [�1; 1]! R; donde fk se de�ne por:

fk (x) =

8<:
1 si 1

k
� x

kx si � 1
k
� x � 1

k

�1 si x � � 1
k

• 

• 
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f1

f2

A�rmamos que A no es equicontinuo.
Demostración: Supongamos que sí es equicontinuo. Consideremos " = 1 entonces

existe � > 0 tal que si jxj < � entonces jfk (x)� fk (0)j = jfk (x)j < 1 para toda k 2 N:
Sea k0 2 N tal que 1

k0
< �; como jfk (x)j < 1 para toda k 2 N; en particular para

k0; entonces jfk0 (x)j < 1 si jxj < �:

·, 

. , j 
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Como 1
k0
< �; entonces

���fk0 � 1
k0

���� < 1; pero fk0 � 1
k0

�
= 1; lo cual es una contradic-

ción.
Por lo tanto A no es equicontinuo.

El siguiente teorema se conoce como el teorema de Arzelá-Ascoli

Teorema 5.7 (Arzelá-Ascoli) Sea Y un espacio métrico completo y X un espacio
métrico compacto. Sea H � C0 (X;Y ) :
H es relativamente compacto si y sólo si H es equicontinuo y para toda x 2 X;

H (x) = ff (x) : f 2 Hg es relativamente compacto en Y:

Demostración: ))
Por la Proposición 5.2, C0 (X; Y ) es completo.
Sea H � C0 (X; Y ) relativamente compacto entonces, por la Proposición 4.11, H es

precompacto, es decir, dada " > 0 existe un número �nito de funciones fi 2 C0 (X; Y )
tal que para toda f 2 H se tiene que �1 (f; fi) <

"
3
para algún i:

Observemos que �Y (f (x) ; fi (x)) � �1 (f; fi) para toda x 2 X; entonces �Y (f (x) ; fi (x)) <
"
3
, es decir, H (x) es precompacto y como Y es completo entonces H (x) es relativamente
compacto.
Sean " > 0 y f 2 H; entonces existe fi 2 C0 (X; Y ) tal que �Y (f (x) ; fi (x)) < "

3
:

Como cada fi es uniformemente continua (Lema 5.4), existe �i > 0 tal que

�Y (f (x) ; f (y)) � �Y (f (x) ; fi (x)) + �Y (fi (x) ; fi (y)) + �Y (fi (y) ; f (y))

<
"

3
+
"

3
+
"

3
si � (x; y) < �i

Sea � = m��n f�i : i = 1; : : : ; ng ; � > 0: Entonces para toda f 2 H

�Y (f (x) ; f (y)) < " si � (x; y) < �:

Por lo tanto H es equicontinuo.
()
Por la Proposición 5.2, C0 (X; Y ) es completo entonces basta demostrar que H es

precompacto. Sea " > 0:
Sabemos que H es equicontinuo, es decir, dada " > 0 existe � > 0 tal que para

cualesquiera x1; x2 2 X y f 2 H

�Y (f (x1) ; f (x2)) <
"

8
si �X (x1; x2) < �:

Como X es compacto existen x1; : : : ; xm 2 X tal que X �
m
[
i=1
B (xi; �) :

• 
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Ahora, H (x) es relativamente compacto en Y para toda x 2 X; entonces H (xi) es
relativamente compacto en Y; con i 2 f1; : : : ;mg :
De�namos K = H (x1)[ : : :[H (xm) : Por de�nición H (xi) es compacto. Entonces

m
[
i=1
H (xi) es compacto, entonces K es compacto, es decir K es relativamente compacto

y por lo tanto precompacto. Entonces existen y1; : : : ; yn tal que K �
n
[
i=1
B
�
yi;

"
4

�
.

Sea � el conjunto de todas las funciones ' : f1; : : : ;mg ! f1; : : : ; ng : Claramente
� es �nito.
Sea L' =

�
f 2 H : �Y

�
f (xi) ; y'(i)

�
< "

4
; para toda i = 1; : : : ;m

	
:

Sea f 2 H: Consideremos f (xi) para toda i 2 f1; : : : ;mg : Como f (xi) 2 H (xi)
entonces f (xi) 2 K y por lo tanto f (xi) 2 B

�
yj;

"
4

�
para alguna j 2 f1; : : : ; ng : Sea

' de�nida por ' (i) = j para cada i;entonces ' 2 �; entonces f (xi) 2 B
�
y'(i);

"
4

�
; es

decir �Y
�
f (xi) ; y'(i)

�
< "

4
: Entonces f 2 L' por de�nición para alguna ' 2 �; y como

� es �nito entonces [
'2�
L' es una unión �nita de conjuntos.

Por lo tanto H � [
'2�
L':

Sólo falta demostrar que cada L' está contenido en una bola abierta de radio ":
Sean f; g 2 L' y x 2 X:
Para cada x 2 X existe i 2 f1; : : : ;mg tal que x 2 B (xi; �) ; ya que X �

m
[
i=1
B (xi; �)

y como H es equicontinuo tenemos que

�Y (f (x) ; f (xi)) <
"

8
y �Y (g (x) ; g (xi)) <

"

8

Por otro lado tenemos que

�Y (f (xi) ; g (xi)) � �Y
�
f (xi) ; y'(i)

�
+ �Y

�
y'(i); g (xi)

�
<

"

4
+
"

4

=
"

2

Ahora

�Y (f (x) ; g (x)) � �Y (f (x) ; f (xi)) + �Y (f (xi) ; g (xi)) + �Y (g (x) ; g (xi))

<
"

8
+
"

2
+
"

8

=
3

4
" para cada x 2 X:

Por lo tanto �1 (f; g) < " si f; g 2 L':
Para cada L' consideremos h 2 L': Denotémosla h': Observemos que �1 (h'; g) < "

para toda g 2 L': Es decir, L' � B (h'; ") ; entonces H � [
'2�
L' � [

'2�
B (h'; ") :
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Por lo tanto H es precompacto.

En particular, como todo espacio métrico compacto es completo se tiene que:

Corolario 5.8 Si X es un espacio métrico compacto entonces un subconjunto A de
C0 (I;X) es relativamente compacto si y sólo si A es equicontinuo.

Demostración: ))
Como X es un espacio métrico compacto, entonces, por el Teorema 4.8, X es com-

pleto. Observemos que I es un espacio métrico compacto.
Sea A � C0 (I;X) relativamente compacto entonces por el Teorema 5.7 A es

equicontinuo.
()
Como X es un espacio métrico compacto entonces, por el Teorema 4.8, X es com-

pleto. Sea A � C0 (I;X) y equicontinuo, observemos que A (x) = ff (x) : f 2 Ag � X
entonces por la Proposición 4.7 A (x) es precompacto y por la Proposición 4.11 A (x)
es relativamente compacto. Observemos que I es un espacio métrico compacto.
ComoA es equicontinuo, aplicando el Teorema 5.7 obtenemos queA es relativamente

compacto.

• 

• 



Capítulo 6

Compacidad en espacios de
trayectorias

Sean X un espacio métrico y �; � 2 X:
Consideremos el espacio de trayectorias

T�;� (X) =
�
� 2 C0 (I;X) : � (0) = � y � (1) = �

	
de � a � en X: Si este espacio fuese distinto del vacío y compacto podríamos aplicar
el Teorema 3.4 para obtener la existencia de una trayectoria geodésica de � a �: Por
desgracia no lo es y en la Proposición 6.1 se mostrará.
En este capítulo veremos que este problema se resuelve reparametrizando propor-

cionalmente con respecto a la longitud de arco. Con esto podremos asegurar ya la
existencia de trayectorias geodésicas.
�������

Proposición 6.1 Consideremos las trayectorias �k : [0; 1] ! R2 dadas por �k (t) =
(t; fk (t)) donde

fk (t) =

8<:
0 si a

2k
� t � a

2a� 2k+1t si a
2k+1

� t � a
2k

2k+1t si 0 � t � a
2k+1

y la métrica usual en R2: Esta sucesión no contiene ninguna subsucesión convergente
en T�;� (R2) ; donde � = (0; 0) y � = (a; 0) :

Antes de demostrar esta proposición notaremos lo siguiente:

Lema 6.2 Sea X un espacio métrico y (xn) una sucesión en X tal que � (xn; xm) = a
para toda pareja n;m 2 N; n 6= m; entonces (xn) no converge.

37
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Demostración: Supongamos que sí converge entonces (xn) es de Cauchy, lo cual es
una contradicción porque � (xn; xm) = a para toda n 6= m 2 N:

Corolario 6.3 Sea (xn) una sucesión tal que � (xn; xm) = a para toda n;m 2 N;
entonces (xn) no contiene ninguna subsucesión convergente.

Demostración: Sea (xnk) una subsucesión de (xn) : Renombremos a la sucesión así
(xnk) = (yk) ; entonces � (yn; ym) = a para toda n 6= m 2 N: Aplicando el Lema 6.2 se
tiene que (yk) no converge.

Por lo tanto (xn) no contiene ninguna subsucesión convergente.

Ahora demostraremos la proposición anterior.

Demostración de la Proposición 6.1.
Demostración: Sean las trayectorias �k : [0; 1] ! R2 dadas por �k (t) = (t; fk (t))

donde

fk (t) =

8<:
0 si a

2k
� t � a

2a� 2k+1t si a
2k+1

� t � a
2k

2k+1t si 0 � t � a
2k+1

• 

• 

a 
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Por el corolario anterior, basta probar que �1 (�k; �j) = a si k 6= j:

Primero veremos que m�ax
0�t�1

jfk (t)� fj (t)j = a para toda k 6= j:

Para esto basta mostrar que existe un punto t0 2 [0; 1] tal que fk (t0)� fj (t0) = a:
Sin perdida de generalidad, supongamos que k > j: Observemos que para t0 = a

2j+1
se

tiene que fk
�

a
2j+1

�
= 0 y fj

�
a

2j+1

�
= a pues a

2k
� a

2j+1
:

a 
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Entonces

�1 (�k; �j) = m�ax
0�t�1

�R2 (�k (t) ; �j (t))

= m�ax
0�t�1

jfk (t)� fj (t)j

= a si k > j:

Por lo tanto (�k) no contiene ninguna subsucesión convergente.

Este obstáculo se resuelve recordando que la longitud de una trayectoria no cambia
si la reparametrizamos por medio de una función no decreciente.
Dada cualquier trayectoria � : I ! X de longitud �nita podemos reparametrizarla

usando como parámetro la longitud de arco como sigue: Para cada t 2 I sea �t = � j[0;t]:
[0; t]! X la restricción de la trayectoria � al intervalo [0; t] :

Proposición 6.4 Si � : I ! X es una trayectoria de longitud �nita, entonces la
función

� : I ! [0; l (�)] dada por � (t) = l (�t)

es continua y no decreciente.

Demostración: Primero demostraremos que � es no decreciente.
Sea � 2 T�;� (X) y sean s; t 2 I tal que s � t:
Entonces �s = � j[0;s]: [0; s] ! X y �t = � j[0;t]: [0; t] ! X: Observemos que

l (�s) + l (�t�s) = l (�t) y como la longitud es no negativa entonces l (�s) � l (�t) : Por
lo tanto � (s) � � (t) :
Ahora demostraremos la continuidad.
Probaremos primero que � es continua por la izquierda en t0: Sea (tn) una sucesión

en [0; 1] tal que tn � t0 y tn ! t0: Sea ��n 2 C0 (I;X) de�nida como sigue:
��n (s) = � (stn) ; n = 0; 1; : : :
��n es una reparametrización de �tn : Por tanto l (��n) = l (�tn) : Probemos ahora que

��n ! ��0 en C0 (I;X) : Sea " > 0: Como � es uniformemente continua (Lema 5.4) existe
� > 0 tal que

� (� (t1) ; � (t2)) <
"

2
si jt1 � t2j < �:

Como tn ! t0 existe n0 2 N tal que jtn � t0j < � para toda n � n0: Por tanto,

jstn � st0j = js (tn � t0)j � jtn � t0j < �

para toda s 2 [0; 1] ; n � n0; y en consecuencia

� (��n (s) ; ��0 (s)) <
"

2
si n � n0 y s 2 [0; 1] :

• 
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Es decir
�1 (��n; ��0) < " si n � n0:

Como l : C0 (I;X)! [0;1) es s:c:i: (Proposición 2.5) obtenemos que

l (�t0) = l (��0)

� l��m inf
n!1

l (��n)

= l��m inf
n!1

l (�tn)

� l��m sup
n!1

l (�tn)

� l (�t0)

La última desigualdad se debe a que tn � t0 y � es no decreciente. Concluimos que

� (t0) = l��m
n!1

� (tn) :

Es decir
l��m
t!t�0

� (t) = � (t0) :

Probemos ahora que � es continua por la derecha en t0: Sea tn 2 [0; 1] tal que tn � t0
y tn ! t0: Consideremos la trayectoria � 2 C0 (I;X) y de�namos � (t) = � (1� t) ;
s 2 [0; 1] que se obtiene recorriendo a � en sentido inverso. Entonces ��n (s) = � (stn)
��n es una reparametrización de � tn : Por tanto l (��n) = l (� tn) : De manera análoga

al caso anterior se prueba que ��n ! �� 0 en C0 (I;X) :
Sean sn := 1� tn � s0 := 1� t0 y sn ! s0. Por el caso anterior,

l��m
n!1

l (� sn) = l (� s0) :

Ahora bien, l (� sn) = l
�
� j[tn;1]

�
y, por tanto,

l (�tn) = l (�)� l (� sn) :

En consecuencia

l��m
n!1

l (�tn) = l (�)� l��m
n!1

l (� sn)

= l (�)� l (� s0)
= l (�t0) :

Es decir,
l��m
t!t+0

� (t) = � (t0) :
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Por lo tanto � es continua.

Notemos con el siguiente ejemplo que � no es necesariamente biyectiva ya que puede
permanecer constante en algunos subintervalos de I:

Ejemplo 6.5 De�namos � : [0; 1]! R así:

� (t) =

8<:
3
2
t si t 2

�
0; 1

3

�
1
2

si t 2
�
1
3
; 2
3

�
3
2
t� 1

2
si t 2

�
2
3
; 1
�

Demostración: Mostraremos que � no es inyectiva, es decir, que existen x 6= y tal
que � (x) = � (y) :
Tomemos x = 1

3
y y = 2

3
; entonces

�

�
1

3

�
= l

�
� 1
3

�
=
1

2

�

�
2

3

�
= l

�
� 2
3

�
=
1

2

Por lo tanto � no es biyectiva.
Es importante notar que la trayectoria anterior es una curva en R y no en R2; pues

la curva en R2 sí es inyectiva.

Observemos que si � es constante en un subintervalo esto se debe a que � es constante
en dicho subintervalo.
Sea ~� : [0; l (�)] ! X dada por ~� (s) = �

�
��1 (s)

�
; donde �

�
��1 (s)

�
= � (t) si

t 2 ��1 (s) y ��1 (s) = ft 2 [0; 1] : � (t) = sg :

Proposición 6.6 ~� está bien de�nida, es continua y l (~�) = l (�) :

Demostración: Para ver que ~� está bien de�nida tenemos que probar que dado s 2
[0; l (�)] ; ��1 (s) 6= ? y que si t1; t2 2 ��1 (s) ; � (t1) = � (t2) : Entonces demostraremos
que � es suprayectiva, es decir, dado s 2 [0; l (�)] existe x 2 I tal que � (x) = s.

• 

• 

, --"--.~ /o./(,, )} 

x 
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Sabemos que � es continua en [0; 1] ; � (0) = 0 y � (1) = l (�) : Entonces por el
Teorema del valor intermedio dado s 2 [0; l (�)] existe x 2 [0; 1] tal que � (x) = s; es
decir ��1 (s) 6= ?:
Sean x1; x2 2 I tal que � (x1) = s = � (x2) ; entonces l (�x1) = l (�x2) ; por lo tanto

� (x1) = � (x2) :
Por lo tanto ~� está bien de�nida.
Probaremos ahora que ~� es continua.
Sea A � X cerrado. Como � es contínua, ��1 (A) es cerrado en I y, como I es com-

pacto, ��1 (A) es compacto. Por la Proposición 6.4, � es continua. Por tanto, � (��1 (A))
es compacto y, por ende, cerrado en [0; l (�)] : Pero ~��1 (A) = � (��1 (A)) : Esto prueba
que ~� es continua.
Sólo falta demostar que l (~�) = l (�) ; entonces

l (~�) = l (~� � �)

ya que � es una función continua y no decreciente, por lo que la composición no altera
la longitud. Ahora, por de�nición de ~� tenemos

(~� � �) (t) = �
�
��1 (� (t))

�
= � (t) :

Entonces
l (~� � �) = l (�)

por lo tanto
l (~�) = l (�) :

Notemos que ~� (s) es el punto tal que la longitud de la trayectoria ~� desde su inicio
hasta él es precisamente s:

Sean s1; s2 tales que 0 � s1; s2 � l (�) : Consideremos ~� (s1) y ~� (s1) : Como la
longitud de la cuerda entre dos puntos de una trayectoria es menor o igual que la

" 
, 

• 

, 
V,,¡ 

__ e 

" 
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longitud de la trayectoria entre dichos puntos, ~� es tal que

� (~� (s1) ; ~� (s2)) � l
�
~� j[s1;s2]

�
= js2 � s1j para cualesquiera 0 � s1; s2 � l (�)

Sea
�̂ : I ! X tal que �̂ (t) = ~� (l (�) t)

donde w (t) = l (�) t es una parametrización. Observemos que �̂ (t) = ~� � w (t) =
~� (l (�) t)
Sabíamos que ~� es continua y como w es continua, Entonces la composición es

continua. Por lo tanto �̂ 2 C0 (I;X) y es la reparametrización proporcional a la longitud
de arco de la trayectoria �:

Lema 6.7 l (�̂t) = l (�̂) t

Demostración:
�̂t = ~�l(�)t = ~� j[0;l(�)t]

pero
l
�
~� j[0;l(�)t]

�
= l (�) t

y además l (�) = l (~�) :

1 0, 11 

---"--+. 1 OJ( o) J 

x 
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Por tanto

l (�̂t) = l
�
~�l(�)t

�
= l

�
~� j[0;l(�)t]

�
= l (�) t

= l (~�) t:

Recordemos que �̂ = ~� � w y como w es una función continua y no decreciente
entonces por la proposición 1.5 se tiene que l (~�) = l (�̂) :
Por lo tanto

l (�̂t) = l (�̂) t

Denotemos por

L�;� (X) = f� 2 T�;� (X) : l (�) <1 y l (�t) = l (�) t; 8t 2 [0; 1]g

al espacio de todas las trayectorias � : [0; 1] ! X de � a � de longitud �nita parame-
trizadas proporcionalmente a la longitud de arco. Es inmediato comprobar que:

Proposición 6.8 Para toda � 2 L�;� (X) se cumple que

� (� (t1) ; � (t2)) � l (�) jt2 � t1j para cualesquiera 0 � t1; t2 � 1:

Demostración: Sean t1 � t2 2 I y sea � 2 L�;� (X) entonces

� (� (t1) ; � (t2)) � l
�
� j[t1;t2]

�
= jt2 � t1j l (�) :

Estamos listos para probar el teorema central de esta tesis.

Teorema 6.9 (Existencia de trayectorias geodésicas). Sea X un espacio métrico
compacto. Si existe una trayectoria de longitud �nita entre dos puntos � y � de X
entonces existe una trayectoria geodésica de � a � en X:

Demostración: Consideremos la restricción

l : C0 (I;X)! R [ f1g

• 

• 
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de la función longitud al subespacio L�;� (X) : Sea a <1 la longitud de alguna trayec-
toria de � a �: Como su reparametrización proporcional a la longitud de arco tiene la
misma longitud (Proposición 1.5) entonces

l�a := f� 2 L�;� (X) : l (�) � ag 6= ?:

De la proposición anterior se sigue que, para toda � 2 l�a;

� (� (t1) ; � (t2)) � jt2 � t1j l (�)
� jt2 � t1j a para cualesquiera 0 � t1; t2 � 1:

Dada " > 0 tomemos � = "
a
; entonces si jt2 � t1j < "

a
tenemos que

� (� (t1) ; � (t2)) � jt2 � t1j a
<

"

a
a

= "

por lo tanto l�a es equicontinuo. Entonces, por el Corolario 5.8, l�a es relativamente
compacto. Recordemos que l es s:c:i entonces por la Proposición 2.2 l�a es cerrado, por
lo tanto es compacto.
Por Teorema 3.4 tenemos que l alcanza su mínimo en �0 en L�;� (X) y, como todas

las trayectorias de � a � en X se pueden reparametrizar proporcionalmente a la longitud
de arco sin cambiar su longitud, �0 es una trayectoria geodésica de � a � en X: • 
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