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SUMMARY

In this work a computational model is developed for the incompressible and immiscible two-
phase flow problem in porous media. The problem is presented on the basis of two coupled
mixed models: a total velocity-global pressure (u, p)-problem and a saturation flow-saturation
(w, s)-problem, on a three-dimensional spatial domain €2, with boundary 0. Next, each
mixed problem is reformulated as a family of mixed subproblems with local dependent fields
(ue, pe) and (w,, s.) on nonoverlapping subdomains €2, with internal boundaries I'. = 9, N2,
e =1,2,..., F, in order to obtain the macro-hybrid mixed version of the problem. The macro-
hybrid mixed variational formulation of the two-phase problem is then given by incorporating
the boundary conditions on the external boundaries 92, \I'., and modeling the continuity con-
straints of transmission across the interfaces I'cy = I'. NIy, 1 < e < f < E, in terms of
a subdifferential problem. The transmission subdifferential subproblem establishes the dual-
ity relation between the global pressures r. and the saturations p. on the internal bound-
aries I'y, e = 1,2,..., . The discretization of the two coupled mixed problems is produced
by finite dimensional internal approximations of the continuous framework, and implemented
via finite element techniques; the discrete fields of the computational model are in this way:

{ue, we} € H(div; {Qe}), {pe, sc} € L2({Q}), {re} € HY2({Tc}) and {p.} € H-V*({Te}).

With the purpose of generating parallel iterative algorithms for the numerical resolution of the
macro-hybrid mixed finite element schemes, exact penalized augmentations are introduced. In
this way, proximal-point algorithms are produced, which complete the computational modeling
of the two-phase flow problem.

Finally, several computational experiments are performed and analyzed. In these experiments
different boundary conditions and domain decompositions are considered, and the results are
presented in a chromatic-vectorial format.



RESUMEN

En este trabajo se desarrolla un modelo computacional para el problema de flujo bifésico in-
miscible incompresible en medios porosos. El problema es planteado en base a dos modelos
mixtos acoplados: velocidad total-presion global (u,p) y flujo de saturacién-saturacién (w, s)
sobre un dominio §2. A continuacién, cada problema mixto (u,p) y (w, s) es replanteado como
un conjunto de subproblemas mixtos (ue,p.) y (We, S¢) sobre subdominios disjuntos €., obte-
niendose la version macrohibrida mixta del problema. En seguida, la version macrohibrida
mixta es formulada variacionalmente, incorporando las condiciones de frontera sobre 99.\I'.
y restricciones de continuidad de los campos sobre I'., en forma subdiferencial para cada sub-
problema. Para manejar las restricciones de continuidad, se introducen dos nuevos campos:
la presién global de frontera interna r. y la saturacién de frontera interna p.. Hecho esto,
se replantean los subproblemas mixtos en espacios de dimension finita, asociando los campos:
{ue,w.} € H(div, Q). {pers.} € L), {r.} € HYA(T,) y {p.} € H-VA(T,), y obteniendo
de esta manera, la versiéon macrohibrida mixta discreta del problema.

Por 1ltimo, se construye la version aumentada del modelo macrohibrido mixto discreto, y con
base en ella se plantea un algoritmo de punto préximo para su resolucién. Este algoritmo se
codifica para obtener el modelo computacional para el problema de flujo bifasico.

Con el modelo desarrollado, se realizan distintos experimentos numéricos considerando diversas
condiciones de frontera y un nimero variable de subdominios -uno a siete-, con el propdsito de
establecer su funcionalidad y estabilidad. Los resultados de dichos experimentos, se presentan
en un formato cromatico-vectorial.



Introduccion

Considerando la gran importancia préactica que tiene la modelaciéon computacional de flujo
multifasico en la explotacién de mantos petroliferos y agua subterranea, el tratamiento de
problemas de contaminacién de aguas subterraneas y superficiales, asi como la intrusion salina
en acuiferos costeros [8, 43, 44, 45, 47|, resulta natural que exista gran interés en su estudio y
desarrollo dentro del ambito de la comunidad cientifica.

Con base en esta consideracién, en este trabajo se plantea modelar computacionalmente el
flujo de dos fluidos inmiscibles incompresibles en un medio poroso, utilizando una metodologia
que contempla: formulaciones variacionales macrohibridas mixtas, aproximaciones de elemento
finito mixto y algoritmos de resolucién de punto préximo.

Esta metodologia, que en el escenario actual de la modelacién computacional involucra con-
ceptos como modelos macrohibridos, descomposicion de dominio, elementos finitos mixtos y
programacion en paralelo, ofrece las herramientas basicas que permiten tratar dificultades aso-
ciadas a problemas de flujo multifasico tales como: una aproximacién numérica adecuada de
los campos de velocidad y concentracidn; la presencia de altas heterogeneidades y anisotropias
en los parametros fisicos; redes de fracturas en las diversas formaciones geoldgicas; la escala
espacial de los sistemas y su irregularidad geométrica.

Para abordar los problemas asociados con alta heterogeneidad y anisotropia que presentan las
propiedades fisicas de un reservorio, es necesario tener la mejor aproximacion posible del campo
de velocidades cuando se estudian fenémenos de transporte, lo que nos lleva a considerar una
formulacién mixta del problema para aproximar simultaneamente los campos primal y dual.
Una de las metodologias con que se cuenta en la actualidad para tratar este tipo de problemas
es la de elementos finitos mixtos, que ha sido ampliamente estudiada [21, 26], y aplicada a
la modelacién de flujo multifdsico en el subsuelo [27, 28, 29], teniendo en la actualidad bases
firmes para su aplicacion sistematica a este tipo de problemas.

Al considerar sistemas espaciales tridimensionales, surge de manera natural la necesidad de
un enfoque macrohibrido para su modelacion, en donde el sistema global es descompuesto en
un conjunto de subsistemas interactuando a través de sus fronteras internas, via condiciones
de transmisién para establecer la continuidad de los campos primales y duales [30]. Con base
en este enfoque, la interaccién de los subsistemas puede ser realizada por medio de procesos
computacionales en paralelo, en donde se pueden utilizar varias estrategias para el proceso de
sincronizacién, como pueden ser modelos con restricciones y métodos de dualizacién conforme
y no-conforme.

De acuerdo con lo anterior, en la simulacién numérica de flujo bifasico tridimensional en un
medio poroso que se pretende realizar en este trabajo, se hard uso de los siguientes conceptos:
formulaciones variacionales macrohibridas, aproximaciones de elemento finito mixto y algorit-



mos iterativos de proximacién. Siguiendo el trabajo desarrollado por Alduncin [13, 17|, se
hara uso de la metodologia subdiferencial para la modelacién variacional macrohibrida del
problema, y la metodologia de resolventes para generar algoritmos iterativos de resolucion
dualidad-penalizacion tipo Uzawa.

Los aspectos fundamentales que seran desarrollados en este trabajo para la generacién del
modelo computacional son los siguientes.

a) Planteamiento de modelos fisicos desde un punto de vista de la Mecédnica del Continuo, con
base en ecuaciones de balance, ecuaciones constitutivas y restricciones.

b) Construccién de modelos variacionales mixtos para la aproximacién simultdnea de los campos
primales y duales con condiciones de frontera generales.

c¢) Generacién de modelos variacionales macrohibridos mixtos, con la restriccién de continuidad
de los campos primales y duales a través de las fronteras internas, para tratar las discon-
tinuidades en los parametros fisicos de las estructuras geoldgicas y redes de fracturas.

d) Derivacién de los algoritmos numéricos de dualidad y penalizacién exacta tipo Uzawa,
para producir sistemas numéricos bien condicionados y procesos recursivos apropiados para
el computo en paralelo.

El trabajo ha sido estructurado de la siguiente manera. Los capitulos 1 a 4 estan divididos
de manera sistematica en dos partes. En la primera se presentan los conceptos tedricos y
metodoldgicos que seran usados durante el desarrollo de la tesis, y en la segunda, se aplican
éstos al planteamiento, formulacion, aproximacién y resolucién del problema bajo estudio.

En el capitulo 5 se presentan las caracteristicas que tiene el software desarrollado para simular
el flujo bifasico tridimensional en medios porosos, indicando geometrias, tipo de elemento finito
usado y relacion entre las mallas de los subdominios con las mallas de frontera interna.

En el capitulo 6 se muestran los resultados obtenidos de diferentes simulaciones realizadas,
considerando diversos escenarios, diferentes propiedades fisicas, distintos mallados y condiciones
de frontera.

Por 1ltimo, se presentan las conclusiones con base en los planteamientos hechos y los resultados
obtenidos.



Capitulo 1

cpNSTRUCCI(')N DE MODELOS
FISICOS

INTRODUCCION

En este capitulo se presentan los conceptos basicos fisicos y matematicos, que se utilizan en el
planteamiento de los modelos fisicos. En la primera seccién se hace la presentacion de dichos
conceptos, y en las secciones posteriores, se utilizan en la construccion de diversos modelos
fisicos de flujo en medios porosos.

En la ultima seccion de este capitulo, con base en los conceptos presentados con anterioridad,
se construye un modelo de flujo bifasico inmiscible incompresible en un medio poroso, tema
central de este trabajo, y se presentan algunas de las posibles formas en las que se puede
abordar este problema, indicando las razones por las que, en este trabajo, se adopta un enfoque
macrohibrido mixto del modelo.

Los elementos usados en el planteamiento del modelo fisico para el problema de flujo bifésico,
contemplan conceptos como: presion global, presion capilar, permeabilidad relativa, velocidad
total, saturacion y flujo de saturacion. Dichos conceptos son de dominio piblico y son amplia-
mente usados dentro del &mbito de la Mecdnica Computacional [4, 6, 7, 8, 25]. Otros conceptos
adicionales utilizados en este trabajo son: modelos macrohibridos y macrohibridos mixtos, que
permiten el replanteamiento de un problema global como un conjunto de subproblemas, y el
planteamiento de un problema considerando su campo primal o dual y sus correspondientes
flujos [21, 26, 27, 28, 29, 30, 31]. Estos conceptos, han adquirido gran importancia en la
actualidad, dentro del area de la modelaciéon computacional.

1.1 PRINCIPIOS BASICOS

Para desarrollar el objetivo principal de este capitulo, consideramos de utilidad presentar al-
gunos de los conceptos basicos que son usados en la construcciéon de los modelos, con el propésito
de hacer mas clara la exposicion.

Entre los elementos basicos que se utilizan para el planteamiento de un modelo fisico, se con-
sideran los siguientes.

a) Ecuaciones de balance,



b) Ecuaciones constitutivas y,
¢) Ecuaciones de estado.

Las primeras expresan como cambia en el tiempo de manera global, la masa, la energia, el
momentum, el campo eléctrico, etc. dentro del sistema debido a fuentes, sumideros y a la
interaccién con su medio ambiente. Las segundas expresan como se mueven o deforman los
distintos materiales, cuando se encuentran sujetos a esfuerzos o a una distribucién de fuerzas.
Las ultimas establecen las relaciones que deben guardar los distintos campos que describen los
cuerpos materiales.

Los conceptos enteriores y sus correspondientes expresiones matematicas, son usados para el
planteamiento de modelos fisicos que describen sistemas reales dentro del ambito de la Mecanica
Computacional, la que a su vez, permite realizar simulaciones para conocer el comportamiento
de tales sistemas.

Las entidades fisicas con las que se trabaja en estos modelos, estan expresadas desde un punto
de vista de la Mecéanica del Continuo, en donde cada punto material estd relacionado con un
punto espacial [1], y los materiales pueden idealizarse como constituidos de forma continua, sin
huecos ni separaciones en su interior. Este concepto es el utilizado para expresar cantidades
como masa, energia, momentum, etc.

Entre los conceptos basicos que son utilizados en la construccion de un Modelo Fisico, se
encuentran los siguientes.

El Teorema de Transporte de Volumen,
El Teorema de Transporte de Reynolds vy,
El Principio de Conservacion de Masa para un Volumen de Control.

Estos conceptos tienen gran importancia dado que, con base en ellos, se establecen las ecuaciones
de balance, uno de los elementos basicos utilizados en la construccién de los modelos fisicos.
Una presentacién detallada de cada uno de estos conceptos, se encuentra en [1].

Teorema 1.1 Teorema de Transporte de Volumen

Sea B un cuerpo y P una parte de él. Entonces, para cualquier tiempo ¢t > 0, se tiene

ivol(Pt) = / (detF)*dV = / divedV = v - ndA. (1.1)
dt P Py P

En esta expresién (detF')® y dive representan la razén de cambio de volumen por unidad de
volumen, (detF')* es la medida por unidad de volumen en la configuracién de referencia y, dive
es la medida por unidad de volumen en la configuracién deformada.

Para establecer este resultado, consideremos un cuerpo B y escribimos

P, =x(P,t), (1.2)

para la region del espacio ocupada por P al tiempo ¢, entonces

vol(P,) = /Pt dv. (1.3)

representa el volumen de P al tiempo ¢.



Ahora bien, usando el gradiente de la deformacion F = grady, la ecuacién anterior se puede
expresar como

vol(P,) = /P(detF)dV, (1.4)
entonces, la derivada temporal de vol (P;) se puede expresar como
d(vol(Py)) .
L /P(detF) av. (1.5)

Desarrollando el integrando de la expresién anterior se tiene,
(detF)* = (detF)tr (F*F ") = (detF)trLy,,
pero
trL = tr(gradv) = divv,
en consecuencia
(detF)* = (detF)(divv),,.
Entonces, la derivada temporal de vol (P;) queda expresada como
d(VOl(Pt))
dt

La ecuacién anterior representa el Teorema de Transporte de Volumen que de manera secuencial
se puede expresar como,

d(VOl(Pt ) )
dt

_ /P(detF)(divv)deI /Pt<divv>dV (1.6)

= detF)*dV = detF)(divv),,dV
Jp(detF)dv = [ (detF) (divo) .

= [, [@iv)av = | v-nda.

El Teorema de Transporte de Reynolds, establece lo siguiente.

Teorema 1.2. Teorema de Transporte de Reynolds.

Sea B un cuerpo y P una parte de el, y consideremos un campo espacial suave ¢ con valores
escalares o vectoriales. Entonces, para cualquier P C B y para cualquier ¢ > 0, se tiene que

d .
= /Pt ddV = /Pt (®* + ®divw) dV,

(1.8)
d )
—/ <I>dV:/ oAV + [ dv-ndA,
dt P, P. P
donde, la notacién ®* y & indican % y %—f respectivamente.

Para establecer este resultado se hace lo siguiente. Con base en la expresién (1.6)
/ (divv),, detFdV = / divodV,
P P.

se tiene que



d d
2 ad :—/ ®, detF)d :/ &, detF)" dV. 1.9
dt/PtthP(e)V p (PmdetF)"dV. (1.9)
Ahora bien
(®,,detF)* = ®° detF + ®,,(detF)*
= @2 detF + @,,detF (divv),,
= (®* + Odivv),, detF,
entonces

4 / odV = / (®,,detF)* dV
it Ip, P

(1.10)
— /73 (@° + ®divv), detFdV = /73 (@° + ®divw) dV.
con lo que se obtiene la primera parte del Teorema 1.2.
Para la segunda parte considérese la identidad
P* =9 + gradd - v
=& + div(dv) — ddivw,
entonces se tiene la expresién
D* + Odive = O + div(dv), (1.11)
sustituyendo (1.11) en (1.10) y haciendo uso del Teorema de la Divergencia se tiene
d /
= [, eav = [ @'av Bv - ndA, 1.12
at /Pt P o, 20T (1.12)

con lo cual se tiene la segunda parte del Teorema 1.2.

Para establecer el Principio de Conservacién de Masa para un Volumen de Control, primero se
establece éste para regiones en movimiento, y a continuacién se hace para una regién fija en el
espacio. Para la primera parte se tiene lo siguiente.

Considerando que la masa es una distribucién continua, dada cualquier deformacién f de un
cuerpo B, existe un campo de densidad Pf sobre f (B) . Entonces la masa m (P) de cualquier

parte P de B esta dada por

m(P) = /f(P) Pf av. (1.13)

Ahora bien, la masa de cualquier parte P de B no puede ser alterada por una deformacién f,
en consecuencia se tiene que

— dVv = av v By V : 1.14
mP)= [ opdv =] g PCByY fg (114)



Sea pg el campo de densidad Pf cuando f(p) = p para cualquier p € B, entonces py(p) indica

la densidad en p en la configuracion de referencia. Con base en la densidad de referencia py, se
establece la densidad en todas las deformaciones de acuerdo a lo siguiente.

Sea f una deformaciéon de By F = grad f, entonces la densidad de referencia py(p) y la
densidad Pf (z) en el lugar = f(p) estdn relacionadas por

pf (@)detF (p) = po(p). (1.15)

De manera general, dado un movimiento x de B siempre se puede escribir Pf (z,t) para la
densidad en el lugar x € B; en la deformacién x(-,t). De esta manera p(z,t) esta definida por

P(2.0) = (@) = o, (1.16)

de donde se desprende que, p(x,t) es la descripcion espacial de po(p)/detF (p,t) y es referida
como la densidad en el movimiento x(, ).

Como consecuencia de lo anterior, la masa m(P) de cualquier parte P de B dado un movimiento
X, se puede expresar como

m(P) = / p(x,t)dVe = / pdV, (1.17)
Pt Pt
y dado que la masa de un cuerpo no cambia bajo una deformacion,
4 dV =0 (1.18)
dt Ptp o '

La ecuacion anterior expresa el principio de conservacion de masa para una region P, que se
mueve con el cuerpo.

Para la segunda parte del principio de conservacion de masa, considérese una region R fija en el
espacio, llamada un volumen de control. Por un volumen de control en un tiempo ¢, se entiende
una region regular acotada R con R C B, para todo 7 en alguna vecindad de . En muchas
ocasiones resulta conveniente concentrarse en lo que ocurre en esta region fija del espacio, en
lugar de observar el movimiento de los cuerpos.

Con base en este enfoque, el principio de conservacién de masa considerando un volumen de
control se expresa de la siguiente manera.

%/Rp(“)d V=- /aR p(z, t)v(z,1) - n(x)dAg. (1.19)

Esta ecuacion establece la Conservacién de Masa para un Volumen de Control y afirma que:
la razoén con que se incrementa la masa en R, es igual al flujo de masa hacia el interior de R a
través de su frontera.

Aqui, n es el vector normal unitario a IR, pv - n representa el flujo de masa por unidad de
area saliendo de R a través de su frontera.

Un ultimo concepto que se enunciard sin demostracion en esta seccion, es el Teorema de Lo-
calizacion. Este concepto tiene importancia debido a que permite deducir las ecuaciones de
campo locales a partir de las formulaciones globales. Dicho Teorema establece lo siguiente.



Teorema 1.3. Teorema de Localizacidn.

Sea ® un campo escalar o vectorial continuo sobre un conjunto abierto R. Entonces dado
cualquier g € R se tiene que

lim 1
B(zo) = — | @d 1.2
(@) =5 _ vol(Qs) Jas Y (1.20)

donde Qs(6 > 0) es una bola cerrada de radio § centrada en xy. Por lo tanto, si
/ ®dV = 0, (1.21)
Q
para cualquier bola cerrada {2 C R, entonces

® = 0. (1.22)

Los conceptos anteriores resultan ser basicos en la construcciéon de modelos fisicos, ya que es
a partir de estos que se obtienen las ecuaciones de balance globales y locales. Su importancia
sera evidente en la siguiente seccion.



1.2 MODELO COMPRESIBLE DARCIANO

En esta seccion se hara uso de los conceptos anteriores con el propésito de plantear algunos
modelos fisicos relacionados con el flujo y transporte de fluidos en el subsuelo. De manera
concreta, se plantearan los modelos de flujo monofasico Darciano Compresible e Incompresi-
ble considerando una formulaciéon mixta velocidad-presion, el modelo primal de transporte de
contaminantes y por ultimo, se plantearan las ecuaciones que constituyen el modelo de flujo
bifésico en un medio poroso. Para plantear el primero de ellos, considérese lo siguiente.

Sea 0 C R3 un dominio fijo tridimensional, con frontera 9 Lipschitz continua. Fisicamente,
este dominio representa un medio poroso en el cual se plantearan los modelos fisicos de flujo
monofésico, de transporte y bifasico, considerando que el campo macroscopico de velocidad de
Darcy wu, es valido a este nivel [3, 4].

Considérese en un tiempo t € (0,7),7 > 0 una parte material P;(x) del dominio fijo €2,
alrededor del punto « € 2. Entonces, de acuerdo con el Teorema de Transporte de Reynolds,
la variacion en el tiempo de la masa m contenida en P; considerando fuentes y sumideros en el
interior de Py, puede ser expresada como,

d
—m(Py) = / ( (p9) + d1v(p¢va)> dQ= [ qdQ. (1.23)
P ot Pt

donde, ¢[-] es la porosidad cinemética del medio, p [ML™?] es la densidad de masa del fluido,
va [LT7Y] es la velocidad promedio del fluido y, § [ML T '] es la razén de flujo de masa de
fluido.

Ahora bien, si se aplica a la expresion anterior el Teorema de Localizacién, en donde por medio
de un proceso continuo contraemos P;(x) hacia el punto € €, se obtiene lo siguiente

A(pd)
ot

Conjuntando la expresiéon anterior con la ecuacion constitutiva de Darcy, que describe el
movimiento de un fluido en un medio poroso a nivel macroscopico por medio del campo de
velocidad u, se llega a establecer el modelo de flujo Darciano en un medio poroso por medio
del siguiente sistema de ecuaciones.

+div(pov,) =q¢ en Qx(0,7). (1.24)

uK‘lu = —gradp+ pg
en Qx(0,7). (1.25)
<§t¢) +div(pu) = q

donde, la velocidad de Darcy u y la velocidad promedio v, estan relacionadas por u = ¢v,, y
1 es la viscosidad del fluido.

Considerando que la densidad p del fluido y la porosidad ¢ del medio son funciones de la presiéon
p, la derivada temporal en el sistema anterior queda expresada como

Dy (122 22) 2 =



que expresan la compresibilidad del fluido y del medio poroso en funcién de p. Entonces, de
manera explicita, el modelo de flujo compresible Darciano en un medio poroso queda expresado
como

w(pK) ' (p)w = —grad p+ p(p)g,

a¢ 8/) ap ) A en €)X (O,T), (1.27)
(pap —i—qbap) Y +divw = ¢,

donde, se ha introducido la razén de flujo de masa w = pu [ML>T'].

Por 1ltimo, se establece la interaccion del sistema con su exterior y su estado inicial por medio de
una condicién de frontera tipo Neumann de flujo de masa normal prescrito w, y una condicién
de frontera tipo Dirichlet de presién prescrita p y la respectiva condicion inicial del sistema

w-n = W, sobre 0Oy x(0,7),
p = p, sobre 0Qpx(0,7T), (1.28)
p(0) = Do, en Q.

donde, 02 = 00y U 0Qp.

El sistema de ecuaciones (1.27), conjuntamente con las condiciones de frontera y la condicién
inicial (1.28), constituyen un modelo de flujo monofdsico mizto dual compresible Darciano, flujo
de masa-presién (w — p) en un medio poroso, en el cual la densidad del fluido p y la porosidad
del medio ¢ son funciones de la presion p.

1.3 MODELO INCOMPRESIBLE DARCIANO

Ahora bien, considerando que la densidad del fluido p y la porosidad del medio ¢ son indepen-
dientes de la presién p, se obtiene el sistema de ecuaciones

pK 7 (z)u(z) = —gradp(z)+ pg,
~ z €, (1.29)
divu(z) = M,
p
que, complementado con sus condiciones de frontera

w-n = U, Ssobre 0Qy,
(1.30)

p = p, sobre 0fQp.

constituyen el modelo de flujo monofdsico mixto dual incompresible Darciano, velocidad-presion
(u — p) en un medio poroso.

En este caso, solo se necesita especificar la interaccién del sistema con su exterior.

1.4 MODELO DE TRANSPORTE DE CONTAMINANTES

Continuando con la aplicacién de los canceptos basicos a la construccion de modelos fisicos, a
continuacion el problema del transporte de contaminantes. Para ello, se considera como antes
una parte material P; de un dominio de flujo fijo © en un tiempo ¢ € (0,7),7 > 0.
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Sea ¢ [ML ] la concentracién de masa del contaminante en la mezcla. Entonces, la variacién
temporal de la concentracion para cualquier parte P; del dominio €2 puede ser expresada como

i/ ¢c d) = / {6(¢c) + div(qzﬁcua)} dQ= [ q(c—rc)dQ— / s-n doS) (1.31)
dt Jp, Py ot Py P,

donde, ¢ es la concentracién de las fuentes en puntos de inyeccion, y c¢ es la concentracién en
puntos de extraccién. Los términos gé — gc [ML T '] representan las fuentes-sumideros del
sistema, s [ML™>T '] representa el flujo difusivo-dispersivo del contaminante y m es el vector
normal unitario exterior a la frontera de P;, OP;.

Entonces, haciendo las siguientes consideraciones: el medio es no-deformable, ¢ constante en el
tiempo; la Ley de Darcy es vélida para el movimiento de la mezcla u = ¢u,; el flujo difusivo-
dispersivo del contaminante estd expresado por s = —D(u)grad c, aplicando el Teorema
de la Divergencia y el Teorema de Localizacién, en donde por medio de un proceso continuo
contraemos P;(x) hacia el punto x, se obtiene

% +div(cu — D(u)gradc) = g(c—c), en Qx(0,7) (1.32)
donde, D[L?T!] denota el tensor de difusién-dispersién [5, 6], que depende de la velocidad

macroscépica u.

La ecuacion anterior constituye el modelo de transporte de contaminantes en el que se puede
distinguir una parte advectiva div(cu), y una parte difusiva div(D(u)gradc). Para comple-
mentar este modelo, se han de especificar sus condiciones de frontera y su condicién inicial, de
la siguiente manera.

¢ = ¢ sobre 0Q% x(0,7),
(1.33)

—D(u)gradc-n = w,, sobre 00Q% x (0,7,
c(0) = &, en (1.34)

Como en los casos anteriores, considerando la frontera del dominio de flujo constituida por sus
partes disjuntas Neumann y Dirichlet 02 = 0Qx U 0€Qp.

1.5 MODELO BIFASICO DE FLUJO

Como ultima aplicaciéon de los conceptos béasicos a la construccion de modelos fisicos y tema
central de este trabajo, se presenta el modelo bifasico de flujo inmiscible incompresible en un
medio poroso.

Para esto, considerando un dominio €2 y dos fases fluidas que se denotaran por o = w para
la fase mojante y o = n para la fase no-mojante, en el intervalo de tiempo (0,T), T > 0 sin
transferencia de masa entre las fases. Se denotard también por s, [-] @ = {w,n}, el campo
de saturacion volumétrica de la fase a, relacionada con el contenido volumétrico de la fase a
en términos de la porosidad ¢ por medio de ¢, = ¢s,. De manera andloga, se denotaran las
permeabilidades efectivas de cada fase K, [L?] relativas a la permeabilidad intrinseca del medio
K [L?] por K, = kyo(54) K, siendo k.o (s,) la permeabilidad relativa de la fase o dependiente
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de la saturacién de la fase a. Entonces, denotando la velocidad macroscépica de Darcy para
la fase a por u, = @PuUq., €l sistema de ecuaciones que describe el flujo bifasico inmiscible
incompresible en un medio poroso se puede expresar para @ = {w,n} como

Uy = _MK(QTGd Po — pag)7
He en Qx(0,T), (1.35)
M + divu, = q,
at (e qOC?
sujetas a la restriccion de saturacion total del medio
Sw+ Sp =1, (1.36)

y complementadas por la relaciéon entre presion acuosa p,,, presiéon no-acuosa p, y presion
capilar p. [3, 4].

Pe(8) = Pw — Pa- (1.37)
La presiéon capilar desde un punto de vista microscdpico para un sistema multifasico, esta
relacionada con efectos de cohesién y adhesion molecular entre las fases. A nivel macroscépico,

estos efectos son expresados por medio de una relacién entre la saturacién de las fases y la
presién capilar [7].

Para que este problema quede completamente determinado, habra que especificar la interaccién
del sistema con su medio ambiente y su estado inicial, algo que se hard mas adelante cuando
replantee el modelo anterior como dos modelos mixtos acoplados. En este punto resulta con-
veniente hacer una pequena discusion acerca del objetivo principal de este trabajo.

En el desarrollo de este trabajo se muestra como, de manera sistematica, un problema es llevado
desde su plantemiento fisico hasta la concrecion de su modelo computacional. Con base en este
enfoque, se abordara el problema de flujo bifdsico inmiscible incompresible en un medio poroso,
para llevarlo desde el planteamiento de su modelo fisico hasta la obtencién de resultados via su
modelo computacional.

La metodologia a seguir [9], estd enfocada a desarrollar los siguientes puntos.

Planteamiento del problema.

Formulacién variacional del problema.

Replanteamiento del problema en espacios de dimensién finita.

Algoritmos de resolucién para los sistemas de ecuaciones lineales o no-lineales resultantes.
5. Construccion del modelo computacional asociado.

Ll

Cada uno de estos aspectos se desarrolla en un capitulo por separado en este trabajo, y en cada
capitulo se presentan los fundamentos tedricos de cada uno de ellos.

Establecida la metodologia que se seguira y también el problema que se abordard, se desarrolla
a continuacion el primer punto. Los restantes seran desarrollados paso a paso en los capitulos
posteriores.

En el planteamiento del problema de flujo bifasico inmiscible incompresible en un medio poroso,
se tienen de manera explicita: dos ecuaciones que describen la velocidad macroscopica de cada
fase; dos ecuaciones mas que establecen la conservacion de masa para cada fase o la variacion
temporal local de masa en cada fase; una ecuacién para la restriccién de saturacion total del
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medio; y por ultimo, la relacién entre presién acuosa p,,, presion no-acuosa p, y presion capilar

p.. Las correspondientes ecuaciones se presentan a continuacién, aclarando que se han hecho
algunas hipotesis de trabajo, y se usa la siguiente notacién.

densidad acuosa y no-acuosa Pw = cte, pn = cte,

viscosida acuosa y no-acuosa [y = cte, Wn = cte,

permeabilidad relativa acuosa y no-acuosa k. (S, ) = k(S),  krn(S, ) = kmn(s),

permeabilidad absoluta y saturacién acuosa K = K(z), S = Sup-

Las velocidades de Darcy y ecuaciones de balance de masa para cada fase asi como las restric-
ciones complementarias, son las siguientes.

Uy = —Wﬂgmd Pw — Pul),
U, = —Mjn)K(gmd Pn = Png),;
O(Psy . .
% + divety = Gu, en x(0,T) (1.38)
3(2;%) + divu, = Gp,
Sw+ Sp =1,
Pe(Sw) = Pw — Pn-

Considerando que la porosidad del medio no cambia en el tiempo y aplicando la restriccion de
saturacion total del medio, el sistema anterior se puede expresar como

kT"LU 8’!1/

Uy = —#K(grad Pw — pwg)7
krn Sn

Uy = — ( )K(gmdpn — Pn9),

n

08w
Qs% + diV’U,w - q\wv

0Sw . .
—¢% + divu, = gn,

en Qx(0,7T). (1.39)

Sw+ sp =1,

pc<3w) = Pw = Pn,
Para tratar el sistema (1.39), se consideran tres formulaciones fundamentales.

1) La formulacién velocidad-presion (., py, Un, Pn) para cada fase.

2) La formulacién velocidad-presién acuosa-saturacion no-acuosa (U, P, Sn)-
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3) La formulacién velocidad total-presion global-flujo de saturacién-saturacién (u, p, w, Sy,).

Para la primera formulacién, requerimos la invertibilidad de la funcién de presién capilar p.(s.,,),
esto es, considerando la monotonia de p.(s,) [7], invertimos ésta para obtener

Sw = p(?l(pw - pn) = gw(pw - pn)a (140)

y de la relacion entre las saturaciones

Sy = 1-— Sw — 1— gw<pw _pn) - gn<pw _pn)- (141)

Entonces, con base en las expresiones (1.40) y (1.41), la formulacién velocidad-presién para
cada fase queda expresada como

k'f‘w Sw
Uy = _#K(gradpw - pwg)7

622 diva, = G,

K (Sn) en Qx(0,T) (1.42)
U, = —TK(gradpn — png);

¢% + diva, = G,

La segunda formulacién se obtiene expresando las ecuaciones para la saturacién total y la
presién capilar, en la forma

Sw=1— Sn; Pn = Puw +pc<1 - Sn)a (143)

y combinandolas con las restantes del sistema (1.39), se obtiene

krw 1-— Sn
Uy = —%K(de Pw — Pwg);
(1 — sy) . L
¢T + divuy, = Gu, en € x(0,T) (1.44)
0s,, . ks, ~
ng - le{M—K(QT’ad (Pw = Pe(1 = 50)) = Pn@)} = G,

Las formulaciones anteriores (1.44) y (1.42) tienen cada una sus ventajas y desventajas [7]. Sin
embargo, en este trabajo deseamos explotar la metodologia propuesta en [9], y aprovechar las
ventajas que ofrecen los modelos macrohibridos mixtos [2,15, 21, 26, 27], de una buena aproxi-
macién numérica para el campo de velocidades al tratar problemas con alta heterogeneidad y
anisotropia en los pardametros fisicos, y un tratamiento efectivo para sistemas tridimensionales
conformados por diversas formaciones geoldgicas.

Con base en esto, se desarrolla de manera detallada una tltima formulacion siguiendo el trabajo
de Jim Douglas Jr. [8], en donde, el sistema (1.39) se reformula como dos modelos mixtos
acoplados velocidad total-presién global-flujo de sa- turacién-saturacion (u, p, w, s, ).
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Para realizar esta ultima formulacién, se hacen las siguientes definiciones.

A(sw) = m;w PR
_ krw(sw)
M) = Ko
_ ken(Sw)
M) = G

Con base en las dos ultimas definiciones, se tiene

Aw(Sw) + An(sw) = 1.

Utilizando las definiciones anteriores, el sistema (1.39) queda expresado en la forma

Uy = —A(8w) A (50) K (grad p, — pug),

Up = —A(8w)An(5w) K (grad p, — png),
05y

Qb% + diV’U,w = (/]\un

6% 4 v, =,

Sw+ Sp =1,

Pe(8w) = Puw(5w) — Pn(Sw),

en Qx(0,7T).

(1.45)

(1.46)

(1.47)

(1.48)

(1.49)

Con el propésito de simplificar la notacién, de aqui en adelante se omitird la dependencia
funcional de los campos, y solo se hard explicita cuando se considere conveniente por razones

de claridad, en especial, se usara la notacion s = s,,.

Definiendo la velocidad total u del sistema como la suma de las velocidades de cada fase

U= Uy + Up,

y considerando (1.4954), div u se puede expresar como

dive = div(uy + Up) = Gu + Gn = ¢.

Con base en (1.48), la velocidad de la fase acuosa u,, se puede expresar como

Uy = /\nuw - /\wun + )\w(uw + un);

y sustituyendo (1.52) en (1.493) se obtiene

qb% + div( Aty — Apty) + div(Ady, (e + Up) = G-

(1.50)

(1.51)

(1.52)

(1.53)

Ahora bien, desarrollando el término (A, ., — A, u,) y utilizando la relacién entre p., Py y Pn,

se obtiene
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Aty — Apty, = —K A\ A\ (grad p. — (pw — pn)g)- (1.54)

Utilizando (1.54), la ecuacién (1.53) queda expresada como

¢% — div{K M\, \(grad p. — (pw — pn)g)} + div(d,u) = Gp. (1.55)

Con el propésito de expresar (1.55) en forma mixta, esto es, separar los campos incognita que
contiene la ecuacion, se hace la siguiente definicién

o bl ia(s)pi(5)
Ern(8)tw + Kruw () pin
entonces, la ecuacién (1.55) utilizando (1.56), se puede expresar en forma mixta como

(1.56)

w=—-D(s)K (grad s — Mg) )
p.(s) en Qx(0,T), (1.57)

0s
¢a + divw + div(A\,u) = Gy,
con lo que se tiene el primer modelo mixto (flujo de saturacién-saturaciéon) (w —s) de los dos
requeridos.
El segundo de los modelos se obtiene explicitando v = u, + u, , utilizando para ello las
expresiones (1.49;5) de u,, y uy,

U= Uy + u, = —KX(A\ypgrad p, + \ngrad p, — (Auwpw + A\pn)g) (1.58)

pero el término (A, grad p, + A\,grad p,) , haciendo uso de la relacién entre (pe, pw y pn) se
puede expresar de la siguiente manera

Awgrad p, + A\, grad p, = %{grad Pw + grad p, + (A, — A\n)grad p.}

1 s dp, (1.59)
= d - w n / )\w - >\n d 9
gra {2<p ot | ), 8)}
entonces, definiendo la presiéon global p, como
1 s dp.
== | Pw+Pn Aw — An d 1.60
p(6) = 5 (ot 000 = ) s (160
la velocidad total w , puede ser expresada como
U= Uy + Uy = —K)\(gradp - (Awpw + )\npn)g) (161)

La ecuacién (1.61) para la velocidad total w asociada con la ecuacién (1.51), constituye el
segundo modelo mixto para los campos ( velocidad total-presién global) (u — p),

u=—K\gradp— (Aupw+ Apn)g),

en Qx(0,T). (1.62)
divu = q,
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En consecuencia, los dos modelos mixtos acoplados (velocidad total-presién global) y  (flujo
de saturacién-saturacién), conforman el modelo mixto bifasico inmiscible incompresible (MB),

u=—KAgradp— (Aupw+ M\pn)g),

divu = @,
(MB) _ en Qx(0,T). (1.63)
w=—-D(s)K (g'rad 5 — @;—@/M)g>,

% + divaw + div(Ay ) = Gu,

Para complementar estos modelos, es necesario especificar la interaccién con su medio ambiente
y su estado inicial. Esto se hace estableciendo las condiciones de frontera,

u-n = U, sobre 0O x (0,T),
P = p, sobre 00 x (0,7T),
(1.64)
w-n = W, sobre 00% x (0,T),
s = 3§, sobre 093 x(0,7T),
y su respectiva condicion inicial,
s(x,0) = so(x), sobre €. (1.65)

El sistema (1.63, 1.64 y 1.65) constituye un modelo fisico para el problema de flujo bifésico en
medios porosos, en términos de dos modelos mixtos acoplados (velocidad total-presion global)
y (flujo de saturacién-saturacion). Ahora bien, con el propdsito de explotar la potencialidad
que tienen los modelos macrohibridos para tratar discontinuidades en las propiedades fisicas de
los sistemas, es deseable replantear el modelo anterior en su forma macrohibrida. Este serd el
punto a tratar en la siguiente seccién.

1.6 MODELO MACROHIBRIDO BIFASICO DE FLUJO

Hasta el momento, se han desarrollado los modelos mixtos que describen el flujo bifasico en
un medio poroso 2. Sin embargo, cuando se considera un medio poroso como el subsuelo, es
necesario tomar en cuenta que dicho medio estd compuesto por diferentes estratos geolégicos
con diferentes parametros fisicos, lo que nos conduce de manera natural, a dividir el subsuelo
de acuerdo a sus propiedades fisicas. Para poder aplicar el modelo bifasico planteado en la
seccién anterior de manera propia en este tipo de ambientes, resulta 1util replantear el modelo
en forma local haciendo uso del Método de Descomposiciéon de Dominio. Para replantear el
modelo de acuerdo a este enfoque, se adoptard la metodologia utilizada en [9].

Sea 2 C 3 un dominio espacial fijo, descompuesto en E subdominios en la siguiente forma

E
Q=% QNQ=0 1<e<f<E, (1.66)

e=1
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con fronteras internas I'. e interfases I'.; seccionalmente suaves, expresadas como

r« = 00n0, 1<e<kF,
(1.67)
Fef = Feﬂl“f, 1§6<f§E

Entonces, el modelo de flujo bifasico originalmente planteado para un solo dominio €2 , puede
expresarse como un conjunto de subproblemas mixtos locales en cada subdominio €2, , dando
origen a un modelo macrohibrido mixto bifdsico (MHMB), para e = {1,2, ..., E'},

U = _Ke)\e(grad Pe — (Aw,epw,e + )\n,epn,e)g)7

divu, = ¢,

(MHMB) (Pwe — pre) en Q. x(0,T), (1.68)
w, =—D.(s)K, (grad Se — Mg),

Pee(s)
05, i ) .
qbeg + le’U)e + le(Aw,eue) = Qu,e;

en donde, cada subproblema {e} estd sujeto a cumplir las restricciones de continuidad en los
campos velocidad total, presién global, flujo de saturacion y saturacion a través de las interfases
I'. de acuerdo a lo siguiente

Ue - Ne = —Up- Ny,
De = Pk,
a través de  T'ep x (0,T). (1.69)
We - Ne = —Wg: Ny,
Se - Sk,

Como es natural, las condiciones de frontera y la condicién inicial de cada subdominio deben
replantearse. Las condiciones de frontera en este caso deberan especificarse solo sobre la frontera
externa de cada subdominio €. , esto es, para e = {1,2,..., E}

Ue M = Upe, sobre 0N x (0,T),

De = Pe, sobre 90 x(0,T),
(1.70)

W N, = Wpe, sobre Q% x(0,T),

Se = 5, sobre 09f . x(0,T),

y la condicién inicial para cada subdominio €2, queda especificada para e = {1,2,..., E} como

Se(x,0) = spe(x) z € Q.. (1.71)
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De esta manera se ha construido el modelo macrohibrido mixto para el problema de flujo
bifésico inmiscible incompresible en medios porosos, cuya solucién se ird desarrollando en los
siguientes capitulos.

Como una observacién final al planteamiento hecho hasta aqui para el modelo de flujo bifasico,
debe notarse que los campos presién, velocidad y saturacién de las fases acuosa y no-acuosa
(Pws W Sws Py Un, Sn) , estan relacionados con los nuevos campos velocidad total, presién
global, flujo de saturaciéon y saturacién (u,p, w,s) , por medio de las relaciones.

Uy = AU + W,

U, = \,u — w,

w — 3 2 c_/ >‘w_>\n d )
p 2<p+p N )= 8)

1 s dpc
=~ (2p—p. - - ds ) .
Pn =3 (219 Pe /0 (Aw — An) s 8)

El sistema (1.72) permiten recuperar los campos originales (pu, Ww, Sw, Pns Un, Sn) del problema
de flujo bifésico, una vez obtenidos los nuevos campos (u,p, w,s) .
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Capitulo 2

FORMULACION VARIACIONAL DE
PROBLEMAS

INTRODUCCION

En este capitulo se presentan las bases tedricas que permiten la formulacion variacional de
un problema de valores a la frontera, siguiendo un enfoque subdiferencial [10, 11]. Como
antecedentes a esta metodologia, se presenta la formulacion variacional fuerte punto a punto, la
formulacién variacional fuerte global, y la formulacion variacional clasica débil para un problema
de valores a la frontera. De forma analoga, se presentan las formulaciones variacionales primales,
duales, y macrohibridas mixtas de un problema. Por ltimo, se aplica la teoria para desarrollar
la formulacion variacional macrohibrida mixta del problema de flujo bifasico.

2.1 ECUACIONES SUBDIFERENCIALES

Como se indico en el capitulo anterior , la metodologia a seguir para resolver un problema
contempla varios puntos. Aqui se desarrolla el segundo de ellos, la formulaciéon variacional de
un problema.

Considerando que en todo problema de valores a la frontera, las relaciones que gobiernan los
campos en el interior y sobre la frontera de la regién donde se encuentra definido el problema,
son caracterizables en términos de ecuaciones subdiferenciales [10], y que esto conduce en forma
natural a la formulacion variacional clasica correspondiente, se puede entender la importancia
que tiene este enfoque.

El método general que se utiliza para la formulacién variacional de problemas de valores a la
frontera, consiste primeramente en caracterizar las condiciones en el interior de la regién y sobre
la frontera de esta, en términos de ecuaciones subdiferenciales de funcionales convexas.

En general, una funcional convexa real ¢ definida sobre los reales R , es del tipo

PR — RU{+o0}, ¢ # o0, (2.1)

siendo ¢ no necesariamente diferenciable ni continua.

Considerando que 9 es subdiferenciable en un punto n € R , si existe un real n* € R tal que,
la funcional afin & — 1(n) +n*(£ —n) con pendiente n* minoriza a la funcional ¢/ en el punto
n , es decir, 3 n* € R tal que
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W) Zdm) +n" (€ —n) YVEek (2.2)
Al real n* se le denomina un subgradiente de i) en 7 , y al conjunto (posiblemente vacio) de
tales subgradientes se le llama el subdiferencial de ¢ en 7, y se le denota por

o(n) ={n" eR:P(&) >vMm) +n"(E—n)}, VEeR. (2.3)

El subdiferencial de 1, es la transformacion multivaluada

o R — 2" (2.4)
donde, 2% denota el conjunto potencia de R, es decir, la familia de todos los subconjuntos de

R incluyendo el 0.

Definiendo el dominio efectivo de ¢ : ® — R U {+00} como el subconjunto

D(yp) ={§ € R : ¢(§) < +oo}, (2.5)

se observa que v es diferenciable en 7 si, y solo si, el subdiferencial de 1 en 7 consiste de un
solo elemento, la derivada de 1) en 71, 1'(1), esto es

O(n) = {¥'(n)}. (2.6)
Con base en esto, se puede caracterizar de manera general el subdiferencial de ¥ en 1 como el
subconjunto

oY(n) =

{77* eER:PE) =vn) +n(E—n) VEEDW),
(2.7)

0 Ve & D(1).

De esta manera, el concepto subdiferencial, corresponde con una abstracciéon multivaluada del
concepto clasico de diferencial univaluado.

2.2 FORMULACION VARIACIONAL CLASICA

Con el propdsito de sistematizar la formulaciéon variacional de un problema utilizando la
metodologia subdiferencial, se describe a continuacion el principio variacional cldsico para pro-
blemas de valores a la frontera.

Sea ) un conjunto abierto, acotado y conexo de R", n < 3, con frontera 0f2, seccionalmente
suave. Considerese un problema de valores a la frontera asociado con un campo u y un operador
diferencial lineal formal L de tipo eliptico. Entonces la caracterizacion de este problema en
términos subdiferenciales puede expresarse en la forma

—Lu(z) + f(x) € 0p(z;u(x)) =€,

9 (2.8)
—gu(m) € oY(z;u(z)) x € 05,

0
donde, — es el operador de frontera Neumann correspondiente al operador L, f es una funcién

ov
dato prescrita en Q, y d¢(z;-) : R — 2% 0 € Q y Op(a;-) : R — 2% 2 € 99, son los
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subdiferenciales que modelan las restricciones y condiciones impuestas en 2 y sobre su frontera
012, respectivamente. Considerando ademads, que los correspondientes subpotenciales ¢(x;-) :
R — RU{+o0},x € Qy Y(z;:) : R = RU {400}, € 09, son funcionales convexas,
semicontinuas inferiormente (s.c.i.) y propias, es decir, no idénticas a +oo. Entonces, de
acuerdo con la definicién de subdiferencial, el problema anterior se puede expresar como

u(z) € D(P(x;-)) :
( ) Av(e) —ul@)} + dl;v(x)) — d(z;u(z) = fz){v(z) — u(x)}, (2.9)
Vo(z) € D(¢(z;-),  z el

u(z) € D(Y(z;-)) -

(s v(x) = Y(z;ulz)) = —§U( Ho(@) —u(z)}, (2.10)
Vo(z) € D(Y(x;-)), x € 0N.
2.

El problema constituido por (2.9-2.10) representa la formulacién variacional fuerte punto a
punto del problema (2.8).

Como siguiente paso intermedio para obtener la formulacién variacional clasica, se obtiene la
formulacién variacional fuerte global. Para esto, considerando el orden del operador diferencial
eliptico L, es necesario identificar un espacio de Hibert V' (2), el cual esté densa y continuamente
embebido en el espacio L*(12).

El dual de V() es el espacio V'(Q) = L(V(Q),R), con V(Q) C L*(Q) C V'(Q). Entonces, con
base en las definiciones

Vp(Q) ={v e V(Q): Lv e L*(N)}, (2.11)
(Pu,v) = /QLU vdQ, uweVp(Q), veV(Q), (2.12)
D(®) = {veV(Q): ¢(v() € L)}, (2.13)
_ {/Q(b(:c;v) Q. v e D(®), (214

+00, v ¢ D(P),
(f,v) = /vadQ, FeL}Q), veV(Q), (2.15)

de la desigualdad (2.9) en (2, se obtiene la expresién variacional

ue Vp(QQ)ND(P) : (Pu,v—u) + P(v) — (u) > (f,v—u), VveDD). (2.16)

Observese que P € L(Vp(R2), L3(Q)), ®: V() — RU {400} es una funcional convexa con
dominio efectivo D(®), y f € V' (Q).

Por otro lado, sea

v € L(V(R), B(09)), (2.17)
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el operador traza correspondiente al espacio V(£2), es decir, el operador lineal y continuo que
asigna valores sobre la frontera de tipo Dirichlet, cuyo rango B(9f2) es un espacio de Banach
densa y continuamente embebido en L?(€2), y cuyo nticleo V() = {v € V(Q) : yv =0 } es
un subespacio cerrado y denso de L%(€2). A este operador se le llama el operador de frontera
Dirichlet correspondiente al operador formal P, y al operador

§ e L(Vp(Q), B'(89)), (2.18)

definido por la expresion,

(61, v0] = /8 ) %vv o, we Vp(Q), veV(Q), (2.19)

el correspondiente operador de frontera Neumann.

Entonces, de manera similar a lo que se hizo para la desigualdad (2.9), de la desigualdad (2.10)
sobre 912, bajo la definicién de la funcional convexa 1 o : V(Q2) — R U {+o0},

[ wlasyw) doQ,  veD(Won),
U(yv) = /o9 (2.20)
+00 v ¢ D(Vor),
con dominio efectivo
D(Tory) ={veV(Q):¢(sy()) € L'(0Q)}, (2.21)
se obtiene la desigualdad de frontera global,
ue Vp()ND(Wory): ¥(yv) — V(yu) > —[éu, yv — yul, Vv € D(V o 7). (2.22)

Entonces, combinando las desigualdades (2.16) y (2.22), la formulacién variacional fuerte global
del problema (2.8) estd dada por

Dado f € L*(Q2),encuentre u € Vp(Q) N K :
(Pu,v —u) + ®(v) — ®(u) + U (yv) — ¥(yu) > (2.23)

<f,U—U>—[5U,’7U—’7U], \V/’UEK,
donde K, el conjunto convexo de campos admisibles, esta definido por
K={v:veD(@) NDWoxy)}. (2.24)
Partiendo de esto y aplicando la primera férmula de Green al operador formal P, se tiene que
a(u,v) = (Pu,v) + [du, yv], u € Vp(Q), v e V(Q), (2.25)
entonces, haciendo uso de (2.23) y (2.25), la formulacién variacional clésica (débil) del problema

(2.8), se puede expresar como

{ Dado f € V'(2), encuentre u € K : (2.26)

a(u,v —u) + () = &(u) + V() = ¥(yu) 2 {fv —w), Vvek.
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Dado que en (2.26) la funcién dato f € V'(Q2) D L*(Q), y la solucién u es buscada en el
convexo K D Vp(Q) N K, ésta se considera una formulacién variacional débil del problema, a
diferencia de la formulacién variacional fuerte (2.23).

El problema variacional (2.26) es un problema bien planteado, es decir, posee solucién tunica
que depende continuamente de los datos, si se cumplen las siguientes condiciones.

(C1) K es un subconjunto no vacio, convexo y cerrado de V(€2).

(C2) a:V(Q) x V(Q2) — R es una forma bilineal, continua y K —eliptica, es decir,
Jda >0 tal que a(u—v,u—v)zaHu—vH%/(Q), Vu,ve K.

(C3)P:V(Q) - RU{+o0}ty Vory:V(Q) = RU{+oo} son funcionales convexas y
semicontinuas inferiormente y propias.

Bajo las condiciones anteriores (C1-C3), suponiendo que la forma bilineal a : V() xV(Q) — R
es simétrica, es decir

(C4) a(u,v) = a(v,u), Vu,v e V(Q),

el problema variacional (2.26) es equivalente al problema de optimizacion,

Encuentre u € K : (2.27)
J(u) < J(v), YvekK, '
donde, J : V(©2) — RU {+o0} es la funcional definida por
1
J(v) = 5@(1}, v) + O(v) + ¥(yw) — (f,v), VveV(Q). (2.28)

La importancia de la formulacién variacional clasica de un problema es que, a partir de ella,
la teoria variacional de ecuaciones diferenciales parciales permite determinar condiciones de
existencia, unicidad y dependencia continua de los datos respecto de las soluciones. Asi mismo,
permite estudiar bajo qué condiciones de regularidad, las soluciones débiles son necesariamente
soluciones fuertes, y estas, soluciones clésicas del problema en cuestién [33, 34, 35].

Otras ventajas que presenta este enfoque es que, a partir de la formulacién variacional clasica,
se pueden derivar formulaciones variacionales alternativas para un problema, siendo algunas
muy importantes analizadas en [14]. Adem4s, la formulacién variacional cldsica o sus versiones
alternativas, permiten generar algunos de los esquemas numeéricos abstractos mas poderosos en
la aproximacién de soluciones, los cuales son construidos a través de técnicas tipo Galerkin,
diferencias finitas y elementos finitos [36, 37].

En el caso de problemas de valor a la frontera potenciales, esto es, problemas variacionales
caracterizables en términos de un problema de minimizacién, se ha estudiado como las formu-
laciones variacionales son producidas de manera sistematica por medio de la teoria de Dualidad
Perturbacion [38]. De hecho, este método puede ser entendido como un método directo aplicable
incluso a problemas no potenciales [12].

El método puede ser descrito de la siguiente manera. Dado un problema de valores a la fron-
tera no necesariamente potencial, con interior convexo y condiciones de frontera y restricciones,
primeramente es expresado en términos de ecuaciones subdiferenciales que corresponden a su
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formulaciéon variacional primal local. Entonces, la dualizacién de las condiciones de frontera y
restricciones se realiza via la correspondiente grafica inversa de las ecuaciones subdiferenciales,
obteniendose la formulacién variacional local dual del problema. Combinando las ecuaciones
subdiferenciales primal y dual, se construyen las formulaciones variacionales globales. Esto es,
una vez que las ecuaciones subdiferenciales locales son expresadas como desigualdades varia-
cionales locales en términos de sus subpotenciales, la integracién directa y la aplicacion de la
formula de Green producen la formulacién variacional global deseada con la introduccion de los
correspondientes campos duales e intermedios.

Lo expuesto hasta aqui, puede sintetizarse de la siguiente manera. En la formulacién matematica
de un problema de valores a la frontera con restricciones, las relaciones que gobiernan el ”flujo”
del campo en estudio, tanto en el interior como sobre la frontera de la regién en cuestién,
constituyen la informacién de partida. Estas relaciones son modelables de manera natural en
términos de ecuaciones subdiferenciales. Este es el concepto fundamental en la modelacion de
la matematica actual; el subdiferencial, una abstraccién multivaluada del concepto clasico de
diferencial univaludo.

Asi, en términos generales, el modelo mateméatico de todo problema de valores a la frontera,
toma la forma

u(z) € D(p(x;-)) - —Lu(z) + f(2) € 9¢(z;u(z)) =z €Q,

0
ru(@) € D(Y(z;)) : —-ul@) € OY(z;yulz)) o€ o,
donde, los dominios efectivos D(¢p(x;-)) y D(¢(x;+)) de los subpotenciales modelan las condi-
ciones y restricciones del campo en estudio, y los subdiferenciales correspondientes d¢(z;-)) y
OY(x;-)), modelan las relaciones gobernantes del "flujo” del campo en el interior y sobre la
frontera, respectivamente.

De este modo, partiendo de la formulacion variacional local del problema, mediante integracién
y la aplicacion de la férmula de Green, se obtiene la formulacién variacional global clasica del
problema, tomando la forma abstracta

Dado f € V'(£2),encuentre u € K = D(®) ND(V o 7) :

a(u,v —u) + ®(v) — ®(u) + V() — ¥(yu) > (f,v—u), YveK.

Este es el problema variacional, base del analisis variacional, a partir del cual se realiza el analisis
cualitativo de existencia, unicidad y dependencia continua respecto a los datos. Ademas, como
punto fundamental de este enfoque, este es el origen de toda formulacion variacional alternativa
del problema para otras interpretaciones de él, y el desarrollo de algunos de los mas importantes
esquemas numéricos de aproximacion. De hecho, a través de los conceptos de aproximaciones
abstractas externas e internas, es donde las técnicas de Galerkin, diferencias finitas y elementos
finitos quedan matematicamente fundamentadas.

2.3 FORMULACIONES VARIACIONALES PRIMAL Y DUAL

El propédsito de esta seccion es mostrar como se dualizan las condiciones y restricciones de
un problema via la grafica inversa de las ecuaciones subdiferenciales correspondientes, con el
propésito de generar las formulaciones variacionales primales y duales de dicho problema [11].
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El concepto fundamental relacionado con esto es el de una funcién conjugada. Considérese una
funcién f: R — R U {+oo} y su funcién conjugada definida por

[T R—=RU{+oo}, (&) =sup{e"¢ — F(§); € e R}, (2.29)

la cual es una funcién convexa con dominio efectivo D(f*), no vacio y cerrado. El siguiente
resultado de andlisis convexo serd la base para la dualizacién [38].

Lemma 2.1. Sea f : R — R U {400} una funcién convexa, con dominio efectivo D(f) # 0 y
cerrado, entonces

ne€D(f):n"€df(n) <n €D(f):nedf(n), (2.30)

donde, f* : R — R U {400} es la funcién conjugada de f, esto es, la grafica inversa del
subdiferencial de f, 0f, es la grafica del subdiferencial de f*, 0f*.

Consecuentemente, una ecuacion subdiferencial primal esta caracterizada por su ecuacién sub-
diferencial dual. Nétese que, de acuerdo con la definicién de subdiferencial, las ecuaciones
(2.30) tienen la siguiente enterpretacién

ne€D(f): f(&) —fn) =0 (E—n) YEeD(f),
n" € D(f): f1(€) = f1() = (& —n7) V& e D(f),

las cuales son las correspondientes desigualdades variacionales en términos de los subpotenciales
f vy f*. Estos conceptos seran usados para construir las formulaciones variacionales primales y
duales de problemas de valores a la frontera.

(2.31)

Siguiendo el trabajo de Alduncin 1987, [12_], los problemas de valor a la frontera no lineales con
restricciones, definidos sobre un dominio 2 = Q U 02 C R", n > 1, pueden ser expresados en
términos de ecuaciones subdiferenciales locales de la siguiente forma

u(r) € D(¢(w;-)) : —Pu(z) + f(z) € 0p(w;u(z)) = €Q,
5 (2.32)
yu(z) € D((w;-)) : —guu‘) € OY(z;yu(r))  z €09,

donde, P es un operador eliptico formal, con operadores de frontera Dirichlet v , y Neumann
aﬁv f una funcién dato interior, y d¢(xz;-) : R — oy op(z;-) : ™ — 2% I,m > 1, son
los subdiferenciales locales que modelan restricciones en el interior y condiciones de frontera
del problema. Ademds, para cada x € Q2 y z € 09 , los correspondientes subpotenciales
H(z;-) : R — RU {400} y ¥(z;-) : R™ — R U {400} , son funciones convexas con dominio
efectivo D(p(z;+)) C Ry D((x;+)) C R™ no vacio y cerrado.

El modelo matemético (2.32) corresponde a la formulacién variacional primal local del prob-
lema (2.8), el cual, de acuerdo con la definicién de subdiferencial, esta caracterizado por las
desigualdades variacionales locales

( ) € D(¢(x;-)) :
Pu(z) - {v(x) = u(x)} + ¢(z;v(z)) — ¢(z;u(x)) = (2.33)
f@)fv(@) —u(z)},  Vo(z) € D(¢(x;-)), z €1,
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{vmmepwm»wwwu»—MW@»z
(2.34)

D w(@)(a) —u(@)},  Vre(s) € DW(a; ), @ e o

Con base en la formulacién variacional primal local, integrando sobre €2 y aplicando la corre-
spondiente férmula de Green, se tiene

/ﬂ P(u) - v dQ = /vu Vo d) — /Qau o 4R

. (2.35)
:a(’uq’l])—/(‘%)%'fyvdaﬂ, U/GVP,

donde, Vp = {v € V(Q) : P(v) € L*(Q)'} es en general, un espacio de Banach densa y
continuamente embebido en L?(12).

Utilizando (2.35), la formulacién variacional primal global del problema (2.32) queda expresada
como

Dado f € L*(Q)!,encuentre u € K :

a(u,v —u) —|—/¢a:v ) dS) — /¢a:u dQ+/ (x;yv) dOQ (2.36)
—/ng(x;’yu)d@Qz/Qf~{v—u}dQ, Yv e K,

donde,
K ={veV(Q)' :o(;u() € LYQ), ¥(;yv() € LHD)}, (2.37)

es el conjunto de campos primales admisibles.

Este método puede utilizarse de manera sistematica para caracterizar los subdiferenciales
mond6tonos locales en términos de sus graficas inversas, las cuales corresponden a los subdi-
ferenciales de los subpotenciales conjugados respectivos. Esto es, se dualiza sobre la base del
lemma 2.1.

Por ejemplo, la dualizacién completa del problema (2.32), se hace de la siguiente forma

—Pu(z) + f(x) € D(¢*(z;-)) : u(x) € 0¢™(z; —Pu(z) + f(x)), x € Q, (2.38)
—(%u(a:) € D(W*(x;)) : yu(x) € O™ (x; —%u(z)) x € 0N. (2.39)

Esta es la formulacién variacional dual local del problema, cuya expresiéon en términos de
desigualdades variacionales esta dada por

—Pu(z) + f(z) € D(¢"(z;-)) : ¢"(2; —Po(z) + f()) — ¢"(x; Pu(z) + f(x))
u(z){—Pv(z) + Pu(z)} V — Pu(z)+ f(x) € D(¢p*(z;-)), x€Q,

(2.40)
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L u(a) € DU (5 ) : ¥° ( —%W)) i ( _%”@)) (241)

> yu(a) (—a%mwa%u(x)) v - Ly@)ep ). reon

entonces, integrando sobre {2 y aplicando la férmula de Green se llega directamente a la
formulacién variacional dual global del problema

Encuentre u € K* :
a(v,u) = a(u,u) + | 6*(a—P(w) + f)d2 = | 6"(x:~P(u) + f) dO

0 0

(2.42)
+/BQ (0N (9:; —5(11)) dos) — - P (x;—g(u)> do1 >0 Yve K*,

donde,

K*={veVp: 6" (:—PW)() + £() € L/Q)}, w*(-;—%vm) e [N0Q),  (2.43)

es el conjunto de campos duales admisibles.

2.4 FORMULACION VARIACIONAL MACROHIBRIDA MIXTA

Se presenta a continuacién una forma de construir la formulacion variacional macrohibrida
mixta de problemas de valores a la frontera, considerando un problema global mixto abstracto,
definido en un dominio espacial 2 C 3, acotado y con frontera regular d<).

Sean V(2) y Y (92) dos espacios de Banach reflexivos reales con espacios duales denotados
por V*(Q) y Y*(Q). Sea A:V(Q) — 2" un operador variacional monétono maximal y,
A e L(V(R2),Y(Q)) un operador lineal y continuo con transpuesto AT € L(Y*(Q2),V*(Q)),
y G:Y(Q) - RU {400} un funcional convexo semicontinuo inferiormente y propio, con
G* : Y*(Q) — RU{+00} su conjugado. Entonces, como un problema mixto general se
considera el siguiente

Encuentre (u,p*) € V x Y*:
(M) —ATp* € A(u), (2.44)
Au € 0G*(p*),
donde, D(A) = {v € V(Q) : A(v) # 0} es el dominio de A , que en general es un operador

multivaluado, D(G*) = {¢* € Y*() : G*(¢*) < +o0} es el dominio efectivo de G* , y
0G* : Y*(Q) — 2@ es el subdiferencial de G*, un operador monétono maximal.

Considerando que, para el anélisis de existencia y unicidad del problema (2.44) fuese necesario
trabajar con los problemas primal y dual, se asocia al problema mixto (M) el siguiente problema
primal (P)
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{ Encuentre u € V :

(2.45)
0€ A(u) + (G o A)(u).

Esta asociacién del problema (P) al problema (M), se hace considerando que se cumple la
condicién de sobreyectividad del operador A [39],

A e L(V)Y) es sobreyectiva (2.46)
lo cual implica que
O(GoA)=A"00G oA (2.47)

La condicién (2.46), usada para asociar el problema (P) al problema (M), es una generalizacién
de la sugerida por Ekeland-Temam [38].

El problema dual asociado al problema mixto (M) es el siguiente

Encuentre p* € Y*:
( * * -1 T * (248)
0.€a(G")(p") + (A~ o (=A7))(p"),
donde, para asociar (D) a (M), se ha utilizado la condicién [39],
AT € L(Y*,V*) es sobreyectiva. (2.49)

Las soluciones del problema mixto (M), y las del primal (P) y el dual (D), estéan relacionados
de la siguiente manera [13, 39].

i) Si (u,p*) es solucién del problema mixto (M), entonces, u es solucién del problema primal
(P) y p* es solucién del problema dual (D).

i) Siu es una solucién del problema primal (P), entonces, 3 p* € D(G*) tal que, p* € 0G(u)
y (u,p*) es una solucién del problema mixto (M).

i) Si p* es una solucién del problema dual (D), entonces, 3 u € D(A) tal que, —Au €
I(A o (—=AT))(p*) es una solucién del problema mixto (M).

Considerando las ventajas que tienen las formulaciones variacionales macrohibridas mixtas de
un problema y, tomando en cuenta que el modelo bifdsico, tema central de este trabajo, es
un sistema constituido de dos modelos mixtos acoplados, a continuacion se desarrollan estas
formulaciones para su aplicacion a tal problema en la siguiente seccion.

En lo que sigue, se replantea el problema mixto (M) en su forma macrohibrida, usando para
ello el método de descomposicién de dominio sin traslape, con condiciones de transmisién de
interfase dualizadas y modeladas subdiferencialmente.

Para la descomposicion espacial de un dominio €2 en términos de sus subdominios disjuntos
Q., se tiene lo siguiente.

Sea €2 un dominio espacial descompuesto en términos de subdominios asociados y disjuntos
de la siguiente forma
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Cwm

Q, Q2NQ =0 1<e<f<E, (2.50)
1

€

con fronteras internas e interfases definidas por,

[.=00.NQ, 1<e<E, (2.51)

Fef:FeﬂFf, 1§€<f§E (252)

Considerando los operadores A, A y 0G* primales y duales en forma local, esto es, para
e=1,2,...E  sean V()) los correspondientes espacios de Banach reflexivos primales locales,
continua y densamente embebido en un espacio pivote de Hilbert H(€.) , y sean B(I'.) vy
B*(T,) , los respectivos espacios de frontera interna Dirichlet y Neumann, con los operadores
traza Dirichlet y Neumann v, € L(V (), B(I'.)) v 6. : V() — B*(I'.) respectivamente.
También, sean . € L(B*(T.),V*(Q)) los transpuestos de los operadores Dirichlet locales, y
Y*(Q.) los espacios de Banach reflexivos locales de los campos duales.

Entonces, la reformulacién del problema (M) de manera local, para e = {1,2,..., E} , estd
dada por

Encuentre (ue,p}) € V(£2) x Y*(£2) :
(MH) ¢ —AIp; + 706 (ue) € Ac(ue), (2.53)
Acue € 0GE(p;)

donde, la continuidad de las condiciones de transmisién a través de las interfases I'cy para el
campo primal descompuesto {u.} € [TZ, V(€) estan dadas por

E
{Veue} € Qp = {{qe} € [I BTe) : g = g5 sobre T, 1<e< f< E}, (2.54)
e=1

E
—{be(ue)} € Qy = {{q;‘} e [[ B*(Te) : ¢; = —q; sobre Tep, 1<e< f< E} (2.55)
e=1

siendo Qp y @y los subespacios admisibles de transmisién.

Ahora bien, para incorporar las restricciones (2.54) y (2.55) a los problemas mixtos localizados
(2.53) en forma variacional, se aplica la metodologia subdiferencial expresada en el siguiente

Lemma 2.2 Las restricciones de transmision (2.54) y (2.55) estdn caracterizadas variacional-
mente por sus ecuaciones subdiferenciales monoétonas primal y dual

—{0e(ue)} € aIQD({Veue}) & {Veue} € alQ}"V(_{ée(ue>}> (2.56)

donde, I, e Ig; , denotan las funcionales indicatrices de los subespacios admisibles de
transmisién Dirichlet y Neumann Qp y Q% de (2.54) y (2.55) respectivamente.

De la estructura lineal de los subespacios Qp y Q% , se tiene que
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gy (fa.}) = {{ac} € I, BA(To) : X2 [a2 sel sy =0V {se} € Qp} (2.57)
= Qéa v {qe} € b,

aIQ}“\]({qz}) = {{qe} € Hf:l B(Fe) : 25:1[327Qe]B(F6) =0V {SZ} S Q*N} (258)
=QN, Vi{g}ey

Ademas, considerando que se cumplen las relaciones

Qp=Qy v Qx =Qb, (2.59)

sea ¢* € QW , entonces, Vs € Qp, con base en (2.57) y (2.58) se tiene que

E
doladselsry = Y, @ se.y + 4f s5lB.)
e=1 1<e<f<E
= Z [qzv SC]B(Pef) - [QZ7 Se]B(Fef) (260)
1<e<f<E
=0

donde, B(Tes) = B(Le)ir,; = B(T's)ir.; - En consecuencia, Qy C Qp . De manera similar,

encontramos que @p C Q*NL . Reciprocamente, sea ¢* € QZ%, entonces, se encuentra que,
Vs € Q D

E
Yolak selpry =0=" > |4l selsr.,) + (a4} selBr.)- (2.61)

e=1 1<e<f<E
esto es, QF C Q% ; vy similarmente, Q% C Qp . Por lo tanto, (2.57)-(2.61) nos da (2.56).

Ahora bien, para la formulacién macrohibrida del problema (M), la formulacién variacional
dual de las condiciones de transmision (2.54)-(2.55) pueden ser expresadas como

_6e(ue) = 92(7 sobre Fea 1<e< E7
o) ‘ (2.62)
{Veue} € lgx ({9:}),

donde, {g*} € 12, B*(T'.) es el nuevo campo dual de valores Neumann de frontera interna
para el problema descompuesto.

Insertando las condiciones de transmisién dualizadas (DT) en el problema macrohibrido mixto
(MH), se obtiene la formulacién variacional macrohibrida dual del problema mixto (M).

Encuentre (u., p¥) € D(A.) X D(G%),parae =1,2,...,E :

—AIp: =79l € Ac(ue),

(MHM) ¢ Acu € 0G%(p}), (2.63)
y {9} € Q3 satisfaciendo las condiciones de sincronizacion,

{reuc} € aIQ}‘V ({g:}).

La formulacién variacional macrohibrida de un problema mixto permite el tratamiento local
en paralelo de un problema a nivel de subdominios, ya que la soncronizacién global ha sido
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dualizada. Estas propiedades seran explotadas cuando se resuelva numéricamente el problema
bifasico. Por el momento, se aplicara esta metodologia para formular variacionalmente el modelo
de flujo bifésico.

2.5 FORMULACION VARIACIONAL MACROHIBRIDA MIXTA
PARA FLUJO BIFASICO

En esta seccion se aplica la metodologia presentada en las secciones anteriores, con el propésito
de desarrollar la formulacion variacional para el modelo mixto macrohibrido de flujo bifésico,
desarrollado en la ultima seccién del capitulo anterior. El modelo macrohibrido mixto bifdsico
que se formulara variacionalmente estd expresado para e = {1,2,..., E'}

Ue = _Ke)\e(grad Pe — (Aw,epw,e + )\n,epn,e)g)7

divu, = g,
(MHMB) (Poe — Pre) en Q. x(0,T), (2.64)
We = _De<8)K6 <grad Se — MQ) ;
Pee(s)
gbe Cilste + divwe - (Aneqwe - )\weq\ne)v
donde,
ds,  0s,
% o + b, - grad s., -
b Xweue ’
‘ Ge

Ahora bien, de acuerdo con Pironneau [46], la aproximacién temporal discreta de (2.65;) se
puede expresar como

(% +b-grad s) = Ait (8m+1($) - Sm(Xm(x)D (2.66)

donde, X™(x) es una aproximacién de X(z,(m + 1)At;mAt) que puede ser expresada por
medio de un esquema de Euler como

X™(z) =2 — b"(x)At. (2.67)

Entonces, el sistema semidiscreto (MHMB) puede ser expresado en forma discreta (MHMBD)
como
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u = —K N"(grad p™ — (Apcpue + McPne)™9),

divul* = q",
(MHMBD) ( ) en . x (0,7),
w ™ = -D " (s)Ke (gmd syt — P —Fnes g) :
Pee(s)
Gest ! 4+ At dive]™ = ¢esT(X™) + At(An,Guwe — Aweln.)™ 20
2.68

en donde, cada subproblema {e} estd sujeto a cumplir las condiciones de continuidad en los
campos velocidad total, presion global, flujo de saturacion y saturacion a través de las interfases
Fek

Ue - Ne = —Up- Ny,

be - Pr: a través de T x (0,7T), (2.69)
We Ne = —Wg- Ny,

Se = Sk,

y las condiciones de frontera externa especificadas para cada subdominio €2, , esto es, para
e={1,2,..,E}

Ue Mg = Upe, sobre 0N x(0,T),

De = P, sobre 90 x(0,T), (2.70)
We-Ne = Wne, sobre 0Q%, x (0,T), '

Se = 8, sobre 0Qp, x(0,T).

Ademas, considerando que el segundo conjunto de subproblemas es explicitamente dependiente
del tiempo, se establece como condicion inicial, la saturacién en cada subdominio €2, , para
e={1,2,..,E}

Se(2,0) = spe(z) € Q.. (2.71)

Para la formulacién variacional del modelo (MHMBD), se asocian los campos (velocidad total-
flujo de saturacién) y (presién global-saturacién) con los espacios funcionales

V(Q) = H(div,2,) = {v € L*(Q,) : divw € [*()}, 1<e<E, (2.72)

Y (Q.) = L*(Q), 1<e<E, (2.73)
respectivamente, y los campos de frontera interna (velocidad total normal-flujo de saturacién
normal) y (trazas de presion global-saturacion), con los espacios funcionales B(I'.) y B*(T.),
siendo

B(T,) = HY*',) ysudual B*(T,)=H Y*T,), 1<e<E. (2.74)

Entonces, las condiciones de transmisién (2.69) quedan expresadas para t € (0,7") por
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{te ne}, {wene} € Qp,

(2.75)
{pe}; {5} € Qy,
donde
Q) = {{vn} € B{HTI'.}) = 1:[ B(T.) : vp, = —vp,, sobre Fek,}
- (2.76)
Qv = {{qe} € B"({l'e}) = l:[ B*(Te) : ¢ = @i, sobre Pek-}

Denotando por Ig, e Iy los funcionales indicatrices asociados a los subespacios admisibles
de transmisién primal Qp y dual Q% de (2.74), se sigue que sus subdiferenciales satisfacen las
relaciones

aIQD ({Une}) = Q’JKVa v{vne} € B({Fe})>

0 gy, ({ee}) = @b, V{¢e} € B"({T'}),

y en consecuencia, las condiciones (2.69) tienen como formulaciones variacionales las equiva-
lentes ecuaciones subdiferenciales monétonas primal y dual

(2.77)

{pe} € 01g, ({uerne}) & {uene} € 0lg;, ({pe}), (2.78)

{se} € 0Ig, {wene}) & {wen.} € 0oy, ({s.}), (2.79)
respectivamente.

Por lo tanto, considerando las formulaciones duales de las condiciones de transmisién (2.75),
(2.785) y (2.79,), e introduciendo los nuevos campos duales de presién global de frontera interna
re, y saturacion de frontera interna p., para 1 <e < F

Te = Pe, sobre I'. x (0,7),
(2.80)
Pe = Se, sobre T'. x (0,7),
se expresa la formulacion variacional macrohibrida mixta para el modelo de flujo bifasico dis-
creto (MHMBD) de la siguiente manera.

Para las primeras dos ecuaciones de (MHMBD) se tiene

/ (N(5.) Keo) Lu™ v d) = / prdive dQ — [ preen dOQ
o o o,
— [ e dr + / (A7 (50)pw + A (52)pn) g dS2, Vo € Ko, .,
Ie Qe
/ divu™ q dQ = / @™ q do, Vg € Y ().
Qe Qe
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Para las dos ultimas ecuaciones de (MHMBD) se tiene

/ (D7 (se) Ke) 'wl™ v dQ = / s divy dS) — s y.n doQ
Qe Qe 003,

—/ pev-m dl’ +/ Mg-v ds?, Vv € Ko, ,,
T. QP (Se)

/ Ges™ g A2+ At/ divw™ g dQ) = / GesT (X™)q dQ
Qe Qe Qe

—’_At/Q (Ane(8¢)Twe — Awe (Se)@ze)m“q s, Vg € Y (Q.).

Entonces, de manera conjunta la formulacién variacional macrohibrida mixta para el modelo
de flujo bifésico discreto (MHMBD), queda expresada de la siguiente manera.
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Encuentre (ue,pe) : (0,7) — K5 x Y(€)
y o (we;se): (0,T) = Kg  xV(§),

con la condicién inicial,  s.(z,0) = so (x) € ., para e=1,...E:

/ (A (s.)Ko) L um v dQ :/ prdivv dS _/ prven doS
Qe o0,

e

— [ rmyendl +/ (AT (5e)pw + N7 (se)pn)gow d2, Vv e Ko,
Qe

Fe
/Q divu,’ ¢ d) = /Q gc" q dQ2 Vg € Y(Q0),
[ (DRt o = [ srtdivean - [ 5o doo
Qe BQS

(MHMBD)

—/ pm“'vndF—l—/ pw—P)n)gde Vv e K,,,,

/ Bos™ g A+ At / divw™q dQ = / Bos™(X™)q dS
Qe Qe Qe
08 [ O3 = M (5:)8)" g 4, Vg € Y (),

y {re}, {pe}: (0,T) — Q% satisfaciendo las condiciones de sincronizacion,

E
0> Z/ ul'n.(ne —re) dl, V{ne} € Q.

0> Z wen.(n. — pe) dT, v{n.} € Qx-

El siguiente paso en la busqueda de una solucién para el problema (MHMBD), consistird en
replantear este problema en espacios de dimension finita, en donde se buscara una solucién
aproximada para los campos (velocidad total, presién global, flujo de saturacién y saturacién),
trabajo que se realizard en el siguiente capitulo.
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Capitulo 3

MODELOS MACROHIBRIDOS
MIXTOS DISCRETOS

INTRODUCCION

El propédsito de este capitulo, es replantear un modelo macrohibrido mixto en espacios de
dimension finita. Para ello, se presenta en esta seccién una versién macrohibrida del método
de elemento finito mixto para aproximaciones discretas de problemas de valores a la frontera,
el cual tiene ventajas numéricas sobre los enfoques primal o dual [21, 40, 41], ya que permite
aproximar de manera independiente los campos incégnita. Una vez hecha la presentacién tedrica
del método, se aplica al problema de flujo bifdsico en medios porosos.

3.1 DISCRETIZACIONES ESPACIALES

En la discretizacién espacial de los espacios funcionales asociados con un problema mixto, las
aproximaciones internas de elemento finito mixto son definidas sobre subespacios de dimensién
finita, y permiten establecer soluciones variacionales discretas de dicho problema. Esta carac-
teristica de las aproximaciones internas aunado a un enfoque macrohibrido del problema, per-
mite generar modelos de elemento finito mixto que en general, son globalmente no-conformes,
esto es, en cada subdominio se plantea una solucién aproximada propia, en forma independiente
de las soluciones en los demas subdominios.

Para desarrollar esto, partimos de la formulacion variacional macrohibrida dual de un problema
mixto, desarrollado en el capitulo anterior.

Encuentre (u., p) € D(A.) x D(G?¥),parae=1,2,..., E :

—ATDE = g5 € Ac(ue),

(MHM) ¢ Acue € 0GE(pY), (3.1)
v {95} € Q satisfaciendo la condicién de sincronizacién,

{veuc} € 0lgy ({9:}),

donde, D(A.) = {ve € V(Qe) : Ac(ve) # 0 } es el dominio efectivo de A, y, D(GE) = {qf €
Y*(82) : Gi(¢F) < +oo} el dominio efectivo de G¥, siendo V(€.) y Y™*(§2) espacios de
Banach reflexivos reales con espacios duales denotados por V*(€2.) v Y (£.) respectivamente.
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Ac 1 V(Q.) — 2778 es un operador monétono maximal y, A, € L(V(Q),Y () un
operador lineal y continuo con transpuesto AZ € L(Y*(£,.),V*(Q.)) . También, G, : Y (Q.) —
R U{+00} es un funcional convexo semicontinuo inferiormente y propio, con conjugado G% :
Y*(Q2e) — RU{+oc0} . Ademds, sean B(I[.) y su dual B*(T.) , los respectivos espacios de
frontera interna Dirichlet y Neumann, con operadores traza Dirichlet y Neumann denotados
por 7. € L(V(2),B(I:)) v 6 : V() — B*(I'.) , respectivamente. Se denotara por
vF e L(B*(T.),V*(Q)) el transpuesto del operador Dirichlet.

Con el propédsito de homogeneizar la notaciéon que se usara de aqui en adelante, se reescribe el
modelo (MHM) en la siguiente forma.

Encuentre (u.,pl) € V() X Y*(Q.), para e=1,2,....F:

AP = e AL € Ac(ue),

(MHM) ' Acue € 0GE(p}), (3.2)
vy {\:} € B*({T'.}) satisfaciendo la condicién de sincronizacion,

{Yeue} € Olgs, ({A2}),

donde, se observan las siguientes identificaciones,
V(Q) = D(A.),
') = D(GY),
E (3.3)
B*({r.}) = [] B'(Te),
{re} {9}

Para establecer la version discreta del problema variacional macrohibrido mixto (MHM), se
introducen las siguientes familias de espacios de elemento finito.

Parae=1,2,...,F , sean

Vi CV(82), (3.4)
Y, € L(Q) C Y*(9), (3.5)
By, € M(T.) C B*(I.), (3.6)

los espacios de elemento finito localmente conformes, con parametro de malla h, > 0.

Aqui, L(2.) y M(T.) denotan los correspondientes espacios pivote de Hilbert. Entonces,
expresando los campos primales y duales en sus respectivas aproximaciones de elemento finito
locales por

{uhe} S ljlvhea (37)
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{ph.} € ﬁYhea (3.8)

E
{M.} € 11 B 2 Qy, (3.9)
e=1

se puede establer la versién discreta (MHMy,) del problema macrohibrido mixto (MHM), de
acuerdo a lo siguiente.

Encuentre (up,,pj;,) € Vi, X Y., para e=1,2,.. E:

—A3.Ph, — Vi An, € An(un,),

(MHM,)  An.un, € 0G},_ (P},), (3.10)
vy} € [1Z., By, satisfaciendo la condicién de sincronizacién,

{neun t € 0lgy, ({ N, 1),

donde, la version discreta de los operadores esta dada por

*9

An, = AV, — 2Vke, (3.11)
he = G Y, = RU{+o00}, (3.12)
Ap, € L(Vh,, Yh.), (3.13)

Vhe € L(Vhe, Bn.), (3.14)

One € L(Vhes Bn,)- (3.15)

Ademas, las versiones discretas de los subespacios admisibles de transmision, estan consideradas
de acuerdo a

E
Qp, = {{Qhe} € [[ Bh. : @h. = an, sobre Ty, 1<e< f< E}, (3.16)
e=1
E
Qn, = {{qze} S H B, 1 q,, = —qu sobre I'ey, 1<e< f< E}, (3.17)
e=1

para los cuales, la caracterizacion subdiferencial de las condiciones de transmision continia
siendo valida [13 ], de acuerdo al siguiente.

Lemma 3.1. El campo primal discreto descompuesto {us,} € [IZ, V,. satisface las restric-
ciones de transmisién discretas

{n.un.} € Qp, y — {0, (un,)} € Qy, (3.18)
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si, y solo si, se satisfacen las correspondientes ecuaciones subdiferenciales mondtonas discretas
primal y dual

—{0n.(un.)} € 0lqp, ({Vnun.}) & {n.un} € 0lg; (—{0n.(un)}). (3.19)

La versién discreta de un problema macrihibrido mixto (MHM}) presentada en esta seccién,
sera usada como base en la construccién de la correspondiente versién discreta del modelo de
flujo biféasico.
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3.2 MODELO MACROHIBRIDO MIXTO DISCRETO BIFASICO

Para desarrollar la versién espacial discreta del modelo de flujo bifasico, se parte de la formu-
lacién variacional macrohibrida mixta discreta del modelo de flujo bifasico (MHMBD), desar-
rollada en el capitulo anterior.

Encuentre (ue,pe) : (0,7) — K5 = x Y(£)
y (wevse) : (0>T) - K@ne X Y(Qe)a
con la condicién inicial,  s.(x,0) = s, (x) € Q., para e=1,...F:

| s K urde = [ prdiveda— [ prondon
Qe a0n,

e

— [ rlvendl —l—/ (A (8e)pw + A (5e) pn) g-v dS2, Vv e Ky,,,
Qe

e
/Q divu™ q dQ = /Q g" q Q) Vg € Y (Q0),
[ (D (s Ke) v d2 = / st dive dQ — [ 57w dOO)
Qe 893
(MHMBD) )
[ orten dP+/ —)”g vdQ, Yve K,

/ Ges™ g A2+ At/ divw™ M q dQ) = / GesT (X™)q dQ
Qe Qe Qe

LA /Q O (50T — M (80)8 )" 2q ), Vg € Y(QW),

y {re}, {pe}: (0,T) — Q¥ satisfaciendo las condiciones de sincronizacion,

E
0> Z/ ul'n.(ne —re) dl, V{ne} € Q.

0> Z weng(n. — pe) dI, V{n) € Q.

Como puede observarse en el sistema anterior, el modelo (MHMBD) estd compuesto de hecho
por dos modelos mixtos macrohibridos. El primero de ellos estd planteado para los campos
velocidad total-presién global ( ue,p.) , y el segundo, para los campos flujo de saturacion-
saturacién ( w,,s.). Para propdsitos de claridad, el modelo (MHMBD) serd separado en sus
partes constitutivas, y se desarrollara en forma paralela cada una de sus componentes.
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La componente velocidad total-presién global (u., p.) queda expresada como

Encuentre (ue,pe) : (0,7) — K; X Y(£),
parae=1,2,.... F:

/ (A" (30) K o) tu v dQ) = / pltdive d§) — / P ven doS2

€

—/ ritven dF—I—/ (Ap. (8e)puw + )\nme(se)pn)g-v s, Vv e Ky,
(MHMBD1) ‘

/Q divu™ g d§) = /Q " q Q) Vg € Y(Q),

{re}:(0,T) — Q¥ satisfaciendo la condicion de sincronizacion,

E
0> Z/ ul' ne(ne —re) dl, V{n.} € Qy.
e=1 €

Y la componente flujo de saturacién-saturacién (we, se) , como

Encuentre (we,s.) : (0,T) — Kg xY(£2),

con la condicién inicial, s.(z,0) = so.(z) parae=1,2,.... E:

| (Dt (s)Ke) Mt d = [ st dive a2 — [ 5 en do0
€ Qe 8QSD

/pm+1vndf+/ —p)")g'de Vv € K,,,,

(MHMBD2) /Q b5 g dL 4 At /Q dive™ g dO /Q 6™ (X™)q dO)

08 [ (5T = Mo (50)"q d2, Vg € V().

{pe} : (0,T) — Q3 satisfaciendo la condicién de sincronizacién,

0> Z e(ne — pe) dT, V{n.} € Q-

Para la aproximacién espacial de los subespacios locales velocidad total, presion global, flujo
de saturacién y saturacién, de los modelos variacionales macrohibridos mixtos (MHMBD1) y
(MHMBD?2), se utilizaran espacios de elemento finito mixto localmente conformes [9, 13, 15] de
la siguiente manera. Para los subespacios locales (velocidad total-flujo de saturacién) y (presién
global-saturacion), se tienen los subespacios

Vhe = [¢e,17 ¢e,27 Tty ¢e,nh] C V(Qe) = H(dZ’U, Qe)7 (320)

Yhe - [Ce,l? Ce,?? i) Ce,nh] C Y<Q€> - L2<Q€)7 (321)

respectivamente.
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Para los subespacios locales (presion global de frontera interna-saturacién de frontera interna),
se consideran

By, (Te) = [€o1, o2y oy e, ] € LA(T.) € B*(T.) = HV*(T,). (3.22)

Entonces, los campos velocidad total, presién global, flujo de saturacion, saturacién, presion
global de frontera interna y saturacién de frontera interna, quedan expresados por medio de

nh
Upe = O Qe @, ; € Vie  velocidad total (3.23)
=1
mh
Pre = Y Aeslek € Ve presién global (3.24)
k=1
nh
Whe = Y OyejPo; € Vie  flujo de saturacion (3.25)
j=1
mh
She = Y Veler € Ve saturacién (3.26)
k=1
y
kh
The = Y Teiley € Bhe presién global de frontera interna (3.27)
=1
kh
Phe = Y Oeibes € Bhe saturacion de frontera interna (3.28)
=1

cuyas coordenadas de elemento finito seran establecidas al resolver los problemas discretos
(MHMBD1) y (MHMBD?2) asociados.

Para obtener las versiones espaciales discretas de (MHMBD1) y (MHMBD2), se hace uso de las
expresiones (3.23-3.28). Entonces, sustituyendo los campos continuos por sus correspondientes
expresiones discretas, se obtiene.

La primera ecuacién de (MHMBD1) tiene la expresion

[ Or)K)  upwde = [ prdived@— [ rrven dr
e QE

Le

_ /891’ prtvem doS) + /Q (A (8e)puw + At (Se)pn)gev dS2,

De
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y la aproximacion de elemento finito para cada término de esta ecuacion es
| O (oK) ture de = [ (0 (s)Ke) (@7 (78) 2 = AZL(9.)aleB,
m j: o Tym . T o Tym
/ prdivy d§) = / (CTA™)div($T B) d2 = —LTA™. 3,
Qe Qe
/ v dl = [ (677" (¢7B)m dl = T{n-B,

— o, Pl v-m dOS) +/ (5¢)pw + A (5e)pn) g-v dSY =

=y, FEET B O || O (Do + X (5)pn) 98" B A = S (0.)-6,

Entonces, la primera ecuacién de (MHMBDI1) queda expresada en su forma espacial discreta
como

—(Le AT + Tem')-B = (Al (9e) oy, — £1.(9:))-B. (3.29)

ue Ue

La segunda ecuacién de (MHMBD1) estd dada por
/ divu'q df) :/ q.'q dS2,
Qe Qe
y su aproximacion de elemento finito para cada término es
/ divul'q d) = / div(pTa™)(¢T ) dQ = —L.a™-p,
Qe Qe
| arade= [ @'¢"ndo =g
Qe Qe
Entonces, la segunda ecuacién de (MHMBD1) queda expresada como
L.ag,-pp = —qpi-p. (3.30)
La primera ecuacién de (MHMBD?2) estd dada por

/ (D™ (s) Ko) tw™ v dQ = | s™ M dive dQ — / Py dl

e Qe

—/ s vndaQ—l—/ —pn)gmdQ,
093, (se)
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y su correspondiente aproximacion de elemento finito, término a término es
[ (D oK) el d = [ (D7 (s0Ke) T (67 0l )67 ) d = AL (8B,

/ s vy dQ) = / (T V) div($pT B) dQ = —LT9™+.3,
Qe

e

p’e”“v n dl = /F (& ™M) (" B)n dl = TL o3,

—/ g dd0 1 [ Lo =) o -
o0y, Qe P, (Se)

om+1 (pw_pn) m+1
=y, @m0 [ L B (67) 2 = FU (0.

Entonces, la versién espacial discreta de la primera ecuacién de (MHMBD2) queda expresada
como

—(Lg97 " + Te el ™) B = (AL (D)o — F17(90))-B. (3.31)

we we

La segunda ecuaciéon de (MHMBD2) estd dada por
/ Ges™ g dQ + At / divw™ g dQ = / Bes™(X™)q dY

+At/ <)\n€<85)q\we — Awe (Se)ane)m—Hq df2,
Qe

y la version espacial discreta de cada término queda expresada como
[ eesilqdn = [ (¢ (CT ) d = M7
/Qe divw™ M q dQ = /Q div(pTa™ ™) (¢ ) dQ = —L.a™ ™ p,
J oot (XM dQ = [ (¢TI (X™)(CT ) dQ = M7 (X7

/Q (Ane(se)awe - >‘we<se>§ne)m+1q dQ) =

€

/Q (Ane(/ﬁe)q\we - )\we(/ﬁe)q\ne)m—i_l(CT“) dQ) = /q\gé+1 (796)',1"

e

Entonces, la versién espacial discreta de la segunda ecuaciéon de (MHMBD2) se expresa en la
forma

Lot —9m(xmy
Leagjl'”’ = (Mse At ( ) - qse(ﬁ€)> 'l’l“ (332)

Las condiciones de transmisién del problema (MHMBD1) y su correspondiente aproximacién
de elemento finito se pueden expresar de la siguiente manera.
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E
0> Z/ u?'ne(ﬂe - 7’e) dP,
e=1""¢
/ ul' ne(ne —re) dI' = / (¢ra™ n)¢l (v, — 7.) dT' = T.a™ (v, — ),
€ FE

entonces, la version espacial discreta de las condiciones de transmisién para (MHMBD1) quedan
expresadas como

B
0> Tal-(v—m.), V{v} € Q- (3.33)

e=1
La version espacial discreta de las condiciones de transmisién del problema (MHMBD2) y su
correspondiente aproximacion de elemento finito quedan expresadas por

E
0 Z Z - 'w;n_‘—l'ne(ne - pe) dF,

wing(. — po) dF = [ (@F ot m)el (v - @) dT = Tai (v — ),
T, e

entonces, las condiciones de transmisién para el problema(MHMBD2) en su versién espacial
discreta quedan expresadas como

E
0>3 Teal (v —e.), V{v} € Q. (3.34)

e=1
Por lo tanto, con base en las ecuaciones (3.29-3.34), las versiones espaciales discretas de los
modelos (MHMBD1) y (MHMBD?2), quedan expresadas como

Encuentre (., ) : (0,T) — Kg,  x R,
para e=1,2,..., F:

_(LZ’)\T: + T‘Zﬂ';n)-ﬁ = (AZZ(ﬂe)aume _fume(/ﬁe))'ﬁv vﬁ S KOnhe7
(MHMBD1,){ L.om-p = —q’-p, Y € Rmne,
y {70'}:(0,T) — Qy, satisfaciendo la condicién de sincronizacion,
E
0>> T.a)-(v—=l), v{v}t € Qy,-
e=1
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Encuentre (au,,,V.): (0,T) — Kg, X R,

We We

,0m+1 o ,19m xXm
(MHMBD2;){ L.a™p = (M;; — S a;@“(%)) g

0> Z T.o (v — o),

e=1

donde las matrices y vectores locales que aparecen en los modelos (MHMBD1,) y

con la condicién inicial, ¥.(z,0) = Dpe(x), para e=1,2,...,

—(Le¥7™ + Teol™)-B = (AL (9e)aly ™ — f17(9e))-B, VB € Kon,,

E

Y € RMhe,

y {Q 1}:(0,T) — Qy, satisfaciendo la condicién de sincronizacién,

V{V} € Q*th

(MHMBD2,,) ,

estan definidas en relacién con las funciones base de elemento finito mixto (3.20-3.22), por medio

de las relaciones.

Parai,7 =1,2,....m4,, m,k=1,2,...mp,, =12 ..k,

€

Le kj = _/Qe Cerdive, ; d

Te ) = /fevlqbe,j-ndl“

A7 500 = / AT (0K Gy D

wi) = = [, PdeynddQt [ 80+ XL (B)p,)g- b 40

Tpe i = /ng”énée,k ds2 (3.35)
Az = [ DIB)K b, 0, O

R0 = =, g | (55 o

M = [ 0cemte €

) = [ O 0)Ge — e (D))" e A2

e

Los modelos macrohibridos mixtos acoplados (MHMB1,) y (MHMB2,,), constituyen la versién
discreta del modelo bifdsico de flujo en medios porosos, en términos de los campos (veloci-

dad total-presién global) (u,p) y (flujo de saturacién-saturacién) (w, s).

En el siguiente

capitulo, de acuerdo con la metodologia adoptada, se abordara el aspecto algoritmico para

tratar numéricamente los modelos (MHMBD1,) y (MHMBD?2,).
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Capitulo 4

ALGORITMOS DE PUNTO
PROXIMO

INTRODUCCION

En este capitulo se presentan los aspectos tedricos de los algoritmos numéricos de resolucion
de punto fijo tipo Uzawa, que se aplicaran a los problemas macrohibridos mixtos planteados en
el capitulo anterior. Las bases tedricos de la construccion de estos algoritmos, tienen su origen
en la caracterizacion de desigualdades variacionales en términos de operadores de proximacién
[42], la cual ha sido fundamental en su desarrollo y construccién.

La metodologia propuesta por Gabay [16] y extendida por Alduncin [17] para la aplicacién
de estos algoritmos a problemas no potenciales, interpretando los procesos iterativos para la
aproximaciéon de estados estacionarios de un sistema dindmico como procesos evolutivos en el
tiempo, permite que estos sean aplicados como esquemas de integraciéon numeérica en el tiempo
a problemas evolutivos. Aqui se hace la presentacion de algunos de estos algoritmos, y en
la dltima seccién de este capitulo, se aplica esta metodologia para la resolucién numérica del
problema de flujo bifasico.

4.1 ALGORITMOS ITERATIVOS PARA DESIGUALDADES VA-
RIACIONALES MIXTAS

Como punto de partida, se considera un problema mixto discreto general y sus problemas primal
y dual asociados. Sean V' y Y dos espacios reales de dimensién finita, con producto interno.
El producto interno y la norma inducida denotados por (+,-)y , (-,-)y v |l llv ., || -|ly . Sea
A:V — 2Y un operador monétono maximal, en general multivaluado, con dominio D(A) =
{BeV: APB)#£0} yAe L(V,Y). También, sea G : Y — RU {+oco} un funcional propio,
semicontinuo inferiormente y convexo, con dominio efectivo D(G) = {f €Y : G(f) < +o0} y
su funcional conjugado G* : Y — R U {+o0}.

Entonces, como problema mixto general, se considera el siguiente

Encuentre (o, \*) € V x Y*:
(M) —ATX € A(a), (4.1)
Aa € 0G*(\¥).
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Ahora bien, haciendo uso de los principios de dualidad composicional [39], se puede asociar al
problema mixto (M) un problema primal (P), de la siguiente manera.
Considerando que se satisface la condicién

A e L(V,Y) es sobreyectivo (4.2)

se tiene que

X € 0G(Aa) & ATX* € 9(G o A)(a) (4.3)

y en consecuencia, el correspondiente problema primal (P) asociado al mixto (M), que estable-
cido como

Encuentre a € V :
( (4.4)

0€ Ala) +9(G o A)(a).

De manera anéloga, para asociar un problema dual (D) al problema mixto (M), considerando
que el operador primal A es potencial,

A=0F (4.5)
y se tiene que
A =0F : vV =2V (4.6)
en el sentido de su grafica inversa.
Entonces, bajo la condicién
AT € L(Y*,V*) es sobreyectivo (4.7)
se tiene la equivalencia
a € OF* (—ATX") & —Aa € O(F* o (—AT))(\), (4.8)

y con base en esto, el problema dual (D) asociado al mixto (M), queda expresado como

Encuentre \* € Y* .
( (4.9)

0 € AG*(\*) + 8(F* o (—AT))(\*).

La relacién que guardan las soluciones de estos problemas se puede expresar de la siguiente
manera.

Si (e, A*) es solucién del problema mixto (M), « es solucién del problema primal (P) y A* es
solucién del problema dual (D).

4.2 GENERACION DE LOS ALGORITMOS PRIMAL Y MIXTO
TIPO UZAWA

A continuacion se describe la forma de generar dos de los primeros algoritmos tipo Uzawa, para
la resolucién de los problemas (M),(P) y (D).
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La estrategia a seguir se basa en la caracterizacion de un problema de punto fijo en términos de
operadores resolventes, para entonces, definir los algoritmos de resolucién de punto préximo.
Se presentan los algoritmos primal y dual en el contexto de operadores generales mondtonos
maximales multivaluados, y se identifican como algoritmos tipo Uzawa.

Considérese un parametro real fijo r , estrictamente positivo

r > 0. (4.10)
El primer algoritmo que se denotara por ALGO, se formula considerando la versién primal del

problema mixto (M),

Encuentre(a, \*) € V x Y*:
(PM){ —ATX € A(a), (4.11)
ATX € O(G o A) (),

donde, la ecuacién dual de (4.1) ha sido reemplazada por su ecuacién inversa equivalente.

Ahora bien, introduciendo el operador resolvente del subdiferencial 9(G o A)

JoGony = (L +70(G o AN, (4.12)

el cual es una contraccién univaluada de V', y de hecho, una contraccién firme, se tiene la
caracterizacién de un problema de punto fijo de la ecuacién (4.115) ,

a = Jygony(a + rATA). (4.13)
Esta caracterizacion del operador resolvente de un subdiferencial, también puede ser expresada

de la siguiente manera.

Sea W un espacio de Hilberty E : W — RU+o00 un funcional convexo, propio y semicontinuo
inferiormente. Entonces, el operador resolvente del subdiferencial de E, Jj; : W — W | estd
caracterizado por el mapeo de proximacion relativo a rE, Prox,.gp: W — W | es decir,

i (W) = Prox,s(w) = arg (V ;;E) {% lv—wl? +7~E<y)}> | (4.14)

Por definicion del operador resolvente, se tiene la equivalencia,

u=Jhp(w) < 0e (u—w)+0(rE)(u), (4.15)
de la cual se obtiene (4.14)

Combinando las caracterizaciones (4.13) y (4.14), de manera natural asociamos al problema
mixto primal (PM) el siguiente algoritmo de punto préximo.
Dado o’ € V, conocer o™, m > 0,
calcular \*, y ™! :
(ALGO) (4.16)
—ATX: € A(a™),
a™ = Prox,goa (@™ + rATAY).

Expresando la ecuacién dual (4.115) en la forma,
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0€a—(a+rAT2*) +9(rG o A)(a), (4.17)
se tiene una interpretacién directa de la ecuacion Euler-Lagrange de un problema de opti-
mizacién,

a = Prox,gop(a + 7ATAY). (4.18)
De esta manera, se ha identificado el algoritmo (ALGO), con un algoritmo Uzawa asociado al
problema mixto primal (PM).

Cuando el operador primal monétono maximal A es univaluado, el algoritmo (ALGO) se
reduce a

o™ = Prox,qex (@™ — rA(Q™)), m >0, (4.19)

el cual corresponde a un algoritmo Uzawa para el problema primal (P).

En el caso particular cuando GoA = I , la funcién indicatriz de un conjunto convexo cerrado
K CV , el mapeo de proximacién Prox,g.x es la proyeccion sobre K |

inf 1
o 5= 1% ). (4.20)

Procediendo en forma anéloga, pero ahora para el problema mixto (M), (4.15) esté caracteri-
zado por el problema de punto fijo,

Prox,r,.(8) = Projx(5) = arg (

N = Ty (A" +rAa). (4.21)
Para propdsitos de implementacion del siguiente algoritmo, se utiliza el siguiente resultado.

Sea E*: W — RU{+o0} el funcional conjugado de E . Entonces, el operador de proximacién
relativo a rE* estd caracterizado por,

Prox,p = I — Prox, go(1;- (4.22)

Para ver esta equivalencia, se utiliza (4.14), Prox,g = Jjg. en la siguiente forma.

Sea u = Jjg.(w) . Entonces, (w —wu) € O(rE*)(u) y dualizando se tiene que w €
(I +0(rE*)*) (w —u) , de esta manera,

Jhpe =1 — (I +0(rE*)*)™", (4.23)

de donde se obtiene el resultado deseado ya que, (rE*)* =rFE o (%)I .

En consecuencia, se puede asociar al problema mixto (M) el algoritmo de punto préximo,

Dado A\ € D(G*), conocer X’

m?

m > 0,
calcular o™ y Ay . :

—ATX: € A(a™),

N = (I — ProxTGO(%)I) (Ar, +rAa™).

(ALG4) (4.24)

Procediendo como antes, se reescribe (4.15) como,
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0€ X — (\ +rha) + (G (V), (4.25)

que puede identificarse como el problema de Euler-Lagrange de un problema de optimizacion,

A = Prox,g«(\* + Aa). (4.26)

De esta manera se puede ver que el algoritmo (ALG4) corresponde al algoritmo Uzawa asociado
al problema mixto (M). En el caso particular, cuando A es la identidad, el algoritmo (ALG4)
se reduce a,

{ A(a™) + X, =0, a2)

Novir = (I = Projge) (X, + ra™).

Se describen a continuacién tres algoritmos tipo dualidad-penalizacién (ALG1, ALG2 y ALG3),
para la resolucién numérica del problema dual (D). Para estos casos, los algoritmos pueden ser
construidos de las aproximaciones de punto préximo asociadas a las siguientes tres caracteriza-
ciones del operador resolvente de la ecuacién dual (4.11).

A= JZ\R—&-BG*(}‘*)a (4.28)
AN =T (87), 8" = Jpe- (207 = 87) + (s" = A7), (4.29)
A =T (87), 8" =2 — 1) (2X" = 7)), (4.30)

donde, A; es el mapeo dual relativo a A, A : Y — 2Y, para p* €Y
Av()={v €Y 38 e V,v' = —AB, —ATp* € A(B)}. (4.31)
El algoritmo (ALG1) se obtiene de la interpretacién del algoritmo de punto préximo de (4.28).
A = Ansa = —r(Aa™H —pmth),

—ATX: € A(a™T), (4.32)
P E G (Myia)-

Entonces, invirtiendo (4.323) y sustituyendo se obtiene,

Dado Ay € D(A}) N D(G*), conocer A}

m?

m >0,
calcular p™*t, o™ty X
(ALG1){ A, + 7 (Aa™t —pmtl) € G (p™t), (4.33)
—AT (A +r(Aa™ - m“)) € A(a™*1),
Y.

N = An 4 (Aamt — pmt

El algoritmo (ALG1), es una extensién del algoritmo de dualidad-penalizacién del método de
lagrangianos aumetados para problemas potenciales, al caso de desigualdades variacionales no
necesariamente potenciales.
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Los dos siguientes algoritmos pueden ser vistos como aplicaciones del método de divisién de
operadores de Lions y Mercier [19] al problema dual (D).

De la caracterizacion (4.29) y su algoritmo de punto préximo asociado,
A1 = T (sm)s S = Jae (2A5, — s 1) + (51 — A, (4.34)

e introduciendo las relaciones,

T = N TP = N — (4.35)

—rAa s

por eliminacion de s* se obtiene el siguiente algoritmo tipo dualidad-penalizacion.

m—1 >

Dadoa® € Viy \s € D(Aj‘\) ND(G*), conocer a™ y A5 m >0,

calcular p™ ™!, Ly A

(ALG2)S X, + 7 (Aa™ erl) € 0G(p™th), (4.36)
_AT()\:n + T(AOém+1 _ pm+1)) c A( m+1)

A1 = A + 1 (AamHE = pmt).

Para la derivacién de (ALG3), se introduce en (ALG2) una actualizacién intermedia del mul-
tiplicador A* |y se asocia a la tercer caracterizacién de la ecuacién dual (4.30) el algoritmo de
punto préximo,

A = T (s5)s 85 = (256 — 1) (24, = 57,4) (4.37)
bajo las relaciones
—rAa™tt = g% — AE L
et = A 35— 551 (4.38)
rp™th = 20 — )\:n+2 E

se obtiene el algoritmo (ALG3), como una segunda versién del algoritmo (ALG1),

Dado a® € V 'y \j € D(AL) N D(G*), conocer a™ y X5, m >0,
caleular p™*, X* 1 @™y Ar L

2
)\:n +r (Aam _ pm—l-l) c 8G<pm—|—1)7

_AT()\:H-% —I—T(Aaerl _pm+1)) c A( m+1)

)‘:n-i-l = )\;‘n—i—% +r (Aam-‘rl _ pm-i-l) )

Para concluir esta seccién, se presenta la relacién que existe entre los algoritmos (ALG2) y
(ALG3) con aquellos estudiados por Lions y Mercier [19], de acuerdo con Alduncin [17].
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Por eliminacién de A},,; en el algoritmo (4.34) se obtiene la relacion,
Sma1 = Jog (2L = 1)(s3,) + (I = T ) (s7,)- (4.40)
De manera analoga, la eliminacién de A* _; en el algoritmo (4.37), conduce al proceso iterativo,

Smi1 = (205 — 1) (25 — I)(s7,)- (4.41)
Las expresiones (4.40) y (4.41), corresponden a los algoritmos II y I respectivamente de Lions-
Mercier [19].

4.3 METODOS DE RESOLVENTES Y ESQUEMAS DE DISCRE-
TIZACION NUMERICA EN EL TIEMPO

La importancia que tienen los algoritmos presentados en la seccion anterior, es que, ellos pueden
ser identificados como esquemas de discretizacién numérica en el tiempo de los correspondientes
problemas evolutivos. Se presenta a continuacién, siguiendo el trabajo de Alduncin [17], c6mo,
los diversos algoritmos iterativos pueden ser interpretados como procesos evolutivos en el tiempo
para un sistema dinamico, que va de un estado inicial hacia un estado estacionario.

En primer lugar se considera un problema evolutivo primal, identificando (ALGO) como un al-
goritmo precondicionado relativo al esquema semi-implicito de Euler de integracién numérica en
el tiempo. A continuacién, se considera un problema evolutivo dual, relacionando su esquema
semi-implicito de Euler con (ALG4) como una aproximacién precondicionada. El correspondi-
ente esquema implicito de Euler esta relacionado a una versién precondicionada del algoritmo
(ALG1). Los algoritmos (ALG2) y (ALG3) son identificados como aproximaciones precondi-
cionadas relativas a los esquemas de Douglas-Rachford y Peaceman-Rachford, respectivamente.

Para considerar sistemas dindmicos con una matriz de "masa” general ”el precondicionador”,
se establece lo siguiente.

Bajo la misma notacién de (4.18) y (4.22), sea R un isomorfismo simétrico y positivo definido
sobre el espacio de Hilbert W,y sea || - |z la norma-W inducida por el producto interno
(R, )w . Entonces, el R-resolvente del subdiferencial OF , definido por,

rop = (R+ roE)" ", (4.42)

estd caracterizado por el mapeo de proximacién-R relativo a rE , Proxg,g, para w € W ,
en la forma

Jrop © R(w) = Proxg ,p(w) = arg (U ei;l)f(E> {% |v—w |7 —i—rE(v)}) : (4.43)

También, el mapeo de proximacién-R relativo a rE* esta caracterizado por,
Proxp,p- =1 — R ' o Proxg-1,po(1/ry © R. (4.44)

De la definicién (4.42),
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u = Jpop(Rw) < 0 € R(u —w) + I(rE)(u), (4.45)

por integracién de la ecuacién anterior, se obtiene (4.43). Ahora bien, como Proxg,p- =
Jrop- o R, considerando que u = Jg yp.(Rw) , se tiene que R(w —u) € d(rE*)(u) , y por
dualizacién se tiene, w € (R™! 4+ d(rE*)*) o R(w — u) . De esta manera,

Thop-oR=1-R" (R +0(rE")") oR™, (4.46)

de donde se obtiene (4.44), ya que (rE*)* =rFE o (1/r)l

4.4 ESQUEMA SEMI-IMPLICITO DE EULER PARA EL PRO-
BLEMA MIXTO EVOLUTIVO PRIMAL

Considérese el problema mixto evolutivo primal asociado al problema mixto (M), para t €
(0, +00),

Encuentre (a(t), X*(£)) € DA()) x D(G* (1)) :
_ATA(E) € Mfl—j(t) + At (b)),

Aa(t) € DGt alt)),

a(0) = a®,

donde, M :V — V denota la matriz de "masa” simétrica y positiva definida del sistema
discreto y o’ € D(A(0)) N D(G(0) o A) es el estado primal inicial.

( PEM) (4.47)

Procediendo de la misma manera como se obtuvo (4.4), se puede identificar el problema (PEM)
como el problema mixto de un problema evolutivo primal asociado al problema primal (P).

Para ¢ € (0,+00), sea (a(t),\*(t)) € D(A(t)) x D(G*(t)) una solucién del problema mixto
evolutivo primal (PEM). Entonces, « es una solucién del problema evolutivo primal,

Encuentre a(t) € D(A(t)) ND(G(t) o A) :
(EP){ 0e M‘é—%) + A(t; () + O(G(E) 0 A)(alt)), (4.48)
a(0) =

Reciprocamente, si  «a(t) € D(A(t)) N D(G(t) o A) es una solucién del problema evolutivo
primal (EP), entonces 3 A*(t) € D(G*(t)) tal que,

A*(t) € 0G(t; Aa(t)), (4.49)
y (a, A*) es una solucién del problema mixto evolutivo primal (PEM).

Para el problema (EP) considerando como método de discretizacién temporal, el esquema
primal semi-implicito de Euler, se tiene

0 € M(a™? — a™)/r + A™(a™) + O(G™ o A)(a™ ), (4.50)
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donde, como es usual, r corresponde al paso de tiempo y el superindice m denota los valores
del campo al tiempo t,, = mr .

El esquema semi-implicito de Euler del problema (EP) (4.50), tiene la siguiente versién pre-
condicionada del algoritmo (ALGO).

Dado a® € D(A°) N D(G° o A), conocer o™, m > 0,
calcular \* y o™ :
—ATXA:, € A™(a™),

™ = Prox,s,gmiiop (@™ + rMTATAS),

(ALGOw) (4.51)

donde, Proxj;,gm+1.n €s el mapeo de proximacién-M relativo a rG™! o A.

Este algoritmo se puede obtener considerando (4.51;) como una definicién, y en consecuencia,
el esquema (4.50) toma la forma,

Q"™ = i agmerony(Ma™ +TATAL), (4.52)

donde, Ji; pgm+iop) €8 el M-resolvente de O(G™"' o A) que, de acuerdo con (4.42), se puede
expresar como,

JXA/,B(G’"JFIOA) oM = PrOXM7er+1oA7 (453)
de donde se obtiene el algoritmo (4.51).

Para relacionar las secuencias convergentes del algoritmo (ALGO,,) con las soluciones esta-
cionarias, de (4.53) se reescribe (4.51) en la forma

—ATX e A™(a™),  (Ma™+7rATAE) € (M +rd(G™ ™ o A))(a™), (4.54)

de donde se puede concluir que (ALGO,;) tiene la interpretacién de ser un algoritmo iterativo
para la version precondicionada del problema (PM),

AN € A(e), (Ma+rA"X*) € (M +7r0(GoA))(a). (4.55)

Por lo tanto, las secuencias convergentes del algoritmo (ALGO,;) tienen como estados esta-
cionarios limites, las soluciones del problema mixto (M).

4.5 ESQUEMAS DE EULER EL PROBLEMA MIXTO EVOLU-
TIVO DUAL

Considerando el problema mixto evolutivo dual asociado al problema mixto (M), para ¢ €
(0, +00) ,
Encuentre («(t), A*(t)) € D(A(t)) x D(G*(t)) :

—ATN (1) € A(t; a(t)),
(DEM) Aa(t) € M* dczj (1) +9G™(t; A (1)), .

)‘*<0) = >‘87
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con la matriz de "masa dual” simétrica y positiva definida M* : Y — Y | cuya inversa es
denotada por M~* |y el estado inicial dual A\ € D(A}(0)) ND(G*(0)), se puede identificar el
problema (DEM) como el problema mixto evolutivo dual asociado al problema dual (D).

Para esto, considérese t € (0,+00) , ysea (a(t), \*(t)) € D(A(t)) x D(G*(t)) una solucién del
problema mixto evolutivo dual (DEM). Entonces, A* es una solucién del problema evolutivo
dual,

Encuentre \*(t) € D(A}(t)) N D(G*(t)) :

dx*
ED *
(ED){ 0e M =

A*(0) = A

(t) + AL (E A*(2)) + 0G™ (£ A (1)), (4.57)

Reciprocamente, si A*(t) € D(A}(t)) N D(G*(t)) es una solucién del problema evolutivo dual
(ED), entonces 3 a(t) € D(A(t)) tal que,

—Aa(t) € AL (t; N'(1)), (4.58)
y (o, A*) es una solucién del problema mixto evolutivo dual (DEM).
Para el problema (ED) se consideran los métodos.

El esquema dual semi-implicito de Euler,
0€ M*(Ayr = An)/r + AL, (M) + 0GT, 1 (A )- (4.59)
El esquema dual implicito de Euler,
0€ M*(Apir = M) /r + AR, (M) + 0G0, 1 (M) (4.60)
El esquema semi-implicito de Euler del problema (ED) (4.59), puede ser identificado con la

version precondicionada del algoritmo (ALG4),

Dado Ay € D(G}), conocer X’

m?

m >0,
calcular o™ y A7 :
SATX;, € A(a™),
;kn—l-l = (_[ — Mﬁ*PrOXM**,erJFlo(l/T)[) <>\:n + TM**Aam)'

(ALG4y-) (4.61)

El esquema implicito de Euler (4.60), con la versién precondicionada del algoritmo (ALG1),

Dado \j € D(A},) N D(G}), conocer Ay

m?

m > 0,

calcular p™*t!, o™ty Af

(ALG1p<) < A5, +rM—*(Aa™tt — pmtl) € 9G™H (pmt1), (4.62)
—AT(\: +rM—*(Aa™ — pmtl)) € AT (am ),

A1 = Ar + rM—*(Aa™tt — pmtl,
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Considerando la ecuacién dual de (4.61) como una definicién , el esquema (4.59) puede ser
expresado en términos del M*-resolvente de 9G7, ., como,

—Aa™ e Ay (A), Ay = J}Q*’BG;H(M*)\; + rAa™). (4.63)

Entonces, de acuerdo con (4.42) se obtiene de la caracterizacién siguiente,
JXJ*78G:<7L+1 O M* == PrOXM*yrG:nle = I — Mi*PrOXM—*yrG’m-ﬁ-lo(l/r)[. (464)

De manera analoga, expresando el esquema implicito (4.60) en la forma,
0= M*(A, 11 = A)/r = Aot 4t
—Aa™t € Aj o (Ni)s (4.65)
P € 0GT (M),

se obtiene el algoritmo (4.62), por dualizacién de (4.6593) .

Con respecto de las secuencias convergentes de estos algoritmos, se observa de (4.64) que, la
ecuacion (4.613) tiene la interpretacion,

MAN, 4+ rAa™ € (M* + 719G, ) (Noiy), (4.66)

y consecuentemente, el algoritmo (ALG4,+) puede ser considerado como un proceso de
aproximacién para la versién precondicionada del problema estacionario (M),

—ATX € Ala), M*X* +rAa € (M* +rdG*)(\*). (4.67)

Debe observarse tambien que, los estados limites del algoritmo (ALG4,,+) que necesariamente
son estados estacionarios mixtos, son soluciones del problema (M).

Por otra parte, de (4.65), se sigue que las secuencias duales A* ., generadas por el algoritmo
(ALG1y;+) , satisfacen el algoritmo dual de punto préximo,

M\, € (M*+ 1Ay, + 710Gy 1) (A1), (4.68)
el cual a su vez, aproxima la versién precondicionada del problema (D),

M*X* € (M* + 1A% +rdG*)(\). (4.69)

*

Por lo tanto, las secuencias convergentes A}, ., de (ALGlp~) que necesariamente convergen
a estados estacionarios, son soluciones del problema dual (D).

4.6 ESQUEMAS DE DIVISION DE OPERADORES PARA EL
PROBLEMA MIXTO EVOLUTIVO DUAL

En esta seccion se considera el método de divisién de operadores para tratar el problema
evolutivo dual (ED). Los esquemas son.
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El esquema de Douglas-Rachford,

{ 0€ M*(Npyyy — Ap)/r + AL (A5) + 0G5, (M), (4.70)
0€ M*(X — A)/r+ AL (Ain) +0Gh, 1 (A1)
El esquema Peaceman-Rachford,
{ 0€ M*( Tn+1/2 —An)/(r/2) + A}Km( m) aGm+1/2< :14-1/2): (4.71)
0€ M*(Aps1 — Amy1y)/(1/2) + AR (A1) + 0G0 (Asi0)-

El esquema Douglas-Rachford del problema (ED) (4.70), tiene la siguiente interpretacién como
una versién precondicionada del algoritmo (ALG2):

Dado o € V'y \j € D(A},) N D(G}), conocer a™ y A, m >0,

calcular p™*t, o™ty X¥

(ALG2y-) X%+ 7 M~ (Aa™ — p™+l) € aG™+ (pm+h), (4.72)
—AT(O\:, + r M (Aa™ Tt — pmth)) € AmH (m )]

Nosr = Ai 4+ M (Aa™tt — pmth;

y el esquema de Peaceman-Rachford, (4.71), tiene la siguiente interpretacién del algoritmo
(ALG3):

Dadoa® € Vy \j € D(A’}‘\O) ND(G}), conocer a™ y X5 m >0,
caleular p™*, Xf o, @™y AL

+ (/)M (A = p ) € OGTHRpr),

ALG3 4.73
AR s = N (/2 (), )
AT()\* 1172 + (7,/2) (Aam—i-l _ pm+1)) c Am—O—l (Oém—i-l)’
A1 = A, mt1/2 1 (r/2)M~*(Aa™ — pmt).
Para obtener (ALG2j,+), se expresa el esquema (4.70) en la forma,
0€ M*(Xypiq = An)/r = Aa™ + p+,
—Aa™ € AA ( AL ),
Pl e 0GE, (X)), (4.74)

—AamH € AAerl ()\:n—O—l)?
0€ M*(Ahyr — An)/m — Aa™ ™t 4 pmd,

de donde se obtiene el algoritmo (4.72) por dualizacién. De manera similar, el algoritmo (4.73)
se obtiene expresando (4.71) en la forma,
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0 € M*(Npyjo — M)/ (r/2) — Aam + i,

—Aa™ € AL (M),

prtt e aGm+1/2( m+1/2)7 (4.75)
—Aamt e Ay L (A,

0e M*(Nr g — )\m+1/2)/(r/2) — Aamtt 4 pmtl

Procediendo como antes, introduciendo en (4.74) la versién precondicionada de las relaciones
(4.35),

—rM A =8k, — Ny, rM TP =\ = sh (4.76)
se llega a la interpretacién del algoritmo (ALG2p+) ,

M*sy € (M* +rA% (Mgt

(4.77)
M*(2X:, — sk ) € (M* + 710G, 1) (N, + 85, — S5 1).

Esta es una aproximacién de punto proximo de la versién precondicionada del problema dual
(D),
2M*NT € (M* 4+ r AL (X)) + (M* 4+ roG*)(X7). (4.78)
De manera andloga, introduciendo en (4.75) la versién de (4.38),
(/)M A" = 55, = N,
Nity2 = A+ 580 = 38015 (4.79)
(r/2)M—*p™tt = 2)* — i1/2 5

se tiene la interpretacion del algoritmo (ALG3p+) ,

{ M*sy, € (M (7’/2>AAm)< ma1)>

M (2)\m - Sm—l) € ( (r/z)aGm+1/2)(>\m + %Sm - %Sm—1)7

la cual es otra aproximacion de punto préximo de la versién precondicionada del problema dual
(D), (4.78), con r reemplazado por r/2.

Por tltimo, los limites de las secuencias convergentes A* ., de los algoritmos (ALG2-)

y (ALG3p+) que necesariamente son estados estacionarios, son soluciones del problema dual
(D).

4.7 ALGORITMOS DE PUNTO PROXIMO EN PARALELO

En esta seccion se hara uso de la teoria presentada en las secciones anteriores, con el proposito
de generar los algoritmos necesarios para resolver el problema de flujo bifasico. Se identificara
cada uno de los problemas que constituyen el modelo discreto bifasico, con un modelo mixto
abstracto y se hard explicita su version aumentada para finalmente, obtener los algoritmos
iterativos de cada componente del modelo bifasico.
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El punto de partida es el modelo discreto (MHMBD1,,) para la componente ( u.,p.) planteado
en la tltima seccién del capitulo anterior,

Encuentre (cv,,,Ac) : (0,T) — Kg, X R,
para e=1,2,..., F:

—(LEAT + Tem)-B = (AL (9e) . — £ (De))-B, VB € Kon,;
(MHMBD1,){ Lol -y = —gp, Vg€ Rive
y {70'}:(0,T) — Qy, satisfaciendo la condicién de sincronizacion,
B
0> Tl -(v—7l), V{v} € Qy,.
e=1

La formulacién subdiferencial de (MHMBD1,), para el componente velocidad total-presién
global (e, p.), se puede expresar de forma general como el modelo mixto abstracto,

Encuentre (a, A*) € D(A) x D(OG") :
(M){ —ATX € A(a),
Ao € 0G*(XY),

haciendo la identificacion de los vectores primales y duales,

B
a ~ {a} € V=][Rr™,
e=1

(4.81)
E E
A= (TN AR € Y= [ R x [ R0,
e=1 e=1
bajo las relaciones operacionales,
Ala) ~ {Ala —f0 +0Ik. 1},
Unhe
Aa ~ ({L.oj} {Teay}),
(4.82)
ATXNY ~ {LINM + TE ),

oG (A) = ({4}, 01q, ({7})).

Aqui, el operador primal A : V — 2V es un operador monoétono maximal con dominio
DA ={BecV:APB) #0} =K A€ L(V,Y) esunoperador lineal con transpuesto

Unhe’
AT eL(Yy,V), v 0G*:Y — 2Y o5 un subdiferencial monétono con dominio efectivo
D(G*) = {v € Y: G*(v") < +o0} = [1Z, R™ x Qi

A continuacién, se construye un algoritmo de punto préoximo con base en el problema mixto
abstracto (M). Para ello, se reformula este problema en la forma aumentada de proximacién
de dos campos.
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Sea

r>0 (4.83)

un parametro real fijo. Entonces, escribiendo la ecuacién dual de (M) en la forma equivalente,

A +rAa € (I +roG*)(A"), (4.84)
e introduciendo el operador resolvente del subdiferencial 0G*, definido y caracterizado por
s = Prox,g- =1 — Prox,q, 1, (4.85)

donde, Proz,g.y1; eseloperador de proximacion relativo al superpotencial primal 7G o (%)I :
Y — RU {0}, expresado como

inf
6*€D(rGo(1/r)

Pro@,omi(v") = arg ( , {% 16 — v | —H“G((l/r)&*)}) . (4.86)

Entonces, el problema mixto (M) tiene la interpretacién de proximacién aumentada siguiente,

Encuentre (o, A*) € D(A) x D(0G") :

(M,) —A" (/\* — Prox, gy (A" + rAa)) c (A+rATA)(a),

A" = (I — P'r'oa:,,Go(%)I> (A" +rAa).

Esta forma aumentada del problema (M) que de hecho corresponde a una penalizacién exacta
con parametro r [20], tiene la ventaja de ser un problema mixto bien condicionado para el
cual los algoritmos tipo Uzawa asociados son mas eficientes [21, 22 y 23]. En consecuencia,
de manera natural asociamos al problema (M) el siguiente algoritmo tipo Uzawa para su
resolucion.

Algoritmo I. Dados ag € D(A) , A\j € D(OG"),
conocer o, , A,, n >0,
calcular o1 y AL

—AT ()\;‘; — Proz, g1y (A, + rAan)) € (A+rATA) (1),

bl = (I - PT'OCL'TGO(%)I) (A, +7rAon1).

Para la implementacién computacional en paralelo de este algoritmo de punto préximo de dos
campos, de acuerdo con las relaciones vectoriales y operacionales (4.81,4.82), considerando la
dualizacién e integracion de (4.824) para obtener de manera explicita el superpotencial primal
G como,

G(p,v) = I{—ape}ul’) + IQDh(V)7 (mv) €Y, (4.87)

donde, Qpn es el subespacio conjugado de Q%yp,, estoes, (Igy,) =Iop,-
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En la practica, es conveniente implementar mallas de frontera interna conformes, pero inde-
pendientes de las trazas de las mallas interiores. En ese caso, considerando que los espacios de
frontera interna (3.22) coinciden en las interfases, los subespacios de transmisién Qp y Q%
referidos en (2.73), se pueden expresar de manera natural en su versién discreta como,

E khe knk
Qp, = {{ue} € I R™ > vesber == viiéry sobre Fek} ;
e=1 =1

=1

(4.88)
E kpe knk
Qn, = {a} € [T R™ D qeibes =D aribny sobre I'ey ¢ .
e=1 1=1 =1
Por otra parte, el operador de proximacién (4.86) puede ser expresado como,
Prox,goi/mi(p,v) = (Proj{_ﬁpe}(u), P'ronNh(u))
(4.89)

— (=r{G}, Projq,, ).

A continuacion, para propédsitos de claridad, se muestran explicitamente los operadores y vec-
tores que intervienen en el Algoritmo I, para el componente velocidad total-presién global
(e, pe), sin considerar el superindice m, que esté asociado con el tiempo.

A=) ¥ =(2)

AT =(LT 1), ATA=LTL +T'T,
(4.90)
ATA = LA+ T'n, Ao = (Ir_;g“) ,

Aa = { A, @)au. 1.0+ Lic, |

Unpe
Con base en (4.90), se puede expresar cada término de las ecuaciones primal y dual del
Algoritmo I para el componente (u., p.), en la siguiente forma,

(A+7rATA) () = —AT (}‘Z — Prox, g1y (A, + rAan)) :

(4.91)
A= (I — Pro:z:rGO(%)I) (A +rAag).
El término izquierdo de la ecuacién (4.91;) es,
(A+7ATA)(ny1) = Alon) +rAT Ao )
(4.92)

= {AL () ni1 = Fo,(9)} + CLTL 4+ rT" T) (e, ni1).

El término derecho de la propia ecuacién (4.91;) esta dado por,
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—AT ()\;‘; — Prox,co1) (A, + rAan)>

>\en >\en Lauen
ot 1) (X)) = Promgu { () o (B )

_ (L7 TT)< Aen + Ty, )

Tem — Pr0ojo, (Tepn +1Te0ty, )

(4.93)

— —LT()\E’n + r?]pe) _ 717 (ﬂ-em — Projg,, (Tt + TTea%n)) )

Por tltimo, las dos ecuaciones duales representadas por A, ;, (4.915) , pueden expresarse
como,

Ae,n—i—l _ )‘e,n Laue,n—‘rl . )‘e,n Laue,n—l—l
() = G ) e (e ) = Prosen { (7o) + (ranll )} 6400
Entonces, el Algoritmo I para el componente velocidad total-presion global en el paso de
tiempo m, queda expresado en forma explicita como,

Algoritmo I'. Dados o , € [I.; K AT} {mlo}) € TIEL R™he X Qe 1 >0,

Unpe’
calcular en paralelo o ., y A%, parae=1.2,. E:
(AL (0e) + rL{Le + 1T T o6 = ~LT (AL, + 7))

~T" (a7, — Projg,, (w0 + rT.al ) B + £1.(9.)-8, V@ € Ko, |

m _\m m ~m
en+1 — Ae,n + TL@aue,n-‘rl + /rqpev””

y {701} € QN satisfaciendo la condicién de sincronizacion,

{772?”+1} = {71'2?” + rTeaume,n-i-l} - P’ronDh (WZLn + Teazz,n-i-l)'

En el AlgoritmoI deben diferenciarse los superindices m que corresponden al paso de
tiempo y los subindices n y n + 1 que corresponden al proceso iterativo. Como resultado de
este algoritmo, se pueden conocer los campos velocidad total-presién global a través de sus
coordenadas de elemento finito (a', Al") .
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Para el segundo componente del modelo de flujo bifdsico (w.,s.), partiendo de su versién
discreta y considerando como esquema de integracién numérica en el tiempo un implicito de
Euler, se expresa (MHMBZ2,,) en la forma subdiferencial como,

Encuentre (au,,,d.): (0,7) — Kg, X e,
con la condicién inicial, Y.(z,0) = Fpe(x), para e=1,2,... F:

—(Lg97 " + Te el ™)-B = (AL (D)o ™ — f17(9))8, VB € Ko,

e We

197en+1 - ﬁ;n(Xm> ~m+1

MHMBD2
( h) Leaanjl.u — (M:e 5 -qy (196)> ‘L, vu c §Rmhe7

y {e"™}:(0,T) — Qy, satisfaciendo la condicién de sincronizacion,

{Teaw, } € 01gy, ({0.}) V{v} € Q-

Entonces, desarrollando las expresiones de (MHMB2,) en términos de 971 y o™*! e identi-
ficando At = 1y,
_Lg,ﬂ"gl«-‘rl _ TZQZLH c Aﬁjl(ﬂe)am“ o fm+1(19€)7

We We

9 —9m(x™
L.ajitt = M: —=< e (X™) (9., (4.95)

Tt

ot = o'+, T.al! — Proj (o + i Teal ).

La expresién para (4.953) , se obtuvo por integracién numérica en el tiempo con base en un
esquema de proximacion, en donde se introdujo el operador resolvente del subdiferencial OI Qi
en la siguiente forma,

o, + TtTea$j1 € (I + TtaIQ}‘Vh> (QZL—H)? (4.96)
y por definicién
-1
8IQ7VhE (I + TtaIQ»;W) , (497)
de donde se tiene que,
{or}y =T7p (e +nTalp), (4.98)
QNn
pero,
o1, ~T-Proig,. (4.99)
entonces,
{e"} = (eI + ool = Projg,, (0 +riT.ol) . (4.100)
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En consecuencia, (4.95) puede ser expresada como,

_LZﬁ;n+1 TT m+1 c A$:1<ﬁe)am+l _ferl('l?e),

We We

97 = 97 (X™) + 1M (Lot + @1 (9), (4.101)

ot = o + nTeaﬁ“ — Proj (Q? + TtTeaZZ:l) .

m-+1

9y gor

Ahora bien, al sustituir
obtiene,

en (4.101;) por sus correspondientes expresiones, se

—L (97(X™) + 1M qr T (9,)) — T (@ — Proj (@ + i Teai))

€ (A (0e) + LI M Lo + 7, TE T ) ot — £ (),

We

(4.102)
I = 92X 4 1M (Leadit + g (9,))

QZz—H — Qe + T’tTeagjl — P’I"Oj (Q;n + TtTeage-i_l) :

Entonces, el algoritmo para el segundo componente del modelo de flujo bifasico, queda expre-
sado de la siguiente manera.

Algoritmo II'. Dados {af,} € [IL, K5 ({92}, {0"}) € [T, R™ x Qi

con la condicién inicial ¥.(x,0) = Jo.(z), y m > 0,
calcular en paralelo ocWrl 9" parae=1,2,. ,F:

(Afgjl(ﬂe) +rnLTM L, +r TV Te) artl.p

— L7 (90X + Mg (9,) B

~T" (" = Projq,, (e + riTeal)) B+ f i (9.)-B, V8 € Ko,
O = 97 (X™) + M (Leai ™ + G (9,))

y {07} € QY satisfaciendo la condicién de sincronizacion,

{Q +1} — {Qm+TtT am+1} PTOJQDh(Qe —l—TtT am+1)

Los procesos iterativos establecidos por medio del Algoritmo I' y el Algoritmo IT | una vez
que estos algoritmos sean codificados, permitiran conocer de manera numérica la distribuciéon
de los campos (u,p,w,s) en cada subdominio, y en consecuencia, se podran establecer
las distribuciones de los campos fisicos (W, Un, Pws Dn, Sw, Sn) para cada subdominio. La
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codificacién de estos algoritmos para obtener el modelo computacional, se hara en el siguiente
capitulo de este trabajo.

Para concluir esta seccién , se presentan las expresiones de los parametros fisicos que se usaran
para propdésitos de experimentacién numérica. De acuerdo con Helmig [7], la saturacion efectiva,
las permeabilidades relativas y la presion capilar, pueden expresarse de la siguiente manera.

Para la saturacién efectiva,

5o = <M> Srwr < S0 < 1 — Spm. (4.103)

Para las permeabilidades relativas,

Fru(s) = s,
kn(se) = (1— Se)2 (1 o Se@) : (4.104)
y con A\ =2, se tiene
firu(se) = sc, (4.105)

krn(se) = (1—8)2(1—8.2).

Con base en las expresiones anteriores, las derivadas de las permeabilidades relativas resultan
ser,

dk 1 Sw — S 3 1
B Al (e )W
dsw e 1_Srw_3rn 1_Srw_3rn ]-_STw_Srn ’ ( 06)

dk -1 1

mo 2(1 — . - 1 — 2 1— 62_26 <—)

= 21— s) () (- )+ (= (20 (o

= (=) {0 s -+ (- s)(s0) (4.107)

1- Srw — Srn
—2(1 — 5.)%(1 + 2s,)

1 — Srw — Srn
( )

La derivada de )\, queda expresada como,

d>‘w o )\/Lw% - krwuw%
ds A2p2
b dkp dkyy
I G i (4.108)
A2 pi,
o 2{2k s 4 k(1 — s0)?(1 4 250) }
N :uwl/dr)@(l = Srw — Srn) '
Presion capilar y su derivada.
_ —-1/2
pC('Sw) - pd86_1/2 - pd <M) ) Srw S Sw S ]. — Srn7
1- Srw — Srn
(4.109)
() = (oo ) <5<l
Sw) = —3 T y Srw > Sw S 1 — Spp.
Pe oPi\1 = Srw — Srn (1 — Sy — Spn)
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Otra expresion para los pardmetros fisicos de acuerdo con J. Douglas Jr. [8], es la siguiente.

Permeabilidades relativas

(8 — Spap)?
Krw(s) (1= $p0)2
(=5 —s)?
krn(s) - (1 _Srn)2

Presion capilar y su derivada.

pe(s) = —n ((s _1sm)2 (1 —CS)Q>’

donde,
n = 300 Pa,
Lo
(1 —srn—srw)?’
La derivada de A,
% _ A/Lw% - krw,uw%
ds A2u2

2 (8 — Spaw) (1 — 5. —9)
= ™m7Ls N9 krw—
P pon A2 { (1= Spuw)? - )?

En este trabajo, para propositos de experimentaciéon numérica , se usaran las expresiones re-
portadas por Helmig [7].
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Capitulo 5

MODELO COMPUTACIONAL
BIFASICO TRIDIMENSIONAL

5.1 ESTRUCTURA DEL MODELO COMPUTACIONAL

En esta seccion se describen las caracteristicas del modelo computacional desarrollado para
simular el flujo bifasico inmiscible incompresible tridimensional en un medio poroso. La imple-
mentacion de este modelo se hizo en FORTRAN 77, con el propdsito de aprovechar algunas de
las caracteristicas que posee MODULEF para la visualizacion de resultados. Los algoritmos pro-
gramados corresponden a los modelos macrohibridos mixtos acoplados velocidad total-presién
global (u,p) y flujo de saturacién-saturacién (w, s).

Las caracteristicas del programa desarrollado son las siguientes.

1. El programa esta estructurado en forma modular por subdominios, esto es, para incorporar o
eliminar un subdominio en el programa, basta con agregar o eliminar un conjunto de variables y
establecer o eliminar la interaccién del subdominio con los ya existentes, a través de un conjunto
de parametros previamente establecidos.

2. El programa permite realizar simulaciones de flujo bifasico, considerando medios porosos he-
terogéneos y anisoétropos, con una geometria tridimensional construida en base a la unién de
subdominios rectangulares tridimensionales.

3. En la discretizacion espacial de los subdominios, se han utilizado elementos finitos tipo
paralelepipedo, localmente conformes y globalmente no-conformes, esto es, el mallado de un
subdominio es completamente independiente del mallado de cualquier otro subdominio, y las
trazas de la malla de uno, no necesariamente son coincidentes con las trazas de la malla de los
subdominios vecinos.

4. Las mallas de frontera interna que se utilizan para establecer la continuidad de los campos
incognita, son independientes de las trazas de las mallas de los subdominios vecinos. Sin
embargo, las mallas de frontera interna asociadas con una interface entre dos subdominios
vecinos es conforme pero, puede ser diferente entre diferentes interfaces del mismo subdominio.

5. La forma de especificar las condiciones de frontera tipo Dirichlet, de presién global prescrita
y saturacién prescrita, o tipo Neumann, de flujo total prescrito y flujo de saturacién prescrito,
se hace considerando las caras externas de cada subdominio 2., en donde, cada cara ha sido
etiquetada como A, B, C, D, Ey F.
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6. Las fuentes y sumideros de ambas fases se establecen por medio de un vector de NE entradas,
siendo NE el nimero de elementos del subdominio correspondiente. En cada entrada de este
vector se establece la razon de inyeccion o extraccion asociada al elemento finito, para cada una
de las fases. La misma forma se utiliza para especificar las propiedades del medio.

7. En la aproximacién de los espacios funcionales discretos de los campos incognita, se utilizaron
elementos finitos mixtos seccionalmente lineales y seccionalmente constantes, para aproximar
los campos velocidad total-flujo de saturacién (w, w) € H(div;-), y presién global-saturacién
(p,s) € L*.

La secuencia que sigue el programa al realizar las simulaciones es la siguiente.

En la primera parte del programa se establecen las propiedades fisicas del medio y de los fluidos,
asi como la discretizaciéon espacial de los subdominios y de las fronteras internas. También se
especifican los parametros de iteracién y el paso de tiempo a utilizar en la simulacion.

En la segunda parte del programa se establecen las condiciones de frontera para ambos modelos,
y su respectiva condicion inicial. También en esta parte se establecen las fuentes y sumideros
en cada subdominio.

En la tercera parte del programa se construyen las matrices y vectores de elemento finito para
ambos modelos (w,p) y (w,s) . En la construcciéon de las matrices se ha utilizado una
forma de almacenamiento éptima, en la cual, solo se guardan las entradas diferentes de cero, y
también, solo se opera con las entradas diferentes de cero. Esto se ha hecho con el propésito de
hacer mas eficientes los calculos, y requerir menos espacio para su almacenamiento, dado que,
las matrices para sistemas tridimensionales son bastante grandes.

En la cuarta parte del programa, se obtienen en forma iterativa los campos velocidad total-
presion global para cada subdominio, y se establece la continuidad de estos a través de las
interfases entre subdominios. Como resultado, al final del proceso iterativo, cuando se alcanza
la tolerancia requerida para la norma del error, se obtienen los coeficientes de elemento finito,
que nos permiten conocer el valor de (u,p) en cada punto de cada subdominio.

En la quinta parte del programa, una vez obtenidos los coeficientes de elemento finito para los
campos del primer modelo (u,p) , se utiliza el primer campo como dato, para alimentar el
segundo modelo (w,s) , y por medio de un proceso iterativo andlogo al del modelo anterior,
se obtienen los coeficientes de elemento finito para construir los campos flujo de saturacion-
saturacion para cada subdominio, y también de manera iterativa, se establece su continuidad
a través de las interfases.

Una vez alcanzado este punto, se ha simulado el primer paso de tiempo para el modelo de flujo
bifasico. Para continuar con la simulacion del siguiente paso de tiempo, se retorna a la tercera
parte del programa y se repite el proceso. Sin embargo, si se desea visualizar los resultados
obtenidos hasta el momento, se utilizan los campos obtenidos de ambos modelos y se recuperan
los campos fisicos del problema para su representacion grafica.

Para la visualizacion de resultados, se desarroll6 un programa que utiliza algunas de las sub-
rutinas de MODULEF y permite presentar los resultados en un formato cromatico vectorial.
El formato cromatico estd asociado a los campos presion y saturacion de cada fase, y la parte
vectorial se asocia con los campos velocidad de cada fase.

Finalmente, y para propositos de claridad respecto a la estructura del codigo, se presenta un
listado del programa principal para una versiéon de dos subdominios.
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5.2 VERSION PARA DOS SUBDOMINIOS

Listado del programa principal para una versién de dos subdominios del modelo de flujo bifésico
tridimensional.

* PROGRAMA PARA SIMULAR FLUJO BIFASICO INMISCIBLE INCOMPRESIBLE
* VERSION TRIDIMENSIONAL PARA DOS SUBDOMINIOS

* SE UTILIZAN DOS MODELOS MACROHIBRIDOS MIXTOS

* (VEL.TOTAL-PRESION GLOBAL) (FLUJO DE SATURACION-SATURACION)
sksk skoskoskeoske sk sk sk skoskoskoskeske sk sk sk sk skoskoskesk sk sk sk skoskoskeskesk skosk sk skoskoskeske sk sk sk skoskoskoskeske sk sk sk skoskoskoskeosk sk skoskoskoskoskoskok skoskoskoskoskokok ok
weeek PARAMETROS AUXILIARES QUE NO SE MODIFICAN stttk
PARAMETER (LS0=1, MS0=1, NS0=1)

PARAMETER (MFA0=1,NFAO=1,MFB0=1,LFB0=1) IDE FRONT.INT. (A,B)
PARAMETER (MFC0=1,NFC0=1 MFD0=1,LFD0=1) IDE FRONT.INT. (C,D)
PARAMETER (LFE0=1,NFE0=1,LFF0=1,NFF0=1) |DE FRONT.INT. (E,F)
PARAMETER (NMS0=3*LS0*MS0*NS0+MS0*NS0+LS0*NS0-+MS0*LS0)
PARAMETER (NFII0=MFA0*NFAO+MFB0*LFB0+MFCO*NFCO0)
PARAMETER (NF1JO=MFDO0*LFD0+LFE0*NFE0+LFFO*NFF0)
PARAMETER (NFI0=NFII0+NF1J0)
>I<>X<*>I<>X<>I<>X<>|<>I<>X<>I<>l<>I<****>X<>I<>X<>|<>I<>X<>I<>l<>I<>i<*>I<>I<>X<>I<>l<>I<**>I<>X<>I<>X<>|<>k>l<>X<>I<>l<**********************O

* ESTOS PARAMETROS SE ESTABLECEN PARA CADA SUBDOMINIO
PARAMETER (NSB=2)

PARAMETER (LS1=7, MS1=9, NS1=8)

PARAMETER (MFA1=5NFA1=5MFB1=1,LFB1=1) IDE FRONT.INT. (A,B)
PARAMETER (MFC1=1NFC1=1,MFDI1=1,LFD1=1) IDE FRONT.INT. (C,D)
PARAMETER (LFE1=1,NFE1=1,LFF1=1,NFF1=1) IDE FRONT.INT. (E,F)
PARAMETER (LS2=6, MS2=7, NS2=5)

PARAMETER (MFA2=1,NFA2=1 MFB2=1,LFB2=1) |DE FRONT.INT. (A,B)
PARAMETER (MFC2=5NFC2=5MFD2=1,LFD2=1) IDE FRONT.INT. (C,D)
PARAMETER (LFE2=1,NFE2=1,LFF2=1 NFF2=1) IDE FRONT.INT. (E,F)
********************************************************************1
PARAMETER (NMS1=3*LS1*MSI*NS1+MSI*NS1+LS1*NS1+MS1*LS1)
PARAMETER (NFII1=MFA1*NFA1+MFB1*LFB1+MFCI*NFC1)
PARAMETER (NFLJ1=MFD1*LFD1+LFEI*NFE1+LFF1*NFF1)
PARAMETER (NE1=LS1*MSI*NS1,NFI1=NFII1+NFLJ1)

PARAMETER (NNA1=MS1+LS1+MFA1+MFB1+MFC1+MFD1+LFEI+LFF1)
PARAMETER (NNB1=NS1+LS1+NFA1+LFB1+NFC1+LFD1+NFE1+NFF1)
PARAMETER (NMS2=3*LS2¥MS2*NS2+MS2*NS2+LS2*NS2+MS2*L.52)
PARAMETER (NFII2=MFA2*NFA2+MFB2*LFB2+MFC2*¥NFC2)
PARAMETER (NFL1J2=MFD2*LFD2+LFE2*NFE2+LFF2*NFF2)
PARAMETER (NE2=LS2*MS2*NS2 NFI2=NFI112+NFLJ2)

PARAMETER (NNA2=MS2+LS2+MFA2+MFB2+MFC2+MFD2+LFE2+LFF2)
PARAMETER (NNB2=NS2+LS2+NFA2+LFB2+NFC2+LFD2+NFE2+NFF2)
********************************************************************2

* DIMENSIONAMIENTO DE VARIABLES

IMPLICIT REAL*8 (A-H,0-7)

INTEGER NESA1(NNA1) NEFA1(NNA1),NESB1(NNB1),NEFB1(NNB1)
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INTEGER NEFAO1(NNAI*NNB1),NESAO1(NNA1*NNBI1)

INTEGER NRMT1(NFI141),NRMTT1(NMS1+1),NRMTTT1(NMS1+1)
INTEGER NRML1(NE1+1),NRMLT1(NMS1+1),NRMLTL1(NMS1+1)
INTEGER NRAU1(NMS1+1),NRAULT1(NMS1+1)

INTEGER NCMT1(50¥*NMS1),NCMTT1(50¥*NMS1),NCMTTT1(50¥NMS1)
INTEGER NCML1(6*NE1),NCMLT1(6*NE1),NCMLTL1(50*NMS1)

INTEGER NCAU1(50*NMS1),NCAULT1(50*NMS1),NRIAULT1(NMS1),NRIU1
INTEGER NRLTML1(NMS1+1),NCLTML1(50¥NMS1)

INTEGER NRAWLT1(NMS1+1),NCAWLT1(50¥NMS1), NRIAWLT1(NMS1),NRIW1
INTEGER NRAW1(NMS1+1),NCAW1(50¥NMS1)

REAL*8 LX1,LY1,LZ1,KXX1,KYY1,KZZ1

REAL*8 CIA1(NNA1),CIAO1(NNAI*NNB1),CIB1(NNB1),CIBO1(NNAT*NNBI1)
REAL*8 MT1(50*NMS1),MTT1(50*NMS1),MTTT1(50*NMS1)

REAL*8 ML1(6*NE1),MLT1(6*NE1),MLTL1(50¥*NMS1),LTML1(50*NMS1)
REAL*8 AU1(50¥*NMS1),AULT1(50*NMS1),FULT1(NMS1),PYU1(NFI1)
REAL*8 KX1(NE1),KY1(NE1),KZ1(NE1),ALFU1(NMS1),ALFW1(NMS1)
REAL*8 LAMDA1(NE1),FUL(NMS1),FW1(NMS1),AFW1(NMS1),AFU1(NMS1)
REAL*8 PL1(NE1),LAMDW1(NE1),LAMDN1(NE1), KRW1(NE1), KRN1(NE1)
REAL*8 AW1(50*NMS1),AWLT1(50*NMS1),FWLT1(NMS1),PYW1(NFI1)
REAL*8 SAT1(NE1),SATT1(NE1),QGW1(NE1),QGN1(NE1),CS1(NE1)
REAL*8 PPC1(NE1),PC1(NE1),PD1(NE1),PORO1(NE1),SATF1(NFI1)
REAL*8 PG1(NMS1),QG1(NE1),QGP1(NE1),SG1(NMS1),QGS1(NE1)

REAL*8 AXA1(NE1),AXB1(NMS1),AXC1(NFI1),MAS1(NE1),PI1(NFI1)
INTEGER NESA2(NNA2),NEFA2(NNA2),NESB2(NNB2) NEFB2(NNB2)
INTEGER NEFAO2(NNA2*NNB2),NESAO2(NNA2*NNB2)

INTEGER NRMT2(NFI2+1), NRMTT2(NMS2+1), NRMTTT2(NMS2+1)
INTEGER NRML2(NE2+1),NRMLT2(NMS2+1),NRMLTL2(NMS2+1)
INTEGER NRAU2(NMS2+1),NRAULT2(NMS2+1)

INTEGER NCMT2(50¥NMS2),NCMTT2(50¥NMS2),NCMTTT2(50¥NMS2)
INTEGER NCML2(6¥*NE2),NCMLT2(6*NE2), NCMLTL2(50*NMS2)

INTEGER NCAU2(50*NMS2),NCAULT2(50*NMS2),NRIAULT2(NMS2),NRIU2
INTEGER NRLTML2(NMS2-+1),NCLTML2(50¥NMS2)

INTEGER NRAWLT2(NMS2+1),NCAWLT2(50¥NMS2) NRIAWLT2(NMS2),NRIW2
INTEGER NRAW2(NMS2+1),NCAW2(50¥NMS2)

REAL*8 LX2,LY2,L72,KXX2 KYY2,KZZ2

REAL*8 CIA2(NNA2),CIAO2(NNA2*NNB2),CIB2(NNB2),CIBO2(NNA2*NNB2)
REAL*8 MT2(50*NMS2),MTT2(50*NMS2), MTTT2(50*NMS2)

REAL*8 ML2(6*NE2), MLT2(6*NE2) MLTL2(50¥*NMS2), LTML2(50*NMS2)
REAL*8 AU2(50¥*NMS2),AULT2(50*NMS2),FULT2(NMS2),PYU2(NFI2)
REAL*8 KX2(NE2),KY2(NE2),KZ2(NE2),ALFU2(NMS2), ALFW2(NMS2)
REAL*8 LAMDA2(NE2),FU2(NMS2),FW2(NMS2), AFW2(NMS2),AFU2(NMS2)
REAL*8 PL2(NE2),LAMDW2(NE2),LAMDN2(NE2), KRW2(NE2) KRN2(NE2)
REAL*8 AW2(50*NMS2),AWLT2(50*NMS2),FWLT2(NMS2),PYW2(NFI2)
REAL*8 SAT2(NE2),SATT2(NE2),QGW2(NE2),QGN2(NE2),CS2(NE2)
REAL*8 PPC2(NE2),PC2(NE2),PD2(NE2),PORO2(NE2),SATF2(NFI2)
REAL*8 PG2(NMS2),QG2(NE2),QGP2(NE2),SG2(NMS2),QGS2(NE2)

REAL*8 AXA2(NE2),AXB2(NMS2),AXC2(NFI2), MAS2(NE2) PI2(NFI2)
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********************************************************************3

* ESTE DIMENSIONAMIENTO Y LAS LLAMADAS NO SE MODIFICAN
INTEGER NRMTO(NFI0+1),NCMTO0(50¥*NMS0)

REAL*8 MUW,MUN,SRW,SRN

REAL*8 MT0(50*NMS0),PI0(NFI0),ALFUO(NMS0)

REAL*8 SATFO(NFI0),ALFW0(NMS0)

CALL NOCAI(NBBAO,NCCB0,NFFC0,NAADO,NEEE0,NDDFO0,

& MFA0,NFA0,MFB0,LFB0,MFC0,NFC0,MFD0,LFD0,LFE0,NFEO)

CALL VAUX(NRMT0,NCMT0,MT0,PI10,ALFU0,NFI0,NMS0)

CALL VAUX(NRMT0,NCMT0,MT0,SATF0,ALFW0,NFI0,NMS0)

>k sk >k sk sk sk skoske sk skosk sk sk sk skoske sk sk sk sk skoske sk sk sk sk sk sk skosk sk sk sk sk sk sk sk skeosk skoske sk sk sk sk skoske sk skesk skoske sk skoske sk skoske sk skosk skoskeosk skoskoskoskok
w00k PARAMETROS FISICOS

ROW=1000.D0 !Kg/m3 DENSIDAD ACUOSA

RON=700.D0 !Kg/m3 DENSIDAD NO-ACUOSA

MUW=0.001 !Pa-S VISCOSIDAD ACUOSA

MUN=0.0100 !Pa-S VISCOSIDAD NO-ACUOSA

SRW=0.1D0 !SAT.RES.ACUOSA

SRN=0.1D0 ISAT.RES.NO-ACUOSA

G=-9.8D0 IM/S2 VECTOR ACELERACION DE LA GRAVEDAD

>k ok >k sk sk sk sk sk sk skosk sk sk sk skosk sk sk sk sk skoske sk sk sk sk sk sk skosk sk sk sk sk sk sk sk skeosk skoske sk sk sk sk skoske sk skesk skoske sk skoske sk skoske sk skosk skoskeosk skoskoskoskok
* PARAMETROS DE ITERACION Y PASO DE TIEMPO

RU1=5.0E+7 IPARAMETRO DE ITERACION MOD.TIPO INCOMPRESIBLE
RU2=RU1 IPARAMETRO DE ITERACION MOD.TIPO INCOMPRESIBLE
RW1=60.D0 I[PASO DE TIEMPO EN (SEGUNDOS) MOD.TIPO COMPRES
RW2=60.D0 [PASO DE TIEMPO EN (SEGUNDOS) MOD.TIPO COMPRES
********************************************************************4
* DIMENSIONES DEL SUBDOMINIO

LX1=25.D0 !(m)

LY1=10.DO !(m)

LZ1=15.D0 !(m)

LX2=15.D0 !(m)

LY2=10.D0 !(m)

LZ2=18.D0 !(m)
********************************************************************5
* PERMEABILIDADES ABSOLUTAS INVERSAS EN DIRECCION (X-Y-7)
KXX1=2.0D+11

KYY1=1.0D+12

KZZ71=1.0D+12

KXX2=2.0D+11

KYY2=1.0D+12

KZ772=1.0D+12
********************************************************************6
* CALCULO DE (KX1,KY1,KZ71)

CALL MATK(KX1,KY1,KZ1 NE1KXX1,KYY1,KZZ1)

CALL MATK(KX2,KY2,KZ2 NE2 KXX2,KYY2,KZ72)

********************************************************************7

*SELECC. CARAS INCOGNITAS (1=FIJA, 0=VARIABLE) (A,B,C,D,E,F) INCOMPRES
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CALL SELINC(NRIAULT1,NRIU1,LS1,MS1,NS1,NMS1,0,0,1,1,1,1)

CALL SELINC(NRIAULT2,NRIU2,LS2,MS2,NS2,NMS2,1,1,0,1,1,1)
********************************************************************8
*SELECC. CARAS INCOGNITAS (1=FLJA, 0=VARIABLE) (A,B,C,D,E,F) COMPRES
CALL SELINC(NRIAWLT1,NRIW1,LS1,MS1,NS1,NMS1,0,0,1,1,1,1)

CALL SELINC(NRIAWLT2,NRIW2,LS2,MS2,NS2,NMS2,1,1,0,1,1,1)
********************************************************************9

* COND.FRONT.DIRICHLET ESTABLECER (PGA,PGB,PGC,PGD,PGE,PGF)
PGA1=0.D0;PGB1=0.D0;PGC1=0.D0;PGD1=0.D0;PGE1=0.D0;PGF1=0.D0
PGA2=0.D0;PGB2=0.D0;PGC2=0.D0;PGD2=0.D0;PGE2=0.D0;PGF2=0.D0
*******************************************************************10

* VECTOR DE CONDICIONES DE FRONTERA DIRICHLET PRES.GLOBAL (PG1)
CALL CFRONT(PG1,LS1,MS1,NS1,NMS1,PGA1,PGB1,PGC1,PGD1,PGEL,PGF1)
CALL CFRONT(PG2,LS2,MS2,NS2,NMS2,PGA2,PGB2,PGC2,PGD2,PGE2,PGF?2)
*******************************************************************11

* COND.FRONT.DIRICHLET SATURA. ESTABLECER (SGA,SGB,SGC,SGD,SGE,SGF)
SGA1=0.D0;SGB1=0.11D0;SGC1=0.D0;SGD1=0.D0;SGE1=0.D0;SGF1=0.D0
SGA2=0.D0;SGB2=0.D0;SGC2=0.D0;SGD2=0.D0;SGE2=0.D0;SGF2=0.D0
*******************************************************************12

* CONSTRUCCION DE LOS VECTORES DE SATURACION PRESCRITA (SG)
CALL CFRONT(SG1,LS1,MS1,NS1,NMS1,SGA1,SGB1,SGC1,SGD1,SGE1,SGF1)

CALL CFRONT(SG2,LS2,MS2,NS2,NMS2,SGA2,5GB2,SGC2,SGD2,SGE2,SGF?2)
*******************************************************************13

* CALCULO DE ENTRADAS DE ARRANQUE PARA EL VECTOR PROYECCION
CALL NOCAI(NBBA1,NCCB1,NFFC1,NAAD1,NEEE1,NDDF1,

& MFA1,NFA1,MFB1,LFB1,MFC1,NFC1,MFD1,LFD1,LFE1,NFEI)

CALL NOCAI(NBBA2,NCCB2,NFFC2,NAAD2,NEEE2,NDDF2,

& MFA2,NFA2 MFB2,LFB2,MFC2,NFC2,MFD2,LFD2,LFE2, NFE2)
*******************************************************************14

* SE ESTABLECE POROSIDAD Y SATURACION-INICIAL DE CADA SUBDOMINIO
CALL PORSAT(PORO1,0.25D0,SAT1,0.80DO0,NE1)

CALL PORSAT(POR02,0.25D0,SAT2,0.80D0,NE2)
*******************************************************************15

* CALC. MATRIZ (MAS) ES DIAG. MOD.TIPO COMPRES. SE CALCULA (MAS)**(-1)
CALL CALMAS(MAS1,PORO1,LX1,LY1,LZ1,LS1,MS1,NS1,NE1)

CALL CALMAS(MAS2,PORO2,LX2,LY2,L72,LS2,MS2,NS2,NE2)
*******************************************************************16

* CONSTRUCCION DE LAS MATRICES DIVERGENCIA (ML, MLT, MLTL, LTML(MAS))
CALL MATL(ML1,NRML1,NCML1,MLT1,NRMLT1,NCMLT1,MLTL1,NRMLTLLI,

& NCMLTL1,LTML1,NRLTML1,NCLTML1,MAS1,LS1,MS1,NS1,NMS1,NE1,

& LX1,LY1,LZ1,AXA1,AXB1)

CALL MATL(ML2,NRML2,NCML2,MLT2,NRMLT2,NCMLT2,MLTL2,NRMLTL2,

& NCMLTL2,LTML2,NRLTML2,NCLTML2,MAS2,1.82,MS2,NS2,NMS2,NE2,

& LX2,LY2,L72,AXA2 AXB2)
*******************************************************************17

CALL MATT(MT1,NRMT1,NCMT1,MTT1,NRMTT1,NCMTTI,

& MTTT1,NRMTTT1,NCMTTT1,LS1,MS1,NS1,MFA1,NFA1 MFB1,LFB1,MFCl,
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& NFC1,MFD1,LFD1,LFE1,NFE1,LFF1,NFF1, NFI1,NMSI,NNA1,NNB1,NESA1,
& NEFA1,NESB1,NEFB1,NEFAO1,NESAO1,CIA1,CIB1,CIAO1,CIBO1,AXC],
& AXB1,LX1,LY1,LZ1)

CALL MATT(MT2,NRMT2,NCMT2,MTT2,NRMTT2,NCMTT?,

& MTTT2,NRMTTT2,NCMTTT2,LS2,MS2,NS2,MFA2,NFA2 MFB2,LFB2,MFC2,
& NFC2,MFD2,LFD2,LFE2,NFE2,LFF2,NFF2, NFI2,NMS2,NNA2,NNB2,NESA2,
& NEFA2,NESB2,NEFB2,NEFAO2,NESAO2,CIA2,CIB2,CIA02,CIBO2,AXC2,
& AXB2,LX2,LY2,L72)
*******************************************************************18
WRITE(*,*)’ LEER CAMPOS? 1/SI:0/NO’

READ(*,*)ISN

IF(ISN.EQ.1)THEN

OPEN(UNIT=1,FILE="SALVA’)

CALL LECT(LAMDA1,SAT1,ALFUL,ALFW1,PI1,SATF1,NE1,NMS1,NFI1,NITT)
CALL LECT(LAMDA2,SAT2, ALFU2, ALFW?2,PI2,SATF2,NE2,NMS2,NFI2,NITT)
*******************************************************************19
CLOSE(UNIT=1)

GOTO 20

ELSE

GOTO 19

ENDIF

19 NITT=1

20 NITP=0

* SATT1=SAT1 SATT1 ES LA SAT.EN EL TIEMPO ANTERIOR

CALL SATANT(SATT1,SAT1,NE1)

CALL SATANT(SATT?2,SAT2,NE2)
*******************************************************************20

* DEFINICION DE FUENTES Y SUMIDEROS

C QGW1(1)=0.050D0

NOD2=(LS2*MS2)*(NS2-1)+LS2

IF((1.D0-SAT2(NOD2)).GT.0.21D0)THEN
QGW2(NOD2)=-LAMDW2(NOD2)*0.025D0
QGN2(NOD2)=-LAMDN2(NOD2)*0.025D0

ELSE

QGW2(NOD2)=-0.025D0

ENDIF

IF((1.D0-SAT2(NE2)).GT.0.21D0)THEN
QGW2(NE2)=-LAMDW?2(NE2)*0.025D0
QGN2(NE2)=-LAMDN2(NE2)*0.025D0

ELSE

QGW2(NE2)=-0.025D0

ENDIF
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* CONSTRUCCION DEL VECTOR DE FUENTES (QGP), QG=QGW+QGN
CALL VECTQGP(QGP1,QG1,QGW1,QGN1,LS1,MS1,NS1,NE1,LX1,LY1,LZ1)
CALL VECTQGP(QGP2,QG2,QGW2,QGN2,LS2,MS2,NS2,NE2,LX2,LY2,LZ2)

*******************************************************************21

(6]



* CALCULO DE (PL,LAMDW,LAMDN,KRW,KRN)(SAT)

CALL LAMDWN(PL1,LAMDWI1,LAMDN1,KRW1,KRN1,SAT1,SRW,SRN,

& MUW,MUN,NE1)

CALL LAMDWN(PL2,LAMDW2,LAMDN2,KRW2, KRN2,SAT2,SRW,SRN,

& MUW,MUN,NE2)

* CONSTRUCCION DE LAS MATRICES (AU) PL1=PL1(SAT1)

CALL MATAU(AUL,NRAU1,NCAU1,PL1,LS1,MS1,NS1,NMS1,NE1,

& LX1,LY1,LZ1,KX1,KY1,KZ1)

CALL MATAU(AU2,NRAU2,NCAU2,PL2,1S2,MS2,NS2, NMS2,NE2,

& LX2,LY2,L72,KX2,KY2,KZ2)

* CONSTRUCCION DE LOS VECTORES FRONT.DIRICHLET (FU)

CALL VECTFU(FU1,LS1,MS1,NS1,NMS1,PG1,LX1,LY1,LZ1,G,

& ROW,RON,LAMDW1,LAMDNI,NE1)

CALL VECTFU(FU2,LS2,MS2,NS2,NMS2,PG2,LX2,LY2,L72.G,

& ROW,RON,LAMDW?2,LAMDN2,NE2)

* CALCULO DE LA MATRIZ AULT=AU+R*MLTL+R*MTTT

CALL MATAULT(NRAULT1,NCAULT1,AULT1,NRAUI,NCAU1,AU1,

& NRMLTL1,NCMLTL1,MLTL1,NRMTTT1,NCMTTT1,MTTT1,AXB1,NMS1,RU1)
CALL MATAULT(NRAULT2,NCAULT2,AULT2,NRAU2,NCAU2,AU2,

& NRMLTL2,NCMLTL2,MLTL2 NRMTTT2,NCMTTT2,MTTT2,AXB2,NMS2,RU2)
* CALCULO DEL VECTOR PROYECCION "PYU”

10 CALL CALPY(PYUI,NRMT1,NCMT1,MT1,PI1,ALFU1,NFI1,NMS1,RU1,
& MFA1,NFA1,MFB1,LFB1,MFC1,NFC1,MFD1,LFD1,LFEl,NFE1,LFF1 NFF1,
& NBBA2,NFI2,NMS2,NRMT2,NCMT2,MT2,PI2,ALFU2,2,

& NCCBO,NFI0,NMS0,NRMT0,NCMT0,MT0,PI0,ALFUO0,0,

& NFFCO,NFI0,NMS0,NRMT0,NCMT0,MT0,PI0,ALFU0,0,

& NAADO,NFI0,NMS0,NRMT0,NCMT0,MT0,PI0,ALFUO0,0,

& NEEEO,NFI0,NMS0,NRMT0,NCMT0,MT0,PI0,ALFUO,0,

& NDDF0,NFI0,NMS0,NRMT0,NCMT0,MT0,PI0,ALFU0,0)

CALL CALPY(PYU2,NRMT2, NCMT2,MT2,PI2,ALFU2,NFI2,NMS2,RU2,

& MFA2,NFA2,MFB2,LFB2,MFC2,NFC2,MFD2,LFD2,LFE2,NFE2,LFF2, NFF2,
& NBBAO,NFI0,NMS0,NRMT0,NCMT0,MT0,PI0,ALFU0,0,

& NCCBO,NFI0,NMS0,NRMT0,NCMT0,MT0,PI0,ALFUO0,0,

& NFFC1,NFI1,NMS1,NRMT1,NCMT1,MT1,PI1,ALFUL,1,

& NAADO,NFI0,NMS0,NRMT0,NCMT0,MT0,PI0,ALFUO0,0,

& NEEEO,NFI0,NMS0,NRMT0,NCMT0,MT0,PI0,ALFUO,0,

& NDDF0,NFI0,NMS0,NRMT0,NCMT0,MT0,PI0,ALFU0,0)

* CALCULO DEL VECTOR FULT=FU-MLT(LAMDA+R*QGP)-MTT(PL-PYU)
NITL=0

CALL VECTFULT(FULT1,FU1,NRMLT1,NCMLT1,MLT1,LAMDA1,QGP1,

& NRMTT1,NCMTT1,MTT1,PI1,PYU1,NMSI,NE1,NFI1,RU1)

CALL VECTFULT(FULT2,FU2,NRMLT2, NCMLT2,MLT2,LAMDA?2,QGP2,
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& NRMTT2,NCMTT2,MTT2,PI2,PYU2,NMS2,NE2,NFI2,RU2)

* CALCULO DEL VECTOR VELOCIDAD ALFU

CALL CALFU(ALFU1,DIFU1,DIFUUL,NRAULT1,NCAULT1,AULT1,FULT1,
& NRIAULT1,NRIU1,NMS1)

CALL CALFU(ALFU2,DIFU2,DIFUU2,NRAULT2,NCAULT2,AULT2,FULT?2,
& NRIAULT2,NRIU2,NMS2)

* CALCULO DEL VECTOR PRESION INTERIOR ”LAMDA”

CALL PRES(LAMDA1,DIFL1,DIFLLI,NRMLI,NCML1,ML1,ALFU1,

& QGP1,NMS1,NE1,RU1)

CALL PRES(LAMDA?2,DIFL2,DIFLL2,NRML2,NCML2,ML2, ALFU2,

& QGP2,NMS2,NE2,RU2)

* CALCULO DEL VECTOR PROYECCION "PYU”

CALL CALPY(PYU1,NRMT1,NCMT1,MT1,PI1,ALFUL,NFI1,NMS1,RUL,

& MFA1,NFA1,MFB1,LFB1,MFC1,NFC1,MFD1,LFD1,LFE1 NFE1,LFF1,NFF1,
& NBBA2,NFI2,NMS2,NRMT2,NCMT2,MT2,PI2,ALFU2,2,

& NCCBO,NFI0,NMS0,NRMT0,NCMT0,MT0,P10,ALFU0,0,

& NFFC0,NFI0,NMS0,NRMT0,NCMT0,MT0,PI0,ALFUO0,0,

& NAADO,NFI0,NMS0,NRMT0,NCMT0,MT0,PI0,ALFUO0,0,

& NEEEO,NFI0,NMS0,NRMT0,NCMT0,MT0,P10,ALFUO0,0,

& NDDF0,NFI0,NMS0,NRMT0,NCMT0,MT0,PI0,ALFU0,0)

CALL CALPY(PYU2,NRMT2, NCMT2,MT2,PI2,ALFU2,NFI2,NMS2,RU2,

& MFA2,NFA2 MFB2,LFB2,MFC2,NFC2,MFD2,LFD2,LFE2,NFE2,LFF2,NFF2,
& NBBAO,NFI0,NMS0,NRMT0,NCMT0,MT0,P10,ALFUO0,0,

& NCCBO,NFI0,NMS0,NRMT0,NCMT0,MT0,P10,ALFU0,0,

& NFFC1,NFI1,NMS1,NRMT1,NCMT1,MT1,PI1,ALFUL,1,

& NAADO,NFI0,NMS0,NRMT0,NCMT0,MT0,PI0,ALFUO0,0,

& NEEEO,NFI0,NMS0,NRMT0,NCMT0,MT0,P10,ALFUO0,0,

& NDDF0,NFI0,NMS0,NRMT0,NCMT0,MT0,PI0,ALFU0,0)

* CALCULO DE PRESION DE FRONTERA INTERNA ”PI”

**PARA CALCULAR PI (CARAS A,B,C,D,E,F)(0=SE CALC.1=NO SE CALC. PI)
CALL PRESFI(PI1,DIFP1,DIFPP1,NRMT1,NCMT1,MT1,ALFU1,PYU1,

& NFI1,NMS1,RUI,MFA1,NFA1,MFB1,LFB1,MFC1, NFC1,MFD1,LFDI,

& LFE1,NFE1,LFF1,NFF1,0,1,1,1,1,1)

CALL PRESFI(PI2,DIFP2,DIFPP2,NRMT2,NCMT2,MT2,ALFU2,PYU2,

& NFI2,NMS2,RU2,MFA2,NFA2, MFB2,LFB2,MFC2,NFC2,MFD2,LFD2,

& LFE2,NFE2,LFF2,NFF2,1,1,0,1,1,1)

DIFU=SQRT(DIFU1+DIFU2)/

& SQRT(DIFUU1+DIFUU2)

DIFL=SQRT(DIFL1+DIFL2)/

& SQRT(DIFLL1+DIFLL2)

DIFP=SQRT(DIFP1+DIFP2)/

& SQRT(DIFPP1+DIFPP2)

T



NITP=NITP+1
WRITE(*,1010)NITP,DIFP,DIFL, DIFU,NITT
IF(DIFL.GT.(1.0E-15).AND.NITP.LT.(20.0E+3)) THEN

GOTO 10

ENDIF

1010 FORMAT(’ NITP,DIFP,DIFL,DIFU *,15,3E15.5,15)
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* FIN DEL MODELO TIPO INCOMPRESIBLE

* INICIA MODELO TIPO ADVECCION-DIFUSION

NITS=0

* CALCULO PRESION CAPILAR PC(SAT) Y SU DERIVADA PPC(SAT)

30 CALL CALPPC(PPC1,PC1,SAT1,SRW,SRN,NE1)

CALL CALPPC(PPC2,PC2,SAT2,SRW,SRN,NE2)
*******************************************************************32

* CONSTRUCCION DE LOS VECTORES FRONT.DIRICHLET FW=FW (PPC)
CALL VECTFW(FW1,LS1,MS1,NS1,NMS1,SG1,LX1,LY1,LZ1,G,

& ROW,RON,PPC1,NE1)

CALL VECTFW(FW2,LS2,MS2,NS2 NMS2,8G2,LX2,LY2,LZ2,G,

& ROW,RON,PPC2,NE2)
*******************************************************************33

* CALCULO DE 1/PL,LAMDW,LAMDN,KRW KRN

CALL LAMDWN(PL1,LAMDW1,LAMDN1,KRW1,KRN1,SAT1,SRW,SRN,

& MUW,MUN,NE1)

CALL LAMDWN(PL2,LAMDW2,LAMDN2,KRW2,KRN2,SAT2,SRW,SRN,

& MUW,MUN,NE2)
*******************************************************************34

* CALCULO DEL PARAMETRO (PD) PD=PD(LAMDN*LAMDW*PPC/PL)
CALL CALPD(PD1,PL1,LAMDN1,LAMDWI,PPC1,NE1)

CALL CALPD(PD2,PL2,LAMDN2,LAMDW?2,PPC2,NE2)
*******************************************************************35

* CONSTRUCCION DE LAS MATRICES (AW) AW=AW(PD)

CALL MATAW(AW1,NRAW1 NCAW1,PD1,LS1,MS1,NSI1,NMS1,NEI,

& LX1,LY1,LZ1,KX1,KY1KZ1)

CALL MATAW (AW2,NRAW2 NCAW?2,PD2,LS2,MS2,NS2,NMS2,NE2,

& LX2,LY2,L72 KX2,KY2,KZ2)
*******************************************************************36

* CALCULO DE LA MATRIZ AWLT=AW-+RUI*LTML+RU1T*MTTT AWLT=AWLT(AW)
CALL MATAWLT(NRAWLT1,NCAWLT1,AWLT1,NRAW1,NCAW1,AW1,

& NRLTML1,NCLTML1,LTMLI,NRMTTTI,NCMTTT1,MTTT1,AXB1,NMS1,RW1)
CALL MATAWLT(NRAWLT2,NCAWLT2, AWLT2,NRAW2,NCAW2,AW?2,

& NRLTML2,NCLTML2,LTML2,NRMTTT2,NCMTTT2,MTTT2,AXB2,NMS2,RW2)
*******************************************************************37

* CALCULO DEL VECTOR DE FUENTES QGS=QGS(LAMDN,LAMDW)
CALL VECTQGS(QGS1,LAMDNI,LAMDW1,QGW1,QGN1,LS1,MS1,NSI,NEI,
& LX1,LY1,LZ1)

CALL VECTQGS(QGS2,LAMDN2 LAMDW2,QGW2,QGN2,LS2,MS2,NS2, NE2,
& LX2,LY2,LZ2)
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*******************************************************************38

* CALCULO DEL VECTOR CS=CS(ALFW,ALFU,PD,PPC,PL KRW SAT)

CALL VECTCS(CS1,KX1,KY1,KZ1,ALFW1,ALFU1,PD1,LX1,LY1,LZ1,

& ROW,RON,G,PPC1,KRW1,KRN1,SAT1,MUW,MUN,SRW,SRN,

& LS1,MS1,NS1,NMS1,NE1)

CALL VECTCS(CS2,KX2,KY2,KZ2, ALFW2,ALFU2,PD2,LX2,LY2,LZ2,

& ROW,RON,G,PPC2, KRW2,KRN2,SAT2, MUW,MUN,SRW,SRN,

& L.S2,MS2,NS2,NMS2,NE2)

*******************************************************************39

* CALCULO DEL VECTOR PROYECCION "PYW”

CALL CALPY(PYW1,NRMT1,NCMT1,MT1,SATF1,ALFW1,NFI1,NMSI,RWT1,

& MFA1,NFA1,MFB1,LFB1,MFC1,NFC1,MFD1,LFD1,LFEI,NFE1,LFF1 NFF1,

& NBBA2,NFI2,NMS2,NRMT2,NCMT2,MT2,SATF2,ALFW2.2,

& NCCBO0,NFI0,NMS0,NRMT0,NCMT0,MT0,SATF0,ALFWO0,0,

& NFFC0,NFI0,NMS0,NRMT0,NCMT0,MT0,SATF0,ALFWO0,0,

& NAADO,NFI0,NMS0,NRMT0,NCMT0,MT0,SATF0,ALFWO0,0,

& NEEEO,NFI0,NMS0,NRMT0,NCMT0,MT0,SATF0,ALFWO0,0,

& NDDF0,NFI0,NMS0,NRMT0,NCMT0,MT0,SATF0,ALFWO0,0)

CALL CALPY(PYW2,NRMT2,NCMT2,MT2,SATF2, ALFW2,NFI2,NMS2,RW2,

& MFA2,NFA2,MFB2,LFB2,MFC2,NFC2,MFD2,LFD2,LFE2,NFE2,LFF2, NFF2,

& NBBAO,NFI0,NMS0,NRMT0,NCMTO0,MT0,SATF0,ALFW0,0,

& NCCBO0,NFI0,NMS0,NRMT0,NCMT0,MT0,SATF0,ALFWO0,0,

& NFFC1,NFI1,NMS1,NRMT1,NCMT1,MT1,SATF1,ALFW1,1,

& NAADO,NFI0,NMS0,NRMT0,NCMT0,MT0,SATF0,ALFWO0,0,

& NEEEO,NFI0,NMS0,NRMT0,NCMT0,MT0,SATF0,ALFWO0,0,

& NDDF0,NFI0,NMS0,NRMT0,NCMT0,MT0,SATF0,ALFWO0,0)

*******************************************************************40

* CALCULO DEL VECTOR FWLT=FW-MLT(SAT+RU1*MAS*(QGS-CS))-MTT(SATF-
PYW)

CALL VECTFWLT(FWLT1,FW1,NRMLT1,NCMLT1,MLT1,SAT1,QGS1,CS1,MAS1,

& NRMTT1,NCMTT1,MTT1,SATF1,PYW1,NMSI,NE1,NFI1,RW1,AXA1)

CALL VECTFWLT(FWLT2,FW2,NRMLT2 NCMLT2,MLT2,SAT2,QGS2,CS2,MAS2,

& NRMTT2,NCMTT2,MTT2,SATF2,PYW2,NMS2,NE2,NFI2, RW2,AXA2)

*******************************************************************41

* CALCULO DEL VECTOR FLUJO SAT. (ALFW)

CALL CALFW(ALFW1,DIFW1,DIFWW1,NRAWLT1,NCAWLT1,AWLT1,FWLTTI,

& NRIAWLT1,NRIW1,NMS1)

CALL CALFW(ALFW2,DIFW2,DIFWW2,NRAWLT2,NCAWLT2, AWLT2,FWLT?,

& NRIAWLT2, NRIW2,NMS2)

*******************************************************************42

* CALCULO DEL VECTOR SATURACION INTERIOR SAT

CALL CSAT(SAT1,SATT1,DIFS1,DIFSS1,NRML1,NCML1,ML1,ALFW1,QGSL,

& MAS1,CS1,NMS1,NE1,RW1)

CALL CSAT(SAT2,SATT2,DIFS2,DIFSS2,NRML2,NCML2,ML2,ALFW2,QGS2,

& MAS2,CS2,NMS2,NE2,RW?2)

*******************************************************************43

* CALCULO DEL VECTOR PROYECCION "PYW”
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CALL CALPY(PYW1,NRMT1,NCMT1,MT1,SATF1,ALFW1,NFI1,NMS1,RWT1,
& MFA1,NFA1,MFB1,LFB1,MFC1,NFC1,MFD1,LFD1,LFE1 NFE1,LFF1 NFF1,
& NBBA2,NFI2,NMS2,NRMT2,NCMT2,MT2,SATF2, ALFW2.2,

& NCCBO0,NFI0,NMS0,NRMT0,NCMT0,MT0,SATF0,ALFWO0,0,

& NFFC0,NFI0,NMS0,NRMT0,NCMT0,MT0,SATF0,ALFWO0,0,

& NAADO,NFI0,NMS0,NRMT0,NCMT0,MT0,SATF0,ALFWO0,0,

& NEEEO,NFI0,NMS0,NRMT0,NCMT0,MT0,SATF0,ALFWO0,0,

& NDDF0,NFI0,NMS0,NRMT0,NCMT0,MT0,SATF0,ALFWO0,0)

CALL CALPY(PYW2,NRMT2,NCMT2,MT2,SATF2, ALFW2,NFI2,NMS2,RW2,
& MFA2,NFA2 MFB2,LFB2,MFC2,NFC2,MFD2,LFD2,L.FE2, NFE2,LFF2,NFF2,
& NBBAO,NFI0O,NMS0,NRMT0,NCMT0,MT0,SATF0,ALFWO0,0,

& NCCBO,NFI0,NMS0,NRMT0,NCMT0,MT0,SATF0,ALFWO0,0,

& NFFC1,NFI1,NMS1,NRMT1,NCMT1,MT1,SATF1,ALFW1,1,

& NAADO,NFI0,NMS0,NRMT0,NCMTO0,MT0,SATF0,ALFWO0,0,

& NEEEO,NFI0,NMS0,NRMT0,NCMTO0,MT0,SATF0,ALFWO0,0,

& NDDF0,NFI0,NMS0,NRMT0,NCMT0,MT0,SATF0,ALFWO0,0)

* CALCULO SATURACION DE FRONTERA INTERNA (SATF)

**PARA CALC. SATF (CARAS A,B,C,D,E,F)(0=SE CALC.SATF, 1=NO SE CALC.)
CALL CSATF(SATF1,DIFF1,DIFFF1,NRMT1,NCMT1,MT1,ALFW1,PYWTI,
& NFI1,NMS1,RW1,MFA1,NFA1,MFB1,LFB1,MFC1,NFC1,MFD1,LFDI,

& LFE1,NFE1,LFF1,NFF1,0,1,1,1,1,1)

CALL CSATF(SATF2,DIFF2 DIFFF2,NRMT2,NCMT2,MT2, ALFW2,PYW2,
& NFI2,NMS2,RW2,MFA2,NFA2 MFB2,LFB2,MFC2,NFC2,MFD2,LFD2,

& LFE2,NFE2,LFF2,NFF2,1,1,0,1,1,1)

DIFW=SQRT(DIFW1+DIFW2)/

& SQRT(DIFWW1+DIFWW2) IERROR FLUJ.SAT.
DIFS=SQRT(DIFS1+DIFS2)/

& SQRT(DIFSS1+DIFSS2) IERROR EN SATURACION
DIFF=SQRT(DIFF1+DIFF2)/

& SQRT(DIFFF14DIFFF2) IERROR SAT.F.I.

NITS=NITS+1

WRITE(*,1011)NITS,DIFF,DIFS, DIFW NITT
IF(DIFS.GT.(1.0E-15).AND.NITS.LT.(2E+3))THEN

GOTO 30

ENDIF

1011 FORMAT(’ NITS DIFF DIFS DIFW °,15,3E15.5,15)
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CALL TRANSF(AFU1,AFW1,ALFU1,ALFW1,LAMDW1,LAMDNI,

& LS1,MS1,NS1,NMS1,NE1)

CALL TRANSF(AFU2,AFW2,ALFU2,ALFW2,LAMDW2,LAMDN?2,

& LS2,MS2,NS2,NMS2,NE2)

* CALCULO DE PRESIONES Y SATURACIONES MAXIMA Y MINIMA
PMIN=1.0E+15; PMAX=-1.0E+15; SMIN=1.0E+15; SMAX=-1.0E+15

CALL PMINPMAX(LAMDA1,NE1,PMIN,PMAX,SAT1,SMIN,SMAX)
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CALL PMINPMAX(LAMDA2,NE2,PMIN,PMAX,SAT2,SMIN,SMAX)
*******************************************************************47
DX=1.D0; DY=1.D0; DZ=1.D0

OPEN (UNIT=1,FILE="FORTY’)

WRITE(1,*)NSB

WRITE(1,*)PMIN,PMAX,” POS-PRES: VEL.T-PRES.G.’

CALL ESCRIBE(LAMDA1,ALFU1,LS1,MS1,NS1,LX1,LY1,LZ1, NMS1,NE1,
& 0.D0,0.D0,0.D0)

CALL ESCRIBE(LAMDA2,ALFU2,LS2,MS2,NS2,LX2,LY2,LZ2, NMS2,NE2,
& LX14DX,0.D0,0.D0)
*******************************************************************48
CLOSE(UNIT=1)

OPEN (UNIT=1,FILE="FORT?’)

WRITE(1,*)NSB

WRITE(1,*)SMIN,SMAX,” POS-SAT: FLUJ.SAT-SAT

CALL ESCRIBE(SAT1,ALFW1,LS1,MS1,NS1,LX1,LY1,LZ1,NMS1,NEI,

& 0.D0,0.D0,0.D0)

CALL ESCRIBE(SAT2,ALFW2,LS2,MS2,NS2,LX2,LY2,L.72,NMS2,NE2,

& LX14DX,0.D0,0.D0)
*******************************************************************49
CLOSE(UNIT=1)

OPEN (UNIT=1,FILE="FORT3’)

WRITE(1,*)NSB

WRITE(1,*)SMIN,SMAX,” POS-SAT: FLUJ.RESID-SAT °

CALL ESCRIBE(SAT1,AFU1,LS1,MS1,NS1,LX1,LY1,LZ1, NMSI,NE1,

& 0.D0,0.D0,0.D0)

CALL ESCRIBE(SAT2,AFU2,LS2,MS2,NS2,LX2,LY2,LZ2,NMS2,NE2,

& LX14DX,0.D0,0.D0)
*******************************************************************50
CLOSE(UNIT=1)

OPEN (UNIT=1,FILE="FORT4’)

WRITE(1,*)NSB

WRITE(1,*)1.D0-SMAX,1.D0-SMIN,” POS-SAT: (VEL.F.R-SAT.F.R) ’
CALL ESCRIBEE(SAT1,AFW1,LS1,MS1,NS1,LX1,LY1,LZ1 NMSI,NE1,

& 0.D0,0.D0,0.D0)

CALL ESCRIBEE(SAT2,AFW2,L.S2,MS2,NS2,L.X2,LY?2,LZ2,NMS2, NE2,

& LX1+DX,0.D0,0.D0)
*******************************************************************51
CLOSE(UNIT=1)

OPEN(UNIT=1,FILE="SALVA’)

CALL SALVA(LAMDA1,SAT1,ALFU1,ALFW1,PI1,SATF1,NE1,NMS1,NFI1,NITT)
CALL SALVA(LAMDA2,SAT2,ALFU2, ALFW?2,PI2,SATF2,NE2,NMS2,NFI2,NITT)
CLOSE(UNIT=1)
*******************************************************************52
NITT=NITT+1

IF(NITT.LT.501)GOTO 20

END
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Capitulo 6

RESULTADOS DEL MODELO
BIFASICO

6.1 RESULTADOS

En este capitulo se presentan los resultados de la experimentacién numérica realizada para el
problema de flujo bifasico en medios porosos, con base en el modelo computacional desarrollado
en este trabajo. Los resultados que se muestran corresponden a dos diferentes simulaciones,
considerando una fase acuosa y una no-acuosa, de acuerdo a lo siguiente.

1. Un sistema compuesto por cinco subdominios con una condicién de frontera externa tipo
Neumann de velocidad total normal igual a cero y flujo de saturaciéon normal también igual a
cero, una fuente, un sumidero, saturaciones iniciales s,, = 0.8 y s,, = 0.2.

2. Un sistema compuesto por dos subdominios con una condicién de frontera externa tipo
Neumann igual a cero, y una condiciéon de frontera externa tipo Dirichlet de presion global
prescrita y saturacion prescrita, un sumidero, saturaciones iniciales s,, = 0.8 y s, = 0.2.

Cada experimento se presenta en una seccién por separado, mostrando la evolucién espacial
y temporal de los campos fisicos velocidad-saturacién para cada una de las fases, obtenidos a
partir de los resultados de los modelos (u,p) y (w, s), con base en las relaciones

Uy = A\pU + W,
U, = \,u — w,
Swtsp =1, 5§5=5,.

Las mallas de elemento finito que se utilizaron para discretizar espacialmente cada subdominio
son conformes por subdominio, y los correspondientes elementos finitos son paralelepipedos.
De esta manera, para discretizar un subdominio, basta con indicar cuantos planos se trazan
en las direcciones coordenadas (z,y, z), para conocer el niimero de elementos finitos en que se
dividié un subdominio. Por ejemplo, si se trazan [, planos en la direccién x, m, en la direccion
y ¥ ns en la direccion z, el nimero de elementos finitos N E en que se ha dividido el subdominio
es, NE = [, X mg X ng.
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6.2 PRIMER EXPERIMENTO

En esta simulacion se considera un sistema compuesto por cinco subdominios, numerados de
izquierda a derecha. Las dimensiones espaciales de cada subdominio son las siguientes.

Subdominio L,(m) L,(m) L.(m)
1 20 20 20,

2 20 20 20,
3 20 30 20,
4 20 20 20,
5 30 20 20.

La discretizacién espacial de cada subdominio es la siguiente.

Subdominio I, m, n,
1 5 5 6,
2 5 6 7,
3 6 9 5,
4 5 5 5,
5 9 6 5.

Las mallas de frontera interna tienen una discretizacion espacial variable, pero siempre entre
(6x6), (6x5) y (5x5) para las caras que tengan un subdominio vecino, y de 1 x 1 en donde
no se tenga un subdominio vecino.

Las permeabilidades absolutas del medio poroso que se usaron para este experimento fueron:

Subdominio  K,(m?) K,(m?) K. (m?)
1 2.00 x 10712 1.25 x 1072 1.00 x 10712,
2 1.25 x 1072 2.00 x 1072 1.00 x 102,
3 1.25 x 1072 2.00 x 1072 1.00 x 10~'2,
4 2.00 x 10712 1.25 x 1072 1.00 x 10712,
5 2.00 x 1072 1.25 x 1072 1.00 x 1072

Las propiedades fisicas de las fases acuosa y no-acuosa utilizadas son las siguientes.

Fase densidad (Kg/m3) viscosidad (Pa-s)
acuosa 1000 0.001,
no-acuosa 700 0.010.

Las condiciones de frontera externa para todos los subdominios son tipo Neumann de velocidad
total normal u,, = 0 y flujo de saturacién normal w,, = 0. La saturacién residual de cada
fase se establecié en s,,, = s,., = 0.10. Las correspondientes condiciones iniciales en cada
subdominio son: s,, = 0.80y s, = 0.20.

Se prescribié una fuente en el primer subdominio con valor g, = +0.005m?/s y un sumidero en
el quinto subdominio con valor ¢ = —0.005m3/s. La fuente en este caso, estd inyectando fluido
de la fase no acuosa, y en el sumidero lo que se extrae depende de la saturacién que se tenga
en cada paso de tiempo. El paso de tiempo utilizado es At = 10 min.
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Los resultados de este experimento se muestran en las figuras 6.1-6.5. En la figura 6.1 se
presentan los campos solucién de los modelos (u,p) y (w,s) para t = 1.0 min y ¢ = 10.0 dias.
No se presentan los campos solucion para tiempos intermedios.

En las figuras 6.2-6.5, se presenta la evolucion espacio-temporal de los campos fisicos velocidad-
saturacién de la fase acuosa (u,, S,) y velocidad-saturacién de la fase no-acuosa (u,, s,) para
distintos tiempos.
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6.3 SEGUNDO EXPERIMENTO

En esta simulacion se considera un sistema compuesto por dos subdominios, numerados de
izquierda a derecha. Las dimensiones de cada subdominio son las siguientes.

Subdominio L,(m) L,(m) L,(m)
1 20 20 20,
2 50 20 20.

La discretizacién espacial de cada subdominio es la siguiente.

Subdominio I, mg n,
1 5 6 5,
2 10 7 6.

La malla de frontera interna tiene una discretizacién espacial de 6 X 6 en la cara con el subdo-
minio vecino, y de 1 X 1 en las demas caras.

Las permeabilidades absolutas del medio poroso que se usaron para este experimento fueron.

Subdominio  K,(m?) K, (m?) K. (m?)
1 3.33x 10712 143 x 10712 1.00 x 10712,
2 3.33x 10712 1.43 x 107'2 1.00 x 10712,

Las propiedades fisicas de las fases acuosa y no-acuosa utilizadas son.

Fase densidad (Kg/m3) viscosidad (Pa-s)
acuosa 1000 0.001,
10-acuo0sa 700 0.010.

Las condiciones de frontera externa para el primer subdominio son tipo Neumann de velocidad
total normal u,, = 0 y flujo de saturacién normal w,, = 0 en todas las caras excepto en la cara
superior, en donde se tiene una condicién de frontera externa tipo Dirichlet de presién global
p = 0 y saturacion s,, = 0.11. Las correspondientes al segundo subdominio son tipo Neumann
de velocidad total normal u,, = 0 y flujo de saturacién normal w,, = 0. La saturacién residual
de cada fase se estableci6 en s,,, = 0.10 para la fase acuosa y s,, = 0.10 para la fase no-acuosa.
Las correspondientes condiciones iniciales en cada subdominio son: s,, = 0.80 y s, = 0.20.

Se prescribié un sumidero en el segundo subdominio con valor § = —0.005m?/s. En este
sumidero, lo que se extrae depende de la saturacion que se tenga en cada paso de tiempo. El
paso de tiempo utilizado es At = 30 min.

Los resultados para este experimento se muestran en las figuras 6.6-6.9. En la figura 6.6 se
presentan los campos solucién de los modelos (u,p) y (w, s) para t = 10.0 min y ¢ = 40.0 dias.
No se presentan los campos solucion para tiempos intermedios.

En las figuras 6.7-6.9, se presenta la evolucion espacio-temporal de los campos fisicos velocidad-
saturacién de la fase acuosa (., S,) y velocidad-saturacién de la fase no-acuosa (u,, s,) para
distintos tiempos.
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CONCLUSIONES

De acuerdo al planteamiento original de este trabajo, el objetivo central es desarrollar un modelo
computacional tridimensional para el problema de flujo bifasico en medios porosos.

Para alcanzar este objetivo, se ha seguido una metodologia que considera distintos aspectos del
problema, y como resultado se ha obtenido un modelo computacional tridimensional, sustentado
en los siguientes elementos.

1. Replanteamiento del problema original expresado en términos de los campos (g, P, Sa) CON
a € {w,n}, por medio de dos modelos mixtos acoplados velocidad total-presién global (u,p) y
flujo de saturacién-saturaciéon (w, s).

2. Formulacién variacional macrohibrida mixta de los modelos, con restricciones de continuidad
para los campos locales (ue,pe)-(we, s.) y condiciones de frontera generales expresadas de
manera subdiferencial.

3. Replanteamiento de los modelos variacionales en espacios de dimensién finita y aproximacién
de los campos solucién por medio de espacios de elemento finito mixto. En la resolucién
numérica de los sistemas resultantes se aplicé un algoritmo de punto préximo tipo Uzawa.

4. Generacion del modelo computacional en forma modular y experimentacion numérica del
mismo para obtener su rango operativo, el cual quedé establecido de manera experimental en
0.2 < s, < 0.8, considerando que el tensor de permeabilidad D(s)K (s) no es invertible cuando
D(s)K (s) = 0.

5. El modelo (w, s) tipo adveccién-difusién se estabilizé por medio de un esquema de érbita
regresiva para contemplar el caso advectivo-dominante, y como consecuencia, el paso de tiempo
maximo que permite el modelo computacional se incrementé de At = 60s sin estabilizar, a
At = 1hr una vez estabilizado.

6. El modelo desarrollado puede aplicarse a un nimero n > 1 de subdominios. Hasta el
momento se han realizado simulaciones considerando desde un solo subdominio hasta siete
subdominios con diferentes condiciones de frontera.

7. El médulo de discretizacion espacial del modelo permite mallar cada subdominio €2, y cada
frontera interna I'. en forma independiente. Las mallas de frontera interna solo son coincidentes
entre interfases I'cy de subdominios vecinos, pero pueden ser diferentes, cunado se consideran
distintos subdominios vecinos.

Por lo tanto, de acuerdo con los puntos anteriores, el modelo computacional tridimensional
bifdsico que se presenta en este trabajo, permite simular el flujo de dos fluidos inmiscibles
incompresibles en un medio poroso heterogéneo y anisétropo, que en virtud de su planteamiento
mixto, aproxima de manera independiente los campos velocidad u,, presion p, y saturacion s,
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de cada fase «, y como consecuencia de su estructura macrohibrida, permite tratar un problema
definido en un dominio €2, como un conjunto de subproblemas definidos en {2y, ...,Q2g}, una
caracteristica de gran utilidad cuando se consideran medios estratificados con discontinuidades
en sus propiedades fisicas, y también muy propia para tratar problemas de gran escala espacial.
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