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cualquier funcién. En particular estudiaremos una correlacién del tipo expo-
nencial (ecuacién de Ornstein- Uhlenbeck); pues, en el caso limite, cuando ®(7)
es la delta de Dirac, tendremos el movimiento browniano recuperando de esta
forma la féormula de Black-Scholes. Los ambientes cambiantes se refieren a la
propiedad de estar en uno u otro estado regida por un proceso de nacimiento y
muerte. Primero se logra la valuacién del derivado en dos ambientes (solucién
analitica), para después agregar la correlacién temporal al modelo. Pensamos
que la valuacion de la opcién en varios ambientes cambiantes podria ser de gran
utilidad; imaginemos por ejemplo la situacién de distinguir entre los ambientes
de poco riesgo, estable y muy riesgoso; la utilidad del modelo se hace presente
al incorporar o aproximar tales eventos que en otras circunstancias aparecerian
indiferentes en el modelo simple. La correlacién temporal, 7, tiene efectos sig-
nificativos en el precio del derivado. jDeberia ser mayor o menor el precio del
derivado al incrementar 77 El modelo modulado de Markov proporciona la res-
puesta. Finalmente, la manipulacién de los resultados se facilita con los cédigos
en MATLAB que se utilizaron para realizar los cdlculos numéricos. La intencién
no es que los codigos sean eficientes, méas bien que sean practicos.
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Introduccion

La llegada de las matematicas al campo de las nanzas ha sido a un ritmo
bastante rapido y a veces hasta explosivo en los ultimos 20 anos. Cuando se
vio la utilidad de la medida equivalente de las martingalas en el precio y en la
optimizacion de los portafolios, tecnicas poderosas como el Analisis Estocastico
y el Control Estocastico han tenido que ver con casi todos los aspectos de las
Finanzas: el arbitraje, la cobertura de portafolios, la optimizacion de las inver-
siones, los mercados incompletos, la tasa de equilibrio, los costos de transaccion
y las tasas de interes, entre otros. Al mismo tiempo, el desarrollo de metodos
numericos y anal ticos so sticados, basados primordialmente en ecuaciones dife-
renciales parciales y en sus soluciones, ha ayudado a incrementar la importancia
de estos desarrollos en la practica diaria de las nanzas.

La valuacion de derivados nancieros es uno de los grandes acontecimientos
de la econom a nanciera moderna. Basada en la reconocida condicion de no ar-
bitraje, el modelo de valuacion de opciones de Black-Scholes y Merton gano una
inmediata aceptacion entre academicos e investigadores que no tiene parangon
en la historia de la ciencia economica.

La correcta valuacion de las opciones ha desconcertado a los economistas
por varios afios. A principios de 1900 con su revolucionaria tesis “La Teor a de
la Especulacion,” Louis Bachelier [3] (alumno de Poincare) describio la forma
de valuar opciones. Sorprendentemente, un componente de la formula que el
concibio para este proposito anticipo el modelo que Albert Einstein usar a en
su descripcion del movimiento Browniano, la dinamica aleatoria de part culas
en un fluido. Sin embargo, la formula de Bachelier conten a supuestos nancie-
ros irreales tales como la existencia de valores negativos' para el precio de las
acciones.

Otros academicos, incluyendo al premio Nobel Paul Samuelson, trataron de
atacar el problema. Fracasaron en la tediosa labor de calcular la prima de riesgo:
un descuento en el precio de la opcion que compensa la aversion al riesgo por
parte del inversionista y los movimientos inciertos de las acciones en el mercado.

Black y Scholes por una parte, y Merton por la otra, dilusidaron la formula
de valuacion de las opciones construyendo un portafolio hipotetico en el cual un
cambio en el precio de la accion se compensaba con un cambio en el valor de la
opcion—una estrategia llamada cobertura (hedging).

1v3lido para algunos tipos de opciones spread.
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v INTRODUCCION

En realidad, la formula de Black-Scholes se extrae de una ecuacion diferencial
parcial demostrando que el precio justo para una opcion es la que traer a una
tasa de rendimiento libre de riesgo en el portafolios mencionado. Esta estrategia
propuesta por Black, Scholes y Merton ha sido invaluable para las instituciones
bancarias y mnancieras que pueden usarla para proteger sus portafolios de las
variaciones del mercado—un seguro contra una pronunciada ca da en los precios
de las acciones, por ejemplo.

En los 70’s, el art culo escrito por Black-Scholes tuvo di cultades para ser
publicado. Cuando aparecio en The Journal of Political Economy en 1973, su
impacto en los mercados nancieros fue inmediato. En meses, su formula ya
estaba programada en las calculadoras. Wall Street la amaba, ya que un corredor
pod a resolver la ecuacion simplemente proporcionando algunas variables: el
precio de la accion, la tasa de interes y la fecha de expiracion de la opcion. La
unica variable que no pod a obtenerse facilmente era la volatilidad de la accion,
la desviacion estandar del precio de la accion. Este valor sin embargo pod a
estimarse. De igual manera, si se conoc a el valor de la opcion se pod a estimar
un valor para la volatilidad, la cual se pod a usar para determinar si una opcion
estaba sub o sobrevaluada con respecto al valor de la accion en el mercado.

Los inversionistas que compran opciones estan basicamente comprando la
volatilidad—ya sea para especular o para protegerse de las turbulencias del
mercado. Entre mas altibajos haya en el mercado mas valor tiene la accion.
Un inversionista que especule con una opcion call (una opcion para comprar
una accion) puede perder solamente el precio de compra, llamada prima, si el
precio de la accion no alcanza al precio en el cual el comprador puede ejercer su
derecho de compra de la accion. En contraste, si el precio de la accion sobrepasa
al precio de ejercicio, el potencial de ganancias es ilimitado.

Aunque esto pueda reducirse a operaciones en una calculadora, las ma-
tematicas detras de la ecuacion de Black-Scholes es el calculo estocastico, un
descendiente del trabajo de Bachelier y Einstein. Estas ecuaciones no se estu-
diaban en los programas de administracion de empresas; es aqu donde entran
los cient cos de Wall Street: los f sicos, los matematicos, los programadores y
los econometristas que ahora juegan un papel muy importante en la industria

nanciera.

Este trabajo se organizo de la manera siguiente. El cap tulo primero pro-
porciona las nociones basicas de los procesos de Markov discretos y continuos,
con especial enfasis en la matriz de intensidad, cuya importancia se reflejara en
el ultimo cap tulo. La mayor parte de los conceptos se tomaron del libro de
Bremaud [6], en donde se encontrara la demostracion de los teoremas presenta-
dos. El segundo cap tulo presenta el movimiento Browniano y el lema de It6, un
tema que no debe de faltar en el ambito nanciero. El libro Stochastic Differen-
tial Equations de Qksendal [19] es un texto invaluable. El cap tulo tercero, la
aplicacion, se basa en los art culos [13] y [12] escritos por M. Bladt y P. Padilla;
en donde se valuan opciones en ambientes cambiantes. Nosotros trataremos de
extender el numero de ambientes y agregar correlacion temporal. Por correla-
cion temporal nos referimos a una variable estocastica 7(t) (ruido coloreado)
con media cero y funcion de correlacion E[n(¢t)n(t + )] = ( ), siendo ()
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cualquier funcion. En particular estudiaremos una correlacion del tipo expo-
nencial (ecuacion de Ornstein-Uhlenbeck); pues, en el caso 1 mite, cuando ()
es la delta de Dirac, tendremos el movimiento browniano recuperando de esta
forma la formula de Black-Scholes. Los ambientes cambiantes se re eren a la
propiedad de estar en uno u otro estado regida por un proceso de nacimiento y
muerte. Primero se logra la valuacion del derivado en dos ambientes (solucion
anal tica), para despues agregar la correlacion temporal al modelo. Pensamos
que la valuacion de la opcion en varios ambientes cambiantes podr a ser de gran
utilidad; imaginemos por ejemplo la situacion de distinguir entre los ambientes
de poco riesgo, estable y muy riesgoso; la utilidad del modelo se hace presente
al incorporar o aproximar tales eventos que en otras circunstancias aparecer an
indiferentes en el modelo simple. La correlacion temporal, , tiene efectos sig-
ni cativos en el precio del derivado. ;Deber a ser mayor o menor el precio del
derivado al incrementar ? El modelo modulado de Markov proporciona la res-
puesta. Finalmente, la manipulacion de los resultados se facilita con los codigos
en MATLAB que se utilizaron para realizar los calculos numericos. La intencion
no es que los codigos sean e cientes, mas bien que sean practicos.
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Capitulo 1

Fundamentos Matematicos

Los procesos estocdsticos son un concepto fundamental en la teoria financie-
ra. Describen fendmenos aleatorios que evolucionan en el tiempo, tales como el
precio de las acciones, las tasas de rendimientos, el valor de un portafolio, etc.
Presentaremos las ecuaciones diferenciales de Kolmogorov, la matriz de inten-
sidad y el proceso de nacimiento y muerte como conceptos importantes en el
desarrollo del trabajo.

1.1. Cadenas de Markov Discretas

Los procesos de Markov constituyen la clase mas importante de procesos es-
tocasticos que son utiles para modelar fenomenos con cierto tipo de dependencia
que aparece con frecuencia en diversas aplicaciones. Esta dependencia expresa
que la evolucion probabilista en el futuro, conociendo el pasado y el presente,
depende solamente del estado presente; pero esta limitada cantidad de memoria
es su ciente para producir una gran diversidad de comportamientos. La obser-
vacion de los precios de las acciones o la posicion de una part cula de difusion y
muchos otros procesos observados en el tiempo son a menudo modelados por un
proceso estocastico. Un proceso estocastico es cualquier coleccion de variables
aleatorias {X (t)} dependientes del tiempo ¢. El tiempo puede ser discreto, por
ejemplo, t = 0,1,2,..., o continuo, t > 0. En cualquier momento ¢ describe la
observacion de una variable aleatoria que denotaremos por X; o X (t).

En la practica, observamos solamente un resultado del proceso, una trayec-
toria, de una gran cantidad de posibles trayectorias. Una trayectoria es una
funcion del tiempo ¢, ; = z(t),0 < ¢t < T. Para hacer calculos de un futuro
incierto, se necesita conocer las propiedades colectivas de todas las trayectorias
lo que se logra con las distribuciones de probabilidad de la variable aleatoria
X(t).

Una sucesion {X,, },,>0 de variables aleatorias con valores en un conjunto £
se llama un proceso estocdstico discreto con espacio de estados E, contable, y
sus elementos se denotan por i, j, k, ... Si X,, = i, se dice que el proceso esta en
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el estado i al tiempo n.

Definicion 1.1.1 (Cadena de Markov Homogenea). Sea {X,,},,>0 un pro-
ceso estocastico discreto con espacio de estados contable E = {i,j,k,...}. Si
para todos los enteros n > 0 y todos los estados ig,1,...,%n—1,1, ],

P(Xpi1 = j1 X0 =i, Xn1 = in_1,..., Xo =i0) = P(Xps1 = j| X =) (L.1)

donde ambos lados estan bien de nidos, entonces este proceso estocastico es
llamado una cadena de Markov o un proceso de Markov, y se le llama una
cadena homogénea si el lado derecho de (1.1) es independiente de n.

La propiedad (1.1) es la propiedad de Markov. La matriz P = (pi;)i jcE,
donde
bij = P(Xn-i-l = j|Xn = i)y (12)

es la matriz de transicion de la cadena homogenea de Markov. Como sus entra-
das son probabilidades, y como la transicion de cualquier estado ¢ debe estar en
algun estado, se sigue que

pi; > 0, Z pij =1
JEE
para todos los estados 7, j. El espacio de estados puede ser in nito, y por lo tanto
tal matriz no es en general de las estudiadas en algebra lineal. Sin embargo,
satisfacen las operaciones basicas de suma y multiplicacion. As, p;. = (pij)jer
es un vector de probabilidades para cada ¢

Definicion 1.1.2 (Distribucion de una cadena de Markov homogenea).
A la variable aleatoria X se le conoce como estado inicial, y a su distribucion
de probabilidad v,

v(i) =P(Xo =1) (1.3)

como su distribucion inicial. De la de nicion de probabilidad condicional, de la
propiedad de Markov, de la propiedad de homogeneidad de la cadena y de la
de nicion de matriz de transicion:

]P(XO = iQ,Xl = i17 e ,Xk = Zk) = V(io)pigil . 'pik—lik' (14)

La ecuacion (1.4) es la ley de probabilidad o la distribucion nito dimensional
de la cadena homogenea de Markov.

La distribucion al tiempo n de la cadena es el vector v,,, donde
vp(i) = P(X,, = 1).

Del teorema de probabilidades totales, v, 41(j) = > Vn(i)pij, que en forma
matricial es v,] ; = v} P. Iterando esta ecuacion se tiene

v =viP" (1.5)

n
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La matriz P™ se llama matriz de transicion de n pasos con termino general
pij(m) = P(Xpmin = j|Xn =1).

Ahora, observando que P(Xp, 1 = jIXy = 1) = > 1 cp P(Xnyn = J§, Xng1 =
k| X, = i) y de la propiedad de Markov, se encuentra que el lado derecho de
esta ecuacion es
Z PiiyPivig « + - Pin_1j>
i1.in_1EE

que es el termino general de la n-esima potencia de P.

Definicion 1.1.3 (Comunicacion de estados). Se dice que el estado j es
accesible desde i si existe M > 0 tal que p;; (M) > 0. En particular, un estado 4
es siempre accesible desde s mismo, ya que p;;(0) = 1. Se dice que los estados i
y j se comunican si i es accesible desde j y j es accesible desde ¢, y lo denotamos
por ¢ < j.

Claramente, la comunicacion entre estados es refleriva, simétrica y transiti-
va; por tanto la relacion de comunicacion («) es una relacion de equivalencia, y
genera una particion del espacio de estados E en clases de equivalencia disjuntas
llamadas clases de comunicacion.

Definicion 1.1.4 (Clase irreducible). Si existe solo una clase de comunica-
cion, entonces la cadena y su matriz de trasicion se diran irreducibles.

Definicion 1.1.5 (Per odo). El periodo del estado i se de ne como el maximo
comun divisor de todos los enteros n > 1, para los cuales p;;(n) > 0. Cuando el
per odo es 1, decimos que el estado es aperiodico.

Teorema 1.1.1 (Propiedad fuerte de Markov). Sea {X,},>0 una cadena
de Markov homogénea con espacio de estados contable E y matriz de transicion
P. Sea wun tiempo de paro con respecto a esta cadena. Entonces para cualquier
estado i € E, st X, =1, se cumple lo siguiente:

(a) El proceso después de y el proceso antes de  son independientes:
P(Xryh = j|1Xr =4, Xonn = in) = P(Xryx = jI X7 =1).
(b) El proceso después de  es una cadena de Markov homogénea:
P(Xspny1 = k| Xrpn =5, Xopn-1 = in-1,..., X, =19)
=P(Xrint1 = k| Xr4n =J) = pji
con matriz de transicion P.

Definicion 1.1.6 (Distribucion Estacionaria). Una distribucion de proba-

bilidad 7 que satisface
7 =7n'P (1.6)

se llama distribucion estacionaria de la matriz de transicion P.
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Iterando (1.6) se obtiene w ' =« ' P™ para todo n > 0. Si la distribucion ini-
cial es v = 7, entonces v,, = 7 para toda n > 0. As, si la cadena comienza con
una distribucion estacionaria, mantiene la misma distribucion todo el tiempo.
Aun mas,

P(Xn = io,Xn+1 = il, e ,XnJrk = Zk) = ’/T(io)pioil . 'pik—ﬂk

no depende de n. En este sentido la cadena es estacionaria.
En la teor a de las cadenas de Markov, un tiempo de paro (ver apendice
A.1.4) importante es el tiempo de regreso al estado i,

T, =inf{n >1: X, =i},

donde T; = oo si X,, # i para todo n > 1.

Observe que T; > 1, y en particular, Xy = ¢ no implica que T; = 0. Esta es
la razon por la cual a T; se le conoce como el tiempo de regreso a ¢, y no como el
tiempo de llegada (hitting time) a i. Este ultimo es S; =T; si Xg #14,y S5; =0
si XQ =1.

Asociado a cada estado esta el numero de visitas al estado i estrictamente
despues del tiempo cero

Ni =Y Iix,—iy-

n>1

La siguiente de nicion identi ca a los estados con su naturaleza interna. Sea

F = PX, =i X, A (r=1,2,...,n—1)|Xo = 1)

(3

oo

fa=3 £

n=1

. n 1. .
Es decir, fi(l- ) es la probabilidad que, comenzando en el estado i, el proceso
regrese a { por primera vez en n pasos, y f7; es la probabilidad que, comenzando
en i, el regreso al estado inicial ocurra en un tiempo nito.

Definicion 1.1.7 (Estado recurrente). Un estado i € E es recurrente si
* =1, y es transitorio si f5 < 1.

Cuando el estado i es recurrente, de nimos

oo

Mi = His = Z n i(in)

n=1

que es la esperanza matematica del numero de pasos que se requieren para el
primer regreso al estado ¢. El numero de pasos que se requieren para el primer
retorno al mismo estado se llama el tiempo de recurrencia; p,;, entonces, puede
ser llamado el tiempo de recurrencia promedio del estado 1.
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Teorema 1.1.2. Si la cadena de Markov es irreducible y aperiddica, entonces
para cualesquiera par de estados i y j

lm p;j(n) = 7(j)

n—oo

existe y es independiente de i, ademds 7(j) = uj_l.

El siguiente resultado que consideraremos concierne al comportamiento 1 mi-
te de las sumas normalizadas de las probabilidades de transicion de n pasos. El
teorema se debe a Kolmogorov.

Teorema 1.1.3 (Teorema Ergodico). Considere una cadena de Markov ar-
bitraria con estados numerables; entonces el limite

1 — 1 .
lm *sz'j(k) = — =n(j)
k=1 i

n—oo N

existe para cualquier par de estados i y j.

Podemos interpretar a 7(j) como la fraccion de tiempo que el proceso se
mantiene en el estado j a lo largo del tiempo.

1.2. Cadenas de Markov Continuas

1.2.1. Proceso Puntual

Un proceso puntual aleatorio es un conjunto aleatorio contable de puntos en
la recta real. En la mayor a de las aplicaciones un punto de un proceso puntual
es el tiempo en que ocurre algun evento, y este es el motivo por el cual los
puntos son tambien llamados eventos. Por ejemplo, los tiempos de llegada de
los clientes a un mostrador, las tareas que llegan a la unidad de procesamiento
central en una computadora son eventos de un proceso puntual. En biolog a,
un evento puede ser el tiempo de nacimiento de un organismo. En general, los
procesos puntuales en la 1 nea real aparecen en los modelos estocasticos donde
el estado del sistema cambia con la llegada de un evento. El ejemplo mas comun
es el Proceso Poisson y la cadena de Markov continua.

Definicion 1.2.1 (Proceso Puntual Aleatorio). Un proceso puntual aleato-
rio en la recta real positiva es una sucesion {7}, },>¢ de variables aleatorias no
negativas tales que, casi seguramente,

a) T():O
b)) 0<Thi<Tr <...,

¢) lmy_ oo T, = 00
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La sucesion {S,}n>0 de nida por
Sn = dnt+1 — Tn

es llamada la sucesion de interarribos. Para cualquier intervalo (a,b] en R,

N ((a,0)) = > Tay(Tn)

n>1

es una variable aleatoria en los enteros que cuenta los eventos ocurridos en el
intervalo (a, b].

1.2.2. Proceso Poisson

Definicion 1.2.2 (Proceso Poisson Homogeneo). Un proceso puntual N en
la recta real positiva es llamado un proceso Poisson Homogéneo con intensidad
A>0si

a) Para todos los tiempos t;,i € [1,k], tal que 0 < t; <ty < ... < 1, las
variables aleatorias N (t;,;4+1],¢ € [1,k — 1], son independientes.

b) Para cualquier intervalo (a,b] C Ry, N(a,b] es una variable aleatoria
Poisson con media A\(b — a).

As , para todo k > 0,

“Nb—a) ANb—a k
P(N(a,b] = k) = e >%

y, en particular,
EN(a,b] = A(b— a).

En este sentido, A es la densidad promedio de puntos.

La condicion a) es la propiedad de independencia de incrementos del proceso
Poisson, en particular, implica que para cualquier intervalo (a,b], la variable
aleatoria N(a,b] es independiente de N(s), s € (0,a]. Por esta razon, se dice
que los procesos Poisson no tienen memoria: los incrementos de un proceso
Poisson homogeneo no tienen memoria del pasado. Tambien se observa que el
proceso Poisson no permite la acumulacion de puntos o explosiones; a) y b) de
la de nicion 1.2.2 impiden que haya multiples puntos o explosiones.

Teorema 1.2.1. La sucesion de interarribos {Sy}n>0 de un proceso Poisson
homogéneo con intensidad A > 0 es independiente e idénticamente distribuida,
con distribucion exponencial de pardmetro .

Otra cantidad de interes es W, el tiempo de arribo del n-esimo evento,
tambien llamado tiempo de espera del n-esimo evento. Entonces,

y por el teorema 1.2.1 W, tiene un distribucion gamma con parametros n y .
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Teorema 1.2.2. Sea {N;};>1 una familia de Procesos Poisson independientes
con intensidades positivas {\;}i>1. Entonces

a) dos procesos distintos de esta familia no tienen puntos en comain, y

b) si
> Ai=A<oo,
i=1
entonces
N(t) =Y Ni(t)
i=1

define un proceso de conteo del proceso Poisson con intensidad \.

El siguiente resultado muestra a los procesos Poisson compitiendo por la
produccion del primer evento.

Teorema 1.2.3 (Teorema de Competencia). Dadas las condiciones del

teorema 1.2.2, sea Z el primer evento de N(t) = > .2 N;(t) y J el indice del

proceso Poisson que lo produjo; es decir, Z es el primer evento de N y. Entonces
Ai Y

IP’(J:i,ZZa):IP(J:i)IP’(ZEa)zXe

En particular, J y Z son independientes, P(J = i) = %, y Z es exponencial
con media A~

1.2.3. Distribucion de una cadena de Markov Homogénea

El enfoque tradicional de las cadenas de Markov continuas se basa en el se-
migrupo de transicion, y entonces el objeto matematico principal es el generador
infinitesimal. El semigrupo de transicion es el analogo continuo a la matriz de
transicion para el tiempo discreto.

Definicion 1.2.3 (Cadenas de Markov en tiempo Continuo). El proceso
estocastico {X;}+>0, indexado por Ry, se llama cadena de Markov en tiempo
continuo si para todo ¢, j,41,...,1x € F; todo t,s > 0; y todo s1,...,8r > 0 con
s < sparal € [1,k],

P(X(t+s)=74X(s)=1i,X(s1) =i1,...,X(sk) =1ir)
—B(X(t+5) = IX(s) =), (L7

donde ambos lados estan bien de nidos, y es homogenea si el lado derecho de
(1.7) es independiente de s.

Sea pues
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a) P(t) = {pi;(t)}i e
donde
pij(t) =P(X(t + s) = j|X(s) =1).

b) De forma similar a las cadenas discretas de Markov, obtenemos las ecua-
ciones de Chapman-Kolmogorov

pij(t+9) =Y pir(t)pr;(s))
KeE

que en forma compacta se lee
P(t+s)=P)P(s).
¢) Claramente P(0) = I, siendo I la matriz identidad.

La familia {P(t)}:>0 es el semigrupo de transicion de la cadena continua de
Markov.

La distribucion al tiempo t de X(t) es el vector u(t) = {u;(t)}icp donde
wi(t) =P(X(t) = 7). Esta se obtiene de la distribucion inicial por la formula

u(t)” = n(0)TP().

1.2.4. Matriz de Intensidad

Teorema 1.2.4. Sea {P(t)}1>0 un semigrupo de transicion continuo en el es-
pacio de estados contable E. Para cualquier estado i, existe

g =1m L= pi(h)

h—0 h € [0’ 00]7

y para cualquier pareja i,j de estados diferentes, existe

. pij(h
qij = }ILE}) # € [0, 00).

Ademas se de ne para cada estado 4

Qi = —q;-

Definicion 1.2.4 (Matriz de Intensidad o Generador Infinitesimal). La
matriz

A ={qij}ijer
es llamada matriz de intensidad o generador infinitesimal del semigrupo.

En notacion compacta

As , en este sentido, la matriz de intensidad A es la derivada en 0 de la funcion
matricial ¢ — P(t). Por esta razon A recibe el nombre de generador in nitesimal
o matriz de intensidad.
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S
X s, 2
X 2:X ’ So = _

Xo

S

I
X

T,=0 T T r, T

Figura 1.1: Trayectorias de un proceso de brincos Markoviano

Definicion 1.2.5 (Conservatividad y Estabilidad). Si para cualquier esta-
do ¢

qi < 00,

entonces se llama al semigrupo {P(t)} estable, y si para para cualquier estado

i,
a%=Y_ (1.8)

JjEE
j#i

se le llama conservador.

La razon de este nombre viene de la igualdad

Zpij(h) =1,

jEE

0 equivalentemente,
1 —pii(h) pij(h)
TP S
iFi

lo que conduce a

pij (h)
=1 —=
a= 5% Z h
JEE
i
y si se permite el intercambio del 1 mite y suma se obtiene (1.8).

Como caso interesante, los procesos de brinco son estables y conservativos.
Nos enfocaremos ahora en la estructura del brinco Markoviano.
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Definicion 1.2.6 (Brinco Markoviano). Un proceso estocastico {X;}:>o que
toma valores en un espacio de estados E se llama brinco Markoviano si para
casi todo w € Q y todo t > 0 (ver de nicion A.1.1), existe €(t,w) > 0 tal que

X(t+s,w)=X(t,w) Vse€ltt+e(t,w)).

Un proceso de brincos Markoviano es por de nicion una cadena de Mar-
kov continua, tambien observamos que para un brinco Markoviano, existe una
sucesion tiempos {T}, }n>0 donde

To=0<Ti<Ty <...
y una sucesion {X,,},>o tal que
X(t)=X, si Tp<t<Tu.
As queda descrito el proceso {X;}:>0 en el intervalo [0, T ), donde

Tow = 1m T,
n—oo
es el tiempo de explosion.

El tiempo de espera en cada estado es positivo, razon por la que las trayec-
torias son constantes por pedazos, ver Figura 1.1. Para un proceso de brincos
Markoviano, denotamos los tiempos de brinco por Tp = 0 < Ty < Ty < ...,
los tiempos de espera (sojourn times) por S, = Tp+1 — Ty y la sucesion de
estados visitados por Xy, X1, Xs,.... As, las trayectorias son constantes entre

T, consecutivos y se de ne el valor al tiempo T,, por continuidad a la derecha,
es decir, X (T},) = X,,.

Teorema 1.2.5. Un proceso de brincos Markoviano es estable y conservador.

1.2.5. Sistema Diferencial de Kolmogorov

Dadas las propiedades de semigrupo, para todo ¢t > 0 y todo h > 0

P(t+h) — P(t)
h

P(h) -1 _P(h)-1

—P(1) -

P(t). (1.9)

Por tanto, si se puede tomar el 1 mite de (1.9), que es el caso cuando E es nito,
se obtiene el sistema diferencial

d
—P(t) = P()A = AP(),

donde A es el generador in nitesimal. La ecuacion

d
ZP(t) = AP(1) (1.10)
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se puede escribir expl citamente. Para todo i,j € F,

d
Epij(t) = —q;pi;(t) + Z QikPrj (t)-
ke E
kti

El sistema (1.10) se llama la ecuacidn diferencial regresiva de Kolmogorov. La
ecuacion diferencial progresiva es

P =P(0A, (1.11)

es decir para todo i,j € F,

d

Epij(t) = —pi;(t)g; + Z ik ()G -
keE
k#j

Teorema 1.2.6 (Ecuacion Regresiva). Si el semigrupo continuo {P(t)}1>0
es estable y conservador, entonces se satisface la ecuacion diferencial regresiva
de Kolmogorov (1.10).

Teorema 1.2.7 (Ecuacion Progresiva). Bajo las condiciones del teorema
1.2.6 y si, ademds, para todos los estados © y todo t > 0,

> pin(t)g < oo, (1.12)

keE
entonces se satisface la ecuacidon diferencial progresiva de Kolmogorov (1.11).

La condicion (1.12) se satisface trivialmente cuando el espacio de estados es
nito, o cuando

sup ¢; < 00.

i€E
La distribucion al tiempo t de la cadena es el vector columna

p(t) = {ni(t) ier = {P(X(t) = i) bier-
Y satisface para todo t,s > 0,
p'(t+s)=p' (OP(s),

es decir, para todo i,j € E,

pi(t+8) =Y i (t)pji(s).

JEE
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Teorema 1.2.8. Bajo las condiciones del teorema 1.2.6, y si ademds, para todo
t>0,

Z Qi:ui(t) < o0,

keE

entonces el sistema diferencial global de Kolmogorov

d

ST () =uT (A

se satisface, es decir, para todo i,j € F,

d
St = —pit)a + > 1) gji-
g

Si 7 es una distribucion estacionaria de una cadena continua, estable y con-

servadora, y si ZZ—GE m(1)g; < oo, entonces, segun el teorema 1.2.8, 7 satisface
el sistema diferencial de Kolmogorov

wTA=0,

es decir, en forma expandida,

m(i)gi = Y 7(§)as-
J€E
i
Resumiendo: Para una cadena de Markov continua con espacio de estados
nito £ y matriz de intensidad A, la condicion 7w " A = 0 es necesaria y su ciente
para que la distribucion de probabilidad 7r sea una distribucion estacionaria.
Si el espacio de estados es  nito, una solucion de (1.10) o (1.11) con condicion
inicial P(0) =T es
P(t) = e,

donde la exponencial de la matriz tA (pensada como un numero) esta de nida
por

© ,n oo m
tA - § — 2
n=0 n=1

Cuando A es una matriz nita, la serie en (1.13) es convergente, y es solucion
unica a las ecuaciones regresiva y progresiva. Sin embargo, cuando A es de
dimension in nita, no se puede decir mucho, pues la serie puede no converger
del todo. Cuando A es una matriz nita y es diagonalizable, podemos escribir
a A en la forma

A=VDV!
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donde D es una matriz diagonal con diferentes eigenvalores {\1, A, ..., A, } de
A como elementos. As , tenemos

-1 V(Dt) ”V !
P(t) =PV = 1+Z

\Vs I+Z (D)
n=1

= VePivT (1.14)

donde

0 eAnt

Teorema 1.2.9. Sea {X(t)}i>0 un brinco Markoviano con espacio de estados
contable E y semigrupo de transicion {P(t)}i>0. Entonces

a) El semigrupo {P(t)}1>0 es continuo, estable y conservador.
b) Se satisfacen las dos ecuaciones diferenciales de Kolmogorov.

¢) Una condicidn necesaria y suficiente para que una distribucidn de proba-
bilidad 7 en E sea distribucion estacionaria es que wtA = 0.

Ejemplo 1.2.1. Suponga que E tiene solamente dos estados 1,2 y que tanto (1)
como A(2) no son cero. La igualdad 0 = |A — XI|, implica que A =0 y A = —\(1) —
X(2) # 0, con correspondientes eigenvectores (1,1) T, (A(1), A(2))". Entonces podemos

escribir a A como
I C) NPV I ——
A= (i D) =vov

donde

(1 A1) -1 1 /XA(2) AQ) _ (0 0\ _ ..
V—(1 7}\(2)),V —_—)\(1 1 , D= 0 A = diag{0, A}.
De esta forma A™ = VD"V ™. Asi,
P(t) = '® = Vdiag{e', e}V,

es decir
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1.2.6. Cadena Incluida y Tiempos de transicion

Sea { »}n>1 una sucesion de tiempos de transicion de un proceso de brincos
Markoviano {X (¢)};>0 donde ¢ =0;y , = oo si hay estrictamente menos de
n transiciones en (0, 00). Ahora, para cada n > 0 ,, es un tiempo de paro con
respecto a {X (t) }1>0.

El proceso {X,,}n>0 con valores en E, = E{J{A}, donde A es un elemento
arbitrario que no esta en F, se de ne por

Xn:X( n)7

con la convencion de que X (00) =A, v es llamado la cadena incluida del proceso
de brincos.

La importancia del siguiente teorema radica en la facilidad de encontrar la
matriz de transicion P y mostrar que los tiempos de permanencia en los estados
tiene una distribucion exponencial.

Teorema 1.2.10 (Estructura Regenerativa). Sea {X(t)}1>0 un proceso de
brincos Markoviano con generador infinitesimal A, sucesion de tiempos de tran-
sicion { n}tn>1 y cadena incluida {X,}n>0. Entonces

a) {Xn}n>o es una cadena de Markov homogénea con espacio de estados Ep
con matriz de transicion dada por pap =1, pia =1 sit € E y q; = 0; por
pin=0sii€FE yq >0;,ysiq>0yj#i, por

qij
pij =~
v q;

b) Dado {X,}n>0, la sucesion { 41 — n}n>o0 es independiente, y para todo
n>0yaecRy,,

P( g1 — n < al{Xp}liso) =1— e 9Xn?, (1.15)

Identi camos al parametro ¢; como el parametro de intensidad de la distri-
bucion exponencial cuando el proceso estando en el estado ¢ al tiempo t, sale
de i antes de ¢t + dt con probabilidad ¢;dt¢. El estado siguiente j es seleccionado
independientemente del tiempo de salida del estado ¢ de acuerdo a p;;. As, si
el estado 7 es recurrente, entonces sera visitado un numero in nito de veces, y
cada visita durara un tiempo exponencial con parametro g;.

Definicion 1.2.7 (Esencial, Permanente). Un estado ¢ € E tal que ¢; = 0 se
llama permanente o absorbente; esencial o estable si 0 < g; < oo, e instantaneo
si g =o00.

En vista de (1.15), si X( ,) = 4, un estado permanente, entonces 11— , =
00; es decir, ya no hay mas transiciones en una distancia nita y el estado
permanece ah para siempre, de ah la terminolog a. Si ¢ es esencial o estable
permanece ah un tiempo positivo pero nito. Finalmente, si ¢ es instantaneo el
proceso brincara tan rapido como haya entrado.
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Teorema 1.2.11 (El Generador Infinitesimal Caracteriza al Semigru-
po). Dos brincos Markovianos con el mismo generador infinitesimal y la misma
distribucion inicial son probabilisticamente equivalentes; es decir, tienen el mis-
mo semigrupo de transicion.

Definicion 1.2.8 (Generatrices). Sea A = {g;;}; jer una matriz con entra-
das que satisfacen que para todo i,j € F,

qi € [0,00), qij € [0,00), Z qik = i,
keE
ki
donde ¢q; = —q;;. Esta matriz es llamada generatriz estable y conservativa en E;
y se le llama generatriz esencial si, ademas, ¢; > 0 para todo 7 € F.

Ejemplo 1.2.2 (Cadenas Uniformes de Markov). Sea {X,}.>0 una cadena
de Markov discreta con espacio de estados contable E y matriz de transicion K =
{ki;}ijer; sea {Tn}n>1 un proceso Poisson en Ry con intensidad X > 0 y proceso de
conteo asociado N. Suponga que {Xn}n>0 y N son independientes. Al proceso {X:}i>0
con valores en E, y definido por

se le llama una cadena uniforme de Markov. Al proceso Poisson N se le conoce como
reloj, y a la cadena {Xn}nZO se le llama cadena subordinada.

Observamos que X (Ty) = X, para todo n > 0, y que el proceso {Xt}i>0 es una
cadena continua de Markov. Su semigrupo de transicion es

pi(t) = Pi(X(t) =)
= Pi(XN(t) =)
n=0
= Y PiN(t) =n)Py(X, = j)
= Z 87>\t ()\;')n kl] (n)7
n=0
es decir,
P(H)=) ™ S

Su matriz de intensidad A se puede calcular observando que
P(t) = e MeME,
y como la matriz de intensidad es la derivado en 0
A =xe MME(K — 1|10

A=\K-1I)
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es decir,
gi = M1 — ki),
y para i # j
qij = Nkij;
A es la intensidad del reloj.
Su estructura regenerativa se puede expresar para un estado esencial i € E como

pij = qi _ )\kij _ kij
Y qi )\(1 — k“) 1— ki

para j # i con ki; < 1.

Ejemplo 1.2.3 (Los Procesos de Nacimiento y Muerte). Un proceso de
nacimiento y muerte es un brinco Markoviano que toma valores en N|J{0}, y con
generador infinitesimal de la forma

Giit1 = B Gii—1 = 0ili>1y,

yq;=0sij¢{i—14i+1}.

—Bo Bo 0 0
01 —(B1+ 1) 63 0 0
A=]| 0 02 —(B2 + 02) B2 0

0 0 03 —(Bs+d3) fs

Los pardametros 3; y d; son las intensidades de nacimiento y muerte en el instante en
que el tamano de la poblacion es i. Un nacimiento incrementa el tamano de la poblacion
en una unidad, una muerte lo decrementa en uno. Como pn(t) = P(X(t) = n) es un
vector columna, entonces por el teorema 1.2.8 el sistema diferencial que satisface es,

—Bopo(t) + d1pa(t),
anlpnfl(t) - (/Bn + 6n)pn (t) + 6n+1pn+1(t), para n 2 1.

T 3.
E=
P
~
NN
1

Una condicion necesaria y suficiente para que la probabilidad m sea distribucion esta-
ctonaria del proceso de nacimiento y muerte es que

—Bom(0) — dum(1),

0 Brn-1m(n — 1) — (Bn + 0n)w(n) + dny1m(n+ 1), paran > 1.

Para un valor fijo w(0) se encuentra de manera recursiva una solucién vnica del sis-

tema: 5o 3
_ oML .- - MPn—1
() =m0 =55 .

Y para que w sea una distribucion de probabilidad, se tiene que cumplir

BoBi .. ﬁn 1)
<1+Z 55 >—17

paran > 1.

y esto es posible si y sdlo si

6051 /Bn 1
1+ Z o < 0.



1.2 Cadenas de Markov Continuas 17

La matriz de transicion P viene dada por la estructura regenerativa p; i+1 = iit1/q =
Bi/(Bi+0:), pii1 = qii—1/qi = 6:/(Bi + 6:) y po1 =1, es decir

0 1 0 0
5 B
517&51 ,31;51 0 0
P = 0 2 B2

Los procesos de nacimiento y muerte son modelos importantes en biologia (de donde
obviamente viene la terminologia), demografia, pero también en teoria de colas, donde
aparecen. como colas M/M/1/oco, M/M/K/O, entre otros modelos de espera.

Ejemplo 1.2.4. Considere un proceso de brincos Markoviano con espacio de estados
E = {1,2}, matriz de intensidad

(=X A
=03
y que inicia en el estado uno con probabilidad uno. Nos interesa calcular la densidad
h(x) del tiempo de permanencia en el estado uno hasta el tiempo x, en un intervalo
de tiempo [0,t] . La densidad h(z) se puede descomponer en una densidad f(z) y la

probabilidad de que el proceso permanezca en el mismo estado todo el tiempo hasta t
(no sale del estado uno); e~ ™.

Definimos
. _ A" -z
)\nl,n—l e
gn(JZ',A) = m@

La probabilidad Poisson con intensidad A de los primeros n arribos antes del tiempo x
estd representada por pn(z; \), mientras que gn(z; \) es la densidad gamma de la suma
de n variables aleatorias exponenciales independientes e idénticamente distribuidas con
intensidad \.

Calcularemos f(x) mediante el siguiente argumento. Se ha observado un tiempo de
ocupacion x en el estado uno y n transiciones del estado 1 al estado 2. Por tanto ha
habido n ¢ n — 1 transiciones del estado 2 al estado 1. En el primer caso el proceso
estard en el estado 1 y estard en 2 en el otro.

Si hubo n transiciones de 1 a 2 y el proceso termind en el estado 1, podemos
interpretar un cambio de estado como un arribo, y por tanto se observaron n arribos
al tiempo x, entonces la densidad es la dada por una Poisson. El tiempo restante t — x
que el proceso pasa en el estado 2 es la suma de n variables aleatorias exponenciales
independientes e idénticamente distribuidas con intensidad A2, por tanto con densidad
gamma.

Si hubo n transiciones de 1 a 2 y el proceso termind en el estado 2, el tiempo x que
el proceso pasa en el estado 1 es la suma de n variables aleatorias exponenciales inde-
pendientes e idénticamente distribuidas con intensidad A1, y el tiempo de permanencia
en el estado 2 es la densidad de una Poisson por argumentos similares.

Ast,
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D pa(@ A)ga(t — w3 A2) + D ga(@5 A)pa—1(t — 25 A2)

n=1 n=1
i ?-Tn 67)\1&8 Ag(t - m)n—l efkg(tfac)
— nl (n—1)!
i n o 1 7)\11 )\n l(t m)nfl 67A2(t7"1))
— (n—-1)! (n—1)!
67}\1z€7)\2(t71) [A%ml )\% (t - x)O
1! 1l
)\2 2)\2157 1 )\3 3)\3157 2
12” A3 (t — ) + 12° Ay (t — ) +
2! 1! 3! 2!
Ma2® A3 (t — )°
0! 0!

Mzt At —x)t  A2® A3t —2)?
TR o a1 T
e*)qzef)\z(tfz) [\/@Il (2 )\1)\2x(t _ l‘))

t—x
+ Mo (2 Al)\gx(t—m)>} (1.16)

i(x/22k+n
= kl(n+ k)!

es la funcion de Bessel modificada.
La figura 1.2 muestra a la funcion f para distintos valores de (A1, o, t).
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Figura 1.2: La funciones de densidad f(z) para distintos valores de (A1, A2, 1)
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Capitulo 2

Ecuaciones Diferenciales
Estocasticas

Indudablemente, una de las herramientas mds importantes en el ambiente
financiero y en el cdlculo estocdstico es la integral de It6. Iqualmente importantes
son las ecuaciones de Kolmogorov que se deducen a partir de la férmula de
Dynkin. La solucion de la ecuacion progresiva proporciona la evolucion de la
densidad en el tiempo, mientras que la ecuacion regresiva encuentra aplicaciones
en problemas de tiempos de escape, en donde se encuentra la probabilidad de que
una particula deje una region en un tiempo dado.

2.1. El Movimiento Browniano

Como es bien sabido, Robert Brown describio el movimiento de part culas
de polen suspendidas en un 1 quido en 1828. Observo que una part cula se mov a
de una manera irregular y aleatoria. Albert Einstein en 1905 arguyo que el mo-
vimiento de la part cula se deb a a un bombardeo de las moleculas del 1 quido,
y obtuvo la ecuacion para el movimiento browniano. Pocos anos despues Lange-
vin describio el movimiento de las part culas mediante una ecuacion diferencial
estocastica, y es por eso que en f sica se les conoce como ecuaciones de Lange-
vin. La base matematica del movimiento browniano como proceso estocastico
se debio a Norbert Wiener y a Paul Levy, por lo que a este proceso se le conoce
tambien como proceso de Wiener.

Definicion 2.1.1 (Movimiento Browniano). El movimiento browniano en
R es un proceso estocastico {B; : t > 0} con las siguientes propiedades:

a) Bg = 0 para casi seguramente.

b) (Incrementos Normales) B; — B; tiene una distribucion normal con media
0 y varianza (t — s). Esto implica que con s = 0, By — By tiene una
distribucion N(0,t).

21
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¢) (Independencia de los incrementos) By,, By, — Bt,,...,Bt, — B, _, son
independientes para todo 0 <ty <ty < ... < ty.

d) (Trayectorias continuas) ¢ — By(w), t > 0 es una trayectoria continua
para toda w € €.

Las propiedades b) y c¢) determinan todas las distribuciones nito dimen-
sionales, y son gaussianas. La propiedad d) requiere de una construccion que
muestre que una version del proceso con trayectorias continuas existe.

El movimiento browniano de dimension m es el vector B(t,w) = (B (t,w), ...,
B, (t,w))" en donde cada una de las coordenadas B;(t,w) es un movimiento
browniano unidimensional mutuamente independiente. Algunas de sus propie-
dades se obtienen del movimiento browniano unidimensional: E[B, B;] = mt,
E[B/ B] = mmn(t, s), E[(B; — Bs) " (B; — B,)] = m(t — s), E[(B; — Bs)(B; —
Bs)"] = (t—8)Lnxm, de donde se concluye que (B; — By) tiene una distribucion
normal N(0, (t — $)Lynxm). Su densidad de transicion es,

—|x— 2
pt(xvy) = me ! l /2t7

donde z, y son vectores m-dimensionales y |x|? es la longitud de z.

2.2. La Integral de Ito

Ahora, para describir el movimiento observado por Robert Brown, si b(t, ) €
R3 es la velocidad del fluido en el punto z al tiempo ¢, entonces un modelo
matematico razonable para la posicion X; de la part cula al tiempo t ser a una
ecuacion diferencial de la forma

dX;

T = b(t,Xt) + O'(t7Xt)§t7

donde & € R3 denota el ruido blanco y o(t, X;) € R3*3. La interpretacion de
Ito! de esta ecuacion es

dXt = b(t, Xf)dt + O'(t7 Xt)dBt,

donde B; es un movimiento browniano en R3.
As , en una ecuacion diferencial estocastica de la forma

dXt = b(t,Xt)dt+O'(t,Xt)dBt (21)

donde X; € R”, b(t,z) € R”, o(t,x) € R™™ y B, es un movimiento brow-

niano m-dimensional, llamaremos a b el coeficiente de deriva y a ¢ o a %aat

1Se prefiere la interpretacién de Ité a la de Stratonovich por ser siempre la integral una
martingala.
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el coeficiente de difusion. La solucion de la ecuacion (2.1) puede pensarse co-

mo la descripcion matematica del movimiento de una part cula en un fluido en

movimiento; y por tanto tales procesos estocasticos son llamados difusiones.
Retomando la forma integral de la ecuacion (2.1), se obtiene

t t
Xy = Xo +/ b(s, Xs)ds +/ o(s, Xs)dBs (2.2)
0 0

por lo que es de interes de nir

T
/ f(s,w)dBs(w), para 0<S<T
s

para un espacio de integrandos.

Definicion 2.2.1. Sea H la clase de funciones
ft,w):[0,00) x @ =R
tales que

a) (t,w) — f(t,w) es B x F-medible, donde B es la o-algebra de Borel en
[0,00), F una ltracion (ver A.1.2).

b) f(t,w) es Fi-adaptado.

¢) E {fST f(t,w)%lt} < .

La parte b) nos dice que la funcion f al tiempo ¢ esta determinada por los
valores tomados de la historia de las trayectorias de {Bs} hasta el tiempo t. Por
ejemplo, fi(w) = By es Fy-medible, mientras que f>(w) = Ba; no lo es.

Para funciones f en ‘H se de ne la integral de It6

T n
[ aBie) = Tm |3 f51,0)AB () (2.3

donde B; es un movimiento browniano unidimensional, y S = tg < t; < to <
coo < tpo1 < tn, =T con AB, = B(t,) — B(t,—1). La integral estocastica es
una operacion natural asociada a las trayectorias brownianas: una trayectoria
se corta en incrementos consecutivos gaussianos, cada incremento se multiplica
por una variable aleatoria y estos nuneros se suman de nuevo para reconstruir
la integral estocastica. As, podemos pensar en la integral estocastica como
una caminata aleatoria con incrementos que tienen diferentes amplitudes, una
especie de caminata aleatoria no homogenea. En este contexto es importante
enfatizar el papel de las funciones adaptadas. Considere el incremento j-esimo
despues de multiplicarlo por la variable aleatoria f(t;_1):

f(tj—1)AB; = f(tj—1)(B(t;) — B(tj-1))-
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Una vez que se conoce la historia de la trayectoria hasta el tiempo t;_1, el
valor de f(t;_1) se conoce tambien. Por tanto, el incremento de la integral
estocastica en el siguiente periodo condicionado al pasado hasta el tiempo ¢
es gaussiano con media cero y varianza f(t;_1)%(t; — t;—1). As, las funciones
adaptadas son funciones adecuadas para de nir una caminata aleatoria continua
y no homogenea para la integral estocastica.

La forma de escoger a t en la particion es la que de ne que la integral sea de
[t6. Si ¢ se toma como el punto medio de la particion, la integral que se obtiene
es la de Stratonovich.

Algunas propiedades de la integral de It6 son:

Teorema 2.2.1. Sean f ygenH,0< S <U <T. Entonces

a) (la isometria de Itj)

- 2
E (/s f(t,w)dBt(w)> =E

b) fST fdB; = fg fdB; +fg fdB; para casi toda w

T
/ f%t,w)dt] para todo f € H
S

c) (linealidad) fST(chrg)dBt = cfg fdB; +fST gdB; (c constante) para casi
toda w

d) (media cero) E [fg det} =0

e) fST fdB; es Fr-medible

f) Mi(w) = fot f(s,w)dBs es una martingala con respecto a Fy. Ver A.1.5.

Definicion 2.2.2 (El proceso de Ité unidimensional). Llamaremos un
proceso de Ité a un proceso estocastico X; de la forma

dX; = u(t,w)dt + v(t,w)dBy.

Teorema 2.2.2 (La formula de Ité6 unidimensional). Sea X; un proceso
de Ité y g(t,z) € C?([0,00) x R) (i.e., g es una funcion dos veces diferenciable
en [0,00) x R). Entonces

Y, = g(ta Xt)
es también un proceso de Ito, y
ag(t,Xt) Bg(t,Xt) 1 82g(t,Xt) 2
dy; = dt dX; + - ——=—(dX
S M Ty KTy ()

donde (dX;)? = (dX;) - (dXy) se calcula de acuerdo a la siguiente regla

dt-dt =dt-dB; =dB;-dt =0, dB;-dB;=dt.
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Ejemplo 2.2.1. Un modelo estocdstico usado con frecuencia en finanzas es el lla-
mado modelo lognormal. En este caso se supone que el precio del proceso evoluciona
segun la ecuacion estocdstica:

dSt = /.Lstdt + O'StdBt,

donde p y o son constantes reales. Entonces, aplicando la férmula de Ité a g(t,z) =
Inx, para x >0

d(In S;) = 0+ — - dS; + % ( ! ) (dSH)?.

S, 52
Asi,
t t o2 2
_ wSydr +0S,dB, 1 Syo
lnst—h’lSo—/O S—r_§ ) S,% d?”,
es decir,
St ¢ 2 k 2
In—= /[ (p—z0")dr+ [ odB,=(u— -0 )t+0B;
SO 0 0
Por tanto,
Sy = Spelkm 3ot (2.4)

Calculemos ahora E[Sy], sea Vi = e”Bt entonces

1
dY; = 0-dt + oe’BrdB, + EJQeaBtdt

(SN

t t
Y, - Yy = 0/ e“BsdB, + 102/ Y,ds.
0 2 0

Ahora, por el teorema 2.2.1 d) y si E[Yo] = yo tenemos que

1 t
E[Y:] = yo + 502/ E[Y:]ds,
0

de donde se sigue que

d 1 5
—E[Y;] = =c“E[Y;
SE[Y] = So°B[Y)
ast,
2
E[Y] = e2° °.
Finalmente

E[St} = Soe(”7%02)t+%02 = Soe'ut.

Ejemplo 2.2.2. Un ejemplo de gran utilidad que incorpora el concepto de correlacién
finita temporal es la ecuacion de Ornstein-Uhlenbeck, cuya solucion se conoce como
el proceso de Ornstein-Uhlenbeck.

dXt = /.LXtdt + O'dBt.
Multiplicando por e ", se obtiene
e MdX, = e M uXdt + e *od By,

entonces
d(e™™X;) = ge " dB;,
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t
X, = " <Xo + a/ e*“SdBS> )
0

Calculemos ahora su primer y seqgundo momentos. Por el teorema 2.2.1 d),
E[X,] = Xoe"".
Ahora,
Var[X)] = E[X;—E(X,)]?

t 2
= E {ae“t/ efusst] , Yy por la isometria de Ité (teorema 2.2.1)
0

t
2 2ut —2us
= Ue“/e H2ds
0

2
= g—u(eQ’”—l).

Multiplicamos X con Xiyr (T > 0), tomamos esperanza y junto con el teorema 2.2.1
llegamos a la funcion de correlacion

t
E[X: Xttr] XZe2HttuT 4 eMTU2€2Mt/ e 2 ds
0

2
ur | x2 20t g 2t _ 9y

e ce M+ o (e )

Cuando t — oo y p < 0 obtenemos el proceso de Ornstein-Uhlenbeck estacionario,

E[Xt} = 0,

0_2

2

el

EXeXiyr] =

De manera similar, al considerar ahora T < 0 y pu < 0, obtenemos

E[X: Xi-] = —ﬂe**”
Asi,
0,2
E[X: X1, = fﬂe“‘f‘.

El proceso de Ornstein-Uhlenbeck? tiene una correlacidon temporal diferente de
cero, lo que significa que los valores del ruido para diferentes tiempos no son variables
aleatorias independientes.

El comportamiento cualitativo para u > 0 es completamete diferente para el caso
p < 0. Cuando p < 0, X; converge en distribucién a N(0,—c2/2u), y por supuesto
X: no converge casi seguramente.

2E] proceso de Ornstein- Uhlenbeck es el winico proceso que es simultdneamente Gaussiano,
Markoviano y estacionario.
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Definicion 2.2.3 (La formula de It6 multidimensional). Sea B(t,w) =
(Bi(t,w), ..., By (t,w)) un movimiento browniano m-dimensional. Si cada uno
de los procesos u;(t,w) y v;;(t,w) satisfacen las condiciones de la de nicion 2.2.2
para (1 <1i <n, 1 < j < m) entonces podemos formar el siguiente arreglo de
It6

dX; = wdt+v11dB1+ ...+ v1,,dB,
dX, = updt+v,1dB1+ ...+ vpmdB,,

0 en notacion matricial simplemente
dX(t) = udt + vdB(t),

donde
X1 (t) Ul Uil oo Uim dBl (t)

Xn(t) U, Upl .. Upm dB,,(t)

Llamaremos al proceso X; un proceso de Ité6 n-dimensional.
Sea g(t,z) = (g1(t,z),...,gp(t,z)) una funcion C? de [0,00) x R™ a RP.
Entonces el proceso
Y(ta w) = g(tv X(t))

es tambien un proceso de It6, cuya componente Yj esta dada por

gy (t, X Dgi(t, X) 02gu(t, X)
dYk:—gkgt )dt+Z—gk8( Z 89; o ) ax,dx,
J

Como la teor a de las ecuaciones diferenciales ordinarias, la teor a de las
ecuaciones diferenciales estocasticas tiene un teorema estandar de existencia y
unicidad.

Teorema 2.2.3 (Existencia y unicidad para las ecuaciones diferenciales
estocasticas). Sea T > 0 y b(-,) : [0,7] x R — R", o(-,-) : [0,T] x R* —
R™ ™ funciones medibles que satisfacen

a) (Condicién de Crecimiento)

|b(t, z)| + |o(t,z)| < C(1+|z]); z€R" te[0,T]

para alguna constante C, (donde |o|*> =3 |oy;| = tr(oo™)) y tal que
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b) (Condicion de Lipschitz)
[b(t, ) — b(t,y)| + |o(t, ) — o(t,y)| < Dz —y|; =,y eR™ te€[0,T]
para alguna constante D.

Sea Z una variable aleatoria que es independiente de la o-dlgebra féé”) generada
por Bg(+), s > 0 y tal que
E[|Z]?] < oo.

Entonces la ecuacion diferencial estocdstica (2.1) con 0 <t < T, Xog =Z
tiene una solucidn dnica y continua con la propiedad de que X;(w) es un proceso
adaptado a la filtracion FZ generada por Z y Bs; s <ty

T
/ | X, |2dt
0

Si (9, F,P) y {B:t}+>0 son dados, entonces la solucion de la ecuacion (2.1), si
existe, es llamada una solucion fuerte; en cambio, si originalmente tenemos los
coe cientes b(z,t) y o(z,t) podemos preguntarnos si existen un par de procesos
(Xt,Bt), y B; un movimiento browniano respecto a la ltracion H; de nida
sobre el espacio de probabilidad (2, H,P) tal que la ecuacion (2.1) se satisface,
entonces a (X, B;) se le llama solucién débil. E1 concepto de solucion debil
permite dar solucion a la ecuacion diferencial estocastica cuando no existe una
solucion fuerte. Las soluciones debiles son soluciones en distribucion y pueden
ser de nidas en algun otro espacio de probabilidad.

E < Q.

2.3. El Generador Infinitesimal

Es fundamental para muchas aplicaciones que se pueda asociar un operador
diferencial A de segundo orden a un proceso de difusion X;. La conexion basica
entre Ay X; es que A genera al proceso Xj;.

Definicion 2.3.1 (Difusion de Itd). Un proceso estocastico X;(w) = X (t,w) :
[0,00) x @ — R™ homogeneo en el tiempo que satisface una ecuacion diferencial
estocastica de la forma

dXt = b(Xt)dt + O'(Xt)dBt, t Z S5 XS =X (25)

donde B; es un movimiento browniano m-dimensional y b : R® — R", ¢ : R® —
R™*™ gatisfacen la condicion de Lipschitz y de crecimiento se llama difusion de
Ito.

Definicion 2.3.2 (Generador infinitesimal). Sea X; una difusion de Ito6
homogenea en el tiempo en R™. El generador in nitesimal A de X; se de ne

ome R[] - ()
Af(z) = ltﬁ)l "

;. xeR™
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El conjunto de funciones f : R™ — R tales que el | mite existe en = se denota
por Dy (x), mientras que D4 denota al conjunto de funciones para las que el
| mite existe para toda x € R™.

La relacion entre A y los coe cientes b, o en la ecuacion diferencial estocastica
(2.5) la proporciona el siguiente teorema.

Teorema 2.3.1. Sea X; la difusion de It6
dXt = b(Xt)dt + O'(Xt)dBt.
Si f € C3(R™) entonces f € Da y

s
Zb + ZUU i 8x8xj

Ejemplo 2.3.1. El movimiento browniano n-dimensional es por supuesto la solucién
de la ecuacion diferencial estocdstica

dX, = dB,,

es decir, tenemos b =0 y o0 = I,,, la matriz de identidad n-dimensional. Por tanto el
generador de B es

Z B 2, f=f(z1,...,x,) € CHR™),

es decir, A = %A, donde A es el laplaciano. Mientras que para el ejemplo 2.2.1
b(z) = px, o(x) = oz, y su generador infinitesimal es
df 1 o2 zd f
A — yrd 2

Teorema 2.3.2 (Formula de Dynkln). Sea f € CZ(R™). Suponga que es
un tiempo de paro, E*[ | < co. Entonces

Eﬂﬂxﬂ=ﬂ@+Eﬂézﬁmg®} (2.6)

Teorema 2.3.3 (Ecuacion regresiva de Kolmogorov). Sea f € CZ(R").

a) Defina

ult, z) = E” [f(X,). (2.7)
Entonces, u(t,-) € Da para cada t y
ou n
u(0,z) = f(z); zeR" (2.9)

b) Mds ain, si w(t,z) € CH2(R x R™) es una funcion acotada que satisface
(2.8) y (2.9) entonces w(t,z) = u(t,z) dada por (2.7).

Con un poco mas de trabajo podemos obtener la siguiente generalizacion de
la ecuacion regresiva de Kolmogorov:
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Teorema 2.3.4 (La formula de Feynman Kag&). Sea f € C3(R") y q €
C(R™). Suponga que q estd acotada inferiormente.

a) Sea
o(t,z) = E® [e J‘Jq<Xs>de(Xt)] . (2.10)
Entonces
ov
— =Av—qu; t>0,z€R" (2.11)
ot
v(0,2) = f(x); zeR" (2.12)

b) Mds ain, si w(t,z) € CLH2(R x R") es una funcion acotada en K x R"
para cada compacto K C R yw satisface (2.11), (2.12), entonces w(t,z) =
v(t,x), dada por (2.10).

Ejemplo 2.3.2 (Ecuacion regresiva). Es interesante observar qué pasa en el
teorema 2.3.3 cuando tomamos f(-) = 6(- — y):

E* [f(X0)] = E[6(X: — y)[Xo = 2] = P[Xs = y|Xo = 2] = pe(2,y), (2.13)
entonces
WD) g ), (214)

es decir, la densidad de X condicionada a que Xo = x, satisface la ecuacion regresiva
de Kolmogorov.

Ejemplo 2.3.3 (Ecuacion de Fokker-Planck). Ahora, sea X; una difusion de
Ité en R™ con generador

02 0
Af) = 5 Y asl) i + S b ghs e

)

y suponga que la medida de transicion de Xy tiene una densidad p:(x,y), i.e.,

E°[f(X)] = [ f)pe(z,y)dy; feCS.

R"

Suponga que y — p:(x,y) es suave para cada t,x.
Usando la férmula de Dynkin, ecuacidn (2.6), se tiene que

[ty =T = 1@+ [ [ A, fe

3Dado que el proceso X es homogéneo en el tiempo, i.e., p7’°(z,y) = pf;os (z,y) = pr(z,y),
entonces
8p:)7s(x7 y) _ 8p7'(x7 y)
o0 ot

_O0p(zy) _ Opr(,y)
s or
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y diferenciando respecto de t,

Fw) o, y)dy—o+/ Ay F(@)pe(z, y)dy.

Rn

Aj, es el adjunto de A (ver ejemplo C.1.1) y opera sobre la variable y y estd dado por

1 5?2 9 )
T2 ; dyidy; (ai50) = ; oy, i®) 9 E€C, (2.15)

entonces
(Ag,9) = (¢, A"p) parag € CF, ¢ € C?,

donde {-,-) es el producto interior en L*(dy); en particular

<Ayf,pt> = <f7 A;pf>7

es decir
Ay y)dy = [ fy)Aype(z, y)dy,
entonces ‘ ‘
W) tpz(:v vy = | S Ayp(,y)dy,
ast,
%pt(z’,y) = Aype(x,y) para todo z,y. (2.16)

En muchas aplicaciones, como fisica, ingenieria y finanzas, la importancia de las di-
fusiones estd en su conexion con las ecuaciones diferenciales parciales, y en ocasio-
nes las difusiones se especifican por una ecuacion diferencial llamada ecuacion de
Fokker-Planck, ecuacidn (2.16), también conocida como ecuacion progresiva de Kol-
mogorov. Aunque estas ecuaciones raramente tienen solucion analitica, pueden ser
resueltas facilmente de manera numérica. En la prdactica es suficiente verificar que las
condiciones de existencia y unicidad se satisfacen y las soluciones se pueden calcular
con el grado deseado de precision.

En seguida se muestra una conexion sorprendente entre las ecuaciones di-
ferenciales estocasticas y la solucion de ecuaciones diferenciales parciales de
segundo orden. Un ejemplo es la solucion de la ecuacion de Black-Scholes en la
valuacion de opciones, la cual es mas facil de resolver por metodos estocasticos
que una ecuacion diferencial de segundo orden. Al principio parecer a extrano
pues un problema es completamente determin stico y el otro entrana ruido blan-
co 4 en la ecuacion diferencial.

Sea dX; = b(Xy)dt + o(X;)dB; una difusion de It6 en R™ con generador A,
ysi f € C3(R™) pongamos Z = f(X) y para simpli car la notacion suprimimos
el ndicety X4,...,X, vy B1,...,B, denotaran las coordenadas de X y B res-
pectivamente, entonces aplicando la formula de Itd multidimensional (de nicion

2.2.3)
of(X
dz = Z 8xl Z 8:51 axj dX dX;

4Se usa ruido blanco como un simil a la luz blanca que estd constituida por todas las
frecuencias (colores). El ruido blanco se entenderd como la derivada del movimiento browniano.
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y como

dX; = bidt + Z 0ikdBy, = bidt + (0dB);

of
Z 8% ax] (0dB);(cdB), +; o (¢dB);

y observando que

(¢dB); - (¢dB); (Z a,kdBk> (Z andBn>
= (Zoikajkdt> = (UJT)ijdt,
k

se obtiene

t o 1 o2
50 = g+ [ (S S eon g as
: i ij B

0
t af
+ / O'Z‘k—dBk
%; 0 o0x;

Aqu es donde se observa la utilidad del generador in nitesimal;

(X)) = f(2) + / AF(X,)ds + / VST (X,)o(X,)dB

De nimos,

wo= g0 - [ A (= s+ [ V5T (e(00as, ).

Ahora, como las integrales de It6 son martingalas (Teorema 2.2.1 f)) con res-
pecto a las o-algebras {f,fm)}, tenemos que para t > s

E[M,|F{™] = M.
Luego entonces,
E[MiM,] = E” [E“[M, | FI)M,| = B2 [M,|M,] = M,

pues M; es My- medible. As hemos demostrado:

Teorema 2.3.5. Si X; es una difusion de Ité en R™ con generador A, entonces
para todo f € C2(R™) el proceso

M, = f(X,) — / AF(X,)dr

es una martingala respecto de {M,}.



2.3 El Generador Infinitesimal 33

Ejemplo 2.3.4. En conexién con la deduccion de la férmula de Black-Scholes para
la valuacion de opciones financieras aparece la siguiente ecuacion diferencial parcial
(ver [1]);

Oc dc 1 5 58%

—:ux%—l—éam w—rc; t>0,x €R,

c(0,2) = (x — K)* = méx(z — K,0);
donde v > 0,K > 0, o,u, son constantes. Es decir, la ecuacion diferencial parcial
la puedo escribir en términos del generador infinitesimal A, (ver ejemplo 2.3.1) con
b(z) = px,o(x) = ox, y con la siguiente ecuacion de difusion de Ité dX; = pX.dt +
0 XdB¢, cuya solucion es
X = Xoelo- drieser

por el ejemplo 2.2.1.
Ast,
% = Ac—rc

con q(x) =r en el teorema 2.3.4 de la férmula de Feynman Kac. Entonces la solucion
aces;

clt, ) = 57 [ 8904 ()] = B FOX)] = [ Fla)fx, o)
R
Ahora,

Fx,(z) = PB(X, <) =P(Xpel 27075 < )

_ p (Bt < In(z/Xo) — (n— %02)15)

g

In(z/Xg)—(n—10?)t 1
o 2
= / eV /Qtdy7
oo V2rt
luego entonces,

L (el i 1 Xo 1
27t oz Xo

th (m) =

Reconocemos a fx,(x) como la densidad de una lognormal de pardmetros [(u —
10%)t +log Xo] y o°t. Asi,

c(t,z) = e_”/mc((),x)fxt(;r:)dx (2.17)

7<1u<w/xO>—<u—%o2>t

R

——e
V2rtox

_1,2 _1,2 . 1.2
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/s R 2 7 — 2= dx =

Yy > = = w; y con el cambio de variable y = -
oxdy, se tiene que
° 1,2 1 2
c(t,x = efrt/ T e(#*f” Jttoy K e Y /Qtd
( ) y:w( 0 ) V2t Y

= I —I.
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Veamos I,
y=w 27t

e 1 1.2 2
—rttut —152¢ —y2/2t
= zoe r+u/ e 29 ttoy v/ dy,
y=w

V2rt

con el cambio de variable u = \% —ovV/t,

oo 1 w2
L = z eirt“‘t/ e~ 2 Vtdu
! 0 u:%,a\/z V27t

—rttpt w
= xpe ) <a\/f - —
\ﬂ)

= e "D (dy,)

1,2
con di = 41“(’”0/Kl+\/(;+2 iy
Veamos Iz,
e—rt o] 2
I, = / Ke™ /Qtdy7
27t y=w
. . oy
con el cambio de variable u = N
Kefrt o] W2/
L, = / e " Pau
V2r Ju 2
—rt w
= Ko(——
( \/E)
e " K®(ds)
n —152
con do = W. Entonces,

ct,x) = zo® (di) — e " K®(dz),

pues en la ecuacion diferencial de Black-Scholes r = p.



Capitulo 3
Aplicacién

Son varios los objetivos que nos hemos planteado en este capitulo. Aproxi-
mar el precio de un derivado en n estados cambiantes regido por un proceso de
nacimiento y muerte. Construir un pozo biestable en el que el tiempo de escape
de uno de los pozos temga una distribucion exponencial estableciendo de esta
forma la matriz de intensidad de proceso de nacimiento y muerte. Proponer el
movimiento Ornstein-Uhlenbeck en contraste al movimiento Browniano en la
valuacion del derivado.

3.1. Opciones

Un producto nanciero derivado es aquel cuyo precio se encuentra en funcion
de otro, al que se le llama el activo subyacente. Con esta de nicion la cantidad
de derivados es muy extensa, sin embargo son cuatro los mas utilizados: los
forwards, los futuros, los swaps y las opciones. Una caracter stica de todos ellos,
es que en vez de ser instrumentos nancieros o mas precisamente t tulos de
credito, son contratos, lo que implica, desde un punto de vista legal, un manejo
diferente.

Consideremos los siguientes supuestos importantes en la valuacion de algu-
nos instrumentos nancieros. Todos los inversionistas tienen acceso a la misma
informacion relevante y pueden comprar o vender a cualquier precio; sin costos
de transaccion o comisiones, y el valor de los bienes es perfectamente divisible
y 1 quido. No hay restriccion alguna en el monto de algun credito bancario, y la
tasa de interes bancaria es la misma para ambas partes.

Las opciones son ejemplos de derivados que cotizan en bolsa, es decir, ins-
trumentos cuyo valor depende de los precios de otros instrumentos mas basicos,
tales como las acciones o los bonos. Basicamente una opcidn call (una opcidn
put, respectivamente) da el derecho de comprar (de vender, respectivamente)
el activo subyacente de la opcion en una fecha futura a un precio previamente
establecido. Las opciones se pueden pensar como un seguro tradicional, es decir,
en el que de no utilizarse (dado que no hay siniestro), se pierde la prima paga-

35
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da. Las opciones pueden ser o no estandarizadas, y pueden operarse o no en las
bolsas establecidas. Desde luego en caso de que esten en bolsa su volumen de
operacion aumenta considerablemente. Las opciones se han comercializado por
siglos, sin embargo a habido una expansion del mercado de opciones a partir
del surgimiento de las bolsas de opciones en 1973. Las bolsas mas importan-
tes para opciones estandarizadas son la CBOE (Chicago Board of Trade) y la
CME (Chicago Mercantile Exchange), ambas en EUA. En el caso de Mexico,
a la fecha, las opciones aun no operan de forma generalizada, aunque algunos
intermediarios nancieros ofrecen hacer contratos de opciones a la medida, en
particular de dolares. No obstante a partir de 1992, las casas de bolsa, princi-
palmente, emitieron un instrumento al que se le llamo T tulos Opcionales, al
que tambien se le conocio con el nombre de warrant. A pesar de ser un t tulo de
credito y no un contrato, este instrumento esta disenado de manera analoga a
una opcion tradicional, y es el primer intento serio de la comunidad nanciera
para que en nuestro pa s se ofrezca este derivado al publico en general. Desde
luego se espera que el MexDer (Mercado Mexicano de Derivados) permita ope-
rar, en breve plazo, este instrumento de manera similar al que se hace en otros
pa ses. A la fecha las opciones han cobrado una gran importancia, sin embargo
el cl max seguramente se da en 1997, cuando La Real Academia Sueca de Cien-
cias concede el Premio Nobel de Econom a a Robert C. Merton y a Myron S.
Scholes. Black, Merton y Scholes sentaron las bases para el rapido crecimiento
del mercado de derivados en los ultimos 10 anos. Sin embargo, su metodo tiene
una utilizacion mas general, y se han creado nuevas areas de investigacion, tan-
to dentro como fuera de la econom a nanciera. Es interesante observar que las
opciones mas comercializadas son las opciones Americanas, es decir, aquellas en
que el tenedor tiene el derecho de ejercer la opcion en cualquier momento antes
de que la opcion expire. De no ser as, es decir, cuando una opcion se puede
ejercer solo en la fecha de expiracion, se le conoce como una opcién Europea.
Cuando el inversionista noti ca a su agente su intencion de ejercer una opcion,
si la opcion es una call, el inversionista debe comprar el activo subyacente (la
accion) al llamado precio de ejercicio (si es una opcion put, el inversionista debe
vender el activo subyacente al precio de ejercicio).

El precio de ejercicio se denota por K y la fecha de expiracion por T'. Enfa-
ticemos que una opcion da el derecho de hacer algo; sin embargo, el tenedor de
la opcion no esta obligado a ejercer este derecho. Para comprar una opcion, el
inversionista necesita pagar el precio de la opcion (la prima).

Sea St el precio de la accion (el activo subyacente) a la fecha de expiracion
T. Es natural suponer que se desconoce el precio St al tiempo 0, as pues, St da
aleatoriedad a nuestro modelo; y desde la perspectiva del tenedor de la opcion,
la ganancia g en la fecha de expiracion T de una opcion Europea esta dada por
la formula

g(St) = (St — K)* = max{Sr — K, 0},

Es decir, si en la fecha de expiracion T el precio de la accion es menor que el
precio de ejercicio, el tenedor de la opcion puede comprar la accion directamente
en el mercado, pagando menos del valor de K. En otras palabras, ser a irracional
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ejercer la opcion, cuando menos para un inversionista que pre ere tener mas
bienes que menos. Por otra parte, si en la fecha de expiracion el precio de la
accion es mayor a K, el inversionista ejerce su derecho de comprar la accion
al precio de ejercicio K pactado. As, al vender la accion inmediatamente en el
mercado, el tenedor de la opcion obtiene una ganancia inmediata de S — K.
Paralelamente a la opcion call, 1a opcion put da el derecho al tenedor de vender
la accion al precio de ejercicio y en la fecha de expiracion. Usando la misma
notacion, se llega a la siguiente expresion de la ganancia h en la fecha de ejercicio
T de una opcion put Europea

h(ST) = (K — ST)+ = max{K — ST70}.

De aqu se sigue inmediatamente que las ganancias de la call y la put satisfacen
la siguiente igualdad, la llamada paridad put-call

g(ST) - h(ST) = (ST — K)+ — (K — ST)+ = ST — K.

Basicamente, la paridad put-call signi ca que el precio de una opcion put
Europea se determina del precio de una opcion call Europea con el mismo
precio de ejercicio y fecha de expiracion.

3.2. Futuros

Otros derivados importantes son los futuros y las opciones sobre futuros.
Los futuros se ejercen sobre una amplia gama de bienes (azucar, trigo, naranja,
oro, etcetera) e instrumentos nancieros (divisas, bonos, ndices, etcetera). Un
punto interesante es considerar al futuro como la suma de dos opciones, una
call y una put, con la misma prima y el mismo precio de ejercicio. Adoptar
la posicion larga en futuros es comprar una caell y emitir una put, corta en
futuros es emitir una call y comprar una put. En particular en nuestro pas,
a la fecha, en el MexDer, se operan futuros sobre el IPC (Indice de Precios
y Cotizaciones), sobre el dolar, sobre el Cete, sobre la TIIE (Tasa de Inters
Interbancaria de Equilibrio) y sobre acciones (Cemex, Femsa, Gearso, Gfbb y
Telmex). Para comercializar con futuros, las casas de bolsa especi can ciertas
normas en el contrato. Los precios se reportan en la prensa nanciera, y se
determinan por la oferta y la demanda. Si hay mas inversionistas que pre eran
comprar futuros que venderlos, el precio se eleva; si ocurre lo contrario, el precio
baja. Las ganancias y perdidas se rigen a traves de un procedimiento espec co
diario conocido como marking to market. Un deposito inicial del inversionista,
conocido como margen inicial, se ajusta diariamente para reflejar las ganancias
y perdidas debidas a los movimientos en el precio de los futuros. Imaginemos
por ejemplo a un inversionista que compra futuros (posicion larga) y que por
tanto tiene el compromiso de comprar. Si hay un decremento en el precio del
futuro, su cuenta de margen se reduce, su corredor tiene que pagar esta suma
a la casa de bolsa y la casa de bolsa pasa este dinero al corredor de la parte
que asumio la posicion corta (quien vendio los futuros). De manera similar,
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si el precio de los futuros se eleva, los corredores de las partes con posiciones
cortas pagan a la casa de bolsa, y los corredores de las partes con posicion larga
reciben el dinero de la casa de bolsa. De esta manera, el mercado es regulado
diariamente al cierre de cada d a (marked to market). Finalmente, al llegar el
d a de vencimiento la entrega se hace de la parte con posicion corta. El precio
recibido es generalmente el precio del futuro en el ultimo momento en que se
ajusto la cuenta de margen.

3.3. Contratos Adelantados

Un contrato adelantado (forward) es un compromiso para comprar o vender
un bien en un tiempo futuro espec co y a un precio pactado. Posiblemente
este sea el derivado mas antiguo que existe, y que en su origen se empleaba
para asegurar un precio de las cosechas agr colas. Una de las partes de un
contrato forward asume una posicion larga y se compromete a comprar el activo
subyacente en una fecha futura espec ca al precio de entrega; la otra parte
asume una posicion corta y se compromete a vender el bien en la misma fecha
y al mismo precio. Al momento en que se realiza el contrato, se determina el
precio de entrega para que el valor del contrato forward para ambas partes sea
cero. Por tanto algunos de los aspectos de los forwards se parecen a los de los
futuros; sin embargo, los forwards no se cotizan en bolsa como los futuros, que
ademas son estandarizados. Las bolsas mas importantes para los futuros son la
CBOT y el CME ambas en EUA. En el caso de Mexico la bolsa correspondiente
es el MexDer.

Los swaps son el intercambio de flujos entre dos participantes, si bien algunos
lo pre eren entender como una serie de forwards. No obstante, en s , el swap se
puede visualizar como una representacion de cualquier instrumento o derivado,
toda vez que lo que buscan los participantes es precisamente eso, intercambiar
flujos (v en el que cada quien asume el riesgo de que se de o no ese flujo). Estos
a su vez pueden o no ser estandarizados. Aqu lo mas comun es que no lo sean
y que cada uno de ellos sea “un traje a la medida”. Un aspecto de los swaps, es
que se puede determinar mejor la epoca de inicio de este derivado: precisamente
despues del colapso de los Acuerdos de Bretton Woods. De 1944 y hasta 1971,
las nanzas en el mundo occidental, estuvieron basadas en los llamados Acuer-
dos de Bretton Woods, mediante los cuales hab a nacido el Fondo Monetario
Internacional (FMI). Los pa ses miembros se hab an comprometido a jar sus
respectivas monedas en relacion al oro y al dolar estadounidense (35 dolares =
1 onza de oro). Una parte relevante del acuerdo fue que EUA, cuya moneda,
el dolar, se iba a utilizar para transacciones internacionales, no pod a emitir
dinero nuevo sin el respaldo pertinente en reservas de oro. Para nes practicos,
los acuerdos signi caron que las principales variables nancieras permanecieran

jas, i.e., la paridad de las monedas era ja y la tasa de interes tambien era ja.
Dicho de otra forma, en ese lapso de tiempo, el riesgo nanciero preocupaba
muy someramente a las personas y, en consecuencia, a las empresas. En dicha
epoca, el papel de las nanzas fue mas bien secundario, y la generacion de ri-
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queza estaba mas orientada a la forma de producir y de distribuir. A principios
de la decada de 1970, en particular en EUA, se tuvieron indicios de que no iba
a ser posible una transicion tranquila: para EUA esto signi caba que su dolar
cada vez valiera menos y al no vislumbrarse medidas, que no fueran drasticas,
se empezo a alentar la especulacion. Por ejemplo, se compraban dolares a una
paridad ja mediante el pago de una moneda europea, y se cambiaban al go-
bierno de EUA por onzas de oro (pagando 35 dolares por cada una), el cual se
vend a en el propio EUA o en otro pa s a un precio mucho mayor, o incluso se
pod an guardar previendo un incremento del precio del oro. El dolar empezo a
no ser conveniente como reserva internacional para los bancos centrales euro-
peos, en su lugar empezaron a preferir las reservas constituidas en oro, lo que
provoco que las reservas de oro de EUA empezaran a bajar. A principios de 1971
se da un desprendimiento general a gran escala de dolares, lo que se convierte
rapidamente en panico. Como resultado de esta crisis, se suprime la paridad ja,
y quedan flotando, con respecto al dolar, el marco aleman, el dolar canadiense y
el flor n holandes, es decir que el tipo de cambio de dichas monedas respecto al
dolar estadounidense pod a variar de un minuto a otro. Esto era muy novedoso
para la epoca. No obstante, los movimientos especulativos en torno a la moneda
estadounidense continuaron y se incrementaron a tal grado que obligaron, el 15
de agosto de 1971, al presidente de EUA, Richard M. Nixon, en el marco de un
gran de cit presupuestario, a anunciar un plan historico de medidas que afecta-
ban tanto al interior como al exterior, y que, en s ntesis, era desvincular el dolar
del oro, y con ello terminar con la esencia de los Acuerdos de Bretton Woods.
En la practica esto signi co la devaluacion del dolar frente al oro (a 38 dolares
la onza), la con rmacion de que la paridad de las monedas ya no iba a ser ja,y
ademas, que las tasas de interes empezar an a variar de manera mas frecuente,
y en algunos casos tampoco ser a ja. Un efecto complementario que se genero,
y que despues ha cobrado gran relevancia, fue la introduccion de plazos cada
vez menores, a 1 de atraer o retener las inversiones. A la par de esta situacion,
se producen dos fenomenos tecnologicos: el desarrollo de la computacion y de
las telecomunicaciones, cuya notoria evolucion permiten que el dinero se pueda
mover a una velocidad asombrosa. A tal grado que, en la actualidad, un pa s,
que no cuente con estas tecnolog as, este expuesto a ser saqueado en pocos mi-
nutos. Los eventos anteriores han dado como resultado el mundo nanciero tal
como lo conocemos en la actualidad, y que se puede resumir en una palabra: la
volatilidad. Ver [2] y [1].

3.4. La Férmula de Samuelson

No obstante el gran numero de formas de arribar a la formula de Black-
Scholes, una forma peculiar de llegar a ella es a traves de la formula de Samuel-
son.

Consideremos un modelo nanciero de un periodo en el que hay una accion
con valor St al mnal del periodo y valor inicial Sy. Un bono de precio unitario
con ganancia e"? y sea g(S7) el valor de un derivado del tipo Europeo al tiempo
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de ejercicio.

Teorema 3.4.1. FEl precio p(g) de un derivado g(St) estd dado por
pg) =e"TEs |g S Soe™™ )| . (3.1)
ESt

En donde Ep es la esperanza respecto de la medida f sica: la distribucion de
St es cualquiera. La veri cacion del teorema se encuentra en [12]. Como caso
particular podemos obtener la formula de Black-Scholes si suponemos el modelo
lognormal, ecuacion (2.4) del ejemplo 2.2.1.

. Soeli—to T raBr
plg) = e TEp [9( SperT Soe"™

— TR [g (Soe(rfé)T+0'BT>:|

que es la ecuacion (2.17) del ejemplo 2.3.4. As,

p(g) = So (di) — Ke™ ™ (dy). (3.2)

3.5. El Modelo Modulado de Markov

El objetivo fundamental del modelo modulado de Markov es la valuacion
de derivados en ambientes cambiantes. Sea X = X (t) un proceso de Markov
homogeneo que toma valores en E = {0,1,2,...,p}, cuya dinamica esta go-
bernada por la matriz de intensidad A = (Ajx). As, decimos que el proceso
X de ne un ambiente. Suponemos que X es irreducible, y como el espacio de
estados es nito, existe una unica distribucion inicial estacionaria de X deno-
tada por m = (71, ...,m,). Observe que los valores de X pueden ser constantes
por pedazos. El modelo modulado de Markov, ver [13], en tiempo continuo es
un modelo donde {J;} es el ambiente subyacente que dicta las condiciones del
mercado y en un estado particular el modelo se comporta como el modelo de
Black-Scholes con parametros que dependen del estado subyacente particular.
Cuando el estado cambia, otro proceso de Black-Scholes con parametros nuevos
determina la evolucion. Es decir, sean pu;, o; y r; el rendimiento compuesto con-
tinuo e instantanea, la volatilidad y la tasa libre de riesgo cuando el ambiente
dictado por {J;} esta en el estado .

Sea f(t1,...,tp;T) la funcion de densidad de los tiempos de ocupacion en
los estados 0,1,2,...,p. Calcular la densidad no es facil, pero en el caso de dos
estados se hizo en el ejemplo 1.2.4.

Dado que el proceso pasa un tiempo t; en el estado 7, ¢ = 1,...,py t1 +
...+1t, =T, entonces el precio p(g|ti,...,tp) de un derivado de la forma g(St)
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esta dado por (ver [13] para la obtencion de la ecuacion),
P P
(H e—mh) / g |f90 H e(m—%‘f?)tr‘raiyi
i=1 Rp i=1
— e Titi | g So elri—zoi)titoiZ;
i=1 i=1

donde F} es la funcion de distribucion de una normal con media cero y varianza
t y Z; son variables aleatorias normales e independientes con media cero y

varianza t;. Si de nimos
p
L1
=3 g riti,
=1

p(glts, .- tp) dFy, (y:)

y

entonces
plglty, ... ty) = (e_r*T)E(g [Soe(r*_%(o*P)T-‘rg*BT:D.

Identi camos esta ecuacion como la formula de Black-Scholes. Sea BS(g, So, T,
02, T) el precio del derivado g(St) segun la formula de Black-Scholes. Entonces

p(glti,...,t,) = BS(g,50,7% (c%)* 1)
= Sy (dy)— Ke Zi=imiti (dy) (3.3)
con

In(Sy/K) + (r* + %(J*)Q)T
dl = )

a*\/T
p In(So/K) + (r* — &

2 =
a*\/T
Llamaremos a la ecuacion (3.3) la formula de Black-Scholes ponderada.

Si no se conocen las trayectorias, lo que comunmente sucede, entonces el
precio del derivado p(g) estara dado por el promedio de los precios sobre todas
las posibles trayectorias. Y como solo importa el tiempo que se pasa en cada

estado, obtenemos la siguiente expresion para el precio del derivado

p(g) = / p(glt1, .. tp) f(t1, ... tp; T)dty ... dt,
D(T)

= Ep,, ., [BS(g, 8.7, (")), (3.4)

donde D(T) = {(t1,..., tp)[t; > 0,i=1,...,p, t1 +...+t, = T}. Llamaremos
a la ecuacion (3.4) la formula de Black-Scholes con densidad de tiempos de
ocupacion. As , el precio de un derivado en el modelo modulado de Markov se
puede descomponer en precios dados por la formula de Black-Scholes .

(c9)))T
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3.6. Valuacion del derivado para 2 estados

En [12] se presenta un ejemplo para calcular el precio del derivado en dos
estados con tres diferentes matrices de intensidad, haciendo uso de la ecuacion
(3.4), con funcion de densidad dada por (1.16); y con los siguientes datos. Precio
inicial de la accion Sy = 100, tasa de interes! por periodo 5% en el estado uno,
15 % en el estado dos, volatilidades o7 = 0.15 y o9 = 0.25. El precio de ejercicio
es K. Los valores son para la opcion call Europea. Ezacto, el valor de la call en
dos estados; BS-uno, el valor de la call en el estado uno; BS-dos, el valor de la
call en el estado dos.

La ecuacion (3.4) en dos estados se puede facilmente calcular en MATLAB
creando primeramente el codigo para la funcion de los tiempos de ocupacion,
ecuacion (1.16), en el archivo densh.m.

% Densidad del tiempo de ocupacion para el proceso en dos estados.
function y= densh(x,ql,q2,T)

% ql y g2 son los valor de la matriz de intensidad.

% T es el tiempo.

y=exp(-ql.*x-q2.%(T-x)) .*...
(sqrt ((qlxq2.#*x)/(T-x)) .*besseli(l,2xsqrt(ql*q2.*x.*(T-x)))+...
ql*besseli(0,2*sqrt(ql*q2.*x.*(T-x))));
%besseli es la funcion de Bessel

El archivo bsm.m guardara los valores de la tasa de rendimiento y de la volati-
lidad en cada estado.

function y= bsm(x,K,ql1,92,T)
% K, precio de ejercicio
% Datos del ejemplo
S5=100;
r1=log(1+0.05);
r2=log(1+0.15);
sigl=log(1+0.15);
sig2=1og(1+0.25);

% Ponderacion

tl=x;

t2=T-x;

r=(rl.*t1+r2.*t2)./T;

sig=sqrt((sigl. 2.*tl+sig2.72.%t2)./T);

% blsprice calcula el precio de la call y de la put
% segun la formula de Black-Scholes
[c,pl=blsprice(S,K,r,T,sig,0);
y=c.*densh(x,ql,92,T);

1La tasa libre de riesgo es la tasa r¢ = log(1 + R¢) = log St/S¢—1; con Ry = St/S¢—1 — 1
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El valor de la call con (A1, A2,1) = (1,1, 1), precio de ejercicio de 110 y precio
del subyacente de 100 se obtiene integrando la funcion bsm:

c=quad(’bsm(x,110,1,1,1)’,0,1)

La probabilidad de permanecer en el estado uno la calculamos tecleando:

c1=blsprice(100,110,1l0g(1+0.05),1,1log(1+0.15),0) *exp(-1*1)

Al sumar c con c1 se obtiene el resultado 5.7443.

(A1,22,8)=(1,1,1)

K | Exacto | BS-uno | BS-dos
110 5.75 3.64 11.04
100 | 10.57 8.15 16.39
90 17.50 15.17 23.09

] (A1,22,6)=(1,2,1) |
K | Exacto | BS-uno | BS-dos
110 5.33 3.64 11.04
100 | 10.11 8.15 16.39
90 17.05 15.17 23.09

‘ ()\1,/\2,13):(2,1,1) |
K | Exacto | BS-uno | BS-dos
110 7.03 3.64 11.04
100 | 12.03 8.15 16.39
90 18.89 15.17 23.09

‘ (A1,22,t)=(1,1,10) |
K | Exacto | BS-uno | BS-dos
110 | 57.14 36.14 73.26
100 | 60.68 40.93 75.58
90 64.35 46.09 77.94

‘ (A1,22,6)=(1,2,10) |
K | Exacto | BS-uno | BS-dos
110 | 51.23 36.14 73.26
100 | 55.17 40.93 75.58
90 59.29 46.09 77.94
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| (A1,A2,t)=(2,1,10) |
K | Exacto | BS-uno | BS-dos
110 | 63.16 36.14 73.26
100 | 66.27 40.93 75.58
90 69.47 46.09 77.94

3.7. Aproximacion del derivado para n estados

En un proceso X (t) de nacimiento y muerte, cada part cula vive una cantidad
de tiempo aleatoria al nal de la cual se divide o muere. Si hay i (i € N{J{0})
individuos en la poblacion, del estado i el proceso salta a ¢ + 1 si ocurre una
division o a ¢ — 1 si la part cula muere sin dividirse. Entonces, el tiempo de
vida del individuo tiene una distribucion exponencial con parametro A;; y el
proceso brinca a ¢ 4 1 con probabilidad de transicion p; ;41 y con probabilidad
complementaria p; ;_; brinca a ¢ — 1.

Usualmente, el proceso de nacimiento y muerte se describe en terminos de
sus tasas de nacimiento y muerte; en una poblacion de tamano 4, un individuo
nace con una tasa 3; y muere con una tasa d;; i.e.,

P(X(t+h) =i+ 1|X(¢t) =) = Bih + O(h),
P(X(t+h) =i —1X(t) = i) = 6:h + O(h),

y con probabilidad complementaria (cuando no ocurren ni nacimientos ni muer-
tes en (t,t + h)) el proceso permanece sin cambios

P(X(t+h) =i|X(t) =i) =1 — (B; +6:)h + O(h).

Es decir, hablamos de las probabilidades del generador in nitesimal A = {¢;; }i jeE,
ver teorema 1.2.4. Entonces,

Giiv1 =B, Qii-1 = 0ili>1y,
qi; =0
sije{i—1,i,i+ 1}y,
¢ = Pi + i

por conservatividad, de nicion 1.2.5. As

—Bo Bo 0 0

01 _(514'(51) 01 0 0 ...

A=| O 52 —(B2 4+ 92) B2 0o ... (3.5)

0 0 03 —(B3+03) Ps

Cada vez que el proceso entra en el estado i, la cantidad de tiempo que pasa
en ese estado antes de hacer una transicion a un estado diferente tiene una
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distribucion exponencial con parametro de intensidad ¢;; = ¢; y con media 1/g;;
como puede veri carse en el teorema 1.2.10 b). De igual forma, por el teorema
1.2.10 a) encontramos que la matriz de transicion P viene dada por la estructura
regenerativa p; i1 = ¢i,iv1/q = Bi/(Bi + 0i), Piyic1 = Qii—1/q = 6:/(Bi + i) y
po,1 = 1, es decir,

0 1 0 0
5 B
B1 -5151 0 B ;51 0 0
P= 0 02 0 B2

B2+02 B2+9d2

Sea p;;(t) la media de los tiempos de ocupacion que el proceso pasa en
el estado j durante (0,¢] habiendo iniciado en X(0) = i (4,5 = 1,2,...,p).
De nimos el proceso

L1, si{X(t) =4X(0) =1}
Lij(t) = { 0, en otro case.

Claramente,
P(L;;(t) = 1) = pi;(t)
y
E[1i; ()] = pi; (1),
entonces,

pot) = E [ 1500

0

Cuando t — oo, obtenemos por la version continua del teorema ergodico (teo-
rema 1.1.3)
tw 2 [y )a = L =) (37)
m — [ pi; = — =x(j). .
t=oo t Jo o 1

La aproximacion al valor de la call para n estados consiste entonces en
encontrar el semigrupo de transicion {P(t)};>0 para la matriz de intensidad
dada en (3.5). Suponiendo que n es nito P(t) se puede encontrar como solucion
de la ecuacion regresiva 2 P(t) = AP(t) o de la ecuacion progresiva (1.11) con
condicion inicial P(0) = I. Recordemos que la solucion es

P(t) = e,

donde la exponencial de la matriz tA esta de nida por

o0 n 00 n
tA - n __ n
e _Z)HA —I+Z;HA. (3.8)
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Cuando A es una matriz nita, la serie en (3.8) es convergente y diagonalizable,
por tanto podemos escribir a A como

A=VDV!

donde D es una matriz diagonal con diferentes eigenvalores {A1, Ag,..., A\, } de
A como elementos. As , el semigrupo de transicion es

_ VDVl _ — V(D)V!
_ — (DO)" |, .,
=V I+Z:1—n! A
= VePivl (3.9)
donde
eMt 0
Dt et
e pry
0 . etnt

3.7.1. La desigualdad de Jensen

La gra cas 3.1y 3.2 sugieren que p(g|t1, ..., %p) puede ser una funcion conca-
va o convexa, de no ser este el caso podemos entonces aproximarla por una
funcion lineal. La desigualdad de Jensen nos ayuda a encontrar una cota para
el precio del derivado condicionado a comenzar en el estado 1.

Una funcion ¢(z) es convexa si p(Az + (1 — N)y) < Ap(x) + (1 — N)p(y)
para todo z, y en R, y 0 < A < 1. La funcion ¢(x) es concava si —p(x) es
convexa. De manera mas formal, las funciones convexas yacen debajo de las
rectas que conectan cualesquiera dos puntos de su gra ca: mientras A va de 0 a
1, Adp(z1) + (1 — N)p(x2) de ne una recta que conecta a p(x1) con p(xs). Esta
recta yace encima de o (z) si p(z) es convexa. Mas aun, una funcion convexa yace
encima de todas sus rectas tangentes y este hecho es la base de la desigualdad
de Jensen.

Teorema 3.7.1 (Desigualdad de Jensen). Para cualquier vector aleatorio
(X1, X9,...,Xp), si(x1,22,...,2p) : R? — R es una funcion conveza entonces

(p(EXl,EXQ, . ,EXP) S E@(Xl,XQ, . ,Xp).

En efecto, sea h(z1,22,...,zp) el hiperplano tangente a ¢(z1,x2,...,p) en
el punto p(EX;,EXs,...,EX,). Escribamos h(zy,x2,...,2p) = ao + a121 +
azx2 + ...+ ap,T, para ciertas constantes ag, a1, as,...,a,. Ahora, por la con-
vexidad de ¢ tenemos que p(x1,2,...,Tp) > ap + a1T1 + a2Z2 + ...+ apTp ¥y
como la esperanza preserva las desigualdades
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Eo(X1,Xo,...,X,) 2 Elag+aXi+aXo+...+a,Xp)
= ao+aEX) +aEXs +... . +a,EX,
= h(EX;,EX,,...,EX,)
= ¢(EX,EX,,...,EX)),

puesto que h es tangente en el punto (EX;,EXs, ..., EX,).
De esta forma, si p(g|t1,...,tp) es concava, digamos, entonces

Er,, ., [BS(g,S0.r", (%) 1) Jo = i] <

BS (g, 50.Ex,,, ., ["1Jo = il.Ex,, _,,[(6)*Jo =i].T).

t,tp

Ahora,
12
ETtl ..... t [T IJO = Z] - ETtl ..... tp ? Zrktk|J0 = 21
k=1

= 7 > B, [kl do =]

k=1
1 &

= 7 > repan(T) =77,

k=1

de igual manera

as

[BS(g,So0,7",(0")*, T)|Jo = i] < BS (g, 80,7}, (57);, T)

,,,,, tp

Razon por la cual BS (g,So,Ff , (6*)?,T) siempre sobrevaluara el precio del
derivado cuando sea concava.

3.7.2. La griega ©

La  de un derivado nanciero es la tasa de cambio del derivado respecto
del tiempo manteniendo constante todo lo demas. Para la opcion call, al derivar
la formula de Black-Scholes respecto del tiempo obtenemos

Sop(dy)o _(T—t)
=——— —rKe" d 3.10
AT e T (ay), (3.10)

con (+) la distribucion y ¢(-) la densidad de la normal estandar.
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El analisis de convexidad para la formula de Black-Scholes ponderada lo
realizaremos a traves de la derivada de

Observando la condicion T' = t; 4+ ... + ¢, en la formula de Black-Scholes
ponderada, ecuacion (3.3), podemos escribir

T = T4 (r—rp)ti+ (ro —rp)ta+ ...+ (rp—1 — 7p)tp—1
= Rp7

de forma similar

(0*)?°T = o.T— (02 —0i)ty—...— (o) —0p_1)tp1
= T,.
Entonces
* 1 *\2 1 2
(" + ST = (et 5o2)T
—[(rp —11) + 5 (07 — oD)tr = [(rp — 72) + 5 (07 — 03)]ta
1
== [(rp —rp—r) + i(o-p - Up—l)}tpfl
= mpT — mp1t1 — mpgtg I mpp_ltp_l
= T,
y
R 1
("= ST = (= 502)T
1
—[(rp —m1) — 5(07 = aD)lts — [(rp — 72) — = (07 — 03)]t2

== lrp —7p-1) = 5(012; - 02—1)}%*1
= m, T —myts —mylo — ... —m,, 1ty

= T .

T

La formula de Black-Scholes ponderada la podemos entonces escribir como

p(glts,- .. tp) = So (di) — Ke e (dy), (3.11)
donde
In(Soy/K) + T,
dl(tl,...,tp) = _n( O//—T) )
In(So/K) + T~
do(tr, . 1) — BE/E) T

VT,
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Ahora la  para la formula de Black-Scholes ponderada en dos estados la
podemos calcular si observamos lo siguiente:

IH(S()/K) + mgT . m21t1

di(ty,t2) =

Vs Vs
ddi(ty,t2) (o3 —o%) [ dy (b, tg) — —2Lom21 }
dir 215 VLo -aD)]

de igual forma para da(ty,t2)

In(So/K) +my T myita

do(tr,t2) =
oA t2) VT VT
ddQ(tlatQ) _ (O—% - 0—%) |:d2(t1 t2) 7 2T0m51 :| .
dt, 27, ’ VT (03 —of) ]’

las diferencias

T
dy(ty,te) —da(ty, ts) =
1( 1 2) 2( 1 2) \/Ta
y
ddl(tl,tg) . ddg(tl,tg) _ _(J% — O’%)
dty dt; 2T,

la relacion entre d; (t1,t2) y da(t1,t2) con la densidad de la normal estandar

S
p(da(ts, t2)) = @(dl(tlvtz))?oeRz-
De esta forma
_dp(glts,t2)
- dt;
ddy (ty, - ddy(ty, t
— So(p(dl(thtz))M _ Ke Rz@(dg(tl,tg))M
dty dty
+ (Tl — TQ)K (dg(tl,tg))€7R2

= —Sop(di(ty tg))@ —(ry —r1)Ke B2 (dy(ty, t2))

0 b 2\/CZTO. bl b

y para la derivada de  respecto de t; obtenemos

,_ Solo3 —of)p(di(t,t2)) ddi(t1,t2) (03 — o%)
= di(t1,t2) -
20 /T, dt T,
ddg(tl,tg)

— So(r2 —r1)p(di(t1,t2)) — (ry —11)2K  (da(t1,t2))e 2.

dty
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La matriz Hessiana H; = (g;;(t)), ¢i; = 5t aJ; (t1,t2,...,1tp), dela formula de

Black-Scholes en n (< p) estados se obtiene s1gu1endo un procedimiento paralelo
al desarrollado:

?p(glt, - .-, tp)

G = 2t
_ SO(CT?)*O— ) (dl(tla --7tp)) d (t ¢ )adl(tla-“vtp)
T A T
(05 —0?)
2T,
dda(ty,...,t
- (Tp - Ti)Sotp(dl (tl, ce ,tp))%
— (’I"p — 7"7;)2K (dg(tl, Ce ,tp))e_Rp.
Notamos que, azp(gt‘fg’t“_"t”) azp(gtljgi;"t”) son funciones continuas en D(T)
y por tanto iguales.
P Pa— a2p(g|tl7"'atp)
" ot;0t;
Solop —od)p(di(ty, ... tp))di(tr, - ty) Ddy(ta,. .., tp)
T, a1,
B 50(012, — 01-2)((712J —0; Dp(dy(te, ... tp))
4T, T,
Ody(ty, ... tp)

- (’f’p — Ti)SOQP(dl (tlv e ,tp)) 8tj
—(rp—ri)(rp — 1)K (da(ts, ... ,tp))e_RP.

Algunos ejemplos clasicos de convexidad en la 1nea real se obtienen del
siguiente teorema.

Teorema 3.7.2. Sea f una funcion real con seqgunda derivada continua en un
intervalo abierto (a,b). Entonces f es convezra si y solo si su sequnda derivada
1" es no negativa en (a,b).

En efecto, supongamos que f” es no negativa en (a,b). Entonces f’ es no
decreciente en (a,b). Paraa < z <y < b, 0 < A< 1lyz=(1-Nz+ \y,
tenemos

1)~ @) = [ T dt < F(2)(z - a),

/f )t > f(2)(y — 2).

Comoz—z=XANy—z)yy—z=(1-AN)(y—x), tenemos
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f(2) < f(@) + A (2)(y — @),
f2) < fly) = A= N f(2)(y — ).

Multiplicando las dos desigualdades por (1 —\) y A respectivamente y sumando-
las, obtenemos

(1 =Nf() +Af(2) < (1 =Nf(x) + Af(y)-

El lado izquierdo es simplemente f(z) = f((1 — A)x + Ay), por tanto se tiene la
convexidad de f en (a,b).

Si no fuese cierto que f” es no negativa en (a, b), entonces f” ser a negativa
en un subintervalo (a’,0") por continuidad. Por argumentos similares a los ya
dados, en (a’,b") tendr amos que

y en consecuencia

S =Nz + Ay) > (1= N f(z) + Af(y)-

De esta forma f no ser a convexa en (a, b).
Fl siguiente teorema es una version multidimensional del teorema 3.7.2

Teorema 3.7.3. Sea f una funcion real con diferencial sequnda continua en
un intervalo abierto y convexo C de R™. Entonces f es convexa en C si y sdlo
st su matriz Hesstana
0% f
Qw:(qu(x)), QZj: m(xlax27"'amn)a
es positiva definida para toda x € C. Es decir, si
27Q.2>0 paratodo z € R™.

La convexidad de f en C es equivalente a la convexidad de la restriccion
de f a cada segmento de I nea en C. Es decir a la convexidad de la funcion
g(A) = f(y + Az) en el intervalo abierto {My + Az € C} para cada y € C'y
z € R™. Observemos que

9"\ =2"Quz, z=y+Az

Entonces por el teorema 3.7.2, g es convexa para cada y € C'y z € R" si y solo
siz27Quz >0 paratodo ze R"yx € C.

Lema 3.7.4. Sea B = (Z IC)) y H = (h1 hg) (Z l:;) <Zl) Entonces H es
2

positiva definida si y sélo si a > 0 y det(B) = ac — b* > 0.
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Observamos que la matriz
H=(h ho) (@ ) (™) = an2 + 2bhyhy 4+ cn
b c) \h2 ! e

la podemos reescribir como

b, .o v,
H:a(h1+gh2) +(C*E)h2

al completar cuadrados. Supongamos que H es positiva de nida. Haciendo he =
0 vemos que a > 0. Haciendo h; = —%hg obtenemos que ac — b? > 0. Si ahora
suponemos que a > 0y ac—b? > 0, observamos que H es una suma de cuadrados,
de donde H > 0. Si H = 0, entonces cada cuadrado debe ser cero, lo que implica
que tanto hqy como ho deben ser cero. As, H es positiva de nida.

De manera semejante, H es negativa de nida si y solo si a < 0 y ac —
b? > 0. Existen criterios similares para matrices simetricas n x n. Considerando
las m submatrices cuadradas que se pueden obtener a lo largo de la diagonal,
la funcion cuadratica asociada a la matriz B es positiva de nida si y solo si
los determinantes de estas submatrices diagonales son todas positivas. Para la
matriz negativa de nida debemos alternar los signos comenzado con el signo
menos.

Ejemplo 3.7.1 (2 estados). En el ejemplo 1.2.1 se encontrd el siguiente resultado
para dos estados

B 1 Ao + )\16“ A1 — )\16“

P()= ( e ). (3.12)
con A = —(A1 + A2) £ 0, que se obtuvo a través de la ecuacion (1.14). Ahora, usando
la ecuacion (3.6) obtenemos para i,j = 1,2,

Aot A1 —(A14A2)t
) = 1— e Qi
pa(?) AL+ A2 + (/\1+)\2)2[ c ]
Aot A2 — (A1)t
) = - 1—e it
Han (t) A1+ A2 (A1 4+ A2)2 [ ¢ )
At A1 —(A14A2)t
) = - 1— e Gatre
paz(?) A1+ A2 (A1 + A2)? [ © ]
it A2 —(A14A2)t
t — + 1 _ 1 2
Haz(t) A+ A2 (A4 A2)? [ ¢ ]
y, por la ecuacion (3.7)
.1t .1 .1 A
Jim ; pu(r)dr = lim S pn(t) = Um —pn(t) = Y m(1) (3.13)
Y,
1 1 1 A1
lim — dr = lim - t) = lim — t) = =7(2). 3.14
fin g J, pra(dr = Jn Gunat) = fin Fue®) = TE5T = 7@ G0
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Queremos aprozimar los resultados obtenidos en [12] para (A1, A2, t). Como el pro-
ceso comienza en el estado uno, usamos p11(t). En el primer caso (A1, A2, t) = (1,1,1)
tenemos que

/1,11(].) =0.7162

y, aplicando la formula de Black-Scholes ponderada (ecuacion (3.3)) cuando K = 110,
i = 0.0746, (%) = 0.1677% llegamos a que el precio de la call en dos estados
es 5.7574. La grdfica 3.1 muestra que la derivada de © es negativa en el intervalo
(0,0.8207), por tanto p(g|ti,t2) es cdncava; y positiva en (0.8207,1), donde es conveza.
El tiempo 0.7162 se encuentra en el primer intervalo, luego entonces la desigualdad
de Jemsen mos proporciona una cota superior para el valor verdadero del derivado.
Encontramos que la diferencia con [12] (5.75) no es significativa. Presentamos las
tablas de los cdlculos realizados.

(A1, A2, ) (1,1,1) (1,2,1) (2,1,1)
w11 () 0.7162 0.7722 0.5445
K Call Call Call
110 5.7574 5.3385 7.0383
100 10.6620 | 10.1806 | 12.1021
90 17.5764 | 17.1135 | 18.9629
(A1, A2, t) | (1,1,10) | (1,2,10) | (2,1,10)
p11(t) 5.2500 6.7778 38.5556
K Call Call Call
110 57.4869 | 51.4551 | 63.3543
100 61.0169 | 55.3949 | 66.4556
90 64.6655 | 59.5040 | 69.6379

Observamos lo siguiente

1. Los wvalores encontrados para la call en dos ambientes difieren de manera no
significativa respecto de lo obtenido en [12].

2. Como el proceso comienza en el estado uno sélo podemos hacer uso de p11(t).

3. En [12] la funcidn de densidad (1.16) es incompleta; como se observa en la
grdfica 1.2 para valores pequenios de t, por lo que el valor de la call debe ser
ajustado por la probabilidad de permanecer en el estado uno, e~ **
caso el cdlculo es directo sin importar el valor de t.

. En nuestro

4. El precio de la call en nuestra aproximacion siempre es ligeramente mayor a lo
encontrado en [12]. Esto es claro pues, p(glt1,t2) en todos los demds casos es
concava.

Presentamos, ahora, el valor de la call para dos ambientes comenzando en el estado
dos.
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(A1, A2,t) | (1,1,1) | (1,2,1) | (2,1,1)

f122 () 0.7162 | 0.5445 | 0.7722
K Call Call Call

110 8.9665 | 7.6991 | 9.3772

100 14.202/ | 12.8297 | 14.6420

90 20.9854 | 19.6638 | 21.4085

(A1, A2, t) | (1,1,10) | (1,2,10) | (2,1,10)
22 (t) 5.2500 8.5656 6.7778

K Call Call Call
110 59.8044 | 52.8350 | 64.4146
100 62.7045 | 56.6841 | 67.4358
90 66.2104 | 60.6897 | 70.5321

Ejemplo 3.7.2 (3 estados). Supondremos los mismos datos que se usaron para el
cdlculo de la call en dos estados, y agregaremos los valores de la tasa y la volatilidad
para el tercer estado; rs = 10 %, o3 = 10%, pero con matriz de intensidad

-2 2 0
A=|2 —-a+2 1|,
0 1 ~1

es decir, Bo =2, 01 =2, f1 =1 y d2 = 1. Con esta matriz de intensidad se obtiene el
siguiente semigrupo de transicion {P(t)}i>o0

1+e(—3+\/§)t +67(3+\/§)t
) = P (51 vB)
\/gef(3+\/§)t +€7(3+\/§)t - \/36(73+\/§)t + 6(73+\/§)t _9

e B+vB) (349
Ve (3N _ o= (3+v8) _ /(3B | (343t | o
pislt) = - (3+V3) (-3 +V3)
\/ge—(s-;-\/i)t +e—(3+\/§)t - \/ge(—3+\/§)t + e(—3+\/§)t _9
= G+ V) (3 v9)
2+ \/§67(3+\/§)t +267(3+\/§)t o \/ge(f3+\/§)t +2€(73+\/§)t
pall) = = (B1v3) (34 3)
e—(3+\/§)t + e(—3+\/§)z _9
pas(t) =

(3+v3) (-3+V3)
\/§67(3+\/§)t o 67(3+\/§)t . \/56(73+\/§)t o 6(73+\/§)t 42

palt) = - G+v3) (51 3)
o e (3+V3)t + e(—3+\/§)t _9
rell) = A (31 vB)

t “9 4 /Be (VB g (3+VB)t L 3(-3+VB)t g (-3+VB)t
e 33 (549
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Integrando P(t) para el tiempo t = 2 calculamos la media de los tiempos de
ocupacion comenzando en el estado uno. Asi: p11(2) = 0.9792, pi2(2) = 0.6591,
113(2) = 0.3618.

Aplicando la formula de Black-Scholes ponderada (ecuacion (3.3)) cuando K = 110,
T =2, 7 =0.0872, (%) = 0.16622 llegamos a que el precio de la call en tres estados
es 13.3016. Hemos calculado numéricamente las regiones de concavidad y convexidad
para p(g|ti,te,ts), es decir aquella que cumplen con las condiciones del lema 8.7.4,
las regiones son vacias. Por lo que sélo podemos afirmar que el valor encontrado de
13.3016 es una buena aproximacion al valor verdadero del derivado. Lo mismo sucede
para los valores de K = 100,90. La siguiente tabla resume los cdlculos realizados.

Comenzando en el edo. uno

1111 (2) 0.9792
f112(2) 0.6591
f113(2) 0.3618
[ K ] Call
110 13.3016
100 18.8551
90 25.5657

Comenzando en el edo. dos |

1i22(2) 0.8305

123(2) 0.5104
K | Call |

110 14.8070

100 20.4496

90 27.1430

Comenzando en el edo. tres ‘

p32(2) 0.5104
133(2) 1.1278

l K | Call ‘
110 18.5625
100 19.5460
90 26.6220

Hemos observado que si los valores en el estado uno y dos son iguales, p(g|t1,t2,ts)
puede tener regiones tanto de concavidad y convexidad como regiones que no lo son.
De aqui que sea importante realizar el andlisis de converidad en los puntos de interés.
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T=1 La derivada de ©®

0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1

t1 h

T=10 La derivada de ©®

Figura 3.1: Valores de la call en dos estados calculadas con p(g|t1,t2) junto con
la derivada de  del ejemplo 3.7.1 para diferentes valores de K.
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T=t1+12+l‘3 T=2, K=110
30,
15
Sy
05
0 1
0 0.5 1 15 2
t1
T=2, K=100 T=2,K=90
0, | . 40,

pP(g.t,.t,.t5)

Figura 3.2: Valor de la call en tres estados calculadas con p(g|ti,ta,ts) del
ejemplo 3.7.2 para diferentes valores de K.
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3.8. Correlacion temporal en el sistema

Todos los sistemas macroscopicos estan sujetos a perturbaciones irregulares
que no pueden ser modelados de manera determin stica; llamamos a tales per-
turbaciones ruido. El ruido ha tenido un papel cambiante en la historia de la
ciencia. Hasta el siglo XIX el ruido se consideraba una molestia que deb a ser
evitada o eliminada; y es a principios del siglo XX cuando fue posible obtener
informacion acerca de los sistemas f sicos debido a estas fluctuaciones.

Supondremos que la evolucion de un sistema dinamico puede ser modelada
por la siguiente ecuacion de Langevin:

&= f(z)+g(@)n(), (3.15)

en donde el {-} denota la derivada respecto del tiempo, n(t) el termino de ruido
coloreado (correlacion temporal nita) con distribucion no Gaussiana; teniendo-
se, por tanto, una ecuacion diferencial estocastica no Markoviana. Con mayor
precision, 7(t) es un proceso Markoviano generado por la siguiente ecuacion

n = h(n)+e&(®). (3.16)

En donde los momentos del ruido blanco £(t) (ver ejemplo 3.8.1) son
E[£()] =0
E[£(t)E(s)] = 20(t — s).

Es decir, se tiene el siguiente sistema;

&= f(x) +g(z)n(t)
1= h(n) + (1), EE()E(s)] = 26(t — s).

Donde = denota el estado del sistema al tiempo ¢, n es la cantidad que fluctua
y describe el efecto del medio sobre el sistema; es el acoplamiento del sistema
y el medio. La funcion f es la derivada del potencial U(x) (ver gura 3.3 (a)),
f(z) = —U'(@).

Observamos que el planteamiento del sistema (3.17) es bastante general, por
lo que estudiaremos un caso particular:

&= f(z) + g(x)n(t)

(3.18)
YD), Biene(s)) = 20 )

(3.17)

. 1
0= —=Vy(n)+
donde

v, Dl L 3.19
() = gy |1+ pla- 05| (3.19)
Este planteamiento particular del ruido 1 nos permite facilmente alejarnos del
comportamiento gaussiano variando el parametro g, ver [7], [8], [9] y [10] para
ampliar estos temas. D y  son parametros de ruido relacionados a la intensidad
y tiempo de correlacion respectivamente.
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Ejemplo 3.8.1 (Eliminacion Adiabatica). Siuna particula pequeria de masa m
es sumergida en un fluido, una fuerza de friccion actuard en la particula. La expresion
mas simple para tal fuerza de friccion la da la ley de Stokes

F, = —av.

Entonces, la ecuacion de movimiento para la particula en ausencia de otras fuerzas
adicionales es
mo+av =0 (3.20)

o

V4+yw=0; y=a/m=1/T.

Ast, la velocidad v(t) decrece a cero con tiempo de relajacién 7 = 1/ segin
v(t) = v(0)e" ™ = v(0)e

esto es, llamamos a T el tiempo de relajacion pues determina el tiempo t a partir del
cual v(t) — 0.

La ecuacion (3.20) es vdlida solamente si la masa de la particula es grande a fin
de que la velocidad debida a las fluctuaciones termales sea despreciable. Una masa
mds pequeria m hard que la velocidad termal sea observable y por tanto la velocidad de
esta particula ya no puede ser descrita de manera correcta por la ecuacion (3.20). La
modificacion de (3.20) que lleva a una ecuacidn termal adecuada es la adicién de una
fuerza Fy(t) que fluctia

F(t) = F.(t) + Ff(t) = —av(t) + Fy(t). (3.21)

La fuerza Ff(t) es una fuerza estocdstica. De no ser ast, deberiamos ser capaces de
resolver el sistema de ecuaciones del movimiento para todas las moléculas del fluido
y de la particula. Debido a que el nimero de moléculas en el fluido es grande (del
orden de 1023) no podemos resolver este sistema de ecuaciones. Mds aiun, como no
conocemos los valores iniciales de todas las moléculas del fluido, no podemos calcular
el movimiento exacto de la particula inmersa en el fluido.

Insertando (3.21) en (3.20) y dividiendo entre la masa obtenemos las ecuaciones
del movimiento

T=v (3.22a)
0+ v = &(¢) (3.22b)

En donde definimos la fuerza de fluctuacion por unidad de masa

§(t) = Fy(t)/m,
que es llamada fuerza de Langevin. Algunas propiedades de la fuerza de Langevin son:
1. E[E(t)] = 0; el efecto promedio de las colisiones es nulo.

2. E[E(t)E(s)] = qo(t — s); para diferentes tiempos las £’s son independientes. La
6 de Dirac aparece pues de otra manera la energia promedio de la particula no
seria finita, violando el principio de equiparticion de energia que afirma que la
particula entra en equilibrio termodindmico cuando t — oco. El valor de q es
calculado de esta manera, encontrdndose que q = 2vkT/m; con temperatura T
y constante de Boltzmann k.
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Con ayuda de la identidad [ ¢(s)d(s — t)ds = ¢(t) dada en [15] vemos que la
densidad espectral S(w) de la fuerza de Langevin &(t) es la transformada de
Fourier de la funcidn de correlacion y que es independiente de w:

S(w) = 2/ e "“Tgd(T)dr = 2q.

Es por esta razon que la fuerza & es llamada ruido blanco y si no tiene una corre-
lacion dependiente de 0, i.e., si la densidad espectral depende de la frecuencia w,
entonces se usa el término ruido coloreado.

Queremos resolver (3.22b) para la condicién inicial vo al tiempo 0. La solucidn
es como en el ejemplo 2.2.2,

v(t) = voe "' + /t e T9¢(5)ds. (3.23)
Jo

Consideremos la situacion en que el coeficiente de friccion 7y es grande, entonces
para t > 7 la ecuacidn (3.23) se relajard a

t
u(t) — / e "¢ (5)ds. (3.24)
0
De esta forma podemos escribir a la ecuacion (3.22a) como
t
z = / e ¢ (5)ds
s=0

t
= z/ ie_'Y(t_S)g(s)ds

Y Js=0 27
S N A S P
= ;/S:_t 7€ &(s)ds, (3.25)
ysiT—0
t
i o= 1/ 5(t — $)€(s)ds
Y Js=—t
1
= —&(¢).
WE()

Asi?, hemos eliminado a la variable v en (3.22b). Fisicamente significa que va-
lores grandes de la friccion v (o, en general, tiempos pequenos de relajacion),
obligan a v(t) a relajarse. Este procedimiento es el prototipo de todas las elimi-
naciones adiabéticas.?

Ahora, la funcion de correlacion para la velocidad es

t1 pt2
Elv(t)v(ta)] = wvoe 7"+ +/ / e 12T g5 (51 — 55)dsidss
o Jo

g~ Y(tFt2) | ﬂ(e*ﬂh*tz\ _ efv(t1+tz))

= 0 27

I

2La densidad de la exponencial doble, f(z) = %e"m*“‘/" con =z € R, tiene media p y

varianza 202.

3Un proceso, que en termodindmica, pasa sin perder o ganar calor.
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usando que E[£(t)] =0 y la propiedad de §(-) utilizada recientemente al calcular
la densidad espectral. Siendo v > 0 si t1,t2 — oo con diferencia constante
[t1 — t2], la funcidén de correlacion se vuelve estacionaria e independiente de la
velocidad inicial vg

E[v(t:)o(tz)] = %eﬂ'“*fz'. (3.26)

La ecuacién diferencial estocdstica (ecuacion de Langevin) de una particula de masa
m que se mueve bajo la influencia de una fuerza externa F = mU'(zx), donde a mU (z)
se le conoce como el potencial; y con constante de friccion ~y estd dada por

= o+ F(a)/m+q"%(t), BE@0E(s)] = ad(t - s), (3.27)

La funcion de densidad p:(z,v) satisface la ecuacion de Fokker-Planck, ver ecuacion
(2.16), mejor conocida como ecuacion de Klein-Kramers; que es una ecuacidn del mo-
vimiento para la densidad de la posicion y la velocidad que describe el movimiento
Browniano de una particula en un campo externo. En el caso unidimensional la ecua-
cion de Fokker-Planck correspondiente es
2
22 s 2 (rop- E) 4 L2

ot 7_%(1)1))4—% m Ov?’

La ecuacion (3.27) se puede escribir como la ecuacidn de movimiento
mi + myi = F(x) + mq"/2¢(t).

Si consideramos valores grandes de la friccion v podemos relajar a & = v (eliminacidn
adiabdtica). Entonces, suponemos que

. F(x

i =T gy

mry
con la siguiente ecuacion de Fokker-Planck correspondiente

0 1 90 kT 92
= e (F@p) + - of

mry Ox my Ox2

FEsta ecuacion se conoce como ecuacion de Smoluchowski.

3.8.1. Aproximacion unificada de ruido coloreado

La solucion al problema no Markoviano inicialmente planteado (ecuacion
(3.15)) se ha transformado en un problema Markoviano extendiendo el numero
de variables y ecuaciones (ecuaciones (3.17)), de esta manera podemos resolver
la ecuacion asociada de Fokker-Planck para obtener la funcion de densidad. Sin
embargo, el planteamiento original del problema esta en funcion de una ecuacion
diferencial estocastica no Markoviana, por lo que podemos usar el procedimiento
de eliminacion adiabdtica (ver ejemplo 3.8.1) que permite reducir el problema
extendido a una aproximacion Markoviana efectiva en terminos de la variable
original, ver [17]. Lo anterior conduce a una ecuacion aproximada de Fokker-
Planck en una variable.
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Claramente, cuando ¢ — 1 en la ecuacion (3.19), se tiene que

2 FIcEs] 2
q—1 2

lm V(n) = 1mIn [Hﬁ(q— 1)+
q*}
donde = /D,y en este caso se obtiene el sistema

&= f(z) + g(@)n(t)

(3.28)
i=—tnt @é(t), E[£()¢(s)] = 20(t — 5)

en el que restringiremos el analisis. La segunda ecuacion del sistema (3.28) tiene
la siguiente funcion de correlacion calculada de manera similar que en (3.26) del
ejemplo 3.8.1.

E[n(t)n(s)] = Be_‘t_s‘/T — 2D6(t — s), cuando — 0. (3.29)

Sea ahora B; un movimiento browniano estandar. Calculemos la siguiente
funcion de correlacion

. . 0? 0
E[V2DB;V2DBs] = QD% mn(t,s) = 2D§'H(t —5)
— 2Dé(t — s), (3.30)

donde H es la funcion Heaviside o funcion escalonada, considerada como funcion
generalizada. Luego entonces 7(t) = V2D B;. De esta forma el sistema (3.28) se
reduce a la siguiente ecuacion de difusion

dz = f(x)dt + g(x)V2DdB;. (3.31)

El sistema (3.28) tiene una estructura de ruido multiplicativo, la cual se
puede transformar en ruido aditivo con la transformacion y = f T g (s)ds:
hacemos = = u(y), entonces ¥ = g~ (u(y)) = 297 (y), y (3.28) queda

99(y) = f(uy)) + g(y)n(t)

) 7
V=50 +n(t) = h(y) +n(t),

n= —177 + @ﬁ(t), E[£(t)§(t)] = 20(t — t').

Tomando la segunda derivada temporal de y y sustituyendo los valores de 7(t)
y n(t) obtenemos

_ 1/2
gl R - MW o Py (3.32)
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Con el cambio de escala temporal ¢t = /25, la ecuacion (3.32) se convierte en
1 1 . Yy 1 7 E(y) D'/?
s o i TRl T )] - = = (),
AR aa A
2 27 7 D'/?
s gyl TP VPR (y)] - hiy) = T5(5)7

. D1/2
s y + :Y/(y7 )y - h(y) = Tf(5)7

con¥(y, )= -1z _ 1/2%@)7 pues

BIDV2()DYE()] = DEIEE()) = D25(t - ) = D2( s — V)
D oD s)E(s
= 725(8—8)— \/—E[ﬁ( )E(s)]
D D ,
= E 75(8) 75(5) :

usando propiedades de ¢ (ver [15]) y de la esperanza. Entonces la ecuacion (3.32)
en la nueva escala temporal es
1/2

s o i+ Ay, >y—7b<y>=7¢’s, E[¢(s)E(s")] =20(s — ),  (3.33)

con¥(y, )como coe ciente de friccion. Siel coe ciente de friccion es grande, po-
demos aplicar la cancelacion adiabatica del ejemplo 3.8.1. Con § = 0 obtenemos
una aproximacion markoviana efectiva del sistema (3.28):

~ - 1/2
o0 gl Vo 1/2h'<y>]—h<y>=D47g<s>, (3.34)
y como
) = G)f (u()w' (v) = Fw)g' (u(v)w' (v)
9 Y)
= P - Fw) ?gfj)), pues & = ' (4)j = G(w)y,
la ecuacion (3.34) es
_ o _ 1/2
s y[-l/?— 12 (f’(y)—f(y)%(%)ﬂ—h(y)—%f(s‘),

_ 1/2
st P >—h<y>=97f<s>.

que en el tiempo original ¢ = /s, y con ruido multiplicativo g(z)&(¢) se lee

B e (p - s ZE)] -1 g,

2l (r@-reZE)| - 18— b,




64 3. APLICACION

conyi(z, )=1— [f'(x)— f(z)g'(x)/g(x)]; entonces

_ flx) g(m)Dl/Q B .
b=yt e ) O EEME) =20 — ). (3.35)

La ecuacion (3.35) es el resultado principal del cual facilmente obtenemos la
ecuacion de Fokker-Planck asociada. Observemos que cuando — 0, la ecuacion
(3.35) se convierte en

i = f(z) + g(x)V2DB, (3.36)

que es lo que se esperaba.

3.9. Escape de un pozo biestable

Consideremos la ecuacion de difusion (3.36) con f(z) = —U'(z) y /b(z) =

9(x)v2D
dz = f(z)dt + +/b(z)dB;. (3.37)

Nos preguntamos cuanto tiempo una part cula cuya posicion esta descrita por
la ecuacion (3.37) permanece en una cierta region de x.

Supongamos que la part cula se encuentra inicialmente en x al tiempo ¢ y
que pertenece al intervalo abierto (a,b). Diremos que la part cula deja el sistema
cuando alcanza el extremo a 0 b (estos puntos seran las condiciones de frontera
de la ecuacion diferencial).

Bajo estas condiciones, la probabilidad de que al tiempo t la part cula se
encuentre en el intervalo (a,b) es

b
/ pi(x,y)dy = G(x,t). (3.38)

Sea T'(x) el tiempo en el que la part cula z deja (a,b). Para un proceso con
estados absorbentes en la frontera la probabilidad de no salir de (a, b) al tiempo
t es identica a la probabilidad de encontrarlo en el tiempo ¢ en un punto del

intervalo,
b

P(T >1t) = / pe(@,y)dy
a
es decir que G(z,t) es P(T > t).
Ahora, la ecuacion regresiva asociada a esta probabilidad es (ver ejemplo
2.3.2),

Ope(x,y) Ope(z,y) 1, Opi(w,y)
Fra A G w10 e

con condicion inicial
po(z,y) = 6(x —y)
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y por tanto, G(z,t) obedece la ecuacion

0G(z,t) 0G(x,t) 1 0G(z,t)
a5 = flx) o + §b(x) I (3.39)

Dado que P(T' < t) + P(T' > t) = 1 la densidad de T'(z) es fr(t) = —%.
Entonces, el n-esimo momento de T'(z) es

E[T"(z)] = M, (z) = /:; tnaGéj’t)dt.

El primer momento de T'(z) es

M(z) = _/ twdt: —tG(x,t)|520 + Gz, t)dt
t=0 ot t=0

/ T Gl b, (3.40)

=0

despues de aplicar integracion por partes (si de nimos ftozoo pe(x,y)dt = p(x,y)

llegamos a que M (z) = [, f: pi(z,y)dy = f:p(x, y)dy). Similarmente, encon-
tramos que el n-esimo momento de T'(z) es

M,(z) = n/ t"1G (2, t)dt.
=0

Podemos, ahora, encontrar una ecuacion diferencial para el primer momento
M (z) usando (3.40) e integrando (3.39) de cero a in nito. Observando que

/ 9G4y~ i, 00) — G(,0) = —1,
=0 Ot

llegamos a que
1= F@)M(@) + ()M (x), (3.41)

con condiciones de frontera que dependeran de que los extremos del intervalo
(a,b) sean absorbentes o reflejantes.

De igual forma (multiplicando por nt"~! la ecuacion (3.39) e integrando de
cero a in nito), vemos que la ecuacion diferencial para M, (x) es

—nM,_1(z) = f(x)M] (z) + %b(m)M{{(x) (3.42)

3.9.1. El tiempo de escape es exponencial

Sea U(x) un potencial biestable (ver gura 3.3 (a)), con Umin(—) ¥ Umn(+)
SUS M Nimos y uUmax €l maximo local.

Supongamos que V(x) es otro potencial con los mismos puntos extremos
de U(z) y que V' (umax) = 0. En el intervalo (a,b) digamos que @ es un punto
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reflejante (a &~ —o00) y que b es absorbente (b = umax; la part cula desaparece al
alcanzar este punto). Las condiciones de frontera son entonces

M (umsx) =0 (3.43a)

M'(—o00) = 0. (3.43b)

Multiplicaremos la ecuacion (3.42) por exp(f;:uméx %dz) =e V@) Ob-
servamos que f(umsx) = 0 pues f(z) = —U'(x).

_ _ M,_1(z) _
M V(z) f(I') M V(z) _ _ niMp—1 V(z)
n(@)e 4 Gy M@ 050(z) «

agrupando

_ / M,_1(x) _
M V(@) = _Mn-1lT) —v(a)
(M (@)e V@) T

integrando y observando la condicion de frontera M’(—oc0) = 0, escribimos

M.(z) = '@ / T M) v,
Yn=—00 075b(yn)

As

Y e [y ) nd 3.44
n(z) ”/wn_w € /y”_oo nfl(yn)m YnATp,. (3.44)

Lo que signi ca que podemos escribir los momentos M,, de forma recursiva:

Umax Tn—1
Mn—l(x) = (Tl - 1) / EV(wnil) / Mn—Q(yn—l)
z Y

n—1=—T n—1=—00
67V(yn,1) d d
075b<yn_1) Yn—14Tp—1
Umidx T —V(y1)
e
M(z) = / eV(’“)/ ———dyyday, (3.45)
1= Y1 =—00 075b(y1)
La funcion H(z) = %((:)) en la ecuacion (3.45) tiene un m nimo local en

Umax (H'(umsx) = 0) con maximos locales proximos a tUmyin(—) ¥ Umin(+) (si no es
que iguales) y cuando x — 400, H(z) tiende a cero (como en la gra ca 3.3 (b)).
De esta forma f'fzfoo H(y)dy hace su maxima contribucion cerca de & = Umax

(metodo de Laplace?), en cuyo caso f;:_oo H(y)dy sera casi constante para

4Se basa en la idea de que la mayor contribucién del valor una integral proviene de la
vecindad de los puntos en el intervalo [a, b] en donde el integrando tiene su valor mdximo.
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aquellos valores de z que hagan de f;“”‘:;‘ eV (@) dg, signi cativamete diferente
de cero. Por tanto, podemos aproximar (3.45) como

Umix -V c
M () :/ e(yl)dyl/ V@) dy, = L
Y1 =—00 O?Sb(yl) T1=Umin(—) A
con Umax < C.

Debemos observar que el tiempo que la part cula pasa en una vecindad de
Umax €S insigni cante con respecto al tiempo que pasa en una vecindad inmediata
de umm- Si tambien observamos que la probabilidad de superar la barrera en
Umaz €0 cualquier direccion es un medio, el tiempo de escape efectivo, M fect,
sera %M = %

Ahora, escribiendo recursivamente los momentos M, llegamos a una sucesion
de integrales anidadas

Umax Tn Umax Tn—1
M, (x) = ny/ ev(mn)/ / eV(zn_l)/
Tn=2 Yn=—00 JTn-1=Yn Yn—1=—00

Umax z1 —V(y1) =V (yn)
V() € ¢ dy,d dynd
e ... r1...dy,dx,,
/atl_y /yl_—oo 0,5[)(:(/1) 075b(yn) v ! Y

y usando el mismo argumento que usamos para separar la integral en (3.45)
obtenemos

E[T"(z)] = M, (z) = nl(1/2)\)", (3.46)

con lo que concluimos que T'(x) tiene una distribucion exponencial®. El mismo
resultado se encuentra para el pozo derecho.

Por consiguiente, una part cula que se encuentre en cualesquiera de los dos
pozos escapara con una intensidad A; de uno de ellos y con otra intensidad
Ao del otro, fluctuando entre pozo y pozo. Consecuentemente observamos una
similitud en los tiempos de permanencia entre pozos y estados.

5La funcién generatriz de momentos de la densidad exponencial, f(z) = Ae~*?, es

A

Mg (t) = ——

) =+—

Entonces

A
MeO)|e=0 = 2
2
M{(Wl=0 = 15

rIA

(r) _
MO @O0 = S




68 3. APLICACION

Ejemplo 3.9.1 (Correlacion en el derivado). Sea U el siguiente potencial
biestable

2 byt .
U(x)={ —h U, sie20

4
-2+ b{f , en otro caso.

Esta forma del potencial asimétrico nos permite variar la curvatura del potencial mo-
dificando solamente sus coeficientes. Su mdzimo local estd en umax = 0 (que conside-
raremos un punto absorbente) y en Umin = :I:\/a_/b se encuentran sus dos minimos.
La altura entre el punto mdzimo y el punto minimo es E = a®/4b. Sea g(x) = 1,
consecuentemente b(x) = 2D. Digamos que D = 1/2. La ecuacién de difusion (3.37)
es entonces

dz = —U'(z)dt + dB, (3.47)

con ecuacion diferencial de tiempos de ocupacion asociada
1
—1=-U'(z)M'(z) + §M”(x). (3.48)

Calculemos M (+\/a/b) cuando b = a® para el potencial U(z). De esta forma tene-
mos que E = 1/4. MATLAB resuelve de manera sencilla la ecuacién (3.48) para los
datos proporcionados a través de su funcidn bvpéc.

El primer paso consiste en reescribir la ecuacion diferencial (3.41) como un siste-
ma de dos ecuaciones diferenciales ordinarias. Con y1(z) = M(z) y y2(x) = M'(z),
obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

yi(z) = y2(x)
2 2f(x) (3.49)

Este sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias lo codificamos en MATLAB en el
archivo mfpt_ode.m.

function dy = mfpt_ode(x,y,D,tao)

% Sistema de ecuaciones diferenciales para la media de los

% tiempos de ocupacion.

% Nota. Aunque las constantes D y tao no se usen aqui, la necesitara
% bvp4c para cambiar el valor de estas constantes.

b=2%D;
aa=5.04; % las constantes del potencial
bb=aa"2;

f=aa*x-bb*x~3; ¥ EL POTENCIAL ESTANDAR SIN RUIDO (tao = 0)
totoTotoo oo Tototo o oo oo o oo oo toTota oo oo ta o oo ta o oo o oo oo o oo oo o oo o oo oo o oo oo oo
%CON RUIDO (tao > 0), SE DEBE MODIFICAR f, b Y AGREGAR

%EL VALOR DE gamma

%% gamma=1+taox (-aa+3*bb*x"2);
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%% b=2*D./gamma”2;
%% f=(aaxx-bb*x"3)./gamma; %El potencial modificado por el ruido

VY Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y YA

dy=[y(2) % el sistema
-2/b - ((2%£) /b)*y(2)];

Las condiciones de frontera (3.43a) y (3.43b) de la ecuacion diferencial las escribimos
en el archivo mfpt_bc.m.

function res = mfpt_bc(ya,yb,D,tao)
% Se definen las condiciones de frontera para mfpt_ode.
% Aunque la D y la tao no se usen aqui, la necesitara bvpéc
% para poder variar estas constantes.
res = [ yb(1) % (1) se refiere a las condiciones iniciales en y
ya(2) 1 ; % (2) se refiere a las condiciones iniciales en y’

Finalmente, tecleamos el siguiente cddigo para obtener la solucion y la grdfica para el
punto a = 5.04.

vdpsolinit = bvpinit(linspace(-4,0,4),[0 11);

% [0,1] es una primera aproximacion

D=0.5; tao=0;
sol=bvp4c(@mfpt_ode,@mfpt_bc,vdpsolinit, [ ],D,tao);
plot(sol.x,sol.y), grid,

a=5.04; b=a"2; x=-sqrt(a/b), M=deval(sol,x)

Encontramos para a = 5.04 un valor de M (£0.4454) = 0.5003 y para a = 2.52 un
valor de M(£0.6299) = 1.0007 (ver figuras 3.8 (c) y (d)). Por lo que podemos decir
que la media de los tiempos de escape de los pozos del potencial U(x) tiene asociada
las intensidades A = 1 ¢ A = 2 segin consideremos sus coeficientes; proponiendo de
esta manera una matriz de intensidad para un proceso en dos ambientes cambiantes.

Al existir correlacion (1 > 0) vemos que la ecuacion diferencial para la media
de los tiempos de ocupacion debe corregirse con el coeficiente de friccion vy1(x,T) =
1-7[f'(z) — f(x)g'(z)/g(x)] = 1+7[U" (z)] dado en la ecuacion (3.35), asi la ecuacidn
de difusion (3.47) se lee ahora

!
dz = —Mdt + idBt,
71 Y1

con ecuacion diferencial de tiempos de ocupacion asociada
1

mM/(a:) + = M"(z).

1=—
M 277

El mismo cddigo que se usé para calcular la media de los tiempos de ocupacion sin
correlacion se puede utilizar, pero modificando ahora los correspondientes valore de f
y b.

Notemos que este potencial modificado mantiene su mdzimo en cero y que cuando
T — 0 recuperamos el potencial original.

Ahora, con los datos del ejemplo 8.7.1 y aplicando la férmula (3.4) de Black-Scholes
con densidad de tiempos de ocupacion para K y T, obtenemos los siguientes precios
para la opcidon call.
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| K=110, T=1 |
T )\1 )\2 C
0 1 1 5.7443
0.08 | 0.7728 | 0.7728 | 5.4618
0.05 | 0.6662 | 0.6662 5.8
| K=100, T=1 |
T )\1 )\2 C
0 1 1 10.5721
0.08 | 0.7728 | 0.7728 | 10.2422
0.05 | 0.6662 | 0.6662 | 10.0556
K=90, T=1 |
T )\1 )\2 C
0 1 1 17.4921
0.03 | 0.7728 | 0.7728 | 17.1765
0.05 | 0.6662 | 0.6662 | 16.9985
K=110, T=1
T A A2 c
0 1 2 5.8303
0.08 | 0.7728 | 1.2487 | 5.2609
0.05 | 0.6662 | 0.9714 | 5.17382
K=100, T=1
T )\1 )\2 C
0 1 2 10.1079
0.08 | 0.7728 | 1.2487 | 10.0188
0.05 | 0.6662 | 0.9714 | 9.9150
K=90, T=1 |
T )\1 )\2 C
0 1 2 17.0483
0.03 | 0.7728 | 1.2487 | 17.9632
0.05 | 0.6662 | 0.9714 | 16.8621

3. APLICACION
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K=110, T=1

T >\1 AQ C
0 2 1 7.0248
0.03 | 1.2437 | 0.7728 | 6.2520
0.05 | 0.9714 | 0.6662 | 5.8782
K=100, T=1
T )\1 /\2 C
0 2 1 12.0216
0.03 | 1.2437 | 0.7728 | 11.1418
0.05 | 0.9714 | 0.6662 | 10.7154
K=90, T=1
T )\1 )\2 C
0 2 1 18.8860
0.03 | 1.2437 | 0.7728 | 18.0415
0.05 | 0.9714 | 0.6662 | 17.6319
| K =110, T=10
T A1 A2 c
0 1 1 57.1429
0.03 | 0.7728 | 0.7728 | 56.7681
0.05 | 0.6662 | 0.6662 | 56.5109
K =100, T =10
T )\1 )\2 C
0 1 1 60.6819
0.03 | 0.7728 | 0.7728 | 60.3305
0.05 | 0.6662 | 0.6662 | 60.0888
K =090, T=10
T )\1 )\2 C
0 1 1 64.5401
0.03 | 0.7728 | 0.7728 | 64.0207
0.05 | 0.6662 | 0.6662 | 63.7996
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| K =110, T=10 |
T )\1 >\2 &
0 1 2 51.2247
0.03 | 0.7728 | 1.2437 | 52.8393
0.05 | 0.6662 | 0.9714 | 53.4772

K =100, T=10 |

T )\1 )\2 C
0 1 2 55.1676
0.03 | 0.7728 | 1.2437 | 56.6704
0.05 | 0.6662 | 0.9714 | 57.2617

| K =90, T=10 |
T )\1 )\2 C
0 1 2 59.2857
0.03 | 0.7728 | 1.2437 | 60.6657
0.05 | 0.6662 | 0.9714 | 61.2051

| K =110, T=10 |
T )\1 )\2 C
0 2 1 63.1588
0.03 | 1.2437 | 0.7728 | 61.1178
0.05 | 0.9714 | 0.6662 | 60.0355

K =100, T=10 |

T )\1 )\2 C
0 2 1 66.2691
0.03 | 1.2437 | 0.7728 | 64.3754
0.05 | 0.9714 | 0.6662 | 63.3684

| K=90, T=10 |
T A1 A2 &
0 2 1 69.4641
0.03 | 1.2437 | 0.7728 | 67.7309
0.05 | 0.9714 | 0.6662 | 66.8077

El efecto de la correlacion en el precio del derivado es una depreciacion y en otros
Casos una apreciacion.
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(a) U(x) (b) exp(-U(x)
' ' jq——————————
5 12
1
1 08
06
05 04
0.2
0
0
2 0 1 2 2 40
r t
() M-04454)=1/2 () M-0.6299)=1.0007
1 : - - 2 - : :
M(x)
0.5 1 M)
2 M
0 d M(x
0 M)
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-
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Figura 3.3: Un potencial biestable, (a). (b), la exponencial de un potencial bies-
table. (¢) y (d) gra cas de la media de los tiempos de ocupacion del ejemplo
3.9.1 junto con su derivada.
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Conclusion

El modelo modulado de Markov presenta una solucion exacta al precio de
la opcion en dos estados cambiantes. Claramente el valor del derivado es una
ponderacion del valor de la opcion en el primer y segundo estado a traves del
tiempo de permanencia en cada estado. Las aproximaciones encontradas para
dos ambientes son bastante precisas para el tiempo T = 1 por lo que pensamos
que el sobreprecio de la opcion para tiempos superiores a 1 y mayor numero
de estados no debe ser considerablemente grande (la concavidad no es muy
pronunciada) sirviendo de futura referencia en calculos que podr an hacerse por
simulacion.

Cuando existe una pequena correlacion en el modelo (> 0), los cambios
en la media de los tiempos de ocupacion se presentan de manera signi cativa,
modi cando consecuentemente el precio de la opcion. Dado que la correlacion
implica que el proceso tiene memoria se esperar a una subvaluacion en el precio
del derivado (si se recuerda cuando ocurrio un cambio de estado y se sabe el
tiempo promedio para que se vuelva a dar, entonces uno puede cubrirse y por
tanto el riesgo se reduce). Sin embargo, con los datos encontrados no podemos
a rmar en general que cuando exista correlacion temporal el precio del derivado
disminuya. Simplemente se modi ca su precio. Visto, ahora, como el tiempo de
permanencia en los pozos, la media de los tiempos de ocupacion en cada uno de
ellos se modi ca cargandose el tiempo de permanencia hacia uno de ellos.

Los resultados encontrados para el precio de la call en dos estados pueden
ahora extenderse. La matriz de intensidad se convierte en la matriz de intensidad
de un proceso de nacimiento y muerte, en donde el tiempo de permanencia en los
estados es el tiempo de permanencia en los pozos y en donde, por consiguiente,
solo se permiten transiciones entre pozos adyacentes. El proceso de nacimiento y
muerte es bastante general, como procesos mas simples encontramos los procesos
puros de nacimiento o de muerte y el proceso Poisson.

Cuando la informacion nanciera pueda presentarse en forma de bloques,
cada uno de ellos con su respectiva volatilidad y tasa de rendimiento, la apro-
ximacion del precio del derivado para n estados sera de gran ayuda en estas
circunstancias.



Apendice A

A.1. Espacios de Probabilidad

Definicion A.1.1 (o-Algebra). Sea 2 un conjunto, una o-algebra F sobre 2
es una familia F de subconjuntos de €2 con las siguientes propiedades:

(a) DeF
b)) FEF=FCecF
(C) Al,Ag,...EfiAI:U?ilAiEf.

La razon para de nir a la g-algebra es que a menudo es imposible de nir
probabilidades interesantes en todos los subconjuntos de €2, as que solo se puede
avanzar si se de nen probabilidades en ciertos subconjuntos de €.

Una medida de probabilidad P en un espacio de medida (€2, F) es una funcion
P:F — [0,1] tal que

(a) P(0) =0, P(Q) = 1

(b) Si Ay, Ay, ... € Fy {A;}2, son conjuntos disjuntos entonces
oo oo
P (U AZ-) => P(A)
i=1 i=1

A la terna (£2, F,P) se le conoce como espacio de probabilidad.

Definicion A.1.2 (Filtracion). Una ltracionF es una coleccion de o-algebras
{ft}tzo tal que
O§S<t:>fgcft

La ltracion natural del proceso {X;};>0 es ;X = 0(Xs: s <t). Se usa a la
Itracion F para modelar un flujo de informacion. Mientras pasa el tiempo un
observador sabe mas y mas aspectos detallados, es decir, particiones mas nas
de 2. Para el precio de una accion, [F describe como la informacion de los precios
se muestra ante los inversionistas.
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Sea B la g-algebra de Borel en R. Una funcion X : ) — R es una una variable
aleatoria si X es una funcion F-medible (i.e., X ~1(B) € F para B € B). Un
proceso estocastico {X;}i>0 es adaptado a una ltracion F si X; es F;-medible
para cada t > 0. La ltracion mas pequena a la cual X es adaptado es la

ltracion natural.

Definicion A.1.3 (Martingala). Un proceso estocastico { My };>¢ en (Q2, F,P)
es una martingala con respecto a una ltracion {Mt}tzo (y con respecto a P
tambien) si

a) M; es Mi-medible para toda t,
b) E[|M,|] < oo para toda t, y
¢) E[MM;] = M; para toda t > s.

Definicion A.1.4 (Tiempo de paro). Sea {F;} una familia creciente de o-
algebras. Una funcion : Q — [0,00] se llama tiempo de paro con respecto a
{ft} si

{w; (w) <t} e F,

para todo t > 0.

Es decir, es posible decidir si < ¢ ha ocurrido o no con base en {F;}.



Apendice B

B.1. Espacios de Banach y de Hilbert

Definicion B.1.1 (Espacio normado). Sea X un espacio lineal sobre K.
Entonces, X es llamado un espacio normado sobre K si y solo si existe una
norma || - || sobre X, i.e., para todo u,v € X y a € K, se cumple lo siguiente:

(a) [Jul]| >0 (i.e., ||ul| es un numero real no negativo).
(b) ||u]] =0 siy solo si u = 0.

(©) ol =l

(d) [Ju+v] < |lull + |lv|| (desigualdad del triangulo).

Definicion B.1.2 (Sucesion de Cauchy). La sucesion u,, en el espacio nor-
mado X se llama una sucesion de Cauchy siy solo si , para todo € > 0, existe
un numero ng(e) tal que

lun, — um|| < € para todo n,m > ng(e).

Definicion B.1.3 (Espacio de Banach). Se llama al espacio normado X un
espacio de Banach siy solo si cada sucesion de Cauchy es convergente.

Los espacios de Banach tambien se conocen como espacios normados com-
pletos.

Definicion B.1.4 (Espacio Dual). Sea X un espacio normado sobre K. Se
entiende por una funcional continua y lineal a un operador continuo y lineal

f: X —-K

Al conjunto de todas las funcionales continuas y lineales sobre X se le conoce
como espacio dual X* de X; y se le denota X* = L(X,K).

Definicion B.1.5 (Forma bilineal). Una forma bilineal b(-,-), en un espacio
lineal X es un mapeo b : X x X — K tal que cada uno de los mapeos v — b(v, w)
y w +— b(v,w) es una forma lineal en X.

b(au + Pw,v) = ab(u,v) + Bb(w,v), blu,av+ fw) = ab(u,v) + Bblu, w)

7
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conu,v,w € X y o, B € K. Es simetrica si b(v, w) = b(w, v) para todo v,w € X.
Un producto interior, denotado por (-, ), es una forma bilineal simetrica en un
espacio lineal X que satisface

(a) (u,u) =0y (u,u) =0siy solosiu=0;
(b) (u,av + pw) = a(u,v) + Bu, w);
(c) (u,v) = (v,u)

con u,v,w € X ya,[ekK.

Definicion B.1.6 (Espacio de Hilbert). Un espacio lineal X sobre K es un
espacio de Hilbert si y solo si se cumple lo siguiente:

(a) existe un producto interior en X, y

(b) cada sucesion de Cauchy con respecto a la norma

lull = (u,w)'/?

es convergente.

Sea 2 C R™ un dominio abierto y acotado, L,(R2), 1 < p < oo denota al
espacio de funciones v de nidas en ) cuyos valores absolutos tienen potencia p
y que son Lebesque integrables en (2. La norma en L, () esta dada por

1/p
ull ey = ( / |upcm) .
Q

Por tanto L,(Q2) = {u : [|ul|z, ) < oo}

El espacio de Lebesque L,(f2) es un espacio de Banach, L;(€2) no es un
espacio de Hilbert; Ly(£2) s es un espacio de Hilbert, pues L2(2) es el espacio
de funciones cuadrado integrables de nidas en €2 y dotadas con producto interno

(u,v) = / uvdQ u,v € La(§2)
Q

y norma
lullo = (u,u)l/2 u € La(R).

Ahora, para cualquier entero no negativo k, de nimos el espacio de Sobolev
como:

H*(Q) = {u € Ly(R) : D*u € Ly(Q) para |a| < k}
donde usamos la notacion de ndices multiples,

dlaly

D% =
Oz 0x5? ... Oz’

|a‘:|(a17"~7an)|:OZ1+011+...+O[”,
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As, H*(Q) consta de funciones cuya derivada hasta el orden k son cuadrado
integrable. H*((2) esta equipado con la norma

1/2

el = { llulld + D I1D"lull3

lo| <k

Observamos el hecho de que H”(£2) es tambien un espacio de Hilbert. Claramen-

te HX(Q) = {u € L¥(Q) : 9= € L3(Q), ;24 € LAQ)parai,j = 1,...,n},

HY Q) ={uec L*(Q): §~ € L*(Q)parai=1,...,n}, y H(Q) = Ly().

Definicion B.1.7 (Operador Adjunto). Sea A: D(A) C X — X un opera-
dor lineal, donde el dominio de A, D(A), es denso en el espacio de Hilbert X

sobre K. De nimos,
v e D(A")

si y solo si existe un elemento w € X tal que
(Au,v) = (u,w) para todo u € D(A);
y escribimos A*v := w. De esta manera se obtiene el operador adjunto
A*:D(A) CX — X.

Como consecuencia se puede demostrar que el operador adjunto A* es lineal
y que para cada o € K, («A)* = @A*. A es llamado auto-adjunto si y solo si
A= A*



80



Apendice C

C.1. Formulas de Green

Sea G C R™ y JG su frontera.

Definicion C.1.1. Si G es C'(G) y u € C*(G), entonces a lo largo de dG se
de ne la derivada normal de u como

g—zinoVu

con n un vector unitario normal.

Teorema C.1.1 (Teorema de Gauss-Green). Suponga que u € CY(G),

entonces
/VudV:/ u - ndS
G 8G

/ Ug, dV = un,;dS (t=1,...,n).
el Gle:

es decir,

El termino VudV se interpreta como la tasa neta a la cual un fluido sale
de un elemento de G donde dV es el volumen del elemento, el cual es jo en
el espacio. Si se conserva la masa, entonces esto tambien debe ser la tasa a la
cual el fluido pasa a traves la frontera dG. Si dS es un elemento de area de esta
frontera con direccion normal unitaria n, la tasa del fluido a traves de dS es
u-ndS. La importancia del teorema es que transforma una integral de volumen
en una integral de super cie y vice versa. Este resultado puede presentarse de
diferentes formas:

Teorema C.1.2 (Formula de integracion por partes). Sean u,v € C1(G),
entonces

/uxivdV:f/ uvmidVJr/ uvn;dS (i=1,...,n).
G G oG

El teorema se veri ca aplicando el teorema C.1.1 a uv.
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Teorema C.1.3 (Formulas de Green). Sean u,v € C?(G), entonces
a. [, AudV = [, 5%ds,
b. (Primera identidad de Green)

/Vu-VvdV:—/ uAvdV+/ u@dS’7
G G g On

c. (Segunda identidad de Green)
ov ou

Av — vAudV = — —v—d
/Guv vAudV aGuan vanS

Usando la formula de integracion por partes con u,, en lugar de u y v =1,
vemos que

/ Uy, z,dV = Ug,n;dS.

€] oG

Sumando ¢ = 1,...,n se obtiene (a). Para veri car (b), usamos C.1.2 con v =
vy, . Escribir (b) con w y v intercambiados; restar para obtener (c).

Ejemplo C.1.1. Calculemos el adjunto del opemdor

1
Af(y) = 5D ai 8%6% +zi: ; fec?

2

con (-,-) el producto interior en L?(dy);

<Ayfapt> = <fa AZPt>
Asi
/ Ay f ez, y)dy = [ f(y)Aype(z, y)dy,

R’IL
entonces

[ Avwpteay= [ 7S 0o+ 50 50 ) o

Ahora, aplicando integracion por partes en el lado derecho de la igualdad: dos
veces en el primer sumando, una sola vez en el seqgundo y observando que la
integral en la frontera de los términos que involucran a pi(x,y) es cero; obtene-
mos

/ Ay f)pe(z,y)dy

= / Zaya (@i ()pe (2, y)) Zayl Y)pe(,y)) | dy

= /. fy)Aypi(x, y)dy.
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