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M A E S T R O E N C I E N C I A S

P R E S E N T A:

A C T. E N R I Q U E M É N D E Z R Í O S
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cualquier función. En particular estudiaremos una correlación del tipo expo-
nencial (ecuación de Ornstein-Uhlenbeck); pues, en el caso ĺımite, cuando Φ(τ)
es la delta de Dirac, tendremos el movimiento browniano recuperando de esta
forma la fórmula de Black-Scholes. Los ambientes cambiantes se refieren a la
propiedad de estar en uno u otro estado regida por un proceso de nacimiento y
muerte. Primero se logra la valuación del derivado en dos ambientes (solución
anaĺıtica), para después agregar la correlación temporal al modelo. Pensamos
que la valuación de la opción en varios ambientes cambiantes podŕıa ser de gran
utilidad; imaginemos por ejemplo la situación de distinguir entre los ambientes
de poco riesgo, estable y muy riesgoso; la utilidad del modelo se hace presente
al incorporar o aproximar tales eventos que en otras circunstancias apareceŕıan
indiferentes en el modelo simple. La correlación temporal, τ , tiene efectos sig-
nificativos en el precio del derivado. ¿Debeŕıa ser mayor o menor el precio del
derivado al incrementar τ? El modelo modulado de Markov proporciona la res-
puesta. Finalmente, la manipulación de los resultados se facilita con los códigos
en Matlab que se utilizaron para realizar los cálculos numéricos. La intención
no es que los códigos sean eficientes, más bien que sean prácticos.
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Introducci¶on

La llegada de las matem¶aticas al campo de las ¯nanzas ha sido a un ritmo
bastante r¶apido y a veces hasta explosivo en los ¶ultimos 20 años. Cuando se
vi¶o la utilidad de la medida equivalente de las martingalas en el precio y en la
optimizaci¶on de los portafolios, t¶ecnicas poderosas como el An¶alisis Estoc¶astico
y el Control Estoc¶astico han tenido que ver con casi todos los aspectos de las
Finanzas: el arbitraje, la cobertura de portafolios, la optimizaci¶on de las inver-
siones, los mercados incompletos, la tasa de equilibrio, los costos de transacci¶on
y las tasas de inter¶es, entre otros. Al mismo tiempo, el desarrollo de m¶etodos
num¶ericos y anal¶³ticos so¯sticados, basados primordialmente en ecuaciones dife-
renciales parciales y en sus soluciones, ha ayudado a incrementar la importancia
de estos desarrollos en la pr¶actica diaria de las ¯nanzas.

La valuaci¶on de derivados ¯nancieros es uno de los grandes acontecimientos
de la econom¶³a ¯nanciera moderna. Basada en la reconocida condici¶on de no ar-
bitraje, el modelo de valuaci¶on de opciones de Black-Scholes y Merton gan¶o una
inmediata aceptaci¶on entre acad¶emicos e investigadores que no tiene parang¶on
en la historia de la ciencia econ¶omica.

La correcta valuaci¶on de las opciones ha desconcertado a los economistas
por varios años. A principios de 1900 con su revolucionaria tesis “La Teor¶³a de
la Especulaci¶on,” Louis Bachelier [3] (alumno de Poincar¶e) describi¶o la forma
de valuar opciones. Sorprendentemente, un componente de la f¶ormula que ¶el
concibi¶o para este prop¶osito anticip¶o el modelo que Albert Einstein usar¶³a en
su descripci¶on del movimiento Browniano, la din¶amica aleatoria de part¶³culas
en un fluido. Sin embargo, la f¶ormula de Bachelier conten¶³a supuestos ¯nancie-
ros irreales tales como la existencia de valores negativos1 para el precio de las
acciones.

Otros acad¶emicos, incluyendo al premio Nobel Paul Samuelson, trataron de
atacar el problema. Fracasaron en la tediosa labor de calcular la prima de riesgo:
un descuento en el precio de la opci¶on que compensa la aversi¶on al riesgo por
parte del inversionista y los movimientos inciertos de las acciones en el mercado.

Black y Scholes por una parte, y Merton por la otra, dilusidaron la f¶ormula
de valuaci¶on de las opciones construyendo un portafolio hipot¶etico en el cual un
cambio en el precio de la acci¶on se compensaba con un cambio en el valor de la
opci¶on—una estrategia llamada cobertura (hedging).

1Válido para algunos tipos de opciones spread.
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IV Introducci¶on

En realidad, la f¶ormula de Black-Scholes se extrae de una ecuaci¶on diferencial
parcial demostrando que el precio justo para una opci¶on es la que traer¶³a una
tasa de rendimiento libre de riesgo en el portafolios mencionado. Esta estrategia
propuesta por Black, Scholes y Merton ha sido invaluable para las instituciones
bancarias y ¯nancieras que pueden usarla para proteger sus portafolios de las
variaciones del mercado—un seguro contra una pronunciada ca¶³da en los precios
de las acciones, por ejemplo.

En los 70′s, el art¶³culo escrito por Black-Scholes tuvo di¯cultades para ser
publicado. Cuando apareci¶o en The Journal of Political Economy en 1973, su
impacto en los mercados ¯nancieros fue inmediato. En meses, su f¶ormula ya
estaba programada en las calculadoras. Wall Street la amaba, ya que un corredor
pod¶³a resolver la ecuaci¶on simplemente proporcionando algunas variables: el
precio de la acci¶on, la tasa de inter¶es y la fecha de expiraci¶on de la opci¶on. La
¶unica variable que no pod¶³a obtenerse f¶acilmente era la volatilidad de la acci¶on,
la desviaci¶on est¶andar del precio de la acci¶on. Este valor sin embargo pod¶³a
estimarse. De igual manera, si se conoc¶³a el valor de la opci¶on se pod¶³a estimar
un valor para la volatilidad, la cual se pod¶³a usar para determinar si una opci¶on
estaba sub o sobrevaluada con respecto al valor de la acci¶on en el mercado.

Los inversionistas que compran opciones est¶an b¶asicamente comprando la
volatilidad—ya sea para especular o para protegerse de las turbulencias del
mercado. Entre m¶as altibajos haya en el mercado m¶as valor tiene la acci¶on.
Un inversionista que especule con una opci¶on call (una opci¶on para comprar
una acci¶on) puede perder solamente el precio de compra, llamada prima, si el
precio de la acci¶on no alcanza al precio en el cual el comprador puede ejercer su
derecho de compra de la acci¶on. En contraste, si el precio de la acci¶on sobrepasa
al precio de ejercicio, el potencial de ganancias es ilimitado.

Aunque esto pueda reducirse a operaciones en una calculadora, las ma-
tem¶aticas detr¶as de la ecuaci¶on de Black-Scholes es el c¶alculo estoc¶astico, un
descendiente del trabajo de Bachelier y Einstein. Estas ecuaciones no se estu-
diaban en los programas de administraci¶on de empresas; es aqu¶³ donde entran
los cient¶³¯cos de Wall Street: los f¶³sicos, los matem¶aticos, los programadores y
los econometristas que ahora juegan un papel muy importante en la industria
¯nanciera.

Este trabajo se organiz¶o de la manera siguiente. El cap¶³tulo primero pro-
porciona las nociones b¶asicas de los procesos de Markov discretos y continuos,
con especial ¶enfasis en la matriz de intensidad, cuya importancia se reflejar¶a en
el ¶ultimo cap¶³tulo. La mayor parte de los conceptos se tomaron del libro de
Br¶emaud [6], en donde se encontrar¶a la demostraci¶on de los teoremas presenta-
dos. El segundo cap¶³tulo presenta el movimiento Browniano y el lema de Itô, un
tema que no debe de faltar en el ¶ambito ¯nanciero. El libro Stochastic Differen-

tial Equations de Øksendal [19] es un texto invaluable. El cap¶³tulo tercero, la
aplicaci¶on, se basa en los art¶³culos [13] y [12] escritos por M. Bladt y P. Padilla;
en donde se val¶uan opciones en ambientes cambiantes. Nosotros trataremos de
extender el n¶umero de ambientes y agregar correlaci¶on temporal. Por correla-
ci¶on temporal nos referimos a una variable estoc¶astica η(t) (ruido coloreado)
con media cero y funci¶on de correlaci¶on E[η(t)η(t + ¿)] = ©(¿), siendo ©(¿)
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cualquier funci¶on. En particular estudiaremos una correlaci¶on del tipo expo-
nencial (ecuaci¶on de Ornstein-Uhlenbeck); pues, en el caso l¶³mite, cuando ©(¿)
es la delta de Dirac, tendremos el movimiento browniano recuperando de esta
forma la f¶ormula de Black-Scholes. Los ambientes cambiantes se re¯eren a la
propiedad de estar en uno u otro estado regida por un proceso de nacimiento y
muerte. Primero se logra la valuaci¶on del derivado en dos ambientes (soluci¶on
anal¶³tica), para despu¶es agregar la correlaci¶on temporal al modelo. Pensamos
que la valuaci¶on de la opci¶on en varios ambientes cambiantes podr¶³a ser de gran
utilidad; imaginemos por ejemplo la situaci¶on de distinguir entre los ambientes
de poco riesgo, estable y muy riesgoso; la utilidad del modelo se hace presente
al incorporar o aproximar tales eventos que en otras circunstancias aparecer¶³an
indiferentes en el modelo simple. La correlaci¶on temporal, ¿ , tiene efectos sig-
ni¯cativos en el precio del derivado. ¿Deber¶³a ser mayor o menor el precio del
derivado al incrementar ¿? El modelo modulado de Markov proporciona la res-
puesta. Finalmente, la manipulaci¶on de los resultados se facilita con los c¶odigos
en Matlab que se utilizaron para realizar los c¶alculos num¶ericos. La intenci¶on
no es que los c¶odigos sean e¯cientes, m¶as bien que sean pr¶acticos.
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amabilidad del personal de la biblioteca. A mis amigos y compañeros de estudio.



Cap¶ıtulo 1

Fundamentos Matemáticos

Los procesos estocásticos son un concepto fundamental en la teoŕıa financie-

ra. Describen fenómenos aleatorios que evolucionan en el tiempo, tales como el

precio de las acciones, las tasas de rendimientos, el valor de un portafolio, etc.

Presentaremos las ecuaciones diferenciales de Kolmogorov, la matriz de inten-

sidad y el proceso de nacimiento y muerte como conceptos importantes en el

desarrollo del trabajo.

1.1. Cadenas de Markov Discretas

Los procesos de Markov constituyen la clase m¶as importante de procesos es-
toc¶asticos que son ¶utiles para modelar fen¶omenos con cierto tipo de dependencia
que aparece con frecuencia en diversas aplicaciones. Esta dependencia expresa
que la evoluci¶on probabilista en el futuro, conociendo el pasado y el presente,
depende solamente del estado presente; pero esta limitada cantidad de memoria
es su¯ciente para producir una gran diversidad de comportamientos. La obser-
vaci¶on de los precios de las acciones o la posici¶on de una part¶³cula de difusi¶on y
muchos otros procesos observados en el tiempo son a menudo modelados por un
proceso estoc¶astico. Un proceso estoc¶astico es cualquier colecci¶on de variables
aleatorias {X(t)} dependientes del tiempo t. El tiempo puede ser discreto, por
ejemplo, t = 0, 1, 2, . . . , o continuo, t ≥ 0. En cualquier momento t describe la
observaci¶on de una variable aleatoria que denotaremos por Xt o X(t).

En la pr¶actica, observamos solamente un resultado del proceso, una trayec-
toria, de una gran cantidad de posibles trayectorias. Una trayectoria es una
funci¶on del tiempo t, xt = x(t), 0 ≤ t ≤ T . Para hacer c¶alculos de un futuro
incierto, se necesita conocer las propiedades colectivas de todas las trayectorias
lo que se logra con las distribuciones de probabilidad de la variable aleatoria
X(t).

Una sucesi¶on {Xn}n≥0 de variables aleatorias con valores en un conjunto E

se llama un proceso estocástico discreto con espacio de estados E, contable, y
sus elementos se denotan por i, j, k, . . . Si Xn = i, se dice que el proceso est¶a en

1



2 1. Fundamentos Matem¶aticos

el estado i al tiempo n.

Definici¶on 1.1.1 (Cadena de Markov Homog¶enea). Sea {Xn}n≥0 un pro-
ceso estoc¶astico discreto con espacio de estados contable E = {i, j, k, . . .}. Si
para todos los enteros n ≥ 0 y todos los estados i0, i1, . . . , in−1, i, j,

P(Xn+1 = j|Xn = i,Xn−1 = in−1, . . . , X0 = i0) = P(Xn+1 = j|Xn = i) (1.1)

donde ambos lados est¶an bien de¯nidos, entonces este proceso estoc¶astico es
llamado una cadena de Markov o un proceso de Markov, y se le llama una
cadena homogénea si el lado derecho de (1.1) es independiente de n.

La propiedad (1.1) es la propiedad de Markov. La matriz P = (pij)i,j∈E ,
donde

pij = P(Xn+1 = j|Xn = i), (1.2)

es la matriz de transición de la cadena homog¶enea de Markov. Como sus entra-
das son probabilidades, y como la transici¶on de cualquier estado i debe estar en
algún estado, se sigue que

pij ≥ 0,
∑

j∈E

pij = 1

para todos los estados i, j. El espacio de estados puede ser in¯nito, y por lo tanto
tal matriz no es en general de las estudiadas en ¶algebra lineal. Sin embargo,
satisfacen las operaciones b¶asicas de suma y multiplicaci¶on. As¶³, pi· = (pij)j∈E
es un vector de probabilidades para cada i

Definici¶on 1.1.2 (Distribuci¶on de una cadena de Markov homog¶enea).

A la variable aleatoria X0 se le conoce como estado inicial, y a su distribuci¶on
de probabilidad ν,

ν(i) = P(X0 = i) (1.3)

como su distribución inicial. De la de¯nici¶on de probabilidad condicional, de la
propiedad de Markov, de la propiedad de homogeneidad de la cadena y de la
de¯nici¶on de matriz de transici¶on:

P(X0 = i0, X1 = i1, . . . , Xk = ik) = ν(i0)pi0i1 . . . pik−1ik . (1.4)

La ecuaci¶on (1.4) es la ley de probabilidad o la distribuci¶on ¯nito dimensional
de la cadena homog¶enea de Markov.

La distribuci¶on al tiempo n de la cadena es el vector νn, donde

νn(i) = P(Xn = i).

Del teorema de probabilidades totales, νn+1(j) =
∑

i∈E νn(i)pij , que en forma

matricial es ν>

n+1
= ν

>

nP. Iterando esta ecuaci¶on se tiene

ν
>

n = ν
>

0
P

n
. (1.5)
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La matriz P
n se llama matriz de transición de n pasos con t¶ermino general

pij(m) = P(Xm+n = j|Xn = i).

Ahora, observando que P(Xm+n = j|Xn = i) =
∑

k∈E P(Xm+n = j,Xn+1 =
k|Xn = i) y de la propiedad de Markov, se encuentra que el lado derecho de
esta ecuaci¶on es

∑

i1...in−1∈E

pii1pi1i2 . . . pin−1j ,

que es el t¶ermino general de la n-¶esima potencia de P.

Definici¶on 1.1.3 (Comunicaci¶on de estados). Se dice que el estado j es
accesible desde i si existe M ≥ 0 tal que pij(M) > 0. En particular, un estado i

es siempre accesible desde s¶³ mismo, ya que pii(0) = 1. Se dice que los estados i

y j se comunican si i es accesible desde j y j es accesible desde i, y lo denotamos
por i ↔ j.

Claramente, la comunicaci¶on entre estados es reflexiva, simétrica y transiti-

va; por tanto la relaci¶on de comunicaci¶on (↔) es una relaci¶on de equivalencia, y
genera una partici¶on del espacio de estados E en clases de equivalencia disjuntas
llamadas clases de comunicación.

Definici¶on 1.1.4 (Clase irreducible). Si existe s¶olo una clase de comunica-
ci¶on, entonces la cadena y su matriz de trasici¶on se dir¶an irreducibles.

Definici¶on 1.1.5 (Per¶³odo). El peŕıodo del estado i se de¯ne como el m¶aximo
com¶un divisor de todos los enteros n ≥ 1, para los cuales pii(n) > 0. Cuando el
per¶³odo es 1, decimos que el estado es aperi¶odico.

Teorema 1.1.1 (Propiedad fuerte de Markov). Sea {Xn}n≥0 una cadena

de Markov homogénea con espacio de estados contable E y matriz de transición

P. Sea ¿ un tiempo de paro con respecto a esta cadena. Entonces para cualquier

estado i ∈ E, si Xτ = i, se cumple lo siguiente:

(a) El proceso después de ¿ y el proceso antes de ¿ son independientes:

P(Xτ+k = j|Xτ = i,Xτ∧n = in) = P(Xτ+k = j|Xτ = i).

(b) El proceso después de ¿ es una cadena de Markov homogénea:

P(Xτ+n+1 = k|Xτ+n = j,Xτ+n−1 = in−1, . . . , Xτ = i)

= P(Xτ+n+1 = k|Xτ+n = j) = pjk

con matriz de transición P.

Definici¶on 1.1.6 (Distribuci¶on Estacionaria). Una distribuci¶on de proba-
bilidad π que satisface

π
> = π

>
P (1.6)

se llama distribución estacionaria de la matriz de transici¶on P.
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Iterando (1.6) se obtiene π> = π
>
P

n para todo n ≥ 0. Si la distribuci¶on ini-
cial es ν = π, entonces νn = π para toda n ≥ 0. As¶³, si la cadena comienza con
una distribuci¶on estacionaria, mantiene la misma distribuci¶on todo el tiempo.
A¶un m¶as,

P(Xn = i0, Xn+1 = i1, . . . , Xn+k = ik) = π(i0)pi0i1 . . . pik−1ik

no depende de n. En este sentido la cadena es estacionaria.
En la teor¶³a de las cadenas de Markov, un tiempo de paro (ver ap¶endice

A.1.4) importante es el tiempo de regreso al estado i,

Ti = inf{n ≥ 1 : Xn = i},

donde Ti = ∞ si Xn 6= i para todo n ≥ 1.
Observe que Ti ≥ 1, y en particular, X0 = i no implica que Ti = 0. Esta es

la raz¶on por la cual a Ti se le conoce como el tiempo de regreso a i, y no como el
tiempo de llegada (hitting time) a i. Este ¶ultimo es Si = Ti si X0 6= i, y Si = 0
si X0 = i.

Asociado a cada estado est¶a el n¶umero de visitas al estado i estrictamente
despu¶es del tiempo cero

Ni =
∑

n≥1

I{Xn=i}.

La siguiente de¯nici¶on identi¯ca a los estados con su naturaleza interna. Sea

f
(n)

ii = P(Xn = i,Xr 6= i (r = 1, 2, . . . , n− 1)|X0 = i)

y

f
∗

ii =

∞
∑

n=1

f
(n)

ii .

Es decir, f
(n)

ii es la probabilidad que, comenzando en el estado i, el proceso
regrese a i por primera vez en n pasos, y f

∗

ii es la probabilidad que, comenzando
en i, el regreso al estado inicial ocurra en un tiempo ¯nito.

Definici¶on 1.1.7 (Estado recurrente). Un estado i ∈ E es recurrente si
f
∗

ii = 1, y es transitorio si f
∗

ii < 1.

Cuando el estado i es recurrente, de¯nimos

µi = µii =

∞
∑

n=1

nf
(n)

ii

que es la esperanza matem¶atica del n¶umero de pasos que se requieren para el
primer regreso al estado i. El n¶umero de pasos que se requieren para el primer
retorno al mismo estado se llama el tiempo de recurrencia; µi, entonces, puede
ser llamado el tiempo de recurrencia promedio del estado i.
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Teorema 1.1.2. Si la cadena de Markov es irreducible y aperiódica, entonces

para cualesquiera par de estados i y j

l¶³m
n→∞

pij(n) = π(j)

existe y es independiente de i, además π(j) = µ
−1

j .

El siguiente resultado que consideraremos concierne al comportamiento l¶³mi-
te de las sumas normalizadas de las probabilidades de transici¶on de n pasos. El
teorema se debe a Kolmogorov.

Teorema 1.1.3 (Teorema Erg¶odico). Considere una cadena de Markov ar-

bitraria con estados numerables; entonces el ĺımite

l¶³m
n→∞

1

n

n
∑

k=1

pij(k) =
1

µj

= π(j)

existe para cualquier par de estados i y j.

Podemos interpretar a π(j) como la fracci¶on de tiempo que el proceso se
mantiene en el estado j a lo largo del tiempo.

1.2. Cadenas de Markov Continuas

1.2.1. Proceso Puntual

Un proceso puntual aleatorio es un conjunto aleatorio contable de puntos en
la recta real. En la mayor¶³a de las aplicaciones un punto de un proceso puntual
es el tiempo en que ocurre alg¶un evento, y este es el motivo por el cual los
puntos son tambi¶en llamados eventos. Por ejemplo, los tiempos de llegada de
los clientes a un mostrador, las tareas que llegan a la unidad de procesamiento
central en una computadora son eventos de un proceso puntual. En biolog¶³a,
un evento puede ser el tiempo de nacimiento de un organismo. En general, los
procesos puntuales en la l¶³nea real aparecen en los modelos estoc¶asticos donde
el estado del sistema cambia con la llegada de un evento. El ejemplo m¶as com¶un
es el Proceso Poisson y la cadena de Markov continua.

Definici¶on 1.2.1 (Proceso Puntual Aleatorio). Un proceso puntual aleato-

rio en la recta real positiva es una sucesi¶on {Tn}n≥0 de variables aleatorias no
negativas tales que, casi seguramente,

a) T0

.

= 0

b) 0 < T1 < T2 < . . . ,

c) l¶³mn→∞ Tn = +∞
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La sucesi¶on {Sn}n≥0 de¯nida por

Sn = Tn+1 − Tn

es llamada la sucesi¶on de interarribos. Para cualquier intervalo (a, b] en R+,

N ((a, b])
.

=
∑

n≥1

I(a,b](Tn)

es una variable aleatoria en los enteros que cuenta los eventos ocurridos en el
intervalo (a, b].

1.2.2. Proceso Poisson

Definici¶on 1.2.2 (Proceso Poisson Homog¶eneo). Un proceso puntual N en
la recta real positiva es llamado un proceso Poisson Homogéneo con intensidad

λ > 0 si

a) Para todos los tiempos ti, i ∈ [1, k], tal que 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ . . . ≤ tk, las
variables aleatorias N(ti, ti+1], i ∈ [1, k − 1], son independientes.

b) Para cualquier intervalo (a, b] ⊂ R+, N(a, b] es una variable aleatoria
Poisson con media λ(b− a).

As¶³, para todo k ≥ 0,

P(N(a, b] = k) = e
−λ(b−a)

[λ(b− a)]
k

k!

y, en particular,
EN(a, b] = λ(b− a).

En este sentido, λ es la densidad promedio de puntos.
La condici¶on a) es la propiedad de independencia de incrementos del proceso

Poisson, en particular, implica que para cualquier intervalo (a, b], la variable
aleatoria N(a, b] es independiente de N(s), s ∈ (0, a]. Por esta raz¶on, se dice
que los procesos Poisson no tienen memoria: los incrementos de un proceso
Poisson homog¶eneo no tienen memoria del pasado. Tambi¶en se observa que el
proceso Poisson no permite la acumulaci¶on de puntos o explosiones; a) y b) de
la de¯nici¶on 1.2.2 impiden que haya m¶ultiples puntos o explosiones.

Teorema 1.2.1. La sucesión de interarribos {Sn}n≥0 de un proceso Poisson

homogéneo con intensidad λ > 0 es independiente e idénticamente distribuida,

con distribución exponencial de parámetro λ.

Otra cantidad de inter¶es es Wn, el tiempo de arribo del n-¶esimo evento,
tambi¶en llamado tiempo de espera del n-¶esimo evento. Entonces,

Wn =
n

∑

i=1

Si

y por el teorema 1.2.1 Wn tiene un distribuci¶on gamma con par¶ametros n y λ.
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Teorema 1.2.2. Sea {Ni}i≥1 una familia de Procesos Poisson independientes

con intensidades positivas {λi}i≥1. Entonces

a) dos procesos distintos de esta familia no tienen puntos en común, y

b) si
∞
∑

i=1

λi = λ < ∞,

entonces

N(t)
.

=

∞
∑

i=1

Ni(t)

define un proceso de conteo del proceso Poisson con intensidad λ.

El siguiente resultado muestra a los procesos Poisson compitiendo por la
producci¶on del primer evento.

Teorema 1.2.3 (Teorema de Competencia). Dadas las condiciones del

teorema 1.2.2, sea Z el primer evento de N(t)
.

=
∑

∞

i=1
Ni(t) y J el ı́ndice del

proceso Poisson que lo produjo; es decir, Z es el primer evento de NJ . Entonces

P(J = i, Z ≥ a) = P(J = i)P(Z ≥ a) =
λi

λ

e
−λa

.

En particular, J y Z son independientes, P(J = i) = λi

λ
, y Z es exponencial

con media λ
−1

.

1.2.3. Distribución de una cadena de Markov Homogénea

El enfoque tradicional de las cadenas de Markov continuas se basa en el se-

migrupo de transición, y entonces el objeto matem¶atico principal es el generador

infinitesimal. El semigrupo de transici¶on es el an¶alogo continuo a la matriz de
transici¶on para el tiempo discreto.

Definici¶on 1.2.3 (Cadenas de Markov en tiempo Continuo). El proceso
estoc¶astico {Xt}t≥0, indexado por R+, se llama cadena de Markov en tiempo

continuo si para todo i, j, i1, . . . , ik ∈ E; todo t, s ≥ 0; y todo s1, . . . , sk ≥ 0 con
sl ≤ s para l ∈ [1, k],

P(X(t + s) = j|X(s) = i,X(s1) = i1, . . . , X(sk) = ik)

= P(X(t + s) = j|X(s) = i), (1.7)

donde ambos lados est¶an bien de¯nidos, y es homog¶enea si el lado derecho de
(1.7) es independiente de s.

Sea pues
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a) P(t)
.

= {pij(t)}i,j∈E ,

donde
pij(t)

.

= P(X(t + s) = j|X(s) = i).

b) De forma similar a las cadenas discretas de Markov, obtenemos las ecua-
ciones de Chapman-Kolmogorov

pij(t + s) =
∑

k∈E

pik(t)pkj(s))

que en forma compacta se lee

P(t + s) = P(t)P(s).

c) Claramente P(0) = I, siendo I la matriz identidad.

La familia {P(t)}t≥0 es el semigrupo de transición de la cadena continua de
Markov.

La distribuci¶on al tiempo t de X(t) es el vector µ(t) = {µi(t)}i∈E donde
µi(t) = P(X(t) = i). ¶Esta se obtiene de la distribuci¶on inicial por la f¶ormula

µ(t)> = µ(0)>P(t).

1.2.4. Matriz de Intensidad

Teorema 1.2.4. Sea {P(t)}t≥0 un semigrupo de transición continuo en el es-

pacio de estados contable E. Para cualquier estado i, existe

qi
.

= l¶³m
h→0

1− pii(h)

h

∈ [0,∞],

y para cualquier pareja i, j de estados diferentes, existe

qij
.

= l¶³m
h→0

pij(h)

h

∈ [0,∞).

Adem¶as se de¯ne para cada estado i

qii
.

= −qi.

Definici¶on 1.2.4 (Matriz de Intensidad o Generador Infinitesimal). La
matriz

Λ = {qij}i,j∈E

es llamada matriz de intensidad o generador infinitesimal del semigrupo.

En notaci¶on compacta

Λ = l¶³m
h→0

P(h)−P(0)

h

.

As¶³, en este sentido, la matriz de intensidad Λ es la derivada en 0 de la funci¶on
matricial t→ P(t). Por esta raz¶on Λ recibe el nombre de generador in¯nitesimal
o matriz de intensidad.
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Figura 1.1: Trayectorias de un proceso de brincos Markoviano

Definici¶on 1.2.5 (Conservatividad y Estabilidad). Si para cualquier esta-
do i

qi < ∞,

entonces se llama al semigrupo {P(t)} estable, y si para para cualquier estado
i,

qi =
∑

j∈E

j 6=i

qij (1.8)

se le llama conservador.

La raz¶on de este nombre viene de la igualdad

∑

j∈E

pij(h) = 1,

o equivalentemente,
1− pii(h)

h

=
∑

j∈E

j 6=i

pij(h)

h

,

lo que conduce a

qi = l¶³m
h→0

∑

j∈E

j 6=i

pij(h)

h

.

y si se permite el intercambio del l¶³mite y suma se obtiene (1.8).
Como caso interesante, los procesos de brinco son estables y conservativos.

Nos enfocaremos ahora en la estructura del brinco Markoviano.
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Definici¶on 1.2.6 (Brinco Markoviano). Un proceso estoc¶astico {Xt}t≥0 que
toma valores en un espacio de estados E se llama brinco Markoviano si para
casi todo ω ∈ Ω y todo t ≥ 0 (ver de¯nici¶on A.1.1), existe ε(t, ω) > 0 tal que

X(t + s, ω) = X(t, ω) ∀s ∈ [t, t + ε(t, ω)).

Un proceso de brincos Markoviano es por de¯nici¶on una cadena de Mar-
kov continua, tambi¶en observamos que para un brinco Markoviano, existe una
sucesi¶on tiempos {Tn}n≥0 donde

T0 = 0 < T1 < T2 < . . .

y una sucesi¶on {Xn}n≥0 tal que

X(t) = Xn si Tn ≤ t < Tn+1.

As¶³ queda descrito el proceso {Xt}t≥0 en el intervalo [0, T∞), donde

T∞ = l¶³m
n→∞

Tn

es el tiempo de explosión.

El tiempo de espera en cada estado es positivo, raz¶on por la que las trayec-
torias son constantes por pedazos, ver Figura 1.1. Para un proceso de brincos
Markoviano, denotamos los tiempos de brinco por T0 = 0 < T1 < T2 < . . .,
los tiempos de espera (sojourn times) por Sn = Tn+1 − Tn y la sucesi¶on de
estados visitados por X0, X1, X2, . . .. As¶³, las trayectorias son constantes entre
Tn consecutivos y se de¯ne el valor al tiempo Tn por continuidad a la derecha,
es decir, X(Tn) = Xn.

Teorema 1.2.5. Un proceso de brincos Markoviano es estable y conservador.

1.2.5. Sistema Diferencial de Kolmogorov

Dadas las propiedades de semigrupo, para todo t ≥ 0 y todo h ≥ 0

P(t + h)−P(t)

h

= P(t)
P(h)− I

h

=
P(h)− I

h

P(t). (1.9)

Por tanto, si se puede tomar el l¶³mite de (1.9), que es el caso cuando E es ¯nito,
se obtiene el sistema diferencial

d

dt

P(t) = P(t)Λ = ΛP(t),

donde Λ es el generador in¯nitesimal. La ecuaci¶on

d

dt

P(t) = ΛP(t) (1.10)
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se puede escribir expl¶³citamente. Para todo i, j ∈ E,

d

dt

pij(t) = −qipij(t) +
∑

k∈E

k 6=i

qikpkj(t).

El sistema (1.10) se llama la ecuación diferencial regresiva de Kolmogorov. La
ecuación diferencial progresiva es

d

dt

P(t) = P(t)Λ, (1.11)

es decir para todo i, j ∈ E,

d

dt

pij(t) = −pij(t)qj +
∑

k∈E

k 6=j

pik(t)qkj .

Teorema 1.2.6 (Ecuaci¶on Regresiva). Si el semigrupo continuo {P(t)}t≥0

es estable y conservador, entonces se satisface la ecuación diferencial regresiva

de Kolmogorov (1.10).

Teorema 1.2.7 (Ecuaci¶on Progresiva). Bajo las condiciones del teorema

1.2.6 y si, además, para todos los estados i y todo t ≥ 0,

∑

k∈E

pik(t)qk < ∞, (1.12)

entonces se satisface la ecuación diferencial progresiva de Kolmogorov (1.11).

La condici¶on (1.12) se satisface trivialmente cuando el espacio de estados es
¯nito, o cuando

sup
i∈E

qi <∞.

La distribuci¶on al tiempo t de la cadena es el vector columna

µ(t) = {µi(t)}i∈E = {P(X(t) = i)}i∈E .

Y satisface para todo t, s ≥ 0,

µ
>(t + s) = µ

>(t)P(s),

es decir, para todo i, j ∈ E,

µi(t + s) =
∑

j∈E

µj(t)pji(s).
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Teorema 1.2.8. Bajo las condiciones del teorema 1.2.6, y si además, para todo

t ≥ 0,
∑

k∈E

qiµi(t) < ∞,

entonces el sistema diferencial global de Kolmogorov

d

dt

µ
>(t) = µ

>(t)Λ

se satisface, es decir, para todo i, j ∈ E,

d

dt

µi(t) = −µi(t)qi +
∑

j∈E

j 6=i

µj(t)qji.

Si π es una distribuci¶on estacionaria de una cadena continua, estable y con-
servadora, y si

∑

i∈E π(i)qi < ∞, entonces, seg¶un el teorema 1.2.8, π satisface
el sistema diferencial de Kolmogorov

π
>
Λ = 0,

es decir, en forma expandida,

π(i)qi =
∑

j∈E

j 6=i

π(j)qji.

Resumiendo: Para una cadena de Markov continua con espacio de estados
¯nito E y matriz de intensidad Λ, la condici¶on π>

Λ = 0 es necesaria y su¯ciente
para que la distribuci¶on de probabilidad π sea una distribuci¶on estacionaria.

Si el espacio de estados es ¯nito, una soluci¶on de (1.10) ¶o (1.11) con condici¶on
inicial P(0) = I es

P(t) = e
tΛ

,

donde la exponencial de la matriz tΛ (pensada como un n¶umero) est¶a de¯nida
por

e
tΛ .

=

∞
∑

n=0

t
n

n!
Λ

n = I +

∞
∑

n=1

t
n

n!
Λ

n
. (1.13)

Cuando Λ es una matriz ¯nita, la serie en (1.13) es convergente, y es soluci¶on
¶unica a las ecuaciones regresiva y progresiva. Sin embargo, cuando Λ es de
dimensi¶on in¯nita, no se puede decir mucho, pues la serie puede no converger
del todo. Cuando Λ es una matriz ¯nita y es diagonalizable, podemos escribir
a Λ en la forma

Λ = VDV
−1
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donde D es una matriz diagonal con diferentes eigenvalores {λ1, λ2, . . . , λn} de
Λ como elementos. As¶³, tenemos

P(t) = e
tVDV

−1

= I +

∞
∑

n=1

V(Dt)nV−1

n!

= V

[

I +
∞
∑

n=1

(Dt)n

n!

]

V
−1

= Ve
Dt

V
−1

, (1.14)

donde

e
Dt =











e
λ1t 0

e
λ2t

. . .

0 e
λnt











.

Teorema 1.2.9. Sea {X(t)}t≥0 un brinco Markoviano con espacio de estados

contable E y semigrupo de transición {P(t)}t≥0. Entonces

a) El semigrupo {P(t)}t≥0 es continuo, estable y conservador.

b) Se satisfacen las dos ecuaciones diferenciales de Kolmogorov.

c) Una condición necesaria y suficiente para que una distribución de proba-

bilidad π en E sea distribución estacionaria es que π
t
Λ = 0.

Ejemplo 1.2.1. Suponga que E tiene solamente dos estados 1, 2 y que tanto λ(1)
como λ(2) no son cero. La igualdad 0 = |Λ − λI|, implica que λ = 0 y λ = −λ(1) −
λ(2) 6= 0, con correspondientes eigenvectores (1, 1)>, (λ(1), λ(2))>. Entonces podemos
escribir a Λ como

Λ =

(

−λ(1) λ(1)
λ(2) −λ(2)

)

= VDV−1,

donde

V =

(

1 λ(1)
1 −λ(2)

)

, V−1 =
1

−λ

(

λ(2) λ(1)
1 −1

)

, D =

(

0 0
0 λ

)

= diag{0, λ}.

De esta forma Λn = VDn
V
−1. Aśı,

P(t) = etΛ = Vdiag{et0, etλ}V−1,

es decir

P(t) =
1

λ(1) + λ(2)

(

λ(2) + λ(1)eλt λ(1)− λ(1)eλt

λ(2)− λ(2)eλt λ(1) + λ(2)eλt

)

.
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1.2.6. Cadena Incluida y Tiempos de transición

Sea {¿n}n≥1 una sucesi¶on de tiempos de transici¶on de un proceso de brincos
Markoviano {X(t)}t≥0 donde ¿0 = 0; y ¿n = ∞ si hay estrictamente menos de
n transiciones en (0,∞). Ahora, para cada n ≥ 0 ¿n es un tiempo de paro con
respecto a {X(t)}t≥0.

El proceso {Xn}n≥0 con valores en EM = E

⋃

{M}, donde M es un elemento
arbitrario que no est¶a en E, se de¯ne por

Xn = X(¿n),

con la convenci¶on de que X(∞) =M, y es llamado la cadena incluida del proceso
de brincos.

La importancia del siguiente teorema radica en la facilidad de encontrar la
matriz de transici¶on P y mostrar que los tiempos de permanencia en los estados
tiene una distribuci¶on exponencial.

Teorema 1.2.10 (Estructura Regenerativa). Sea {X(t)}t≥0 un proceso de

brincos Markoviano con generador infinitesimal Λ, sucesión de tiempos de tran-

sición {¿n}n≥1 y cadena incluida {Xn}n≥0. Entonces

a) {Xn}n≥0 es una cadena de Markov homogénea con espacio de estados EM

con matriz de transición dada por pMM = 1, piM = 1 si i ∈ E y qi = 0; por

piM = 0 si i ∈ E y qi > 0; y si qi > 0 y j 6= i, por

pij =
qij

qi

.

b) Dado {Xn}n≥0, la sucesión {¿n+1 − ¿n}n≥0 es independiente, y para todo

n ≥ 0 y a ∈ R+,

P(¿n+1 − ¿n ≤ a|{Xk}k≥0) = 1− e
−qXna

. (1.15)

Identi¯camos al par¶ametro qi como el par¶ametro de intensidad de la distri-
buci¶on exponencial cuando el proceso estando en el estado i al tiempo t, sale
de i antes de t + dt con probabilidad qidt. El estado siguiente j es seleccionado
independientemente del tiempo de salida del estado i de acuerdo a pij . As¶³, si
el estado i es recurrente, entonces ser¶a visitado un n¶umero in¯nito de veces, y
cada visita durar¶a un tiempo exponencial con par¶ametro qi.

Definici¶on 1.2.7 (Esencial, Permanente). Un estado i ∈ E tal que qi = 0 se
llama permanente o absorbente; esencial o estable si 0 < qi <∞, e inst¶antaneo
si qi = ∞ .

En vista de (1.15), si X(¿n) = i, un estado permanente, entonces ¿n+1−¿n =
∞; es decir, ya no hay m¶as transiciones en una distancia ¯nita y el estado
permanece ah¶³ para siempre, de ah¶³ la terminolog¶³a. Si i es esencial o estable
permanece ah¶³ un tiempo positivo pero ¯nito. Finalmente, si i es instant¶aneo el
proceso brincar¶a tan r¶apido como haya entrado.
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Teorema 1.2.11 (El Generador Infinitesimal Caracteriza al Semigru-

po). Dos brincos Markovianos con el mismo generador infinitesimal y la misma

distribución inicial son probabiĺısticamente equivalentes; es decir, tienen el mis-

mo semigrupo de transición.

Definici¶on 1.2.8 (Generatrices). Sea Λ = {qij}i,j∈E una matriz con entra-
das que satisfacen que para todo i, j ∈ E,

qi ∈ [0,∞), qij ∈ [0,∞),
∑

k∈E

k 6=i

qik = qi,

donde qi = −qii. Esta matriz es llamada generatriz estable y conservativa en E;
y se le llama generatriz esencial si, adem¶as, qi > 0 para todo i ∈ E.

Ejemplo 1.2.2 (Cadenas Uniformes de Markov). Sea {X̂n}n≥0 una cadena
de Markov discreta con espacio de estados contable E y matriz de transición K =
{kij}i,j∈E; sea {Tn}n≥1 un proceso Poisson en R+ con intensidad λ > 0 y proceso de
conteo asociado N . Suponga que {X̂n}n≥0 y N son independientes. Al proceso {Xt}t≥0

con valores en E, y definido por

X(t) = X̂N(t)

se le llama una cadena uniforme de Markov. Al proceso Poisson N se le conoce como
reloj, y a la cadena {X̂n}n≥0 se le llama cadena subordinada.

Observamos que X(Tn) = X̂n para todo n ≥ 0, y que el proceso {Xt}t≥0 es una
cadena continua de Markov. Su semigrupo de transición es

pij(t) = Pi(X(t) = j)

= Pi(X̂N(t) = j)

=
∞
∑

n=0

Pi(X̂n = j,N(t) = n)

=
∞
∑

n=0

Pi(N(t) = n)Pi(X̂n = j)

=
∞
∑

n=0

e−λt
(λt)n

n!
kij(n),

es decir,

P(t) =
∞
∑

n=0

e−λt
(λt)n

n!
K
n.

Su matriz de intensidad Λ se puede calcular observando que

P(t) = e−λteλtK,

y como la matriz de intensidad es la derivado en 0

Λ = λe−λteλtK(K− I)|t=0

Λ = λ(K− I)
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es decir,
qi = λ(1− kii),

y para i 6= j
qij = λkij ;

λ es la intensidad del reloj.
Su estructura regenerativa se puede expresar para un estado esencial i ∈ E como

pij =
qij
qi

=
λkij

λ(1− kii)
=

kij
1− kii

para j 6= i con kii < 1.

Ejemplo 1.2.3 (Los Procesos de Nacimiento y Muerte). Un proceso de
nacimiento y muerte es un brinco Markoviano que toma valores en N

⋃

{0}, y con
generador infinitesimal de la forma

qi,i+1 = βi qi,i−1 = δiI{i≥1},

y qij = 0 si j /∈ {i− 1, i, i+ 1}.

Λ =















−β0 β0 0 0 . . .
δ1 −(β1 + δ1) β1 0 0 . . .
0 δ2 −(β2 + δ2) β2 0 . . .
0 0 δ3 −(β3 + δ3) β3 . . .
...

...
...

...
...

. . .















Los parámetros βi y δi son las intensidades de nacimiento y muerte en el instante en
que el tamaño de la población es i. Un nacimiento incrementa el tamaño de la población
en una unidad, una muerte lo decrementa en uno. Como pn(t) = P(X(t) = n) es un
vector columna, entonces por el teorema 1.2.8 el sistema diferencial que satisface es,

ṗ0(t) = −β0p0(t) + δ1p1(t),

ṗn(t) = βn−1pn−1(t)− (βn + δn)pn(t) + δn+1pn+1(t), para n ≥ 1.

Una condición necesaria y suficiente para que la probabilidad π sea distribución esta-
cionaria del proceso de nacimiento y muerte es que

0 = −β0π(0)− δ1π(1),

0 = βn−1π(n− 1)− (βn + δn)π(n) + δn+1π(n+ 1), para n ≥ 1.

Para un valor fijo π(0) se encuentra de manera recursiva una solución única del sis-
tema:

π(n) = π(0)
β0β1 . . . βn−1

δ1δ2 . . . δn
para n ≥ 1.

Y para que π sea una distribución de probabilidad, se tiene que cumplir

π(0)

(

1 +
∞
∑

n=1

β0β1 . . . βn−1

δ1δ2 . . . δn

)

= 1,

y esto es posible si y sólo si

1 +
∞
∑

n=1

β0β1 . . . βn−1

δ1δ2 . . . δn
<∞.
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La matriz de transición P viene dada por la estructura regenerativa pi,i+1 = qi,i+1/qi =
βi/(βi + δi), pi,i−1 = qi,i−1/qi = δi/(βi + δi) y p0,1 = 1, es decir

P =













0 1 0 0 . . .
δ1

β1+δ1
0 β1

β1+δ1
0 0 . . .

0 δ2
β2+δ2

0 β2

β2+δ2
0 . . .

...
...

...
...

...
. . .













Los procesos de nacimiento y muerte son modelos importantes en bioloǵıa (de donde

obviamente viene la terminoloǵıa), demograf́ıa, pero también en teoŕıa de colas, donde

aparecen como colas M/M/1/∞, M/M/K/0, entre otros modelos de espera.

Ejemplo 1.2.4. Considere un proceso de brincos Markoviano con espacio de estados
E = {1, 2}, matriz de intensidad

Λ =

(

−λ1 λ1

λ2 −λ2

)

y que inicia en el estado uno con probabilidad uno. Nos interesa calcular la densidad
h(x) del tiempo de permanencia en el estado uno hasta el tiempo x, en un intervalo
de tiempo [0, t] . La densidad h(x) se puede descomponer en una densidad f(x) y la
probabilidad de que el proceso permanezca en el mismo estado todo el tiempo hasta t
(no sale del estado uno); e−λ1t.

Definimos

pn(x;λ) =
λnxn

n!
e−λx

gn(x;λ) =
λnxn−1

(n− 1)!
e−λx

La probabilidad Poisson con intensidad λ de los primeros n arribos antes del tiempo x
está representada por pn(x;λ), mientras que gn(x;λ) es la densidad gamma de la suma
de n variables aleatorias exponenciales independientes e idénticamente distribuidas con
intensidad λ.

Calcularemos f(x) mediante el siguiente argumento. Se ha observado un tiempo de
ocupación x en el estado uno y n transiciones del estado 1 al estado 2. Por tanto ha
habido n ó n − 1 transiciones del estado 2 al estado 1. En el primer caso el proceso
estará en el estado 1 y estará en 2 en el otro.

Si hubo n transiciones de 1 a 2 y el proceso terminó en el estado 1, podemos
interpretar un cambio de estado como un arribo, y por tanto se observaron n arribos
al tiempo x, entonces la densidad es la dada por una Poisson. El tiempo restante t−x
que el proceso pasa en el estado 2 es la suma de n variables aleatorias exponenciales
independientes e idénticamente distribuidas con intensidad λ2, por tanto con densidad
gamma.

Si hubo n transiciones de 1 a 2 y el proceso terminó en el estado 2, el tiempo x que
el proceso pasa en el estado 1 es la suma de n variables aleatorias exponenciales inde-
pendientes e idénticamente distribuidas con intensidad λ1, y el tiempo de permanencia
en el estado 2 es la densidad de una Poisson por argumentos similares.

Aśı,
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f(x) =
∞
∑

n=1

pn(x;λ1)gn(t− x;λ2) +
∞
∑

n=1

gn(x;λ1)pn−1(t− x;λ2)

=

∞
∑

n=1

λn1x
n

n!
e−λ1x λ

n
2 (t− x)n−1

(n− 1)!
e−λ2(t−x)

+

∞
∑

n=1

λn1x
n−1

(n− 1)!
e−λ1x λ

n−1

2
(t− x)n−1

(n− 1)!
e−λ2(t−x)

= e−λ1xe−λ2(t−x)

[

λ1

1x
1

1!

λ1

2(t− x)0

0!

+
λ2

1x
2

2!

λ2

2(t− x)1

1!
+
λ3

1x
3

3!

λ3

2(t− x)2

2!
+ . . .

+
λ1

1x
0

0!

λ0

2(t− x)0

0!

+
λ2

1x
1

1!

λ1

2(t− x)1

1!
+

λ3

1x
2

2!

λ2

2(t− x)2

2!
+ . . .

]

= e−λ1xe−λ2(t−x)

[

√

λ1λ2x

t− x
I1
(

2
√

λ1λ2x(t− x)
)

+ λ1I0
(

2
√

λ1λ2x(t− x)
)

]

(1.16)

donde

In(x) =
∞
∑

n=1

(x/2)2k+n

k!(n+ k)!

es la función de Bessel modificada.

La figura 1.2 muestra a la función f para distintos valores de (λ1, λ2, t).
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Figura 1.2: La funciones de densidad f(x) para distintos valores de (λ1, λ2, t)
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Cap¶ıtulo 2

Ecuaciones Diferenciales

Estocásticas

Indudablemente, una de las herramientas más importantes en el ambiente

financiero y en el cálculo estocástico es la integral de Itô. Igualmente importantes

son las ecuaciones de Kolmogorov que se deducen a partir de la fórmula de

Dynkin. La solución de la ecuación progresiva proporciona la evolución de la

densidad en el tiempo, mientras que la ecuación regresiva encuentra aplicaciones

en problemas de tiempos de escape, en donde se encuentra la probabilidad de que

una part́ıcula deje una región en un tiempo dado.

2.1. El Movimiento Browniano

Como es bien sabido, Robert Brown describi¶o el movimiento de part¶³culas
de polen suspendidas en un l¶³quido en 1828. Observ¶o que una part¶³cula se mov¶³a
de una manera irregular y aleatoria. Albert Einstein en 1905 arguy¶o que el mo-
vimiento de la part¶³cula se deb¶³a a un bombardeo de las mol¶eculas del l¶³quido,
y obtuvo la ecuaci¶on para el movimiento browniano. Pocos años despu¶es Lange-
vin describi¶o el movimiento de las part¶³culas mediante una ecuaci¶on diferencial
estoc¶astica, y es por eso que en f¶³sica se les conoce como ecuaciones de Lange-
vin. La base matem¶atica del movimiento browniano como proceso estoc¶astico
se debi¶o a Norbert Wiener y a Paul L¶evy, por lo que a este proceso se le conoce
tambi¶en como proceso de Wiener.

Definici¶on 2.1.1 (Movimiento Browniano). El movimiento browniano en
R es un proceso estoc¶astico {Bt : t ≥ 0} con las siguientes propiedades:

a) B0 = 0 para casi seguramente.

b) (Incrementos Normales) Bt−Bs tiene una distribuci¶on normal con media
0 y varianza (t − s). Esto implica que con s = 0, Bt − B0 tiene una
distribuci¶on N(0, t).

21
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c) (Independencia de los incrementos) Bt1 , Bt2 − Bt1 , . . . , Btk
− Btk−1

son
independientes para todo 0 ≤ t1 < t2 < . . . < tk.

d) (Trayectorias continuas) t → Bt(ω), t ≥ 0 es una trayectoria continua
para toda ω ∈ Ω.

Las propiedades b) y c) determinan todas las distribuciones ¯nito dimen-
sionales, y son gaussianas. La propiedad d) requiere de una construcci¶on que
muestre que una versi¶on del proceso con trayectorias continuas existe.

El movimiento browniano de dimensi¶on m es el vector B(t, ω) = (B1(t, ω), . . . ,
Bm(t, ω))> en donde cada una de las coordenadas Bi(t, ω) es un movimiento
browniano unidimensional mutuamente independiente. Algunas de sus propie-
dades se obtienen del movimiento browniano unidimensional: E[B>

t Bt] = mt,
E[B>

t Bs] = mm¶³n(t, s), E[(Bt −Bs)
>(Bt −Bs)] = m(t− s), E[(Bt −Bs)(Bt −

Bs)
>] = (t−s)Im×m, de donde se concluye que (Bt−Bs) tiene una distribuci¶on

normal N(0, (t− s)Im×m). Su densidad de transici¶on es,

pt(x, y) =
1

√
2πt

e
−|x−y|2

/2t,

donde x, y son vectores m-dimensionales y |x|2 es la longitud de x.

2.2. La Integral de Itô

Ahora, para describir el movimiento observado por Robert Brown, si b(t, x) ∈
R

3 es la velocidad del fluido en el punto x al tiempo t, entonces un modelo
matem¶atico razonable para la posici¶on Xt de la part¶³cula al tiempo t ser¶³a una
ecuaci¶on diferencial de la forma

dXt

dt

= b(t,Xt) + σ(t,Xt)ξt,

donde ξt ∈ R
3 denota el ruido blanco y σ(t,Xt) ∈ R

3×3. La interpretaci¶on de
Itô1 de esta ecuaci¶on es

dXt = b(t,Xt)dt + σ(t,Xt)dBt,

donde Bt es un movimiento browniano en R
3.

As¶³, en una ecuaci¶on diferencial estoc¶astica de la forma

dXt = b(t,Xt)dt + σ(t,Xt)dBt (2.1)

donde Xt ∈ R
n, b(t, x) ∈ R

n, σ(t, x) ∈ R
n×m y Bt es un movimiento brow-

niano m-dimensional, llamaremos a b el coeficiente de deriva y a σ ¶o a 1

2
σσ

t

1Se prefiere la interpretación de Itô a la de Stratonovich por ser siempre la integral una

martingala.
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el coeficiente de difusión. La soluci¶on de la ecuaci¶on (2.1) puede pensarse co-
mo la descripci¶on matem¶atica del movimiento de una part¶³cula en un fluido en
movimiento; y por tanto tales procesos estoc¶asticos son llamados difusiones.

Retomando la forma integral de la ecuaci¶on (2.1), se obtiene

Xt = X0 +

∫ t

0

b(s,Xs)ds +

∫ t

0

σ(s,Xs)dBs (2.2)

por lo que es de inter¶es de¯nir

∫ T

S

f(s, ω)dBs(ω), para 0 ≤ S ≤ T

para un espacio de integrandos.

Definici¶on 2.2.1. Sea H la clase de funciones

f(t, ω) : [0,∞)× Ω → R

tales que

a) (t, ω) → f(t, ω) es B × F-medible, donde B es la σ-¶algebra de Borel en
[0,∞), F una ¯ltraci¶on (ver A.1.2).

b) f(t, ω) es Ft-adaptado.

c) E

[

∫ T

S
f(t, ω)2dt

]

<∞.

La parte b) nos dice que la funci¶on f al tiempo t est¶a determinada por los
valores tomados de la historia de las trayectorias de {Bs} hasta el tiempo t. Por
ejemplo, f1(ω) = Bt/2 es Ft-medible, mientras que f2(ω) = B2t no lo es.

Para funciones f en H se de¯ne la integral de Itô

∫ T

S

f(t, ω)dBt(ω) = l¶³m
n→∞





n
∑

j=1

f(tj−1, ω)∆Bj(ω)



 (2.3)

donde Bt es un movimiento browniano unidimensional, y S = t0 < t1 < t2 <

. . . < tn−1 < tn = T con ∆Bn = B(tn) − B(tn−1). La integral estoc¶astica es
una operaci¶on natural asociada a las trayectorias brownianas: una trayectoria
se corta en incrementos consecutivos gaussianos, cada incremento se multiplica
por una variable aleatoria y estos n¶uneros se suman de nuevo para reconstruir
la integral estoc¶astica. As¶³, podemos pensar en la integral estoc¶astica como
una caminata aleatoria con incrementos que tienen diferentes amplitudes, una
especie de caminata aleatoria no homog¶enea. En este contexto es importante
enfatizar el papel de las funciones adaptadas. Considere el incremento j-¶esimo
despu¶es de multiplicarlo por la variable aleatoria f(tj−1):

f(tj−1)∆Bj = f(tj−1)(B(tj)−B(tj−1)).
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Una vez que se conoce la historia de la trayectoria hasta el tiempo tj−1, el
valor de f(tj−1) se conoce tambi¶en. Por tanto, el incremento de la integral
estoc¶astica en el siguiente periodo condicionado al pasado hasta el tiempo t

es gaussiano con media cero y varianza f(tj−1)
2(tj − tj−1). As¶³, las funciones

adaptadas son funciones adecuadas para de¯nir una caminata aleatoria continua
y no homog¶enea para la integral estoc¶astica.

La forma de escoger a t en la partici¶on es la que de¯ne que la integral sea de
Itô. Si t se toma como el punto medio de la partici¶on, la integral que se obtiene
es la de Stratonovich.

Algunas propiedades de la integral de Itô son:

Teorema 2.2.1. Sean f y g en H, 0 ≤ S < U ≤ T . Entonces

a) (la isometŕıa de Itô)

E





(

∫ T

S

f(t, ω)dBt(ω)

)2


 = E

[

∫ T

S

f
2(t, ω)dt

]

para todo f ∈ H

b)
∫ T

S
fdBt =

∫ U

S
fdBt +

∫ T

U
fdBt para casi toda ω

c) (linealidad)
∫ T

S
(cf +g)dBt = c

∫ T

S
fdBt +

∫ T

S
gdBt (c constante) para casi

toda ω

d) (media cero) E

[

∫ T

S
fdBt

]

= 0

e)
∫ T

S
fdBt es FT -medible

f) Mt(ω) =
∫ t

0
f(s, ω)dBs es una martingala con respecto a Ft. Ver A.1.3.

Definici¶on 2.2.2 (El proceso de Itô unidimensional). Llamaremos un

proceso de Itô a un proceso estoc¶astico Xt de la forma

dXt = u(t, ω)dt + v(t, ω)dBt.

Teorema 2.2.2 (La f¶ormula de Itô unidimensional). Sea Xt un proceso

de Itô y g(t, x) ∈ C
2([0,∞)× R) (i.e., g es una función dos veces diferenciable

en [0,∞)× R). Entonces

Yt = g(t,Xt)

es también un proceso de Itô, y

dYt =
∂g(t,Xt)

∂t

dt +
∂g(t,Xt)

∂x

dXt +
1

2

∂
2
g(t,Xt)

∂x
2

(dXt)
2
,

donde (dXt)
2 = (dXt) · (dXt) se calcula de acuerdo a la siguiente regla

dt · dt = dt · dBt = dBt · dt = 0, dBt · dBt = dt.
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Ejemplo 2.2.1. Un modelo estocástico usado con frecuencia en finanzas es el lla-
mado modelo lognormal. En este caso se supone que el precio del proceso evoluciona
según la ecuación estocástica:

dSt = µStdt+ σStdBt,

donde µ y σ son constantes reales. Entonces, aplicando la fórmula de Itô a g(t, x) =
lnx, para x > 0

d(lnSt) = 0 +
1

St
· dSt +

1

2

(

−
1

S2

t

)

(dSt)
2.

Aśı,

lnSt − lnS0 =

∫ t

0

µSrdr + σSrdBr

Sr
−

1

2

∫ t

0

S2

rσ
2

S2
r

dr,

es decir,

ln
St
S0

=

∫ t

0

(µ−
1

2
σ2)dr +

∫ t

0

σdBr = (µ−
1

2
σ2)t+ σBt.

Por tanto,

St = S0e
(µ− 1

2
σ2

)t+σBt . (2.4)

Calculemos ahora E[St], sea Yt = eσBt entonces

dYt = 0 · dt+ σeσBtdBt +
1

2
σ2eσBtdt

ó

Yt − Y0 = σ

∫ t

0

eσBsdBs +
1

2
σ2

∫ t

0

Ysds.

Ahora, por el teorema 2.2.1 d) y si E[Y0] = y0 tenemos que

E[Yt] = y0 +
1

2
σ2

∫ t

0

E[Ys]ds,

de donde se sigue que
d

dt
E[Yt] =

1

2
σ2

E[Yt]

aśı,

E[Yt] = e
1

2
σ2t.

Finalmente
E[St] = S0e

(µ− 1

2
σ2

)t+ 1

2
σ2

= S0e
µt.

Ejemplo 2.2.2. Un ejemplo de gran utilidad que incorpora el concepto de correlación
finita temporal es la ecuación de Ornstein-Uhlenbeck, cuya solución se conoce como
el proceso de Ornstein-Uhlenbeck.

dXt = µXtdt+ σdBt.

Multiplicando por e−µt, se obtiene

e−µtdXt = e−µtµXtdt+ e−µtσdBt,

entonces
d(e−µtXt) = σe−µtdBt,
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aśı

Xt = eµt
(

X0 + σ

∫ t

0

e−µsdBs

)

.

Calculemos ahora su primer y segundo momentos. Por el teorema 2.2.1 d),

E[Xt] = X0e
µt.

Ahora,

V ar[Xt] = E[Xt − E(Xt)]
2

= E

[

σeµt
∫ t

0

e−µsdBs

]2

, y por la isometŕıa de Itô (teorema 2.2.1)

= σ2e2µt
∫ t

0

e−2µsds

=
σ2

2µ

(

e2µt − 1
)

.

Multiplicamos Xt con Xt+τ (τ > 0), tomamos esperanza y junto con el teorema 2.2.1
llegamos a la función de correlación

E[XtXt+τ ] = X2

0e
2µt+µτ + eµτσ2e2µt

∫ t

0

e−2µsds

= eµτ
[

X2

0e
2µt +

σ2

2µ
(e2µt − 1)

]

.

Cuando t→∞ y µ < 0 obtenemos el proceso de Ornstein-Uhlenbeck estacionario,

E[Xt] = 0,

E[XtXt+τ ] = −
σ2

2µ
eµτ .

De manera similar, al considerar ahora τ < 0 y µ < 0, obtenemos

E[XtXt+τ ] = −
σ2

2µ
e−µτ .

Aśı,

E[XtXt+τ ] = −
σ2

2µ
eµ|τ |.

El proceso de Ornstein-Uhlenbeck2 tiene una correlación temporal diferente de
cero, lo que significa que los valores del ruido para diferentes tiempos no son variables
aleatorias independientes.

El comportamiento cualitativo para µ > 0 es completamete diferente para el caso

µ < 0. Cuando µ < 0, Xt converge en distribución a N(0,−σ2/2µ), y por supuesto

Xt no converge casi seguramente.

2El proceso de Ornstein-Uhlenbeck es el único proceso que es simultáneamente Gaussiano,

Markoviano y estacionario.
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Definici¶on 2.2.3 (La f¶ormula de Itô multidimensional). Sea B(t, ω) =
(B1(t, ω), . . . , Bm(t, ω)) un movimiento browniano m-dimensional. Si cada uno
de los procesos ui(t, ω) y vij(t, ω) satisfacen las condiciones de la de¯nici¶on 2.2.2
para (1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m) entonces podemos formar el siguiente arreglo de
Itô

dX1 = u1dt + v11dB1 + . . . + v1mdBm

...
...

dXn = undt + vn1dB1 + . . . + vnmdBm

o en notaci¶on matricial simplemente

dX(t) = udt + vdB(t),

donde

X(t) =







X1(t)
...

Xn(t)






, u =







u1

...
un






, v =







u11 . . . v1m

...
...

un1 . . . vnm






, dB(t) =







dB1(t)
...

dBm(t)






.

Llamaremos al proceso Xt un proceso de Itô n-dimensional.
Sea g(t, x) = (g1(t, x), . . . , gp(t, x)) una funci¶on C

2 de [0,∞) × R
n a R

p.
Entonces el proceso

Y (t, ω) = g(t,X(t))

es tambi¶en un proceso de Itô, cuya componente Yk est¶a dada por

dYk =
∂gk(t,X)

∂t

dt +
∑

i

∂gk(t,X)

∂xi

dXi +
1

2

∑

ij

∂
2
gk(t,X)

∂xi∂xj

dXidXj

donde dBidBj = δijdt, dBidt = dtdBi = dtdt = 0.

Como la teor¶³a de las ecuaciones diferenciales ordinarias, la teor¶³a de las
ecuaciones diferenciales estoc¶asticas tiene un teorema est¶andar de existencia y
unicidad.

Teorema 2.2.3 (Existencia y unicidad para las ecuaciones diferenciales

estoc¶asticas). Sea T > 0 y b(·, ·) : [0, T ] × R
n → R

n, σ(·, ·) : [0, T ] × R
n →

R
n×m funciones medibles que satisfacen

a) (Condición de Crecimiento)

|b(t, x)|+ |σ(t, x)| ≤ C(1 + |x|); x ∈ R
n
, t ∈ [0, T ]

para alguna constante C, (donde |σ|2 =
∑

|σij | = tr(σσ
>)) y tal que
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b) (Condición de Lipschitz)

|b(t, x)− b(t, y)|+ |σ(t, x)− σ(t, y)| ≤ D|x− y|; x, y ∈ R
n
, t ∈ [0, T ]

para alguna constante D.

Sea Z una variable aleatoria que es independiente de la σ-álgebra F
(m)

∞ generada

por Bs(·), s ≥ 0 y tal que

E[|Z|2] <∞.

Entonces la ecuación diferencial estocástica (2.1) con 0 ≤ t ≤ T , X0 = Z

tiene una solución única y continua con la propiedad de que Xt(ω) es un proceso

adaptado a la filtración FZ
t generada por Z y Bs; s ≤ t y

E

[

∫ T

0

|Xt|
2dt

]

< ∞.

Si (Ω,F , P) y {Bt}t≥0 son dados, entonces la soluci¶on de la ecuaci¶on (2.1), si
existe, es llamada una solución fuerte; en cambio, si originalmente tenemos los
coe¯cientes b(x, t) y σ(x, t) podemos preguntarnos si existen un par de procesos
(X̃t, B̃t), y B̃t un movimiento browniano respecto a la ¯ltraci¶on Ht de¯nida
sobre el espacio de probabilidad (Ω,H, P) tal que la ecuaci¶on (2.1) se satisface,
entonces a (X̃t, B̃t) se le llama solución débil. El concepto de soluci¶on d¶ebil
permite dar soluci¶on a la ecuaci¶on diferencial estoc¶astica cuando no existe una
soluci¶on fuerte. Las soluciones d¶ebiles son soluciones en distribuci¶on y pueden
ser de¯nidas en alg¶un otro espacio de probabilidad.

2.3. El Generador Infinitesimal

Es fundamental para muchas aplicaciones que se pueda asociar un operador
diferencial A de segundo orden a un proceso de difusi¶on Xt. La conexi¶on b¶asica
entre A y Xt es que A genera al proceso Xt.

Definici¶on 2.3.1 (Difusi¶on de Itô). Un proceso estoc¶astico Xt(ω) = X(t, ω) :
[0,∞)×Ω → R

n homog¶eneo en el tiempo que satisface una ecuaci¶on diferencial
estoc¶astica de la forma

dXt = b(Xt)dt + σ(Xt)dBt, t ≥ s; Xs = x (2.5)

donde Bt es un movimiento browniano m-dimensional y b : R
n → R

n, σ : R
n →

R
n×m satisfacen la condici¶on de Lipschitz y de crecimiento se llama difusión de

Itô.

Definici¶on 2.3.2 (Generador infinitesimal). Sea Xt una difusi¶on de Itô
homog¶enea en el tiempo en R

n. El generador in¯nitesimal A de Xt se de¯ne
como

Af(x) = l¶³m
t↓0

E
x [f(Xt)]− f(x)

t

; x ∈ R
n
.
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El conjunto de funciones f : R
n → R tales que el l¶³mite existe en x se denota

por DA(x), mientras que DA denota al conjunto de funciones para las que el
l¶³mite existe para toda x ∈ R

n.

La relaci¶on entre A y los coe¯cientes b, σ en la ecuaci¶on diferencial estoc¶astica
(2.5) la proporciona el siguiente teorema.

Teorema 2.3.1. Sea Xt la difusión de Itô

dXt = b(Xt)dt + σ(Xt)dBt.

Si f ∈ C
2

0
(Rn) entonces f ∈ DA y

Af(x) =
∑

i

bi(x)
∂f

∂xi

+
1

2

∑

i,j

(σσ
t)i,j(x)

∂
2
f

∂xi∂xj

.

Ejemplo 2.3.1. El movimiento browniano n-dimensional es por supuesto la solución
de la ecuación diferencial estocástica

dXt = dBt,

es decir, tenemos b = 0 y σ = In, la matriz de identidad n-dimensional. Por tanto el
generador de Bt es

Af =
1

2

∑ ∂2f

∂x2

i

; f = f(x1, . . . , xn) ∈ C2

0 (Rn),

es decir, A = 1

2
∆, donde ∆ es el laplaciano. Mientras que para el ejemplo 2.2.1

b(x) = µx, σ(x) = σx, y su generador infinitesimal es

Af(x) = µx
df

dx
+

1

2
σ2x2 d2f

dx2
.

Teorema 2.3.2 (F¶ormula de Dynkin). Sea f ∈ C
2

0
(Rn). Suponga que ¿ es

un tiempo de paro, E
x[¿ ] <∞. Entonces

E
x [f(Xτ )] = f(x) + E

x

[∫ τ

0

Af(Xs)ds

]

. (2.6)

Teorema 2.3.3 (Ecuaci¶on regresiva de Kolmogorov). Sea f ∈ C
2

0
(Rn).

a) Defina

u(t, x) = E
x [f(Xt)] . (2.7)

Entonces, u(t, ·) ∈ DA para cada t y

∂u

∂t

= Au, t > 0, x ∈ R
n (2.8)

u(0, x) = f(x); x ∈ R
n (2.9)

b) Más aún, si w(t, x) ∈ C
1,2(R × R

n) es una función acotada que satisface

(2.8) y (2.9) entonces w(t, x) = u(t, x) dada por (2.7).

Con un poco m¶as de trabajo podemos obtener la siguiente generalizaci¶on de
la ecuaci¶on regresiva de Kolmogorov:
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Teorema 2.3.4 (La f¶ormula de Feynman Kac̆). Sea f ∈ C
2

0
(Rn) y q ∈

C(Rn). Suponga que q está acotada inferiormente.

a) Sea

v(t, x) = E
x

[

e
−

∫

t

0
q(Xs)ds

f(Xt)
]

. (2.10)

Entonces
∂v

∂t

= Av − qv; t > 0, x ∈ R
n (2.11)

v(0, x) = f(x); x ∈ R
n (2.12)

b) Más aún, si w(t, x) ∈ C
1,2(R × R

n) es una función acotada en K × R
n

para cada compacto K ⊂ R y w satisface (2.11), (2.12), entonces w(t, x) =
v(t, x), dada por (2.10).

Ejemplo 2.3.2 (Ecuaci¶on regresiva). Es interesante observar qué pasa en el
teorema 2.3.3 cuando tomamos f(·) = δ(· − y):

E
x [f(Xt)] = E [δ(Xt − y)|X0 = x] = P [Xt = y|X0 = x] = pt(x, y), (2.13)

entonces
∂pt(x, y)

∂t
= Axpt(x, y),

3 (2.14)

es decir, la densidad de Xt condicionada a que X0 = x, satisface la ecuación regresiva

de Kolmogorov.

Ejemplo 2.3.3 (Ecuaci¶on de Fokker-Planck). Ahora, sea Xt una difusión de
Itô en R

n con generador

Af(y) =
1

2

∑

i,j

aij(y)
∂2f

∂yi∂yj
+
∑

i

bi(y)
∂f

∂yi
; f ∈ C2

0

y suponga que la medida de transición de Xt tiene una densidad pt(x, y), i.e.,

E
x[f(Xt)] =

∫

Rn

f(y)pt(x, y)dy; f ∈ C2

0 .

Suponga que y → pt(x, y) es suave para cada t, x.
Usando la fórmula de Dynkin, ecuación (2.6), se tiene que

∫

Rn

f(y)pt(x, y)dy = E
x[f(Xt)] = f(x) +

∫ t

0

∫

Rn

Ayf(y)ps(x, y)dyds, f ∈ C2

0 ;

3Dado que el proceso Xt es homogéneo en el tiempo, i.e., p
x,s
t (x, y) = p

x,0
t−s(x, y) = pτ (x, y),

entonces
∂p

x,s
t (x, y)

∂t
=

∂pτ (x, y)

∂τ
,

y

−

∂p
x,s
t (x, y)

∂s
=

∂pτ (x, y)

∂τ
.



2.3 El Generador Infinitesimal 31

y diferenciando respecto de t,
∫

Rn

f(y)
∂

∂t
pt(x, y)dy = 0 +

∫

Rn

Ayf(y)pt(x, y)dy.

A∗y es el adjunto de A (ver ejemplo C.1.1) y opera sobre la variable y y está dado por

A∗yφ(y) =
1

2

∑

i,j

∂2

∂yi∂yj
(aijφ)−

∑

i

∂

∂yi
(biφ); φ ∈ C2, (2.15)

entonces
〈Aφ,ψ〉 = 〈φ,A∗ψ〉 para φ ∈ C2

0 , ψ ∈ C2,

donde 〈·, ·〉 es el producto interior en L2(dy); en particular

〈Ayf, pt〉 = 〈f,A∗ypt〉,

es decir
∫

Rn

Ayf(y)pt(x, y)dy =

∫

Rn

f(y)A∗ypt(x, y)dy,

entonces
∫

Rn

f(y)
∂

∂t
pt(x, y)dy =

∫

Rn

f(y)A∗ypt(x, y)dy,

aśı,
∂

∂t
pt(x, y) = A∗ypt(x, y) para todo x, y. (2.16)

En muchas aplicaciones, como f́ısica, ingenieŕıa y finanzas, la importancia de las di-

fusiones está en su conexión con las ecuaciones diferenciales parciales, y en ocasio-

nes las difusiones se especifican por una ecuación diferencial llamada ecuación de

Fokker-Planck, ecuación (2.16), también conocida como ecuación progresiva de Kol-

mogorov. Aunque estas ecuaciones raramente tienen solución anaĺıtica, pueden ser

resueltas fácilmente de manera numérica. En la práctica es suficiente verificar que las

condiciones de existencia y unicidad se satisfacen y las soluciones se pueden calcular

con el grado deseado de precisión.

En seguida se muestra una conexi¶on sorprendente entre las ecuaciones di-
ferenciales estoc¶asticas y la soluci¶on de ecuaciones diferenciales parciales de
segundo orden. Un ejemplo es la soluci¶on de la ecuaci¶on de Black-Scholes en la
valuaci¶on de opciones, la cual es m¶as f¶acil de resolver por m¶etodos estoc¶asticos
que una ecuaci¶on diferencial de segundo orden. Al principio parecer¶³a extraño
pues un problema es completamente determin¶³stico y el otro entraña ruido blan-
co 4 en la ecuaci¶on diferencial.

Sea dXt = b(Xt)dt + σ(Xt)dBt una difusi¶on de Itô en R
n con generador A,

y si f ∈ C
2

0
(Rn) pongamos Z = f(X) y para simpli¯car la notaci¶on suprimimos

el ¶³ndice t y X1, . . . , Xn y B1, . . . , Bn denotar¶an las coordenadas de X y B res-
pectivamente, entonces aplicando la f¶ormula de Itô multidimensional (de¯nici¶on
2.2.3)

dZ =
∑

i

∂f(X)

∂xi

dXi +
1

2

∑

ij

∂
2
f(X)

∂xi∂xj

dXidXj

4Se usa ruido blanco como un śımil a la luz blanca que está constituida por todas las

frecuencias (colores). El ruido blanco se entenderá como la derivada del movimiento browniano.
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y como

dXi = bidt +
∑

k

σikdBk = bidt + (σdB)i

dZ =
∑

i

bi

∂f

∂xi

dt +
1

2

∑

ij

∂
2
f

∂xi∂xj

(σdB)i(σdB)j +
∑

i

∂f

∂xi

(σdB)i

y observando que

(σdB)i · (σdB)j =

(

∑

k

σikdBk

)(

∑

n

σjndBn

)

=

(

∑

k

σikσjkdt

)

= (σσ
>)ijdt,

se obtiene

f(Xt) = f(X0) +

∫ t

0





∑

i

bi

∂f

∂xi

+
1

2

∑

ij

(σσ
>)ij

∂
2
f

∂xi∂xj



 ds

+
∑

i,k

∫ t

0

σik

∂f

∂xi

dBk.

Aqu¶³ es donde se observa la utilidad del generador in¯nitesimal;

f(Xt) = f(x) +

∫ t

0

Af(Xs)ds +

∫ t

0

∇f
>(Xs)σ(Xs)dBs.

De¯nimos,

Mt = f(Xt)−

∫ t

0

Af(Xr)dr

(

= f(x) +

∫ t

0

∇f
>(Xr)σ(Xr)dBr

)

.

Ahora, como las integrales de Itô son martingalas (Teorema 2.2.1 f) ) con res-

pecto a las σ-¶algebras {F
(m)

t }, tenemos que para t > s

E
x[Mt|F

(m)

s ] = Ms.

Luego entonces,

E
x[Mt|Ms] = E

x
[

E
x[Mt | F

(m)

s ]|Ms

]

= E
x[Ms|Ms] = Ms,

pues Mt es Mt- medible. As¶³ hemos demostrado:

Teorema 2.3.5. Si Xt es una difusión de Itô en R
n con generador A, entonces

para todo f ∈ C
2

0
(Rn) el proceso

Mt = f(Xt)−

∫ t

0

Af(Xr)dr

es una martingala respecto de {Mt}.
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Ejemplo 2.3.4. En conexión con la deducción de la fórmula de Black-Scholes para
la valuación de opciones financieras aparece la siguiente ecuación diferencial parcial
(ver [1]);

∂c

∂t
= µx

∂c

∂x
+

1

2
σ2x2 ∂

2c

∂x2
− rc; t > 0, x ∈ R,

c(0, x) = (x−K)+
.
= máx(x−K, 0);

donde r > 0,K > 0, σ, µ, son constantes. Es decir, la ecuación diferencial parcial
la puedo escribir en términos del generador infinitesimal A, (ver ejemplo 2.3.1) con
b(x) = µx, σ(x) = σx, y con la siguiente ecuación de difusión de Itô dXt = µXtdt +
σXtdBt, cuya solución es

Xt = X0e
(µ− 1

2
σ2

)t+σBt ,

por el ejemplo 2.2.1.
Aśı,

∂c

∂t
= Ac− rc

con q(x) = r en el teorema 2.3.4 de la fórmula de Feynman Kac̆. Entonces la solución
a c es;

c(t, x) = E
x
[

e−
∫

t
0
q(Xsds)f(Xt)

]

= e−rtEx [f(Xt)] = e−rt
∫

R

f(x)fXt(x)dx.

Ahora,

FXt(x) = P(Xt ≤ x) = P(X0e
(µ− 1

2
σ2

)t+σBt ≤ x)

= P

(

Bt ≤
ln(x/X0)− (µ− 1

2
σ2)t

σ

)

=

∫

ln(x/X0)−(µ− 1

2
σ2

)t

σ

−∞

1
√

2πt
e−y

2/2tdy,

luego entonces,

fXt(x) =
1

√
2πt

e−(
ln(x/X0)−(µ− 1

2
σ2

)t

σ
)
2/2t 1

σ

X0

x

1

X0

.

Reconocemos a fXt(x) como la densidad de una lognormal de parámetros [(µ −
1

2
σ2)t+ logX0] y σ

2t. Aśı,

c(t, x) = e−rt
∫

R

c(0, x)fXt(x)dx (2.17)

=

∫

R

(x0e
(µ− 1

2
σ2

)t+σy −K)+
1

√
2πtσx

e−(
ln(x/X0)−(µ− 1

2
σ2

)t

σ
)
2/2tdx.

Pero (x0e
(µ− 1

2
σ2

)t+σy −K)+ = x0e
(µ− 1

2
σ2

)t+σy −K si x0e
(µ− 1

2
σ2

)t+σy > K, entonces

y >
ln(K/x0)−(µ− 1

2
σ2

)t

σ
= w; y con el cambio de variable y =

ln(x/X0)−(µ− 1

2
σ2

)t

σ
, dx =

σxdy, se tiene que

c(t, x) = e−rt
∫ ∞

y=w

(x0e
(µ− 1

2
σ2

)t+σy −K)
1

√
2πt

e−y
2/2tdy

= I1 − I2.
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Veamos I1,

I1 = e−rt
∫ ∞

y=w

x0e
(µ− 1

2
σ2

)t+σy 1
√

2πt
e−y

2/2tdy

= x0e
−rt+µt

∫ ∞

y=w

1
√

2πt
e−

1

2
σ2t+σy−y2/2tdy,

con el cambio de variable u = y√
t
− σ

√
t,

I1 = x0e
−rt+µt

∫ ∞

u=
w√

t
−σ
√
t

1
√

2πt
e−

u2

2

√
tdu

= x0e
−rt+µtΦ

(

σ
√
t−

w
√
t

)

= x0e
−rt+µtΦ(d1, )

con d1 =
ln(x0/K)+(µ+

1

2
σ2

)t

σ
√
t

.
Veamos I2,

I2 =
e−rt
√

2πt

∫ ∞

y=w

Ke−y
2/2tdy,

con el cambio de variable u = y√
t
,

I2 =
Ke−rt
√

2π

∫ ∞

u=
w√

t

e−u
2/2du

= e−rtKΦ(−
w
√
t
)

= e−rtKΦ(d2)

con d2 =
ln(x0/K)+(µ− 1

2
σ2

)t

σ
√
t

. Entonces,

c(t, x) = x0Φ(d1)− e−rtKΦ(d2),

pues en la ecuación diferencial de Black-Scholes r = µ.



Cap¶ıtulo 3

Aplicación

Son varios los objetivos que nos hemos planteado en este caṕıtulo. Aproxi-

mar el precio de un derivado en n estados cambiantes regido por un proceso de

nacimiento y muerte. Construir un pozo biestable en el que el tiempo de escape

de uno de los pozos tenga una distribución exponencial estableciendo de esta

forma la matriz de intensidad de proceso de nacimiento y muerte. Proponer el

movimiento Ornstein-Uhlenbeck en contraste al movimiento Browniano en la

valuación del derivado.

3.1. Opciones

Un producto ¯nanciero derivado es aqu¶el cuyo precio se encuentra en funci¶on
de otro, al que se le llama el activo subyacente. Con esta de¯nici¶on la cantidad
de derivados es muy extensa, sin embargo son cuatro los m¶as utilizados: los
forwards, los futuros, los swaps y las opciones. Una caracter¶³stica de todos ellos,
es que en vez de ser instrumentos ¯nancieros o m¶as precisamente t¶³tulos de
cr¶edito, son contratos, lo que implica, desde un punto de vista legal, un manejo
diferente.

Consideremos los siguientes supuestos importantes en la valuaci¶on de algu-
nos instrumentos ¯nancieros. Todos los inversionistas tienen acceso a la misma
informaci¶on relevante y pueden comprar o vender a cualquier precio; sin costos
de transacci¶on o comisiones, y el valor de los bienes es perfectamente divisible
y l¶³quido. No hay restricci¶on alguna en el monto de alg¶un cr¶edito bancario, y la
tasa de inter¶es bancaria es la misma para ambas partes.

Las opciones son ejemplos de derivados que cotizan en bolsa, es decir, ins-
trumentos cuyo valor depende de los precios de otros instrumentos m¶as b¶asicos,
tales como las acciones o los bonos. B¶asicamente una opción call (una opción

put, respectivamente) da el derecho de comprar (de vender, respectivamente)
el activo subyacente de la opci¶on en una fecha futura a un precio previamente
establecido. Las opciones se pueden pensar como un seguro tradicional, es decir,
en el que de no utilizarse (dado que no hay siniestro), se pierde la prima paga-
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da. Las opciones pueden ser o no estandarizadas, y pueden operarse o no en las
bolsas establecidas. Desde luego en caso de que est¶en en bolsa su volumen de
operaci¶on aumenta considerablemente. Las opciones se han comercializado por
siglos, sin embargo a habido una expansi¶on del mercado de opciones a partir
del surgimiento de las bolsas de opciones en 1973. Las bolsas m¶as importan-
tes para opciones estandarizadas son la CBOE (Chicago Board of Trade) y la
CME (Chicago Mercantile Exchange), ambas en EUA. En el caso de M¶exico,
a la fecha, las opciones a¶un no operan de forma generalizada, aunque algunos
intermediarios ¯nancieros ofrecen hacer contratos de opciones a la medida, en
particular de d¶olares. No obstante a partir de 1992, las casas de bolsa, princi-
palmente, emitieron un instrumento al que se le llam¶o T¶³tulos Opcionales, al
que tambi¶en se le conoci¶o con el nombre de warrant. A pesar de ser un t¶³tulo de
cr¶edito y no un contrato, este instrumento est¶a diseñado de manera an¶aloga a
una opci¶on tradicional, y es el primer intento serio de la comunidad ¯nanciera
para que en nuestro pa¶³s se ofrezca este derivado al p¶ublico en general. Desde
luego se espera que el MexDer (Mercado Mexicano de Derivados) permita ope-
rar, en breve plazo, este instrumento de manera similar al que se hace en otros
pa¶³ses. A la fecha las opciones han cobrado una gran importancia, sin embargo
el cl¶³max seguramente se da en 1997, cuando La Real Academia Sueca de Cien-
cias concede el Premio N¶obel de Econom¶³a a Robert C. Merton y a Myron S.
Scholes. Black, Merton y Scholes sentaron las bases para el r¶apido crecimiento
del mercado de derivados en los ¶ultimos 10 años. Sin embargo, su m¶etodo tiene
una utilizaci¶on m¶as general, y se han creado nuevas ¶areas de investigaci¶on, tan-
to dentro como fuera de la econom¶³a ¯nanciera. Es interesante observar que las
opciones m¶as comercializadas son las opciones Americanas, es decir, aqu¶ellas en
que el tenedor tiene el derecho de ejercer la opci¶on en cualquier momento antes
de que la opci¶on expire. De no ser as¶³, es decir, cuando una opci¶on se puede
ejercer s¶olo en la fecha de expiraci¶on, se le conoce como una opción Europea.
Cuando el inversionista noti¯ca a su agente su intenci¶on de ejercer una opci¶on,
si la opci¶on es una call, el inversionista debe comprar el activo subyacente (la
acci¶on) al llamado precio de ejercicio (si es una opci¶on put, el inversionista debe
vender el activo subyacente al precio de ejercicio).

El precio de ejercicio se denota por K y la fecha de expiraci¶on por T . Enfa-
ticemos que una opci¶on da el derecho de hacer algo; sin embargo, el tenedor de
la opci¶on no est¶a obligado a ejercer este derecho. Para comprar una opci¶on, el
inversionista necesita pagar el precio de la opci¶on (la prima).

Sea ST el precio de la acci¶on (el activo subyacente) a la fecha de expiraci¶on
T . Es natural suponer que se desconoce el precio ST al tiempo 0, as¶³ pues, ST da
aleatoriedad a nuestro modelo; y desde la perspectiva del tenedor de la opci¶on,
la ganancia g en la fecha de expiraci¶on T de una opci¶on Europea est¶a dada por
la f¶ormula

g(ST ) = (ST −K)+
.

= m¶ax{ST −K, 0},

Es decir, si en la fecha de expiraci¶on T el precio de la acci¶on es menor que el
precio de ejercicio, el tenedor de la opci¶on puede comprar la acci¶on directamente
en el mercado, pagando menos del valor de K. En otras palabras, ser¶³a irracional
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ejercer la opci¶on, cuando menos para un inversionista que pre¯ere tener m¶as
bienes que menos. Por otra parte, si en la fecha de expiraci¶on el precio de la
acci¶on es mayor a K, el inversionista ejerce su derecho de comprar la acci¶on
al precio de ejercicio K pactado. As¶³, al vender la acci¶on inmediatamente en el
mercado, el tenedor de la opci¶on obtiene una ganancia inmediata de ST −K.
Paralelamente a la opci¶on call, la opci¶on put da el derecho al tenedor de vender
la acci¶on al precio de ejercicio y en la fecha de expiraci¶on. Usando la misma
notaci¶on, se llega a la siguiente expresi¶on de la ganancia h en la fecha de ejercicio
T de una opci¶on put Europea

h(ST ) = (K − ST )+
.

= m¶ax{K − ST , 0}.

De aqu¶³ se sigue inmediatamente que las ganancias de la call y la put satisfacen
la siguiente igualdad, la llamada paridad put-call

g(ST )− h(ST ) = (ST −K)+ − (K − ST )+ = ST −K.

B¶asicamente, la paridad put-call signi¯ca que el precio de una opci¶on put

Europea se determina del precio de una opci¶on call Europea con el mismo
precio de ejercicio y fecha de expiraci¶on.

3.2. Futuros

Otros derivados importantes son los futuros y las opciones sobre futuros.
Los futuros se ejercen sobre una amplia gama de bienes (az¶ucar, trigo, naranja,
oro, etc¶etera) e instrumentos ¯nancieros (divisas, bonos, ¶³ndices, etc¶etera). Un
punto interesante es considerar al futuro como la suma de dos opciones, una
call y una put, con la misma prima y el mismo precio de ejercicio. Adoptar
la posici¶on larga en futuros es comprar una call y emitir una put, corta en
futuros es emitir una call y comprar una put. En particular en nuestro pa¶³s,
a la fecha, en el MexDer, se operan futuros sobre el IPC (¶Indice de Precios
y Cotizaciones), sobre el d¶olar, sobre el Cete, sobre la TIIE (Tasa de Inters
Interbancaria de Equilibrio) y sobre acciones (Cemex, Femsa, Gcarso, Gfbb y
Telmex). Para comercializar con futuros, las casas de bolsa especi¯can ciertas
normas en el contrato. Los precios se reportan en la prensa ¯nanciera, y se
determinan por la oferta y la demanda. Si hay m¶as inversionistas que pre¯eran
comprar futuros que venderlos, el precio se eleva; si ocurre lo contrario, el precio
baja. Las ganancias y p¶erdidas se rigen a trav¶es de un procedimiento espec¶³¯co
diario conocido como marking to market. Un dep¶osito inicial del inversionista,
conocido como margen inicial, se ajusta diariamente para reflejar las ganancias
y p¶erdidas debidas a los movimientos en el precio de los futuros. Imaginemos
por ejemplo a un inversionista que compra futuros (posici¶on larga) y que por
tanto tiene el compromiso de comprar. Si hay un decremento en el precio del
futuro, su cuenta de margen se reduce, su corredor tiene que pagar esta suma
a la casa de bolsa y la casa de bolsa pasa este dinero al corredor de la parte
que asumi¶o la posici¶on corta (quien vendi¶o los futuros). De manera similar,
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si el precio de los futuros se eleva, los corredores de las partes con posiciones
cortas pagan a la casa de bolsa, y los corredores de las partes con posici¶on larga
reciben el dinero de la casa de bolsa. De esta manera, el mercado es regulado
diariamente al cierre de cada d¶³a (marked to market). Finalmente, al llegar el
d¶³a de vencimiento la entrega se hace de la parte con posici¶on corta. El precio
recibido es generalmente el precio del futuro en el ¶ultimo momento en que se
ajust¶o la cuenta de margen.

3.3. Contratos Adelantados

Un contrato adelantado (forward) es un compromiso para comprar o vender
un bien en un tiempo futuro espec¶³¯co y a un precio pactado. Posiblemente
¶este sea el derivado m¶as antiguo que existe, y que en su origen se empleaba
para asegurar un precio de las cosechas agr¶³colas. Una de las partes de un
contrato forward asume una posici¶on larga y se compromete a comprar el activo
subyacente en una fecha futura espec¶³¯ca al precio de entrega; la otra parte
asume una posici¶on corta y se compromete a vender el bien en la misma fecha
y al mismo precio. Al momento en que se realiza el contrato, se determina el
precio de entrega para que el valor del contrato forward para ambas partes sea
cero. Por tanto algunos de los aspectos de los forwards se parecen a los de los
futuros; sin embargo, los forwards no se cotizan en bolsa como los futuros, que
adem¶as son estandarizados. Las bolsas m¶as importantes para los futuros son la
CBOT y el CME ambas en EUA. En el caso de M¶exico la bolsa correspondiente
es el MexDer.

Los swaps son el intercambio de flujos entre dos participantes, si bien algunos
lo pre¯eren entender como una serie de forwards. No obstante, en s¶³, el swap se
puede visualizar como una representaci¶on de cualquier instrumento o derivado,
toda vez que lo que buscan los participantes es precisamente eso, intercambiar
flujos (y en el que cada quien asume el riesgo de que se d¶e o no ese flujo). Estos
a su vez pueden o no ser estandarizados. Aqu¶³ lo m¶as com¶un es que no lo sean
y que cada uno de ellos sea “un traje a la medida”. Un aspecto de los swaps, es
que se puede determinar mejor la ¶epoca de inicio de este derivado: precisamente
despu¶es del colapso de los Acuerdos de Bretton Woods. De 1944 y hasta 1971,
las ¯nanzas en el mundo occidental, estuvieron basadas en los llamados Acuer-
dos de Bretton Woods, mediante los cuales hab¶³a nacido el Fondo Monetario
Internacional (FMI). Los pa¶³ses miembros se hab¶³an comprometido a ¯jar sus
respectivas monedas en relaci¶on al oro y al d¶olar estadounidense (35 d¶olares =
1 onza de oro). Una parte relevante del acuerdo fue que EUA, cuya moneda,
el d¶olar, se iba a utilizar para transacciones internacionales, no pod¶³a emitir
dinero nuevo sin el respaldo pertinente en reservas de oro. Para ¯nes pr¶acticos,
los acuerdos signi¯caron que las principales variables ¯nancieras permanecieran
¯jas, i.e., la paridad de las monedas era ¯ja y la tasa de inter¶es tambi¶en era ¯ja.
Dicho de otra forma, en ese lapso de tiempo, el riesgo ¯nanciero preocupaba
muy someramente a las personas y, en consecuencia, a las empresas. En dicha
¶epoca, el papel de las ¯nanzas fue m¶as bien secundario, y la generaci¶on de ri-
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queza estaba m¶as orientada a la forma de producir y de distribuir. A principios
de la d¶ecada de 1970, en particular en EUA, se tuvieron indicios de que no iba
a ser posible una transici¶on tranquila: para EUA esto signi¯caba que su d¶olar
cada vez valiera menos y al no vislumbrarse medidas, que no fueran dr¶asticas,
se empez¶o a alentar la especulaci¶on. Por ejemplo, se compraban d¶olares a una
paridad ¯ja mediante el pago de una moneda europea, y se cambiaban al go-
bierno de EUA por onzas de oro (pagando 35 d¶olares por cada una), el cual se
vend¶³a en el propio EUA o en otro pa¶³s a un precio mucho mayor, o incluso se
pod¶³an guardar previendo un incremento del precio del oro. El d¶olar empez¶o a
no ser conveniente como reserva internacional para los bancos centrales euro-
peos, en su lugar empezaron a preferir las reservas constituidas en oro, lo que
provoc¶o que las reservas de oro de EUA empezaran a bajar. A principios de 1971
se da un desprendimiento general a gran escala de d¶olares, lo que se convierte
r¶apidamente en p¶anico. Como resultado de esta crisis, se suprime la paridad ¯ja,
y quedan flotando, con respecto al d¶olar, el marco alem¶an, el d¶olar canadiense y
el flor¶³n holand¶es, es decir que el tipo de cambio de dichas monedas respecto al
d¶olar estadounidense pod¶³a variar de un minuto a otro. Esto era muy novedoso
para la ¶epoca. No obstante, los movimientos especulativos en torno a la moneda
estadounidense continuaron y se incrementaron a tal grado que obligaron, el 15
de agosto de 1971, al presidente de EUA, Richard M. Nixon, en el marco de un
gran d¶e¯cit presupuestario, a anunciar un plan hist¶orico de medidas que afecta-
ban tanto al interior como al exterior, y que, en s¶³ntesis, era desvincular el d¶olar
del oro, y con ello terminar con la esencia de los Acuerdos de Bretton Woods.
En la pr¶actica esto signi¯c¶o la devaluaci¶on del d¶olar frente al oro (a 38 d¶olares
la onza), la con¯rmaci¶on de que la paridad de las monedas ya no iba a ser ¯ja, y
adem¶as, que las tasas de inter¶es empezar¶³an a variar de manera m¶as frecuente,
y en algunos casos tampoco ser¶³a ¯ja. Un efecto complementario que se gener¶o,
y que despu¶es ha cobrado gran relevancia, fue la introducci¶on de plazos cada
vez menores, a ¯n de atraer o retener las inversiones. A la par de esta situaci¶on,
se producen dos fen¶omenos tecnol¶ogicos: el desarrollo de la computaci¶on y de
las telecomunicaciones, cuya notoria evoluci¶on permiten que el dinero se pueda
mover a una velocidad asombrosa. A tal grado que, en la actualidad, un pa¶³s,
que no cuente con estas tecnolog¶³as, est¶e expuesto a ser saqueado en pocos mi-
nutos. Los eventos anteriores han dado como resultado el mundo ¯nanciero tal
como lo conocemos en la actualidad, y que se puede resumir en una palabra: la
volatilidad. Ver [2] y [1].

3.4. La Fórmula de Samuelson

No obstante el gran n¶umero de formas de arribar a la f¶ormula de Black-
Scholes, una forma peculiar de llegar a ella es a trav¶es de la f¶ormula de Samuel-
son.

Consideremos un modelo ¯nanciero de un periodo en el que hay una acci¶on
con valor ST al ¯nal del periodo y valor inicial S0. Un bono de precio unitario
con ganancia e

rT y sea g(ST ) el valor de un derivado del tipo Europeo al tiempo
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de ejercicio.

Teorema 3.4.1. El precio p(g) de un derivado g(ST ) está dado por

p(g) = e
−rT

EP

[

g

(

ST

EST

S0e
rT

)]

. (3.1)

En donde EP es la esperanza respecto de la medida f¶³sica: la distribuci¶on de
ST es cualquiera. La veri¯caci¶on del teorema se encuentra en [12]. Como caso
particular podemos obtener la f¶ormula de Black-Scholes si suponemos el modelo
lognormal, ecuaci¶on (2.4) del ejemplo 2.2.1.

p(g) = e
−rT

EP

[

g

(

S0e
(µ− 1

2
σ2

)T+σBT

S0e
µT

S0e
rT

)]

= e
−rT

E

[

g

(

S0e
(r−σ2

2
)T+σBT

)]

que es la ecuaci¶on (2.17) del ejemplo 2.3.4. As¶³,

p(g) = S0©(d1)−Ke
−rT©(d2). (3.2)

3.5. El Modelo Modulado de Markov

El objetivo fundamental del modelo modulado de Markov es la valuaci¶on
de derivados en ambientes cambiantes. Sea X = X(t) un proceso de Markov
homog¶eneo que toma valores en E = {0, 1, 2, . . . , p}, cuya din¶amica est¶a go-
bernada por la matriz de intensidad Λ = (λjk). As¶³, decimos que el proceso
X de¯ne un ambiente. Suponemos que X es irreducible, y como el espacio de
estados es ¯nito, existe una ¶unica distribuci¶on inicial estacionaria de X deno-
tada por π = (π1, . . . , πp). Observe que los valores de X pueden ser constantes
por pedazos. El modelo modulado de Markov, ver [13], en tiempo continuo es
un modelo donde {Jt} es el ambiente subyacente que dicta las condiciones del
mercado y en un estado particular el modelo se comporta como el modelo de
Black-Scholes con par¶ametros que dependen del estado subyacente particular.
Cuando el estado cambia, otro proceso de Black-Scholes con par¶ametros nuevos
determina la evoluci¶on. Es decir, sean µi, σi y ri el rendimiento compuesto con-
tinuo e instant¶anea, la volatilidad y la tasa libre de riesgo cuando el ambiente
dictado por {Jt} est¶a en el estado i.

Sea f(t1, . . . , tp;T ) la funci¶on de densidad de los tiempos de ocupaci¶on en
los estados 0, 1, 2, . . . , p. Calcular la densidad no es f¶acil, pero en el caso de dos
estados se hizo en el ejemplo 1.2.4.

Dado que el proceso pasa un tiempo ti en el estado i, i = 1, . . . , p y t1 +
. . . + tp = T , entonces el precio p(g|t1, . . . , tp) de un derivado de la forma g(ST )
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est¶a dado por (ver [13] para la obtenci¶on de la ecuaci¶on),

p(g|t1, . . . , tp) =

(

p
∏

i=1

e
−riti

)

∫

Rp

g

[

S0

p
∏

i=1

e
(ri−

1

2
σ2

i )ti+σiyi

]

dFti
(yi)

=

(

p
∏

i=1

e
−riti

)

E

(

g

[

S0

p
∏

i=1

e
(ri−

1

2
σ2

i )ti+σiZi

])

donde Ft es la funci¶on de distribuci¶on de una normal con media cero y varianza
t y Zi son variables aleatorias normales e independientes con media cero y
varianza ti. Si de¯nimos

r
∗ =

1

T

p
∑

i=1

riti,

(σ∗)2 =
1

T

p
∑

i=1

σ
2

i ti,

y
σ
∗
BT ∼ N(0, (σ∗)2T )

entonces

p(g|t1, . . . , tp) =
(

e
−r∗T

)

E

(

g

[

S0e
(r∗− 1

2
(σ∗)2)T+σ∗BT

])

.

Identi¯camos esta ecuaci¶on como la f¶ormula de Black-Scholes. Sea BS(g, S0, r,

σ
2
, T ) el precio del derivado g(ST ) seg¶un la f¶ormula de Black-Scholes. Entonces

p(g|t1, . . . , tp) = BS(g, S0, r
∗
, (σ∗)2, T )

= S0©(d1)−Ke
−

∑p

i=1
riti©(d2) (3.3)

con

d1 =
ln(S0/K) + (r∗ + 1

2
(σ∗)2)T

σ
∗

√
T

,

d2 =
ln(S0/K) + (r∗ − 1

2
(σ∗)2)T

σ
∗

√
T

Llamaremos a la ecuaci¶on (3.3) la f¶ormula de Black-Scholes ponderada.
Si no se conocen las trayectorias, lo que com¶unmente sucede, entonces el

precio del derivado p(g) estar¶a dado por el promedio de los precios sobre todas
las posibles trayectorias. Y como s¶olo importa el tiempo que se pasa en cada
estado, obtenemos la siguiente expresi¶on para el precio del derivado

p(g) =

∫

D(T )

p(g|t1, . . . , tp)f(t1, . . . , tp;T )dt1 . . . dtp

= ETt1,...,tp
[BS(g, S0, r

∗
, (σ∗)2, T )], (3.4)

donde D(T ) = {(t1, . . . , tp)|ti ≥ 0, i = 1, . . . , p, t1 + . . . + tp = T}. Llamaremos
a la ecuaci¶on (3.4) la f¶ormula de Black-Scholes con densidad de tiempos de

ocupación. As¶³, el precio de un derivado en el modelo modulado de Markov se
puede descomponer en precios dados por la f¶ormula de Black-Scholes .
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3.6. Valuación del derivado para 2 estados

En [12] se presenta un ejemplo para calcular el precio del derivado en dos
estados con tres diferentes matrices de intensidad, haciendo uso de la ecuaci¶on
(3.4), con funci¶on de densidad dada por (1.16); y con los siguientes datos. Precio
inicial de la acci¶on S0 = 100, tasa de inter¶es1 por periodo 5% en el estado uno,
15% en el estado dos, volatilidades σ1 = 0.15 y σ2 = 0.25. El precio de ejercicio
es K. Los valores son para la opci¶on call Europea. Exacto, el valor de la call en
dos estados; BS-uno, el valor de la call en el estado uno; BS-dos, el valor de la
call en el estado dos.

La ecuaci¶on (3.4) en dos estados se puede f¶acilmente calcular en Matlab

creando primeramente el c¶odigo para la funci¶on de los tiempos de ocupaci¶on,
ecuaci¶on (1.16), en el archivo densh.m.

% Densidad del tiempo de ocupacion para el proceso en dos estados.

function y= densh(x,q1,q2,T)

% q1 y q2 son los valor de la matriz de intensidad.

% T es el tiempo.

y=exp(-q1.*x-q2.*(T-x)).*...

(sqrt((q1*q2.*x)/(T-x)).*besseli(1,2*sqrt(q1*q2.*x.*(T-x)))+...

q1*besseli(0,2*sqrt(q1*q2.*x.*(T-x))));

%besseli es la funcion de Bessel

El archivo bsm.m guardar¶a los valores de la tasa de rendimiento y de la volati-
lidad en cada estado.

function y= bsm(x,K,q1,q2,T)

% K, precio de ejercicio

% Datos del ejemplo

S=100;

r1=log(1+0.05);

r2=log(1+0.15);

sig1=log(1+0.15);

sig2=log(1+0.25);

% Ponderacion

t1=x;

t2=T-x;

r=(r1.*t1+r2.*t2)./T;

sig=sqrt((sig1.^2.*t1+sig2.^2.*t2)./T);

% blsprice calcula el precio de la call y de la put

% segun la formula de Black-Scholes

[c,p]=blsprice(S,K,r,T,sig,0);

y=c.*densh(x,q1,q2,T);

1La tasa libre de riesgo es la tasa rt = log(1 +Rt) = logSt/St−1; con Rt = St/St−1 − 1



3.6 Valuaci¶on del derivado para 2 estados 43

El valor de la call con (λ1, λ2, 1) = (1, 1, 1), precio de ejercicio de 110 y precio
del subyacente de 100 se obtiene integrando la funci¶on bsm:

c=quad(’bsm(x,110,1,1,1)’,0,1)

La probabilidad de permanecer en el estado uno la calculamos tecleando:

c1=blsprice(100,110,log(1+0.05),1,log(1+0.15),0)*exp(-1*1)

Al sumar c con c1 se obtiene el resultado 5.7443.

(λ1,λ2,t)=(1,1,1)

K Exacto BS-uno BS-dos
110 5.75 3.64 11.04
100 10.57 8.15 16.39
90 17.50 15.17 23.09

(λ1,λ2,t)=(1,2,1)

K Exacto BS-uno BS-dos
110 5.33 3.64 11.04
100 10.11 8.15 16.39
90 17.05 15.17 23.09

(λ1,λ2,t)=(2,1,1)

K Exacto BS-uno BS-dos
110 7.03 3.64 11.04
100 12.03 8.15 16.39
90 18.89 15.17 23.09

(λ1,λ2,t)=(1,1,10)

K Exacto BS-uno BS-dos
110 57.14 36.14 73.26
100 60.68 40.93 75.58
90 64.35 46.09 77.94

(λ1,λ2,t)=(1,2,10)

K Exacto BS-uno BS-dos
110 51.23 36.14 73.26
100 55.17 40.93 75.58
90 59.29 46.09 77.94
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(λ1,λ2,t)=(2,1,10)

K Exacto BS-uno BS-dos
110 63.16 36.14 73.26
100 66.27 40.93 75.58
90 69.47 46.09 77.94

3.7. Aproximación del derivado para n estados

En un proceso X(t) de nacimiento y muerte, cada part¶³cula vive una cantidad
de tiempo aleatoria al ¯nal de la cual se divide o muere. Si hay i (i ∈ N

⋃

{0})
individuos en la poblaci¶on, del estado i el proceso salta a i + 1 si ocurre una
divisi¶on ¶o a i − 1 si la part¶³cula muere sin dividirse. Entonces, el tiempo de
vida del individuo tiene una distribuci¶on exponencial con par¶ametro λi; y el
proceso brinca a i + 1 con probabilidad de transici¶on pi,i+1 y con probabilidad
complementaria pi,i−1 brinca a i− 1.

Usualmente, el proceso de nacimiento y muerte se describe en t¶erminos de
sus tasas de nacimiento y muerte; en una poblaci¶on de tamaño i, un individuo
nace con una tasa βi y muere con una tasa δi; i.e.,

P(X(t + h) = i + 1|X(t) = i) = βih +O(h),

P(X(t + h) = i− 1|X(t) = i) = δih +O(h),

y con probabilidad complementaria (cuando no ocurren ni nacimientos ni muer-
tes en (t, t + h)) el proceso permanece sin cambios

P(X(t + h) = i|X(t) = i) = 1− (βi + δi)h +O(h).

Es decir, hablamos de las probabilidades del generador in¯nitesimal Λ = {qij}i,j∈E ,
ver teorema 1.2.4. Entonces,

qi,i+1 = βi, qi,i−1 = δiI{i≥1},

qij = 0

si j /∈ {i− 1, i, i + 1} y,
qi = βi + δi

por conservatividad, de¯nici¶on 1.2.5. As¶³,

Λ =















−β0 β0 0 0 . . .

δ1 −(β1 + δ1) β1 0 0 . . .

0 δ2 −(β2 + δ2) β2 0 . . .

0 0 δ3 −(β3 + δ3) β3 . . .

...
...

...
...

...
. . .















(3.5)

Cada vez que el proceso entra en el estado i, la cantidad de tiempo que pasa
en ese estado antes de hacer una transici¶on a un estado diferente tiene una
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distribuci¶on exponencial con par¶ametro de intensidad qii = qi y con media 1/qi;
como puede veri¯carse en el teorema 1.2.10 b). De igual forma, por el teorema
1.2.10 a) encontramos que la matriz de transici¶on P viene dada por la estructura
regenerativa pi,i+1 = qi,i+1/qi = βi/(βi + δi), pi,i−1 = qi,i−1/qi = δi/(βi + δi) y
p0,1 = 1, es decir,

P =











0 1 0 0 . . .

δ1
β1+δ1

0 β1

β1+δ1
0 0 . . .

0 δ2
β2+δ2

0 β2

β2+δ2
0 . . .

...
...

...
...

...
. . .











Sea µij(t) la media de los tiempos de ocupaci¶on que el proceso pasa en
el estado j durante (0, t] habiendo iniciado en X(0) = i (i, j = 1, 2, . . . , p).
De¯nimos el proceso

Iij(t) =

{

1, si {X(t) = j|X(0) = i}
0, en otro caso.

Claramente,
P(Iij(t) = 1) = pij(t)

y
E[Iij(t)] = pij(t),

entonces,

µij(t) = E

∫ t

0

Iij(¿)d¿

=

∫ t

0

E[Iij(¿)]d¿

=

∫ t

0

pij(¿)d¿. (3.6)

Cuando t → ∞, obtenemos por la versi¶on continua del teorema erg¶odico (teo-
rema 1.1.3)

l¶³m
t→∞

1

t

∫ t

0

pij(¿)d¿ =
1

µj

= π(j). (3.7)

La aproximaci¶on al valor de la call para n estados consiste entonces en
encontrar el semigrupo de transici¶on {P(t)}t≥0 para la matriz de intensidad
dada en (3.5). Suponiendo que n es ¯nito P(t) se puede encontrar como soluci¶on
de la ecuaci¶on regresiva d

dt
P(t) = ΛP(t) ¶o de la ecuaci¶on progresiva (1.11) con

condici¶on inicial P(0) = I. Recordemos que la soluci¶on es

P(t) = e
tΛ

,

donde la exponencial de la matriz tΛ est¶a de¯nida por

e
tΛ .

=
∞
∑

n=0

t
n

n!
Λ

n = I +
∞
∑

n=1

t
n

n!
Λ

n
. (3.8)
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Cuando Λ es una matriz ¯nita, la serie en (3.8) es convergente y diagonalizable,
por tanto podemos escribir a Λ como

Λ = VDV
−1

,

donde D es una matriz diagonal con diferentes eigenvalores {λ1, λ2, . . . , λn} de
Λ como elementos. As¶³, el semigrupo de transici¶on es

P(t) = e
tVDV

−1

= I +

∞
∑

n=1

V(Dt)V−1

n!

= V

[

I +
∞
∑

n=1

(Dt)n

n!

]

V
−1

= Ve
Dt

V
−1

, (3.9)

donde

e
Dt =











e
λ1t 0

e
λ2t

. . .

0 e
λnt











.

3.7.1. La desigualdad de Jensen

La gr¶a¯cas 3.1 y 3.2 sugieren que p(g|t1, . . . , tp) puede ser una funci¶on c¶onca-
va o convexa, de no ser este el caso podemos entonces aproximarla por una
funci¶on lineal. La desigualdad de Jensen nos ayuda a encontrar una cota para
el precio del derivado condicionado a comenzar en el estado i.

Una funci¶on ϕ(x) es convexa si ϕ(λx + (1 − λ)y) ≤ λϕ(x) + (1 − λ)ϕ(y)
para todo x, y en R, y 0 < λ < 1. La funci¶on ϕ(x) es c¶oncava si −ϕ(x) es
convexa. De manera m¶as formal, las funciones convexas yacen debajo de las
rectas que conectan cualesquiera dos puntos de su gr¶a¯ca: mientras λ va de 0 a
1, λϕ(x1) + (1− λ)ϕ(x2) de¯ne una recta que conecta a ϕ(x1) con ϕ(x2). ¶Esta
recta yace encima de ϕ(x) si ϕ(x) es convexa. M¶as a¶un, una funci¶on convexa yace
encima de todas sus rectas tangentes y este hecho es la base de la desigualdad
de Jensen.

Teorema 3.7.1 (Desigualdad de Jensen). Para cualquier vector aleatorio

(X1, X2, . . . , Xp), si ϕ(x1, x2, . . . , xp) : R
p → R es una función convexa entonces

ϕ(EX1, EX2, . . . , EXp) ≤ Eϕ(X1, X2, . . . , Xp).

En efecto, sea h(x1, x2, . . . , xp) el hiperplano tangente a ϕ(x1, x2, . . . , xp) en
el punto ϕ(EX1, EX2, . . . , EXp). Escribamos h(x1, x2, . . . , xp) = a0 + a1x1 +
a2x2 + . . . + apxp para ciertas constantes a0, a1, a2, . . . , ap. Ahora, por la con-
vexidad de ϕ tenemos que ϕ(x1, x2, . . . , xp) ≥ a0 + a1x1 + a2x2 + . . . + apxp y
como la esperanza preserva las desigualdades
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Eϕ(X1, X2, . . . , Xp) ≥ E(a0 + a1X1 + a2X2 + . . . + apXp)

= a0 + a1EX1 + a2EX2 + . . . + apEXp

= h(EX1, EX2, . . . , EXp)

= ϕ(EX1, EX2, . . . , EXp),

puesto que h es tangente en el punto (EX1, EX2, . . . , EXp).
De esta forma, si p(g|t1, . . . , tp) es c¶oncava, digamos, entonces

ETt1,...,tp
[BS(g, S0, r

∗
, (σ∗)2, T )|J0 = i] ≤

BS

(

g, S0, ETt1,...,tp
[r∗|J0 = i], ETt1,...,tp

[(σ∗)2|J0 = i], T
)

.

Ahora,

ETt1,...,tp
[r∗|J0 = i] = ETt1,...,tp

[

1

T

p
∑

k=1

rktk|J0 = i

]

=
1

T

p
∑

k=1

rkETt1,...,tp
[tk|J0 = i]

=
1

T

p
∑

k=1

rkµik(T ) = r̄
∗

i ,

de igual manera

ETt1,...,tp
[(σ∗)2|J0 = i] =

1

T

p
∑

k=1

σ
2

kµik(T ) = (σ̄∗)2i ;

as¶³

ETt1,...,tp
[BS(g, S0, r

∗
, (σ∗)2, T )|J0 = i] ≤ BS

(

g, S0, r̄
∗

i , (σ̄
∗)2i , T

)

Raz¶on por la cual BS

(

g, S0, r̄
∗

i , (σ̄
∗)2i , T

)

siempre sobrevaluar¶a el precio del
derivado cuando sea c¶oncava.

3.7.2. La griega Θ

La £ de un derivado ¯nanciero es la tasa de cambio del derivado respecto
del tiempo manteniendo constante todo lo dem¶as. Para la opci¶on call, al derivar
la f¶ormula de Black-Scholes respecto del tiempo obtenemos

£ = −
S0ϕ(d1)σ

2
√

T − t

− rKe
−r(T−t)©(d2), (3.10)

con ©(·) la distribuci¶on y ϕ(·) la densidad de la normal est¶andar.
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El an¶alisis de convexidad para la f¶ormula de Black-Scholes ponderada lo
realizaremos a trav¶es de la derivada de £.

Observando la condici¶on T = t1 + . . . + tp en la f¶ormula de Black-Scholes
ponderada, ecuaci¶on (3.3), podemos escribir

r
∗
T = rpT + (r1 − rp)t1 + (r2 − rp)t2 + . . . + (rp−1 − rp)tp−1

= Rp,

de forma similar

(σ∗)2T = σ
2

pT − (σ2

p − σ
2

1
)t1 − . . .− (σ2

p − σ
2

p−1
)tp−1

= Tσ.

Entonces

(r∗ +
1

2
(σ∗)2)T = (rp +

1

2
σ

2

p)T

− [(rp − r1) +
1

2
(σ2

p − σ
2

1
)]t1 − [(rp − r2) +

1

2
(σ2

p − σ
2

2
)]t2

− . . .− [(rp − rp−1) +
1

2
(σ2

p − σ
2

p−1
)]tp−1

= mpT −mp1t1 −mp2t2 − . . .−mpp−1tp−1

= Tr,

y

(r∗ −
1

2
(σ∗)2)T = (rp −

1

2
σ

2

p)T

− [(rp − r1)−
1

2
(σ2

p − σ
2

1
)]t1 − [(rp − r2)−

1

2
(σ2

p − σ
2

2
)]t2

− . . .− [(rp − rp−1)−
1

2
(σ2

p − σ
2

p−1
)]tp−1

= m
−

p T −m
−

p1t1 −m
−

p2t2 − . . .−m
−

pp−1
tp−1

= T
−

r .

La f¶ormula de Black-Scholes ponderada la podemos entonces escribir como

p(g|t1, . . . , tp) = S0©(d1)−Ke
−Rp©(d2), (3.11)

donde

d1(t1, . . . , tp) =
ln(S0/K) + Tr√

Tσ

,

d2(t1, . . . , tp) =
ln(S0/K) + T

−

r√
Tσ

.
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Ahora la £ para la f¶ormula de Black-Scholes ponderada en dos estados la
podemos calcular si observamos lo siguiente:

d1(t1, t2) =
ln(S0/K) + m2T√

Tσ

−
m21t1√

Tσ

dd1(t1, t2)

dt1

=
(σ2

2
− σ

2

1
)

2Tσ

[

d1(t1, t2)−
2Tσm21√

Tσ(σ2

2
− σ

2

1
)

]

,

de igual forma para d2(t1, t2)

d2(t1, t2) =
ln(S0/K) + m

−

2
T

√
Tσ

−
m

−

21
t1√

Tσ

dd2(t1, t2)

dt1

=
(σ2

2
− σ

2

1
)

2Tσ

[

d2(t1, t2)−
2Tσm

−

21√
Tσ(σ2

2
− σ

2

1
)

]

;

las diferencias

d1(t1, t2)− d2(t1, t2) =
Tσ√
Tσ

y

dd1(t1, t2)

dt1

−
dd2(t1, t2)

dt1

= −
(σ2

2
− σ

2

1
)

2
√

Tσ

;

la relaci¶on entre d1(t1, t2) y d2(t1, t2) con la densidad de la normal est¶andar

ϕ(d2(t1, t2)) = ϕ(d1(t1, t2))
S0

K

e
R2

.

De esta forma

£ =
dp(g|t1, t2)

dt1

= S0ϕ(d1(t1, t2))
dd1(t1, t2)

dt1

−Ke
−R2

ϕ(d2(t1, t2))
dd2(t1, t2)

dt1

+ (r1 − r2)K©(d2(t1, t2))e
−R2

= −S0ϕ(d1(t1, t2))
(σ2

2
− σ

2

1
)

2
√

Tσ

− (r2 − r1)Ke
−R2©(d2(t1, t2)),

y para la derivada de £ respecto de t1 obtenemos

£′ =
S0(σ

2

2
− σ

2

1
)ϕ(d1(t1, t2))

2
√

Tσ

[

d1(t1, t2)
dd1(t1, t2)

dt1

−
(σ2

2
− σ

2

1
)

2Tσ

]

− S0(r2 − r1)ϕ(d1(t1, t2))
dd2(t1, t2)

dt1

− (r2 − r1)
2
K©(d2(t1, t2))e

−R2
.
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La matriz Hessiana Ht = (qij(t)), qij = ∂2f

∂ti∂tj
(t1, t2, . . . , tp), de la f¶ormula de

Black-Scholes en n (< p) estados se obtiene siguiendo un procedimiento paralelo
al desarrollado:

aii =
∂

2
p(g|t1, . . . , tp)

∂
2
ti

=
S0(σ

2

p − σ
2

i )ϕ(d1(t1, . . . , tp))

2
√

Tσ

[

d1(t1, . . . , tp)
∂d1(t1, . . . , tp)

∂ti

−
(σ2

p − σ
2

i )

2Tσ

]

− (rp − ri)S0ϕ(d1(t1, . . . , tp))
∂d2(t1, . . . , tp)

∂ti

− (rp − ri)
2
K©(d2(t1, . . . , tp))e

−Rp
.

Notamos que,
∂2p(g|t1,...,tp)

∂ti∂tj
y

∂2p(g|t1,...,tp)

∂tj∂ti
son funciones continuas en D(T )

y por tanto iguales.

aji =
∂

2
p(g|t1, . . . , tp)

∂tj∂ti

S0(σ
2

p − σ
2

i )ϕ(d1(t1, . . . , tp))d1(t1, . . . , tp)

2
√

Tσ

∂d1(t1, . . . , tp)

∂tj

−
S0(σ

2

p − σ
2

i )(σ
2

p − σ
2

j )ϕ(d1(t1, . . . , tp))

4
√

TσTσ

− (rp − ri)S0ϕ(d1(t1, . . . , tp))
∂d2(t1, . . . , tp)

∂tj

− (rp − ri)(rp − rj)K©(d2(t1, . . . , tp))e
−Rp

.

Algunos ejemplos cl¶asicos de convexidad en la l¶³nea real se obtienen del
siguiente teorema.

Teorema 3.7.2. Sea f una función real con segunda derivada continua en un

intervalo abierto (a, b). Entonces f es convexa si y sólo si su segunda derivada

f
′′ es no negativa en (a, b).

En efecto, supongamos que f
′′ es no negativa en (a, b). Entonces f

′ es no
decreciente en (a, b). Para a < x < y < b, 0 < λ < 1 y z = (1 − λ)x + λy,
tenemos

f(z)− f(x) =

∫ z

x

f
′(t)dt ≤ f

′(z)(z − x),

f(y)− f(z) =

∫ y

z

f
′(t)dt ≥ f

′(z)(y − z).

Como z − x = λ(y − x) y y − z = (1− λ)(y − x), tenemos
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f(z) ≤ f(x) + λf
′(z)(y − x),

f(z) ≤ f(y)− (1− λ)f ′(z)(y − x).

Multiplicando las dos desigualdades por (1−λ) y λ respectivamente y sum¶ando-
las, obtenemos

(1− λ)f(z) + λf(z) ≤ (1− λ)f(x) + λf(y).

El lado izquierdo es simplemente f(z) = f((1− λ)x + λy), por tanto se tiene la
convexidad de f en (a, b).

Si no fuese cierto que f
′′ es no negativa en (a, b), entonces f

′′ ser¶³a negativa
en un subintervalo (a′

, b
′) por continuidad. Por argumentos similares a los ya

dados, en (a′
, b

′) tendr¶³amos que

f(z)− f(x) > f
′(z)(z − x),

f(y)− f(z) < f
′(z)(y − z),

y en consecuencia

f((1− λ)x + λy) > (1− λ)f(x) + λf(y).

De esta forma f no ser¶³a convexa en (a, b).
El siguiente teorema es una versi¶on multidimensional del teorema 3.7.2

Teorema 3.7.3. Sea f una función real con diferencial segunda continua en

un intervalo abierto y convexo C de R
n. Entonces f es convexa en C si y sólo

si su matriz Hessiana

Qx = (qij(x)), qij =
∂

2
f

∂xi∂xj

(x1, x2, . . . , xn),

es positiva definida para toda x ∈ C. Es decir, si

z
>

Qxz ≥ 0 para todo z ∈ R
n
.

La convexidad de f en C es equivalente a la convexidad de la restricci¶on
de f a cada segmento de l¶³nea en C. Es decir a la convexidad de la funci¶on
g(λ) = f(y + λz) en el intervalo abierto {λ|y + λz ∈ C} para cada y ∈ C y
z ∈ R

n. Observemos que

g
′′(λ) = z

>
Qxz, x = y + λz.

Entonces por el teorema 3.7.2, g es convexa para cada y ∈ C y z ∈ R
n si y s¶olo

si z
>

Qxz ≥ 0 para todo z ∈ R
n y x ∈ C.

Lema 3.7.4. Sea B =

(

a b

b c

)

y H =
(

h1 h2

)

(

a b

b c

)(

h1

h2

)

. Entonces H es

positiva definida si y sólo si a > 0 y det(B) = ac− b
2

> 0.
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Observamos que la matriz

H =
(

h1 h2

)

(

a b

b c

)(

h1

h2

)

= ah
2

1
+ 2bh1h2 + ch

2

2
,

la podemos reescribir como

H = a(h1 +
b

a

h2)
2 + (c−

b
2

a

)h2

2

al completar cuadrados. Supongamos que H es positiva de¯nida. Haciendo h2 =
0 vemos que a > 0. Haciendo h1 = − b

a
h2 obtenemos que ac − b

2
> 0. Si ahora

suponemos que a > 0 y ac−b
2

> 0, observamos que H es una suma de cuadrados,
de donde H > 0. Si H = 0, entonces cada cuadrado debe ser cero, lo que implica
que tanto h1 como h2 deben ser cero. As¶³, H es positiva de¯nida.

De manera semejante, H es negativa de¯nida si y s¶olo si a < 0 y ac −
b
2

> 0. Existen criterios similares para matrices sim¶etricas n×n. Considerando
las n submatrices cuadradas que se pueden obtener a lo largo de la diagonal,
la funci¶on cuadr¶atica asociada a la matriz B es positiva de¯nida si y s¶olo si
los determinantes de estas submatrices diagonales son todas positivas. Para la
matriz negativa de¯nida debemos alternar los signos comenzado con el signo
menos.

Ejemplo 3.7.1 (2 estados). En el ejemplo 1.2.1 se encontró el siguiente resultado
para dos estados

P(t) =
1

λ1 + λ2

(
λ2 + λ1e

λt λ1 − λ1e
λt

λ2 − λ2e
λt λ1 + λ2e

λt

)
, (3.12)

con λ = −(λ1 + λ2) 6= 0, que se obtuvo a través de la ecuación (1.14). Ahora, usando
la ecuación (3.6) obtenemos para i, j = 1, 2,

µ11(t) =
λ2t

λ1 + λ2

+
λ1

(λ1 + λ2)2
[1− e−(λ1+λ2)t]

µ21(t) =
λ2t

λ1 + λ2

−
λ2

(λ1 + λ2)2
[1− e−(λ1+λ2)t]

µ12(t) =
λ1t

λ1 + λ2

−
λ1

(λ1 + λ2)2
[1− e−(λ1+λ2)t]

µ22(t) =
λ1t

λ1 + λ2

+
λ2

(λ1 + λ2)2
[1− e−(λ1+λ2)t]

y, por la ecuación (3.7)

ĺım
t→∞

1

t

∫ t

0

p11(τ)dτ = ĺım
t→∞

1

t
µ11(t) = ĺım

t→∞

1

t
µ21(t) =

λ2

λ1 + λ2

= π(1) (3.13)

y,

ĺım
t→∞

1

t

∫ t

0

p12(τ)dτ = ĺım
t→∞

1

t
µ12(t) = ĺım

t→∞

1

t
µ22(t) =

λ1

λ1 + λ2

= π(2). (3.14)
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Queremos aproximar los resultados obtenidos en [12] para (λ1, λ2, t). Como el pro-
ceso comienza en el estado uno, usamos µ11(t). En el primer caso (λ1, λ2, t) = (1, 1, 1)
tenemos que

µ11(1) = 0.7162

y, aplicando la fórmula de Black-Scholes ponderada (ecuación (3.3)) cuando K = 110,
r̄∗1 = 0.0746, (σ̄∗)21 = 0.16772 llegamos a que el precio de la call en dos estados
es 5.7574. La gráfica 3.1 muestra que la derivada de Θ es negativa en el intervalo
(0, 0.8207), por tanto p(g|t1, t2) es cóncava; y positiva en (0.8207, 1), donde es convexa.
El tiempo 0.7162 se encuentra en el primer intervalo, luego entonces la desigualdad
de Jensen nos proporciona una cota superior para el valor verdadero del derivado.
Encontramos que la diferencia con [12] (5.75) no es significativa. Presentamos las
tablas de los cálculos realizados.

(λ1, λ2, t) (1,1,1) (1,2,1) (2,1,1)

µ11(t) 0.7162 0.7722 0.5445

K Call Call Call
110 5.7574 5.3385 7.0383
100 10.6620 10.1806 12.1021
90 17.5764 17.1135 18.9629

(λ1, λ2, t) (1,1,10) (1,2,10) (2,1,10)

µ11(t) 5.2500 6.7778 3.5556

K Call Call Call
110 57.4869 51.4551 63.3543
100 61.0169 55.3949 66.4556
90 64.6655 59.5040 69.6379

Observamos lo siguiente

1. Los valores encontrados para la call en dos ambientes difieren de manera no
significativa respecto de lo obtenido en [12].

2. Como el proceso comienza en el estado uno sólo podemos hacer uso de µ11(t).

3. En [12] la función de densidad (1.16) es incompleta; como se observa en la
gráfica 1.2 para valores pequeños de t, por lo que el valor de la call debe ser
ajustado por la probabilidad de permanecer en el estado uno, e−λ1t. En nuestro
caso el cálculo es directo sin importar el valor de t.

4. El precio de la call en nuestra aproximación siempre es ligeramente mayor a lo
encontrado en [12]. Esto es claro pues, p(g|t1, t2) en todos los demás casos es
cóncava.

Presentamos, ahora, el valor de la call para dos ambientes comenzando en el estado
dos.
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(λ1, λ2, t) (1,1,1) (1,2,1) (2,1,1)

µ22(t) 0.7162 0.5445 0.7722

K Call Call Call
110 8.9663 7.6991 9.3772
100 14.2024 12.8297 14.6420
90 20.9854 19.6638 21.4085

(λ1, λ2, t) (1,1,10) (1,2,10) (2,1,10)

µ22(t) 5.2500 3.5556 6.7778

K Call Call Call
110 59.3044 52.8350 64.4146
100 62.7045 56.6841 67.4358
90 66.2104 60.6897 70.5321

Ejemplo 3.7.2 (3 estados). Supondremos los mismos datos que se usaron para el
cálculo de la call en dos estados, y agregaremos los valores de la tasa y la volatilidad
para el tercer estado; r3 = 10 %, σ3 = 10%, pero con matriz de intensidad

Λ =



−2 2 0
2 −(1 + 2) 1
0 1 −1


 ,

es decir, β0 = 2, δ1 = 2, β1 = 1 y δ2 = 1. Con esta matriz de intensidad se obtiene el
siguiente semigrupo de transición {P(t)}t≥0

p11(t) = −2
1 + e(−3+

√
3)t + e−(3+

√
3)t

(
3 +

√
3
) (
−3 +

√
3
)

p12(t) =

√
3e−(3+

√
3)t + e−(3+

√
3)t −

√
3e(−3+

√
3)t + e(−3+

√
3)t − 2(

3 +
√

3
) (
−3 +

√
3
)

p13(t) = −

√
3e−(3+

√
3)t − e−(3+

√
3)t −

√
3e(−3+

√
3)t − e(−3+

√
3)t + 2(

3 +
√

3
) (
−3 +

√
3
)

p21(t) =

√
3e−(3+

√
3)t + e−(3+

√
3)t −

√
3e(−3+

√
3)t + e(−3+

√
3)t − 2(

3 +
√

3
) (
−3 +

√
3
)

p22(t) = −
2 +

√
3e−(3+

√
3)t + 2 e−(3+

√
3)t −

√
3e(−3+

√
3)t + 2 e(−3+

√
3)t

(
3 +

√
3
) (
−3 +

√
3
)

p23(t) =
e−(3+

√
3)t + e(−3+

√
3)t − 2(

3 +
√

3
) (
−3 +

√
3
)

p31(t) = −

√
3e−(3+

√
3)t − e−(3+

√
3)t −

√
3e(−3+

√
3)t − e(−3+

√
3)t + 2(

3 +
√

3
) (
−3 +

√
3
)

p32(t) =
e−(3+

√
3)t + e(−3+

√
3)t − 2(

3 +
√

3
) (
−3 +

√
3
)

p33(t) =
−2 +

√
3e−(3+

√
3)t − 2 e−(3+

√
3)t −

√
3e(−3+

√
3)t − 2 e(−3+

√
3)t

(
3 +

√
3
) (
−3 +

√
3
)
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Integrando P(t) para el tiempo t = 2 calculamos la media de los tiempos de
ocupación comenzando en el estado uno. Aśı: µ11(2) = 0.9792, µ12(2) = 0.6591,
µ13(2) = 0.3618.

Aplicando la fórmula de Black-Scholes ponderada (ecuación (3.3)) cuando K = 110,
T = 2, r̄∗1 = 0.0872, (σ̄∗)21 = 0.16622 llegamos a que el precio de la call en tres estados
es 13.3016. Hemos calculado numéricamente las regiones de concavidad y convexidad
para p(g|t1, t2, t3), es decir aquella que cumplen con las condiciones del lema 3.7.4,
las regiones son vaćıas. Por lo que sólo podemos afirmar que el valor encontrado de
13.3016 es una buena aproximación al valor verdadero del derivado. Lo mismo sucede
para los valores de K = 100, 90. La siguiente tabla resume los cálculos realizados.

Comenzando en el edo. uno

µ11(2) 0.9792
µ12(2) 0.6591
µ13(2) 0.3618

K Call

110 13.3016
100 18.8551
90 25.5657

Comenzando en el edo. dos

µ21(2) 0.6591
µ22(2) 0.8305
µ23(2) 0.5104

K Call

110 14.8070
100 20.4496
90 27.1430

Comenzando en el edo. tres

µ31(2) 0.3618
µ32(2) 0.5104
µ33(2) 1.1278

K Call

110 13.5625
100 19.5460
90 26.6220

Hemos observado que si los valores en el estado uno y dos son iguales, p(g|t1, t2, t3)

puede tener regiones tanto de concavidad y convexidad como regiones que no lo son.

De aqúı que sea importante realizar el análisis de convexidad en los puntos de interés.
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Figura 3.1: Valores de la call en dos estados calculadas con p(g|t1, t2) junto con
la derivada de £ del ejemplo 3.7.1 para diferentes valores de K.
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Figura 3.2: Valor de la call en tres estados calculadas con p(g|t1, t2, t3) del
ejemplo 3.7.2 para diferentes valores de K.
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3.8. Correlación temporal en el sistema

Todos los sistemas macrosc¶opicos est¶an sujetos a perturbaciones irregulares
que no pueden ser modelados de manera determin¶³stica; llamamos a tales per-
turbaciones ruido. El ruido ha tenido un papel cambiante en la historia de la
ciencia. Hasta el siglo XIX el ruido se consideraba una molestia que deb¶³a ser
evitada o eliminada; y es a principios del siglo XX cuando fue posible obtener
informaci¶on acerca de los sistemas f¶³sicos debido a estas fluctuaciones.

Supondremos que la evoluci¶on de un sistema din¶amico puede ser modelada
por la siguiente ecuaci¶on de Langevin:

ẋ = f(x) + g(x)η(t), (3.15)

en donde el {·} denota la derivada respecto del tiempo, η(t) el t¶ermino de ruido
coloreado (correlaci¶on temporal ¯nita) con distribuci¶on no Gaussiana; teni¶endo-
se, por tanto, una ecuaci¶on diferencial estoc¶astica no Markoviana. Con mayor
precisi¶on, η(t) es un proceso Markoviano generado por la siguiente ecuaci¶on

η̇ = h(η) + εξ(t). (3.16)

En donde los momentos del ruido blanco ξ(t) (ver ejemplo 3.8.1) son

E[ξ(t)] = 0

E[ξ(t)ξ(s)] = 2δ(t− s).

Es decir, se tiene el siguiente sistema;
{

ẋ = f(x) + g(x)η(t)

η̇ = h(η) + εξ(t), E[ξ(t)ξ(s)] = 2δ(t− s).
(3.17)

Donde x denota el estado del sistema al tiempo t, η es la cantidad que fluct¶ua
y describe el efecto del medio sobre el sistema; es el acoplamiento del sistema
y el medio. La funci¶on f es la derivada del potencial U(x) (ver ¯gura 3.3 (a)),
f(x) = −U

′(x).
Observamos que el planteamiento del sistema (3.17) es bastante general, por

lo que estudiaremos un caso particular:






ẋ = f(x) + g(x)η(t)

η̇ = −
1

¿

V
′

q (η) +

√
D

¿

ξ(t), E[ξ(t)ξ(s)] = 2δ(t− s)
(3.18)

donde

Vq(η) =
D

¿(q − 1)
ln

[

1 +
¿

D

(q − 1)
η
2

2

]

. (3.19)

Este planteamiento particular del ruido η nos permite f¶acilmente alejarnos del
comportamiento gaussiano variando el par¶ametro q, ver [7], [8], [9] y [10] para
ampliar estos temas. D y ¿ son par¶ametros de ruido relacionados a la intensidad
y tiempo de correlaci¶on respectivamente.
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Ejemplo 3.8.1 (Eliminaci¶on Adiab¶atica). Si una part́ıcula pequeña de masa m
es sumergida en un fluido, una fuerza de fricción actuará en la part́ıcula. La expresión
más simple para tal fuerza de fricción la da la ley de Stokes

Fc = −αv.

Entonces, la ecuación de movimiento para la part́ıcula en ausencia de otras fuerzas
adicionales es

mv̇ + αv = 0 (3.20)

ó,
v̇ + γv = 0; γ = α/m = 1/τ.

Aśı, la velocidad v(t) decrece a cero con tiempo de relajación τ = 1/γ según

v(t) = v(0)et/τ = v(0)e−γt;

esto es, llamamos a τ el tiempo de relajación pues determina el tiempo t a partir del
cual v(t) → 0.

La ecuación (3.20) es válida solamente si la masa de la part́ıcula es grande a fin
de que la velocidad debida a las fluctuaciones termales sea despreciable. Una masa
más pequeña m hará que la velocidad termal sea observable y por tanto la velocidad de
esta part́ıcula ya no puede ser descrita de manera correcta por la ecuación (3.20). La
modificación de (3.20) que lleva a una ecuación termal adecuada es la adición de una
fuerza Ff (t) que fluctúa

F (t) = Fc(t) + Ff (t) = −αv(t) + Ff (t). (3.21)

La fuerza Ff (t) es una fuerza estocástica. De no ser aśı, debeŕıamos ser capaces de
resolver el sistema de ecuaciones del movimiento para todas las moléculas del fluido
y de la part́ıcula. Debido a que el número de moléculas en el fluido es grande (del
orden de 1023) no podemos resolver este sistema de ecuaciones. Más aún, como no
conocemos los valores iniciales de todas las moléculas del fluido, no podemos calcular
el movimiento exacto de la part́ıcula inmersa en el fluido.

Insertando (3.21) en (3.20) y dividiendo entre la masa obtenemos las ecuaciones
del movimiento

ẋ = v (3.22a)

v̇ + γv = ξ(t) (3.22b)

En donde definimos la fuerza de fluctuación por unidad de masa

ξ(t) = Ff (t)/m,

que es llamada fuerza de Langevin. Algunas propiedades de la fuerza de Langevin son:

1. E[ξ(t)] = 0; el efecto promedio de las colisiones es nulo.

2. E[ξ(t)ξ(s)] = qδ(t − s); para diferentes tiempos las ξ’s son independientes. La
δ de Dirac aparece pues de otra manera la enerǵıa promedio de la part́ıcula no
seŕıa finita, violando el principio de equipartición de enerǵıa que afirma que la
part́ıcula entra en equilibrio termodinámico cuando t → ∞. El valor de q es
calculado de esta manera, encontrándose que q = 2γkT/m; con temperatura T
y constante de Boltzmann k.
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3. Con ayuda de la identidad
∫
ϕ(s)δ(s − t)ds = ϕ(t) dada en [15] vemos que la

densidad espectral S(ω) de la fuerza de Langevin ξ(t) es la transformada de
Fourier de la función de correlación y que es independiente de ω:

S(ω) = 2

∫ ∞

−∞

e−iωτqδ(τ)dτ = 2q.

Es por esta razón que la fuerza ξ es llamada ruido blanco y si no tiene una corre-
lación dependiente de δ, i.e., si la densidad espectral depende de la frecuencia ω,
entonces se usa el término ruido coloreado.

4. Queremos resolver (3.22b) para la condición inicial v0 al tiempo 0. La solución
es como en el ejemplo 2.2.2,

v(t) = v0e
−γt +

∫ t

0

e−γ(t−s)ξ(s)ds. (3.23)

Consideremos la situación en que el coeficiente de fricción γ es grande, entonces
para tÀ τ la ecuación (3.23) se relajará a

v(t) →

∫ t

0

e−γ(t−s)ξ(s)ds. (3.24)

De esta forma podemos escribir a la ecuación (3.22a) como

ẋ =

∫ t

s=0

e−γ(t−s)ξ(s)ds

=
2

γ

∫ t

s=0

1

2τ
e−γ(t−s)ξ(s)ds

=
1

γ

∫ t

s=−t

1

2τ
e−|t−s|/τ ξ(s)ds, (3.25)

y si τ → 0

ẋ =
1

γ

∫ t

s=−t

δ(t− s)ξ(s)ds

=
1

γ
ξ(t).

Aśı 2, hemos eliminado a la variable v̇ en (3.22b). F́ısicamente significa que va-
lores grandes de la fricción γ (o, en general, tiempos pequeños de relajación),
obligan a v̇(t) a relajarse. Este procedimiento es el prototipo de todas las elimi-
naciones adiabáticas.3

Ahora, la función de correlación para la velocidad es

E[v(t1)v(t2)] = v0e
−γ(t1+t2) +

∫ t1

0

∫ t2

0

e−γ(t1+t2−s1−s2)qδ(s1 − s2)ds1ds2

= v0e
−γ(t1+t2) +

q

2γ
(e−γ|t1−t2| − e−γ(t1+t2)),

2La densidad de la exponencial doble, f(x) = 1

2σ
e−|x−µ|/σ con x ∈ R, tiene media µ y

varianza 2σ2.
3Un proceso, que en termodinámica, pasa sin perder o ganar calor.
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usando que E[ξ(t)] = 0 y la propiedad de δ(·) utilizada recientemente al calcular
la densidad espectral. Siendo γ > 0 si t1, t2 → ∞ con diferencia constante
|t1 − t2|, la función de correlación se vuelve estacionaria e independiente de la
velocidad inicial v0

E[v(t1)v(t2)] =
q

2γ
e−γ|t1−t2|. (3.26)

La ecuación diferencial estocástica (ecuación de Langevin) de una part́ıcula de masa
m que se mueve bajo la influencia de una fuerza externa F = mU ′(x), donde a mU(x)
se le conoce como el potencial; y con constante de fricción γ está dada por

ẋ = v

v̇ = −γv + F (x)/m+ q1/2ξ(t), E[ξ(t)ξ(s)] = qδ(t− s), (3.27)

La función de densidad pt(x, v) satisface la ecuación de Fokker-Planck, ver ecuación
(2.16), mejor conocida como ecuación de Klein-Kramers; que es una ecuación del mo-
vimiento para la densidad de la posición y la velocidad que describe el movimiento
Browniano de una part́ıcula en un campo externo. En el caso unidimensional la ecua-
ción de Fokker-Planck correspondiente es

∂p

∂t
= −

∂

∂x
(vp) +

∂

∂v

(
γvp−

F (x)

m
p

)
+
γkT

m

∂2p

∂v2
.

La ecuación (3.27) se puede escribir como la ecuación de movimiento

mẍ+mγẋ = F (x) +mq1/2ξ(t).

Si consideramos valores grandes de la fricción γ podemos relajar a ẍ = v̇ (eliminación
adiabática). Entonces, suponemos que

ẋ =
F (x)

mγ
+ q1/2ξ(t)/γ

con la siguiente ecuación de Fokker-Planck correspondiente

∂p

∂t
= −

1

mγ

∂

∂x
(F (x)p) +

kT

mγ

∂2p

∂x2
.

Esta ecuación se conoce como ecuación de Smoluchowski.

3.8.1. Aproximación unificada de ruido coloreado

La soluci¶on al problema no Markoviano inicialmente planteado (ecuaci¶on
(3.15)) se ha transformado en un problema Markoviano extendiendo el n¶umero
de variables y ecuaciones (ecuaciones (3.17)), de esta manera podemos resolver
la ecuaci¶on asociada de Fokker-Planck para obtener la funci¶on de densidad. Sin
embargo, el planteamiento original del problema est¶a en funci¶on de una ecuaci¶on
diferencial estoc¶astica no Markoviana, por lo que podemos usar el procedimiento
de eliminaci¶on adiabática (ver ejemplo 3.8.1) que permite reducir el problema
extendido a una aproximaci¶on Markoviana efectiva en t¶erminos de la variable
original, ver [17]. Lo anterior conduce a una ecuaci¶on aproximada de Fokker-
Planck en una variable.



62 3. Aplicaci¶on

Claramente, cuando q → 1 en la ecuaci¶on (3.19), se tiene que

l¶³m
q→1

Vq(η) = l¶³m
q→1

ln

[

1 + β(q − 1)
η
2

2

]
1

β(q−1)

=
η
2

2
,

donde β = ¿/D, y en este caso se obtiene el sistema







ẋ = f(x) + g(x)η(t)

η̇ = −
1

¿

η +

√
D

¿

ξ(t), E[ξ(t)ξ(s)] = 2δ(t− s)
(3.28)

en el que restringiremos el an¶alisis. La segunda ecuaci¶on del sistema (3.28) tiene
la siguiente funci¶on de correlaci¶on calculada de manera similar que en (3.26) del
ejemplo 3.8.1.

E[η(t)η(s)] =
D

¿

e
−|t−s|/τ → 2Dδ(t− s), cuando ¿ → 0. (3.29)

Sea ahora Bt un movimiento browniano est¶andar. Calculemos la siguiente
funci¶on de correlaci¶on

E[
√

2DḂt

√
2DḂs] = 2D

∂
2

∂t∂s

m¶³n(t, s) = 2D
∂

∂t

H(t− s)

= 2Dδ(t− s), (3.30)

donde H es la funci¶on Heaviside o funci¶on escalonada, considerada como funci¶on
generalizada. Luego entonces η(t) =

√
2DḂt. De esta forma el sistema (3.28) se

reduce a la siguiente ecuaci¶on de difusi¶on

dx = f(x)dt + g(x)
√

2DdBt. (3.31)

El sistema (3.28) tiene una estructura de ruido multiplicativo, la cual se
puede transformar en ruido aditivo con la transformaci¶on y =

∫ x
g
−1(s)ds:

hacemos x = u(y), entonces ẏ = ẋg
−1(u(y)) = ẋg̃

−1(y), y (3.28) queda

ẏg̃(y) = f(u(y)) + g̃(y)η(t)















ẏ =
˜

f(y)

g̃(y)
+ η(t) = ˜

h(y) + η(t),

η̇ = −
1

¿

η +

√
D

¿

ξ(t), E[ξ(t)ξ(t′)] = 2δ(t− t
′).

Tomando la segunda derivada temporal de y y sustituyendo los valores de η̇(t)
y η(t) obtenemos

ÿ + ẏ[¿−1 − ˜

h
′(y)]−

˜

h(y)

¿

=
D

1/2

¿

ξ(t). (3.32)
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Con el cambio de escala temporal t = ¿
1/2

s, la ecuaci¶on (3.32) se convierte en

s :
1
√

¿

1
√

¿

ÿ +
ẏ

√
¿

[¿−1 − ˜

h
′(y)]−

˜

h(y)

¿

=
D

1/2

¿
4
√

¿

ξ(s),

s : ÿ + ẏ[¿−1/2 − ¿
1/2

˜

h
′(y)]− ˜

h(y) =
D

1/2

4
√

¿

ξ(s),

s : ÿ + γ̃(y, ¿)ẏ − ˜

h(y) =
D

1/2

4
√

¿

ξ(s),

con γ̃(y, ¿) = ¿
−1/2 − ¿

1/2
˜

h
′(y), pues

E[D1/2
ξ(t)D1/2

ξ(t′)] = DE[ξ(t)ξ(t′)] = D2δ(t− t
′) = D2δ(

√
¿s−

√
¿s

′)

=
D

√
¿

2δ(s− s
′) =

D

√
¿

E[ξ(s)ξ(s′)]

= E

[
√

D

√
¿

ξ(s)

√

D

√
¿

ξ(s′)

]

,

usando propiedades de δ (ver [15]) y de la esperanza. Entonces la ecuaci¶on (3.32)
en la nueva escala temporal es

s : ÿ + γ̃(y, ¿)ẏ − ˜

h(y) =
D

1/2

4
√

¿

ξs, E[ξ(s)ξ(s′)] = 2δ(s− s
′), (3.33)

con γ̃(y, ¿) como coe¯ciente de fricci¶on. Si el coe¯ciente de fricci¶on es grande, po-
demos aplicar la cancelaci¶on adiab¶atica del ejemplo 3.8.1. Con ÿ = 0 obtenemos
una aproximaci¶on markoviana efectiva del sistema (3.28):

s : ẏ[¿−1/2 − ¿
1/2

˜

h
′(y)]− ˜

h(y) =
D

1/2

4
√

¿

ξ(s), (3.34)

y como

˜

h
′(y) =

g̃(y)f ′(u(y))u′(y)− ˜

f(y)g′(u(y))u′(y)

g̃
2(y)

= ˜

f
′(y)− ˜

f(y)
g̃
′(y)

g̃(y)
, pues ẋ = u

′(y)ẏ = g̃(y)ẏ,

la ecuaci¶on (3.34) es

s : ẏ

[

¿
−1/2 − ¿

1/2

(

˜

f
′(y)− ˜

f(y)
g̃
′(y)

g̃(y)

)]

− ˜

h(y) =
D

1/2

4
√

¿

ξ(s),

s : ẏγ̃1(y, ¿)− ˜

h(y) =
D

1/2

4
√

¿

ξ(s).

que en el tiempo original t =
√

¿s, y con ruido multiplicativo g(x)ξ(t) se lee

ẋ

√
¿

g(x)

[

¿
−1/2 − ¿

1/2

(

f
′(x)− f(x)

g
′(x)

g(x)

)]

−
f(x)

g(x)
= D

1/2
ξ(t),

ẋ

g(x)

[

1− ¿

(

f
′(x)− f(x)

g
′(x)

g(x)

)]

−
f(x)

g(x)
= D

1/2
ξ(t),
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con γ1(x, ¿) = 1− ¿ [f ′(x)− f(x)g′(x)/g(x)]; entonces

ẋ =
f(x)

γ1(x, ¿)
+

g(x)D1/2

γ1(x, ¿)
ξ(t), E[ξ(t)ξ(s)] = 2δ(t− s). (3.35)

La ecuaci¶on (3.35) es el resultado principal del cual f¶acilmente obtenemos la
ecuaci¶on de Fokker-Planck asociada. Observemos que cuando ¿ → 0, la ecuaci¶on
(3.35) se convierte en

ẋ = f(x) + g(x)
√

2DḂt, (3.36)

que es lo que se esperaba.

3.9. Escape de un pozo biestable

Consideremos la ecuaci¶on de difusi¶on (3.36) con f(x) = −U
′(x) y

√

b(x) =

g(x)
√

2D

dx = f(x)dt +
√

b(x)dBt. (3.37)

Nos preguntamos cu¶anto tiempo una part¶³cula cuya posici¶on est¶a descrita por
la ecuaci¶on (3.37) permanece en una cierta regi¶on de x.

Supongamos que la part¶³cula se encuentra inicialmente en x al tiempo t y
que pertenece al intervalo abierto (a, b). Diremos que la part¶³cula deja el sistema
cuando alcanza el extremo a ¶o b (estos puntos ser¶an las condiciones de frontera
de la ecuaci¶on diferencial).

Bajo estas condiciones, la probabilidad de que al tiempo t la part¶³cula se
encuentre en el intervalo (a, b) es

∫ b

a

pt(x, y)dy

.

= G(x, t). (3.38)

Sea T (x) el tiempo en el que la part¶³cula x deja (a, b). Para un proceso con
estados absorbentes en la frontera la probabilidad de no salir de (a, b) al tiempo
t es id¶entica a la probabilidad de encontrarlo en el tiempo t en un punto del
intervalo,

P(T ≥ t) =

∫ b

a

pt(x, y)dy

es decir que G(x, t) es P(T ≥ t).
Ahora, la ecuaci¶on regresiva asociada a esta probabilidad es (ver ejemplo

2.3.2),
∂pt(x, y)

∂t

= f(x)
∂pt(x, y)

∂x

+
1

2
b(x)

∂pt(x, y)

∂x
2

,

con condici¶on inicial

p0(x, y) = δ(x− y)
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y por tanto, G(x, t) obedece la ecuaci¶on

∂G(x, t)

∂t

= f(x)
∂G(x, t)

∂x

+
1

2
b(x)

∂G(x, t)

∂x
2

. (3.39)

Dado que P(T < t) + P(T ≥ t) = 1 la densidad de T (x) es fT (t) = −∂G(x,t)

∂t
.

Entonces, el n-¶esimo momento de T (x) es

E[Tn(x)] = Mn(x) = −

∫

∞

t=0

t
n ∂G(x, t)

∂t

dt.

El primer momento de T (x) es

M(x) = −

∫

∞

t=0

t

∂G(x, t)

∂t

dt = −tG(x, t)|∞t=0
+

∫

∞

t=0

G(x, t)dt

=

∫

∞

t=0

G(x, t)dt, (3.40)

despu¶es de aplicar integraci¶on por partes (si de¯nimos
∫

∞

t=0
pt(x, y)dt = p(x, y)

llegamos a que M(x) =
∫

∞

t=0

∫ b

a
pt(x, y)dy =

∫ b

a
p(x, y)dy). Similarmente, encon-

tramos que el n-¶esimo momento de T (x) es

Mn(x) = n

∫

∞

t=0

t
n−1

G(x, t)dt.

Podemos, ahora, encontrar una ecuaci¶on diferencial para el primer momento
M(x) usando (3.40) e integrando (3.39) de cero a in¯nito. Observando que

∫

∞

t=0

∂G(x, t)

∂t

dt = G(x,∞)−G(x, 0) = −1,

llegamos a que

−1 = f(x)M ′(x) +
1

2
b(x)M ′′(x), (3.41)

con condiciones de frontera que depender¶an de que los extremos del intervalo
(a, b) sean absorbentes o reflejantes.

De igual forma (multiplicando por nt
n−1 la ecuaci¶on (3.39) e integrando de

cero a in¯nito), vemos que la ecuaci¶on diferencial para Mn(x) es

−nMn−1(x) = f(x)M ′

n(x) +
1

2
b(x)M ′′

n (x). (3.42)

3.9.1. El tiempo de escape es exponencial

Sea U(x) un potencial biestable (ver ¯gura 3.3 (a)), con umı́n(−) y umı́n(+)

sus m¶³nimos y umáx el m¶aximo local.
Supongamos que V (x) es otro potencial con los mismos puntos extremos

de U(x) y que b
′(umáx) = 0. En el intervalo (a, b) digamos que a es un punto
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reflejante (a ≈ −∞) y que b es absorbente (b = umáx; la part¶³cula desaparece al
alcanzar este punto). Las condiciones de frontera son entonces

M(umáx) = 0 (3.43a)

M
′(−∞) = 0. (3.43b)

Multiplicaremos la ecuaci¶on (3.42) por exp(
∫ x

z=umáx

f(z)

0,5b(z)
dz) = e

−V (x). Ob-

servamos que f(umáx) = 0 pues f(x) = −U
′(x).

M
′′

n (x)e−V (x) +
f(x)

0,5b(x)
M

′

n(x)e−V (x) = −
nMn−1(x)

0,5b(x)
e
−V (x)

,

agrupando

(

M
′

n(x)e−V (x)

)

′

= −
nMn−1(x)

0,5b(x)
e
−V (x)

,

integrando y observando la condici¶on de frontera M
′(−∞) = 0, escribimos

M
′

n(x) = e
V (x)

∫ x

yn=−∞

−
nMn−1(yn)

0,5b(yn)
e
−V (yn)dyn.

As¶³

Mn(x) = n

∫ umáx

xn=x

e
V (xn)

∫ xn

yn=−∞

Mn−1(yn)
e
−V (yn)

0,5b(yn)
dyndxn. (3.44)

Lo que signi¯ca que podemos escribir los momentos Mn de forma recursiva:

Mn−1(x) = (n− 1)

∫ umáx

xn−1=x

e
V (xn−1)

∫ xn−1

yn−1=−∞

Mn−2(yn−1)

e
−V (yn−1)

0,5b(yn−1)
dyn−1dxn−1

...

M(x) =

∫ umáx

x1=x

e
V (x1)

∫ x1

y1=−∞

e
−V (y1)

0,5b(y1)
dy1dx1, (3.45)

La funci¶on H(x) = e−V (x)

0,5b(x)
en la ecuaci¶on (3.45) tiene un m¶³nimo local en

umáx (H ′(umáx) = 0) con m¶aximos locales pr¶oximos a umı́n(−) y umı́n(+) (si no es
que iguales) y cuando x→ ±∞, H(x) tiende a cero (como en la gr¶a¯ca 3.3 (b)).
De esta forma

∫ x

y=−∞
H(y)dy hace su m¶axima contribuci¶on cerca de x = umáx

(m¶etodo de Laplace4), en cuyo caso
∫ x

y=−∞
H(y)dy ser¶a casi constante para

4Se basa en la idea de que la mayor contribución del valor una integral proviene de la

vecindad de los puntos en el intervalo [a, b] en donde el integrando tiene su valor máximo.
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aquellos valores de x que hagan de
∫ umáx

x1=x
e
V (x1)dx1 signi¯cativamete diferente

de cero. Por tanto, podemos aproximar (3.45) como

M(x) =

∫ umáx

y1=−∞

e
−V (y1)

0,5b(y1)
dy1

∫ c

x1=umı́n(−)

e
V (x1)dx1 =

1

λ

,

con umáx < c.
Debemos observar que el tiempo que la part¶³cula pasa en una vecindad de

umáx es insigni¯cante con respecto al tiempo que pasa en una vecindad inmediata
de umı́n. Si tambi¶en observamos que la probabilidad de superar la barrera en
umax en cualquier direcci¶on es un medio, el tiempo de escape efectivo, Mefect,
ser¶a 1

2
M = 1

2λ
.

Ahora, escribiendo recursivamente los momentos Mn llegamos a una sucesi¶on
de integrales anidadas

Mn(x) = n!

∫ umáx

xn=x

e
V (xn)

∫ xn

yn=−∞

∫ umáx

xn−1=yn

e
V (xn−1)

∫ xn−1

yn−1=−∞

. . .

∫ umáx

x1=y

e
V (x1)

∫ x1

y1=−∞

e
−V (y1)

0,5b(y1)
. . .

e
−V (yn)

0,5b(yn)
dy1dx1 . . . dyndxn,

y usando el mismo argumento que usamos para separar la integral en (3.45)
obtenemos

E[Tn(x)] = Mn(x) = n!(1/2λ)n, (3.46)

con lo que concluimos que T (x) tiene una distribuci¶on exponencial5. El mismo
resultado se encuentra para el pozo derecho.

Por consiguiente, una part¶³cula que se encuentre en cualesquiera de los dos
pozos escapar¶a con una intensidad λ1 de uno de ellos y con otra intensidad
λ2 del otro, fluctuando entre pozo y pozo. Consecuentemente observamos una
similitud en los tiempos de permanencia entre pozos y estados.

5La función generatriz de momentos de la densidad exponencial, f(x) = λe−λx, es

Mx(t) =
λ

λ− t
.

Entonces

M

′
x(t)|t=0 =

λ

λ2

M

′′
x(t)|t=0 =

2λ

λ3

.

.

.

M

(r)
x (t)|t=0 =

r!λ

λr+1
.
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Ejemplo 3.9.1 (Correlaci¶on en el derivado). Sea U el siguiente potencial
biestable

U(x) =

{
−a1x

2

2
+ b1x

4

4
, si x ≥ 0

−a2x
2

2
+ b2x

4

4
, en otro caso.

Esta forma del potencial asimétrico nos permite variar la curvatura del potencial mo-
dificando solamente sus coeficientes. Su máximo local está en umáx = 0 (que conside-
raremos un punto absorbente) y en umı́n = ±

√
a/b se encuentran sus dos mı́nimos.

La altura entre el punto máximo y el punto mı́nimo es E = a2/4b. Sea g(x) = 1,
consecuentemente b(x) = 2D. Digamos que D = 1/2. La ecuación de difusión (3.37)
es entonces

dx = −U ′(x)dt+ dBt, (3.47)

con ecuación diferencial de tiempos de ocupación asociada

−1 = −U ′(x)M ′(x) +
1

2
M ′′(x). (3.48)

Calculemos M(
√
a/b) cuando b = a2 para el potencial U(x). De esta forma tene-

mos que E = 1/4. Matlab resuelve de manera sencilla la ecuación (3.48) para los
datos proporcionados a través de su función bvp4c.

El primer paso consiste en reescribir la ecuación diferencial (3.41) como un siste-
ma de dos ecuaciones diferenciales ordinarias. Con y1(x) = M(x) y y2(x) = M ′(x),
obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales





y′1(x) = y2(x)

y′2(x) = −
2

b(x)
−

2f(x)

b(x)
y2(x)

(3.49)

Este sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias lo codificamos en Matlab en el
archivo mfpt_ode.m.

function dy = mfpt_ode(x,y,D,tao)

% Sistema de ecuaciones diferenciales para la media de los

% tiempos de ocupacion.

% Nota. Aunque las constantes D y tao no se usen aqui, la necesitara

% bvp4c para cambiar el valor de estas constantes.

b=2*D;

aa=5.04; % las constantes del potencial

bb=aa^2;

f=aa*x-bb*x^3; % EL POTENCIAL ESTANDAR SIN RUIDO (tao = 0)

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%CON RUIDO (tao > 0), SE DEBE MODIFICAR f, b Y AGREGAR

%EL VALOR DE gamma

%% gamma=1+tao*(-aa+3*bb*x^2);
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%% b=2*D./gamma^2;

%% f=(aa*x-bb*x^3)./gamma; %El potencial modificado por el ruido

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

dy=[y(2) % el sistema

-2/b - ((2*f)/b)*y(2)];

Las condiciones de frontera (3.43a) y (3.43b) de la ecuación diferencial las escribimos
en el archivo mfpt_bc.m.

function res = mfpt_bc(ya,yb,D,tao)

% Se definen las condiciones de frontera para mfpt_ode.

% Aunque la D y la tao no se usen aqui, la necesitara bvp4c

% para poder variar estas constantes.

res = [ yb(1) % (1) se refiere a las condiciones iniciales en y

ya(2) ] ; % (2) se refiere a las condiciones iniciales en y’

Finalmente, tecleamos el siguiente código para obtener la solución y la gráfica para el
punto a = 5.04.

vdpsolinit = bvpinit(linspace(-4,0,4),[0 1]);

% [0,1] es una primera aproximacion

D=0.5; tao=0;

sol=bvp4c(@mfpt_ode,@mfpt_bc,vdpsolinit,[ ],D,tao);

plot(sol.x,sol.y), grid,

a=5.04; b=a^2; x=-sqrt(a/b), M=deval(sol,x)

Encontramos para a = 5.04 un valor de M(±0.4454) = 0.5003 y para a = 2.52 un
valor de M(±0.6299) = 1.0007 (ver figuras 3.3 (c) y (d)). Por lo que podemos decir
que la media de los tiempos de escape de los pozos del potencial U(x) tiene asociada
las intensidades λ = 1 ó λ = 2 según consideremos sus coeficientes; proponiendo de
esta manera una matriz de intensidad para un proceso en dos ambientes cambiantes.

Al existir correlación (τ > 0) vemos que la ecuación diferencial para la media
de los tiempos de ocupación debe corregirse con el coeficiente de fricción γ1(x, τ) =
1−τ [f ′(x)− f(x)g′(x)/g(x)] = 1+τ [U ′′(x)] dado en la ecuación (3.35), aśı la ecuación
de difusión (3.47) se lee ahora

dx = −
U ′(x)

γ1

dt+
1

γ1

dBt,

con ecuación diferencial de tiempos de ocupación asociada

−1 = −
U ′(x)

γ1

M ′(x) +
1

2γ2

1

M ′′(x).

El mismo código que se usó para calcular la media de los tiempos de ocupación sin
correlación se puede utilizar, pero modificando ahora los correspondientes valore de f
y b.

Notemos que este potencial modificado mantiene su máximo en cero y que cuando
τ → 0 recuperamos el potencial original.

Ahora, con los datos del ejemplo 3.7.1 y aplicando la fórmula (3.4) de Black-Scholes
con densidad de tiempos de ocupación para K y T , obtenemos los siguientes precios
para la opción call.
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K = 110, T = 1

τ λ1 λ2 c

0 1 1 5.7443
0.03 0.7728 0.7728 5.4618
0.05 0.6662 0.6662 5.3

K = 100, T = 1

τ λ1 λ2 c

0 1 1 10.5721
0.03 0.7728 0.7728 10.2422
0.05 0.6662 0.6662 10.0556

K = 90, T = 1

τ λ1 λ2 c

0 1 1 17.4921
0.03 0.7728 0.7728 17.1765
0.05 0.6662 0.6662 16.9985

K = 110, T = 1

τ λ1 λ2 c

0 1 2 5.3303
0.03 0.7728 1.2437 5.2609
0.05 0.6662 0.9714 5.1732

K = 100, T = 1

τ λ1 λ2 c

0 1 2 10.1079
0.03 0.7728 1.2437 10.0188
0.05 0.6662 0.9714 9.9150

K = 90, T = 1

τ λ1 λ2 c

0 1 2 17.0483
0.03 0.7728 1.2437 17.9632
0.05 0.6662 0.9714 16.8621
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K = 110, T = 1

τ λ1 λ2 c

0 2 1 7.0248
0.03 1.2437 0.7728 6.2520
0.05 0.9714 0.6662 5.8782

K = 100, T = 1

τ λ1 λ2 c

0 2 1 12.0216
0.03 1.2437 0.7728 11.1418
0.05 0.9714 0.6662 10.7154

K = 90, T = 1

τ λ1 λ2 c

0 2 1 18.8860
0.03 1.2437 0.7728 18.0415
0.05 0.9714 0.6662 17.6319

K = 110, T = 10

τ λ1 λ2 c

0 1 1 57.1429
0.03 0.7728 0.7728 56.7681
0.05 0.6662 0.6662 56.5109

K = 100, T = 10

τ λ1 λ2 c

0 1 1 60.6819
0.03 0.7728 0.7728 60.3305
0.05 0.6662 0.6662 60.0888

K = 90, T = 10

τ λ1 λ2 c

0 1 1 64.3401
0.03 0.7728 0.7728 64.0207
0.05 0.6662 0.6662 63.7996
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K = 110, T = 10

τ λ1 λ2 c

0 1 2 51.2247
0.03 0.7728 1.2437 52.8393
0.05 0.6662 0.9714 53.4772

K = 100, T = 10

τ λ1 λ2 c

0 1 2 55.1676
0.03 0.7728 1.2437 56.6704
0.05 0.6662 0.9714 57.2617

K = 90, T = 10

τ λ1 λ2 c

0 1 2 59.2857
0.03 0.7728 1.2437 60.6657
0.05 0.6662 0.9714 61.2051

K = 110, T = 10

τ λ1 λ2 c

0 2 1 63.1588
0.03 1.2437 0.7728 61.1178
0.05 0.9714 0.6662 60.0355

K = 100, T = 10

τ λ1 λ2 c

0 2 1 66.2691
0.03 1.2437 0.7728 64.3754
0.05 0.9714 0.6662 63.3684

K = 90, T = 10

τ λ1 λ2 c

0 2 1 69.4641
0.03 1.2437 0.7728 67.7309
0.05 0.9714 0.6662 66.8077

El efecto de la correlación en el precio del derivado es una depreciación y en otros
casos una apreciación.
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Figura 3.3: Un potencial biestable, (a). (b), la exponencial de un potencial bies-
table. (c) y (d) gr¶a¯cas de la media de los tiempos de ocupaci¶on del ejemplo
3.9.1 junto con su derivada.
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Conclusi¶on

El modelo modulado de Markov presenta una soluci¶on exacta al precio de
la opci¶on en dos estados cambiantes. Claramente el valor del derivado es una
ponderaci¶on del valor de la opci¶on en el primer y segundo estado a trav¶es del
tiempo de permanencia en cada estado. Las aproximaciones encontradas para
dos ambientes son bastante precisas para el tiempo T = 1 por lo que pensamos
que el sobreprecio de la opci¶on para tiempos superiores a 1 y mayor n¶umero
de estados no debe ser considerablemente grande (la concavidad no es muy
pronunciada) sirviendo de futura referencia en c¶alculos que podr¶³an hacerse por
simulaci¶on.

Cuando existe una pequeña correlaci¶on en el modelo (¿ > 0), los cambios
en la media de los tiempos de ocupaci¶on se presentan de manera signi¯cativa,
modi¯cando consecuentemente el precio de la opci¶on. Dado que la correlaci¶on
implica que el proceso tiene memoria se esperar¶³a una subvaluaci¶on en el precio
del derivado (si se recuerda cuando ocurri¶o un cambio de estado y se sabe el
tiempo promedio para que se vuelva a dar, entonces uno puede cubrirse y por
tanto el riesgo se reduce). Sin embargo, con los datos encontrados no podemos
a¯rmar en general que cuando exista correlaci¶on temporal el precio del derivado
disminuya. Simplemente se modi¯ca su precio. Visto, ahora, como el tiempo de
permanencia en los pozos, la media de los tiempos de ocupaci¶on en cada uno de
ellos se modi¯ca carg¶andose el tiempo de permanencia hacia uno de ellos.

Los resultados encontrados para el precio de la call en dos estados pueden
ahora extenderse. La matriz de intensidad se convierte en la matriz de intensidad
de un proceso de nacimiento y muerte, en donde el tiempo de permanencia en los
estados es el tiempo de permanencia en los pozos y en donde, por consiguiente,
s¶olo se permiten transiciones entre pozos adyacentes. El proceso de nacimiento y
muerte es bastante general, como procesos m¶as simples encontramos los procesos
puros de nacimiento o de muerte y el proceso Poisson.

Cuando la informaci¶on ¯nanciera pueda presentarse en forma de bloques,
cada uno de ellos con su respectiva volatilidad y tasa de rendimiento, la apro-
ximaci¶on del precio del derivado para n estados ser¶a de gran ayuda en estas
circunstancias.



Ap¶endice A

A.1. Espacios de Probabilidad

Definici¶on A.1.1 (σ- ¶Algebra). Sea Ω un conjunto, una σ-¶algebra F sobre Ω
es una familia F de subconjuntos de Ω con las siguientes propiedades:

(a) ∅ ∈ F

(b) F ∈ F ⇒ F
C ∈ F

(c) A1, A2, . . . ∈ F ⇒ A :=
⋃

∞

i=1
Ai ∈ F .

La raz¶on para de¯nir a la σ-¶algebra es que a menudo es imposible de¯nir
probabilidades interesantes en todos los subconjuntos de Ω, as¶³ que s¶olo se puede
avanzar si se de¯nen probabilidades en ciertos subconjuntos de Ω.

Una medida de probabilidad P en un espacio de medida (Ω,F) es una funci¶on
P : F → [0, 1] tal que

(a) P(∅) = 0, P(Ω) = 1

(b) Si A1, A2, . . . ∈ F y {Ai}
∞

i=1
son conjuntos disjuntos entonces

P

(

∞
⋃

i=1

Ai

)

=

∞
∑

i=1

P(Ai)

A la terna (Ω,F , P) se le conoce como espacio de probabilidad.

Definici¶on A.1.2 (Filtraci¶on). Una ¯ltraci¶on F es una colecci¶on de σ-¶algebras
{Ft}t≥0 tal que

0 ≤ s < t⇒ Fs ⊂ Ft.

La ¯ltraci¶on natural del proceso {Xt}t≥0 es FX
t ≡ σ(Xs : s ≤ t). Se usa a la

¯ltraci¶on F para modelar un flujo de informaci¶on. Mientras pasa el tiempo un
observador sabe m¶as y m¶as aspectos detallados, es decir, particiones m¶as ¯nas
de Ω. Para el precio de una acci¶on, F describe c¶omo la informaci¶on de los precios
se muestra ante los inversionistas.
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Sea B la σ-¶algebra de Borel en R. Una funci¶on X : Ω → R es una una variable

aleatoria si X es una funci¶on F-medible (i.e., X
−1(B) ∈ F para B ∈ B). Un

proceso estoc¶astico {Xt}t≥0 es adaptado a una ¯ltraci¶on F si Xt es Ft-medible
para cada t ≥ 0. La ¯ltraci¶on m¶as pequeña a la cual X es adaptado es la
¯ltraci¶on natural.

Definici¶on A.1.3 (Martingala). Un proceso estoc¶astico {Mt}t≥0 en (Ω,F , P)
es una martingala con respecto a una ¯ltraci¶on {Mt}t≥0 (y con respecto a P

tambi¶en) si

a) Mt es Mt-medible para toda t,

b) E [|Mt|] <∞ para toda t, y

c) E [Mt|Ms] = Ms para toda t ≥ s.

Definici¶on A.1.4 (Tiempo de paro). Sea {Ft} una familia creciente de σ-
¶algebras. Una funci¶on ¿ : Ω → [0,∞] se llama tiempo de paro con respecto a
{Ft} si

{ω; ¿(ω) ≤ t} ∈ Ft,

para todo t ≥ 0.

Es decir, es posible decidir si ¿ ≤ t ha ocurrido o no con base en {Ft}.



Ap¶endice B

B.1. Espacios de Banach y de Hilbert

Definici¶on B.1.1 (Espacio normado). Sea X un espacio lineal sobre K.
Entonces, X es llamado un espacio normado sobre K si y s¶olo si existe una
norma ‖ · ‖ sobre X, i.e., para todo u, v ∈ X y α ∈ K, se cumple lo siguiente:

(a) ‖u‖ ≥ 0 (i.e., ‖u‖ es un n¶umero real no negativo).

(b) ‖u‖ = 0 si y s¶olo si u = 0.

(c) ‖αu‖ = |α|‖u‖.

(d) ‖u + v‖ ≤ ‖u‖+ ‖v‖ (desigualdad del tri¶angulo).

Definici¶on B.1.2 (Sucesi¶on de Cauchy). La sucesi¶on un en el espacio nor-
mado X se llama una sucesión de Cauchy si y s¶olo si , para todo ε > 0, existe
un n¶umero n0(ε) tal que

‖un − um‖ < ε para todo n,m ≥ n0(ε).

Definici¶on B.1.3 (Espacio de Banach). Se llama al espacio normado X un
espacio de Banach si y s¶olo si cada sucesi¶on de Cauchy es convergente.

Los espacios de Banach tambi¶en se conocen como espacios normados com-

pletos.

Definici¶on B.1.4 (Espacio Dual). Sea X un espacio normado sobre K. Se
entiende por una funcional continua y lineal a un operador continuo y lineal

f : X → K.

Al conjunto de todas las funcionales continuas y lineales sobre X se le conoce
como espacio dual X

∗ de X; y se le denota X
∗ = L(X, K).

Definici¶on B.1.5 (Forma bilineal). Una forma bilineal b(·, ·), en un espacio
lineal X es un mapeo b : X×X → K tal que cada uno de los mapeos v 7→ b(v, w)
y w 7→ b(v, w) es una forma lineal en X.

b(αu + βw, v) = αb(u, v) + βb(w, v), b(u, αv + βw) = αb(u, v) + βb(u,w)
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con u, v, w ∈ X y α, β ∈ K. Es sim¶etrica si b(v, w) = b(w, v) para todo v, w ∈ X.
Un producto interior, denotado por (·, ·), es una forma bilineal sim¶etrica en un
espacio lineal X que satisface

(a) (u, u) > 0 y (u, u) = 0 si y s¶olo si u = 0;

(b) (u, αv + βw) = α(u, v) + β(u,w);

(c) (u, v) = (v, u)

con u, v, w ∈ X y α, β ∈ K.

Definici¶on B.1.6 (Espacio de Hilbert). Un espacio lineal X sobre K es un
espacio de Hilbert si y s¶olo si se cumple lo siguiente:

(a) existe un producto interior en X, y

(b) cada sucesi¶on de Cauchy con respecto a la norma

‖u‖ := (u, u)1/2

es convergente.

Sea Ω ⊂ R
n un dominio abierto y acotado, Lp(Ω), 1 ≤ p ≤ ∞ denota al

espacio de funciones u de¯nidas en Ω cuyos valores absolutos tienen potencia p

y que son Lebesque integrables en Ω. La norma en Lp(Ω) est¶a dada por

‖u‖Lp(Ω) =

(∫

Ω

|u|pdΩ

)1/p

.

Por tanto Lp(Ω) = {u : ‖u‖Lp(Ω) <∞}.
El espacio de Lebesque Lp(Ω) es un espacio de Banach, L1(Ω) no es un

espacio de Hilbert; L2(Ω) s¶³ es un espacio de Hilbert, pues L2(Ω) es el espacio
de funciones cuadrado integrables de¯nidas en Ω y dotadas con producto interno

(u, v) =

∫

Ω

uvdΩ u, v ∈ L2(Ω)

y norma
‖u‖0 = (u, u)1/2 u ∈ L2(Ω).

Ahora, para cualquier entero no negativo k, de¯nimos el espacio de Sobolev

como:
H

k(Ω) = {u ∈ L2(Ω) : D
α
u ∈ L2(Ω) para |α| ≤ k}

donde usamos la notaci¶on de ¶³ndices m¶ultiples,

D
α
u =

∂
|α|

u

∂x
α1

1
∂x

α2

2
. . . ∂x

αn
n

,

|α| = |(α1, . . . , αn)| = α1 + α1 + . . . + αn.
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As¶³, H
k(Ω) consta de funciones cuya derivada hasta el orden k son cuadrado

integrable. H
k(Ω) est¶a equipado con la norma

‖u‖k =



‖u‖2
0

+
∑

|α|≤k

‖D|α|
u‖2

0





1/2

Observamos el hecho de que H
k(Ω) es tambi¶en un espacio de Hilbert. Claramen-

te H
2(Ω) = {u ∈ L

2(Ω) : ∂u
∂xi

∈ L
2(Ω), ∂2u

∂xi∂xj
∈ L

2(Ω) para i, j = 1, . . . , n},

H
1(Ω) = {u ∈ L

2(Ω) : ∂u
∂xi

∈ L
2(Ω) para i = 1, . . . , n}, y H

0(Ω) = L2(Ω).

Definici¶on B.1.7 (Operador Adjunto). Sea A : D(A) ⊂ X → X un opera-
dor lineal, donde el dominio de A, D(A), es denso en el espacio de Hilbert X

sobre K. De¯nimos,
v ∈ D(A∗)

si y s¶olo si existe un elemento w ∈ X tal que

(Au, v) = (u,w) para todo u ∈ D(A);

y escribimos A
∗
v := w. De esta manera se obtiene el operador adjunto

A
∗ : D(A) ⊆ X → X.

Como consecuencia se puede demostrar que el operador adjunto A
∗ es lineal

y que para cada α ∈ K, (αA)∗ = αA
∗. A es llamado auto-adjunto si y s¶olo si

A = A
∗.



80 B.



Ap¶endice C

C.1. Fórmulas de Green

Sea G ⊂ R
n y ∂G su frontera.

Definici¶on C.1.1. Si ∂G es C
1(G) y u ∈ C

1(G), entonces a lo largo de ∂G se
de¯ne la derivada normal de u como

∂u

∂n

.

= n · ∇u

con n un vector unitario normal.

Teorema C.1.1 (Teorema de Gauss-Green). Suponga que u ∈ C
1(G),

entonces
∫

G

∇udV =

∫

∂G

u · ndS

es decir,
∫

G

uxi
dV =

∫

∂G

unidS (i = i, . . . , n).

El t¶ermino ∇udV se interpreta como la tasa neta a la cual un fluido sale
de un elemento de G donde dV es el volumen del elemento, el cual es ¯jo en
el espacio. Si se conserva la masa, entonces esto tambi¶en debe ser la tasa a la
cual el fluido pasa a trav¶es la frontera ∂G. Si dS es un elemento de ¶area de esta
frontera con direcci¶on normal unitaria n, la tasa del fluido a trav¶es de dS es
u ·ndS. La importancia del teorema es que transforma una integral de volumen
en una integral de super¯cie y vice versa. Este resultado puede presentarse de
diferentes formas:

Teorema C.1.2 (F¶ormula de integraci¶on por partes). Sean u, v ∈ C
1(G),

entonces

∫

G

uxi
vdV = −

∫

G

uvxi
dV +

∫

∂G

uvnidS (i = 1, . . . , n).

El teorema se veri¯ca aplicando el teorema C.1.1 a uv.
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Teorema C.1.3 (F¶ormulas de Green). Sean u, v ∈ C
2(G), entonces

a.
∫

G
∆udV =

∫

∂G
∂u
∂n

dS,

b. (Primera identidad de Green)
∫

G

∇u · ∇vdV = −

∫

G

u∆vdV +

∫

∂G

u

∂v

∂n

dS,

c. (Segunda identidad de Green)
∫

G

u∆v − v∆udV =

∫

∂G

u

∂v

∂n

− v

∂u

∂n

dS.

Usando la f¶ormula de integraci¶on por partes con uxi
en lugar de u y v = 1,

vemos que
∫

G

uxixi
dV =

∫

∂G

uxi
nidS.

Sumando i = 1, . . . , n se obtiene (a). Para veri¯car (b), usamos C.1.2 con v =
vxi

. Escribir (b) con u y v intercambiados; restar para obtener (c).

Ejemplo C.1.1. Calculemos el adjunto del operador

Af(y) =
1

2

∑

i,j

aij(y)
∂

2
f

∂yi∂yj

+
∑

i

bi(y)
∂f

∂yi

; f ∈ C
2

0

con 〈·, ·〉 el producto interior en L
2(dy);

〈Ayf, pt〉 = 〈f,A
∗

ypt〉.

Aśı
∫

Rn

Ayf(y)pt(x, y)dy =

∫

Rn

f(y)A∗

ypt(x, y)dy,

entonces

∫

Rn

Ayf(y)pt(x, y)dy =

∫

Rn





1

2

∑

i,j

aij(y)
∂

2
f(y)

∂yi∂yj

+
∑

i

bi(y)
∂f(y)

∂yi



 pt(x, y)dy.

Ahora, aplicando integración por partes en el lado derecho de la igualdad: dos

veces en el primer sumando, una sola vez en el segundo y observando que la

integral en la frontera de los términos que involucran a pt(x, y) es cero; obtene-

mos

∫

Rn

Ayf(y)pt(x, y)dy

=

∫

Rn

f(y)





1

2

∑

i,j

∂
2

∂yi∂yj

(aij(y)pt(x, y))−
∑

i

∂

∂yi

(bi(y)pt(x, y))



 dy

=

∫

Rn

f(y)A∗

ypt(x, y)dy.
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