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Introduccion

En una galerfa grande de seccién transversal circular colocamos tres personas en las po-
siciones P;, i = 1,2, 3; donde las posiciones P; y P3 se encuentran muy cerca de la frontera,
mientras que P» se encuentra alejada de ella, como se muestra en la Figura 1. La persona en
P; puede hablar de tal forma que la persona en Pj la escuche sin que quien estd en P sea
capaz de escuchar. Este fenomeno conocido como el fenémeno de la galeria de los susurros fue
observado por primera vez en la catedral de San Pablo en Inglaterra.

Figura 1: Las personas en P; y P3 se encuentran cerca de la frontera, mientras que la persona
en Py se encuentra alejada de la misma.

Durante los anos de 1910 a 1915 Lord Rayleigh en una serie de articulos, [15] y [16],
explico cuantitativamente! el fenomeno actstico de la galeria de los susurros a través de las
funciones de Bessel de orden grande y su forma asintotica. Las observaciones de Lord Rayleigh
concluyeron que éste fenémeno es independiente de la forma del techo del domo y s6lo depende
de la seccion transversal de este, es decir, el mismo fenémeno ocurre en un cuarto de forma
cilindrica que en uno de forma semiesférica.

!Una versién cualitativa anterior a los articulos citado aparece en [17].



VIII Introduccion

El fenémeno de galeria de susurros en el caso de la catedral de San Pablo se reduce a la
solucién de la ecuaciéon de onda en un dominio circular con condiciones de frontera adecuadas
y con la condicién de que la longitud de onda del sonido sea mucho menor que las dimensiones
tipicas del dominio. Es decir, estamos ante un problema de valores iniciales y condiciones de
frontera en el limite de onda corta (o frecuencia alta). El método de separacion de variables
aplicado a la ecuaciéon de onda en un dominio circular nos lleva a considerar las funciones de
Bessel de orden grande en el limite m &~ ka, donde m es el orden de la funcién de Bessel, k
es el nimero de onda y a el radio del dominio circular. El comportamiento de las funciones
de Bessel de orden grande explica en forma muy sencilla el fenémeno en cuestién ya que al
ser exponencialmente pequenas entre cero y un limite determinado, menor que el radio del
dominio, y el tener oscilaciones densas a partir de este limite explica por qué es posible la
audicion cerca de la frontera y no lejos de ella.

La pregunta que surge inmediatamente es si este fendémeno sélo se da un un dominio circular
o también se presenta en algiin otro dominio convexo. La respuesta en general no se conoce. El
fenémeno se ha estudiado en dominios de forma particular. En el presente trabajo tomamos
como ejemplo una elipse aunque los métodos que usamos se pueden usar en dominios més
generales. Este es el tema central de esta tesis: analizar el comportamiento de las funciones
propias para el problema de valores propios asociado con la ecuaciéon de onda en un dominio
eliptico a través de la asintotica de onda corta, sin la suposicién adicional de que ésta sea
separable en algin sistema de coordenadas. El por qué la separacién de variables no es viable
en el caso del dominio eliptico se explica a continuacion.

A diferencia del caso circular donde la forma asintética para las funciones de Bessel de
orden grande tiene una expresion sencilla en términos de funciones trigonométricas en el caso
eliptico no existe tal expresion, a pesar de que la ecuaciéon de onda es separable en coordenadas
elipticas. La complejidad surge del hecho de que la separacién de variables nos lleva a considerar
la ecuacién de Mathieu la cual, a diferencia de la ecuaciéon de Bessel cuyos coeficientes son
funciones racionales y ha sido ampliamente estudiada, la ecuacién de Mathieu tiene coeficientes
periddicos. Es por esto que buscar una expresién asintotica para las soluciones de la ecuacion
de Mathieu se vuelve muy complicado y el método de fase estacionaria, utilizado para las
funciones de Bessel, no puede ser aplicado. Una forma de rodear el problema es considerar
la solucion de la ecuaciéon de onda reducida o ecuaciéon de Helmholtz a través del método
de la oOptica geométrica, es decir, considerar soluciones de la ecuacién de Helmholtz en la
aproximacion de onda corta. Dicha aproximacién puede ser utilizada independientemente de
que el método de separaciéon de variables sea aplicable o no. Es justo la aproximacién de onda
corta la que nos proveera de una expresion asintotica para los valores propios de la ecuaciéon
de Mathieu.

Consideremos un problema que a primera vista parece muy diferente del anterior, la teoria
cuantica de Bohr-Sommerfeld. Esta teoria describe el movimiento de un sistema mediante
la mecanica clasica pero con ciertas constantes de movimiento restringidas a ser multiplos
enteros de alguna cantidad. Estas restricciones eran llamadas condiciones de cuantizacién
y los nimeros enteros nimeros cuanticos. En muchos casos para mejorar las coincidencias
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entre las condiciones de cuantizacion y las observaciones experimentales se utilizaban nimeros
semienteros adicionados a los nimeros cuanticos. Sin embargo no existia un principio teérico
que dictara cuando un nimero entero, uno semientero o algin otro nimero (generalmente %)
deberia ser usado para hacer coincidir las reglas de cuantizaciéon con el experimento. En este
sentido las reglas de cuantizaciéon de mayor impacto fueron las dadas por Sommerfeld en 1916,
las cuales fueron una generalizacién de las dadas por Bohr en 1913.

Las condiciones de Sommerfeld exigfan que para todo estado estacionario de un sistema con
un numero finito f de grados de libertad, en el que cada momento canénico p; fuera funciéon
periddica sblo de la respectiva coordenada canénica ¢;, se habia de verificar

donde n; es un nimero entero no negativo y la integracion se extiende a lo largo de un periodo
de q;.

Histéricamente el problema de decidir entre niimeros enteros, semienteros, etc., fue su-
perado por la invencién de la mecanica cuantica, la cual reemplazo a la teoria de Bohr-
Sommerfeld. Sin embargo la busqueda de un procedimiento para elegir entre dos tipos de
nimeros cuanticos es de vital importancia al buscar soluciones aproximadas a problemas cuan-
ticos en el limite semiclasico, es decir, en el limite en el que la constante de Planck tiende a cero.
Este problema fue abordado en el caso no separable por J.B. Keller en 1958, (8], dando como
resultado lo que hoy se conoce como “condiciones de cuantizaciéon de Bohr-Sommerfeld corre-
gidas para sistemas no separables” o “condiciones de cuantizaciéon de Einstein-Brillouin-Keller
(EBK)”. Keller a diferencia de sus predecesores prescindio, entre otras cosas, de la suposicion
de que la ecuacion podria ser separada en algin sistema de coordenadas y usé el hecho de que
se trataba de un problema donde la longitud de onda era mucho menor que las dimensiones
tipicas del problema. Observo que cuantizando simultaneamente la amplitud y la fase las reglas
de cuantizacion estan dadas por la topologia del espacio fase. Es esta aproximacion la que da
las condiciones de cuantizacién correctas en el limite semiclésico sin la suposicién de que la
ecuacion de Schrodinger sea separable.

Ambos problemas, el fenémeno de la galeria de los susurros y el de las condiciones de
cuantizacién semiclésicas, se resumen en encontrar una solucién aproximada de una ecuacién
diferencial parcial en el limite de onda corta. A dicha solucién se le pedira que sea una funcién
univaluada. Es esta condiciéon de univalencia la que proveera, ya sea, las condiciones de cuan-
tizacion en el caso de un problema cuéntico o los modos de vibracién en el caso de la galeria
de los susurros. Es decir, en ambos casos, buscamos analizar el comportamiento asintético de
las funciones propias en el limite de onda corta.






Capitulo 1
El fen6meno de la galeria de los
SUSUITros

El presente capitulo tiene por finalidad describir la parte central del problema que nos
interesa: el comportamiento de las funciones propias que describen el fenémeno de la galeria
de los susurros y el limite semiclasico. En la primera seccion discutiremos el fenémeno de
la galeria de los susurros y deduciremos la ecuaciéon de onda. Se resolvera dicha ecuaciéon a
través del método de separacion de variables en los casos de un dominio circular y uno eliptico.
Para el dominio circular se obtendran las expresiones asintoticas de las funciones propias que
explican el fenémeno, mientras que para el dominio eliptico se vera que las técnicas utilizadas
para el caso circular no pueden ser aplicadas. En la segunda seccién trataremos con el limite
semiclasico de la mecéanica cuantica y las condiciones de cuantizaciéon de Bohr-Sommerfeld
y cémo este limite se relaciona con el fenémeno de la galeria de los susurros a través de la
aproximacion de onda carta.

1.1. La ecuacion de onda

Procederemos ahora a dar una explicaciéon cuantitativa del fenémeno de la galeria de los
susurros a través de la solucién de la ecuaciéon de onda. Para esto primero deduciremos la
ecuaciéon de onda actistica para un medio homogéneo e isotropico.

La propagacion de ondas sonoras en cualquier gas es el resultado de la acciéon combinada
de esencialmente tres factores:

(1) El gas se mueve en escalas pequenas que hacen variar la densidad.
(2) La variacion de la densidad provoca variaciones de la presion.

(3) Las variaciones de la presion generan movimientos en el gas y volvemos al punto uno.

Empecemos con el punto tres relacionando la variaciéon de la densidad provocada por las
variaciones de la presion. Si p denota la densidad y v la velocidad del fluido, ambas son
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funciones de la posicion y el tiempo, entonces el momento para el fluido es pv. Despreciando
las fuerzas externas y los términos de orden mayor a uno, de la conservacién del momento
obtenemos

ov

PE =

donde p es la presiéon del gas. Esta ecuacion nos dice que el gas tiende a acelerarse debido a

los gradientes de presién. Si suponemos que las variaciones de la densidad y la presién son

pequenas, entonces podemos escribir p = pg + p’ con py > p’. Omitiendo la prima en p’ la
conservacion del momento, a primer orden, toma la forma

_vpv

ov

POE

Ahora para relacionar las variaciones en la presién provocadas por la variacion de la den-

sidad suponemos que el proceso de expansiéon y compresion que la onda hace sobre el gas es
efectuado en forma adiabatica, asi la presion es funcién sélo de la densidad. Es decir

+Vp=0. (1.1)

p=p(p). (1.2)

Por dltimo de la conservaciéon de la masa en un pequeno elemento de volumen tenemos
que la ecuaciéon de continuidad

dp B
a—i—V-(pv)—O,

ha de satisfacerse. Nuevamente, en el caso de pequenas variaciones de la densidad la ecuacién
anterior a primer orden toma la forma

ap
v =0. 1.
5t +poV-v=0 (1.3)

Usando (1.2) podemos escribir Vp como

Vp = c*Vp, (1.4)

donde ¢? = % es la velocidad de propagacion de la onda. Sustituyendo (1.4) en (1.1) obtenemos

ov
— =0. 1.5
pogy T VP =0 (1.5)
La ecuacién anterior puede ser escrita en la forma
ov ov 22
\Y <p08t+ch> \Y <poat>+ch 0 (1.6)

Tomando la derivada parcial de (1.3) respecto a t y extrayendo de ésta po% para sustituirla
en (1.6) obtenemos



1.1 La ecuacion de onda 3

9%p (,t)

92 = AV (x,). (1.7)

La misma ecuacion es valida para p, esto debido a que Vp, y por tanto V?p y g—ié’ son
iguales a las correspondientes expresiones en p si esta tltima cantidad es multiplicada por c?
(ver 1.4). Asi

%p (z, 1)
o2

La ecuacion (1.8) es la ecuacion diferencial parcial, la cual es valida independientemente del
numero de variables espaciales, que modela la propagacién de ondas en un gas en la aproxima-
cion de pequenios desplazamientos. Observamos de ella que involucra segundas derivadas en el
tiempo por lo que para integrarla deberan darse dos condiciones iniciales. Ademés deberan ser
especificadas las condiciones de frontera adecuadas a fin de tener un problema bien planteado.
También observamos que c tiene dimensiones de velocidad y corresponde a la velocidad de
propagacion de las ondas.

= AV (x,t). (1.8)

Resumiendo, nuestro problema a resolver en dos dimensiones espaciales es el siguiente:

Ecuacion de onda en algtin dominio D: V2p(z,y,t) = %%,
Posicién inicial: p(z,9,0) = f(z,9), (1.9)
Velocidad inicial: Op(z.pt) — 9(z,y),

y condiciones de frontera adecuadas. En nuestro caso consideraremos solo dos tipos de condi-
ciones de frontera: las tipo Dirichlet

p(x,y,t) =0 con (x,y) € D, (1.10)

que serian aplicables para le ecuacién de onda para la densidad ya que la densidad en la
frontera esta fija, y las tipo Neumann

@@vl) — 0 con (z,y) € AD, (1.11)

donde % denota la derivada normal y 9D la frontera del dominio D. Esta condicién de frontera
es la apropiada para la ecuaciéon de onda para la presion ya que ésta se encuentra libre en la
frontera.

Cabe mencionar que la ecuacion de onda (1.9) no sélo modela la propagaciéon del sonido
en un medio compresible, sino que aparece también en el contexto del electromagnetismo
(propagacion de ondas electromagnéticas), elasticidad (membrana vibrante), etc.
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Es necesario decir que en este trabajo no estamos interesados en resolver el problema de
valores iniciales relacionado con (1.9), sino en las funciones propias que se originan de (1.9) y
modelan adecuadamente el fendémeno de la galeria de los susurros.

Volviendo al problema de la galeria de los susurros, cuando una persona habla cerca de
la pared se produce un forzamiento en la ecuacion (1.9), si esto pasa habra una tendencia a
que se produzcan ondas de la misma frecuencia que el forzamiento. Recordando que hemos
supuesto que la galeria es muy grande en comparacién con la longitud de onda del sonido
esperamos que el efecto del forzamiento sea producir oscilaciones muy densas en la direcciéon
angular, asi las ondas de presién producidas se compondran de una superposion de términos
cuya longitud de onda, A, sea corta, o lo que es lo mismo, que la frecuencia sea alta. Estas
condiciones corresponden a la aproximaciéon de onda corta, la cual seré detallada en la seccién
2.2.

1.2. La ecuacion de onda reducida

En vista de que en la ecuacion (1.9) solo aparecen segundas derivadas en t entonces podemos
suponer que la dependencia temporal serd armonica, es decir, podemos proponer una solucién
a (1.9) de la forma

2(@,y,1) = e u(z,y), (1.12)
con lo que la ecuaciéon (1.9) se reduce a
Viu(z,y) + k*ulz,y) = 0, (1.13)

donde k = % es el nimero de onda. La ecuacion (1.13) es comtnmente llamada ecuaciéon de
Helmholtz o ecuaciéon de onda reducida. Asi la propagacion de ondas, en este caso, se reduce
a encontrar soluciones del problema de valores propios relacionado con la ecuacion (1.13) y
condiciones de frontera del tipo (1.10) o (1.11). Por problema de valores propios entendemos
el buscar funciones u(z,t) distintas de cero que satisfacen (1.13) con las correspondientes con-
diciones de frontera. Adicionalmente pediremos a estas soluciones que modelen correctamente
el fenémeno de la galeria de los susurros. A las funciones u(x,t) que satisfacen las condiciones
antes descritas se les suele denominar funciones propias de galeria de susurros. Este tipo de
funciones propias es el tema central de este trabajo.

La ecuacion (1.13) involucra el parametro k, el nimero de onda, el cual se define como
k= 27”, por lo que en la aproximaciéon de onda corta estamos interesados en encontrar solu-
ciones de (1.13) en el limite en que k es muy grande. Buscar estas soluciones es referido en la
literatura como solucién asintética. En particular consideraremos el método de rayos o mecéa-
nica semiclasica para hallar una solucién asintética de la ecuacion de Helmholtz. El método
de rayos es una de la formas de generalizar el método WKB de las ecuaciones diferenciales
ordinarias a ecuaciones diferenciales parciales.
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La complejidad de resolver (1.13) con las condiciones de frontera (1.10) o (1.11) esta
totalmente ligada con la geometria del dominio D, siendo el caso més sencillo de resolver
el de un dominio circular; este caso esté totalmente resuelto incluso en algunos libros de texto,
sin embargo trataremos este problema en el Capitulo 3 a fin de motivar la solucién del problema
para dominios un tanto més complejos, en particular consideraremos el caso de un dominio
eliptico.

1.3. La ecuacion de onda reducida en un dominio circular.
Separacién de variables

Procederemos ahora a aplicar el método de separacién de variables a la ecuacion de onda
reducida (1.13) en un dominio circular de radio a con condiciones de frontera (1.10) o (1.11).
Para esto recordamos que el Laplaciano V? en coordenadas polares (r,6) esta dado por

92 10 1 0
a2 Tror T reg

Asi al proponer una solucion de la forma u(r, ) = R(r)©(f) a la ecuacion (1.13) obtenemos
el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

v? = (1.14)

0"(8) + vO() =0, (1.15)
r?R"(r) + rR'(r) + (k27“2 —v)R=0, (1.16)

donde v es la constante de separacién y las primas indican derivadas totales respecto al argu-
mento. La ecuacion (1.16) es la ecuacion diferencial de Bessel de orden v.

A fin de tener soluciones fisicamente aceptables la funcion ©(6), solucion de la ecuacion
(1.15), debera ser 27-periodica. Esto impone que la constante de separacion sea v = m?, con

m un entero no negativo. Por tanto la soluciéon de la ecuacion (1.15) esta dada por

O,,(0) = Acos (mb) + Bsen (m#), (1.17)

con Ay B constantes.

Con esta eleccion de v la ecuacion diferencial de Bessel ahora es de orden m, un entero.
Las soluciones de la ecuacion de Bessel de orden entero estan dadas por J,, (kr) y Y (kr),
las funciones de Bessel de primera y segunda especie, respectivamente. Entonces la solucion
de (1.16) esta dada por

Ry (r) =C Jm (kr) + DYy, (k7). (1.18)

Ya que tenemos las soluciones de la ecuacion (1.16) queda por imponer las condiciones
de frontera, una de las cuales sera tener soluciones regulares en el interior del circulo. En
vista de que las funciones Y,, (kr) son singulares en 7 = 0 el coeficiente D en (1.18) debe
ser idénticamente nulo y asi la parte radial consistira sélo de funciones de Bessel de primera
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especie. En lo sucesivo nos referiremos a las funciones de Bessel de primera especie s6lo como
funciones de Bessel.

Las condiciones de frontera (1.10) o (1.11) se traducen, al separar variables, en imponer
Ry (a) =00 R}, (a) =0. De esto obtenemos

Jm(ka)=0 o  J .(ka)=0. (1.19)

Esta tltima ecuacién determina el valor propio k en términos de los ceros de la funciéon
de Bessel de orden m o de los ceros de la derivada de la funcion de Bessel. Sabemos, en
ambos casos, que los ceros de estas funciones son un conjunto infinito numerable los cuales
denotaremos por By,, como el n-ésimo cero de la funciéon de orden m. Con esto el valor propio
k queda determinado por

— IB’I’?’LH

a

m=01,2-,n=12---. (1.20)

kmn

Observamos que para cada m y n fijos existirda un término de la forma

[Apmn cos (m0) + By, sen (m0)] Jm (kmnt) , (1.21)

que es solucion de la ecuacion (1.13) con condiciones de frontera (1.10) o (1.11). A cada uno
de estos términos se les llama solucién fundamental.

Para continuar nuestro anélisis del fenémeno de la galeria de los susurros basta analizar una
de las soluciones fundamentales, es més basta considerar solo la parte radial de una de estas
soluciones fundamentales. Esto se debe a que la parte angular es s6lo un factor senoidal cuya
amplitud estara dada por la parte radial. Es decir, debemos analizar el comportamiento de las
funciones de Bessel en el limite de onda corta, m > 1y ka > 1. La condicién m > 1 nos lleva a
considerar sblo funciones de Bessel de orden grande, las cuales son exponencialmente pequenas
para 0 < r < a;:; y oscilatorias para “”1 < r < a. Este comportamiento de las funciones
de Bessel de orden grande serd deducido explicitamente en la siguiente secciéon. A partir de
este comportamiento de las funciones de Bessel se explica cuantitativamente el fenémeno de la
galeria de los susurros. Expliquemos en més detalle este aspecto. Para un rayo 8 = constante
y un tiempo fijo, el perfil de la onda a partir del centro (r = 0) de la galeria se vera como en la
Figura 1.1, salvo un factor constante. Cuando el tiempo transcurre lo tinico que ocurre es que
el perfil sube y baja debido al factor senosoidal en el tiempo. Observamos que el factor radial
(la amplitud) Jp, (kmnr) es muy pequeno al principio y después oscila densamente. Debido a
que nuestros oidos perciben el promedio temporal de la presiéon y no la presiéon instantanea
entonces en los lugares donde J,,(kpnnr) sea grande la audicion serd buena y viceversa. Esto
explica por qué se escucha bien cerca de la frontera y mal lejos de ella.

1.3.1. Galeria de susurros en el circulo usando funciones de Bessel

Analizaremos ahora el comportamiento asintético de las funciones de Bessel de orden gran-
de (m > 1) a través del método de fase estacionaria y descenso rapido (ver por ejemplo [21]).
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T (B =)

LT

Figura 1.1: Comportamiento tipico de una funcion de Bessel de orden grande, m > 1, y
Kmn > .

Esta seccion se encuentra basada en [7].
Una primera estimacién del comportamiento de las funciones de Bessel se obtiene al poner
la ecuacion de Bessel en la forma normal de Liouville, esto haciendo f(r) = /rR(r)

f”+<k2—m2_‘11>f:0 (1.22)
- . .

2_1 m2—1
Si en la ecuacion anterior tomamos el limite k2 > mrz 4 0 lo que es lo mimo - L
la ecuacién tiene la forma aproximada f” 4+ k?f =~ 0, por lo que la solucién de (1.22) en este

caso limite tiene la forma

cos kr sen kr

VRN

f(r)~=Acoskr + Bsenkr = R(r)xA

2
. ., . . . . L . m-—=
es decir la solucién es oscilatoria. Por otro lado si consideramos el limite opuesto k2 <« —rt 4
2

4

2_1
o Y———= > r, la ecuacion (1.22) es aproximada por f” — % f = 0y las soluciones, al
proponer una solucién del tipo ™, estan dadas por

f(r)~ Arzt™ 4 Bramm = R (r)~ Ar"™ + Br ™,

en vista de que requerimos soluciones regulares en r» = 0 el coeficiente de r~" debera ser cero,
por lo que f(r) ~ Ar™.
Esta primera vista a las soluciones aproximadas de la ecuaciéon de Bessel exhiben ya el

comportamiento que explica el fenémeno de la galeria de los susurros, esto es, son “pequenas”
2_1
me—3
4

2_1
en la region en que k? < —+ dado que m > 1y oscilatorias en k2 > mrz 4y debido a que
m > 1 las oscilaciones son densas. Sin embargo esta aproximaciéon ain es muy burda por lo

que seré necesario refinarla, esto viene a continuacion.
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A fin de poder refinar el comportamiento asintotico de las funciones de Bessel Jpn (Kpmnt)
consideremos la siguiente representacién integral de dichas funciones, reemplazando k,,, por

k,

1 2
Im (k1) = o~ / emoO)qg, (1.23)

con ¢p(0) =nsenh —0yn= % La funciéon ¢(0) es comtnmente llamada fase. De la anterior

representacion de las funciones de Bessel observamos que como m y k son grandes el integrando
tiene oscilaciones muy densas haciendo que el valor de la integral decrezca, sin embargo en la
vecindad de los puntos criticos de ¢(0) el integrando deja de oscilar haciendo que la integral
crezca. Con base en esto la mayor contribuciéon a la integral vendra de la vecindad de los
puntos criticos de ¢(6), por lo que tomando en cuenta solo estas contribuciones podemos
evaluar aproximadamente la integral.

A esta forma de evaluar aproximadamente integrales se le conoce como método de fase
estacionaria y a los puntos criticos de ¢(f) como puntos de fase estacionaria.

Los puntos de fase estacionaria estan dados por

1
cosf = —. 1.24
; (1.24)

Las soluciones de la ecuacién anterior dependen del valor 5, hay dos soluciones reales en
el intervalo [0, 27] si n > 1, una solucién real si n = 1 y dos soluciones complejas si n < 1.

Analicemos primero el caso n > 1. Denotando por 6, y 6 las soluciones de (1.24) la fase
puede ser desarrollada en serie de Taylor alrededor de los puntos 6;, i = 1,2, es decir,

¢(0) ~nsenf; —0; — %nsen 0; (9 — 91)2 . (1,25)

Cuando usamos (1.25) en (1.23) la integral puede ser separada en dos integrales cada
una tomando en cuenta sé6lo la contribucién de un punto de fase estacionaria, adicionalmente
el intervalo de integracion en cada una de estas integrales puede ser extendido de (0,27) a
(—00,00), esto debido a que la contribucion de los puntos lejanos a los de fase estacionaria
contribuyen poco a la integral. Con esto, observando que 0y = 27w — 61, obtenemos

Jm (k:T‘) ~ 2ieimqﬁ(%) /OO —i% sen 0 (60— 01)2 do + — 5 zm¢>(02) /00 67175en92(0 02)2 do
v —00 T oo

L imo(on) m +s 1 eim¢(2ﬂ—91) ™
¢ %l sen 0y i%5 sen (2w — 6)
\/7 ime(01) zm[ @(01)—2m]
mr sen 91 \/

5 cilmo0) =] 4 o—i[me(01)-F]
\ mmn sen 6, 2 )

%

Q

&
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Asi la forma asintética de las funciones de Bessel para m > 1y r > 6”;:; es, usando la

definicion de n = %,

/ 2 0
Jm (kr) ~ m COS (k'l" sen 91 - m91 - Z) . (126)

Antes de proseguir analicemos qué significa la condiciéon de 7 > 1 en el contexto de la
galeria de los susurros. Usando la notacién introducida en (1.20) vemos que

am
n= )
ﬁmn
de lo cual se sigue
r> (1.27)
mn

Con esto observamos que las funciones de Bessel tendran oscilaciones densas, dado que m
y k son grandes en (1.26), para r’s que satisfagan la desigualdad (1.27). Una primera parte
del fenémeno de la galeria de los susurros queda explicada por este comportamiento, la parte
del por qué podemos escuchar en una regiéon. Para determinar con mayor precisiéon la frontera
entre el comportamiento oscilatorio y “pequeno” de las funciones de Bessel es necesario seguir
con el anélisis de los casos n < 1y n = 1. Podemos ya intuir que esta frontera estara dada por
n=1.

Consideremos ahora el caso 1 < 1 con la restriccién adicional de que 7 sea solo ligeramente
menor que uno, esto es, n =1 —¢€ con 0 < € < 1. Los puntos criticos de la fase, determinados
de (1.24), seran complejos y por tanto el método de fase estacionaria deberé ser reemplazado
por el descenso rapido y los puntos criticos serdn ahora puntos silla.

En este caso utilizaremos la siguiente representacion de las funciones de Bessel

1"
Jm(k:r):%/ eimO=nsend) g (1.28)

—T

que difiere de (1.23) en el intervalo de integracion y en el signo de la fase, pero con los mismo
puntos criticos dados por (1.24).

Antes de continuar describiremos brevemente el método de descenso rapido. En vista de
que la fase ahora es compleja entonces el integrando estara compuesto de una parte que oscila
densamente (la parte imaginaria) y otra que varia exponencialmente (la parte real). Entonces
para construir una expresion asintética de las funciones de Bessel debemos tomar en cuenta
s6lo la mayor contribucion de la parte real sujeta a que ésta decaiga suficientemente rapido
y la parte imaginaria sea constante. Esto se lograra convirtiendo la integral en (1.28) en una
integral de contorno en el plano complejo. Sobre dicho contorno se debera satisfacer, en al
menos una parte de él, que la parte real decaiga lo méas rapido posible, la parte imaginaria sea
constante y el contorno pase por los puntos silla. Esto sera posible debido a las propiedades
de los puntos silla.



10 El fenémeno de la galeria de los susurros

Ahora para hallar las raices de (1.24) escribimos las posibles soluciones de la ecuacion como
0o = xo + 1Yo, de lo cual se sigue que

1
r0=0 'y coshyy = —. (1.29)
n

Como 7 es s6lo ligeramente menor que uno entonces yg = 0, con lo que podemos desarrollar
cosh yg es serie de Taylor alrededor de 0 a segundo orden y de ahi despejar yg. Esto es,

2(1— 2(1—
yozi M = gozii M

n n
Ahora debemos elegir un contorno de integracion que satisfaga las restricciones antes men-
cionadas. Para esto descomponemos —im¢(f) en parte real e imaginaria y las aproximamos
por su serie de Taylor a segundo orden, recordando que 6 = x + iy obtenemos

(1.30)

—ime(8) ~ my [— (1—n) + (v* — 32°) g] +ima [1 —n+ (22— 3p?) %} . (1.31)

Al sustituir los puntos silla (1.30) vemos que la parte imaginaria es cero, por lo que el
contorno ha de satisfacer que la parte imaginaria de (1.31) sea nula, esto es

S {—imo (0)} ~ xm [1 —n+ (2 - 3y°) %} =0.

De la ecuaciéon anterior surgen dos opciones:

) [z2  2(1—n) x?

donde el signo corresponderé a la eleccion de un punto silla. Por tanto tenemos que escoger
entre dos puntos silla y dos caminos por cada punto:

Punto silla: 6y = ¢ @7
Trayectoria: y=0 6 y= % + 92,
Punto silla: 0y = —i 2(1-n)

n )

: 2 2
Trayectoria: y=0 6 y= _M’

Para escoger el punto silla y camino indicado, debemos estudiar el comportamiento de
R [ime (0)] en cada una de las distintas posibilidades. Haciendo esto vemos que eligiendo

Punto silla: 6y =1 @,

Trayectoria: y = 4/ 553—2 + y3,

(1.32)
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la parte real de (1.31), aproximada a segundo orden en serie de Taylor, toma la forma

. N 1—n  560m\ o 9%777
R{—ime (0)} ~ m< o0 +—12 >:£ +m|n—1+ G 6o, (1.33)

En la ecuacion (1.33) el coeficiente de 22 es negativo, por tanto R{e~"¢@} decae lo
més rapido posible. Asi (1.32) es el punto silla deseado y su trayectoria de maximo descenso
correspondiente. Es facil ver que cualquier otra eleccién de punto silla y trayectoria no satisface
las condiciones deseadas.

Para obtener finalmente la aproximacion deseada convertimos la integral en (1.28) en una
integral de contorno en el plano complejo a través de una trayectoria cerrada, C, formada por
el intervalo [—7, 7] sobre la recta real, una parte de la trayectoria de maximo descenso y dos
lineas verticales uniendo las curvas anteriores (ver Figura 1.2).

8

~__ <]

- ”
Figura 1.2: Contorno C de integracion.

En vista de la analiticidad del integrando sobre y en el interior de C' el valor de esta
integral sera cero. Es facil ver que la integrales sobre los elementos verticales de C' se anulan
mutuamente, por lo que (1.28) puede ser aproximada por

1 T e+ifo . 17 2
L ezm(ansenB)dQ ~ / e—lm[¢(90)+¢ (60)(0+60) ]d9
2 J_, —e+ifo

e+16
~ o ima(t) Y o—im[¢ (00)(0+60)?] g

—e+1i6g

()

— — _mn 2

e m(yo nsenhyo)/ e~ 3 senh yox dz.
—0o0

%

Efectuando la ultima integral en la expresién anterior obtenemos que las funciones de
Bessel pueden ser aproximadas por

ekr senh yo—myo

m (kr) ~ ———.
Jm (kr) v 2mkr senh yq

(1.34)
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De la anterior expresiéon observamos que las funciones de Bessel son exponencialmente
pequenas en la region donde se satisface que 7 es ligeramente menor que 1, esto debido a que
m > 1. Este comportamiento explica el por qué no es posible escuchar lejos de la frontera de
la galeria. Asi mismo observamos que la restriccién de que 7 sea ligeramente menor que 1 nos
lleva a considerar solo el caso en m = kr, es decir, para que se dé el fenémeno de galeria de
susurros se ha de cumplir que m > 1y m = kr.

Asi, el comportamiento oscilatorio y exponencialmente pequenio queda delimitado por el
caso 1 = 1, es decir, las funciones de Bessel son exponencialmente pequenias en la region
0<r ﬁ“ZL < r < a. Es justo este tipo de comportamiento el tema
central de esta tesis, buscar una expresion asintética para los valores propios de la ecuacién
de onda reducida para un dominio eliptico en el limite m > 1y k > 1 de tal forma que se

satisfaga m =~ kr.

1.4. La ecuacién de onda reducida en un dominio eliptico.
Separacion de variables

Consideremos ahora aplicar el método de separacion de variables a la ecuacion (1.13) y
condiciones de frontera (1.10) o (1.11) en el interior de un dominio acotado por una elipse con
focos sobre el eje x en x = £5. Para esto cabe recordar que la relacion entre las coordenadas
cartesianas (z,y) y las coordenadas elipticas (u, ) esta dada por

x = %cosh,ucos@, Yy = gsenh,usenG, w>0, 0<60<2n, (1.35)

con lo cual vemos que las curvas u = constante y 8 = constante son elipses e hipérbolas
cofocales, respectivamente (ver Figura 1.3). En este sistema de coordenadas la elipse frontera
sera representada por u = Ry.

Observamos que la familia de elipses esta caracterizada por los siguientes parametros

1
= cosh i’ a= gcosh,u, b= gsenhu, (1.36)

donde ¢, a y b denotan la excentricidad, semieje menor y semieje mayor de la elipse, respecti-
vamente.
El laplaciano en estas coordenadas esté4 dado por

V= 5 o - o (1.37)
2 (cosh2u + cos20) \Ou2 002 )" '

Entonces proponiendo una soluciéon de la forma u(u,6) = f(u)g(d) y usando (1.37) en
(1.13) obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

g" (0) + (a+2qcos20) g () =0, (1.38)
f" (1) = (a —2gcosh2p) f (u) = 0, (1.39)
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u=ct o ﬁ

|
Q
Qe

Figura 1.3: Coordenadas elipticas. Las curvas p = cte. representan elipses cofocales y la
curvas 0 = cte. hipérbolas cofocales.

. 2,2 . .
donde a es la constante de separaciéon y ¢ = kl—g. La ecuacion (1.38) es conocida como la

ecuacion de Mathieu y (1.39) como la ecuacién modificada de Mathieu, la cual se puede
obtener de (1.38) haciendo la sustitucion formal 0 = ip.

Al igual que en el caso circular debemos imponer que la solucion de la ecuacion en 6 (1.38)
sea periddica. De la teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias con coeficientes periédicos
sabemos que las soluciones de (1.38) seran periddicas solo para determinados valores carac-
teristicos de a, ver por ejemplo [20]. Estos valores caracteristicos forman un conjunto infinito
numerable, los que denotaremos por a,,, m = 1,2,--- ordenados en forma ascendente.

Antes de proseguir consideremos la transiciéon del problema en la elipse al problema en el
circulo. El caso circular corresponde a una elipse de excentricidad cero, de (1.36) vemos que
esto corresponde a tomar el limite 4 — oo con lo que € — 0, b — a, ¢ — 0y ¢ — 0. Usando
estos hechos podemos simplificar las ecuaciones (1.38) y (1.39). Empezamos por la méas facil,
(1.38). Si en esta ecuacion hacemos ¢ = 0 recuperamos (1.15) con a reemplazada por v, por
lo que en este limite a,, — m? con m =0,1,2,---.

Ahora tomemos el limite g — oo en la ecuacion (1.39). Primero observamos que

21 —2u
2q cosh 2u = 2¢q (6—;6) — qe?t,

con lo que (1.39), sustituyendo a por m?, toma la forma

£ (1) — (m? — qe) £ (u) = 0. (1.40)

Ahora definimos la coordenada 7 de las coordenadas polares como r = fe# y usando la
definiciéon de ¢ y la regla de la cadena en la ecuaciéon anterior obtenemos justo la ecuacion de
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Bessel (1.16) con v reemplazada por m?. De esto también vemos que a fin de buscar funciones
de galerfa de susurros para el dominio eliptico hemos de considerar la aproximacién de onda
corta en el caso en que a,, > 1y g > 1 satisfaciendo que a,,, =~ ¢, es decir, buscamos una
solucion asintotica de (1.38) en el limite en que ambos pardmetros, a,, y ¢, son grandes y
am = q. Precisando un poco més al respecto, cuando permitimos que el parametro ¢ en (1.38)
varié, el valor caracteristico para a se vera modificado, entonces si graficamos en un plano
(a,q) obtenemos una grafica como la mostrada en la Figura 1.4 de la cual observamos que
cuando ¢ = 0 los valores caracteristicos son m?, con m un entero no negativo. El caso en
que 0 < ¢ < 1 ha sido estudiado por un gran ntmero de personas, incluso en la actualidad
aparece ya como un ejemplo en los libros de teoria de perturbaciones, por ejemplo en [11], o
con algunos refinamientos en [3]. La contraparte para el caso en que a < 1 ha sido mucho
menos estudiada, ver por ejempo [6], y hasta donde conocemos el caso que nos interesa a > 1,
q> 1y a=qno es reportado en la literatura. Este caso serd desarrollado en el Capitulo 4.

a

—40 —éO 2‘0 4‘0 !
Figura 1.4: Valor caracteristico a como funcion de q. El comportamiento asintdtico de interés
en este trabajo es el de ¢ y a > 1 cuando q = a.

1.5. El limite semiclasico

El limite semiclasico o mecanica semiclésica son un conjunto de técnicas que usa la mecéni-
ca clésica para resolver problemas cuénticos. En ésta se reemplaza la ecuaciéon de Schrédinger,
una ecuacién diferencial parcial en n variables independientes un conjunto de 2n ecuaciones
diferenciales ordinarias, las ecuaciones de Hamilton de la mecanica clésica. La mecénica semi-
clasica se inicié como la “teoria cuéntica de Bohr-Sommerfeld”; la cual describe el movimiento
de un sistema mediante la mecanica clésica pero con ciertas constantes de movimiento restrin-
gidas a ser multiplos enteros de alguna cantidad. Estas restricciones eran llamadas condiciones
de cuantizaciéon y los niimeros enteros ntmeros cuénticos. En muchos casos para mejorar las



1.5 El limite semiclasico 15

coincidencias entre las condiciones de cuantizacién y las observaciones experimentales se uti-
lizaban nimeros semienteros adicionados a los ntimeros cuénticos. Sin embargo no existia un
principio tedrico que dictara cudndo un nimero entero, uno semientero o algin otro (general-
mente i) deberia ser usado para hacer coincidir las reglas de cuantizacién con el experimento.
En este sentido las reglas de cuantizacion de mayor generalidad fueron las dadas por Som-
merfeld en 1916, las cuales fueron una generalizacion de las dadas por Bohr en 1913. En la
proxima seccion se detallard la mecanica semiclasica de Bohr-Sommerfeld. Dicha seccion esta
basada en [10].

1.5.1. Cuantizacion de Bohr-Sommerfeld

En la mecanica cléasica, el movimiento de una particula es gobernada por la ecuaciéon de
Newton

d*x (t)
dt?
donde x(t) es el vector de posicion al tiempo ¢ de una particula de masa m moviéndose bajo la
influencia de una fuerza —VV (x). La funcién V(x) es la energia potencial de la particula en
el punto x. Cuando (1.41) es multiplicada por dz o integrada respecto a t resulta la ecuaciéon

dt
de la energia

m

— —VV [z (1)), (1.41)

1 [dax(t)]?
- t) =F. 1.42
g |5 | v ) (142)
2
Aqui FE es la energia total de la particula y %m [dfl—gt)} es la energia cinética. La energia

E puede tomar cualquier valor mayor o igual que el minimo valor de V().

En el caso de un oscilador arménico “clasico” éste puede tomar cualquier valor de energia F
mayor o igual a cero, sin embargo en 1900 Max Planck propuso que para un oscilador armoénico
que representa el grado de libertad de un campo de radiacién la energia de éste sélo puede
tomar los valores

E,=nhvy, n=0,1,2,---, (1.43)

donde h = 6.54 x 10~ %"erg sec es la hoy llamada constate de Planck y v es la frecuencia del
oscilador. A este oscilador se le suele llamar oscilador cuéntico o cuantizado. Haciendo esta
suposicién Planck dedujo la ley de radiaciéon de cuerpo negro correcta. En 1907 Einstein uso
la propuesta de Planck para explicar el comportamiento del calor especifico de s6lidos a bajas
temperaturas, el cual representd como una coleccién de osciladores armoénicos cuantizados.
En 1913 Bohr hizo una suposiciéon similar acerca del &tomo de hidrégeno y usé el modelo
planetario de Rutherford. En éste, el &tomo consiste de un protén con un electréon moviéndose
alrededor a él. La energia potencial es la energia electrostatica V(r) = _762, donde r es la
distancia del protén al electrén, —e es la carga del electrén y +e la carga del protén. Una
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solucion de (1.41) para el movimiento del electron es un circulo con el protén en su centro. En
coordenadas polares la solucién es r = constante y 6 = wt, donde la velocidad angular w es
una constante. Sustituyendo z(t) = (r coswt,rsinwt) en (1.41) y (1.42) tenemos

mrw?® = 7%, (1.44)

1 e2
E = -mr?w? — — 1.45
2m7‘ w o ( )

la ecuacion (1.44) relaciona w con r y por tanto E puede ser expresado en términos de w
or.

Bohr asumi6 que el momento angular del electrén, mr
miltiplo entero de h:

2w, multiplicado por 27 debe ser un

2w=nh, n=12---. (1.46)

Esta condicion, del tipo de (1.43), es la condicion de cuantizacion. De (1.44) y (1.45) se
sigue que E s6lo puede tomar los valores

2mmr

21%met 1
h2  n2’
Bohr también asumié que el electréon puede saltar de un estado de energia F, a uno de

menor energia F,, emitiendo un cuanto de luz de frecuencia v, donde

E= n=1,2--. (1.47)

2, .4
hu:EnEmZW(;;), m < n. (1.48)
Las frecuencias predichas por (1.48) coinciden con las observadas experimentalmente.

El “éxito” de la teoria de Bohr estimuld la biisqueda de condiciones de cuantizaciéon apli-
cables a 4tomo méas complicados y a moléculas. Estos sistemas involucran méas de un grado de
libertad, por lo que la solucion involucra la mecénica clasica (Hamiltoniana) de tales sistemas.

Para un sistema de f grados de libertad empleamos f coordenadas ¢;, i = 1,2, -+, f.
Correspondiente a cada ¢; hay un momento p;. La energia total de un sistema, consiste de
la energia cinética mas la energia potencial, ésta es expresada como una funcién H(q,p), con
q=(q, -+ ,qr) yp=(p1,--- ,ps). Esta funcion es llamada el Hamiltoniano del sistema.

En términos de H, las ecuaciones de movimiento de Hamilton son

dg;(t) _OH  dpi(t)  OH
dt  Op;’ dat  9g’
De (1.49) se sigue que el Hamiltoniano es una constante de movimiento

i=1,--,f. (1.49)

H[q(t),p(t)] = E. (1.50)

Un sistema mecanico se dice integrable si hay f nuevas coordenadas 6;, llamadas variables
de dngulo, y f nuevos momentos J; llamados variables de accién, con las siguientes propiedades:



1.5 El limite semiclasico 17

(a) ¢q=¢q(0,J)y p=p(0,J) son periodicas en 6;, i = 1,--- , f, con periodo 1.
(b) H[q(0,J),p(0, )] =H(J).

(c) Las ecuaciones de Hamilton para 6; y J; son

do,t) oM Aty oM

De la segunda ecuacion (1.51) y (b) se sigue que dd“;i = 0, entonces

J; = constante, i=1,---,f. (1.52)
Entonces 87;{5;% la cual es una funcién de J, es constante también. Escribiremos esto como
wi(g) = 878_{(7;7). Resolviendo la primera ecuacion de (1.51) tenemos

0;(t) =wi(J)t+w(0), i=1,---,f. (1.53)

Con esto las ecuaciones han sido integradas, lo cual explica por qué tales sistemas son
llamados integrables.
Usando (1.53) en (a) obtenemos ¢ y p como funciones de ¢

qg=qlw(J)t+6(0),J], p=plw(J)t+6(0),J]. (1.54)

De (a), ¢ y p son periddicas en cada 6; con periodo 1, entonces son multiplemente pe-
ri6dicas o cuasi periddicas en ¢ con frecuencias wi,--- ,wy. La trayectoria (1.54) estd sobre
una superficie f-dimensional J = constante en el espacio fase de 2f dimensiones. En vista
de su periodicidad en @, esta superficie es topologicamente un toro f-dimensional. Entonces
todas las trayectorias que inician sobre este toro permanecen en él, este es llamado un toro
invariante. El toro correspondiente a todos los posibles valores de J cubren el espacio fase.

Para sistemas integrables, Sommerfeld y Wilson propusieron las condiciones de cuantiza-
ciéon

Ji = nih, 1= 1, s ,f, (1.55)

donde n; son enteros no negativos llamados nimeros cuanticos. Usando estos valores de J; en
el Hamiltoniano H(.J), obtenemos los posibles valores de la energia

En1n2~~-nf =H (nlh, ngh, ce ,nfh) . (156)

Este resultado va acompanado de la afirmacién de que un sistema puede saltar de un nivel
de energia E,, n,...n ; a otro menor Erime-m ; emitiendo radiacién de frecuencia v dada por

hv = Enyngeny — Emymy-m - (1.57)
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La mecanica clasica mas las condiciones de cuantizacion (1.55) y la frecuencia de radiacion
dada por (1.57) constituyen la teoria cuantica de Bohr-Sommerfeld. Esta ha sido de gran
utilidad pero tiene varios defectos, algunos de estos son:

(a) Solo es aplicable a sistemas integrables.

(b) Algunas veces da resultados incorrectos, es decir, resultados en desacuerdo con las obser-
vaciones experimentales, generalmente asociado con nimeros cuanticos semienteros.

(c) No se puede obtener la intensidad de la radiacion.

(d) Es conceptualmente insatisfactoria debido a que contradice las leyes de la electrodinamica.

La teoria nunca fue corregida para remover todos estos defectos, salvo que la intensidad de
radiacién fue calculada usando una regla adicional: el principio de correspondencia. Histérica-
mente la teoria de Bohr-Sommerfeld fue relegada por la invenciéon de la mecénica cuéntica, la
cual carece de los defectos de la teoria de Bohr-Sommerfeld.

Para estados estacionarios, es decir para estados de energia constante E la mecanica cuan-
tica esta basada en la ecuacion estacionaria de Schrodinger

H(q,p)¥(q) = E¥(q), (1.58)

donde H es el Hamiltoniano de la mecénica clasica, en el cual p; = —iha%i y 1¥(q) es una nueva
funcion llamada funcion de onda del sistema. Como H es un operador autoadjunto entonces
el espectro es real. Cuando H es cuadratica en p, (1.58) es una ecuacion diferencial parcial
lineal de segundo orden en n variables independientes g;.

La ecuaciéon (1.58) es un problema de valores propios, por lo que el valor propio E sblo
puede tomar valores discretos siempre que se verifique [ \w(q)\2 dq sea acotada. Entonces ¥(q)
puede ser normalizada de tal forma que | lv(q)|* dg = 1. En este caso [)(q)|* es interpretada
como la densidad de probabilidad de que el sistema esté en ¢ y la funcion propia ¥ (q) es
llamada la amplitud de probabilidad. En este caso diremos que se trata de un estado ligado.
Cuando 1(q) no es normalizable, E es el espectro continuo de H y 1 (q) representa un estado
de dispersion.

Se puede resolver (1.58) exactamente solo para sistemas muy simples, fue por esto que
Wentzel, Kramers y Brillouin independientemente desarrollaron un método para aproximar
la solucién de la ecuaciéon de Schrodinger, ahora llamado método WKB. Este produce una
aproximacion la cual es asintotica a la solucién exacta conforme un multiplo adimensional de
la constante de Planck se aproxima a cero.

Ambos Wentzel y Kramers consideraron sistemas para los cuales la ecuaciéon de Schro-
dinger podia ser separada en un conjunto desacoplado de ecuaciones diferenciales ordinarias
de segundo orden para las funciones 1;(q;) dependientes de una sola variable. Para cada ;
usaron una solucién aproximada de la forma

Yilai) ~ Ai(g)er 5@, (1.59)
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Cuando (1.59) se sustituye en las ecuaciones diferenciales ordinarias para ; se producen
ecuaciones para S; y A;. De la ecuaciéon para S;, y las formulas de conexion en los puntos de
retorno, Kramers derivo una version modificada de las condiciones de cuantizacion (1.55). Estas
condiciones de cuantizacién contienen los ntimeros cuanticos enteros o semienteros dependiendo
del potencial, pero falla al predecir nimeros cuanticos que son cuartos de entero.

Brillouin no impuso la restriccion de que (1.58) fuera separable y usé una solucion aproxi-
mada 1 (q) de la forma

Y(q) ~ et S@, (1.60)

Entonces considero la posibilidad de que S(q) fuese una funcién multivaluada de las coor-
denadas ¢, pero con 1¥(q) una funcion univaluada, asi concluy6é que la diferencia AS(q) entre
dos valores de S(q) debe ser un multiplo entero de h:

AS(q) = nh. (1.61)

Brillouin hizo notar que si S(q) es separada como una suma de términos, Si(q1) + -+ +
S#(qs), dependientes de un sola variable, (1.61) coincide con las condiciones de cuantizacion de
Bohr-Sommerfeld (1.55). La propuesta de Brillouin no requiere que la ecuacion de Schrédinger
sea separable, pero no es capaz de predecir nimeros cuanticos semienteros.

Con el desarrollo del método WKB la mecanica semiclasica obtuvo una base tedrica en
el sentido de que ésta provea una soluciéon aproximada de problemas cuanticos. Sin embargo
hasta este punto la mecanica semiclasica atun falla al no producir niimeros cuanticos que son
cuartos de entero o para sistemas no separables en la versiéon del método de Wentzel y Kramers
y falla en la predicciéon de ntimeros semienteros en la versiéon de Brillouin. En el Capitulo 2
veremos cémo estos problemas son resueltos.






Capitulo 2
Cuantizaciéon de
Einstein-Brillouin-Keller y ecuacion de

Helmholtz

En la primera secciéon de este capitulo desarrollaremos la versién invariante de las con-
diciones de cuantizacion descritas en la secciéon 1.5.1 y en la segunda consideraremos el caso
particular de la ecuacién de Schrodinger para una particula atrapada, es decir la ecuaciéon de
Helmholtz. Esto se llevara a cabo mediante la aproximacion de onda corta.

2.1. Cuantizacion de Einstein-Brillouin-Keller o EBK

Como vimos en la secciéon 1.5.1 la mecanica semiclésica atun adolece de varios problemas.
Por otro lado tenemos que la ecuacion de Schrédinger puede ser formulada en coordenadas no
separables o incluso en el caso de que sea separable se pueden producir ecuaciones diferenciales
ordinarias dificiles de resolver. Adicionalmente tenemos que las condiciones de cuantizacion
de la mecéanica semiclasica no siempre son correctas. Con base en esto es deseable obtener
condiciones de cuantizacién que sean independientes del sistema de coordenadas.

Una forma de obtener tales condiciones de cuantizacién invariantes fue dada por J.B.
Keller en 1958 [8], la cual describimos a continuacion. El método de Keller se basa en escribir
la funcion de onda (q), para i pequena, en términos de ondas de la forma

b(g) = Alq)er5@, (2.1)

donde S(g) es una funcion multivaluada, como en la propuesta de Brillouin (1.60), pero adi-
cionalmente permitiremos que A(q) sea multivaluada. Entonces la condiciéon de univalencia de

¥(q), esto es erS @+ A(Q) = o5 @+ A9 requiere que la diferencia entre dos valores S (q),
denotada por AS(q) = S’(q) — S(q), esté dada por

AS(q) = n+2iAlogA(q) h, (2.2)
T
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con n un entero y donde Alog A(q) denota la diferencia entre dos valores de log A(q). Cuando
A(q) es univaluada (2.2) produce nimeros cuanticos enteros. Sin embargo cuando dos valores
de A(q) difieren soélo en el signo, entonces Alog A(g) = —im y (2.2) toma la forma

AS(q) = <n + ;) h. (2.3)
En este caso (2.2) da una condicién de cuantizaciéon con nimero semientero. En otros
casos dard otros numeros cuanticos, por ejemplo cuartos de entero. Por tanto (2.2) predice las
condiciones de cuantizaciéon con los niimeros cuénticos correctos.
A fin de usar (2.2) debemos mostrar como encontrar S(q) y A(q), y como (2.2) se convierte
en nimero finito de condiciones de cuantizacién. Para lograr esto dltimo escribiremos la forma
asintotica de 9(q) para A pequena como una suma de ondas!

U(g) = D Aplg)er@. (24)

La necesidad de emplear una suma en (2.4) en lugar de un sé6lo término, es mostrada por
la solucion 1 (q) para casos simples, en particular para el oscilador armoénico con un grado
de libertad (ver por ejemplo [19]). El nimero N de términos depende del potencial y sera
determinado en el proceso de construir la soluciéon aproximada. Ademads la representacion
(2.4) sera usualmente vélida s6lo en un subdominio D del g-espacio por determinar.

Consideremos Si(q) v Ak(q) como las diferentes ramas de dos funciones multivaluadas
S(q) v A(q). Cada rama es definida como una copia del dominio D. Estas copias son pegadas
unas con otras por sus fronteras de tal forma que V.S(q) sea continua. Este requerimiento
determinara como pegar las copias del dominio D. Si las hojas j y k son pegadas por todos lo
puntos de sus fronteras donde V.S; = V.Sj,, sobre el espacio resultante V.S serd univaluada y
Vlog A(q) también. Este espacio es llamado espacio de cubrimiento para V.S.

En este espacio AS(q) y Alog A(q) pueden ser escritas como integrales de linea a lo largo
de alguna curva cerrada empezando en ¢ y terminando en ¢:

AS(q) = jéVS -do, AlogA(q) = %VlogA - do, (2.5)

con esto (2.2) se puede expresar como

j{vs-da: [n—i-;%VlogA-da} h. (2.6)
T

Esta condicion debe de satisfacerse para cualquier curva cerrada en el espacio de cubri-
miento, con un apropiado ntimero entero n para cada curva. Aunque esto es un ntmero infinito
de condiciones s6lo un ntimero finito de éstas son independientes.

! Aqui el término onda es usado para indicar términos de la forma (2.1), donde A(q) es la amplitud y S(q)
la fase.
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Primero notamos que las integrales de linea en (2.6) son integrales de un gradiente, por
lo que para dos curvas en el espacio de cubrimiento que pueden ser deformadas una en otra
dichas integrales tienen el mismo valor. Para cualquier espacio de cubrimiento hay una base
de curvas independientes que no pueden ser deformadas unas en otras. Cualquier otra curva
que no pertenezca a esta base puede ser construida como una combinacién lineal de curvas
base. Por tanto (2.6) sera satisfecha para cualquier curva en el espacio de cubrimiento si ésta
se satisface para cada curva base, con el apropiado nimero entero n;. Estas curvas forman
una base para el grupo fundamental del espacio de cubrimiento, su nimero es el orden de
este grupo. Asi el nimero de condiciones de cuantizacion es el orden del grupo fundamental,
denotado por M, el cual es finito.

Hasta el momento tenemos las condiciones de cuantizacién y cuantas de estas hay, sin
embargo queda ain por decir quiénes son las funciones de fase Sk(q) y las amplitudes Ax(q),
k=1,2,---, M. Para esto vemos que (2.1) satisface la ecuacion de Schrédinger (1.58), asin-
toticamente, sbélo si cada onda la satisface. Por tanto basta considerar un término tipico tal
como (2.1). Cuando sustituimos (2.1) en la ecuacion de Schrodinger (1.58) obtenemos

H(q,p) A(q.p) er5?) = BA(q,p)en®?) = e #S@P g (q,p) ei®@r) = 5,

. R . o - .
En la expresion anterior e 7% (@P) es una transformacion unitaria que deja invariante a las
q’s y sblo acttiia sobre los momentos p’s, esto es

o S@n) | oiStan) _ 4 ‘Zj = e 5P (qp)er®?) — H <q’p " gj) ’

asf la ecuacion de Schrodinger, bajo la propuesta de solucion (2.1), toma la forma

0S8

Si en la ecuacién anterior despreciamos los términos que involucren potencias mayores a
iV tenemos

H (q, %{j) =K, (2.8)

donde hemos despreciado p debido a que es proporcional a . La ecuacion (2.8) es la ecuacion
de Hamilton-Jacobi de la mecénica clésica para la funcion de fase S(q).

Queda por determinar una ecuacion para la amplitud A(g,p) la cual vendra dada de to-
mar en cuenta los términos proporcionales a h! y despreciar los correspondientes en h? en
la ecuacion (2.7). A diferencia de los términos en A un calculo directo de los términos en
h' es sumamente complicado debido a que hemos considerado un Hamiltoniano general, por
tanto seguiremos otro camino. Para esto consideremos el paréntesis de Poisson de f y H,
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[ L H (q, %)}, donde f es una funcién real arbitraria de las ¢’s y el paréntesis de Poisson de
la mecénica clésica es definido por

N
Oou dv  Ou Ov
2] —Z{%ﬁpi - 3pi8%}’ (2.9)

i=1

donde N es el niimero de grados de libertad. Este paréntesis de Poisson es valido en el caso
cuéntico cuando u es independiente de las p’s y v es lineal en las p’s.

En vista de que i < 1 entonces H (q,p) puede ser desarrollado en potencias de las p’s.
El término a orden cero en las p’s no contribuye al paréntesis de Poisson y despreciamos los

términos a 6rdenes mayores a uno. Por tanto [ HH (q, g—g)} puede ser evaluado usando (2.9).

{f,H (%Zﬁ)] :i{giwa(zim}’

i=1

Con esto obtenemos

de la cual se sigue, al calcular el valor esperado de A [f, H (q, g—‘g)} A,

N
0
> e [vi(@A%(@)] =0 o V-[v(g) A*(q)] =0. (2.10)
i=1 1"
. . . . . OH (q,%s)
En la ecuacién anterior hemos introducido v; definida por vi(q) = —3,= v v(q) =
(v1,- -+ ,vn). De la primera de las ecuaciones de Hamilton (1.49), v; es justamente la velocidad

ddqti. Por tanto (2.10) es la ecuacion de Liouville de la mecanica estadistica clésica, expresando

la conservacion de la “densidad de probabilidad” A?(q). Esta ecuaciéon es una forma especial
de la ecuacién de Liouville debido a que la densidad de probabilidad es independiente de p.

La ecuacion (2.8) es una ecuacion diferencial parcial de primer orden que puede ser resuelta
por el método de caracteristicas. Sus caracteristicas son justo las ecuaciones de Hamilton (1.49),
y sus soluciones son las trayectorias clasicas ¢(t), p(t). En términos de éstas la solucion S(q)
estd dada por

t N o,
S(a) = St + [ 3 o) A ar. .11
i=1

La integral es a lo largo de la trayectoria que empieza en qq al tiempo ¢t = 0 y pasa a través
de ¢ = ¢q(t) al tiempo ¢t. El valor inicial de S en gg es S(qo).

Para resolver (2.10) consideremos un tubo angosto de trayectorias encerrando la trayectoria
que va de gy a ¢. Entonces integramos (2.10) en el interior de este tubo y convertimos la integral
de volumen en una integral de superficie por medio del teorema de Gauss. Entonces la velocidad
v = (v1,--+ ,vy) en cualquier punto es paralela a la trayectoria que pasa por ese punto luego
v no tiene componente normal sobre las caras laterales del tubo y la tinica contribucién a la
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integral de superficie vendra de los extremos del tubo en ¢y y ¢, los cuales son normales a v.
Asi obtenemos

A% (q) v (@) d% (q) — A? (q0) |v (q0)] 4% (o) = 0, (2.12)

donde d¥ (q) y d¥ (qo) denotan la seccion transversal de area normal al tubo de trayectorias
en q y qo, respectivamente. Al resolver (2.12) para A(q) obtenemos

1o (@) 4 (g0)] 2
Al = [v<q>r dz<q>] Alao)- (2.13)

De la ecuacion anterior vemos que A(g) — oo en los puntos g donde |v(q)|d¥X(q) = 0.
Diremos que la trayectoria toca una caustica en cualquiera de tales puntos, y llamaremos al
lugar geométrico de tales puntos para una familia de trayectorias una superficie caustica o
simplemente caustica de esta familia. En particular una céustica sobre la cual do = 0 es una
envolvente de la familia, entonces VS es multivaluada cerca de la caustica. De esta manera
tales cdusticas forman parte de la frontera del dominio D donde dos hojas deben ser pegadas.
Una caustica sobre la cual |v| = 0 es también generalmente parte de la frontera, esto debido
a que generalmente cada p; se anula sobre esta o cambia de signo en ésta.

La ecuacion (2.13) no es valida sobre las causticas y debe ser reemplazada por una expan-
sion local viable sobre y cerca de ella. Es asi como las causticas son el andlogo multidimensional
para ecuaciones diferenciales parciales de los puntos de retorno en la teoria WKB de las ecua-
ciones diferenciales ordinarias. Al igual que en los puntos de retorno, hay férmulas de conexiéon
que relacionan el valor de ¢ sobre las ramas que se encuentran sobre la ciustica. Estas formulas
muestran que la fase de A cambia por —F a lo largo de una trayectoria que toca la céustica
en un punto regular. Este hecho es también conocido de la éptica y se dard un argumento
heuristico en la seccion siguiente. Entonces podemos expresar el cambio en log A en torno a
una curva cerrada en términos del nimero m de veces que la curva toca la caustica en la
direccién de incremento de S. Este es justo el ntimero de veces que se cruza de una rama a
otra. De esto tenemos

1 1 1 LT m

Ahora podemos usar este resultado, junto con (2.11), para escribir la condiciéon de cuanti-
zacion (2.6) como

M
f;pidqi - (n + %) h. (2.15)

Obtenemos asi, una condicién de cuantizacién por cada curva base, con un entero arbitrario
n. El entero m, sin embargo, es determinado por la curva base en la manera antes descrita.
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La condicion de cuantizacion (2.15) es conocida como condicion de cuantizacion de Einstein-
Brillouin-Keller o simplemente cuantizacion EBK?.

Para sistemas en los cuales la ecuacién de Hamilton-Jacobi es separable, y el movimiento es
periddico en cada g¢;, el espacio de cubrimiento para V.S es un toro M-dimensional. Entonces
hay M curvas base, a lo largo de las cuales justamente un par de coordenadas g; y p; varia.
Para tales sistemas (2.15) toma la forma

j{pidqi:<ni+nii>, i=1,--, M. (2.16)
El lado izquierdo de (2.16) es justo la acciéon J; asociada con la coordenada ¢;, entonces

(2.16) puede ser escrita como

Ji:<ni+%), i=1,--- M. (2.17)

Esta es la condicion de cuantizacion de Bohr-Sommerfeld corregida para sistemas separa-
bles. La condicién (2.15) puede ser escrita en la forma (2.17) debido a que el lado izquierdo
de (2.15) es la accién asociada con la curva base.

2.1.1. Generalizaciones

El entero m en (2.15), o m; en (2.16), es un indice asociado con una clase de trayectorias
equivalentes en el espacio de cubrimiento. Este fue posteriormente derivado independientemen-
te por Méaslov [14] en 1965, quien considero curvas sobre la variedad Lagrangiana H(q,p) = E
en el espacio fase de 2N dimensiones. Por lo que este indice suele ser llamado indice de Maslov
o indice de Keller-Maslov-Arnold debido a que Arnold [1] mostré su relacion con el indice de
Morse de una variedad Lagrangiana.

Por otro lado en la seccién anterior se consideré a H como el operador Hamiltoniano del
sistema. Sin embargo, éste puede ser reemplazado por cualquier otro operador, por ejemplo
el bilaplaciano V*, para el que busquemos soluciones asintoticas en la aproximacion de onda
corta.

2.2. La aproximacion de onda corta

Como mencionamos en la seccién anterior estamos interesados en buscar soluciones asin-
toticas, k > 1, de la ecuacion de Helmholtz dada en (1.13) del Capitulo 1 y condiciones de
frontera tipo Dirichlet (1.10) o tipo Neumann (1.11). Deduciremos expresiones asintéticas tan-
to para los valores propios como para las funciones propias de la ecuaciéon de Helmholtz en un
dominio D.

La funcién u(x) se escribe como en la ecuacién (2.4) con ; reemplazada por k

2El nombre Einstein aparece debido a que si en (2.15) omitimos el entero m se produce una regla de
cuantizaciéon dada por Einstein en 1917.



2.2 La aproximaciéon de onda corta 27

N
u(x) = Z Aj (x) 5@, (2.18)
j=1

donde las funciones S; y A; son funciones de la posicion x, y IV es un entero. Cada término
en la suma de (2.18) es llamado onda, donde S; es la fase y A; es la amplitud.
Sustituyendo (2.18) en (1.13) y agrupando en potencias de k obtenemos

N
S {2 [1 - (V2] + ik [29; - VA; + 4;928)] + 55924, = 0,
j=1
ahora igualando a cero los coeficientes de k? y k y despreciando el coeficiente de k° tenemos

las siguientes ecuaciones

VS;*=1, j=12,---,N, (2.19)

QVSj . VAj + AjVQSj = 07 ] = 17 27 U aN' <2'20)

La ecuacion (2.19) es la ecuacion eiconal de la 6ptica geométrica, una para cada funcion de
fase S, 7 =1,2,--- , N, y se resuelve por el método de caracteristicas donde las caracteristicas
corresponden a los rayos de la 6ptica geométrica, en esta caso lineas rectas. Los rayos son las
trayectoria ortogonales a los frentes de onda dados por S = constante. La soluciéon de la
ecuacion eiconal viene dada por

S;i(t;) = Soj + tj, 7=12--- N, (2.21)

donde Sy es el valor de S en el punto desde el cual ¢ es medido.
La ecuacion (2.20) es una ecuacion de transporte cuya soluciéon viene dada por

N

P1p2
Aslts) = Ao (p1+1t5) (p2 + 1)

aqui Ag; es el valor de A en el punto t; = 0; p1 y p2 son los radios principales de curvatura del
frente de onda ¢; = 0. La ecuacion (2.20) puede ser interpretada como una ley de conservacion
de rayos en el interior de un tubo delgado de rayos.

La solucion tanto de la ecuacion eiconal (2.19) como de la ecuacion de transporte (2.20)
seran detalladas en las proximas secciones.

Finalmente imponemos la condiciéon de frontera (1.11) a la ecuacion (2.18). Sustituyendo
(2.18) en (1.11) e igualando el coeficiente de k? a cero y despreciando el de k obtenemos

, j=1,2,---,N, (2.22)

N
ZAjeiijaaS; =0 en OD. (2.23)
j=1
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Supondremos que para cada punto en la frontera los términos en (2.23), para los cuales

oS

5.2 # 0, se anulan por pares. Con esto queremos decir que por cada término que no se anula,

digamos el j-ésimo, existe otro, digamos el j'-ésiimo, tal que
oSy
ov

Esta tltima ecuacién corresponde a la suposiciéon de que por cada onda que incide en

Ajetto % + A —L =0 en OD. (2.24)

la frontera se produce otra onda reflejada. Las ondas para las cuales 88% = 0 se propagan
paralelas a la frontera y no producen ondas reflejadas. Si (2.24) ha de cumplirse para algin
rango de valores de k entonces podemos suponer

Sj = Sjl en 8D, (2.25)
: . . 85;\2 88\ 2
de esto y de la ecuacién eiconal se sigue que (a—yj) = ( oD ) en 0D. Por tanto
0S5, oS
8—” = ia—] en 0D, (2.26)
v v

Si en (2.26) tomamos el signo (4) entonces se sigue que S; = Sj/, no sélo en la frontera sino
en todo el dominio D. También se sigue de (2.24) que A; = —A;» en dD. Este hecho y (2.22)
muestran que A; = —Aj en todo D. Entonces la suma de dos términos Ajeiksj y Aj/eiksj’
es idénticamente cero en todo D. Tal par de soluciones triviales seran omitidas. Por tanto en
la expresion anterior tomamos el signo (—) con lo que la condicion de frontera (2.24) toma la
forma

. 0S8,
1kS;
ek](a;) (Aj_Aj,):() en 0D.
Por lo tanto
Aj= Ay en 0D, (2.27)
y
08, _ oSy
o= en 0D. (2.28)

Las ecuaciones (2.25) y (2.28) implican la ley de reflexion de la éptica geométrica y (2.27)
implica que la amplitud de la onda reflejada en la frontera es igual a la de la onda incidente.

En forma anéloga podemos tomar la condicion de frontera (1.10) la cual produce las ecua-
ciones (2.25) y (2.28), pero con (2.27) reemplazada por

Aj=—Ay en dD. (2.29)

La amplitud A4;, j =1,2,--- , N, dada por (2.22) tiene puntos singulares en t = —p; y t =
—p9 en cada rayo. Estos puntos son los centros de curvatura del frente de onda correspondiente
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a t = 0. El lugar geométrico de estos puntos es la cidustica. Esta generalmente consiste de dos
hojas, correspondientes a cada centro de curvatura sobre cada rayo. Los puntos en los cuales
las dos hojas se tocan son llamados puntos focales. Por lo tanto los anteriores resultados no
son validos en la caustica.

Supondremos que cada onda que converge a la cdustica produce otra onda que diverge de
ella. Los rayos de la onda divergente son asumidos como continuacién de los rayos de la onda
convergente y la fase a lo largo de estos rayos son asumidas como continuacion de la fase de
los rayos convergentes. Estas dos suposiciones pueden ser descritas estableciendo que la fase
S de los rayos divergentes es igual a la fase S; de los rayos convergentes. Se sabe que en un
punto regular de la cdustica, es decir un punto no focal, la amplitud A; de la onda divergente
es igual a la amplitud A; de la onda convergente multiplicada por e "z, En un punto focal el
factor es e ™. Estos hechos son todos indicados por (2.22).

De las anteriores suposiciones vemos que siguiendo un rayo de cualquier onda en la direccién
en que t se incrementa llegamos, ya sea a la céustica o la frontera, en cualquier caso el rayo
contintia como rayo de otra onda; de esta manera se encuentra una sucesién de ondas. En
vista de que en la sucesion hay un namero finito de ondas (por suposicion N) entonces éstas
deben repetirse, por tanto un rayo ortogonal a un frente de onda dado debera, después de
sucesivas reflexiones en la frontera, ser ortogonal a ese mismo frente de onda (Figura 2.1).
Pero el valor de S; se incrementa continuamente conforme el rayo viaja en la direccion en que
t se incrementa, por tanto el segundo punto de intercepcién del frente de onda y el rayo, el
valor de S;, es mayor que su valor inicial por un factor proporcional a la longitud del rayo
entre las intercepciones. Sin embargo S; es constante sobre el frente de onda, asi S; debe ser
una funcion multivaluada y por tanto A; también.

A fin de que la solucién (2.18) sea univaluada debemos requerir que cada onda lo sea. Si
A;- y S;- denotan valores distintos de A; y Sj, respectivamente, entonces para que cada onda

5 / .
sea univaluada se debe satisfacer Ag»elksj = Ajelksj; denotando por §5; la diferencia entre dos
valores de Sj y dlog A; la diferencia entre dos valores de log A; la condicion de univalencia se
puede escribir como

k0S; = 2mm; +i0log A; j=1,2,---,N, (2.30)

donde m; es un ntmero entero. 4.5; puede ser representada como una integral de linea a lo
largo de alguna curva cerrada en el espacio de cubrimiento, es decir

5Sj=fv5j~dd j=1,2,"',N,
asi (2.30) toma la forma
k%VSj-de:%ij—{—iélogAj j=12,--- N. (2.31)

La ecuacion (2.31) se satisface para cualquier curva en el espacio de cubrimiento si ésta
se satisface para cada curva base del grupo fundamental del espacio de cubrimiento, esto se
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Figura 2.1: Un rayo ortogonal a un frente de onda particular, F, vuelve a ser ortogonal a
éste después de refleriones sucesivas en la frontera B del dominio D.

debe a que toda curva es una combinacién lineal de curvas bases con coeficientes enteros.
Adicionalmente observamos que la fase de A es retardada por § cada vez que la curva toca
la cdustica, por lo que log A; cambia por —if. Esto se puede ver de (2.22) al hacer una
continuacién analitica para t; < —pi, por ejemplo, lo cual multiplica la amplitud por 7. Este
mismo argumento se puede usar para los puntos focales y para mas dimensiones. Un argumento
de tipo més fisico se puede hacer usando fase estacionaria, ver por ejemplo [18] seccion 45. Si
n; denota el nimero de veces que la curva toca la cdustica, para el valor apropiado de j, y
si el cambio en log A; solo esta asociado a puntos regulares de la caustica entonces (2.31) se
escribe como

kj{vsj'da'j:%r(mj—l—zj) j=1,2,---,N. (2.32)

Para la condicién de frontera (1.10) vemos de (2.29) que la amplitud A; cambia de fase
por —7 cada vez que la curva toca la frontera con lo que log A; cambia por —im, por lo tanto,
si b; denota el ntimero de veces que la curva toca la frontera, (2.31) toma la forma

b
k%VSj~d0’j=27r<mj+Z]+2J> j=12--- N. (2.33)

Las condiciones de univalencia (2.32) y (2.33) son condiciones de cuantizaciéon para el pro-
blema de valores propios (1.13) y (1.10) o (1.11). Dichas condiciones de cuantizacion fueron
deducidas sin la suposiciéon de que la ecuacién de Helmholtz y sus condiciones de contorno sean
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separables o no en algun sistema de coordenadas e incluso sin hacer referencia a la forma parti-
cular del dominio, asi, (2.18) puede ser utilizada para algin otro operador independientemente
de que éste sea separable o no o de la forma del dominio.

Hasta el momento hemos determinado el comportamiento asintético de las funciones pro-
pias de la ecuaciéon de Helmholtz, el cual estd dado por la suma de N términos de la forma
A;je?*5i con Aj y S; dados por (2.21) y (2.22), respectivamente. También hemos hallado el
comportamiento asintotico del valor propio k dado por la ecuacion (2.32) cuando la condicion
de frontera es (1.11) o por (2.33) en el caso de (1.10). Las ecuaciones (2.32) o (2.33) forman un
conjunto de N ecuaciones las cuales deberan ser resueltas para N parametros por determinar,
de los cuales uno es el valor propio k. Vemos ahora la necesidad de determinar el valor de NV,
para esto debemos hallar en el dominio D un conjunto de N congruencias normales® de rayos
las cuales son cerradas bajo reflexion. Con cerradas bajo reflexiéon no queremos decir que los
rayos forman una curva cerrada, sino que cada congruencia de rayos produce otra congruen-
cia del conjunto al reflejarse en la frontera o tocar la caustica. Ahora, debemos considerar el
espacio de cubrimiento asociado con este conjunto de N congruencias de rayos y determinar
el nimero de curvas cerradas independientes, es decir, el nimero de curvas en el grupo fun-
damental. Si hay ¢ curvas independientes en el grupo fundamental entonces debemos embedir
el conjunto de IV congruencias de rayos en una familia ¢ — 1 paramétrica de N congruencias,
cada una de las cuales es también cerrada bajo reflexion. Finalmente, debemos imponer las ¢
condiciones (2.32) o (2.33) a partir de las cuales podemos encontrar k y los ¢ — 1 parametros.
En esta forma el valor propio k& puede ser hallado.

Una vez obtenido k, queda por hallar las funciones de fase y las amplitudes y con esto obte-
nemos las funciones propias. Para determinar las funciones de fase usamos (2.21) y asignamos
un valor arbitrario a Sp; en algtn frente de onda. Para obtener las amplitudes debemos hallar
una funcién Ag; definida en algtn frente de onda tal que cuando el valor de A; es calculado
usando (2.22) y (2.27) o (2.29), éste regrese al valor Ap; (salvo por un factor de fase) después
de viajar por un rayo que regresa al frente de onda original.

En algunos casos determinar la funcién de fase en la forma descrita anteriormente es poco
practico, como veremos en el Capitulo 4, por lo que se requiere de un método alternativo para
determinarlas no usando rayos. Esto sera posible considerando una familia ¢ — 1 pardmetrica
de funciones de fase. Estas funciones de fase deben satisfacer la ecuacion eiconal (2.19) y las
condiciones (2.25) y (2.28) en la frontera 0D, y la base del grupo fundamental del espacio
de cubrimiento de V.S; debe contener ¢ curvas. Entonces las ¢ condiciones (2.32) o (2.33)
determinan el valor propio k y los ¢ — 1 pardmetros. Las amplitudes se determinan como
antes.

2.2.1. La ecuacion eiconal

La ecuacion eiconal (2.19) puede ser resulta por el método general de caracteristicas para
ecuaciones diferenciales parciales de primer orden no lineales [4], sin embargo, a fin de no

3Una congruencia normal de rayos es una familia de rayos ortogonales a cualquier superficie dada.
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introducir complicaciones innecesarias y dada la forma particular de la ecuacion, ésta puede
ser resuelta en una forma alternativa sugerida por Keller en [9]. Omitiendo el subindice j
en (2.19) y definiendo el vector de posicion como & = (z1,x2), la ecuacion eiconal en dos
dimensiones toma la forma

IVS(x)]* = 1. (2.34)

Las superficies de fase constante, S(x) = constante, son los llamados frentes de onda y
sus correspondientes curvas ortogonales son los rayos de la Optica geométrica (en la teoria
general los rayos corresponden a las curvas caracteristicas). Estos rayos pueden ser usados
para construir una solucién de la ecuacion (2.34). Observamos primero que por tratarse de
un medio homogéneo la velocidad de propagacion v(x) = (v1,v2) serd constante, por tanto
los rayos serén lineas rectas. La ecuacién de los rayos puede ser escrita en términos de un
parametro ¢ en la forma

X (t) = (21(t), 22(t)) = vt + 0. (2.35)

La condicién de ortogonalidad entre los frentes de onda y los rayos establece que la derivada
X (t) respecto de t sea proporcional al gradiente de la fase V.S, de lo que obtemos

v = AVS, (2.36)

donde A es el factor de proporcionalidad. Ahora si calculamos la derivada direccional a lo largo
del rayo obtenemos

dS (z(t))
dt

donde hemos hecho uso de (2.36) y (2.34) para reducir la expresion. La ecuacion (2.37) es una
ecuacion diferencial ordinaria facilmente integrable, es decir,

=VS . v=)\ (2.37)

t
S(t) =5y +/ AdT = Sg + A, (2.38)

donde hemos escrito S ((t)) como S(t) y S (x(tp)) como Sp. Si elegimos A = 1 entonces ¢
es la longitud de arco medida a lo largo del rayo. Con esta eleccion de A, (2.38) coincide con
(2.21).

2.2.2. La ecuacién de transporte

Ahora procedemos a resolver la ecuacion de transporte (2.20). Nuevamente omitiendo el
subindice j tenemos

2VS - VA4 AV2S = 0. (2.39)

Si multiplicamos por A la ecuacion (2.39) obtenemos
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V- (A%VS) =0. (2.40)

De esta tltima ecuaciéon vemos que A2V S tiene divergencia nula y por tanto su flujo en
un tubo de rayos se conserva. Aplicaremos este resultado a un tubo de rayos. Entonces, dado
un rayo, consideramos una regiéon R del espacio acotada por un tubo de rayos que contiene al
rayo dado y los frentes de onda w(tg) y w(t) en los puntos tg y ¢ del rayo dado (ver Figura
2.2). Entonces VS es paralelo a las paredes del tubo y normal a los frentes de onda.

W(t)

W(to)

Figura 2.2: Region R acotada por un tubo de rayos y los frentes de onda ty y t.

Ahora integramos (2.40) sobre la region R usando el teorema de la divergencia de Gauss,
de lo que obtenemos

oz/v' (A%VS) da::/AQVS-ﬁ(t)da(t)—/ A?VS i (tg) da (to),
R w(t) w(to)

donde 7 el la normal unitaria al frente de onda y da es el elemento de area sobre el frente de
onda. De (2.34) vemos que VS - 7o = 1. Por tanto contrayendo el tubo de rayos al rayo mismo
la ecuacion anterior toma la forma

A? (t)da (t) = A% (tg) da (to) . (2.41)

Para reescribir (2.41) en una forma més conveniente elegimos un punto arbitrario ¢; sobre
el rayo y definimos

£(t) = . (2.42)
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La cantidad £(t) es llamada razon de expansion del tubo, esta mide la expansion de seccion
transversal del tubo de rayos. Esta es justo el jacobiano del mapeo hecho por los rayos de w(t;)
a w(t). De (2.41) y (2.42) obtenemos ahora la solucion de (2.39) en la forma

g(t(’)] ’ (2.43)

§(t)
De la ecuacién anterior vemos que A(t) varia inversamente como la raiz cuadrada de &,

esto es, cuando ¢ disminuye A se incrementa. Por tanto la convergencia de rayos tiende a
incrementar A.

Al) =A<to>[

A fin de simplificar (2.43) consideremos algunos conceptos de la geometria diferencial. Si
P; es un punto regular de una superficie S y 7 es el vector normal unitario a S en P;, cualquier
plano a través de P; el cual es paralelo a n corta a S en una curva, esta curva serd llamada
seccion normal. Entonces consideremos la curvatura s y el radio de curvatura p = % de la
seccion normal en el punto Pj; k depende de la direccion del plano. Se puede mostrar [5] que
existen dos direcciones ortogonales, las direcciones principales en P, para las cuales k tiene
su valor médximo y minimo. Estos valores son llamados las curvaturas principales de S en P;
v las denotamos por k1 y k2. Entonces el producto

g =K1Ky = L, (2.44)
P1p2
es llamada curvatura Gaussiana de la superficie S en P;.

Consideremos ahora tomar S como el frente de onda w(t;), y consideremos P, como el
punto de intercepcion del rayo R de interés y la superficie w(t1). Entonces consideramos el
plano a través de R el cual corta a w(t1) en la seccion normal cuyo radio de curvatura es p,
ver Figura 2.3. El rayo R intercepta al frente de onda paralelo w(t) en el punto P. Sin pérdida
de generalidad podemos medir ¢ desde el frente de onda w(t1). Entonces t; = 0 y la distancia
desde Py a P es t. Dado que los frentes de onda son paralelos, el plano de la Figura 2.3 corta
a q(t) en una seccién normal con radio de curvatura p; + ¢. El plano a través de R ortogonal
al plano de la Figura 2.3 corta a w(t) en una seccién normal con radio de curvatura py + t.
Entonces p; +t y p2 + t son los radios principales de curvatura de w(t) en P.

Wi(ty) W(t)

Figura 2.3: Radios de curvatura principal en los frentes de onda w(t1) y w(t).
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Consideremos a )1 como el centro de curvatura correspondiente a p1. En el punto @1 el
rayo R y el rayo vecino R; se interceptan. Precisando, )1 es un punto sobre la envolvente
de la familia de rayos. Hay un punto similar para ()2 correspondiente al otro radio principal
de curvatura ps, y los puntos ()1 y Q2 viven sobre la envolvente de la familia de rayos. Esta
envolvente es una superficie C', llamada caustica, y los rayos son tangentes a ésta. Algunas
veces la custica se degenera a una curva o a un punto. En este tltimo caso el punto es llamado
foco. La familia de rayos, cada uno normal a w(t1), y todos los frentes de onda son llamadas
una congruencia normal de rayos.

Por tltimo sea df; el angulo entre dos rayos R y R;. Este angulo subtiende arcos sobre
w(t1) y w(t) cuyas longitudes son p1df; y (p1 +1t)db1, respectivamente. Similarmente podemos
tomar un rayo Ro en el plano normal al plano de la Figura 2.3 el cual hace un dngulo dfy con
R. Este ultimo dngulo subtiende arcos sobre w(t1) y w(t) de longitudes padfs y (p2 + t)dbo,
respectivamente. Se sigue ahora que la razon de expansion (2.42) esta dada por

_da(t) _(pr+1t)dbi-(p2+1t)dba _ (pr+1t)(p2+t) _ g(0)

£(t) = = = == (2.45)
da (t1) p1db1 p2dbs p1p2 g(t)

donde ¢(t) es la curvatura Gaussiana, (2.44), de w(t) en P.

La ecuacion (2.45) permite escribir la amplitud A, (2.43), en la forma

_ (o1 +to) (p2 + t0) ]2
A(t) = A(to) (p1+1) (p2 +1)

Aqui p1 y pa son los radios principales de curvatura del frente de onda en ¢t = 0. La ecuacién
(2.46) es justamente (2.22) cuando elegimos tg = 0.

(2.46)







Capitulo 3
Caso circular

En este capitulo buscaremos soluciones asintéticas, k > 1, de la ecuacién de Helmholtz
para un dominio circular de radio a y condiciones de frontera tipo Dirichlet o tipo Neumann
a través de la aproximacion de onda corta descrita en la secciéon 2.2. Deduciremos expresiones
asintoticas tanto para los valores propios como las funciones propias del operador de Helmholtz
en este dominio. Compararemos las expresiones asintoticas producidas por la aproximacion de
onda corta con las obtenidas en la seccién 1.3.1.

3.1. Ecuacién de Helmholtz en un dominio circular:
modos de galeria de susurros usando la cuantizaciéon EBK

Recordemos primero cuél es problema a resolver. Deseamos encontrar modos de galeria de
Susurros a

Viu(z,y) + K*u(z,y) =0 en D, (3.1)

con D una circunferencia de radio a y condiciones de frontera

u(xz,y) =0 con (z,y) € 0D, (3.2)
o}
auéa;’y) =0 con (x,y) € 0D. (3.3)

Ahora consideremos la Figura 3.1.a), vemos que para cualquier rayo cuya orbita no sea
periodica y los sucesivos rayos generados por reflexion en la frontera se encuentran delimitados
por dos circunferencias concéntricas de radio ag y a, 0 < ag < a, siendo todos los rayos
tangentes a la circunferencia de radio ag, esta circunferencia es la caustica. También observamos
que estos rayos divergen de la caustica o convergen a ella, ver Figuras 3.1.b) y 3.1.c), dando
asi dos congruencias normales de rayos uniparamétricas donde el parametro es el radio del
caustica, ag. Obtenemos asi que el valor de N, el nimero de congruencias normales de rayos,
es dos y el espacio de cubrimiento serd un toro bidimensional, por lo que el nimero de curvas
homologicAmente independientes es dos.
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/£ PN
AN >
b) c)

Figura 3.1: a) Un rayo en el interior de un dominio circular y los sucesivos rayos producidos
por reflexion en la frontera son todos tangentes a la circunferencia concéntrica
de radio ag. La distancia entre la cdustica y la frontera ha sido exagerada sélo
para propositos visuales, en realidad la cdustica estd muy cerca de la frontera. b)
Congruencia normal de rayos que se alejan de la cdustica en direccion hacia la

frontera. ¢) Congruencia normal de rayos que convergen a la cdustica provenien-
tes de la frontera.

L o

Con lo anterior en mente las ecuaciones (2.32) son ahora

kfvsj cdoj =2 (mj + %) , j=1,2, (3.4)

y las ecuaciones (2.33) son

b
kfvsj'daj:2w<mj+zﬂ+2f>, j=1,2, (3.5)

recordando que m; es un niimero entero, n; es el nimero de veces que la curva toca la caustica

y bj el nimero de veces que la curva toca la frontera. Y la soluciéon aproximada estara dada
por

u(z) =Y Aj(z)*i@ (3.6)

Debemos imponer la condicion (3.4) a dos curvas cerradas homologicaAmente independiente
del espacio de cubrimiento. Como primera curva elegimos el circulo de radio ag, ver Figura
3.2.a), en la cual el vector unitario V.57 es tangente a la caustica y por tanto la integral de
linea en (3.4) es justamente la longitud de curva del circulo de radio ag, ademas en vista de
que esta curva no toca la caustica entonces n; = 0. Asi (3.4), con m; reemplazado por m
produce
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a) b)

Figura 3.2: Curvas cerradas en el espacio de cubrimiento asociadas a las dos congruencias
normales de rayos de las Figuras 3.1.b) y 3.1.¢). a) La primera curva cerrada es
la cdustca. b) La curva cerrada consiste de dos rayos, uno que parte de la cdustica
y viaja hacia la frontera sobre una de las ramas del espacio de cubrimiento y otro,
producido de la reflexion, de la frontera a la cdustica sobre la otra rama del espacio
de cubrimiento y la curva se cierra con el arco circular de la cdustica entre los
puntos de tangencia de los rayos con la cdustica. Los puntos de tangencia estdn
dados por 0 = =+ arc cos (%0)

k2mag = 2mm, m=0,1,2,.... (3.7)

Como segunda curva elegimos la mostrada en la Figura 3.2.b). Cada uno de los rayos tiene

1
longitud (a2 — a(z))2 y el arco circular tiene longitud 2ag arccos (%0) En vista de que esta
curva toca la frontera una vez entonces no = 1. Con base en esto y reemplazando msy por n
(3.4) queda como

2k [(a2—a3)%—agarccos (%)} =27 (n+i>, n=0,1,2,.... (3.8)

Despejando ag de (3.7) y sustituyéndola en (3.8) tenemos

ka [1(Z)Q];marCCOS(Z):W<n+i>, n,m=0,1,2,.... (3.9)

La ecuacion anterior determina el valor propio k para condiciones de frontera (3.3). Esta
ecuacion seré resuelta posteriormente en forma explicita para algunos casos limite.

En el caso de la condiciéon de frontera (3.2) usamos la relacion (3.5) con las mismas curvas
cerradas que en el caso de (3.3). La primera curva, la caustica, no toca la frontera por lo que
b1 = 0 y como tampoco toca la caustica n; = 0y asi (3.2) produce (3.7), con m; reemplazado
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por m. La segunda curva cerrada toca la frontera una vez por lo que b = 1 y ny = 0, dado
que la curva no toca la caustica. En este caso (3.5), después de sustituir ag = 7, produce la
ecuacién para el valor propio k

1

[(k:a)2—m2}2 — 1 arc cos (ﬂ) :7T<n+3> , n,m=0,1,2,.... (3.10)
ka 4
Hasta el momento hemos determinado asintéticamente los valores propios del operador de
Helmholtz para las condiciones de frontera tipo Neumann y Dirichlet, sin embargo quedan por
determinar las funciones propias correspondientes. Para esto hallaremos expresiones explicitas
para las funciones de fase S; y las amplitudes A;, j = 1,2; las cuales seran determinadas a
partir de

A;(t;) = Ag; pLp2 Y j=1,2, (3.12)
T T Lo+ 1) (p2 + 1)
respectivamente. La longitud de curva medida sobre el rayo es t; y p1 y p2 son los radios
principales de curvatura del frente de onda t; = 0.
La funciéon S; es la longitud de arco medida sobre el rayo que pasa por el punto (r,6),
r > ag, y es tangente a la caustica, medida desde el punto (r,#) hasta el punto de tangencia;

asi, de la Figura 3.3.a) vemos que esta distancia es t; = (r2 — ag) 2 y Sp1 es el valor de S en el

punto donde el rayo que pasa por (r, ) toca la caustica, es decir, Sp; = ag [9 — arc cos (“70)]
S7 toma la forma

S1(r,0) = So1 +t1 = ag {9 — arc cos (@ﬂ + (r2 — a%)% , (3.13)

,
donde la dependencia en ¢; de Sy en (3.11) sea cambiado por (r,6).

Para determinar la funcién Sy vemos de la Figura 3.3.b) que t3 es la longitud de curva
medida sobre el rayo desde el punto (r,6) a la frontera y de la frontera a la caustica, esto es,

1 1
to =2(a*—a3)? — (r* —ad)? y So2 es nuevamente el valor de S en el punto de tangencia
sobre la caustica, esto es, Sgo = ag [9 — 2arccos (%0) + arc cos (‘170)] . S9 queda expresada por

1 1
So (r,0) = So2 + t2 = ag [9 + arc cos (@) — 2arccos <@>} +2(a*—ad)? — (r* —ad)>.
r a
1
De (3.8) obtenemos agarccos (22) = —Z (n+ 1) + (a® — a) 2, la cual usamos en la ex-
presién anterior para obtener
L2 1
Sa (1r,0) = ag [9 + arc cos (Q)} —(r*—ad)? + % <n + 4> . (3.14)
r
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Figura 3.3: Para cada punto (r,0), v > ag, hay dos posibles trayectorias sobre los rayos, una
para cada funcion de fase S, j =1,2. a) Primer trayectoria para llegar a (r,0).
El punto de tangencia sobre la cdustica, (ag, ), estd dado por oo = 6 — (3. b)
Sequnda trayectoria para llegar a (r,0). El punto de tangencia sobre la cdustica,
(ag, B), estd dado por =0+ v — 2e.

Para la condicion de frontera (3.2) la expresion para S1 no cambia, pero para Sy, en forma
analoga a lo hecho para (3.10), tenemos

Sa (1,0) = ag [9 + arc cos (%)} —(r* - ag)% + 2% <n + i) . (3.15)

Una vez determinadas las funciones de fase quedan por determinar las amplitudes A;(r, 6),
j = 1,2. De (3.12) observamos que para el caso bidimensional ps — oo, entonces tomando el
limite tenemos

1

P1 2 .

A:A . —_— y :172.
! o <P1+tj> g

En la expresion anterior vemos que conforme nos acercamos a la caustica p; se aproxima a
cero y Ap; tiende a infinito, sin embargo el producto Ag;,/p1 tiene un valor finito; denotando
este valor por A{) tenemos que

/
A =% i =1,2. 3.16

Asi, para un rayo que diverge de la ciustica la amplitud es
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A/
Al(h 9) = 701’ (317)
o=’
y para un rayo que converge a la caustica
A/
AQ(Ta 9) = ! 1 (318)
2 —ai)!

en la expresion anterior se hizo explicita la condicion A; = Ay en D deducida de (2.27).

[NIE

Ahora que se han hallado k, S1,52,A41 y A2 y haciendo & = —m arc cos (%) + [(k:r)2 — mQ}

las sustituimos en (3.6) y usamos (3.7) para reducir kag a m, obtenemos

1 ;=
A/ k§6ZZ ; s ; ™ ;
u(m) = 0—1 67‘(‘5_1) + 6_1(5_1)} elm97
i
[(k‘r)2 - mﬂ
_ix
si en la expresion anterior tomamos Aj = 62 \/4% las funciones propias para la condicién de

frontera (3.3) toman la forma

1

cos { [(]W’)Q - mz} * — marc cos (%) — Z}
[(kr)? = m?]s

En el caso de la condicion de frontera (3.2) encontramos que A; = —As en 9D por lo que
u(r,0) = Ay (eiksl — eikSQ), sin embargo el factor adicional €™ en €*52, el cual se sigue del
tltimo término de (3.15), cancela el signo menos de —As por lo tanto para esta condicion de
frontera se obtiene el mismo resultado (3.19).

La expresion (3.19) determina el comportamiento asintotico de las funciones propias para
ambas condiciones de frontera (3.2) y (3.3) en la region r > ag = 7.

Para continuar con nuestro analisis debemos ahora considerar la regién interior a la caus-
tica, esto es la region en que r < ag. De la ecuacion (3.13) vemos que cuando r < ag los

2

U (1,0) =

™ m=01,2,.... (3.19)

1
, . ag 2\ 3 L . . ag
términos arccos <2 y (r — ao) seran complejos y pueden ser reemplazados por ¢ arc cosh <2

1
v i (ag — T2) 2 respectivamente. De lo anterior tenemos que las funciones de fase pueden ser

elegidas como
. ap 2 23
S(r,0) =apd Fi [ao arccosh — — (ag —r )2} . (3.20)
r
La correspondiente expresion para la amplitud A puede ser obtenida de (3.17). Esto es
A6 eﬂ%

A(r,f) = ——.
(@)}

(3.21)
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La eleccion de la rama del radical en (3.21) se basa en las consideraciones hechas en la
discusion que sigue a (2.29). Ahora observamos que las ondas para las cuales aplica el signo
superior en la ecuacion (3.20) decrecen conforme se incrementa la distancia a la caustica,
mientras que las ondas para las cuales el signo inferior aplica divergen. Por tanto asumimos
que el término que se incrementa debe ser omitido. Asi al sustituir las funciones de fase y las
amplitudes en (3.6) obtenemos para las funciones propias

6[m2_(kr)2]%_m arc COSh(%) '
Um, (Ta 0) — g ezmé' (3.22)
2 [mQ - (krﬂ 1

La expresion (3.22) determina el comportamiento asintotico de las funciones propias para

ambas condiciones de frontera (3.2) y (3.3) en la region r < ag = 7.

3.2. Comparacién con los resultados de la seccién 1.3.1

Ya que hemos determinado, asintéticamente, tanto los valores propios como las funciones
propias nos queda por verificar que éstas describen efectivamente el fenémeno de la galeria
de los susurros, es decir, debemos verificar que (3.19) tiene el comportamiento descrito en la
seccion 1.3.1 en el limite apropiado.

Consideremos primero el caso en que kr > m, el cual corresponde a 1 > 1 en la seccién
1.3.1 en el Capitulo 1. Para este caso (3.9) y (3.10), desarrollando en series de Taylor a primer
orden alrededor de 7> < 1, producen

m 1 ou

ka =m (n + 5 + 4) cuando o 0 en 0D, (3.23)
m 3

ka=m <n + 5 + 4> cuando u = 0 en 0D, (3.24)

y la parte radial de las funciones propias (3.19) toma la forma

R(r)~ &8 (kT\;g —4) (3.25)

la cual coincide, salvo el factor \/g , con (1.26) cuando elegimos #; = 7. Con esto tenemos

que las funciones propias aproximadas mediante el limite de onda corta oscilardn densamente
entre la caustica y la frontera.
Por otro lado de la ecuacion (1.29) y de la definicién de 7 en la seccion 1.3.1 tenemos que

1
arc cosh (%) =1qyp y sinhyy = [% — 1] ? por lo que la parte radial de (3.22) es

I ekr sinh yo—myo 396
(r) = 2v/krsinhyg ’ (3.26)
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la cual coincide con (1.26), salvo el factor /7.

Por tanto la soluciéon al problema (3.1) con condiciones de frontera (3.2) o (3.3) difiere de
cero apreciablemente solo en la regiéon anular entre la frontera y la céustica. Notese que en
este caso la aproximacién de onda corta produce la expresiéon exacta para la parte angular, es
decir, el factor ™9 es justo la solucion exacta (1.17) de (1.15).

Para analizar qué sucede sobre de la caustica consideramos el limite m =~ kr e introducimos
el parametro 0 < € < 1 definido mediante

m

1= 2
o €, (3.27)

con lo cual estaremos sobre la cidustica cuando tomemos el limite € — 0.
Ahora tomemos el limite m =~ kr en la funcién propia (3.19). Para esto expresamos

1

3 1
[(kT)Q - mﬂ * — marccos (22) = Z y [(kr)> = m?]" en términos de ¢ usando (3.27) y de-
sarrollamos las expresiones resultantes en serie de Taylor a primer orden alrededor a ¢ = 0.
Haciendo esto las funciones propias toman la forma

coS (k:rﬁ — my2e — %)
(25)% Vkr

La ecuacion (3.28) diverge a +o0o en el limite ¢ — 0 (ver Figura 3.4). Por lo que corrobo-
ramos lo dicho en la seccion 2.2, de que nuestros resultados no son validos en la caustica. Una
forma de regularizar nuestros resultados seria tomar en cuenta las contribuciones de orden
mayor en los desarrollos en serie de Taylor, sin embargo en este trabajo no sera hecho debido
a que nos interesa aplicar la aproximaciéon de onda corta a dominios més generales y no el
problema de regularizar las soluciones en la ciustica.

La Figura 3.4 muestra el comportamiento exponencialmente pequeno antes de la caustica
y oscilatorio entre la caustica y la frontera. Sobre la ciustica se tiene una singularidad.

U (1, 0) = em™ m=0,1,2,... (3.28)

R(r)
0.15

0.1

0.05

Figura 3.4: Comportamiento asintotico de las funciones de Bessel a través de la aprozimacion
de onda corta. La aproximacion es singular en la cdustica.



Capitulo 4
Caso eliptico

En este capitulo usaremos la cuantizaciéon de EBK para obtener expresiones asintoticas
para los valores propios y las funciones propias de la ecuacién de Helmholtz en un dominio
eliptico. Procederemos en forma similar a lo hecho en el capitulo anterior para el caso circular.

4.1. Ecuaciéon de Helmholtz en un dominio eliptico:
modos de galeria de susurros

En el Capitulo 1 introdujimos las coordenadas elipticas

xz%cosh,ucos@, yz%senhusen@, w>0, 0<6<2n, (4.1)

de las cuales tenemos que las curvas u = constante y 8 = constante son elipses e hipérbolas
cofocales, respectivamente (ver Figura 4.1). Notese que la coordenada 6 es el angulo agudo
de la asintota de la hipérbola correspondiente con el eje x. En este sistema de coordenadas
la elipse frontera sera representada por u = Ry, por lo que p tomara valores en el intervalo
[0, Rg] para representar puntos interiores a la elipse u = Ry.

La familia de elipses esta caracterizada por los parametros

1
cosh 1 a= g coshp, b= %senh Ly (4.2)

donde ¢, a y b denotan la excentricidad, semieje menor y semieje mayor de la elipse, respecti-
vamente.
En estas coordenadas deseamos encontrar modos de galeria de susurros para la ecuaciéon

de Helmholtz

V2u(p, 0) + E*u(p,0) =0, 0<pu< Ry, 0<6<2m, (4.3)
con condicién de frontera tipo Neumann
0
Au(p, b) — 0, (4.4)
7z w=Ro
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7&
P

Figura 4.1: Coordenadas elipticas. Las curvas p = constante representan elipses cofocales y
las curvas 8 = constante hipérbolas cofocales.

o condicién tipo Dirichlet
u(:“? e)y,u:Ro = 0. (4'5)
A fin de aplicar la cuantizacion de EBK, descrita en el Capitulo 2, debemos determinar
el nimero de congruencias normales de rayos en un dominio eliptico. Para esto vemos de la
Figura 4.2.a) que para cualquier rayo, todos los rayos que resultan de la reflexion en la frontera
se encuentran delimitados por dos elipses cofocales = pg y = Rg, 0 < po < Ry, siendo
todos los rayos tangentes a la elipse pu = uyg, esta elipse es la caustica. Esto sugiere, al igual
que en el caso circular, que consideremos las dos congruencias normales de rayos mostradas

en las Figuras 4.2.b) y 4.2.¢)

AT
c)

%ij
oSS

a)

05

Figura 4.2: a) Un rayo en el interior de un dominio eliptico y los rayos sucesivos producidos
por reflexion en la frontera son todos tangentes a una elipse p = pg cofocal a la
elipse frontera. b) Congruencia formada de rayos tangentes a la cdustica, dirigi-
dos hacia la frontera. c) Congruencia formada de rayos tangentes a la cdustica,
dirigidos hacia la cdustica. Ambas congruencias de rayos se encuentra delimitadas
por la cdustica = po y la frontera p = Ry.

En vista de la existencia de dos congruencias normales de rayos las N condiciones (2.32)
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0 (2.33) del Capitulo 2 son ahora dos y el espacio de cubrimiento es un toro bidimensional,
por lo que habra que imponer a dos curvas homolbégicamente independientes las condiciones
de cuantizacion:

kfvsj cdoj =2 (mj i %) , j=1,2, (4.6)
en el caso de condicion de frontera tipo Neumann (4.4), o para las de tipo Dirichlet (4.5) la

cuantizacion

k%VSj-da'j:%r(mj—i-Zj—i-bQ]), Jj=172 (4.7)
En ambas ecuaciones (4.6) y (4.7), m; es un ntimero entero, n; es el nimero de veces que la
curva toca la caustica y b; el nimero de veces que la curva toca la frontera.

Las ecuaciones (4.6) o (4.7) determinan el valor propio k y el parametro po para las
correspondientes condiciones de frontera. Estos resultados son idénticos a los obtenidos para
el caso circular. Lo anterior se debe a que el espacio de cubrimiento en ambos casos es un toro
bidimensional.

Procedemos ahora a determinar la forma asintética del valor propio k y el parametro puy,
para esto debemos imponer la condicion (4.6) o (4.7) a dos curvas cerradas homologicamente
independientes del espacio de cubrimiento. Como primera curva elegimos, al igual que en el
caso circular, la caustica p = po (ver Figura 4.3.a)). La integral de linea en (4.6) es la longitud
de curva de la caustica, es decir, el perimetro de la elipse u = pg. Como esta curva no toca la
céustica ni la frontera entonces n; =0y by =0 en (4.6) o (4.7), por tanto ambas condiciones
llevan a la misma ecuacion; esta ecuacién es, reemplazando mq por m,

2kccosh (ug) E (g,sech ,uo) =2mm, m=0,1,2,..., (4.8)

donde E(F, k) es la integral eliptica completa de segunda especie.
En general la integral eliptica de segunda especie se define mediante

E(z,k) = / V1 — Kk?sen? tdt. (4.9)
0

En este caso z es una variable real en el intervalo [0, ] y 0 < k = sech ig < 1 es el modulo
eliptico, el cual resulta ser la excentricidad de la elipse (ver (4.2)). La integral eliptica completa
E (5,sech i) se obtiene haciendo # = 5 en (4.9).

Como segunda curva elegimos la curva de la Figura 4.3.b). Esta curva consiste de dos rayos
tangentes a la caustica que parten del punto (Rg,0) en la elipse frontera y se cierra con el
arco eliptico comprendido entre los puntos de tangencia. Para calcular los puntos de tangencia
sobre la caustica consideramos todas las rectas tangentes a la caustica en el punto (ug,6p)

sobre la caustica, en coordenadas cartesianas (z,y) estas rectas son

Y= g sin fp sinh pg — (:U — % cos 6y cosh uo) cot 6y tanh pyg.
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H=Ro

a)

Figura 4.3: Curvas cerradas linealmente independientes en el espacio de cubrimiento asocia-
das a las dos congruencias de rayos de la Figura 4.2. a) La cdustica pn = po. b)
Esta curva consiste de un rayo desde la cdustica a la frontera sobre una de las
hojas del espacio de cubrimiento sequida de un rayo, producido por reflexion, de
la frontera a la cdustica sobre la otra hoja del espacio de cubrimiento y se cierra
con el arco eliptico de la caustica entre los puntos de tangencia de los rayos con
la caustica.

Figura 4.4: Curvas homoldgicamente independientes en el espacio de cubrimiento. La cur-
va etiquetada con a corresponde a la curva mostrada en la Figura 4.5.a) y la
etiquetada con b a la mostrada en la Figura 4.3.b).

Imponemos sobre la ecuacién anterior que pase por el punto P = (% cosh Ry, 0) en la elipse
frontera. Haciendo esto obtenemos una ecuacién para 6y cuya solucién es

cosh g
O =+ — . 4.10
o arc cos (cosh Ro ) (4.10)

Por tanto los puntos de tangencia sobre la caustica son (ug,6y) = <u0, + arc cos (gg:}l} o ) >
Con base en lo anterior podemos calcular la longitud de la curva mostrada en la Figura
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4.3.b) y sustituirla en (4.6), en esta ecuacion ng = 1 ya que la curva toca la céustica una vez
y reemplazando a mgy por n obtenemos

2k [g sinh R (1 — cosh? pg sech? RO) %] — (4.11)

h 1
—2k {(2: cosh g [E (g,sech/m) —E <arcsen (((::(())Sh ]ZE) ,sechuoﬂ } =27 <n + 4> .

En (4.11) el término entre corchetes del primer renglon corresponde a la longitud de cada
rayo desde el punto en la frontera (Rp,0) al punto de tangencia (ug,6p) y el término entre
llaves del segundo renglon es la longitud del arco eliptico entre los puntos (19, 0) v (10, 00)-

En el caso de la condiciéon de frontera (4.5) la condicion (4.7) produce la ecuacion (4.11)
con el término i del lado derecho de la igualdad reemplazado por %, esto debido a que la curva
toca la frontera una vez por lo que by = 1.

Las ecuaciones (4.8) y (4.11) determinan el valor propio k y el correspondiente parametro
o para cada par de valores de m y n. Podemos usar (4.8) para simplificar (4.11), sin embargo,
a diferencia del caso circular donde despejamos ag de (3.7), el parametro que caracteriza la
caustica, en esta ocasion no se podra despejar g de (4.8) para obtener una ecuaciéon para k,
pero lo que si podemos hacer para simplificar la expresion (4.11) es tomar de (4.8) ck cosh g =

m™m . . .,
B sech ) con lo que (4.11) nos da la siguiente ecuacion para pg

1
sinh Ry (sech2 o — sech? Ro) 2+ E (arc sen <§g:ﬁ§g) ,sech ,uo) . 9 (n + %)
E (5, sech p1) - m

(4.12)

El lado izquierdo de la ecuacion anterior decrece conforme i varia en el intervalo (0, Ro)

tomando su valor més alto, senh Ry (1 — sech? Ro)% + sech Ry, en g = 0 y el mas bajo, 1, en
to = Rp; por lo tanto (4.12) tendra solucion solo si el lado derecho estd comprendido entre
estos dos valores extremos. Esta restriccion sobre (4.12) hace que m y n deban satisfacer la
siguiente desigualdad

m [sinh? R 1
0<n<—|————+sechRy—1| — -. 4.13
== 2 | cosh Ry + 0 4 ( )
Cuando se satisface (4.13), la ecuacion (4.12) puede ser resuelta para po y entonces k puede
ser hallado de (4.8).
Ya que obtuvimos las expresiones asintéticas para los valores propios queda por determinar
la forma asintotica de las funciones propias, éstas estan dadas por (2.18), en el Capitulo 2, con

N =2, esto es

u(z) =Y Aj(x)*i@), (4.14)
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donde las funciones de fase S; se determinan a partir de (2.21), que en este caso son

y las amplitudes A; son

_ Ay
Vi

donde t;, j = 1,2, es la longitud de curva medida sobre el rayo. La ecuacién (4.16) se obtiene

de (2.22) al tomar el limite po — 0o, analogo a lo que se hizo para obtener la ecuacion (3.16)
del Capitulo 3.

Aj i=12, (4.16)

(1, 0)

a) b)

Figura 4.5: a) Rayo que pasa por el punto (u,0) y es tangente a la cdustica en (pg,0").
b) Rayos tangentes a la cdustica en los puntos (g, 0") y (o, 0") y tocan la frontera
en el punto (Ry, 0R).

Pasemos ahora a determinar la forma “explicita” de las funciones propias aproximadas,
esto lo haremos en forma andloga al caso circular. Por tanto consideramos un punto (u,0)
fuera de la caustica (u > po) y el rayo que pasa por él y es tangente a la caustica en el punto
(1o, 0") (ver Figura 4.5.a)). Entonces la longitud ¢ del rayo desde el punto (i, 6) hasta el punto
de tangencia (ug, #') esta dado por

1

t= g [(cosh o cos 8 — cosh g cos «9/)2 + (senh psen § — senh pig sen §') 2} ’. (4.17)

El valor inicial de la funcion de fase Sp; corresponde a la longitud de curva medida sobre
la caustica desde un punto inicial hasta el punto de tangencia, por tanto la ecuacion (4.15)
produce para la funcién de fase S1 = Sp1 + t1, con t1 = t, del rayo saliente de la caustica

o )
S1(p,0) = ;/0 (cosh? pg — cos® 6) 2 df

=

+ [(cosh 1 cos B — cosh g cos 9’) 2y (senh pwsen 6 — senh pg sen 9’)2} ,  (4.18)

¢
2
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donde la integral corresponde a la longitud de curva medida sobre la ciustica desde un punto
inicial (f = 0) hasta el punto de tangencia.

Usando el teorema de adiciéon para integrales elipticas (ver Apéndice B), la longitud del
rayo (4.17) se escribe en la forma

I 1 0 1

t= g {/ (cosh2 1t — cosh? fo)* dp £ / (cosh2 [1o — cos> 9)> dG} , (4.19)
%) 0’

donde el signo superior aplica si @ > 6’ y el signo inferior si # < . Para el rayo considerado

se tiene 0 > 6’ (ver Figura 4.5.a)) con lo que (4.18) queda expresada como

i 1 0 1
S1(p,0) = g [/ (cosh2  — cosh? 1o)? dp + /0 (cosh2 Lo — cos> 0)2 d@] . (4.20)
Ho

A diferencia del caso circular en el caso eliptico el punto de tangencia no tiene una expresion
explicita sencilla, por lo que es preferible usar la representacion integral de Si(u,#) dada por
(4.20) la cual no depende explicitamente del punto de tangencia.

Para construir la segunda funcién de fase, Sa, recordamos que esta asociada con la longitud
del rayo que parte del punto (u,#), toca la frontera y es reflejado hacia la caustica pasando
tangente a ésta en el punto (ug,8”) (ver Figura 4.5.b)). Sin embargo determinar Sy de esta
forma produce expresiones complicadas debido a que depende tanto del punto de tangencia
del rayo con la caustica como del punto sobre la frontera donde el rayo es reflejado. Para salvar
este problema haremos uso de un resultado de la geometria elemental: la longitud de la curva
cerrada usada para deducir la ecuacion (4.11) es independiente del punto sobre la frontera. En
vista de esto tenemos que la funcion de fase Sa(p,0) es

Sa(p,0) = Soz —t
14 1 0 1
= g [ / (cosh? i — cosh? p19) 2 dp + / (cosh? g — cos®6)2 df |, (4.21)
1o 0

donde ¢ toma la forma apropiada para 6 < 6’ de (4.19).
Para determinar las amplitudes A;(u,6) y Aa(p,0) sabemos de (4.16) que son proporcio-
nales a ¢~2. Usando la expresion (4.17) para t es posible mostrar que (ver Apéndice B)
2
t? = CZ (sinh po cosh /,L0)72 (cosh2 o sen? 0’ + sinh? pg cos? ¢’ )

X (cosh2 p — cosh? ,uo) (cosh2 Lo — cos> 9) . (4.22)

Para un rayo particular el término (sinh ug cosh ,uo)_2 (cosh2 o sen? @' + sinh? pg cos? ¢’ )
en (4.22) es constante, por lo que las amplitudes se escriben en la forma

1 1
A1 (p,0) = B1(0') (cosh? pig — cos® )~ * (cosh? p — cosh® jig) ™ * (4.23)
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N

1 _
Ao (u,0) = Bo(0") (cosh2 Lo — cos> g) * (cosh2 1t — cosh? 110) (4.24)

En las ecuaciones (4.23) y (4.24) ' y 0" denotan los puntos de tangencia con la caustica
de rayo saliente y el rayo entrante que pasan por el punto (p, ) (ver Figura 4.5.b)). Dado que
los rayos salientes son continuacion de los rayos entrantes se sigue de la discusién que sigue a
(2.29) en el Capitulo 2 que By (#') = e~*2 By(#'). Ademas para puntos sobre la frontera (2.27)
muestra que Bo(6”) = B1(0'), estas dos expresiones se combinan para dar By(6") = e "2 By(0')
y por tanto

|B2(0)| = | B2(0")] . (4.25)

El valor absoluto en (4.25) es necesario debido a que en la condicion de univalencia el
cambio de fase en las amplitudes debe tomarse en cuenta. Los argumentos §” y 6" en (4.25)
estan relacionados por la condicion de que ambos 6’ y 6" denoten los puntos de tangencia con
la caustica de los rayos que tocan la frontera en el punto comun (Rg,0g), ver Figura 4.5.b).
La solucion maés sencilla de (4.25) es que By sea una constante. Por tanto elegimos

1 .=
By(0') = €', (4.26)

de donde obtenemos Bi(#') = %671% y Ba(0") = %eﬂ% por lo que las funciones de amplitud

toman la forma

1 .= 1 _1
Ai(u,0) = Ag(p,0) = ieﬂ? (cosh? pg — cos®0) " (cosh? p — cosh? j1g) ~* . (4.27)

Ya que hemos calculado las funciones de fase y las amplitudes podemos sustituirlas en
(4.14). Haciendo esto obtenemos que las funciones propias para u > pg estan dadas por

u(p,0) = (cosh? pig — cos® 9)_i (cosh? it — cosh? MO)_i

.k: 4] 1
X exp [Z; / (cosh2 Lo — cos> 0) 2 d@}
0
ke [ 1
X COS [26 / (cosh2 @ — cosh? uo) 2du — Z] . (4.28)
Ho

En el caso de la condicion de frontera (3.2) se produce el mismo resultado (4.28) por el
mismo argumento que sigue a (3.19) en el Capitulo 3.
Consideramos ahora el caso en que p < pg, es decir, (i, ) esta en el interior de la caus-

1
tica. En este caso el término (cosh? i — cosh? 119) 2 en (4.20) y (4.21) deberé ser reemplaza-
1 1
do por ¢ (cosh2 o — cosh? ,u) 2, mientras que el término (cosh2 @ — cosh? ug) 1 en (4.27) por
1

el (cosh2 p — cosh? ,uo)z. Usando esto y reteniendo sélo los términos que no divergen (como
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se hizo en el caso circular para la ecuacion (3.22)) las funciones propias en el interior de la
ciustica estan dadas por

[

(cosh? pg — cos® 0) 3 (cosh? pg — cosh® yi)
0

u(p,0) =

w‘w w\'—‘

1
X exp [ (cosh? jip — cos® §)2 dﬁ]

0

ke [H 1
X exp [ 2/ cosh po — cosh? 1) du} (4.29)
I

0

De esta tltima expresién vemos que la solucion a la ecuacién de Helmholtz sera exponen-
cialmente pequena en el interior de la caustica y de (4.28) que oscilara densamente en la region
comprendida entre la ciustica y la frontera. Por tanto las funciones propias para el dominio
eliptico exhiben un comportamiento de galeria de susurros.

4.1.1. Aproximaciéon de excentricidad pequena

Consideramos ahora el caso en que la excentricidad de la elipse frontera, sech Ry, y la
excentricidad de la caustica, sech p, son pequenas. En este caso las ecuaciones (4.8) y (4.11)
pueden resolverse explicitamente. Para esto vemos que cuando x = sech ugp < 1 el integrando
de (4.9) puede desarrollarse en serie de Taylor entorno a k = 0 e integrada término a término,
asi el valor aproximado de (4.9) a primer orden es

E (2, 5) ~ 7 + é (=22 + sen (22)) k2. (4.30)

Empezamos por resolver la ecuacion (4.8) usando (4.30) para aproximar la integral eliptica
que aparece en dicha ecuaciéon, de esto obtenemos

ke sech? g - sech? g
— cosh ug ~ 1— — 7 1+ ——
5 cosh g =~ m ( 1 m{l+ 1 ,
por tanto ahora tenemos la siguiente ecuacién para cosh ug
ke sech? g
2~ cosh un = 142 70
5 cosh g = ( + 1 ;

la cual podemos reescribir como

2m
cosh® yp — e cosh? jig — % 0. (4.31)

. . m
En vista de que sech pg < 1, cosh pg > 1y que k es grande, podemos despreciar 57 en la
ecuacion anterior, asi su solucién aproximada es
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2m
cosh g ~ —.
ke
Ahora usamos esta solucién aproximada para obtener una nueva aproximacién de la so-
lucién de (4.31). Escribimos coshpg = 22 + §, donde § es un término de correccion, y la

sustituimos en (4.31) obteniendo la siguiente ecuaciéon para &

g4 dmg | (2N g m (4.32)
ke ke - ’

Para resolver (4.32) despreciamos los términos en 6% y §2, con lo cual obtenemos que

ke
d~ —
8m’
por tanto la solucion aproximada de (4.31) es
2m 2m ke
hpupr —+d=—+—
costibto = o ke T 8m

por ultimo reescribiremos esta solucién en una forma méas conveniente para usos posteriores

1 [ ke\?
1+ 1 <2m> ] . (4.33)

La ecuacion (4.33) es el “analogo eliptico”, en el limite de excentricidad pequena, de la
ecuacion (3.7) del Capitulo 3. De la ecuacion (4.33) podriamos despejar pg, como se hizo para
ap en la ecuacion (3.7), sin embargo es de mayor utilidad dejar ug en la forma en la que aparece
en dicha ecuacion.

Ya que determinamos pg en este caso, podemos utilizarlo en la ecuacion (4.11) para hallar
el valor propio k. Para esto primero consideramos la forma que toma la ecuacion (4.11) en
el limite de excentricidad pequena al aproximar las integrales elipticas que aparecen en dicha
ecuacion usando (4.30) y a fin de simplificar las expresiones resultantes usaremos el hecho de
que ccosh Ry = 2a, donde a es el eje mayor de la elipse frontera. Haciendo lo anterior (4.11)
nos lleva a la siguiente ecuaciéon para k

c
> cosh g =~ m

1
1 m\2 sech® Ry Ak? 1 2R? 2k m
9ka [1 — sech? 21—(—) - - - k)
@ [1 — sech® o [ ka 2 256a2m2] Sm O <16am k:a)
—2m arc cos ck + U + L arc cos ck + m +
16am  ka 4 (80—”C + 2m) 16am  ka
1
2

ka A [(ck  2m\? 9 1
+? [1_4a2<8m+ck> ] sech R0—27r<n+4>
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Desarrollando en serie de Taylor a segundo orden el primer radical del primer renglén de la
ecuacion anterior, reteniendo sélo términos proporcionales a ¢? en el segundo radical y notando

2k m
que 15>~ < 7 obtenemos

1
sech? Ry m\2 sech® Ry 2
122 79 4. 2y o= U 4.34
ka{[ T+ Hl (ka) — + } (4.34)
1
m m sech? Ry m 2 2 1
—kaarccos<ka)+4[l—<ka> + ] }—7r<n+4>.

Para resolver la ecuaciéon (4.34) vemos que en la aproximacion de excentricidad pequenia
1-— (%)2 > %sech2 Ry por lo que la ecuacién toma la forma

ka{[l— (2)2]%—Zzbarccos(2;)+sedf&) [1— (Z)z]%}zw<n+jl>v

o lo que es lo mismo

1
m\2|2 sech? Ry m 1
ka [1 - (E) } [1 + 4} — M arc cos (%) = <n + 4> . (4.35)

La ecuacion (4.35) coincide con (3.9), la ecuacion para los valores propios del caso circular,
si la excentricidad sech? Ry es cero. Recordando que (4.35) es valida para elipses de pequena
excentricidad y previendo que sech? Ry < (%)2 y que sech? Ry < 1— ( %)2 esperamos que los
valores propios en este caso difieran de los del caso circular por pequenias correcciones debidas
a la excentricidad.

m

Si m < ka la ecuacion (4.35) puede ser resuelta simplemente despreciando al término 7~
al compararlo con 1

7r(n+%+%).

ka = R
sec 0
1+ =

Desarrollando en serie de Taylor a segundo orden respecto a sech? Ry la ecuacion anterior
queda expresada por

2 4 2

Observamos de la ecuacion anterior que el valor propio k para el caso de la elipse de excen-
tricidad pequena corresponde al valor propio del caso circular mas un término de correccién
proporcional a la excentricidad.

Los valores propios dados por (4.36) determinan los modos de galeria de susurros en el
caso de una elipse de excentricidad pequena.

2
kazw(n—l—m—i-l) <1—SeChR°>. (4.36)
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4.2. Modos “ortogonales” a los de galeria de susurros

En la seccién 4.1 consideramos un rayo que no cruza la linea interfocal' entonces los
sucesivos rayos producidos por reflexion en la frontera resultaban tangentes a una elipse cofocal
a la elipse frontera. Sin embargo, si el rayo inicial cruza la linea interfocal observamos que los
rayos producidos por reflexion en la frontera seran ahora tangentes a una hipérbola cofocal
a la elipse frontera (ver Figura 4.6), es decir, la céustica es una hipérbola cofocal a la elipse
frontera.

Figura 4.6: Cadustica hiperbdlica de un rayo inicial que cruza la linea interfocal.

Todos los rayos estaran acotados por la elipse frontera y = Ry y por la hipérbola 6 = 6,
donde 6 es un parametro a determinar. Note que la cdustica esta formada por las cuatro curvas
=06y, 0=m—0y,0=m+6yy 0 =21 — 0. Por tanto podemos obtener nuevas congruencias
normales de rayos y funciones propias adicionales a las consideradas en la seccién 4.1. Las
congruencias normales de rayos estaran dadas por las tangentes a la hipérbola 6 = 6y (ver
Figura 4.7). Estudiaremos los modos normales de la ecuacién de Helmholtz correspondientes
a estas congruencias de rayos a través de la cuantizacion EBK. Note que estos modos son los
“ortogonales” a los de galeria de susurros.

Para estudiar estos modos “ortogonales” deberemos construir las funciones de fase S; y
las amplitudes A;. Sin embargo determinar las funciones de fase en la misma forma que en
la seccién 4.1 resulta complicado debido a que para calcular la longitud de arco del rayo hay
que considerar todas las posibles reflexiones del rayo en la frontera, por tanto determinaremos
las funciones propias por el método alternativo descrito en las seccion 2.2 del Capitulo 2.
Para esto debemos obtener una familia de funciones de fase, dependientes de algin nimero de
parametros por determinar, que satisfagan la ecuacion eiconal (2.19).

En coordenadas elipticas el operador V estéd dado por

LComo linea interfocal consideraremos la linea recta que une los focos de las coordenadas elipticas, es decir,
el intervalo sobre el eje x de —c a c.
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T+, 2mw-8,
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Figura 4.7: Congruencias normales de rayos de un cdustica hiperbolica. La cdustica estd for-
mada por las cuatro curvas 0 =0y, 0 =7 — 0y, 0 =7+ 0y y 0 =27 — 0.

\Y% 2 (é 0 +é 0 >
- a 0, )
cy/senh? ju + sen? 0 " ou o

donde €, y ép son los vectores canoénicos de las coordenadas elipticas. Asi, la ecuacion (2.19)
toma la forma, omitiendo el subindice j,

2 2 P)
(gi) + (%Z) = CZ (cosh? i — cos? 0) , (4.37)

esta ecuacién puede resolverse por separaciéon de variables proponiendo una solucién de la
forma

S (1, 0) =U () +T(0). (4.38)

Cuando usamos esta propuesta en (4.37) obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias para U(u) y T'(0)
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2
(v’ (u))2 +a?— Cz cosh? 4 = 0, (4.39)

2
(T (0))° — a2 + CZ cos2 =0, (4.40)

. 2 .
donde a? es la constante de separacién. Suponemos que a? < < v definimos a 6y por

2
o = n cos? 6. (4.41)

Cuando usamos (4.41) en (4.39) e integramos dicha ecuacién obtenemos

U(#)zig/“

por tanto U(u) representa la longitud de arco medida sobre la hipérbola 6 = 6, desde el punto
(1, 6p) hasta el punto (Ro, 6p) en la frontera.

Para integrar (4.40) debemos considerar dos casos, usando (4.41), el primero en el que
Op <O <m—0y67+60y <8 <21 — 0 con lo que cos?fy — cos?8 > 0 y el segundo cuando
0<0 <y, 7—06<6<m+60)621—0 <8O < 27 con lo cual cos?fy — cos?6 < 0.
Considerando lo anterior 7'(f) queda expresada por

R() l
(cosh? fi — cos® f) 2 dji, (4.42)

0 N
T(Q):j:;/ (005290—00829)2(19, Op<O<T—0y 6 T™+0 <0 <2r— b, (4.43)
0
iC 09 ~ i
= <c0529—005290>2d9, 0<0<b, T—0O<O<m+0 621 —0<0<2m
0o

entonces T'(6) representa la longitud de curva medida sobre una elipse.

Ya que hemos determinado las funciones U(u) y T'(6) podemos construir la familia de
funciones de fase requerida. Para esto consideramos primero un punto (u,6) en el interior
de la caustica. Entonces usando (4.42) y (4.43) en (4.38), con las varias elecciones de signo,
tenemos cuatro funciones de fase S;, i = 1,--- ,4. En la region 0y < § < 7w — 6 estas son

. R Lo N
S1 (1, 0) = =S5 (11, 0) = 3 / (cosh? fi — cos® ) 2 dji + 3 /0 (cos2 0y — cos® 9) df, (4.44)
m o

Ry 1 0 N
Sy (1,0) = =S4 (1, 0) = g / (cosh? i — cos® 6) 2 dji — g / <(3052 By — cos? 0) *df. (4.45)
iz )
Por tanto S; representa la longitud de arco medida sobre la rama de la caustica § = 6
desde el punto (i, 6p) hasta el punto (Rp,6p) en la elipse frontera méas la longitud de arco
medida sobre la elipse que pasa por el punto (u, 8) desde el punto (u, ) hasta el punto (u, 6p),
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donde los diferentes signos corresponden a la direccién en la cual se recorran las curvas antes
mencionadas. Las cuatro funciones de fase S; pueden ser vistas como las cuatro ramas de una
funcién multivaluada S.

En la region m 460y < 0 < 2w — g la rama de la caustica a considerar es 8 = 27 — 0y por lo
que el intervalo de integracion en la integral que define a T'(0) en (4.43) debera ser [0, 2 — ).
Sabemos también que para construir el espacio de cubrimiento debemos pedir que V.S sea
continua en la caustica y S sea continua en la frontera y = Ry, 0y < 6 < 71 — 6. Con base en
lo anterior definimos las funciones de fase en la regién w4+ 0y < 6 < 27 — 6y mediante

Ro 1
St (p,0) = =S5 (11, 0) = _g/ (cosh? fi — cos® ) 2 dja
m
c Ro 1 c 2m—0g 5 % 5
+2- / (cosh2 fi — cos? 00) % dji + = / (COS2 0y — cos® 6) dae, (4.46)
2Jo 2Jo

Ry

1
S2 (1, 0) = =54 (u,0) = —g/ (coshz,& — cos? 60)2 diu

I

c Ro 1 c 27 —0g R % B
+ 25 / (Cosh2 i — cos> 90) 2dj — 3 / ((:052 0y — cos? 9) do. (4.47)
0 [

el término 25 fORO (cosh2 fi — cos? 60)% dfi se introduce a fin de que se verifique la condicion
de continuidad de S en los puntos de la frontera u = Rg, 0 < 0 <7 — 6.

Por tanto las funciones de fase en la region m + 6y < 6 < 271 — 0y son continuaciéon de las
funciones de fase en la region 6y < 6 < 7w — 6.

Consideremos ahora cuatro réplicas de la region 0 < u < Ry, 0p <0 <m—0gy m+ 0y <
0 < 271 — 6y (ver Figura 4.7) y definamos una funcién S la cual es igual a S; en la réplica
1. Entonces pegamos las fronteras de estas réplicas de tal forma que VS es continua en la
caustica y S es continua en la frontera de u = Ry, 0y < 0 < m — 6. Asi, la réplica uno es
pegada con la dos y la tres con la cuatro en 8 = 0y, m — 0y, ™ + 0y y 27 — Op; es decir, estamos
pegando las ramas de la hipérbola 6 = 0y y 6 = 27 — 6y de la réplica uno (ver Figura 4.7.1))
con las ramas de la hipérbola § =7 — 6y y 0 = 7 + 0y de la réplica dos (ver Figura 4.7.11)) y
pegamos las ramas § = m— 0y y § = w4+ 0y de la réplica uno con las ramas 6 = 6y y 0 = 27— 6
de la réplica dos. Con esto hemos formado un cilindro sin “tapas” con las réplicas uno y dos.
En forma anéloga de las réplicas tres y cuatro obtenemos otro cilindro sin “tapas”. En u = Ry
la réplica uno es pegada con la cuatro y la dos con la tres, es decir, estamos pegando los
cilindros antes mencionados por los “filos” de sus “tapas’. Entonces la superficie resultante,
sobre la cual VS es univaluada, es un toro bidimensional, asi, el espacio de cubrimiento es
un toro bidimensional (ver Figuras 4.8 a 4.12). Por tanto la familia de funciones de fase es
una familia uniparamétrica, esto recordando que el niimeros de pardmetros es ¢ — 1 con q el
numero de curvas independientes en el espacio de cubrimiento. El parametro es 8y y caracteriza
la caustica, por lo que 0 < 6y < 3.
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Figura 4.8: Para construir el espacio de cubrimiento correspondiente a la cdustica hiperbdlica
cada una de las réplicas de la region 0 < u < Ry, 0g < 0 <m—0y y7+ 6y <
0 < 21w — 0y (figura del lado izquierdo) es identificada con un rectdngulo (figura
del lado derecho).
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Figura 4.9: Cada uno de los rectingulos de la Figura 4.8 es deformado a un semicilindro.

Figura 4.10: Los semicilindros de la Figura 4.9 son pegados dos a dos por sus fronteras
laterales (“filos”) convirtiendo, ast las cuatro réplicas de la Figura 4.7 en dos
cilindros sin ‘tapa”. Pegamos estos dos cilindros por sus “tapas”, con lo cual
obtenemos un solo cilindro.

En vista de que hay dos curvas cerradas linealmente independientes a las cuales aplicar
las condiciones (4.6) o (4.7), podremos determinar el valor propio k y el parametro 6y. Como
primera curva elegimos una con p = cte. y sobre la cual 8 se incrementa de 6y a m — 6y sobre
la hoja uno y decrezca de m — 6y a 6y sobre la hoja dos. Esta curva toca las ciusticas 8 = 0y y
6 = m — 6y por tanto en (4.6) n; = 2. Por otro lado la integral de linea en (4.6) toma la forma
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Figura 4.11: Deformamos el cilindro contruido en la Figura 4.10 para pegar sus extremos
abiertos, con esto obtemos un toro bidimensional.

Figura 4.12: Espacio de cubrimiento para las congruencias normales de rayos de la cdusti-
ca hiperbolica. Las curvas etiquetadas con a y b corresponden a la primera y
sequnda curvas cerradas homoldgicamente independientes usadas en las ecua-
ciones (4.48) y (4.49), respectivamente.

%VS dU—/V51 da—l—/VSg do

= Sl M? ™= ‘90 Sl (Ma 00) + 52 (/.L, 00) SQ (Ma ™ — 90)

w—0o
—2¢ / (cos2 0y — cos? 9) 2 do
2 Jo,

2 1
—4& /2 (0082 0y — cos® 9) 2do,
2 /g,

por tanto de la ecuacion (4.6) tenemos, reemplazando m por m,

k 1 1
4; (cos200—00329)2d9:27r (m+2) , m=0,1,2,---. (4.48)
0o
Como segunda curva tomamos una sobre la cual 6 es constante y p decrece de Ry a 0 para
después crecer de 0 a Ry a lo largo de 27 — 0, esto sobre la hoja uno. La curva se cierra sobre
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la hoja cuatro siguiendo el mismo camino pero en la direccién contraria. Esta segunda curva
no toca ninguna caustica por tanto ng = 0 en (4.6). Calculando la integral de linea en (4.6)

en forma analoga a como se hizo para (4.48) obtenemos, con mso reemplazada por n,
ke [fo 1

4? / (cosh2 1 — cos> 00)2 dp=2n, n=12,--, (4.49)
0

Las ecuaciones (4.48) y (4.49) determinan el valor propio k y el parametro ugy para cada

par de enteros m y n.
Las integrales en (4.48) y (4.49) pueden ser expresadas en términos de la integral eliptica

B(¢, k) definida mediante
¢ _ 2

/ ( cos?t gt — E (¢, k) (11%2 K )F(gf), Iﬁ}). (4.50)
0

1 —k2sen?t)2

B (¢7 H) -

Usando la definicion anterior las ecuaciones (4.48) y (4.49) toman la forma
(4.51)

5 1
/2 (cos2 0y — cos? 0)5 df = cos® 6y B (g, coS 90) ,

o

Ro 1 1
/ (cosh2 w— cos? 00) 2 du = senh Ry (1 — cos? 0 sech? Ro) 2
— cos? 0y [B (g, cos 9()) — B (arcsen (sech Ry) , cos 90)} : (4.52)

Usando (4.51) y (4.52), (4.48) y (4.49) toman la forma
(4.53)

1
2kccos? 0y B (g,cos%) =27 (m—i—z) , m=0,1,2---,

1,2, (4.54)

2kc {senh Ry (1 — cos? 0 sech? Ro)%
— cos? 6 [B (E, cos 90) — B (arcsen (sech Ry) , cos 90)} } =2, n

Despejando 2kc de (4.53) y usando esto en (4.54) para simplificarla obtenemos la siguiente

ecuaciéon para 6

1
sec 0 senh Ry (sec2 0y — sech? RO) 2 4+ Blarcsen (sech Ry) , cos 6] 14 n (4.55)
N m+ 3 .

B (5, cosfp)
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Conforme 6y se incrementa de 0 a 7, el lado izquierdo de (4.55) se incrementa monétona-
mente desde su valor minimo, cosh Ry en 6y = 0, hasta +occ en y = 5. Por tanto (4.55) tiene
solucién para 6y sélo cuando el lado derecho excede el minimo del lado izquierdo. Esto ocurre
sOlo cuando m y n satisfacen

n> (m + ;) (cosh Ry — 1). (4.56)

Cuando (4.56) se satisface, (4.55) puede ser resuelta para 6y y entonces k puede ser deter-
minado de (4.53).

Ya que hemos determinado la forma asintética del valor propio k, el parametro ug y las
funciones de fase S;, i = 1,--- , 4, queda por determinar las amplitudes A;, ¢ = 1,--- ,4. Para
esto usaremos la ecuacion de transporte (2.20) del Capitulo 2, esta es

2VS - VA+ AV2S = 0. (4.57)

Cuando se sustituye cualquiera de las cuatro funciones de fase dadas por (4.44) y (4.45)
en (4.57), obtenemos las siguientes ecuaciones para A;

2 2 g3 0Aj 2 L 104
2 (cos” g — cos” 0)2 879]—1—2(cosh p — cos” 0p) > a—/j+

_1 1
+A4; [(cos2 6y — cos> 0) 2 senfcosf + ((:osh2 1 — cos> 90) 2 senh 1 cosh ,u} =0, (4.58)

para j = 1,3;y
0A; LOA;
(Tej +2 (coshQM — cos? 00) 2 87/;4_

_1 _1
+A; [— (COS2 6y — cos? 0) 2 senfcosf + (cosh2 [ — cos? 00) 2 senh p cosh u} = 0,(4.59)

-2 (COS2 0y — cos> 9)%

para j = 2,4. Las ecuaciones (4.58) y (4.59) difieren s6lo por un signo, por lo que pueden
resolverse en forma simultanea por separacion de variables haciendo A; (u,0) = C; (0) Dj ().
Tomando a 3 como la constante de separacién, las ecuaciones separadas son

C' _ _1
26] + sen 6 cos 6 (cos? fy — cos® 9) t= (COS2 0y — cos® 9) 2, (4.60)
J
D; 2 2,3\~ 1 2 29\~ 3
2—= + senh p cosh i (cosh [b — COS (90) =F (cosh [ — CcoS 00) 20, (4.61)

D,
donde el signo (—) aplica para Ay y Ay y el signo (+) para Ay y As. Las soluciones de (4.60)
y (4.61) son, con ¢; y dj constantes de integracion,

/ 2 2\ "4 B 1% 29\~ 3
Cj (0) = ¢ (cos® g — cos” #) * exp [2/ (cos® by — cos” 0) 2 db|, (4.62)
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_1 ® _1
Dj (p) = d; (cosh2 1 — cos? 6o) *exp [ig/ (cosh2 1 — cos? bo) ° du} , (4.63)

donde el signo (—) aplica para Az y A4y el signo (+) para Ay y As. Denotando por A = ¢d;
las cuatro amplitudes A; quedan expresadas por

PN

. _ 2, 2% 2 2.\~
Aj (p,0) = A% (cos® g — cos® 0) * (cosh® u — cos” )

g 2 29\~ 3 B0 29\~ 3
X exp :t2/ (cosh® p — cos®6p) ? dpu| exp 2/ (cos®fy — cos®0) 2 dp| . (4.64)

donde el signo (+) aplica para A; y As y el signo (—) aplica para Ay y Ay. Asi las cuatro
amplitudes Aj (u, ) difieren entre ellas solo por el factor constante A}. Ahora de (2.27) del
Capitulo 2 (A; = Ay en OD) tenemos que A} = A} y Ay, = Ay y de la relacion de las
amplitudes en la caustica |A}| = |4}| = |A}| = |4}|. Por simplicidad tomaremos |A]| = 1.

Por ultimo queda hallar la constante de separacién 3, para esto haremos uso de la conser-
vaciéon del flujo. En este caso la conservaciéon requiere que el flujo total transportado por las
ondas salientes a través de cualquier curva p = cte. debe ser independiente de pu:

j{A? (1, 0) VS; - ndo = constante, (4.65)

donde 7 es la normal unitaria a la curva u = cte. y do es el elemento de longitud de arco a lo
largo de esta curva. Cuando usamos (4.64) para A; y (4.44) para S; en (4.65) obtenemos

w 1 2m
—% (d;)2 exp [:I:ﬁ/ (cosh? fi — cos® ) 2 dﬂ] / ¢? (0) do = constante. (4.66)
0
A fin de satisfacer (4.66) 5 = 0. Por tanto de (4.64) tenemos

1 1
A; (1, 0) = Al (cos? 6y — cos? 0) " * (cosh? ju — cos? ) * . (4.67)

Debemos ahora determinar las fases A., recordando como fueron pegadas las cuatro réplicas
delaregion 0 < p < Ry, g <0< m—0yym+60 <0 <21 — 0. De esto tenemos que

- ; . . ;)
Ay = AL AL = A, Al =e"2 AL y A = e "2 AL, Si ahora elegimos Al = %614 tenemos

ez, (4.68)
Combinando todos nuestros resultados podemos ahora hallar u (p, 6) usando (4.14), con

S; dadas por (4.44) y (4.45) y A; por (4.67) y (4.68). Por tanto en el interior de la caustica
u(p, 0) esta dada por
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1
1

1
u (i, 0) = (cos® g — cos® @)~ * (cosh? pu — cos® fy)
ke [T 1
X cos [26 / (cosh? fi — cos® 6) 2 dﬂ}
I

ke [? 9 9A\T .z T
X COS [2/0 (cos 6y — cos 9) do — 4]. (4.69)

0

Usando (4.49) podemos reescribir (4.69) como

1
1

u (p, ) = (cos® o — cos? 9)7i (cosh? i — cos? fy)

k s 1

X COS [c / (cosh2 i — cos? 90) 2dji — mr]
2 Jo 2
ke [° N

X €os [26 /0 <0052 0o — cos® 9) *df — ﬂ . (4.70)

0

La expresion anterior es vélida para el interior de la cdustica de la cual observamos que
oscilara densamente cuando k sea grande.

Para el exterior de la caustica, esto es cuando 0 esté en el intervalo 0 < 8 < 0y, 71—60y < 0 <
T+ 6y y 2 — 6y < 6 < 27, podemos construir u(u, ) en forma similar a como fue construida
(3.22) o (4.29). Procediendo de esta forma tenemos que en esta region

1 _1 _1
u(p,0) = 3 (cos2 6 — cos? fo) * (cosh2 f — cos® ) 4
ke [* 1
X COS [C / (cosh? fi — cos? 6p) 2 dji — mr]
2 J; 2
kc %0 275 2 % A
X exp [—/ (cos f — cos 90) dG} . (4.71)
2 Jo

Por tanto en el exterior de la caustica u(u, #) serd exponencialmente pequeno cuando k sea
grande.

Reuniendo los comportamientos de u(u, ) en el interior y exterior de la caustica observamos
un comportamiento “complementario” al de la caustica eliptica, esto es oscila densamente en
el interior de la cdustica y es exponencialmente pequenio en el exterior de esta.

Con esto hemos determinado por completo las funciones propias del dominio eliptico.
Exploramos como caso particular el limite en el que fp ~ 5. En este caso haciendo uso de las
expansiones de las integrales elipticas (4.51) y (4.52) las ecuaciones (4.48) y (4.49) pueden ser
simplificadas a
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1 1
kc <C082 0o + 3 cos? 90> =4 <m + 2> , (4.72)
kc {senh Ry — cos? 0y [arctan (eRO) - g] } = nm. (4.73)

Estas ecuaciones producen para el valor propio k y el pardametro 6y

nmw dm + 2 T
ke = [ tan (/) — f] , 4.74
¢ senh R + senh R arctatl (e ) 4 ( )
4 2
cos? By = mt senh Ry. (4.75)

Estos resultados son vélidos solo si n y m son tales que el lado derecho de (4.75) es pequeno.
La ecuacion (4.74) puede ser reescrita en términos de b = §senh Ry, el semieje menor de la
elipse frontera, en la forma

k(2b) = nm + (4m +2) {arctan (eRO - %)} . (4.76)

Si sélo el primer término del lado derecho en (4.76) es retenido, esta ecuacion requiere
que la longitud de onda A\ = 2% deba ser igual a %. Por tanto un ntmero entero de medias
longitudes de onda debe entrar en el eje menor. Este es un comportamiento esperado para una
onda la cual rebota sucesivamente entre dos paredes separadas una distancia 2b. Este es el caso
en el que los rayos estan confinados en una estrecha banda entorno al eje menor de la elipse
frontera. Precisando estos modos sean exponencialmente pequeiios en la region 0 < 6 < 6,
T—60y <0 <m+0)y2mr—0y) <60 < 2w y oscilatorios densamente en 0y < 0 < T+ 6y y
T+ 60y < 6 < 2w — 0y. A los modos que estan confinados en una estrecha banda se le suele
denominar modos “bouncing ball” y constituyen el complemento a los modos de galeria de
SUSUITOS.



Conclusiones

En este trabajo se muestra como problemas de analisis asintético llevan a problemas de
geometria y topologia de variedades. Se usa como pretexto el fenémeno de la Galeria de
Susurros el cual es en esencia un problema de valores propios para la ecuacién de Helmholtz.
En realidad, que la asintética lleve a este tipo de problemas, no debe ser una sorpresa ya que
histéricamente, primero Lord Kelvin desarrolla el método de fase estacionaria y posteriormente
Poincaré lo usa en sus clases de 1891-1892 para explicar el brinco de magnitud 7 en la fase
cuando el rayo toca una ciustica, este fenémeno habia sido observado por Gouy en 1890.
Posteriormente, este método es usado por Bohr, Sommerfeld, Einstein, etc. para explicar la
cuantizaciéon del atomo antes de la teoria cuantica. Finalmente, Keller y un poco después
Maslov en los 50’s del siglo pasado descubren (aunque probablemente ya lo sabia Sommerfeld)
que la cuantizacion esta dada por integrales sobre el grupo de homologia de la variedad formada
por los rayos de la aproximaciéon de éptica geométrica. El método aqui presentado es mucho
maés general pero se prefiri6 mostrar en detalle los célculos en un problema particular y dejar
las generalizaciones como un ejercicio.

En el Capitulo 1 se describi6 el fenémeno de galeria de susurros y como éste es modelado
por la ecuaciéon de onda homogénea en un gas, en forma simplificada, ya que no se consideran
fuentes en él. En este mismo capitulo se resolvié la ecuacion de onda por el método de separa-
cion de variables, primero separando la parte temporal, con lo que obtuvimos la ecuacion de
Helmholtz. Reduciendo asi el estudio del fenémeno al estudio de la ecuacién de Helmholtz, es
decir, al estudio de las funciones propias de la ecuacién de onda reducida.

A pesar de que se trata de un modelo simple, su solucién por separacién de variables y
posterior uso del limite de onda corta, explica cuantitativamente el fenémeno en el caso de
un dominio circular, esto debido a que la funcién de Bessel tiene una representacion sencilla
en forma integral lo cual permite usar el método de fase estacionaria clasico para estudiar el
comportamiento en ambos lados de la caustica. Para dominios més complejos, como el caso de
una elipse, la separacion de variables, si es viable, lleva a considerar ecuaciones diferenciales
ordinarias mas complejas y cuyo comportamiento asintotico no ha sido tan estudiado como el
de las funciones de Bessel y de las cuales no es facil dar un a representacion integral sencilla
como en el caso circular. Mas atn para dominios convexos generales no se puede aplicar
separacion de variables. Es por esto que el Capitulo 2 se introduce la cuantizacion de EBK
para investigar el caso del dominio eliptico.
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En el Capitulo 3 se utiliza la cuantizacién de EBK para el dominio circular, recuperando
los resultados ya conocidos del fendémeno, es decir, que la solucién asintética de la ecuacién de
onda es exponencialmente pequena en la regiéon interior a la cdustica y densamente oscilatoria
entre la caustica y la frontera. La congruencia entre los resultados obtenidos por EBK con los
obtenidos en la seccion 1.3.1 del Capitulo 1, salvo en las regiones cercanas a la caustica, nos
da una verificaciéon parcial del método y nos indica cémo proceder en otras geometrias. En
la caustica la cuantizacion de EBK produce una singularidad en las funciones propias. Este
comportamiento en la ciustica es tipico de los métodos de onda corta a primer orden y es
facil hacer la regularizacion en términos de la funcién de Airy, esto muestra la continuacion
analitica de una rama a la otra cuando se cruza o se toca la caustica, ver por ejemplo el
Apéndice 11 de [2] 6 [14].

Finalmente en el Capitulo 4 utilizamos la cuantizacion de EBK para estudiar este fen6meno
en un dominio eliptico. Obtuvimos la expresion asintotica de los valores propios y funciones
propias de la ecuaciéon de Helmholtz que exhiben un comportamiento de galeria de susurros,
es decir, son exponencialmente pequenas en el interior de la caustica y densamente oscilatorias
entre la caustica y la frontera. Los valores propios quedan expresados como cuantizaciones
de integrales sobre la base de homologia de la variedad construida por las congruencias de
rayos. Esta variedad es conocida como “Variedad Lagrangiana”. Es interesante observar que
la cuantizaciéon, es decir, los valores propios estén dados en términos de la topologia de esta
Variedad Lagrangiana. Como complemento, en este capitulo también se hace el caso de la
céaustica hiperbolica cofocal a la elipse frontera. A diferencia del caso con la ciustica eliptica,
este caso ilustra como se construye la Variedad Lagrangiana en un caso un poco més complicado
que el circular. En este caso se obtiene que las funciones propias son oscilatorias entre las dos
ramas de la hipérbola y exponencialmente pequenas en el complemento. Estos modos normales
son conocidos como “de rebote” (bouncing ball modes).

Se eligié un dominio eliptico debido a que, de la geometria elemental se sabe que la caustica
de éste es una elipse o una hipérbola cofocal a la elipse frontera y los calculos pueden ser hechos
en forma cerrada en términos de integrales elipticas. Sin embargo las condiciones (3.4) y (3.5)
del Capitulo 3 6 (4.6) y (4.7) del Capitulo 4 son validas para cualquier dominio bidimensional
convexo, condicionadas solamente a la existencia de una caustica cerrada. La existencia de
una céiustica cerrada para un dominio convexo es un problema abierto, para el cual existen
solo resultados parciales o heuristicos, ver por ejemplo [13].



Apéndice A
Causticas

La envolvente de una familia de curvas dependientes de un pardmetro es una curva tangente
a todas las curvas de la familia. La ecuacién de esta envolvente se obtiene de eliminando el
parametro que caracteriza a la familia entre la ecuaciéon de esta y su derivada parcial respecto
al parametro. Precisando, supongamos que tenemos una familia de curvas caracterizada por
el pardametro xy dada en la forma

G (z,y,x0) = 0. (A.1)

Entonces la envolvente de la familia se obtiene al resolver para x y y, en términos del
parametro xg, la ecuaciéon anterior y

;;OG (x,y,x0) =0. (A.2)

Con esto obtenemos una representacion paramétrica de la envolvente.

Ahora la caustica de una curva dada C' es la envolvente de los rayos emitidos desde un punto
“fuente” S después de reflejarse (caustica de reflexion: catacaustica) o retractarse (caustica de
refraccion: diacaustica) en C. Nosotros solo estamos interesados en la caustica de reflexion y
nos referiremos a ella simplemente como caustica.

Para fijar ideas consideremos la parabola y = 22 y hallemos la envolvente de sus rectas
normales. La familia de rectas normales a la parabola estid dada por

To— X
G,y w0) = =5 — + a5 —y =0, (A.3)
2%0
y la correspondiente ecuacion (A.2) es
x
—5 + 229 =0, A4
233(2) T2 (A4)

despejando x de (A.4) y sustituyéndola en (A.3) obtenemos la siguiente representacion para-
métrica de la envolvente de las normales a la parabola
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Eliminando el parametro de las ecuaciones (A.5) obtenemos que la envolvente esta dada

por
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Figura A.1: a) Rectas normales a la pardbola y = x*. La pardbola vy la cdustica son dibujadas
en linea gruesa.



Apéndice B
Algunas propiedades de las integrales
elipticas

Relacion entre las ecuaciones (4.17) y (4.22)

Antes de introducir las integrales elipticas empezaremos por mostrar la relacion entre (4.17)
y (4.22) del Capitulo 4. Para esto es suficiente probar la identidad

cosh? pig sen? @ + senh? g cos? ¢/

(cosh i cos @ — cosh pig cos )2 + (senh ysen  — senh 1o sen 6')?

senh? pg cosh? 1o
= 5 5 - (B.1)
(cosh® pug — cos? 0) (cosh? p — cosh® )

Para probar (B.1) recordamos que el punto (ug,0’) es el punto de tangencia sobre la
caustica del rayo que pasa por (u,d) (ver Figura B.1). Por tanto podemos establecer una
relacion funcional entre g, 6, u y 6. Para esto procedemos como sigue

. (e, ©)
(Ho, O )

Figura B.1: Rayo tangente a la cdustica en el punto (uo,0’) y pasa por el punto (u,6).

La familia de tangentes a la caustica en el punto (ug, ') es, en coordenadas cartesianas
(z,y),
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y = g sen # senh p19 — <CL‘ - gcos ¢’ cosh ,uo) cot &' tanh pg, (B.2)

ahora imponiendo sobre la ecuacién anterior que pase por el punto
c c
(1, 0) = (5 cosh 1 cos 6, isenhusen 9) = (z,y), (B.3)
sustituyendo (B.3) en (B.2) y simplificando las expresiones tenemos

cos 0 cos 6 cosh psenh pg + cosh pug sen @ sen @ senh 1 = cosh pug senh . (B.4)

Desarrollando los cuadrados en el denominador del lado izquierdo de (B.1) y usando (B.4)
para eliminar el término sen  sen €’ senh p senh 19, el denominador de (B.1) puede ser escrito
como

cos? 0 4 cos? @' + cosh? pu — cosh? pg — 2 cos 6 cos @' cosh prsech pg,

expresando el numerador del lado izquierdo de (B.1) en términos de cosenos hiperbdlicos y
cosenos trigonométricos, podemos escribir el lado izquierdo de (B.1) como

cosh? jig — cos? ¢’

5 5 . (B.5)
cos? 6 + cos? ' + cosh” u — cosh” g — 2 cos 0 cos 0’ cosh p sech pg

Transponiendo el primer término de (B.4) al lado derecho y elevando al cuadrado encon-
tramos

—2sech pg cosh prcos @ cos ' = (senh pug cosh ,u())_2 (senh2 p cosh? 1o sen? @ sen? ' —
— cosh? psenh? pig cos? @ cos® ' — senh? iy cosh? 1o) -(B.6)

Cuando (B.6) se sustituye en el denominador de (B.5), después de algunas manipulaciones,
éste puede ser escrito como
(senh ji cosh pg) 2 (cosh2 Lo — cos> ¢') (cosh2 p — cosh? 110) (cosh2 fo — cos> 9). (B.7)
Finalmente usando (B.7) en (B.5) obtenemos el lado derecho de (B.1).
Integrales elipticas
En el Capitulo 4 se usaron algunas propiedades de las integrales elipticas, las cuales proce-

demos a deducir. Empezamos definiendo las integrales elipticas de primera y segunda especie
por
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¢
F(¢,K) = /0 : ! dt, (B.8)

1
1 — k2sen?t)?

¢ 2. 2%
E (¢, k) :/0 (1 — k*sen®t)? dt, (B.9)

La integral E(¢, k) satisface el siguiente teorema de adiciéon (ver por ejemplo [12]). Dados
®, U y x estos estan relacionados por medio de las ecuaciones

(1 — k?sen® @ sen? ‘11) seny = sen ® cos ¥ (1 — k?sen? \If)%

D=

+sen W cos ® (1 — r?% sen? P)?, (B.10)

(1 — k2 sen® ® sen® \If) cosy = cosPcos¥ —

D=

—sen®sen V¥ (1 — K% sen? CIJ)% (1- K2 sen? ¥)2. (B.11)

Entonces E (¢, k) satisface

E(x, k) = B(®, k) + E(¥, k) — k2 sen ® sen ¥ sen . (B.12)

En (B.12) el signo = significa que el lado derecho y el lado izquierdo difieren por una
combinacion lineal constante de los periodos de la integral E. Las ecuaciones (B.10) y (B.11)
se siguen de (4.10), por célculos simples.

En funcién de (B.8) y (B.9) podemos definir la integral eliptica B(¢, k) por

2 qan?2 rdt K2
1 — Kk?sen?t)?

Una vez establecidas las definiciones anteriores y el teorema de adicion (B.12) procedemos
a demostrar (4.19), para esto primero probaremos la siguiente identidad

B (¢, k) = . (B.13)

/d’ cos?t _ E(¢,k) — (1 = K?*) F(o,r)
0 (

Ro 1 0o 1
/ (cosh2 v — cosh? ,uo) 2dp + / (cosh2 po — cos? 9) 2dh =
o 0

0

1
= tanh Ry (cos.h2 Ry — cosh? uo) 2, (B.14)

El lado izquierdo de (B.14) puede ser escrito como

senh i [E (i Ro, k) — E (ipo, k) + E (60, 5)] , (B.15)
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con )
)

(B.16)

K= .
senh g

Cuando aplicamos B.12 con ¥ = 6y, ® = iug y x = iRp a (B.15) ésta se convierte en

sen 0y senh Ry. (B.17)

Con la misma eleccion de antes para ¥, ® y x las ecuaciones (B.10) y (B.11) producen

1
cos Oy senh Ry = cos 6y senh g ( 1 + csch? 1o senh? 00) 2,

cos By senh Ry = cos g cosh .

Manipulando estas dos dltimas ecuaciones obtenemos

N

sen 6y senh Ry = tanh Ry (cosh2 Ry — cosh? ,uo) , (B.18)

con lo que (B.14) se verifica. Adicionalmente combinando (B.15) y (B.18) obtenemos

1
E (iRo, k) — E (ipo, k) + E (6o, 5) = tanh Ry (senh i9) ™" (cosh? Ry — cosh? 1g) > . (B.19)

Una vez establecido lo anterior procedemos a probar (4.19), esto es

0 1
(cosh2 Lo — cos? 9) 2df =

0 /

K 1
/ (Cosh2 1 — cosh? ,u,o) 2dp+ /
o
1

= {(cosh pucos  — cosh g cos §') 2y (senh yzsen @ — senh p1 sen 0’)2} ) (B.20)

Para probar (B.20) introducimos p* definida por!

h
0’ = m — arc cos <COS MO) . (B.21)
cosh p*

Partimos la primera integral de (B.20) en dos integrales: una de pg a p* y otra de p* a p.
Similarmente, la segunda integral la partimos en una que va de 6’ a 0 mas otra que va de 0 a
6. En términos de integrales elipticas, en forma similar a lo hecho en (B.15) y con x dado por
(B.16), la ecuacion (B.20) puede ser escrita como

cosh . .
E[arccos( MS),H]—E(w,H)—I—E(wO,H)—I—
cosh p
+E(@ —7,k) —E(ip, k) + E (ip*, k) =

1
= csch pg [(cosh 1 cos @ — cosh pig cos 0/) >+ (Senh wsen @ — senh pig sen 9’)2] ‘. (B.22)

jus

!Supondremos que 5 < 0’ < 7. Para otros rangos de ' argumentos similares pueden ser aplicados.
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Comparando los primeros tres términos de (B.22) con (B.19) vemos que

h
E [arccos <Zzzhzg> ,Ii:| —E(ip*, k) + E (ipo, k) =

1
= tanh u* csch g [cosh2 p* — cosh? fio] % . (B.23)

Aplicando el teorema de adicion (B.12) a los términos restantes en (B.22) encontramos

E(0 — 7, k) —E (in, k) + E (ip*, k) = — csch? pg sen f senh p* senh . (B.24)

Las ecuaciones (B.10) y (B.11) se satisfacen para ® =0 — 7, ¥ = iu*, y x = ip.

Para probar (B.22) vemos de (B.21) que los puntos (u9,8"), (i, 0) y (u*, ) son colineales.
Expresando el hecho de que la distancia entre (ug,6") y (i,6) es igual a la distancia entre
(po,0") y (u*,7) menos la distancia entre (u,0) y (u*,7), por tanto encontramos que el lado
derecho de (B.22) puede ser escrito como

=

2

csch pg [(cosh p* + cosh pg cos 9’) ? } senh? Lo sen? 0'}

N

— csch pg [(cosh 1" + cosh pi cos 0)% + senh? psen? 9] : (B.25)

Usando (B.21) en la primera linea de (B.25), vemos que esta primera linea concuerda
con (B.23). Para mostrar la concordancia de la segunda linea de (B.25) con (B.24) primero
sustituimos el valor de cos#’ y sen @’ en términos de p* en (B.4), de lo cual obtenemos

1
cosh * 4 cosh pcos @ = — csch g senh 1 sen 0 (cosh2 p* — cosh? uo) 2, (B.26)

Cuando (B.26) se sustituye en la segunda linea de (B.25) la concordancia con (B.24) se
sigue inmediatamente. Esto completa la verificacion de (B.20).
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