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INTRODUCCION.

En esta tesis desarrolle diversos modelos para analizar los diferentes escenarios
en que se mueven los bienes en una economia nacional e internacional dentro de
la dinamica econdémica , considerando en todo momento las tres variables que
explican el comportamiento de la economia y sus agentes en términos logicos: el
trabajo , el tiempo y el espacio. Quiero resaltar la importancia del analisis en R®
para la dinamica econdmica .Para demostrarlo cientificamente he recurrido a la
ciencia mas exacta :las matematicas. Utilizo los sistemas en R3, dando asi un
sentido instrumentista a mis teoremas pues es asi como la dinamica econémica se
ajusta a las tres dimensiones. Demostrando , pues que resulta cada vez mas dificil
augurar el futuro cientifico de la economia y el uso de las matematicas como su
lenguaje simbdlico, pues cualquier imaginacién quedara por debajo de la préxima
realidad.

En el Capitulo | “ La Dinamica Economica” : Marco los parametros de las
dimensiones ( trabajo, tiempo, espacio ) , en diferentes escenarios productivos de
la actividad econémica dentro de las tres dimensiones (trabajo, tiempo, espacio ),
manifestando en su totalidad que los fendmenos econdmicos son causa de un
efecto en la produccion.

En el Capitulo Il “Los Bienes y Los Precios” : Reivindico la accién de los bienes y
los precios en consideracion con las dimensiones econdémicas ( trabajo, tiempo,
espacio ) e identifico los factores de la produccion que alteran el crecimiento pleno
de la economia , demostrando la importancia de la programacion lineal ,en
modelos ciclicos de la economia.

En el Capitulo 1l “Optimizacién De La Economia Con Una Tecnologia Expansiva” :
Resalto la importancia de la expansién y el desarrollo de la tecnologia , identifico
los efectos de las no linealidades y restricciones respecto a las funciones objetivo .

En General esta tesis busca introducir al lector al analisis de la dinamica
econdmica una vision en el espacio tridimensional. Reivindicando que la trama
constitutiva de la fase actual del desarrollo capitalista es un enorme nudo de
contradicciones estratégicas , ya que la toma de decisiones es una necesidad del
mundo actual, por tanto se deben educar las destrezas necesarias para que esta
labor sea bien realizada. A cada momento, debemos decidir que hacer, cémo
actuar, qué decir; la educacién no debe estar ajena a esta realidad, debemos
entregar las herramientas para que los estudiosos de la economia sean capaces
de organizar, tomar posesion de criterios objetivos propios de nosotros los
cientificos sociales y saber aplicar la informacion que obtienen, luego de ser
seleccionada, dentro de sus parametros axiolégicos y de ahi tomar la decision
respectiva. Sin embargo no basta enunciar el analisis de la dinamica econdémica
sino desarrollarlo, mostrar sus mecanismos y hacer una descripcion formal y
matematica de la misma, de ahi que muestro sus principales relaciones vy
cualidades en un espacio tridimensional , jugando ambos roles el de la oferta y
demanda.



CAPITULOI. LA DINAMICA ECONOMICA .

Para hablar de dinamica, hay que referirse al espacio y al tiempo en el cual se
realizan los hechos econdmicos. Es necesario, considerar un evento econémico
solo, y una serie de eventos. El evento aislado representa de manera abstracta
una operacioén en la cual el individuo trata de satisfacer una necesidad, ya sea que
actué individualmente o en representacién de un grupo.

Cuando hacemos una abstraccion del evento econdmico y lo situamos en el
tiempo, hablamos de hechos econémicos antes y después de un tiempo fo.

Asi, idealizando hablamos de una experiencia econdmica y de una sucesion de
eventos economicos. La dinamica econdmica, surge cuando percibimos los
hechos sucesivamente y decimos que existen cambios, es decir un evento
economico A , da efecto a un nuevo evento econémico B , diferente de A, pero
con origen en el mismo, asi tenemos los nuevos eventos econémicos B, C, D ,...
Posteriores al efecto econémico de A .

Este ensamble de todas las continuaciones de fendmenos econdémicos en el
espacio, es lo que llamamos dinamica econdmica. En esta forma ,no hablamos de
economia dinamica en concreto, sino abstracto refiriéndonos a un hecho
economico en el tiempo £, , y en el espacio.

También hablamos de un evento econdmico, cuando este hecho econdmico
puede ser un conjunto de eventos o bien es un agente que representa a un grupo,
sin sustraernos de nuestro espacio y tiempo de referencia. Los eventos pueden
ser asociados en tal forma, que estan ensamblados de manera unica y se puede
decir que los efectos econdmicos varian continuamente una serie de puntos
sucesivos (una linea ) .

“Para hablar de dinamica economica, es necesario hablar de movimiento”
cdmo se realiza este en tres dimensiones caracterizando una linea recta.

y de
A cada punto asociamos tres coordenadas ,xy,X2,x3,variaron de tal forma, que las
diferencias de las coordenadas al fin del intervalo seran Axy, Ax,, AXs.

Por tanto para cualquier orientacion en el intervalo tenemos que la distancia d al
cuadrado es :

1 Evans G. Honkapoja . “Economic dynamics”.Vol.65. Santa Fé de Bogota 1998 (p.23).



Es un sistema de coordenadas cartesianas. Este fendbmeno econémico se puede
efectuar porque podemos considerar la economia total como un continuo, ya que
en cualquier instante el tiempo, se esta efectuando una transaccién econdémica.

La cantidad a que llamamos distancia ,puede ser unicamente determinada para
alguna longitud de un intervalo, digamos de longitud igual a 1, entonces otros
intervalos y sus propiedades pueden ser determinados multiplicando por a o por —
a. Si hacemos los eventos econdémicos x ¢ , linealmente dependientes de un

parametro A tenemos:
Xt = a;:+ ADt 1.1

Y obtenemos una linea recta con todas sus propiedades.
De la misma forma, podemos representar los eventos econémicos, no como una
linea recta, que es una idealizacion de lo que sucede en la economia, sino por

medio de diferentes curvas y sus respectivas graficas.

Asi tenemos que:
E =1 (X1,X2,X3) ooooioieieeeeeeiee et eees aeeeeeanaaans 1.2

Donde E = Economia, y

f( x1,x2,x3) .Es una funcion que puede tener diferentes formas analiticas y
geomeétricas correspondientes.

Es necesario definir a grafica de un conjunto U de tres dimensiones en un intervalo

[a .b].
SEAT:UCR" 5 R oo, 1.3

Definimos la grafica de f, como el subconjunto de R ¥ *" que consta de los puntos:

[(X1,X2,X3), f(x1,x2,x3)]£Uen[a.b] .......................................................... 14

Para el caso de n =1 la grafica es una curva, mientras que para n =2 es una
superficie.



El caso de dos variables x, y tenemos:

Figura A :
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Asi la dinamica la podemos considerar, como el estudio matematico econdémico
de los eventos sucesivos continuos en tres dimensiones.

Figura B :
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La grafica anterior muestra una curva descrita por medio de sus coordenadas
cartesianas y la misma curva descrita por medio de un parametro A.

Para finalizar con la dinamica econdmica, conviene considerar a la economia
como una masa economica sujeta a las leyes de la dinamica.



De las cuales dos de Isaac Newton son aplicables:

I. “Cada cuerpo continua en su estado de reposos o en movimiento uniforme en
linea recta, hasta que no se ve impulsado por fuerzas extrafas a cambiar cierto
estado de reposo.

II. El cambio de movimiento es proporcional a la fuerza motora que se le imprime y
tiene lugar en la direccién de la linea recta en la que dicha fuerza actua”. 2

La primera ley de acuerdo a la dinamica econémica, nos indica que la economia
total, conservara su inercia o tendencia en tanto que no haya fendmenos o hechos
econémicos que modifiquen su estado ( por ejemplo, la intervencion del estado en
la economia, huelga, etcétera ).

La segunda ley introduce el concepto de masa econdmica, el movimiento y la idea
de fuerza.

Para entender su significado, conviene observar que se usa el término movimiento
en el sentido de cantidad de movimiento, esto es, interviene también el concepto
de velocidad de ejecucion del ciclo econémico.

Asi la economia se encuentra en una trayectoria inercial o se ve impulsado al
movimiento por alguna fuerza exdgena que es afectada por la velocidad de
ejecucion del ciclo econémico.

2 Arrow, Kennet J. y Kurz, M. “Public investment, the rate of return and optimal fiscal policy”. The Johns Hopkins Press.
Baltimore, 1970.(p.65).



I.1. Analisis del PNB en R 3.

Desde el surgimiento de la teoria econdmica, los estudiosos de la economia han
querido que la realidad se ajuste a sus teorias, pero es en la forma contraria como
se debe de proceder.

El error mas grave sin embargo, es considerar que unicamente el trabajo afiade
valor a los objetos, este pensamiento ha persistido durante siglos y aun hoy se,
considera valido. Sin embargo, dado que los seres humanos comprendemos tres
dimensiones, es necesario analizar la economia espacialmente en sus tres
dimensiones, asi tenemos que el valor y utilidad de los objetos se encuentran
determinados por tres dimensiones y no solo una como se ha considerado a la
fecha.

Estas tres dimensiones son: El espacio, el tiempo y el trabajo.

Para refutar la idea de que solo el trabajo afiade valor considere lo siguiente: No
existe trabajo, asimismo, si hay objetos que tienen un valor intrinseco como son
las zonas no habitadas. Es asi como la economia, sus agentes y sus productos
deben ser considerados tridimensionalmente, y no considerando una sola
dimension, para esto es necesario recurrir al analisis vectorial.

Ahora bien, con este concepto de la economia en tres dimensiones, podemos
pasar a su expresion matematica descriptiva.

Sea la economia una funcién de tres variables de R® — R., asi tenemos que si
consideramos el producto nacional bruto como una funcion de las variables x, y, z,
la forma mas conveniente de representacion es por medio de la ecuacion.

PNB = X2 4 Y2 Z2 e e 1.1.0

El campo econdmico (como se define posteriormente), se encuentra determinado
por las tres variables (tiempo, espacio, trabajo), dandonos la funcién:

F:RR 5 R={(x,y,2)| X’ +y?+Z=PNB} ..ccoooiieeeeeeee 1.1.1

Asi tenemos que un uso mas intensivo de alguno de los tres elementos que
forman la teoria del valor, incrementa el producto nacional bruto.

Suponga que:
X2 HYPHZEEPNB ..., 1.1.2

Asi, pues: si x =2 depende del escalar 4 el PNB
si x = 3 depende del escalar 9 el PNB



Si una de las dimensiones presenta un decremento (no es positiva) la masa
economica se deforma creando un paraboloide de revolucién que depende de la
variable que decrecio hasta que se vuelve positiva. Dado que el PNB es constante
en un instante fijo (ceteris parabus) sin perturbaciones en el ciclo econdémico, se
puede expresar como:

X2 AYPHZZoPNB =0 ..., 1.1.3

Si una variable se anula, dependemos entonces de las dos variables restantes
quedando:

XZH Y2 ZPINB ..o, 1.1.4
Que es el caso para dos dimensiones.

También puede ser que una variable se convierta en negativa dependiendo la
funcion de dos variables positivas y una negativa, quedando :

X2 AYPmZZ2PINB ..., 1.1.5

En este caso la grafica ya no sera la de una esfera en el espacio tridimensional,
sino que dependera de la magnitud y el signo de la variable negativa, pudiendo ser
de la forma:

Figura C:

Donde : x*+y?-z=-22% (Parabola hacia abajo de 1° Grado - Negativa ).
Existe decrecimiento econdémico.



x*+y?-z2=-1  (Parabola hacia debajo de 2° Grado - Negativa ).
Existe decrecimiento econémico.

x*+y*-z>=-0  (Parabola central — Neutra ).
No hay crecimiento econémico.

x*+y?-z% = 1 (Parabola hacia arriba de 1° Grado — Positiva ).
Existe crecimiento econémico.

x*+y?>-z>=2%  (Parabola hacia arriba de 2° Grado — Positiva ).
Existe crecimiento econémico.

Siendo que volvera a tomar su forma esférica, una vez que la variable se convierta
en positiva.

La aceleracion o desaceleracion del crecimiento econdmico, depende de cada una
de las tres variables, asi como de su signo, si las tres son positivas, tenemos la
realizacién de una masa econdmica (economia en su conjunto) como una esfera
soélida en el espacio. Para hacer una descripcion de la economia en el espacio
tridimensional, como el volumen de un sélido, es necesario introducir ciertos
conceptos como el de un punto, una curva y una superficie en el espacio
tridimensional.

Se analizara el espacio euclideo en tres dimensiones, caracterizando un punto
genérico P en el espacio y un vector posicion PNB que parte del origen y cuyo
extremo es P.

Si fijamos tres vectores ortonormales (que contienen origen, direccién y/o
proyeccion) es decir son unitarios i, j, k un punto esta caracterizando por las tres
componentes de PNB en las tres direcciones, es decir

PNB =Xi+ Yt ZK ..o 1.1.6

A partir de la caracterizacién de un punto P, pasamos a la caracterizacion de una
curva C. Se obtiene una curva, cuando se dispone que las coordenadas de un
punto varien continuamente como funcion de un solo parametro A.

PNB(A) = [x(A), (y(A), (z(A)] , AMSAS Az 1.1.7
Para describir una superficie S situada en el espacio tridimensional, debemos

hacer que el vector de posicion PNB, dependa de dos parametros A y y asi
tenemos:

S:PNB (A, p) = [x(A, p), Y(A, 1), 2(A, p)]

A A> A, [T VL 1 7 SRR 1.1.8



Ahora bien, un sdlido V en el espacio tridimensional se define por:

V: PNB(A, p, v) = [Xx(A, p, v) , (Y(A, 1, V), (2(A, p, V)]
A1SASA2,IJ1S[.IS[12, V1SVSV2_ .................................................................. 1.1.9

Asi la economia se encuentra en tres dimensiones, dependiendo de tres
parametros. Las dimensiones son el tiempo, el espacio y el trabajo, y los
parametros dependen cada uno de ellos de dos instantes diferentes de la
economia. Los tres conjuntos de superficies paramétricas, se combinan para
originar una red espacial dentro de V.

Cada economia tiene una superficie cerrada que la limita y estas superficies en el
caso tridimensional de la teoria de valor son:

[ PNB(Ay, p, v)
M1SM S, ViSV
PNB(A25 H; V)
PNB(A, u1, v)
S: < U1SUSU2,A1SA SAz_
PNB(A, u3, v)
PNB(A, uy, vq)
AMSAS A, pisps

\ PNB(A, p, v2)
..................................... 1.1.10

Estas seis superficies econdmicas se ensamblan correctamente para formar la
superficie S que limita a la economia como un todo simbolizada por V.

También podemos obtener las primeras y segundas derivadas de las
componentes de PNB respecto a los parametros, con lo que tenemos:

OPNB, 9PNB, 9PNB
oA oy oV

9’PNB, 3°PNB, 3°PNB
A gt oV?
............................... 1.1.11




Nosotros simbolizaremos:

debe ser d PNB=b ,”
oA

debe ser d PNB=b ,’
oM

debe ser d PNB =b,’
ov

.................................................. 1.1.12
La cuestion de la masa total de la economia en un tiempo determinado se puede
calcular si se tiene la densidad en el tiempo t, que viene dado por una funcion

t = t(PNB) definida cuando PNB, varia a lo largo del tiempo.

La definicién de densidad ha de ser tal que t d T =t b, d * sea la masa de la
economia en el tiempo t.

Por lo tanto:

Az

M= +b,d,

Al 1.1.13
El célculo del volumen de la economia es algo mas sencillo ya que se trata de un
cuerpo solido en el espacio de tres dimensiones. Su volumen solo se puede
calcular si se da la superficie cerrada que lo limita.
Asi el volumen de la economia dependera de los tres parametros:

V: PNB(A, u, v)

A1SASA2 I.I1S[ISIJZ V1SVSV2 ............................................................ 1.1.14

Podemos tomar la esfera cuya funcion es x? + y? +z> = PNB o bien el
paralelepipedo infinitesimal, cuyos vectores son los ocho puntos:

PNB (A, u4, v),PNB(A+ d A, u, v),PNB(A, u+ dy, v)
PNB (A, py,v+dv),PNB(A, u+du ,v+dv),PNB(A+ pu, v+d,)

PNB (A+d A ,u+d p ,v),PNB(A+ d A, p+dy ,v+dv)
.................... 1.1.15

10



Su volumen se obtiene por el triple producto:

EPNBd A, dPNBdy ,aPNBd\ﬂ =
EP) oy oV

(ba by, by ) dAdPAV. .o 1.1.16

Si el producto triple es positivo, es precisamente el volumen de la economia. Para
asegurarse que el producto triple no es negativo en ningun punto, hay que tener
cuidado de tomar los bienes A ,u,v, en orden correcto.

Sin embargo:

JoPNB,
dA

9PNB,
oM

JPNB

v
............................................ 1.1.17

Es el determinante formado por los tres vectores llamado Jacobiano. Es conocido
que el Jacobiano no se puede anular, si (A, g, v) , son parametros correctos.
Podemos asi suponer que tendremos un triple producto positivo en todo momento.

Entonces el volumen de la economia (0 A+du+dV) es:

Az M2 V2
V= .[ I J. (bA 1bI-IJbV)dAdIJdV'
A g Vi
A
v= | dv

................................................... 1.1.18

11



O en forma explicita:

Az M2 V2
v= | | ]
At g 7]

QD
N

-

QD [
':LN
Q[
<IN
g

Ve
Q
>

Como lo muestra la figura siguiente:

Figura D:

4

'\\

&

b
£

//'

/

W

dAdpdv

..................................... 1.1.19

Representacion de
la
atraccion de los
> Bienes
(A, v)
en un campo
vectorial .

Otra forma de representar un campo vectorial es por medio de la linea de nivel.
Podriamos de esta forma dibujar perspectivas cuya utilidad real nos da una
imagen de la funcion. Asi tomamos fija una coordenada y las otras dos
representaran la funcion y la altura como si fuera un contorno de una montana a
una altura fija sobre el nivel del mar.

El mapa que indica las curvas de nivel es capaz de transmitir toda la informacién

necesaria.
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Figura E:

Niveles de variacion.

Ex
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Asi, un campo econémico es una funcion de la economia E que tiene como
dominio los agentes econdmicos y su actuacion y como rango los numeros reales
que representan la terna: tiempo, espacio, trabajo. Las velocidades de variacion
de cada agente econdmico o de un grupo de ellos, se pueden determinar en un
campo econdémico.

El campo econdmico describe algun aspecto de una situacién en la que se
necesita dar a cada agente econdmico que forma parte del PNB, una cantidad
real, una direccion y un sentido. Desde el punto de vista matematico, el campo
economico (E) se puede representar por sus tres componentes. En algun sistema
de referencia cartesiano, cada una de esas componentes.

Es una funcién de las tres coordenadas cartesianas:
F(E) = F1(E)j + Fo(E)j + F3(E)........cocooeeeeiiiiiiiiiiii e 1.1.20
o mas explicitamente: F(E) =[ f1(x,y,2), fo(x,¥,2), f3(X,¥,2) ] .evveeeeeeeaaae 1.1.21

Dado un movimiento de alguno de los agentes econdmicos (oferentes o
demandantes).

Es de suma utilidad la variacion punto a punto de la direccién del campo, esto se
logra mediante las lineas de campo. Elegido un punto cualquiera, se parte de él
en la direccién del vector econdmico que corresponde al punto, se toma un
pequeno incremento y parte del nuevo punto se continua a lo largo de la direccién
del vector econdmico, etcétera. Asi es como se resuelve el problema
numéricamente.

13



Si tenemos una representacion paramétrica de la economia E ; se puede efectuar
el proceso anterior analiticamente de la siguiente forma:

dx= F(A)f[x(A),y(A),z(N)]
dA

%\F F(Afax(A),y(A),z(A)]

dz= F(N)fs[x(A),y(A),z()]
dA
.......................... 1.1.22

Aunque es dificil de resolver analiticamente, se puede asegurar que cualquier
campo economico, posee un conjunto de lineas de campo. Para poder hacer la
interpretacion cuantitativa de la economia, es necesario introducir ciertos
conceptos como el de gradiente, rotacional y divergencia. No nos debe
sorprender que la interpretacidon de estos asuntos sea una herramienta muy
poderosa en la economia tedrica.

Ahora surge la pregunta:

¢Para qué nos sirve el estudio de campos econémicos? .

Fundamentalmente para estudiar las relaciones entre los agentes econémicos y
sus propiedades, es decir, podemos analizar a un agente econémico, o dos 0 mas
agentes, o bien el comportamiento de la economia en su conjunto.

¢, Qué sucede con dos 0 mas economias nacionales y con la economia mundial?.

Como ejemplo vamos ahora a hacer de una economia hipotética tomando el PNB
igual a (1) uno.

Tenemos:
[ w f(x,y,z)dv
b Qs \£
[ ] f(x,y,z)dz dy dx =
a Q; Y,

Yi(x,y)
[ [ f(x,y,z)dz dy dx
Yz (x,y)

asSXSDbP(X)SYSDi(X),Y, Yo(Xo¥) SZ oo 1.1.23

D
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Si f(x,y,z)=1 para toda (x,y,z) € w entonces tenemos:
[wf6,y,2)dv =] 0w 1dv=VOIUMEN W ..o 1.1.24
Por lo tanto, volumen w=

b Qi (x) Yixy)
[ |

dz dy dx =
a Qz(x) Yax,y)
.......................................................... 1.1.25
Como:
b Q1 (x)
[ [ Yi(x,y)-Y2( x,y)] dy dx
a Q2 (x)
......................................... 1.1.26
Si tenemos:
-1,sx=<1
N1x* sy g V1
N 1-xiy? £z £ V1xPy?
................................. 1.1.27
Evaluemos integral triple usando una integral iterada equivalente:
1 (1-x72) (1-xA2-yA2)
[dav=] | ] dz dy dx
w -1 <(1-x"2) - (1-x72-y72)
................................................ 1.1.28
Manteniendo x y x fijas e integramos respecto a z tenemos:
1/2
1 (1-x72) (1-x72-yA2)
z dy dx =
-1 -(1-x72) -(1-xA2-y72 ) 1/2
1/2
1 (1-x72)
(1--y)"? dy| dx
1| -(1-x72) 1/2
................................................ 1.1.29
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Ahora bien, como x es fija en la dy integracién, esta integral puede expresarse:
a
I (@y)" dy
-a

.......................................................................................... 1.1.30
donde a = (1-x?)"?

Esta integral, representa el area de una region semicircular de radio a, de tal modo
que aplicando el sistema de referencia cartesiana, queda:

Lim 1 [®(x+dts,y+dty,z+dt5)- P (x,y,2)]
0—0 0

=t1 ﬂ: t2 @’ t3 Q
dx oy oz

....................................................................................... 1.1.31
Aplicando el operador nabla tenemos:
=+ ld)
Donde
|®= {
ax ay az
.................................................................................. 1.1.32

De aqui podemos formalizar el concepto de gradiente para luego hacer una
descripcidn precisa.

grad® = |P = P, 9P
ax oy o0z
.......................................................... 1.1.33

Asi el gradiente es precisamente la matriz de la derivada de @ escrita como un
vector.

La féormula conserva su validez cualquiera que sea la parametrizacion, tomandose
como funcion para :
PNB = XPHYPHZ ..ot 1.1.34

Cuando ya podemos calcular el volumen de la economia, pasamos al estudio de
sus propiedades. Es decir, tenemos la masa econdmica y analizamos las
relaciones fundamentales de sus componentes, junto con su comportamiento.
Para este fin es necesario hacer la definicion de lo que es un campo econdmico y
sus propiedades.
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El estudio del campo econdmico, comenzara con la definicion de lo que es un
campo vectorial en sus tres dimensiones y de las principales propiedades del
campo econdmico vectorial.

Definicién: “Un campo vectorial en RY es una funcion F:ECRM — RN que asocia a
cada punto de (x, y, z) de E un vector F(x).”

El uso de los vectores en el anadlisis de la dinamica economica es relevante , ya
que por ejemplo ; Suponiendo que el jefe de compras de una fabrica debe ordenar

cantidades diferentes de acero , aluminio y papel. El puede mantener el control de
las cantidades a ordenar mediante el siguiente vector :

Acero =10, Aluminio =20y Papel =30 7 V =(10 [x],20 [y], 30[z] ).

Se puede dibujar F por medio de flechas que indican los vectores existentes en el
campo, iniciando en el punto que se toma como referencia con diferente direccion,
magnitud y sentido.

Un campo vectorial F asocia un vector (flecha) a cada terna (x,y,z) de su dominio.

El gradiante de un campo econdmico, si existe, apunta en la direccion a lo largo de
la cual @ esta creciendo mas rapidamente.

El gradiente | ® de una funcién f: R®* — R es un campo econémico vectorial en R;
asi tenemos en cada punto P;i =1, 2, ..., n que el gradiente |® (P; es para
cada punto un vector que sale de p.

Figura F:

F 3
i .

Fa R /
P -

] / \pﬂ

3 Karl Enrich Marx , Federic Engels ."Text auf der methode der Wissensschaft economic”.Beogral.1870. (p.84).



Considere la integral de flujo (de un campo vectorial econdmico) saliente de una
superficie S. Sea V el volumen del espacio econdmico limitado por S, entonces
asociamos a cada punto del PNB, una cantidad escalar como se observa en la
figura F .

En donde X = P;/P>/P3
Z=0
Y= Py/P

Por tanto la divergencia del campo econdémico vectorial G en este punto esta
definida por el limite:

DIV G =Lim N[ GAS ..., 1.1.35

Donde se supone que V se contrae en la superficie PNB. Por otra parte, para un
campo que no es solenoidal (uniforme , homogéneo en la trayectoria del flujo
econdmico) , si en un punto del PNB no se anula la divergencia de G, se debe
producir en este punto un flujo econémico neto (entrante o saliente). Esto nos da
la idea de la divergencia (positiva o negativa). Vamos antes a obtener una
expresion explicita de la divergencia de la funcidon G, en coordenadas cartesianas.

Considere que el volumen V es un quasi-cubo de modo que la superficie S consta
de seis sub-superficies:

[ G(A, p, V)

M1SM S, VISVEV,
G(AZ’ H, V)
G(A: M1, V)
S= V1SVSV2,A1SASA2_
< G(A, p2 v)
G(A, p, v1)
AMSASAy p1Su Sy

| CAwmv)
Asi escribimos la integral:

Lim 1v | Gds

V-0

M2 V2

[ ] G(Az, p, v) . (bp x bv) dudv
H1 1
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H1 V2
S G(A+, 4, v) . (bu x bv) dudv

H2 V2
V1 Az
+[ ] G(A, iz, V) . (bv x bA) dvdu
V1 A1
V2 Az
S G(A, 1, V) . (bv x bA) dvdA
V1 A1
A2 2
+) ] G(A, 1, v2) . (bA x bu) dAdy
At g
A2 2
-] G(A, p, v1) . (bA x bu) dAdu
At g
Je g e S L, 1.1.37

Sera la cantidad total de producto saliente de V en un instante. Asi el volumeny el
flujo saliente se encuentran relacionados por:

/At [, d OV = [ S oo 1.1.38

Lo que podemos expresar diciendo que si la cantidad de productos que hay en V
disminuye, debe haber un flujo neto saliente de S. Por lo que Sy V se toman fijos
en el espacio, de tal forma que los limites de integracion, son constantes en el
tiempo. En términos de divergencia tenemos:

AdAt AV = [, IV AV e, 1.1.39

Si la economia es estacionaria y no tiene perturbaciones en su ciclo econémico,
tenemos:

Od/Ot H iV =0 .o 1.1.40
Sin embargo, en la economia se produce una situacion peculiar, existe el consumo
de los productos que se puede considerar como un manantial continuo y difuso,

que no puede excluirse del volumen. Asi la variacion de la cantidad de! producto
que hay en V esta explicado por el consumo.
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Esto se expresa mediante:

didt [, ddv =Js j.dS -y @ dVe oo, 1.1.41
Donde g es el consumo neto final.

Si g (PNB) es positiva, existe en el volumen una pérdida neta de producto y se
generaliza poniendo:

L L T X H ST 1.1.42

La cantidad g puede ser un escalar conocido, puede ser proporcional a PNB o
puede ser una funcidon compleja en todos los casos el valor de ad/ot + | . j, se
debe considerar como una medida de la no conservacién del producto de la
economia. Un campo econdmico importante en la economia es el campo de
velocidades del producto nacional bruto V(PNB), uno de los conceptos mas
importantes que se comprenden con este concepto es el comportamiento de los
agentes econdmicos en movimiento. Para describir el comportamiento de un solo
agente econdmico se usa el vector de posicidn dependiente del tiempo PNB(t),
entonces la velocidad de variacién es d (PN B) / dt.

Cuando se estudia la economia en su conjunto, v(t, PNB), se define en un punto
genérico del espacio que en el transcurso del tiempo esto es, condicionado por la
ejecucion economica de muchos agentes, se considera un campo econdémico
@(G PNB), en dos instantes consecutivos en los cuales los agentes son los mismo
si esos instantes estan separados por el pequeno intervalo At. , los valores que
queremos comparar para el consumo seran aproximadamente:
@ [t +At, PNB +v (PNB) At]
Y @ [, PNB ] et 1.1.43

Después de un corto periodo de tiempo, la posicidén econdmica que originalmente
estaba en PNB, sera: PNB + v (PNB) At.

En donde PNB = (A, u, v)
VS V(A , V) et 1.1.44
Los tres espacios econdmicos considerados quedando:
A2 2 V2
] [ {[o®/ot +(v.|) D]+ D |v} (bAbu,bv) dAdudv

Aq M1 7]
........... 1.1.45
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Aplicando la derivada conectiva tenemos:

=]  (D®/Dt+® div v)dV
v(t)
..................................................................... 1.1.46
o bien diferenciando:

d/dt =I(t) bV = ({) [3® / at + div (dv)]dV

................................................ 1.1.47

Lo que nos indica que la variacion de la integral de volumen se determina por la
variacion de la funcion en V y su divergencia a través de la superficie S. En
términos no matematicos se dice que el volumen de la actuacion econémica de
todos los agentes es dependiente de las 3 variables econémicas que crean valor
(trabajo, espacio, tiempo) y de una funcion que indica la forma que asume, al
variar en el tiempo a una velocidad de ejecucion determinada; existe ademas de la
integral de volumen, la integral de la divergencia (entrada, salida o consumo de
productos) de la funcion multiplicada por la velocidad de ejecucién en el mismo
dominio de integracion.
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CAPITULO IIl. LOS BIENES Y LOS PRECIOS.

El concepto dual de bienes y precios y el significado de estos dos términos es algo
diferente de lo que entiende la gente comunmente, por lo cual se necesita
precisar. La economia es considerada como un instante dado llamado el instante
presente.

“Un bien es caracterizado por sus propiedades fisicas, por la fecha en la cual esta
disponible y el lugar en el cual esta disponible.” *

Veamos pues el siguiente esquema de formacion del precio:

Produccion { Circulacion )

“El
pre
cio | |Precio {Forma monetariadelvalor) | |Oferta y Demanda |

de
bie
n
es el monto que tiene que ser pagado ahora por la disponibilidad futura de una
cantidad de un bien.” ®

Aqui no se considera la teoria del dinero, y se asume que la economia trabaja sin
la ayuda de un bien que sirva como medio de intercambio. Asi, el papel de los
precios es como sigue: Con cada bien es asociado un numero real, su precio.

Digamos que un agente econdémico acepta la entrega de una cantidad
determinada de un bien. El producto de la cantidad y el precio es un numero real.
Este numero, sera llamado el monto pagado por el agente. Para ligar los concepto
precedentes de precio con la nocion usual de un monto de dinero pagado cundo y
donde el bien es disponible, uno debe de introducir el concepto e precio en un
fecha determinada, en un lugar especifico.

Asi uno obtiene comparacion de los precios en el mismo lugar en diferentes
fechas los intereses y las tasas de descuento y por comparar precios en la misma

4 Chain, Nassir Sapag, Chain, Reinaldo (1988), "Preparacion y evaluacién de proyectos", Mc Graw Hill, Santa Fé de Bogota,
1995.(p.582).

5 Funtowics Silvio Jerome. “La ciencia econdmica postnormal”. Barcelona,2002.(p.58).
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fecha pero en diferentes lugares las tasas de intercambio. El intervalo de tiempo
sobre el cual la actividad econdémica se realiza, es dividido dentro de un numero
infinito de intervalos elementales pueden ser numerados en orden cronolégico, el
origen comun puede ser diferente (momento, hora, dia, semana, mes, afo).
Simultaneamente, la region de espacio sobre la cual la actividad econdmica se
realiza, es dividida en un numero finito de regiones elementales compactas; estas
regiones elementales que pueden ser arbitrariamente numeradas son elegidas tan
pequefas que pueden ser indistinguibles desde el punto de vista del analisis.

Una regidn elemental sera llamada la localidad. El concepto del bien sera
introducido por medio de ejemplos.

El mas simple de todos es el de un bien econémico como el trigo, sin embargo hay
muchas clases de trigos y uno tiene bienes bien definidos para lo cual uno debe
describir completamente el bien del cual uno esta hablando. Aun mas, el trigo
disponible ahora y el disponible dentro de una semana juegan el rol econémico
enteramente diferente para un molino que lo usara.

Por eso un bien en una fecha determinada no es el mismo bien en una fecha
posterior, ya que son objetos econdmicos diferentes y la especificaciéon de la fecha
en la cual estara disponible es esencial.

Finalmente, el trigo disponible es un pais X y el trigo disponible en un pais Y,
juegan un papel econdmico completamente diferente por lo que son objetos
econdmicos diferentes.

En nuestro caso, un bien es por lo tanto definido por la especificacion de todas sus
caracteristicas fisicas, de la fecha de su disponibilidad y el lugar en el cual se
encuentran disponibles, si alguno de estos factores cambia, tenemos un bien
diferente. La cantidad de una clase especifica de un bien es expresada por un
numero que puede satisfactoriamente ser asumido de ser cualquier numero real
no negativo. Lo que es disponible a un agente econdémico es llamado un recurso
para el, y lo que es puesto a disposicion por un agente econémico es un producto.

Para algunos agentes economicos, los recursos seran representados por numeros
reales no negativos para los productos.

“Los bienes se clasifican segun su uso y en unidades individuales o clases ( trigo,
hierro ,cemento, petréleo, agua, gas, etcétera ).” ©

La tierra como bien requiere de una especial atencion ,sus condiciones estan
descritas por la naturaleza del suelo, del subsuelo, de la riqueza forestal, de las

6 Baumol, William J. y Quandt, Richard E. “Investment and discount rates under capital rationing: a programming approach”.
The Economic Journal, Vol. LXXV, junio 1995.(p.15,19,27).
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construcciones sobre de ella, etcétera. Una cantidad de tierra con condiciones
especificas de localidad en un fecha es expresada por un numero real de
hectareas. Un servicio puede considerarse como un tipo de bien con
caracteristicas especiales. El primer ejemplo de un servicio de un servicio
econdmico, es el trabajo humano.

Se describe por la misma tarea ejecutada, cuando uno adiciona la fecha y el lugar
en el cual se prestada el servicio, uno ha definido el servicio como un bien. La
cantidad de un tipo especifico de trabajo es expresado por el tiempo de trabajo.

Definicion formal de un bien: “Un bien o servicio es un objeto que esta
completamente especificado fisicamente, temporalmente y espacialmente y que
tiene un significado econémico.” ’

Se asume que existe solo un numero finito de bienes distinguibles, estos son
indicados por un indice que va de 1 a k, también e asume que la cantidad de
cualquiera de ellos puede ser un numero real.

Si uno estudia los cambios en la fecha de disponibilidad, uno obtiene la teoria del
ahorro, la inversion y el capital e interés. El espacio RX sera llamado el espacio de
los bienes. Para cualquier agente econémico, un plan completo de accién o una
actividad es una especificacién para cada bien de la cantidad disponible y su uso.
Lo anterior incluye los recursos y los productos. Una accién a es un punto de R¥.

Con cada bien, digamos el h-ésimo, esta asociando un numero real, su precio.

Este precio puede ser interpretado como el monto pagado ahora por un agente
econdmico para cada unidad del h-ésimo bien que tendra disponible. El termino
general de precio, cubre una gran variedad de términos de uso corriente: los
precios, salarios, intereses, rentas, cuotas, cargas, etcétera ).

Considere como ejemplo de un bien el trigo rojo disponible dentro de un afio en
New York (LAB). Su precio es el monto al cual el comprador debe pagar ahora en
orden de tener una tonelada de esta clase de trigo entregado en el lugar y la fecha
convenida. Al contrato de venta concurre un bien o servicio definido para ser
entregado en una fecha y lugar especificos. El precio a ser pagado, es
especificado ahora pero se entiende que ese precio sera pagado en la fecha, lugar
y localidad especificados.

El precio P, de un bien puede ser positivo (bien escaso ) nulo (bien libre ) o
negativo ( un bien nocivo).

El hecho de que el precio de un bien sea positivo, nulo o negativo, no es una
propiedad intrinseca de este bien, depende mas bien de la tecnologia, los gustos,

7 Cabre . “Fisica aplicada a los mecanismos” . México , D.F. Editorial.Libris . 1998 .(p.56).
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los recursos, etcétera, de la economia. El sistema de precios de una economia es
a k-ésima.
P = (D1,P2,P35---5P 1, e3P k) <eenenennaneiiiaaieiaieaaann 2.0

Que suele ser representado por un punto de R¥.

El valor de una accion a relativa al sistema de precios p es:

K
> Pn’n

O sea el producto interno

De una manera formal: EI numero k de bienes es un entero positivo dado. Una
accion de un agente econémico es un punto de R¥ el espacio de bienes. Un
sistema de precios es un punto de RX.

El valor de una accion relativa a un sistema de precios es el producto interno
Pr @ oo 2.3

Una vez definida la economia s su conjunto veamos ahora la funcién de oferta
estudiando su nucleo basico: la produccion.

“Una economia consiste de un numero determinado de agentes siendo el papel de
cada uno de ellos elegir un plan completo de accion, esto es, decidir sobre las
cantidades de sus recursos y/o de la produccion de sus bienes.” 8

Por esto un agente econdmico esta caracterizado por las limitaciones en sus
elecciones y por su criterio de eleccidon. Una clase completa de agentes
economicos es la de los productores. El plan de produccion de un productor esta
restringido a pertenecer a un conjunto dado que contiene sus limitaciones y
conocimiento tecnolégico. En este conjunto de produccion un plan es escogido
para precios dados, de tal forma que se busca maximizar su beneficio, el que es
entendido como la suma de todo lo que se recibe menos la suma de todo lo que
se gasta. Una vez decidido el plan se sugiere un programa de trabajo para hacer
mas preciso el plan de produccion.

En el estudio de la produccién, cuando uno se abstrae de formas legales de
organizacion (S.A., C.V., etcétera) y tipos de actividad (agricultura, mineria,

8 Gordon, M. J : “The payoff period and the rate of profit”. Journal of Business, vol. XXVIII, octubre 1995.(p.56).
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construccion, etcétera) uno obtiene el concepto de productor, esto es, un agente
econdmico cuyo rol, es escoger un plan de produccion.

Se asume que existe un numero entero positivo de productores y que cada uno de
ellos es indicado por un indice. Para un productor digamos el j-ésimo, un plan de
produccién (para el futuro) es una especificacion de las cantidades de todos sus
recursos y de todos sus posibles productos. Los productos son representados por
numeros positivos. Especificamente por un punto Y; de RX el espacio de bienes.

Una produccion dada y; puede ser técnicamente posible o imposible para el j-
ésimo productor es llamado el conjunto de produccion. El punto Y es también
llamado la oferta del j-ésimo productor. Una produccion y; es clasificada como
posible para el j-ésimo productor sobre la base de su conocimiento presente cerca
de su presente y futura tecnologia.

La suposicion de certeza implica que al productor ahora que combinaciones le
convienen de insumos y productos para una posible produccién futura. Dada una
produccion y; para cada productor la suma:

n

Y= 3

............................................................... 2.4
Es llamada la produccion toral o bien la oferta total.

Las transferencias de bienes de productores a productores , porque choca con el
planteamiento de la Matriz Insumo - Producto. Las coordenadas positivas y
representan producciones de todos los productores no transferidos al sector de la
produccién. El conjunto:

n

i f; K 2.5

Es llamado la produccién total asi yj € Y; para todo j =1,2,....n es equivalentea Y &
Y.

Este ultimo conjunto describe las posibilidades de produccion de la economia total
esto es, en general, esta contenido en un subespacio de R¥. Resumiendo
tenemos: El numero n productores es un entero positivo dado. Cada productor
esta indicado por un indice j=1,2,....n.

El j-ésimo productor elige un punto, su produccion u oferta y;, es un subconjunto
de R* dado, no vacio.

Dada una produccion y; para cada productor:
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Es llamado conjunto de produccion total.

A lo largo del trabajo se hacen un grupo de suposiciones sobre los conjuntos y; de
produccién y que a continuacién se resumen una a una.

q
a ) Y;jes cerrada. Esto es, sea Y j una secuencia de producciones si todos los
q 0
puntos de la secuencia son posibles para el j-ésimo productor y si 'Y ; _, Y
entonces Y ; es posible para el j-ésimo productor.

b ) ?¢¥j (posibilidad de inaccion) esto es, el j-ésimo productor tiene la posibilidad
de no hacer nada.

c) Y'Qc{0} (imposibilidad de produccién libre) esto es, una produccién total
posible, cuyos insumos, son todos nulos, tiene todos sus productos nulos.

d) Y'(-y)c{0} (irreversibilidad) esto es, si la produccion total y cuyos insumos vy
productos no son todos nulos, entonces la produccion (-Y)no es posible.

“El proceso productivo no puede ser reversible desde que la produccion consume
el tiempo. “°

1 2 . 1 2
e)(yj+yj) € Yj(aditividad).Esto es, si ® y; y yjson producciones posibles
para el j-ésimo productor también lo es la suma.

1 2
f)Y; es convexo, esto es, si yj , y;j son producciones posibles para el j-ésimo
productor también es posible su ponderacion para

1 2

T Y, +(THT) Y OSTST. e 2.7
g)Y; es un cono con vértice 0 (retornos constantes de escala) esto es, si y;es una
produccion posible para el j-ésimo productor, también lo es T y; donde T es
cualquier numero no negativo.

Analicemos ahora las variaciones en los precios.

Sea p un primer precio en el sistema de precios  una produccion optima

]

correspondiente para el e-ésimo productor. Si p” es un segundo precio, entonces
denote el cambio de precios.

9 Dennis G. Zill . “Calculo con geometria analitica “. México , D.F. Grupo Editorial Iberoamericana . 2000.(p.89).

27



Y el cambio correspondiente de produccion.

Y i Y T A e 2.9
Por definicion

P Y i S P Y oo e 2.10
Por lo que :

PAYIS O oo e 21

En forma similar :
P AYIZO oo 2.12

Sustrayendo la primera ecuacion de la segunda tenemos:

Esto es, si el precio de un bien se incrementa, todos los demas precios
permaneciendo constantes, un productor incrementa o deja sin cambio su
produccién de este bien.

‘Un insumo es simplemente cualquier cosa que la empresa compra para usar en
su produccion u otros procesos. “ '°

El estudio formal de la produccion clasifica la variable de decision de la empresa
en dos categorias: insumos y productos.

“Un producto es cualquier bien que la empresa produce o procesa para la venta” !

El termino procesamiento puede denotar un acto, transporte o almacenamiento y
no necesariamente implica una actividad de manufacturado.

Las decisiones sobre los insumos y productor no pueden ser tomadas
independientemente.

Existen soluciones tecnoldgicas que restringen las opciones posibles a la direccion
de la empresa y que le dicen por ejemplo que uno puede producir Q unidades de

10 Hansen, Alvin H : “A guide to Marx & Kalecky”. Nueva York, Mac Graw Hill, 1993. (p.85,96).

11 Harberger, Arnold C. “ Sobre las tasas de descuento en el andlisis de beneficio-costo”. World Bank, Economic
Development Institute, Washington,2003.(p.23).
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producto g con un combinacion que involucre menos de I unidades de recurso i, j
unidades de recurso j, etcétera.

Esta informacion tecnoldgica es sumarizada en la funcidn de produccion.
QG (LUK, ... ) e 2.14

La cual establece que Q es el monto maximo de producto g que la empresa puede
producir si usa exactamente I unidades de insumo i, J unidades de insumo j
etcétera. La existencia de una funcién de produccién asi presupone la existencia
de optimalidad en la produccién. Esta puede ser tomada habiendo examinado
los cambios alternativos en I , J, K, etcétera, pueden ser utilizados para la
produccién del producto q en los diferentes procesos tecnoldgicos disponibles .
De estos calculos de optimalidad podemos asumir que la empresa a decidido que
Q es la maxima produccién posible con el conjunto de insumos dados. Una
suposicion econdmica muy utilizada en las empresas es la ley de los rendimientos
decrecientes que significa un disminucion en la productividad marginal . A medida
que mas de un insumo X es utilizado, todos los demas insumos tomados
constantes, eventualmente un punto sera alcanzado donde las cantidades
adicionales de insumo X nos llevaran a contribuciones marginales menores al
producto total.

Sin embargo en la practica el problema mas bien se enfoca a encontrar que pasa
a la producciéon cuando todos los insumos se incrementaron en la misma
proporciéon, presentandose 3 casos:

1) Rendimientos decrecientes a escala.
2) Rendimientos crecientes a escala.
3) Rendimientos constantes a escala.

La ultima posibilidad es llamado el caso de una funcion de produccién lineal
homogénea y tiene propiedades matematicas que lo hacen muy usual para
propositos de analisis. La programacion lineal, envuelve la suposicion implicita de
que la funcion de la produccion es lineal homogénea. Debe ser enfatizado que
antes de hacer el andlisis de la produccién mediante la programacion lineal, que el
empresario o quien funge como tal debe elegir una linea de produccion ,esto es,
cuales bienes deben ser producidos y en que cantidades.

Primero definiremos la representacién diagramatica y luego mediante un ejemplo
analizaremos la funcién de produccién lineal homogénea.

En la programacion lineal , lo ejes son usados para medir cantidades de
productos. Mas generalmente podemos decir que cualquier punto representa una
combinacién de productos que es una solucién potencial al problema.

Los insumos hacen su aparicion en la forma de las lineas de restriccion que nos
muestran la extensién hasta lo cual los recursos limitados nos permiten ir. Ahora
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es apropiado trasladar el problema de programacion lineal a un diagrama diferente
en el cual las cantidades son medidas en los ejes y produccion especificada. Nos
ayudaremos con las curvas de indiferencias.

Esto es con el fin de hacer congruente la programacion lineal con la teoria
economica.

Veamos un ejemplo ilustrativo: Una compaiia procesadora tiene entre otras
operaciones el entintado. Esta limitada en su produccién por la capacidad de sus
tintas para entintar y por el monto de obra calificado que tiene disponible par su
proceso de produccion. La empresa esta nombrado cuatro variantes de su
proceso basico:

El proceso 1 involucra la inspeccidén de defectos de una muestra de cada lote.

El proceso 2 involucra también la inspeccion.

El proceso 3, examina una muestra como es el caso del proceso 1 pero es
inspeccionada una cantidad menor.

Finalmente el proceso 4 inspecciona todos los elementos uno por uno.
Sea la Qq la cantidad a ser producida en el proceso 1 Q2 por el proceso 2 etcétera.

Suponga que tenemos los suficientes datos para especificar nuestro problema
como:

Maximice los beneficios:
0.9Q+0.75Qo+1.0Q3F 1. TQ ..o 215

Sujeto a las restricciones:

2Q+1.5Q2+3.5Q3+ 7Q4 <4000
0.4Q+.45Q,%0.35Q3+ 0.3Q4 <600

Q120; Q220 ;Q320;Q4 20
............................. 2.16

Aqui 4000 galones hora por semana es la capacidad disponible de los tanques y

600 horas hombre por semana es el monto de mano de obra que la compafia
puede usar par su produccion.
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El primer coeficiente 0.9 en nuestra funcidbn de beneficio, representa la
recuperacion por pie tratada por medio del proceso numero 1, la misma
interpretacion para los otros procesos.

El primer numero 2 en la restriccion de arriba indica el numero de hora galén que
absorbera el proceso del numero 1. Lo mismo para los demas. Nosotros podemos
ahora dibujar la region factible, la que muestra la figura de abajo en la que se
muestra el rectangulo OABC acotado por los segmentos OA y OC de los dos ejes,
la linea horizontal AB representa 600 horas de trabajo y la linea vertical CB
representa 4000 litros de capacidad .

Desde que el maximo es de 600 horas y de 4000 litros por hora ,solo la region
sombreada representa las combinaciones factibles de insumo.

Figura G :
Litros | 4
B
4000 —
2000—
C
! | ! Horas
200 400 BOO

Ahora debemos representar geométricamente un proceso. Para nuestro propésito
un proceso de produccion requiere involucrar proporciones fijas de insumos.

Por ejemplo ,en nuestro modelo ilustrativo el proceso ilustrativo numero
1,envuelve el uso de 2 hora —galdén de la capacidad del tanque y de 0.4 horas de
mano de obra calificada por metro de produccion. Esto significa que 710 metros
cuadrados de piel requeriran de 20 galones , no importa cual grande sea la
produccién siempre es lineal y siempre empleara en el caso del proceso 1 del
ejemplo: 2/ 0.4=5 unidades de tiempo de tina por una mano de obra.

Este radio constante de cantidades de insumo es de hecho una propiedad que
podemos usar al definir graficamente un proceso de produccion. Asi dados los
procesos A y B si el proceso A involucra 6 horas de tiempo de tina por una mano
de obra, mientras que el proceso B involucra 4 horas de tiempo de tina por una
mano de obra, entonces los procesos A y B son diferentes.
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Con la ayuda de esta definicion, podemos representar un proceso
diagramaticamente. Nuestra grafica mostrara solo los insumos y se muestra
mediante lineas OPI representa el proceso 1. Cada punto OP1 representa una
produccién que puede ser producida por medio del proceso 1 si los recursos son
disponibles. Una linea que pasa por el origen y que se proyecta en el espacio
factible es propiamente llamada un rayo y no una recta. Lo mismo sucede con los
procesos pz Yy ps, etcétera, y con sus rayos.

La teoria clasica de produccién considera la construccion de rectas de indiferencia
de produccién o isocuantas .En este modelo y con fines de asociar la
programacion lineal y la teoria econdmica deduciremos las rectas de indiferencia
de produccion y de beneficio (iso-beneficio).

Por el momento concentraremos nuestra atencién en los procesos 7y 3.

En esta figura siguiente vemos el punto D4 representa 4000 unidades del proceso
1 mientras que D3 representa también 4000 unidades del proceso 3. Asi, la curva
de indiferencia de produccion que envuelve la produccion de 71000 metros
cuadrados de piel, debe pasar sobre estos dos puntos, de esta forma podemos
proyectar las curvas de indiferencia de produccién en los rayos por los procesos
1,2, etcétera.

Figura H :

OFs  OP;

2000 ? / /EFH

400 o

De forma similar el caso de las curvas iso-producto se construyen las curvas
rectas de iso-beneficio como la produccion es lineal y homogénea, tenemos
beneficios constantes de escala. La caracteristica de curvas de iso-beneficio es
que tiene la misma pendiente de las de iso- producto. Ya hemos obtenido una
descripcion grafica de la region factible y de las posibilidades de beneficio(iso-
beneficio-curvas).

Ahora es una simple operacién combinar ambos superponiendo las graficas y
encontrar la solucién optima.
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Desde que entre dos rayos de procesos los segmentos de las curvas tienen la
misma pendiente, nosotros podemos construir todas las curvas de indiferencia que
queramos, en particular D3,D4,D, que toca el punto extremo en el cual la solucién
optima y factible o sea el punto B.

No solo puede usarse el modelo grafico, si no también el simples u otro, pero lo
importante de este ejemplo es que une la teoria econdmica de la produccion y la
teoria de la programacion lineal justificando ambas. Existe una segunda clase de
agentes economicos: Los consumidores, como el caso de un productor, el papel
de un consumidor es el de escoger el plan de consumo completo y se encuentra
caracterizado por las limitaciones en su eleccion y por su criterio de eleccion.

Aqui las limitantes son de dos clases:

- El plan de consumo debe de satisfacer unas restricciones a priori.

- Los precios dados y el presupuesto del consumidor determinan que el plan de
consumo no exceda su riqueza.

Un consumidor es tipicamente un individuo pero puede ser un grupo con un
propoésito comun. Su papel es elegir un plan de consumo hecho ahora para un
futuro determinado, esto es, una especificacion de las cantidades que consumira.

Se supone que hay un numero entero-positivo dado p de consumidores, y cada
uno de ellos es indicado por un indice p =l ,2, ..., g . El consumo esta
representado por nimeros positivos y se puede representar por un punto x ; de R*.

El espacio de bienes.
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Un consumo dado x ; puede ser posible o imposible para el i-ésimo consumidor.

El conjunto x ; de todos los consumos posibles para el i-ésimo consumidor es
[lamado su conjunto de consumo.

El punto x ; es también llamado la demanda del i-€simo consumidor.
El numero 1..1 de consumidores es un entero positivo dado.
Cada consumidor es indicado por un indice p=I, 2, . . ., u.

El i-ésimo consumidor elige un punto, su consumo o su demanda x;, en un
subconjunto dado no vacio de R¥. Dado un consumo x; para cada consumidor :

Es llamado el consumo total.

Suposiciones sobre el conjunto de consumo.

q
a)X j es cerrado, esto es, sea x ;juna secuencia infinita de consumos si todos los

q q 0 0
consumos x ; son posibles para el i-ésimo consumidory si x ; — x ; ,entonces
X ; es posible para i—ésimo consumidor.

b)X; tiene cota inferior. Es claro que el consumo tiene como cota inferior a cero.

c)X; es conectando, esto significa en un lenguaje impreciso e intuitivo que x; esta
hecho de una sola pieza.

1 2
d)X; es convexo, esto es si X ; , X ;j son consumos posibles para el i-ésimo
consumidor, también lo es su promedio ponderado.

1 2
T (X)) # (10X j OSEST oo 2.18

Dados dos consumos X i, Xien x j unay solo una de las tres siguientes
alternativas se lleva a cabo para el i-ésimo consumidor:

1 2
a) X; es preferidaa X;
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1 2
b) X ; es indiferente a X;

2 1
c) X es preferidaa Xp

La relacion binaria de indiferencia anterior también es reflexiva y transitiva.

La clase en la cual varios puntos son indiferentes entre si, es la clase de
indiferencia pudiéndose formar con ella puntos o lineas o curvas de indiferencia.
También puede existir un preordenamiento de preferencia para el i-ésimo
consumidor en el cual presenta sus gustos o preferencias en relacion a varios
articulos de consumo. Existe una suposicién de insaciabilidad que a continuacion
se menciona:

No existe consumo de satisfaccion para el i-€simo consumidor.

Dado un precio p, y un consumo xi , el gasto del i-ésimo consumidor es pxi.

El gasto pxi deber ser claramente al menos igual a la riqueza del i-ésimo
consumidor un numero real ri. Este concepto de riqueza corresponde a la nocién
de la corriente del valor presente de los objetos de consumo. La m-tupla r es
llamada la distribucion de la riqueza y especifica la riqueza de cada consumidor y
puede ser representado por un punto r de R *. Dado un precio p, y su riqueza del
consumidor ri, el i-ésimo consumidor escoge su riqueza en el conjunto de
consumo xi de tal forma que su gasto pxi satisface la restriccion de su riqueza.

El punto r=(ri) de R™ es llamado la distribucién de riqueza y el punto (pr) de R ***
es llamado el par precio-riqueza. El primer paso para determinar una recta de
demanda es construir una linea de presupuesto o bienes de iso-gasto.

Dado el ingreso de un consumidor, suponga que sélo tiene que elegir entre dos
bienes x e y suponga los precios de esos bienes fijos; dados los precios y su
presupuesto determine la cantidad maxima de un bien que se puede adquirir sin
consumir.

Determine en forma sencilla la cantidad maxima del otro bien sin consumir nada
del primero, tenemos asi dos puntos (x, 0) (0, y).

A partir de aqui todos los puntos que nos mostraran indiferencia en el consumo de
los productos usando como maximo el presupuesto real o riqueza del consumidor.
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Determine todos los puntos de los que:

X =y

Basicamente son dos teorias juntas las que dan origen en este punto a la recta de
demanda: La teoria de la utilidad marginal y la de la indiferencia.

“La satisfaccion que alguien recibe de consumir bienes es llamada su utilidad, se
puede distinguir entre la utilidad total que proporciona el consumo de un bien y la
utilidad marginal de consumir un poco mas o menos de ese bien.” *?

El consumidor generalmente decide en la eleccion de dos bienes no sobre la
utilidad total que le proporciona el bien sino sobre las utilidades marginales. A
medida que aumenta el consumo de un bien siendo los demas consumos
constantes, la utilidad marginal disminuye (pendiente negativa).

Suponga ahora que si el consumidor trata de maximizar su utilidad y que sélo
tiene los dos bienes mencionados, con los dos bienes, el consumidor puede
encontrar las curvas que representan la utilidad marginal igual de los dos
productores de esta forma construye las curvas de iso-beneficios. Ahora bien,
dado que el consumidor desea maximizar su utilidad que recibe, gastara el
maximo que puede, pero de tal forma que el gasto entre los dos bienes le
proporcionen la maxima utilidad, esto sucede en el punto en el cual se tocan la
recta del presupuesto de los dos bienes y la curva de iso-beneficio, este punto es
el que maximiza el beneficio sujeto al presupuesto y representa un punto x; de la
demanda del consumidor.

Ahora bien, como ya hemos visto que la utilidad marginal decrece al aumentar el
consumo, podemos representar los puntos que se generan con diferentes
presupuestos y con diferentes utilidades marginales. Suponga que el punto que
maximiza la utilidad se genera para muchos presupuestos y para muchas curvas
de iso-beneficio, la resultante sera una grafica que nos muestra la demanda de los
diferentes bienes a los diferentes precios que se encuentran en el mercado.

Como corolario podemos establecer:
La respuesta de la demanda a un cambio en el precio, depende de la utilidad

marginal sobre un rango relevante de precios y utilidades entre bienes y no
depende sobre la utilidad total que proporcionan dichos bienes.

12 Modigliani, F. y Miller, M. “The cost of capital, corporation finance and the theory of investment “. American Economic
Review, 1998. (p.85).
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“La teoria del capital tiene como objeto de estudio: la compra y uso de planta
durable, equipo e instalaciones relacionadas con la produccion y distribucion de
bienes y servicios. “ **

Trata de determinar el punto mas rentable en el tiempo para adquirir capital, y
también cuando debe de usarse antes de que se reemplacé asi como cuando y
cuanto invertir en su mantenimiento y reparacién. La teoria del capital primero
surgio como un apéndice de la teoria de los precios y la distribucién, en el curso
de la determinacioén de las tasas de interés y sus funciones.

“En la historia de la teoria del valor se puede observar claramente que los precios
de los bienes no podrian ser explicados simplemente por la mano de obra
necesaria para producirlos.” ™

Una de las principales dificultades, es que si un bien A toma dos horas para ser
producido y se puede emplear de inmediato otro bien B, también emplea dos
horas de labor pero requiere algun tiempo antes de su uso. Por lo que los dos
bienes se venderan a diferentes precios. Un productor que desea producir el bien
B sabe que no solo tiene que pagar los salarios de las dos horas empleadas sino
que tiene que guardar dinero en efectivo por un periodo de tiempo. El costo de
guardar el dinero inmovilizado, es lo que determina las tasas de interés. De esta
forma si algun bien requiere de un periodo mayor para su gestacion es muy
probable que su precio sea mayor. De este ejemplo podemos sacar dos
conclusiones:

a) El paso del tiempo puede ser un requisito para la produccion.

b) El tiempo cuesta dinero, o sea, es otro insumo que tiene su precio.

El término capital, no se refiere a las cantidades de dinero o su uso en la compra
de acciones o valores; mas bien significa fabricas, maquinarias, materiales,

inventarios etcétera.

Capital es en suma cualquier insumo o valor previamente producido que sirve a un
agente econdmico para su consumo o produccion.

La inversion se refiere a la produccion o adquisicidon de cualquier activo de capital.

Si una empresa tiene un capital de x e invierte a una tasa de A por afo, al final del
afio tendra x + A.

13 Novosolov. “HecootBeTtctBre kanutanuama”. Edit.Moscu.,Rusia 1992.(p.56).

14 Solanet, Manuel A.” Evaluacion econémica de proyectos de inversion”. Editorial SAE (Sociedad Argentina de Estudios),
Buenos Aires, 1995.(p.23).
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Si designamos la inversién y el capital en el afio t por It y Ct debemos tener:

El tiempo es una materia crucial para la inversion y el capital.

“‘Una caracteristica fisica de una maquina o de cualquier otro activo es su
durabilidad, o sea, el hecho de que servira durante un periodo de tiempo que
puede ser establecido categoricamente como cualquier objeto cuya produccion se
extiende en el tiempo y debe emplear capital como insumo, ademas los objetos en
proceso de produccion son parte del inventario y por lo tanto forma capital.” 15

Concluimos que cualquier objeto cuya produccion toma tiempo debe de usar
capital en su produccion, asi, el capital como un insumo involucra el uso del
tiempo, todo esto significa que el monto de capital empleado en un proceso de
produccién, no puede ser medido por un simple numero, digamos su valor
pecuniario sino que debe de especificar una medida de tiempo asociada con este
valor. La medida del capital, por lo tanto, involucra cuando menos dos variables:
cantidad y tiempo. Esto requiere que hay dos caminos basicos en los cuales el
capital puede ser incrementado, o sea, podemos usar una cantidad mayor o
menor de capital o podemos usar procesos que involucran mas o menos tiempo.
Uno de los tépicos mas importantes en lo que se refiere al capital es su expansion
o acumulacién.

Si iniciamos en el tiempo tp, es necesario que después del proceso productivo
tengamos t; un capital igual o mayor que el que tenemos , o sea:

Co capital tiempo £
Cs capital tiempo t,
003 02 2.22

Para poder satisfacer esta necesidad es necesario considerar la velocidad de
ejecucion del ciclo econdmico, por lo que pensando en una economia nacional o
bien mundial seria necesariamente aplicable la siguiente formula:

Donde C; es el nuevo capital generado que puede ser menor, igual o mayor al del
ciclo anterior, Co es el capital inicial, y es la velocidad de ejecucion del ciclo
econémico y n es la tasa a la cual disminuye o crece el capital. Siendo n 2 0.

15 Hansen, Alvin H.” A guide to Marx & Kalecky ” . Nueva York, Mac Graw Hill, 1993. (p.104).
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Esta misma formula es posible aplicarla al Producto Nacional Bruto de un pais con
lo que el Producto Nacional Bruto en el tiempo t; seria:

PNBT1=(PN B to) V' .o, 2.24
PNB = Producto Nacional Bruto.

v= Velocidad de ejecucion del ciclo econémico.

N ( n20)= Tasa de disminucion o crecimiento de la economia.

“El analisis neoclasico fija la atencién del estudio del capital en la oferta y
demanda de recursos de capital en relacion a la cantidad de recursos de capital y
la tasa de interés, aqui los ahorros son considerados la fuente real de recursos a
ser usados en la formacion de capital. “ *®

Sin embargo, lo mas importante en este analisis es el fendmeno psicolégico de
tiempo de preferencia o tasa de descuento.

Esto significa que los bienes a ser consumidos ahora tienen mayor valor que los
que sirven a consumir en el futuro y la gente puede esperar un consumo futuro a
cambio de un interés presente. Mas explicitamente, se dice que el consumo en
una fecha particular esta sujeto a disminuir su utilidad marginal, de tal forma que el
consumidor pospone el consumo siempre que la utilidad marginal sea mayor que
la tasa de interés; si son iguales se encuentra su equilibrio. En otras palabras, el
equilibrio requiere que la tasa de interés sea igual a la utilidad marginal del
consumo pospuesto.

Es caracteristico del capital que para su integracién y mantenimiento se gasten
montos que se recuperan en fechas posteriores.

Suponga por ejemplo, que una inversion de $700 nos da un ingreso de $20 al
término de un afio y de $25 al término de 2 afos, de tal forma que debemos
comparar el valor del dinero en diferentes puntos de tiempo. Un peso ahora, un
peso al final de un afo y un peso dentro de dos afos son diferentes. Entre mas
pronto recibimos nuestro dinero, obtenemos una maxima utilidad, dado que
podemos poner a trabajar el dinero, generando recursos. Veamos ahora cuanto
mas o cuanto menos recibiremos en relacion al tiempo.

Suponga que P pesos son invertidos a una tasa de interés i compuesta
anualmente.

16 Stiglitz, Joseph E. “Algunas observaciones adicionales sobre el andlisis de costos y beneficios en la evaluacion de

proyectos” . BID, Departamento de Desarrollo Econémico y social, Washington, D. C., setiembre 1984.(p.85).
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Entonces al final del afio nos dara ip pesos en interés el cual se debe adicionar a
la recuperacion del capital P lo que nos da:

PHiP =P (THi) oo 2.25
Sea la suma inicial po los pesos en la fecha inicial o ano 0.

Sea p¢ la suma final al termino del afo (cuyo significado es pesos a recibir al final
del afio 1)

De acuerdo a la formula anterior tenemos:
PimPo(1HP) oo s 2.26

Esto es pp se convertiran en p; pesos recibidos al final del afio 1. Despejando a pg
tenemos:

1
PO (TP P oo s 2.27

SeaD= 1
(1+p) la tasa de descuento.

Asi, D p4 es llamado el valor presente descontando de p; pesos para recibir dentro
de un ano.

*

¢, Cual es el valor presente Py de algun monto de pesos recibir en dos afios en el
futuro?.

En un afio :P*=P* =(1+i)P*
o 1 0

.................................................................................. 2.28
En dos aros:
(1+p)P*1=(1+i)(1+i)p*o
=(1+i)’p’o
obien p*=_1_2p,
(THD) e 2.29

Simultaneamente el valor presente descontado de p,, pesos para recibir en n afios
es:
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Es util analizar el significado del proceso de descuento que ha sido descrito y que
lleva a la tasa de descuento y la tasa de interés.

La tasa de descuento 1. o bien €™ en el caso continuo ha sido asociada
(1+p)
directamente a la tasa de interés.

Estrictamente hablando :” la tasa de descuento es una medida de lo que pedimos
por recibir nuestro dinero después, en un lugar de percibirlo ahora, suponiendo a
un mercado perfecto. “

Aun cuando el mercado no sea perfecto la tasa de descuento muestra el costo de
oportunidad de poseer las recepciones de dinero. El concepto de tasa de interés
deberia de ser mas ampliado para cubrir todos los costos en que se incurre con el
paso del tiempo.

El analisis de los modelos de insumo-producto se avoca a los fenbmenos de
equilibrio general de la produccién. Estos modelos so6lo analizan la produccion, y la
teoria de la demanda no interviene directamente en los modelos. El problema es
esencialmente tecnoldgico; la investigacion viene a determinar que puede ser
producido, y la cantidad de cada producto intermedio que debe ser usado en el
proceso de produccion, dadas las cantidades de recursos disponibles y el estado
de la tecnologia.

El modelo pone énfasis en el fendmeno de equilibrio general y busca observar la
interdependencia de los planes de produccion y actividades de las industrias que
constituyen la economia. El problema basico a resolver por el modelo, es
entonces, qué es lo que puede ser producido para el consumo final y qué cantidad
de la produccion sera usada en el curso de las actividades productivas.

Sea un conjunto n de insumos igual al conjunto n de productos. Defina los
coeficientes de produccion por ¢ ij y retinalos en una matriz cuadrada A de orden
nxn, la cual por ser resultante de los sectores productivos que intervienen en la
economia es semi positiva e irreducible.

Sea y el vector de productos producidos por el sistema.
Sea x el vector de insumos del sistema.
El modelo insumo-producto esta dado por la resolucion del sistema.

y = Ax X 2O e 2.31

17 Arrow, Kennet J. y Kurz, M. “Public investment, the rate of return and optimal fiscal policy” . The Johns Hopkins Press,
Baltimore, 1970.(p.85).

41



El modelo tiene las siguientes caracteristicas:

a) Es lineal y tiene coeficientes fijos de produccion (los coeficientes no cambian en
un tiempo T).

b) Considera varios procesos de produccion o actividades y cada proceso o
actividad da origen a un solo producto.

c¢) Para producir una cantidad determinada de un producto especifico se requiere
de la participacién de al menos algun insumo.

d) Debido a que los coeficientes de produccion son fijos, no existe sustitucion
entre los factores de la produccion.

Dentro del modelo, los insumos seran menores o iguales que jos productos, la que
se puede representar matematicamente como: x < y. La interpretaciéon econémica
de que las variables sean mayores o iguales a cero, resultan del hecho de que la
produccidn es irreversible.

“El modelo de insumo-producto, es un caso particular de los modelos lineales
simples de produccién.” '8

18 Karl Enrich Marx. “Miseri di le filosofie “.Editorial.Allta.Paris.1942.(p.25).
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11.1.Modelo de Produccion Lineal.

Sean n bienes by y by, . .., b, y m actividades productivas ps, p2,.- . ., Pm-1.

Sea la matriz A = (“ij) donde € jj es el monto del bien j consumido o producido por
la actividad Pi.

El conjunto de bienes y actividades que se comportan como una produccién lineal
homogénea constituye el modelo lineal de produccion. Existen dos suposiciones
basicas respecto al modelo de insumo producto:

Suposicion I. Cada actividad Pi produce sélo un bien.
Lo anterior quiere decir que no existe la produccion conjunta.
Suposicion Il. Cada bien b; es producido por una y solo una actividad P;.

Esto significa que existe el mismo numero de bienes que de actividades. Lo
anterior produce una matriz cuadrada de orden nxn. Interpretemos ahora los
elementos  ij de la matriz A.

Sea ? ij el monto del bien j que es necesario consumir en orden de producir una
unidad del bien b;. Ya que el consumo de insumos es siempre positivo, se puede
denominar a la matriz A como la matriz de consumo del modelo. La i-ésima fila a;
de A, da los insumos.

Definicion .Un modelo lineal simple, con_matriz de_consumo A sera llamado
productivo , si existe un vector no negativo x tal que x > XA ,nosotros diremos en
este caso que la matriz A es productiva.

Analisis de la solucion al modelo:
X o AX Z 0 oo, 2.1.0

Dado que en todos los casos cuando x = 0 la solucion es trivial, analizaremos los
casos en que:

Suponga que asociamos una variable A con fin de encontrar las raices
caracteristicas tenemos que:

X(IFA) Z 0 oo 2.1.2
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Asi:
X(ATFA) = 0 21.3

a) En el caso de que A =1 tenemos la solucion unica que satisface la estricta
igualdad.

b) En el caso de que A = 0 el sistema no tiene solucion.

c) Suponga que 0 £ A < 1, existen muchas soluciones factibles, tantas como
valores diferentes tome A y satisfaga el sistema.

d) Suponga que A =1 el sistema tiene solucién uUnica, pero econdmicamente es
imposible.

e) Sea M un numero real positivo arbitrario.

Sea:
A>M DS A < T e 214

Tiene muchas soluciones, tantas como valores diferentes toma A vy satisface el
sistema.

f) Sea M un numero real positivo arbitrario.

Sea:

A<M 0sSA <1 21.5

El sistema matematicamente tiene solucion pero se producen coeficientes ¢ ij

negativos lo que no tiene sentido econdmico y se puede decir que
econdmicamente el sistema no tiene solucion.

g) Sea A >1. El sistema tiene solucién solo para: A > M.

h) Sea A < 0. El sistema tiene solucion sélo para A > A

Xy A = MA XT =0 oo, 2.1.6

44



Solucion si:

A<O
A>A

A$A

Teorema. Si la matriz A definida anteriormente es productiva, entonces para
cualquier y 2 0 la ecuacion:

Tiene solucion unica no negativa. Terminemos el analisis matematico del modelo
de insumo-producto con la siguiente definicion:

Definicion. Si la matriz A definida anteriormente es semipositiva, nosotros
llamamos a la actividad p j productiva si existe un vector x = (x4, . . ,xp) 2 0 tal que:

xj> ¥ Cljxi

El correspondiente bien b; es llamado producible. Las actividades remanentes y
bienes seran llamados no-producibles respectivamente. Existen dos tipos de
modelos insumo-producto: Los modelos cerrados y los modelos abiertos.

Los modelos cerrados se caracterizan por:

a) El conjunto de bienes que aparece por lo menos una vez y como factores del
sistema, es igual al que figura como producto.

b) Sélo existe como fuente la produccion.
c) La produccion es corriente (no de capital).
d) Los productos se usan una sola vez como factores.

Los modelos abiertos violan alguna de las restricciones impuestas en los modelos
cerrados.
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11.2. Modelo Abierto de Leontief.

Considere el modelo abierto Leontief, el cual es un modelo factor-producto de una
economia de produccion de n productos que también son factores, dentro del
sector de produccién. El problema fundamental, consiste en determinar si con el
uso del modelo, se puede demostrar la factibilidad de que la economia ofrezca
una cantidad arbitraria de productos netos, mayor o igual a una cantidad
especifica C. Los productos netos ofrecidos reciben el nombre de demanda final o
combinacion de bienes. Sea x el vector del producto fisico. Para producir los
productos necesarios del sector de produccién, se necesita Ax que es el vector de
necesidades de factores. El vector de productos netos esta representado por:

El cual nos muestra las cantidades disponibles para ser utilizadas del mismo
sector de produccion. Si denotamos a € como un vector columna positivo
consistente, el problema consiste en determinar si existe una x tal que:

X(I-A) =C x20

Si (I-A) es no singular (como se puede demostrar al seialar que la matriz A es
semipositiva e irreductible). Se puede despejar a x. Suponga que (I-A) es no
singular y x 2 0 , entonces el modelo es factible. Es necesario ahora considerar
los efectos en el modelo del factor adicional.

Sea ajj la cantidad necesaria del factor para producir un unidad de producto en la
i-ésima industria. Sea ao un vector de la matriz A. El modelo abierto de Leontief
debe ademas de satisfacer la condicion de que :

0 X S € e 222
Donde §, es la cota superior o limitante del factor.
Suponga factible la anterior condicién; Debemos ahora de considerar si la
demanda final puede satisfacerse en alguna proporcion deseada. La condicion
para producir alguna proporcion deseada esta dada por C y por A, pues nos

limitan la frontera de produccién. Existen algunas consideraciones de este modelo:

a) Si con todas las industrias produciendo, se puede satisfacer alguna demanda
final, no nula, se pueden satisfacer las demandas finales en varias proporciones.
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O sea.

X(I-A) x 2 0 X3 0 oo, 2.2.3

b) Si existe algun conjunto de precios positivos, para los cuales todas las
industrias puede cubrir el costo de sus factores industriales y al menos una puede
superar dicho costo.

PAS<DPp P 2 0 oo 2.2.4

Asi pues se pueden satisfacer las demandas en varias proporciones deseadas.
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1.3. Modelo De Intercambio Simple.

Considere una economia en la cual hay n productores Py, Py, . . . .. ,Pny n bienes,
By, By, ..... ,Bn, donde el productor produce solo el bien Bp, nosotros estamos
considerando un periodo fijo de tiempo, digamos un afo y por conveniencia
escogemos nuestras unidades de tal forma que cada productor produzca
exactamente una unidad de producto B; por afio.

Ahora, en adicion a producir el bien B; el productor p; también, consumira
determinados montos de uno o mas de los otros bienes.

a

Especificamente sea “; el monto B; consumido por P; en un afio donde:

Nosotros también asumimos en nuestro modelo que es cerrado, lo cual
simplemente significa que no hay flujo de bienes de o hacia fuera y por lo tanto
para cada bien la produccion total iguala al consumo dando la ecuacion.

S

~.
]
B

Puede parecer que estamos haciendo una fuerte suposicion al decir que produce y
consume el total. Lo anterior sera cierto si acordamos que P; produce y se
consume b; teniendo un remanente ® ; que se utiliza al final. La matriz A = (“ ;)
formada por los coeficientes a j sera llamada la matriz de intercambio del modelo.

Ahora suponga que el precio de una unidad de b; es [T,
Entonces el ingreso anual de P; también sera IT; desde que P; produce y vende

(incluyéndose asi mismo) exactamente una unidad de B; por afio. El gasto anual
de p; esta obviamente dado por la expresion:

S

a i I

-,
1l
-

Diremos que los precios P = (I14, . . ., I1,) nos conducen al equilibrio .
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1l.4. Modelo Lineal Simple De Intercambio Comercial.

Considere n paises C 4, . . .,C " los cuales hacen intercambio comercial entre si y
asuma que existe una unidad monetaria simple, digamos el peso. Suponga que
todos los precios son dados de antemano y permanecen constantes. El ingreso nj
al pais ¢; se asume que viene enteramente de la venta de sus propios bienes,
internamente o de otros paises. Nosotros podemos hacer ahora una suposicién de
linealidad: la fraccion de los ¢; s de ingreso n; que sera gastado en importaciones
de cj es un nimero fijo a  ij: que no dependen de n;. Esta suposicién de linealidad
sblo se da en los modelos estaticos y en los agregados econdmicos. Desde que
los nimeros ® ij son definidos como fracciones del ingreso n; se sigue por
definicion que “ij20 Y:

Y por lo tanto la matriz A =( a j ) es una matriz de intercambio. Nosotros
deseamos determinar el ingreso de cada pais c; el coeficiente a j; es la propension
al gasto en el sector i a partir de un ingreso en el sector j. La matriz formada, es la
matriz de propensiones. No existe problema de comparatividad. El ingreso de un
sector se deriva del gasto en dicho sector a partir de otros gastos y de fuentes no
especificadas. Un analisis a través del tiempo nos muestra en forma clara el
comportamiento del ingreso y el gasto.

Si partimos de una situacién inicial y, estudiamos el efecto de un incremento
autonomo en los ingresos de los sectores que representaremos por y,. El

incremento da lugar a una primera corriente de gasto y con ello nuevos ingresos
que estan dados por y; en forma matematica tenemos:

Estos ingresos inducen a su vez nuevos gastos en el siguiente periodo dado por:
— -_A2

Y= Ay1 =A R T 24.2

Continuando el proceso hasta convertirse en algo similar a un escalar.

Si se mantienen los incrementos originales autbnomos del ingreso, el ingreso total
sera y,y estaradadopor:y," " =ys+........ +yn= (FA+A% 4. )0 oo 24.3

la serie matricial (1 + A + AZ+...) oo, 244

Converge hacia (I-A)™ si todas las raices caracteristicas tienen modulo menor que
la unidad y el modelo es factible (matriz irreducible).
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Por lo tanto, la serie matricial converge si ningun sector gasta por encima de sus
ingresos. De acuerdo con lo anterior adquiere gran relevancia la matriz de
propensiones que es la que estimulara en qué forma se computara el ingreso y el
gasto. Este mismo modelo se puede aplicar al caso internacional y a los ingresos y
gastos originados por importaciones y exportaciones. Veamos este modelo:

Suponga que las actividades funcionan a niveles determinados de actividad
definidos como y (de orden m).

De acuerdo con lo anterior el producto neto del bien i sera ; A Y jcon por lo

menos un Aj igual a la unidad y uno positivo. El vector del producto neto del
sistema es A,. Dada una combinacion de bienes C tenemos:

Ay=c V20 245
Como hay n ecuaciones y m (> n) variables yj, existen muchas soluciones.

Seleccione una funcién objetivo con el fin de utilizarla y obtener el 6ptimo del
factor primario escaso.

Sea Ay el coeficiente de factor escaso para la actividad j ; Sea Ag el vector de
coeficientes de factores escasos directos (de la funcién objetivo); Sea C la
cantidad minima de factor escaso.

El problema consiste en:

Sujeto a:

Ay=c yz0

De acuerdo a la programacioén lineal si la solucidn factible existe es basica, es
decir tendra a lo mas n elementos no nulos de y. Suponga que el sistema tiene
solucion factible basica, por lo que deben de producirse todos los bienes en
alguna cantidad. Debido a que cada actividad da lugar a un solo bien, la relacion
optima contendra exactamente n actividades que tendran valor positivo,
produciendo cada una de las actividades los n bienes.

La matriz basica es de orden n x n la cual denotaremos Ag. La base Ag es tan
s6lo una matriz tecnolégica insumo-producto ordinaria.

Suponga que la combinacién de bienes cambia de C a C". La programacion lineal,

nos dice que si una base es éptima para el sistema Ay = C también lo sera para
Ay = C’ siy sélo si el problema tiene una solucion factible basica.
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Ahora bien, si se produce una combinacion de bienes con la base Ag y el sistema
tiene solucion basica factible, también puede producirse otra combinacién con la
misma base. De acuerdo con lo anterior si se produce una nueva combinacion la
solucion basica del sistema igual a (y) sera menor o igual a y* la nueva solucion
basica y la base de la matriz de coeficientes seran los mismos.

Lo que en definitiva se propone el modelo, es ilustrar la naturaleza de la
interrelacién que existe entre los diversos sectores de la economia y es mediante
el comportamiento de la matriz de coeficientes, como se observan y cuantifican los
posibles cambios en la demanda de bienes y factores. En general, el examen de
las perspectivas del mercado para cualquier producto, s6lo puede realizarse de
una manera adecuada mediante un modelo que permite relacionar el producto con
los demas bienes o sectores. El cuadro de coeficientes proporciona una base
adecuada para una cuantificacién y ésta estimacion estaria apoyada en un método
que toma en cuenta la complejidad, de las relaciones existentes entre los
diferentes sectores.

“En la mayor parte de las economias el método de insumo-producto constituye en
esencia un complemento de las cuentas nacionales” ' | teniendo interés tanto en
el examen del resultado final de la actividad econémica como en las relaciones
entre los distintos sectores productivos. En vista de que se pueden realizar varias
combinaciones, surge la inquietud de si se pueden sustituir dichos procesos o
existe una solucion 6ptima en el problema.

Koopmans y Samuelson demostraron en “ el teorema de sustitucion que solo se
usa una actividad para producir cada tipo de bien, cualesquiera que sean los
cambios “. %

19 Modigliani, F. y Miller, M.” The cost of capital, corporation finance and the theory of investment”’. American Economic
Review, 1998. (p.14).

20 Funtowics Silvio Jerome. “La ciencia econémica postnormal”. Barcelona,2002.(p.95).
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II.5. Modelo Ingreso Gasto.

Considere el modelo de ingreso-gasto que representa los ingresos Yj en el sector j
que dan lugar a un gasto a; Y; en bienes del sector i medido en términos
monetarios. Las matrices correspondientes A = (a ;) Y B = (bj) son llamadas las
matrices de insumos y produccion respectivamente. Un vector de intensidad x, es
un vector semipositivo y los vectores correspondientes de insumo y produccion
estan dados por xA y xB. El modelo que ahora estamos considerando es cerrado.

Esto significa que no existe un flujo de bienes de o hacia el modelo.

Todos los bienes consumidos en el modelo deben haber sido previamente
producidos por éste y la unica cosa que puede uno hacer con la produccion del
modelo es alimentarlo en forma retroactiva como un insumo en una etapa
posterior. Tenemos de esta forma un mecanismo que se autosostiene cuya unica
funcidon es perpetuarse de alguna manera. Un modelo como éste es en algun
sentido una aproximacion a la economia total en la cual el trabajo produce bienes
de consumo yesos bienes son consumidos por consumidores, inducidos a
proporciona ( mas trabajo de tal forma que tenemos una situacion ciclica.

Es claro que para que el modelo funcione de la manera descrita debe de ser
posible escoger un vector x tal que cada bien que es consumido es también
producido una condicion para asegurar esto es:

Suposicion I.Paratodoj b2 0 .................ooi 2.5.0
Esto simplemente dice que cada bien es producto de alguna actividad.
Suposicion I.Paratodai @20 .............c.oooiiiiiiiiii i 2.5.1
Esto dice que cada actividad debe tener al mes ,un bien como insumo.

Asuma que el valor de las exportaciones de Ci a c;j es igual a

Que se debe de satisfacer para todos los paises.
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En lenguajes de vectores; el ingreso no negativo se puede expresar como un
vector y =(n 4, ...,n ;) el cual debe de satisfacer:

El problema matematico es idéntico aun cuando la interpretacion econdémica es
diferente.

Consideremos ahora el modelo de expansién de Von Newmann cuya produccion
varia con el tiempo y considere la posibilidad de una expansion firme. Considere
un modelo, lineal envolviendo n bienes, By, By, . . .. .. .. , Bn , y n actividades, P4,
P,, . .. ,P, deseamos ahora distinguir entre bienes producidos y consumidos en
una actividad dada. Denote ¢ ; por el monto de B; consumido en p; y por bj el
monto de p; producido por pj. La actividad P; esta representada por dos vectores
no negativos.

Cada punto eficiente del conjunto de produccién puede alcanzarse mediante el
empleo de como maximo n actividades distintas y a cada una de ellos le
corresponden precios sombra positivos. Los ejemplos ilustran de una forma mas
clara como se usan los modelos lineales de optimizacion en economia por lo que
se veran tres ejemplos considerados como clasicos: (modelos de produccion, y
modelos de consumo) con lo que tendriamos el conjunto de la economia de tres
modelos.
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CAPITULO Ill. OPTIMIZACION DE LA ECONOMIA CON UNA TECNOLOGIA
EXPANSIVA.

El modelo tecnoldgico de expansion para las matrices (A,B) resuelven el problema
de encontrar un m-vector semipositivo x y un numero a tal que:

a es un maximo , sujeto a :

Si el maximo valor de a existe es llamado la tasa tecnolégica de expansion del
modelo y esta denotada por 9 . El vector correspondiente x, es llamado el vector
de 6ptima intensidad.

Teorema. Para los modelos que satisfacen las suposiciones | y Il a ¢ existe y es
positivo.

Prueba. Para cada numero positivo a considere el problema de encontrar una
solucion semipositiva x a la desigualdad.

X(B = AA) 20 oo e e, 3.1

Ahora, para a suficientemente pequefia la desigualdad tiene una solucién. Si X es
positivo de la suposicién | tenemos que x B es positivo, por lo tanto xB 2 a xA
para algun numero positivo a . Por otro lado para a muy grande la desigualdad no
tiene solucidon. Podemos escoger a tan grande que la suma de las coordenadas
en cada fila de (B - a xA ) es negativa.

Esto es:

(= 7 5 IR S SSRUSRROTST 3.2
Donde v es el vector unitario en R" y dado que x20

X(B = @A) SO oot e e e e e e e e e e eeeeeeearanaa 3.3
no tiene solucion C.Q.D.

Este modelo no estudia los bienes como tales sino sus caracteristicas o
preferencias en relacidn a ellas. En su version mas sencilla, supone que cada bien
posee unas caracteristicas que se consideran medibles en proporciones fijas y las
caracteristicas se encuentran en los bienes en forma proporcional. Ademas de lo
anterior, las caracteristicas asociadas con una combinacion lineal de bienes se
supone que son una combinacion lineal de los bienes individuales. De esta forma
se asocia con cada bien un vector de caracteristicas b; (para el bien j tal que bj
sea la cantidad de la i-ésima caracteristica que posee cada unidad del bien j.
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El vector bj tiene todas las propiedades analiticas de un vector de actividad.

Si reunimos todos los vectores bjen una matriz B que llamamos matriz tecnolégica
del consumo, obtenemos la matriz basica del modelo. Suponga que tenemos r
caracteristicas distintas y n bienes distintos. La matriz B sera entonces de orden r
x n. La relacién entre r y n puede ser cualquiera pero se supone que
generalmente r < n . Sea z el vector de caracteristicas y x el de bienes. Tenemos
asi el modelo:

En este modelo, suponemos que las caracteristicas vienen asociadas de un modo
esencialmente positivo con los bienes, de forma que B es semipositiva.

Si la matriz tecnolégica de consumo es cuadrada y puede pasarse a formar
diagonal, tenemos que la teoria de consumo es un caso especial en el cual cada
bien viene asociado con una sola caracteristica y es la unica de dicho bien. En la
situacion tipica del consumidor ante la eleccion, puede considerarse que actua
maximizando una funcion de utilidad bajo restricciones de presupuesto. En el
modelo, para precios dados p, renta k, y tecnologia del consumo B se describe la
conducta maximizadora del consumidor como la resolucion del conjunto de
programas.

Sujeto a:

Se puede sustituir Z en u (Z) y tendremos el conjunto de programas

max M (Bx)
sujeto a

Como “ la funcion de utilidad es particular para cada consumidor, tenemos un
conjunto de programas. “ '

Lo que nos interesa ahora es utilizar el analisis de actividades, para investigar el
conjunto de vectores de caracteristicas alcanzables a partir de una restriccion

21 Peter Vokuhl. “La programacion lineal “.México . D.F. Editorial. Remest. 1994.(p.125).
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determinada. Como todos los consumidores se enfrentan a los mismos precios, el
conjunto de caracteristicas alcanzables.
Z={ZIZ.=BX, PX SK X220} ....cooniniiiiii e 3.8

Es un conjunto convexo cerrado y acotado que sera el mismo para todos los
consumidores solo que vendra afectado en cada caso por un multiplicador escalar,
k que representa a la renta. Como se ha supuesto en el modelo que B es
semipositiva y x es no negativa, z se encuentra el cuadrante positivo. Suponiendo
que du I d z;. > 0 para todos los individuos y todas las caracteristicas, ningun
consumidor elegira una z £ Z si existe otra z' € Ztal que z'2 z tenemos asi la idea
del consumo eficiente. Puede considerarse que la eleccion del consumidor consta
de dos fases:

1.- La eleccion de eficiencia que es la misma para todos los consumidores.

2. -La eleccién personal que sera aquella en la que cada individuo elija entre los
puntos del subconjunto eficiente aquel que personalmente prefiera.

En términos econdmicos, “ la programacion no lineal puede ser escrita como el
analisis de problemas de maximizacién restringida en los cuales la disminucion o
incremento no lineales de escala pueden estar presentes “ . 2

Por ejemplo, al doblar todos los insumos, una empresa puede encontrar que
incrementa sus beneficios en un porcentaje menor al 1700%.

Esto puede ocurrir debido a que por alguna razén la produccidn fisica no se realiza
al mismo tiempo, o porque se incrementa la dificultad de vender produccion
adicional, de tal manera que los costos de venta nos llevarian a disminuciones en
la eficiencia y los precios caen.

En un programa no lineal, las expresiones algebraicas que ocurren en la funcién
oszetivo, 0 en las restricciones, o en ambas, envuelven términos no-lineales como
x> 5% cos x, €, etcétera.

En lugar de representar la relacion de beneficio por una expresién lineal simple tal
como 5x + 3y + 7z, podemos usar la notacion funcional general:

El ahorro total = (X, ¥, Z). e 3.9

Esta notacién establece simplemente que el ahorro o la variable que se emplee es
dependiente de las tres producciones.

Notaciones similares son usadas para las restricciones, de tal forma que la
programacion no lineal puede ser escrita en las tres partes esenciales.

22 Luis Leithol . “Matematicas previas al calculo”. México . D.F. Editorial.Harla.1999.(p.87).
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Funcidn objetivo:
max f (x, y, z).

Sujeto a restricciones:
gi(x,y,z) < Cq

g2(x,y,z) < C;

,,,,,,,,,,,,,,,,,

Para mostrar como un problema no lineal puede ser interpretado en un problema
economico considere el caso donde los beneficios Px y Py de x y Y son fijos
digamos Px = § y Py = 3. Suponga sin embargo, que debido a la resistencia del
consumidor a incrementar sus ventas, los beneficios unitarios de z , Pz caen
continuamente tanto como mas de este bien es ofrecido en venta de acuerdo con
una relacion lineal simple.

P:=200-0.005Z ............ooooeeeieeeeeeeeee e 3.12

Que establece que cada vez que otras cien unidades son ofrecidas en venta, el
precio cae cinco centavos.

Sustituyendo esta expresion por P, dentro de la funcidn objetivo tenemos:
Beneficio total = P x(X) + Py (Y) + P, (2)
=5, +3, +(200 - 0.005; )z
=5, +3, +200-0.0052°
........................................ 3.13

Note que esta expresion contiene a z? de tal forma que ya no es lineal aun
cuando la funcién original era lineal.

Es conveniente conservar los efectos de las no linealidades en la grafica de un
problema de programacion en dos etapas separadas:
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- Los efectos de las no linealidades en las restricciones.
- Los efectos de las no linealidades en la funcion objetivo.

Examinaremos primero las restricciones; suponga que x* + y? £1, la programacion
lineal divide el espacio en dos renglones: factible y no factible.

La frontera entre los puntos de region factible y aquellos que representan la
produccién que no satisface la desigualdad, esta dada por el requerimiento de que
la igualdad se da en la restriccidn, x? + y? <1. Esto es:

Cualquier punto en las graficas de esta ecuacion representa una combinacion de
xey.

Las desigualdades no lineales, trazan una region factible tal como lo hacen las
desigualdades lineales. Sin embargo, cuando las restricciones son no lineales, las
fronteras de la region factible se convertiran en curvas. La grafica de una funcién
objetiva no lineal, no es una recta como en el caso lineal. Al contrario, las
funciones de beneficio pueden ser curvas, colinas o valles de irregular forma.

Las curvas de iso-beneficio de funciones de beneficio no lineales, usualmente no
son lineas rectas paralelas, al contrario del caso lineal, la direccion de
movimientos rentables puede cambiar.

“‘Existen dos tipos de graficas de las funciones no lineales: convexas y no
convexas. “ 23

Las regiones convexas y compactas no tienen hoyos o hendeduras, mas
precisamente, una region es definida convexa si la linea recta conectando
cualquiera de sus puntos descansa internamente dentro de la region. La distincion
entre convexidad y no convexidad de la region factible es importante para la
programacion. La no convexidad puede hacer mas dificil para nosotros el
encontrar el punto 6ptimo.

Suponga que tenemos una linea de iso-beneficio que se mueve dentro de la
region factible, si el valor que tenemos con desplazamiento de la linea es el
mayor, tenemos la relacion éptima, en caso contrario la curva puede tocar la recta
de iso-beneficio en dos puntos factibles uno de los cuales puede ser 6ptimo
dependiendo de la forma de la grafica de la region factible.

23 V.Solodoynikok,.V.Bogosloski. “La experiencia histérica no capitalista”.Editorial. Moscu.Moscu 1982.(p.144).
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El resultado anterior no es valido para regiones no-convexas, los cuales nos
pueden conducir a un punto no 6ptimo por lo cual se establece como condicion
necesaria la convexidad, para asegurar el establecimiento del 6ptimo.

Lo mismo que sucede para dos dimensiones sucede para mas de dos
dimensiones siendo necesario en el caso de las funciones no-lineales asegurar la
convexidad en una funcién no lineal.

En el caso de la no linealidad no hay correspondencia entre bases y puntos
extremos, la seleccion optima se alcanza de dos formas:

1) Interseccidon entre funcion objetivo y region factible opuestas (convexo-
céncavo).

2) Interseccion entre funcion objetivo y region factible similar (concavo - concavo,
CONVEX0-CONVEXO).

Lo anterior se da hasta donde lo dispongan las restricciones disponibles. En
ambos casos si existe solucion factible basica, unica, es éptima. Puede darse el
caso de que no se intersecten la funcion objetivo y la region factible no existiendo
solucion o6ptima. Un problema de maximos o minimos que envuelve soélo
restricciones de igualdad es posible de tratarlo en dos técnicas: el calculo clasico,
o puede ser aproximado por el método de los multiplicadores de Lagrange.

Este método utiliza un problema langragiano artificial que es relacionado al
problema original y las soluciones son idénticas. En su forma basica el problema
envuelve los siguientes pasos:

1) Tome cada una de las restricciones y traslade todos los términos en una sola
orilla de la ecuacion.

i. e. x+y=5
como
xX+y-5=0
2) Multiplique cada una de las restricciones por una variable cuyo valor es no
especificado siendo esta variable el multiplicador de Lagrange
ie. A(x+y-5)=0
3) Sume juntas todas las restricciones (cada una de ellas) multiplicada por su
propio multiplicador de Lagrange) y entonces adicione esta suma a la funcion
objetivo.

Esta suma es llamada la expresion lagrangiana.
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Esto es, si el problema es maximizar x 2 + 3xy + z sujeto a:

x+y=5
xz=10
................................................... 3.17
La expresion lagrangiana es:
XoA3BXY+Z+A 1 (XHY-5)FA2(XZ-10) oo 3.18

Donde A 1, A 2 son dos multiplicadores de Lagrange diferentes.

Nosotros podemos ahora establecer el teorema central de la teoria de los
multiplicadores de Lagrange que asevera que, en una amplia clase de problemas,
cualesquiera valores de x, y, z que maximizan el valor de la funcion objetivo sujeta
a las restricciones establecidas también maximiza la expresion lagrangiana (no
restringida) y viceversa. O sea que podemos resolver el problema original de
maximizacion restringido o podemos resolver un problema totalmente diferente de
maximizar el valor de la expresion lagrangiana que no envolvera restricciones.

Ambos procedimientos automaticamente resuelven ambos problemas. El
problema lagrangiano en términos generales es mas facil.

“El efecto sustitucién de la teoria neoclasica de la demanda analiza la conducta
del consumidor ante la variacion del precio de un bien dentro del marco de un
mercado competitivo. “ 24

Una forma de analisis fue hecha por Hicks-Siutsky y otra es la que aqui se
presenta por medio de las propiedades de conjuntos convexos.

Suponga que la funcidén de utilidad tiene la siguiente propiedad de convexidad
estricta.

El conjunto S ={x1pu(x) 20}, es estrictamente convexo.
Donde p (x) es la funcién de utilidad y p °es un nivel de utilidad dado.
Esta restriccion no exige que las derivadas sean continuas. Suponga que el

consumidor toma los precios p* como un dato y escoje la combinacién de bienes
X* que le proporciona un nivel de utilidad.

24 Karl Enrich Marx. “Das capital”’. Volumen |.Editerial.Progrs Moscu,1867.(p.852).
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Cuando los precios cambian y pasan a ser p** ajustamos la renta del consumidor
de tal modo que el nuevo conjunto de bienes elegidos x** produzca el mismo nivel
de utilidad original u °.

El criterio de eleccidén es que x* y x** minimizan p*x y p**x respectivamente para
todo x € S.

Sea M*=P*XY M*™ = P¥X oo 3.20

Sea el hiperplano H definido por p * x = M*. Dicho hiperplano divide el espacio de
los bienes en dos semiespacios:

H*={x | p*x 2 M*}
H ={xIp*<M*}
...................................... 3.21

Ahora bien, ningun punto de S puede pertenecer al interior de H * , ya que de
existir un punto tal podremos encontrar alguin m < M* de manera que hubiese un
punto de S en el conjunto {x I p*x < m} en contra de la hipétesis de minimizacién a
través de M*. Por lo tanto, los unicos puntos de S que estan en H que pertenecen
a H” en su totalidad.
Como x**¢S, x**¢H" y, 6 bien x** = x* 6 x** pertenece al interior de H".
Por lo anterior tenemos que: x** < x*

o bien
P X S = P X 3.22

Podemos razonar del mismo modo para el hiperplano
H' = X I P X = M 3.23
Con lo que S pertenece al semiespacio positivo.

Tenemos asi que:

X X e e e e e e e e e et ———— 3.24
O bien
P X S = P X 3.25
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Ahora bien, un conjunto estrictamente convexo puede tener mas de un hiperplano
a través de un punto, por lo que no hay razén suficiente para excluir el caso en
que x* * = x*,

Suponga que sélo se da este caso cuando H = H". (lo cual es posible si los precios
cambian proporcionalmente) hipotesis menos restrictiva que suponer que todas las
derivadas primeras existen y son continuas.

Podemos escribir nuestras dos desigualdades como:
P** X** - P** x* < 0
-P*x* + P*x*< 0
Sumandolas obtenemos el teorema de sustitucion generalizado.

(p** _ p*) (X** -X*) <0

Si solo cambia el precio del j-iésimo bien, tenemos el efecto sustitucion ordinario
para cambios en el propio precio.

ABJ* . AXT* SO oottt ee e 3.28

“La teoria generalizada de la produccion se puede analizar a través de la teoria de
conjuntos pudiendo establecerse mas localmente y a un mayor nivel de
generalidad. “ %

Otros resultados mas fuertes como las condiciones para que las superficies de
transformacion sean estrictamente convexas bajo rendimientos de escala
constantes, resultan mas dificiles de obtener mediante estos procedimientos.
Suponga que cada bien es susceptible de actuar como uno y como otro
(sustitutos). Sea y un vector n-dimensional de bienes en que y' es positivo si es un
producto y negativo si es un factor. Un vector arbitrario Y puede ser posible o
imposible bajo las condiciones técnicas existentes. Es posible si se puede producir
los productos, en las cantidades indicadas en Y a partir de las cantidades de
factores senalados por ese mismo vector. El conjunto Y de todas las y posibles es
el conjunto de produccidon. Una Y posible y €Y recibe el nombre de produccion u
oferta. El conjunto de produccién contiene todas las combinaciones de factores y
productos que son posibles técnicamente.

Una produccion Y es analoga a una actividad en el caso lineal con las siguientes
diferencias:

a) No se supone que ky sea necesariamente posible aunque lo sea Y.

25 Novosolov. “HecooTseTtcTBue kanutanmama’. Edit.Moscu.,Rusia 1992.( p.265).
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b) No suponemos que yj + y* debe ser necesariamente posible aunque tanto yj
como y¥ lo sean.
Los mddulos no lineales, satisfacen las siguientes propiedades:

1) y "0 = 0 (no es posible obtener productos sin utilizar factores).

2) Y " (-y) = 0 (irreversibilidad).

3) Y'eY, y €Y, es factible y < y' (es posible derrochar produccién) .

4) Si no hay interaccion entre los procesos productivos:

VAV EY STV FYJEY e 3.29

Los rendimientos de escala, pueden diferenciarse para el caso general del
siguiente modo:

El conjunto de produccién Y presenta rendimiento de escala decrecientes,
constantes o crecientes. De acuerdo a lo anterior, si el conjunto de produccion es
aditivo y presenta rendimiento de escala constante o decreciente es convexo.

Un ejemplo puede ser la funcién de produccién Cobb-Douglas: x = cLa k™ que se
puede expresar:

Y =AY 1y2y3| yise (-y 22y 39" ¥ 1,Y2-Y320} e 3.40

donde ys=x, y2-L, y3 =-k y el conjunto Y el satisface las propiedades anteriores.

Para hablar de modelos de crecimiento éptimo en economia, es necesario definir
el concepto de optimalidad en economia.

Dados dos estados posibles de una economia, el segundo es considerado al
menos deseado como el primero, si cada consumidor y productor desean su
consumo y produccion en el segundo estado al menos igualo mayor que en el
primero. El 6ptimo es definido como un estado posible tal que, dentro de las
limitaciones impuestas al consumo y a la produccion y con los recursos totales de
la economia, uno satisface las preferencias en el segundo estado mejor que en el
primero.

Considere la economia E = { (xp), (yj)} dados dos estados Ej {(x1) (Y1) }, E2 {(x2)
(Y2) }.el segundo se dice que al menos es mejor que el primero si {(x1) (Y1) }
{(x2) (Y2) } lo mismo sucede para el conjunto de la economia, la interpretacion
economica es que cada consumidor y productor desean su consumo y produccion
en el segundo estado, mejor o igual que en el primero. En cualquier economia las
elecciones deben hacerse entre provisiones para el presente (consumo), y
provisiones para el futuro (acumulacién de capital).
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Mientras mas se consume menos se acumula y mas pequefia sera la produccion
en el futuro, asi, la eleccion debe de ser hecha entre alternativas de consumo.

En un extremo, esta la politica que nos dice que se consuma mas ahora, en otro
extremo la politica de acumular mas en el futuro. Las elecciones hechas en el
tiempo entre el consumo y la acumulacion de capital implican un conjunto de
caminos alternativos para el consumo, la inversién y la produccion; caminos a lo
largo de los cuales la economia crecera.

Muchos caminos de crecimiento son posibles y para elegir uno de ellos debemos
comparar el valor presente, contra el valor futuro.

Una vez que este juicio ha sido hecho, nos encontramos con el problema de
seleccionar un camino de crecimiento 6ptimo, esto es el problema central de esta
parte: el crecimiento econémico éptimo. Uno de los conceptos fundamentales es el
de equilibrio y esta relacionado directamente con el de la economia, podemos
definir una economia por m consumidores caracterizados por el conjunto de
consumos Yy sus preferencias, n productores, caracterizados por el conjunto de
produccidn y los recursos limitados disponibles.

Un estado de la economia es una especificacion de la accion de cada agente y se
dice que se puede realizar si la accién de cada agente es posible por él y si sus

(m + n) acciones son compatibles con los recursos totales. El conjunto de los
estados posibles es muy importante, aqui se estudia un caso especial de
economias, aquella donde los consumidores poseen sus propios recursos y tienen
influencia sobre los productores. Dado un sistema de precios, cada productor
maximiza su beneficio, el cual es distribuido entre los accionistas. Las riquezas
posteriores, asi, estan determinadas y el consumidor satisface sus preferencias
bajo las restricciones de riqueza. Como un resultado de este proceso cada agente
elige una accién.

Estas (m + n) acciones no son necesariamente compatibles con los recursos
totales, la notacién de equilibrio esta relacionada con todos los anteriores
conceptos. Los recursos de una economia son cantidades dadas a priori de bienes
que son disponibles a los agentes econdmicos. De acuerdo a la anterior
convencion, los recursos totales estan representados por un punto r de R* el
espacio de bienes, estos recursos incluyen el capital de la economia en el
presente instante junto con los bienes y trabajo disponibles o sea:

Los recursos totales son un punto dado de R.

De acuerdo con lo visto en oferta y demanda podemos ahora tener una definicién
de economia, necesaria para la nocion de equilibrio.
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Economia: La economia consiste de:

Para cada consumidor, el conjunto de consumo x; y sus preferencias. Para cada
productor el conjunto de produccion y;. Los recursos totales. Un estado de la
economia.

E es una especificacion de la accién de cada agente esto es, para cada
consumidor una especificacion de su consumo y para cada productor una
especificacion de su produccién en el espacio de bienes. Asi, un estado de la
economia es una (m + n) tupla (x;),(Y;) de puntos de R* puede ser representada
por un punto de R* (m+n), finalmente tenemos:

Una economia E esta definida por: Para cada i = (1,2,... ,n) existe un subconjunto
no vacio x; de R* ordenado por preferencias. Para cadaj=(1, 2,...,m) existe un
subconjunto no vacio Y;de R*. Asi, un estado de la economia es una (m + n) tupla
de puntos de R¥. Una vez definida la economia pasaremos al estado de otros
conceptos necesarios para la definicion de estabilidad.

Dado un estado { (x;), (y; )} de E, el punto x-y es llamado la demanda neta. Asi x-y
describe el resultado neto de los agentes de la economia juntos. Dado un estado {
(xi), (vj )} de E, el punto x-y=r es denotado Z y constituye el exceso de demanda,
en todos los aspectos econémicos sobre los recursos totales. Un estado E de la
economia se dice que se encuentra estable si su exceso de demanda es cero (0) :

Lo anterior puede ser expresado en términos matematicos como: x-y =z .....3.41

Lo que quiere decir que la demanda neta de todos los agentes iguala a los
recursos. Ahora enfocaremos el estudio a las economias privadas donde los
consumidores son propietarios de los recursos y del control de los productores asi,
el i-ésimo consumidor recibe el valor de sus recursos ri y las cuotas 0y, . . ., Oj,,
del beneficio de i al n productos. El punto r; especifica las cantidades dadas a
priori de los bienes que le son disponibles. EI numero ©j; es interpretado como la
fraccion del capital de i-ésimo productor que le pertenece. Una descripcion
completa de una economia privada es:

Para cada consumidor, su conjunto de consumo x; ordenados por preferencia, sus
recursos r; y su participacion ©j junto con sus productores y su produccion.
Defina ahora I (p) de la siguiente forma: Sean {y;, y;, ¥a} puntos del conjunto de
produccién dado el precio p.

Seleccione max pyj =I1
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En otras palabras y maximiza el beneficio total si y solo si pyj maximiza el
beneficio en el conjunto de produccion o sea que:

I1 (p) = max py
Considere ahora una economia privada E donde el precio de sistema es p, y el
j-ésimo productor trata de maximizar su beneficio en y;.

Suponga que Y; lo hace, asi el beneficio = pyj es distribuido entre los
accionistas. De esta forma la riqueza del i-ésimo consumidor es:

n
I'i=P,-i+_Z 6,, I'I, (P)
j:
El consumidor trata de satisfacer sus preferencias en x; sujeto a las restricciones
de riqueza; suponga que x; satisface las preferencias sujeto a las restricciones. Si
las acciones x;y; satisfacen la igualdad de estabilidad x-y=r. La economia se

encuentra estable.

Asi, una economia privada economia privada E ={(x)),(y)),(rs),( @)}, se encuentra
estable si:

Para todo i
a) x; es cerrado, convexo y tiene una cota inferior.
b) No existe saciedad de consumo.
c) Existe x; tal que x; ° < <r;
Para todo j
a)0ey;
b) Y es cerrado y convexo.
c) La produccion es irreversible.
d) No hay posibilidad de produccion libre.
Analicemos ahora el modelo lineal de expansiéon de Von Newman, respecto a la
nocion de estabilidad en la economia. EI modelo describe una economia

caracterizada por funciones de produccién lineales en los cuales las producciones
sirven solo como materia prima para producciones futuras.
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El consumo puede ser interpretado como el proceso por el cual los bienes finales
son usados como insumo en la produccion del trabajo. Este consumo se convierte
en un fendmeno tecnolégico y desaparecen las relaciones de demanda del
modelo.

“La funcion de produccion es descrita como un conjunto de procesos cada uno de
los cuales, es de proporciones fijas. “ 26

Para estar seguros de que la economia se encuentra completamente integrada y
no es descomponible en subsectores, Von Newman asume también que cada bien
es o0 un insumo o un producto en cada proceso, esto es, se asume que cada
proceso produce o consume los bienes. Suponga ahora que esta economia se
estda expandiendo a una tasa igual a a. Los productos manufacturados del
proceso de produccion formados juntos, exceden la produccion del periodo
precedente.

Suponga ahora que la oferta de insumos no es limitada de tal forma que el modelo
de expansion tampoco esta limitado. Entonces se pregunta si existe una tasa
constante de equilibrio, de crecimiento de la economia que nos lleve a no tener
beneficios como los indica la competencia perfecta y que satisfaga los
requerimientos tecnolégicos no mayores que los insumos.

Asi la estabilidad es definida como una tasa constante proporcional de crecimiento
de todas las producciones, insumos e intensidades de los procesos, que
satisfacen las condiciones tecnolégicas y de beneficio.

Sea a la tasa de expansion de estabilidad del articulo con menor crecimiento de la
economia, esto es, la produccién de cada articulo con menor crecimiento de la
economia, asi, la produccion de cada articulo crece a una tasa mayor o igual a a
por ano.

Sea la tasa de interés monetario B8 por afio, asi, la condicion de no beneficio,
puede ser soportada como sigue:

“El dinero producido por los insumos de cualquier proceso, mas la tasa de interés

que cuesta el dinero por un periodo debe de ser mayor o igual al valor de los
productos de ese proceso. “ %’

Simultaneamente la condicién tecnoldgica puede ser formulada como sigue:

26 Harberger, Arnold C.” Project evaluation”. Collected papers, The Macmillan Press Ltd., Londres y Basingstoke,
1972.(p.23).

27 Herbert Gross . “Matematicas Vectoriales “. México . D.F. Editorial. Anaya.1991.(p.63).

67



La suma de los insumos corrientes de cualquier articulo en todos los procesos
(incrementada en a ) debe de ser mayor o igual a la produccion de ese articulo en
el periodo precedente.

Asi Von Newmann obtiene los siguientes resultados:
1. Existe una uUnica tasa de crecimiento estable.

2. Esta tasa de crecimiento estable igualara la tasa de interés de tal forma que la
tasa de incremento de la produccion cubrira suficientemente el costo de inversion
en los insumos.

3. Pueden existir algunos procesos cuyo empleo implique una pérdida financiera y
estos procesos no seran usados.

O sea que los procesos usados actualmente operando nos lleven a beneficios de
“cero”.

4. Algunas producciones crecen a una tasa mayor que a o0 sea que existira algun
excedente de ese producto que es requerido como insumo para el siguiente
periodo de crecimiento estable de la economia ya que el bien que tiene excedente
sera un bien libre con utilidad marginal igual a cero y por lo tanto su precio sera
cero.

5. No existe una tasa sostenible de crecimiento mayor que la tasa, o sea, si
existiera una tasa a mayor de crecimiento entonces a no seria consistente con la
estabilidad.

Von Newman, entiende la estabilidad, como un crecimiento balanceado en el cual
todas las intensidades de proceso permanecen en la misma produccion, y sélo se
ven multiplicadas por una constante comun a cada unidad de tiempo.

Analizaremos desde otro punto de vista la estabilidad; se observa que un cambio
en el precio total de todos los bienes no afecta el comportamiento de la economia,

sin embargo, el cambio de uno o varios de ellos genera una fuerza que afecta el
precio total y el equilibrio.

Sea una funcién de utilidad p(x) , sujeta a precios estables para ofertas fijas.
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Suponga que:
max p1(X1)+H2(X2)*... ... un(Xn)
s.a. P11+ prxat.tpinXn=b4

pnl + Pn2X2+---+---Pman=bm
........................................................... 3.45

Ahora cambie un solo precio sin cambiar la funcion objetivo.

s.a 2 pixq+ pxot.+..ppXp=b4
P21 + pP22Xo+...+...p2nXn=b2

PrmX1 + Pm2X2t...+...PmnXn=bm
.......................................................... 3.46
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lll.1. Teorema De Crecimiento y Equilibrio Econémico.
Los principales problemas econémicos nacionales y mundiales son el crecimiento
y el equilibrio. El problema fundamental hasta la fecha es que se ha considerado
que solo el trabajo es el unico que afade valor a las cosas.
Sin embargo, un bien o servicio obtiene valor de tres dimensiones diferentes:

a) Eltrabajo.

b) El tiempo.

c) El espacio

Variaciones del valor para cada dimension:

-Con respecto al incremento del valor del trabajo, se encuentran muchos ejemplos
cotidianos.

-El caso del tiempo, se puede ejemplificar con los productos agricolas que
requieren de tiempo para poder incrementar su valor, por ejemplo las maderas
preciosas, en las que los arboles que crecen en las selvas, requieren soélo de
tiempo para incrementar su valor.

-El caso del espacio es algo diferente.

Un producto en un pais africano tiene un va lar diferente, al mismo producto en un
pais americano, por ejemplo el maiz o el trigo.

También se tiene el caso del volumen espacial que ocupan los productos en una
misma localidad.

Todos los modelos que hablan de crecimiento y equilibrio tienen como premisa
fundamental la minimizacion de costos y la maximizacion de beneficios, pero esto
no es cierto ni es el fundamento.

Para lograr el crecimiento econdmico con equilibrio y por lo tanto una economia
sin ciclos es necesario hacer las siguientes consideraciones:

1) Considere como frontera superior a una economia mundial o nacional
utilitarista.

2) Considere como frontera inferior a los individuos como entes econémicos, que
tienen una actuacion racional economica.

3) Considere el conjunto de agentes econdmicos de una economia nacional o del
mundo dividido en dos grandes grupos: a) Oferentes y b) Demandantes.

4) Considere que los agentes interactuan entre si cambiando a veces su rol.
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Sea A;j el conjunto de los productores u ofertantes.

Sea B; el conjunto de los consumidores o demandantes.

El trabajo incrementa el valor de los bienes o servicios de oferentes y
demandantes. El tiempo incrementa el valor de los oferentes y decrementar el

valor de los consumidores o demandantes. El espacio incrementa el valor de todos
los agentes.
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lll.2. Teorema De Produccion Eficiente y Equilibrio.

Sea una economia dividida en oferentes y demandantes, sean tres dimensiones
que agregan o disminuyen valor a los bienes y servicios; si los oferentes se
encuentran representados por el conjunto A; y los demandantes por el conjunto B;,
una economia se encuentra en equilibrio si:

a> b produce un incremento en el valor.

b> a produce un decremento en el valor.

a=b no produce cambios.

y se minimizan los incrementos y decrementos.

Demostracion:

Suponga que a # b tenemos que se produce un decremento en el valor.

Suponga que b # a tenemos que se produce un incremento en el valor.

Suponga que no se minimizan los incrementos y los decrementos, entonces se
tomael LIM 3 > a; bicuando i—« y cuando j—« y se produce desequilibrio entre

J i
los A,y los Bj.
Corolario. La economia mundial se encuentra limitada por:

> 2 AjBi
S 3.2.0

Asi la produccion es eficiente si:

1. El valor de todo el producto en el tiempo t;, es mayor que el valor de todo el
producto en el tiempo tp.

Vy <V, parat;>t
.................................................................................. 3.21

2. La utilidad de todos los bienes es mayor o igual en el tiempo ¢ que la utilidad en
el tiempo tp.

Mo < M1 para t; > tp.

.................................................................................. 3.2.2
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111.3. Teorema de Sustitucion.

En un modelo de insumo-producto con un solo factor primario escaso, el conjunto
de actividades 6ptimo para producir una combinacion de bienes, es 6ptimo en la
produccién de cualquier otra combinacion entendiendo por 6ptimo que minimize el
uso del factor escaso.

Los modelos lineales conciernen con la determinacion de resoluciones éptimas a
los problemas. Esto nos sirve para analizar la actuacion racional econémica.

Algunas de las mas factibles aplicaciones de la programacién lineal, estan
involucradas con la economia en general y con la consecucion de objetivos
relevantes.

Es claro que el elemento comun a todos los modelos lineales de optimizacion es
que todos ellos requieren de la investigacion de los mejores valores de las
variables. Para el economista tedrico, los requerimientos de no negatividad son
importantes ya que la teoria econdmica en general y la marginalista en especial no
son capaces de contabilizar cantidades negativas. Sin embargo, aun cuando no se
puede hacer un analisis econdmico con cantidades negativas, existen en el campo
de las decisiones econdémicas algunos razonamientos que pueden ser hechos con
la ayuda de los calculos que indiquen la no negatividad.

“‘Los modelos lineales son un método matematico para el andlisis y computo de
decisiones Optimas que nos sefalan las limitaciones impuestas por las
restricciones; en la mayor parte de los casos el método de cdmputo es un
procedimiento iterativo. “ 28

La respuesta a un modelo de programacion lineal generalmente no es directa.

Cuando el problema es lineal, y por lo tanto el modelo, existen algunos métodos
que no llevan a una respuesta precisa después de un determinado numero de
pasos. Dos ejemplos son el método simplex y el método de juegos ficticios. Los
modelos lineales de optimizaciéon en economia difieren de los modelos factor-
producto, los cuales conservan un solo estado o actividad para producir cada
producto y la existencia de un solo producto por actividad. Cuando existen
actividades alternativas en la producciéon de un producto se puede realizar la
sustitucion dentro del proceso productivo, también cuando se obtienen varios
productos de una sola actividad aparece la produccion conjunta.

“La teoria neoclasica se ocupa casi exclusivamente de la sustitubilidad entre los
factores primarios y casi no dice nada respecto a los factores complementarios.” 2

28 Hansen, Alvin H.” A guide to Marx & Kalecky “. Nueva York, Mac Graw Hill, 1993. (p.56).
29 Modigliani, F. y Miller, M.” The cost of capital, corporation finance and the theory of investment”. American Economic Review,

2001.(p.182).

73



Los modelos lineales tratan de tender un puente entre las teorias mencionadas:

En este caso existe un numero finito de actividades productivas basicas,
caracterizadas por coeficientes fijos que nos indican los factores necesarios. Las
actividades en los modelos lineales tienen las siguientes caracteristicas:

- Son lineales en el sentido de que los aumentos o disminuciones se afectan en
forma lineal.

- Suponen que no hay interacciones entre las actividades (son independientes) de
modo que el funcionamiento de uno de ellos no se ve afectado por los demas.

Dentro del modelo factor-producto, cada actividad viene asociada biunivocamente,
con el producto de algun bien. En los modelos lineales generales no hay
posibilidad de identificar las actividades con los bienes, de tal forma que se puede
tomar arbitrariamente, la forma de designar las actividades y los niveles de cada
actividad.

Si el sistema contiene un total de n bienes, se puede asociar vectores de orden n
con cada actividad. El vector de producto sera b, el cual es un vector no negativo
cuyos componentes son positivos si el bien es producto de dicha actividad y nulos
en otro caso. El vector de factores a es no negativo con aj positiva si i es factor y
nula si no lo es. Suponga que existen n actividades y reunimos todos los vectores
de producto en una matriz B de orden n x m, llamada matriz de productos y a su
vez reunimos todos los vectores de factor en una matriz de factores A de orden n
xm.

La matriz (B-A) es la matriz tecnoldgica y tiene como componente en el lugar ij a,
bj; si el bien i es producto de la actividad, a, aj; si el bien i es factor de la actividad
J, y cero cuando el bien no es factor ni producto de dicha actividad.

Suponga que varias actividades funcionan a niveles sefialados por un vector y de
orden n. Los productos del sistema vinculado por el vector x sera:

El vector y es positivo, aunque el vector x puede tener cualquier signo:

a) Si x; >0 la resultante es un producto final del sistema para los niveles de
actividad y.

b) Si x; =0 la resultante es un bien intermedio del sistema para los niveles de
actividad y.

c) Si x; <0 la resultante es un factor primario dentro del sistema para los niveles de
actividad y.
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Es util hacer algunas observaciones referentes al conjunto de produccidn
factible.El conjunto de produccién factible esta formado por todos los vectores de
producto neto que puede producirse a partir de la tecnologia existente, el cual a
veces es llamado conjunto productible. Como las actividades pueden funcionar a
diferentes niveles no negativos, el conjunto de produccion X puede definirse
formalmente como:

X={XIXZ(B-A) Y, ¥ 2O} e 3.3.1

El conjunto de produccion tiene las siguientes propiedades: es un conjunto
convexo cerrado y es también poliedro convexo ademas de lo anterior, se tiene
que:

- No puede reproducirse una cantidad positiva de un bien sin un factor de por lo
menos otro bien.

- Los procesos de produccion son irreversibles.

- Siempre puede producirse con derroche de modoquesi xeXyx <x,xeX.
Algunas ideas relacionadas con el conjunto de produccion son las de produccion
eficiente, eficiencia y actividades eficientes para lo cual damos la siguiente
definicion:

Un vector de producto es eficiente si y sélo si no existe ningun otro vector que
pueda producir una cantidad mayor de alguno de los productos finales. Note que

no se excluye la posibilidad de que tanto los insumos como la produccién de algun
bien puede ser cero.
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CONCLUSIONES.

En este trabajo de investigacién , que presento como tesis, estoy convencida de
que se trata de un intento conseguido, pero debe ser el lector quien juzgue si él
también esta de acuerdo con estas conclusiones o no. Puesto que el analisis de la
dindmica econdmica en R® me permiti considerar los diferentes escenarios de
todos los bienes que hay dentro de una economia (0jo: no se dice: muchos, o casi
todos, sino todos, absolutamente todos, tiene que consistir en una propiedad que
esté presente en todos los bienes y que reuna ademas otros dos rasgos:

1)Ser cuantificable.

2)Ser ajeno al valor de uso de los bienes , ser independiente y no parte de éste,
ya que los valores de uso distinguen a los distintos tipos de bienes entre si y
reunen a los distintos especimenes de cada tipo en el interior de esa categoria.

La dinamica econdmica represento en su totalidad que los fenémenos
economicos son causa de un efecto en la produccion refiriéndose a las tres
variables que ayudan a su comprension (trabajo ,espacio y tiempo).

Respeto al analisis de los bienes y los precios se identificaron los factores de la
produccién que alteran el crecimiento pleno de la economia, demostrando la
importancia de la programacion lineal ,en modelos ciclicos de la economia.

Y finalmente resalte la importancia de la expansion y el desarrollo de la tecnologia
para la optimizacién de la economia ya nacional y/o internacional ante este
nuevo proceso de la globalizacién.

En general comprobé que las variables ( tiempo, trabajo y espacio) son una

importante herramienta para una mejor comprensién de la dinamica econdémica
actual.
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