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Introduccidn

En la actualidad, los procesos estocdsticos son una herramienta muy uti-
lizada, tanto en matematicas como en otras disciplinas como son ingenierfa,
telecomunicaciones, medio ambiente, genética, estadistica. hiologia, economia
v finanzas. Asimismo, dentro de las matemadticas existe una conexidn entre
los procesos estocdsticos y dreas tales como ecuaciones en derivadas parciales,
semigrupos e operadores y la teorfa del potencial, por mencionar algunas.

Los procesos de Lévy son, esencialmente, procesos estocdsticos con incre-
mentos independientes y estacionarios en el tiempo. Su importancia radica en
que son la generalizacién de las caminatas aleatorias, ademas de ser objetos
matematicos que tienen propiedades muy importantes, razén por la cual son
un buen fundamento para estudiar los procesos estocisticos en general,

En este trabajo se presentan los procesos de Lévy de la manera mds gene-
ral posible y se presentardn siguiendo muy de cerca los libros de Applebanm
[1] ¥ Sato [31]. Si bien la bibliografia es escasa, se tiene que con estos dos
libros se cubre de una manera detallada las propiedades més generales de
estos procesos.

El propdsito de este trabajo es desarrallar la estructura de los Procesos de
Lévy, y presentar una prueba del importante teorema de la descomposicidn de
Lévy-leh. Este teorema resulta importante pues con su uso se puede concretar
una integral estocdstica con respecto a procesos de Lévy, que de manera
directa no seria tan claro precisarla.

La estructura basica de estos procesos fue entendida en la década de
1930-1940, v mucho de esto se le debe al probabilista francés Paul Lévy, al
matematico ruso A. N. Khintchine y a K. Ité en Japén. En los dltimos 10
a0s los procesos de Lévy han tenido un resurgimiento importante, impulsados
por las diferentes aplicaciones, en particular las ralacionadas con el drea de
finanzas, en el cdleulo del precio de las opciones.

Los procesos de Lévy incluven varios de los provesos més importantes

VI




V11 INTRODUCCION

como casos particulares, esto se discute en el capitulo 1, donde ademiis se
presenta la representacién de Lévy-Khintchine referente a las distribuciones
infinitamente divisibles y se da una parte de la prueba en este capitulo y se
completa la prueba hasta el capitulo 3, como caso particular se ven los subor-
dinadores y se terminara definiendo un semigrupo en convolucién de medidas
de probabilidad, de donde se podria obtener su generador infinitesimal, pero
agui no lo haremos. Para los resultados que no se prueban en este capitulo
se da una referencia para su consulta.

En el capitulo 2 se introducen conceptos relacionados a procesos de Lévy,
pero que pueden ser definidos para procesos més generales, como son el con-
cepto de martingala, tiempos de paro y modificacién de procesos, ademds se
introducird el concepto de medida aleatoria Poisson e integracién de Pois-
son, la finalidad de esto es tener las herramicntas necesarias para probar en
el siguiente capitulo el teorema de la descomposicion de Lévy-Iid, en este
capitulo se prueba la mayor parte de los resultados.

EL teorema de la descomposicion de Lévy-Itd se aborda en el ultino
capitulo, siguiendo muy de cerca la presentacién que realiza Applebaumn,
aunque aqui se presentan las pruchas de una manera m
as detallada y corrigiendo algiin error. Se inicia con una serie de resultados
previos, que se utilizardn cowo lemas en la prueba del teorema principal y
finalizando con la prueba de la primera parie de! teorema de la representacion
de Lévy-Khintchine. En este capitulo sc realizan todas las pruebas de los
resuitados presentados.

Al inicio del trabajo se tiene un resumen de la notacién més usada, cspe-
rando con eso que la lectura resulte mas cémoda. _

En la parte final se tienen las conclusiones del trabajo. asi como la hiblio-
grafia usada en este trabajo, y que sin duda podria servir para profundizar
en los temas abordados, sin que- ¢sto signifique que sea completa o que sca
la totalidad de la blbhograﬁa existente de los temas discutidos aqui.




Notacién

|
inf. div.
By(s)

1 * Lo

D

M, (IR%

Px
X ~7{(c)
X~ wle, pz)

By(0)
()
sgn(w)
fcz(ll)

X ~ SasS
B(t)
Cy(IR%)
M

Final de una prueba.

Infinitamente divisible

El espacio de todas las funciones Borel medibles
acotadas de S—IR con § € B(/R?} localmente
compagcto con la topologia usnal

Convolucién de las medidas de probahilidad g
Y lig

Equivalencia en distribucién

Conjunto de todas las medidas borelianas
sobre JRY

La funcién caracteristica de X

X sigue una distribucién Poisson

X sigue una distribucion Poisson Compuesta.
con pardmetros c en la Poisson v Zen la N
Bola abierta de radio 1 alrededor det )
Producto interno

El signo de u

El conjunto {z € IR? : |z| == 1}

Norma, del vector u

X es v.a. Estable simétrica con indice o
Movimiento Browniano Estandar

Funciones continuas acotadas de IR* a IR
Espacio lineat de las clases de equivalencias
de Martingalas L2.

IX




X NOTACION

C.5. Casi seguramente.
A Minimo de un conjunto.
A% Maximo de un conjunto.
xA(t) - Funcién caracterfstica, L sit € A,
A un conjunto v cero en otro caso.
1 4(x) Funcién Indicadora, 1 st x € A,
A un conjunto y cero en otro caso.
varP(g) La variacién de g una funcién g : [a, b} — IR?
sobre la particidn P.
Var(X) La varianza de la variable aleatoria X
V(g) supp varP(g)
X(t-) limgpe X ()
AX(t) X(t) - X(t-)

L2 — im0 X(n) = X Convergencia en [2, i.e.
lim,, . IE(IX(H) - XE)) =0




Capitulo 1

Procesos de Lévy

En este capitulo se definirdn los Procesos de Lévy, se verd el concepio de
variables aleatorias infinitamente divisibles, €l ieorema de Lévy-Khintchine,
algunos ejemplos de los Procesos de Lévy, y como caso particular los subor-
dinadores, ademds veremos que los procesos de Lévy se pueden tratar como
semigrupos en convoluecidn de medidas de probabilidad.

1.1. Distribuciones Infinitamente Divisibles

Sea {0, F, IP) un espacio de Probabilidad y (£, B) Un espacio medible.
Un Proceso Estocastico con valores en (£, B) es una familia X = (Xy)ier
de funciones medibles X, : (Q, F) — {&,B).

Cuando no se indique el espacio de estados (£, B), eso significa que esta-
mos lomando el caso (€, B) = (IR, B(IRY)), donde B(/R*)) es la o-algebri de
Borel

Dos procesos estocdsticos X = {(X,,t >0}y ¥ = (Yt > 0) son in-
dependientes si para toda m,n € IN y 0 < ¢, < oo con j = 1,2,....n
¥y 0 < s <ooconj= 1,2 ... n las o-dlgebras a(X{t ), ... X)) ¥y
(Y (81),Y(82),...,Y () son independientes.

Similarmente, un proceso estocastico (X,,t > 0) y una sub o-dlgebra G
son independientes si G v la o-dlgebra o{ X (1}, X (t2), ..., X(¢.}) son inde-

pendientes para todan e IN y 0 <i; < o0, = 1,2,....ncont; % ty para

1




2 CAPITULO 1. PROCESOS DE LEVY
toda 7 # k.
La distribucién finito-dimensional de un proceso estocastico X es la colec-

cion de medidas de probabilidad (py, 4, ,0 < ti<oo,j=12...,nt; #
k] # k. n € IN) definidas sobre IR para cada n ¢ IN por :

Prutatn(M) = P [(X (1), X(t2), ..., X(tn)) € H]
para cada H € B{IR™)

Sea M (IR?) el conjunto de todas las medidas de probabilidad Borelianas
sobre B(IR?) definimos la convolucién de dos medidas de probabilidad como

(k1 * 12)(4) = f (A = 2)ua(dz).
Hd
Para cada gy € Mi(IR"),1=1,2 y A € B(IR?) donde A—z = {y—r,y € A}.

Las stguientes proposiciones pueden ser de utilidagl,

Proposicién 1.1.1 La convolucion u + fo s una medida de probubilidad
sobre B(IRY), para toda yupy € M,(R?).

Prueba.- Sea (4,,n € IV) C B(IRY), entonces para cada = € IRY, los
miembros de la sucesion (4, — z,n € IN) son tambien disjuntos y entonces

(p11 * pa2) (U) -/;zd i1 {( U Aﬂ) - .r} Jald)

nelV
- [ om M (A - m)} ol
= [Iid Z 14 (Aﬂ- - x)ﬂi’ (dT}

y por el teorema de la convergencia dominada,

(1 * p2) (U) = Z ‘/;2{[;&1(44,! — z)pa(dx)

nedV ne N

= Y (mw )AL

eV




1.1 DISTRIBUCIONES INFINITAMENTE DIVISIBLES 3

Entonces {py  p2) es una medida, solo falta ver que es una medida de pro-
babilidad, pero esto se sigue del hecho que la funcién de fR? a /R® dada por
la traslacién y — y — 1 es una bijeccién, asi 7% = IR® — 2, de esta manera
se tiene que

/ (A = 2)jialde) = / i (&) piafdlz) = 1
Fo
n

Denotaremos como B,(/R%) al conjunto de funciones Borel medibles aco-
tadag de IR a IR, entonces se tienen los sigunientes resultados, y su prueba
puede consultarse en Applebaum [1], pagina 21.

Proposicién 1.1.2 $i f € B,(IRY), entonces para toda i, € M (IR,
r=1,2,3

1o faa P pg){dy) = fﬂd S iz + g {dy)ua{dz).
2o py ¥ phy = piy ¥ ity

I {paa ¥ poa}* gy = pry* (g % i)
Como corolario de la anterior proposicién se tiene:

Corolario 1.1.1 Sea X; y X5 v.a.i. definidas en {Q, F, ) con distribucion
congunta p y marginales py y pa, entonces para cada f € By(IRY),

Ef(X, + X)) = [R P2 % (o).

Por el corolario anterior se puade ver que:

(X + X5} € A} = Ea (X0 + Xo)] = (i * pa}(A




4 CAPITULO 1. PROCESQS DE LEVY

La proposicion 1.1.2 nos dice, ademds, que MR es un semigrupo
Abeliano bajo *, donde la identidad estd dada por la funcin delta de Dirac
&y, donde 4, estd dada por

cav )1 st zeA;
tSMA)_{D si oA

Para todo Boreliano A, as{ 8y % 4 = p + 8 = p para toda g € M 1 (IRY).

Ahora definamos ¢*™ = g% g% ... % g u {n veces) y diremos que p tiene
una rafz n-ésima, en términos de la convolucidn, si existe /™ € M, (IR%) tal
que :

Iinyen _
(™)™ = p.

Introduzcamos el concepto de variable aleatoria infinitamente divisible v al-
gunas propiedades de este tipo de distribuciones y se verd més adelante que
los procesos de Lévy estdn relacionados con este tipo de distribuciones.

Definicién 1.1.1 See X una variable aleatoria que toma valores en IRT con
Juncion de densidad j1,. Diremos que X cs infinitamente divisible, (lo denota-
remos como inf. div. ) si pare toda 1 € IN, existe una sucesion de v.a.t.i.d.
Y,("'),Yg(”) LY que

XEV 4y Y, (1.1)

gonde = significa que tienen la misma distribucidn.

Sea ¢y (n) = E(*™X)} la funcidn caracteristica de la variable aleatoria
X conu € IR De manera mas general se tiene que si y € M (IR?} entonces
Gulu) = fm el(uvy)ﬂ(dy).

La signiente proposicién ayuda a determinar si una distribucién es inf.

div. , con la ayuda de la funcién caracteristica y de la raiz n-ésima (en
términos de la convolucién).

Proposicion 1.1.3 Las siguientes proposiciones son equivalentes:




1.2, EJEMPLOS DE DISTRIBUCIONES INFINITAMENTE DIVISIBLESS

1. X es infinitamente divisible.

2. ux tiene una ralz n-ésima en términos de lo convolucion que ademds
es idénticamente distribuide pare cade n € IN.

3. ¢x tiene una raiz n-ésima que es la funcion caracteristica de una de-
termanada variable eleatorie para cada n € IN.

La prueba de esta proposicién se puede consultar en Applebaum [1), pag
23.

Enunciemos un resultado cuya prueba se deriva del resultado dado por
Sato |31], pdg. 33, Lema 7.6.

Proposicién 1.1.4 5i X esinf. div. entonces @x(N) # 0 para toda A Zf.l‘ffif»'”?b"
te una tnica funcion continua Y(A) - RS —— C tal que ¢x (M) = exp{w(A)}
con (1) = 0.

A la funcion v se le lama exponente caracteristico ya que si dos v.a.
tienen el mismoe exponente entonces tienen la misma distribucion, esto por-
que el resultado anterior nos asegura la existencia y unicidad del exponente
caracteristico.

1.2. Ejemplos de Distribuciones Infinitamen-
te Divisibles

Ejemplo 1.2.1 Variables Aleatorias Gaussianas. Sea X = {X1, Xo, -i o Xg)
un veetor aleatorio. Decimos que X es Gaussiana o Normal, si 3 M ¢ IR

una matriz estrictamente poqltlva deﬁmda, Agxg tal que X tiene como funcmn
de densidad:

1

Ix(x) = @%—d\/T_A) Xp

{_% (2 — M, A (z - M})} :




& CAPITULO 1. PROCESOS DE LEVY
para toda ¢ € 9,

Decimos que X ~ N(M, A) donde el vector M es el vector de E(X)y A
es la matriz de varianzas y covarianzas, es decir, A = JE[(X - M)(X — M)7].

Mediante algunos calculos se puede obtener la funcién caracteristica de
X.

bx(u) = exp [z'(M, u) ~ G) (u,Au)J

de doude se obtiene,

st -enl () () (4]

Asi, X esinf. div. con Yj(“) ~N(EM, (1/n)A) Vi<ji<n

Ejemplo 1.2.2 Variables Aleatorias Poisson.

Sea. X una v.a. que tomna valores en INU {0}, X es Poisson si existe ¢ > ()
tal que
et
P(X =n)= e~

b
Diremos entonces que X ~ w{¢) y sabemos que IE{X) = Var{X) = ¢ por
lo que al calculer la funcién caracleristica se tiene que

ier

e o
e rr—————

z!

NE

ox(u) =

i
<

(ceiu)me— [

x!

Wk

i
=

. o (Ceiu)x
Y

r=0
= ¢ "exp(ce

= exp [efe™ - 1)].

e




1.2. EJEMPLOS DE DISTRIBUCIONES INFINITAMENTE DIVISIBLEST

de donde se tiene que X es inf. div. con Yj(n) ~m(c/n) V1<j<nne N

Ejemplo 1.2.3 Variables Aleatorias Poisson Compuestas.

Supongamos que {Z{n),n € IN} es una sucesion de v.aiid. qie toma
valores en [R* con la misma distribucién itz para cada n y sea N ~ m(c)
independiente de Z(n). Se define la veriable aleaforia Poisson Compuesta
omo X =Z(1) + Z(2)+--- + Z(N).

Se puede probar que para u € IR? se tienc que,

¢x{u) = exp{/m[el["’m = e uz(dy)}-

Asi, al buscar las variables aleatorias Y, se tiene
Px(u) = exp { / [ e py (dy)}
J R

= exp {n/ (i) _ 1}5 pz(dy)}
R4 n
n ' e
= exp{Z/ [m(u.y) - 1)- ;Lz(dfy)}
i B !

n

k2

= [[exr { fﬂ et ) #z(dy)}

j=l
n
= f,b H{1)
H Y
J=1
£on

; ¢
Pyin) = €Xp {f d[ez(u,y) - lf; Hz(d?})}-
E R 3

De donde se concluye, que si X es Poisson Compuesto (X ~ m{e, uz))

entonces, haciendo Yj(n} ~ m(e/n, pz) V1<5<n, se verifica que X es infinita-
mente divigible,

Algunas veces encontramos cjemplos de 1a siguiente forma :
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Sea X = X| + X, donde X; y X, son independientes y X; ~ N{m, A} y
Xy ~ 7{e, ), entonces para cada u € IR la funcidn caracteristica es de la
forma:

¢x(u) = exp [i(m, w) - (%) (u, Au) + /Rdie"'(”'y) —Heuz(dy)|. {(1.2) )

se puede verificar que es inf. div. haciendo en la parte de la gaussiana como

en el gjemplo 1.2.1 ¥ en la parte de Poisson Compuesto como en el ejemplo -
1.2.3. '

1.3. El Teorema de Lévy-Khintchine.

Sea v una medida de Borel definida en IR? — {0} = {z € R%z # 0}
Diremos que v es una medida de Léuy si -

[ Iyl A Dwldy) < oo.
J o)

como [y Ae < |y|? A 1 siempre que 0 < ¢ < 1, entonces se puede verificar
que v[{—e¢, £)°] < oo para toda € > 0

Nota. Se puede ampliar la definicién de medida de Lévy a IR?® adoptando
la condicién adicional #/(0) = 0.

Enunciemos el teorema de representacién de Lévy-Khintchine que de-
termina la forma general de las funciones caracteristicas que provienen de
variables aleatorias inf. div.

Antes necesitamos el leorema de Continuidad de Lévy, v la prueba puede
consultarse en Jacod and Protter [21].

Teorema 1.3.1 Continuidad de Lévy §i {¢,,n € IN} es una sucesion
de funciones caracteristicas y 3 una funcién W : IR — C tal que, para toda
u € IR, olu) ~— V(u) cuando n — oo y U es continua en 0 entonces ¥
es la funcién caracteristica de una distribucidn.
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Teorema 1.3.2 Lévy-Khintchine. Una medida @ € My(IRY) esinf. div,
st eriste un vector b € IR?, ung matriz positive definida simétrica Ageq ¥ una
medida de Lévy v sobre IR — {0} tal que para todo w € IRY,

du() = exp [é(b, )~ 5l Au) + [ e -1 s otan)]

R0}
(1.3)
donde B = 3,(0) es la bola abierta de radio 1 alrededor de 0 € IC.

For otro lado, toda funcidn de la forma anterior es la funcién caracteristi-
ca de una medida de probabilidad inf. div. sobre 9.

Prueba.- La prueba de este importante resultado se hard en dos partes,
por el momento s6lo se prueba la segunda parte. En el tercer capitulo de este
trabajo se probard la. primera parte.

Primero mostraremos que el lado derecho de (1.3) es una funcion carac-
teristica, para esto definamos {a(n),n € IN} una sucesién en IR tal que es
4 : . . d AT
monodtona decreciente a 0 € IR y ademés define, para toda u € IR% n € IN
a:

gbﬂ.n ('U,-) = erp [1 (b — / - yU(dQ/)u)
{0y <aln}}nB

L e
—={u, Au) | / fettuyl I]U(dy)] .
2 0< |yl <am)”

Entonces para cada a, se tiene la convolucién de una distribucién nornal
con una distribucién Poisson compuesta, independicntes entre i, asi como en
(1.2) y entonces es la funcién caracterfstica de una medida de probabilidad
{in ¥ s€ tiene entonces que :

lim ¢, (u) = @y (u)

00

el hecho que @, represente la. convolucién de una distribuecidén normal con
una poisson compuesta se sigue del teorema de continuidad de Lévy, csto
&1 podemos probar que ¢, es continua en % = (), Para ver la continuidad,
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tenemos que para cada w € IR? se tiene,
s = [ e 1 )] vl

Fi—{0}

-/: [eftes — 1 i(u,y)] v(dy) + /

¥ —3fw(dy)  (1.3.1)
B—{0} e

¥ usando ¢} hecho de que -

se cumple para todaw € IR, n € IN y alguna 8 € C con o] < 1.
Esto se puede consultar en Sato [31] pég. 40 lema 8.6

Tomando n = 2 se tiene que, e = 1 4 iu+ (#/2)|u]?, de donde se obtiene
que:

e = 1 = [(8/2)ul? < {1/2)fuf?

esto usando el Teorema de Taylor v el hocho de que la norma de 8 estd acotada
por L, y al aplicarlo a la primera integral de {1.3.1) puesto que el producto
interno (u,y) esta en IR, se ticne,

) < 0/ [ JwPutas) + [ e = i)

B-{0} Br

Ahora utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

() < (u/2) [ i [l gy

Br

Por {ittimo, usando las propiedades de la medida de Lévy y el teorema de la

Convergencia Dominada se tiene que el lado derecho tiende a 0 si u tiende a
0.

Asi, ¢, es continua en 0 y por tanto es una funcion caracteristica, y es
facil verificar que p es inf. div.
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Nota 1.3.1 A los miembros (b, A, v) s les sucle Uamar las Caracteristicas
de la v.a. inf div. X. Como gjemplos tenemos :

» Caso Gaussiano: b= IF(X), A es la Matriz de Covarianzas, v = 0
» Caso Poisson: b= 0,4 =0, v = iy

» Caso Poisson-compuesto: b= 0, 4 = O,v=cpdondec >0y uesuna
medida de probabilidad sobre IR

Nota 1.3.2 En la prueba del Teorema de Lévy-Khintchine, se escribié a la
funcién caracteristica como:

Bl = 7,

con 73 una funcién tal que n: B¢ —  C. Llamaremos a 1 el exponente
de Lévy y recordemos que también se le Lama ol exponente caracterfstico.

1.4. Variables Aleatorias Estables

Considercmos el problema del Limite Central en dimensién d=1. Para
esto definamos {¥,,n € IN} una sucesién de variables aleatorias ¥ constru-
yamos la sucesion {S,,n € IV } de sumas parciales reescaledas,

S = }‘E+Y2ﬁ"--'+xr—bva

Tn

donde {b,,n € IN} es una sucesién arbitraria de mimeros reales v {o.,n €
IN} una sucesién de niimeros positivos. Nos interesari el caso en que exista
una v.a. X para la cual

lim IP(S, <z} = IP{X<x). (1.4)
para toda x € IR, ie. , {S,,n € IN } converge en distribucién a X. Si cada

by =nmya, = Osgring para m ¢ IR fijo y o > 0, entonces por el teorema
del Limite Central de De-Moivre-Laplace se tiene que X ~N(m, o).
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Més gencralmente, una v.a. se dice que es estable si tiene un limite
como en {1.4). Otra manera de definiclo es: Una v.0. es estable si ezisten

dos sucesiones de niimeros reales {c,,n € IN} y {d,,n € IN} con cadac, >0
tal que

Xi+ Xy + o+ Xy 26X +dn, (1.5)

donde X, X5, ..., X, son copies independientes de X, y decimos que X es
Estrictamente Estable si cada d,, = 0.

Para ver la equivalencia entre las dos definiciones hagamos ¥; = X;. b, =
dy, ¥ 0 = ¢ y se puede probar que ¢, en {1.5) solo puede ser de la forma on®
con U<a<2. El pardmetro o juega un papel preponderante en la teoria de las
Varisbles Aleatorias Estables y se le suele llamar Indice de Estabilidad.

Expresando {1.3) en términos de las funciones caracteristicas obtenemos
fque

[@x ()" = exp [iudy|dx{cau).
para cada v € IR,

Esto, ya que de {1.5) se deduce que todas las variables aleatorias estables
son inf. div. | probaremos ahora esta afirmacidn.

Sea ¢ la [uncién caracteristica de una v.a. estable X y sean X1, X3, ..., Xy,
las copias idénticas de esta v.a.. rescribiendo (1.5) en términos de sus funcio-

neg caracteristicas tenemos.

[@x ()" = @y (equ) exp (ind,).

O de forma alternativa,

el = [ (£)] ootz

reemplazando » con u/e, v haciendo

bl = xlest)exp [ |y ) = 6.0

se obtiene que ¢ es inf. div. .
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La forma general de la tercia generadora, o las caracteristicas de acuerdo
a la Nota {1.3.1), de las v.a. Estables esta dada por el teorema signiente:

Proposicién 1.4.1 Si X e¢s v. a. Estable real, entonces su lercie carac-
teristica tiene alguna de las siguientes formas :

1. Cuondo o = 2,v = 0, Entonces N{b, 4)

2. Cuondo a#2,A =0y

1 Ca
) = — ; e —— e .d
v(dz) o X000 (£)dT mlm)c( oy{z)dr

Donde c; 2 0,0 >0 yoy 4+ = 0.

La prucba se puede encontrar en Sato [31) p. 80.

Una cuidadosa transformacién de las integrales en el teorema 1.3.1 nos
deja una forma mucho mas conveniente de la funcién caracteristica.

Teorema 1.4.1 Uno v.o. real X es estable si y solo st ensten o > 0, -1 <
B <1 ype IR tales que pare toda v & IR

1. Cuando v = 2
1
¢x(u) = exp (z’,uu -~ 502112).

2. Cuando a#1,2

dx(u) = exp {ipu — o 1 [l — ifsgn(u) tan{ma/2))).

3. Cuando =1

dxlu) = exp (a’uu —ofu|[1+ z’;’igsgn(u} log(] u I)]).
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De aqui se puede mostrar que E(X?) < cosiysolosia=2(e X es
gaussiana) y que IE(|X|} < oo si v s6lo si 1 « <2,

Todas las v. a. Estables con densidad fx pueden ser clasificadas en tres
grupos cerrados: (para mayor detalle consultar Feller [16] capitulo 17, seccién

6).
La Distribucién Normal =2

X~N(p, o)
La Distribucién Cauchy , o = 1 A=0

Ix{(z) =

para & > u

Nota 1.4.1 i se tiene una v.a. Estable simétrica enfonces por el teorema
1.9, pdgina 165 de Gut (20, la simetria nos dice que lo parte imaginaria no
existe y del teorema 1.4.1 se pbtiene que:

px{u) = el P [l™)

pare toda < a<2. Donde p = o para 0 < o < 2 yp = cuando o = 2,
esto lo denotaremos como X ~8nS.

Para obtener la generalizacion del teorema 1.4 1 a IR? es de manera directa
al sustituic X, X, ... v Xny X y cada d, por vectores asi la forma de la ca-
racterizacidn de la proposicidn 1.4.1 se extiende directamenté, con el caso
particular en que a#2, en el que la medida de Lévy resulta:

v{dz) = I—I—i(-;r—ad:c donde ¢ > ().

Por lv que la extensién resulta:
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Teorema 1.4.2 Una variable aleatoria X que toma valores en IR es estable
sty solo si para toda w € IRY existe un vector m € IR y

1. Eriste una matriz positiva definida simétrica Aguq tal que si # 2,
, : 1
¢x(u) = exp |i(m, u) ~ '2‘(% Au}l.

2. Eriste una medida finita p sobre Sa(1) tal que cuando o # 1,2,

¢x(1#):exp{??(m,u)— /

Sall)

i, )" [1 — {tan (%ﬂ) sgn(u,s}] p{ds)} .
3. Existe una medida finita o sobre Sa{l} tal que cuando o = 1,

?x(u) = exp {i(‘m,u) - /

¥

5 1+ gt ) o (3] ot .

S4i1)

donde Sy(1) = {z € IR : |x| = 1}

Note que, para 0 < o < 2, X es simétrica si v s0o s,

xt = (- [ fwsioian))

para cada u € IR* v X es invariante bajo rolaciones rigidas para 0 < o < 2
siy s6lo si a version para fR? de la ecuacion, de la Nota 1.4.1, se conserva.

Nota 1.4.2 £l simbolo S4(1) denota al conjunto {z € R4 - zl =1}, y
notemos que este conjunto tiene dimensidn d — 1.

1.5. Procesos de Lévy

Sea X = (X,,¢ > 0) un proceso estocdstico definido en (Q,F, IP). Deci-
mos que X tiene incrementos independientes si para cadan € IN y D<{; <
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tz <ioooy <oy < oc las variables aleatorias {X (4,51} ~ X({f;), 1<5<n) son
independientes y tiene incrementos estacionarios si cada X i) — X(t;) =

X{tigr — ;) — X(0).

Definicién 1.5.1 X es un Proceso de Lévy si:

L X(0)=0 cs
2. X ticne incrementos independientes y estacionarios.
3. X es eslocdsticamente continua, t.e., paro fodo a > 0 y toda s > 0,

lim IP(|X () — X(s} |> a) = 0.

‘t-r—r.s‘
Se puede ver que bajo la presencia de (1) y (2), la condicion (3) es equivalente
a la condicidn,

ltilr[l}lﬂ’(iX(tH >a}=0  parelodaa> 0.

Abordaremos ahora la relacién entre las distribuciones inf. div. v los
Procesos de Lévy mediante una proposicién:

Teorema 1.5.1 $i X(¢) es un Proceso de Lévy, entonces X (f) es inf. div.
para cada t > Q.

Prueba.- X esinf. div. ya que dado ¢ > 0 y para cada n € /N podemos
escribir,

X(t)=Xﬁ+ (X% - X,

[

)+...+(X1”'XM) :ZY}
=1

D
con Y? = Xj_ - X{t'-‘Lgr:X__[_.
" L m
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{

Y como X(t) es un Proceso de Lévy, entonces los miembros de la famnilia
de v.a. Y'(j) son iid.. Asi, dadon € IN podemos eseribir a X (2) como una
suma de n variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas,
por lo tanto X(¢) es inf, div. . ‘

Una propiedad importante del Exponente de Lévy asociado a los Pro-
cesos de Lévy es que 5(t,w) = tn(1,u) para cada t > 0,u € IRY, para probar
esto, mostremos primero el signiente Lema:

Lema 1.5.1 57 X(t) es estocdsticamente continua, enfonces (o funcidn L —
dxin) es conlinua para cada v € IRY.

Prueba.- Primero veamos que si B ¢ B(IR") v { es integrable entonces
pudemos escribir

f FX () IP(d) = f f(@)px(dz),
XelR B

Asi, como e*X190) eg ingegrable, entonces se liene que podenos usar el
teorema. de cambio de variable.

Para cada 5,2 > 0 con s#t definamos X(s,1) = X(f) — X(s). Y con

u € M fijo se signe que la aplicacion y—e**%) es coniinua en el origen, pues
dado cnalquier ¢ > 0 podemos encontrar 8) > (f tal que,

sup | e 1)< &

05Iyl$h 2

Y por la continuidad estocastica, podemos encontrar &, > 0 (al que cuando

O<jt—sl <dyy IP{| X(5,8) |[> &) < 5 entonces para todo 0 < [t — s} < &,
obtenemos :

[ox (1) = dx(sylu)| = |/ Hu XN [HuX (00 1P (dw)]
Q
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< f | XOWN ) i
Rd

Y COIRO

| i) i 1,

Definiendo 35, (0) como la bola de radio d; alrededor del 0 € IR? entonces

lx0 (1) — pxp{u)] < f ) 9 1py i (dy)

R

= [ )
< 5 A0

+ / 1 1 py, (dy)
35, oy

< sup e 1) 2] X (s, 8)] > 6y)
0< (<)

< €

y asi la prueba se completa.
n

Asi, tenemos el siguiente teorema que encierra la propiedad enunciada
arriba.

Teorema 1.5.2 51 X es un Proceso de Lévy entonces,

qb)((t) (u) — ef"?(u).

pore cada u € IR%,1 > 0, donde i es el Exponente de Lévy de X(1).
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Prueba.- Si que X s un Proceso de Lévy entonces para cada u € I
y t = O Definamos ¢y,(t) = ¢x{u) entonces por la propiedad (2} de la de-
finicin 1.5.1 se tiene que para s > 0,

Il

Gult +s) = E(0XCD)
IE(ei(u,X(t+s)—X(s))ei(u,X(s))}
B ei(u,X(i+s)—~X(s))) E(ei(u,_’((s)})

¢'u{t)¢u(s}- (152)

It

il

Ahora, por las propiedades {1} y (3) de la definicion 1.5.1 v por el lema 1.5.1
se tiene que ¢,{0) = 1 y entonces la aplicacién f — oy (1) es continua. Y
la tinica solucidn a 1.5.2 y ¢,(0) = 1 estd dada por é,{t) = ™, donde
a: [R* — C, (véase para mayor detalle Bingham (6! pag 4-6).

Ahora por el lema 1.5.1 se ticne que X (1) es inf. div., de donde se obtiene
que « es un Exponente de Lévy y se obtiene asi el resultado.

Se puede mostrar que la suma de dos Procesos de Lévy ind. es a su vez
un Proceso de Lévy.

Ahora, formulamos la formula de Lévy-Khintchine para un Proceso de
Lévy X = (X(8),£ >0}

IE(H XY oy (t [i(b, ) (u, Au)

1
2
+ /Rd_{o}[ei(u,y) —~1 v»g{u.y)xﬂ(y)]u(dy)]) . {1.6)

Para cada t > 0, u € IRY, donde (b, A, v) son las caracteristicas de X (1).
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Los dos primeros términos del lado derecho de (1.6), corresponden a la
parte continua o Browniana del proceso v el dltimo término a la parte de los
saltos del proceso. Ademsds, si los saltos son acotados se puede probar gue
X tiene todos los momentos hasta orden n con n = 1,2,..., la prueba la
bresentaremos en el capitulo 3.

A continuacion se dard un resultado de convergencia para sucesiones de
procesos de Lévy, v la prueba puede consultarse en Applebaum {1], pdg 42,

Teorema 1.5.3 $i X = (X(1),t > 0) es un proceso esfocdstico y existe
una sucesion de procesos de Lévy {X,(t),1 > 0} tal que Xo (1) converge en
probebilided a X(t) para cada t > 0 y

lim Hmsup IP{|X,(t) - X(t)| > a) =0

RSO g

pure fode @ > (0, entonces X es un proceso de Lévy.

1.6. Ejemplos de Procesos de Lévy

1.6.1. Movimiento Browniano y Procesos Gaussianos

Daremos a continilacién un eshozo del Movimiento Browniano, quizds el
proceso de Lévy mds estudiado en ¢l siglo pasado y que es por lo tanto, del
(que se tiene mas conocimiento y del que existe mds literatura.

Un Movimiento Browniano Esténdar en IR? es un proceso de Lévy B =
B(t) para el cual

1. B(t) ~ N{0,t1) para cada t > 0

2. B tiene trayectorias continuas.
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De la definicion se deduce inmediatamente que si B es un Movimiento
Browniano estindar entonces la funcién caracteristica ests dada por

, 1
by (u) = exp (§t|u|2) :
para cada u € R ¢ > (.

Denotaremos al i-ésimo componente de B(t), como el proceso B; = {B;(£),t =
0} v se puede ver que cada B; es un Movimiento Browniano, y que son inde-
pendientes dos a dos.

La construccién del Movimiento Browniano se puede encontrar en Ka-
ratzas and Shreve [22] pags. 47-59, ademés de otros autores como Paley v
Wiener {26] .

Recordemos algunas propiedades importantes del M.B. que se pueden
encontrar en Sato [31], Karatzas and Shreve [22], Roger and Williams [29]
Knight [24] y Tudor [30], entre otros.

= Las trayectorias de B(t) tiene variacién infinita sobre cada intervalo
COmpacto y como consecuencia ¢.s. las trayectorias en mingin punto
son derivables, ver Tudor [30] pag. 216-217.

» Para toda sucesion {¢,,n € IN} en JR* con i, T oo

lim inf B{1,) = ~oc c.s.
F i )

lim sup B(t,) = o cs.

=00

» La ley del logaritmo iterado.

t
P | Umsup B(t) =11 =1

to [Qi log (10g (%))]%

algimas formas alternativas de este resultado se encuentran en Tudor
[30] pag. 225.

Se puede profundizar en las propiedades del M.B, consultando Yor [33].
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1.6.2. Procesos de Poisson

If proceso Poisson con intensidad A > 0 es un proceso de Lévy (N(8),1 >
0) que toma valores en IN U {0} con cada N(£) ~ w(M), cuya funcién
de probabilidad estd dada por

P(N{t) =n) = 2 ox

n! ’

para cada n=0,1,2,.. .. El proceso de Poisson es ampliamente usado en
diversas aplicaciones y se puede consultar lo referente a la teorfa de
este proceso en Kingman [23]

Definamos, (T;,,n € IN U {0}) como
To=mf{t > 0, N(t) = n})

¥y To = 0, Jas T;, son variables aleatorias no-negativag, usualmente lla-
madas tiempos de arribo y Kingruan en (23] muestra que se distribuyes
Gamma.

Mas ain, los tiempos entre arribos T, —Ta—q paracadan € IN son iid.

con distribucién exponencial con media 1, esto se puede encontrar en

Grimmett and Stirzaker [19] seccicn 6.8,

Las trayectorias de ¥ son no decrecientes, tiene saltos de tamaiio 1, es
continua por pedazos y ademds en los intervalos donde es continua es
constante, y por iiltimo, lim,_ ., N(f) = +oc .

Introduzcamos el Proceso de Poisson compensado, N = (N(t},¢ > 0)
donde N(’t) = N(t) — M, asi obtenemos, JI (N {t)) = 0y ademds

IE (ﬁz(t)) = M para cada ¢ > ().

1.6.3. Proceso Poisson Compuesto

Sea {Z{n).n € IN) una sucesién de v.a.ii.d. que toma valores en IR® con
distribucién comn Yz ¥ sea N un proceso Poisson con intensidad A que
es independiente de todas las Z (n), asi, el proceso Poisson Compuesto
se define como:

Y(t) = Z(1) + 2(2) + - -+ Z (N{D) (1.7)
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para cada t > 0, entonces eseribimos Y(£) ~ w(At, pz).

Enunciemos una proposicién,

Proposicién 1.6.1 El proceso Poisson Compuesto Y es un Proceso
de Léwy.

Prueba.- La condicién (1} de la definicién 1.5.1 es trivial pues como
N(D) = 0 5., entonces Y (0) = 0 ¢.s..

Probemos la segunda condicién, primero prebemos que los inerementos
son independientes, para esto tomemos 0 < fo <<t < - <ty
como las variables aleatorias Z(1), Z(2), ..., Z(N(t)) son mutuamente
independientes e independientes a su vez del proceso poisson N{t), el
cual tiene incrementos independientes, entonces las variables aleatorias

{Z(U: ey Z(N[tﬂ))a ]V(tﬂ}}
{Z(N(f()) + l), PN Z(..N(t]))j "V(t]} - J?\I(-I’())}

{Z(‘N(tn*l) + 1): T 7Z(tn} *‘M(in) - JN(tn—fi)}‘
son independientes, de donde se sigue que los incrementos

Y(to) = Y(0) = Z(1)+- -+ Z(N(ty))
Yt} -Y(le) = Z(N(te)+1)+ -+ Z(N{tr))

Y(f‘n} - Y(f'nfi.) = Z(*',V(tn—l)} +oee Z(N(fn))
del proceso Poisson Compuesto son independientes.

Ahora para mostrar que los incrementos son estacionarios, hagamos
£ > 0yh >0 Enlonces N(t + k) — N(t) tiene la misma distribu-
cién que N{h), esto por ser N(h) proceso de Lévy, y de esto se si-
gue que Z{1), .., Z(N(k)) ticne la misma distribucién que Z{N(t) +
1),---, Z{N(t + b)), entonces

Y{E+h) =Y(t) = ZIN{)+ 1)+ + Z(N(t + b))

tiene la misma distribucién que

Y(h) = 2(01) % -4 Z(N(h)
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Y asi, se tiene que Y(t) tiene incrementos independientes y estaciona-
rios.

para mostrar la condicién (3) hagamas lo siguiente: sea @ > 0 y cal-
culemos [P(|Y (£)] > a) esto, condicionando v usando la independencia
de las {Z(k)} con N{t), v entonces obtenemos

POV > a) = S 120) 1+ Z(a)| > PN = ).
n=0

Y como
Hm IP(N(t) = n) = 0.

D)

para toda n € IV se sigue que
li Y{B>a)=0.
i JP(Y (1] > a) =0
Asi, Y(1) es un proceso de Lévy,
]

De la seccidn de inf. div. se tiene que ¥ tiene Exponente de Lévy

i = | [ -0 0]

Asi, como en el caso del proceso Poisson, se tiene que las {rayectorias
de Y son continuas por pedazos, mas aun en los intervalos donde es
continua es constante, teniendo saltos ya sean positivos o negativos.

Este tipo de procesos tiene importantes aplicaciones en los modelos del
riesgo de seguros, veamos un ejemplo tipico, para esto, consideremos
el siguiente modelo para la evaluacién del capital de una compania de
seguros, Definamos para ¢ > 0, la variable aleatoria

Nt}
X(t)=Xo+ct—Y 7.

k=1

con {Z;} una sucesién de v.a.iid. positivas.
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Ahora, el proceso {X(t)} modela el capital de la aseguradora, donde
el capital inicial Xy es real positivo, la constante ¢ > 0 es In lasa de
pagos de las primas de Jos seguros que la aseguradora recibe ¥ 8¢ supone,
aderés, que el numero de reclamos sigue una distribucién poisson N ()
vy el pago de cada reclamacion se distribuye como Z;. Aqui se supone
que Z, > 0 para toda k.

A partir de este modelo, se hace importante conocer la probabilidad de
ruina, esto es, de que la variable aleatoria X {1} < 0 para alguna t, que
en términos de probabilidad es

P(3t > 0:X(1) < 0).

En general, no es posible caleular explicitamente esta probabilidad,
salvo en el caso particular en que Ias 7 se distribuyen exponenciales,
que es el 1inico caso en se puede caleular de manera exacta.

Para un estudio mas profundo véase el libro de Embrechts, Kluppelberg
y Mikosch [13], tambien puede consultarse el libro de Asmussen 2].

También se usa este modelo para modelar teoria de colas, como con-
mutadores, filas de bancos, etc., y en general se usa la misma expresion
descrita arriba, salvo que en este caso la constante ¢ < () y en lugar de
restar la ultima expresicu esta sc suma, asi

N(t)
X(f) :Xu+ci+22’k.

k=1

Y aqui la probabilidad de ruina es vista como la probabilidad de vaciar
el conmutador o que no haya nadie ¢h espera.

Claramente un proceso Poisson Compucsto os Poisson si d = 1 y cada,
Z{n) =1 cs., de esta manera, yy = §;.

Proposicién 1.6.2 S (N, (t),t > 0) y (Na(t),t > 0) son dos procesos
Porsson independientes definidos en el mismo espacio muestral, con
tiempos de arribo (T,?),n € IN) para cade j = 1,2 respectivamente,
entonces

P (T =T para alguna m,n € IN) = 0.
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Prueba.- Sea N(1) = N, {t) + Ny(t) para cada t > 0, entonces como
la suma de dos procesos de Lévy ind. es a su vez un proceso de Lévy y
mediante un caleulo directo de 1a funcicn caracteristica de N se obtiene
que es atra vez un proceso de Poisson. De donde, para cada £ > 0,
podemos escribir N(¢) = Z(1) + ... + Z (N(t)) donde (Z(n),n ¢ IN)
son i.id. con cada Z(n) =1 ¢s..

11 2 . . .
Ahora, sean m,n € IV tal que T = T c5., y sl estos son los
primeros tiempos de ocurrencia de estos eventos |, se sigue entonces que

Zm+n-1) = 2cs. _lo cual es una contradiceion, de dende se obtiene
el resultado.

1.6.4. Procesos Lévy Estables.

Un proceso Lévy estable es un proceso de Lévy X tal que cada X (8) es
una variable aleatoria estable v. a, Estables . Por lo tanto, el Expo-
hente de Lévy estd dado por ¢l teorema 1.4.2.. el caso de interés
particular es cuando X es invarjante bajo rotaciones rigidas, que im-
plica que el Exponente de Lévy este dado mediante

H(u) = —a* [ |
donde 0 < v < 2 es el indice de estabilidad y ¢ > 0

Una razén por la que los procesos de Lévy estables son importantes en
las aplicaciones es que ellos tienen la propiedad de auto-similaridad. En
general, un proceso estocdstico ¥ = (Yt} t > 1) es auto-similar con
fndice H > 0 de Hurst i los dos procesos (Y (at),t > 0) v (a™Y (1), 4 >
0} tienen las mismas distribuciones finito-dimensionales para toda a >
0.

Al examinar la funcion caracteristica de log procesos de Lévy estables
que son invariantes bajo rotaciones rigidas, es ficil verificar, que son
aute-similares con indice de Hurst H = 1 ¥ como caso particular, el
Movimiento Browniano es auto-similar con fndice H = 1/2.

Se puede profundizar en las propiedades de los procesos auto-similares
en Embrechts and Maejima [14], ellos muestran que un proceso de Lévy
X es anto-similar si y s6lo si cada X (t) es estrictamente estable,
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1.7.  Subordinadores

Un Subordinador es un proceso de Lévy de dimensién uno que es no de-
creciente con probabilidad 1, también se puede pensar a tales procesos
como un modelo aleatorio de evolueidn del tiempo. 8 T = (T(t},¢ > 0)
es un subordinador entonces -

T(t) > 0 c.s. para cada t > ).

T{t) < T(t3) cs. con ty < ¢,

Ahora, cuando X () ~ (0. At) se tiene que PX(#)20)=IP(X{t) <
0) = 1/2 de donde es claro que este tipo de procesos no puede ser
un subordinador, mds aiin, la forma del Exponente de Lévy de los
subordinadores queda expresada en el siguiente resultado

Teorema 1.7.1 8 T es un subordinador, entonces su Ezxponente de
Lévy tiene la forma

20
n(w) = ibu + / exp (tuy) — 1]A(dy) (1.8)
Jo
donde b > 0 y lo medida de Léwy satisface la condicidn adicional
0
A(=20,0) =0 y / (¥ AT)A(dy) < oc.
0

Inversamente, loda aplicacion de IR — C de la forma 1.8 es el Ex-
ponente de Lévy de un subordinador.

La prueba puede consultarse en Bertoin [4] tevrema 1.2 v en Rogers
and Williams [29] pdg. 78-79. Llamaremos a (b, A) el par Caracterdstico
del subordinador 7T,

Se puede mostrar que la condicién adicional de la medida de Lévy de
los subordinadores es equivalente a

—— A\dy) < oo,
/0 H_y(y)
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Ademds, para ¢ > 0 la aplicacién © — IE{e™T®)} es analitica sobre la

regién {in, 1 > 0} entonces al hacer la transformada de Laplace de la
distribucion obtenemos :

(e = exp (~tp(u).
donde

{u) = —plin) = b + fwu — e A(dy). (1.9)

¢]

para u > (1 A la funcidén 4 usualmenie se la Hama el erponenie de
Laplace del subordinador.

Veamos algunos ejemplos de subordinadores.

Ejemplo 1.7.1 Proceso Poisson. Los procesos de Polsson son cla-
ramente subordinadores, en el caso del proceso Poisson Ceompuesto
este serd subordinador si las Z(n) de la expresién 1.7 son no negativas.

Ejemplo 1.7.2 Subordinadores o—Estables. Primero mostremos
un resultado para poder probar que este tipo de procesos son subordi-
nadores, esta identidad es:

e (1 - e™¥)
Y= dz.
“ 'l -a) ,/0 I

parau >0y 0 < o< L.
Para probar esto, sigamos el procedimiento que Sato utiliza en {31]
pag. 46 en el ciemplo 8.1, en donde una integral de dimensién uno la
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convierte en uma integral doble, asi pues se ticne

o o0 I3
/ (1—e™ )z " %de = / ( / ue““ydy) " dx
0 0 0

Y por el tecrema de Fubini

haciendo z = uy se obtiene

¥

= Lr{l-a).
x

De donde se obtiene gue

&0 Ul
pr = 2 / (L-e )dx. (1.10)
T'l—a) /J, plra

patauv >0y 0 <o <1

Ahora, por la expresién (1.9) y por el Teorema 1.7.1 y por ta Pro-
posicidn 1.4.1 se tiene que para U < « < 1 existe un subordinador
a-estable T con exponente de Laplace

Pluy = u®,

con caracteristicas ((1, A) donde

¥ dx
Il —a)ztte’

Mda) =
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Ejemplo 1.7.3 El Subordinador de Lévy. El subordinador 15—
estable tiene una distribucion dada por la distribucién de Lévy, con
pardmetros g1 = 0y 0 = ¢*/2 de tal mancra que

fT(t)(S) = (Q—t—\/??) 8_%({_;‘.2:

para s 2 (). El Subordinador de Lévy tiene una interpretacién como un
tiempo de paro para un Movimiento Browniano estandar de dimensién
uno {B(t),t > 0) mas aun, se puede probar que

T(t}zinf{s‘;-O;B(s)—v—%}. (1.11)

Esto lo probaremos en el capitulo 2, usando propiedades de martingalas.

Ejemplo 1.7.4 Subordinadores Gaussianos inversos. En el ejem-
plo anterior tenfamos que el subordinador de Lévy podia verse como el
Uempo de pare de un Movimiento Browniano esténdar en una dimen-
si6n, ahora, si generalizamos el ejemplo anterior al sustituir ¢l Movi-
miento Browniano por el proceso gaussiano €' = (C(¢),¢ > 0) donde
cada C(t) = B(t)-++t con v € IR, asi, el subordinador gaussiano inverso
se define mediante

T(t) = inf {s > 0,C(s) = 6t}

donde ¢ > ().

Probaremos en el segundo capftuio, mediante propiedades de martin-
galas, que para cada ¢, u > 0

E(e™T1) = exp [“t'y(\/m - ’T}} (1.12)

Ejemplo 1.7.5 Subordinadores Gamma. Sea (T(t),t > 0) un pro-
ceso Gamma con pardmetros a, b > 0, tal que cada T'(¢) tiene densidad

¥4

fT(t)(-T) = —b""—x

['{at)

at— le-nbr.
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para x > 0; entonces se encuentra ficilmente que para w = 0

[Oo P—-u:nf (L)d /m —ur a Tcat—l —bzdx
; Tl AT & - e
o “ 0 I'{af)

o bat
_ QTM_IB_{U.H}}EdI
a F(at)

_ e /m (u+b)* o= - (b .,

T(al}
- (u+ b)
- (5

= exp [—fza log (1 + :Lé)] .

y tambien se puede ver que como

o0
/ ¢ e lds = logw.
o
entonces

(=] o o
/ (L—e ™ ax'e™™dr = / n,I‘]:ﬂ'”:dm—/ T s
0 0 0
20 fee)
a [ 2 e dr —a / g et gy
Jo o

= —alog(h} +alog(u+b)
(7
= qglog (1 -+ E)

Asi, al combinar los resultados se obtiene que

fl

IE (e—uz) = exp [—ia. log (1 + %)]
= exp {—a‘,/ (1 - e‘“)aw‘le"”xdst .
a

De aqui, se desprenden varias cosas, primero que (T(t),t > 0) es un
subordma.dor donde el par caracteristico esta dado por b = 0 y A(dz) =
ar~'e™" y con exponente de Laplace W{u) = alog {1 + u/b}, ademds,
veremos mas adelante que ¢ es la funcidn de Bernstein asociada.
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Diremos que una funcién f € C°((0,00)) con f > 0 es completamente
mondtona si (~1)f%) > 0 para toda n € IV y que cs una funcién de
Bernstein si (—1) f™ < 0 para toda n € IN,

Asi, tenemos el siguiente resultado

Proposicién 1.7.1 1. f es una funcidn de Bernstein si y sélo si la

funcidn x — exp (—tf(x)) es completamente mondétona pura loda
t >0

2. f es una funcidn de Bernstein si y sélo si tiene su representacion
de la forma

flzy=a+bx+ /00(1 — e ¥)Aldx).
0

para cado © > 0 donde 0,0 > 0 y 7 (y A DYA(dy) < oo

3. g es completamente mondtona si y sélo si eviste una medida j en
[0, 00) para lo cual

g(z) = /ﬂ ) e u{dy).

La prueba de este resultado se puede encontrar en Berg and Forst [J]
pag. 61-72.

Cuando se tiene el caso en que a = 0, al comparar ¢l inciso 2 de
la. proposicién anterior con la ecuacién (1.9), se ticne gue existe una
correspondencia unc-a-uno entre las funciones de Bernstein para las
cuales lim, .y f{z} = 0 y los exponentes de Laplace de los Subori-
nadores. También se ticne que las transformaciones de Laplace de las
distribuciones de los Subordinadores son siempre funciones completa-
mente mondtonas, y una subclase de todas las posibles medidas g que
describe la proposicién en el inciso 3, estan dadas por todas las posibles
distribuciones pr, asociadas a los subordinadores.

Sea f una funcién de Bernstein con a > 0y sea 7' un Subordinador con
exponente de Laplace 9(u) = f(u) — a para cada v > 0 ¥ sca 5 una
v.a. exponencial con pardmetro a independiente de T, tal que 5 tiene
densidad gs{r) = ae"®* para cada r > 0.
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Ahora definamos el proceso Ts — (Zs(t), 4 = 1), el cual toma valores
en JR™ U {oo} y llamémosle el Subordinador maerto, mediante

o T para 0 <{< S,
Tst) = { oo para t> 8§ |

Asi, se tiene la signiente pProposicion

Proposicién 1.7.2 Eriste una correspondencia uno-o-uno entre los

Subordinadores muertos Ts y y las Junciones de Bernstein f, dada por
E(e--uTs(t)) — eﬁtf(u).

para coda t,u > 0,

Prueba.- Por la independencia de T con § se tiene que

Eemdsthy — E(ﬁ_uTng[o,S)(t))+1E(€ﬁu7'5(t)X[S.oo)(f))
= ()P < §)

by —
= e tv(u]c ot

— E_U(").

g HE () +a)

Se ha usada el becho de que P(l < §) = ¢ % y la convencidn de que
e® =1

Lna de las mds importantes aplicaciones de los subordinadores es el
cambio de tienpo, este se define como sigue, sea X un proceso de Lévy
arbitrario y sea 7" un subordinador definido en el mismo espacio mues-
tral que X'y pidamos que X y 7T sean independientes, definamos ahora
un nuevo proceso Z = (Z(t),t > 0) mediante,

20 = X(T(1).

para cada t > 0, tal que para w € (2 se tenga Z(t) (w) = X (T(t)(w)){w).

El proceso Z{t) definido asi es un proceso de Lévy, para verlo, nece-
sitamos antes el teorema de Kac, que se deja sin demostracion v que
puede consultarse en Bretagnolle, Chatterji and Mever [9] pag. 175.




APITULO 1. FROCESGS DE LEVY

Teorema 1.7.2 (Kac. ) Las variobles aleatorias X, X,, . . e
independiente s y sdlo si

IE (exp j}" ZL[uJ‘vX?)J) = ox, (ul) o Px, (U )

=1

para toda uy, ..., u, y donde ¢x; es la funcidn caracteristica de la va-
riable aleatoria X; para toda 7.

Entonces se tiene el siguiente teorema
Teorema 1.7.3 Z{t) es un Proceso de Léwy

Prueba.- Probaremos que Z(t) cumnple con la definicion (3.5.1).
20 = 0 ey trivial, asi que establezcamos primero los incrementos
estacionarios

Seall <ty <ty<ooyAe B(IR% v denotaremos como Py b, LOMO la
distribucion conjunta de T(¢,) v T'(t). Entonces por la independencia
de X con 7y el hecho de que X tiene incrementos estacionarios por
ser proceso de Lévy, se tiene que

X

P(Z(t) - Z(t) € A) = P(X(T(h)) — X(T(1)) € 4)

[P~ X(s1) € Ap ol dso
(] 0

(e v e 4]

I
S~

H‘)(X (32 — S]) & A)ph g ((1731 y dSQ)
]

(X(T(t:) = T(th)) € A)
(X(T{ts— 1)) € A)
(Zita—t,) € A).

il

W R ONs—

It

Asi, Z() ticne incrementos estacionarios.

Para ver los incrementos independientes, sea 0 < t; <t <ty < oC y
denotemos py, 4,4, como la distribucién conjunta de T(ty), T(ta), T(ta).
Para cualquier y € IR? definamos hy 1 IRT — C mediante

hy(s) = IE (e"w-¥ 0Dy,
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¥ para cualesquiera y;, yo € JRY también definamos a la [uncion Jorwe
R* x IRY" x R* -+ C como

S (1,0, u) = IE (exp [iyr, X (u) — X (u))])
< I {exp [i{ye, X (ug) — X (u)}]) .

donde 0 < 1 < wy < uy < 0o. ahora condicionando vy usando el
hecho de que X es independiente de T y que X tiene incrementos
independientes, se obtiene

E (exp [i{(3, Z(ta) - Z(t1)) + (ya. Z{ts) — Z(t2))})
=IE Lf&'l wiT ), T(ts), T(ta))] -

Ahora, como X tiene incrementos independientes obtenemos

Joan (1, s, vy} = Py (e~ 19 Yy (s — 145).

para cada 0 < uy < w4y < uy < oo, por lo que nos queda, usande los
incrementos independientes de T,

I (exp [i{(y1, Z(ta) — Z(t1)) + (w2, Z{t5) — Z{t2))}])
=IE (hm (T, — Tk, (Ty — 1h))

=I5 (hy (T2 ~ 1)) IE (R, (T — T))

= B (expi(yr, Z(ts — 1))} JE {exp ily1, Z{ts — 12)))) .

y por el teorema de Kac se tiene que Z(t,) — Z(1,) es independiente de
Z{ts) — Z(t2) y asf se tiene que Z (t) tiene incrementos independientes
v el inciso (2) de la definicién s¢ cumple.

Para probar la continuidad estocdstica, como X y 1" son continuasg
estocdsticamente entonces para cualquier o € JR? y dado € > () cntonces
podemos encontrar & > 0 tal gue 81 0 < b < § == PUX(RY > a) <
€/2 y también podemos encontrar 4’ > 0 tal que si (F << f < & == [P}
T(h)|>48) < ¢/2.
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Asf, parat > 0y toda U0 < h < min {5,4'} se tiene que

P Z(h) [>0) = P(X(TH) > o)

— /ﬂ P} X{20) > a)preny(du)

f Pl X (u) 1> a)pran(du)
0.8)

[ POXG) 1> (e
J{8,00)

< sup P(| X(u) > a)+ IP(T(h) = 8)
0<u<d

< f4fo
2T3 ¢

El Exponente de Lévy del proceso subordinado Z(1) queda determi-
nada por la siguiente proposicidn

Proposicion 1.7.3
Nz = —Yr o (~nx).

Prueba.- Para cada 1« ¢ IRY y t > ()} se tiene que

E(exp [ingg(w)]) = IFE(expli(u, X(T(t))
[o {exp [i(u, X ()P (ds)

/:O exp [~s(—nx (1)) ]|pr (ds)
E{exp [—nx (w)T(8)])

= etrl-nxiu)

It
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1.8. Semigrupos en Convolucién de Me-
didas de Probabilidad

En esta seccién veremos una mnportante caracterizacién de los procesos
de Lévy. Sea (p,,t > 0) una familia de medidas de probabitidad cn IR*
y diremos que es débilmente convergente a dy si

iim [ Fuimday) = 100

10

para toda f € Cy(IR"), donde Cy(IR?) denata al conjunto de todas las
funciones continuas acotadas de IR® a IR.

Asi, se tiene la siguiente proposicion
Proposicién 1.8.1 i X es un proceso estocdstico donde X(t) tiene

distribucién p, para cado t > 0 y X{0) =0 c.s5. entonces (p,. 1 > 0) es
débilmente convergente a 8y si y s6lo si X es estocdsticamente continua

ent=10
Prueba.-
(&=

Suponiendo que X es estocAsticamente continua en { = 0y supongamos
que f € C(IRY) con f + 0 entonces dado ¢ > 0 existe d > 0 tal que

sup | f{x) - f(0) < &

]
TEB5(0) 2

y existe &' > 0 tal que 0 < { < § = PX()) > ¢/(4M) donde
M = sup,c e | f(z)l. Para esta ¢ se tiene entonces que

Lo - 0l < [ e - polns
Rd }IZd
- ] |F() — F(0)] pe(dz)
Bs(0)

+/“Nlﬂm—ﬂmmmn)

[Bs(0)]

sup |f{z) — f(0)]

xEDE(0)
+2MIP(X(t) € [Bs(0)])
< E,

1A
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asi, queda demostrado que el
i [ finlay) = £0).
t,w Rd
¥ por lo tanto (p,, ¢ > 0) es débilmente convergente.
(= '
Suponiendo que {p;,¢ > 0} es débilmente convergente a dy. Sea r > ()
fijo y € > 0. Sea f € C4{IR%) con soporte en B.(0), tal que 0 < f <1

y f(0) > 1~ (¢/2). Ahora, por ser débilmente convergente podemos
encontrar £y > ( tal que

0<t<tymm ] /R (@)~ FO)piddy)

entonees encontramos que

<C
7"

PX@) > = 1- P X(0) <)
<i-f SJmta =1 [ jnd)
— -0+ / F(0) — F()lpe(dy
B (0}
< §+§_=c.

entonces X es estocdsticamente continua en 1 = () v la proposicién
queda demostrada

Una familia de medidas de probabilidad (p,t > 0) se dice que forma
un semigrupo en convolucion si

Pst = s ¥ Iy para toda  s,£ > 0.

y se dice que es débilmente continuo si la familia es débilmente conver-
gente. )

Si ademss, la norma de p; es menor o igual que uno, ie., | p (< 1 se
dice que es un semigrupo con contraccion.

De manera trivial se puede probar que si X () es un proceso de Lévy
con distribucién p; entonces (p,, t > 0) es un semigrupo en convolucién
debilmente continuo, csto a partir de la proposicién anterior y de la
definicién de proceso de Lévy.




Capitulo 2

Martingalas y Medidas
Aleatorias

En estc capitulo se introduce el importante concepto de Martingala
y se estudia el tipo de martingala que los procesos de Leévy inducen,
ademds de los resultados més lmportantes obtenidos con esta definicién,
también se dedica una parte al estudio de las medidas aleatorias, en
particular, la medida aleatoria de Poisson y la integracidn de Poisson,
esto con la finalidad de tratar en el siguiente capitulo la descomposicién
de Lévy-Ité.

2.1. Modificacién de un proceso de Lévy

Sean los dos procesos de Lévy (X {t),6 2 0) y (Y{t), ¢ = 0) definidos en
el mismo espacio de probabilidad. Diremos gque Y es una modificacion
de X si para cada t > 0 se tienc que P(X(t) # Y (1)) = 0, esto significa
que tienen la misma distribucidn finito-dimensional,

Nota 2.1.1 La definicidn anterior se puede hacer también como: Y es
modificacion de X si IP(X(t) = V(1)) = 1 para cada t > 0.

Se tiene el siguiente resultado:
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Proposicién 2.1.1 57 X es un proceso de Lévy y Y es una modifi-
cacion de X entonces Y es un proceso de Lévy con las mismas caroc-
teristicas de X.

Para la prueba puede consultarse Applebaum [1], pag. 63.

Es posible dar otra definicién que relaciona dos procesos de Lévy me-
diante la siguiente definicién, dos Procesos de Lévy definidos en cl mis-
mo espacio de probabilidad son indistinguihles si el conjunto {w € O :
Xi(w) # Yi(w)} es de medida cero o esta contenido en un conjunto de
medida cero, en este caso la medida es una medida de probabilidad.

Ademds, si X y Y son modificaciones entonces existe un conjunto nulo
Ny, tal que, si w ¢ Ny, entonces X,(w) = ¥,(w) y el conjunto nulo N,
depende s6lo de t. Ahora si X y Y son indistinguibles, entonces existe
un solo conjunto nulo N tal que st w ¢ N, entonces X,{w) = ¥ (w) para
todo ¢, en otras palabras, las aplicaciones t — X, (w) y { — Y(w) son
las mismas para toda w ¢ N, donde IP(N) = 0, ademds el conjunto N
esta en F, {donde F; es una fitracién la cual se definird més adelante)
para toda ¢, donde Fy contiene todos los conjuntos IP-nulos de F.

Resulta obvio que si X' y ¥ son indistinguibles, entonces une es modi-
ficacion del otro, la reciproca de esta afirmacién es falsa.

2.2, Filtraciones y Procesos Adaptados

Sea F una g-algebra de un conjunte dado 2. Diremos que nna familia
de sub-g-dlgebras (F;, ¢ > 0) de F es una Fillracidn si

F.CF cuando 5 <t.

A F; la interpretamos come todos los sucesos, hasta el tiempo i, sobre
los cuales podemos decir si han ocurrido o no. Asi, es obvio que con el
transcurso del tiempo sabemos méds, lo que se ve reflejado en la hipdtesis
de que la familia sea no decreciente.

A un espacio de probabilidad (Q, F, IP) que tiene una filtracidn se le
Hama espacio de probabilidad filtrado. También definimos Foo = VizoFr.
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donde a V b es el maximo de a, b. Ademds si se tiene una familia de o-
dlgebras (Gt > 0} tal que G, € F, para cada t > 0 a Gy se le llama
subfiltracion de (F,,t > 0).

Definamos entonces un proceso adaptado.

Definicién 2.2.1 .

* Decimos que un proceso estocdstico X = (X (£),t > 0) definido en
(%, F, [P} es adaptado a le filtracién F, (o F,-adaptado) si

X(t) es Fy-medible para cada t > 0.

o La fitracidn (F¥,t > 0) definida por

Fr=o{X(s):0<s <t}

es lo Bltracién natural de X (lambién lamada la filtracion ge-
- nerada por X ).

Entonces, por tado lo anterior, es claro que si X es un proceso adaptado
entonces se verifica que

E(X(s) | F.) = X{s) C.5. .
Esto se desprende de que F; contiene toda la informacién que nos per-

mite deseribir el comportamiento de X hasta el tiempo t.

También se puede verificar que si X v ¥ son dos procesos F-adaptados
vy o, 3 € IR entonces por la medibilidad de X y Y se tiene que los
siguiestes son tambidn procesos adaptados.

e aX + Y = {aX(t)+ AY (L), L > 0).
e XY = (XY ().t > ).

o f(X) = {f(X(t)),t > 0) donde F es una funcién Borel medible
en IRY.

o limi, o0 X = (i, oo Xn(t),4 > 0} donde (X,.n € IN) es una
sucesion de procesos adaptados que converge puntualmente c.s.
para cada ¢ > 0.
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St{Fi, t > 0) es unafiltracion sobre un espacio de probabilidad (2, F, IP)
podemos definir lo siguiente

* Fpp o= ﬂm Fige.

® Si F es completa vamos a denotar con Fy ala o-dlgebra mds
chica que contiene a F; y a todos los elementos de F de medida
(o probabilidad) cero,

Si ademas, 7, = 7, entonces decimos que la filtracién (F,, i > 0) es
continua por la devecha

Entonces podemos dar Ja siguiente definicién

Definicidn 2.2.2 Decimnos que una filtracion (F,,t > 0) en un espacio
de probabilidad completo satisface las condiciones usuales si :

(a) Es continua por la derecha, i.e., Fy = Fp.

(b) Fy contiene todos los conjuntos de medidu (o probabilidad) cero,
?:.6., .7:0 = .7‘-5

De manera equivalente, se puede decir que la fltracion satisface las
condiciones usuales si

Fy = Fry = F7 para cada t > 0.

Las condiciones usuales son utiles ya que bajo estas condiciones se
tendrd que cada martingala tiene una modificacién con trayectorias
continnas por la derecha con limites por la izquierda, (o cadlag en
francés), este tipo de funciones las veremos en la siguiente seccién.

Si se tiene una filtracién (Fi.t > 0) se puede aumentar un poco, para
que cumpla las hipdtesis usuales, generalmente este aumento es nsig-
nificante, y nos va a permitir, ademds, que si existe una martingala (o
supermartingala o submartingala) continua por la derecha se conserva
st pasamos a la filtracidn aumentada, esto es, se sigue teniendo una
martingala (o sepermartingala o submartingala), estos conceptos los
veremos méis adelante.

El aumento de la filtracién se muestra en la siguiente proposicién:
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Proposicién 2.2.1 Seq (F,t > 0) una filtracidn en un espacio de
probabilidad completo. Entonces la filtracicn (Fip b > 0) sabisface las
condiciones usuales. Ademds se tiene que

(Fer)" = (F))s

La prueba puede consultarse en Bojdecki [7], pdg 7. Notemos gue “el
completar” la filtracién y “cl tomar ef +* ( o la contimiidad por la
derecha ) conmutan, lo cual nos dice que no importa que le hagamos
primera a la filtracion siempre podemos hacerla mds grande para po-
der cumplir con las condiciones nsuales, sin gue esto afecte de manera
significativa.

A Gy = F}, le Hamaremos la filiracion aumentado, v si X es un proceso
estocdstico a G = FX* e llamaremos la filtracidn netural aumentada.

2.2.1. Funciones Cadlag

Sea I = [a,D] un intervalo en IR, la aplicacién [T — IR se dice
que es cadlag, (del francés continue adroit, et limité hganche ) si para
toda £ € (0,b] se tiene que J tiene limites por la zquierda en [ y [ es
continua por la derecha, i.c.

* para toda sucesion (t,,n € IN} en [ con cada b, < £y Hmy, .o bn =
t se tiene que lim,, .. f(¢,) existe.

¢ paratoda sucesitn (1;,n € IN) en  concadaty, > ¢y limy ooty =
t se tiene que limy, . f(t,) = f(1).

Claramente toda funcién continua es cadlag, sin embargo, existe una
amplia gama de otros ejemplos més interesantes, veamos uno muy par-
ticular, sea d = 1 y tomemos la funcién indicadora f () = Xn (1)
donde a < b. Si f es una funcién cadlig denotemos los lmites por la
izquierda en cada punto ¢ € (a,d] como f(t-) = lmgy f(s), ademds

denotaremos f(t-) = f(¢) si y s6lo si f es continua en ¢, Definamos la
funcidn salto en t como

AFE) = F(t) — f(t-).
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El siguiente resultado es de gran importancia para el cdteulo estocdstico,
pues si se tiene una martingala cadlag, entonces los puntos de discon-
tinuidad que tiene la martingala es a lo mas numerable.

Teorema 2.2.1 Si f es una funcidn chdfig y si definimos el congunto
5= {t,Af(t) # 0}, entonces S es a lo mds numerable.

Prueba.- Definamos para & > 0
Sk = {t,|Af{8)] > k}.

Supongamos que Sy, tiene al menos un punto de acumulacion x y elija-
mos una sucesion (z,,n € IN) en S que converge a . Sin perdida de
generalidad, supongamos que la convergencia es por cl lado izquierdo
¥ que la sucesién es no decreciente, esto ya que de cualquier sucesion
podemos dar una subsucesién con estas caracteristicas.

Ahora, para toda n € [NV se tiene que 2, € S, y como f ticne un limite
por la izquierda de z,, se sigue que dado € > 0, podemos encontrar § > 0
tal que para toda Y, con y < iy que satisface x, — y > 4, entonces
J(@a=) ~ fly) = to(y) donde feo(y)|] < ¢.

Fijando ny € IV tal que para toda m > 1 > ng, T — Zn < €. entonces

f(a':vt) - f(-rm) = f(-rn) - f(In_) + f(-rn—) - f(xm) = ko + fl)(m)9
donde | ky | k.

Asi, es claro que (f(z,),n € IN) no puede ser de Cauchy, de donde
se signe que f no tiene un limite por la izquierda en 2. Por 1o que S,
no tiene puntos de acumulacién y se tiene entonces que cs a lo mas
nuimerable.

Y como pedemos escribir a § como

S = US&-

nelN

Se tiene entonces que S es a lo mas numerable.
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2.3. Martingalas

Sea X un proceso adaptado definido en un espacio de probabilidad

filtrado ¢ue también satisface el hecho de que E(X(t)]) < oo para
toda ¢ > 0.

Decimos que X es martingalo si para toda 0 < s < £ < oc se tiene que

E(X{t) | Fo) = X{s) C8. . (2.1}

Nota 2.3.1 $i X es una martingala entonces la aplicacién t — IF (X(t)
es constante.

La siguiente proposicién nos dice como se inducen martingalas usando
procesos de Lévy.

Proposicién 2.3.1 5i X es un pm(eso de Lény con Erponente de
Lévy n, entonces para cada v € R, M, = = (M,(t).t > 0) es una
martingale compleja con respecto o (F; ‘Y,z‘. = 0}, donde cada

M(t) = exp lilu, X (8)) — tnlw)).

Prueba.- Tenemos que para cada ¢ > 0 se tienc que

EIM(8)]] = IE[jetXe tmiu))
= IE[‘E Ei{u,.’((i)) \] —tn{)

= E(le ) = ol £ o

ahora para cada 0 < s < ¢, escribamos de manera distinta la. defisicién
de M,(t)

Mu(t) = expli(u, X{(t)) — tn(u)]
(u, X(8)) + 2(u X)) —i(u, X(s)) — tn(w)]
= explilu, X(s)) +i(u. X(t) ~ X(s)) ~ tn{u))]

i, X () — snf) 1 {00, X(2) — X(5) = tn{u) + sn(ur)]
= exp[iu, X (s}) - snlu)] exp [i{u, X (t) = X(5}) ~ (¢ = s)n(u)]
= M,(s)expli(u, X (1) — X(s)) ~ (t — 8)n(u))]

= expli

7

= exp|
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entonces por el inciso (2) de la definicion 1.5.1 de Proceso de Lévy y
por el tearems 1.5.2 se tiene que

M) | ) = Mu(s)E (exp [i{u, X {t ~ ))]) exp [—(t — s)5(u)]
My (s}exp [(t — sin{u)] exp [~ (¢ — s)n(u)}
= M.(s).

Asi, se tiene que (M, (1)t > 0) es una martingala conipleja.

Algunos ejemplos de martingalas son:
L. C(t) = ¢ B(t) donde B(t) es un M.B. estindar y & es una matriz
der x d.
2. [ Ct) * —tr(A)t donde A = 670
3. exp [(u, C(£)) — $(n, Aw)] donde v € RY,

4. N(1) doude N es el proceso de Poigson compensado con intensidad
A de la subseccién 1.6.2. :

5. f{ﬂ(t) — M.

6. ({E(Y | 7,),1 > 0) donde ¥ es cualquier variable aleatoria en un
espacio de probabilidad filtrado para el cual E(|Y}) < oo.

Cuando se tienen martingalas de la forma (6) se les llama cerradas o
regulares. A las martingalas que tiene media cero se les llania centradas.
También se dice que son continuas si sus trayectorias son continuas.

Una martingala (M(£),t > 0) es L? o cuadredo integroble (resp. acotada
en media cundrdtice) si -

E M) <o para toda ¢t > 0.

{ Resp.
: sup IE |

>0

M(#)?] < o).

Demos una extensién del concepto de Martingala.
Un proceso adaptado X para el cual se tiene que IF [|.X( 1]] < oo para
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toda t > (, se dice que es una submariingala si para toda ) < s < ¢ < oo
yl<i<d

].E(Xz(tﬂfs} :_> Xi(S) (68N
¥ decimos que es supermartingale si para toda 0 < s < t < vy
1<4<d

E(Xl(f)l.?:‘s) S X,‘(S) C.5..

Existe una generalizacion mds fuerte del concepto de martingala, que es
una clase de procesos llamados Cuasimartingalas que contiene a mar-
tingalas, supermartingalas y submartingalas, que ademds cs una clase

cerrada, para su estudio puede consultarse Tomasz Bojdecki [7} y tam-
bién a Michel Métivier [23].

Una funcién ¢ : IR — IR se dice que es conveza si para cada z,y € IR
y 0 <6 <1 se tienc que

bz + (1= 8)y) < Bp(z) + (1 - O)ly).

Se tiene ln siguiente desigualdad

Proposicién 2.3.2 Desigualdad de Jensen. Seo f:i IR — IR una
funeidn conveza y X wna v.a. X (4, F, IP} — IR tal que IE ]| X(1)|] <
oc y que IE[| f(X )} < 0o entonces

FUEX@IK) < E[(X(0))K].

Donde K es una sub-o-dlgebra de F , K CF.
En particular, si f(z) = 2|7 para alguna p > 1, se obliene I destgual-
dad

1B XK P < E(|X(10)]7|K].

Una prueba de esta proposicién sc puede encontrar en Shiryaev [32]
pag. 192. Usando el resultado anterior podemos probar la siguiente
proposicién,

Proposicién 2.3.3 Seu (X(t).2 > 0) una submartingala de un espacio
de probabilidad filtrado o IR y sea [ IR — IR una aplicacion convezra
no decreciente de tal manera que IE [ f(X (1] < o0 para cada t > 0.
entonces el proceso (X (t)],¢ > 0) es una submartingala.

En particular, el proceso ((X(1)|P,t > 0), para p > 1 es submartingala.
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Prueba.- Sea s < ¢, es claro que f{X(1)) es Fi-medible para cada
1 = 0. por hipdtesis se tiene que
X(s) < E[X(4)|F,]
¥ como f es no decreciente se tiene entonces
FIX(s)] < fIB(X (1)|7)]
¥ usando la desigualdad de Jensen se tiene
FIX ()] < FUE(X ()R} < Es[f(X (£)(F,].

De donde se tiene que {(FIX{t)],t > 0) es una submartingala,

Tenemos ahora la desigualdad para submartingalas de Daob,

Teorema 2.3.1 - Desigualdad de Doob. $i (X(0), 6 > 0) es una
submartingala positig entonces pura toda p > 1 se tiene

5 { XGp) < (L) maxor

0<a<t p—-1

Para la prueba en el caso discreto puede consultarse Roger and Williams
[29] pig. 143 y para el caso continuo Dellacherie y Meyer {111 dan una
prueba en la pdg. 18, otra prueba puede encontrarse en Revuz y Yor
[28], seccién 2.1.

También notemos que si X = (X(£},t > 0) es una martingala que toma
valores en JR?, entonces el componente i-ésimo (X?(1),4 > ) es una
submartingala en los reales para cada 1 < ¢ < d y entonces por la
desigualdad de Dioob, se tiene que para cada £ > )

IE(sup |X(s)}2) < \i,{E(sup Xf(s)) < i:qzlE(X?(t))

O<ls<t i— N<s<t

CE(IX(0P)

|

11 _
dondep+q—1,

5i bien la siguiente propiedad ya la habiamos establecido, no con la
formalidad de un resultado, asf pues se tiene el siguiente teorema
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Teorema 2.3.2 Sea M = (M(t),1 > 0) una submartingale entonces

1. Para todo subconjunto denso numerable D de IR, los siguientes
timites por la izquierda y por la derecha existen y son finilos c.s.
para cadae € > ()

Mt-) = Sel}jrgn M(s)

M(t+) = lm M(s).

2. Sila filtracidn (F,,t > 0) satisface las condiciones usuales y st la
aplicacién t — IE(M(1}) es continua por lo izquierda, entonces M
tiene una modificacidn gue es cadlag,

La prucha de este resultado se puede encontrar en Delacherric and
Meyer [11] pég. 76-76. y en Revuz and Yor [28] pig. 63-65.

El siguiente resuitado asegura la existencia de una modificacién de un
g g

proceso de Lévy que ademds es cAdlg, para probarlo necesitamos antes

un lema.

Lema 2.3.1 Sea {z,,n € IN} una sucesion de mimeros reales lal que
e converge cuando n — oo para todo u € IR entonces x,, converge
a un limite finito.

Prueba.- Para probar este lema utilizaremos el criterio de Canchy :
Tn converge si para toda sucesiones crecienies de nilmeros reales ng v
my el limite g oo (zn, — Zm, ) = (1.

Para esto definamos U7 una v.a. con distribucidn uniforme sobre [0, 1].
Ahora para todo t € IR por hipdtesis se ticne que con probabilidad 1
exp (itUr,, ) v cxp (6t Tm, )} convergen al mismo Hmite. por lo tanto,

A (Zny, —2my b 1

lim & C.5.

k—00

por lo tanto al Lomar la esperanza, se obtiene que las caracteristicas
convergen,
m IE{e! e 2m ] = 1

k=0
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. L
para toda t & IR, de donde se ticne e (Ln, —2m, )JU convergea B en L
entonces converge a ) en probabilidad | por lo que el 1y .o Tp, =T, =
0 como se querfa, asi T, converge a un limite finito.

Teorema 2.3.3 Cada Proceso de Lévy tiene una modificacion cadlag
que es o su vez un proceso de Lévy.

Prueba.- Sea X un proceso de Lévy adaptado con su filtracién natural
aumentada. Ahora, para cada u € IR? v recordemos la definicién M,
de la proposicién 2.3.1, sea D un subconjunto denso v contable de IRY,
y del teorema 2.3.2 inciso {1), se tiene que para cada { > 0 los limites
M, (t—) v M.(t+) existen sobre D c.s.,

Definamos ahora para cada « € IR a ©, un subconjunio de Q para et
cual estos limites no existen, y definamos también a © = Upei©n el
cual es también un conjunto de #’-medida cero.

De esta manera, para w € 6° fjo y para cada ¢ > 0 definamos (s, n €
IN) una sucesién sobre D creciente a t. Y sean ' (£)(w) y #2(t)(w) dos
puntos de acumulacién del conjunto {X(s,)(w),n € IN} que corres-
ponden a los mites de las subsucesiones (s,,,n; € IN} v (: $n;, My € IN)
respectivamente. y se deduce de la existencia de M(1—) que el limite
lim, 1e exp [i(u, X (s,}(w))] existe y por el lema 2.3.1 entonces = (1) (w)
y 2*(t){w) son finitos.

Ahora eligiendo » € Q¢ tal que (u, x}{w) — 22(w)) # 2nw para toda
n € Z. y por la continuidad se tiene que

lm B%[H,X(ﬂni){w)) - ei(u.a:{ {w)) y lim eiteXisn, ) ei(u,rf(w))
sny T ‘ an Tt

y entonces se obtiene una contradiccién pues X tiene un tnico limite
por la derecha sobre D, para cada ¢ > 0 en ©°.

Un argumento parecido se puede utilizar para los limites por la zquier-
da en ©°. De donde se puede ver que el proceso ¥ es cadlag, donde se
define ¥ para ¢ > 0 como

limgepare X(s)(w), s5i w e gf
Y(t)(w)—{ o el ). siweo.
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Ahora para poder ver que Y es modificacién de X se tiene e para
cada ¢ > 0y por el teorema de la convergencia dominada obtencmos

;‘E(ei(u,ylt}ﬁxitl)) -~ lm E(ei(u,“{(s}f){(t}}) =1

SED,5 |t

esto por las propiedades de un proceso de Lévy y por el lema 1.5.1 de
la pdgina 17,

Se obtiene entonces que
P{w, Y (t){w) = X(t)w)}) =1

por lo que usando la proposicion 2.1.1 de la pagina 3% se concluve que
Y es un proceso de Lévy.

Asi hemos mostrado una modificacién de un proceso de Lévy que
ademds es cAdlag y proceso de Lévy a su ves.

El resultado siguiente es un caso particular de la Prop. 2.2.1 aunque
aqui s6lo se hace para la continuidad por la derecha.

Proposicidén 2.3.4 $i X es un proceso de Lévy con trayectorias cadlag
entonces su filtracion naturel aumentade es continua por la derccha.

Prueba.- Por conveniencia. escribamos GX = G v para probar el re-
sultado basta probar que ¢, = ﬂne ~G.p1 para cada t > 0, entonces
el limite cuando w | t de G, se puede sustituir por el limite cuando
n — oc. Ahora. para t, sy, ..., 8, = 0 fijos v w, ..., 1, € IR estables-
camos primero el signiente hecho

m m
E (‘*XP [ﬁ'Z(%‘:X(S;))} I Qn) =IE (exr) l:iZ(u;hX(sj})jl | §¢+)
j=1 g=1
(2.2)
ahora se tiene que la ecuacién (2.2) se cumple de manera obvia si
MAX) <jem 85 < €y probaremos entonces el resultado para min<;,, §; >

{ con lo que se cubren todos los casos posibles, para hacer esto recor-
demos la definicién de M,(1) de la proposicién (2.3.1), asf
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I (exp {il(u1, X (51)) + (w2, X (s2))]} | Gos )
= Eﬁl IE (exp {il(uy, X (31)) + (u2, X (52))]} 1 Go)

=t JE (exp {sam(ua) + (1, X (1)} + 2, X (52)) — s2m(12)} | G.)

= 11mﬂ€ (exp {san(ug) + 1wy, X (51)}} exp {ilug, X (s2)) — san(uz)} | G.
= E@E(em {san(ua}} exp {i(ur, X(51))} Mo, (52) | Go)

= GXP{Szﬂ(ﬂz)}Efl?E(exp {i{ur, X (1))} Moy (52) | G

= exp {i(ul,X(m))}l::{IgE(exp {i(ur, X (1)) HE[M,,,(s2) | G | Gu)

= exp {szn(ua)} i 1B (exp {i(tn, X (51))} Mo (51) | 6.

= exp {son{na)} i I (exp {3(ous, X (31))} Mo ()

exp {2(ug, X (83) — X(w)) — (81 - w)n(ua)} | Gu)
= exp {son{us)} Ellltl IE (exp {i{ny +ug, X(53))} M, (w)

exp {—i{ug, X(w)) — sup(wa) +wnluz)} | G}
= exp {sam{ua) - 519(ua)} 1;111} M., (w)exp {—i{us, X{(w)) + wnlua)}

IE (exp {#{ny + 1y, X (s))}} | Go)
=cxp {{sy ~ Sl)"f(“z)}gﬁ?ﬁ (exp {i(u) + u2, X(5:))} | G.)

= exp{(s2 — s1)n(ua) + s179(u1 + u2)}
E{’QE(GXP {i{ur + ug, X(81)) — sim{wn +u2)} | Go)

= exp{(s2 — s1)n{uz) + s19{u; + 1)} 11’111} IE(My, sus(81) | Go)
=exp{(s2 — s1)n(ug) + sin(us + )} h'rlr: My, (W)
= hmexp{ (41 + 1z, X{w))]

exp {(sa — s1)n(ua) + (s; — win(ws +up)]  por ser X cadlag =
= expliuy + uz, X ()] exp [(s2 — s1)0{ua) + (51 — )y + ua)]
= Eexp {il(ur, X(51)) + (w2, X (s2))1} | Go).

Ahora, definamos X™ = (X (s1),..., X{sm)) ¥ como existe una corres-
pondencia uno a uno entre las funciones caracteristicas v las medidas
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de probabilidad se obtiene que
PIXY | G, = (X0 [ G} cs.
y entonces para toda g : IR™ — IR tal que que
E(lg(X(s1). ..., X(sm))]) < 0.
Se tiene que
IE(g(X(s1),--, X(sm))[Gos) = B (g(X (50, X (50)[G0)

En particular, al hacer variar a t,m y 51,..., $; podemos deducir

ZP(AIQH)ZIP(A‘QJ

para todo A € (.. Ahora suponiendo gne A € G, . y asi finalmente
se tlene que

Xa=IP(A| G ) = IP(A]G) = E(xa | G) cs.

por lo tanto, como G; es una filtracién aumentada, <e donde se deduce
que Gy C G, y asi se obtiene el resultado.

Otra propiedad que se tiene con las condiciones usuales es el hecho de
que X {f) — X(s) es independiente de F, para todo s,¢ tal que 0 < 5 <

t < 0.
Decimos que || - || es una seminorma si para toda ), 29 € X con X un
espacio lineal (real o complejo) la funcién |f - | es tal que

o Jer + 2ol < fodd + [l

o |lazxl| = |o||iz|| con o un escalar.

Un hecho importante es que si denotamos como M al espacio lincal de
las clases de equivalencia de las L?-martingalas (o cuadrado integrables)
Fi adaptadas y definimos ademas una seminorma (-1, > 0) mediante

Entonces se tiene que M es un espacio localmente couvexo con la to-
pologia inducida por esta seminorma. lamamos a M um espacio de
martingalas, y se puede probar que A es un espacio completo.

Ml = E(Mn)P).
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2.4. Tiempos de Paro

Definimos un Tiempo de paro como una variable aleatoria T' : {} —
[0,20] para. la cual el evento (T <t) € F, para cada t > 0.
Un ejemplo interesante de tiempo de paro es la primera visita {o en-

trada) del proceso X en el conjunto A como la funcién Ty : Q@ — =
definida por

Ta=inf{t>0: X(t) e A}
y usando la convencion adicional inf {§} = oo se tiene entonces que T
esta bien definido.

Asi, si se tiene un proceso adaptado X ¥y un tiempo de paro 7" con

respecto 2 la misma Hltracién entonces la variable aleatoria X (T) se
define mediante

X(T)(w) = X(T(w))(w)

con la convencién adicional X(o0)(w) = im0 X (tH{w) si el limite
existe con probabilidad 1 y X{a0)(w) = 0 en otro caso.

Ademds, para cada tiempo de paro S podemos asociar las o-dlgebras
Fs v Fs, definidas por

Fr={Ae Fu  A[ T <t} e F, 1t >0}

Fry = {A € Fx: Aﬂ{T < fp} € F, vt > 0}

algunas de las propiedades mas importantes de los tiempos de paro
estan incluidas en la siguiente proposicién.

Proposicién 2.4.1 e $ 5.7 son tiempos de paro, entonces SV T
¥ S AT son tiempos de paro.

* 5 5T son tiempos de paro y A € Fg entonces AMH{S < T} ¢
Fr(\Fs. En particular si S < T entonces Fg © Fr.

¢ 5i {S.}nz1 son tiempos de paro entonces SUp,~q 5, es tiempo de
paro y temnbién inf,~ S, es Fii-tiempe de paro.

* S5i S es tiempo de paro y T es una Juncidn Fg-medible tal que
T > S entonces T es tiempo de paro. En porticular lo suma de
dos tiempos de paro es también un tiempo de paro.
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L.

® 515 es tiempo de paro entonces eziste una suceston {8y }ax, de
liempos de pare con valores en D, = ik = 0,1,....00} fes
decir, S, son tiempos de paro discretos) tol que S,, — S.

¢ 50 S.T son tiempos de paro entonces Fsar = Fs [ Fr.

s 515 es tiempo de paro y A € Fy entonces la funcidn S4 : Q0 — BT
definido por

20 81 we A°

Salw) = { S(w) s wa A,

€s un tiempo de paro.

Para s prueba puede consultarse Tudor [30] pdg. 16. Ahora notemos
que el ultimo inciso de la proposicién anterior nos remite a la definicidn
de subordinador muerto definido en la pagina 33 con lo que se tiene que
el tiempo de paro definido de esta, manera es un proceso de Lévy de
dimensidn 1.

El siguiente teorema nos da las hipétesis necesarias para que se pueda
extender la relacidn (2.1) de la pagina 45 a tiempos de paro.

Teorema 2.4.1 Desigualdad de Doob para tiempos de paro. 5i
X es una martingala cadlag y S, Tson tiempos de paro finitos tal que
S < T cs entonees X(S) y X(T) son inteqrables eon

E(X(T)|Fs) = X($) cs.

la prueba de este teorema se puede encontrar en Rovuz y Yor [28],
seccion 2.3, Una forma alternativa de oste tearema, en la que se incluye
la parte de submartingalas ¥ supermartingalas lo da Tudor [30] en la
pag. 53., ademds de un teorema para tiempos no finitos que presenta
en la pag. 56.

El siguiente teorema nos dice que los tiempos de paro pueden ser vistos
como procesos de Lévy.

Tecrema 2.4.2 Sea B = (B(t),1 > 0) un Movimienio Browniano
estdndar de dimension 1, y definamos paru cada t > 0

7(t) =1’nf{5 > 0 B(s) = %}

entonces 1 = (T(t),t > 0) es el subordinador de Léwy.
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Prueba.- Claramenie T(£) es un tiempo de par. ghora cormo A
cada 8 € MM el proceso definido por Af(E) = cxpid) - 1621 vs v
martingula eontinua con respecto a la fltracion ratural awmentada para
al Movimiento Browpiano. Y usande &l teorcraa 2.4.1 se tiene que s
2 0one IN § > U entonces

I 1 o
1= E(expdB(T{t) An) - ST An)h.
Ahora. para cada n € IN,t > 0 definatos A = {w e T < )
entonces

R P Y
E(exp [{T(ty A n) - ST Ayl
= IE ((‘:xp DT An) - %6‘22"{5)%(__1_“ )

7

R .
T expi ——59‘7r]}1:f(_ex.;.1 BL ) x40 0

Pero, cowo para cada w & O, T L) > 0 o i) = L cutonees

Yoo
UMP(‘EB)‘H,II!;';J iy

R

1

J = cunndo s e

19
\/§J

o el nltimo paso se ha usado o) teorema de la COUVETSENCTE TONO! TR,
ast obivnemos

s
< axp I—-;-ﬂg?? + 4
I

STV . * AR A P
HEN /) (e:q) WEIT () - -]_—H"['.’{,)’g = exp (= (?XP E----jj:_!f“f o } g
2 ) ‘\;’"‘2 \ 2 4

De donde al sustituir § = /2% se obriene

ey a0 = evpi I

Emonces T es of subordinador de Lévy.
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Al siguiente resultado se le conoce como la propiedad fuerte de Markov,
y aunque hay versiones particulares para ¢l Movimiento Browniano y
para el proceso de poisson, en este caso esta enunciado para procesos
de Lévy, que es mds general.

Teorema 2.4.3 51 X es un proceso de Lévy y T' es un ticmpo de pare
fenilo c.s., entonces sobre (T < 00) se define el proceso
Xe(ty = X (T +8) — X(T)

¥ se tiene entonces que

1. Xp es un proceso de Lévy que es, ademds, independiente de Fr.
2 para cada t > 0, Xo(t) tiene la misma distribucion que X(t).

3. Xrp es cadlag y es un proceso Fpy-adaptado.

ta prucba de este resultado se puede consultar en Protter [27], pag. 23.
ademads de una forma alternativa que Tudor {30] presenta en la pdgina
424,
ahora recordando la definicidn del proceso salto definido en la subsec-
¢ién 2.2.1

AX(t)y = X{(t) - X{t-)
para ! > 0 y donde X {2~) denota ¢l Hmite por la izquierda en .

El siguiente resultado lo ocuparemos mds adelante,

Teorema 2.4.4 I N es un proceso de Lévy que es no decrecienle ¢.s. y
es lal que el proceso AN(t) toma valores en el conjunto {0,1} entonces
N es un proceso poisson.

Prueba.- Definamos una sticesién de tiempos de paro recursivamente
mediante Ty = 0y T, = inf {t > T,y (N(t) ~ N(Tnoy)) # 0} para
cada n € IN. Y del teorema 2.4.3 se sigue que la sucesién (71,73 —
oo, T =T, 1,.. Yesiid esto por ser T uu subordinador de Lévy
de donde se tiene que 7' es un procesc de Lévy. :

Ahora, por la propiedad (2) de los procesos de Lévy se tiene que para
cada 5,0 >0

_iP(T] )S%t}

!

IP(N(s) = 0,N(s + ) — N(5) = 0)
= IP(Th > s)IP(Th = t}.
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Ahora, del hecho que N es no decreciente c.s. se sigue que la funcion
t— IP(Ty > t) es no decreciente y por la propiedad (3} de 1a definicién
de proceso de Lévy se tiene que la fancién — IP(Ty > {) es continua
en ¢ = (. de esta manera, la solucién a la ecuacién descrita arriba es
continua en todos lados, y usando la propiedad descrita en Bignham,
Goldie and Teugels [6], pdgs. 4-6, se tiene que existe A > 0 tal que
IP(T) >t} = e para cada ¢ > 0. Entonces T} tiene una distribucion
exponencial con pardmetro A y

PNty =0y =IP(T) > t) =™
para cada t > ().

Ahora, supongamos que lo anterior es nuestra primera hipdtesis de
induccién y asumiendo que
AR
P(N(t)=n) = e—’“%-?—')—
se cumple, entonces
IP(AM(t) =n+ 1} == IP(,I;l-i-? > t:r-rn-f—l < t)

-H)(Tn+2 > f) - ["D(’I;'Hl = 1")

il

PETD €Omo
L =T+ (T, -+ (T — Th)

es la suma de n + 1 variables aleatorias exponenciales i.i.d.. enlonces
se liene una distribucién Gamma con densidad

Aﬂ‘f‘i g"
o, (5) =™ para cada 5 > 0
n!

y como se tiene que si una v.a. X tiene distribucion Gamma con
parimetros n € IN y A > 0 tal que la funcién de densidad esta da-
da por
)\nmn--le—,\z
f{I) - (n _ 1)|

para cada z > 0 entonces X tiene una raiz n-esima, en términos de la
convolucion, dada por la distribucién exponencial con pardmetro A > ()
y funcién de densidad

)1(/',71[1:) — A6~A$

de donde se sigue el resultado.
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2.5. Medidas Aleatorias Poisson

Sea (5,.A) un espacio medible y {2, F, IP) un espacio de probabilidad.
Una medida aleaforia M sobre (S, 4) es una coleccién de variables
aleatorias (M (8),B € A) tal que

1. M(0) =

2. Dada una sucesiéon (A,,n € IN) de conjuntos disjuntos dos a dos
en A se tiene que

M (U An) =Y M(4,) ecs.

nelN neN

3. Para cada familia disjunta (Bi, ..., B,) en A, las variables alea-
torias M(By},..., M(B,) son independientes.

Y diremos que una medida aleatoria es una medida de Poisson si cada
M (B) se distribuye poisson siempre que M{B) < oc. Es de interés par-
ticular, cuando se obtiene una medida o-finita A sobre (5, .A) mediante
la utilizacion de la esperanza M(A) = IE{M(A)) para toda A € A. El
inverso de lo anterior se muestra en el mgumnte teorema, antes necesi-
tamos un resultado previo.

Teorema 2.5.1 Sea (2, F,, IP,) una coleccidn de espacios de proba-
bilided paran =1,2,... , ysea Q= x Qo x -+, y sea F la o-dlgebra
generada por le coleccion de conjuntos

C={w={w,wy,...} :wp € Ay parak=1,...,n} (2.3)

sobre-todan y tode Ay € Fi pare k = 1,...,n. entonces existe una
inice medida de probabilidad IP sobre F lal que

-para cada C de la expresion (2.3)
Este teorema os un caso especial del teorema de extensién de Kolmo-

gorov y la prueba se puede encontrar en Shirvaev [32], pig. 167, asi se
tiene el teorema sguiente
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Teorema 2.5.2 Dada una medida o-finila A sobre un espacio medible
(S,A), Eziste una medida aleatoria Poisson M sobre un espacio de
probabilidad (Q, F, IP) tal que (A} = [E(M(A)) paro loda A € A.

Prueba.- Para probar este resultado primero supongamos que A({1) <
00, y 8l se tiene el caso en que A = () escogiendo M (A) idénticamente
cero se tiene probado el teorema, para la prueba cnando A£2) = oo
consultese Sato [31] pdg. 122.

Supongamos que A(A) > 0. Ahora, en algtin espacio de probabilidad
(Q9, Fy, %), utilizando ¢l lema anterior, podemos construir una suce-
sidn de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas
sobre 1, {Z, : n = 1,2,...} con disiribucién A{A)"*A y una variable
aleatoria Poisson ¥ con media A{A) tal que ¥ es independiente de las
{Z.}. Definamos M(A) =0si Y =0,y

¥
M(A) = Z HA(ZJ)
i=1

si ¥ > 1. Entonces claramente M (A} satisface (3) de la definicién de
medida aleatoria, Sea 'k > 2. Sea- Ay,..., Ay € F disjuntos tal que
Uf=1 A; = Q y haciendo ny + - + ny = n se tiene - S
L’P[M(Al)=n1,...,M(Ak):nQ: N
=P [M({A) =n, ..., M( Ak) = ny | M(8) = n] IP{M(£2) = n]

v o
=P !:le%h(z ‘nla- Z}lflk _nk} HD[YIT."
=1

De donde tenemos una distnbucno_n multinomial y una Poisson. enton-
ces

H)[AI(AI) =T1jy,..., .!\J(Ak) = TL;C} =

A(Ai))m e ()‘T((”?]L)))n GA(Q)%

n!
(b (nk)( AR)

k

H —aian MA; ) "’_

=1 ‘J‘
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Encontrando la distribucién marginal de n; se (lene

IPIM(A}) = ] = M XA

7l

Asi, se puede ver que se satisfacen las propiedades (1) (2) y (3) de la
definicidén de medidas aleatorias.

|

Tenemos un resultado que se refiere a los saltos de los pracesos de Lévy.

Teorema 2.5.3 57 X es un proceso de Léwy, entonces, para t fijo se
tiene que AX(t) =0 c.s.

Prueba.- Sea (t(n),n € IN) una sucesién en IR* con t{n) 1t cnan-
do n — 00, entonces como X tiene trayectorias cadlag se tiene que
limy, oo X({{n)) = X(t-) y por la propiedad (3) de los procesos de
Lévy la sucesién (X (¢(n)),n € IN) converge en probabilidad a X (£) de
donde se sigue que tiene una subsucesion que converge ¢4, a X{(I} y
por la unicidad de los limites se tiene el resultado.

Unos de los problemas principales de trabajar con procesos de Lévy es
ue puede presentarse el hecho que

Z AX(s) =00 s

0<a<t

y una de las maneras en que se busca superar esta dificultad es usando
la condicién que siempre tenemos o buscamos tener

Y IAX(s)P <o cs.

0<a<t
Definamos, para 0 < ¢t < cc y 4 € BIR® - {0})

Nt A =t{0<s <HAX(s) e A= Y xalAX(s))

D<a<t
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¥ notemos que para cada w € Q y t > 0 la funcion A — N(t, A)(w) es
una medida de conteo sobre B(IR? - {0} ¥ se liene entonces que

B(N(t, A)) = / N(t, AYfw)dIP(w)

es una medida de Borel sobre B(IR*—{0}. escribiremos u(-) = IE{N(1, )
y la llamaremos medida de intensidad asociada a X_y diremos, ademds,
que A € B{IR? — {0}) es acotada por abajo si 0 ¢ A.

Mostremos el siguiente lema que nos permite probar un teorema im-
portante mas adelante.

Lema 2.5.1 5i A es acotado por abajo enlonces N(1, A) < 0o c.5. para
toda t > ().

Prueba.- Para probar este resultado definamos una sucesion de tiem-
pos de paro (T} n ¢ IN) por
T =inf{t>0,AX(f) € A}
Y para n > 1 mediante
T =inf{t>T2 ,AX(1) € A}.

Asi, como X es cadlag, se tiene que T/ > 0 c.s. v el lim, .o T = oo.
de hecho, si ninguno de los dos no son los casos entonces el conjunto
de los puntos en que salta el proceso en A puede tener un punto de
acumulacién y esto no es posible por ser X cadlag, esto se vio en la

prueba del teorema 2.2.1, entonces, obtenemos que para cada £ > 0

j\fv(t, ‘4) = Z X{T,:f?!} < 00 C.8.
nc N

Enunciemos el siguiente teorema.

Teorema 2.5.4 §i N(t, A) = o peses XA(AX(5) y

1. 5i A es acotado por abajo, entonces {N(t, A}, ¢ > 0) es un proceso
de Poisson con intensidad p(A).
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2.9 Ay, . An € BIRY—{D}) son disjuntos, entonces las variables
N{t, A ..., N(t, An) son independientes.

Para la prueba consultese Applebaum [1], pag. 88.

Ahora supongamos que S = IR x I/, donde U es un espacio medible
con una o-dlgebraCy A = B(IR')®C. Sea p = (p(t), ¢ > 0} un proceso
adaptado que toma valores en I7 tal que M es una medida aleatoria
poisson sobre 5, donde M([0,) x A) = {0 < s < t;p(s) € A} para
cadat > 0y A € C. Y en este caso tenemos que P es un proceso Poisson
puntual y M es su medida aleatoria Poisson asociada.

Sea U un espacio topolégico y tomemos C como su o-algebra de Bo-
rel, y sea como M una medida aleatoria sobre § = IR* x [/, Ahora,
para cala A € C definamos el proceso M,y = (M4(t),¢ > 0) mediante
M4(t) = M([0,) x A). Entonces diremos que M es una Medida martin-
gala siexiste V € C tal que My es una martingala cuando A NV =0
Hlamaremos a V el conjunto Forbidden asociado.

Esto ultimo se aplica a los procesos de Lévy de la manera siguiente,
Sea U = IR*— {0} y sea C su o-dlgebra de Borel. §i X es un proceso de
Lévy, entonces AX es un proceso de Poisson v N es su medida aleatoria
de Poisson asociada. Ahora, para cada f > 0y A un conjunto acatado
por abajo. definimos la medide aleatoria POTESON, COMPENSAAN POT

N(t, A) = N(1, A} — tu(4)
entonces (N(t, A}t 2 0) es una martingala v entonces N se extiende
a medida martingala con conjunto Forbidden {0}.
2.5.1. Integracién de Poisson
Sea f una funcién Borel medible de /R? a IR® y sea A acotado por

abajo entonces para cada t > 0 y w € ) podemos definir la integral de
Poisson de f como una suma, finita aleatoria

[ 1N @) = Y f@n e )

TEA




G

CAPITUL(O 2. MARTINGALAS Y MEDIDAS ALEATORIAS

Aqui se tiene que
t dL‘) Z X{x} A)ﬂ.(ﬁ’)
0<e<Tt

Por lo cual, esta parte sélo puede tomar los valores 0 o 1.

Observemos, ademds, que cada [, f(z)N(t,dz)(w) es una variable alea-
toria en IR? y genera un proceso est ocastlco al hacer variar t.

Ahora, como N{t, {z}) # 0 & AX(x) = 2 para al menos alguna u tal
que 0 < u < {, entonces se tiene que

[I@nwan = ¥ jax@ia@xw). @)

D<€t

Y si (To.n € IN) son los tiempos de arribo para el proceso Poisson
(N(t,A),t > 0). entonces otra manera de representar la integral de
Poisson se sigue inmediatamente dc (2.4)

/mwrd;r} > HAX(TE A xn (T, (2.5)

ne N

De ahora en adelante, escribiremos fta para denotar la restriccidn al
conjunto A de la medida p.

Teorema 2.5.5 Sea A acotade por ebajo y sea [ una funcidn medible
de A o IR, definimos entonces la funcicn

/ flz)N(t,dx). (2.6)
Entonces se tiene

1Y tiene una distribucion Poisson Compuesto tal que paru cada
uw e IR®

/) (exp fi(u, Y} ) = exp [ L (e — 1) {po f)(da)|.

2. 8 f e LMA, jua) entonces

BY) = [ fouds)
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3. 8i fe LA uy) entonces
Var (¥) = [ 1f6uax).
A

Prueba.-

(1) primere veamos que Y(t) en (2.6) es finita, esto, por la razén
que N es finita por el resultado (2.5.1). Para p = (p1,y....pa) € Z°
definamos como CF el conjunto de puntos z = (21,...,24) € IR? tal
que 27p; —1) < z; < 27p, para j = 1,. d Entonces {Cn.p e 2%}
cubre a IR®. ahora ehjamos un punto z; en cada C y deﬁnamos la
funcién f,(r} de A a IR? mediante

f n(-r) = z:

parazr € f *‘(C;'), donde f~ (C‘”) es la imagen inversa de C”, es decir

FHE ={z € A f(2) € CF}

entonces al caleular la norma f{x} — f,(xx) se tiene que

() = ful=)l
donde 2 = f(r) € f~(C}) de donde

il
S
I
B

|f(2) - fulx)l =

pero para cada 7 se tiene que
zoil € 27py - 27" (p; - 1) =277 asi

l2; =

|F(z) = falz)) <

Asi se tiene que | f{z) — fo(z)! < 277d"2. Sea

0= [ AN
A
de donde se tiene que

Yo(t) - Yt} < 27"d2N{, A) = 0 cuando n — oo
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de dende se tiene que
Y.(l) = Z z, N(t, f‘](C';)).
pEZA

Por lo tanto, Y,,(¢) es una variable aleatoria en 4 y se tiene enlonces
que

B = ] fexp {itu, 52N, £HC) )]

pedd
= exp (e — nyu(sr~ o))
ped

= exp [/ (61(11,,)'”(.:)) — 1)”(d$) .
A

Esto por la definicién de medidas aleatorias Poisson. entonces, por el
teorema de continnidad de Lévy, se tiene que Y es una variable aleatoria
sobre A que satisface (1), la cual muestra que la distribucién de Y es
Poisson Compuesto.

(2). (3) Definamos como w (1> Jin (@) ¥ Yiy la j-esima coordenada de
u, f(z) y Y respectivamente. y de ]d‘e. hipétesis de que [, | f(z)|u(de) <
X0y fA |f{x}?u(dz) < oo se tiene entonces que

1 4 : / R

___ {u,fn{z)) _ et @) gy
- € (dr) pldry,
i Bugj /( Dp(dz) Joy(z {dx)

(1&“ )/(€1an(l lj,u dsc = /[f(j)(l‘)}z(’.i(u’ﬂx)}]i(dx),
A

para j=1,...,d. diferenciando IE[e*“*}] de (1) dos veces y haciendo
1 = 0 obtenemos

mmé;ﬁmmmmx

M%ﬂ=(ﬁmmwmf+ﬁm@MM>

asi, se tiene que

2
ZEY,) (/ ezl da‘)) = /f(7 r)p{dr)

= Var{Yy(t)]
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Y usando el teorema : Seq u una distribucidn en IR? y i su funcion
caracteristios, enlonces

1 Sin € IN yu es tal gue [ |p"u(dz) < oo, entonces ji(z) es
una funcidn de clase C™ y pare cualquier conjunto de enteros no
neqalivos ny, ..., ng tales que ny + -+ +ng < n,

/m‘fl . = K%?)n - (%ai)ndﬂ(z)]ﬁo

2. Sin un entero positivo par y si i(2) es de clase C™ en una vecindad

del origen, entonces p tiene todos los momendos absolutos finitos
hasta de orden n.

se tiene que el teorema se completa.
|

Del teorema anterior se ve que la integral de Poisson puede que no
tenga media finita si f ¢ L'( A, u}. Consideremos ahora la sucesién de
variables aleatoria asociada a la Magnitud del salto (Y (n),n € IN)
donde cada

Vi = [ f@nt s - [ fonmiien e
A
de donde usando 1a ecuacién (2.5) y (2.7) se tiene que
Y = FAX(TH))
para cada n € IN. Asi se tiene el siguiente teorema

Teorema 2.5.6 1. (Y/(n),n € IN) son variables oleatoria ind. ¢
wlénticamente distribuides con distribucion dado por

_ wANSHB))
IP(Yf(n) € B) = iy (2.8)
para cada B € B{IRY).
2. ([, F(@)N(t,dz),i > 0) es un proceso Poisson Compueslo.
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Prueba.- (1) Primero determinemos {2.8) usando el tcorema 2.5.5 y
la ecuacion (2.7) y el hecho de que (T — T |, n € IN) son variables
aleatorias ind. e idénticamente distribuidas exponencialmente con la
misma media 1/u(A) obtenemos

P(Yf(n)e B) = IE(xa(Y{(n)
IE [y, TAI( w(Yf ()]
[ j xalf #(dl)PTA—TA l(ds)

wANS 1(3)
plAy

i

i

Entonces lag variables aleatorias son idénticamente distribuidas. para
Ia independencia, hagamos lo siguiente, para todo conjunto finito de
. S . Pl -
ntimeros naturales {i,4g,. .. ém} ¥ By Bigy .- Bi. € BURY) tenga-

oS

PY(i)) € By, YU (i) € By Y[ im) € Bi)

fEpa pa pa  za-ra -TA 1—[)(‘13'1-J (Yfi(%))l

/ [ / iy Sig * Simﬁf}(i)’ z))pe(dx)

XPT;:(dsil)p'f‘{;—'—'ﬂ’:(dbi‘z)“‘ TA 1A (d-"zm

T

- IP(YJ:‘('!I} £ B’l)B)(Yfll(zZ) € Bm) T H)(},fA(im,\) = B-i..,,)

= E

esto por (2.8), asi, se tiene que las variables aleatorias son independien-
tes.

(2) Para probarlo primero notemos que (YfA (n),n €) y el proceso Pois-
son (N(t),1 > 0) son independientes, esto se sigue de una extension del
siguiente argumento, para cada m € IN,n € INU{0}t = 0. B €
B{IR") sc tiene que

P(y/m) € BIT)} <, T4, > 1)
= IP(Y/(m) € B)

P{Y{(m) € BIN(t,A) = n)
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Esto mediante un caleulo similar al realizado en la prueba de (1}, Ahora,
para cada t > (I sc tiene

f Fla)N(tdz) = YA(L) + YAL) +- -+ VAN (8 A))
A

¥ coma los sumandos son ind. ¢ idénticamente distribuidos se tiene que
[ f(z)N(t,dz) es un proceso Poisson Compuesto.

Ahora, asi como se pudo establecer un proceso Poisson compensado,
podemos definir la integral de Poisson compensada, esto para cada f €
LM A, pa), y t > 0 definida como

ff JN(t.dz) = /f N(i,dz) — ff {dx)

se tiene entonces que la integral definida de esta manera es una mar-
tingala.

Dos hechos importantes sc obtienen de! teorema 2.6 al aplicarlo a la
integral de poisson compensada,

oo (v [ sasean) )
._exp{JC[*WI>--1—auhzaijdx)} (29)

para cada u € [R% y si ademas se tiene que f € L2(A, ya), entonces
Y

IE (1 /A FlZIN(t, dzx) ?

Por ultimo veremos los procesos de variacidn finita, que es una clase de
funciones muy usada. Definamos P = {a =t <y < -+ <l <lppr =
b} una particién del intervalo [n,b] en IR y definamos su encaje como
8 = mAx] cjcp |tip1 — ti]. entonces podemos definir la variacidn varP(g)
de una funcién cidlad g : [a,b] — IR? sobre la particién P mediante

varP(g Z lg(tis1) i)l

)=[uwﬂmm (210)
J A
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y si se tiene que Vig) = supp varP(g} < oo, enlonces diremos que la
funcién g tiene variaci”on finite sobre [a,b]. y diremos simplemenie
que tiene variacion finita si g esta definida sobre tode IR ( 0 en su caso
IR™) y tiene variacién finita sobre cada intervalo compacto.

Es trivial ver que si g es no decreciente entonces es de variacién {inita,

e inversamente si g es de variacién linita entonces podemos escribirla
como la diferencia de dos funciones no decrecientes, con sélo escribir

donde V(g)(t) es la variacién de g sobre [a,f].

Este tipo de funciones son importantes en la teoria de integracion,
puesto que se conoce que si g es de variacion finita ¥ es cad, enfonces
existe una tinica medida de Radon p, sobre B(RT) ( es decir, finita
sobre compactos) tal que pg(|0,2]) = f(¢) para toda t = (.

A i, se le llama la medida candnica generada por g. ademds a la va-
riacion total de g le corresponde la variacién de la medida pg ( esto en
notacién s |dgl) v si g es no decreciente, entonces jiy = 0

Asi, st [ IRY - IR cs de variacién finita y cad, y tomando f: [RT —
IR una funcién localmente integrable con respecto a . denolamos por

/fmwm
0

a la integral de Lebesgue f{o . F(s)dpg(s) de { con respecto a la medida

gy La integral [[; f(s)dg(s) se llama la integral de Lebesque-Stieljes.

- Un proceso estocastico (z(t), t > 0) es de variacidn finito si las trayec-

torias (X(¢)(w),t > 0) son de variacién finita para casi todo w € (2.

El ejemplo mds importante para nuestro trabajo es el de las wnfegra-
les de Poisson. Sea N una medida aleataria Poisson, con medida de
intensidad u, que cuenta los saltos de un proceso de Lévy X y si
f: IR® — IR? es Borel medible. para A acotado por abajo, defina-
mos ¥ = {Y(t),t > 0) mediante

WU=Aﬂﬂwa)
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entonces Y () es de variacidn finita sobre [0,t] para cada ¢ > 0.

Mas aum, una condicién necesaria y suliciente para que un proceso de
Lévy tenga variacién finita es que no exista la parte browniana en la
formula de Lévy- Khinchine y ademas que fw < [xlAdz) < oo, esto se
puede consultar en Bretagnolle [8] y en Protter [27).







Capitulo 3

El Teorema de Lévy-Ito

En este capitulo se prueba el teorema de la descomposicién de Lévy-
I£8, que es el hecho de gue cualguier proeeso de Lévy se puede escribir
como la suma de un Movimiento Browniano y de un proceso Poisson
Compmesto con el tamario de saléo menor a uno y mayor a uno. Esto, lo
abordaremos siguiendo de cerca la presentacion que realiza Applebaum
[1].

3.1. Resultados Preliminares

Primero probaremos una serie de resultadas previos, para después enun-
ciar y probar el teorema principal, en la siguiente seccion.

Primero necesitamos recordar la desigualdad de Doob para martingalas,
Si {X{t),t = 0) es una submartingala positiva entonces para toda p = 1
s¢ liene

 (sup (5)7) < (-25) Eaxen

D<s<t

Diremos que M es martingala en [R? si para todo 1 < k < d se
tiene que su k-esima entrada M®) es marlingala, ademds definiremos
la funcidn salto mediante

AM(1) = M{£) — M(i-).

73




CAPITULO 3. EL TEOREMA DE LEVY-ITO

Ademis, diremos que si A es el conjunto de los puntos de discontinuidad
de la martingala M (es decir, los puntos en que se tienc que AM (t) #
0), es obvio entonces que si A®) ¢s el conjunto de la discontinuidad de
la entrada k-esima de la martingala M entonces podriamos escribir al
conjunto A como

A= CJA(").
k=1

Proposicién 3.1.1 Sea M;,j = 1,2 dos martingalas chdlag centrodas
y supongamos que parg alguna § se tiene que M; € L? y que para k # j
yt >0 se tiene que IE[JV(M,(1))?] < oc, entonces

E((M,(1), My(1))] = [E ( 3 (AAﬁ(s),Aﬂfg(s))) (3.1)

G<s<t

dt)llde &(M;,(f)} = M}(f) - Afj{f—) OTL A’IJ (!.—) = lfﬂl_ﬂf_ AIJ(S‘)

Prueba.- Sin perdida de generalidad, supongamos que A es L? y que
M, tiene variacion cuadrado integrable. definamos ahora una particidn
del intervalo [0,¢] mediante P = {0 =t < {; < --+ < by, =1}, y por
la propiedad de las martingalas se tiene que al calcular el lado derecho
de la expresién (3.1) obtenemos

IE(M, (1), My(t))
= mZ— mi /D) M.ﬂtﬂ(f,iﬂ) - Mi(t;), M‘g(tjﬂ) — f'l/fg(tj})]
=0 =0
- mZ_ IE [(Mi(teys) — My(t:), Ma(tiss) — Ma(t))].

=)

Ahora, tomemos una sucesidn de particiones del intervalo [0, ¢}, (P,,n €
IN) tal que
' lim max tirray — by | = 0.

n=+00 0<i(n) Smin)—1 | in)+1 z(n)l

Aqui, puede ser desafortunada la notacién, esto porque {fmy.n € IV}

€3 una sucesion de puntos sobre el intervalo [0,1] para cada i v para
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cadan € IN, donde la 7 es la dada por la primera particidn Py la n
esta dada por la sucesién de particiones.

Volviendo a la demostracion, afirmamos que con probabilidad 1 se tiene
que

m{n)—-1

lim (Mi{tignys1) — M (bsm))s Maltigmyir) — Ma(tin)) (3.2)

n—w

i(n)==0

= Y (AM;(s), AMy(s)).

<<t

Probenios esta dltima afirmacién. F jemos w & £ y asumamos, sin per-
dida de generalidad, que (Mi(t){w),t = 0) y (Ma(t)(w),? > 0} tienen
los mismos puntos de discontinuidad v lamémosle 4 = (¢,,n € V).
Notemos que esto no debe causar ningin problema, pues si las martin-
galas no tienen los mismos puntos de discontinuidad, sélo con tomar
la unién de los dos conjuntos de puntos donde son discontinnos A;, A,
serta nuestro conjunto A y esto lo puedo hacer por el teorema 2.2.1 de
la pagina 44 que me garantiza que los conjunios Ag, A son a lo mds
numerables, aunque claro que como se quiere caleular los saltos de las
martingalas, al final slo va a quedar (no la unién sino) A () Az, esto
pPorque si tenemos un punto ¢q en el que cs discontinuo sélo para alguna
de las dos martingalas, en ese punto se tiene que para la olra martingala
la funcidn salto se anula, asi, se tendria (AM(t0), AM(ty)) = 0.

Ahora, consideremos el conjunto A%, tomando una sucesién de parti-
clones (Fy,n € IN) de [0,¢] tales que, para cada, n € IN, se tiene
que

A5t Ligmye1) = ¥
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para toda 0 < ${n) < m{n) ~ 1, de donde se tiene que

™m{n)—1
Z (M (timyer) — Miltsim )y Ma(tjime1) — Ma{tio))|
J=0
por la designaldad de Cauchy-Schwarz
mi{n)—k
< Z IM iy e1) — M (G| [Matiman) — Maltion)]
J=0
min)—1 .
= ; {ﬂij('f}lgi((n)l IM(timy+1) — Mo(2 n))l} | Mo(tjin1) — Ma{ty
mi{n)—1
= A — Mt Mot — Mot
0<J113;1<a7‘?)i.((ﬁ} . l( n)—H) 1(1'3(1.'.))1 ; ! 2( il )+l) 2( 3 })I
< max ]M] jtmy+1) — M1ty )| varP, (My)

0<fin)<or{nt -1

— 0 cuando 1 — oo,

Asi, s6lo queda verificar que en A s ticne la afirmacion, para esto
fijemos ¢ > 0 y elijamos § = (§,,n ¢ IN) tal que

HlEi.XHﬂd'l(tﬂ)—ﬂ«ﬁ(tn — 15,1) - A‘\I] (tﬂ)|-
|Ma(ty) — Mally, — 6,) — AMa ()]} < ——

"ETL
donde
K =2 sup |M(s)] + 2 sup |Ma(s)].
0<9<f O<ast
Ahora consideremos
S =" {(Mi{ta) — My(t — 8,), Ma{tn) — Mally — 5,))
n=1

— (AM; (), AMa(t )}




3.1. RESULTADOS PRELIMINARES i

¥ enionces tenemos que
1S

5 Z |(-M-1(tn) - Awi(tn - '571): ME(tn) o -ﬁ’f?.(tn - 671))

n=]

- (A‘Ml (in}-f AME(‘CR)}'
= D UMt} - Mty — 6,), My(t,) ~ Mo(ty — 6,))
(

— (AM;(t,), Ma(tn) — Ma(t, — 6,)) + (AM(t,), Ma(tn) — Ma(ly, — 6,))
- (AM, (). AMs(t,))]
= Z] (My(tn) — My(t, — 8,) — AM(1,), Ma(to) — Ma(t,, — 6n))
=1
+ (Aﬂfh( n)- Mz( n,) - IWQUH - 671) - Aﬁfg(tn))l

o0

= Z I(-Mrl(tn) - AMI(tn - 511} - Aﬂ/ﬁ(tn), A’IQ(tn} - iMfQ({'n - ‘5n))‘
+ Z (AM(t), Ma(t) = My(ty ~ 3) — AMa(1,))]
n=1
y usando la designaldad de Cauchy-Schwarz
< Z Eﬂ'f](tn) - ﬂ'fl(tn - ‘5n) - f—"ﬁa’lfi(tn)l i—'ﬁ“f?(in) - ﬁj‘z”ﬂ - 571”
n=1

+Z|AM1 MiMa(ta) = Ma(tn ~ 6,) — Aba(1,)]
y como  A(M,(t}) = M;(t) ~ My(t-)

= Z |‘W1(f'n) - Ml(in “ 671) - AMl(tn)% |A’12(in) Mf)( b, n)‘

+ Z }Ml (tn) — MI (f'n_)l IAIQ(tn) - ﬂJQ(iﬂ. - [sn) - Aﬂjﬁ.‘(tn”
n=1

v ademds

IMy{t,) — M(t, - 6,)] < Mt )+ [ My(t, = 81
< sup M5} + Sup }M( !—2 Sup | M’(s)

0<s<
para j = 1, 2. entonces se tiene que

S8 <2 (sup |Mi(s)] + sup |Mals ) Z

O<la<it Ns<i
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Y se establece la afirmaciGn, alora para obtener el resultado sélo basta
probar la convergencia de ia integral de la suma de la expresion (3.2),
para ver esto, notemos que como se tiene ademss que para cada n € IV

m{n)—1

> My (i) — My (i) [ Mo (Liny 1) — Ma(ticny)]
itn)=0

m{n)-1
< Z | M (i) — My (tign))| | M2{titn)+1) — Ma(tin))]

i{m)=|
min)-1
< 2 sup {|M:(s)} [ Ma(tipyar) — Malbin )]
. [
in)=0 ==
mln)—1
=2 Hup M«f] S)‘ Z IJM) g(n)+1) - 4'{2( £T| n})}
in)=0

=2 sup (M) (5)] varP,(Ma(1))
< 2 s .:«up M {sHV (M, (0).
Dgs<t

En el ultimo paso se ha usado la defnicidn de V(M(t)} para My, asi,
como V(My(t)) = supp varl,(Ma(t}), entonces se tiene que V(My(L)) >
varP, (Ms(t)} para toda particién £2,.

Ahora, se sabe que
(IM1(s)] — V(Ma(t)))* = 0
para toda s € [0, ], entonces desarrollando obtenemos
Mi() = 2 My () VMa(t)) + [V(Ms(6))]° 2 0
de donde
| My ()] + [V(M(t))]* > 2| M, (s} V(Ma(t))
y como |M](.s)1 > 0y V(M(1)) = 0 entonces

M () + VM ()] > M)V (M (1) 2 M ()] V(Ma(0))
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y tomando el supremo sobre s se liene

s (M) + VORI > s VA(EIVOL0)

v al tomar la esperanza nos queda

B sup (M6 ) 418 (VOLOIF) > B s [M(IVOR()).

I<s<t

Y usando la desigualdad de Doob para martingalas obtenemos final-
mente gue

(s MVOR)) < B ((sup ()7 + B (VO]
O<s<t Gls<t
< AE(M(1)[F) + B ([V(M(t))I?) < o0.
Finalmente al usar el teorema de la convergencia dominada se tiene que
IE (M {t), Mo(t)] = 15 [Z (AMl(.sLAMg(sn] -
0t
n
Corolario 3.1.1 Sea N = (N(),1 > 0} un proceso poisson con hem-

pus de llegada (T, n € IN) y sea M una martingala L? chdiag centrada,
entonces para coda t > () se liene

IEMON(1)) = I (E AM(Tn)X{nSf}) :
neEN
Prueba.- Usando la proposicién se tiene que
IE(M{t)N{t}) = ( 3 AM(s) AN(«;))
<8<t

Pero como el proceso Poisson tiene tiempos de llegada T,,, entonces lo
podemos rescribir como

=IE (Z AM(T,)AN(T, )xm})

ne N
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pero como N(7,) = 1 para todo n € IV se tiene entonces

=IF (Z AM(T xmq})

nelV

Ahora, st A es acotado por abajo y supengamos que f € L2(A, pd) y
para cada t > 0 definamos

M) / Fl2)N(t,dz)
entonces se tiene que

VM (L) sup varP(M(t))

Slfl}p varP (/; fx)N(t, dx} — ] (x}u{dx) )

< sl:,pvarP (A f(x)N(t,dx)) + sup varP (ﬂf X dx))
V(/f( IN(s, d‘()) V(/Af( X dx})
[[f IN(t,dx) + /f x)p{dz).

Entonces como f € L*(A, u4) se tiene que E|[, |f(x)IN(, dx)] < oo
asi

2

BV < [ ] if(an(t,dx)]
: )| N (t, dr ) p{dx
+2/Af( JIN(E )[g&»( )

-[f f(scm(dz}r
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Vamos a ver que si se Liene una familia de borelianos en ¢ — {0},
entonces la familia de integrales definida

Yi(t) = ; FlxIN(t,dz)

para cada Ay € BUIR*— {0}) y k= 1,...,m, tal que A, N A, = P, es
independiente.

Primero veamos un teorema que vamos a necesitar para probar lo an-
terior,

Teorema 3.1.1 Supongamos que para cade j = 1,...,k se tiene que
Xjm — X; cuando n — oo con probabilided 1. Y si la familia {X in
i =1,....k} es independiente para cuda n, entonces la familia {X,:
J=1,....k} es independiente

La prueba de este resultado se puede consultar en Billingsley 5], Asi,
se tiene el siguiente teorema.

Teorema 3.1.2 Sean Ay, ..., A, acotados por abajo y sea [ una fun-
cion medible de A, o IR* para toda k = 1,....m, definimos entonces
las funciones

Yilt) = | flz)N(t,dx) (3.3)
para k =1,...,m, entonces Y{{1),...,Y,,(t) son independientes.

Prueba.- Primero ya habiamos visto que Yi.(¢) es finita. esto, por la
razén que N es finita por el resultado (2.5.1). Parap = (py,...,pa) € 74
definamos como CF el conjunto de puntos z = (z1,...,24) € IR? tal
que 27"(p; ~ 1) < 2; <27"p; para j = 1,...,d. Entonces {C7,p & 2%}
cubre a IR?. ahora elijamos un punto zy en cada O y definamos la
funcién f,(z) de Ay a IRY, paratodo k= 1...., m mediante

fn(.’]’,‘) _ 2;1

para @ € f71(CF), asi se tiene que | f{z) — fu(z)] < 27"d"/?. Sea

Y;z,k-(t) = fn(I)N(t- dz)

J Ay
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de donde se tiene que para toda k =1....,m.

You(t) = Y 22N(, AN CY)

peFd

y como N(t, A, {(\C}} son independientes para toda | < k < my
p € Z? por el teorema 2.5.4, entonces se tiene que Y, 1(£), ..., Yoon(t)
gon independientes,

Y ademas, para k fijo se tiene que
lm ¥, {2} = Yi(f)
T—+00

y por el teorema anterior se tiene entonces que Y;i(t),..., Y, (f) son
independientes. . :

Diremos que el procese de Lévy tiene sallos acetados si existe C > (f
tal que

sup |[AX{E) < C.

01 ac

De esta manera si tenemos que un proceso de Lévy tiene saltos aco-
tados entonces liene todos los momentos finitos, eslo se muestra en el
sigulente resultado

Antes, recordemos la desigualdad de Chebyshev-Markov
"8i X es una verieble oleatoria entonces se Hene que
E(X - ap|”?
PX - apl > 0) < ZUX - aull)
Cn
donde C >0, 0 c IR,n € IN”

Teorema 3.1.3 Si X es un proceso de Lévy con saltos acotados en-
tonces se tiene que [E(|X(1)|™) < oo para toda m € IN
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Prueba.- Sea ' » 0 y deflinamos una sucesion de tiempos de paro
(Th.n € IN) mediante

T, = inf{t>0,|X(#)| > C}
yvparan > 1
To = if{t > Tpo1,|X{t) —~ X(Tpy)| > C}.

Ahora, notemos que [AX(T,}| < C y ademds que Tpyy — T, = inf{t >
0;|X{t+ T,) — X(T.,)| > C} para toda n € IV.

Alirmamos que para toda n € IN se tiene que

sup |X(s AT,)| < 2nC (3.4)

P<s<oc

esto, lo probaremos por induceidn sobre las Ty, para n = 1 tenemos
que

sup [X{sAT)| = [X(T1)

D=0
= |X(T) - X(T—) + X(T1—)|
< AX(T)|+ X (T
< 2C

Supongamos que la ecuacién (3.4) se cumple para n > 1. fijando w € Q2
¥ consideremos el Jado izquierde de la ecuacién donde reemplazamos
an por n+ 1, asi, se tiene suppc, o [ X (s A Thy1}l- Abhora, el supre-
mo de [ X(s A T,41)] es alcanzado sobre el intervalo [0, Ty (w}) o sobre
[Ta(w), Ty1(w)]. En el primer caso, se ticne que en particular

sup [ X(s ATair}| < 200 < 2(n+1)C.

G<ls<oon
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En el segundo caso se tiene que

sup X (s A Thpy )(w)]

Das<oo

= sup|X(s){w)|

Trlw)<o<Th o (w)

= oswp [ X(s)(w) - X{T)(w) + X(T){w))|

Tnlw)ss<T 1 fw)

< oS IXO)) = X))+ X))

Tniw) sy (w
X (T )(w) — X(T){(w)] + 2nC
= | X(Tai1)(w) = X (T —Hw) + X (Tor—){w) — X (T)(w)| + 2nC
X (T w) = X (T~ Yol + [ X (Tna1 =) (w) — X (T} (w)i + 2nC

Ahora, para toda n > 2 se tiene quc las variables aleatorias T, — T
son independientes de Fr, _, v tienen la misma distribucidn que T3, esto
usando el teorema 2.4.3, conocido como la propiedad fuerte de Markov.
Ahora, al usar el teorema 2.4.1 de manera repetida se tiene que

Ele™) = [Fle T G-T L p=T ey = [B(e™ ™" = o™ (3.5)

para alguma a tal que 0 < g < 1.

Y al usar la desigualdad de Chebyshev-Markov y las expresiones (3.4)
v (3.5), se tiene que paratodane€ INy{ > 0

PX{t) = 2nC) < P(T, <1t)
= (T > )
= Ple™ >e™h
Elet)
ot

£ 7

= €1

Asi, se ha establecido el hecho que

PX()] = 2n) < eta™. (3.6)
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Y al caleular IE([X (£)|™) se tiene que

/ |$Imlpxu}(d.l'} = Z/ 1.’]5|mlp)(u)((}$)
fzf>enC e 4 2Oz 2P+ 1)C

pero como |z} < 2(r + 1)C entonces |z™ < [2{r + 1)C|™ v asi

X
< Ypr+uer [ PPy ()
p— eS| <2 (r 10
y ademds por (3.6) sc tiene que
< Y R0+ DE)etar2C
- 20]?n+1 tZ(T +1
< 00. B

Y como se cumple para toda n € IN se ticne entonces gue X tiene
Lodos los momentos finitos.

Ahora, consideremos el proceso Poisson Compuesto

el cual nos va a permitir definir un proceso estocastico Y, = (¥5(t),t 2>
0) como

y;(n):xgp/p N (¢, dz).

Aqui se tiene que al proceso de Lévy X se le estdn quitando los saltos de
tamaio mayores o iguales a a. Ahora, el proceso ¥, se puede rescribir de
la siguiente manera, si {Ty,,n € IN) son los tiempos de legada para el
proceso paisson {N{t, B,(0)%),# > 0) {con B,{0} como la bola de radio
a alrededor del 0}, entonces podemos escribir a ¥, de manera recursiva
COMO

X{t), para 0 < ¢ < 17 ;
X(Th~), parat = T3 ;
X(t)-X(T)+X(Th=), paraT] <t <Ty;
Yo(To—), para f = T3 .

Yu(t) -
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Asi, se tiene el siguiente teorema
Teorema 3.1.4 Y, es un proceso de Lévy.

Prueba.- Tenemos que verificar que se cumplen las 3 condiciones de
la definicién 1.5.1, de la pagina 16, Pero se tiene que (1) es inmediato,
pues Yo{0) = X(0) = 0 cs., para probar (2) si A es acotado por
abajo entonces se tiene que para cada § < s < ¢ < oo yne N
N{t, A) - N(s,A) = n s v 80lo si existen s < #y,--- << {, < { tales que

AX(t)e A 1<j<n

Mas aun, AX(u) € A siy solo si existe @ € A para la cual, dada toda
€ > 0 existe § > 0 tal que

O0<u—w<g§=

Xuw) — X(u) ~ al < ¢

As, de las dos expresiones anteriores se tiene que (N(t, A) = N(s. A) =
) € 0{X(v) - X(u)s<u<u< t.

Ademads, como

Yull) - Yals) = X(8)~ [|> sN{t, dr) — X(s) — / N (s, dz)

Jizfza

X(t)— X(s) +/ 2 {N(t,dr) — N(s,dx)j

frl>a

y como claramente {|z} > o} es acotado por abajo, se tiene que Y, (1) —

Ya(s) es Fy -medible, donde 7, = o{X(u)-X(v);s <v<u<t} Por

tanto, se tiene que Y, tiene increment.os independientes ¥y estacionarios.

Para probar (3), al usar el hecho que para cada b > 0y £ > 0 se tiene

que
. b
2

.P({Ya(t}' 26) < P (1X(z); > g) P (i[mzaxf‘v’(t,da:)

=0sif]0.
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Ahora definamos el procese de Lévy V, = (f’;(t},t = Q) por
Valt) = Yalt) ~ E[Ya()

y este proceso, es una martingala L2 cAdlag v centrada .

Tomemos ahora a = 1 y rescribamos los procesos Yl,ﬁ s6lo como Y, Y.
Ademas, usemos M(t, A) = [, xN{¢,dz) para t > 0 y A acotado por
abajo.

Recordemos la definicién que se habia dado del espacio lineal M que
era las clases de equivalencia de las martingalas L2 F,-adaptadas, ahora
si definimos un producto interior en este espacio de la siguiente manera

B [ / f(x)g(x)u(dm] (37)
A

Para f,g € M y A acotado por abajo.

Definiremos ahora al espacio M 4 para A acotado por abajo por

My = {f f@)N(t,dz), f € LQ(A.;e-,a)}

Se puede mostrar que M4 es un subespacio cerrado del espacio mar-
tingala M, pero aqui no lo haremos.

Para probar el siguiente teorema necesitaremos antes el signiente lema.

Lema 3.1.1 Sea A acotado por abajo y M una martingala cenirada
L* que ademds es continua en los tiempos de arribo de (N(t, A).t > 0)
entonces M es ortogonal o cada proceso M* en M.

Prueba.- Tenemos que probar que (M (t), M(t)*} = 0, para esto note-
mos que como M(f) es continua en los tiempos de arribo de N(¢, 4)
entonces se tiene que AM(T,,) = 0 para toda n € IN, ahora sea M (1)
cualquier martingala de M 4. y usando la definicién del producto interno
dado en la expresion (3.7), v recordando la definicién de esperanza con-
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dicional dada por Dudley {12], pag. 336 se tiene que

| [ M us)
B u(A) (M( )M(f) 4)]
PAVE [I2 (M) M(t)*[A)]
HAE [(M(t )M(t)*)}
¥y por la proposicién 3.1.1 se tiene que

> &]\/I(S)Aﬂ{*(s)} .

0la<t

{(M(t), M{t)")

fl

(M(t), M{t)) = u(A)E

Pero como AM(T,) = 0 para todo (T,,n € IN) tiempo de llegada v
como ademds, M(¢)* sélo toma valores diferentes de cero en (45,0 €
IV se tiene entonces que

(M, M) =
[ |

Enunciaremos enseguida el teorema de Kac, que se deja sin demostra-
¢i6n y que puede consultarse en Bretagnolle, Chatterji and Meyoer 9]
pag. 175,

Teorema 3.1.5 Kac. Las variables aleatorias X 1, Xg, o X, son in-
dependiente si y solo si

Iy (exp {z‘ i[uj, )]) = g, (1) - - - b, ()

=1

para toda vy, ..., u, y donde ¢x; es la funcion caracteristica de lo va-
riable aleatoria X 5 pare toda j.

Asi, tenemos el teorema signiente que es de vital importancia para la
prueba de la descomposicién de Lévy-ité.

Teorema 3.1.6 Para cada t > 0)

Y (1) = Yo(t) + Yalt)
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donde Y. y Yy son procesos de Lévy independientes, y Y. tiene trayec-
torias continuas y

Ya(t) :f1' ZN(t, dzx).
zj<l

Prueba.- Tomemos una sucesién (e,,n € IN) que decrece a (f monéto-
namente, y con ¢, = 1, Para cada m € IN definamos

Brn={r € B* ey < |2 < &}
y para cada n € IV definamos
An = Unmr;le'

Afirmamos que la sucesion (M(-, A,).n € IN) converge en el espacio
martingala a Y. Para probar esto, primero veamos que para cada t > 0
las martingalas M(t, B,,)} son mutuamente ortogonales, esto si podemos
usar la proposicién 3.1.1, de donde se tiene que

EME A = E[M UL B P

m=1

= B[M(B) P+t (M1, B

n
+2 3 D TIE[(M(t, B), M(#, BiY)]
m=di»m
v por la proposicién 3.1.1 cada término de la segunda suma es 0 entonces

Mt AN = E|M B+ + E M (4, B,) ]

= Y E[M{t, B

me=1

i

Sea Z4 (t) = 'f/(t) — M(t, A,), entonces Z es un proceso de Lévy, asi,
si 1), es el Exponente de Lévy de Z(t) y si u € IR? entonces

M{t) = expli(u, Za,(t)) — tnz(u, Ax)] =1

es una martingala, esto por el teorema 2.3.1 y 8i ag(4,.) ©8 ¢l Exponen-
te de Lévy de M(t, A,) definimos otra martingala usando el proceso
de Lévy M{¢, A,) y aplicando de nuevo el teorema 2.3.1 mediante

Mi(t, Ay) = expli(u, M (¢, An)) — thazian) — 1
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Asi, se tiene que las martingalas M,(¢) y M, (1, A,) son independientes,
para probar esta afirmacién usando el teorema del valor medio se tiene
que para cada ¢ > () existe una variable aleatoria compleja p(t) con la
condicion 0 < [p(#)| <1 tal que

My (L, An) = p(t)[i(u, M {1, An)) ~ tarpan)-

Asi, M, (t, A,) tiene variacién cuadrado integrable, esto para poder usar
la proposicién 3.1.1, ahora para 0 < 5 < t < oc se tiene que
IE[_Mu(t)Ml(s, An)] = IE‘LM“(S)MI(S, An)}
HIE{{ M, (1) ~ My(8)}M (s, A,)l. (3.8}
Ademads, como el conjunto en donde M, (s) y M;(s, A,) tienen saltos
al mismo tiempo es el vacio, esto porque al proceso Z(#) se le estén

quitando los saltos de tamafio contenidos en A, mientras que el proceso
M (s, A,) s6lo tiene saltos en A, se tiene entonces que

M, (5)Mi(s, 4,)} = 0.

Ahora, para el segundo término de (3.8) condicionemos con respecto a
Fs y por ser M, {t) martingala obtenemos

E{M,(1) ~ M()}Mi(s, AJIF] = Mils, AVEM(1) = M(s))| )]

M, (5, A) EM(DIF,] - My(s))

= M(s, 4,) (M,(35) — M,(s))
= (.

Y volviendo a (3.8) se tiene entonces que
E[M,{t)M,(s, Ap)] = 0.
De donde al desarrollar obtenemos

EM(t)M(5,4,)) = B [(¢¥Zanth=tnz _ 1) (M An )5y 1]
- B [Ei(u,zﬁn(t)}—mz ei(u,M(S»An))—sanm]

/o [ei(u,ZA,,(t))—mz] ~IE [ef(“»M(ﬂIAn)}*Sﬂan)] +

— e*-tnz PRLUISVISY [6’&{15,2_4” (t))ei(u,M{s.Au))]

*e_mz—tnz — I AR TIIM AL | ]

= e ZpT ) I [61(“"2"”“))fiﬂ-u'M(s’A”m —~1=0.
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Es decir
1E[ei(uazlq?.(5)}85(11,1‘4{-‘&-’1:1})] = "2 oS4

- IE[cé("‘ZAﬂ(t))]E[ei(n'M(s’A“))}-

Por tanto, los procesos Z y M {t, A,) son independientes por el teorema,
de Kac, y ademss ortagonales por el lema anterior, asi, escribamos

Var(¥(1)) = Var (¥(6) - M(e, A,)] + M(t, A,))
= Var (?(t) - M, An)> + Var (M(t, An))
~2Cov (¥ (t) = M(t, A,), M, A))
= Var (V(1) - M. A,,)) + Var (M(t, A,)).

De doude se obtiene
IE(M(t, AYY) = Var (M(t, A,)) < Var(Y(t)). (3.9)

Entonces se tiene que por la expresion (3.9) para £ > 0 la sucesién
UE[M{t, Au)f*,n € IN) es ereciente y acotada por artiba por (Y (£)2) <
o0 y por {o tanto convergente , aun mis, para ny < g cOn Ny, Ng € IV
se tlene

(Mt Any) = M(t, A )P) = IE (M{t, An,)? — 2M {8, A )Mt Ay,)
+M(t, Ay, )
= E(M(t, A,))*
—20E (M (1, An, )M (t, An,))
+IE (M{t, A, )?)
= IE(M{t, A,)) ~ IE (M{L, A

Y por lo tanto se deduce que

Yi(l) = / TN ( dx) = 17— lim M{t, A,).
il

N
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De donde se tiene que Yy estd en el espacio martingala. Entonces al
usar €l teorema 1.5.3 de la pagina 20, se tiene entonces que ¥y es un
proceso de Lévy, esto usando la desigualdad de Chebyshev para b > 0

lim 1P (1Ya(t) — M(L, An)] == b) = 0

para todan € IV.

Ahora, veamos que como Y es proceso de Lévy y también lo es ¥y ¥
como la suma de dos procesos de Lévy es a su vez un proceso de Lévy
entonces

Hm ¥ — M(t,A) =Y —Ys =Y,

N0

es un proceso de Lévy en el espacio martingala M, entonces
Yo(t) = L7 — lm (Y {£) — M(t, An)].

Sélo falta ver que ¥, tiene trayectorias continuas, para esto se tiene que
si Yo(t) = O c.s. para toda i > 0 habremos terminado, pues salvo un con-
junto de medida cero, se tendria que Y, es una constante, supongamas
que este 10 es el caso, y procederemos a probarlo por contradiceion. Sea
N C Y el conjunto sobre el cual las trayectorias de Y, son discontinuas.
si IP(N} = 0, podemos reemiplazar ¥, por una modificacion que tenga
trayeclorias continuas, entonces supongamos que IP{N} > 0. Entonces
existen b > 0 y un tiempo de paro tal que P(|AX (T} > b) > 0. y sea
A={xe€IR*: |z| > b}, entonces por la proposicién 3.1.1 se tiene que
paracadai > 0y f € L*(A, 1a)

0 # (v [ Mf(a:w(t,dw})

|
n—+eQ

~ lim IE ([?(t) - M(t,An)],./!;bbf(I)N(t>d1")) =0

Esto porque el proceso Y {t) — M(t, A,) no tiene saltos. Por tanto, el
proceso Y, tiene trayectorias continuas.
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Nota 3.1.1 Este teorema también se puede probar de una manera
distinta utilizando herramientas de los espacios de Hilbert, esto ya que
comae M es un espacio completo, y para que sea espacio de Hilbert s6lo
faltarfa completar la seminorma definida en la seccién 2.3, es decir,
convertirla en norma y como se puede probar que para cada A acotado
por abajo el conjunto M 4 es un subespacio cerrado del espacio martin-
gala M y por el lema 3.1.1 entonces se puede definir M y usando el
teorema 3.9.4 pdg, 123 del libro de Debnath L., Mikusinski P.[10] que
garantiza gque:

5t S es un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert H, entonces coda
elemenio de x € H tiene dnica descomposicidn en la forma z =y + 2
dondey e S yz €S,

se tendria la prueba del teorema, ahora para completar la norma es
necesario dar la definicién de procesos Predecibles, perc es algo que
aqui no haremos.

Renombrando a 1 como la medida de intensidad de la medida aleatoria
’ .
poisson N y del teorema anterior se tienen los signientes corolarios

Corolario 3.1.2 ;i es una medida de Lévy.

Prueba.- 3$6lo tenemos que probar que j((—1,1)¢) < oo, y veamos
que

/ fz]*u(dz) = lim |z (dz)
<l

=00 JA

7t

= lim B(M(t, A)[?)
= BV < oc.

Corolario 3.1.3 Para cada t > 0, © € [R®

E(ei(u.};{(t))} = exp {[ [eé{w) —1—i(u, J;)} ;L(da':)} .
lx|<1
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Prueba.- Retomando la expresion (2.9) de la pagina 69, se Licne que

E{ei(u.)’d(t))} _ nlir[.lo IE (ei(u’jﬂn q:,ii'(t,dr))}
= lim exp {f [ei(“’z) — 1 —i{u,x)] u(dm)}
o0 An

= exp { fl [ 1) u(dm)} |

Ahora, se probars que el proceso Y.(1) es un Movimiento browniano, lo
cual nos dejard en la posicién de probar el teorema de la descomposicion
de Lévy-1td.

Teorema 3.1.7 Y. es un Movimiento Browniano.

Prueba.- Probaremos que para toda u € IR y ¢ > () e tiene que
E[ei(u,}’c(t))} - e—t(u,Au]/ﬁ‘ (310)

dondc A es una matriz d x d simétrica positiva definida.

Por conveniencia tomemos d = 1. Y come por definicidn Y, no tienc
salios, entonces por el teorema 3.1.3 tiene todos los momentos finitos,
y asi ¥, es un proceso de Lévy centrado y se puede tener que

¢t(“) — E(ﬁiu}’p(t)) — em(u}’ (3.11)

donde 1 € C*(C) y ademds 7'(0) = 0. Ahora al diferenciar para cada
> 0ym> 2 se tiene

Y (O™ =art +ant® + -+ ayy 1™ {3.12)

donde ay,a9,. .., 0. € IR.

Abora definamos una particién sobre el intervalo [0,¢], de la manera
siguiente: sea P = {0 = {; < 4, < ... « t, = t} y para el propésito
de esta prueba denotemos como AYu(ts) = Yo(t;51) ~ Yo(t;) para cada
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0 <j < n-—1 Ahora, se tiene que escribiendo lo siguiente como una
serie telescopica obtenemos que

n—1
E(et’uya(f) _ 1) - I (Z(eizt}"}(i_,Jrl) . ea'ch(t}-}))

§=0

n—1
— E (Z e’iuK—:(fJ)(Bfu(Y.-[tj*1}—“:“9‘}} - 1))

=0

n--1
= IR (Z eiulﬂ;(t,}(ﬁiu(é}’r(t_,)) _ ])) (313)

§=0

¥ por ¢l teorema de Taylor sobre el término ¢4 () se iiene que para
no= 2,

n—1 ,. .
GuAYelts) (WAK:("IJ))A'
k!

k=0

st

i uﬁ}:—'(tﬂ n—1 i 1
* (n— 1! /[; (wAY,(t;) — )" ede
i?z:ﬁ}’,:(tj)

1!
wAYA ) ]
—f {uAY,(t;) — v)e’"du
0
= 1 %UAK((,J}

wAY:{t) ]
- / (wAY,.(t;) — vie™dy.
0

Y por el teorema del valor medio para integrales se tiene que

ptudtalt;) 14 iuAYc(tj)
~[uAY (1]} — O{nAY.{t;) — ¢, )™,
donde < ; < uAY (4.
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Pero esto lo podemos rescribir eomo

AV =1 LAY ()
WA )AY, () - GuAY, (1)l rna¥ets)
Donde 0 < ¢; <1
1+ iuA}’;(tj) _ [u:ﬁ}’;(tj)}z(l _ Cj)EiCJuAYc(tj}
;UemPero lo podemos reseribir para 0 < 8, < 1 como
= 1+HiuAY(t;) — AY,(t;)Pe ot
sumando y restando el blguu,nte termmo

= L+ mAY(t;) — —{AY (53]

It

2 .
+%—[A}’r(tj)}2 _ u?[An(tj)]EetﬂjuAY}(.'J)-

Volviendo a (3.13) se tiene que

n—|
(Z (‘l’h’.)’ (tj 'LuAYn(i_—;] _ 1)

F=0
n—

I

E[eiu}'}(t} _ l)

1

= JF (‘?,TL AY, t:(ﬁj)eéuyr(ij))
n— 7
s 7 (Zi Yn(;) (AY(! ))
— 2
J
+IE (if[AY(t )]2 Y1) )
B 3
2 = 2l (t;) tul, AYL(4,)
-IE{u Z[AYE(I,J-)] e e :

=0

Juntando los dos dltimos términos, se tiene que
E(eYY 1) = (L) + E(L) + B (3.14)
donde

n—-1
L{t) = i) AY,(t;)e™r ),

=0
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o ti-l
'h' . } . .
Li{t) = U AY(L)),
S
” g n~1
— Vel )+0;AY. wﬂ‘;(f. )]
Ii(t) = ~ z:nmy;(tj); (26 FL)HOAY. ) Y.

Ahora por los incrementos independientes de Y, se tiene que

E(L()) = éuniIE(C"”YH‘?))IE(AYC(Q}) =0

§=0

n—1
s

—

ELB) = - ) BV O EAY(E)

J':

o n— 1
au”

T ﬁf’t (W)(tjr = t5). (3.15)

La expresidn (3.15) se ha obtenido al usar las expresiones (3.11} y
{3.12).

Para tratar I3(t) definamos ¢l evento para a > 0

B,= méx sup  |Ye(v) = Ye(u)| <«
{o<i<n— ”{Q\nuCLJH}

Asi, podemos escribir

E(Is(1)) = IE(5(0)x8,) + B(L{t)xag ).

Y al usar la desigualdad {€¥ — 1| < 2 que se cumple para toda y € IR
se tiene que el segundo término de la expresion anierior viene a cstar
acotado por

n—1

\E(L{tys) < zuzz ] AV (1) () 2AIP ()

o 3
< P(IP(BL)) E(Zam(tjf)
F=0
< F(IP(BENVTO(E + )3,
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Esto se obtiene al usar la desigualdad de Canchy-Schwars y la expresion
(3.12).

Y el cdleulo sobre B, usando una vez mas la expresion (3.12), nos deja

o [ S Y1) Pw)

Ba $20
cat|ul’. (3.16)
Introduzcamos ahora una sucesion de particiones (P?,n ¢ IN) tal que
MMy o0 0 = 0 donde 8, = MaX,  jn)cppim [Limyn — Eyom] ¥ escribamos
para cada n € IN el correspondiente I{t) como [ ,(cn) {t) para j = 1,2,3,
v también denotemos como B, como B

HE(13{t)x s, )]

[A

1A

Ahora, por la continuidad de las trayectorias de Y, se tiene que

méx sup \Yc(v) ~Yolu)| < sup iYe(v) — Yo(ull

TEgminy Ly | Lu,u<t iy O m<t lu—v)<d,
— 0 s n—o00
Y por el teorema de la convergencia dominada se tiene que

lim P((B =10

R—20

Y recordando que

E(L(t)) = IE(Li(txp,) + E(L(xa;)
se tiene entonces

catiul?

limsup IE(I (1)) <

00 2

pero como & se puede hacer arbitrariamente pequefio entonces se tiene

que
lim E(IM (1) = 0. (3.17)
00

Ahora, volviendo a la expresién {3.15}, y tomando Iz{")

pondiente I, v tomando Hmite ciando n — oo se tiene

por el corres-

. ™ (M! {n) ~
lim E(IM@) = -5 lim zmn) w4

00

“
U=

= —— [ ¢(u)ds (3.18)
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Y volviendo a la expresion (3.14) se Liene entonces que

Plu) —1 = IE’[eerm}
B[R]+ ) + |1

I
1

2 L
= 2 f ,(u)ds
2 Jo
por lo que se tiene que
2 pt
au ,
¢ofu) ~ 1= —5 [ @a(ujds
0

y al derivar con respecto a t y utilizando el teorema fundamental del
caleulo se obtiene una ecuacién diferencial en ¢ y al resolver obtenemos.

2
%ty = A%E"@.(u)
A
ql’t(u) 5
Asi
Lelu) o
_—_—al = ——
S0 Ps ('EL) 5
Infgs()f, = — a,f;r
Pero go(w) = ™09 = 1 entonces
atu?
Infy(u)] - In[gg{u)] = WTL

De donde Y,{t} es un Movimiento Browniano.

3.2. Teorema de la Descomposicién de Lévy-
Ito

Ahora se enunciard y se probard el teorema principal de este capitulo,
el cnal nos dice que si se tiene un proceso de Lévy entonces se tiene
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que s¢ puede escribir como una parte continua, que es un Movimiento
Browniano, v una parte que tiene saltos acotados ¥y una con saltos no
acotados, que es un proceso de Poisson Compuesto.

Asimismo, al final de esta seccién se probara la primera parte del teo-
rema de la representacién de Lévy-Khintchine, esto dltimo utilizando
la descomposicién de Lévy-Tto.

Teorema 3.2.1 (La descomposicién de Lévy-1té} Si X es un
proceso de Lévy entonces existe b € IR®, un Movimienio Browniano
By con matriz de covarianza A y una medida aleatoria Poisson inde-
pendiente N sobre RY x (IR? — {0}) tal que para cada t > 0

X{t) = bt + Ba(t)+ /

]

:r_fi’(t,dx)Jr/ aN(tdz).  (3.19)

lri>1

Prueba.- Usando los teoremas 3.1.6 y 3.1.7 haciendo

b=IE (X(]) - /Im J:N(],d:r)) .

Y los procesos Ba(l) y N son independientes al usar el corolario 3.1.1
y el argumento de la pigina 90 en la prueba del teorema 3.1.6.

Ahora se probard el teorema de la representacién de Lévy-Khintchine
del capitulo 1, lo haremos en forma de corolario del teorema anterior.

Corolario 3.2.1 (La Representacién de Lévy-Khintchine) §i X
es un procese de Lévy entonces para cade v € IR® yt > 0 se tiene que

B~ e (i) 0

+ / [ — 1 — i, ) x sy uldy) }) :
F-{0}
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Prueba.- Usando la descomposicién de Lévy-1t6 y por la independen-
cla se tiene que

E( ez‘(u,x(z))) = IF( ei(u,Yc(i})) I ei(u,Yd(t})} o (ei(u,fimgl -.tN(t.d;r.)))

y por la expresién (3.10} de la prueba del teorema 3.1.7 v €l corolario
3.1.3 y al usar el teorema 2.5.5 de la pégina 64 sc tiene que

IE(e™ XY = exp (t {i(b, 1) — %(u, Au)

+ [R o [ — 1 i(u, y)x,s[y)]u(dy)}) -







Conclusiones

Los procesos de Lévy pueden ser vistos como un buen fundamento
para estudiar los procesos estocisticos, pues al ohtencrse de ellos ca-
sos particulares tan notables como el Proceso Poisson, el Movimiento
Browniano, los subordinadores, 1as variables aleatorias estables, se tiene
que, estudiando los procesos de Lévy. se tendrfa una idea muy general
de todos estos procesos y s6lo se estudiarian sus caracterfsticas muy
particulares.

Ademds, las definiciones del capitulo 2, que son tan lmportantes en
los procesos estocdslicos, estarian por lo tanto dadas para los procesos
mencionados arriba. Por lo tanto, sélo bastarfa precisarlas una sola vez
para obhtener la teorfa general relacionada a estos Procesos.

Si bien, un curso de procesos de Lévy esta un poco mds alld de un curso
de licenciatura, si seria posible tratar varias de sus propiedades, quizds
sin demostracién, pero s enfatizando las definiciones ¥ conceptos.

La descomposicién de Lévy-Ito es el resultado mas complicado de pro-
bar, esto porque se utiliza mucho andlisis en descomnmponer a un proceso
de Lévy en tres procesos que son un Movimiento Browniano estandar,
un proceso Poisson Compuesto por saltos acotados -que agui nuestra
cota es uno- y otro proceso Poisson Compuesto con saltos no acotados.

Ahora bien este resultado esta ir-plicito en cl trabajo de Lévy Precessus
Stochastiques et Mouvement Brownien de 1934, pero fue K. lio el que
lo establecié de manera rigurosa.
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Introduccidn

En la actualidad, los procesos estocdsticos son una herramienta muy uti-
lizada, tanto en matematicas como en otras disciplinas como son ingenierfa,
telecomunicaciones, medio ambiente, genética, estadistica. hiologia, economia
v finanzas. Asimismo, dentro de las matemadticas existe una conexidn entre
los procesos estocdsticos y dreas tales como ecuaciones en derivadas parciales,
semigrupos e operadores y la teorfa del potencial, por mencionar algunas.

Los procesos de Lévy son, esencialmente, procesos estocdsticos con incre-
mentos independientes y estacionarios en el tiempo. Su importancia radica en
que son la generalizacién de las caminatas aleatorias, ademas de ser objetos
matematicos que tienen propiedades muy importantes, razén por la cual son
un buen fundamento para estudiar los procesos estocisticos en general,

En este trabajo se presentan los procesos de Lévy de la manera mds gene-
ral posible y se presentardn siguiendo muy de cerca los libros de Applebanm
[1] ¥ Sato [31]. Si bien la bibliografia es escasa, se tiene que con estos dos
libros se cubre de una manera detallada las propiedades més generales de
estos procesos.

El propdsito de este trabajo es desarrallar la estructura de los Procesos de
Lévy, y presentar una prueba del importante teorema de la descomposicidn de
Lévy-leh. Este teorema resulta importante pues con su uso se puede concretar
una integral estocdstica con respecto a procesos de Lévy, que de manera
directa no seria tan claro precisarla.

La estructura basica de estos procesos fue entendida en la década de
1930-1940, v mucho de esto se le debe al probabilista francés Paul Lévy, al
matematico ruso A. N. Khintchine y a K. Ité en Japén. En los dltimos 10
a0s los procesos de Lévy han tenido un resurgimiento importante, impulsados
por las diferentes aplicaciones, en particular las ralacionadas con el drea de
finanzas, en el cdleulo del precio de las opciones.

Los procesos de Lévy incluven varios de los provesos més importantes

VI




V11 INTRODUCCION

como casos particulares, esto se discute en el capitulo 1, donde ademiis se
presenta la representacién de Lévy-Khintchine referente a las distribuciones
infinitamente divisibles y se da una parte de la prueba en este capitulo y se
completa la prueba hasta el capitulo 3, como caso particular se ven los subor-
dinadores y se terminara definiendo un semigrupo en convolucién de medidas
de probabilidad, de donde se podria obtener su generador infinitesimal, pero
agui no lo haremos. Para los resultados que no se prueban en este capitulo
se da una referencia para su consulta.

En el capitulo 2 se introducen conceptos relacionados a procesos de Lévy,
pero que pueden ser definidos para procesos més generales, como son el con-
cepto de martingala, tiempos de paro y modificacién de procesos, ademds se
introducird el concepto de medida aleatoria Poisson e integracién de Pois-
son, la finalidad de esto es tener las herramicntas necesarias para probar en
el siguiente capitulo el teorema de la descomposicion de Lévy-Iid, en este
capitulo se prueba la mayor parte de los resultados.

EL teorema de la descomposicion de Lévy-Itd se aborda en el ultino
capitulo, siguiendo muy de cerca la presentacién que realiza Applebaumn,
aunque aqui se presentan las pruchas de una manera m
as detallada y corrigiendo algiin error. Se inicia con una serie de resultados
previos, que se utilizardn cowo lemas en la prueba del teorema principal y
finalizando con la prueba de la primera parie de! teorema de la representacion
de Lévy-Khintchine. En este capitulo sc realizan todas las pruebas de los
resuitados presentados.

Al inicio del trabajo se tiene un resumen de la notacién més usada, cspe-
rando con eso que la lectura resulte mas cémoda. _

En la parte final se tienen las conclusiones del trabajo. asi como la hiblio-
grafia usada en este trabajo, y que sin duda podria servir para profundizar
en los temas abordados, sin que- ¢sto signifique que sea completa o que sca
la totalidad de la blbhograﬁa existente de los temas discutidos aqui.




Notacién

|
inf. div.
By(s)

1 * Lo

D

M, (IR%

Px
X ~7{(c)
X~ wle, pz)

By(0)
()
sgn(w)
fcz(ll)

X ~ SasS
B(t)
Cy(IR%)
M

Final de una prueba.

Infinitamente divisible

El espacio de todas las funciones Borel medibles
acotadas de S—IR con § € B(/R?} localmente
compagcto con la topologia usnal

Convolucién de las medidas de probahilidad g
Y lig

Equivalencia en distribucién

Conjunto de todas las medidas borelianas
sobre JRY

La funcién caracteristica de X

X sigue una distribucién Poisson

X sigue una distribucion Poisson Compuesta.
con pardmetros c en la Poisson v Zen la N
Bola abierta de radio 1 alrededor det )
Producto interno

El signo de u

El conjunto {z € IR? : |z| == 1}

Norma, del vector u

X es v.a. Estable simétrica con indice o
Movimiento Browniano Estandar

Funciones continuas acotadas de IR* a IR
Espacio lineat de las clases de equivalencias
de Martingalas L2.

IX




X NOTACION

C.5. Casi seguramente.
A Minimo de un conjunto.
A% Maximo de un conjunto.
xA(t) - Funcién caracterfstica, L sit € A,
A un conjunto v cero en otro caso.
1 4(x) Funcién Indicadora, 1 st x € A,
A un conjunto y cero en otro caso.
varP(g) La variacién de g una funcién g : [a, b} — IR?
sobre la particidn P.
Var(X) La varianza de la variable aleatoria X
V(g) supp varP(g)
X(t-) limgpe X ()
AX(t) X(t) - X(t-)

L2 — im0 X(n) = X Convergencia en [2, i.e.
lim,, . IE(IX(H) - XE)) =0




Capitulo 1

Procesos de Lévy

En este capitulo se definirdn los Procesos de Lévy, se verd el concepio de
variables aleatorias infinitamente divisibles, €l ieorema de Lévy-Khintchine,
algunos ejemplos de los Procesos de Lévy, y como caso particular los subor-
dinadores, ademds veremos que los procesos de Lévy se pueden tratar como
semigrupos en convoluecidn de medidas de probabilidad.

1.1. Distribuciones Infinitamente Divisibles

Sea {0, F, IP) un espacio de Probabilidad y (£, B) Un espacio medible.
Un Proceso Estocastico con valores en (£, B) es una familia X = (Xy)ier
de funciones medibles X, : (Q, F) — {&,B).

Cuando no se indique el espacio de estados (£, B), eso significa que esta-
mos lomando el caso (€, B) = (IR, B(IRY)), donde B(/R*)) es la o-algebri de
Borel

Dos procesos estocdsticos X = {(X,,t >0}y ¥ = (Yt > 0) son in-
dependientes si para toda m,n € IN y 0 < ¢, < oo con j = 1,2,....n
¥y 0 < s <ooconj= 1,2 ... n las o-dlgebras a(X{t ), ... X)) ¥y
(Y (81),Y(82),...,Y () son independientes.

Similarmente, un proceso estocastico (X,,t > 0) y una sub o-dlgebra G
son independientes si G v la o-dlgebra o{ X (1}, X (t2), ..., X(¢.}) son inde-

pendientes para todan e IN y 0 <i; < o0, = 1,2,....ncont; % ty para

1




2 CAPITULO 1. PROCESOS DE LEVY
toda 7 # k.
La distribucién finito-dimensional de un proceso estocastico X es la colec-

cion de medidas de probabilidad (py, 4, ,0 < ti<oo,j=12...,nt; #
k] # k. n € IN) definidas sobre IR para cada n ¢ IN por :

Prutatn(M) = P [(X (1), X(t2), ..., X(tn)) € H]
para cada H € B{IR™)

Sea M (IR?) el conjunto de todas las medidas de probabilidad Borelianas
sobre B(IR?) definimos la convolucién de dos medidas de probabilidad como

(k1 * 12)(4) = f (A = 2)ua(dz).
Hd
Para cada gy € Mi(IR"),1=1,2 y A € B(IR?) donde A—z = {y—r,y € A}.

Las stguientes proposiciones pueden ser de utilidagl,

Proposicién 1.1.1 La convolucion u + fo s una medida de probubilidad
sobre B(IRY), para toda yupy € M,(R?).

Prueba.- Sea (4,,n € IV) C B(IRY), entonces para cada = € IRY, los
miembros de la sucesion (4, — z,n € IN) son tambien disjuntos y entonces

(p11 * pa2) (U) -/;zd i1 {( U Aﬂ) - .r} Jald)

nelV
- [ om M (A - m)} ol
= [Iid Z 14 (Aﬂ- - x)ﬂi’ (dT}

y por el teorema de la convergencia dominada,

(1 * p2) (U) = Z ‘/;2{[;&1(44,! — z)pa(dx)

nedV ne N

= Y (mw )AL

eV




1.1 DISTRIBUCIONES INFINITAMENTE DIVISIBLES 3

Entonces {py  p2) es una medida, solo falta ver que es una medida de pro-
babilidad, pero esto se sigue del hecho que la funcién de fR? a /R® dada por
la traslacién y — y — 1 es una bijeccién, asi 7% = IR® — 2, de esta manera
se tiene que

/ (A = 2)jialde) = / i (&) piafdlz) = 1
Fo
n

Denotaremos como B,(/R%) al conjunto de funciones Borel medibles aco-
tadag de IR a IR, entonces se tienen los sigunientes resultados, y su prueba
puede consultarse en Applebaum [1], pagina 21.

Proposicién 1.1.2 $i f € B,(IRY), entonces para toda i, € M (IR,
r=1,2,3

1o faa P pg){dy) = fﬂd S iz + g {dy)ua{dz).
2o py ¥ phy = piy ¥ ity

I {paa ¥ poa}* gy = pry* (g % i)
Como corolario de la anterior proposicién se tiene:

Corolario 1.1.1 Sea X; y X5 v.a.i. definidas en {Q, F, ) con distribucion
congunta p y marginales py y pa, entonces para cada f € By(IRY),

Ef(X, + X)) = [R P2 % (o).

Por el corolario anterior se puade ver que:

(X + X5} € A} = Ea (X0 + Xo)] = (i * pa}(A
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La proposicion 1.1.2 nos dice, ademds, que MR es un semigrupo
Abeliano bajo *, donde la identidad estd dada por la funcin delta de Dirac
&y, donde 4, estd dada por

cav )1 st zeA;
tSMA)_{D si oA

Para todo Boreliano A, as{ 8y % 4 = p + 8 = p para toda g € M 1 (IRY).

Ahora definamos ¢*™ = g% g% ... % g u {n veces) y diremos que p tiene
una rafz n-ésima, en términos de la convolucidn, si existe /™ € M, (IR%) tal
que :

Iinyen _
(™)™ = p.

Introduzcamos el concepto de variable aleatoria infinitamente divisible v al-
gunas propiedades de este tipo de distribuciones y se verd més adelante que
los procesos de Lévy estdn relacionados con este tipo de distribuciones.

Definicién 1.1.1 See X una variable aleatoria que toma valores en IRT con
Juncion de densidad j1,. Diremos que X cs infinitamente divisible, (lo denota-
remos como inf. div. ) si pare toda 1 € IN, existe una sucesion de v.a.t.i.d.
Y,("'),Yg(”) LY que

XEV 4y Y, (1.1)

gonde = significa que tienen la misma distribucidn.

Sea ¢y (n) = E(*™X)} la funcidn caracteristica de la variable aleatoria
X conu € IR De manera mas general se tiene que si y € M (IR?} entonces
Gulu) = fm el(uvy)ﬂ(dy).

La signiente proposicién ayuda a determinar si una distribucién es inf.

div. , con la ayuda de la funcién caracteristica y de la raiz n-ésima (en
términos de la convolucién).

Proposicion 1.1.3 Las siguientes proposiciones son equivalentes:




1.2, EJEMPLOS DE DISTRIBUCIONES INFINITAMENTE DIVISIBLESS

1. X es infinitamente divisible.

2. ux tiene una ralz n-ésima en términos de lo convolucion que ademds
es idénticamente distribuide pare cade n € IN.

3. ¢x tiene una raiz n-ésima que es la funcion caracteristica de una de-
termanada variable eleatorie para cada n € IN.

La prueba de esta proposicién se puede consultar en Applebaum [1), pag
23.

Enunciemos un resultado cuya prueba se deriva del resultado dado por
Sato |31], pdg. 33, Lema 7.6.

Proposicién 1.1.4 5i X esinf. div. entonces @x(N) # 0 para toda A Zf.l‘ffif»'”?b"
te una tnica funcion continua Y(A) - RS —— C tal que ¢x (M) = exp{w(A)}
con (1) = 0.

A la funcion v se le lama exponente caracteristico ya que si dos v.a.
tienen el mismoe exponente entonces tienen la misma distribucion, esto por-
que el resultado anterior nos asegura la existencia y unicidad del exponente
caracteristico.

1.2. Ejemplos de Distribuciones Infinitamen-
te Divisibles

Ejemplo 1.2.1 Variables Aleatorias Gaussianas. Sea X = {X1, Xo, -i o Xg)
un veetor aleatorio. Decimos que X es Gaussiana o Normal, si 3 M ¢ IR

una matriz estrictamente poqltlva deﬁmda, Agxg tal que X tiene como funcmn
de densidad:

1

Ix(x) = @%—d\/T_A) Xp

{_% (2 — M, A (z - M})} :
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para toda ¢ € 9,

Decimos que X ~ N(M, A) donde el vector M es el vector de E(X)y A
es la matriz de varianzas y covarianzas, es decir, A = JE[(X - M)(X — M)7].

Mediante algunos calculos se puede obtener la funcién caracteristica de
X.

bx(u) = exp [z'(M, u) ~ G) (u,Au)J

de doude se obtiene,

st -enl () () (4]

Asi, X esinf. div. con Yj(“) ~N(EM, (1/n)A) Vi<ji<n

Ejemplo 1.2.2 Variables Aleatorias Poisson.

Sea. X una v.a. que tomna valores en INU {0}, X es Poisson si existe ¢ > ()
tal que
et
P(X =n)= e~

b
Diremos entonces que X ~ w{¢) y sabemos que IE{X) = Var{X) = ¢ por
lo que al calculer la funcién caracleristica se tiene que

ier

e o
e rr—————

z!

NE

ox(u) =

i
<

(ceiu)me— [

x!

Wk

i
=

. o (Ceiu)x
Y

r=0
= ¢ "exp(ce

= exp [efe™ - 1)].

e
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de donde se tiene que X es inf. div. con Yj(n) ~m(c/n) V1<j<nne N

Ejemplo 1.2.3 Variables Aleatorias Poisson Compuestas.

Supongamos que {Z{n),n € IN} es una sucesion de v.aiid. qie toma
valores en [R* con la misma distribucién itz para cada n y sea N ~ m(c)
independiente de Z(n). Se define la veriable aleaforia Poisson Compuesta
omo X =Z(1) + Z(2)+--- + Z(N).

Se puede probar que para u € IR? se tienc que,

¢x{u) = exp{/m[el["’m = e uz(dy)}-

Asi, al buscar las variables aleatorias Y, se tiene
Px(u) = exp { / [ e py (dy)}
J R

= exp {n/ (i) _ 1}5 pz(dy)}
R4 n
n ' e
= exp{Z/ [m(u.y) - 1)- ;Lz(dfy)}
i B !

n

k2

= [[exr { fﬂ et ) #z(dy)}

j=l
n
= f,b H{1)
H Y
J=1
£on

; ¢
Pyin) = €Xp {f d[ez(u,y) - lf; Hz(d?})}-
E R 3

De donde se concluye, que si X es Poisson Compuesto (X ~ m{e, uz))

entonces, haciendo Yj(n} ~ m(e/n, pz) V1<5<n, se verifica que X es infinita-
mente divigible,

Algunas veces encontramos cjemplos de 1a siguiente forma :
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Sea X = X| + X, donde X; y X, son independientes y X; ~ N{m, A} y
Xy ~ 7{e, ), entonces para cada u € IR la funcidn caracteristica es de la
forma:

¢x(u) = exp [i(m, w) - (%) (u, Au) + /Rdie"'(”'y) —Heuz(dy)|. {(1.2) )

se puede verificar que es inf. div. haciendo en la parte de la gaussiana como

en el gjemplo 1.2.1 ¥ en la parte de Poisson Compuesto como en el ejemplo -
1.2.3. '

1.3. El Teorema de Lévy-Khintchine.

Sea v una medida de Borel definida en IR? — {0} = {z € R%z # 0}
Diremos que v es una medida de Léuy si -

[ Iyl A Dwldy) < oo.
J o)

como [y Ae < |y|? A 1 siempre que 0 < ¢ < 1, entonces se puede verificar
que v[{—e¢, £)°] < oo para toda € > 0

Nota. Se puede ampliar la definicién de medida de Lévy a IR?® adoptando
la condicién adicional #/(0) = 0.

Enunciemos el teorema de representacién de Lévy-Khintchine que de-
termina la forma general de las funciones caracteristicas que provienen de
variables aleatorias inf. div.

Antes necesitamos el leorema de Continuidad de Lévy, v la prueba puede
consultarse en Jacod and Protter [21].

Teorema 1.3.1 Continuidad de Lévy §i {¢,,n € IN} es una sucesion
de funciones caracteristicas y 3 una funcién W : IR — C tal que, para toda
u € IR, olu) ~— V(u) cuando n — oo y U es continua en 0 entonces ¥
es la funcién caracteristica de una distribucidn.
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Teorema 1.3.2 Lévy-Khintchine. Una medida @ € My(IRY) esinf. div,
st eriste un vector b € IR?, ung matriz positive definida simétrica Ageq ¥ una
medida de Lévy v sobre IR — {0} tal que para todo w € IRY,

du() = exp [é(b, )~ 5l Au) + [ e -1 s otan)]

R0}
(1.3)
donde B = 3,(0) es la bola abierta de radio 1 alrededor de 0 € IC.

For otro lado, toda funcidn de la forma anterior es la funcién caracteristi-
ca de una medida de probabilidad inf. div. sobre 9.

Prueba.- La prueba de este importante resultado se hard en dos partes,
por el momento s6lo se prueba la segunda parte. En el tercer capitulo de este
trabajo se probard la. primera parte.

Primero mostraremos que el lado derecho de (1.3) es una funcion carac-
teristica, para esto definamos {a(n),n € IN} una sucesién en IR tal que es
4 : . . d AT
monodtona decreciente a 0 € IR y ademés define, para toda u € IR% n € IN
a:

gbﬂ.n ('U,-) = erp [1 (b — / - yU(dQ/)u)
{0y <aln}}nB

L e
—={u, Au) | / fettuyl I]U(dy)] .
2 0< |yl <am)”

Entonces para cada a, se tiene la convolucién de una distribucién nornal
con una distribucién Poisson compuesta, independicntes entre i, asi como en
(1.2) y entonces es la funcién caracterfstica de una medida de probabilidad
{in ¥ s€ tiene entonces que :

lim ¢, (u) = @y (u)

00

el hecho que @, represente la. convolucién de una distribuecidén normal con
una poisson compuesta se sigue del teorema de continuidad de Lévy, csto
&1 podemos probar que ¢, es continua en % = (), Para ver la continuidad,
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tenemos que para cada w € IR? se tiene,
s = [ e 1 )] vl

Fi—{0}

-/: [eftes — 1 i(u,y)] v(dy) + /

¥ —3fw(dy)  (1.3.1)
B—{0} e

¥ usando ¢} hecho de que -

se cumple para todaw € IR, n € IN y alguna 8 € C con o] < 1.
Esto se puede consultar en Sato [31] pég. 40 lema 8.6

Tomando n = 2 se tiene que, e = 1 4 iu+ (#/2)|u]?, de donde se obtiene
que:

e = 1 = [(8/2)ul? < {1/2)fuf?

esto usando el Teorema de Taylor v el hocho de que la norma de 8 estd acotada
por L, y al aplicarlo a la primera integral de {1.3.1) puesto que el producto
interno (u,y) esta en IR, se ticne,

) < 0/ [ JwPutas) + [ e = i)

B-{0} Br

Ahora utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

() < (u/2) [ i [l gy

Br

Por {ittimo, usando las propiedades de la medida de Lévy y el teorema de la

Convergencia Dominada se tiene que el lado derecho tiende a 0 si u tiende a
0.

Asi, ¢, es continua en 0 y por tanto es una funcion caracteristica, y es
facil verificar que p es inf. div.
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Nota 1.3.1 A los miembros (b, A, v) s les sucle Uamar las Caracteristicas
de la v.a. inf div. X. Como gjemplos tenemos :

» Caso Gaussiano: b= IF(X), A es la Matriz de Covarianzas, v = 0
» Caso Poisson: b= 0,4 =0, v = iy

» Caso Poisson-compuesto: b= 0, 4 = O,v=cpdondec >0y uesuna
medida de probabilidad sobre IR

Nota 1.3.2 En la prueba del Teorema de Lévy-Khintchine, se escribié a la
funcién caracteristica como:

Bl = 7,

con 73 una funcién tal que n: B¢ —  C. Llamaremos a 1 el exponente
de Lévy y recordemos que también se le Lama ol exponente caracterfstico.

1.4. Variables Aleatorias Estables

Considercmos el problema del Limite Central en dimensién d=1. Para
esto definamos {¥,,n € IN} una sucesién de variables aleatorias ¥ constru-
yamos la sucesion {S,,n € IV } de sumas parciales reescaledas,

S = }‘E+Y2ﬁ"--'+xr—bva

Tn

donde {b,,n € IN} es una sucesién arbitraria de mimeros reales v {o.,n €
IN} una sucesién de niimeros positivos. Nos interesari el caso en que exista
una v.a. X para la cual

lim IP(S, <z} = IP{X<x). (1.4)
para toda x € IR, ie. , {S,,n € IN } converge en distribucién a X. Si cada

by =nmya, = Osgring para m ¢ IR fijo y o > 0, entonces por el teorema
del Limite Central de De-Moivre-Laplace se tiene que X ~N(m, o).
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Més gencralmente, una v.a. se dice que es estable si tiene un limite
como en {1.4). Otra manera de definiclo es: Una v.0. es estable si ezisten

dos sucesiones de niimeros reales {c,,n € IN} y {d,,n € IN} con cadac, >0
tal que

Xi+ Xy + o+ Xy 26X +dn, (1.5)

donde X, X5, ..., X, son copies independientes de X, y decimos que X es
Estrictamente Estable si cada d,, = 0.

Para ver la equivalencia entre las dos definiciones hagamos ¥; = X;. b, =
dy, ¥ 0 = ¢ y se puede probar que ¢, en {1.5) solo puede ser de la forma on®
con U<a<2. El pardmetro o juega un papel preponderante en la teoria de las
Varisbles Aleatorias Estables y se le suele llamar Indice de Estabilidad.

Expresando {1.3) en términos de las funciones caracteristicas obtenemos
fque

[@x ()" = exp [iudy|dx{cau).
para cada v € IR,

Esto, ya que de {1.5) se deduce que todas las variables aleatorias estables
son inf. div. | probaremos ahora esta afirmacidn.

Sea ¢ la [uncién caracteristica de una v.a. estable X y sean X1, X3, ..., Xy,
las copias idénticas de esta v.a.. rescribiendo (1.5) en términos de sus funcio-

neg caracteristicas tenemos.

[@x ()" = @y (equ) exp (ind,).

O de forma alternativa,

el = [ (£)] ootz

reemplazando » con u/e, v haciendo

bl = xlest)exp [ |y ) = 6.0

se obtiene que ¢ es inf. div. .
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La forma general de la tercia generadora, o las caracteristicas de acuerdo
a la Nota {1.3.1), de las v.a. Estables esta dada por el teorema signiente:

Proposicién 1.4.1 Si X e¢s v. a. Estable real, entonces su lercie carac-
teristica tiene alguna de las siguientes formas :

1. Cuondo o = 2,v = 0, Entonces N{b, 4)

2. Cuondo a#2,A =0y

1 Ca
) = — ; e —— e .d
v(dz) o X000 (£)dT mlm)c( oy{z)dr

Donde c; 2 0,0 >0 yoy 4+ = 0.

La prucba se puede encontrar en Sato [31) p. 80.

Una cuidadosa transformacién de las integrales en el teorema 1.3.1 nos
deja una forma mucho mas conveniente de la funcién caracteristica.

Teorema 1.4.1 Uno v.o. real X es estable si y solo st ensten o > 0, -1 <
B <1 ype IR tales que pare toda v & IR

1. Cuando v = 2
1
¢x(u) = exp (z’,uu -~ 502112).

2. Cuando a#1,2

dx(u) = exp {ipu — o 1 [l — ifsgn(u) tan{ma/2))).

3. Cuando =1

dxlu) = exp (a’uu —ofu|[1+ z’;’igsgn(u} log(] u I)]).
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De aqui se puede mostrar que E(X?) < cosiysolosia=2(e X es
gaussiana) y que IE(|X|} < oo si v s6lo si 1 « <2,

Todas las v. a. Estables con densidad fx pueden ser clasificadas en tres
grupos cerrados: (para mayor detalle consultar Feller [16] capitulo 17, seccién

6).
La Distribucién Normal =2

X~N(p, o)
La Distribucién Cauchy , o = 1 A=0

Ix{(z) =

para & > u

Nota 1.4.1 i se tiene una v.a. Estable simétrica enfonces por el teorema
1.9, pdgina 165 de Gut (20, la simetria nos dice que lo parte imaginaria no
existe y del teorema 1.4.1 se pbtiene que:

px{u) = el P [l™)

pare toda < a<2. Donde p = o para 0 < o < 2 yp = cuando o = 2,
esto lo denotaremos como X ~8nS.

Para obtener la generalizacion del teorema 1.4 1 a IR? es de manera directa
al sustituic X, X, ... v Xny X y cada d, por vectores asi la forma de la ca-
racterizacidn de la proposicidn 1.4.1 se extiende directamenté, con el caso
particular en que a#2, en el que la medida de Lévy resulta:

v{dz) = I—I—i(-;r—ad:c donde ¢ > ().

Por lv que la extensién resulta:
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Teorema 1.4.2 Una variable aleatoria X que toma valores en IR es estable
sty solo si para toda w € IRY existe un vector m € IR y

1. Eriste una matriz positiva definida simétrica Aguq tal que si # 2,
, : 1
¢x(u) = exp |i(m, u) ~ '2‘(% Au}l.

2. Eriste una medida finita p sobre Sa(1) tal que cuando o # 1,2,

¢x(1#):exp{??(m,u)— /

Sall)

i, )" [1 — {tan (%ﬂ) sgn(u,s}] p{ds)} .
3. Existe una medida finita o sobre Sa{l} tal que cuando o = 1,

?x(u) = exp {i(‘m,u) - /

¥

5 1+ gt ) o (3] ot .

S4i1)

donde Sy(1) = {z € IR : |x| = 1}

Note que, para 0 < o < 2, X es simétrica si v s0o s,

xt = (- [ fwsioian))

para cada u € IR* v X es invariante bajo rolaciones rigidas para 0 < o < 2
siy s6lo si a version para fR? de la ecuacion, de la Nota 1.4.1, se conserva.

Nota 1.4.2 £l simbolo S4(1) denota al conjunto {z € R4 - zl =1}, y
notemos que este conjunto tiene dimensidn d — 1.

1.5. Procesos de Lévy

Sea X = (X,,¢ > 0) un proceso estocdstico definido en (Q,F, IP). Deci-
mos que X tiene incrementos independientes si para cadan € IN y D<{; <
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tz <ioooy <oy < oc las variables aleatorias {X (4,51} ~ X({f;), 1<5<n) son
independientes y tiene incrementos estacionarios si cada X i) — X(t;) =

X{tigr — ;) — X(0).

Definicién 1.5.1 X es un Proceso de Lévy si:

L X(0)=0 cs
2. X ticne incrementos independientes y estacionarios.
3. X es eslocdsticamente continua, t.e., paro fodo a > 0 y toda s > 0,

lim IP(|X () — X(s} |> a) = 0.

‘t-r—r.s‘
Se puede ver que bajo la presencia de (1) y (2), la condicion (3) es equivalente
a la condicidn,

ltilr[l}lﬂ’(iX(tH >a}=0  parelodaa> 0.

Abordaremos ahora la relacién entre las distribuciones inf. div. v los
Procesos de Lévy mediante una proposicién:

Teorema 1.5.1 $i X(¢) es un Proceso de Lévy, entonces X (f) es inf. div.
para cada t > Q.

Prueba.- X esinf. div. ya que dado ¢ > 0 y para cada n € /N podemos
escribir,

X(t)=Xﬁ+ (X% - X,

[

)+...+(X1”'XM) :ZY}
=1

D
con Y? = Xj_ - X{t'-‘Lgr:X__[_.
" L m
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{

Y como X(t) es un Proceso de Lévy, entonces los miembros de la famnilia
de v.a. Y'(j) son iid.. Asi, dadon € IN podemos eseribir a X (2) como una
suma de n variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas,
por lo tanto X(¢) es inf, div. . ‘

Una propiedad importante del Exponente de Lévy asociado a los Pro-
cesos de Lévy es que 5(t,w) = tn(1,u) para cada t > 0,u € IRY, para probar
esto, mostremos primero el signiente Lema:

Lema 1.5.1 57 X(t) es estocdsticamente continua, enfonces (o funcidn L —
dxin) es conlinua para cada v € IRY.

Prueba.- Primero veamos que si B ¢ B(IR") v { es integrable entonces
pudemos escribir

f FX () IP(d) = f f(@)px(dz),
XelR B

Asi, como e*X190) eg ingegrable, entonces se liene que podenos usar el
teorema. de cambio de variable.

Para cada 5,2 > 0 con s#t definamos X(s,1) = X(f) — X(s). Y con

u € M fijo se signe que la aplicacion y—e**%) es coniinua en el origen, pues
dado cnalquier ¢ > 0 podemos encontrar 8) > (f tal que,

sup | e 1)< &

05Iyl$h 2

Y por la continuidad estocastica, podemos encontrar &, > 0 (al que cuando

O<jt—sl <dyy IP{| X(5,8) |[> &) < 5 entonces para todo 0 < [t — s} < &,
obtenemos :

[ox (1) = dx(sylu)| = |/ Hu XN [HuX (00 1P (dw)]
Q
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< f | XOWN ) i
Rd

Y COIRO

| i) i 1,

Definiendo 35, (0) como la bola de radio d; alrededor del 0 € IR? entonces

lx0 (1) — pxp{u)] < f ) 9 1py i (dy)

R

= [ )
< 5 A0

+ / 1 1 py, (dy)
35, oy

< sup e 1) 2] X (s, 8)] > 6y)
0< (<)

< €

y asi la prueba se completa.
n

Asi, tenemos el siguiente teorema que encierra la propiedad enunciada
arriba.

Teorema 1.5.2 51 X es un Proceso de Lévy entonces,

qb)((t) (u) — ef"?(u).

pore cada u € IR%,1 > 0, donde i es el Exponente de Lévy de X(1).
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Prueba.- Si que X s un Proceso de Lévy entonces para cada u € I
y t = O Definamos ¢y,(t) = ¢x{u) entonces por la propiedad (2} de la de-
finicin 1.5.1 se tiene que para s > 0,

Il

Gult +s) = E(0XCD)
IE(ei(u,X(t+s)—X(s))ei(u,X(s))}
B ei(u,X(i+s)—~X(s))) E(ei(u,_’((s)})

¢'u{t)¢u(s}- (152)

It

il

Ahora, por las propiedades {1} y (3) de la definicion 1.5.1 v por el lema 1.5.1
se tiene que ¢,{0) = 1 y entonces la aplicacién f — oy (1) es continua. Y
la tinica solucidn a 1.5.2 y ¢,(0) = 1 estd dada por é,{t) = ™, donde
a: [R* — C, (véase para mayor detalle Bingham (6! pag 4-6).

Ahora por el lema 1.5.1 se ticne que X (1) es inf. div., de donde se obtiene
que « es un Exponente de Lévy y se obtiene asi el resultado.

Se puede mostrar que la suma de dos Procesos de Lévy ind. es a su vez
un Proceso de Lévy.

Ahora, formulamos la formula de Lévy-Khintchine para un Proceso de
Lévy X = (X(8),£ >0}

IE(H XY oy (t [i(b, ) (u, Au)

1
2
+ /Rd_{o}[ei(u,y) —~1 v»g{u.y)xﬂ(y)]u(dy)]) . {1.6)

Para cada t > 0, u € IRY, donde (b, A, v) son las caracteristicas de X (1).
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Los dos primeros términos del lado derecho de (1.6), corresponden a la
parte continua o Browniana del proceso v el dltimo término a la parte de los
saltos del proceso. Ademsds, si los saltos son acotados se puede probar gue
X tiene todos los momentos hasta orden n con n = 1,2,..., la prueba la
bresentaremos en el capitulo 3.

A continuacion se dard un resultado de convergencia para sucesiones de
procesos de Lévy, v la prueba puede consultarse en Applebaum {1], pdg 42,

Teorema 1.5.3 $i X = (X(1),t > 0) es un proceso esfocdstico y existe
una sucesion de procesos de Lévy {X,(t),1 > 0} tal que Xo (1) converge en
probebilided a X(t) para cada t > 0 y

lim Hmsup IP{|X,(t) - X(t)| > a) =0

RSO g

pure fode @ > (0, entonces X es un proceso de Lévy.

1.6. Ejemplos de Procesos de Lévy

1.6.1. Movimiento Browniano y Procesos Gaussianos

Daremos a continilacién un eshozo del Movimiento Browniano, quizds el
proceso de Lévy mds estudiado en ¢l siglo pasado y que es por lo tanto, del
(que se tiene mas conocimiento y del que existe mds literatura.

Un Movimiento Browniano Esténdar en IR? es un proceso de Lévy B =
B(t) para el cual

1. B(t) ~ N{0,t1) para cada t > 0

2. B tiene trayectorias continuas.
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De la definicion se deduce inmediatamente que si B es un Movimiento
Browniano estindar entonces la funcién caracteristica ests dada por

, 1
by (u) = exp (§t|u|2) :
para cada u € R ¢ > (.

Denotaremos al i-ésimo componente de B(t), como el proceso B; = {B;(£),t =
0} v se puede ver que cada B; es un Movimiento Browniano, y que son inde-
pendientes dos a dos.

La construccién del Movimiento Browniano se puede encontrar en Ka-
ratzas and Shreve [22] pags. 47-59, ademés de otros autores como Paley v
Wiener {26] .

Recordemos algunas propiedades importantes del M.B. que se pueden
encontrar en Sato [31], Karatzas and Shreve [22], Roger and Williams [29]
Knight [24] y Tudor [30], entre otros.

= Las trayectorias de B(t) tiene variacién infinita sobre cada intervalo
COmpacto y como consecuencia ¢.s. las trayectorias en mingin punto
son derivables, ver Tudor [30] pag. 216-217.

» Para toda sucesion {¢,,n € IN} en JR* con i, T oo

lim inf B{1,) = ~oc c.s.
F i )

lim sup B(t,) = o cs.

=00

» La ley del logaritmo iterado.

t
P | Umsup B(t) =11 =1

to [Qi log (10g (%))]%

algimas formas alternativas de este resultado se encuentran en Tudor
[30] pag. 225.

Se puede profundizar en las propiedades del M.B, consultando Yor [33].
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1.6.2. Procesos de Poisson

If proceso Poisson con intensidad A > 0 es un proceso de Lévy (N(8),1 >
0) que toma valores en IN U {0} con cada N(£) ~ w(M), cuya funcién
de probabilidad estd dada por

P(N{t) =n) = 2 ox

n! ’

para cada n=0,1,2,.. .. El proceso de Poisson es ampliamente usado en
diversas aplicaciones y se puede consultar lo referente a la teorfa de
este proceso en Kingman [23]

Definamos, (T;,,n € IN U {0}) como
To=mf{t > 0, N(t) = n})

¥y To = 0, Jas T;, son variables aleatorias no-negativag, usualmente lla-
madas tiempos de arribo y Kingruan en (23] muestra que se distribuyes
Gamma.

Mas ain, los tiempos entre arribos T, —Ta—q paracadan € IN son iid.

con distribucién exponencial con media 1, esto se puede encontrar en

Grimmett and Stirzaker [19] seccicn 6.8,

Las trayectorias de ¥ son no decrecientes, tiene saltos de tamaiio 1, es
continua por pedazos y ademds en los intervalos donde es continua es
constante, y por iiltimo, lim,_ ., N(f) = +oc .

Introduzcamos el Proceso de Poisson compensado, N = (N(t},¢ > 0)
donde N(’t) = N(t) — M, asi obtenemos, JI (N {t)) = 0y ademds

IE (ﬁz(t)) = M para cada ¢ > ().

1.6.3. Proceso Poisson Compuesto

Sea {Z{n).n € IN) una sucesién de v.a.ii.d. que toma valores en IR® con
distribucién comn Yz ¥ sea N un proceso Poisson con intensidad A que
es independiente de todas las Z (n), asi, el proceso Poisson Compuesto
se define como:

Y(t) = Z(1) + 2(2) + - -+ Z (N{D) (1.7)




1.6, EJEMPLOS DE PROCESOS DE LEVY 23

para cada t > 0, entonces eseribimos Y(£) ~ w(At, pz).

Enunciemos una proposicién,

Proposicién 1.6.1 El proceso Poisson Compuesto Y es un Proceso
de Léwy.

Prueba.- La condicién (1} de la definicién 1.5.1 es trivial pues como
N(D) = 0 5., entonces Y (0) = 0 ¢.s..

Probemos la segunda condicién, primero prebemos que los inerementos
son independientes, para esto tomemos 0 < fo <<t < - <ty
como las variables aleatorias Z(1), Z(2), ..., Z(N(t)) son mutuamente
independientes e independientes a su vez del proceso poisson N{t), el
cual tiene incrementos independientes, entonces las variables aleatorias

{Z(U: ey Z(N[tﬂ))a ]V(tﬂ}}
{Z(N(f()) + l), PN Z(..N(t]))j "V(t]} - J?\I(-I’())}

{Z(‘N(tn*l) + 1): T 7Z(tn} *‘M(in) - JN(tn—fi)}‘
son independientes, de donde se sigue que los incrementos

Y(to) = Y(0) = Z(1)+- -+ Z(N(ty))
Yt} -Y(le) = Z(N(te)+1)+ -+ Z(N{tr))

Y(f‘n} - Y(f'nfi.) = Z(*',V(tn—l)} +oee Z(N(fn))
del proceso Poisson Compuesto son independientes.

Ahora para mostrar que los incrementos son estacionarios, hagamos
£ > 0yh >0 Enlonces N(t + k) — N(t) tiene la misma distribu-
cién que N{h), esto por ser N(h) proceso de Lévy, y de esto se si-
gue que Z{1), .., Z(N(k)) ticne la misma distribucién que Z{N(t) +
1),---, Z{N(t + b)), entonces

Y{E+h) =Y(t) = ZIN{)+ 1)+ + Z(N(t + b))

tiene la misma distribucién que

Y(h) = 2(01) % -4 Z(N(h)
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Y asi, se tiene que Y(t) tiene incrementos independientes y estaciona-
rios.

para mostrar la condicién (3) hagamas lo siguiente: sea @ > 0 y cal-
culemos [P(|Y (£)] > a) esto, condicionando v usando la independencia
de las {Z(k)} con N{t), v entonces obtenemos

POV > a) = S 120) 1+ Z(a)| > PN = ).
n=0

Y como
Hm IP(N(t) = n) = 0.

D)

para toda n € IV se sigue que
li Y{B>a)=0.
i JP(Y (1] > a) =0
Asi, Y(1) es un proceso de Lévy,
]

De la seccidn de inf. div. se tiene que ¥ tiene Exponente de Lévy

i = | [ -0 0]

Asi, como en el caso del proceso Poisson, se tiene que las {rayectorias
de Y son continuas por pedazos, mas aun en los intervalos donde es
continua es constante, teniendo saltos ya sean positivos o negativos.

Este tipo de procesos tiene importantes aplicaciones en los modelos del
riesgo de seguros, veamos un ejemplo tipico, para esto, consideremos
el siguiente modelo para la evaluacién del capital de una compania de
seguros, Definamos para ¢ > 0, la variable aleatoria

Nt}
X(t)=Xo+ct—Y 7.

k=1

con {Z;} una sucesién de v.a.iid. positivas.
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Ahora, el proceso {X(t)} modela el capital de la aseguradora, donde
el capital inicial Xy es real positivo, la constante ¢ > 0 es In lasa de
pagos de las primas de Jos seguros que la aseguradora recibe ¥ 8¢ supone,
aderés, que el numero de reclamos sigue una distribucién poisson N ()
vy el pago de cada reclamacion se distribuye como Z;. Aqui se supone
que Z, > 0 para toda k.

A partir de este modelo, se hace importante conocer la probabilidad de
ruina, esto es, de que la variable aleatoria X {1} < 0 para alguna t, que
en términos de probabilidad es

P(3t > 0:X(1) < 0).

En general, no es posible caleular explicitamente esta probabilidad,
salvo en el caso particular en que Ias 7 se distribuyen exponenciales,
que es el 1inico caso en se puede caleular de manera exacta.

Para un estudio mas profundo véase el libro de Embrechts, Kluppelberg
y Mikosch [13], tambien puede consultarse el libro de Asmussen 2].

También se usa este modelo para modelar teoria de colas, como con-
mutadores, filas de bancos, etc., y en general se usa la misma expresion
descrita arriba, salvo que en este caso la constante ¢ < () y en lugar de
restar la ultima expresicu esta sc suma, asi

N(t)
X(f) :Xu+ci+22’k.

k=1

Y aqui la probabilidad de ruina es vista como la probabilidad de vaciar
el conmutador o que no haya nadie ¢h espera.

Claramente un proceso Poisson Compucsto os Poisson si d = 1 y cada,
Z{n) =1 cs., de esta manera, yy = §;.

Proposicién 1.6.2 S (N, (t),t > 0) y (Na(t),t > 0) son dos procesos
Porsson independientes definidos en el mismo espacio muestral, con
tiempos de arribo (T,?),n € IN) para cade j = 1,2 respectivamente,
entonces

P (T =T para alguna m,n € IN) = 0.




CAPITULD 1. PROCESOS DE LEVY

Prueba.- Sea N(1) = N, {t) + Ny(t) para cada t > 0, entonces como
la suma de dos procesos de Lévy ind. es a su vez un proceso de Lévy y
mediante un caleulo directo de 1a funcicn caracteristica de N se obtiene
que es atra vez un proceso de Poisson. De donde, para cada £ > 0,
podemos escribir N(¢) = Z(1) + ... + Z (N(t)) donde (Z(n),n ¢ IN)
son i.id. con cada Z(n) =1 ¢s..

11 2 . . .
Ahora, sean m,n € IV tal que T = T c5., y sl estos son los
primeros tiempos de ocurrencia de estos eventos |, se sigue entonces que

Zm+n-1) = 2cs. _lo cual es una contradiceion, de dende se obtiene
el resultado.

1.6.4. Procesos Lévy Estables.

Un proceso Lévy estable es un proceso de Lévy X tal que cada X (8) es
una variable aleatoria estable v. a, Estables . Por lo tanto, el Expo-
hente de Lévy estd dado por ¢l teorema 1.4.2.. el caso de interés
particular es cuando X es invarjante bajo rotaciones rigidas, que im-
plica que el Exponente de Lévy este dado mediante

H(u) = —a* [ |
donde 0 < v < 2 es el indice de estabilidad y ¢ > 0

Una razén por la que los procesos de Lévy estables son importantes en
las aplicaciones es que ellos tienen la propiedad de auto-similaridad. En
general, un proceso estocdstico ¥ = (Yt} t > 1) es auto-similar con
fndice H > 0 de Hurst i los dos procesos (Y (at),t > 0) v (a™Y (1), 4 >
0} tienen las mismas distribuciones finito-dimensionales para toda a >
0.

Al examinar la funcion caracteristica de log procesos de Lévy estables
que son invariantes bajo rotaciones rigidas, es ficil verificar, que son
aute-similares con indice de Hurst H = 1 ¥ como caso particular, el
Movimiento Browniano es auto-similar con fndice H = 1/2.

Se puede profundizar en las propiedades de los procesos auto-similares
en Embrechts and Maejima [14], ellos muestran que un proceso de Lévy
X es anto-similar si y s6lo si cada X (t) es estrictamente estable,
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1.7.  Subordinadores

Un Subordinador es un proceso de Lévy de dimensién uno que es no de-
creciente con probabilidad 1, también se puede pensar a tales procesos
como un modelo aleatorio de evolueidn del tiempo. 8 T = (T(t},¢ > 0)
es un subordinador entonces -

T(t) > 0 c.s. para cada t > ).

T{t) < T(t3) cs. con ty < ¢,

Ahora, cuando X () ~ (0. At) se tiene que PX(#)20)=IP(X{t) <
0) = 1/2 de donde es claro que este tipo de procesos no puede ser
un subordinador, mds aiin, la forma del Exponente de Lévy de los
subordinadores queda expresada en el siguiente resultado

Teorema 1.7.1 8 T es un subordinador, entonces su Ezxponente de
Lévy tiene la forma

20
n(w) = ibu + / exp (tuy) — 1]A(dy) (1.8)
Jo
donde b > 0 y lo medida de Léwy satisface la condicidn adicional
0
A(=20,0) =0 y / (¥ AT)A(dy) < oc.
0

Inversamente, loda aplicacion de IR — C de la forma 1.8 es el Ex-
ponente de Lévy de un subordinador.

La prueba puede consultarse en Bertoin [4] tevrema 1.2 v en Rogers
and Williams [29] pdg. 78-79. Llamaremos a (b, A) el par Caracterdstico
del subordinador 7T,

Se puede mostrar que la condicién adicional de la medida de Lévy de
los subordinadores es equivalente a

—— A\dy) < oo,
/0 H_y(y)
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Ademds, para ¢ > 0 la aplicacién © — IE{e™T®)} es analitica sobre la

regién {in, 1 > 0} entonces al hacer la transformada de Laplace de la
distribucion obtenemos :

(e = exp (~tp(u).
donde

{u) = —plin) = b + fwu — e A(dy). (1.9)

¢]

para u > (1 A la funcidén 4 usualmenie se la Hama el erponenie de
Laplace del subordinador.

Veamos algunos ejemplos de subordinadores.

Ejemplo 1.7.1 Proceso Poisson. Los procesos de Polsson son cla-
ramente subordinadores, en el caso del proceso Poisson Ceompuesto
este serd subordinador si las Z(n) de la expresién 1.7 son no negativas.

Ejemplo 1.7.2 Subordinadores o—Estables. Primero mostremos
un resultado para poder probar que este tipo de procesos son subordi-
nadores, esta identidad es:

e (1 - e™¥)
Y= dz.
“ 'l -a) ,/0 I

parau >0y 0 < o< L.
Para probar esto, sigamos el procedimiento que Sato utiliza en {31]
pag. 46 en el ciemplo 8.1, en donde una integral de dimensién uno la
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convierte en uma integral doble, asi pues se ticne

o o0 I3
/ (1—e™ )z " %de = / ( / ue““ydy) " dx
0 0 0

Y por el tecrema de Fubini

haciendo z = uy se obtiene

¥

= Lr{l-a).
x

De donde se obtiene gue

&0 Ul
pr = 2 / (L-e )dx. (1.10)
T'l—a) /J, plra

patauv >0y 0 <o <1

Ahora, por la expresién (1.9) y por el Teorema 1.7.1 y por ta Pro-
posicidn 1.4.1 se tiene que para U < « < 1 existe un subordinador
a-estable T con exponente de Laplace

Pluy = u®,

con caracteristicas ((1, A) donde

¥ dx
Il —a)ztte’

Mda) =
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Ejemplo 1.7.3 El Subordinador de Lévy. El subordinador 15—
estable tiene una distribucion dada por la distribucién de Lévy, con
pardmetros g1 = 0y 0 = ¢*/2 de tal mancra que

fT(t)(S) = (Q—t—\/??) 8_%({_;‘.2:

para s 2 (). El Subordinador de Lévy tiene una interpretacién como un
tiempo de paro para un Movimiento Browniano estandar de dimensién
uno {B(t),t > 0) mas aun, se puede probar que

T(t}zinf{s‘;-O;B(s)—v—%}. (1.11)

Esto lo probaremos en el capitulo 2, usando propiedades de martingalas.

Ejemplo 1.7.4 Subordinadores Gaussianos inversos. En el ejem-
plo anterior tenfamos que el subordinador de Lévy podia verse como el
Uempo de pare de un Movimiento Browniano esténdar en una dimen-
si6n, ahora, si generalizamos el ejemplo anterior al sustituir ¢l Movi-
miento Browniano por el proceso gaussiano €' = (C(¢),¢ > 0) donde
cada C(t) = B(t)-++t con v € IR, asi, el subordinador gaussiano inverso
se define mediante

T(t) = inf {s > 0,C(s) = 6t}

donde ¢ > ().

Probaremos en el segundo capftuio, mediante propiedades de martin-
galas, que para cada ¢, u > 0

E(e™T1) = exp [“t'y(\/m - ’T}} (1.12)

Ejemplo 1.7.5 Subordinadores Gamma. Sea (T(t),t > 0) un pro-
ceso Gamma con pardmetros a, b > 0, tal que cada T'(¢) tiene densidad

¥4

fT(t)(-T) = —b""—x

['{at)

at— le-nbr.
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para x > 0; entonces se encuentra ficilmente que para w = 0

[Oo P—-u:nf (L)d /m —ur a Tcat—l —bzdx
; Tl AT & - e
o “ 0 I'{af)

o bat
_ QTM_IB_{U.H}}EdI
a F(at)

_ e /m (u+b)* o= - (b .,

T(al}
- (u+ b)
- (5

= exp [—fza log (1 + :Lé)] .

y tambien se puede ver que como

o0
/ ¢ e lds = logw.
o
entonces

(=] o o
/ (L—e ™ ax'e™™dr = / n,I‘]:ﬂ'”:dm—/ T s
0 0 0
20 fee)
a [ 2 e dr —a / g et gy
Jo o

= —alog(h} +alog(u+b)
(7
= qglog (1 -+ E)

Asi, al combinar los resultados se obtiene que

fl

IE (e—uz) = exp [—ia. log (1 + %)]
= exp {—a‘,/ (1 - e‘“)aw‘le"”xdst .
a

De aqui, se desprenden varias cosas, primero que (T(t),t > 0) es un
subordma.dor donde el par caracteristico esta dado por b = 0 y A(dz) =
ar~'e™" y con exponente de Laplace W{u) = alog {1 + u/b}, ademds,
veremos mas adelante que ¢ es la funcidn de Bernstein asociada.
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Diremos que una funcién f € C°((0,00)) con f > 0 es completamente
mondtona si (~1)f%) > 0 para toda n € IV y que cs una funcién de
Bernstein si (—1) f™ < 0 para toda n € IN,

Asi, tenemos el siguiente resultado

Proposicién 1.7.1 1. f es una funcidn de Bernstein si y sélo si la

funcidn x — exp (—tf(x)) es completamente mondétona pura loda
t >0

2. f es una funcidn de Bernstein si y sélo si tiene su representacion
de la forma

flzy=a+bx+ /00(1 — e ¥)Aldx).
0

para cado © > 0 donde 0,0 > 0 y 7 (y A DYA(dy) < oo

3. g es completamente mondtona si y sélo si eviste una medida j en
[0, 00) para lo cual

g(z) = /ﬂ ) e u{dy).

La prueba de este resultado se puede encontrar en Berg and Forst [J]
pag. 61-72.

Cuando se tiene el caso en que a = 0, al comparar ¢l inciso 2 de
la. proposicién anterior con la ecuacién (1.9), se ticne gue existe una
correspondencia unc-a-uno entre las funciones de Bernstein para las
cuales lim, .y f{z} = 0 y los exponentes de Laplace de los Subori-
nadores. También se ticne que las transformaciones de Laplace de las
distribuciones de los Subordinadores son siempre funciones completa-
mente mondtonas, y una subclase de todas las posibles medidas g que
describe la proposicién en el inciso 3, estan dadas por todas las posibles
distribuciones pr, asociadas a los subordinadores.

Sea f una funcién de Bernstein con a > 0y sea 7' un Subordinador con
exponente de Laplace 9(u) = f(u) — a para cada v > 0 ¥ sca 5 una
v.a. exponencial con pardmetro a independiente de T, tal que 5 tiene
densidad gs{r) = ae"®* para cada r > 0.
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Ahora definamos el proceso Ts — (Zs(t), 4 = 1), el cual toma valores
en JR™ U {oo} y llamémosle el Subordinador maerto, mediante

o T para 0 <{< S,
Tst) = { oo para t> 8§ |

Asi, se tiene la signiente pProposicion

Proposicién 1.7.2 Eriste una correspondencia uno-o-uno entre los

Subordinadores muertos Ts y y las Junciones de Bernstein f, dada por
E(e--uTs(t)) — eﬁtf(u).

para coda t,u > 0,

Prueba.- Por la independencia de T con § se tiene que

Eemdsthy — E(ﬁ_uTng[o,S)(t))+1E(€ﬁu7'5(t)X[S.oo)(f))
= ()P < §)

by —
= e tv(u]c ot

— E_U(").

g HE () +a)

Se ha usada el becho de que P(l < §) = ¢ % y la convencidn de que
e® =1

Lna de las mds importantes aplicaciones de los subordinadores es el
cambio de tienpo, este se define como sigue, sea X un proceso de Lévy
arbitrario y sea 7" un subordinador definido en el mismo espacio mues-
tral que X'y pidamos que X y 7T sean independientes, definamos ahora
un nuevo proceso Z = (Z(t),t > 0) mediante,

20 = X(T(1).

para cada t > 0, tal que para w € (2 se tenga Z(t) (w) = X (T(t)(w)){w).

El proceso Z{t) definido asi es un proceso de Lévy, para verlo, nece-
sitamos antes el teorema de Kac, que se deja sin demostracion v que
puede consultarse en Bretagnolle, Chatterji and Mever [9] pag. 175.
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Teorema 1.7.2 (Kac. ) Las variobles aleatorias X, X,, . . e
independiente s y sdlo si

IE (exp j}" ZL[uJ‘vX?)J) = ox, (ul) o Px, (U )

=1

para toda uy, ..., u, y donde ¢x; es la funcidn caracteristica de la va-
riable aleatoria X; para toda 7.

Entonces se tiene el siguiente teorema
Teorema 1.7.3 Z{t) es un Proceso de Léwy

Prueba.- Probaremos que Z(t) cumnple con la definicion (3.5.1).
20 = 0 ey trivial, asi que establezcamos primero los incrementos
estacionarios

Seall <ty <ty<ooyAe B(IR% v denotaremos como Py b, LOMO la
distribucion conjunta de T(¢,) v T'(t). Entonces por la independencia
de X con 7y el hecho de que X tiene incrementos estacionarios por
ser proceso de Lévy, se tiene que

X

P(Z(t) - Z(t) € A) = P(X(T(h)) — X(T(1)) € 4)

[P~ X(s1) € Ap ol dso
(] 0

(e v e 4]

I
S~

H‘)(X (32 — S]) & A)ph g ((1731 y dSQ)
]

(X(T(t:) = T(th)) € A)
(X(T{ts— 1)) € A)
(Zita—t,) € A).

il

W R ONs—

It

Asi, Z() ticne incrementos estacionarios.

Para ver los incrementos independientes, sea 0 < t; <t <ty < oC y
denotemos py, 4,4, como la distribucién conjunta de T(ty), T(ta), T(ta).
Para cualquier y € IR? definamos hy 1 IRT — C mediante

hy(s) = IE (e"w-¥ 0Dy,
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¥ para cualesquiera y;, yo € JRY también definamos a la [uncion Jorwe
R* x IRY" x R* -+ C como

S (1,0, u) = IE (exp [iyr, X (u) — X (u))])
< I {exp [i{ye, X (ug) — X (u)}]) .

donde 0 < 1 < wy < uy < 0o. ahora condicionando vy usando el
hecho de que X es independiente de T y que X tiene incrementos
independientes, se obtiene

E (exp [i{(3, Z(ta) - Z(t1)) + (ya. Z{ts) — Z(t2))})
=IE Lf&'l wiT ), T(ts), T(ta))] -

Ahora, como X tiene incrementos independientes obtenemos

Joan (1, s, vy} = Py (e~ 19 Yy (s — 145).

para cada 0 < uy < w4y < uy < oo, por lo que nos queda, usande los
incrementos independientes de T,

I (exp [i{(y1, Z(ta) — Z(t1)) + (w2, Z{t5) — Z{t2))}])
=IE (hm (T, — Tk, (Ty — 1h))

=I5 (hy (T2 ~ 1)) IE (R, (T — T))

= B (expi(yr, Z(ts — 1))} JE {exp ily1, Z{ts — 12)))) .

y por el teorema de Kac se tiene que Z(t,) — Z(1,) es independiente de
Z{ts) — Z(t2) y asf se tiene que Z (t) tiene incrementos independientes
v el inciso (2) de la definicién s¢ cumple.

Para probar la continuidad estocdstica, como X y 1" son continuasg
estocdsticamente entonces para cualquier o € JR? y dado € > () cntonces
podemos encontrar & > 0 tal gue 81 0 < b < § == PUX(RY > a) <
€/2 y también podemos encontrar 4’ > 0 tal que si (F << f < & == [P}
T(h)|>48) < ¢/2.
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Asf, parat > 0y toda U0 < h < min {5,4'} se tiene que

P Z(h) [>0) = P(X(TH) > o)

— /ﬂ P} X{20) > a)preny(du)

f Pl X (u) 1> a)pran(du)
0.8)

[ POXG) 1> (e
J{8,00)

< sup P(| X(u) > a)+ IP(T(h) = 8)
0<u<d

< f4fo
2T3 ¢

El Exponente de Lévy del proceso subordinado Z(1) queda determi-
nada por la siguiente proposicidn

Proposicion 1.7.3
Nz = —Yr o (~nx).

Prueba.- Para cada 1« ¢ IRY y t > ()} se tiene que

E(exp [ingg(w)]) = IFE(expli(u, X(T(t))
[o {exp [i(u, X ()P (ds)

/:O exp [~s(—nx (1)) ]|pr (ds)
E{exp [—nx (w)T(8)])

= etrl-nxiu)

It
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1.8. Semigrupos en Convolucién de Me-
didas de Probabilidad

En esta seccién veremos una mnportante caracterizacién de los procesos
de Lévy. Sea (p,,t > 0) una familia de medidas de probabitidad cn IR*
y diremos que es débilmente convergente a dy si

iim [ Fuimday) = 100

10

para toda f € Cy(IR"), donde Cy(IR?) denata al conjunto de todas las
funciones continuas acotadas de IR® a IR.

Asi, se tiene la siguiente proposicion
Proposicién 1.8.1 i X es un proceso estocdstico donde X(t) tiene

distribucién p, para cado t > 0 y X{0) =0 c.s5. entonces (p,. 1 > 0) es
débilmente convergente a 8y si y s6lo si X es estocdsticamente continua

ent=10
Prueba.-
(&=

Suponiendo que X es estocAsticamente continua en { = 0y supongamos
que f € C(IRY) con f + 0 entonces dado ¢ > 0 existe d > 0 tal que

sup | f{x) - f(0) < &

]
TEB5(0) 2

y existe &' > 0 tal que 0 < { < § = PX()) > ¢/(4M) donde
M = sup,c e | f(z)l. Para esta ¢ se tiene entonces que

Lo - 0l < [ e - polns
Rd }IZd
- ] |F() — F(0)] pe(dz)
Bs(0)

+/“Nlﬂm—ﬂmmmn)

[Bs(0)]

sup |f{z) — f(0)]

xEDE(0)
+2MIP(X(t) € [Bs(0)])
< E,

1A




38

CAPITULO 1. PROCESOS DE LEVY

asi, queda demostrado que el
i [ finlay) = £0).
t,w Rd
¥ por lo tanto (p,, ¢ > 0) es débilmente convergente.
(= '
Suponiendo que {p;,¢ > 0} es débilmente convergente a dy. Sea r > ()
fijo y € > 0. Sea f € C4{IR%) con soporte en B.(0), tal que 0 < f <1

y f(0) > 1~ (¢/2). Ahora, por ser débilmente convergente podemos
encontrar £y > ( tal que

0<t<tymm ] /R (@)~ FO)piddy)

entonees encontramos que

<C
7"

PX@) > = 1- P X(0) <)
<i-f SJmta =1 [ jnd)
— -0+ / F(0) — F()lpe(dy
B (0}
< §+§_=c.

entonces X es estocdsticamente continua en 1 = () v la proposicién
queda demostrada

Una familia de medidas de probabilidad (p,t > 0) se dice que forma
un semigrupo en convolucion si

Pst = s ¥ Iy para toda  s,£ > 0.

y se dice que es débilmente continuo si la familia es débilmente conver-
gente. )

Si ademss, la norma de p; es menor o igual que uno, ie., | p (< 1 se
dice que es un semigrupo con contraccion.

De manera trivial se puede probar que si X () es un proceso de Lévy
con distribucién p; entonces (p,, t > 0) es un semigrupo en convolucién
debilmente continuo, csto a partir de la proposicién anterior y de la
definicién de proceso de Lévy.




Capitulo 2

Martingalas y Medidas
Aleatorias

En estc capitulo se introduce el importante concepto de Martingala
y se estudia el tipo de martingala que los procesos de Leévy inducen,
ademds de los resultados més lmportantes obtenidos con esta definicién,
también se dedica una parte al estudio de las medidas aleatorias, en
particular, la medida aleatoria de Poisson y la integracidn de Poisson,
esto con la finalidad de tratar en el siguiente capitulo la descomposicién
de Lévy-Ité.

2.1. Modificacién de un proceso de Lévy

Sean los dos procesos de Lévy (X {t),6 2 0) y (Y{t), ¢ = 0) definidos en
el mismo espacio de probabilidad. Diremos gque Y es una modificacion
de X si para cada t > 0 se tienc que P(X(t) # Y (1)) = 0, esto significa
que tienen la misma distribucidn finito-dimensional,

Nota 2.1.1 La definicidn anterior se puede hacer también como: Y es
modificacion de X si IP(X(t) = V(1)) = 1 para cada t > 0.

Se tiene el siguiente resultado:

39
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Proposicién 2.1.1 57 X es un proceso de Lévy y Y es una modifi-
cacion de X entonces Y es un proceso de Lévy con las mismas caroc-
teristicas de X.

Para la prueba puede consultarse Applebaum [1], pag. 63.

Es posible dar otra definicién que relaciona dos procesos de Lévy me-
diante la siguiente definicién, dos Procesos de Lévy definidos en cl mis-
mo espacio de probabilidad son indistinguihles si el conjunto {w € O :
Xi(w) # Yi(w)} es de medida cero o esta contenido en un conjunto de
medida cero, en este caso la medida es una medida de probabilidad.

Ademds, si X y Y son modificaciones entonces existe un conjunto nulo
Ny, tal que, si w ¢ Ny, entonces X,(w) = ¥,(w) y el conjunto nulo N,
depende s6lo de t. Ahora si X y Y son indistinguibles, entonces existe
un solo conjunto nulo N tal que st w ¢ N, entonces X,{w) = ¥ (w) para
todo ¢, en otras palabras, las aplicaciones t — X, (w) y { — Y(w) son
las mismas para toda w ¢ N, donde IP(N) = 0, ademds el conjunto N
esta en F, {donde F; es una fitracién la cual se definird més adelante)
para toda ¢, donde Fy contiene todos los conjuntos IP-nulos de F.

Resulta obvio que si X' y ¥ son indistinguibles, entonces une es modi-
ficacion del otro, la reciproca de esta afirmacién es falsa.

2.2, Filtraciones y Procesos Adaptados

Sea F una g-algebra de un conjunte dado 2. Diremos que nna familia
de sub-g-dlgebras (F;, ¢ > 0) de F es una Fillracidn si

F.CF cuando 5 <t.

A F; la interpretamos come todos los sucesos, hasta el tiempo i, sobre
los cuales podemos decir si han ocurrido o no. Asi, es obvio que con el
transcurso del tiempo sabemos méds, lo que se ve reflejado en la hipdtesis
de que la familia sea no decreciente.

A un espacio de probabilidad (Q, F, IP) que tiene una filtracidn se le
Hama espacio de probabilidad filtrado. También definimos Foo = VizoFr.
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donde a V b es el maximo de a, b. Ademds si se tiene una familia de o-
dlgebras (Gt > 0} tal que G, € F, para cada t > 0 a Gy se le llama
subfiltracion de (F,,t > 0).

Definamos entonces un proceso adaptado.

Definicién 2.2.1 .

* Decimos que un proceso estocdstico X = (X (£),t > 0) definido en
(%, F, [P} es adaptado a le filtracién F, (o F,-adaptado) si

X(t) es Fy-medible para cada t > 0.

o La fitracidn (F¥,t > 0) definida por

Fr=o{X(s):0<s <t}

es lo Bltracién natural de X (lambién lamada la filtracion ge-
- nerada por X ).

Entonces, por tado lo anterior, es claro que si X es un proceso adaptado
entonces se verifica que

E(X(s) | F.) = X{s) C.5. .
Esto se desprende de que F; contiene toda la informacién que nos per-

mite deseribir el comportamiento de X hasta el tiempo t.

También se puede verificar que si X v ¥ son dos procesos F-adaptados
vy o, 3 € IR entonces por la medibilidad de X y Y se tiene que los
siguiestes son tambidn procesos adaptados.

e aX + Y = {aX(t)+ AY (L), L > 0).
e XY = (XY ().t > ).

o f(X) = {f(X(t)),t > 0) donde F es una funcién Borel medible
en IRY.

o limi, o0 X = (i, oo Xn(t),4 > 0} donde (X,.n € IN) es una
sucesion de procesos adaptados que converge puntualmente c.s.
para cada ¢ > 0.
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St{Fi, t > 0) es unafiltracion sobre un espacio de probabilidad (2, F, IP)
podemos definir lo siguiente

* Fpp o= ﬂm Fige.

® Si F es completa vamos a denotar con Fy ala o-dlgebra mds
chica que contiene a F; y a todos los elementos de F de medida
(o probabilidad) cero,

Si ademas, 7, = 7, entonces decimos que la filtracién (F,, i > 0) es
continua por la devecha

Entonces podemos dar Ja siguiente definicién

Definicidn 2.2.2 Decimnos que una filtracion (F,,t > 0) en un espacio
de probabilidad completo satisface las condiciones usuales si :

(a) Es continua por la derecha, i.e., Fy = Fp.

(b) Fy contiene todos los conjuntos de medidu (o probabilidad) cero,
?:.6., .7:0 = .7‘-5

De manera equivalente, se puede decir que la fltracion satisface las
condiciones usuales si

Fy = Fry = F7 para cada t > 0.

Las condiciones usuales son utiles ya que bajo estas condiciones se
tendrd que cada martingala tiene una modificacién con trayectorias
continnas por la derecha con limites por la izquierda, (o cadlag en
francés), este tipo de funciones las veremos en la siguiente seccién.

Si se tiene una filtracién (Fi.t > 0) se puede aumentar un poco, para
que cumpla las hipdtesis usuales, generalmente este aumento es nsig-
nificante, y nos va a permitir, ademds, que si existe una martingala (o
supermartingala o submartingala) continua por la derecha se conserva
st pasamos a la filtracidn aumentada, esto es, se sigue teniendo una
martingala (o sepermartingala o submartingala), estos conceptos los
veremos méis adelante.

El aumento de la filtracién se muestra en la siguiente proposicién:
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Proposicién 2.2.1 Seq (F,t > 0) una filtracidn en un espacio de
probabilidad completo. Entonces la filtracicn (Fip b > 0) sabisface las
condiciones usuales. Ademds se tiene que

(Fer)" = (F))s

La prueba puede consultarse en Bojdecki [7], pdg 7. Notemos gue “el
completar” la filtracién y “cl tomar ef +* ( o la contimiidad por la
derecha ) conmutan, lo cual nos dice que no importa que le hagamos
primera a la filtracion siempre podemos hacerla mds grande para po-
der cumplir con las condiciones nsuales, sin gue esto afecte de manera
significativa.

A Gy = F}, le Hamaremos la filiracion aumentado, v si X es un proceso
estocdstico a G = FX* e llamaremos la filtracidn netural aumentada.

2.2.1. Funciones Cadlag

Sea I = [a,D] un intervalo en IR, la aplicacién [T — IR se dice
que es cadlag, (del francés continue adroit, et limité hganche ) si para
toda £ € (0,b] se tiene que J tiene limites por la zquierda en [ y [ es
continua por la derecha, i.c.

* para toda sucesion (t,,n € IN} en [ con cada b, < £y Hmy, .o bn =
t se tiene que lim,, .. f(¢,) existe.

¢ paratoda sucesitn (1;,n € IN) en  concadaty, > ¢y limy ooty =
t se tiene que limy, . f(t,) = f(1).

Claramente toda funcién continua es cadlag, sin embargo, existe una
amplia gama de otros ejemplos més interesantes, veamos uno muy par-
ticular, sea d = 1 y tomemos la funcién indicadora f () = Xn (1)
donde a < b. Si f es una funcién cadlig denotemos los lmites por la
izquierda en cada punto ¢ € (a,d] como f(t-) = lmgy f(s), ademds

denotaremos f(t-) = f(¢) si y s6lo si f es continua en ¢, Definamos la
funcidn salto en t como

AFE) = F(t) — f(t-).
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El siguiente resultado es de gran importancia para el cdteulo estocdstico,
pues si se tiene una martingala cadlag, entonces los puntos de discon-
tinuidad que tiene la martingala es a lo mas numerable.

Teorema 2.2.1 Si f es una funcidn chdfig y si definimos el congunto
5= {t,Af(t) # 0}, entonces S es a lo mds numerable.

Prueba.- Definamos para & > 0
Sk = {t,|Af{8)] > k}.

Supongamos que Sy, tiene al menos un punto de acumulacion x y elija-
mos una sucesion (z,,n € IN) en S que converge a . Sin perdida de
generalidad, supongamos que la convergencia es por cl lado izquierdo
¥ que la sucesién es no decreciente, esto ya que de cualquier sucesion
podemos dar una subsucesién con estas caracteristicas.

Ahora, para toda n € [NV se tiene que 2, € S, y como f ticne un limite
por la izquierda de z,, se sigue que dado € > 0, podemos encontrar § > 0
tal que para toda Y, con y < iy que satisface x, — y > 4, entonces
J(@a=) ~ fly) = to(y) donde feo(y)|] < ¢.

Fijando ny € IV tal que para toda m > 1 > ng, T — Zn < €. entonces

f(a':vt) - f(-rm) = f(-rn) - f(In_) + f(-rn—) - f(xm) = ko + fl)(m)9
donde | ky | k.

Asi, es claro que (f(z,),n € IN) no puede ser de Cauchy, de donde
se signe que f no tiene un limite por la izquierda en 2. Por 1o que S,
no tiene puntos de acumulacién y se tiene entonces que cs a lo mas
nuimerable.

Y como pedemos escribir a § como

S = US&-

nelN

Se tiene entonces que S es a lo mas numerable.
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2.3. Martingalas

Sea X un proceso adaptado definido en un espacio de probabilidad

filtrado ¢ue también satisface el hecho de que E(X(t)]) < oo para
toda ¢ > 0.

Decimos que X es martingalo si para toda 0 < s < £ < oc se tiene que

E(X{t) | Fo) = X{s) C8. . (2.1}

Nota 2.3.1 $i X es una martingala entonces la aplicacién t — IF (X(t)
es constante.

La siguiente proposicién nos dice como se inducen martingalas usando
procesos de Lévy.

Proposicién 2.3.1 5i X es un pm(eso de Lény con Erponente de
Lévy n, entonces para cada v € R, M, = = (M,(t).t > 0) es una
martingale compleja con respecto o (F; ‘Y,z‘. = 0}, donde cada

M(t) = exp lilu, X (8)) — tnlw)).

Prueba.- Tenemos que para cada ¢ > 0 se tienc que

EIM(8)]] = IE[jetXe tmiu))
= IE[‘E Ei{u,.’((i)) \] —tn{)

= E(le ) = ol £ o

ahora para cada 0 < s < ¢, escribamos de manera distinta la. defisicién
de M,(t)

Mu(t) = expli(u, X{(t)) — tn(u)]
(u, X(8)) + 2(u X)) —i(u, X(s)) — tn(w)]
= explilu, X(s)) +i(u. X(t) ~ X(s)) ~ tn{u))]

i, X () — snf) 1 {00, X(2) — X(5) = tn{u) + sn(ur)]
= exp[iu, X (s}) - snlu)] exp [i{u, X (t) = X(5}) ~ (¢ = s)n(u)]
= M,(s)expli(u, X (1) — X(s)) ~ (t — 8)n(u))]

= expli

7

= exp|
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entonces por el inciso (2) de la definicion 1.5.1 de Proceso de Lévy y
por el tearems 1.5.2 se tiene que

M) | ) = Mu(s)E (exp [i{u, X {t ~ ))]) exp [—(t — s)5(u)]
My (s}exp [(t — sin{u)] exp [~ (¢ — s)n(u)}
= M.(s).

Asi, se tiene que (M, (1)t > 0) es una martingala conipleja.

Algunos ejemplos de martingalas son:
L. C(t) = ¢ B(t) donde B(t) es un M.B. estindar y & es una matriz
der x d.
2. [ Ct) * —tr(A)t donde A = 670
3. exp [(u, C(£)) — $(n, Aw)] donde v € RY,

4. N(1) doude N es el proceso de Poigson compensado con intensidad
A de la subseccién 1.6.2. :

5. f{ﬂ(t) — M.

6. ({E(Y | 7,),1 > 0) donde ¥ es cualquier variable aleatoria en un
espacio de probabilidad filtrado para el cual E(|Y}) < oo.

Cuando se tienen martingalas de la forma (6) se les llama cerradas o
regulares. A las martingalas que tiene media cero se les llania centradas.
También se dice que son continuas si sus trayectorias son continuas.

Una martingala (M(£),t > 0) es L? o cuadredo integroble (resp. acotada
en media cundrdtice) si -

E M) <o para toda ¢t > 0.

{ Resp.
: sup IE |

>0

M(#)?] < o).

Demos una extensién del concepto de Martingala.
Un proceso adaptado X para el cual se tiene que IF [|.X( 1]] < oo para
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toda t > (, se dice que es una submariingala si para toda ) < s < ¢ < oo
yl<i<d

].E(Xz(tﬂfs} :_> Xi(S) (68N
¥ decimos que es supermartingale si para toda 0 < s < t < vy
1<4<d

E(Xl(f)l.?:‘s) S X,‘(S) C.5..

Existe una generalizacion mds fuerte del concepto de martingala, que es
una clase de procesos llamados Cuasimartingalas que contiene a mar-
tingalas, supermartingalas y submartingalas, que ademds cs una clase

cerrada, para su estudio puede consultarse Tomasz Bojdecki [7} y tam-
bién a Michel Métivier [23].

Una funcién ¢ : IR — IR se dice que es conveza si para cada z,y € IR
y 0 <6 <1 se tienc que

bz + (1= 8)y) < Bp(z) + (1 - O)ly).

Se tiene ln siguiente desigualdad

Proposicién 2.3.2 Desigualdad de Jensen. Seo f:i IR — IR una
funeidn conveza y X wna v.a. X (4, F, IP} — IR tal que IE ]| X(1)|] <
oc y que IE[| f(X )} < 0o entonces

FUEX@IK) < E[(X(0))K].

Donde K es una sub-o-dlgebra de F , K CF.
En particular, si f(z) = 2|7 para alguna p > 1, se obliene I destgual-
dad

1B XK P < E(|X(10)]7|K].

Una prueba de esta proposicién sc puede encontrar en Shiryaev [32]
pag. 192. Usando el resultado anterior podemos probar la siguiente
proposicién,

Proposicién 2.3.3 Seu (X(t).2 > 0) una submartingala de un espacio
de probabilidad filtrado o IR y sea [ IR — IR una aplicacion convezra
no decreciente de tal manera que IE [ f(X (1] < o0 para cada t > 0.
entonces el proceso (X (t)],¢ > 0) es una submartingala.

En particular, el proceso ((X(1)|P,t > 0), para p > 1 es submartingala.
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Prueba.- Sea s < ¢, es claro que f{X(1)) es Fi-medible para cada
1 = 0. por hipdtesis se tiene que
X(s) < E[X(4)|F,]
¥ como f es no decreciente se tiene entonces
FIX(s)] < fIB(X (1)|7)]
¥ usando la desigualdad de Jensen se tiene
FIX ()] < FUE(X ()R} < Es[f(X (£)(F,].

De donde se tiene que {(FIX{t)],t > 0) es una submartingala,

Tenemos ahora la desigualdad para submartingalas de Daob,

Teorema 2.3.1 - Desigualdad de Doob. $i (X(0), 6 > 0) es una
submartingala positig entonces pura toda p > 1 se tiene

5 { XGp) < (L) maxor

0<a<t p—-1

Para la prueba en el caso discreto puede consultarse Roger and Williams
[29] pig. 143 y para el caso continuo Dellacherie y Meyer {111 dan una
prueba en la pdg. 18, otra prueba puede encontrarse en Revuz y Yor
[28], seccién 2.1.

También notemos que si X = (X(£},t > 0) es una martingala que toma
valores en JR?, entonces el componente i-ésimo (X?(1),4 > ) es una
submartingala en los reales para cada 1 < ¢ < d y entonces por la
desigualdad de Dioob, se tiene que para cada £ > )

IE(sup |X(s)}2) < \i,{E(sup Xf(s)) < i:qzlE(X?(t))

O<ls<t i— N<s<t

CE(IX(0P)

|

11 _
dondep+q—1,

5i bien la siguiente propiedad ya la habiamos establecido, no con la
formalidad de un resultado, asf pues se tiene el siguiente teorema
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Teorema 2.3.2 Sea M = (M(t),1 > 0) una submartingale entonces

1. Para todo subconjunto denso numerable D de IR, los siguientes
timites por la izquierda y por la derecha existen y son finilos c.s.
para cadae € > ()

Mt-) = Sel}jrgn M(s)

M(t+) = lm M(s).

2. Sila filtracidn (F,,t > 0) satisface las condiciones usuales y st la
aplicacién t — IE(M(1}) es continua por lo izquierda, entonces M
tiene una modificacidn gue es cadlag,

La prucha de este resultado se puede encontrar en Delacherric and
Meyer [11] pég. 76-76. y en Revuz and Yor [28] pig. 63-65.

El siguiente resuitado asegura la existencia de una modificacién de un
g g

proceso de Lévy que ademds es cAdlg, para probarlo necesitamos antes

un lema.

Lema 2.3.1 Sea {z,,n € IN} una sucesion de mimeros reales lal que
e converge cuando n — oo para todo u € IR entonces x,, converge
a un limite finito.

Prueba.- Para probar este lema utilizaremos el criterio de Canchy :
Tn converge si para toda sucesiones crecienies de nilmeros reales ng v
my el limite g oo (zn, — Zm, ) = (1.

Para esto definamos U7 una v.a. con distribucidn uniforme sobre [0, 1].
Ahora para todo t € IR por hipdtesis se ticne que con probabilidad 1
exp (itUr,, ) v cxp (6t Tm, )} convergen al mismo Hmite. por lo tanto,

A (Zny, —2my b 1

lim & C.5.

k—00

por lo tanto al Lomar la esperanza, se obtiene que las caracteristicas
convergen,
m IE{e! e 2m ] = 1

k=0
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. L
para toda t & IR, de donde se ticne e (Ln, —2m, )JU convergea B en L
entonces converge a ) en probabilidad | por lo que el 1y .o Tp, =T, =
0 como se querfa, asi T, converge a un limite finito.

Teorema 2.3.3 Cada Proceso de Lévy tiene una modificacion cadlag
que es o su vez un proceso de Lévy.

Prueba.- Sea X un proceso de Lévy adaptado con su filtracién natural
aumentada. Ahora, para cada u € IR? v recordemos la definicién M,
de la proposicién 2.3.1, sea D un subconjunto denso v contable de IRY,
y del teorema 2.3.2 inciso {1), se tiene que para cada { > 0 los limites
M, (t—) v M.(t+) existen sobre D c.s.,

Definamos ahora para cada « € IR a ©, un subconjunio de Q para et
cual estos limites no existen, y definamos también a © = Upei©n el
cual es también un conjunto de #’-medida cero.

De esta manera, para w € 6° fjo y para cada ¢ > 0 definamos (s, n €
IN) una sucesién sobre D creciente a t. Y sean ' (£)(w) y #2(t)(w) dos
puntos de acumulacién del conjunto {X(s,)(w),n € IN} que corres-
ponden a los mites de las subsucesiones (s,,,n; € IN} v (: $n;, My € IN)
respectivamente. y se deduce de la existencia de M(1—) que el limite
lim, 1e exp [i(u, X (s,}(w))] existe y por el lema 2.3.1 entonces = (1) (w)
y 2*(t){w) son finitos.

Ahora eligiendo » € Q¢ tal que (u, x}{w) — 22(w)) # 2nw para toda
n € Z. y por la continuidad se tiene que

lm B%[H,X(ﬂni){w)) - ei(u.a:{ {w)) y lim eiteXisn, ) ei(u,rf(w))
sny T ‘ an Tt

y entonces se obtiene una contradiccién pues X tiene un tnico limite
por la derecha sobre D, para cada ¢ > 0 en ©°.

Un argumento parecido se puede utilizar para los limites por la zquier-
da en ©°. De donde se puede ver que el proceso ¥ es cadlag, donde se
define ¥ para ¢ > 0 como

limgepare X(s)(w), s5i w e gf
Y(t)(w)—{ o el ). siweo.
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Ahora para poder ver que Y es modificacién de X se tiene e para
cada ¢ > 0y por el teorema de la convergencia dominada obtencmos

;‘E(ei(u,ylt}ﬁxitl)) -~ lm E(ei(u,“{(s}f){(t}}) =1

SED,5 |t

esto por las propiedades de un proceso de Lévy y por el lema 1.5.1 de
la pdgina 17,

Se obtiene entonces que
P{w, Y (t){w) = X(t)w)}) =1

por lo que usando la proposicion 2.1.1 de la pagina 3% se concluve que
Y es un proceso de Lévy.

Asi hemos mostrado una modificacién de un proceso de Lévy que
ademds es cAdlag y proceso de Lévy a su ves.

El resultado siguiente es un caso particular de la Prop. 2.2.1 aunque
aqui s6lo se hace para la continuidad por la derecha.

Proposicidén 2.3.4 $i X es un proceso de Lévy con trayectorias cadlag
entonces su filtracion naturel aumentade es continua por la derccha.

Prueba.- Por conveniencia. escribamos GX = G v para probar el re-
sultado basta probar que ¢, = ﬂne ~G.p1 para cada t > 0, entonces
el limite cuando w | t de G, se puede sustituir por el limite cuando
n — oc. Ahora. para t, sy, ..., 8, = 0 fijos v w, ..., 1, € IR estables-
camos primero el signiente hecho

m m
E (‘*XP [ﬁ'Z(%‘:X(S;))} I Qn) =IE (exr) l:iZ(u;hX(sj})jl | §¢+)
j=1 g=1
(2.2)
ahora se tiene que la ecuacién (2.2) se cumple de manera obvia si
MAX) <jem 85 < €y probaremos entonces el resultado para min<;,, §; >

{ con lo que se cubren todos los casos posibles, para hacer esto recor-
demos la definicién de M,(1) de la proposicién (2.3.1), asf
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I (exp {il(u1, X (51)) + (w2, X (s2))]} | Gos )
= Eﬁl IE (exp {il(uy, X (31)) + (u2, X (52))]} 1 Go)

=t JE (exp {sam(ua) + (1, X (1)} + 2, X (52)) — s2m(12)} | G.)

= 11mﬂ€ (exp {san(ug) + 1wy, X (51)}} exp {ilug, X (s2)) — san(uz)} | G.
= E@E(em {san(ua}} exp {i(ur, X(51))} Mo, (52) | Go)

= GXP{Szﬂ(ﬂz)}Efl?E(exp {i{ur, X (1))} Moy (52) | G

= exp {i(ul,X(m))}l::{IgE(exp {i(ur, X (1)) HE[M,,,(s2) | G | Gu)

= exp {szn(ua)} i 1B (exp {i(tn, X (51))} Mo (51) | 6.

= exp {son{na)} i I (exp {3(ous, X (31))} Mo ()

exp {2(ug, X (83) — X(w)) — (81 - w)n(ua)} | Gu)
= exp {son{us)} Ellltl IE (exp {i{ny +ug, X(53))} M, (w)

exp {—i{ug, X(w)) — sup(wa) +wnluz)} | G}
= exp {sam{ua) - 519(ua)} 1;111} M., (w)exp {—i{us, X{(w)) + wnlua)}

IE (exp {#{ny + 1y, X (s))}} | Go)
=cxp {{sy ~ Sl)"f(“z)}gﬁ?ﬁ (exp {i(u) + u2, X(5:))} | G.)

= exp{(s2 — s1)n(ua) + s179(u1 + u2)}
E{’QE(GXP {i{ur + ug, X(81)) — sim{wn +u2)} | Go)

= exp{(s2 — s1)n{uz) + s19{u; + 1)} 11’111} IE(My, sus(81) | Go)
=exp{(s2 — s1)n(ug) + sin(us + )} h'rlr: My, (W)
= hmexp{ (41 + 1z, X{w))]

exp {(sa — s1)n(ua) + (s; — win(ws +up)]  por ser X cadlag =
= expliuy + uz, X ()] exp [(s2 — s1)0{ua) + (51 — )y + ua)]
= Eexp {il(ur, X(51)) + (w2, X (s2))1} | Go).

Ahora, definamos X™ = (X (s1),..., X{sm)) ¥ como existe una corres-
pondencia uno a uno entre las funciones caracteristicas v las medidas
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de probabilidad se obtiene que
PIXY | G, = (X0 [ G} cs.
y entonces para toda g : IR™ — IR tal que que
E(lg(X(s1). ..., X(sm))]) < 0.
Se tiene que
IE(g(X(s1),--, X(sm))[Gos) = B (g(X (50, X (50)[G0)

En particular, al hacer variar a t,m y 51,..., $; podemos deducir

ZP(AIQH)ZIP(A‘QJ

para todo A € (.. Ahora suponiendo gne A € G, . y asi finalmente
se tlene que

Xa=IP(A| G ) = IP(A]G) = E(xa | G) cs.

por lo tanto, como G; es una filtracién aumentada, <e donde se deduce
que Gy C G, y asi se obtiene el resultado.

Otra propiedad que se tiene con las condiciones usuales es el hecho de
que X {f) — X(s) es independiente de F, para todo s,¢ tal que 0 < 5 <

t < 0.
Decimos que || - || es una seminorma si para toda ), 29 € X con X un
espacio lineal (real o complejo) la funcién |f - | es tal que

o Jer + 2ol < fodd + [l

o |lazxl| = |o||iz|| con o un escalar.

Un hecho importante es que si denotamos como M al espacio lincal de
las clases de equivalencia de las L?-martingalas (o cuadrado integrables)
Fi adaptadas y definimos ademas una seminorma (-1, > 0) mediante

Entonces se tiene que M es un espacio localmente couvexo con la to-
pologia inducida por esta seminorma. lamamos a M um espacio de
martingalas, y se puede probar que A es un espacio completo.

Ml = E(Mn)P).
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2.4. Tiempos de Paro

Definimos un Tiempo de paro como una variable aleatoria T' : {} —
[0,20] para. la cual el evento (T <t) € F, para cada t > 0.
Un ejemplo interesante de tiempo de paro es la primera visita {o en-

trada) del proceso X en el conjunto A como la funcién Ty : Q@ — =
definida por

Ta=inf{t>0: X(t) e A}
y usando la convencion adicional inf {§} = oo se tiene entonces que T
esta bien definido.

Asi, si se tiene un proceso adaptado X ¥y un tiempo de paro 7" con

respecto 2 la misma Hltracién entonces la variable aleatoria X (T) se
define mediante

X(T)(w) = X(T(w))(w)

con la convencién adicional X(o0)(w) = im0 X (tH{w) si el limite
existe con probabilidad 1 y X{a0)(w) = 0 en otro caso.

Ademds, para cada tiempo de paro S podemos asociar las o-dlgebras
Fs v Fs, definidas por

Fr={Ae Fu  A[ T <t} e F, 1t >0}

Fry = {A € Fx: Aﬂ{T < fp} € F, vt > 0}

algunas de las propiedades mas importantes de los tiempos de paro
estan incluidas en la siguiente proposicién.

Proposicién 2.4.1 e $ 5.7 son tiempos de paro, entonces SV T
¥ S AT son tiempos de paro.

* 5 5T son tiempos de paro y A € Fg entonces AMH{S < T} ¢
Fr(\Fs. En particular si S < T entonces Fg © Fr.

¢ 5i {S.}nz1 son tiempos de paro entonces SUp,~q 5, es tiempo de
paro y temnbién inf,~ S, es Fii-tiempe de paro.

* S5i S es tiempo de paro y T es una Juncidn Fg-medible tal que
T > S entonces T es tiempo de paro. En porticular lo suma de
dos tiempos de paro es también un tiempo de paro.
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L.

® 515 es tiempo de paro entonces eziste una suceston {8y }ax, de
liempos de pare con valores en D, = ik = 0,1,....00} fes
decir, S, son tiempos de paro discretos) tol que S,, — S.

¢ 50 S.T son tiempos de paro entonces Fsar = Fs [ Fr.

s 515 es tiempo de paro y A € Fy entonces la funcidn S4 : Q0 — BT
definido por

20 81 we A°

Salw) = { S(w) s wa A,

€s un tiempo de paro.

Para s prueba puede consultarse Tudor [30] pdg. 16. Ahora notemos
que el ultimo inciso de la proposicién anterior nos remite a la definicidn
de subordinador muerto definido en la pagina 33 con lo que se tiene que
el tiempo de paro definido de esta, manera es un proceso de Lévy de
dimensidn 1.

El siguiente teorema nos da las hipétesis necesarias para que se pueda
extender la relacidn (2.1) de la pagina 45 a tiempos de paro.

Teorema 2.4.1 Desigualdad de Doob para tiempos de paro. 5i
X es una martingala cadlag y S, Tson tiempos de paro finitos tal que
S < T cs entonees X(S) y X(T) son inteqrables eon

E(X(T)|Fs) = X($) cs.

la prueba de este teorema se puede encontrar en Rovuz y Yor [28],
seccion 2.3, Una forma alternativa de oste tearema, en la que se incluye
la parte de submartingalas ¥ supermartingalas lo da Tudor [30] en la
pag. 53., ademds de un teorema para tiempos no finitos que presenta
en la pag. 56.

El siguiente teorema nos dice que los tiempos de paro pueden ser vistos
como procesos de Lévy.

Tecrema 2.4.2 Sea B = (B(t),1 > 0) un Movimienio Browniano
estdndar de dimension 1, y definamos paru cada t > 0

7(t) =1’nf{5 > 0 B(s) = %}

entonces 1 = (T(t),t > 0) es el subordinador de Léwy.
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Prueba.- Claramenie T(£) es un tiempo de par. ghora cormo A
cada 8 € MM el proceso definido por Af(E) = cxpid) - 1621 vs v
martingula eontinua con respecto a la fltracion ratural awmentada para
al Movimiento Browpiano. Y usande &l teorcraa 2.4.1 se tiene que s
2 0one IN § > U entonces

I 1 o
1= E(expdB(T{t) An) - ST An)h.
Ahora. para cada n € IN,t > 0 definatos A = {w e T < )
entonces

R P Y
E(exp [{T(ty A n) - ST Ayl
= IE ((‘:xp DT An) - %6‘22"{5)%(__1_“ )

7

R .
T expi ——59‘7r]}1:f(_ex.;.1 BL ) x40 0

Pero, cowo para cada w & O, T L) > 0 o i) = L cutonees

Yoo
UMP(‘EB)‘H,II!;';J iy

R

1

J = cunndo s e

19
\/§J

o el nltimo paso se ha usado o) teorema de la COUVETSENCTE TONO! TR,
ast obivnemos

s
< axp I—-;-ﬂg?? + 4
I

STV . * AR A P
HEN /) (e:q) WEIT () - -]_—H"['.’{,)’g = exp (= (?XP E----jj:_!f“f o } g
2 ) ‘\;’"‘2 \ 2 4

De donde al sustituir § = /2% se obriene

ey a0 = evpi I

Emonces T es of subordinador de Lévy.
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Al siguiente resultado se le conoce como la propiedad fuerte de Markov,
y aunque hay versiones particulares para ¢l Movimiento Browniano y
para el proceso de poisson, en este caso esta enunciado para procesos
de Lévy, que es mds general.

Teorema 2.4.3 51 X es un proceso de Lévy y T' es un ticmpo de pare
fenilo c.s., entonces sobre (T < 00) se define el proceso
Xe(ty = X (T +8) — X(T)

¥ se tiene entonces que

1. Xp es un proceso de Lévy que es, ademds, independiente de Fr.
2 para cada t > 0, Xo(t) tiene la misma distribucion que X(t).

3. Xrp es cadlag y es un proceso Fpy-adaptado.

ta prucba de este resultado se puede consultar en Protter [27], pag. 23.
ademads de una forma alternativa que Tudor {30] presenta en la pdgina
424,
ahora recordando la definicidn del proceso salto definido en la subsec-
¢ién 2.2.1

AX(t)y = X{(t) - X{t-)
para ! > 0 y donde X {2~) denota ¢l Hmite por la izquierda en .

El siguiente resultado lo ocuparemos mds adelante,

Teorema 2.4.4 I N es un proceso de Lévy que es no decrecienle ¢.s. y
es lal que el proceso AN(t) toma valores en el conjunto {0,1} entonces
N es un proceso poisson.

Prueba.- Definamos una sticesién de tiempos de paro recursivamente
mediante Ty = 0y T, = inf {t > T,y (N(t) ~ N(Tnoy)) # 0} para
cada n € IN. Y del teorema 2.4.3 se sigue que la sucesién (71,73 —
oo, T =T, 1,.. Yesiid esto por ser T uu subordinador de Lévy
de donde se tiene que 7' es un procesc de Lévy. :

Ahora, por la propiedad (2) de los procesos de Lévy se tiene que para
cada 5,0 >0

_iP(T] )S%t}

!

IP(N(s) = 0,N(s + ) — N(5) = 0)
= IP(Th > s)IP(Th = t}.
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Ahora, del hecho que N es no decreciente c.s. se sigue que la funcion
t— IP(Ty > t) es no decreciente y por la propiedad (3} de 1a definicién
de proceso de Lévy se tiene que la fancién — IP(Ty > {) es continua
en ¢ = (. de esta manera, la solucién a la ecuacién descrita arriba es
continua en todos lados, y usando la propiedad descrita en Bignham,
Goldie and Teugels [6], pdgs. 4-6, se tiene que existe A > 0 tal que
IP(T) >t} = e para cada ¢ > 0. Entonces T} tiene una distribucion
exponencial con pardmetro A y

PNty =0y =IP(T) > t) =™
para cada t > ().

Ahora, supongamos que lo anterior es nuestra primera hipdtesis de
induccién y asumiendo que
AR
P(N(t)=n) = e—’“%-?—')—
se cumple, entonces
IP(AM(t) =n+ 1} == IP(,I;l-i-? > t:r-rn-f—l < t)

-H)(Tn+2 > f) - ["D(’I;'Hl = 1")

il

PETD €Omo
L =T+ (T, -+ (T — Th)

es la suma de n + 1 variables aleatorias exponenciales i.i.d.. enlonces
se liene una distribucién Gamma con densidad

Aﬂ‘f‘i g"
o, (5) =™ para cada 5 > 0
n!

y como se tiene que si una v.a. X tiene distribucion Gamma con
parimetros n € IN y A > 0 tal que la funcién de densidad esta da-
da por
)\nmn--le—,\z
f{I) - (n _ 1)|

para cada z > 0 entonces X tiene una raiz n-esima, en términos de la
convolucion, dada por la distribucién exponencial con pardmetro A > ()
y funcién de densidad

)1(/',71[1:) — A6~A$

de donde se sigue el resultado.
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2.5. Medidas Aleatorias Poisson

Sea (5,.A) un espacio medible y {2, F, IP) un espacio de probabilidad.
Una medida aleaforia M sobre (S, 4) es una coleccién de variables
aleatorias (M (8),B € A) tal que

1. M(0) =

2. Dada una sucesiéon (A,,n € IN) de conjuntos disjuntos dos a dos
en A se tiene que

M (U An) =Y M(4,) ecs.

nelN neN

3. Para cada familia disjunta (Bi, ..., B,) en A, las variables alea-
torias M(By},..., M(B,) son independientes.

Y diremos que una medida aleatoria es una medida de Poisson si cada
M (B) se distribuye poisson siempre que M{B) < oc. Es de interés par-
ticular, cuando se obtiene una medida o-finita A sobre (5, .A) mediante
la utilizacion de la esperanza M(A) = IE{M(A)) para toda A € A. El
inverso de lo anterior se muestra en el mgumnte teorema, antes necesi-
tamos un resultado previo.

Teorema 2.5.1 Sea (2, F,, IP,) una coleccidn de espacios de proba-
bilided paran =1,2,... , ysea Q= x Qo x -+, y sea F la o-dlgebra
generada por le coleccion de conjuntos

C={w={w,wy,...} :wp € Ay parak=1,...,n} (2.3)

sobre-todan y tode Ay € Fi pare k = 1,...,n. entonces existe una
inice medida de probabilidad IP sobre F lal que

-para cada C de la expresion (2.3)
Este teorema os un caso especial del teorema de extensién de Kolmo-

gorov y la prueba se puede encontrar en Shirvaev [32], pig. 167, asi se
tiene el teorema sguiente
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Teorema 2.5.2 Dada una medida o-finila A sobre un espacio medible
(S,A), Eziste una medida aleatoria Poisson M sobre un espacio de
probabilidad (Q, F, IP) tal que (A} = [E(M(A)) paro loda A € A.

Prueba.- Para probar este resultado primero supongamos que A({1) <
00, y 8l se tiene el caso en que A = () escogiendo M (A) idénticamente
cero se tiene probado el teorema, para la prueba cnando A£2) = oo
consultese Sato [31] pdg. 122.

Supongamos que A(A) > 0. Ahora, en algtin espacio de probabilidad
(Q9, Fy, %), utilizando ¢l lema anterior, podemos construir una suce-
sidn de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas
sobre 1, {Z, : n = 1,2,...} con disiribucién A{A)"*A y una variable
aleatoria Poisson ¥ con media A{A) tal que ¥ es independiente de las
{Z.}. Definamos M(A) =0si Y =0,y

¥
M(A) = Z HA(ZJ)
i=1

si ¥ > 1. Entonces claramente M (A} satisface (3) de la definicién de
medida aleatoria, Sea 'k > 2. Sea- Ay,..., Ay € F disjuntos tal que
Uf=1 A; = Q y haciendo ny + - + ny = n se tiene - S
L’P[M(Al)=n1,...,M(Ak):nQ: N
=P [M({A) =n, ..., M( Ak) = ny | M(8) = n] IP{M(£2) = n]

v o
=P !:le%h(z ‘nla- Z}lflk _nk} HD[YIT."
=1

De donde tenemos una distnbucno_n multinomial y una Poisson. enton-
ces

H)[AI(AI) =T1jy,..., .!\J(Ak) = TL;C} =

A(Ai))m e ()‘T((”?]L)))n GA(Q)%

n!
(b (nk)( AR)

k

H —aian MA; ) "’_

=1 ‘J‘
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Encontrando la distribucién marginal de n; se (lene

IPIM(A}) = ] = M XA

7l

Asi, se puede ver que se satisfacen las propiedades (1) (2) y (3) de la
definicidén de medidas aleatorias.

|

Tenemos un resultado que se refiere a los saltos de los pracesos de Lévy.

Teorema 2.5.3 57 X es un proceso de Léwy, entonces, para t fijo se
tiene que AX(t) =0 c.s.

Prueba.- Sea (t(n),n € IN) una sucesién en IR* con t{n) 1t cnan-
do n — 00, entonces como X tiene trayectorias cadlag se tiene que
limy, oo X({{n)) = X(t-) y por la propiedad (3) de los procesos de
Lévy la sucesién (X (¢(n)),n € IN) converge en probabilidad a X (£) de
donde se sigue que tiene una subsucesion que converge ¢4, a X{(I} y
por la unicidad de los limites se tiene el resultado.

Unos de los problemas principales de trabajar con procesos de Lévy es
ue puede presentarse el hecho que

Z AX(s) =00 s

0<a<t

y una de las maneras en que se busca superar esta dificultad es usando
la condicién que siempre tenemos o buscamos tener

Y IAX(s)P <o cs.

0<a<t
Definamos, para 0 < ¢t < cc y 4 € BIR® - {0})

Nt A =t{0<s <HAX(s) e A= Y xalAX(s))

D<a<t
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¥ notemos que para cada w € Q y t > 0 la funcion A — N(t, A)(w) es
una medida de conteo sobre B(IR? - {0} ¥ se liene entonces que

B(N(t, A)) = / N(t, AYfw)dIP(w)

es una medida de Borel sobre B(IR*—{0}. escribiremos u(-) = IE{N(1, )
y la llamaremos medida de intensidad asociada a X_y diremos, ademds,
que A € B{IR? — {0}) es acotada por abajo si 0 ¢ A.

Mostremos el siguiente lema que nos permite probar un teorema im-
portante mas adelante.

Lema 2.5.1 5i A es acotado por abajo enlonces N(1, A) < 0o c.5. para
toda t > ().

Prueba.- Para probar este resultado definamos una sucesion de tiem-
pos de paro (T} n ¢ IN) por
T =inf{t>0,AX(f) € A}
Y para n > 1 mediante
T =inf{t>T2 ,AX(1) € A}.

Asi, como X es cadlag, se tiene que T/ > 0 c.s. v el lim, .o T = oo.
de hecho, si ninguno de los dos no son los casos entonces el conjunto
de los puntos en que salta el proceso en A puede tener un punto de
acumulacién y esto no es posible por ser X cadlag, esto se vio en la

prueba del teorema 2.2.1, entonces, obtenemos que para cada £ > 0

j\fv(t, ‘4) = Z X{T,:f?!} < 00 C.8.
nc N

Enunciemos el siguiente teorema.

Teorema 2.5.4 §i N(t, A) = o peses XA(AX(5) y

1. 5i A es acotado por abajo, entonces {N(t, A}, ¢ > 0) es un proceso
de Poisson con intensidad p(A).
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2.9 Ay, . An € BIRY—{D}) son disjuntos, entonces las variables
N{t, A ..., N(t, An) son independientes.

Para la prueba consultese Applebaum [1], pag. 88.

Ahora supongamos que S = IR x I/, donde U es un espacio medible
con una o-dlgebraCy A = B(IR')®C. Sea p = (p(t), ¢ > 0} un proceso
adaptado que toma valores en I7 tal que M es una medida aleatoria
poisson sobre 5, donde M([0,) x A) = {0 < s < t;p(s) € A} para
cadat > 0y A € C. Y en este caso tenemos que P es un proceso Poisson
puntual y M es su medida aleatoria Poisson asociada.

Sea U un espacio topolégico y tomemos C como su o-algebra de Bo-
rel, y sea como M una medida aleatoria sobre § = IR* x [/, Ahora,
para cala A € C definamos el proceso M,y = (M4(t),¢ > 0) mediante
M4(t) = M([0,) x A). Entonces diremos que M es una Medida martin-
gala siexiste V € C tal que My es una martingala cuando A NV =0
Hlamaremos a V el conjunto Forbidden asociado.

Esto ultimo se aplica a los procesos de Lévy de la manera siguiente,
Sea U = IR*— {0} y sea C su o-dlgebra de Borel. §i X es un proceso de
Lévy, entonces AX es un proceso de Poisson v N es su medida aleatoria
de Poisson asociada. Ahora, para cada f > 0y A un conjunto acatado
por abajo. definimos la medide aleatoria POTESON, COMPENSAAN POT

N(t, A) = N(1, A} — tu(4)
entonces (N(t, A}t 2 0) es una martingala v entonces N se extiende
a medida martingala con conjunto Forbidden {0}.
2.5.1. Integracién de Poisson
Sea f una funcién Borel medible de /R? a IR® y sea A acotado por

abajo entonces para cada t > 0 y w € ) podemos definir la integral de
Poisson de f como una suma, finita aleatoria

[ 1N @) = Y f@n e )

TEA
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Aqui se tiene que
t dL‘) Z X{x} A)ﬂ.(ﬁ’)
0<e<Tt

Por lo cual, esta parte sélo puede tomar los valores 0 o 1.

Observemos, ademds, que cada [, f(z)N(t,dz)(w) es una variable alea-
toria en IR? y genera un proceso est ocastlco al hacer variar t.

Ahora, como N{t, {z}) # 0 & AX(x) = 2 para al menos alguna u tal
que 0 < u < {, entonces se tiene que

[I@nwan = ¥ jax@ia@xw). @)

D<€t

Y si (To.n € IN) son los tiempos de arribo para el proceso Poisson
(N(t,A),t > 0). entonces otra manera de representar la integral de
Poisson se sigue inmediatamente dc (2.4)

/mwrd;r} > HAX(TE A xn (T, (2.5)

ne N

De ahora en adelante, escribiremos fta para denotar la restriccidn al
conjunto A de la medida p.

Teorema 2.5.5 Sea A acotade por ebajo y sea [ una funcidn medible
de A o IR, definimos entonces la funcicn

/ flz)N(t,dx). (2.6)
Entonces se tiene

1Y tiene una distribucion Poisson Compuesto tal que paru cada
uw e IR®

/) (exp fi(u, Y} ) = exp [ L (e — 1) {po f)(da)|.

2. 8 f e LMA, jua) entonces

BY) = [ fouds)
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3. 8i fe LA uy) entonces
Var (¥) = [ 1f6uax).
A

Prueba.-

(1) primere veamos que Y(t) en (2.6) es finita, esto, por la razén
que N es finita por el resultado (2.5.1). Para p = (p1,y....pa) € Z°
definamos como CF el conjunto de puntos z = (21,...,24) € IR? tal
que 27p; —1) < z; < 27p, para j = 1,. d Entonces {Cn.p e 2%}
cubre a IR®. ahora ehjamos un punto z; en cada C y deﬁnamos la
funcién f,(r} de A a IR? mediante

f n(-r) = z:

parazr € f *‘(C;'), donde f~ (C‘”) es la imagen inversa de C”, es decir

FHE ={z € A f(2) € CF}

entonces al caleular la norma f{x} — f,(xx) se tiene que

() = ful=)l
donde 2 = f(r) € f~(C}) de donde

il
S
I
B

|f(2) - fulx)l =

pero para cada 7 se tiene que
zoil € 27py - 27" (p; - 1) =277 asi

l2; =

|F(z) = falz)) <

Asi se tiene que | f{z) — fo(z)! < 277d"2. Sea

0= [ AN
A
de donde se tiene que

Yo(t) - Yt} < 27"d2N{, A) = 0 cuando n — oo
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de dende se tiene que
Y.(l) = Z z, N(t, f‘](C';)).
pEZA

Por lo tanto, Y,,(¢) es una variable aleatoria en 4 y se tiene enlonces
que

B = ] fexp {itu, 52N, £HC) )]

pedd
= exp (e — nyu(sr~ o))
ped

= exp [/ (61(11,,)'”(.:)) — 1)”(d$) .
A

Esto por la definicién de medidas aleatorias Poisson. entonces, por el
teorema de continnidad de Lévy, se tiene que Y es una variable aleatoria
sobre A que satisface (1), la cual muestra que la distribucién de Y es
Poisson Compuesto.

(2). (3) Definamos como w (1> Jin (@) ¥ Yiy la j-esima coordenada de
u, f(z) y Y respectivamente. y de ]d‘e. hipétesis de que [, | f(z)|u(de) <
X0y fA |f{x}?u(dz) < oo se tiene entonces que

1 4 : / R

___ {u,fn{z)) _ et @) gy
- € (dr) pldry,
i Bugj /( Dp(dz) Joy(z {dx)

(1&“ )/(€1an(l lj,u dsc = /[f(j)(l‘)}z(’.i(u’ﬂx)}]i(dx),
A

para j=1,...,d. diferenciando IE[e*“*}] de (1) dos veces y haciendo
1 = 0 obtenemos

mmé;ﬁmmmmx

M%ﬂ=(ﬁmmwmf+ﬁm@MM>

asi, se tiene que

2
ZEY,) (/ ezl da‘)) = /f(7 r)p{dr)

= Var{Yy(t)]
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Y usando el teorema : Seq u una distribucidn en IR? y i su funcion
caracteristios, enlonces

1 Sin € IN yu es tal gue [ |p"u(dz) < oo, entonces ji(z) es
una funcidn de clase C™ y pare cualquier conjunto de enteros no
neqalivos ny, ..., ng tales que ny + -+ +ng < n,

/m‘fl . = K%?)n - (%ai)ndﬂ(z)]ﬁo

2. Sin un entero positivo par y si i(2) es de clase C™ en una vecindad

del origen, entonces p tiene todos los momendos absolutos finitos
hasta de orden n.

se tiene que el teorema se completa.
|

Del teorema anterior se ve que la integral de Poisson puede que no
tenga media finita si f ¢ L'( A, u}. Consideremos ahora la sucesién de
variables aleatoria asociada a la Magnitud del salto (Y (n),n € IN)
donde cada

Vi = [ f@nt s - [ fonmiien e
A
de donde usando 1a ecuacién (2.5) y (2.7) se tiene que
Y = FAX(TH))
para cada n € IN. Asi se tiene el siguiente teorema

Teorema 2.5.6 1. (Y/(n),n € IN) son variables oleatoria ind. ¢
wlénticamente distribuides con distribucion dado por

_ wANSHB))
IP(Yf(n) € B) = iy (2.8)
para cada B € B{IRY).
2. ([, F(@)N(t,dz),i > 0) es un proceso Poisson Compueslo.
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Prueba.- (1) Primero determinemos {2.8) usando el tcorema 2.5.5 y
la ecuacion (2.7) y el hecho de que (T — T |, n € IN) son variables
aleatorias ind. e idénticamente distribuidas exponencialmente con la
misma media 1/u(A) obtenemos

P(Yf(n)e B) = IE(xa(Y{(n)
IE [y, TAI( w(Yf ()]
[ j xalf #(dl)PTA—TA l(ds)

wANS 1(3)
plAy

i

i

Entonces lag variables aleatorias son idénticamente distribuidas. para
Ia independencia, hagamos lo siguiente, para todo conjunto finito de
. S . Pl -
ntimeros naturales {i,4g,. .. ém} ¥ By Bigy .- Bi. € BURY) tenga-

oS

PY(i)) € By, YU (i) € By Y[ im) € Bi)

fEpa pa pa  za-ra -TA 1—[)(‘13'1-J (Yfi(%))l

/ [ / iy Sig * Simﬁf}(i)’ z))pe(dx)

XPT;:(dsil)p'f‘{;—'—'ﬂ’:(dbi‘z)“‘ TA 1A (d-"zm

T

- IP(YJ:‘('!I} £ B’l)B)(Yfll(zZ) € Bm) T H)(},fA(im,\) = B-i..,,)

= E

esto por (2.8), asi, se tiene que las variables aleatorias son independien-
tes.

(2) Para probarlo primero notemos que (YfA (n),n €) y el proceso Pois-
son (N(t),1 > 0) son independientes, esto se sigue de una extension del
siguiente argumento, para cada m € IN,n € INU{0}t = 0. B €
B{IR") sc tiene que

P(y/m) € BIT)} <, T4, > 1)
= IP(Y/(m) € B)

P{Y{(m) € BIN(t,A) = n)
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Esto mediante un caleulo similar al realizado en la prueba de (1}, Ahora,
para cada t > (I sc tiene

f Fla)N(tdz) = YA(L) + YAL) +- -+ VAN (8 A))
A

¥ coma los sumandos son ind. ¢ idénticamente distribuidos se tiene que
[ f(z)N(t,dz) es un proceso Poisson Compuesto.

Ahora, asi como se pudo establecer un proceso Poisson compensado,
podemos definir la integral de Poisson compensada, esto para cada f €
LM A, pa), y t > 0 definida como

ff JN(t.dz) = /f N(i,dz) — ff {dx)

se tiene entonces que la integral definida de esta manera es una mar-
tingala.

Dos hechos importantes sc obtienen de! teorema 2.6 al aplicarlo a la
integral de poisson compensada,

oo (v [ sasean) )
._exp{JC[*WI>--1—auhzaijdx)} (29)

para cada u € [R% y si ademas se tiene que f € L2(A, ya), entonces
Y

IE (1 /A FlZIN(t, dzx) ?

Por ultimo veremos los procesos de variacidn finita, que es una clase de
funciones muy usada. Definamos P = {a =t <y < -+ <l <lppr =
b} una particién del intervalo [n,b] en IR y definamos su encaje como
8 = mAx] cjcp |tip1 — ti]. entonces podemos definir la variacidn varP(g)
de una funcién cidlad g : [a,b] — IR? sobre la particién P mediante

varP(g Z lg(tis1) i)l

)=[uwﬂmm (210)
J A
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y si se tiene que Vig) = supp varP(g} < oo, enlonces diremos que la
funcién g tiene variaci”on finite sobre [a,b]. y diremos simplemenie
que tiene variacion finita si g esta definida sobre tode IR ( 0 en su caso
IR™) y tiene variacién finita sobre cada intervalo compacto.

Es trivial ver que si g es no decreciente entonces es de variacién {inita,

e inversamente si g es de variacién linita entonces podemos escribirla
como la diferencia de dos funciones no decrecientes, con sélo escribir

donde V(g)(t) es la variacién de g sobre [a,f].

Este tipo de funciones son importantes en la teoria de integracion,
puesto que se conoce que si g es de variacion finita ¥ es cad, enfonces
existe una tinica medida de Radon p, sobre B(RT) ( es decir, finita
sobre compactos) tal que pg(|0,2]) = f(¢) para toda t = (.

A i, se le llama la medida candnica generada por g. ademds a la va-
riacion total de g le corresponde la variacién de la medida pg ( esto en
notacién s |dgl) v si g es no decreciente, entonces jiy = 0

Asi, st [ IRY - IR cs de variacién finita y cad, y tomando f: [RT —
IR una funcién localmente integrable con respecto a . denolamos por

/fmwm
0

a la integral de Lebesgue f{o . F(s)dpg(s) de { con respecto a la medida

gy La integral [[; f(s)dg(s) se llama la integral de Lebesque-Stieljes.

- Un proceso estocastico (z(t), t > 0) es de variacidn finito si las trayec-

torias (X(¢)(w),t > 0) son de variacién finita para casi todo w € (2.

El ejemplo mds importante para nuestro trabajo es el de las wnfegra-
les de Poisson. Sea N una medida aleataria Poisson, con medida de
intensidad u, que cuenta los saltos de un proceso de Lévy X y si
f: IR® — IR? es Borel medible. para A acotado por abajo, defina-
mos ¥ = {Y(t),t > 0) mediante

WU=Aﬂﬂwa)
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entonces Y () es de variacidn finita sobre [0,t] para cada ¢ > 0.

Mas aum, una condicién necesaria y suliciente para que un proceso de
Lévy tenga variacién finita es que no exista la parte browniana en la
formula de Lévy- Khinchine y ademas que fw < [xlAdz) < oo, esto se
puede consultar en Bretagnolle [8] y en Protter [27).







Capitulo 3

El Teorema de Lévy-Ito

En este capitulo se prueba el teorema de la descomposicién de Lévy-
I£8, que es el hecho de gue cualguier proeeso de Lévy se puede escribir
como la suma de un Movimiento Browniano y de un proceso Poisson
Compmesto con el tamario de saléo menor a uno y mayor a uno. Esto, lo
abordaremos siguiendo de cerca la presentacion que realiza Applebaum
[1].

3.1. Resultados Preliminares

Primero probaremos una serie de resultadas previos, para después enun-
ciar y probar el teorema principal, en la siguiente seccion.

Primero necesitamos recordar la desigualdad de Doob para martingalas,
Si {X{t),t = 0) es una submartingala positiva entonces para toda p = 1
s¢ liene

 (sup (5)7) < (-25) Eaxen

D<s<t

Diremos que M es martingala en [R? si para todo 1 < k < d se
tiene que su k-esima entrada M®) es marlingala, ademds definiremos
la funcidn salto mediante

AM(1) = M{£) — M(i-).

73
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Ademis, diremos que si A es el conjunto de los puntos de discontinuidad
de la martingala M (es decir, los puntos en que se tienc que AM (t) #
0), es obvio entonces que si A®) ¢s el conjunto de la discontinuidad de
la entrada k-esima de la martingala M entonces podriamos escribir al
conjunto A como

A= CJA(").
k=1

Proposicién 3.1.1 Sea M;,j = 1,2 dos martingalas chdlag centrodas
y supongamos que parg alguna § se tiene que M; € L? y que para k # j
yt >0 se tiene que IE[JV(M,(1))?] < oc, entonces

E((M,(1), My(1))] = [E ( 3 (AAﬁ(s),Aﬂfg(s))) (3.1)

G<s<t

dt)llde &(M;,(f)} = M}(f) - Afj{f—) OTL A’IJ (!.—) = lfﬂl_ﬂf_ AIJ(S‘)

Prueba.- Sin perdida de generalidad, supongamos que A es L? y que
M, tiene variacion cuadrado integrable. definamos ahora una particidn
del intervalo [0,¢] mediante P = {0 =t < {; < --+ < by, =1}, y por
la propiedad de las martingalas se tiene que al calcular el lado derecho
de la expresién (3.1) obtenemos

IE(M, (1), My(t))
= mZ— mi /D) M.ﬂtﬂ(f,iﬂ) - Mi(t;), M‘g(tjﬂ) — f'l/fg(tj})]
=0 =0
- mZ_ IE [(Mi(teys) — My(t:), Ma(tiss) — Ma(t))].

=)

Ahora, tomemos una sucesidn de particiones del intervalo [0, ¢}, (P,,n €
IN) tal que
' lim max tirray — by | = 0.

n=+00 0<i(n) Smin)—1 | in)+1 z(n)l

Aqui, puede ser desafortunada la notacién, esto porque {fmy.n € IV}

€3 una sucesion de puntos sobre el intervalo [0,1] para cada i v para




3.1 RESULTADOS PRELIMINARES 7h

cadan € IN, donde la 7 es la dada por la primera particidn Py la n
esta dada por la sucesién de particiones.

Volviendo a la demostracion, afirmamos que con probabilidad 1 se tiene
que

m{n)—-1

lim (Mi{tignys1) — M (bsm))s Maltigmyir) — Ma(tin)) (3.2)

n—w

i(n)==0

= Y (AM;(s), AMy(s)).

<<t

Probenios esta dltima afirmacién. F jemos w & £ y asumamos, sin per-
dida de generalidad, que (Mi(t){w),t = 0) y (Ma(t)(w),? > 0} tienen
los mismos puntos de discontinuidad v lamémosle 4 = (¢,,n € V).
Notemos que esto no debe causar ningin problema, pues si las martin-
galas no tienen los mismos puntos de discontinuidad, sélo con tomar
la unién de los dos conjuntos de puntos donde son discontinnos A;, A,
serta nuestro conjunto A y esto lo puedo hacer por el teorema 2.2.1 de
la pagina 44 que me garantiza que los conjunios Ag, A son a lo mds
numerables, aunque claro que como se quiere caleular los saltos de las
martingalas, al final slo va a quedar (no la unién sino) A () Az, esto
pPorque si tenemos un punto ¢q en el que cs discontinuo sélo para alguna
de las dos martingalas, en ese punto se tiene que para la olra martingala
la funcidn salto se anula, asi, se tendria (AM(t0), AM(ty)) = 0.

Ahora, consideremos el conjunto A%, tomando una sucesién de parti-
clones (Fy,n € IN) de [0,¢] tales que, para cada, n € IN, se tiene
que

A5t Ligmye1) = ¥
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para toda 0 < ${n) < m{n) ~ 1, de donde se tiene que

™m{n)—1
Z (M (timyer) — Miltsim )y Ma(tjime1) — Ma{tio))|
J=0
por la designaldad de Cauchy-Schwarz
mi{n)—k
< Z IM iy e1) — M (G| [Matiman) — Maltion)]
J=0
min)—1 .
= ; {ﬂij('f}lgi((n)l IM(timy+1) — Mo(2 n))l} | Mo(tjin1) — Ma{ty
mi{n)—1
= A — Mt Mot — Mot
0<J113;1<a7‘?)i.((ﬁ} . l( n)—H) 1(1'3(1.'.))1 ; ! 2( il )+l) 2( 3 })I
< max ]M] jtmy+1) — M1ty )| varP, (My)

0<fin)<or{nt -1

— 0 cuando 1 — oo,

Asi, s6lo queda verificar que en A s ticne la afirmacion, para esto
fijemos ¢ > 0 y elijamos § = (§,,n ¢ IN) tal que

HlEi.XHﬂd'l(tﬂ)—ﬂ«ﬁ(tn — 15,1) - A‘\I] (tﬂ)|-
|Ma(ty) — Mally, — 6,) — AMa ()]} < ——

"ETL
donde
K =2 sup |M(s)] + 2 sup |Ma(s)].
0<9<f O<ast
Ahora consideremos
S =" {(Mi{ta) — My(t — 8,), Ma{tn) — Mally — 5,))
n=1

— (AM; (), AMa(t )}
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¥ enionces tenemos que
1S

5 Z |(-M-1(tn) - Awi(tn - '571): ME(tn) o -ﬁ’f?.(tn - 671))

n=]

- (A‘Ml (in}-f AME(‘CR)}'
= D UMt} - Mty — 6,), My(t,) ~ Mo(ty — 6,))
(

— (AM;(t,), Ma(tn) — Ma(t, — 6,)) + (AM(t,), Ma(tn) — Ma(ly, — 6,))
- (AM, (). AMs(t,))]
= Z] (My(tn) — My(t, — 8,) — AM(1,), Ma(to) — Ma(t,, — 6n))
=1
+ (Aﬂfh( n)- Mz( n,) - IWQUH - 671) - Aﬁfg(tn))l

o0

= Z I(-Mrl(tn) - AMI(tn - 511} - Aﬂ/ﬁ(tn), A’IQ(tn} - iMfQ({'n - ‘5n))‘
+ Z (AM(t), Ma(t) = My(ty ~ 3) — AMa(1,))]
n=1
y usando la designaldad de Cauchy-Schwarz
< Z Eﬂ'f](tn) - ﬂ'fl(tn - ‘5n) - f—"ﬁa’lfi(tn)l i—'ﬁ“f?(in) - ﬁj‘z”ﬂ - 571”
n=1

+Z|AM1 MiMa(ta) = Ma(tn ~ 6,) — Aba(1,)]
y como  A(M,(t}) = M;(t) ~ My(t-)

= Z |‘W1(f'n) - Ml(in “ 671) - AMl(tn)% |A’12(in) Mf)( b, n)‘

+ Z }Ml (tn) — MI (f'n_)l IAIQ(tn) - ﬂJQ(iﬂ. - [sn) - Aﬂjﬁ.‘(tn”
n=1

v ademds

IMy{t,) — M(t, - 6,)] < Mt )+ [ My(t, = 81
< sup M5} + Sup }M( !—2 Sup | M’(s)

0<s<
para j = 1, 2. entonces se tiene que

S8 <2 (sup |Mi(s)] + sup |Mals ) Z

O<la<it Ns<i
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Y se establece la afirmaciGn, alora para obtener el resultado sélo basta
probar la convergencia de ia integral de la suma de la expresion (3.2),
para ver esto, notemos que como se tiene ademss que para cada n € IV

m{n)—1

> My (i) — My (i) [ Mo (Liny 1) — Ma(ticny)]
itn)=0

m{n)-1
< Z | M (i) — My (tign))| | M2{titn)+1) — Ma(tin))]

i{m)=|
min)-1
< 2 sup {|M:(s)} [ Ma(tipyar) — Malbin )]
. [
in)=0 ==
mln)—1
=2 Hup M«f] S)‘ Z IJM) g(n)+1) - 4'{2( £T| n})}
in)=0

=2 sup (M) (5)] varP,(Ma(1))
< 2 s .:«up M {sHV (M, (0).
Dgs<t

En el ultimo paso se ha usado la defnicidn de V(M(t)} para My, asi,
como V(My(t)) = supp varl,(Ma(t}), entonces se tiene que V(My(L)) >
varP, (Ms(t)} para toda particién £2,.

Ahora, se sabe que
(IM1(s)] — V(Ma(t)))* = 0
para toda s € [0, ], entonces desarrollando obtenemos
Mi() = 2 My () VMa(t)) + [V(Ms(6))]° 2 0
de donde
| My ()] + [V(M(t))]* > 2| M, (s} V(Ma(t))
y como |M](.s)1 > 0y V(M(1)) = 0 entonces

M () + VM ()] > M)V (M (1) 2 M ()] V(Ma(0))
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y tomando el supremo sobre s se liene

s (M) + VORI > s VA(EIVOL0)

v al tomar la esperanza nos queda

B sup (M6 ) 418 (VOLOIF) > B s [M(IVOR()).

I<s<t

Y usando la desigualdad de Doob para martingalas obtenemos final-
mente gue

(s MVOR)) < B ((sup ()7 + B (VO]
O<s<t Gls<t
< AE(M(1)[F) + B ([V(M(t))I?) < o0.
Finalmente al usar el teorema de la convergencia dominada se tiene que
IE (M {t), Mo(t)] = 15 [Z (AMl(.sLAMg(sn] -
0t
n
Corolario 3.1.1 Sea N = (N(),1 > 0} un proceso poisson con hem-

pus de llegada (T, n € IN) y sea M una martingala L? chdiag centrada,
entonces para coda t > () se liene

IEMON(1)) = I (E AM(Tn)X{nSf}) :
neEN
Prueba.- Usando la proposicién se tiene que
IE(M{t)N{t}) = ( 3 AM(s) AN(«;))
<8<t

Pero como el proceso Poisson tiene tiempos de llegada T,,, entonces lo
podemos rescribir como

=IE (Z AM(T,)AN(T, )xm})

ne N
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pero como N(7,) = 1 para todo n € IV se tiene entonces

=IF (Z AM(T xmq})

nelV

Ahora, st A es acotado por abajo y supengamos que f € L2(A, pd) y
para cada t > 0 definamos

M) / Fl2)N(t,dz)
entonces se tiene que

VM (L) sup varP(M(t))

Slfl}p varP (/; fx)N(t, dx} — ] (x}u{dx) )

< sl:,pvarP (A f(x)N(t,dx)) + sup varP (ﬂf X dx))
V(/f( IN(s, d‘()) V(/Af( X dx})
[[f IN(t,dx) + /f x)p{dz).

Entonces como f € L*(A, u4) se tiene que E|[, |f(x)IN(, dx)] < oo
asi

2

BV < [ ] if(an(t,dx)]
: )| N (t, dr ) p{dx
+2/Af( JIN(E )[g&»( )

-[f f(scm(dz}r
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Vamos a ver que si se Liene una familia de borelianos en ¢ — {0},
entonces la familia de integrales definida

Yi(t) = ; FlxIN(t,dz)

para cada Ay € BUIR*— {0}) y k= 1,...,m, tal que A, N A, = P, es
independiente.

Primero veamos un teorema que vamos a necesitar para probar lo an-
terior,

Teorema 3.1.1 Supongamos que para cade j = 1,...,k se tiene que
Xjm — X; cuando n — oo con probabilided 1. Y si la familia {X in
i =1,....k} es independiente para cuda n, entonces la familia {X,:
J=1,....k} es independiente

La prueba de este resultado se puede consultar en Billingsley 5], Asi,
se tiene el siguiente teorema.

Teorema 3.1.2 Sean Ay, ..., A, acotados por abajo y sea [ una fun-
cion medible de A, o IR* para toda k = 1,....m, definimos entonces
las funciones

Yilt) = | flz)N(t,dx) (3.3)
para k =1,...,m, entonces Y{{1),...,Y,,(t) son independientes.

Prueba.- Primero ya habiamos visto que Yi.(¢) es finita. esto, por la
razén que N es finita por el resultado (2.5.1). Parap = (py,...,pa) € 74
definamos como CF el conjunto de puntos z = (z1,...,24) € IR? tal
que 27"(p; ~ 1) < 2; <27"p; para j = 1,...,d. Entonces {C7,p & 2%}
cubre a IR?. ahora elijamos un punto zy en cada O y definamos la
funcién f,(z) de Ay a IRY, paratodo k= 1...., m mediante

fn(.’]’,‘) _ 2;1

para @ € f71(CF), asi se tiene que | f{z) — fu(z)] < 27"d"/?. Sea

Y;z,k-(t) = fn(I)N(t- dz)

J Ay
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de donde se tiene que para toda k =1....,m.

You(t) = Y 22N(, AN CY)

peFd

y como N(t, A, {(\C}} son independientes para toda | < k < my
p € Z? por el teorema 2.5.4, entonces se tiene que Y, 1(£), ..., Yoon(t)
gon independientes,

Y ademas, para k fijo se tiene que
lm ¥, {2} = Yi(f)
T—+00

y por el teorema anterior se tiene entonces que Y;i(t),..., Y, (f) son
independientes. . :

Diremos que el procese de Lévy tiene sallos acetados si existe C > (f
tal que

sup |[AX{E) < C.

01 ac

De esta manera si tenemos que un proceso de Lévy tiene saltos aco-
tados entonces liene todos los momentos finitos, eslo se muestra en el
sigulente resultado

Antes, recordemos la desigualdad de Chebyshev-Markov
"8i X es una verieble oleatoria entonces se Hene que
E(X - ap|”?
PX - apl > 0) < ZUX - aull)
Cn
donde C >0, 0 c IR,n € IN”

Teorema 3.1.3 Si X es un proceso de Lévy con saltos acotados en-
tonces se tiene que [E(|X(1)|™) < oo para toda m € IN
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Prueba.- Sea ' » 0 y deflinamos una sucesion de tiempos de paro
(Th.n € IN) mediante

T, = inf{t>0,|X(#)| > C}
yvparan > 1
To = if{t > Tpo1,|X{t) —~ X(Tpy)| > C}.

Ahora, notemos que [AX(T,}| < C y ademds que Tpyy — T, = inf{t >
0;|X{t+ T,) — X(T.,)| > C} para toda n € IV.

Alirmamos que para toda n € IN se tiene que

sup |X(s AT,)| < 2nC (3.4)

P<s<oc

esto, lo probaremos por induceidn sobre las Ty, para n = 1 tenemos
que

sup [X{sAT)| = [X(T1)

D=0
= |X(T) - X(T—) + X(T1—)|
< AX(T)|+ X (T
< 2C

Supongamos que la ecuacién (3.4) se cumple para n > 1. fijando w € Q2
¥ consideremos el Jado izquierde de la ecuacién donde reemplazamos
an por n+ 1, asi, se tiene suppc, o [ X (s A Thy1}l- Abhora, el supre-
mo de [ X(s A T,41)] es alcanzado sobre el intervalo [0, Ty (w}) o sobre
[Ta(w), Ty1(w)]. En el primer caso, se ticne que en particular

sup [ X(s ATair}| < 200 < 2(n+1)C.

G<ls<oon
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En el segundo caso se tiene que

sup X (s A Thpy )(w)]

Das<oo

= sup|X(s){w)|

Trlw)<o<Th o (w)

= oswp [ X(s)(w) - X{T)(w) + X(T){w))|

Tnlw)ss<T 1 fw)

< oS IXO)) = X))+ X))

Tniw) sy (w
X (T )(w) — X(T){(w)] + 2nC
= | X(Tai1)(w) = X (T —Hw) + X (Tor—){w) — X (T)(w)| + 2nC
X (T w) = X (T~ Yol + [ X (Tna1 =) (w) — X (T} (w)i + 2nC

Ahora, para toda n > 2 se tiene quc las variables aleatorias T, — T
son independientes de Fr, _, v tienen la misma distribucidn que T3, esto
usando el teorema 2.4.3, conocido como la propiedad fuerte de Markov.
Ahora, al usar el teorema 2.4.1 de manera repetida se tiene que

Ele™) = [Fle T G-T L p=T ey = [B(e™ ™" = o™ (3.5)

para alguma a tal que 0 < g < 1.

Y al usar la desigualdad de Chebyshev-Markov y las expresiones (3.4)
v (3.5), se tiene que paratodane€ INy{ > 0

PX{t) = 2nC) < P(T, <1t)
= (T > )
= Ple™ >e™h
Elet)
ot

£ 7

= €1

Asi, se ha establecido el hecho que

PX()] = 2n) < eta™. (3.6)
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Y al caleular IE([X (£)|™) se tiene que

/ |$Imlpxu}(d.l'} = Z/ 1.’]5|mlp)(u)((}$)
fzf>enC e 4 2Oz 2P+ 1)C

pero como |z} < 2(r + 1)C entonces |z™ < [2{r + 1)C|™ v asi

X
< Ypr+uer [ PPy ()
p— eS| <2 (r 10
y ademds por (3.6) sc tiene que
< Y R0+ DE)etar2C
- 20]?n+1 tZ(T +1
< 00. B

Y como se cumple para toda n € IN se ticne entonces gue X tiene
Lodos los momentos finitos.

Ahora, consideremos el proceso Poisson Compuesto

el cual nos va a permitir definir un proceso estocastico Y, = (¥5(t),t 2>
0) como

y;(n):xgp/p N (¢, dz).

Aqui se tiene que al proceso de Lévy X se le estdn quitando los saltos de
tamaio mayores o iguales a a. Ahora, el proceso ¥, se puede rescribir de
la siguiente manera, si {Ty,,n € IN) son los tiempos de legada para el
proceso paisson {N{t, B,(0)%),# > 0) {con B,{0} como la bola de radio
a alrededor del 0}, entonces podemos escribir a ¥, de manera recursiva
COMO

X{t), para 0 < ¢ < 17 ;
X(Th~), parat = T3 ;
X(t)-X(T)+X(Th=), paraT] <t <Ty;
Yo(To—), para f = T3 .

Yu(t) -
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Asi, se tiene el siguiente teorema
Teorema 3.1.4 Y, es un proceso de Lévy.

Prueba.- Tenemos que verificar que se cumplen las 3 condiciones de
la definicién 1.5.1, de la pagina 16, Pero se tiene que (1) es inmediato,
pues Yo{0) = X(0) = 0 cs., para probar (2) si A es acotado por
abajo entonces se tiene que para cada § < s < ¢ < oo yne N
N{t, A) - N(s,A) = n s v 80lo si existen s < #y,--- << {, < { tales que

AX(t)e A 1<j<n

Mas aun, AX(u) € A siy solo si existe @ € A para la cual, dada toda
€ > 0 existe § > 0 tal que

O0<u—w<g§=

Xuw) — X(u) ~ al < ¢

As, de las dos expresiones anteriores se tiene que (N(t, A) = N(s. A) =
) € 0{X(v) - X(u)s<u<u< t.

Ademads, como

Yull) - Yals) = X(8)~ [|> sN{t, dr) — X(s) — / N (s, dz)

Jizfza

X(t)— X(s) +/ 2 {N(t,dr) — N(s,dx)j

frl>a

y como claramente {|z} > o} es acotado por abajo, se tiene que Y, (1) —

Ya(s) es Fy -medible, donde 7, = o{X(u)-X(v);s <v<u<t} Por

tanto, se tiene que Y, tiene increment.os independientes ¥y estacionarios.

Para probar (3), al usar el hecho que para cada b > 0y £ > 0 se tiene

que
. b
2

.P({Ya(t}' 26) < P (1X(z); > g) P (i[mzaxf‘v’(t,da:)

=0sif]0.
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Ahora definamos el procese de Lévy V, = (f’;(t},t = Q) por
Valt) = Yalt) ~ E[Ya()

y este proceso, es una martingala L2 cAdlag v centrada .

Tomemos ahora a = 1 y rescribamos los procesos Yl,ﬁ s6lo como Y, Y.
Ademas, usemos M(t, A) = [, xN{¢,dz) para t > 0 y A acotado por
abajo.

Recordemos la definicién que se habia dado del espacio lineal M que
era las clases de equivalencia de las martingalas L2 F,-adaptadas, ahora
si definimos un producto interior en este espacio de la siguiente manera

B [ / f(x)g(x)u(dm] (37)
A

Para f,g € M y A acotado por abajo.

Definiremos ahora al espacio M 4 para A acotado por abajo por

My = {f f@)N(t,dz), f € LQ(A.;e-,a)}

Se puede mostrar que M4 es un subespacio cerrado del espacio mar-
tingala M, pero aqui no lo haremos.

Para probar el siguiente teorema necesitaremos antes el signiente lema.

Lema 3.1.1 Sea A acotado por abajo y M una martingala cenirada
L* que ademds es continua en los tiempos de arribo de (N(t, A).t > 0)
entonces M es ortogonal o cada proceso M* en M.

Prueba.- Tenemos que probar que (M (t), M(t)*} = 0, para esto note-
mos que como M(f) es continua en los tiempos de arribo de N(¢, 4)
entonces se tiene que AM(T,,) = 0 para toda n € IN, ahora sea M (1)
cualquier martingala de M 4. y usando la definicién del producto interno
dado en la expresion (3.7), v recordando la definicién de esperanza con-
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dicional dada por Dudley {12], pag. 336 se tiene que

| [ M us)
B u(A) (M( )M(f) 4)]
PAVE [I2 (M) M(t)*[A)]
HAE [(M(t )M(t)*)}
¥y por la proposicién 3.1.1 se tiene que

> &]\/I(S)Aﬂ{*(s)} .

0la<t

{(M(t), M{t)")

fl

(M(t), M{t)) = u(A)E

Pero como AM(T,) = 0 para todo (T,,n € IN) tiempo de llegada v
como ademds, M(¢)* sélo toma valores diferentes de cero en (45,0 €
IV se tiene entonces que

(M, M) =
[ |

Enunciaremos enseguida el teorema de Kac, que se deja sin demostra-
¢i6n y que puede consultarse en Bretagnolle, Chatterji and Meyoer 9]
pag. 175,

Teorema 3.1.5 Kac. Las variables aleatorias X 1, Xg, o X, son in-
dependiente si y solo si

Iy (exp {z‘ i[uj, )]) = g, (1) - - - b, ()

=1

para toda vy, ..., u, y donde ¢x; es la funcion caracteristica de lo va-
riable aleatoria X 5 pare toda j.

Asi, tenemos el teorema signiente que es de vital importancia para la
prueba de la descomposicién de Lévy-ité.

Teorema 3.1.6 Para cada t > 0)

Y (1) = Yo(t) + Yalt)
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donde Y. y Yy son procesos de Lévy independientes, y Y. tiene trayec-
torias continuas y

Ya(t) :f1' ZN(t, dzx).
zj<l

Prueba.- Tomemos una sucesién (e,,n € IN) que decrece a (f monéto-
namente, y con ¢, = 1, Para cada m € IN definamos

Brn={r € B* ey < |2 < &}
y para cada n € IV definamos
An = Unmr;le'

Afirmamos que la sucesion (M(-, A,).n € IN) converge en el espacio
martingala a Y. Para probar esto, primero veamos que para cada t > 0
las martingalas M(t, B,,)} son mutuamente ortogonales, esto si podemos
usar la proposicién 3.1.1, de donde se tiene que

EME A = E[M UL B P

m=1

= B[M(B) P+t (M1, B

n
+2 3 D TIE[(M(t, B), M(#, BiY)]
m=di»m
v por la proposicién 3.1.1 cada término de la segunda suma es 0 entonces

Mt AN = E|M B+ + E M (4, B,) ]

= Y E[M{t, B

me=1

i

Sea Z4 (t) = 'f/(t) — M(t, A,), entonces Z es un proceso de Lévy, asi,
si 1), es el Exponente de Lévy de Z(t) y si u € IR? entonces

M{t) = expli(u, Za,(t)) — tnz(u, Ax)] =1

es una martingala, esto por el teorema 2.3.1 y 8i ag(4,.) ©8 ¢l Exponen-
te de Lévy de M(t, A,) definimos otra martingala usando el proceso
de Lévy M{¢, A,) y aplicando de nuevo el teorema 2.3.1 mediante

Mi(t, Ay) = expli(u, M (¢, An)) — thazian) — 1
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Asi, se tiene que las martingalas M,(¢) y M, (1, A,) son independientes,
para probar esta afirmacién usando el teorema del valor medio se tiene
que para cada ¢ > () existe una variable aleatoria compleja p(t) con la
condicion 0 < [p(#)| <1 tal que

My (L, An) = p(t)[i(u, M {1, An)) ~ tarpan)-

Asi, M, (t, A,) tiene variacién cuadrado integrable, esto para poder usar
la proposicién 3.1.1, ahora para 0 < 5 < t < oc se tiene que
IE[_Mu(t)Ml(s, An)] = IE‘LM“(S)MI(S, An)}
HIE{{ M, (1) ~ My(8)}M (s, A,)l. (3.8}
Ademads, como el conjunto en donde M, (s) y M;(s, A,) tienen saltos
al mismo tiempo es el vacio, esto porque al proceso Z(#) se le estén

quitando los saltos de tamafio contenidos en A, mientras que el proceso
M (s, A,) s6lo tiene saltos en A, se tiene entonces que

M, (5)Mi(s, 4,)} = 0.

Ahora, para el segundo término de (3.8) condicionemos con respecto a
Fs y por ser M, {t) martingala obtenemos

E{M,(1) ~ M()}Mi(s, AJIF] = Mils, AVEM(1) = M(s))| )]

M, (5, A) EM(DIF,] - My(s))

= M(s, 4,) (M,(35) — M,(s))
= (.

Y volviendo a (3.8) se tiene entonces que
E[M,{t)M,(s, Ap)] = 0.
De donde al desarrollar obtenemos

EM(t)M(5,4,)) = B [(¢¥Zanth=tnz _ 1) (M An )5y 1]
- B [Ei(u,zﬁn(t)}—mz ei(u,M(S»An))—sanm]

/o [ei(u,ZA,,(t))—mz] ~IE [ef(“»M(ﬂIAn)}*Sﬂan)] +

— e*-tnz PRLUISVISY [6’&{15,2_4” (t))ei(u,M{s.Au))]

*e_mz—tnz — I AR TIIM AL | ]

= e ZpT ) I [61(“"2"”“))fiﬂ-u'M(s’A”m —~1=0.
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Es decir
1E[ei(uazlq?.(5)}85(11,1‘4{-‘&-’1:1})] = "2 oS4

- IE[cé("‘ZAﬂ(t))]E[ei(n'M(s’A“))}-

Por tanto, los procesos Z y M {t, A,) son independientes por el teorema,
de Kac, y ademss ortagonales por el lema anterior, asi, escribamos

Var(¥(1)) = Var (¥(6) - M(e, A,)] + M(t, A,))
= Var (?(t) - M, An)> + Var (M(t, An))
~2Cov (¥ (t) = M(t, A,), M, A))
= Var (V(1) - M. A,,)) + Var (M(t, A,)).

De doude se obtiene
IE(M(t, AYY) = Var (M(t, A,)) < Var(Y(t)). (3.9)

Entonces se tiene que por la expresion (3.9) para £ > 0 la sucesién
UE[M{t, Au)f*,n € IN) es ereciente y acotada por artiba por (Y (£)2) <
o0 y por {o tanto convergente , aun mis, para ny < g cOn Ny, Ng € IV
se tlene

(Mt Any) = M(t, A )P) = IE (M{t, An,)? — 2M {8, A )Mt Ay,)
+M(t, Ay, )
= E(M(t, A,))*
—20E (M (1, An, )M (t, An,))
+IE (M{t, A, )?)
= IE(M{t, A,)) ~ IE (M{L, A

Y por lo tanto se deduce que

Yi(l) = / TN ( dx) = 17— lim M{t, A,).
il

N
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De donde se tiene que Yy estd en el espacio martingala. Entonces al
usar €l teorema 1.5.3 de la pagina 20, se tiene entonces que ¥y es un
proceso de Lévy, esto usando la desigualdad de Chebyshev para b > 0

lim 1P (1Ya(t) — M(L, An)] == b) = 0

para todan € IV.

Ahora, veamos que como Y es proceso de Lévy y también lo es ¥y ¥
como la suma de dos procesos de Lévy es a su vez un proceso de Lévy
entonces

Hm ¥ — M(t,A) =Y —Ys =Y,

N0

es un proceso de Lévy en el espacio martingala M, entonces
Yo(t) = L7 — lm (Y {£) — M(t, An)].

Sélo falta ver que ¥, tiene trayectorias continuas, para esto se tiene que
si Yo(t) = O c.s. para toda i > 0 habremos terminado, pues salvo un con-
junto de medida cero, se tendria que Y, es una constante, supongamas
que este 10 es el caso, y procederemos a probarlo por contradiceion. Sea
N C Y el conjunto sobre el cual las trayectorias de Y, son discontinuas.
si IP(N} = 0, podemos reemiplazar ¥, por una modificacion que tenga
trayeclorias continuas, entonces supongamos que IP{N} > 0. Entonces
existen b > 0 y un tiempo de paro tal que P(|AX (T} > b) > 0. y sea
A={xe€IR*: |z| > b}, entonces por la proposicién 3.1.1 se tiene que
paracadai > 0y f € L*(A, 1a)

0 # (v [ Mf(a:w(t,dw})

|
n—+eQ

~ lim IE ([?(t) - M(t,An)],./!;bbf(I)N(t>d1")) =0

Esto porque el proceso Y {t) — M(t, A,) no tiene saltos. Por tanto, el
proceso Y, tiene trayectorias continuas.
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Nota 3.1.1 Este teorema también se puede probar de una manera
distinta utilizando herramientas de los espacios de Hilbert, esto ya que
comae M es un espacio completo, y para que sea espacio de Hilbert s6lo
faltarfa completar la seminorma definida en la seccién 2.3, es decir,
convertirla en norma y como se puede probar que para cada A acotado
por abajo el conjunto M 4 es un subespacio cerrado del espacio martin-
gala M y por el lema 3.1.1 entonces se puede definir M y usando el
teorema 3.9.4 pdg, 123 del libro de Debnath L., Mikusinski P.[10] que
garantiza gque:

5t S es un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert H, entonces coda
elemenio de x € H tiene dnica descomposicidn en la forma z =y + 2
dondey e S yz €S,

se tendria la prueba del teorema, ahora para completar la norma es
necesario dar la definicién de procesos Predecibles, perc es algo que
aqui no haremos.

Renombrando a 1 como la medida de intensidad de la medida aleatoria
’ .
poisson N y del teorema anterior se tienen los signientes corolarios

Corolario 3.1.2 ;i es una medida de Lévy.

Prueba.- 3$6lo tenemos que probar que j((—1,1)¢) < oo, y veamos
que

/ fz]*u(dz) = lim |z (dz)
<l

=00 JA

7t

= lim B(M(t, A)[?)
= BV < oc.

Corolario 3.1.3 Para cada t > 0, © € [R®

E(ei(u.};{(t))} = exp {[ [eé{w) —1—i(u, J;)} ;L(da':)} .
lx|<1
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Prueba.- Retomando la expresion (2.9) de la pagina 69, se Licne que

E{ei(u.)’d(t))} _ nlir[.lo IE (ei(u’jﬂn q:,ii'(t,dr))}
= lim exp {f [ei(“’z) — 1 —i{u,x)] u(dm)}
o0 An

= exp { fl [ 1) u(dm)} |

Ahora, se probars que el proceso Y.(1) es un Movimiento browniano, lo
cual nos dejard en la posicién de probar el teorema de la descomposicion
de Lévy-1td.

Teorema 3.1.7 Y. es un Movimiento Browniano.

Prueba.- Probaremos que para toda u € IR y ¢ > () e tiene que
E[ei(u,}’c(t))} - e—t(u,Au]/ﬁ‘ (310)

dondc A es una matriz d x d simétrica positiva definida.

Por conveniencia tomemos d = 1. Y come por definicidn Y, no tienc
salios, entonces por el teorema 3.1.3 tiene todos los momentos finitos,
y asi ¥, es un proceso de Lévy centrado y se puede tener que

¢t(“) — E(ﬁiu}’p(t)) — em(u}’ (3.11)

donde 1 € C*(C) y ademds 7'(0) = 0. Ahora al diferenciar para cada
> 0ym> 2 se tiene

Y (O™ =art +ant® + -+ ayy 1™ {3.12)

donde ay,a9,. .., 0. € IR.

Abora definamos una particién sobre el intervalo [0,¢], de la manera
siguiente: sea P = {0 = {; < 4, < ... « t, = t} y para el propésito
de esta prueba denotemos como AYu(ts) = Yo(t;51) ~ Yo(t;) para cada
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0 <j < n-—1 Ahora, se tiene que escribiendo lo siguiente como una
serie telescopica obtenemos que

n—1
E(et’uya(f) _ 1) - I (Z(eizt}"}(i_,Jrl) . ea'ch(t}-}))

§=0

n—1
— E (Z e’iuK—:(fJ)(Bfu(Y.-[tj*1}—“:“9‘}} - 1))

=0

n--1
= IR (Z eiulﬂ;(t,}(ﬁiu(é}’r(t_,)) _ ])) (313)

§=0

¥ por ¢l teorema de Taylor sobre el término ¢4 () se iiene que para
no= 2,

n—1 ,. .
GuAYelts) (WAK:("IJ))A'
k!

k=0

st

i uﬁ}:—'(tﬂ n—1 i 1
* (n— 1! /[; (wAY,(t;) — )" ede
i?z:ﬁ}’,:(tj)

1!
wAYA ) ]
—f {uAY,(t;) — v)e’"du
0
= 1 %UAK((,J}

wAY:{t) ]
- / (wAY,.(t;) — vie™dy.
0

Y por el teorema del valor medio para integrales se tiene que

ptudtalt;) 14 iuAYc(tj)
~[uAY (1]} — O{nAY.{t;) — ¢, )™,
donde < ; < uAY (4.
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Pero esto lo podemos rescribir eomo

AV =1 LAY ()
WA )AY, () - GuAY, (1)l rna¥ets)
Donde 0 < ¢; <1
1+ iuA}’;(tj) _ [u:ﬁ}’;(tj)}z(l _ Cj)EiCJuAYc(tj}
;UemPero lo podemos reseribir para 0 < 8, < 1 como
= 1+HiuAY(t;) — AY,(t;)Pe ot
sumando y restando el blguu,nte termmo

= L+ mAY(t;) — —{AY (53]

It

2 .
+%—[A}’r(tj)}2 _ u?[An(tj)]EetﬂjuAY}(.'J)-

Volviendo a (3.13) se tiene que

n—|
(Z (‘l’h’.)’ (tj 'LuAYn(i_—;] _ 1)

F=0
n—

I

E[eiu}'}(t} _ l)

1

= JF (‘?,TL AY, t:(ﬁj)eéuyr(ij))
n— 7
s 7 (Zi Yn(;) (AY(! ))
— 2
J
+IE (if[AY(t )]2 Y1) )
B 3
2 = 2l (t;) tul, AYL(4,)
-IE{u Z[AYE(I,J-)] e e :

=0

Juntando los dos dltimos términos, se tiene que
E(eYY 1) = (L) + E(L) + B (3.14)
donde

n—-1
L{t) = i) AY,(t;)e™r ),

=0
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o ti-l
'h' . } . .
Li{t) = U AY(L)),
S
” g n~1
— Vel )+0;AY. wﬂ‘;(f. )]
Ii(t) = ~ z:nmy;(tj); (26 FL)HOAY. ) Y.

Ahora por los incrementos independientes de Y, se tiene que

E(L()) = éuniIE(C"”YH‘?))IE(AYC(Q}) =0

§=0

n—1
s

—

ELB) = - ) BV O EAY(E)

J':

o n— 1
au”

T ﬁf’t (W)(tjr = t5). (3.15)

La expresidn (3.15) se ha obtenido al usar las expresiones (3.11} y
{3.12).

Para tratar I3(t) definamos ¢l evento para a > 0

B,= méx sup  |Ye(v) = Ye(u)| <«
{o<i<n— ”{Q\nuCLJH}

Asi, podemos escribir

E(Is(1)) = IE(5(0)x8,) + B(L{t)xag ).

Y al usar la desigualdad {€¥ — 1| < 2 que se cumple para toda y € IR
se tiene que el segundo término de la expresion anierior viene a cstar
acotado por

n—1

\E(L{tys) < zuzz ] AV (1) () 2AIP ()

o 3
< P(IP(BL)) E(Zam(tjf)
F=0
< F(IP(BENVTO(E + )3,
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Esto se obtiene al usar la desigualdad de Canchy-Schwars y la expresion
(3.12).

Y el cdleulo sobre B, usando una vez mas la expresion (3.12), nos deja

o [ S Y1) Pw)

Ba $20
cat|ul’. (3.16)
Introduzcamos ahora una sucesion de particiones (P?,n ¢ IN) tal que
MMy o0 0 = 0 donde 8, = MaX,  jn)cppim [Limyn — Eyom] ¥ escribamos
para cada n € IN el correspondiente I{t) como [ ,(cn) {t) para j = 1,2,3,
v también denotemos como B, como B

HE(13{t)x s, )]

[A

1A

Ahora, por la continuidad de las trayectorias de Y, se tiene que

méx sup \Yc(v) ~Yolu)| < sup iYe(v) — Yo(ull

TEgminy Ly | Lu,u<t iy O m<t lu—v)<d,
— 0 s n—o00
Y por el teorema de la convergencia dominada se tiene que

lim P((B =10

R—20

Y recordando que

E(L(t)) = IE(Li(txp,) + E(L(xa;)
se tiene entonces

catiul?

limsup IE(I (1)) <

00 2

pero como & se puede hacer arbitrariamente pequefio entonces se tiene

que
lim E(IM (1) = 0. (3.17)
00

Ahora, volviendo a la expresién {3.15}, y tomando Iz{")

pondiente I, v tomando Hmite ciando n — oo se tiene

por el corres-

. ™ (M! {n) ~
lim E(IM@) = -5 lim zmn) w4

00

“
U=

= —— [ ¢(u)ds (3.18)
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Y volviendo a la expresion (3.14) se Liene entonces que

Plu) —1 = IE’[eerm}
B[R]+ ) + |1

I
1

2 L
= 2 f ,(u)ds
2 Jo
por lo que se tiene que
2 pt
au ,
¢ofu) ~ 1= —5 [ @a(ujds
0

y al derivar con respecto a t y utilizando el teorema fundamental del
caleulo se obtiene una ecuacién diferencial en ¢ y al resolver obtenemos.

2
%ty = A%E"@.(u)
A
ql’t(u) 5
Asi
Lelu) o
_—_—al = ——
S0 Ps ('EL) 5
Infgs()f, = — a,f;r
Pero go(w) = ™09 = 1 entonces
atu?
Infy(u)] - In[gg{u)] = WTL

De donde Y,{t} es un Movimiento Browniano.

3.2. Teorema de la Descomposicién de Lévy-
Ito

Ahora se enunciard y se probard el teorema principal de este capitulo,
el cnal nos dice que si se tiene un proceso de Lévy entonces se tiene
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que s¢ puede escribir como una parte continua, que es un Movimiento
Browniano, v una parte que tiene saltos acotados ¥y una con saltos no
acotados, que es un proceso de Poisson Compuesto.

Asimismo, al final de esta seccién se probara la primera parte del teo-
rema de la representacién de Lévy-Khintchine, esto dltimo utilizando
la descomposicién de Lévy-Tto.

Teorema 3.2.1 (La descomposicién de Lévy-1té} Si X es un
proceso de Lévy entonces existe b € IR®, un Movimienio Browniano
By con matriz de covarianza A y una medida aleatoria Poisson inde-
pendiente N sobre RY x (IR? — {0}) tal que para cada t > 0

X{t) = bt + Ba(t)+ /

]

:r_fi’(t,dx)Jr/ aN(tdz).  (3.19)

lri>1

Prueba.- Usando los teoremas 3.1.6 y 3.1.7 haciendo

b=IE (X(]) - /Im J:N(],d:r)) .

Y los procesos Ba(l) y N son independientes al usar el corolario 3.1.1
y el argumento de la pigina 90 en la prueba del teorema 3.1.6.

Ahora se probard el teorema de la representacién de Lévy-Khintchine
del capitulo 1, lo haremos en forma de corolario del teorema anterior.

Corolario 3.2.1 (La Representacién de Lévy-Khintchine) §i X
es un procese de Lévy entonces para cade v € IR® yt > 0 se tiene que

B~ e (i) 0

+ / [ — 1 — i, ) x sy uldy) }) :
F-{0}
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Prueba.- Usando la descomposicién de Lévy-1t6 y por la independen-
cla se tiene que

E( ez‘(u,x(z))) = IF( ei(u,Yc(i})) I ei(u,Yd(t})} o (ei(u,fimgl -.tN(t.d;r.)))

y por la expresién (3.10} de la prueba del teorema 3.1.7 v €l corolario
3.1.3 y al usar el teorema 2.5.5 de la pégina 64 sc tiene que

IE(e™ XY = exp (t {i(b, 1) — %(u, Au)

+ [R o [ — 1 i(u, y)x,s[y)]u(dy)}) -







Conclusiones

Los procesos de Lévy pueden ser vistos como un buen fundamento
para estudiar los procesos estocisticos, pues al ohtencrse de ellos ca-
sos particulares tan notables como el Proceso Poisson, el Movimiento
Browniano, los subordinadores, 1as variables aleatorias estables, se tiene
que, estudiando los procesos de Lévy. se tendrfa una idea muy general
de todos estos procesos y s6lo se estudiarian sus caracterfsticas muy
particulares.

Ademds, las definiciones del capitulo 2, que son tan lmportantes en
los procesos estocdslicos, estarian por lo tanto dadas para los procesos
mencionados arriba. Por lo tanto, sélo bastarfa precisarlas una sola vez
para obhtener la teorfa general relacionada a estos Procesos.

Si bien, un curso de procesos de Lévy esta un poco mds alld de un curso
de licenciatura, si seria posible tratar varias de sus propiedades, quizds
sin demostracién, pero s enfatizando las definiciones ¥ conceptos.

La descomposicién de Lévy-Ito es el resultado mas complicado de pro-
bar, esto porque se utiliza mucho andlisis en descomnmponer a un proceso
de Lévy en tres procesos que son un Movimiento Browniano estandar,
un proceso Poisson Compuesto por saltos acotados -que agui nuestra
cota es uno- y otro proceso Poisson Compuesto con saltos no acotados.

Ahora bien este resultado esta ir-plicito en cl trabajo de Lévy Precessus
Stochastiques et Mouvement Brownien de 1934, pero fue K. lio el que
lo establecié de manera rigurosa.
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