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Introduccion )

Todos sabeinos que ¢l poder predecir ¢l faturo es imposible, pero eso no
quicre decir que no nos podamos aproximar a lo que pueda suceder y obvi-
amente, entre mejor nos acerquemos a lo que pueda pasar, cs posible tomar
mejores ‘precanciones. Un ¢jemplo serfa una compaiiia, en la cual se desea
saber cuanto podrfan ser sus ventas para ol signiente periodo, y asi poder
tomar las medidas pertinentes, ya sca para comprar la suficiente materia pri-
ma o ver que se puede hacer para mejorar esas ventas. Este tipo de problema
puede ser atacado por los métodos cldsicos de serics de tiempo(sicpre y
cuando sc cuente con historial de los datos a pronosticar), aunque recien-
temente se ha desarrollado una nuceva teorfa para poder predecir series de
ticmpo, las cuales son conocidas como redes neuronales artificiales. Por esta
razén, se trabajarn estas dos téenicas de prongstico para valorar la cficacia
de ambas.

De estd forma en el primer capitulo se establece wna clasificacion de los méto-
dos de prondstico, dividiéndolos cn: Subjetivos, causales, de extrapolacién y
no tradicionales(Redes neuronales), con ¢l fin de poder dar mia clasificacién
inicial tanto a las serics de ticmpo como a las redes neuronales.

El propésito del segundo capitnlo ¢s dar a conocer la teoria para los modelos
tradicionales de series de tiempo con el fin de pronosticar, tanto para los
métodos de alisamicnto(atenuacidn), los causales(regresion lincal), asi cono
para la mctodologia de Box y Jenking. Ademds, se explican algunos coneeptos
fundamentales concernientes a series de ticanpo, y la forma en que resulta
conveniente su uso.

La formalizacién de las redes nenronales artificiales se hace en el capitulo 3,

9



10 Hipotesis

¢l cnal nos da un panoramna general de las redes nenronales, desde su unidad
fundamental, la newrone, hasta la agrapacién de nchas de ellas (redes new-
ronales), asi como los tipos de redes newronales gne cxisten, sn clasificacion,
sus tipos de arquitectura y sus mecanistos de aprendizaje. Finalmente se
analiza la cstructura de Ja red y ol moeeanisino de aprendizaje que se uti-
lizarst para prodecir.

Toda la teorfa expuesta, tanto de las téenicas tradicionales de series de tiempo
como de rodes neuronales cs aplicada finalmente a 5 series, constituyendo csto
¢l 4 capitulo.

0.1. Objetivo

Aplicacién de Redes Neuronales al problema de pronéstico y comparacién con
los resultados obtenidos a través de téenicas de serics de tiempo tradicionales.

Objetivos particulares

= Describir los fundamentos todricos de las redes noaronales artificales y
su aplicacion al problema de prondstico de scries de ticinpo.

= Deseribir la metodologia estadistica tradicional para la solucion al prob-
Ieina de prondstico de series de ticinpo.

0.2. Hipétesis

Comparar dos mctodologias distintas para la prodiceidn de scrics de ticmpo
¥ demostrar que os posible obtener resultados con redes neurouales cownpa-
rables 4 los obtenidos con métodes cstadfsticos tradicionalcs.

-Aentlin- UNAM -Actuaria-



Capitulo 1

Métodos de Pronodstico

1.1. Situacién actual

En las sociedades donde vivimos, cl riesgo y la incertidumbre ante cl futuro,
aparceen como problemas a los que los distintos agentes tratan de adaptarse
de diferentes manceras. Para reducir ¢l grado de incertidumbre se sucle recurrir
a la claboracién de previsiones que tratan de anticipar la evolucién de algin
fenémeno. El disponcer, en cl presente, de un conocimiento sobre ¢l futuro,
aungne sca de forma aproximada, facilita la toma de decisiones en las que
incurrimos cnando pretendemos anticiparnos a una realidad determinada.

Existen en la actnalidad muchos métodos de prondstico que varfan en pre-
cisién y complejidad y cada uno de cllos con una aplicacion espeeial que hace
de su seleeeién un problema de decision influido por diversos factores, como
por cjcmplo, la validez y disponibilidad de los datos histéricos, la precision
descada del prondstico, ¢l costo del procedimicnto, los beneficios del resulta-
do, los periodos futuros cn que se desee pronosticar y ¢l tiempo disponible
para hacer cl estudio, entre otros.

Es cvidente la importancia que ¢l prondstico tiene en la toma de decisiones
como son problemas de inventario, plancacién de la produccidn, plancacion
financicra, control de procesos, cte. Por ¢jeinplo Penscmos en un cmpresaric



12 Situacion actual

que quicre discniar nn plan estratégico para su cinpresa pero gue neeesita para
cllo conncer cuales son say ventas futuras. La dodisién no sc basara vimica-
mente en los datos actuales disponibles sobre las ventas, sino que también
s¢ apoyard cn sus valores histdricos, independientanente de la consideracion
de otras téenicas de prevision. Es claro que ol ricsgo que sc ticne al tomar
una decisién no puede climinarse totalimente, pero ¢l propésito del prondsti-
co ¢s Teduelr cse riesgo y dependerd del método que se atilice cl dismimir
o aumcutar la magnitud del error que se pueda comncter. Hay que tomar en
cucnta que al definir las variables que van a ser analizadas, se determina de
hochio la forma que tendrd ol prondstico, micntras que la exactitud descada
dependerd, en gran medida, de la ealidad de la informacién, dicho de otra
manera, la certeza en la calidad de los resultados de un prondstico jamas
podra scr mcjor ghie la calidad de los datos.

La. calidad de las datos depende de cuidar tres aspectos principales: su origen,
disponibilidad y adocuacion al ajuste.

El origen de los datos depende directamente del tipo de variable qoe va
a sar pronosticada, debiendo vigilar que la fuente donde se recolecten sca
lo més confinble ¥ olwervando cuidadosainente edmo son obtenidos, ya que
cxiste 1o posibilidad de prosentarse el caso de escascz de datos o abundancia
de los mismos. Si éste es el caso, es conveniente establecer algiin criterio para
clasificarlos. Asimisino, 41 se trabaja sélo con una mucstra de la poblacion, cs
importante cuidar la representatividad de dicha muestra y por cnde, todos
los aspectos inherentes a dlo.

Otro aspecto cs la disponibilidad de los datos, esto es, ol tener la scguri-
dad dc que estardn disponibles en ¢l mwomento que se van a necesitar y si
cl resultado de su recopilacion sigue ajustdndose a pucstros requerimicntos
onginales.

Por 1ltitno, hablemos del ajuste de los datos. Es muy comin que los datos
deban modificanie de alguna mancra antes de iniciar ¢l andlisis para pronos-
ticar con ¢l objcto de que resulten mds cficicutes. Esta modificacion recibe
¢l nombre de Ajuste y puede llevarse a cabo de varias formas: una de cllas y
quiza la mis comiin cs por periodos de ticanpo; otra forma cs la transforma-
cidén de los mismos, o sea la aplicacion de una transformacion simple a los
datos originales.

-Acatlan- UNAM -Actuaria-



Capitulo 1 13

En lo concerniente al factor ticinpo debemos conocer tres de sus compo-
nentes principales como son: Pertodo, horizonte ¢ intervalo del prondstico.

El perfodo es la nnidad basica de ticmpo en que ¢l prondstico es hecho:
mnensual, trimestral, anual, cte. El horizonte s ¢l niunero de periodos que en
cl futuro cubrird el prondstico, o sca ¢l alcance det mismo. La frecuencia cont
la cual o prondstico debe ser revisado se denomina ihtervalo del prondstico
y con frecuendia ste y ¢l perfodo son iguales, de tal forma que ol pronéstico
seré revisado cada, perfodo.

1.2. Msétodos de Prondstico

Definiremos brevamente un método de prondstico como un proceso para pre-
deeir el futuro, ¢l enal nos dird lo que cs mas seguro que ocurra en cl futuro.

Los métodos de prondsticos se pueden dividir principalmente en dos tipos:
Métodos cualitativos y métodos cuantitativos.

1.2.1. Métodos Cualitativos

También llamados teenolégicos, porque histéricamente se wsarou primero
para pronosticar cambios tecnolgicos. Este método es apropiado cuando
los datos confiables son cscasos o diffciles de cinplear o cuando el tiempo
para claborar ¢l prondstico cs cscaso, en otras palabras, la posicién central
cn estos métodos no la tienen los datos pasados, sino la experiencia de las
personas. Freenentemente, se usa la experieneia y buen jnicio de varios ex-
pertos. Existen tres métodos principales, los cuales son:

Método Subjetivofo Intwuitivo). Sc basan en d juicio personal y pueden hacer
uso de cualidades como la intuicidn, la opinién de un experto y la experien-
cia, un ¢jemplo ¢s ¢ método Delphi(o Delfos).

Método Erxploratoriofo Prospectivo). Sc parten de las experiencias pasadas y
presentes para proyectar al futuro, sopesando las diferentes posibilidades.

-Acatlin- [INAM -Actnaria-



14 Métodos de Pronostico

Método Normativoo Deductivo). En éstos sc procede al revés, sc parte de las
metas u objetives a lograr en ol futuro y sc analiza qué sc neossita para lo-
grarlos y con base en eso poder pensar endndo sucederan jos eventos previstos
para ¢l futuro.

1.2.2. Meétodos Cuantitativos

Se basan cn datos histdrieos. Esta informacién pasada se encuentra cn fonna
munérica. Estos métodos hacen una extrapolacién del pasado, o decir, el
caracter distintivo mostrado por datos relevantes en o] pasado, sc traslada al
futuro basindose cn dos principios generales:

« El periodo siguicnte scra igual al periodo preseute.

« El patrén que rige las tendencias de las variables del presente perdado
al siguiente serd ¢l misimo en relacién con ¢l patrén que rigié ol periodo
pasado con ¢l presente.

Los prondsticos basados en extrapolacion, como un analisis de serics de tiom-
po, recurte a las tendencias pasadas o presentes a fin de proyoctar los acow-
tecimientos futuros. También son utilizados cnando se evcnta con suficientes
datos estadisticos o confiables para especificar las relaciones exdstentes entre
variables fundamentales. Los métodos mids usados son:

= Método Causalfo estructural). Aqui se intenta identificar las relaciones
entre variables que existicron cn ¢ pasado. Lucgo, sc suponc que las
ralaciones continiian sicndo validas cn ol futuro. Gencralmente se asumce
que existe una relacion lincal ¢ independicnte cntre dlas, por cicmplo
cl modcelo de regresién midltiple o los modelos coonométricos.

s Ll método extrapolativo(Series de Tiempo). En cl cual sc efectiian prondsti-
cos para una variable particular, usando Minicameunte la historia previa
de csa variable. Se supone que los patmnus identificados cn el pasado
s¢ extienden hacia o futuro.

-Acatlan- UNAM -Actuaria-



Capitulo 1 15

» Redes Neuronales. Existen , ademds de los métodos cldsicos de prondsti-
co, diversos métodos de prondstico no tradicionales, dentro de los cuales
s¢ encuentran las redes neuronales artificiales. Por cjemplo, son ca-
paces de aprender de la experiencia, de gencralizar de casos anteriores
a nuevos casos y de abstracr caracteristicas csenciales a partir de co-
tradas que representan informacion irrelevante Jose R. Hilera [15]

1.3. ;Cuando usarlos?

Analizando la clasificacion de los métodos de prondstico expuestas- Subje-
tivos, Causales y de extrapolacién. Podemos inferir que:

» Los Métodos Subjetivos son apropiados para producir predicciones cn
dreas no estructuradas y aiin mds, cn dreas no desarrolladas, abarcando
largos perfodos, un cjemplo ya mencionado son los avances teenolégicos.

» Los Métodos Causales son aplicables a predicciones que abarquen perfodos
cortos de tiecmpo dado que conforme aummenta ¢l intervalo de prediecion,
aumentan también los crrores en las prediceiones disminuyendo en con-
socuencia la confianza en los eventos pronosticados.

» Los Métodos extrapolativos generan predieciones con un alto nivel de
conflanza para periodos cortos de tiempo.

Los métodos de extrapolacién y los causales, no pueden utilizarse bajo las
siguicntes condiciones:

1. Cuando no cxista una teorfa formal que permita la formulacién de
hip6tesis.
2. Cuando no existan o no sc conozean datos pasados.
3. Cuando ¢l intervalo de prediceion sca a largo plazo.
A continuacién presentamos: un andlisis clemental de cuatro métodos de

prondstico, cada uno de los cuales pertencee a una de las clases expuestas
anterionnoente.

-Acatlin- UNAM -Actuaria-



16 s Cudndo usarlos?

Meétodos subjetivos : Téenica Delphi.
Métodos Causales : Regresién lineal.
Métodos de extrapolacién : Scrics de tiempo de Box y Jenkins.

Métodos no tradicionales : Rodes Neuronales

Téecnica Delphi

Desceripeion: Se interroga a un panel de expertos por medio de una secuen-
¢ia de cucstionarios, en los ¢nales las respuestas al primero se utilizan para
producir d siguiente cucstionario. De esta mancra, toda la informacién, de
la que disponen algunos expertos, pero otros no, sc pasa a éstos Wtimos y
50 permite que todos fos expertos tengan acceso a toda la informacidn.
Prediecion:

» Corto plazo(maximo un afio}: Regular a bucno.
= Mediano plazo{(de uno a cnatro anos): Regular a bueno.
» Largo plazo(dc cuatro afios en adclante): Regular a buceno.

Datos que se roquicren: Un coordinador que emita, la seeneneia de cuestionar-
ios oditando y consolidando las respuestas.

Regresion lineal

Deseripeidn: Sc emplean para relacionar una variable dependiente Y con
las variables mdependicntcs X, Xo, ..., X;- Sc denominan modelos de ro-
gresion lineal porgue expresan el valor medio de Y para valores dados de
X1, Xa, ..., X, como una funcién lineal de un conjunto de parimctros de-
sconocidos.

Precisiom:

-Acatlan- UNAM -Agtnaria-



Capitulo { 17

= Corto plazo: regulac a bucna
« Mediano plazo: Regular.

= Largo plazo: Mala

Datos que se roqmercie Micutras inds historial exista, mejor.
v

Series de tiempo de Box y Jenkins

Deseripeidu: La serie de ticinpe se dota de un wodelo matemético que o
Gptimo ci ¢l sentido de que asignae mienos crrores a la historia gue los demis
modelos. Habrd que identificar ¢l tipo de modclo y entonces estimar sus
pardinetros. Aparentemente, ésta os la rutina estadistica mas precisa gue se
posee en la actualidad, pero también o uno de los métodos mas costosos ¥
constnnidores de ticmpo.

Precision:

= Corto plazo: Muy bucna a exceclente.

s Mecdiano plazo: Regular.

= Largo plazo: Mala

Datos que se roguicren: Tener inucho historial, es muy valioso.

Redes Neuronales

Descripeion: Son sisteinas dindinicos antoadaptativos. Sou”adaptables de-
bido a la capacidad de autoajustarse por parte de los clementos proce-
sales(neuronas) que componen of sistema. Sop dindmicos, pues son capaces de
cstar constuntemente canbiando sus pesos para adaptarse a las nucvas condi-
cioues, cn ¢l proceso de aprendizaje, los enlaces ponderados de las neuronas
se ajustan de nancra gue se obtengan unos resltados especificos [José R
Hilera, 1995]. Precisién:

~Acatian- VINAR -Actnaria-



Ix 2 Cudnder usarfos’

= Corto plazo: Muy baena a exceleate.
= Mediano pluzo: Mala o Resular,

e Largo plazo: Muv mai

Dates que se requicren: Tener mucho historial, os mmy vahioso.

Aeatiin- {INAM -Actuarin-



Capitulo 2
Series de Tiempo

Definicién: Una scric de tiempo se puede definir como una sucesién de ob-
servaciones correspondientes a una variable en distintos momentos de tiem-
po. Asf las series pueden tener una periodicidad anual, semestral, mensual,
trimestral, cte. segin los perfodos de ticmpo en que vengan recogidos los
datos que la componen. Un ejemplo grafico de una scric temporal o de tiem-
po csta dada en la figura 2.1

250

150 200

Rin

Figura 2.1: Representacidn de una serie temporal
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20 Descomposicion clisica de una serie de tiempo

2.1. Descomposicion clasica de una serie de
tiempo

Dentro de la descomposicién clisica se encuentran 4 componentes principales
los cuales son: Tendencia, estacionalidad, ciclo y componente irregular.

2.1.1. Tendencia

Se considera tendencia al movimiento suave y regular de la serie a largo pla-
zo. Es una componente que reviste gran interts dado que reficja la direccion
del movimiento de una determinada varable. De esta forma, puede detoc-
tarsc si a largo plazo la scric adopta una dircecion, ya sea de crecimicnto,
decrecimicnto o estabilidad.

La prediceién de esta componente sucle ser en muchos casos el objetivo del
andlisis de serics de tiempo a través de los modelos de ajuste de tendencia,
donde se supone que la seric earcee de variaciones estacionales y cielicas(la
cnales veremos més adclante). En resumen, la tendencia s la dircecién gener-
al de la variable en ¢l perfodo de observacién, os decir cl cambio a largo plazo
de Ia media de la scric. La figura 2.2 nos muestra una seric con tendencia

positiva
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-

Figura 2.2: Scrie temporal con tendeucia
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2.1.2. Ciclo

Esto sc refiere a el ticmpo de oscilaciones, cerea de mna linea de tendencia
o curva. Estos ciclos pueden o no ser periddicos, esto es, que pueden o no,
seguir un patrén después de un intervalo ignal de ticmpo. Los movimicntos
son considerados ciclicos si cllos recurren en intervalos mayores a un afio.
La figura 2.3 nos mucstra una scric temporal si suponcmos que las lineas
verticales nos representan 10 afios, entonees podemos ver una serie con ciclo
cada 10 afios.

WW/\\/‘-\

Figura 2.3: Seric temporal con ciclo

2.1.3. Variacién estacional (o periddica)

También conocido como movimiento estacional. Esto se refiere al compor-
tamicnto idéntico o casi idéntico que una serie de tiempo sigue durante meses,
cuatrimestres o scmestres de afios consecutivos. Tales movimientos se repiten
cada afio. Por ¢jemplo las compras en navidad, donde las ventas sc incremen-
tan de forma notoria en Diciembre. La figura 2.4 nos mucstra una seric con
cstacionalidad, suponiendo que son ventas trimestrales(cada afio termina en
cada linca vertical), podemos ver que se repite ¢l comportamiento cada ano
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22 Descomposicion cldsica de una serie de tiempo

¥ que tanto las ventas del primnero como del ultimo trimestre son mas altas
aque los otros dos.

NN

1 23 45 6 7T 08 30N IIWMISHITIENMON2DN
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Figura 2.4: Serie temporal con estacionalidad

2.1.4. Componente irregular

Esta componcute estd constituida por ima espedic de “caja de Pandora®donde
se inchuirian las variaciones de la seric cuyo comportamicnto desconocemnos.
Se caracteriza, porque no responde a un comportamicnto sistemético o rog-
ular y cn conscenencia po scria posible su prediecion.

Aungue cl enfoque cldsico atribuye esta irregularidad al azar, en los andlisis
habituales de scrics de tiempo, algunas veces cs posible encontrar la causa que
el comportamicnto de Ias ventas mensuales en unos grandes almacenes desde
1996 hasta 2005 y obscrvamos graficamenie gue existe una disminucién cn
las ventas en ol mes de Noviembre de 1999, esta desviacidn, en principio, la
tratariamos como irregular, lo cual no quicre decir que sc ignore la causa de
la misma. Buscando en los archivos histéricos, encontramos que en csc mes
hubo una huclga importante de los trabajadores que, naturalmente, afocté a
los niveles de venta de cstos almacencs.
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Muchas veees, esos picos irregulares n observaciones anormales que apareeen
en los grificos de las series y que sabemos que la causa que los provocd no
s de esperar que influya en el futuro de la serie, conviene climinarlos, o no
tomarlos en cuenta.

Dentro de esta componente distinguiremos, por tanto, aquellas irregulari-
dades cuyas cansas se pueden identificar( factor erritico) y aquellas atribuibles
al azar(factor alcatorio). -

En una scric no tienen por qué estar presentes todas estas componentes. Por
cjemplo, las serics que tienen wna periodicidad anmal estin desprovistas de
estacionalidad, con lo que, en estas series, ol interés se centrard en el estudio
de la tendencia. La componente irregular, sin cmbargo, deberd ser incluida
sicmpre, ya que estamos trabajando con scrics que no son deterministas y
por tanto estardin afectadas por alguna perturbacién, al menos, de cardcter
alcatorio.

En la siguiente figura (2.5) vemos un cjemplo de una serie temporal en la
que se aprecia la existencia de las distintas componentes comentadas.
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Figura 2.5: Serie temporal con todos sns componentes
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24 Descomposicion clasica de una serie de tiempo

A contitmacion veremnos téenicas de prondstico de diferentes tipos de datos.

Técnicas de prondstico para datos estacionarios

Una serie estacionaria ¢s aquella cuyo valor promedio no varia a través del
ticmpo(sin tendencia). Estas situaciones sc presontan cuando los patrones
de demanda que infuyen sobre la seric son relativamente ostables. En sa
forma mas simple, ¢l prondstico de scrics estacionarias comprende ol uso de
la historia disponible de las scrics para estimar su valor promedio, ¢l cual se
convicrte después en el prondstico de valores futuros.

Las técnicas de prondstico estacionarias se cmplean sicmpre que:

= Las fuerzas gque generan una seric sc han estabilizado y ol medio en el
que existe la serie permanece relativamente sin cambios.

= Se refiere a un modelo muy sencillo debido a la falta de datos o para
facilitar su explicacién o implementacion. Un cjemplo scria cuando un

negocio 1 organizacion ¢s nuevo y hay disponible muy poca informacion
histérica.

s Se puede lograr la estabilidad haciendo correcciones sencillas.

= La serie se puede transformar en una serie estable. Como cjemplo,
estd la transformacion de series mediante logaritmos, rafces cuadradas
o diferencias.

Varias téenicas que se podrian considerar al pronosticar scrics cstacionarias
som los métodos no formales, los métodos de medias simples, los métodos de
modias méviles, atentacién exponcncial y de Box-Jenkins

Técnicas de prondstico para datos con una tendencia

Anteriormente definimos a uma seric con tendencia como una scric que con-
tione nn componente de largo plazo que representa ol erecimicento o decli-
nacion de la serie a través de un periodo amplio, de inodo que se cspera que
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aumente o disminuya durante el perfodo para el que se desea el prondstico.
Es comiin que las serics ccondmicas contengan una tendencia.

Las técnicas de prondstico para series con tendencia se utilizan siempre que:

» Una productividad creciente y la nueva tecnologia conducen a cambios
en el estilo de vida. Como cjemplos se pueden citar la demanda de
componentes cloctrénicos, que se incrementd con ol advenimiento de la
computadora; y ¢l uso ddl ferrocarril que disminuyo con la llegada dcl
avidn,

= El incremento en la poblacion provoca un incremento en la demanda
de bienes y servicios.

= El poder de compra del délar afecta las variables econémicas por causa
de la inflacién. Los cjemplos son salarios, costos de producecién y pre-
cios.

= Aumenta la aceptacion en el mercado.

Las técnicas a considerar al pronosticar serics con tendencia son: medias
méviles dobles, atenmacién cxponencial lincal de Brown, atcnuacién expo-
neneial lineal de Holt, atenuacién exponencial cuadrética de Brown, regresion
simple, modclo de Gompertz, curvas de crecimiento y modelos exponenciales.

Técnicas de prondstico para datos con estacionalidad

Anteriormente definimos una serie estacional como una serie de tiempo con
un patrén de cambio que se repite a si mismo afio tras afio. Por lo regular,
¢l desarrollo de una téenica de prondstico estacional comprende la scleccién
de un método multiplicativo o uno de adicién.

Las técnicas de prondstico para datos estacionales se usan siempre que:

» El clima influye en la variable de interés. Como cjemplos estén cl con-
sumo de energfa cléetriea, 1as actividades de verano e invierno(deportes
como cl patinaje), ¢l gnardarropa y las estaciones de desarrollo agricola.
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26 Descomposicion clasica de una serie de liempo

= El anio calendario influge en la varishble de interés. Ejemplos de cllo
son las ventas al menndeo influidas por dias fostivos, fines de scmana
de tres dias y los calendarios escolarcs.

Las técnicas a considerar al pronosticar serics estacionales son descomposi-
de serics de ticmpo y métodos de Bax-Jenkins.

Técnicas de pronédstico para series ciclicas

E! cfecto ciclico se definid anteriormente como la Anctuacién en forma de
onda alrededor de la tendencia. Los patrones eiclicos tienden a repetise on
los datos cada dos, tres 0 més anos. Es diffcil establecer un modclo para estos
patrones ciclicos, ya que no son estables. Las fluctuacioncs en forma de onda
bacia arriba y hacia abajo alrededor de la tendencia rara vez s ropiten en
intervalos fijos de ticmpo y también varia la magnitud de la finctuaciones.
Las técnicas de prondstico para datos ciclicos se ntilizan siempre gue:

= El ciclo del negocio influye sobre la variable de interés. Como cjemplos
estan los factores ccondmicos del mercado y de la competencia.

= Se presentan cambios en el gusto popular. Ejomplos de cllo son la moda,
la mmisica y la alimentacién.

= Se presentan cambios en la poblacién. Podemos citar como cjemplos las
guctTas, cscasez, cpidemias y desastres naturales.

= Se presentan cambios en el ciclo de vida del producto. Ejemplos de cllo
son la introduccién, crecimicnto, maduracidn, saturacién y declinacion
del mercado.

Las técnicas a considerar al pronosticar serics ciclicas son la descomposicion
cldsica, Ios indicadores ccondmicos, los modclos cconométricos, la regresidn
miiltiple vy los métodos de Box-Jenkins.
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Otros factores a considerar

El horizonte en el ticmpo para un prondstico tiene una relacién directa con la
sclecci6n de una téenica de prondstico. Para los prondsticos de corto (méxi-
mo un aiio), mediano (de dos a cuatro afios) y largo (de cuatro en adclante)
plazo, se pueden aplicar diversas téenieas cuantitativas. Sin embargo, al au-
mentar ¢l horizonte del prondstico, algunas de estas téenicas se hacen menos
aplicables, Por cjemplo, las medias méviles, la atennacién exponencial y los
modelos de Box-Jenkins no son mmy buenos para prondsticos de cambios
ccondémicos radicales, micntras que los modelos cconométricos son mejores
para cste fin, Los modclos de regresién son apropiados para perfodos corto,
mediano y largo. Las proyecciones de medias, medias méviles, descomposi-
¢ién cldsica, son téenicas cuantitativas apropiadas para horizontes de corto
¥ mediano plazo. Las téenicas mds complejas de Box-Jenkins y los modelos
ceonométricos resultan también apropiados para prondsticos de corto y mo-
diano plazo. Para horizontes mayores de ticmpo, sc usan con frecucncia los
métodos cualitativos [John E. Hanke y Arthur G. Reitsch, 1996].

En general, 1n aplicabilidad de las técnicas de prondstico ¢s algo que ¢ pronos-
ticador realiza con basc cn su experieneia. Es comim que los administradores
requicran de prondsticos en un tiempo relativamente corto. En esta situacién,
ticnen ventaja los métodos de atemacion exponencial, proyeecién de tenden-
cia, modclos de regresién y 1a descomposicién cldsica.

2.2. Modelos de tendencia

Cuando la scric a pronosticar varfa con ol paso del tiempo, csa variacién
se atribuye a componentes subyacentes, como tendencias, estacionalidad y
ciclos. En esta scecién describiremos la tendencia®. La existencia de una ten-
dencia cs obvia y su comportamiento muchas veces s asemeja a funciones
conocidas, las cuales pueden ser lineales o no lincales. A continuacién vercmos
una deseripeidn de varios tipos de tendeneia.

' Después estudiaremos series que contengan no solo la tendencia sino estacionalidad.

-Acatlin- UNAM -Actuaria-



28 Modelos de tendencia

Tendencia lineal

Una tendencia linecal se representa como:
Yi=GtBtte 21)

Es decir, ¢l valor de la scric de ticmpo cs ignal a una constante (Hamada
ordenada al origen) mds una pendiente multiplicada por el valor del ticmpo, ¢l
cual sc incrementa succsivamente. Asf, si la pendiente es negativa, la scrie de
tiempo serd decreciente, micntras que, si la pendiente os positiva, la tendencia
seri creciente. Es ficil ver que si ol valor de 8; os cero, sc trata de una scric
de tiempo sin tendencia, paralda al cje del ticmpo, cste moddo ¢s adecuado
cuando los datos sc asemcejan a una recta.

Tendencia cuadrdtica

Por otro lado, La tendencia puede ser no finee!, de diversas formas: enadritica,
logaritmica, polindmica, exponencial, cte. La mds comiin cs Ia tendencia
cuadritica, on la cnal los crecimientos o decrecimicntos son mucho mix sig-
nificativos. Este modelo se usa cuando los datos sc asemcjan a una parabola.
Esta tendencia se modelaria como siguc:

Yi=F+/t+B1" +e (2:2)

Tendencia exponencial
Una tendencia exponencial existe cnando el crecimientof(o decrecimicato) es
todavia mas ripido; los datos se asemejan a la figora de la fancidn exponencial
cuya conacion sc eseribir{a como:

Y, = for™™ (23)

La tendencia cs ina fumcién no tincal (exponcneial) de ticmpo en escala lineal,
pero en logaritmos se ticoe:

In(Y;) = In(B) + Bt + e, (2.4)
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Asi, In(Y;) es funcién lincal del tiempo. En ¢l easo on ol cnal la tendencia
e no lineal en escala lincal, pero lincal en logaritmos, s llama tendencia
ezponencial, o tendencia lineal logaritrnica.

A continuacién profundizarcmos en ¢l caso lincal, no s6lo por ser ¢l mds
simple, sino porque permiten dar respuesta a un gran niimero de problemas.
Ademds, alpmos de los modelos no lincales pueden, mediante adecnadas
transformaciones, ser expresados en forma lineal. -

2.2.1. Modelos de regresion lineal

Antes de continuar, haremos mencién de uma definicién y algunos teorcmas
importantes? para un mejor entendimicnto,

Definicién 2.1. Un estimador § cs un cstimador insesgado para el pardmetro
# si, para cualquier tamaifio mucstral, su csperanza cs igual al pardmetro que
a!tuna.FAtomE(ﬂ)—G para todo valor de 6. El scsgo del estimador os
definido como: Sesgo(f)=E(@ — 0) .

Teorema 2.1. Si sc cumplen los supuestos del modelo bdsico de regresidn

lineal, entonces fo y i son estimadores insesgados de fBy y [, respectiva-
mende.

Teorema 2.2. Si sc cumplen los supuestos del modelo bdsico de regresion
lineal, entonces los estimadores minirno cuadrados de 3y y By son los mejores
estimadores lincales insesgados de estos pardmetros.

El objeto de un andlisis de regresion cs investigar la relacién estadistica que
existe entre una variable dependiente(Y) o también conocida como variable
endégena y una o mds variables independientes o exdgenas. La forma fun-
cional que miés se utiliza en la prictica cs la relacion lineal, cuando solo existe
una variable independiente. En e caso de scries de tiempo nuestra variable
independiente sera el tiempo y la variable dependicente seguiré siendo Y?. El
modelo bésico de la rogresién lincal viene dado por:

2Para ver la demostracién de los teoremas consultar Calero Vinelo Aristides, 1998 [5]
3Cabe sefialar que manejaremos la variable independiente como X, en lugar de t para
mostrar un easo mas general y no limitarnos solo al tiempo
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Yi=htBXita (25)

donde los cocficientes ffy ¥ 5; son parimetros® de la regresion y son do-
sconocidos, que definen la posicién ¢ inclinacién de la recta. El parimnetro
f, conocido como la ordenada en el origen, nos indica el valor de Y cuando
X = 0. El pardmctro £, conocido como la * pendiente”™, nos indica cudnto
ammncnta Y por cadn aumento de una unidad en X. Nuestro problema con-
siste cn obtener cstimaciones de cstos cocficientes a partir de una mucstra de
obscrvaciones sobre las variables Y y X. Pero antes de aventurarnos en los
wmétodos de estimacién para estos pardmetros, pondremos [os supucstos que
debe cumplir este modelo.

= Supuesto!. Ele,] =0 La media de la distribucién de probabilidad de e
cs 0, i.c. [a media de los crrores a lo largo de una scric infinitamente
larga de experimentos cs 0 para cada valor de la variable independicnte
X. Este supuesto implica que ¢l valor medio de Y, E[Y], pars un valar
dado de X o E[Y] = & + 6 Xa

» Supuestof. La varianza de la distribucion de probabilidad de € e con-
stante para todos los valores de la variable independiente X. En o caso
dc micstro moddlo de linca recia, oste supuesto significa que la vari-
anza de e s ignal a ua constante, digamos a2, y garantiza que hay
tias. Var(e,) = Ele — E(e)]? = Elel = o™

= Supuestod. La distribucién dc probabilidad dc e es normal con media
cero y varianza o2, es decir, e ~ N(0,02).

= Supuestod. Los crrores asociados a cualesquicra dos observaciones dis-
tintas son independientes. Este supucsto indica que no hay antocor-
relucién entre las perturbaciones ef y ¢;; s decir, que cstdn incorrela-
cionadas. Cov(e,, e;) = E(e, — Ele,))(e; — E(e;)) = Ele, e;) =0t # 7.

1Se utilizars el punto de vista de Ia teoria del muestreo, que considera a wn pardmetro
como una cantidad fija pera desconocida
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Una vez aceptados estos supnestos®, pasamos a los métodos para estimar los
pardmetros By y £y para el modelo de regresion(2.5) los cnales son:

= El método de momentos.
= El método de minimos cuadrados.
= El método de méxima verosimilitud. "

En el caso del modelo de regresién simple, los tres métodos proporcionan
estimaciones idénticas. Cuando sc trata de gencralizaciones, proporcionan
cstimaciones diferentes. Pero nosotros solo utilizaremos ¢l método de minimos
cuadrados debido a su sencilla interpretacién y caleulo (para ver los dos
métodos faltantes consultar Maddala G.S. 1996 [23]). Antcs de cntrar a o
método de minimos cuadrados veremos los tipos de error.

Tipos de error

Sc han disehado diversos métodos para resumir los errores generados por
una técnica particular de prondstico. La mayoria de estas mediciones impli-
can promediar alguna funcién de la diferencia entre el valor real y su valor
de prondstico. A menudo sc denominan residuales a cstas diferencias entre
valores obscervados y los valores de prondstico.

EL crror o residual para cada periodo

=Y -Y, (2:6)

Un método para la cvaluacién de un prondstico consistc en obtener la suma
de los errores absolutos. La desviacion absoluta de la media (DAM) mide
la. precisién de un prondstico mediante ¢l promedio de la magnitud de los
crrores de prondstico (valores absolutos de cada crror). La DAM resulta de
gran utilidad cuando cl analista desca medir ol error de prondstico cn las
mismas unidades de la seric original.

DAM = ..Z..:IEAI_:‘.:i‘I 2.7

%Si se desea ver las técnicas para regresidn lineal cuando uno de estos supuestos no se
cumple, consultar Maddala G.S. 1996 [23]
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Otro método para evaluar 1ma téenica de prondstion es ol Error Medio Cuadra-
do (MSE). Cada crror o residual se cleva al cuadrado; lucgo, estos valores se
suman y s divide entre el numero de observaciones. Este eafoque penaliza
los errores mayores de prondstico ya que cleva cada uno al cuadrado.

Mggzw (2.8)

En ocasioncs, resulta mas til caleular los errores de prondstico en ténninoes
de porcentaje y no en cantidades. El poreentaje de crror medio absoluto
(PEMA) sc calcula encontrando cl ertor absoluto cn cada periodo, dividiendo
Gste entre el valor real observado para cse periodo y después promediando
csbos crrores absolutos de poreentaje. El PEMA proporciona una indicacion
de qué tan grandes son los errores de prondstico comparados con los valores
reales de la seric.

PEMA = * 100

Ye—Yi
E‘l‘-ln Ye (2'9)
A veees resulta necesario determinar si un método de prondstico estd scsgado.
En estos casos, sc emplea el porcentaje medio de error (PME), que se caleula
encontrando ¢l error en cada periodo, dividiendo esto entre ¢l valor real de
ese periodo y promediando después estos porcentajes de error. Sium enfoque
0o csta scsgado Ia ccuacién 2.10 producird un poreentaje corcano a cero.

(Ye—¥i)
g‘_‘;"'— =100 (2.10)

PME =
Una parte importante en la decisién o confiabilidad de un método de prondsti-
co consiste en que los errores producidos por ¢l modclo sc juzguen como
suficicntemente peguenios, de ahf la importancia de medir los ervores.

Método de minimos cuadrados

Estc método consiste en clegir aquellos estimadores que hacen minima la
suma de las diferencias cuadréticas entre los valores observados y los valores
estimados de la variable dependiente, es decir, que minimizan In suma de Jos
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crrores al enadrado (EC).

EC=§"1;(Y.—ﬁ)==gef (211)

Aplicando cn ¢l modclo (2.5) ¢l método de los minimoes cuadrados se obticuen
estimadores lincales insesgados® y dptimos. En este texto solo nos limitare-
mos a pouer las ccuaciones resultantes para poder estimar los pardmetros
dptimos?.

ﬁl = Enhlxlyi _“XY

S X ke ==

f=Y-HX (2.13)
Donde

» X;= Es la variable independicnte en el ticmpo t

» Y= Es la variable dependiente en el tiempo t

= n= Es ¢l numero de observaciones de la mucstra hasta o ticmpo t

« X= Es la media mucstral caleulada como E“;Li'-

+ ¥= Es la modia mucstral calculada como St

Lo que quiere decir es que si se calenlan los pardmetros para cada muestra y se repite
este proceso muchas veces hasta el infinito, el promedio de todos estos estimados serd igual
a 3, en otras palabras E(3) = f.

Tpara ver el desarrollo de las formulas consultar Calero Vinelo Arfstides, 1998 [5)
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Coeficiente de correlacién

Se neeesita una fonna de medir la cantidad de relacion lineal que existe entre
dos variable de interés. Para usar la terminologfa correcta, se desca una modi-
ciéin de la correlacidn que existe entre dos variables. La medicidn que se utiliza
comiinmente para csta relacién s ol coeficiente de correlacién. Dos variables
con una relacién negativa perfecta tienen un cocficiente de corrclacion igual
a -1. En el otro extremo, dos variables con uma relacidn positiva perfocta
ticnen un cocficiente de correlacién igual a +1. Por lo que ¢l cocficiente de
corrclacién varfa -1 y +1. Un valor positivo de r implica que Y aumcnta
cuando X aumenta; un valor negativo implica que Y disminuye cuando X
aumenta. Coando of cocficiente de corrdlacion os 0, no existe raacién lincal,
s decir, al anmentar X, Y uo parcce aumentar o disminuir en forma pre-
decible alguma. Pero hay que tener mn par de consideraciones como sciialan
Hanke Joln E. y G.Reitsch Arthur ® “Si fucra el caso en que el cocficiente
de correlacion fiese bajo no significa que no hay correlacién entre las vari-
ables, podria scr que si tuvieran una estrecha relacién de mancra curva o no
lineal, solamente que no o aparente que cxista una relacion lineal o recta
entre las variables. Segundo, se debe de tener en enenta que se esta midiendo
la eorrelacion y no la causalidad Podria scr perfectamente vilido que dos
variables estuvieran correlacionadas con base en un cocficiente de correlacién
alto. Pero podrfa ser o no vilido dedir que nna variable causa ol movimien-
to de la otra; ésta es una cucstion para o jnicio del analista™. Entonees, la
fdrmula para obtener el cocficiente de corrdlacién viene dado como:

E;l XY, —nX,Y,

. V(T X2 - nX3), /(T ¥2 - n¥3) 9

Coeficiente de determinacién

Otra forma de medir la contribucién de X a la prodiccidu de Y o, cn otras
palabras, saber cnanta variabilidad de la variable dependiente s explicada
a través de la variable independiente se conote como cocficiente de determi-

Bybase Hanke E. Joln v Arthur G. Reitsch [12]
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nacién. Este varia eontre 0 y 1, cuanto més préximo esté a 1, mayor valor
predictivo tendrd el modelo en el sentido que los valores observables estardn
muy préximos a la csperanza cstimada por la regresion. A este cocficiente lo
llamaremos como 7 y se calenla de la mancra siguicnte:

- !%Z'.'zmdkﬁx):",zlxm—nf”
):L;W—“w -

La ventaja del cocficiente de determinacién (r?) consiste cn que tiene una
interpretacién muy 1til. El valor de v mide el poreentaje de variabilidad en
Y que se explica por la variabilidad en X. Esta interpretacion es muy 1itil, lo
que hace de 7 una de las estadfsticas consultadas con mayor frecuencia en
¢l andlisis de regresion.

(2.15)

Asimismo, si r? es ¢l cuadrado de r, ¢l cocficiente de corrolacién, entonces
nos vendria a la mente jpor qué es importante identificar ambos valores en
un andlisis de regresion?, y la razén ¢ que uno ticne ventaja sobre otro.
La ventaja del cocficiente de corrdacién () es que revela relaciones tanto
positivas como negativas., En cambio, nétese que cuando se cleva al cuadra-
do ol cocficiente de correlacién, ¢l valor cs sicmpre positivo, perdiéndose la
naturaleza de la relacién.

2.3. Modelos sencillos de pronostico

2.3.1. Métodos no formales o ingenuos

Los métodos no formales sc emplean para desarrollar modelos sencillos que
suponen que los periodos recientes son los mejores pronosticadores del futuro.
El modelo més sencillo cs:

Y=Y (2.16)

En donde ¥4, es ol prondstico realizado en el periodo ¢ para ol periodo ¢+41.
y Y, ¢ el valor real de la serie en ¢l ticmpo £

La téenica puede adaptarse para tomar cn enenta la tendencia agregando
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la diferencia entre &ste y e 1iltimo periodo. La prediccion que obtendriamos
estarfa suponicndo que ¢l incremento previsto para la variable coincide eon
o 1iltimo registrado. .
Ya=N+(¥-Y.) (2.17)
Si la serie tuviera estacionalidad tendriamos la signiente ecuacion
Yorr = Yipr (2.18)

En donde p seria ol periodo en que csta dividido ¢l afio, por cjemplo 4 en ol
caso trimestral. Esta prediccién suponc que la variable tomard ¢l mismo valor
que tenfa en ¢l periodo correspondiente al afio anterior. El problema de csta
ocuacion es cuando exista tendencia dado que se considera. Pero podriamos
agregar infonnacidn reciente, un buen cjemplo podria ser:

(Vi Yous) + ot (Vipor — Yip)
b2l

Con csto vamos las diferentes combinaciones de métodos no formales que se
pucden formar, la finica mitante dependerd del ingenio del pronosticador.

(2.19)

};:H-l = yi-f—l :

2.3.2. Medias Moviles

También llamados como promedios méviles, pero para evitar confusiones con
los promedios méviles antorregresivos (que veremos mas adelante), en este
texto adoptaremos ol nombre de medias méviles para evitar dicha confision.
Las medias méviles son un promedio de un nfincro constante de obscrva-
ciones, este promedio csta basado en un mismo niimero de observaciones cn
un lapso de tiempo que mmeve sus datos un periodo de tiempo, del indcio del
promedio al dltimo 6 més reciente dato de la serie. El numero de observa-
ciones usados para el caleulo del promedio es Hamado ¢l orden de la serie, es
decir, si nuestra media mévil s trimestral, nosotros dividirfamos cutre 4 y
nucstra modia mévil serie de orden 4. La siguiente ceuacién corresponde a la
cenacion de medias méviles simple de orden n.

(Yi+Y 4+ Yo+ . +Y uy)
n

M =Y, = (2.20)
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s M;= Media mévil en el periodo .
s n= Niimecro de términos que sc descan en la media mévil.

Nétese que se asignan ponderaciones(pesos) ignales a cada observacién. Al
tener ol dato mas reciente, este se incluye en o promedio y sc desecha ¢l
dato mds antiguo. Eﬂmodclodcmcdmsmévﬂwﬂmommcjormndm
cstacionarios. No mancja muy bien la tendencia o la cstacionalidad.

Cabe sefialar gue un valor de n grande, proporciona una serie més alisada
que un valor pequefio. Si las variaciones de la seric se deben a la influencia del
clemento aleatorio, un » grande serfa més conveniente. Por ¢l contrario, si cs
cl nivel medio la causa principal de variacién cn la scric deberfamos recurrir
a um valor de = pequeio, precisamente para no sobrevalorar ¢l cambio en el
nivel medio, ya que, en este caso, las predicciones son més sensibles a los
valores recientes de la serie.

Medias méviles dobles

Una media mévil doble puede ser utilizada para un alisamiento adicional,
dado que nno de los problemas gue ticnen las medias méviles simples, es que
no trabajan bicn cuando existe tendencia, en este caso, s mas factible utilizar
las medias méviles dobles para una seric con tendencia lineal. El método hace
lo que nos dice su nombre: se ealeula un conjunto de medias méviles y después
se caleula un sepundo conjunto de medias méviles del pnmcm Para ver esto
partimos de la ccuacién de medias méviles simple:

Vi = YV4+Ya+Yat..+Y )
1= n

(2.21)

Recordando que M; = Vi1 cutonces para calcular la scgunda media mévil
aplicamos nucvamente la formula pero ahora con los prondsticos -obtenidos
M, - (M; + Mg_l +M‘—j + e+ Ml-n{-])

£t n

(2.22)

-Acatlan- UNAM -Actuaria-



38 Métodos de atenuacion (alisamiento)

= M= Es la segunda media mévil en el ticmpo &

La siguicntc couacion (2.23) calcula la diferencia enbre ambas modias moviles,
a, = 2M, — M| (2.23)

La ecuacién 2.24 ¢s un ajuste adidonal, d cual llamarcmos cocficiente de la
tendencia, os similar a la medicién de wna pendiente que cambia a través
dc la seric. En otras palabras, cs ol promedio de la diferencia entre la media
mévil simple y la media mévil doble de un punto a otro.

b= (M~ M) (224)

Finalmente, para poder pronosticar se utiliza la siguiente ecuacion, para re-
alizar ¢l prondstico de p periodos en o futuro.

Viep=a+bi-p (2-25)

2.4. Métodos de atenuaciéon (alisamiento)

Sc llaman métodos de alisamiento o atenuacion, porque su objetivo es ol dis-
minuir o alisar las fluctnaciones de la seric de ticmpo. Son métodos que se
retroalimentan a medida gue se generan nuevos datos, lo gue facilita ecnorme-
mente la prediecidn que se realiza, como se verd, con formulas recurrentes.
Las técnicas de atenuacién presentan ciertas peculiaridades respecto a éstos
que podemos resumir e Jos siguicntes puntos:

= Cuando la cstructura de los datos se mmestra inestable, los métodos
de atennacién dan mcjores resultados, ya que, en general, tratan de
combinar cn cada momento las obscrvaciones pasadas con el fin de
descubrir la cstructura dal fondmeno. En este sentido, se dice que son
modclos de validez local.

= Lay téenicas de atenmacion son mas indicadas cuando quercmos pro-
decir, sobre todo a corto plazo, ya que los cambios estrcturales se
detectan antes.
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s Los resultados que sc obticnen con cllas son satisfactorios, incluso cuan-
do se¢ dispone de wn mimero limitado de observaciones.

Al deseribir los distintos métodos de atenmacién comenzaremos con los mode-
los sencillos seguido de una elasifiearién de los mismos sogiin las componentes
que cstén presentes on las scrics de andlisis. De csta forma cstudiaremos en
primer lugar los modclos para scrics donde las fluctuaciones oscilan alrededor
dcunnoonatantcyqué,porhm no cstén afectadod por tendencia ni cstar

2.4.1. Atenuacién exponencial simple

La principal limitacién que tiene el procedimicento de medias méviles como
téenica de prediccifn, es que pondera de la misma manera los valores que
intcgran la media, i.c, los da la misma importancia. Pero quizds, chando sc
trata de predecir la informacién mds cercana al momento, en ¢l cual s¢ re-
aliza la prediccién, puede resultar mas relovante las observaciones préximas
al momento, que las observaciones més alcjadas. Para poder entender mejor
csté método partiremos de la atenmacién exponencial simple para luego pro-
coder con la atenuacién exponencial doble o método de Brown.

La atenuacién exponencial es un Método, concebido por Robert Macaulay en
1931 y desarrollado por Robert G. Brown durante la segunda guerra mundial.
Este método trata de predecir con base en una media ponderada de los valores
pasados de la serie, dando ponderaciones decrecientes conforme los datos
sc algjan del momento actual. Las diferencia por tanto entre la atenuacion
exponencial y las medias méviles son:

= Se trabajan con medias ponderadas
= La media se aplica, no solo a n observaciones, caso de la media movil,
sino a toda la informacién mmestral hasta ¢l momento &
La ecuacién de atenmacién exponencial simple cs:
Vs =a¥i+ (1 =) (2.26)

-Acatlin- UNAM -Actuaria-



40 Métodos de atenuacion (alisamiento)

* Yi.1= Nuevo valor atenuado o prondstico para ¢l periodo t+1.

= a= Constante dc atermacion (0 < a < 1) la cual determina cnanto
peso sera dado a cada observacion.

Frecuentemente micstro pronastico inicial s toma como: Yo = ¥p 6 puede
ser un promedio de varias obscrvaciones. Una constante de atenuacién o
pequetia da mayor peso a las obscrvaciones mis antignas. Una constante de
atenuacion grande da mayor peso a las observacdiones més recientes y menor
a las pasadas. Una forma de saber cual os la mcjor a, os la que minimiza
¢l error enadritico medio(2.8), pero si s utiliza un paquete cstadistico cl
programa nos dard ol o 6ptimo [Hanke John E. y Arthur G. Reitsch, 1996
112]].

Notese que en la téenica de atermacion exponencial simple existe la suposicion
de que los datos son cstacionarios. Si existe una tendencia significativa, la
atenuacion exponencial sc ubicard por debajo de los datos reales de la serie
de ticmpo.

Los prondsticos de medias méviles simples v ateunacién exponencial se basan
«n promedios ponderados de mediciones anteriores. La explicacién consiste
en que los valores anteriores contienen informacién de lo que ocurrird en ¢
futuro. Debido a que los valores anteriores incluyen fuctuaciones aleatorias,
asi como informacion relativa al patrén subyacente de 1ma variable, se hace
un intento de atenmar estos valores. La atenacién exponencial es vna téenica
popular para los prondsticos de corto plazo, sus mejores ventajas son un bajo
costo y simplicidad.

2.4.2., Meétodo de Brown

También conocido como atenuacién exponencial doble. Como su nombre nos
indica, primero se atemian los valores teales y despuds se atenda los valores
ya atenuados, para después con ayuda de ym coeficiente de tondencia poder
proniosticar. Esté método se utiliza para poder pronosticar series de ticmpo
con tendencia lineal.
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Sca A; definida como sigae:
A=aY + (1 -a)Ad-, (221
La ceuacién 2.27 nos representa ¢l valor simple atenuado (A;). Scguido por:
A=A +(1- )4, (2.28)

Esta ccuacién (2.28) sc trata del valor doblemente atenmado exponencial-
mente (A}). Freenentemente se utiliza Ag como valor inicial de 4} o sc po-
dria hacer un promedio de varios valores atennados. Una vez tenido csto
scguimos como cn ¢l caso de las medias méviles dobles, la diferencia entre
los dos valores atenuados:

a =24, — A (2.29)
Y también tenemos ol cocficiente de 1a tendencia:
X
h= l_u(A;—A{) (2.30)

Para finalmente llegar a la ccuacién 2.31 para poder formular el prondstico
de p periodos en ¢l futuro.

-

Yiup=a+b-p (2.31)

Al igual que cen el caso de la atenuacién exponencial simple la @ que opti-
miza ¢l método, es el que minimiza los crrores medios cunadriticos y ademés
también cn ¢l caso de Ay se podria promediar algumos datos o tomarse Yp
como valor inicial.

2.4.3. Método de Holt

Otra técnica que sc usa para mancjar serics de ticmpo con tendencia lineal, cs
cl método de dos pardmetros de Holt. El método consiste en dos ccuaciones
para las dos componcntes de atenuacion que son A, y T; ademés de dos
constantes de atenuacion, ¢l hecho de utilizar dos constantes de atenuacién
hace que este método s adapte con mayor fiexibilidad a los valores de la
scric que ¢l modelo de Brown. Las cenaciones del método son las siguientes:

A =Y, + (1—a)(Auey + Tt) (2.32)
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La cenacién 2.32 nos representa un tipo de serie exponenciahnente aten-
uada, pero csta vez so oousidera la tendencia, la enal es caleulada con la
siguiente cenacién(2.33) y la lamarcinos como estimacién de la tendencia,
estd cenacion es muy similar a la anterior pero en wez de atenuar los valores
reales ateniia la tendencia.

T = (A — A)) + (1 - A)Timy (2.33)

De cstas couaciones podemos observar que, al igual que cn ol caso de la
atennacion exponencial simple, son formulas de actnalizacion mediante las
cuales las cstimaciones son modificadas 1 medida que se dispone de nucvas
obscrvaciones. Al mismo tiempo, los valores de la tendencia se actualizarfan
4 través dec una modia ponderada entre o tltimo valor cstimado, Ti, y la
difcrencia entre las dos estimaciones més recientes de los valores atenmados
(A;:—A,-y). Finalmente, tenemos 2 ecuacion 2.34 que nos permite pronosticar
p periodos en cl futuro.

}.l’tn‘:ﬂl‘f‘!"z (2'34)

cn donde:

= A;= Nucvo valor atenmado.

» o= Constante de atemacién de los datos (0 < a < 1)

= Y;=Nucva obscrvaciém o valor real de la serie, en ol periodo

= A= Constante de atemacion de estimacién de la tendencia (0 < o < 1).

» Ii= cstimacion de la ndencia.

Cabe mencionar que el valor inicial atetmado (Ap) se calenla como se men-
ciono cn ¢l método de Brown, ya sca con un promedio de varios valores
reales 0 como su valor real que le carresponda En ¢l caso del valor inicial de
la estimacién de la tendencia frecucntemente se utiliza o valor de cero.
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2.4.4. Meétodo de Winter

Los métodos anteriores son buenos cuando solo existe tendencia lineal pero
cuando tenemos tendencia y estacionalidad se opta por utilizar el método
de Winter a menos que se climine la estacionalidad y se trabaje con la serie
que contiene solo tendencia. Las ccuaciones que emplea el modelo Winter son:

La ccuacitn 2.35msrcprwcntaalawricmqwnmuﬁnlﬁwntcahmmd&0mdn
Si—1, representa ol factor estacional pero de un afio anterior, cstd ecuacién cs
muy similar a la utilizada cn ¢l método de Holt, sélo que cn cste caso la actu-
alizacitn sc hace ante la llegada de un nuevo dato (Y}), debemos considerar
la observacién sin influencia de la estacionalidad. Por tal motivo aparcee el
valor dc la scric desestacionalizado por ¢l factor estacional correspondicnte a
un periodo inmediatamente anterior S,y .

A= e 4 (1 =~ a){Ascs #Tos) (2.35)
i-L 1

La estimacién de la tendencia. Como podemos ver os exactamente igual que
cn el método de Holt, con lo que no se neeesita ningiin tipo de aclaracién.

T=H(A— A1)+ (1- BTy (2.36)

La siguicnte ccuacién (2.37) nos muestra la cstimacién de la estacionalidad.
Este componente podemos incluirlo de forma mmltiplicativa o bien de for-
ma aditiva, pero la més usual cs la forma multiplicativa® y cs cstd la que
mancjaremos, quedando cntonees como:

Y,
Sg = ‘}";é + (1 = ’)')S;_L (2.37)

Las constantes de atenuacién éptimas son las que minimizan ¢l MSE, cstos
pardmctros los calenlan paquetes estadfsticos. Finalmente para poder hacer
predicciones tenemos Ja ccnacion (2.38), 1a cual nos permite pronosticar p pe-
riodos en ol futuro y ademis, podemos ver que d factor estacional multiplica
(de allf su nombre) a la diferencia del valor atenuado y la tendencia:

}A};-i—p = (AI. — Pﬂ)sc-up (2-38)
“Para mayor referencia sobre el método aditivo ver Bowerman Connell, 1993 [4]
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» A= Nuevo valor atetmado

* o= constante de atenuacién (0 < a < 1)

« ¥,— Nucva obscrvacién o valor real de la seric en ol periodo p.

» fi= Constantc de atenuacién de la tendencia (0 < 8 < 1)-

« T,= Estimacién dc la tendencia

« 7= Constantc de atcmacién de la estacionalidad (0 < v < 1).

* 5= Factor cstacional.

s p= Periodos a cstimar a futuro.

= L= Longitud dc la cstacionalidad, i.c, como esta dividido el afio(trimestres,
meses, semestres, cle).

Cabe sciialar, que si solo tuviéramos cstacionalidad cn mucstra scrie, bien sc
podria hacer cero d factor de la tendencia y trabajar ¢l resto ded modelo de
igual forma, la ceuacién quedaria como siguc:

}-’H-} I (Ade-up (2-39}

Por tiltimo, debe seialarse que para el valor inicial del valor atemmado (Ag)
se puede tratar igual gue en los métodos anteriores, o bien se puede utilizar
la siguiente formula st uno tiene muchos datos histéricos:

Ao=¥i—5 T (2:40)

Micntras que en ol caso de la tendencia puede iniciarse con cero o si se dispone
de muchos datos puede utilizar la signiente formmia:

You—T

P =iy

(2.41)

Donde ¥,, nos representa mm promedio de los datos hasta el afio m (tiltimo
aiio disponible) y ¥; nos representa ¢l promedio de los valores reales del
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primer aiio. Por 1iltimo, en ¢l caso ¢l valor inicial del factor cstacional seria
de la signiente manera: 3

S°=.4—: (2.42)
O una manera menos formal serfa darle cl valor de 1. Pero es recomendable
utilizar la cenacion 2.42.

-

2.5. Modelos Estadisticos para series de tiem-
po

Debido a que las serics de ticmpo constan de datos numericos, os natural
usar la herramienta de la estadistica para describirlas y analizarlas, as{ como
ocurre con cualquicr otro conjunto de informacién numérica. Recordemos
que la cstadfstica emplea dos enfoques basicos: 1) o enfoque descriptivo,
que se ocupa esencialmente de resumir y deseribir en forma concisa, ya sea
mediante grificas o a través de unas cuantas medidas descriptivas y 2) o
enfoque inferencial, euyo objetivo fundamental es utilizar datos muestrales
para realizar inferencias, que scan vilidas para toda la poblacién de donde
sc obtuvo la muestra. Una vez visto osto podemos aventurarnos a algunos
conceptos importantes que se retomardn més adelante.

Procesos estocésticos

Para deseribir lo que es una serie de ticmpo dentro del contexto de proce-
so8 estocdsticos, necesariamente debemos definir los procesos estocdsticos.
Supongamos que tenemos una muestra de tamaifio T de alguna variable
alcatoria Y;:

{yh 2y - W} (243)

Consideremos una coleecién de T variables independientes ¢ identicamente
distribuidas(i.i.d.) e:

{eh €25 sy ET} (2'44)
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«on
e ~ N(0,07) (2.45)

Esto se refiere como una mmestra de tamaio T de vm proceso Gansiano de
ruido blanco'®.

La muestra 2.43 representa observacioucs particniares de ', pero este conjun-
to de T observaciones es solo una posible muestra de un proceso estocistico,
si tuvicramos una mucstra de tamaiio infinito veriamos que se trata de una
realizacién particular de im procsso de scrics de ticmpo. En pocas palabras
m proceso estocistico cs una familia de variables alcatorias asociadas a un
conjunto fudice de mumeros reales, de tal manera que a cada clemento del
conjunto le corresponda una y solo una variable aleatoria.

Ruido blanco

La construccion basica de todes los procesos que considerarcmos agui scra
uma suecsién {e,}% cuyos clementos ticnen media cero y varianza 0¥,

Ele]=0
2.46
y para los cnales las e, s estdn no correlacionadas a través del tiempo, s
docir: "
. para L=3s
Eacl={§ Bt e
y la funcién de antocorrclacién vendria dada como:
1 =0
w9={5 Pmess0 ()

Entonces, un proceso que satisface todas las condiciones expuestas os deserito
©omo un proceso de ruido blanco.

A contimacién veremos ym operador may 1itil para la simplificacién de ex-
presiones que utilizarcmos posteriormente.

WEsto quiere decir que Ele,| = 0y nar|e,] = o, pero esto Io veremos mis adelante.
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El operador de rezago

Este operador L cs muy sencillo, “opera”sobre una serie retrasdndola, cs
docir:
LY, =Y, (2.49)
De igual forma,
Y, = L(L(Y})) = L(Y.-)) = Y2 (2.50)

Un polinomio de operador de rezago de grado m no cs més que una funcién
lincal de potencias de L hasta la m-csima potencia

B(L) =by+bL+bL* + ... + buL™ (2.51)
Un caso sencillo y general seria:
LY =Yiem ©(2.52)

Es decir, al aplicar m-veees ¢l operador L, se obtiene la variable retrasada m
periodos y ya que L% = 1 entonees LY, = Y. Hay que tener en cuenta que cl
operador modifica a toda la sueesién de valores {Y}, Y3, Y5, .., ¥, ..., ¥, } para
transformarla en la nueva sucesion {¥i-m, Y2-m: Ya-my -y Yiemy -y Ynom}- E8
degir, si la seric originalmente contaba con n obscrvaciones al aplicar ¢l oper-
ador L™, las obscrvaciones Yj_ o, Yoo ms Yaomy --y ¥ m—m D0 8¢ tendrin, quedan-
do asf una serie de n-m obscrvaciones.

El siguiente operador de uso freenente en el andlisis de series de tiempo y que
esta ligado con el retraso L os el de diferencia A. La caracterfstica principal
de éste es que expresa las relaciones del tipo ¥, — ¥y, es decir, ol cambio
cuantitativo de la obscrvacién, entre un periodo y otro™, entonces la siguiente
igualdad sc satisface:

AYi=(1-LY;=Yi-Yi, (2.53)

Entoncess A=1-L

! En otras palabras es un polinomio de primer orden en el operador rezago
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Generalizando mediante la aplicacion sucesiva del operador diferencia y eon
ayuda del teoramna del binomio obtencios:

A™Y, = (1-L)™Y, = }: = k),kl( ~1)*Y; (2.54)

Donde ¢l termino L¥Y; de (2.52) se convierte en Y.

Los polinomios de retraso utilizados para el analisiy de serics de tiempo, son
mna herramienta que muestra de manera clara y coneisa ¢l comportamicnto
de ciertos modelos gue resultan ser de utilidad para represcotar fendmenos
reales, dentro de cllos se encuentran los promedios méviles (MA), los au-
torregresivos (AR); asi como las combinaciones de cstos autorregresivos de
promedios moviles (ARMA) y, por filtimo, junto con la aplicacién ddl oper-
ador diferencia, se tiene a los modclos autorregresivos integrados de promedios
méviles (ARIMA).

2.5.1. Procesos Estacionarios

Una scric de tiempo es 1m conjunto ordenado { ..., y—2, ¥-1, %o, %1, 2, -} - Casi
sicmpre las observaciones estdn ordenadas en ¢l ticmpo, y de ahi ol nombre
de series de ticmpo. En teorfa una seric de ticmpo inicia en ¢l pasado in-
finito y sc prolonga hasta ¢l futuro infinito. Esto parcce un poco abstracto
¥ con poca aplicabilidad, pero o iitil para dedudr dertas propicdades muy
importantes de los modelos de prondstico que mds adclante usaremos. En
la practica, los datos observados son s6lo un conjunto finito de una scric de
ticmpo {4, ..., }, 1o que llamarcmos mnestra. Si la estructura probabilistica
bdsica de la seric cambiara a través del tiempo, seria muy malo porgue no
habrfa modo de predecir con exactitud o fuburo a partir del pasado. Si quer-
emos pronosticar upa scrie, lo minimo ¢s conocer su promedio y la estructura
de su covarianza (esto cs, las covarianzas entre los valores actuales y pasa-
dog) para que sea cstable en ol ticmpo. En ese caso, se dice que la serie es de
covarianza estacionaria (que solo la llamarcinos como serie estacionaria). El
primer requisito para una seric de este tipo serd que su promedio sea estable
con ¢l tiempo. El promedio de la serie en ol tiempo t cs:

EY) =p (2.55)
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El segundo requisito para que una serie sca estacionaria cs que la estructura
de su covarianza sea estable en el tiempo. La cuantificacién de la estructura
de la covarianza cs un poco laborioss, pero su importancia cs inmensa, y
se hace recurriendo a la funcidn de autocovarianza. La antocovarianza en ¢l
desplazamicnto & no ¢s mis que la covarianza entre ¥} y Y. Naturalmente,
que depende de & y pucde depender también de t, por lo que sc escribe en

general:
7(‘! 5) = CW[K: erl-u} = E[(Yl r— F)(YG:H& - 3‘)] (2'56)

Sihdtructmdnhwvaﬁmcswtablcmcltkmpo,wmnmmquicm,
las autocovarianzas sélo dependen del desplazamicnto & y no del ticmpo t,
cntonees la podemos recscribir como:

(& 5) = 7 (2.57)
para toda t.

2.5.2. Funcién de Autocovarianza

Otra implicacién de la estacionariedad se deriva del hecho de que la anto-
covarianza cntre dos observaciones cualesquicra depende sélo del niimero de
periodos que separan dichas obscrvaciones Ia cual definiremos como:
Y = CovlY,, Yise] = E[(Y; — E(Y))(Yien — E(Yisn))]
= E[(Y; — ) (Yo — s)]

+ Si analizamos el producto(Y; — y£)(¥;4.. — 12) notarcmos que si una obscrvacién
se encuentra por encima de la media y & periodos despuds es soguida por otra
obscrvacién que también se encuentra por encima de la media, la antocovar-
ianza entre ¥} y ¥}, serd positiva.

(2.58)

Sueede lo mismo si tencmos una observacién por debajo de la media segui-
da % periodos més tarde por otra obscrvacién que se encuentra también por
debajo de la media.

Pero si una observacién que s¢ encuentra por arriba de la media, ticnde
a ser seguida & periodos més tarde por una observacién que estd por debajo
de la media, o viceversa, la autocovarianza entre Y, y Y, scrd negativa
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El hecho de que la antocovarianza -y, parezea determinar la apariencia de
una seric de ticmpo, sugiere que un proceso estacionario mostrard ol mis-
mo modelo general de comportamicento sin importar cuando sea observa-
do. Esto cs, la realizacién (Y, ..., Y,y;) Do scri exactamentc la misma que
(Yatgany oo Yas2s4n) pero su apariencia general serd la misma.

Puede entonees pareeer apropiado caracterizar un proeeso simplemente mostran-
do cl conjunto de covarianzas v, 71, J2, --- Este conjunto serd Hamado funcién
de autocovarianza.

Para propdsitos de comparar scrics diferentes, sin cmbargo, no cs muy satis-
factorio ya que una diferencia en la dispersion de dos procesos, conduciria a
autocovarianzas muy diferentes(causada quizd por cscalas diferentes de me-
dida). Por cjemplo, & una variable cstd medida en cientos o miles de pesos
cn lugar de millones de pesos, todos los scgundos momentos estardn aumen-
tados por un factor de 100, porque la varianza cs una medida de dispersién.
La comparabilidad pucde llevamse a cabo s cstandarizamos las antocovarian-
zas dividiéndolas por g, esto cs, transforméndolas en correlaciones. Lo cual
veremos en seguida

A partir de cste momento, sicmpre que nos refiramos a v, lo haremos como
la antocovarianza de periodo x'2

2.5.3. Funcién de autocorrelacién y autocorrelacién par-
cial

Cuando sc¢ mide una variable a través del ticmpo, con frecucneia estd cor-
rclacionada consigo misma cuando sc desfasa uno o mis perfodos a csto lo
Hamarcmos Autocorrelacion. La estandarizacion de la funcién de antocovar-
lanzas sc denomina funecion de autocorrelacién (FAC) y a tales corrclaciones
las denotaremos como p, entonees la correlacién entre Y, y Yy, serd denotada

“Se uga el prefijo “auto” porque se trata de la covarianza de dos observaciones de la
nisma serie.
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por p(x)
P(N) — Elm . "")(K-Nc a l"')]
VBT, — APIEYors — A1 (259)

_ B{(¥i = p)(Yisn = p)]
)

ya que para un proecso estacionario 02 = 4 ¢s la misma al tiempo £+ & que
al ticmpo t. Entonces, la autocorrelacién en ol periodo k cs:

_
o) =2 (2:60)

lo que implicaria que

pl0) =1 (2.61)
p(x) es um mimero sin unidades o dimensiones, ya que la escala del munerador
y del denominador son ambas ¢ producto de las escalas en que sc miden ¥;
me_

El conjunto de correlaciones a veces llamado fimeién de autocorrelacién es-
tard dado por:

=21 ,)=2 .. p(ﬁ]=% (2.62)

To

Yo Yo

Una gréfica que muestra estas correlaciones a través de x periodos,es docir
una grifica de la funcién de autocorrelacién se llama corrclograma (véase
figura 2.6).

La funcién de antocorrelacién ademds de no dimensional (—1 < p(x) <1) es
simétrica, esto os:
&) = p(-x)

En gencral, cuando las observaciones en el tiempo t y ¢ + & son similares cn
valor, p(x) tiene un valor cercano a 1. Cuando una obscrvacién grande en d
ticmpo t scguida por una pequeiia obscrvacién en el tiempo t + &, p(x) cs
cereana a -1. Si existen pequefias relaciones entre las obscrvaciones p(s) cs
aproximadamente 0.

Otra funcién que mide la correlacién entre observaciones, s la funcion de
autocorrelacion parcial (FACP), que cuantifica la correlacion entre ¥, y Y4,
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mna vez que [as observaciones intermedias han sido removidas Y, .oy Yips—a-
En otras palabras, las antocorrelaciones parciales s cmplean para ayndar a
identificar el grado de relacién entre los valores de una variable y valores
anteriores de la misma, mientras que se mantienen constantes los ofectos de
las otras variables (perfodos retrasados). Lo anterior se logra con la siguiente

CXprosion:

9‘-’{5) - CWKK _AY:)‘{KIM - KH{I (2‘33)
\/Var(ﬂ — }';)\/Var(ﬂ.,.. — Yieu)

donde
ﬁﬂ — E{Y;M}?-yh wery YH—-—I (164)

cs la csperanza condicional y ostima la dependencia lineal de Y4, con re-
speeto a Yigy, ..., Yogp1- Es de resaltar que estas funciones son gencralmente
estimadas con paqueteria asi que no hay que preocupase cn como calen-
lurse, basta con entender qué representa cada cocficiente. A continuacién
mostramos unos cjemplos (véase la figura 2.6 ) de los corrclogramas tanto
para una FAC como para la FACP, a simple vista no se ve la difereneia,
cstd radica cn el hecho de que ol corrclograma para la FAC sirve muchas
veees para ver o grado del moddo MA y la FACP sirve para ¢l modclo AR
(pero csto sc vera mis adelante en la seecién de identificacién del modelo).

IF 2 4 E If e '-’
o, g _
E Iif .% sif ]
= g =
3 nl-"l - z cu-l -
z ut_h § 21f A B ]
By el - .
Z ui 1% aef

<1 § 1k

Figura 2.6: Ejemplos de correlogramas
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2.5.4. Ecuaciones en diferencia

Las ecuaciones en diferencia son cl cquivalente discreto de las coua-
ciones diferenciales que involucran variables en funcién del ticmpo, es decir,
dada una variable Z(t) y considerando que ol ticmpo s continuo, cntonces
¢l comportamiento de la variable queda determinado por sus derivadas

Zdéz ¢z
dt’ di?'"" dix
en cambio, si la misma variable cs ahora observada en un ticmpo discreto,
entonees el comportamiento de Z(t) csta dictado por sus diferencias

vzh ngh asey vtz“ "

La mancra correcta de denotar cste comportamiento discreto serfa VZ,/V,,
sin cmbargo, ya que t sélo toma valores enteros contignos se sabe que V= 1;
por lo tanto, VZ, cs ol oquivalente de % cuando t toma los valores enteros
w2-1,0,1,2,... La notacién comiin para ecuaciones cn diferencia cs modiante
¢l operador incremento definido por AZ, = Z4y — Z,, donde sc pucde
utilizar la relacién V, = A,_; que liga a los operadores ineremento y diferen-
cia, para conscrvar cl concepto de variable retrasada utilizando simplemente
V.

Es importante mencionar que existc una relacién estrecha entre los proce-
sos deterministas (enyo comportamiento csta determinado por cenaciones
en diferencia) y las scries de tiempo que admiten la representacién autor-
regresiva, ademds el coneepto de equilibrio eventual para los primeros esta
rclacionado con ¢l de cstacionariedad para los segundos.

Ecuaciones en diferencia de primer orden

La cenacion en diferencia méds simple cs la de orden uno, la cual se denota
por:

ZS =ap + a'.lZI.—J b=, —2| “l| Ur ll 21 62 (2‘65)
donde ag y a; # 0 son constantes. De mancra, simplificada
(1-e,L)Z, =ay t=..,-2,-1,012,.. (2.66)
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El método mis sencillo para resolver eenaciones en diferencia es el llamado
método iterativo, el cual parte de algin valor inicial Z, y por aplicacién suce-
siva (iterativas) encuentra los valores para Z,, Z,, cte, dando por resultado
la posibilidad de inferir ¢ comportamicnto de Z; en general. El método iter-
ativo se emplea de la siguiente manera, considérese a la eenacién de primer
orden (2.65) y ¢l valor inicial Z,, entonces

Li=mt+a

Zy =+ 6y Z, = apl +a)) +aiZ
Za=ap + 812 =ag(l +a; +a}) +a}Zp

En general,
-1 .
Zi=ay d+di% parat>1 (2.67)
=0
Si @) # 1, s tiene

=1

dwiz8 (2.68)

y asi, sustituyendo 2.68 en 2.67 obtendremos mma solucidn general para este
tipo de cenaciones en diferencia la cual es:

ok
Zy = a\Zy+ : 21 con ay # 1, Z = constante (2.69)
]
Se hard la limitacién al caso | a)| < 1, debido a que s cuando converge
la seric y se requicren procesos cstables. Por otro lado, si desglosamos la
ccuacion 2.69 a la forma

Z;=Gizn+

1—01 l—ﬂl

—( & )a', t=..,—2,—1,0,1,2,.. (270)

Ahora nétese que debido al supucsto de que | @y < 1, limmno @ = 0, y por
tanto,
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Lo que significa que la seric tiende a estabilizarse en el punto 22 conforme el
tiempo crece. Por otro lado, si | ay| > 1 entonees Z; nunea se estabilizaria, ic,
¢l proeeso no convergerd. Para el caso | @y = 1 y si observamos la ccuacion
2.69 veremos que el proecso serd divergente.

La ecuacién en diferencia 2.65 se clasifica como lineal, ya que ningiin término
de Z aparcee clevado a alguna potencia distinta de uno; de primer orden,
porque interviene a lo més una diferencia y, por tanto, a lo mas mn sélo
retraso para Z;, cn comparacién a una eenacién cn diferencia de ordenp > 1,
cn donde pucden intervenir hasta p retrasos, es decir, 2, Z,_y, ..., Z;_,. Este
tiltimo lo estudiarcmos méds adclante.

Ecuaciones en diferencia de segundo orden

Al igual que se hizo previamente con las ecuaciones de primer orden, a contin-
uacién se hard una breve exposicién de ¢dmo se revuelve ahora una cenacién
de segundo orden y de enales son las condiciones para que el proeeso aleance
un equilibrio a largo plazo. Partiendo de¢ la ccuacién en diferencia de segundo
orden tencmos:

Zi=ag+ a2 + @24 t=..,-2,-1,0,1,2,... (2.71)
La cual también podemos eseribir de la siguiente forma gracias a los oper-
adores de retraso:
(1—aL —apL?)Z, = ag t=..-2,-1,01,2,.. (2.72)
En donde naturalmente a, # 0, sino seria de orden uno. La solucién!® gencral
de esta cenacién viene dada por:

Zg @ + slgi + ﬁgg; (2.73)

= T
cn donde 8, y s, son constantes que se determinan mediante dos condiciones
iniciales. Los valores g, y g, estédn relacionados con los cocficientes a, y ay
de 2.72, mediante las ceuaciones:

G=g+¢ Yy u=—0¢ (2.74)

'3Si se desea ver la comprobacion ver Guerrero Guzmdn Vietor Manuel, 2003 pp 46 [11].
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Que surgen de la signiente factorizacion:

1-a,L—a;L2=(1-g L)(1 - L)
=1-gL—gL+aenl’ (2.75)
=1—(g + B)L + g1L?

Con lo cual venos que se commplen las ignaldades 2.74.

Para determinar los valores de g, y g» para valores dados de a; y @z, partimos
del signiente argumento: ndtese que la conaciéon

(1 —gx)(1 —goz) =0 (2.76)
Ticne como rafees(o coros) los valores z), = g7' y 22 = g3 ', por tanto, dados

los polinomios 1 — ay L — a,L? y la factorizacién 2.75, las rafees g7t y g5 se
cncuentran al resolver la ectacion caracteristica del proceso:

l-giz—a2’ =0 271
Entonces por la formmula general de scgundo grado obtencmos las raices que
vienen dadas como:

=:_“_‘.*‘_2a7_._., vai +4a (2.78)

Que se puede resolver una vez que se conocen ay ¥ 6.

Es importante distinguir tres casos diferentes en relacién con las rajees que
obticnen como solucién de la ccuacion caracteristica, cstos son:

Casol. Si a} +4a; > () entonces 2.78 proporciona dos valores reales y difer-
entes, 7 = g;* # 22 = g3, con la condicién |27} < 1y |z;%) < 1. Sise
calenla ol limite enando ¢ tiende a infinito a la solucién general, se tendria
que

S e o ag __ 9%

1122.2'_12{1—41—324-5‘“?_'-3!@} 1—a —a; (2.79)
Si por cl contrario |g,| > 1y |g| > 1, entonees se tendrd que ol término
8,8\ + 5245 tenderd a crocer rdpidamente y no existird convergencia, lo mis-
mo pasa cuando sc tiene ol caso || > 1y |g] < 1, pues 8,9} tenderd a erecer
micntras que sags tenderd a cero, con Jo cual Z; no convergerd y lo mismo
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ocurre para cl caso en que |g3| < 1y |ga| > 1. Cuando [gs| =1y [g| =1 se

Caso2. Si a? + 4a, < 0, entonees las dos rafees de 2.78 serdn complejos.

gll=u+iv Y g{l=n—iu

Estos pueden eseribirse en coordenadas polares para yer si Z; converge o 1o,
cs decir,
97" = scxp{if} = sfcos 0 + isend)

95" = sexp{~if} = soos § — isen] (2.80)

En donde,
= VETE= o o

¥ 0 s cl dngulo, en radiancs, que cumple con que cos = 2 y senfl = £ para
fe[0,2x]. A partir 2.78 sc obticnen los valores de gy y g2

g1 =rlcosf —isen] y g, = rlcosf + isend)

con = 571 = /g~ @ asf la parte que determina la convergencia o no de
Zy, al punto de equilibrio ag/1 — a1 — ag, csta dada por:

819} + 8205 = 8y7*[cos(02) — isen(81)] + sar*[cos(6t) + isen(62)]
=1"[(81 + 52) cos(6t) + i(s, — 51)sen(0)]

La eunal scguird vm modclo de finctuaciones ciclicas que tenderdn a aumen-
tar o a disminuir dependiendo ddl factor r'. Parar < 1 ¢l patrén cicli-
co disminuird al grado de desaparccer y habrd convergendia; si r > 1, Z;
mostrard oscilaciones explosivas y no convergerd (a menos que las condi-
ciones iniciales hayan sido Zy = Zy = ao/[(1 — g1)(1 — )], en cuyo caso el
proceso estard en equilibrio); finalmente, si r = 1 el patrén oscilatorio no
cambiard y se puede decir que el punto de equilibrio es periddico.

(2.81)

Caso3. Si a? + 4a; = 0, la ccuacién caracteristica tiene dos rafecs iguales
gt = &' = —a1/2a,, cn cuyo caso si considera ¢ = gy = gy, la nucva
ecnacion en estudio serd

(1-9gL)*Z =, (2.82)
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cuya solucién general estd dada por
7y = (1= gL) 2ag + 519" + satg'
el . 2.83
=Y (1 +§)Pa0 + 19" + satd' (259
=0

Una solucién particular de la conacién sc obticne al determinar las constantes
8) ¥ 82, 1o cual sc pucde lograrse si se conocen dos condiciones iniciales. Para
que ¢l término 3°75(1+ 5)¢ que aparcce en 2.83 sca finito, cs neecsario que
lgl < 1, ¥ con esta condicién sc puede observar que Z; convergerd al punto
de oquilibrio(2.79) que en esta ocasién sc convierte on:

ag

i B 2.84

(1—g)? (=%

En conclusién se puede observar que la condicidn para que exista la conver-

gencia on los tres casos anteriores os que los médulos de gy y g scan menores

que la unidad y s) y s2 sc detenninan mediante las condiciones iniciales Zg
Yy Z.

Entonees, la convergencia de nn proceso cstd en ténninos de las raices gy
¥ g2, pero también pucden cstar expresadas en funcion de los pardmetros
originales a) ¥ @2 que deterninan a la ccuacion en diferencia. La manera ¢s
la siguiente dadas las condiciones g1 < 1y |ga] < 1 se puede considerar que
lo anterior implica los siguientes casos:
)g <1 #)—g <1 i) < 1
@) -m<l  vingd<1 e

asn vez de i) y i) se puede obtener que gy (1—¢2) < (1—g2), de igual mancra
de i) y iv) puede derivarse ol resultado —g,(1+4 g2) < (14 g), desarrollando

¥ despejando las restricciones se llega a que
Qte-0n<l —g-m-ae<l v |ael<l (286)
Que en iérminos de los pardmetros originales y por la factorizacion 2.75

sc obticnen las nuevas condiciones para la estabilidad o convergencia del
proceso:

a+a; <1 —aytag <1 v la <1 (2.87)
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Estas 1iltimas son més ficiles de verificar que las condiciones 2.85, si cs que
no hay necesidad de calenlar los valores gy y ga, lo enal ocurre en ¢l caso
de que no se requicra encontrar la solucidn para la ecnacién en diferencia y
simplemente se desee indicar si ¢l proceso aleanzard o no su equilibrio a largo
plazo.

Ecuaciones en diferencia de orden p 2

Ahora sc verd a grandes rasgos la metodologia para resolver ecnaciones en
diferencia de orden p > 2. Si se considera la cenacién general de la forma
(1-aL—al®—.. —alf)Zi=a t=..,-2,-10,12..

vy (2.88)

-

y utilizando ¢l tcorema fundamental del Algebra', el polinomio de retraso
involucrado queda como signe

(1-a.L)(1—gL)..(1-g,L) =G(L) (2.89)
de tal forma que las raices de la ecuacion caracteristica
G(z)=0 (2.90)

son = g7',05",...,g;". Si sc supone que todas las raices son distintas,
centonees la solucién general de 2.88 en términos del polinomio G(L), viene a
ser:
- ao

(1 =) -g)..(1-g,)
en domde 8y, 99, ..., 8, son constantes que se determinan con base en p condi-
ciones iniciales. Si se tiene una rafz real m veoes repetidacon 1 <m < p, o
decir, gy = gg = ... = gn = g, cntonces la solucién general serfa:

s dp gk Ly Sen m-1
T e ey R S PN

+sm+lg:n-l-l +...+ 3119:;

Z

+ 8101 + 5295 + -+ 8,0, (2.91)

A

4Todo polinomio de grado positivo sobre el campo de los complejos tiene un cero, Hasser
Norman B. 1999, pp502 [13]
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¥ bajo ¢l supucsto de que |g| < 1y tomando a (1 - g)™* como una funcién
con argumento g, se tiene cl siguicnte procedimiento:

1 —
fo) = e :;-E-o; & (2.93)
al obtener la primera derivada de f con mespecto a g se obticne
F@ ==Y g = TG+ 1) (2.94)
-9 = =
tomando la segunda derivada de £, se obticne la expresidon
_L=m"_ -2 95
F@)=G=5 ;:(J 1)g’ (295)
de donde sc puede dedueir que
G+2)G+1)
= E R %)

Al considerar ¢l cociente 1/(1 — g)? para cualguier p > 2 se tiene que la
expresidn quedaria como

“: ,=Z(p_l+”(p (]2:31]}' (J+")U+1) (2.97)

por lo tanto, dada la condicién |g| < 1, la solucién general de 2.92 con m=p
quoda expresada como

Z; =¢o§:(p— 1+j)(P—2+j]---G+2)(j+ 1)§j+#i3§f’l—l (2.98)
j=0 ]

P11

En el caso de fas ccuaciones de primer y segymdo orden apreciamos que, ef
que un proceso (deserito por una cenacion en diferencia) aleance su punto de
equilibrio, depende de que el reciproco del modulo de cada nna de las eafees
de la ccuacién caracteristica, sca menor que la unidad. Asf pues, para o caso
general 2,88, sc tiene que para que dicha condicién sc cumpla cs cquivalente a
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que se verifique ol siguiente resultado, al cual sc le conoce como ¢l Teorema
de Schur?

Los mddulos de las rafees de la eenacién

F—ag —ag —. —apg— =0 (2.99)

Scanmmmmquclaunidad,siyﬂobaﬁlmpdcwmipmh:aqunmnmmﬁm
a contimacin son positivos.

1 @
D‘_’ﬂp -1
e B

=& - &
D, = @ 0 -1 @

Gy a 0 -1

-1 0 . 0 a @, - g
" 0 a .. @

D = Gpy Qpog ... -1 0 0 e Op
P la, 0 . 0 -1 @ .. Gpg
-y @ ... 0 0 -1 .. @

ay az ... Gy 0 0 R |

La utilidad de este tcorema se ve clarificada si se considera la ceuacion car-
acteristica del proceso representado por 2.88, la cual cs

]—a;:c—agz!—...—a,_,m""—a,,zﬁ’=0 (2.100)
que al multiplicarse por 7P sc convierte en

(™Y —ai(z)P ! — (a2 — . —ap(z) —a, =0 (2.101)
YVer Lawrence E. Stephen Arnold y H. Friedberg Insel Spence, 1989, 338pp. [18].
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en doude, al identificar a z7* con la g de 2.99, sobresale la relacién existente
cntre o tooremma de Schwr y o criterio para determinar la convergencia del
proceso. Es decir, lo imieo que se deberd hacer para verificar si nna cierta
ocuacifn on difoeroncia de orden p ropresenta un proceso convergeste, oS cal-
cular los p determinantes (si p = 2 se deberd caleular Dy y Dy definidos
previamente v asf para cada caso), si todos &tos son positives podrd con-
cluirse que el proeeso tendord a equilibrarse en ¢l largo plazo; por el contrario,
bastara que uno de los determinantes no sca positivo para conchair que ol pro-
ces0 1o sc cstabilizard jamds. Es interesante ver que gracdias a esto también
nos arroja las mismas condiciones de 2.87 cuando p = 2, al ignal que cuando
p=1qucdcheser |ay| <1

Procesos divergentes

Aqui veremos el caso especial de procesos divergentes en el que intervienen
rafces mitarias de la eenacidn caracteristica, asunto que quoede pendienteen
cl caso 1 cu que af + 4a; > 0. Este tipo de procesos puede sor representado
par wna cenacidn en diferencia de orden p+d dada por:

A(L)zl=ﬂn
=CGL)1—-L)¥ comd>0
2.102
=(1-aL—a,L* - "Gpu”“] v ¢ )

G(L)= (1—91L)(l*92L) (1—g,L)

Y debido a que ¢l comportamicnto de wn proceso representado por una
ccuacion en diferencia, depende del tipo de rajecs de su ccuacién caracteristi-
ca entonces esta (iltima se pucde denotar come

(1~ @2)(1 - 922)...(1 — gpm)(1 — 2)* = 0 (2.10)

dcdtmdcw!dgmqmcxmdraiusmtanau ademds de las p rafoes no
unitarias g7, g57, . ,g’ . En particular, nétese que las rafees de la ccuacion
(2.103) sc obticnen como solucién de las dos ccuaciones caracteristicas

(1 — quz{l — gz} {1 — g7} =0, (—z)¥=0 (2.104)
que s¢ podrian asociar con los procesos
Gll)Zi=a vy VZ=0 (2.105)
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respectivamente, El primero de estos procesos ya lo hemos estudiado en lo
que toca a su convergencia cn ¢l punto de equilibrio con el hecho de que
lg;| <1 parai=1,2,..,p. En cuanto al proceso V4Z, = 0 cs divergente ,
ya que las rafees de su ccuacién caracterfstica son todas unitarias, pero cs
interesante conocer ¢l comportamiento que sigue dicho proceso. Se tomarin
los casos mis sencillos y de ahi generalizaremos. Primero consideremos la
ceuacion

VZ, =0, 1=1,2,.. (2.106)
del cual obtenemos VZ, = Z, — Z,_, = 0 <= Z, = Z,.., Lucgo obscrvemos

VZ, =Z;-—Zu=0=>Z1=Zo
Vh=50-0=0=Ta=12

VZ¢=Z.—Z,,.1=0=:-Z¢=Z,_1
= A =2 =..=h=0=0=0=14

engeneral Z, = Z,_, parai=1,2,...,t quecs lo mismo que poner 2, = Zg
t = 1,2,... Por lo tanto, ¢l proceso queda completamente determinado al
conocer la condicidn inicial. Ahora considérese a la ccuacién

Vg, =0, 1=23,.. (2.107)
donde desarrollando el lado derecho de la igualdad se tiene que
V(VZ)=V(Z—2.\)=V2,—-VZi, =2, — Z1-1 — (Z1-1— Z12) =
= Z; - 23;_] + Z‘_g

(2.108)

igualando a ecro se tiene que:

=22 1+ Z2=0

2.109
2y =281 — 41 ( )
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y resolviendo de mancra iterativa obtenemos:

2y =28y — L2
=2(2Z;2 — Z13) — &2
=322 —2Z:3
=32Z0 s - Zid) - 280y
=47, 3— 32,4 (2.110)
= 4(2-Zl-l - z:-s) = 33:—6
=5Z4 —4Z5

= nZ,..(,,..n — {ﬂ. - I)Z;_,, "> 2

Ahora bien, t - (n — l)-ﬂét—n*ﬂ.loantmmphmt=n6t=n-l
¥ s elige como méximo valor posible de n, en consecuencia.

Z, = tz{-(t-l) - (i - 1)20
=1z, —1Zy+ Zg

Retomando estos dos easos so puede decir que para la eeuacion en diferencia
de primer orden (2.106) sc obticne como solucién general uns constante, o
decir, un polinomio de grado cero, necesitando una condicion inicial para la
solucién particular; micntras que para la ocuacién en diferencia de sogundo
orden(2.107), la solucién general os un polinomio de grado uno y requicre
dos vondiciones iniciales para la solucién particular. En consecuencia para o
easo general de la eenacién en diferencia de orden d se tendrd como solucion
general, a un polinomio de grado d-1 y requerird de d condiciones iniciales
para la solucién cspecifica.

Dl realtado agterior, se puode afirmar oo o procso represeataio pur
(2.102) con |g| < 1 parai = 1,2, ..., p, cs divergente debido a que existe
ana tendencia polinomin!, 1o cual 2l sor climinade, ¢l proecso que rovulta es
convergente. De manera que si se considera una nueva variable

W, =V'2,
¢l proceso queda entonees definido por:

(2.111)

G(L)W, = aq
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cl cnal tendera a cstabilizarse eventualmente. Cabe senalar que teniendo la

expresion;
. A(L)Z, = G(L)V*Z, = G(L)W, = aq

El proceso en témminos de la variable original Z s divergente (por las d

rafees unitarias de A(z) = 0), pero en términos de la variable W si puede ser

convergente (cnando [gy] < 1,]g0] < 1, ..., ]g,] < 1)

2.5.5. Modelos autorregresivos (AR)

Reeardando las ccuaciones en diferencia en lag coales tenfamos modelos del
tipo:

A(L)Y, = constante (2.112)
en donde A(L) es un polinomio de retraso. Una generalizacién de cste tipo
de cenaciones consiste en introdueir una variable aleatoria en ¢l lado derecho
de la expresién y asi obtener:

A(L)Y; = constante + ¢, (2.113)
en donde por simplicidad, se supone que {e,} s un proceso de ruido blanco,
las eenaciones en diferencia del tipo 2.113 permiten representar los procesos
autorregresivos que desarrollando o polinomio, tenemos:

(1— L — ¢ L? — ... — $,LP)Y, = constante + ¢, (2.114)
cn donde la constante cs igual a (1 — ¢1 — do — ... — ép)p, e caso de que el
proceso Y] tenga un nivel medio constante dado por E[Y]] = p para toda t;
de csta forma, la couacion 2.114 se convierte on:

dLY.=e, con Yi=Yi—pu (2.115)

El término autorregresivo(AR) que so le da al proceso representado por 2.115
se refiere al hecho de que también puede expresame como

Yi=(1-¢1—dr— o~ SJut Yimi + o+ Yip e (2116)

Ia cual si nos damos cuenta cs una ccuacién de regresion lineal, con la carac-
teristica especial de que d valor de la variable dependicnte Y en ¢l periodo t
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depende, no de los valores de un cierto conjunto de variables independientes,
como sucede en el modclo de regresion, sino de sus propios valores, observa-
dos en periodos anteriores a t y ponderados de acuerdo con los cocficientes

autorregresivos ¢y, ..., dp.

Como vimos, es importante saber si ¢l proceso asociado con una ccuacién
cn diforencia aleanzard en ol largo plazo su punto de equilibrio. Al referinse
a couaciones en diferencia en las que interviene algin clemento aleatorio,
no cs cstrictcamente wvilido hablar de convergencia debido procisamente a
las Auctuaciones aleatorias que sicmpre existirdn aun cuando éstas ocurran
alrededor del punto de equilibrio. Por tal razon, cs neecsario utilizar ¢ con-
cepto de equilibrio estocdstico, mejor conocido como estacionariedad, esto cs
micentras que en i proceso determinista se habla de equilibrio, euando sc
tiene un proceso estoedstico se habla de estacionaricdad; de esta manera, un
proceso AR serd estacionario o no cstacionario, dependiendo de los valores
que tomen las rafees de la ccuacion caracteristica:

#(z) =0 (2.117)

la cual rige el comportamicnto del proceso autorregresivo.
Si recordames el easo general de yma ecuacién en diferencia, se sabe que ¢(L)
sc eseribe como:

(L) = (1— @uL)(1 — goL)...(1 — gpL) (2118)
de tal manera gue cl proeeso AR definido por ¢(L) serd cstacionario, si y

solo si,

lgl<l pare i=1,2,..,p (2.119)

o dicho dc otra forma, si las raices de 2.117, que son g7t,05 %, ..., 957", s¢
encuentran fuera ded circulo unitario (en o plano complejo).

Modelos autorregresivos de primer orden AR(1)

Iniciarcmos con ¢l caso mas simple de un modelo antorregresivo de orden
uno, i, un AR(1), que sc representa como:

“71 = ¢i’-'1-1 +e (2.120)
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para que cste modelo sea estacionario se requicre que la rafz de la conacion

1-¢gz=0 (2.121)

se encuentra fucra del efreulo unitario; es decir, se requicre que | ¢f < 1 para

asegurar la estacionariedad del proceso AR(1) descrito por 2.120. La media
¥ la varianza de este modelo vienen dadas como:

EY]=0 y 7y=Var(V)=c’(1+¢+¢'+..) (2.122)

de tal forma que tanto la media como la varianza del modelo son constantes
y ademds se¢ obticne:
Yo=0/(1-¢) (2.123)

Asimismo, las autocovarianzas vienen dadas como:

Is= az(i ¢‘¢‘+i +¢")

” (2124)
= a’q&"Z:ﬁ", £=1,2.
=0

si| ¢] <1 se reduce a:

=0 /(1-¢), w=12.. (2.125)
y recordando que 4, = Y—, se obtiene la férmula general:

Y= /(1 - ¢?), k=+1,42,.. (2.126)

de donde se signe que las autocorrelaciones deben ser de la forma:

oK) = :—a =g, k=41,42, .. (2.127)

lo eual nos indiea que, conforme k > 0 creee, la funcién de autocorrelacion
(FAC) tiende a cero, con decaimiento de tipo exponencial cuando 0 < ¢ < 1
y con signos alternados cuando —1 < ¢ < 0. Ademds debido a la condicién
2.127 1a condicién de cstacionaricdad del proceso AR(1), | ¢] < 1, se convierte
cn términos de las autocorrelaciones como:

lo(1)] <1 (2.128)
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Modelos autorregresivos de orden p AR(p)

Como caso general de un proeeso antorregresivo, s¢ procede a considerar el
proceso AR(p) que se deseribe 2.116, la cual es equivalente a:

Y= Qsli’;c-s +¢a¥ia + .. +¢pﬁ-ﬂ tea (2.129)
andonde ¥, =Y, — ft
Un proceso AR(p) scrd estacionario, si y solo si, las rafos de la ceuacidn
caracteristica:
L— o — 2 — ... — fp2? =0 (2.130)
se encuentran fuera del circulo unitario. En la practica, ol teorema de Schur
s \itil para cncontrar las condiciones de estacionariedad en términos de los

pardmctros ¢y, ..., ¢p. Dichas condiciones surgen del requisito de que scan
positivos los p determinantes que se muestran a continuacion:

_IF1 %
D“I% 4
-1 0 95;: ¢'p—.l
& -1 0 ¢
D=4 0 -1 ¢

¢p—-l ¢'p 0 -1

“1 0 e O ¢y byt e B

b @ - 4 B 0 = <
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Por otro lado, ¢s conveniente apreciar que un proceso AR(p) estacionario
tiene asociada yma FAC que decae rdpidamnente a cero, de manera exponen-
cial. Si ¢l proceso AR(p) resulta ser estacionario, serd posible representarlo
como una suma ponderada de choques aleatorios con ponderaciones absolu-
tamente convergentes; os decir, debe poderse eseribir como:

i’-: = e — Y€1 — Patig — ... (2-131)
con } 2| |¢s| = constante < co. Los cocficientes ¢, i = 1,2, 3, ... s¢ obticnen

a partir del hecho de que un proceso AR(p) estacionario se debe expresar
como:

LY. =e y Yi=9(L)e, (2.132)
s deir,
WD =1KE) o 1=HLW(L) (2139)
donde §(L) = (1 — ¢y L — ¢oL? — ... — ¢p_y LP~! — ¢, L), dc manera que:

1=(1= 1L — L? — ... = oy L7 = g LP)(1 — th L — P [? - ...)
=(1—thL—tnl®—..) =g (L— L — ol —.)— ...
— Gpa (L —th P — P — )
— @p(LF — P P — g IP*? — )
=1— () + 1)L — (Yo — 191 + o) L* — ...
= (Y1 — O1¥p-2 — $2¥p-3 — ... + $p1) L7

- W"p = ¢1""p-l = @‘bp—ﬂ e 'f’p—l"‘r’l + %)D e
(2.134)

as{ que, para que sc cumpla esta ltima relacién, todos los cocficientes que
aparccen multiplicando a L' deben de ser cero, para toda i > 1, lo enal
implica que:

P = —¢

=d1th — o
(2.135)
Y1 = $1¥p-2 + P23 + ... — Pp1

'pp = {bl'wp—l + ¢2¢p—2 + .+ ¢p—l¢l — ¢p
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¥y en general,
Wi = P Picy + dotlica + ..+ ity — i, para i>2 (2.136)

con ¢; = 0 para i > p. Nétese oémo ¢ mismo proceso AR(p) puede rep-
resentarse con p pardmetros autorrcgresivos o mediante 1m munero infinito
de eocficientes ¥ asociados con ol proceso {e,}. Con fines pricticos, Tesalta
preferible trabajar con wn mimero finito de pardmetros, sobre todo si la ex-
plieacién que se tiene ded fendmeno os Ja misma. A csta idea de ahorro oo ol
miuncro de pardmetros sc le conoce con ¢l nombre de principio de parsimonia.
Por consiguiente, la expresién 2.131 no brindard mucha utilidad si todos los
cochicientes ¥, ¥, ..., fucsen distintes de cero, corno ocurre con ol caso de un

proceso AR(1) estacionario, en cf cual (1 — ¢L)Y; = ¢, implica:
Vi=(1—gL) e, = (14 6L + 6L+ . )er (2.137)

de tal forma que ¢; = —¢, para i = 1,2,... v, por tanto, ¥ # 0 para toda i.
En muchas ocasiones, sin embargo, dichos cocficientes son distintos de cero
mncro, a partir del enal todos son cero, o sea que se tiene:

P 7 0,40 # 0, ---ﬂ‘{'q # 0, \""g+1 =0, ’J"q+2 =0, ... {2138)

Como cjemplo de esto, pensemos en el caso extremo en que p fuese infinito
¥ que ¢l proeeso estacionario tuviese la representaeion:

(1-¢L+ L~ JW,=e, con | ¢ <1 (2.139)
la. cual tamnbién se eseribe como:
Vi=(—-¢L+#L - .. )"
=(1+¢L)e, (2.140)

=(1—thl—hl?— . .)a

en donde 9, = —¢ y 9; = 0 para ¢ > 2. El ahorro en pardmetros cn este
cjemplo scria infinito, por lo enal la representacién del proeeso en 2.140 os
superior a la representacion 2,139, aunque ambas secan equivalentes. El ar-
gumento anterior conduce a pensar en la existencia de procesos que puedan
representarse mejor en términos de los choques aleatorios, que en términos
antorregresivos. A este tipo de procesos se les denomina de promedios méviles
¥ se les denota por MA.
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2.5.6. Modelos de promedios méviles (MA)

La caracteristica que define el proceso MA en general es que ¢l valor actual de
la scric obscrvada se expresa como funcién de choques actuales y rezagados
inobservables, como si fucra un modelo de regresién sélo con perturbaciones
actual y retrasadas en ¢l lado derecho.

El modelo MA de orden 1 MA(1)

El proceso de promedios méviles de orden uno, s el més simple y sc expresa

Yi=(1-0L)e, =¢, — ey (2.141)
Del cual podemos obtener de manera inmediata:
E[¥) = El(e, — 0e,_y)] = 0 (2.142)
y -
7(0) = Var(Y;) = Var(e, — fe,—y) = o*(1+6%) (2.143)

Observemos que para un valor fijo de @, cuando # ammenta en valor absoluto,
también lo hace la varianza. Lucgo la funcién de autocovarianza csta dada
por:

1K) = ElY,, Yiea] = Ele. — Oei1)(e1-x — Be1-p-1)] = { gf’"" :;2‘

(2.144)

Por lo que la funcién de antocorrelacion csta dada como:
2w _ [ 55 sin=1 %
P(H) = 7(0) e { 0‘ 5 2 2 (2'14"')

Se puede concluir, del hecho de que las autocorrelaciones para retrasos may-
ores que un periodo scan cero, que ¢l proceso MA(1) no ticne memoria para
mis alld de lo ocurrido en un periodo anterior. Pero, aunque la primera au-
tocorrelacién sca distinta de cero, no puede ser muy grande, puesto que este
hecho indicaria que existirfa una fuerte dependencia de la observacion actual
con la anterior y, asi sucesivamente. Entonees, seria més adeenado pensar cn
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un modelo antorregresivo para csta situacién. Do la cenacion (2.145) y debido
a que [f] < 1, se obticne que:

Il <05 (2.146)

Ast, se puedoe afinmar que avin enando wna cierta funcidn de autocorrelacion
muestre al retraso 1, &sta representard a un prooeso MA(1) solo si se satisface
la restriecion (2.146).

Cabe schalar, que los procesos antorregresivos estacionarios también pueden
representados a través de modelos de promodios méviles, en particular un
modelo AR(o0) tiene una representacion equivalente en el modelo MA(1),
una conclusidn que surge de esto os que ¢l proceso deserito por 2.141 puede
representarse en forma autorregresiva, con ponderaciones absolutamente con-
vergentes si | 6] < 1

En general, cuando un proceso se expresa apropiadamente mediante un mod-
elo AR, se dird que dicho proceso es invertible, lo cual significa que sc puede

representar comno: -
w(L)Y.=e (2.147)

en donde:
‘-"ffL) =1- 'HiL = '-'Tng — . (2-148}
es un polinomio de retraso gque cumple con que la sima

11‘(2:) =1- i?‘l’,‘:ﬂ' (2.149)

converge dentro o sobre el cirenlo unitario. Este requisito podria interpretarse
como una. restriceidn sobrelos t\tu'ﬁg'lm!.("i Ty, Tpye-r (U 5 CUCUCNETAD 280
ciados con las variables retrasadas Y;_,, ¥j_o, ... .) de tal mancra que micntras
mayor sca ¢l retraso de la variable, menor deberd ser el valor de la w corre-
spondicnte, es decir, es menor la influencia de dicha variable retrasada sobro
las variables mids recientes. Todo proceso MA cs estacionario, mientras que
todo proceso AR es invertible. Ademds, 1as condiciones para invertibilidad de
un proceso MA se obtienen de mancra similar a las condiciones de cstacionar-
iedad para procesos AR, como sc aprecia en la condicién de invertibilidad
del proceso 2141, la eual surge del ruqumm:mw de que la suma:

w(z) =6 (z) =1+ Zm (2.150)
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converja dentro o sobre el circulo unitario, lo cual recordando sucede cuando
| 8] < 1.

En consceuencia, la condicién de invertibilidad para mn proceso MA también
s expresa en términos del polinomio #(L) por ¢l requerimiento de que las
rafees de la ccuacién

8(z) =0 (2.151)
s¢ encuentran fucra del circulo unitario. La importancia del concepto de in-
vertibilidad radica cn que todo proceso invertible esta determinado de manera
tinica por su FAC, csto cs que cumplen con las condiciones antes mencionadas,
lo ¢ual no ocurre cuando los procesos son no invertibles.

El modelo MA de orden q MA(q)

Generalizando, decimos que un proceso cstocdstico sigue un esquema de
promedios méviles de orden ¢ > 1 si se puede representar como:

ﬁ =€ — 6]8‘_| - 638‘_.2 T L B (2-152)

con ¥, = ¥, — p, en donde poes el nivel del proceso, 6y, 6, ...,6, son los
parametros de promedios méviles y ¢, ¢s un proceso de raido blaneo con
media cero y varianza constante o®. Recordando que todo proceso MA es
estacionario y, en particular, se observa en las formulas siguientes que ni la
media, ni la varianza, ni las covarianzas del proceso MA(q), dependen del
ticmpo:

EfYi] = E[Yi] - p=0
To=01+6+6+..6)" (2.153)
Y = (—ﬂ‘ - alaﬂ-l +..+ gq—ugq)ﬂn, sik=12..,1
0, sik>q+1
para que csta expresion de 7, sea valida en general, se define 6 = fgqy =
O442 = ... = 0. De aqui cs inmediato obtener la fincién de antocorrelacion:

e LT T —— g
po«):{ wee A RSt sy

0, sik>q+1
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la cual muestra que el proceso MA(q) tienc una memoria limitada a q pe-
riodos (lo cual se ve claramente en el correlograma de la FAC). Ademas,
la expresion 2.153 permite apreciar que si se deseara obtener vn conjunio
de ccuaciones que permitan expresar a los pardmetros de promedios mébviles
cn términos de las autocovarianzas, dichas ccuaciones seran no lineales y no
tendrian una solucién finica, a menos que sc impusicran algunas restricciones
sobre los valores de las 6 son procisamente las condiciones de invertibilidad,
las cuales penmiten asociar un solo proecso MA a una FAC. Las condiciones
de imvertibilidad del proceso 2,152 se obticnen con las condiciones de esta-
cionaricdad para un proceso AR(q), de tal mancra que, scgiin o toorcma
de Schur, para que ¢l proceso MA(q) sea invertible, s roquicre que los q
determinantes:

_[! b
D"la,, -1

-1 0 8, 64,y
6 -1 0 #6

Dz = 6, 0 —1 &
oy 6, 0 —1

_l “ 0 Bq Bq—l 9]
&6 -1 .. 0 0 & 6,
D o|fet Bz -1 0 0 . §
“=l6, 0 .. 0 -1 6 .. O
Bt B, . O O —1 .. B,
6 6 .. 0, 0 0 .. -1

sean todos positives (con un solo detenminante que no sca positivo bastara
para coneluir que o5 un proceso no invertible). Si el proeeso resulta sor in-
vertible, entonees se podria eseribir como:

'ﬂ'(L)}-;l = i;; - "’1?-1 = ‘Kzﬁ_g — .= (2155)
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con 3% |75 < oo, donde los cocficientes my, @3, ... podrfan obtenerse de la
relacidn

m(L)A(L) =1 (2.156)
la cual implica que:
1=(1-mL-mLl?— . )(1-6,L—6,L*—..—68,L%
=(1-60,L—6L*—..—0,L%) —m(L—60,L% — ... —6,L7")
—my(L* — QL% — ... — 0, L9%) — ...
=1— (0 +m)L— (6, — m8, + m)L? — (83 — mbs — mafy + m3)L* — ..
(2.157)
de tal mancra obtenemos las signientes ceuaciones:
m = -6
g =) —
g = Wy + My — b3 (2.158)

Wj = w_f—lgl + Tj_ggg +..+ 1['19,'_1 S BJ j >q
cn donde 6; = 0 para j > g.

2.5.7. Modelos de promedios méviles autorregresivos
(ARMA)

En la construccién de modclos, ocasionalinente encontramos algunos que in-
cluyen términos tanto autorregresivos como de promedios méviles y dan co-
mo resultado un modelo autorregresivo de promedios méviles (ARMA) de
orden(p, g). El cual se puede representar mediante:

P(L)Y, = 6(L)e, (2.159)

en donde ¢(L) y 6(L) son polinomios de retraso de orden p y q, respecetiva-
mente, {e;} es un proceso de mido blanco y ¥, ¢ la serie de desviaciones de
la variable ¥; respecto a su nivel medio . Esta scric desarrollindola tenemos:

}7: = (51171-1 + .. +¢p)n;l.—p +e—they —.. — 6, (2.160)
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Las condiciones de estacionariedad e invertibilidad de los procesos AR(p) y
MA({q) establecen las propicdades para los procesos ARM A(p, g).

Esto s, un proceso ARMA(p, q) cs estacionario si las mices de ¢(L) = 0
estén fucra del cirenlo unitario e invertible si las raices de 8(L) = 0 cstén
fuera del cirenlo unitario.

Modelo ARMA(1,1)

El proceso antorregresivo y de promedios méviles de orden (1,1), aun siendo
ol més sencillo de los procesos ARMA, os de gran interds desde o punto de
vista prictico porque proporciona reprosentaciones adecuadas para muchas
series de fendmenos reales. El modelo ARMA(1,1) estd definido por

(1 —¢L)Y: = (1 — OL)e, (2.161)

y puesto gue conticne tanto caracteristicas antorregresivas como de prome-
dios moviles, no tiene por gué ser invertible ni cstacionarie, pero las condi-
ciones de invertibilidad y estacionariedad se obticnen facilmente de las condi-
ciones respectivas para procesos AR(1) y MA(1). Si el proceso resulta ser
estacionario ¢ invertible, entonees las representaciones,

?1 A 115([')21 = i: . ‘l}-'h?-; - ﬂ'—hit-: T Y (2.152]
(DY, =Y, —mYiy —mYia2— ... =&

son tales que las sumas 327, || y 3577, 5] son convergentes. Esto lo pod(.L
mwos verificar al eseribir 2.161 como:
= 1-6L
Y= (m)ﬂ:
=(1—0L)[1 + oL+ ($L) + .. e
= [1 = (6 - )L — $(8— P)L2 — (0 — )L — ..]ex

lo cual es vilido siempre y cuando se campla la condicién de estacionariedad
4] < 1, y en oste caso las ponderaciones ¥ viencn dadas por:

h=¢"'0—-¢) i=12.. (2.164)

(2.163)
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En esta dltima expresién sc observa que, conforme el fndice i erece, 4 tiende a
cero y lasmma Y5 |o] serd convergente. De igual mancera, la representacién
del proceso AR.MA(I 1) como
] ——( )Y
—a —¢L)|1 +0L + (6L) + I, (2:1m)
=1~ (¢~ )L —0(¢ - O)L* — (¢ —0)* - .. ]V,

cs villida si so satisface que [#] < 1, la cual es de hocho la condicién de
invertibilidad, en ese caso tiene:

=0 ¢-0) =12 (2.166)
ij—(qﬁ 9)23’" ((‘: z)] 00. (2.167)
i=1
La varianza viene dada como:
% = ¢ +[1 - 6(¢ —0)]o* (2.168)
Las antocovarianzas vienen dadas como:
— 802 i s

las antocovarianzas para & > 2 son idénticas a las del proceso AR(1), csto
s¢ debe a que parte de promedios méviles es de orden 1 y por tanto, solo la
primera autocovarianza reflcja la inclusién de pardmetros del tipo MA. Para
obtener la autocovarianza, dados los pardmetros del proceso, las ccuaciones
anteriores sc pueden resolver para g y 73, de la mancra siguiente:

% =d¢n +[1-6(¢ - 6)|o*

i (2.170)
que tiene por solucidn
~(1—2¢9 4 8%)0?
= T
_ (1= g8)(p— )’ )
wS—yo g
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De 2.170 y 2.171 podemos concliir que la funcién de antocovarianzas viene

dada como: o

T = e —Iqs_ay—o}a’, x=12, .. (2172)
Con lo cual podemos construir la foncidn de autocorrelacion(FAC).

o) = ¢‘_11( ‘_;:f)ﬂ: L (2.173)

de aqui, debido al factor ¢*~* y la condicién de cstacionaricdad | ¢ < 1, sc
sigue que p{x) ticne un domimiento cxponendial a cero & partir de p(1).

Modelo ARMA(p,q)
Un proceso ARMA(p,q) incluyc amnbos componentes, tanto ¢l antorregresivo
oomo cl de promedios méviles, es decir;

Vi=tVii+ Vot -+ Gl tetbe s +heat..+0e, (2174)
o la podemos poncr en la forma de operador de rezago;

(1 =@ L — L — ... — L)Y, = (1 + 6L + 0,17 + ... + 0,L%e, (2.175)
La cual rcpresentaremos como:
HL)Y; = O(L)e, (2-176)

En dondc los polinomios ¢(L) y #(L) son de orden p y q respectivamente.
Para que ol prooso sca estacionario'® se requicre que las mfoes de élz) = 0,
estén fucra del eirculo unitario y para que sca invertible la condicidn o que
las raices de la cenacidn #(z) = 0, sc cncucntren también fucra del cireulo
umitario; si ocurre ¢(z) = 0, admite la signicntc Topresentacién:

s _8(L)
i = e, = g(L)ex (@177)
(L)
YEn el cuso del proceso ARMA se requiere comprobar tanto la estabilidad como b
invertibilidad, porque estdn presentes al mismo tiempo los componentes autorregresivos v
los prowedios moviles
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con 3, | ¢5] < co. Asf, un proceso cstacionario de un ARMA depende
enteramente de los pardmetros autorregresivos (¢y, ¢z, ..., ¢p) ¥ Do de los
pardmetros de promedios méviles (6y, fy, ..., 6,). De la expresion 2.174 se sigue
que si ¢l proeeso ey estacionario, la media es cero; ademds para k > 0

Ts = Eﬁﬁ—nl
= ¢1E[Yl—ly:—n] + %Em—zn—n] +..+ #’PE_{Y&—PYI—MI (2178)
1 E{&Yi—nl - 'BIE[ﬂl—lYl—nl e T BqE[cl— Yl—n!

en donde, como ¥, esté afectada por los choques aleatorios ¢, €-i—1,
pero es independiente de € iy Crmgsa, -y ¥ 8¢ tiene

Eler-iYi] =0 sin>i (2.179)
¥ por congiguiente la cenacion 2.178 da como resultado:
T = ¢l7~—1 + @7»—! + ...+ ¢p‘,’x—pv para K > q (2'180]

micntras que para & < g,4x involuerard los pardmetros (fx, Ocsiy ..oy 0g). En-
tonces la varianza viene dada como:

Yo = O+ P + . + §p7p + 0% — 01 EleryYi] — ... — 6,E[eiYi] (2.181)

la cual, debido a 1,72, ..., ¥, ticne que ser resuclta simultdncamente con las
ccnaciones para cstas p autocovarianzas.

En lo que respecta a las autocorrelaciones para procesos ARMA(p,q), estds
obticnen para retrasos mayores a q, de la relacién

plr) = %‘ = P1pu—1 + P2pu-2+ . + Pppp, K>¢q (2.182)

¥ para retrasos menores a q, la autocorrelacién p(x) involuerard los pardmet-
108 (Bey Fears s By). Con frecuencia los modelos ARMA son muy exactos y
muy parsimoniosos a la vez. Por cjomplo, ¢n un caso particular, sc pucde
recurrir a un AR(5) para obtener la misma aproximacion que la que podria
obtenerse con un ARMA(2,1), asi ¢l AR(5) tiene cinco pardinctros que hay
que estimar, micntras que ¢l ARMA(2,1) s6lo tiene tres. Ahora veremos los
métodos més poderosos y més generales para series de tiempo.
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S0 Modelos ARIMA
2.6. Modelos ARTMA

Hay que notar que hasta ahora solo hemos trabajado con series estacionarias,
pero lamentablemente en la realidad la mayorfa de las veoss no pasa asi,
debido a que puede existir algrin tipo de tendencia o porque cste influenciada
por un factor semidcterminista como Jo s la estacionalidad o ambas. Si ¢l
problema ¢s la apreciacion de una tendencia en ¢l comportamicnto de la serie,
es posible que sea de cardcter polinomial adaptivo y que por tanto pucda
climinarse con la aplicacién del operador diferencia. Existen otros mé&todos
pero solo nos limitaremos a esté por su sencilles y aplicabilidad, lo cnal nos
da origen a los modelos ARIMA. Primero iniciaremos cl estudio de series de
ticmpo o procesos no cstacionarios causados por une tendencia para scguir
con ¢l estudio de scries con cstacionalidad.

2.6.1. Modelos ARIMA para series con tendencia

Los modelos antorregresivos ¢ integrados de promedios méviles(ARIMA)
pueden ser vistos como ima gencralizacion de los modelos ARMA. Yaglom
(1955) smgirié la posibilidad de que un cicrto tipo de no estacionariedad
mostrado por algunas scrics de ticmpo, podian representarse come una sim-
pl¢ toma sucesiva de diferencias de la serie original. Esto da mucha Aexibil-
idad a los modclos ARMA, pucsto que en realidad lo que sc hace ¢s aplicar
<l operador diferencia V¢ para climinar una posible tendencia polinomial de
orden d, presente cn la seric que se analice. Entonces, si i procoso {¥) tu-
vicra una tendencia polinomial no determinisia es posible constniuir el proceso
(xtaclonario{“’.},cndm;dc

= V%, paratodat (2.183)

para esta serie ya seria posible obtener un modclo ARMA; (L)W, = 8(L)e,,
lo cual seria equivalente a considerar o modelo ARIMA

HL)VY,; = (Lye; d>1 (2.184)

para{ﬁ},mdmdc{cﬂmunmumndcmidoblmn.ﬂh&mim:‘inm-
grada™se refiere & que Y] s obtiene de la relacién 2,183 por imversién del

-Acatlan- UNAM -Actnaria-



Capitulo 2 81

operador V9, dando como resultado una suma infinita de términos W,. En-
tonces, si aplicamos la scric de Maclaurin a (1 — L)™", con n un niincro
entero, sc obticne:

n(n+1) 2 n(n+1)(n+ 2’{.“

(1= Ly =1+4nL+ =00 %

+.  (2185)
de este resultado se sigue que, por cjemplo, el inverso del operador V es
V3=(1-L0) ' =1+L+L2+L+.. (2.186)
y asf, si W, = VY,, sc tendrfa:
Y=V W, =W+ Wi+ Wia+ ... (2.187)

El orden del polinomio de retraso ¢(L), del orden del exponente en el op-
crador diferencia y ¢l orden del polinomio de retraso 6(L), se acostumbra
mencionarlos en ese orden, de manera que un modclo ARIMA(p,d,q) indica
que consta de un polinomio antorregresivo de orden p, de una diferencia de
orden d y de un polinomio de promedios méviles de orden g. De csta manera
¢l modelo 2.184 se escribe como:

W1 Wiy — . pWicp = e1—0161m1— .~ Bpeig con W, = VY, (2.188)

Ya que ¢l interés primordial se centra en los modelos cstacionarios ¢ invert-
ibles, sc requicre que las rafecs de ¢(z) = 0 y las rafecs de 6(z) = 0 sc
cncuentren fucra del cireulo unitario, o bien, si se considera como operador
autorregresivo gencralizado a:

(L) = L)V (2-189)

la condicién es que d de las rafees de ¢(z) = 0 scan unitarias, micntras que
las rafcos restantes deben estar fucra del cfreulo unitario. Con ¢l uso de la
ccuacion 2.189, la expresién 2.188 sc convicrte cn:

;-’l = !Pﬂ‘;:.-n + tpzﬁ-z 2 A goﬁafi.,,,_g + e — ey — ... — Bgeg (2.190)
¥y, la representacion en términos de suma ponderada de choques alcatorios

viene dada como: o
Y, = ¢} (L)B(L)e, = ¢(L)e, (2.191)
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cn donde, debido a que

(=1 L—ipa L.~ P a P ) (1 L L?—...) = (1-6,L—6,L*—...—6,L")
(2.192)

cu la cual las ponderaciones ¢ deben satisfacer la ecuacién en diferencia

siguicnte (donde L opera sobre j)

e(LY; = Y(L)V*¢; para j > maz{p+d—1,q} (2.193)
Asimismo, si ¢l proceso que indica 2.190 cs invertible, sc tiene:
(L)Y, = 07 (L)e(L)Y, = e, (2.194)
con las ponderaciones = que satisfacen:
8(L)x; =0 para j > maz{p+d,q) (2195)

Parcee entonoes razonable usar diferendias succsives para transformar una
scric de ticmpo no cstacionaria cn una cstacionaria. Es de notar que un
proceso ¥; de longitud n, o decir {¥;, Y3, ..., ¥, } al hacer la transformacion
2.183 se ticne una seric de longitud n-d. Si una scrie de ticnpo no estacionaria
puode ser transformada s una serie de ticinpo estacionaria aplicando un grado
adecuado de diferenciacién, sc dice que la seric original cs homogéncamente
no cstacionaria. Por 1iltimo si la no estacionariedad se debe también a que la
varianza no cs constante, quizd la cansa sca que cn cada punto de observacion
t, la variable ¥} tiene varianza o7 la cual cs funciéu de su media pi; de ocurrir
csto, un argumento que se obticne del trabajo de Bartlott (1847), conduce a
determinar una trahsformacién potencia del tipo.

si AF#0

100={ 1oy, malo

Esta transformacién es itil para cstabilizar la varianza de la seric, antes de
cancelar la posible tendencia.

(2.196)

2.6.2. Modelos ARIMA para series con estacionalidad

Hasta ahora hemos abordado modelos para scries de ticmpo cstacionarias y
1o cstacionarias (con tendencia), ahora consideraremos ¢ caso cuando existe
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estacionalidad en la serie la cnal es 1y frecuente encontrarse en la prae-
tica ¢l modelo que utilizaremos es ¢l operador diferencia estacional, que cs
muy parccido al operador diferencia que utilizamos en el caso de los mode-
los no estacionarios por tendencia, solo que se hacen algunas modificaciones
debido a que las diferencias se hacen segiin la periodicidad en la que venga
la cstacionalidad (E).

Asi como se introdujo la notacién de operadores para serics no cstacionarias
por tendencia, ahora introduciremos la siguiente notacion para serics csta-
cionales. El operador diferencia estacional V4 se define como:

VLY, = (1- L5V,
kE

k! 2.1
= E m(“l)‘fﬁ_jg parak=0,1,... y E=1,2,... )

mientras que un polinomio de retraso estacional de orden p con cocficientes
constantes gy, ..., g viene dado por

G(LF) =1—gLF — g L™ — . — g L**
i
o 2.198
=1
Para cjemplificar esto sca E=12 y k=2, entonces nos quedarfa como:

VLY = (1 - L22Y, =¥, - iy + Yicas

GL?)Y, = (1— gL — g L*)Y, =Y, — V112 — Yo

Es de advertir que al aplicar ol operador V£ se picrden E - D obscrvaciones
automdticamente. Con la notacién recién introducida es posible obtener rep-
resentaciones puramente estacionales del tipo ARIM A(P, D, Q) g como:

SLE)V (Y ~ 1) = O(LF)ec (2.199)
donde p es el nivel de {Y;}, @(L¥) cs la representacion de un polinomio autor-

regresivo estacional de orden P, ©(L*) denota a un polinomio de promedios
méviles de orden Q y la sucesién {e,} s ruido blanco. Ahora antes de ver

-Acatlin- UNAM -Actuaria-



84 Modelos ARIMA

un ARIMA cstacional veamos sus partes cmpezando por ol clanento antor-
ICETCsivo.

Sca um proceso cstacional antorregresivo con E observaciones por perfodo
cstacional y donde sblo los parfanctros cuyo subindice cs un entero wiiltiplo
de E, son difcrentes de coro.

Yi=0Y 5+ 0o +.. + OpYips e con¥,=Yi—p (2200)

donde P s ¢l miltiplo mayor de E presente en ¢l proceso ¢l cual nos da cl
orden del misino, cutonoes para un AR(1) g quedaria como:

Yi=@Yistea (2.201)
para esto se tiene la varianza como:

Yo = 51(‘1’1?:-3 42 &ﬂ

2 e e (m)
= B E[Y? 4] + 28, ElYi_gel] + Elel)
en donde, suponiends estacionariedad para {¥}, se obticne
o
TS
y de las amtocovarianzas vienen dadas como:
N ;
micnbras que:
Y =0 para & #iE
Entonces la FAC con correspondencia a 2.201 viene a ser
_ @ para k=1iE coni=0,1,2, ..
"’{")‘{0 para k # iE (2.203)

Ahora analizando ¢l modelo de promedios méviles estacionales tenomos:

f’; =6 — g — Oaciar — .. — Bgege (2.204)
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donde Q cs o miiltiplo més grande de E que se cncnentra en el modelo.
Nucvamente, tomando ¢l caso més sencillo el MA(1)g representado como:

Yi=ea—6iep (2.205)
la cual ticne como la funcién de autocovarianza,
o = (1+ 6%
ve = —0%* - (2.206)

=0 parax £ E
que, en términes de la FAC, implica

o) = { Wy o =F (2:207)
0 parak>1lecons#E
0 sea, que existird imicamente wna correlacién diferente de cero, correspon-
diente al retraso k = E. Como consecuencia un modelo ARMA estacional se
vera asi

Y, =8V p+BYiop+-.. +PpYi_pp+e—0161-5—Bati—op ... he?&-mj

2.208
Por 1iltimo, es de mencionar que la estructura de la funcién de autocorrelacién
de un proeeso estacional ARMA cs andloga a la de un proceso no estacional,
con corrclaciones diferentes de cero s6lo en los periodos E, 2E, 3E.... hay
que notar que la suposicion de este método cs que la serie siempre ey esta-
cionaria cosa que muchas veees no pasa por tal motivo Box y Jenkins (1970)
propusicron ¢l siguiente modelo conocido como modelo multiplicativo csta-
cional.

Modelo multiplicativo estacional
Este modelo permite estudiar series de tiempo con efectos estacionales y no
cstacionales. Este modelo tiene la forma

B(LEYVEY, — ) = O(LE) (2:209)

donde las variables {a,} no sc suponen mido blanco, sino generada por un
proceso ARIMA(p,d,q), es deir,

L)V, = B(L)e, (2.210)
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con {&} un proveso de mido blanco de estas dos iltimas expresiones se
obtiene el modelo multiplicativo estacional:

S L)YS(LE)VAVE(Y, — p) = O(L)YO(LE)e, (2.211)
¢l cual o5 denotado como ARIM A(p,d, q)x(P, D, Q)" .

Para finalizer podemos ver que con este tipo de medelos podemos mode-
lar series que contengan tauto tendencia como estacionalidad debido a los
operadores diferencia tanto normal como estacional respectivamente pero os
do suma importancia decir que enando 1ma serie os complctamente estacional
sc utiliza ¢l operador diferencia estacional, pero que pasa cuando una scric
ticne partes estacionales y otras no, pues para cso existen los otros pardmet-
ros Py D del modelo ARIM A(p, 4, q)z(P, D, Q) para agregarle mis poder
al modclo sin necesidad de diferenciar, y para saber cl grado o cual pardmetro
tomar dependerd de como se ven los corrclogramas y la grifica de la serie
para poder determinar si ¢s conveniente meter estos pardimetros al moddo o
no.

A continuacion veremos como identificar un modelo adecnado a las series de
tiempo, y que por cierto no cs mwna tarca ficil de hacer de hecho es una de
las partes mas complicadas al analizar serices de ticipo.

2.6.3. Identificacién del modelo

Hasta ahora hemos mostrado la teorfa de las técnicas empleadas en serics de
ticmpo, ¢l como hacerlo, pero ahora nes falta que modele acoptar y cuales
son algunas reglas que deben de cumplir para poder decir gue nuestro modelo
cs ol adocnado.

Primeramente debemos saber si la serie es estacionaria, es deeir, s ol valor
de la media no varia a través del tiompo o o no cstacionaria. Para csto
se reenrre ademas de la examinacién de la grifica, ol comportamicento del
corrclograma (véase la figura 2.7), cn 1a figura podemos notar que cuando las
autocorrclaciones decienden muy lentamente se tienen indicios de que existe

7Es importante aprenderse ssta nomenclatura debido a que cuando uno usa un software
para series de tiempo estacionales v urilica un mordelo ARIMA pars modelarlas, siempre
aparece en esta forma.
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tendencia, hay que notar que no importa como esta el otro correlograma con
que exista uno que presente este comportamiento con eso bastara.

Autoconrelations

Partial Autovarelntaony

Figura 2.7: correlograma con tendencia

Si la seric no es estacionaria, se toman las diferencias do los datos originales
concentrando el andlisis en csta scrie diferenciada, revisandose nuevamente
cl comportamicnto de la gréfica de los datos y del corrclograma y si existicra
afin alguna tendencia se procederd a una nueva diferenciacién®®. Obsérvese
que cada vez que sc diferencia una seric sc picrde un dato, aunque csto cs
irrclevante cuando ¢l niimero total de datos cs grande.

Una vez obtenida una seric estacionaria, debemos identificar la forma del
modclo a utilizar. Este paso sc logra mediante la comparacién de los cocfi-
cientes de autocorrelacién y de autocorrelacién parcial de los datos a ajustar
con las correspondicentes distribuciones de los diversos modelos ARIMA.

Si trabajamos con una seric W, como la seric original y que denota a V4Y,
entonees procedemos a lo siguicnte:

1. Calcular las primeras k antocorrelaciones muestrales y las antocorrela-
ciones parciales mucstrales de W,. Las 24 autocorrclaciones explican cn
buena medida ¢l comportamiento de la seric en general.

2. Graficar las autocorrelaciones y autocorrelaciones parciales.

¥En la practica es raro encontrarse con una serie que necesite ser diferenciada mds de
3 veces, v ademds siempre hay que cuidar de no sobrediferenciar la serie
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3. Asociar ¢l comportamnicnto de los valores a las funciones de antocor-
relacién todrica y antocorrelacién parcial todrica de wn proceso AR-
MA(p,q)-

Antes de contimuar, hay que establecer cndles antocorrelaciones son signi-
ficativamente diferentes de cero. Para llevar cste paso importante hay que
advertir que la FAC mucstral cstd afectada por variaciones mucstrales, que
desvirtiian la aparicncia real de las autocorrclaciones; por este motivo se
requicre de un criterio para distinguir lo verdadero de lo artificial. Dicho
criterio lo proporciond Bartlett(1946) al obtener cxpresiones aproximadas
(estimaciones r.) para las varianzas y covarianzas de las antocorrelaciones
mucstrales, en caso de que el proceso sca generado a partir de un ruido blanco
cono distribucién normal. Las cuales son:

(7 + Pssnimn — WuPsPsmr+ 20407)

J=

Var(r,) =

g

COU(T,‘, "u+~=) = PiPi+s

ZI-' Z|~=

[t

Arderson(1942) demostrd que bajo la hipdtesis de que las autocorrelaciones
todricas de p(k) scan coro, las estimaciones divididas entre su desviacion
cstindar, sc¢ distribuyen aproximadamente a una funcién normal. Por tal
motive, los valores +1,96x (desviacion cstdndar) constituyen los limites del
intervalo gue con vm 95 % de confianza, ascgura que las antocorrelaciones son
CCTO.

Entonces Para ym modelo MA(1), tencmos un posible corrclograma que lo
describe(véase la figura 2.8);

Podemos ver que en la fimeién de autocorrelacion solo hay vma correlacién que
s significativamente grande y la fancidn de autocorrelacién parcial desciende
a coro, por tal motivo ol mejor modelo para este tipo de serie seria un MA(1),
csto se extiende para los modelos MA(q) los cuales para toda k mayor 8 q
Ia FAC scrdn coro o aproximadamente cero, es decir, no pasan del intervalo
de confianza para decir que son estadisticamente insignificantes (esto en las
imagencs se ve como las lineas horizoutales y paralelas al cje de las abscisas).
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-
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Figura 2.8: corrclogramna de la FAC y FACP para un modelo MA(1)

Ahora bwnmnmdcrmm ¢l caso de un AR(1) para ver su correlograma cor-
respondicnte tanto a la FAC como a la FACP (véasc la figura 2.9);

i IF 7 E IF
5 16} 1 OE ut
2 .:, ..g u
s m— 3 .
z 3 u -
TR | e ey
§ - P
:: : .T".'“-

1 d &8 4L

v 5 W B ® B =

Figura 2.9: corrclograma de la FAC y FACP para un modelo AR(1)

Como vemos ahora la correlacién significativamente grande se encuentra en
el correlograma correspondiente a la FACP y no en la FAC y csta 1iltima
desciende a cero, de aquf podemos ver que para identificar un modelo AR(p)
dependen del numero de correlaciones significativamente grandes en la FACP.

Finalmente, para un modelo ARMA(1,1) tencmos un posible correlograma
para la FAC y la FACP (véasc la figura 2.10).

Como podemos ver una vez que pasa ¢l primer periodo las correlaciones
van decayendo exponencialmente cn ambos casos por tal razén cs bucna
idea ¢l utilizar una ARMA(1,1), en general este comportamicnto sc manticne
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Figura 2.10: correlograna de la FAC y FACP para un modelo ARMA(1,1)

para un modelo ARMA(p,q), ¢l cnal dependiendo de las correlaciones mas
significativas dependerd ¢l grado tanto de p como de q (2l final de esté capitulo
se dan algunos cjemplos de FAC y FACP todricas para determinar ¢l orden
de p y q, y asf poder saber sf se trata de un AR, MA o un ARMA (véasc
cuadros 2.1 y 2.2)).

Resumiendo lo que iemos visto hasta ahora en cucstion de identificar ¢l mod-
clo, Verificar si la scric s 0 no cstacionaria, ¢n caso de no serlo, aplicar ol
operador diferencia Jas veces que scan necesaria para que desaparezea'® la
tendencia wma vez que tenemos una scric cstacionaria, debemos identificar
las antocorrelaciones que cacn exponencialmente a cero. Si las antocorrela-
ciones descienden exponencialmente a cero, ¢l proceso indicado es el ARz
si son las antocorrclaciones parciales las que descienden a cero, entonees ol
proceso indicado cs ol MA; y si tanto los cocficientes de autocorrclacion y
anbocorrclacién parcial descienden a ecro, ¢l indicado cs un proecso mixto
ARIMA, sc puede determinar el orden de los procesos AR y/o MA contando
<l mumero de cocficientes de autocorrelacion y de autocorrelacién parcial que
som diferentes de coro en forma significativa. La tabla 2.11 permite resumir
las pautas de comportamicnto mis frecuentes, de la FAC y FACP cn los
madclos AR(p), MA(q) y ARMA(p,q)

Por lo que respecta a la identificacion de los componentes estacionales, se
sigue ¢l mismo criterio que on la parte regular, pero fijdndose en los retardos
correspondientes a la periodicidad cstacional (4,8,12,... para datos trimes-

YHay que recovdar que en raras ocasiones el grado de diferenciacion excede a 2.
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bodeloFuncian| FAC FACP

Decrecuniento rapido de tipo | S¢ antilan para retrasos
ARP) exponencial vio sinusoidal superiores ap.
Se apulapararetardos Decrecimiento ripido de tipo
MAdq) supeiioresaq esponencial y/o sinusoidal

Los primeros valores iniciales | 1,¢ primeros valores iniciales

ARMA(p4q) | wuo tienen patrou fijo y van no tienen patrén fijo y van
seguidos de una meacla de seguidos de una mezcla de
oscilaciones sinmisoidales oscilaciones sinusoidales
amortiguadas a paitir de q. amortiguadas a partir de p.

Figura 2.11: Resumen del comportamiento de las FAC y FACP

trales o0 12,24,36,... para datos mensuales), ademas hay que recordar que cl
operador diferencia estacional solo sc aplica enando la serie tiene estacional-
idad en toda la seric y no parcialmente dado que para este iltimo caso se
ocupan los modelos AR(P) y MA(Q) para ¢l modclo estacional.

Cabe senalar que existen mas formas que ayudan a escoger ¢l modelo ade-
cuado, como lo son los criterios de Almike y Schwarz, los cuales proponen
un estimador para ayudar a cscoger ¢l mejor modelo, pero nosotros solo uti-
lizaremos los supuestos para los residuos y los tipos de crror (vistos en la
seecién de modelos de regresion) para verificar que nuestro modelo es ol méas
adecuado, pero en términos generales se escoge el modelo que tenga el numero
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menor tanto para el eriterio de Akaike como con el de Schwarz®®.

Verificacién del modelo

Una vez que escogimes el modelo debemos verificar que dicho modelo no viole
ciertos supuestos los cuales, utilizan a los residuos. Un residuo @, sc_define
como la diferencia entre W, y o prondstico W, s dedir, & = W, — W cs ol
residuo al tiempo t. Cnando ¢l tamaio de la muestra es grande, los crrores
aleatorios {e,} y los residuos & son esencialimente iguales, por tal razén al
analizar los residnos estariamnos analizando lo gque deben enmplir los errores
aleatorios. Entonces, con base en la teorfa expuesta sabemos que los errores
alcatorios {¢} deben ser una realizacion de un proceso de ruido blanco. Por
dllo, la verificacion del moddo consistird principalinente en comprobar si esto
sc cumple con las caracteristicas de un ruido blanco, es decir, que su media
sCa CCTo ¥ s varianza constante.

Primer supuesto =

Para probar la hipotesis Hy : g = 0 vs H, : p # 0 se pucde utilizar el hecho

de que.
(m(a) - l.QGJE;. m(@) + 1,96\/5;) (2.212)
donde,
m(ﬁ)“:ii?,/(}\i‘—d—p) cont =d+p+1 (2.213)
¥ -
5= \jg[ﬁ —m(e)?/(N—d-p—q)) (2.214)

¥ representan tanto la media aritmética v la desviaciém estAndar mmestral
de los residuos respectivamente. Entonces 2.212 constituye mn intervalo de

208{ se desea ver mids acerca de los eriterios de Akaike v Schwarz véase Diebold Franeis
X. 71-76 pp 18] 6 E.P. Box George, Gwilvm M. Jenkins v Gragory C. Reinsel 200-202 pp
f10].
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confianza al 95% de la media de vma normal. Se rechaza la hipotesis nula si
el cero no estd dentro de este intervalo o bicn, se rechaza la hipdtesis nmla

4 |22 > 1,06, donde N'=N-d-p. Por ol contrario si |XXm@| < 1,96 so
dird que no hay evidencia de que la media del proceso de ruido blanco sca
distinta de ccro y por lo mismo no se rechaza el supuesto.

Si al concluir la prucba se obtiene que la media de los residuos no e cero,
puede ser debido a dos causas:

1. Existe una parte semidetenninista en la seric que podria corregimse con
una diferencia més.

2. El problema es determinista y se corrige aiadiendo una constante p al
modelo que se calenla conjuntamente con los otros parametros y cuyo
valor inicial cs m(?).

Segundo supuesto Var(z) = o?

Una vez cubierto este problema continuamos con revisar que la varianza de
los residuos es constante, y consiste en hacer una grafica de los residuos
contra ¢l ticmpo para observar, visualmente, si la varianza parcee 0 no ser
constante. Esta verificacién visual podria parccer un poco absurda pero la
idea cs que solamentce las violaciones muy notorias de este supuesto son las
que realmente llegan a causar problemas. Entonces sélo en caso de que la
varianza parczea seguir algin patrén de cmmmit:nto o de decrecimiento, os
posible aplicar ima transformacién potencia® para estabilizar la varianza de
la serie.

Tercer supuesto. No estén autocorrelacionados

Otra condicién que deben de enmplir los residnos s que no estén antocor-
relacionados, es decir, que las antocorrelaciones para & > 1 scan cero, esto s

MLa cual hicimos mencion al final del modelo ARIMA para series con tendencia, la
enal de la teorfa de Bartlett (1946) nos da una posible transformacién para estabilizar la
varianga.
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purque s existicse antocorrelacién entre los residuos implicarfa que se podria
pronosticar los residuos y sc estaria perdiendo mformacién para ¢l mode-
lo, por tal razén cs importante que no cstén antocortclacionados. Para cllo
debemas caleular la funcién de autocorrelacion de los residucs, que en easo
de tener media cero cstd dada por

ro(s) = x=12... (2.215)
Ect;'
cntonees dado que para un proccso de ruido blanco p(k) = 0 para & > 1
las antocorrclaciones scrén significativamente diferentes de ccro si |re(s)| >
1,96
—’-
Box y Ljung (1978) encontraran que una pricba para verificar que los crrores
son ruido blanco, pucde hacerse a través ddl cstadistico Q™ dado por

@=(W-d-pW-d-p+DY. L 2210
=1 Y

Si K > 20, Q" ~ x5k -y, 5 dird que d modelo es inadecuado 8§ Q@ > Xi_p—y-

Cuando las antocorrelaciones no sean las de un ruido blanco, hay que revisar
las FAC de los residnos para tratar de identificar algin patrén conocido ¢
incorporar los parametros que ol patrdn determine al modelo original.

Cuarto supuesto. Tienen distribucién normal, para toda t

La teorfa de series de tiempo para cfectuar pronésticos supone que los errores
{e:} ticnen distribucién nonmal para toda t, entonoes aproximadamente cl
95 % de las obscrvaciones deben de ostar dentro de un intervalo gue se extien-
da dos desviaciones estiandar por debajo y por arriba de la media, entonces
si s cumple que g = 0, s¢ csperaria que a lo mads un total de (N-d-p)/20
observaciones estardn fuera dd intervalo (—20, 20).

Para verificar este supucsto, a través de los residuoos, existen dos posibles
caminos.

Z2No hay que confundirlo con el estadistico Q creado por Box y Pierce (197D), debido a
e 0 o= una modificacidn al estadistioo de Box v Pieree.
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L. Graficar ¢l histograma de los residuos y por inspeccion revisar que
exista simetria en los mismos.

2. Graficar los residuos contra el ticmpo(al ignal que en el supuesto 2)

Es de advertir que este supuesto se debe de enmplir para los errores aleato-
rios (e,), pero no tienen por qué ser satisfecho exactamente por los residuos
(@), por tal razén, cabe csperar pequeiias violaciones que no causen proble-
mas cn absoluto. En caso de que se viole ¢l supuesto notoriamente, podria
aplicarse una transformacién normalizadora como las que se hizo mencién en
ol supuesto 2.

Quinto Supuesto. No existen observaciones aberrantes

Son aquellos residuos que cstdn fuera del intervalo (-3¢, 30), dado que csto
implicaria, o bicn sucedié un cvento cuya probabilidad de ocurrencia es muy
baja o ¢l residuo en cucstién no fue gencrado por el mismo proceso generador
del resto de la serie, entonees serfa conveniente verificar las observaciones
que dan lugar a csos residuos y verificar las razones, csto debido a que no es
bueno quitar informacion sin antes haber hecho un andlisis de las causas por
las euales paso cso, esto con el fin de no desechar informacion valiosa.

Es importante tener en cuenta estos supuestos® debido a que los estarcmos
utilizando cn el eapitulo 4 para escoger el mejor modelo que capte la mayor
informaci6n. Por otro lado, sc da la definicién de un estadistico que utilizarc-
mos mas adelante y ¢l cual o ol P-value, ol cual sirve como uma medida de
significancia, cuando ¢l P-value ¢s menor que .01, quicre decir que hay una
relacién cstadisticamente significativa entre dos variables con un 99 % nivel
de confianza, si ¢l P-value ¢s mayor o igual que .10 sc dice que la relacion
cntre las variables es estadfsticamente no significativa con un nivel de confi-
anza de 90 % y asf el grado de significancia que se desee ,pero mas adelante
veremos lo importante de esté estadistico.

Por iiltimo damos algunas funciones tedricas de las funciones de autocor-
relacién y antocorrelacion parcial para modelos AR , MA y ARMA (véase

#15i se desea ver otros supuestos ver Guerrero Guzmdn Victor Manuel, 2003 [11].
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cuadros 2.1 y 2.2).

2.6.4. Prondsticos a través de modelos ARTMA

La iiltima ctapa de la construccién de un modelo es el prondstico y de he-
cho e ol fin que se pretende al analizar una seric de ticmpo. Una vez que
¢l modelo ha sido identificado se procede a la gencracién de un prondstico
do observaciones futuras que minimizando ol error cuadréitico modio, serdn
inscsgadas y no corrdacionadas. Nos limitarcmos a los prondsticos para pro-
cesos estacionarios™ debido a que dan la idea general, adeinds que daremos
por hecho que ya sc utilizaron los métodos antes mencionados para poder
hacer de una seric no estacionaria una scric cstacionaria.

Sca {¥;} una seric estacionaria que admite una representacién del tipo AR-
MA(p,q), s decir
G(L)Y: = 8(L)ey (2.217)

Ya que estamos suponicendo que os tm proceso estacionario, se puede Tepre-
sentar como

=¢¥(L)e, (2.218)
donde

o(L)
(B)

_ij(L) con i =1
=0

¥(L) =
(2.219)

sustituyendo csta Gltima cxpresién en 2.218 tenemos

215 se desea ver la teorfa para prondsticos para series de tiempo estacionales véase E.P.
Box George, Gwilym M. Jenkins y Gregory C. Reinsel cap 5 v 334-Mlpp [10].
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Yo=Y dje (2.220)
=0
donde para t+h
Yien =) Yituehnj (2.221)
J=0

supdngase que cn el ticmpo t se tienen las observaciones Y, Yoy, ... ¥ s¢ quicre
saber ¢l valor de Y., a partir de la combinacién lineal de las observaciones
mencionadas. Entonces,

Yien = caey + CharCiay + ChsnCi—a + ... (2222}
que es un prondstico para Y.

Dado gue existe un gran niimero de posibles combinaciones de valores oy, eh—1, ...
cl eriterio que se ocupa para decidir qué valores scleecionar es el error enadritico
medio, entonees ¢l error para la ccuacién 2.222 csta dada como:

EYoun — Yira]? (2.223)

Sustituyendo el valor de las expresiones y desarrollando el binomio tenemos:

-]

h=1
E[Yu.l. = i;u-hlz = E[ E'ﬁ}e’”ﬁ-j + Z('»Q] = CJ'}E“LI"-J‘

=0 =h

+2 ) hilvn— Ch)cjfi'-i]
F=0,i#j
h=1 o0
= 2‘@3[“3“-;] + 2(%‘ N CJ‘)!E[‘?LJ.-,;]
=0

i=h

(2.224)

k-1

=i [Z'f’: 22 i(% —ﬂj)z]
=0

=h

¢l minimo de esta expresion se obtiene haciendo ¥; = ¢;. Por tanto.

Yirh = Unee + Yus1€i1 + YnsaCioa + - (2.225)
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ya que las observaciones estan hechas hasta t, tenemos

0 i>0
Eler-3/Yi,Yim, ) = { Crs ﬁ?: ;S 0 (2.226)

Por otro lado utilizando la expresion 2.221

ElZun/YeYir, -] = Elewn + ¥neishet + Yreisna + ...
+ e + Y + -] (2-227)
= tner + Ynrriog + -

De aqui sc concluye que ¢l prondstico que proporciona o minimo error
cnadritico medio para Y4, cstd dado por la esperanza condicional. Entonces
el error del prondstico csta dado como:

o~ -~
€in = Yien — Yiun

= Z\bj%; —~ thrj&q-n-j
p= pard (2.228)

h-1
= E L2
=0

Calenlando €l valor esperado se ticne

fi=1

Ela-a.a] =E [ E &”j&-n.n_,'J
F=0

= (2.229)
= E : Y5 Elecs-;)
=0

=0

Con este 1iltimo resultado se puede apreciar que los prondsticos son inscsga-
dos dado que

ElYiin— Yies] =0 (2.230)
y ademas implica que
EYiin] = E[YVian] (2.231)
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La varianza csta dada por
h-1
Var(Bies) = 0>y 42 (2232)
j=0

Expresién que si analizamos wn poco veremos que la varianza del pronéstico
aumenta a medida que aumenta h.

Una vez dados los prondsticos, es conveniente dar un intervalo que rep-
resente la confiabilidad de los mismos. Para cllo, bajo ol supucsto de que
e, ~ N(0,0?) para toda t y dadas las ceuaciones 2.229 y 2.232 tenemos

Burn/ (Y, Yoy, ...) ~ N(O, Var (&) (2.233)
Estd riltima expresion equivale a eseribir
Yoen — Yien/ (Y, Yiosy ) ~ N(0, Var (&) (2.234)

Por lo cual, un intervalo de confianza al 100(1—a) % para Y, condicionado
por ¢l conocimicnto de las observaciones Y, Y,_y, Yica, ... ¢

h-1 %
a

?:m:l:zg(;lﬁ?)

cn donde zg cs ol punto porcentual, de modo que P(Z > zz) = § si
Z ~ N(0,1).

(2.235)

Es evidente que cl uso del procedimiento anterior para obtener prondsticos®
es poeo prictico para hacerlo mammalmente, pero no para cmplearlo en ima
computadora(gracias a dios), cosa que se hace en la actualidad y quc harcmos
nosotros con un software estadistico conocido como statgraphics version 4.

258i se estd interesado en profundizar en estos temas véase Guerrero Guzmédn Vietor
Manuel, 2003 [L1].
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AR MAah

T |

(PO | VU | WS | S

WIS R 1 1
it | e |t | pl—
Lt | | A

Cuadro 2.1: Famciones todricas de antocorrelacién y antocorrelacién parcial
para diferentes tipos de modelos AR y MA.
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Panclin de sulscerrelaciin  |Funcién de

1.

[Lik

_L[U_: e

L

T

m[lﬂ.l)

Cuadro 2.2: Funciones tedricas de antocorrelacion y antocorrelacion parcial
para diferentes modelos de ARMA.
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Redes Neuronales

3.1. Neurona biolégica

El eerebro hmmano continnamente recibe seiiales (que llamaremos entrada(s))
de muchas fucntes y las procesa a mancra de crear una apropiada respues-
ta (que lamaremos salida(s)). Nuestros cerebros cuentan con millones de
neuronas (en un milimetro existen cerea de 50000 neuronas) que se inter-
conectan para claborar Redes Neuwronales Bioldgicas. La neurona biologica
(véasc figura 3.1) cstd compuesta principalmente de enatro partes:

» El sorna o cuerpo de la nenrona. Es la parte central de la neurona,
cn € se localiza el micleo y es ¢l encargado de realizar las actividades
metabélicas de la neurona.

» Dendritas. Son ramificaciones que se originan cn ¢l cuerpo de la new-
rona, sirven para recibir seiiales provenientes de otra(s) neurona(s).

s Azdin Es una gran ramificacion; estd encargada de trasmitir las seiiales
gencradas por el cuerpo de la eflula. A su vez, sc ramifica varins veees
hasta convertimse en pequenos filamentos.

» La sinapsis. Se encuentra en las terminales de los filamentos del axén.
Es ¢l encargado de trasmitir la respuesta de la neurona a la siguiente
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a través de sustancias quimicas llamadas nenrotransmisores.

Figura 3.1: Esquema de la neurona biologica

3.2. Neurona artificial

Una neurona artificial ¢s la unidad bésica de proccsamiento de informacién
sobre la que sc fundamenta la operacién de una red neuronal artificial (RNA).
D¢ una manera miis formal podemos decir que una neurona artificial se de-
nomina procesador clemental, ol cnal cs un dispositivo simple de céleulo que,
a partir de un vector de entrada procedente del exterior o de otras neuronas,
proporciona una tinica respuesta o salida. Los clementos que constituyen la
ncurona de ctigucta i son los siguicntes (para entender mejor ver la figura
3.2).

= Conjunto dc entradas, z;(2).

-Acatlin- UNAM -Actuaria-



Capitulo 3 105

Entadar Fesor Simiptacos

/s
/r -
Fs aptiv= Silith

A

Apnd) = Ha gyt pitv= Faaith

Neurona Preamniphics [) ) Neurons Posisindptica (i)

Figura 3.2: Modelo general de la Nenrona artificial

= Pesos sindpticos de la neurona i, wy; que representan la intensidad de
interaccion entre cada neurona presindptica j y la neurona postsindptica
i.

» Regla de propagacién o(w;;, z;(t)) que proporciona el valor del po-
tencial postsindptico hi(t) = a(w;;, z;(t)) de la neurona i en funcién de
sus pesos y entradas.,

« Funcién de activacién fi(a:(t — 1), h(t)), que proporciona el estado
de activacion actual a;(t) = fi{a;(t—1), k;(t)) de la ncurona j, en funcién
de su estado anterior a;(2 — 1) y de su potencial postsindptico actual.

» Funcién de salida Fi{a;(t)), que proporciona la salida actual y(t) =
Fi(a;(t)) de la neurona i en funcidn de su estado de activacion.

De este modo, la operacién de la neurona i puede expresamse como

ul(t) = Fi(f;[n,'(t - 1)-0(70-'113‘1(‘))]) (3.1)

Este modelo de neurona formal integra una seric de entradas y proporcionar
cierta respucsta, que sc propaga por of axén. A continuacion detallaremos un
poco mis cada punto para sn mayor entendimicento.
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3.2.1. Entradas y Salidas

Las variables do entrada y salida pueden ser del tipo binario(0 6 1) o contin-
uas, dependiendo del modclo y aplicacién. En ocasiones, el rango de los val-
ores de la neurona de salida continua se sucle Hinitar a un intervalo definido,
por cjamplo, [0,1] o [-1,1].

3.2.2. Regla de propagacién

La regla de propagacién permite obtener, a partir de las entradas y los pesos,
el valor del potencial postsinaptico &y de la nourona,

hi{t) = o(wy, 7,(t)) - 32)

la funcién méds habitual es de tipo lincal, y sc basa en la suma ponderada de
las entradas con los pesos sindpticos.

W) = 3wz, (33)

que también se puede interpretar como ¢l producto escalar de los vectores
de entradas y pesos. El peso sindptico wy; define en este caso la intensidad
de interaccién entre la neurona presindptica j v la postsindptica i. Dada
una entrada positiva (procedente de un agente externo o simplemente la
salida de otra neurona), si ¢l peso os positivo tenderd a excitar a la neurona
postsindptica, si ¢l peso cs negativo tenderd a inhibirla. Asf se habla de
sinapsis excitadoras (de peso positivo) ¢ inhibidoras (de peso negativo).

3.2.3. Funcién de activacién o de transferencia

La funcién de activacién o transferencia proporciona of estado de activacién
actual a(t) a partir del potencial postsinaptico hi(t) y ¢l propio estado de
activacién anterior a;(t — 1)

aift) = filas(t — 1)), hu(t)) (3.4)
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la funcion de activacion se sucle considerar determinista, y en la mayor parte
de los modelos es monétona creciente y continna. La fonma y=Ff(x) de las
funciones de activacion méds empleadas en las RNA's las podemos ver en
cl cuadro 3.1 | ¥ para poder entenderlo mejor, en ella designiunos con x al
potencial postsindptico (F;()) ¥ con y ol estado de activacion (a;(t)), aqui ob-
servamos que la funcidn mids simple s la funcidn identidad, otro caso muy
simple tambifn cs la funcidn escalén, empleada en el pereepirén simple que
mds adelante veremos. El objetivo de esta funcion (que gencralmente pre-
senta wn comportamiento no lineal), cs limitar la amplitud de la senal de
salida dentro de un rango de valores normalizados (por cjemplo, dentro del
intervalo [0,1] o [-1,1]).

En ocasiones los algoritmos de aprendizaje requicren que la funcion de acti-
vacion cumpla la condicién de ser derivable{como el Algoritmo “Backpropa-
gation"que también analizaremos mis adelante), las mis ampleadas en este
sentido son las funcipnes de tipo sigmoideo.

3.2.4. Funcién de salida

Esta funcién proporciona la salida global de la neurona y4(t) en funcién de
su estado de activacion actual a(t), un cjemplo de esto os cuando |a fuucidn
de salida cs la identidad F(x)=x, de modo que o estado de activacién de la
neurona se considera como la propia salida.

yilt) = Fi(ai(t)) = as(t) (3.5)

Como cs 16gico pensar las finciones mds frecuentes para la funcién de acti-
vacién lo son también para la funcidn de salida

Para resimir todo lo anterior y para ¢l fin de este trabajo, en el modelo(red)
que se utiliza para fines de prediecion la funcién de salida o simplemente
la funcién identidad o funcién lincal, esto implica que la funcién de salida
F(-) pasa a ser la funeién de activacion o transferencia f(+), entonees nuestra
neurona resultante se mucstra en la figura 3.3 la cual nos mucstra una forma
abreviada de uma nenrona artificial.

En varios casos cxiste otro clemento cl enal se denomina mmbral (#), para
detenminar la activacién o inhibicién de la nenrona.
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Cuadro 3.1: Funciones de activacion y de salida habitnales

3.3. Red Neuronal Artificial

Una RNA pucde verse como wn conjunto de neuronas interconcctadas, de
tal manera quoe la salida de wma nearons generalimente sirve como entrada
de otras neuronas, Las RNAs cstdn compuestas de nn gran wimero de ele-
mentos de procesamicnto altamente interconectados (Newronas) trabajando
al mismo ticmpo para la solucidén de problemas especificos. En cualquicr ca-
s0, sc trata de una nueva forma de computacidn que os capaz de mancjar
las imprecisiones ¢ incertidumbres que aparecen enando se trata de resolver
problemas relacionados con e mundo real (reconocimiento de formas, toma
de decisiones, predicciones, reconocimicnto del habla vy de caracteres, cntre
otros). Por tiltimo las RNA's sc pueden clasificar gracias a ciertas caracteristi-
cas como son: ¢l numero de capas de la rod (monocapa o multicapa), de la
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Bias

Funicron de
Achvacion

N = —p
. Wi Salida
- +
X, Poson Netiroma

Eotradas

Regla de propagacon

Figura 3.3: Esquema bisico de nua nenrona artificial

forma cn como cambia sus pesos, que ¢ graeias a una regla de aprendizaje
cntre otros que veremos mis adelante.

3.4. Ventajas que ofrecen las redes neuronales

Debido a su constitucién y a sus fundamentos, las redes neuronales artificiales
son capaces de aprender de la experiencia, de generalizar casos anteriores a
nuevos casos, de abstracr caracterfsticas esenciales a partir de entradas que
representan informacién irrclevante, cte. Esto hace que ofrezean numerosas
ventajus y que cste tipo de tecnologfa se osté aplicando en miltiples dreas.
Entre las ventajas se incluyen:

Aprendizage Adaptative: capacidad de aprender a realizar tarcas basadas en
un entrenmniento o en una experiencia inicial,
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110 Ventajas que ofrecen las redes neuronales

Audo-organizacidre yma red nenronal puede crear su propia organizacion
o representacién de la informacion que recibe mediante una ctapa de

Tolerancia a fallos: la destruccion parcial de una red conducee s una degradacidn
de su estructura; sin embargo, algunas capacidades de la red se pueden
retener, incluso sufriendo v gran dafio.

Operacién en tiempo reak los cémputos neuronales pueden ser realizados
en paralelo; para csto se disciian y fabrican mdquinas con hardware
especial para obtener csta capacidad.

Aprendizaje adaptativo

La capacidad de aprendizaje adaptativo os uma de las caracteristicas mas
atractivas de las redes neuronales. Esto es, aprenden a llevar a cabo cier-
tas tarcas mediante un entremauniento con cjemplos ilustrativos. Entonces
debido a que las redes neuronales pueden aprender a diferenciar patrones
mediante cjemplos y entrenamicntos, no s neeesario claborar modelos a pri-
ori ni neeesidad de especificar fimciones de distribucién de probabilidad. Las
redes nouronales son sistemas dindmicos autoadaptativos. Son adaptables de-
bido a Ja capacidad de autoujuste de los clementos procesales (peuronas) que
componen ¢l sistema. Son dindmicos, pucs son capaces de cstar constante-
mente eambisndo para adaptarse a las nuevas condiciones. En el proceso de
aprendizaje, los enlaces ponderados de las neuronas se ajustan de manera
que se obtengan ciertos resmltados especificos. Una ted nenronal no neeesita
un algoritmo! para resolver un problema, ya que ella puede generar su propia
distribucion de pesos en los enlaces mediante ol aprendizaje. También existen
redes que contintian aprendiendo a lo largo de su vida, despuds de completado
su periodo de entrenamiento. La funcién del disehador os finicamente la ob-
tencién de la arquitectura apropiada. No es problema del dischador el como
la red aprenderd a discriminar. Sin embargo, sf s necesario que desarrolle
un buen algoritmo de aprendizaje que le proporcione a la red la capacidad
de discriminar, mediante un entrenamicnto con patrones (observaciones).

"Un algoritmo, por definicidn, define una funcidn recursiva. por tal rmedn las RNA no
pueden ser algoritmicas.,
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Auto-organizacion

Las redes neuronales cinplean su capacidad de aprendizaje adaptativo para
auto-organizar la informacion que reciben durante ol aprendizaje y/o la op-
cracion. Mientras que of aprendizaje es la modificacion de cada clemento
procesal, la auto-organizacion consiste en la modificacion de la red neuronal
completa para llevar a cabo un objetivo especffico. Cuando las redes new-
rounales se usan para reconocer ciertas clases de patrones, cllas auto-organizan
la informacién nsada. Por cjanplo, la red llamada backpropagation, ereard su
propia representacion caracterfstica, mediante la enal puede reconocer cier-
tos patrones. Esta anto-organizacién provoca la generalizacion: facultad de
las redes nenronules de responder apropiadamente euando se les presentan
datos o situaciones a las que no habia sido expuesta anterionnente. El sistema
pucde generalizar la entrada para obtener una respucsta. Esta caracteristica
cs my importante cnando se tiene que solucionar problemas en los cuales
la informacién dc entrada no cs muy clara; ademds permite que el sistema
dé una solucién, incluso cuando la informacién de entrada cstd especificada
de forma incompleta.

Tolerancia a fallos

Las redes neuronales fucron los primeros métodos computacionales con la
capacidad inherente de tolerancia a fallos. Comparados con los sistemas com-
putacionales tradicionales, los cuales pierden sn funcionalidad cuando sufren
un pequenio crror de memoria, en las redes neuronales, si se produce nn fallo
cn un mimero no muy grande de neuronas y aunque el comportamicnto del
sistema se ve influenciado, no sufre una cafda repentina. Hay dos aspectos
distintos respecto a la tolerancia a fallos:

s Las redes pueden aprender a reconocer patrones con ruido, distorsion-
ados o incompletos. Esta cs ma tolerancia a fallos respeeto a los datos.

» Las redes pueden seguir realizando su funcién (con cierta degradacion)
aunque se destruya parte de la red.
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La razém por la que las rodes nenronales son tolerantes a los fallos os que
ticnen su informacion distribuida en las conexiones entre neuronas, existiendo
cierto grado de redundancia en este tipo de ahmacenamicnto. La mayorfa de
los ordenadores algoritmicos y sistemas de recuperacion de datos almacenan
cada picza de informacién en nn cspacio tinico, localizado y dircecionable.
En cambio, las redes neuronales almacenan informacién no localizada. Por
lo tanto, la mayoria de las intereonexdones entre los nodos de la red tendran
sus valores en funcién de los estimulos recibidos, y se gencrard un patron de
salida que represente la informacion almacenada.

Operacién en tiempo real

Una de las mayores prioridades, casi en la totalidad de las dreas de aplicacién,
¢4 la necesidad de realizar procesos con datos de forma mmy répida. Las redes
neuronales se adaptan bien a esto debido a su implementacién paralela. Para
que la mayorfa de las rodes puedan operar en un entorno de tiempo real,
la nocesidad de cambio en los pesos de las conexiones o entrenamicnto s
minimo.

Los inconvenientes que presentan las redes nonronales son: Realizan i com-
plejo procesamiento que involnera millones de operaciones, por lo que s
imposible darle scgnimicento al razonamicnto que han seguido.

3.5. Elementos de una Red Neuronal Artifi-
cial

Generalmente se pueden encontrar tres tipos de neuronas: de entrada, ocul-
tas o intermedias y de salida. Aquellas que reciben estimulos externos, que
tomarén la informacién de entrada. Dicha informacifn se transmite a ciertos
clementos internos que se ocupan de su procesamicento. Es en las sinapsis y
netronas correspondientes a este segundo nivel donde se genera cualquicer tipo
de representacion interna de informacién. Como no tienen relacion directa
con la informacién de entrada ni con la salida, estos clementos se denominan
unidades ocultas. Una vez finalizado <l perfodo de procesado, la informacién
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llega a las umidades de salida, cuya mnision es dar la respucesta al sistema, En
la fignra 3.4 se puede ver, un esquema de una red nearonal:

Entrakas
stpljey

{ :\[kl\l\' Capas Capa e
entrda woulias salib

Figura 3.4: Red Neuronal

Los datos ingresan por medio de la “capa de entrada”, pasan a través de la
“capa oculta”, despuds salen por la “capa de selida”. Cabe meneionar que la
capa oculta puede estar constituida por varias capas. '

3.6. Topologia de las Redes Neuronales Arti-
ficiales (RNA’s)

Consiste en la organizacién de las neuronas en la red formando capas o agru-
paciones de neuronas mds o menos alcjadas de la entrada y salida de la red.
Los pardmetros fundamentales de la red son: ¢l mimero de capas, ¢l niimero
de neuronas por capa, ¢l grado de conectividad y el tipo de conexiones entre
neuronas. En términos topoldgicos podemos clasificar las redes entre: redes
de ma sola capa y las redes con miiltiples capas.
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3.6.1. Redes monocapa

Las redes Monocapa s6lo cuentan con mma capa de nenronas, que intercam-
bian sciiales con ¢l exterior y que constituyen a un tiempo la entrada y salida
dd sistema. En las redes Monocapa (red de Hopfield o red Brain-State-in-
Boz, mdquina de Boltzman, mdquina de Cauchy), sc estableoen conexiones
latcrales entre las neuronas, padiendo existir tambidn conexiones auto recur-
rentes (la salida de yvna neurona se conecta con su propia entrada), como en
¢l caso del modclo Brain-Siate-in Boz.

3.6.2. Redes Multicapa

Son aqucllas que disponen de neuronas agrupadas en varias capas. Una forma
para distinguir la capa a la que pertencee una nearona consistirfa cn obscervar
d origen de las sefiales que recibe a la entrada y ol destino de la schal de
salida, las cuales estidn constituidas por una capa de cntrada, una o varias
capas ocultas y uma capa de salida.

- 3.6.3. Formas de Conexién entre neuronas

Normalmente, todas las neuronas de una capa reciben sefiales de entrada de
otra capa anterior, mis corcana a la entrada de la red, y envian sn sefial
de salida a una capa posterior, mds cercana a la salida de la red. A estas
conoxiones sc les denominan conexiones hacia delantc o feedforward. Sin cm-
bargo cn un gran niimero de estas redes también existe la posibilidad de
concctar las salidas de las neuronas de capas posteriores a las entradas de
capas anteriores, a cstas conexiones se les denomina conexiones hacia atrés
o feedback. Estas dos posibilidades permiten distingwir entre dos tipos de
redes: las redes con conexiones bacia adclante (redes feedforward), y las re-
des que disponen de conexiones tanto bacia dolante como hacia atrds (redes
feedforward /feedback). En la figura 3.5 sc mucstran cjemplos de conexiones.

a) Conexiones hacia adelante
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Figura 3.5: Diferentes tipos de RNA

b) Conexiones Laterales

¢) Conexiones hacia atris

3.7. Mecanismo de Aprendizaje

Es el proceso por el enal una red neuronal modifica sns pesos en respues-
ta a una informacién de entrada. Los cambios que se producen durante ol
proceso de aprendizaje se reducen a destruecién, modificacion y creacidn de
concxiones entre las neuronas. La creacién de una nueva conexién implica
que ¢l peso de la misma pasa a tener un valor distinto de cero; wma conexién
se destruye cunando su peso pasa a ser cero. El proceso de aprendizaje ha
terminado (la red ha aprendido) enando los valores de los pesos permanceen
estables .
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Un aspecto importante respecto al aprendizaje s conocer oo se modifican
los valores de los pesos; endles son los eriterios para cambiar el valor asignado
a las conexiones enando se pretende que la rod aprenda una nmeva informa-
dos tipos de reglas, Ins que responden & lo que sc conoce como aprendiza-
je supervisado y aprendizaje no supervisado. La diferencia fundamental entre
aynhins tinos = In axintondin o no do v agents axtoms [supervisor o massiTo)
que eontrole ¢l proceso de aprendizaje. -

3.7.1. Aprendizaje supervisado

El proceso de aprendizaje so realiza mediante un entrenamicnto controlado
por un agente externo (supervisor o marstro) que determina la respucsta que
deberfa gencrar la rod a partir de una entrada determinada. El supervisor
comprucha la salida de la red y en caso de que &ta no coincida con la descada,
se procederii a modificar los pesos de las conexiones, con ¢ fin de que lasalida
obtenida se aproxime a la deseada. Se suelen comsiderar tres formas de llevar
a cabo cl aprendizaje:

= Aprendizaje por correction de crror
= Aprendizaje por refucrzo
» Aprendizaje estocdstico.

Una definicién més formal serfa. Sea E[W] un fimcional que representa el error
esperado de la operacién de la red, expresado en funcién de pesos sindpti-
cos W. En este tipo de aprendizaje se pretende cstimar una cierta funcién
multivariable desconocida f: R — R™ (la que representa la red neuronal)
a partir de muestras (x,¥),(zeR®, yeR™) tomadas alcatoriamente, por medio
de la minimizacién itcrativa de E[W]. En nucstro caso, en el que descamos
usar una red neuronal para poder pronosticar valores futuros de una scrie, se
cmpleari ¢l mecanismo de aprendizaje supervisado” debido a que le tenemos
que dar cjemplos o valores descados para que la red se ajuste a cllos,

?Si se esta interesacdo en estudiar estos temas véase Hilem José R. v Vietor J, Martines,
1995 [15].
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3.7.2. Aprendizaje no supervisado

Las redes con dicho aprendizaje no requicren de influencia externa para ajus-
tar los pesos de las conexiones entre sus neuronas. La red no recibe ninguna
informacién por parte del entorno que le indique si la salida gencrada en
respucsta de una entrada s 0 no correcta. Sucle decirse que estas redes son
capaces de sutoorganizarse y como consccucncia la red debe ser capaz de
reconocer regularidades en o conjunto de entradas, extraer rasgos, o agru-
par patrones segiin su similitud. Un cjemplo de este tipo es el aprendizaje
competitivo.

3.7.3. Reglas de aprendizaje

Una regla de aprendizaje define la manera en que los pesos deben de ser
modificados en la red neuronal. Mediante cstos cambios cs que Gsta sc adapta
paulatinumente durante ¢l proceso de entrenamiento, y produce la mayor
parte de las veees los resultados descados. Entonces, se podria decir que o
objetivo del aprendizaje de una RNA consiste csencialmente en encontrar
los pesos correctos que producen la funcionalidad descada. De aqui que se
hayan inventado diversas reglas para lograr los distintos objetives con mayor
facilidad, entre las que se pueden destacar las siguientes:

= Regla de aprendizaje de Hebb. Derivada del postulado de Hebb sobre
aprendizaje, la regla consiste en incrementar ¢l factor de conexdién entre
dos neuronas que participan en la misma actividad®.

» Regla pare aprendizaje competitivo. En cste tipo de regla, las neuronas
compiten entre cllas mismas para disparar, Por lo tanto, en cualquier
momento s6lo la neurona ganadora estd activa y e la finica que consigue
tener sus pesos actualizados. Este fendmeno se conoee como el ganador
toma todo. En csta regla, se modifican los pesos en forma proporcional
a la diferencia entre ol patrén entrada y la suma de los pesos de la
neurona ganadora. Con esto se consigue que ¢l patrén almacenado en
al neurona ganadora (los pesos) se acerque al patrén de entrada

5i se desea ver més a fondo esta regla consultar Martin del Brio Bonifacio v Alfredo
Sanz Molina, 1997, pp 44-45 [26].
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= Regla de aprendizaje de Boltzinanm. Con base en principios de mecdnica
estadfstica, una RNA tienc un cierto nivel de encrgia proporcional a sus
pesos; cinpezando con altas temperaturas, conforme va transcurricndo
el entrenamicnto, la tenperatura va disminuyendo. Permitiendo a la
red aleanzar un equilibrio en algin momento. El aprendizaje consiste
en reforzar los pesos de la red cuando existe alta probabilidad de que
éstos participen en la gencracién de ym patrén de salida

» Reglas de correccidn por ervor. En ol aprendizaje supervisado, la RNA
s entrenada para producir los valores de salida que corresponden a los
patrones de entrada. El crror o diferencia entre ol valor eorrecto y o
conseguido por la red se utiliza para modificar los pesos y asf disminuir
gradualmente ¢l error.

Para ir introduciendo en la red que ntilizaremos podemos ver que la regla de
correccion por error os la mas adecuada y gracias a Widrow y Hoff (1960) los
cuales definicron tma funcién que permite cuantificar ol error global cometido
en cnalquicr momento durante ¢l proeeso de entrenamiento de la red, lo enal
s importante, ya que cuanto mis conocimicnto sc tenga sobre el error cometi-
do, mis rdpido sc podrd aprender. Ademds, otro algoritmo de aprendizaje
por correeeion de error o constituye la denominada “regla delta gencraliza-
da” (que veremos mis adelante) o algoritine “backpropagation” (propagacién
del error hacia atris), sc trata de una gencralizacién de la regla delta para
poder aplicarla a redes con conexiones hacia adelante (feedforward) con ca-
pas ocultas, esto cs, son redes con cape de entrada, capus ocultas y capa de
salida.

3.8. El perceptrén simple

Este modelo fue introducido por Rosenblatt a finales de los afios cincuenta,
es el modelo mas sencillo de todas las redes y la base de partida para la
construeeion de muchas otras, ¢l perceptron simple ¢4 w modelo mmidiree-
vional(feedforward), compuesto por dos capas de nenronas, ima de entradas
y otra de salida. La operacién de una rod con n neurovas de entrada y m de
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salida, s¢ puede expresar como:
wlt) = FO_wyz; -8), Vi, 1<i<m (3.6)
J=1

Donde # es ol mmbral®,

Las neuronas de entrada no realizan ningin calenlo, vinicamente envian la
informacién a las neuronas de salida, por cjemplo en d caso de que fucse solo
una neurona de salida y dos de entrada, la iinica neurona de salida realiza
la suma ponderada de las entradas (regla de propagacién), resta ¢l umbral
¥ pasa cl resultado a una funcién de transferencia que es de tipo esealén.
La regla de decisién os responder +1 si el patrén presentado pertencee ala
clase A y con -1 si ¢l patron pertencee a la clasc B. La salida dependerd de
la entrada neta y el valor umbral.

Una téenica utilizada para analizar el comportamicnto de redes como ol per-
ceptrén ¢s representar en un mapa las regiones de decision ercadas cn ol
cspacio multidimensional de entradas de la red. En cstas regioncs sc visu-
aliza que patroncs pertenceen a una clase y cudles a otra. El pereeptrén
scpara las regiones por mn hiperplano enya ccuacién queda determinada por
los pesos de las conexiones y ol valor umbral de la funcién de activacién de
la neurona.

Por tanto, pese a su gran interds, el pereeptrén presenta serias limitaciones,
pucs solamente pucde representar funciones lincalmente scparables (Aquel-
las que solo pueden ser separadas por una linea recta). Asf, aungue pueda
aprender automdticamente a representar complejas funciones booleanas® o
resolver con éxito muchos problemas de clasificacién mediante su algoritmo
de aprendizaje. Un cjemplo® de una funcién la enal no se puede tratar con un

4Se aplica este valor dado que normahnente la funcién de activacién no estd centrada
en ol origen del eje que representa el valor de la entrada neta (suma de las entradas z;
ponderadas), sino que existe cierto desplazamiento debido a las caracteristicas de la propia
neurana y no es igual en todas ellas.

“Son expresiones formadas por variables binarias v enyo rango puede ser 0 6 1, si se
desea informarse sobre este tema ver Mano M. Morris, 19582, 45-46pp  [25].

5Si se desea ver un ejemplo paso a paso de un perceptrdn simple con su respectiva
regla de aprendizaje para una funcién OR véase Hilera Jose R y Victor J. Martinez, 1995,
107-110 pp [15].
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pereeptron simple os la fimeion XORT. Por tal razén sc construyeron rodes
més poderosas, 1o enal sc logro al agrogarles una capa (0 més). A este tipo de
redes se les llama perceptrén multicapa (o multinivel), el cual veromos mas
adclante.

3.8.1. Regla de aprendizaje del perceptrén simple

A contimiacién mostramos cl algoritmo de aprendizaje del perceptrén simple,
que ticne su aprendizaje supcrvisado y su regla es de correccién por error.

1. Inicializacién de los pesos y del umbral. Inicialmente sc asignan
valores aleatorios a cada uno de los pesos (w;) y al umbral (8).

2. Presentacién de un nuevo par (Entrada, Salida esperada). Con-
sistc cn prescutar un nuevo patrén de entrada X, = (24,72, ..., 7n)
jinto con la salida csperada d(t).

3. Célculo de la salida actual
0] =f[iwe(f)m(0 -9 (3.7)

Siendo f(x) la funcién de transferencia cscalén.
4. Adaptacién de los pesos.
wi(t+1) =wt) +ald(t) —y(t)]z(t), 0<i<N (3.8)

Donde d(t) es la salida esperada , y scrd 1 si ol patrén pertencee a
la clase A y -1 si pertencee a la clase B. o ropresenta un factor de
aprendizaje cn o rango de [0,1]. Este factor debe ser ajustado de formna
quc satisfaga tanto los requerimientos de aprendizaje rapido como la
cstabilidad de las estimaciones de los pesos. Este procoso sc repite hasta
Tiuncidn OX-exclnsiva se denota por @ y e una operacién binaria de la fora,

XY = XY + XY si se desea saber mis de esta funcidn ver Mano M. Morris, 1952,
148-152pp 25
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que el error que se produzea para cada uno de los patrones sea cero o
menor que un valor preestablecido, s decir, la diferencia cutre el valor
de la salida descada y ¢l valor obtenido sca minima.

5. Regresar al paso 2. Repetir log pasos 2-4 hasta que la respucsta sca
satisfactoria (cl crror cntre la salida esperada y la obtenida sea minima),
o al aleanzar un numcro determinado de dclos.

3.9. Red Backpropagation o BP

Si afadimos capas ocultas a un perceptrén simple, obtendremos un pereep-
trén multicapa (véasc la figura 3.6). El perecptrén multicapa (Rumelhart
1986) cs ol exponente mds tipico de las RNA’s con aprendizaje supervisado.
El entrenamiento de cste tipo de redes sc basa en la presentacién succsiva y
de forma reiterada de pares de voctores en las eapas de entrada y salida. La
red crea un modclo a fin de ajustar sus pesos en funcién de los vectores de en-
trenamiento (o cjemplos) de forma que a medida que se pasan estos patrones
para cada vector de entrada, la red producird un valor de salida més simi-
lar al vector de salida ecsperado. Esta red sucle entrenarse con ¢l algoritmo
denominado backpropagation de errores, motivo por ol cual a una arquitoc-
tura del tipo pereeptrén multicapa con aprendizaje backpropagation sucle
denominarse Red backpropagation o simplemente BP (backpropagation).

Sc ha demostrado que un pereeptrén multicapa de cuatro capas (1 de en-
tradas, 2 capas ocultas y una de salida) puede aproximar con nn grado de
exactitud dado cualquicr conjunto de funciones. Cuando las funciones son
continuas, cs suficiente una vinica capa oculta, ademnds de que muchas veees
una red con una capa oculta puede gencrar mejores resultados que otra con
dos 0 méis capas, ya que cuanto menor sca la variacién, mayor os la eapacidad
de gencralizacién de la red, y debido a que la red backpropagation solicita
que las finciones de las capas ocultas scan continmas (como ya se dijo las
més commnes son la tanh y la logistica) sc utilizaran redes con una sola capa
oculta. A continuacién, mostramos ¢l teorema de aproximacion universal que
formaliza cste resultado.

Teorema 3.1 (Funahashi 1989). . Sea f(z) una funcién no constante,
acotada y mondtona creciente. Sea K un subconjunto compacto (acotado y

-Acatlan- UNAM -Actuaria-



122 Red Backpropugation o BP

Figura 3.6: Perceptrdn multicapa de tros capas

cermado) de R®. Sea un nidmero real e€R, y sea un entero keZ, tal que k > 3,
que fijamnos. En estas condiciones se tiene que:

Cualguier mapeo g : €K —» (91(z), 9a(z), - g (z))eR™, com g,(z) sumables
en K, puede ser aprozimado en el sentido de la topologia Ly en K por el mapeo
entmda-salide representado por una red neuronal unidireccional (perceptron
multicapa) de k capas (k-2 ocultas), con f(z) como funcidén de transferencia de
las neuronas ocultas, y funciones kinecales para las capas de entrada y salida.

hay que observar que si k=3 entonees se obtiene un perceptrdn de tres capas
(1 de entradas, 1 capa oculta y una de salida).

Con esto tesolvomnos parcialmente ¢l problema de la estructura de la red
para un problema dado. Ahora, la cuestion se reduce a clegir un numero
apropiado de neuronas ocultas para ajustar el modelo evitando el problema
de sobreajuste (que veremos mis adelante). La solucién a csta cuestién se
logra a prucba y error en la mayorfa de los casos.

Entonces como en el pereeptrén simple y basindonos en la figura 3.6 denom-
marcmnos & z; a las entradas de la red, y; a las salidas de la capa oculta y
2 & las de la capa final; d; scrin las salidas deseadas. Por otro lado wy; son
los pesos de la capa oculta y 6 sus umbrales, wi; los pesos de la capa de
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salida y @), sus umbrales. La operacion de un pereeptrén multicapa con una
capa oculta(esto por ¢l teorema de Funahashi) y neuronas de salida lineal sc
cxpresa matemédticamente de la siguiente mancra:

a=y iy — 0= wifQ wizi—0;) -6 (3.9)
7 ; i

Siendo f(-) de tipo sigmoideo (como sc menciono en las funciones de acti-
vacién) siendo las méds comunes la tanh y la logfstica (como se mmestra cn
la figura 3.1.) y como ya sabemos proporcionan un rango eatre [-1,1) y [0,1],
respectivamente.

3.9.1. Algoritmo Backpropagation o regla delta gener-
alizada

El procedimicnto general® del algoritmo backpropagation es ol siguiente:

Paso 1

Inicializar los pesos de la red con los valores aleatorios de preferencia entre
¢l intervalo [0,1].

Paso 2

Presentar yn patrén (puede sor un vector de observaciones) de entrada X, -
Tp1y Tpa,y oy Tpw COD SUS respectivas salidas deseadas que debe generar la red;
dy,dy, ..., dy.

8Si se desea ver el desarrollo matemético véase Olmeda Ignacio y Sergio Barta Romero,
1993, T3-Tpp [29] o Corchado Juan Manuel, 2000, 92-99pp [7].

-Acatlan- UNAM -Actuaria-



124 Red Backpropagation o BP

Paso 3

Caleular la salida actnal de la rod, para ello presentamos las entradas a la
red y vamos calenlando la salida que presenta cada capa hasta llegar a la
capa de salida ésta serd la salida de la red Z,, Zo, ..., Zy. Los pasos son los
siguicntes:

* Sc calculan las entradas netas (o reglas de propagacion) para las neu-
ronas ocultas procedentes de las neuronas de entrada. Para una neurona
j oculta tencmos:

N
55:‘)‘ = E m;-'i::,a + 9;
=1
en donde ol indice h se refiere a el nimero de la capa oeulta, el subindice
P, 4l p-esimo vector de entrenamicnto, y j a la j-csima neurona oculta,
El término # puede scr opcional, pucs actia como una entrada mds,
por tal motivo lo omitircmos.
= Se¢ caleulan las salidas de las neuronas ocultas
Y5 = £ ()
Siendo f(-) wa fimeién? diferenciable y monétona ereviente (se ro-
comiendan las fundones sigmoidales ya mencionadas).
» Una vez hecho osto se realizan los mismo cdleulos para obtener la salida
de las neuronas de salida.

L
G =) u;Yy
=1
Y
Zow = filzpe)
donde L denota el ntimero de nenronas en la capa oculta y k os
mimero de ncuronas en la capa de salida

"Cusnda la funcidn de activacién es lineal se le Bama tambitn como regla delta aungue
solo en el caso de dos eapas. (perceptrin, la rod ADALINE entre otros) v euando se
utilizan mas de dos capas (perceptrdn mlticapa) con fciones de activacidn no lineales
se denoinina regla delta generalizada. Si se desea profundizar sobre ln regla delta ver

Olmeda Imacio y Sergio Barta Romero, 1993, 72-73pp (291,
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Paso 4

Calcular cl error de las capas de salida. Si la neurona k es una neurona de la
capa de salida cl valor delta se define como:

82 = (dye — Zpe) 2 (220)
Siendo f(-) la derivada parcial respecto de 25,

= Calcular el error de las capas ocultas

M
8y =1 () Y wiie
kj

En este punto sc manifiesta la idea fimdamental que yace debajo del método
backpropagation. Este método sc basa en distribuir o error (delta) apreciado
cn cada una de las ncuronas de salida hacia todas las ncuronas ocultas cn
proporcién de como dichas neuronas contribuyen cn la salida.

Paso 5

Actnalizacién de los pesos. Comenzando por las neuronas de salida y traba-
jando hacia atrds hasta llegar a la capa de cotrada, ajustando los pesos de
la mancra signiente:

» Para actualizar los pesos en la capa de salida

wiy(t + 1) = wy(t) + a8l Yor + pwy(t) — wis(t - 1))
donde e cs el factor (o tasa) de aprendizaje y g1, ¢l momento, pero csto
dos términos los veremos mas adelante, por dltimo t s ¢l mimero de
itcraci6n.
= Para actualizar los pesos en la capa oculta
Wh(t+1) = wh(t) + adlyz + u(wh(t) — whie — 1))

Por 1iltimo, nos hace falta un termino que nos vaya diciendo la magnitud del
cerror y cse ténmino os ol signiente:
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Paso 6

Calcular la funcién de error.
M
Ep=5) (e — Zps)? (3.10)
= k=l

Estc funcién roficja la capacidad de adaptacién de la red y al igual que
como vimos en scries de tiempo, debe de disminuir conforme la red vaya
aprendiendo hasta una cota descada.

Tasa de aprendizaje(a)

Durante ¢l cntrenamiento, la tasa de aprendizaje o jucga wn papd funda-
mental, ya que la velocidad del aprendizaje y el tiempo que la red requicre
pura cntrenarse dependen en gran medida de este pardmetro. Normalmente,
a debe ser un nitmero pequeiio entre [0.05,0.25], para asegurar que la red
licguc a asentarse en una solucién. Un valor pequeno significa que la red ten-
drd que hacer un gran nifinero de iteraciones. Si es iy grande, los cambios
son muy grandes, avanzando mmy rapidamente por la superficie de error (fun-
cién 3.10), con ol ricsgo de saltar ¢l minimo y cstar oscilando alrededor de
@l, pero sin poder alcanzarlo, por tal razén y para mejorar las posibilidades
de gencralizacién de la red s conveniente que, a medida que la red, vaya
aprendiendo, el valor de o vaya dismimiyendo hasta alcanzar un valor oy
préximo a cero.

Momento(y:)

Como vimos anterionnente para un e grande se produce un répido aprendiza-
je, pero con una gran oscilacién. Para incrementar ¢l aprendizaje sin que se
produzea la oscilacién, Rumelhart, Hinton y Williams (1986) sugiricron que
para filtrar estas oscilaciones se incluye un nuevo término, ¢l momento(p).
Donde g ¢s una constante que determina el efecto en t+1 del cambio de los
pesos en ¢l instante f.
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Con este momento se consigue la convergencia de la red en 1m menor mimero
de iteraciones, ya que si en t ¢l incremento de 1n peso cra positivo y en t41
también , entonees ¢l descenso por la superficie de crror (3.10) en t41 cs
mayor. Sin cmbargo, si en t ¢l incremento cra positivo y en t+1 es negativo,
cl paso que sc da en t41 cs més pequeiio, lo cual es adecuado, ya que cso
significa que sc ha pasado por un minimo y que los pasos deben ser menores
para poder alcanzarlo. El valor de gt puede mantencmse relativamente alto
(s6lo en cl intervalo [0,1]) aunque este valor también debe reducirse a medida
que la red va aprendiendo.

Cabe sciialar y recalear que al hablar de redes backpropagation o redes de
propagacién hacia atrds hacemos referencia a un algoritmo de aprendizaje
més que a una arquitectura (topologia) determinada, es decir, ol modelo cs
un perecptrén multicapa con aprendizaje backpropagation o simplemente BP
cuya funcién de activacién de la capas ocultas es no lincal y las funcién de
activacién de la salida cs lincal. El algoritmo consiste en propagar o crror
hacia atrés'®, s docir, de la capa de salida hacia la capa de entrada, pasando
por las capas ocultas intermedias y ajustando los pesos de las conexiones con
cl fin de redudir dicho crror.

3.9.2. El problema de la generalizacién

Unos de los factores importantes para las RNA’s cs su capacidad de gener-
alizar a partir de algunos cjemplos. Por generalizacidn sc entiende la capaci-
dad de dar una respucsta correcta ante observaciones que han sido cmpleadas
cn su entrenamicnto. Una red entrenada correctamente gencralizard, lo que
significa que la red ha aprendido adecuadamente no solo los cjemplos pro-
sentados, sino que responderd correctamente ante observaciones nunea antes
vistas.

En la fasc de entrenamiento se deben considerar dos tipos de error impor-
tantes, por una parte, un error de aprendizaje, que sucle calcularse con
3.10. Por otro lado, existe un error de generalizacién, cl cual se puede
medir con un conjunto representativo de observaciones diferentes a los uti-
lizados en ¢l cntrenamicento. De esta mancra podemos cntrenar una RNA

WDe alli su nombre.

-Acatldn- UNAM -Actuaria-



128 Red Backpropagation o BP

hacicndo wso do un conjunto de aprendizaje, y comprobar su cficiencia real,
o crror de generalizacion, mediante 1m conjunto de prueba. Entonces, si
represcutamos a la vez ol error en aprendizaje y ol error en gencralizacion,
obtenemos una grifiea como 3.7: la cual tras una fase inicial, en la que pueden
aparceer oscilaciones en ¢l valor del error, ¢l de aprendizaje tiende a disminuir
monétonamente, mientras que ol error de gencralizacién a partir de cierto
punto comienza a incrementarse, lo cual indica yma degradacién progresiva
del aprendizaje. "

Erver de geseraliecism

i

Merrarbssmna.
P ey t—

Figura 3.7: Ejemplo de mna curva de aprendizajo

La explicacion a la figura 3.7 es: Al principio la red sc adapta paulatina-
mente al conjunto de aprendizaje (o cntrenamiento), ajustdndose al prob-
lema y mejorando la gencralizacion. Sin embargo, en mm momento dado el
sistema se ajusta demasindo a las particularidades de las observaciones cm-
pleadas en ¢l entrenamiento (a los eual muchos autores dieen que la red esta
manorizando las observaciones), por lo que crece ol error que cometerd ante
obscrvaciones diferentes a las cinpleadas en el entrenamiento (error de gener-
alizacién), entonees podemos ver que en este punto la red no se ajusta bien
al problema, sino simplemente estd memorizando las observaciones del con-
junto de aprendizaje, lo que téenicamente se denoming sobreaprendizaje
o sobreajuste. Entonces, lo que deberia de hacerse ante un problema como
este es entrenarse a la rod hasta wn punto Gptimo en el que el error de gener-
alizacién s minimo lo cual sc denomina Validacién cruzadal!, aunque en

HEste procedimiento consiste en entrenar v validar a la vez para detenerse en el punto
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realidad se pueden presentar varios minimos para el error de generalizacién,
debiéndose detener el aprendizaje en el minimo crror de generalizacion, y no
quedamos en ¢l primer mfnimo que aparczea.

Por 1iltimo, cuando sc entrena una red backpropagation (en gencral redes
supervisaday feedforward) debemos tener en cuenta todo esto, y la téenica
de validacién cruzada sucle ser un buen remedio (varios autores consideran
forzosa su utilizacién), usualmente, de todo el conjunto de entrenamiento se
cmplea aproximadamente un 80 %(aunque no ¢s una regla) de las obscrva-
ciones para entrenar, reservindose un 20 % como conjunto de validacién para
poder realizar la validacién eruzada [José R. Hilera, 1995].

3.9.3. Fases de las RNA'’s

Existen dos fascs en toda aplicacién de las RNA's: la fase de aprendizaje (o
cotrenamiento) y la fase de validacién.

= Fase de entrenamiento o aprendizaje. En la fase de entrenamicnto,
sc usa un conjunto de entrenamiento o aprendizaje. Estos datos son los
que definen ol comportamicento de la red, y sirven para determinar los
pesos (w;). Los pesos, jucgan un papcd muy importante en csta ctapa,
ya que las redes aprenden a través de la actualizacion (o cambios) de
los pesos.

» Fase de validacién. Una vcz cntrenado este modelo, sc usard en la
llamada fasc de validacién, cn la que se procesan datos que no son
conocidos por la red (ya no son datos mucstra), csto debido a que
son datos de prucha y son guardados cspecificamente para validar la
generalizacién de la red a determinado tiempo de cjecucién. Cuando
los valores de las neuronas de la Gltima capa han sido caleulados, sc
comparan con la salida descada para determinar la validez del disefio,
analizéndosc de esta mancera el funcionamiento definitivo de la red.

dGptimo.
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Podado de pesos (pruning)

Es ymn téenica para reducir ¢l mimero de pardmetros (cnlaces), esto al eliminar
algumos de sus pesos, ¢l proceso de podado consiste en entrenar a la red hasta
cierto nivel, para luego climinar aquellos pesos que no aportan précticamente
nada a la operacién. Existe una modificacién a csta téenica conocido como
doimicnto de pesos (weight decay), en ol cual durante o aprendizaje sc deja
& los pesos tender poco a poco a cero, para que aquellos que no se actualicen
periddicamente, se anmlen y desaparczean.

3.10. Caracteristicas de la red para predic-
cién

Como ya nos habremos dado cucnta la red que vamos a utilizar s la red
backpropagation(red de perecptrones multicapa con algoritino de aprendiza-
jc backpropagation), cutonees ¢s importante puntualizar las caracterfsticas
que debe tener para el fin de prondstico, claro no son reglas, pero dan un
panorama general del modelo.

3.10.1. Escoger la arquitectura adecuada

Desde lnego no se puede dar una receta para decir que arquitectura cs la
més adecnada, pero con ayuda del tcorema de la aproximacién universal,
sabemos que con bres capas son suficientes para poder aproximar cualquier
funcién, sicmpre y enando las funciones de activacion de las capas de entrada
y salida scan lineales y las de la capa(s) oenlta(s) scan no lincales (ver teorcma
Funahashi 1988) a menos que ¢l problema sea muy complicado y se necesite
agregarle otra capa oenlta.
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3.10.2. Datos de entrada

Lo datos deben de ser normalizados antes de metorlos en 1a red, esto debido
a que cuando las entradas son los datos originales, la red puede converger
a un minimo local 6 aprender muy lentamente. Por otro lado, los datos se
tienen que procesar, por ¢jemplo quitarle la tendencia a la seric o quitarle la
estacionalidad, aunque las RNA's pucden gencralizar aun con cstacionalidad,
paro no con tendencia, «sto debido a que las salidas de la red quedarfan
por debajo de los valores descados. Por 1iltimo, ponemos la forma en como
normalizar los datos en i rango de [0,1).

X, — min{X}
maz{X}— min{ X}

En caso de que se desoe otro tipo de intervalo [2o, z1] donde 2 < z; se tiene

X, —min{X}
maz{X} — rmn{X}

X! = (3.11)

X{= —z)+2z (3.12)

Siendo min{X} ¢l minimo de la seric, max{X} cl méximo y X, la obscrvacién
al ticmpo t.

3.10.3. Capa de entrada

Como ya sabemos, la capa de entrada (durante ol entrenamiento), estd con-
stituida por datos muestra (solo un porcentaje de los datos originales), es
decir, son los datos que le van a cnsciiar a la red, ol comportamiento de-
scado. Entonces, aunque no existe una regla para decir cuantas ncuronas de
entrada poner, a voces conviene poner ¢l numero de neuronas segiin ¢l pori-
odo de la serie, aunque como se menciono, no ¢s una regla, solo un punto de
partida.

Para cucstiones de prediocidn de series de ticmpo, los datos de entrada son
definidos moviendo la red sobre la seenencia original de la serie, tantos lugares
como se desce, como se muestra en la figura 3.8, aunque para predecir més
de un periodo se necesita retroalimentar la red con las respuestas obtenidas
por clla misma.
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Ser—1 Seu Se-a Sp-a Spa 5 Sers

o & =

Figura 3.8: El perceptrdn ntiliza r observaciones de la serie de ticinpo en cada
ueurona de entrada y se mueve uno para predecir ol siguiente, donde S cs m
vector de observaciones.

3.10.4. Pesos y funciones de activaciéon

Como se menciono anteriormente los pesos iniciales deben de ser aleatorios
cutre 0 y 1. En cuanto a la funcidn de activacién se tomard la tanh, esto
debido a que la tangente hiperbdlica puede exhibir diferentes dindinicas de
aprendizaje, durante ¢l entrenmmiento puede acclerar ¢ aprendizaje para
algunos modeclos.

3.10.5. Numero de neuronas en la capa intermedia

Comno sc comento anteriormente, 1o se pucde dar una regla para detenninar el
miimero de neuronas, munqgue para o easo de aprendizaje supervisado existen
varios resultados que son importantes de mencionar. Primero un niimero
muy grande de neuronss en la capa intermedia hace que la red requicra
menos iteraciones de entrenamicnto para aprender, aungue cada uno de los
pasos Tequicre mds tiempo de edmputo ya que, en general, hay més pesos que
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ajustar. El mimero de nenronas en la capa interinedia tampoco debe ser igual
al de patrones de entrenamicnto, ya que esto favoreee a la memorizacién de
los patroncs, puesto que la red hace que cada una de las neuronas de la capa
intermedia se encargue de reconocer uno de los patrones de entrenamicnto,
cn vez de gencralizar a partir de easos individuales.

El mimero de nenronas debe ser, en general, menor que el mimero de patrones
de entrenamiento para cvitar problemas de memorizacién, un buen punto
de partida cs la mitad del nimero de ncuronas de entrada, y después ir
aumentando o disminuyendo scgin el caso. El tamaiio de la capa de entrada
y salida vience dado por la naturaleza del problema.

Es posible climinar neuronas ocultas si la red converge sin problemas, adop-
tando la que ticne menos neuronas intermedias. Si la red no converge, quizd sca
neeesario aumentar cste mimero. Por otro lado, examinando los valores de
los pesos de las neuronas ocultas periédicamente cn la fasc de aprendizaje, se
pucden detectar aquellas cuyos pesos cambian muy poco, y reducir por tanto
¢l niimero de neuronas que apenas participan en el proceso de aprendizaje.

3.10.6. Conjunto de entrenamiento

El conjunto de datos utilizados para el entrenamicento de la red es el que
determina qué es lo que la red deberfa de hacer. Normalmente se reserva un
mimero pequefio de patrones sin utilizar en la ctapa de entrenamicnto para
validar (conjunto de validacién o de “test”) la capacidad de 1a red a la ho-
ra de solucionar ¢l problema. Un entrenamicnto insuficiente de la red hace
que estd no sca capaz de proporcionar respucstas claras y, por el contrario,
un exeeso de entrenamiento hace que la red memorice los vectores de entre-
namicnto. También cs necesario que ¢l conjunto de datos de entrenamiento
sca representativo del problama, para que la red sca capaz de responder
satisfactoriamente a cualguier tipo de entrada, usualmente, sc cmplea aprox-
imadamente un 80% de las observaciones para entrenar, reservindose un
20% como conjunto de validacién [Martin del Brio Bonifacio y Alfredo Sanz
Molina, 1997 [26]].
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134 Caracteristicas de la red para prediccion

3.10.7. Validacién

Una vez que la red termino de aprender se le presentan las observacioncs
apartadas para la validacién (Test) del modelo, si la respnesta es la descada
o se ajusta a mestros (antes de que ol aprendizaje comicnee a degradarse)
requerimientos, s¢ puede utilizar esta red para poder pronosticar. En caso
contrario se ticne que modificar ¢l modelo ya sca agregando o quitando ncu-
ronas a la capa oculta, iniciando con pesos diferentes, ver si ¢l conjunto de
cntrenamicnto o8 representativo del problema, entre otros. Cabe aclarar que
cuandoe la red alcanza wna solucion accptable, no existe la garantia de que
ha alcanzado cl minimo global. Aunque si ¢l error no es grave, no importa si
¢l entrenamiento sc ha detenido en alguno de los minimos locales.

3.10.8. Cuando detener el entrenamiento
s Un méximo de 10000 iteraciones de validacion ¢ més.

= Durante la fase de validaciGn se calenla ¢l error cuadritico medio en o
conjunto de validacion, ¢l enal debe decrecer durante ol entrenamionto.
Cuando ¢l error incrementa wn 20 % del minimo crror aleanzado, se
debe detener el entrenamiento.

Superada esta fase, la arquitectura, o munero de nenronas y conexiones, los
pusos sindpticos quedan fijos pudiendo ¢l sistema operar en modo recuerdo. EL
modo recuerdo os el modo de operacion normal del sistema: dada una entrada
proporcionard una salida en consonancia con ¢l aprendizaje recibido.
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Capitulo 4
Aplicaciones

En este capitulo aplicamos la teorfa ya descrita para los métodos estadisticos
y para las redes neuronales, analizarcmos las scrics y tratarcmos de pronos-
ticar un afio{corto plazo) dependiendo de la periodicidad de la serie. Cabe
mencionar que se excluyo del modelo un afio (tanto en los métodos tradi-
cionales como en las RNA’) a cfecto de poder comparar los resultados de
ambas técnicas al final y, de estd mancra, poder decir cnal arrojé mcjores
resultados.

Utilizaremos en el caso de los métodos estadisticos ¢ software statgraphics
4.0 y en el caso de redes neuronales se utilizo en programa DataEngine 2.1.

4.1. Primera aplicacién: método estadistico
(“Serie Ventas™)

Supongamos que ¢l cuadro 4.1 contiene las ventas de una compania la cual
desca pronosticar ¢l siguiente afio completo, esto cs, dado la periodicidad de
la seric ¢s trimestral, entonees se deberd pronosticar 4 trimestres adelante.
Esta seric la trataremos con un método de alisamiento (atenuacion) y luego
trabajaremos esta misma scrie con redes neuronales, para después usar sélo
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136 Primera aplicacion: método estadistico ( “Serie Venlas™)

la metodologia de Box y Jenkins (ARIMA) para las demis serics a trabajar
durante ¢l resto del capitualo.

L] Venie t Ventas 1 Ferta t Ventas
1 18435 19 18543 e 17074 58 16903
2 15508 ] 1851 ] ANBE 56 18423
3 15153 3l 20422 » 16985 E a3
4 16854 n ms 0 14536 ] 20m S
L3 178 n m1r " _. 17082 50 1T s
& _15T8 E] 18722 [e] 18782 ] 1T
H 1EIBS = 18907 [5] rR1 [l 16582
[] 12813 F- ] 222 [ 15804 & 194
L] 1am 4 ki) IMES = _teast =] 10453
n 1553 ™ 1877 2 ] 18839 54 [T
1" 1379 = 1869.3 - .11 -] 7484
7] 14535 k] 19728 @ 14213 =] 20077
13 14568 n 18782 ] 14554 24 [T
1" 18758 2 15608 = 17461 2] 15795
15 16462 n 14 £ 1517 ] 17041
16 18144 M 076 =2 15034 0 16708
17 19ME » 1T 14835 n 1
" ] » TS - 19179 n 18

n 15413

T4 19615

Cuadro 4.1: Serie de ticinpo para la seric ventas

Primeramente se grifica la seric para teuer la nocién de su comportamiento
(véase figura 4.1)

Como podemes observar, no conticne ningnna tendencia, y para reafirmar
esto construimos las FAC y FACP correspondientes (véase figura 4.2). Como
podemos ver en la figura 4.2 las autocorrclaciones cacn rdpidamente, csto
nos indica la falta de tendencia, pero podemos ver que tiene astacionalidad.
Entonces sc atacs con un método de alisamiento, recordando que ¢ finico
método capaz de mancjar la estacionalidad, s ¢l método de Winter, por lo
cual cste método sc emplea en este trabajo.

Entonces, una vez que sc hicieron los cdlenlos correspondientes, obtenemos
los pardmetros Gptimos del modelo, los cuales son: o = 0,3948, 8 = 0,0348 y
7 = 0,6351. Entonces, con estos pardmetros obtencmos las salidas del modelo
¥ sus respectivos prondsticos (forecasts). Solo sc mucstran los dltimos 25
obscrvaciones de la serie y sus respoctivas salidas, aplicando ¢ modelo Winter,
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Figura 4.2: FAC y FACP de la scric ventas

asf como sus respectivas predicciones (véase el cuadro 4.2), las cuales son las
correspondientes a un afio (4 trimestres).

Recordando que el método de Winter optimiza los pardmetros de tal for-
ma que minimicen los errores enadréticos medios (ccnacion 2.8), y los cuales
son los «, B y v ya mencionados. En ¢l software statgraphics 4.0 sc pucden
comparar hasta cinco modclos al mismo tiempo y asf poder ver cual de ol
los minimiza ¢l MSE y satisface varias prucbas para los residuos, como lo
vemos en ¢l cuadro 4.3, en ol que podemos ver ¢l modelo Winter(a) compara-
do' con un modelo ARIMA(b), una regresion lineal (¢), una media moévil de

'Como podemos observar el mejor modelo para esta serie es un modelo ARIMA, pero
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Cuadro 4.2: Serie ventas junto con las salidas del modelo Winter, asi como
S8 prondsticos

orden 5(d) y una atenmacién exponencial simple(c), después vemos cl error
comctido por cada uno de los modcelos ya mencionados, como lo son: MSE
(crror cuadritico medio), ¢l MAE (crror absoluto de la media), ¢l MAPE
(porcentaje de error medio absoluto), ¢d ME (error medio) y <1 MPE (por-
centaje medio de error), que en nucstro modelo ¢l MSE s 27540.4 para ol
periodo estimado. En la parte inferior a los errores aparcce mma tabla donde
sc muestran algunos OK, estos nos indican las pruchas que pasaron los resid-
uos, la primera columna (RMSE) no os més que la raiz cuadrada de MSE,
la scgunda columna (RUNS) equivale 2 ¢l quinto supucsto mencionado en cl
capitulo 2 (no existen observacionces aberrantes), la tercer columna (RUNM)
equivale al cuarto supucsto (los residuos ticnen distribucién normal, para to-

s decidid trabajar con los métodos de alisamiento pars esta serie,
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da t), la enarta columa (AUTO) corresponde al tereer supnesto (los residuos
no estén autocorrelacionados), la quinta colmnna (MEAN) corresponde al
primer supucsto (p = 0) y la iltima columna (Var) corresponde a que se
cumpla ol segundo supucsto (Var(€ = @?)). Por otro lado, las prucbas que
son aceptadas son las que ticnen un OK, con un 90% de confianza? y las que
tienen un * son las que son violadas con cierto grado de confianza (como se
ve en la parte inferior del enadro 4.3).
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BV % Tary fsn ssenrvive s dove and balow nadion
AT = Rex-Flarcs bevt fox ewcem ive swmcerralation
BIAN = Tery far diffvrance in mean Jov half ve Ind hall
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= = mugially significas (0.05 < 3 <= 0.10)

= = pignificene (0.01 < p o= 0.83)

= highly significans (p €= 0.91)

Cuadro 4.3: Comparacién del modelo Winter con otros modelo estadfsticos.

SE pucde observar que ¢l modelo pasa 4 de las 5 prucbas, lo enal es muy
bueno, debido a que esto nos dice que ¢ modelo esta captando la mayor
informacién posible. Abora bien, en ¢l caso de la varianza podemos ver la
grifica de los residuos contra ¢l tiempo (ver figura 4.3), y podemos observar

?Esto gracias al P-value
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140 Primera aplicacion: método estadistico ( “Serie Ventas™)

que al final las oscilaciones se cstabilizan, por tal razén, sc opto por no hacer
ninguna transformacion para normalizar la seric y dejar asf los resultados
arrojados por ol modelo.

Eeadual Plot for Ventas
m:: . smoothingw ifh alpha » 03948, beta= 0,004, gomma = 06351
400 -
.| |
3 of
[
-0
00 |, r.

0 = 64 156 168

Figura 4.3: Grifica de los residuos para la seric ventas

Por iiltimo sc presenta la comparacién cutre los datos reales y las salidas del
modclo Winter(ver la figura 4.4).

— Serie ventas
- Winter

Figura 4.4: Comparacion eutre la scric original (ventas) vy las salidas del
método de Winter

Después de tratar esta seric con redes neuronales se comparara con las prodic-
ciones arrojadas por ¢l método de Winter para saber que modelo sc ajusto
mejor a esta seric.
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4.2. Primera aplicacién; redes neuronales (“Se-
rie Ventas”)

Como ya sabemos, el modelo a utilizar es un perceptrén multicapa con mecan-
ismo de aprendizaje backpropagation, entonces se opto por utilizar tres capas
gracias al teorema de Funahashi, sc trabajo con un nimero diferente de neu-
ronas tanto de entrada como ocultas para ver cual minimizaba ¢l error de
entrenamiento y el de validacién, se emplearon inicialmente 4 neuronas de
cntrada, 2 intermedias (ocultas) y 1 de salida, pero debido a que arrojaba
mucho error se opto por utilizar mis neuronas de entrada, entonees se proce-
dié a trabajar con 8 ncuronas de entrada, 4 intermedias y 1 de salida (8:4:1),
pero los resultados no fucron muy bucnos, lucgo se opto por una red (16:8:1)
¥ los resultados mejoraron un poco, pero se termino con una red (12:2:1) esto
debido a que se inicio con una red (12:6:1) y se fue incrementando una new-
rona intermedia cada vez y después se disminuyo para ver cual daba mejores
resultados, y la arquitectura que arrojo mejores resultados fue: 12 neuronas
cn la capa de entrada, 2 neuronas en la capa oculta y 1 neurona de salida
(como se muestra en la figura 4.5).

Figura 4.5: Representacion de la red utilizada para la serie ventas

Las funciones de activacién para las neuronas de entrada fucron lineales al
igual que el de la neurona de salida y la funcién de activacién de las neuronas
de la capa oculta cs tanh. En relacion con ¢l método de aprendizaje se utilizo
¢l momento (p) con valor de .25 y factor de aprendizaje («) con valor .1,

-Acatlin- UNAM -Actnaria-




142 Primera aplicacion; redes neuronales { “Seree Ventas”)

tanbién s utilizo ¢l podado de pesos para optimizar el modelo y climinar
los enlaces inmecesarios, los pesos iniciales fueron dentro del intervalo (-.1,.1),
ol mimero de iteraciones fuerou hasta 18200 y la cjecucién del conjunto de
test eada 100 iteraciones, os decir, que después de 100 itcraciones de la fase
de entrenamicnio, e donde los pesos s¢ ajustan, se introduce ¢l conjunto de
prucba para ver la cficacia del modelo al generalizar a partir ddd conjunto de
entrenamiento. En relacién con ¢l mimero de iteraciones, se emplearon 18200
debido a que en cste rango se minimizo el error de prucba(véase figura 4.6).

020 -
015 4
.E il B — RMS Training Error
— s —— RMS Test Error
0.00 t . 1
o 20000 40000 60000

Figura 4.6: Curva de aprendizaje de la seric ventas

Nétese que a partir de un cierto mimero la linea de prueba empicza a divergir,
y csta divergencia comicnza después de 18200 por esa razdn sc detuvo el
cntrenamiento en la iteracién 18200. El error que sc obtuve en la fase de
prucba fue cerea del 6% en la fase de entrenamicnto fue del 7%. Por iiltimo,
sc presentan, las salidas (véase cuadro 4.4) de la red comparadas con las
salidas descadas, y podemos ver que la red arroja algunos resultados certeros
o muy proximos a las salidas descadas.

Antes de proseguir a comparar los prondsticos arrojados tanto por ol método
de Winter como ¢l de redes neuronales, hago un recordatorio en la fase del
preprocesamicnto de datos, la serie no debe de contener tendencia aunque no
necesariamente estacionalidad, esto debido a lo expuesto en o eapitulo 3. La
serie no tiene que tener tendeneia (esto se puede hacer sacando una media
mévil dependiendo de la periodicidad de la serie y restarsela a la original,
amnque despuds se le tiene que agregar) para poder hacer los cdleulos, ya
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Cuadro 4.4: Comparacion de las salidas deseadas con las salidas de la red

que si se meten los datos con tendencia las salidas de la red quedardn por
debajo de las salidas descadas, pero no hay problema si existe estacionalidad
cn la serie, esto se comprucba en el enadro 4.4 donde se trabajo con la seric
con cstacionalidad y la red aprendié este fenémeno. Por otro lado, como
sc pronosticaron 4 valores adelante, se retroalimento la red con los valores
obtenidos por clla misma. Despuds de haber aclarado lo anterior, sc analizan
los resmltados obtenidos por los dos métodos, esto se muestra en ol cuadro
4.5,

Cuadro 4.5: Tabla con los prondsticos de ambos métodos contra los valores
reales (serie ventas)
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144 Segunda aplicacion; mélodo estadistico ( “Serie food”)

en la cual, como podemos observar, la primera columna muestra los val-
ores reales de la serie, en la segunda columna se encuentran los prondsti-
cos obtenidos por redes neuronales y en la parte inferior su respectivo error
cuadritico medio (MSE); en la tercera columna encontramos los pronésticos
arrojados por el método de Winter, asi como su respectivo error, entonces
se observa que el que minimiza los MSE para estos periodos es el método de
Winter y también el que se ajusto mejor a esta serie fue el método de Winter.
Por 1iltimo se muestra la comparacién de los dos métodos y la serie original
(ver figura 4.7)

- I -
L Y ) T
AL A

Figura 4.7: Comparacién de los dos métodos y la serie original (ventas)

4.3. Segunda aplicacién; método estadistico
(“Serie food”)

Supongamos ahora que tenemos las ventas mensuales (véase cuadro 4.6) de
una compaiiia que venda alimento para perro y queremos pronosticar los
siguientes 12 meses, como se habia mencionado anteriormente esta vez se
utilizard la metodologia de Box y Jenkins para tratar esta serie y posterior-
mente se comparard con los resultados obtenidos por RNA's.

Primeramente, se grifica (véase figura 4.8) la serie contra el tiempo como se
hizo en el ejemplo anterior, esto para poder ver que componentes posee la
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Cuadro 4.6: Seric de tiempo de las ventas de alimento (food),las vontas cstan
cn iles

serie y poder tomar las medidas pertinentes, esto se comento en el capitulo
2; para aplicar un modclo ARMA la scric tienc que ser cstacionaria, por
tal razén, debemos ver si no existe tendencia y /o estacionalidad, en caso de
cxistir cualquier componente se aplicard ol operador diferencia dependiendo
del caso.

2

—
| —
—
S
—

BRI

Figura 4.8: Grifica de la serie food

Al observar la scric podemos darmos enenta a simple viste de la existencia de
cstacionalidad y csto también se comprueba con la FAC y la FACP como se
mucstra en la figura 4.9, en donde podemos ver las oscilaciones estacionales
con facilidad las cuales se repiten cada 12 mescs.
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Fignra 4.9: Corrclogramas de la scrie food antes de aplicar una diferenciacion
estacional

Debido a que la seric mostrd estacionalidad se opto por hacer una diferencia
cstacional con periodo 12 y sc obtuvo las nucvas FAC y FACP, como sc
mucstran cn la figura 4.10.

Edunatal Anwomdsinam o spaeded bod  Fosoated Prctial Aavtocomebsisons for acjosd e food
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Figura 4.10: Correlogramas de la serie food despuds de aplicar nna diferencia
estacional 3

Una vez hecha la diferenciacion podemos obscrvar que solo quedan las primeras
antocorrelaciones para ambos corrclogramas, csto nos da mma idea del mod-
clo a cseoger, como puede ser un modelo ARIMA(1,0,0)2(0,1,0)y2 0 un
ARIMA(1,0,1)2(0,1,0),2, las corrclaciones son muy altas y cotonees s re-
comicnda cmplear un AR en wez de un MA, pero no sc descarta la posibilidad
de que puedan ser ambos. Esto se soluciona facilmente gracias a que Stat-
graphics cuenta con yna opeién en la enal pnedes comparar hasta 5 modelos
¥ ver cnal de cllos pasa la mayor cantidad de pruchas para los residuos,
ademis de que modelo tiene ¢l menor MSE. Dicho csto, pasamos a ver las
comparaciones de estos dos modelos ARIMA y poder asi ver cual cs mejor.
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Para csto observenoes el enadro 4.7,
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Cuadro 4.7: Comparacion de modelos para la serie food.

Como podemos ver en este cuadro, sc comparan 5 modelos para la seric en
cstudio, los primeros 3 corresponden a los posibles modelos ARIMA, el cuar-
to a una media mévil de orden 5 y ¢l quinto a una atenuacién exponencial
simple. Con lo anterior podemos ver que los iiltimos dos modelos dejan mu-
cho que desear al fallar en 3 pruchas sin contar que su MSE < muecho mayor
con respecto a los tres primeros. Ahora, haciendo un andlisis de los primeros
3 modclos se observa que ¢ minimo MSE cs ¢l (b), aanque el modelo (a)
también es accptable, pero al analizar las prucbas de los residuos nos encon-
tramos con que cl modelo (b) pasa todas las prucbas micentras el modelo (a)
no pasa una al igual que ¢l modelo (¢). Recordemos que entre mds prucbas
pase ¢l modelo, mayor sera la captacién de informacién del comportamiento
de la serie, por tal motivo sc opto por eseoger ¢l modclo (b) correspondiente a
un modelo ARIMA(1,0,1)z(0, 1, 0)12. Por iltimo, mostramos las salidas del
modelo con respecto a la scric y sus respectivos prondsticos (véase cuadro
4.8) cn donde podemos ver los 12 periodos de prondstico, al igual que en ¢l
cjemplo anterior, primero trabajarcmos la scric food con redes neuronales y
lucgo compararcmos resultados para ver cual modelo se ajusto mejor a la
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Cuadro 4.8: Salidas del modelo ARIMA(L, 0, 1)2(0, 1,0) 5, asi como sus
prondsticos (serie food)

Po 1iltimo mostrames la comparacién del método ARIMA v la scrie original
(ver figura 4.11)

4.4. Segunda aplicacion: redes neuronales (“Se-
rie food”)

Una vez trabajada la scrie food con ol modclo ARIMA, pasamos a tratar
csta misma scric, pero esta vez con redes neuronales, para pronosticar 12
periodos y poder as{ compararios con los prondsticos arrojado por el método
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Figura 4.11: Comparacion de la serie original (food) v las salidas del modelo
ARIMA

estadistico.

Recordamos que nuestra modelo sicmpre va a ser un perceptrén multicapa
con aprendizaje backpropagation, lo interesante aqui cs encontrar la arqui-
tectura adecnada que minimice ¢l error de generalizacion. Se opto por utilizar
una red de tres capas, se inicio con 12 neuronas de entrada y se fue incre-
mentando de una a una las neuronas ocultas y mna neurona de salida, pero
esta vez no funciono tener 12 neuronas de entrada, esto porque no siempre
se¢ puede trabajar todas las series con una misma red, atin cuando tengan la
misma periodicidad. Lucgo sc opto por utilizar 9 neuronas de entrada y se
repitié el proceso con las neuronas de entrada y una neurona de salida, pero
tampoco dio buenos resultados, esto debido a que la curva de aprendizaje
divergia nipldmn-::nt.c y el error de test cra muy grande, luego se escogi6 8
neuronas de entrada y se repitié lo anterior tampoco sin éxito, hasta que se
trabajo con una red con 6 neuronas de entrada y con 3 neuronas en la capa
oculta y una de salida, arrojaba mejores resultados, pero estos fueron mejo-
rados con una arquitcctura(6:5:1) la cnal minimizo ¢l error de test aun més
que ¢l modclo anterior, luego se trato con una red de 4 neuronas de entrada
y sc fue incrementando de una en una las peuronas ocultas, pero volvia a
incrementarse el error de test, por tanto se opto por trabajar con la red con
6 neuronas de entrada, 5 ocultas y una de salida, como se ve en la figura
4.12.
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Figura 4.12: Representacion de la red utilizada para la serie food

Los datos sc normalizaron en ol intervalo [.1,.9] de acuerdo a la ccuacién 3.12.
Las funciones de activacién para las neuronas de entrada fueron lincales, para
las neuronas ocultas sc tomo la tanh v para la neurona de salida una funcién
de activacidn lineal. Para ¢l método de aprendizaje el valor del momento
fue pp =.25, para la tasa de aprendizaje sc tomo a =.05, también se utilizo
¢l podado de pesos para clitinar los enlaces inmceesarios. Los pesos imiciales
estdn dentro del intorvalof-.1,.1), por viltimo cl niimero de iteraciones fue 300,
esito debido & que fuc en el punto donde se minimizo ol error de prucba(véase
figura 4.13) ol enal fue de 5.7% y o crror de entrenamiento fue del 6.3 %.
Al ver 1a figura 4.13 no damos cucenta que a partir de una cierta iteracién
la linca de prucba cmpieza a divergir, entonees lo que se hizo fue detener ol
aprendizaje en la iteracion donde se cncontrd ¢l minimo error de prucha la
enal fue la iteracién mimero 300.

Una vez visto lo anterior, se ponen los prondsticos de ambos métodos para
compararlos con los valores reales y poder decir cual de ellos produjo mejores
resultados, esta comparacién la vemos en el cuadro 4.9.

Podemos ver que en este caso se ajusta mejor el método ARIMA que las
redes neuronales, sin cinbargo analizando los datos obtenidos por redes nen-
ronales podemos ver que conforme pasa ol ticmpo los prondsticos anpiczan
a deteriorarse dristicamente, una posible causa a csto puede ser a la retroal-
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Figura 4.13: Curva de aprendizaje para la serie food

imentacién de la red, esto debido a que la red se va retroalimentando con sus
propias salidas y por supucsto csa salida tiene error, entonees cs légico pensar
que cntre mds periodos se quicran pronosticar mayor scrd ¢l error cometido,
otra posible razén es una tendencia en ol dltimo afo (afio a pronoesticar) que
no pudo captar la red, entonees aunque ¢l moddo ARIMA arrojo mejores
resultados para csta seric, no se pucde descartar la idea de utilizar las redes
ncuronales para csta serie en un periodo corto de ticmpo.

Por 1iltimo sc presenta la comparacion entre los datos reales y las salidas del
modelo ARIMA (ver la figura 4.14).

4.5. Tercera aplicacién: método estadistico (“Se-
‘rie Pasajeros”)

A continuacién mostramos la serie (véase cuadro 4.10), la cnal corresponde
al mumero de pasajeros de una compaiia de transporte que contratan su
servicio de antobuses, la seric o8 mensnal y se desca pronosticar ¢l numero
de pasajeros que se espera que nsen su servicio ol préximo afio (los siguientes
12 meses).
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Cuadro 4.9: Comparacién de los prondsticos arrojados por ainbos métodos y
la serie original (food)

Nucvamente ntilizaremos la metodologia de Box y Jenking para ajustar un
modelo ARIMA que describa ol mejor modelo para esta serie, como hemos
venido haciendo, primero graficaremos la seric (véasc figura 4.15) para tratar
de visualizar sus diferentes componentes y asi cmpezar a ajustar o mejor
modelo.

Al ver la grifica se nota gue contiene tanto cstacionalidad, como tendencia,
esto nos dice desde lucgo gue no cs estacionaria, para comprobar nuestras
hipétesis sobre las componentes que contiene la serie, veamos los corrclogra-
mas (véase 4.16) para ver verificar este hecho.

Al analizar la FAC y la FACP dc la seric podemos ver que tiene una ten-
dencia y estacionalidad de orden 12, para atacar esto primero aplicamos noa
diferenciacién estacional para diminar la estacionalidad, lo cual nos queda
como sc muestra cn la figura 4.17:

La figura 4.17 mmestra que ¢f decaimiento de las correlaciones no cs tan répi-
da como en ol cjemplo anterior, pero tampoco cacn lentamente, digamos que
la cafda se da a wna velocidad intermedia y esto nos conduce a tener dos
pasibilidades: la primera seria que la seric no neeesitara una diferenciacién
simple para quitar la tendencia, y la otra scria que si se necesitara la apli-
eacion de una diferenciacién para quitar la tendencia, pero este problema se
soluciona viendo las series todrieas del cuadro 2.1, que al obsérvalas se nota
que se asemeja a i modelo AR(T), cutonees, esto nos diee que no sc necesi-
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Figura 4.14: Comparacién entre los dos métodos y la serie original (food)

ta una diferencia simple para quitar la tendencia, que solo con la diferencia
estacional basta. Para afrontar este hecho veamos el cuadro 4.11.

Como podemos observar en el cuadro 4.11, los modelos a comparar segin
lo anterior son: (a) ARIMA(1,0,0)z(0,1,0):2 que nos representa al modelo
solo con la diferenciacion estacional, (b) ARIMA(1,1,0)x(0,1,0);2 que corre-
sponde al modelo donde se aplico tanto la diferenciacién estacional como la
diferenciacién simple para quitar la tendencia, (c) ARIMA(0,0, 1)x(0, 1,0)42
que nos representa lo mismo que (a) pero esta vez se utilizo un MA en vez de
un AR para el modelo, (d) una media mévil de grado 5 y (e) una atenuacién
exponencial simple. Gracias a esto podemos ver que tanto el modelo (a) co-
mo el (b) se ajustan bien al problema, i,e, pasan todas las pruebas de los
residuos, pero el modelo que tiene un MSE menor, ademés por el principio
de parsimonia®, el modelo (a) es el modelo éptimo para esta serie, esto solo
viene a confirmar lo que se habfa dicho sobre que el mejor modelo era un
ARIMA(1,0,0)z(0, 1,0);3. Entonces, una vez seleccionado el modelo adecua-
do que nos describa la mayor informacién de la serie, se muestran las salidas
(solo las dltimas 25) del modelo, asi como sus prondsticos respectivos, los
cuales se muestran en el cuadro 4.12.

Estos resultados serdn comparados con las predicciones arrojadas por redes
neuronales para determinar que modelo se ajusta mejor a esta serie.

I Rscoger el maodelo con el menor mimero de pardmetros que describa el modelo.
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Cuadro 4.

?

» de ticnpo de la serie pasajeros

Por iiltimo sc presenta la comparacidn cntre los datas reales y las salidas del
modelo ARIMA (ver la figura 4.18).

4.6. Tercera at:licacién: redes neuronales (“Se-
rie Pasajeros”)

De igual mancra como hemos estado haciendo, pasamos a tratar csta seric
con tedes neuronales y pronosticar 12 periodos a futuro, y con esto poder
comparar con los resultados obtenidos con o método estadistico.

La red fue la misma que en los cjemplos pasados y of mecanismo de aprendiza-
de neuronas cn la capa de entrada ¢ inteninediag), pero la que mejores resul-
tados arrojo fue una arquitectura cou 12 nouronas de entrada, 8 newronas
ocultas y 1 de salida (ver figura 4.19).

Las funcioncs de activacién son las mismas, lincales para las neuronas de
cuntrada y dec salida y tanh para las ncuronas de la capa oculta. Para ol
método de aprondizaje sc tomo para ol momento g =.25, para ol caso de la
tusa de aprendizaje sc tomo o =08, nuevamente sc utilizo ¢l podado para
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Figura 4.15: gréfica de la serie pasajeros
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Figura 4.16: correlogramas de la serie pasajeros

eliminar los enlaces innecesarios, los pesos estdn dentro del intervalo (-1,1) y
los datos se normalizaron en el intervalo [0,1] de acuerdo al a ecuacién 3.11.
Por 1iltimo el niimero de iteraciones fue de 10900, debido a que fue el punto
donde se minimizo el error de prueba(ver figura 4.20).

El error de prueba fue cercano al 4% y el error de entrenamiento fue cer-
cano al 3%, que es considerablemente bajo a pesar de que la serie cuenta
con tendencia y estacionalidad, pero hay que recordar que cuando una serie
tiene tendencia se le tiene que quitar para poder trabajar con una serie esta-
cionaria, como en el caso de los modelos ARIMA que exijen que la serie sea
estacionaria, ahora regresando al caso de redes, cuando se trabaja la serie
se esta trabajando con una serie estacionaria debido que primeramente tuvo
que haber un preprocesamiento de los datos para quitar estas componentes
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Figura 4.18: Comparacién entre el modelo ARIMA y la serie original
(pasajeros)

¥ después de que haya terminado la red en aprender y después de que haya
arrojado su pronostico se le suma la tendencia para que este completa la
serie.

Una vez expuesto lo anterior se muestran los pronésticos arrojados por ambos
métodos (ver cuadro 4.13) y se comparan con los valores reales respectivos a
sus periodos, y asi poder concluir cual modelo arrojo mejores resultados.

Al observar el cuadro podemos notar que las redes neuronales son las que
mejor se ajustan a esta serie en particular, al tener un error cuadratico medio
menor al obtenido por el ARIMA, por tanto podemos decir que se ajusto
mejor el método de redes neuronales que el método estadistico.

-Acatldn- UNAM -Actuaria-



Capitulo 4 157

(A} ARXFAL,0,00%(0,1,0112 with constant

(B) ARTEALL,1.00x10,1,0)12 wich conscanc

{0y ARTRA0,0,.1)x00,1.0)1Z with constast

{0} Simple mowing serage of § tems

(H) Siwpls axporintial moocthing with alpha = 09999

Escimacion Fericd

Modal MSE L mer = R

W 106.228 8.18453 3.20567 0. 189501 -0.273505
O § T H 8.32687 3.2179 ~0.0066595L -0.135474
€ 14548 10. 556 4.24945 0.0898553  =0.851923
@) 2827.63 . 4M4 13.%a €. 7937 0.969093
AW 981753 0 23.9022 0 @.50169  2.21988  0.4L36ES
Wodsl RSN HEE WM AUTO MEAN VAR

w 10.32067 ® OoF O O ox

| 10.5029 O OX OF ox oK

[i=] 13.2268 [ 4 o v ww

m 50.275F e wTwr wv K YW

n 3130 we QE WY @K v

Cuadro 4.11: comparacién de diferentes modelos para la serie pasajeros

Por 1ltimo sc presenta la comparacion grifica entre los datos reales y las
salidas de los dos modclos (ver la figura 4.21).

4.7. Cuarta aplicacién: método estadistico (“Se-
rie Revistas”)

Esta vez analizarcinos una seric seranal, os decir, corresponde a una seric de
ventas semanales de una revista y se desca pronosticar ¢l siguiente mes, os
decir, las siguientes cuatro semanas®, Ia serie revistas se muestra en o cuadro

4Se opto por pronasticar solo un mes y no un afio, esto debido a que su periodici-
dad es semanal, y por tanto sus prondsticos serian bastantes v como consecuencia se iria
degradando la exactitud del prondstico
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Figura 4.19: Representacion de la red utilizada para la seric pasajeros

4.14.

Considerando hgréﬁmdclumﬁcpmpud;:ridmtiﬁwuixtmmmmtm
que conticne la serie, la cual se mucstra en la figara 4.22.

Al obscrvar la grifica podemos ver que no existe tendencia, pero no es claro
la existencia de estacionalidad, por csta razén, tenemos que analizar los cor-
relogramas para poder ver si existe o no cstacionalidad (4.23).

Al analizar las FAC y las FACP podemos observar que cfectivamente no
cxiste tendencia y, en relacién con la existencia de estacionalidad, pode-
mos ver que cxisten corrclaciones que sc repiten, pero no mds alli de dos
veees, osto nos dice que no existe estacionalidad, por tanto no se neeesi-
tard aplicar una diferencincién estacional, pero al haber un comportamiento
casi estacional, nos habla de la necesidad de integrar wno o nds paramet-
108 cstacionales. Entonces con base en lo anterior y las caracteristicas de las
FAC y FACP, los modelos a considerar son: wn ARIMA(1,0,0)x(0,0,1)/*, un
ARIMA(1,0,1)x(0,0,1)r, un ARIMA(0,0,1)x(0,0,1)}7, un ARIMA(1,0,0)x(1,0,0):

PEl T es porque la serie viene diariamente v su periado estacional cada 7 dias que
corresponde & una semana.
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Figura 4.20: Curva de aprendizaje para la seric pasajeros

y un ARIMA(1,0,0)x(1,0,1). Estos modclos son comparados (véase cuadro
4.15) para obscrvar cual cs ¢l modelo que mejor se ajusta a nucstros datos.

En ¢l cuadro 4.15 podemos ver que cl modelo que pasa todas las prucbas,
as{ como ¢l que tiene el minimo MSE ¢s ¢l modelo (a); que corresponde a
un ARIMA(1,0,0)x(0,0,1);. Entonees una vez que s a clegido ¢l modelo, sc
mucstran las salidas del modelo (solo las ltimas 25), asf como los pronGsticos
arrojados por ¢l mismo (véasc cuadrod.16), para poder compararlos con los
pronésticos arrojados por redes neuronales.

Debe notarse la importancia de saber la periodicidad en la cual la serie
vicne, por que sf uno cscoge una periodicidad diferente, ¢l modclo nunca se
va ajustar y provocara muchos crrores en log prondsticos.

Por 1iltimo sc presenta la comparacién entre los datos reales y las salidas del
modelo ARIMA(ver la figura 4.24).

4.8. Cuarta aplicacién: redes neuronales (“Se-
rie Revistas”)

Ahora pasamos a trabajar esta seric(4.14) con redes neuronales para poder
pronosticar 4 periodos a futuro y compararlos con las predieciones arrojadas
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Figura 4.21: Comparacién entre los dos métodos y la serie original (serie
pasajeros)

por el modelo ARIMA.

Primeramente se normalizaron los datos en un rango [0.1, 0.9] utilizdndose la
formula 3.12, se trataron varias arquitecturas, pero la que mejores resultados
dio fue una red con 12 neuronas de entrada, 5 neuronas ocultas y una de
salida(como se muestra en la figura 4.25).

Las funciones de activacién fueron lineales tanto para las neuronas de entrada
como para la de salida, las funcién de activacién para las neuronas ocultas
fue la tanh. Para la fase de aprendizaje se utilizo p =.25(momento) y una
tasa de aprendizaje a =.07, nuevamente se utilizo el podado de pesos para
optimizar el modelo y eliminar los enlaces innecesarios, los pesos iniciales
fueron dentro del intervalo (-.1,.1). Esta vez se detuvo el entrenamiento en la
iteracién mimero 28800, esto debido a que fue el punto en donde se minimizo
el error de prueba, para apreciar esto mejor veamos la figura 4.26.

En esta grdfica podemos apreciar que donde se encuentra el minimo de la
curva de prueba es cerca de los 30000 y para ser exactos es en el punto
28800, después de este punto empieza a divergir el error de prueba y como
consecuencia a degradarse nuestros prondsticos. El error de prueba fue del
3% y el error de entrenamiento fue del 4.2 %, esto quiere decir que se ajusto
muy bien la red a la serie. Una vez terminado la fase de entrenamiento se
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Figura 4.23: Corrclograinas de la serie revistas

pasa a mostrar sus ultimas 25 salidas de la red comparadas con las salidas
deseadas lo cual se muestra en ¢l cuadro 4.17

Una vez que sc mostraron las salidas de la red pasamos a comparar los
prondsticos arrojados tanto con d método cstadistico como con redes neu-
ronales y as{ poder ver cual método se ajusto mejor a csta serie. Para poder
obscervar csto veamos ¢ cuadro 4.18

Finalmente podemos observar que ¢l método de redes newronales arrojo
mejores prondsticos, al tener un MSE mucho menor que al arrojado por
¢l método cstadistico, sto nos habla de que la red aprendié bastante bien
¢l comportamiento de la serie. Con csto vemos la importancia que ticne ¢l
tener un buen entrenamicnto y wn bajo nivel de error de prucba, para un
buen prondstico.
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Figura 4.24: Comparacitn entre los dos métodos y la seric original (revistas)

Por tltimo sc presenta la comparacion entre los datos reales y las salidas de
los dos modclos (ver la figura 4.27).

4.9. Quinta aplicacién: método estadistico (“Se-
rie Tiie”)

En csta viltima aplicaciom sc trataran de pronasticar 12 periodos, de la serie
Encro de 1980 hasta Abril del 2002, Nucstro propdsito cs pronosticar los
praximaos 12 meses. Primeramente se muestra la seric de la Tiie en ¢l cuadro
4.19.

Luego de presentar la scrie, la graficamos para hacer un previé analisis sobre
sus caracteristicas antes de pasar a analizar las FAC y FACP de la scrie,
entonees la grifica se muestra en la Sgora 4.28.

Al analizar csta seric parcce que no existe cstacionalidad, amque osto lo
confirmarcmos con ayuda de los corrclogramas. En relacién con la tendencia
parcec que si existe una tendencia negativa, annque esta vez no se ve tan
claro como en los cjemplos anteriores, pero hay ocasiones on la que ol solo
heeho de estudiar la grifica no basta, por las razones recién descubiertas (no
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Figura 4.25: Representacion de la red utilizada para la serie revistas

sicmpre sc ve a simple vista), entonees para esto pasamos a estudiar la FAC
y la FACP dec la seric para poder determinar que componentes conticne la
serie en estudio. La figura 4.29 muestra la FAC y la FACP respectivamente.

Al analizar los corrclogramas obscrvamos que cfectivamente existe una ten-
dencia, esto debido a que las correlaciones cacn lentamente a cero. Entonees,
se aplican operadores en diferencia a la scric para quitar la tendencia y asf ver-
ificar si realmente no existe cstacionalidad, la figura 4.30 mucstra la FAC y
la FACP ya diferenciadas.

Al analizar los correlogramas de la figura 4.30 observamos que efectivamente
no cxiste cstacionalidad, y que ya no se necesita otra diferenciacion sim-
ple para hacer estacionaria la scric. Entonees, obscrvando las caracterfsticas
de los corrclogramas sc tienen dos posibles modelos a considerar: Un ARI-
MA(2,1,0) 0 un ARIMA(2,1,1), esto debido a que el modelo se parcee a un
modelo tedrico (ver el cnadro 2.1) el enal corresponde a i AR(2), pero tam-
bién cabe la pesibilidad de que pueda ser un ARIMA(2,1,1). Comparemos
los dos modclos para ver cual sc ajusta mejor a la scrie, lo cual s¢ mucstra
en ¢l cuadro 4.20.

Al ver este cuadro nos damos enenta que el modelo que pasa todas las prucbas
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Figura 4.26: Curva de aprendizaje para la scrie revistas

es ¢l modelo (a) el cual corresponde 2 un ARIMA(2,1,1), pero el que tiene el
menor MSE cs el modelo (b) que corresponde a un ARIMA(2,1,0), entonees
cotramos cn un dilema, pero sc opto por escoger ¢l modclo (&), debido a que
la diferencia ded MSE entre el moddo () y (b) cs mihima y a que ] modclo
(a) pasa todas las prucbas para los residuos, csto no quicre decir que no sc
puecda ocupar cf modelo (b), pero a cansa de que el modelo (a) pasa todas
lax pruchas y su error cuadritico medio no dista mucho del modelo (b), se
puede suponcr que se tendrian mcjores prondsticos con ¢l modclo clegido.

Entonces, una vez clegido el modelo, se presentan las salidas (las tiltimas 25
salidas) del mismo, asi como sus respectivos prondsticos, en o cuadro 4.21
s¢ muestra lo anterior.

Cabe moncionar que debido a que la Thie es una variable en la cual puede
haber cambios my drésticos, se recomendarfa que en un caso practico solo sc
tomara on cucnta ¢l primer prondstico, esto debido a que si uno desca trabajar
con una variable como cstd, sc pucde cncontrar con muchas sorpresas, como sc
veri al comparar los resultados obtenidos con los reales. A fin de cjemplificar
osto se opto por pronosticar todo ¢l ano.

Por 1iltimo se presenta la comparaeién entre los datos reales y las salidas del
modclo ARIMA (ver la figura 4.31).
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Figura 4.27: Comparacién entre los ‘dos métodos y la serie original (revistas)

4.10. Quinta aplicacién: redes neuronales (“Se- ‘
rie Tiie”)

Ahora pasamos a tratar esta serie con redes neuronales, y asi poder pronos-
ticar 12 periodos a futuro para después comparar los resultados con los ar-
rojados por el modelo ARIMA.

Primeramente se normalizaron los datos en un rango de [0.1, 0.9] utilizdndose
la formula 3.12, luego después de varias arquitecturas se utilizo una red con
12 neuronas de entrada, 6 neuronas en la capa oculta y 1 neurona de salida
(ver la figura 4.32), la cual fue la que arrojo el menor error de prueba.

Las funciones de activacién fueron lineales tanto para las neuronas de entrada
como para la de salida, las fancién de activacién para las neuronas ocultas fue
la tanh. Para la fase de aprendizaje se utilizo u =.2 y una tasa de aprendizaje
a =.08, nuevamente se utilizo el podado de pesos para optimizar el modelo y
eliminar los enlaces innecesarios, los pesos iniciales fueron dentro del intervalo
(-.1,.1). Esta vez se detuvo el entrenamiento en la iteracién nimero 800, esto
debido a que fue el punto en donde se minimizo el error de prueba, para
observar esto veamos la figura 4.33.

El error de prueba fue del 1% y el error de entrenamiento fue del 2%, lo
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Figura 4.29: Correlogramas de la serie Tiie

cual podemos decir que es bastante bueno, anngue hay que aclarar que csta
conclusin cs subjetiva debido a que para otros el crror Gptimo bien podria
scr menor (aungue 1o os cste ol caso debido a gue los errores son my bajos).

Abora pasamos a mostrar los prondsticos arrojados tanto con o método
cstadistico como con redes neuronales y asi coneluir cual modelo se ajusto
mcjor a la scric. Para lograr csto observemos ¢l cnadro 4.22

Finalmente podemos obscrvar que ¢ método de redes neuronales arrojo
mejores prondsticos, al tener un MSE menor que al arrojado por ¢ método
estadistico, mumque en este caso la diferencia entre los modelos no ex mucha.

Para finalizar se presenta la comparacién grafica entre los datos reales y las
salidas de los dos modelos (ver la figura 4.34).
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Fignra 4.30: Corrclogramas de la serie Tiie después de que se aplico ima
diferenciacion simple
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Figura 4.31: Comparacion entre la seric original (Tiic) y las salidas del inodclo
ARIMA

Aqui podemos ver que los dos modelos se ajustaron bien a la serie.
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Figura 4.32: Representacion de la red utilizada para la serie Thic

oM

ooe

o047 1

e — RIS Training Emor
 Sand — RWIS TestEmor
= 008

003

Ll

01

Figura 4.33: Curva de aprendizaje de la seric Tiie
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Cuadro 4.12: Salidas del modclo ARIMA(1,0,0)z(0,1,0)12, asf como sus

prondsticos para ol signiente ano (scric pasajeros)
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Cuadro 4.13: Comparacién de los prondsticos arrojados por ambos métodos

¥ la serie original (serie pasajeros)
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Cuadro 4.14: Serie de tiempo para la serie revistas
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Hodel Comparison

Daca wariable: Vencas

mbar of chiervations = 91
Start index = 01/01/50
Sampling interval = 1.0 dayis)
Lengeh of ssasonality = 7

Bodels

(A) ARIFA(L,0,00x(0,0,1)7 with constant
B) ANIMA{L,0,13%(0,0,1}7 wicth constant
IC) ARTMA{D,0,13x(0,0,1}7 wich constant
) ARIRA{D,0,1)x(1.0,0)7 with constant
(X} ARIMAGL,0,01x(1,0,1)7 wich constant

Dstinarion Peried

Nodal NSE MAR RAFE ne L
(L] E. 6438307 5849 54 E. 41518 =i.31342 =0. 447261
L 5.6829X7 5945.2 5. 40661 =5.37344 =0, 446083
{cy €. 3071K7 €566.82 6. L0843 204763 -0, B26234
) €. T5807H7 €663. 12 6. 19587 -29.4321 -0, ¢09177
(L4 5.6583K7 58z1.85 5.38681 =L.S60E4 =0, 422385
Hodsl PHSE FUNS RUNM AUTO NEAN VAR
Ay TELZ, 54 o oK oK L
L] 7538. 5 oK oK L4 ok oK
ich TML. T oR e =T N K
(L] BIZ0.75 S e *=* O OK

ok o

i TELS. &4

Cuadro 4.15: Comparacion de diferentes modelos para la serie revistas
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Figura 4.34: Comparacién grafica entre la serie original (Serie Tiie) y los dos
modelos
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Cuadro 4.16: Salidas del modelo ARIMA(1,0,0)z(0,0,1);, asi como sus
prondsticos para el siguiente mes (serie revistas)
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Cuadro 4.17: Comparacién de las salidas descadas con las salidas de la red
de la serie revistas

Cuadro 4.18: Comparacion de los proudsticos arrojados por mnbos métodos
red (serie revistas)
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Cuadro 4.19: Serie de tiempo para la Tiie
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Data warishble: Tiie
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Cnadro 4.20: Comparacidn de diferentes modelos para la serie Tiic
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Cuadro 4.21: Salidas del modelo ARIMA(2,1.1), asi como sus prondsticos
para el siguiente afio (serie Tiie)
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t__ | velores odginales | redes | arima
%9 02 =] 1531
i) 37 4,94 3.94484
771 5 53| 3913 |
iz 05 560 40317
273 A7 568 4.02008
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275 k4 506 | 38999 |
276 13 461 38406
277 a7 7] 78831
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279 = 381 60862
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ARINA
86008005| 17.4641554

Cuadro 4.22: Comparacién de los prondsticos arrojados por los dos modelos
¥ la serie original (Seric Tiic)
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Conclusiones

Una vez expuesta la teorfa y algunas aplicaciones de los métodos de redes
neuronales y de los modelos autorregresivos y de promedios méviles integra-
dos (ARIMA), sc puede concluir que efectivamente las redes neuronales sc
pueden utilizar con ¢l fin de prondstico de series de ticmpo, cuya precision
depende de un buen entrenamicento, en ¢l cual entre menor sca o crror de
prucba, mejores serfun los prondsticos. Con csto se demucstra la hipGtesis
planteada en este trabajo cen ¢l sentido de que las RNA’s pueden obtener
resultados comparables a los métodos estadisticos tradicionales, obteniendo
en algunos casos incluso ajustes superiores., En este trabajo se han hecho
algunos experimentos que sustentan estas afirmaciones, sin pretender dar re-
sultados de cardcter general relacionados a una forma de modelar que resulte
was cfectiva que otra. Para cllo, considero que se abre un tema que se cn-
cucntra firera del alcance de este trabajo y que consistirfa cu hacer un andlisis
estadfstico exhaustivo, ajustando miles de scrics con ambas metodologias y
comparar la bondad cstadistica de cada una de cllas.

Las ventajas que ofreee ¢l trabajar con RNA's se refieren al hecho de no
suponcr que siguen alguna distribucién en particular, no sélo para ¢l conjunto
de entrenamicnto, sino para los residuales (por ¢jermplo normalidad o ruido
blanco), como sucede con la mayorfa de los métodos estadisticos paramétricos
tradicionales. Otra ventaja que ofrecen las RNA's se deriva del hecho de
no preocuparse por ¢l problema de estacionalidad, esto debido a que las
RNA’s pucden aprender bien este comportamicnto (aunque tambiéu se puede
hacer un reprocesamicnto de los datos para tratarla). En cambio, al aplicar
modelos ARIMA se tiene que hacer una diferenciacion estacional (o introduceir
pardmctros estaciénales al modclo) para poder hacer estacionaria la serie.
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En relacién con la tendencia, ambas técnicas exigen la eliminacién de ésta
ya que, de lo contrario, las salidas de los modelos quedan muy por dehajo
de las salidas deseadas y, por lo tanto, los prondsticos tendran este mismo
problema.

Un problema que plantean las RNA's se refiere a la arquitectura adecuada
que se debe de utilizar, ya que aunque existen aproximaciones heuristicas
para definir el niimero de neuronas en la caba oculta, no existe un método
que establezca de manera categérica el niimero Gptimo de éstas para cada
problema. Es muy importante en este sentido, tomar en cuenta la practica y la
experiencia como auxiliares en la formulacién de una arquitectura adecuada.

Por tanto, es importante darnos cuenta del enorme terreno que estdn ganando
algunas técnicas relativamente recientes, como las RNA's, en problemas tan
relevantes como el pronéstico de series de tiempo, entre otros, con resultados
muy satisfactorios.
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