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Introducción

Todos sabemos que el poder predecir el futuro es imposible, pero eHO 110

quiere decir que 110 1I0H podamos aproximar a lo que pueda suceder y obvi­
amente, entre mejor 1I0H acerquemos a lo que pueda pasar, es posible tomar
mejores -procaucioncs. Un ejemplo Hería una compañía, en la cual He desea
saber CUlUltO podrían ser sus venta'! para el siguiente periodo, y usí poder
tomar las medidas pertinentes, ya sea para comprar la suficiente materia pri­
ma o ver que se puede hacer para mejorar esas ventas. E.sstc tipo de problema
puede ser atacado por IOH métodos clásicos de series de tiempo(siempre y
cuando He cuente con historial de IOH datos a pronosticar], aunque reeicn­
tcmente He ha desarrollado una nueva teoría para poder predecir series de
tiempo, las cuales son conocidas corno redes neuronales artificiales. Por esta
razón, He trabajarán estas dos técnicas de pronóstico para valorar la eficacia
de ambas,

De está forma en el primer capítulo He establece una clasificaci ón de los méto­
dos de pron óstico, dividiéndolos en: Subjetivos, causales, de extrapolaci ón y
no tradidonales(R.cdes neuronales), con el fin de poder dar una clasificaci ón
inicial tanto a las series de tiempo como a las redes neuronales.

El propósito del segundo capítulo es dar a conocer la teoría para los modelos
tradicionales de serios de tiempo con el fin de pronosticar, tanto para los
métodos de alísamicntofatcnuaci én), IOH causalcsíregrcsión lineal), así como
para la metodología de Boxy Jcnkins, Además, He explican algunos conceptos
fundamentales concernientes a series de tiempo, y la forma en que resulta
conveniente Sil uso.

La formalizaci ón de las redes neuronales artificiales He hace en el capítulo 3,

9



10 Hipótesis

el cual uos da un panorama general de las redes neuronales, desde Sil unidad
fundamental, la neurona, hasta la.agrupación de muchas de ellas (redes neu­
ronales), a.'!í COlDO loo tipa¡ de redes neuronales que CXÍh'tCIl, Sil clasifieaeíén,
8US tipos de arquitectura y sus IJIC(:mUSIIlOH de aprendizaje. Finalmente se
analiza la estructura. de la red y el mecanismo de aprendizaje que se uti­
lizará para predecir.

Toda la.teoría CXPU(~;ta, tanto de Ia.s técnicas tradicionales de series de tiempo
como de redes neuronales es aplicada finalmente a ;; series, constituyendo esto
el 4 capítulo.

0.1. Objetivo

Aplicaci ónde Redes Neuronales al problema. de pronóstico y comparaeién con
looresultados obtenidos a través de técnicas de series de tiempo tradiciouales,

Objetivos particulares

• Describir les fnndazfICntvfi to6ricoo de la.... redes neuronales arlificialcs y
su aplicación al problema de pronéstieo de series de tiempo.

• Describir la metodología estadísst.ica tradicional para la soluci ón al prob­
lema de pronÓt.t.ioo de series de tiempo.

0.2. Hipótesis

Comparar dos metodologías distintas para la. predicción de series de tiempo
y demostrar que es posible obtener resultados con redes neuronales eompa­
rables 11 los obtenidos con métodos cstadfstiees tradicionales.

UNAM -Actuaría-



Capítulo 1

Métodos de Pronóstico

1.1. Situación actual

Eu la." sociedades donde vivimos, el riesgo y la incertidumbre ante el futuro,
aparecen como problemas a los que los distintos agentes tratan de adaptarse
de diferentes maneras. Para reducir el grado de ínccrtídumbrc He suele recurrir
a la elaboración de previsiones que tratan de anticipar la evolución de algún
fenómeno . El disponer, en el presente, de 11I1 conocimiento sobre el futuro,
aunque sea de fonna aproximada, facilita la toma de decisiones en las que
incurrimos cuando pretendernos anticipamos a IlIIa realidad determinada,

Existen en la actualidad muchos métodos de pronóstico que varían en pro­
cisi ón y complejidad y cada 11lIO de ellos con una aplicación especial que hace
de SIl selección un problema de decisión influido por diversos factores, como
por ejemplo, la validez y disponibilidad de los datos históricos, la precisión
deseada del pronóstico, el costo del procedimiento, los beneficios del resulta­
do, los períodos futuros en que He deseo pronosticar y el tiempo disponible
para hacer el estudio, entre otros.

Es evidente la importancia que el pronóstico tiene en la toma de decisiones
como son problemas de inventario, planeación de la producción, planeación
financiera, control de proec.."lOS, cte. Por ejemplo Pensemos en un empresario



12 Sítuflrián actual

que quiere diseñar IUI plan cstratégíco para su empresa pero que necesita para
ello conocer cuales son sus ventas futuras, La decisi ón no se basará única­
mente en los datos 'U.."tllale¡ di.'lpollibl~ sobre la'! ventas, sino que t.ambién
se apoyará en SILO; valores históricos, independientement.e de la consideración
de otras técnicas de previsi ón. R'! claro que el riesgo qne se tieue al tomar
una decisión no puede eliminarse totalmente, pero el propósito del proIlÓKti­
a) es reducir ese ri<~go y dependerá del método que se utilice el disminuir
o aumentar la magnitud del error que se pueda cometer. flay que tomar en
cuenta que al definir la'! variables que van a ser analizadas, se determina de
hecho la fonna que tendrá el prouéstico, mientras que la exactitud deseada
dependerá, en grun medirla, de la calidad de la informaeién, dicho de otra
mane.era, la certeza en la calidad de los resultados de un plUllÓb'tico jamá..'1
podrá ser mejor que la calidad de los datos.

Lacalidad de IrXi datos depende de cuidar t res lI.'¡pr.xitos principales; su origen,
disponibilidad y adccuacién al ajuste,

El origen de 1<Xi datos depende directamente del tipo de variable que va
a ser pronosticada, debiendo vigilar que la fuente donde se recolecten sea
lo mlí.s confiable y observando cuidudOllalocutc cómo 80 n obtcllidCfi, yü que
existe la posibilidad de presentarse el ClL'lO de escasez de data; o abundancia
de 10M mismos. Si éste es el C3.'lO, es conveniente establecer algím criterio pardo
classnficarlos. A.simismo, si so trabaja sólo a:m una muestra de la pobIaci.ón, es
importante cuidar la rcprescutarividad de dieha muestra y por ende, todos
los aspectos Inherentes a ello.

Otro 3S}X-'Cto es la disponibilidad de 11J6 datos, esto es, el tener la seguri­
dad de que estarán disponibles en el momento que se van a necesitar y si
el resultado de su recopilación sigile ajILstándosc a nuestros requerimientos
originales.

Por último, hableIllos del ajuste de k1/; <iaUJS. Es muy común que los da.tc1/;
deban modificarse de alguna manera antes de iniciar el análisi;s para pronos­
ticar <''OH el objeto de que resulten mús eficientes. Esta modificación recibe
el nombre de Aju.~te y puedo llevarse a cabo de variars formas: una de e11<L.,. y
quizá la m{L.... común es por períodos de tiempo; otra fonna es la transforma­
ci ón de los mismos, o sea la aplicación de una transformación simple a la;
datos originales.

-Aca tl án- lJNAM -Actuaría-



Capítul o 1 13

En lo concerniente al factor tiempo debernos conocer tres de sus compo­
nentes principales como son: Período, horizouie e internolo del pronóstico.

El período es la unidad básica de tiempo en que el pronóstico es hecho:
mensual, trimestral, anual, etc . El horizonte es el número de períodos que en
el futuro cubrirá el pronóstico, o sea el alcance del mismo. La fn..xarcncia con
la cual el pronóstico debc ser revisado se denomina intervalo del pronóstico
y con frecuencia éste y el período son iguales, de tal forma que el pron óstico
será revisado cada período.

1.2. Métodos de Pronóstico

Definiremos brevemente un método de pronóstico como un proceso para pro­
decir el futuro, el cual nos dirá lo que es más seguro que ocurra en el futuro.

UlH métodos de pronósticos se pueden dividir principalmente cu dos tipos:
Métodos cualitativos y métodos cuantitat ivos,

1.2.1. Métodos Cualitativos

También llamados tecnológicos, porque históricamente se usaron primero
para pronosticar cambios tecnológicos, Este método es apropiado cuando
los datos confiables son escasos o difíciles de emplear o cuando el tiempo
para elaborar el pronóstico es CHCa.'iO, en otras palabras, la posición central
en estos métodos no la tienen los datos pasados, sino la experiencia de las
personas, Frecuentemente, se usa la experiencia y buen juicio de varios ex­
pertos. Existen tres métodos principales, los cuales son:

Método Subjetí1lo(o Intuitiuo]. Se basan en el juicio personal y pueden hacer
uso de cualidades ClJmO la intuición, la opinión de un experto y la experien­
cia, un ejemplo es el método Delphi(o Delfos].
Método Explomtorio(o Prospedino], Se parten de las experiencias pasadas y
presentes para proyectar al futuro, sopesando las diferentes posibilidades.

-Acatlán- UNA~1 -Actuar ía-



14 /..1 étodo« tic Protuisiico

Mét.cdo Nonnativo(o Deductiuo]. En ¡~¡UlK 1lC procede al revés, 1lC parte de la....
metas u objetiva; a lograr cm el futuro y 1lC analiza qué 1lC necesita paza 10­
grados Y con hase en eso poder pensar cuándo sucederán IUiCVCJ)U:ti previstos
para el fu t uro.

1.2.2. Métodos Cuantitativos

Se basan en daUIK histéricos. &1.3 iIúonnacióu pasada 1lC encuentra en forma
numérica. E:s1.ui métodos hacen una extrapolación del pasado, es decir, el
carácter <futinlivo Wa!trndo por datos relevantes en el pa.'\lldo, lIC t.ra.'ilada al
futuro basándose CIJ dos principios generales:

• ~l periodo siguiente será igual al periodo presente,

• El patrón que rige las tendencias dc las variables del P«""'CUw período
al siguiente seráel mismo Cllrelación con el patrón que rigió el período
pasado con el presente.

Los pronósticos ba..;adoo en extrapolación, como nu análisis de series de tiem­
po, recurre a las tendencias... pasada.... o presentes a fin de proyocta.r los acon­
tccimícntos flltulUll. También son utilizad()tl cuando lIC cuenta con llufic.iClltc8
datos cstudísticos o confiables para especificar 1<1.'1 relaciones existentes entre
variahlcs fundamentales. L06 métodos rná.s lIS/ida! son:

• Mét.cdo Cau.~al(o estructural). Aqui se intenta identificar la... relaciones
entre variables que existieron ClI el pasado, Luego, se supone que las
relaciona, continúan siendo validas Cllel futuro. Gcncr.dmcntc se asume
que existo una relación IirJCUI e independiente entre ellas, por ejemplo
el modelo de regresión múltiple o loo modelos cronométricos.

• El métodoe:rtrnpolativo(Series de TiempoJ. En el cual se efectúan pronésti­
eos para una variable particular, usando únicamente la historia previa
de esa. variable, Se Impone que los plltrunes identiliClldoo en el p."lSlIdo
se extienden hacia el futuro.

-Acat.l án- Ul\'AM -Actuaría-



Capítulo 1 15

• Roles Neuronales. Existen , además de los métodos cl ásicos de pronósti­
co, diversos métodos de pronóstico no tradicionales, dentro de los cuales
se encuentran las redes neuronales artificiales. Por ejemplo, son ca­
paL'CS de aprender de la experiencia, de generalizar de casos anteriores
a nuevos casos y de abstraer características esenciales a partir de en­
tradas que representan información irrelevante Jose R. Hilera [15]

1.3. 1..Cuándo usarlos?

Analizando la cla....dficaei ón de los métodos de pronóstico expuestas- Subjo­
tivos, Causales y de extrapolación. Podemos inferir que:

• Los Método s Subjctivo.~ son apropiados para producir predicciones en
áreas no estructuradas y aím más, en áreas no desarrolladas, abarcando
largos períodos, un ejemplo ya mencionado son los aVlUlCCS tecnol ógicos,

• LosMétoios Causales son aplícables a predicciones que abarquen períodos
cortos de tiempo dado que conforme aumenta el intervalo de predicción,
aumentan también los err ores en las predicciones disminuyendo cu con­
secuencia la confianza en los eventos pronosticados.

• Los Métodos extrapolaiiuo« generan predicciones con un alto nivel de
confianza para períodos cortos de tiempo.

Los métodos de extrapolación y los causales, no pueden utilizarse bajo las
siguientes condiciones:

l . Cuando no exista una teoría formal que permita la formulación de
hipótesis.

2. Cuando no existan o no se conozcan datos pasados.

3. Cuando el intervalo de predicción sea a largo plazo.

A continuaci ón presentamos' un análisis elemental de cuatro métodos de
pronóstico, cada uno de los cuales pertenece a una de las clases expuestas
anteriormente ,

-Acat l án- UNAt.l -Actu aría-
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Métodos subjetivos : Técnica Dclphi.

Métodos Causales: Rcgro;ión lineal.

Métodos de extrapolación : Series de tiempo de Box y Jcnkins,

Métodos no tradicionales : Redes Neuronales

Técnica Delp hi

Descripción: Se interroga. a. un panel de expertos por medio de .una seeucn­
da de cuestionarios, en IUl enales las respuestas al primero se utilizan para
producir d siguiente clJaltionario. De a;ta manera, toda la infonnación, de
la que disponen algunos expertos, pero otros no, se pasa 1I. éstos últimos y
eso pcnnite que todos 1!Xi expertos tengan lICCC80 a toda la información.
Predicci ón:

• Corto pJa.zo(má.'Cimo un año}: Regular a bueno.

• Mediano plazo(de lUID a cuatro años): Regular a bueno.

• Largo plazo(de cuatro añosen adelante]: Regular a bueno.

Datos que se requieren: Un coordinador que emita la socncncía de cuestionar­
ios ed it ando y consolidando las respuestas.

Regresión lineal

Descripción: Se emplean para relacionar una variable dependiente Y cou
las variables independientes Xl>X2 , •••, X" Se denominan modelos de ro­
grosíóu lineal porque expresan el valor medio de Y p&a valm:cs dados de
X lt X 2 , •. •, X, t-'OIDO una función 1inc3l de un conjunto de parámetros de­
soonoeidos,

Precisión:

-Acat.lán- UNAM -Aevnaria-



e l/p íl.uto 1

• Cort.. plazo: regul ar a lmcuu,

• Mediano plnz..o: Regu lar.

• Largo plazo : Mula,

Datos que se requieren: Mientras más historial exista, l~ejor.

Ser-ies de tiempo de Box y Jenkins

17

Descripción: La seri e ele t iempo St1 dota ele un modelo matemático que es
óptimo en el sentido dc que asigna menos errores a la historia que los demás
modelos. Habni qllc identificar el tipo de modelo y entonces estimur sus
parámetros. Aparentemente, ésta es la rutina estadística más precisa que se
poocc (.'11 la actualidad, pero también es 11110 de los métodos más (X~i(lS()S y
consumidores de tiempo.
Precisión:

• Corto plazo: MIIY buena a excelente,

• Mediano plazo : Regul ar.

• Largo plazo: Mal a,

Datos que se requieren: Tener mucho historial, es mny valioso.

Redes Neuronales

Descripción: Sou sistemas dinámicos autoadaptativos. Sou: adaptables de­
bido a la capacidad de autoajustarsc por parte de los elementos proce­
salcstncurouas) que componen el sistema, Sou dinámicos, pues son capaces de
estar con..,t.au!-CIDClIW cambiundo SIL.,. pesos para adaptarse a las UU (.."V'clS oondi­
clones, en el prOCL.-...<1 de uprcndizaje, !()I¡ enlaces ponderados de llL'< neuronas
se ajustan de manera que se obtengan unos resultados específicos [José R.
Hilera, 1995). Precisi ón:

-Acat.lan- -ACUlaría-
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; Cu.ándo íI.'U1.r/OP"

a Corto plazo: [\'fllY buena a I :Xl1:!t:¡¡t C.

• MeciiullO pluzo: 1'\'lah, a Regular.

• Largo plazo: ]\III~' milla .

Dat.c~ qne se requieren: Tener mucho historial, es muy valioso .

AC>l¡ i<'lu-



Capítulo 2

Series de Tiempo

Definición: Una serie de tiempo so puede definir como una su cesió n de oh­
sorvaciones correspondientes a una variable en distin tos momentos de ticm­
po , Así las seria; pueden tener una periodicidad anual , semestral, mensual,
trimestral, etc , según lo; períodos de tiempo en que vengan recogidos ¡OH

datos que la componen. Un ejemplo gráfico de una serie temporal o de tiem­
po esta dada en la figura 2.1

e»
~:~
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::z

<>
>2

g

c '

Figura 2.1: Representac i ón de una serie temporal
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2.1.

Descomposicum clásica (le una serie de tiempo

Descomposición clásica de una serie de
tiempo

Dentro de la descomposici ón clá.sica se encuentran 4 compone ..'11Us principales
los cuales son: Tcudcneia, cstacíoualidad, ciclo y componente irregular.

2.1.1. Tendencia

Se considera tendencia al movimiento suave y regular dc la serie a largo pla­
zo. Es IIDa componente que revLsi.c gran interés dado que refleja la dirección
del movimiento de IIDa determinada v-drial>le. De cata furma, puede dct.cc­
tarso si a largo plazo la serie adopta un a dirocción, ya sea de crccimicnto,
decrecimiento o estabilidad,
La predicción de esta componente huele ser en muchos C&'lOS el objetivo del
análisis de series de tiempo a través de los modelos de ajnste de tendencia,
donde Me supone que la serie cercee de variadonca estal:ioualca y ddicas(la
cuales veremos má.'ladelante]. En resumen, la tendencia Olla dirax:ión gener­
al de la variable en el período de observación, es decir el cambio a largo plazo
de la media de la serie. La figura 2.2 nos muestra una serie con tendencia
positiva,

T«J .,--- - ---- -------- ---,

r.n

7lD

SlIl

!Ill+--y--,---,.----.-~~-,._~_.___.-...__~~

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Figura 2.2: Serie temporal con tendencia
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2.1.2. Ciclo
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Esto se refiere a el t iempo de oscilaciones, cerca de una linea de ten dencia
o curva. Estos ciclos pueden o uo ser periódicos, esto es, que pueden o no ,
seguir un patr ón después de un intervalo igual de tiempo. Los movimientos
son considcrudos cíclicos si ellos recurren en intervalos mayores a UII año.
La figura 2.3 1I0S muestra una serie temporal si suponemos que las l íneas
verticales 1I0S representan 10 años, entonces podemos ver una serie (.'011 cielo
cada 10 1lIÍ0!i.

1200

400

- _ ...._~- - --------'---

Figura 2.3: Serie tempor al con ciclo

2.1.3. Variación estacional (o periódica)

Tambiéu conocido corno movimiento estacional. Esto se refiere al eompor­
tamiento id éntico o casi idéntico que una serie de tiempo sigue durante meses,
cuatrimestres o semestres de años consecutivos, Tales movimientos se repiten
cada año, Por ciomplo las compras en navidad, donde las ventas so incrcmen­
tan de forma notoria en Diciembre. La figura 2.4 1IO!i muestra una serie con
cstaeioualidad, suponiendo que son ventas trimcstralcs(cada año termina en
cada linea vertical), podernos ver que so repi te el comportamiento cada año
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y que tanto las ventas del primero como del ultimo t rirncst.rc son mas altas
qne los otros dos,

BOO~----.----r---..-----.----r--'

roo
6DO

500

400

300

200

100

0+-----1----1----+-----1----1---....
, 2 3 4 5 6 7 8 9 10 " ' 2 t 3 1 4 '5 1 8 17 1 6 19 ~ ~ ~ D ~

Figura 2.4: Serie temporal con Cl'>i.aciOllalirlad

· 2.1.4. Componente irregular

Esta componente está constituida por una especie de "cajade Pandora"donde
se incluirían IlIS variaciones de la serie L"U)'U comportamiento desconocemos.
Se caracteriza, porque 110 responde a IIn comportamiento hi..-temático o rog­
ular y en consocucncia lJO seria posible su pred icci ón.
Aunque el enfoque cl ásico atribuye esta irregularidad al azar, en los análisis
habituales de series de tiempo, algunas VC(nI es posible encontrar la causaque
provoca esta irregularidad. Por ejemplo supongamos que estamos analizando
el comportamiento do las ventas mensuales en unos grandes almacenes desde
1996 hasta 2005 y observamos gráficamente que existe 11Ila disminución t.'11
la.'! ventas en el mes de Noviembre de 1999, esta desviación, cn principio, la
trataríamos como irregular, lo cual no quiere decir que se ignore la causa de
la misma. Buscando en los archivos históricos, encontramos que en ese mes
hubo una huelga importante de los trabajadores que, naturalmente, afectó a
los niveles de venta de estos almacenes.
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Muchas veces, esos picos irregu lares u observaciones anormales que aparecen
en los gráficos de las series y que sabemos que la causa que los provocó no
es de esperar que influya en el futuro de la serie, conviene eliminarlos, o no
tomarlos en cuenta.

Dentro de esta componente distinguiremos, por tanto, aquellas irregulari­
dudes cuyas cansas se pueden identificar( factor errát ico) y aquellas atribuiblcs
al azarffactor aleatorio).

En una serie no tienen por qué estar presentes todas estas componentes. Por
ejemplo, las series que tienen una periodicidad anual están desprovistas de
cstacioualidad, con lo que, en estas series, el interés se centrará en el estudio
de la tendencia. La componente irregular, sin embargo, deberá ser incluida
siempre, ya que estamos trabajando <XJII series que no son deterministas y
por tanto estarán afectadas por alguna perturbación, al menos, de carácter
aleatorio.
En la siguiente figura (2.5) vemos un ejemplo de una serie temporal en la
que se aprecia la existencia de las distintas componentes eOIllentacLis.

e.,; ....,
e,o,..-,

Figura 2.5: Serie temporal con todos sus componentes
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A centiuuacíóu VI)rL'lnOH técnicas de pronóstico de diferentes tipos de datos.

Técnicas de pronóstico para datos estacionarios

Una .~erie estacionaria es aquella L'UYO valor promedio no varía a través del
ticmpo(sin tendencia). Estas situaciones se presentan cuando 1011 patrones
de demanda que influyen sobre la serie son rc1atiVlUJlcute estables, En sn
forma més simple, el pronóstico de series estacionarias comprende el uso de
la historia disponible de las series para estimar su valor promedio, el cual se
convierte después en el pronóstico de V'd!orcs futuros,
Las técnicas de pronóstico estacionarias se emplean siempre que:

• Las fuerzas que .q(~/.Cmn una serie se lum. e.~tabilizado y al medio en el
que existe la serie permanere relativamente .,-in cambios.

• Se rcji.ere a un modelo muy sencillo debido a la foltn de datos o paTO
facilitar .Vfl explicación o implementación. Un ejemplo sería auwdo un
negocio u organízscíéu es nuevo y hay disponible muy poca información
histórica.

• Se puede lagror la e.rlabilidad haciendo correcciones sencilIa.~.

• La serie se puede tmn.'iforrnur en una serie e.odabIe. Como ejemplo,
está la transformación de series mediante logaritmos, raíces cuadradas
o diferencias.

Varias técnicas que se podrían cuu..sidcrar al prouosticar series estacionarias
son los métodes no formales, los métodos de medias simples, los métodos de
medias móviles, atenuución exponencial .r de Box-Jenkíns

Técnicas de pronóstico para datos con una tendencia

Anterionnente definimos a una serie con tendencia como una serie que con­
tiene un componente de largo plazo que representa el crecimiento o docli­
unciólI de la serie l~ trnm de UII período amplio, de modo que se espera que
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aumente o disminuya durante el período para el que se desea el pronéstico.
E!!común que la.'! series económicas contengan una tendencia,

Las técnicas de pronóstico para series con tendencia se utilizan siempre que:

• Una pfflductividad creciente y la nueva tecnología condur.en a cambios
en el e.odilo de vida. Como ejemplos se pueden citar la demanda de
componentes electrónicos, que se incrementó eÓn el advenimiento de la
computadora; y el uso del ferrocarril que disminuyo con la llegada del
avión .

• El incremento en la población provoca un incremento en la demanda
de biene.~ Y .~ervicio.~.

• El poderde compro del dólar afeda las uariable» económials por ca1L~a

de la inflación. Los ejemplos son salarios, costosde producción ypro­
cíos ,

• Aumenta la aceptación en el mercado.

Las técnicas a considerar al pronosticar series con tendencia son: medias
móviles dobles, atenuación exponencial linca.1 de Brown, atenuación expo­
nencial lineal.dc Holt, atenuación exponencial cuadrática de Brown, regresión
Himple,modelo de Gompcrtz, curvas de crecimiento y modelos exponenciales.

Técnicas de pronóstico para datos con estacionalidad

Anteriormente definimos una serie e.'itacional como una serie de tiempo con
un patrón de cambio que se repite a sí mismo año tras año. Por lo regular,
el"desarrollo de una técnica de pronóstico estacional comprende la scloccíón
de un método multiplicativo o uno de adición.
Las técnicas de pronóstico para datos estacionales se usan siempre que:

• El clima influye en la variable de interé.~. Como ejemplos están el con­
SI \IDO de energía eléctrica, las actividades de verano e iuvierno(deportcs
como el patinaje), el guardarropa y la.'! estaciones de desarrollo agrícola.
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26 Descomposicuni clásica de una serie de tiempo

• El año Ctl1endtJrio influye en la varinble de interé.'l. Ejcmp!al de ello
son las ventas al menudoo inflnidas por días n..."if.ivu;, fu)Ql de semana.

de tres días y los calendarios escolares.

Las técnicas a considerar al pronosticar series estacionales son deseomposi­
cíén clá..sdea,Cens..us I1, atenuación exponencial de Winter, regresión múltiple
de series de tiempo y métodos de Box-Jcnkins.

Técnicas de pronóstico para series cíclicas

El efecto círlico se definió anteriormente como la fluctuación en forma de
onda alrededor de la. tendencia. Los patrones cíclicos tienden a. repetirse en
los datos cada dos, tres o mlÍs aáos. Es difícil establecer un modelo para estoo
patrona> cíclicos, ya que no son estables. Las fluctuaciones en forma de onda
hada arriba y hacia ahajo alrededor de la tendencia rara vez se repiten en
intervalos fijos de tiempo y también varía la magnitud de la ñuctuacíoncs,
Las técnica'! de prooésüeo para dat,(lt;cíclicos se utilizan siempre que:

• El ciclo del n~ocio influye sobre la 11arinbLe de interi'l. Como(.'jcmplos
están los factores CCODÓUÜCU; del mercado y de la competencia,

• Se pre.'lenron cambios en el gu.'lÚJ popular. Ejmnplu; de ello son la moda,
la música y la elimcntacién.

• Se presentan cambio.'l en la población. Podemos citar romo ejemplos las
guerras, escasez, epidemia'! y desastres naturales.

• Se pre.'leman cambio« en el ciclo de vida del produdo. Ejcmpk~, dccllo
son la introducción, crcclmicnto, maduración, saturación y declínacién
del mercado.

Las técnicas a considerar al pronosticar series cíclicas son la descomposición
clásica, los indicadores económicos, los modelo.'> ooonométrieos, la regresi ón
múltiple y los métodos de Box-Jcnkins.
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El horizonte cn el tiempo para un pronóstico tiene una relación directa con la
selección de una técnica de pronóstico. Para los pronósticos de corto (máxi­
mo UII año), mediano (de dos a cuatro años) y largo (de cuatro en adelante]
plazo, se pueden aplicar diversas técnicas cuantitativas. Sin embargo; al au­
mentar el horizonte del prouéstieo, algunas de estas t{x:nicas se hacen menos
aplicables, Por ejemplo, las medías móviles, la atenuación exponencial y los
modelos de Box-Jenkíns no son muy buenos para pronósticos de cambios
económicos radicales, mientras que los modelos econométricos son mejores
para este fin. Los modelos de regresión son apropiados para períodos corto,
mediano y largo, Las proyecciones de media.'>, medías móviles, descomposi­
eión clásica, son técnicas cuantitativas apropiadas para horizontes de corto
y mediano plazo, Las técnicas más complejas de Box-Jenkins y los model~
oconométríeos resultan taInbi61 apropiados para pronósticos de corto y mo­
díano plazo , Para horizontes mayores de tiempo, se USlUl con frecuencia los
métodos cualitativos [Jolm E. Hanko y Arthur G. Rcitsch, 1996]. ' .
En gencml, la aplicabilidad de la.'¡técnicas de pronóstico es algo que el pronos­
ticador realiza con base en su experiencia, &1 común que los adminisrtradores
requieran de pronósticos en IUI tiempo relativamente corto, En esta situación,
tienen ventaja los métodos de atenuación exponencial, proyección de tenden­
cia, modelos de regresión y la dcseomposícién clásica.

2.2. Modelos de tendencia

Cuando la serie a pronosticar V'dXÍa con el paso del tiempo, esa variación
se atribuye a componentes subyacentes, como tendencias, estacioualidad y
ciclos. En esta sección describiremos la tendencitr. La existencia de una ten­
dencia es obvia y su comportamiento muchas veces se asemeja a funciones
conocídas.Jes cuales puedeu ser lineales o no lineales. A oontinuación veremos
una descripción de varios típos de tendencia.

'OespIlPs estudiaremos series que contengan no solo la tendencia sino estacionalidad,
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Tendencia lineal

Uua tendencia lineal se representa como:

Modclos de tendencia

(2.1)

R'I decir, el valor de la serie de tiempo es igual a una eoestantc (llamada
ordenada a! origen) más una pendiente multiplicada porel v-dlor del tiempo, el
cual se incrementa sucesivamente. Así, si la pendiente es negativa, la serie de
tiempo será decreciente, mientras que, si la pendiente es positiva, la tendencia
será creciente. E..'1 fácil ver que si el valor de PI es cero, se trata de una serie
de tiempo sin tendencia, paralela al eje del tiempo, este modelo al adocuado
cuando los datos se asemejan a una recta,

Tendencía cuadrática

Por otro lado, la tendencia puede ser no tineal; de div(.'IS3S formas; cuadrática,
logarítmica, polinómica, exponencial, etc. La más común es la tendencia
cuadrática, en la cual los crecimientos o dCCI\rimicutos !'lOU mucllo m.i'l sig­
nificativos. Este modelo se usa cuando los datos se ll.'lClDCjan a una parubola.
Esta tendencia se modelarla COIDO sigue;

(2.2)

Tendencia exponencial

Una tendencia exponencial existo cuando el crccímicntoío decrecimiento] al.

todavía más rápido; los datos se asemejan a la figura de la función exponencial
cuya ecuación se escribiría roInO:

(2.3)

La tendencia es una función no lineal [exponencial] de tiempo en escala lineal,
pero en logaritmos se tiene;

UNAM

(2.4)
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Así, ln(Yi) es función lineal del tiempo. En el caso en el cual la tendencia
es no lineal en escala lineal, pero lineal en logaritmos, se llama tendencia
exponencial, o tendencia lineal logarítmica.

A continuación profundizaremos en el caso lineal, no sólo por ser el más
simple, sino porque permiten dar respuesta a un gran número de problemas.
Además, algunos de los modelos no lineales pueden, mediante adecuadas
transformaciones, ser expresados en forma lineal,

2.2.1. Modelos de regresión lineal

Antes de continuar, liaremos mención de una dcfinicíóu y algunos teoremas
importantes'' para un mejor entendimiento.

Definición 2.1. Un estimador Óes un estimador inscsgado para el parámetro
(Jsi, para cualquier tlUllañOmuestral, Sil esperanza es igual al parámetro que
estima, Esto es E(9) = (J, para todo valor de (J. El sesgo del ~tiJnador es
definido como: Se.~go(9)=E(9 - (J) •

Teorema 2.1. Si se cumplen los supuestos del modelo bá.'Iico de regre.'Iiórl
lineal, entonces ~ y tI¡ $00 estimadores in.~c.~gados de fJo y fii, rc.~pcctiva­
mente.

Teorema 2.2. Si se cumplen lo" supuestos del modelo bá.'Iico de rcgrc.~ión

lilll'..al, entonces los c.~tiTnadorc.~ mínimo cuadmdo,~ de fJo y fil stm los mejores
c.~timadores lineales insc.~gado,~ de estos parámetros.

El objeto de 1m análisis de regresión es investigar la relación estadística que
existe entre una. variable depcndicntcfY] o también conocida como variable
endógena y una o más variables independientes o cxógenas. La forma fun­
cional que más se utiliza en la práctica es la relación lineal, cuando solo existe
una variable independiente, En el caso de series de tiempo nuestra variable
independiente sera el tiempo Yla variable dependiente seguirá siendo ya. El
modelo básico de la regresión lineal viene dado por:

2Pam ver la dem.."'traci,)n ele le"" teoremas consultar Calero Vinelo Ar ístides, 1998 \5J
3Cabe señalar que manejaremos la varia ble independiente como X, en lugar elet para

mostrar un caso mas general y no limitarnos solo al tiempo
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donde los coeficiente; f30 y {jJ son pllnímctros4 de la regresién y son do...
sconocidos, que defiuen la posición e inclinación de la recta, El parámetro
fJo, conocido corno la ordenada en el origen, nos indica el valor de Y cuando
X = O. El parámetro fl¡, conocido como la r. pendiente", I\(~ indica cuánto
alimenta Y por cada aumento de UDa mudad en X. Nuestro problema con­
siste en obtener estimaciones de cstes coeficiente; a partir de tilla muestra de
observaciones sobre IlIS variables Y y X Pero antes de aventurarnos en 10!l
métodos de estimación para estos parámetros, pondremos I(~ supuestos que
debe cumplir este modelo.

• Supue.vto1. Efel) = O La media de la distribución de probabilidad de e
es O, Le. la media. de loo errores a lo largo de una serie infinitamente
larga doexperimentos es Opura cada valor de la variable independiente
X. Este supuesto implica que el valor modio de Y. E{yl, panl IUl valar
dado de X es EfYJ = 130 + {JI X,

• Supue.stoJ!. La varianza de la distribución de probabilidad de e es eou­
stantc pura todos 10!l valores de la variable independiente X. En el C<L'iO

de nuestro modelo de línca recta, este supuesto significa que la vari­
anza de e es igual a tilla constante, digamos fil, y gurantlza que hay
homoseedastieidad (igual variabilidad) entre las pcrtnrbacioncs aleato­
rias, Var«(:/) = Eh - E(el)f = Ele/) = filo

• Supucst03. La distribución de probabilidad de C es normal con media
cero y varianza u2,es decir, e - N(O,fil).

• SUIJ1le.vto"¡. Loserrores asociados a cualesquiera dos observaciones dís­
tintas son independientes. Este supuesto indica que uo hay antoeor­
relación entre las perturbaciones el Y Cj; es decir, que estáIJ incorrcla­
cionadas. COlJ(ehCj) = E(cl-E(cl»(cj -E(cj» = E(ChCj)= O;t i j.

4S1- utilizará l'I punto rn- \;';1.., rlp la (0)1)1;3 d..l muestreo. que eonsid..m 3 'ID par ánietro
C:OIt\O una cantidad fija pero rlescollodda
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Una vez aceptados altos supuestos", pasamos a los métodos para estimar los
parámetros f30 y fl¡ para el modelo de R'grC!lión(2.5) los cuales son:

• El método de momentos.

• El método de mínimos cuadrados.

• El método de máxima verosimili tud.

En el caso del modelo de regresi ón simple, los tres métodos proporcionan
estimaciones idénticas. Cuando se trata de goneralízaciones, proporcionan
cstimueiones diferentes. Pero nosotros solo utilizaremos el método de mínimos
cuadrados debido a su sencilla interpretación y calculo (para vcr los dos
métodos fultantes consultar Maddala G.S . 1996 (23)). Antes dc entrar a el
método de mínimos cuadrados veremos los tipos de error.

Tipos de error

Se han dísoñado diversos métodos para resumir los errores generados por
una técnica particular de pronóstico, La mayoría de al ta.'!mediciones impli­
can promediar alguna funci ón de la diferencia entre el valor real y su valor
de pronóstico, A menudo se denominan re.'lidualc..~ a alta.'! diferencias entre
valora; observados y los valora; de pronóstico.
EL error o residual para cada periodo

(2.6)

(2.7)

Un método para la evaluación de un pronóstico consiste en obtener la suma
de los errores absolutos. La desviaci ón absoluta de la media (DAM) mid e
la precisión de un pronóstico mediante el promedio de la magnitud de los
errores de pronóstico [valores absolutos de cada error), La DAM resulta de
gran utilidad mando el analista desea medir el error de pronóstico en la'!
mismas unidades de la serie original.

DAM = ¿~=l IYi - Yil
n

5Si se desea ve r las técnicas para regres i ón lineal cuando uno de estos supuestos no ""
cumple, consultar Madda la G.S. 1996 [2al
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Otro método para evaluar una técnica de pronóstico es el Error Medio Cuadra­
do (MSE). Cada error o residual Me eleva al cuadrado; luego, estos valores Me

suman y se divide cutre el numero de observaciones. Este enfoquc penaliza
los errores mayores de pronóstico ya que eleva cada uno ul cuadrado.

(2.8)

En ocasiones, resulta mas útil calcular los errores de pronóstico en términos
de porcentaje y no (,'11 cantidades. El porcentaje de error medio absoluto
(PEMA) se calcula encontrando el error absoluto en cada periodo, dividiendo
6.1.c entre el valor real observado para CMC periodo y después promediando
estos errores absolutos de porcentaje. El PEMA proporciona lUla indicación
de qué tan grandes son los errores de pronóstico comparados con los valores
reales de la serie.

~ IYi-Y.1
PEMA = L.1=1 Yi * 100

n
(2.9)

A veces resulta nrxx.•"Ilario determinar Hi un método de prouóstico está sesgado.
En estos casos, se empica el porcentaje medio de error (PME), que so calcula
encontrando el error en cada periodo, dividiendo esto entre el valor real de
ese periodo y promediando después a.1,(J6 porcentaje¡ de error. Si un enfoque
no esta sesgado la ecuación 2.10 producirá IUJ porcentaje cercano a (~O.

(2.10)

Una parte importante en ladecisión o confiabilidad de un método de prouósti­
eo consiste cn que los errores producidos por el modelo se juzguen como
s\dicicntcmeutc }l{XlllCÜOK, de ahí la importancia de medir los errores.

Método de mínimos cuadrados

Este método O:)lJs.¡ste en elegir aquellos estimadores que hacen mínima la
SIUlJa de las diferencias cuadráticas cutre los valores observados y los valores
estimados de 111 variable dependiente, es decir, que minimizan III SI/mildc Ja;
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errores al cuadrado (EC).

n

" '2 "2EC = L."()'; - 1';) =L." el
1=1 1=1

33

(2.11)

.Aplicando cn el modelo (2.5)cl método dc los mínimos cuadrados se obticncn
estimadores lineales ínscsgados'' y óptimos. En este texto solo nos limitaro­
mos a poncr la'! ecuaciones resultantes para podcr estimar los parémctros
óptimos".

(2.12)

y

(2.13)

Donde

• X l= Es la variable independiente cn el tiempo t

• 1';= Es la variable dependiente en el tiempo t

• n= Es el numero de observaciones dc la muestra hasta el tiempo t

- EA X
• X = E'! la media muestral calculada como~

• y= E'! la media mnestral calculada como E~=l Y,n

"Lo que quiere decir es que si se calculan los parámetros par a cada muestra y se repite
este proceso muchas veces hasta el infinito. el promedio de tod os estos estimad os será igual
a ;1, eJ I otras palabras E( /i) = {J. .

7para ver eJ desarrollo de las formulas consultar Calero Vinelo Arístides, 1998 15}
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Modelo» de tendencia

Coeficiente de correlación

Se necesita una fonna de medir la cantidad de rclacióu lineal que existe entre
do..s variable de interés. Pura usar la t.cnninologíu correcta, se dCSCl1 una modi­
ciÓlI de h~ rorrclación que existe entrc d06 variables. La medición que lIC utiliza.
«nnúrunonto para esta relación es el coeficiente de correlación. Dos variables
con mm relación negativa perfecta tienen U1I coeficiente de oon:clación igual
a -1. En el otro extremo, dos variables con una relación positiva perfecta
tienen un coeficiente de correlación igual a +1. Por lo que el cocfícíento de
correlación varía -1 y +1. Un valor positivo de r implica quc Y lUllIICDUL

cuando X aumenta; tul valor negativo implica que Y disminuye CItando X
'UlIDCUta. Cuando el coeficiente de correlación es 0, 110 existe relación l.iocaI,
es decir, al aumentar X, Y uo parece aumentar o disminuir en forma pro­
decible alguna, Pero hay que tener U1I par de consideraciones como señalan
Haukc John E. y G.Rcitsch Artbur 8 "Si fuera el caso (."1\ que el coeficiente
de correlación fuese bajo 110 significa que 110 hay correlación entre las vari­
ablcs, podría ser que si tuvieran una estrecha relación de manera curva o lID

Iinoul, solamente que no es aparente que exista una relación lineal o recta
cutre las variables. Segundo, He debe de tener en cuenta que He esta. midiendo
la correlación y no la causolidad: Podría ser perfectamente válido que d06
variables estuvieran correlacionadas con base en un cocficiCll~ de correlación
alto. Pero podría ser o no válido decir que una variable causa el movimien­
to de la otra; ésta es una cuestión para el juicio del analista" . Entonces, la
fórmula para obtener el cocficicutc de correlación vicnc dado COIDO:

r = E::'¡ X,Y; - nX,:Y¡

/('2:::=1 X'/- nÁ'"lh!CE::'¡ 11 - n,}'2)

Coeficiente de determinación

C2.14)

Otra forma de medir la contribución de X a la predicción de Y 0, en otras
palabras, saber cuanta variabilidad de la v-ariable dependiente es explicada
a través de la variable independiente se conoce como coeficiente de dctcnni-

~\'¡;a<.e Hanke E. John y Arthur G . Reit~h [12J
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uaei óu. Este varia entre O y 1, cuanto más próximo esté a 1, mayor valor
prcdictivo tendrá el modelo en el sentido que los valores observables estarán
muy próximos a la esperanza estimada por la rcgresiéu, A este coeficiente lo
llamaremos como ,,3 y se calcul a de la manera siguiente:

r2 = Po L~1 Y;+ /31L~1 ~LY; - nY! (2.15)
L~=1 y? - n}'2 •

La ventaja del coeficiente de determinaci ón (,,3) consiste en que time una
interpretación muy útil. El valor de ,,3 mide el porcentaje de variabilidad en
Y que se explica por la variabilidad en X. Esta interpretación es muy útil, lo
que hace de ,,3 IlIJa de las estadísticas consultadas con mayor frocuencia en
el análisis de regresió n.

Asimismo, si ,,3 es el cuadrado de r, el coeficiente de correlación, entonces
nos vendría a la mcnte ¿po r qué es importante identificar ambos valores en
lllJ análisis de regrcsíón", y la razón es que lUlO tiene ventaja sobre otro.
La ventaja del coeficiente de correlación (r) es que revela relaciones tanto
positiva.'! como negativas. En cambio, n ótese que cuando se eleva al cuadra­
do el coeficien te de correlación, el valor es siempre positivo, perdiéndose la
naturaleza de la relación.

2.3. Modelos sencillos de pronostico

2.3.1. Métodos no formales o ingenuos

Los métodos no [ortnoles se empican para desarrollar modelos sencillos que
suponen que los periodos recientes son los mejores pronosticadores del futuro.
El modelo más sencillo es:

(2.16)

En donde Y;+l es el pronóstico realizado en el periodo t para el periodo t-«1.
Y Y; es el valor real de la serie en el tiempo L .

La técnica puede adaptarse para tomar en cuenta la tendencia agregando
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la diferencia entre éste y el últ.imo periodo, La prodieeión que obtendríamos
estaría suponiendo que el incremento previsto para la variable coincide con
d último rcgi....trado.

}~+J = 1';+ (1';- }~-J )

Si la serie tuviera estacionalídad tendríamos la siguien te ecuaci ón

(2.17)

(2.18)

En donde p seria el periodo C1I que esta dividido el año, por ejemplo 4 C1I el
( 'l.ISO trimestral. Esta prodi ceí óu supone que la variable tomará el mismo V-d10f

que tenía en el periodo correspondiente al año anterior. El problema de esta
ecu ación es cuando cxista tendencia dado que se considera. Pero podríamos
agregar informaci ón reciente, un buen ejem plo podría ser :

(2.19)

Cou esto vemos las difcrcutes combinaciones de m étodos no formales que se
pueden formar, la única limitantc dependerá del íugenio del pronosticador,

2.3.2. Medias Móviles

También llamados como promedios móviles, pero para evitar coufusioues con
I(~ promedios móviles antorrcgresivos (que veremos más adelante), en este
texto adoptaremos cl nombre de medias móviles para evi tar dicha confusión,
Las medías móviles son UD promedio de un número constante dc observa­
dones, este promedio esta basado CJ] un mismo número de observaciones C1I

1Ul lapso de tiempo que muevc sus datos un periodo de tiempo, del inicio del
promedio al últ imo ó más rccicutc dato de la serie. El llUlDLTO de observar
cienes usados para el calculo del promedio es llamado el orden de la SL'TÍe, es
decir, si nuestra media móvil es trimestral, nosotros d ívidíríumos cutre 4 y
nuestra media móvil serie de orden 4. La siguiente ocuacíéu corresponde l1. la.
ccuación de medias móviles Himple de orden 11.

-Acarlán-
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• M¡= Mediamóvil en el periodo t.

• n= Número de términos que IIC desean en la media móvil.

37

Nótese que se asignan pondcracloncsípcsos) iguales a cada observación. Al
tener el dato mas reciente, este llC ineluye en el promedio y se desecha el
dato més antiguo, El modelo de medias móviles funcíona mejor ron datos
cstucionaríos. No maneja muy bien la tendencia o la estacionalidad.

Cabe señalar que un valor de n grande, proporciona una serie más alisada
que un valor pequeño. Si las variaciones de la serie se deben a la influencia del
elemento aleatorio, l1II n grande sería más ronvcniente. Por el contrarío, si es
el nivel modio la causa principal de variación en la serie deberíamos rocurrir
a un valor de n pequeño, precisamente para no sobrevalorar el cambio en el
nivel medio, ya que, en este Cl!.'¡O, las predicciones son más sensibles a 1(1!l

valores recientes de la serie,

Medias móviles dobles

Una media móvil doble puedo ser utilizada para un alísamícnto adicional,
. dado que uno de los problemas que tienen las medias móviles simples, es que
no trabajan bien cuando existe tendencia, en estecaso, es mas factible utilizar
las medias móviles dobles para IIDaserie ron tendencia lineal. El método hace
lo que nos dice su nombre: llC calcula lID ronjunto de medias móviles y después
se calcula. un segundo conjunto de medias móviles del primero. Para. ver esto
partimos de la ecuación de medías móviles simple:

y,• (Yi+Yi-l + Yi-2+ ... + Yi-n+1)
1+1 =

n
(2.21)

Recordando que MI = Yt+J entonces para calcular la. segunda media móvil
aplicamos nuevamente la formula pero ahora ron los pronóstícesobtcnidos
de las medias móviles.
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Métodos de atenuación (aliBamicnto )

• M:= E~ la segunda media móvil cn e! tiempo t.

La siguiente ecuación (2.23)calcula la diferencia entre ambas medias móviles,

(2.23)

La. ecuación 2.24 a; un ajuste adicional, e! cual llamaremos coeficiente de la
tendencia, es similar a la medici ón de una pendiente que cambia a través
de la serie. En otras palabras, a; e! promedio de la diferencia entre la media
móvil Himple y la media móvil doble de un punto a otro.

(2.24)

Finalmente, para poder pronosticar se utiliza la siguiente ecuación, para re....
alizar e! pronóstico de p periodos en el futuro.

(2.25)

2.4. Métodos de atenuación (alisamiento)

Se llaman métodos de alisamiento o atenuación, porque 1iU objetivo a; e! dis­
minuir o alisar las fluctuaciones de la serie de tiempo. Son métodos que se
rctroalimentau a medida que Me generan ll\LCV(J(; datos, lo que fadlita. cncrme­
mente la predicción que se realiza, como se verá, con fórmulas recurrentes.
UIS técnicas de atenuación presentan ciertas peculiaridades respecto a éstos
que podemos resumir en los siguientes punto..s:

• Cuando la estructura de los datos se muestra inestable, los métodos
do atenuación dan mejores resultados, ya que, 1.'11 general, tratan de
combinar en cada momento las observaciones pasadas con el fin de
descubrir la estructura de! fenómcno. En este sentido, se dice que SOI1

modelos de validez local.

• La.'! técnicas de etcnnación son más indicada.'! cuando que..rrcmos pro­
decir, sobro todo a corto plazo, ya quc los cambios estructurales se
detectan antes,
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• Lo6 resultados que se obtienen con ellas son satísfactoríos, incluso cuan..
do se dispone de lID número limitado de observaciones.

Al describir los distintos métodos de atcmiacién comenzaremoscon losmodo­
los sencillos seguido de una clasíficeelón de los mismos según las componentes
que estén presentes en las series de análisls. De esta fonna estudiaremos en
primer lugar los modelospara serial donde las fluctuucíoncs oscilan alrededor
de una constante y qué, por tanto, no están aflX:tadOO por tendencia ni este­
cionalidad, seguiremos ron series con tendencia y finalizaremos con modelos
completos aplicados a series con tendencia y cstacionalídad.

'2.4.1. Atenuación exponencial simple

La principal limitación que tiene el procedimiento de medías móviles romo
técnica de predicción; es que pondera de la misma manera 1011 valores que
integran la inedia, Le, les da la misma importancia. Pero quizás, cuando se
trata de predecir la infonnación más cercana al momento, en el cual se ro­
aliza. la predicción, puede resultar más relevante las observaciones próximas
al momento, que las observaciones más alejadas. Para poder entender mejor
alté método partiremos de la atenuación exponencial simple para luego pro­
ceder ron la atenuación exponencial doble o método de Brown.

Laatenuación cxponencíal cs un Método, concebido por Robert Macaulay en
1931Ydesarrolladopor Robert G. Brown durante la segunda guerra'nnmdial.
Este método trata de predecir con base en una media ponderada de los valores
pasados de la serie, dando ponderaciones decrecientes conforme los datos
se alejan del momento actual. Las difcrcucia por tanto cutre la atenuación
exponencial y las medías móviles son:

• Se trabajan con medías ponderadas

• La media se aplica, no solo a n observaciones, C8.'lO de la media móvil,
sino a toda la información mnestral hasta el momento t.

La eeuaeíón de atenuación exponencial simple al:

Yi+l = aY¡+ (1 - a)Yi (2.26)
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• 1';+1= Nuevo valor atenuado o pronóstico para el periodo t-t-I,

• re= Constautc de atenuaci éu (O < a < 1) la cual deu..rmina cuanto
peso sera dado a cada. obscrvaci óu,

Frecuentemente nuestro pronostico inicial se URna como: Yo = ló ó puede
ser un promedio de varias observaciones, Una constante de atenuación ex
pequeña da. mayor peso a las observaciones más antiguas, Una constante de
atenuaci ón grande da. mayor peso a las observaciones más recientes y menor
a las pasadas, Una. fonna. de saber cual es la. mejor cx, al la que minimiza
el error cuadrático medio(2.8), pero si se utiliza un paquete estadístico el
programa nos dará cl re óptimo [Hunke John E. y Arthur G. Rcitseh, 1996
11 211 .

Nótese que en la técnica de atenuación exponencial simple CXÍ.o.;t<.' la suposición
de que los datos son estacionarios. Si existe una tendencia significativa, la
atenuación exponencial se ubicará por debajo de los datos reales de la serie
de tiempo.

U)!; pronósticos de medias móviles simples y atenuación exponencial se basan
CII promedios ponderados de mediciones anteriores. La explicación consiste
en que los valores anteriores contienen información de lo que ocurrirá en el
futuro. Debido II que los valores anteriores incluyen fiuctuacioncs alcatorius,
así como infonnación relativa al patrón subyacente de una variable, se hace
un intento de atenuar estos valores. La atenuación exponencial al \IDatécnica
popular para los pronésticos de corto plazo, sus mejores ventajas son UIl bajo
C()IIto y simplicidad.

2.4.2. Método de Brown

También conocido como atenuación exponencial doble. Como su nombre nos
indica, primero se atenúan los valores reales y después se atenúa. los valores
ya. ateunadoa, para. dalpués con a.yuda de mi coeficiente de tcudcneia poder
pronosticar. E.<;té método se utiliza para poder pronosticar series de tiempo
(:011 tendencia llncal.
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Sea At definida como sigue:

Al ,,;, aY¿ + (1 - a)AI _ J

41

(2.27)

La ecuación 2.27 nos representa el valor simple atenuado (Al)' Seguido por:

(2.28)

Esta eeuaeión (2.28) se trata del valor doblemente "atenuado exponencial­
mente (A;). Frcencntomcnto se utiliza Aa romo valor ínieíal de ~ o se po­
dría hacer un promedio de varios valores atenuados. Una vez tenido arto
seguimos oomo en el caso de las medías móviles dobles, la diferencia entre
los dos valores atenuados:

al =2AI-A~

Y también tenemos el coeficiente de la tendencia:

a
bl = --(Al - A')1-a 1

(2.29)

(2.30)

Para finalmente llegar a la ecuación 2.31 para poder formular el pronóstico
de p periodos en el futuro.

(2.31)

Al igual que en el ClI.'lO de la atenuación exponencial simple la a .que opti­
miza el método, es el que minimiza los errores medios cuadráticos y además
también en el ClI.'lO de Aa se podría promediar algunos datos o toII18.IHC Yo
romo v-alor inicial.

2.4.3. Método de Holt

Otra técnica que se usa para manejar series de tiempo oon tendencia lineal, CIl

el método de dos parámetro.~ de HoLt. El método consisto ro dos ecuaciones
para las dos componentes de atenuación que son Al y 1i además de dos
constantes de atenuación, el hecho de utilizar dos constantes de atenuación

. hace que este método se adapte ron mayor flexibilidad a los valora; de la
serie que el modelo de BroWI1. Las ecuaciones del método son las siguientes:

-Acatlán-
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La ccu aeí ón 2.32 1U~ representa un tipo de !;(.'TÍe cxponeneiahncute aten­
uada, peto esta vez !;C consider a la tendencia, la cual es calculada con la
siguiente c(;uadón(2.33) y la llamaremos <XUDO estimaci ón de la tcudeneia,
cst.líecuación es IIlUY similar a la anterior pero en vez de atenuar los valores
reales atenúa la tendencia.

4 = ,8(A, - A,-I ) + (1 - ,8)4-1 (2,33)

De estas ecuaciones podernos observar que, al igual que en el caso de la
atenuación exponencial himple, son fónmtlas de actualizaci ón mediante las
cuales la.'l estimaciones son modificadas a medida 'lile !;C dispone de nuevas
observaciones. Al mismo tiempo, los valores de la tendencia se aetualízarfan
a travé:l de una media pondcruda entre el líltimo vulor estimado, 4. y la
diferencia entre las dos estimaciones más recientes de los valores atenuados
(A,- A,-I)' Finalmente, tL'1ICm(~ la ecuación 2.34que nos permite pronosticar
p periodos en el futuro.

(2.34)

en donde:

• At = Nuevo valor atenuado.

• (x= Constante de atenuación de [os datos (O< a < 1)

• lí=Nueva obscrvaeién o valer real de la !;(.'TÍe, en el periodo 1.

• ,8= Constante de atenuaci ónde estimaci ónde la tendcncia (O< ( .1 < 1).

• 'l i= estimaci ón de la tendencia,

C..abe mencionar que e! valor inicial atenuado (Ao) !;C calcula como !;C men­
dono en el método de Brown , ya sea <XlII un promedio de varios valores
reales o como su valor real 'lile le corresponda.En e! caso de! valor inicial de
la estimación de la tendencia frecuentemente se utiliza el valor de cero.
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2.4.4. Método de Winter
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(2.35)

Los métodos anteriores IiOU buenos mando solo existe tendencia lineal pero
cuando tenemos tendencia y estaeioualídad se opta por utilizar el método
de Wmu.'r a menos que se elimine la cstaeionalidad y se trabaje ron la serie
que contiene solo tendencia, Las ecuaciones que emplea el modelo Wintcr son:

La ecuación 2.35 uos representa a la serie cxponcncíalmcntoatenuada, Donde
Sl-L representa el factor estacional pero de un año anterior, altá ccuación al
muy similar a la utilizada en el método de Holt, sólo que en esto ClI80 la actu­
alización se haeo ante la llegada de un nuevo dato (Yi), debernos considerar
la observación sin influencia de la estacionalidad. Por tal motivo aparece el
valor de la serie dcscstacionalízado por el factor estacional correspondiente a
un periodo inmediatamente anterior SI-L '

Yi
Al =a-S + (1 - a)(AI _ 1+11-1)

e-t.

La estimación de la tendencia, Como podemos VL'r al exactamente igual que
en el método de Holt, con lo que no se necesita ningún tipo de aclaración.

11 = ,8(At - At-l) + (1- ,8)11-1 (2.36)

La siguiente L'(.1laL"ÍÓn (2.37) U~ muestra la estimación de la cstacloualidad,
Este componente podemos incluirlo de forma multiplicativa o bien de for­
ma aditiva, pero la más usual al la forma multiplícative" y al está la que
mancjurcmos, quedando entonces corno:

(2.37)

Las constantes de atenuación óptimas son las que minimizan el MSE, estos

parámetros 106 calculan paquetes estadísticos. Finalmente para poder hacer
predieeioncs tenemos la ecuación (2.38), la cual IIOIl permite pronosticar p po­
riodos en el futuro y además, podemos ver que el factor estacional multiplica
(do allí su nombro) a la diferencia del valor atenuado y la tendencia:

Y;+p = (Al - V1l)SI-L+p (2.38)

9Para mayor referencia sobre el método aditivo ver Ilowerman Connell, 1993 [41
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• At = Nuevo valor atenuado

• a= constante de at<-.mmciÓll (O < (X < 1)

• Y;= N1U.,'V"d. observaeí én o valor real de la serie L'II el periodo p.

• fJ= Constante de atenuación de la tendencia (O< f3 < 1).

• T,= EStimación de la tendeneia,

• 1= Constante de atenuación de la cstaeionalidad (O< I < 1).

• 81= Factor estacional,

• p= Periodos a estimar a futuro.

• L= Longitud de la estacíonalidad, i,o, como alta dividido el año(trimestres,
meses, St:·!.I1(.."itrCll, etc].

Cabe señalar, que si solo tuviéramos estacíonalidad C11 nuestra serie, biL'II se
podría hacer cero el factor de la tendencia y trabajar el resto del modelo de
igual forma, la ccuación quedaría romo sigue:

(2.39)

Por último, debe señalarse que para el valor inicial del valor atenuado (Aa)
se puede tratar igual quc eu 108 métodos anteriores, o bien se puede utilizar
la siguiente formula ~"Í uno tiene muchos datos histéricos.

- L
Aa=Yj - -·1O

2
(2.40)

Mientras quc en el caso de la tendencia puede iniciarse ron cero o sí se dispone
de muchos datos puede utilizar la. siguiente formula:

T. _ Ym - y¡
o - (m -1). L

(2.41)

Donde Yrn nos representa un promedio de los datos h.a.s-ta el año m [último
mio disponible] y Y¡ uos representa cl promedio de los valores reales del
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primer año. Por último, Cll el C3.'lO el valor inicial del factor estacional sería
dc la siguiente manera;

So = Yo (2.42)
Ao

O mm manera menos formal sería. darlc el valor dc 1. Pero es rccorncÍldablc
utilizar la ecuación 2.42.

2.5. Modelos Estadísticos para series de tiem­
po

Debido a que Las series dc tiempo constan dc datos mnnoríeos, es natural
usar la herramienta dc la estadística para describirlas y analizarlas, así como
ocurro con cualquier otro conjunto dc inforrnadón numérica, Recordemos
quc la estadística emplea dos enfoques básicos: 1) el enfoque descriptivo,
que se ocupa esencialmente dc resumir y describir en forma concilia, ya SClI.

mediante gráficas o 11. través dc unas cuantas medidas descriptivas y 2) el
enfoque ínfercncial, euyo objetivo fundamental es utilizar datos mnestrales
para realizar inferencias, quc sean válidas para toda la población dc donde
se obtuvo la muestra, Una Vl.'Z visto esto podemos aventuramos a algunos
conceptos importantes quc se retomarán más adelante.

Procesos estocásticos

Para describir lo que es una Sl.TIC de tiempo dentro del contexto de proeo­
~ estocéstícos, necesariamente debemos definir los procesos estocásticos.
Supongamos que tenemos una muestra dc tamaño T dc alguna variable
aleatoria Yí:

{YhY2•.··, lIT} (2.43)

Consideremos una colección dc T variables independientes c ídcnticamentc
distribuidusfi.i.d.] el:
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con

Alodclos E~tlulíst.i('()s lJ1LTn series de tiempo

(2.45)

&s1.0 se refiere como una muestra de tamaño T de un proceso Gat~;an{) de
ruido blanco'".

La muestra 2.43 representa observaciones particulares de .r, pero este coujun­
to de T observaciones es solo una posible muestra de un proceso estocástico,
si tuvieramos una muestra. de tamaño infinito veríamos que se trata de una,
realización particular de IIn proceso de series de tiempo. En pocas palabras
un proceso cstoeéstieo es una familia de variables aleatorias asociadas a un
conjunto íudíee de numeres reales , de tal manera que a cada elemento del
conjunto le corresponda una y solo una variable aleatoria,

Ruido blanco

La construcción básica de todos los procesos que consideraremos aquí sera
una sucesión {el }~oo cuyos elementos tienen media cero y VUI"ÍlUlza o",

E[et] = O
Ele;] = (,2

(2.46)

y para los cuales las el ' s están no correlacionadas a través del tiempo, es
decir:

para t = s
para t =J. 8

(2.47)

y la función de antocorrclacíón vendría duda como:

para K=O
para K ~ O

(2.48)

Entonces, 1Ul procc..";()que satisface todas las condiciones expuestas es descrito
como un proceso de m ido blaflro.

A continuación veremos un operador muy útil para la :,1.mplifical."Í.ón de ex­
presiones que utilizaremos posteriormente.
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El operador de rezago
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Este operador L es muy sencillo, "opcra" sobre una serie retrasándola, es
decir:

(2.49)

De igual forma,

(2.50)

Un polinomio de operador de rezago de grado m no es mlÍ..o; que una función
lineal de potencias de L hasta la IIH.."iÍma potencia,

(2.51)

Un caso sencillo y general sería;

(2.52)

EH decir, al aplicar m-veces el operador L, se obtiene la variable retrasada ro
periodos y ya que LO = 1 entonces LOYi = Yi. Hay que tener cn cuenta que el
operador modifica a toda la sucesión de valores {Yi,1'2, Y;¡, ••• , Yi,...,Y,,} para
transformarla en la nueva sucesión {Yi-m, Y2-m,Y.1-m, ...,Yi-.." .:.,Yn-m}. Ell

decir, si la serie oríginslmcntc contaba ron n observaciones al aplicar el oper­
ador I/", las observaciones Yi-m, Y2- m,Y.1-m, ...t Ym-mno se tendrán, quedan­
do as1 una serio dc n-m observaciones.

El siguiente operador de uso frecucnte en el análisrisde series de tiempo y que
esta ligado ron el retraso L es el de diferencia ~. La característica principal
de éste es que expresa las relaciones del t ipo Yi - Yi-h es deci r, el cambio
cuantitativo de la observación, entre un periodo y otroll , entonces la siguiente
igualdad se satísfaoo;

~Yi = (1 - L)Yi = Yi - Yi-l

Entonces ~ = 1 - L

11 En otras palabras es un polinomio de primer orden en el operador rezago

(2.53)
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Gem..eralizando mediante la aplicaci ón sucesiva del operador diferencia y con
ayuda del teorema del binomio obtenemos.

(2.54)

Donde el termino Uyt de (2.52) se convierte en Yt-k.

Los polinomios de retraso rrtilizados para el auáli.'lÍs de series de tiempo, son
una herramienta que muestra de manera clara y concisa el comportamiento
de ciertos modelos que resultan SI.-'r de utilidad para representar fL"IlÓmcnoo
reales, dentro de ellos se encuentran los promedios méoilcs (MA), los au­
torreqresiuo» (AR); lI8Í como las eombinaciones de altos autorrcgre...ivos de
promedio,~ móvile,~ (ARMA) y, por último, junto (,'OIl la aplicación del oper­
ador diferencia, se tiene a los modelos autorregre.'Ii,lOs integrndo., de promedio«
fflÓ,Jile., (ARIMA).

2.5.1. Procesos Estacionarios

Una serie de tiempo es IIn conjunto ordenado i-..,Y-2, Y-I, Yo,YI, 1/2, ..•J.Ca....i
siempre las observaciones están ordenadas en el tiempo, y de ahí el nombre
de SI.-'I"Íes de tiempo, En teoría una serie de tiempo iuida en el pasado in...
finito y se prolonga hasta el futuro infinito. Esto parece un poco abstracto
y con poca aplicabilidad, pero es útil para deducir ciertas propiedades IDIIY

importantes de los modelos de pronóstico que más adelante usaremos. En
la practica, los datos observados son sólo un conjunto finito de una SI.-'I"Íe de
tiempo {YII·.•,Yt}, lo que llamaremos muestra, Si la estructura probabilística
básica de la serie cambiara a través del tiempo, sería muy malo porque no
habría modo de prc..dccir con exactitud el futuro a partirdel pasado, Si quor­
C1n(~ pronosticar una serie, lo mínimo es conocer su promedio y la estructura
de su covarianza [esto al, las eovarianzes entre los valores actuales y pasa­
dos) para que sea estable en el tiempo. En ese caso, se dice que la serie es de
covarianza estacionaria (que solo la llamaremos corno serie estacionaria). El
primer requisito para una serie de esto tipo será que su promedio sea estable
con el tiempo. El promedio de la serie en el t iempo t es:

-Acatl án-
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El segundo rcqui.síto para que una serie sea estacionaria es que la estructura
de IIU covarianza sea estable en el tiempo. La cuantificación de la estnx..iura
de la eovarienza es lID poco laboriosa, pero 11\1 importanda CII inmensa, y
se hure recurriendo a la función de autocovarianza. La autocovarianza Cll el

. desplazamiento ~ no CII més que la covaríanza entre Yi y Yi-...Naturalmente,
que depende de K. y puede depender también de t , por lo que se escribe Cll
general:

"'(t, K.) = Cov(Yj ,Yi+..) = E(Yj - P)(Yí+.. - p)) (2.56)

Si la estructura de la covarianza CII estable en el tiempo, como se requiere,
1a.'1 autocovarianzas 0010 dependen del desplazamiento K. y no del tiempo t,
entonces la podemos reescribir como:

"'(t, K.) = "'(lO

. para toda t.

2.5.2. Función de AutocoVarianza

(2.57)

Otra implicación de la cstacionariedad se deriva del hecho de que la auto­
covaríanza entre dos observaciones cualesquiera depende sólo del número de
períodos que separan dichas observaciones la cual definiremos como:

"'(lO = Cov(Yi, Yi+..) = E(Yi - E(Yi))(Yi+.. - E(Yi+..)))
=E(Yi -ll)(Yi+.. - p»)

(2.58)

\ Si analizamos el prooucto(Yj -Il) (Yj+..- p) notaremos que NiIIDaobservación
se CllCUCntru por ciJcima de la media y K. periodos después es seguida por otra
observación que también se encuentra por encima de la media, la autocowr­
ianza entre Yi y Yi+.. será positíva,

Sucede lo mismo si tenemos IIDa observación por debajo de la media seguí­
da K, períodos más tarde por otra observación que se encuentra también por
debajo de la media.

Pero Ni una observación que se encuentra por arriba de la media, .ticnde
a ser seguida K, periodos más tarde por IIDaobservaci ón que está por debajo
de la media, o viceversa, la autocovarianza entre Yj y Yj+.. será negativa
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El hecho de que la autocovarianza "(" parezca. determinar la apariencia de
una serie de tiempo, sugiere que un proceso cstacíonario Ul(l!>1.rará el mi.....
mo modelo general de comportamiento sin importar cUIUJdo sea observa­
do . Esto es, la realización (Y", ...,Y,,+i) no será exactamente la misma que
(Y,.+i+h' ...,Y"+2i+h) pero 8U apariencia general será la misma,

Puede entonces parecer apropiado caracterizar lID pI0CC80 tIÍlnp!l.'I'U<-"lltc mostran­
do el conjunto de covarianza.'17(h711 -fl, ... Este conjunto será llamado función
de au toco varianza,

Para propósi tos de comparar series diferentes, !oÍD embargo, no es muy satis­
fnctorio ya que una diferencia en la dispersi ón de dos procesos, conduciría a
autocovarianzas muy dífcrentesíceusada quizá por escalas diferentes de me­
dida). Por ejemplo, si una variable está medida en cientos o miles de pesos
en lugar de millones de pesos, todos los segundos momentos estarán aumen­
tados por un factor de 100, porque la.varianza es una medida de dispersión.
La. eomparabilidad puede lícvarse a cabo si estandarizaraos las amoeovarian­
zas dividiéndola.'!por 70, C!>1;o es, transformándola.'! en oorrclacioues. Lo cual
veremos en seguida,

A partir de este momento, siempre que nos refiramos a 7.. lo haremos como
la aut ocovari anz a de periodo ~2

2.5.3. Función de autocorrelación y autocorrelación par­
cial

Cuando He mide una variable a t ravés del tiempo, con frocneneia está. COl::­

relacionada consigo misma cuando S() desfasa uno o más períodos a esto lo
Ilamarcmos Alltocorrelación. La estandarización de la función de autoeovar­
ianzas se denomina funcién de cuiocorrdacuin. (FAC) y a tales correlaciones
las denotaremos como p, entonces la correlaci ón entre Yt y Yt+", será denotada

'"5<' usa ,,1 pl'l'fijo "auto" porque SI' tra ta ..11' la covarianza ,'le dos observaciones de la
I TlL" m 3 serie.
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(2.59)

p(/I';) = E[(Y; - /l)(Yi+.. -IL))
v'E[(Yi -/l)2)E[(Yi+..-/l)2)

_ E[(Yi - /l)(Yi+..- IL))
- (12

ya que para un proceso estacionario (12 =10 es la misma al tiempo t + /1';que
al tiempo t. Entonces, la autocorrelacién en el IXlriodo /1'; es:

lo que implicaría que
P(O) = 1

(2.60)

(2.61)

p(/1';) es un número sin unidades o dimensiones, ya que la escala del numerador
y del denominador ron ambas el producto de las escalas en que se miden Yi
y Yi+...

,
El conjunto de correlaciones a veces llamado función de autoeorrclaeíén (ti­

tará. dado por:

p(O) = 10 = 1 p(l) = /1
10 10

(2.62)

Una gráfica que muestra estas correlaciones a través de /1'; periodos.es doeír
una gráfica de la función de autoeorrclación se llama corrclograma (véase
figura 2.6).

La función de autocorrolaeíón además de no dimensional (-1 :$; p(/I';) $ 1) al

simétrica, esto es:
P(,,) = p(-,,)

En general, cuando las observaciones en el tiempo t y t + /1'; son similares en
valor, p(¡¡;) tiene un valor cercano a 1. Cuando una observación grande en el
tiempo t seguida por una pequeña observación en el tiempo t + ¡¡;, p(¡¡;) es
cercana a -1. Si existen pequeñas relaciones entre las observaciones p(¡¡;) es
aproximadamente O.

Otra función que mide la correlación entre obsorvacioues, es la función de
autocorrelaciónparcial (FACP), que cuantifica la correlación entre Yi y Yi+..,
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una vez que la.. observaci ones intermed ias han sido removidas Yt+J, ..., Yt+..-J'
ElJ otras palabras, las antocorrclaci oues pardales se emplean para ayudar a.
identificar el grado de relación entre los valores de una variable y valores
anteriores de la misma, mientras que se mantienen constantes los efectos de
las otras variables (pcrfodos retrasados], Lo anterior se logra mil In siguiente
expresi ón:

donde

'f(~) = Cou(Yt - Y,),(Yt+.. - Y,+..)] .

JVar(Yt - Y,)JVar(Y;+" - Y,+..)
(2.63)

(2.64)

es la esperanza condicional y estima la dependencia líueal de Yt+.. con ro­
spceto a Y;+h ... , Yi+x-J' E.'¡ de resaltar que estas funciones son geuoralmcntc
estimadas con paqut..'U.'ría as1 que no hay que preocupase en como calen­
lurse, basta con entender qué representa carla coeficiente. A continuación
mostrumos unos ejemplos (véase la figura 2.6 J de los correlogramas tanto
para una FAC como para la FACP, a himple vista no se ve la difcrcucia,
a;t,ú radica e11 el hecho de que el oorrclograms para la FAC sirve muchas
veces para ver el grado del modelo MA y la FACP sirve para el modelo AR
(pero esto se vera mlÍs ndelantc CII la seeci ón de idcntifi<:llCióndel modelo) .
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2.5.4. Ecuaciones en diferencia
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Las ecuaciones en diferencia son el equivalente discreto de las lX.'IlJI¡­

ciones diícrcncialcs que involucran variables en funci ón del tiempo, es decir,
dada una variable Z(t) y considerando que el tiempo es continuo, entonces
el comportamiento de la variable queda determinado por sus derivadas

dZ rflZdkZ
di' cJt2 , •••, cJtk

en cambio, si la misma 'oIllria.ble es ahora observada <''11 un tiempo discreto,
entonces el comportamiento de Z(t) esta dietado por SU!! diferencias

La. manera correcta de denotar este comportamiento discreto sería VZJVh

sin embargo, ya que t sólo toma valores enteros ccntiguos so sabe que VI = 1;
por lo tanto, VZI es el equivalente de !fJ mando t toma 106valores enteros
...,-2,-1,0,1,2,... La notación común para ecuaciones en diferencia es incdiante
el operador incremento definido por li.ZI = ZI+1 - Z¡, donde se puede
utilizar la relación VI = li.1- I que liga a 106operadores incremento y diferen­
cia, para conservar el concepto de variable're t rasada utilizando simplemente
VI·

Es importante mencionar que existe IIDa relación estrecha entre 106 proeo­
lI06 deterministas [cuyo comportamiento esta determinado por ecuaciones
en diferencia) y la.'! series de tiempo que admiten la representación autor­
regresiva, además el concepto de equilibrio eventual para los primeros esta
relacionado con el de cstacionariodad para los segundos,

Ecuaciones en diferencia de primer orden

La. ccuación en diferencia más simple es la de orden IIDO, la cual se denota
por:

ZI = l.Iil+aJZI_J t = ..., - 2, -1,0, 1,2, ...

donde l.Iily al l' °son constantes. De manera, simplificada

(2.65)

(l-aIL)ZI = l.Iil t = ...,-2,-1,0, 1,2,... (2.66)
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El método más sencillo para resolver ecuaciones en diferencia es el llamado
método iterativo, el cual parte de algúu valor inicial ~ y por aplicación suco­
siva (iterativas) encuentra los valores para Zb~' etc, dando por resultado
la posibilidad de inferir el comportamiento de Zt en general . El método iter­
ativo se emplea de la siguiente manera, considérese a la ecuación de primer
orden (2.65) y el va.!or inicial Zo, entonces

ZI = <lo+ alZo

Z2 = <lo + a lZI = <10(1 + a¡) + aiZo

Z;¡ = /lo+ alZ:z = ./lo(! + al +an + a~Zo

En general ,

Si al f 1, se tiene

'-1
Z, = <lo L ~ + a~Zo para t ~ 1

j=O

H . l-a~
"'ai =--L..J 1 - al
j =O

(2.67)

(2.68)

(2.69)

y 11....1, sustituyendo 2.68 en 2.67 obtendremos una solución genera.! para este
tipo de ecuaciones en diferencia la cual es:

l-a'
Z, = a~Zo +__J con.al i- 1, Zo= c.onstmlte

l- a l

Se hará la limitación a.! caso I all < 1, debido a que es cuando converge
la serie y se requieren prOC<..";(JS estables. Por otro lado, si desglosamos la
ocuaei óu 2.69 a la forma

ZI=a~Zo+~- (~)a~
1 - al 1- al

t = ..., -2, -1, 0,1 ,2,... (2.70)

Ahora n ótese que debido al supuesto de que I all < 1, lún t_ oo ai = 0, .Y por
tanto,
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Lo que significa que la serie tiende a estabilizarse en el punto 1:, conformo el
tiempo crece. Por otro lado, si Iall > 1 entonces Zl nunca se estabilizaría, i.e,
el proceso no convergerá. Para el caso I ad = 1 Y si observamos la ecuación
2.69veremos que el proceso será divergente.

La ecuación en diferencia 2.65se clasifica como lineal, ya que ningún término
de Z aparece elevado a alguna potencia distinta de uno; de primer orden,
porque interviene a lo más una diferencia y, por tanto, a lo más un sólo
retraso para Z¡, en comparación a una ecuación en diferencia de orden p > 1,
en donde pueden intervenir hasta p retrasos, es decir, Z¡, Zl-h ..., Z¡_p' Este
último lo estudiaremos més adelante.

Ecuaciones en diferencia de segundo orden

Al igual que se hizopreviamente con las ecuaciones de primer orden, a contín­
nación se hará una breve exposición de cómo se revuelve ahora una ecuación
de segundo orden y de cuales son las condiciones para que el proec.."lO alcance
un equilibrio alargo plazo. Partiendo dé la ecuación en diferencia de segundo
orden tenemos:

t = ..., -2, -1,0, 1,2, ... (2.71)

La mal también podemos escribir de la siguiente forma gracias a los opcr­
adores de retraso:

t = ..., - 2, - 1,0, 1,2, '" (2.72)

(2.73)

En donde naturalmente a:¡ 1= O, sino sería de orden uno. La solución13 general
de .esta ecuación viene dada por:

Z !lo ¡ ¡
¡ = 1 + S19l + '~292-al-a:¡

en donde SI y .~ son constantes que se determinan mediante dos condiciones
iniciales. Los valores 91 y 92 están rolaciouados con los coeficientes al Y a:¡
de 2.72, mediante las ecuaciones:

(2.74)

¡;¡Sise desea ver la comprobación ver Guerrero Guzmán Víctor Manuel. 2003 pp 46 [111.
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Que surgen de la siguiente factorizaci óu:

1 - alL - O2L2 = (1 - 9JL)(1 - !J2L)

= 1-9JL- !J2L+ 91!hL2

= 1 - (I/J + !h)L + 9J!hL2

Co11 lo cual vemos que se cumplen las igualdades 2.74.

(2.75)

Para determinar IClH vuJoro; de 91 y 92 para valores dados de al Y<12, partimos
del siguiente argumento: uótese qnc la ecuación

(2.76)

Tiene <".OIDO raíecsfo ceros] los valoro; Xl = g-J Y Z2 = 921
; por tanto, dados

los polinomios 1 - aJL - a:zL2 y la fuctorizacióu 2.75, las raíces 911 y gil se
encuentran al resolver la ccuación caradcTí.~tica del pl"OCCiO:

(2.77)

Entonces por la formula gl::Il<:ral de MegUudo grado obtenemos hu; rBÍcx:s que
vienen dada'! como:

-al ± Ja1 + 4a:z
x = 2a:I

Que se puede resolver una voz que He conoccn al Y a2.

(2.78)

E.'! importante distinguir tres casos diferentes cn relación con las raíces que
ob tienen como solución de la ccuación característica, estos son :

Casol. Si a~ +402 > Oentonces 2.78 proporciona dos valores reales y dífer­
entes, XI = 91J I Z2 = 921

, con la condición Ix111 < 1 y 1x¡11 < l. Si se
calcula el limite cuando t tiende a infinito a la MOlul:l.óll gcucral, llC tendría.
que

(2.79)

Si por el contrario I9d > 1 y 1921 > 1, cntonccs se tendrá que el término
"¡lit + .~~ tenderá a crecer rápidamente y uo cxi..t.irá convergencia, lo mis­
mo pasa cuando se ticnc el caso /91/ > 1 y /92/ < 1, pualslm tenderá a ereeer
mientras que S29~ tenderáa cero, (".OU lo GUu! Z¡ no convergerá y lo mismo
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ocurre para el caso en que 1911 < 1 y l!hl > 1. Cuando 1911 = 1 Y 1921 = 1 se
estudiara más adelante (ver procesos divergentes) .

Caso!. Si a~ +4a:l < O, entonces las dos rafees de 2.78 serán complejos.

91 1 = u + iv y g;1 = u- iv

Estos pueden escribirse en coordenadas polares para yer si Z¡ converge o no,
es decir,

En donde,

91 1 = .~cxp{iO} = s(~O + isenO)
9;1 = .~ cxp{-iO} = s(~O - isenO]

(2.80)

(2.81)

.~ = ";u2 +v2 = J91 1
• 9;1

Y OCIl el ángulo, CIl radlanes, que cumple con que co.'lO =; y senO = ; para
OE(0,211"). A partir 2.78 se obtienen los valores de .91 y 92

91 =r[~O - i.~enO] Y !h = r(~O + i.~enO]

con r ~ s-1 = ";91' 92 así la parte que determina la convergencia o no de
Z¡, al punto de equilibrio 0(¡/1 - al - ~, esta dada por:

'~19~ + S2!h = SI~(~(Ot) - i.~en(Ot)] + S2r¡(COS(Ot) + üen(Ot))
= ~((Sl + .'12) cos(Ot) +i(S2 - sl)sen(Ot)]

La L1Ial seguirá lID modelo de fluctuaciones cíclicas que tenderán a anmcn­
tar o a disminuir dependiendo del factor rl . Parar < 1 el patrón cícli­
co dísminuírá al grado de desaparecer y habrá convergencia; si r > 1, Z¡
mostrará oscilaciones explosivas y no convergerá (a mmIC)II que las eondi­
dones iniciales hayan sido Zo = Zl = ao/((1- 91)(1 - 92)], en L11YO caso el
proceso estará en equilibrio) j finalmente, si r = 1 el patrón oscilatorio no
cambiará y se puede decir que el punto de equilibrio es periódico.

Caso9. Si ai + 4a:l = O, la ecuación característica tiene -dos raíces iguales
91 1 = g;1 = -al/2~, en cuyo caso si considera 9 = 91 = 92, la nueva
ecuación en estudio será
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cuya solución general está dada por

= LO + j)giao + sIl + ,';2tg'
j=fí

(2.83)

Una solución particular de la ecuación se obtiene 1I1 determinar las constantes
SI y :12, lo cual se puede lograrse si se conocen dos condiciones iniciales. Para
que el t érmino 4-0(1 + j)gi que aparece en 2.83 sea finito, es necesario que
191 < 1, y con esta eoudieióu se puede observar que Z. convergerá al punto
de OCjuilibrio(2.79) que en est a ocasi ón se convierte en:

(2.84)

En conclusión se puede observar que la condieión para que exista la conver­
gencia en los tres casos untcríores es que los módulos de 91 y 92. sean menores
que la unidad y 111 Y 112 se determinan mediante lag coadicioaes iniciales Zo
y ZI .

Entonces, la convergencia de un proceso está en términos de las raíces 91
y 92, pero también pueden estar expresadas CII función de los parámetros
originalcs al y ~ que determinan a la ecuación en difurencia. La. manera es
la siguiente dudas las condiciones 1911 < 1 y 192.1 < 1 se puede considerar que
lo anterior implica loo siguientes alSOS:

i)91 < 1 ii) - 91 < 1

iv) - 92 < 1

iii)92 < 1

V)lg l.92\ < 1
(2.85)

a su vez de i) y ili) se puede obtener que 91(1-.92) < (1- .92) , de igual manera
de ii) y iv) puede derivarse el resultado -91(1 + !/"J) < (1 +92), desarrollando
y despejando las rcstriccioues se llega a que

91 + .92 - 91.92 < 1 - 91 - .92 - 91.92 < 1 y 191.921 < 1 (2.86)

Que en términos de los parámetros originales y por la factorización 2.75
se obtienen las nuevas condiciones para la est abilidad o convergencia del
prO<X..><;Q:
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(2.88)

Estas últimas son más fáciles de verificar que las condiciones 2.85, si es que
uo hay necesidad de calcular loo valores gl y g2' lo cual ocurre en el caso
de que no se requiera encontrar la soluci ón para la ecuación en diferencia y
simplemente se dCS(.'C indicar si el proceso alcanzará o no su equilibrio a largo
plazo .

Ecuaciones en diferencia de orden p

Ahora se verá a grandes rasgos la metodología para resolver ecuaciones en
diferencia de orden TI ~ 2, Si se considera la ecuación general de la forma

(1 -a1L - ~L2 - ... - apLP)Z. = ao t = ... , -2, - 1,0, 1,2, ...

y utilizando el teorema fundamental del Algcbra14, el polinomio de retraso
involucrado queda eOInO signe

(1- g1L)(I- 92L) ...(1 - gpL) = G(L)

de tal forma que las raíces de la ecuaci ón caractcrf..rtica

G(x) = °

(2.89)

(2.90)

son x = gil, g2 1, ... , g;1 . Si se supone que todas las raíces son distintas,
entonces la solución general de 2.88 en términos del polinomio G(L), viene a
ser:

Z¡ = (1 )( ao) ( ) + slui + S2g~ + ...+ spg;- gl 1 - g2 ... 1 - gp
(2.91)

(2.92)

en donde SI, S2, .. . , '~p !i(1II constantes que se determinan con base en p condi­
ciones iniciales. Si se tiene una raíz real ID veces repetida con 1 < m ~ p, es
decir, gl = 92 = ...= gm = g, entonces la solución general sería:

Z ao ¡ ¡ tm - 1 ¡
¡ = ( ) ( ) ( ) + slg + S2g + ...+ '~m 9l-g m l-gm+l ... l-gp

+Sm+lg~I"'1 +...+ spg;

14Torlopolinomio dE' grado positivo sobre E'I campo de 1,)0; complejos tiene 1111 cero, Hasser
Norman 13. 19',)<,) , pp502 [131
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y bajo el supuesto de que IgI < 1 y tomando a (1 - g)-I como una función f
ron argumento g, se tícnc el siguiente procedimiento:

1 oc. _

f(y) = (1 _ g) =?~>I
1 =ll

al obtener la primera derivada de f con respecto a g se obtienc

1 ~ - 1 ~ -rey) = ---¡=-2 = ~j!i- = ~(j + 1)!I
( g) j=O j ;O

tornando la segunda derivada dc f, se obtiene la expresión

r(g) = _2_. =~ j(j - l)g;-2
(1- y);, ~

1;{)

de donde se puede deducir que

1 oc (j+2)(j+1) _-=" g'(1 - y)3 ~ 2 .
1=0

(2.93)

(2.94)

(2.95)

(2.96)

Al considerar el cociente 1/(1 - g)P pardo cu alquier P 2: 2 se tiene que la
expresión quedaría como

_ 1_ = ~ (¡J - 1 + j )(P- 2 + j )...(j + 2)(j + 1)gi
(1 - g)p ~ (rl - 1)!

(2.97)

por lo tanto, dada la condición Iyl < 1, la solución general de 2.92 con m=p
queda expresada ('OUKI

z = ~ (p - 1 + j)(¡J - 2 + j) .•.(j + 2)(j + 1) ..i tI.f.. -e-I (.2.98)
« ao~ t: -1)1 y + u ~s.

j =ll VI. ...1

Eu el caso de las ccnacíoues de primer y segundo orden apreciamos quc, el
que un proceso [descrito por una ecuación en diferencia) alcance SIl punto dc
equilibrio, depende de que el rec íproco del modulo de cada. una de las raíces
de la ecuación característica, sea menor que la unldad. Así pues, para el caso
general 2.88, se tiene que para que dicha condición se cumpla es equivalente a
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que se verifique el síguicnto resultado, al cual se le couoco como el Teorema
de Schur!:"

Losmódulosde las raíces de la ecuaci ón

Sean menores que la unidad, si y 11010 si 1011 P determinantes que se muestran
a continuación IIOn positivos.

1-1
~I0 1 = a"

-1 O a" 0.,,-1

O2 = al -1 O a"
a" O -1 al

ap-l a" O -1

-1 O O a" a,,- l a l
al - 1 O O a" ll2

Op = 0.,,-1 0.,,-2 -1 O O a"
a" O O - 1 al lLp-1

a,,-l ap O O -1 ap_2

al ll2 a" O O -1

La utilidad de este teorema so ve clarificada si se considera la ecuaci ón ear­
actorística del proceso representado por 2.88, la.cu al es

(2.100)

qne al multiplicarse por x- P so convierte en

(x-I)P - al (X-I)P-1 -1l2(X-I)p-2 - ... -lLp-l(X-I) - a" = O (2.101)

¡óVer Lawrence E. Stephen Amolo y H. Friedberg Insel Spence, 1989, a;i8pp. 118J.

-Acatl áu- UNAM -Actu ar ía-



( ' C)
) ", Modelos Estadístico.'! para series de tiempo

en donde, al identificar a x-1 con la g de 2.99, sobresale la relación existente
entre el teorema de Sdmr y el criterio para dctcmrinar la oouvClgcnci:a del:
proceso. Es decir, lo único que se deberá hacer para verificar si una cierta
OCIJ.llciéllCll difuro1){'ja <leOC-OOlt p ropn.."iElBta uupro<.:csa {l9D\lCI"gcntc, es cal­
cular los p determinantes (liÍ p = 2 NC deberá calcular D J 11 D,. definida;
previamente y así para cada ClI.<;(» , si todos éstos son positivos podrá con­
cluirsc que el proceso tenderá a equilibrarse cn el Largo plazo; por el wntrario,
bastara que uno de los determinantes no sea positivo para concluir que el pro­
C(..··IO llO se estabilizará jamás. Es interesante ver que gracias a ~1.0 también
JJOS arroja Ias mismas condiciones de 2.87 cuando p = 2, al igual que cuando
lJ = 1 que debe ser I aJI < 1

Procesos divergentes

Aquí veremos el ClI.'!O especial de procesos divergentes en el que intervienen
raíces unitarias de la ecuación earaeterístiea, asunte- quequcdependierée-eu
el ClI.'!O 1 1.'Il que a? +~ > O. Este tipo de procesos puede ser representado
por una ecuación el! d iferencia de orden p-t<i dada por:

A(L)ZI = 00

= G(L)(I- L)'I con d ~ O

= (1 - aJL - a-¡L2 - .,' - ap+dIr)

G(L) = (1 - 911,) (1 - !hL )...(1 - .qpL)
11

(2.102)

y debido a que el comportamiento d e un procese representado por una
ecuación en diferencia, dcpcude del tipo de rafees de su ecuaci ón cai'llcterísti­
ca <mt.(J!}{:CS.esta última se .puede denotar C0111(,';

(1 - glx)(1 - 92X) ...(1 - 9p X)(1 _ x)d= O (2.103)

de donde se sigue que existen d raíces unitarias, adcmá... de las p raíces no
uuitarlas 9"1J

, gil, ...,g;J. En particular, nótese que las raíces de la ecuación
(2.103) se obtienen como solución de las dos ecuaciones caractcrfstices

(1 - 9Jx)(1 - gzx} ...( l -!/¡>X) = 0,

que se podrían asociar con la; procesos

G(L)Z¡ = au y o-z, = O

(2.104)

(2.105)
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respectivamente . El primero de estos procesos ya lo hemos estudiado en lo
que toca a su convergenci a en el punto de equilibrio con el hecho de que
19;1 < 1 para i = 1,2, ...,1'. En cuanto al proceso 'VdZI = Oes divergente ,
ya que las raíces de su ecuación característica son todas unitarias, pero es
interesante conocer el comportamiento que sigue dicho PI'OC(."IO. Se tomarán
los casos m ús sencillos y de allí generalizaremos. Primero consideremos la.
ecuaci ón

t = 1,2, ... (2.106)

'VZl = ZI - Zo = O==> ZI = Zo

'V~ =~ -Zl = O==> ~ = Zl

'VZ1 = ZI - ZI-l = O==> ZI= ZI_I

==> ZI = ZI_I = ... = Z4= Za= Z2 = Zl = Zo

en general ZI= ZI_l para i = 1,2, ..;, t que es lo mismo que poner ZI = Zo
t = 1, 2,... Por lo tanto, el proec..\'10 queda. completamente determinado al
conocer la condición inicial. Ahora. considérese a. la. ecuación

t =2,3, ... (2.107)

donde desarrollando el lado derecho de la igualdad se tiene que

'V('VZ1) = 'V(ZI - ZI-l) = 'VZ1 - 'VZ1_ 1 = ZI - ZI-l - (ZI_l - ZI_2) =
= ZI - 2ZI_1+ ZI_2

(2.108)

igualando a.coro se tiene que:

-Acat l áu-
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y resolviendo de manera iterativa obtenemos:

ZI = 2ZI_1 - ZI_'

=2(2ZI_2 - ZI_3) - ZI_2
=3Z1_ 2 - 2Z1_ 3

= 3(2ZI_:1 - ZI-4) - 2Z,_~

=4Zt _ 3 - 3Z1_ 4 (2.110)

= 4(2Zl-4 - ZI_;;) - 3Z1_ 4

=5Z1_ 4 - 4Z,_:>

= nZI_(fl_l) - (n -l)Zt_fl n ~ 2

Ahora bien, t - (n - 1) = Oó t - n = O.Lo anterior implica t = n ó t = n -1
,Y He elige como máximo valor posible de 11, en consecuencia..

Z, = tZI_(I_l) - (t - 1)Zo

= tZ1 - tZo + Zo
(2.111)

Retomando estos da¡ Cll.-al/; se puede decir que para la ccuaeión 1..'11 diferencia
de primer orrk:n(2.106) 1IC obtienecome solncíén gcncrm mm =l:It=te, ·el
doeír, un polinomio de grado cero, uoocsítando nua eondieiéu iníeial para la
soIuci(1I1 partJCIIIMi mientras que pam la '){".w-ldón ('.lJ diferencia de segundo
ordl..'I1(2.107), la solución general a¡ IUl polinomio de grado IlIJ O y requiere
dos condiciones iniciales para la soluciónparticular. En consecuencia para el
caso general de la oenaci én en diferencia de orden d se tendrá como solución
general, a un polinomio de grado d-I y requerirá de d condiciones iniciales
para la solución especifica,

Del n:.:-lnltado anterior, scpnodc uflrmar que cl ·PIDC<...,,;(1 'representado 'por
(2.102) con Ig.1 < 1 para i = 1,2, ...,]}, a¡ divergente debido a que existe
una tt.'Ildt."Ilt.-m pelinomial,!I1-cnw. ul screlaainede, elpreeese -que r-ala!.ta el

convergente. De manera que si se considera una nueva variable

el proces..¡O queda entonces definido por:

G(L)W, =00
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el cual tendera a estabilizarse eventualmente, Cabe señalar que teniendo la
expresión:

A(L)Z¡ = G(L)V'dZ¡ = G(L)W¡ = ao

El proceso en términos de la variable original Z es divergente (por la.'! d
raíces unitaria.'! de A(x) = O), pero en términos de la variable W sí puede ser
convergente [cuando 1911 < 1,1921 < 1, ..., 19p1< 1).

2.5.5. Modelos autorregresivos (AR)

Recordando la.'! ecuaciones en diferencia en la.'! cuales teníamos modelos del
tipo:

A(L)lí = constante (2.112)

en donde A(L) es un polinomio de retraso. Una generalización de este tipo
de ecuaciones consiste en introducir una variable aleatoria en el lado derecho
de la expresión y así obtener:

A(L)lí = rnTI.-dante + e¡ (2.113)

en donde por simplicidad, se supone que {e¡} es un proceso de mido blanco,
la.'! ecuaciones en diferencia del tipo 2.113 permiten representar los PfT)(:eBOB

autorregre.'lÍvo.~que desarrollando el polinomio, tenemos:

(2.114)

en donde la constante es igual a (1"- t/ll - eh - ... - t/lp)¡L, en C8.'lO de que el
proceso lí tenga un nivel modio constante dado por E[lí] = JL para toda t;
de esta forma, la ecuación 2.114 se convierte en:

t/l(L)Y; = e¡ con Y; = lí - JL (2.115)

El término uutorrcgrcsivol.Alt) que se le da al proceso representado por 2.115
se refiere al hecho de que también puede expresarse como

(2.116)

la cual si nos damos cuenta es una ecuación de regresión lineal , con la carac­
tcrística especial de que el valor de la variable dependiente Y en el periodo t

-Acatlán- UNAM -Actu aría-



GG Afodelos Esuulisticos para series de tiem.po

depende, uo de IOH valores de uu cierto conjunto de variables independientes,
como sucede (~1I el modelo de regn..."lión, sino de sus propios valores, observa­
dos 1-'11 periodos anteriores a t y ponderados de acuerdo cou los coeficientes
autorrcgrcsivos q,1, ..., q,P'

Corno vimos, es importante saber si el proce...";() asociado con una ecuación
en diferencia alcanzará m el largo plazo su plinto de equilibrio. Al referirse
a ocuecíones m diferencia en las que interviene algúu elemento aleatorio,
110 es estrictamente válido hablar de convergencíu debido precisamente a
las fluctuaciones alcntorias que siempre existirán lUID cuando ÚltlL'I ocurran
alrededor del punto de equilibrio. Por tal razón, es necesario utilizar el con..
repto de equilibrio estocástico, mejor conocido como estaeionariedad; C>'U) es
mientras que en uu proceso determinista se habla de equilibrio, cuando se
tiene un proceso estocástico se habla de cstacionaricdad; de esta manera, un
proceso AR será estacionario o no estacionario, dependiendo de los valores
que tomen hL'I raíces de la ccuación característica:

q,(x) = O (2.117)

la mal rige el comportamiento del proceso antorregrcsivo.
Si recordamos el caso general de una ecuación en diferencia, se sabe que q,(L)
se escribe como:

q,(L)= (1 - 91L)(l - !hL)...(l - !JpL) (2.118)

de tal manera que el proceso AR definido por q,(L) será estacionario, si y
solo si,

Igil < 1 para i = 1,2, .. .,p (2.119)

o dicho de otra forma, si la'! rafees de 2.117, que son 9-;1,9;1, ...,9;1, se
encuentran fuera del circulo unitario (cn el plano complejo].

Modelos autorregresívos de primer orden AR(l)

Iniciaremos con el C3.'lO mas simple de un modelo autorregrcsivo de orden
UIIO, Le, U11 AR( 1), que se representa como:
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para que este modelo sea estacionario se requiere que la raíz de la ecuación

(2.121)

se encuentra fuera del círculo unitario; es decir, se requiere que I¡PI < 1 para
asegurar la cstacionariodad del proceso AR(l) descrito por 2.120. La media
y la varianza de este modelo vienen dadas como:

E[~J = O Y 10 = Var(~) = /72(1 + ¡p2 +¡p4 + ...) (2.122)

de tal fonna que tanto la media como la varianza del modulo son OOIL.'Itan~

y además se obtiene:

Asimismo, las autocovarianzas vienen dadas como:

00

1" = /72(2: ¡pi¡p"+i + ¡P")
i=1

00

=~¡P" 2: ¡p2i, K, = 1,2, ...
i=O

si I ¡PI < 1 se reduce a:

. 1" = /72¡P"J(1 - ¡p2), K, = 1,2, ...

y recordando que 1" = 1_'" se obtiene la fórmula general:

de donde se signe que las autocorrclucíones deben ser de la forma:

p(K,) = '" = t/JI"I, K, = ±1,±2,...
10

(2.123)

: (2.124)

(2.125)

(2.126)

(2.127)

lo cual nos indica que, conforme K, > Ot.Tt.'CC, la función de autoeorrclación
(FAC) tiende a Cl..TO, con decaimiento de tipo exponencial cuando O< ¡p < 1
y con signos alternados cuando -1 < ¡p < O. Además debido a la condición
2.127la condición de cstucionariodad del proceso AR(l), I ¡PI < 1, se couviertc
en términos de las autocorrclacíoncs como:

-Acatlán-
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Modelos autorregresivos de orden p AR(p)

Como caso general de un proceso autorrcgrcsivo, se procede a considerar el
proa...'"lO AR(p) que se describe 2.116, la cual es equivalente a:

(2.129)

en donde ~ = 1'; - IL.

Un proceso AR(p) será estacionario, si y solo si, las raíces de la oeuaciéu
caractcrfstica:

(2.130)

se encuentran fuera del circulo unitario. En la practica. el teorema de Schnr
es útil para encontrar las condiciones de estacionaricdad en términos de los
parámetros ifJl, •••, ifJr Dichas condiciones surgen del requisito de que sean
positivos los p determinantes que se muestran a continuación:

1-1
ifJplD 1 = ifJp -1

-} O ifJp ifJp-l

D 2 = ePI -1 O ifJp
ifJp O -1 ifJl

ifJP-l ifJp O - 1

- 1 O O c/Jp <Pp-l 4>1
1/11 -1 O O c/>p eh

Dp = rPp-l ePP-2 -1 O O rPP
ePP O O -1 </JI cPP-l

¡Pp-l 4>p O O -1 c/>p-2

4>1 eP2 4>p O O -}
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Por otro lado, es conveniente apreciar que un proo..."iO AR(p) estacionario
tiene asociada una FAC que decae rápidamente a cero, dc manera expouon­
cíal. Si el proceso AR(p) resulta ser estacionario, será posible representarlo
como una Huma ponderada de choques aleatorios con ponderaciones absolu­
tamcntc convergentes; es decir, dcbe poderse escribir como:

(2.131)

eon L:l ItI!;1 = constante < oo. Loscoeficientes ti!;, i = 1,2,3, ... se obtienen
a partir del hecho dc que un proo..."l() AR(p) estacionario se dcbe expresar
como:

es decir,
tP( L) = ljqJ(L) () 1 = f/J( L)tP(L)

(2.132)

(2.133)

dondc f/J(L) = (1 - f/J1L - 4J.lL2 - ••• - f/Jp-1I?-1 - f/JpI?) , dc manera qnc:

1 = (1- f/J1L - 4J.lL2 - - ifJr-1Lp-l - f/JpLP)(1 - tP1L - thL2- ..•)
= (1- tP1L - thL2 - ) - f/Jl(L - 'I/J¡L2 - th La - ...) - .•.

- f/JP-l (I?- l - tP1I? - thLP+1 - ...)
- f/Jp(LP - tP1Lp+l - th LP+2 - ...)

= 1- (tI!1+f/Jl)L- (tI~l-ljJltPl +4>2)L2 - ...
- (tI!p-1 - ljJd!p-2 - 4J.ltPp-a - ... + f/Jp- I)Lp-l

- (tPP- ljJl tPp- 1- 4J.l tPp-2 - ... -ljJp- ltPl + IjJp)I? - ...
(2.134)

así que, para que se cumpla esta íntima relación, tOdOH lOH coeficientes quc
aparecen multiplicando a L i deben do ser cero, para toda i ~ 1, lo cual
implica que:

tPI = -1jJ1

t/>l = IjJl tPl - 4>2
(2.135)

tPP-1= IjJltPp- 2+~t/Jp-a + - 1jJp-1

t/Jp = IjJIl/Jp-l + 4J.l t/Jp-2+ + ljJp-lt/Jl -ljJp
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y en general,
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(2.136)

con ePi = O para í > p. N ótese cómo el mismo proceso AR(p) puede rcp­
rescntarso con p parámetros autorregrcsívos o mediante un numero infinito
dc coeficientes '1/' asocíadcs con el proceso {e,} . Con fines prácticos, resulta
preferible trabajar con un número fiuito de parámetros, sobre todo si la cx­
plicací ón 'lile se tiene del fenómeno es la misma, A esta idea de ahorro (1D el
número de parámetros se le (.'()lJO(X) con el nombre de principio de parsimonia.
Por consiguiente. la expresión 2.131 no brindará mucha utilidad si toda; los
coeficientes tI)I, tP2 , ..., fuesen distintos de cero. como ocurre con el caso de un
procc...''óo AR(l ) estacionario, en el cual (1 - q,L)ft = el implica:

(2.137)

de tal forma que 'l/J¡ = -qi , paraé = 1,2, .._y, por tanto, tlJ; -lo O pura toda i.
En muchas ocasiones, sin embargo, dichos coeficientes son distintos de cero
muncro, a partir del cual todos son cero, o sea que se tiene:

tI)1 -lo O, "¡J.¿ =f 0, ..., .t/Jq -lo 0, 'fÍJq+1 = 0, 'fÍJq+2 = 0, ... (2.138)

Como ejemplo de esto, pensemos en el caso extremo en que p fuese infinito
y que el proceso cstaciouarío tuviese la representación:

la cu a l también se escribe corno:

ji¡ = (1 - rjlL +rjl2L2 - . ••)-1C•

= (1 + q,L)e¡
= (1 - 'l/JIL - 'l/J2L2- ••.h

(2.139)

(2.140)

en donde t/J¡ = - 4> Y '/Í)i = O para i ~ 2. El a1lOITO en parámetros en este
ejemplo sería infinito, por lo GUaI La representaci ón del proceso L'l1 2.140 es
superior a la representación 2.1~!9, annquc ambas sean equivalentes. El ar­
gumento anterior conduce a pensar en la existencia de procesos que puedan
reprcscnturso mejor en t érminos de los choques aleatorios, que en términos
autorrcgresívos. A este tipo de procesos se les denomina de promedios móviles
y se les den ota por MA.
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2.5.6. Modelos de promedios móviles (MA)

71

(2.141)

Lacaractcrí...¡tica que defiue el proceso MA en general es que el valor actual de
la serie observada se expresa como función de choques actuales y rezagados
inobscrvahles, como si fuera U11 modelo de regrcsíén sólo con perturbaciones
actual y retrasadas en el lado derecho.

El modelo MA de orden 1 MA(l)

El pro<x..'''¡O de promedios m óviles de orden 11110, es el más simple y se expresa
como sigue:

Del cual podemos obtener de manera inmediata:

y

, (2.142)

(2.143)

Observemos que para un valor fijo de a, cuando ()aumenta en valor absoluto,
también lo hace la Vd.TÍlU1Za. Luego la fuución de autocovarianza esta dada
por:

Por lo que la función de autocorreladón esta dada como:

(2.145)

Se puede concluir, del hecho de que las autocorrelacíones para retrasos may­
ores que IUl periodo sean cero, 'que el proceso MA(I) 110 tiene memoria para
més allá de lo ocurrido en U11 periodo anterior. Pero, aunque la primera au­
tocorrelación sea dis tinta de cero, 110 puede ser lIlUY grande, puesto que este
hecho indicaría que existiría una fuerte dependencia de la observación actual
COII la anterior y, así sucesivamente.Entonces, sería más adecuado pensar en
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un modelo antorregresivo para esta situación. De la CL'IIaL'Íón (2.145) Ydebido
a que 101 < 1, He obtiene que:

(2.146)

(2.147)

Así, se puede afirmar que aún cuando una cierta función de antocorrclación
muestre al retraso 1, ésta representará a un proceso MA(l) solo sí se satisface
la restricción (2.146).

Cabe señalar, que los proo..."lO:I antorrcgresivos estacionarios también pueden
representados a través de modelos de promedios móviles, en particular un
modelo AR(oo) tiene una representación equivalente en el modelo MA(1),
unu conclusíón que surge de esto es que el proceso descrito por 2.141 puede
representarse en forma antorrcgresiva, con ponderaciones absolutamente con­
vergcntcs sí I 91 < 1.

En general, cuando un proceso se expresa apropiadamente mediante un mod­
elo AR, se dirá que dicho proceso es invcrtib1e, lo cual significa que se PUL>dc
representar como:

en donde:
1T(L) = 1 -1r1L -1T2 L2 - ...

es uu polinomio de retraso que cumple con que la suma

7r(X) = 1 - L 7riXi

i=1

(2.148)

(2.149)

converge dentro o sobre el círculo imitarlo. Este requisito podría interpretarse
como una rcstríccíón sobre-los <·.oc;f}~:iHl)t~~ 1l71,1fZ,'" (qng I:\l) lm,!;ll~rau aso­
ciados con las variables retrasadas Yi-l, Yi-2, ...)de tal manera que mientras
mayor sea el retraso de la variable, menor deberá sor el valor de la 1f corro­
spondicnto, es decir, es menor la influencia de dicha variable retrasada sobre
las variables más recientes. Todo proceso MA es cstacíonarío, mientras que
todo proceso AR es invortíblo. Además, las condiciones para ínvcrtibílídad de
uu proo....'<;() MA se obtienen de manera similar a las condiciones de estacionar­
iodad para procesos AH., Olmo se aprecia en la coudíción de invertibilidad
del proceso 2.141, la L'IIal ~lllrge del requerimiento de que la suma:

-Acatl án-
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couverja dentro o sobre el circulo unitario. lo cual recordando sucede cuando
101 < 1.

Eneonsocucueía, la condición de invertibilidad para un proec..."lO MA también
se expresa en términos del polinomio O(L) por el requerimiento de que 1a.'1
raíces de la oeuacíén

O(x) = O (2.151)

se encuentran fuera del circulo unitario, La importancia del concepto de in­
vertibilidad radica cu que todoproceso inverlible esta detcrminadodc manero
11nica por .~'U FAC,esto es que cumplen con 1a.'1 condiciones antes mcncionadaa,
lo cual no ocurre cuando los procesos son no ínvcrtíblos.

El modelo MA de orden q MA(q)

Ocnoralízaado, decimos que un prOCl.."IO estocástico sigue un esquema de
promedios móviles de orden q ~ 1 si se puede representar UlUlO:

(2.152)

(2.153)
si K = 1,2, .oo, q

con Y¡ = Yi - IJ, en donde fL es el nivel del proceso, 01 , O2, •.•, Oq son los
parámetros de promedios móviles y CI es un proceso de mido blanco con
inedia cero y varianza constante q2. Recordando que todo proceso MA es
estacionario Y. en particular, se observa en 1a.'1 formulas siguientes que ni la
media, ni la varianza, ni lus COvarilUIZIJS del proceso MA(q), dependen del
tiempo:

E¡Y¡) = E[Yi) - IJ = O
10 = (1+ t11 + Oi + ....~)q2

_ { (-O" + 010"+1 +...+Oq_"Oq)(J2,
1"- O. si K ~ q+ 1

(2.154)

para que alta expresi ón de 1" sea valida en general, se define 00 = Oq+l =
Oq+2 = ... = O. De aquí es inmediato obtc..ner la función dcantocorrclacién:

{

-9.+6,8'+1+...+9._.9. . ' _ 1 2
( ) I+ñ'l ••2+ 92 • s i K - , , •••, qP K = "l TV2 .. ...

O. si K ~ q+ 1
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la cual muestra que el proceso MA(q) tiene UIJa memoria limitada a q pt.-'­

riodos (lo cual se ve claramente (."1\ el oorrelograma de la. FAC). Además,
la expresión 2.153 permite apreciar que Mi se descara obtener un conjunto
de ccuucíones que pcnnltan expresar u 106parámetros de promedios móviles
en términos de las uutocovarianzas, dichas ecuaciones serán lJO lineales y no
tcndríun una solución única, a IJICl101l que se impusieran algunas restricciones
sobre 106 valores de las 9 son precisamente las condiciones de invertibilidad,
las cuales permiten a..soeiar uu MOlo prOCCMO MA a una FAC. La'! eoudíciones
de invertibilidad del proceso 2.152 se obtienen con la... condiciones de estar­
cionaricdad para UlJ proceso AR(q), de tal znanora que, sogiin el teorema.
de Sclmr, para que el proceso MA(q) sea invertiblc, se requiere que los q
determinantes:

1-1 o, IDI = Oq -1

-1 O 9q
9

q
_

1

D 2 = O) -1 O 6q

9q O -1 61

Sq-l o, O -1

-1 O O o, 9q_1 O)
91 -1 O O 8q (J2

Dq = 9q-I Oq_2 -1 O O Oq

9q O O -} fh 9
q

_
1

Oq_l Oq O O -1 Oq_2

9) 92 o, O O -1

sean todos positivos (con un solo determinante que no sea positivo bastara
para. concluir que es un prooe..¡O no invertible]. Si el proec....¡{) resulta sur in­
vertible, entonces se podría escribir como:
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con E;:J l'II"il < 00, donde los coeficientes '11"., '11"2, ••• podrían obtenerse de la
relación

la cual implica que:

'II"(L)O(L) = 1 (2.156)

1= (1 - 'll"JL - 'll"2L2 - ...)(1 - OlL - 02L2 - ... - 0éq)

= (1 - OJL - fhL2 - ..• - OqLq) - 'll"J(L - OJL2 - ... -: OqLq+l)

- 'll"2(L2 - OJL3 - ... - OqL9+2) - 0.0

= 1 - (OJ + 'll"J)L - (02 - 'll"JOJ + 'll"2)L2
- (03 - '11"102 - '11"201 + 'll"3)L3 - .•.

(2.157)

de tal manera obtenemos las siguien tes ecuaciones:

'll"J = -OJ

'11"2 = 'll"JOl - 02

'11"2 = 'll"20J + 'll"J02 - 03 (2.158)

'll"i = 'll"i-JOJ + 'll"i-2 02 + o • • + 'll"lOi- J - 0i ' j > q

en donde 0i = Opara j > q.

2.5.7. Modelos de promedios móviles autorregresivos
(ARMA)

En la oonstruccién de modelos, ocasionalmente encontramos algunos que in­
cluyen términos tanto uutorregrcsívos como de promedios móviles y dan co­
mo resultado un modelo autorrogrosívo de promedios móviles (ARMA) de
orden(p, q)o El cual se puede representar mediante:

¡fl(L)Y; = O(L)el (2.159)

en donde ¡fl(L) y O(L) son polinomios de retraso de orden p y q, respect iva­
mente, {el} es un proceso de mido blanco y Y; es la serie de desviaciones de
la varlablo 1'; respecto a su nivel medio IL. Esta serie desarrollándola tenemos:

(2.160)
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Las condícíones de cstacionariedad e invertibilidad de los proee.."'lO:I AR(p) y
MA(q) cstablooeu las propiedades para los procesos ARMA(p,q).

Esto al, un proceso ARMA(p,q) es estacionario si las raÍCCIl de tjJ(L) = O
están fuera del circulo unitario e illV{.-rtible si las raíces de S(L) = O ~1.á.1l

fuere del circulo unitario.

Modelo ARMA(l,l)

El proceso autorrcgresivo y de promedios móviles de orden (1,1), ann siendo
el más sencillo de los procesos ARMA, es de grflll interés desde el PIUlt., de
vista. prúctico porquc proporciona representaciones adceuadaa para IDucba...
series de fenómenos reales. El modelo ARMI\(l,l) está definido por

(1 - 4>L)~ = (1 - BL)c, (2.161)

y puesto que contiene tanto carnctcristica.'i autorregresivas como de prome....
dios móviles, no tiene por qué ser invcrtibIe ni estacionario, pero Ias condi­
ciones de iuvcrtibilidad y cstaeionariedad llC obtienen fácilmente de las eondi­
cionos respectivas para procesos AR(1) Y MA(1). Si el proceso resulta IlCT

estacionario e invertiblc, entonces las representaciones,

Y¡ = f/J (L)et = et - w,et-l - t/-'2et_2 - y

x(L)~ = Y; - XI Y,-1 -X.2Y;-2- = eJ
(2162)

son tales que las sumas 1::1 If/Jil y ¿;.:, 111";1 son convergentes. E.'!t~) lo podo....
mos verificar al escribir 2.161 como:

- 1-OL
Y, = (1 _ if>L Jet

= (1 - ()L)!l + tjJL + (tjJL)2 + ...lel
= {1 - «() - 4»L - 4>«() - ¡fJ)L? - ,f(O - ¡fJ)L3

- ···lel

(2.163)

lo cual es válido siempre y cuando se cumpla la condición de estacionaricdad
14>1 < 1, y (,'11este caso la.'! ponderaciones 1/;1 vienen dadas por:

-Acatlán-
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En esta última cxpresí éuse observa que, conforme el Índice i crece, '!/Ji tiende a
cero y la muna L:J I'!/JiIserá convergente. De igual manera, la representación
del proo..."IO ARMA(1,1 ) como

1-tjJL ­
el = (1-0L)Yi.

= (1- ¡JiL)11 + OL + (OL)2 + ...)Y; (2.165)

= 11 - (¡Ji - O)L - O(¡Ji - 0)L2- B2(¡Ji - 0)[;1 - ...)Y;

al válida si se satisface que 101 < 1, la cual al de hecho la condición de
invertibilidad, en ese caso tiene:

1rj =(}j-1(¡Ji-O) j=1,2, ...

de donde se sigue que:

00 00 (¡Ji-O):2>j= (¡Ji-O)L(}i-1 = (1 -0) <oo.
j=J j =1

La varianza viene dada como:

'Yo= 1/J'Y1 + 11 - 0(¡Ji - 0))(72

(2.166)

(2.167)

(2.168)

si K = 1
si K ~ 2

(2.169)

(2.170)

las autocovarianzas para K, ~ 2 son idéntica'! a las del proceso AR(1), alto
se debe a que parte de promedios móviles al de orden 1 y por tanto, sólo la
primera autocovarianza refleja la inclusión de paráme tros del tipo MA. Para
obtener la autocovarianza, dados los parámetros del proceso, las ecuaciones
anteriores se pueden resolver para 10 y IJ , de la manera siguiente:

10 = I/J'YJ + 11- 0(¡Ji - 0))(72
IJ =I/J'Yo - 0(72

que tiene por solución
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(2.171)

-Actuaría-



78 Modelos Estadísticos pam series de tiempo

De 2.170 Y 2.1TI podemos concluir que la funciéu de autocovaríanzas viene
dada como:

<#,-J{1 - 4Jl)(,p - O)tr
rt«> l-q/l ,"=1,2, ... (2.172)

Con lo mal podemos COD1>1.mir la función de autocorrelal.:ión(FAC).

(2.173)K= 1,2, ...( )
_ <#,-1(1 - qiJ)(,p - O)

P" - 1-2qiJ+02 '

de aquí , debido al factor 4I'-J y la condicióu de ffitacionaricdad I ,pI < 1, se
sigue que p(,.) tiene un decaimiento exponencial n cero 11 partir de P(1).

Modelo ARMA(p,q)

Un pW<X."lO ARMA(p,q) incluye ambos romponcnt<....... tanto el antorregrcsivo
romo el de promedios móviles , es decir,

Y; = q,JY;-J +chY;-2+ ...+,ppY;-p+f:l +9I c L_ I +6:!CL_2+ ...+0qCL-q (2.174)

o la podemos poner en la forma de operador de rczBgO;

La cual representaremos cmno:

(2.176)

En donde los polinomios q,(L) y 9(L) son de orden p y q respectivamente.
Para que el proceso sea cstacionariol 6 se requiere que las rafees de q,(x)= 0,
estén fuera del círculo unitario y para que sea invcrtible la oondición es que
las raíces de la ccnacíén 9(x) = 0, se encuentren también fuera del círculo
unitario; si ocurre q,(x) = O. admite la siguiente representación:

- O(L)
Yí = q,(L) CL= t/J(L)CI (2.177)

lfiEn el caso del proceso ARMA f'e requie re comprobar tanto la ""tahilidad CQ lUO la
inverribilklad, porque están presentes al mismo t iempo los componentes autorregresivos y
1,,,, promedios mlívi!es
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<X)JJ Ef=1 I 4>;1 < oo. Así, un pro<x..";() estacionario de un ARMA depende
enteramente de los parámetros autorrcgrcslvos (</Ih 4>2, ...,4>p) y no de los
parámetros de promedios móviles (°1, 82 , •.• , 8q ) . De la expresión 2.174 se signe
quc si el proceso es cstaciouario, la media es cero; además para K ~ O

, .. = EIY;Y;_..)

= 4>IE(Y;-SL .)+ rhEIY;-2Y;-..1+... + 4>P~[Y;-PY;-")

+ Elcj~_ ..I- 8I E[c¡_1Y;_..) - ... - OqE[c¡_q}í¡_..)
(2.178)

en donde, como Y;-.. está afectada por los choques aleatorios C¡_ " , C¡-Í<-lJ

pero es indcpendicnte dc C¡_,,+lJ C¡_.. +2, ... , Yse ticnc

(2.179)

y por consiguiente la ecuación 2.178 da como resultado:

(2.180)

mientras que para K $ q" .. involucrar á los parámetros (8..,8"+1, ..., 8q ) . En­
tonces la varianza viene dada romo:

la cual, debido a 11, 12, ... , IP' ticnc que ser resuelta simultáneamente con las
ecuaciones para estas p autocovariauzas.

En lo que respecta a las autocorrclacioncs para procesos ARMA(p,q), ~tás
obtienen para retrasos mayores a q, dc la relación

(2.182)

y para retrasos menores a q, la autocorrelación p(K) involucrará los parámet­
ros (O"' 8,,+lt .. . , 8q ) . Con frecuencia 1()S modelos ARMA son muy exactos y
muy parsimoniosos a la vez. Por cjcmplo, en un caso particular, se puede
recurrir a un AR(5) para obtener la misma aproximación que la que podría
obtenerse con IIn ARJvt:A(2,l), así el AR(5) ticnc cinco parámetros que hay
que estimar, mientras que el ARMA(2,1) sólo tiene tres. Ahora veremos 1()S

métodos más poderosos y más generales para series dc tiempo.
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2.6. Modelos ARIMA

Modelos ARIMA

Hayquc notar quc hasta ahora solo hemos trabajado con series cst.acioua:rias
pero lamcutablcmoate en la realidad la lna)'OrÍa de inll VCttlI 110 pasa así,
debido a que puedc existir a/gtín tipo de tendencia o porque arte ínfíucnciada
por Ull factor scmídctenninista t'OIDO lo {'S la estacionalídad o ambas, Si el
problema ('8 la apreciación de IIDil tendencia en el comportamiento de la serie,
es posible que sea dc carácter polinomial adaptívo y que por tanto pueda
eliminarse con la aplicación del operador diferencia. Existen otrm métodos
pero 11010 nos limitaremos a esté por su sencilles y aplicabilidad, lo cual nos
da origen a los modela; ARIMA. Primero iniciaremos el estudio de series de
tiempo o procesos no estaeíouurios causados por \IDa tendencia para HegUir

con el estudio de series con estacionalídad,

2.6.1. Modelos ARlMA para series con tendencia

Los modelos autorregrcsivos e integrada; de promedios móvilcs(ARIMA)
puedeu ser Vi..,1,(lS como una. gcucrali7BCión de los modelos ARMA.. Yaglom
(1955) sugirió la posibihdad de que UD cierto tipo de no estacíonaríedad
mostrado por algunas series de tiempo, podían representarse como UDa sim­
plc torna sucesiva de diferencias de la serie original. E...to da mucha flexibil­
idad a los modelos ARMA, puesto que en realidad 10 que re hace el aplicar
el operador diferencia yVd para eliminar una posible tendencia polinomial de
orden d, presente en la serie que se analice. Entonces, si un proceso {Yt} tu­
viera una tendencia poliuomialuo deterministaes posible construir ~I proceso
estacionario {W,}, en dondc:

n~ = v'Y, para toda t (2.183)

para esta. serie ya seria posible obtener un modelo ARMA; ¡peL)W, = lJ( L)e"
10 ClIalRTÍa cquivaksrto a considerar d modelo ARlMA

(2_184)

para {Y;}, en donde {e,} el! un proceso de mido blanco. El ténnino "inte­
grado"se refiere a que Y; se obticuc de la relación 2.183 por invcrllión del
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operador Vd, dando como resultado 111111 suma infinita de términos W¡. En­
tonces, si uplicamos la serie de Maclanrin a (1 - Lt", con n un número
entero, se obtiene:

(l - L)- n = l L n(n+1)L2 n(n+1)(n+2)L3+n + 2! + 3! +..., (2.185)

de este resultado so signe que, por ejemplo, el invcrsq del operador V es

v-J = (1- LtJ = 1+ L+ L2+ L3 + ...

y así, si W¡ = VY¡, se tendría:

Y¡ = V-JWI = W¡ + WI- 1 + WI - 2 + ...

(2.186)

(2.187)

El orden del polinomio dc retraso 4>(L), del orden del exponente en el op­
erador diferencia y el ordcu del polinomio de retraso O(L), so acostumbra
mencionarlos cu ese ordcu, de manera que un modelo ARlMA(p,d,q) indica
que consta de un polinomio autorrcgrcsivo de orden p, de una difci'cncia do
orden d y de un polinomio de promedios móviles de orden q. De esta manera
el modelo 2.184se escribe como :

WI-4>lfV;_)- ...-4>p~-p = el- Olel_l - ...-Oqel_q con.~ = VdY¡ (2.188)

Ya quc el interés primordial se centra en los modelos estacionarios e invcrt­
ibles, se requiere que las raíces de 4>(x) = Oy las raíces de O(x) = O se
encuentren fuera del círculo unitario, o bien, si se considera como operador
autorrcgrcsivo generalizado a:

(2.189)

la condición es que d de las raíces dc lp(x) = Osean unitarias, mientras que
las raíces restantes deben estar fuera del círculo unitario. Con el uso dc la
ecuación 2.189, la expresi ón 2.188 se convierte cn:

Yi = !PlYi-l+ !P2Yi-2 + oo . + lpp+dYi-p-d +el - Olel_) - ... - Oqel_q (2.190)

y, la rcprcscntaei ón m) términos dc suma ponderada de choques aleatorios
viene dada como:
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en donde, debido a que

Modelos ARIMA

(l-'PtL-I{J2L2- ...-'Pp-k1lrtl)(1-'l/J,L-tb2L2-...) = (1-91L-'hL
2

- •••-8'1L9)
(2.192)

ClI la cual las poudcracíoues TjJ deben satisfacer la ocuueí én en diferencia
siguiente (donde L opera sobre j)

(2.193)

Asimi.'lIJ10, si el proceso que indica 2.190 a; invertiblc, se tiene;

con las ponderaciones 1f que satísfacen:

6(L)7r; = O para j > tna1:{p+ d,q}

(2.194)

(2.195)

Parocc entonces razonable usar dífurcnáas sucesivas para transformar una .
serie de tiempo no estacionaria en una estacionaria. Es de notar que UD

proceso }'j de longitud n, as decir {Yi,1'2, ...,Y..} al hacer la tramsfunnaci6n
2.1&3 se tiene IIDa serie de longitud n-d. Si IIDa serie de tiempo no estacionaría
puede ser transfnrmada a IDIa serie de tiempo cstaeionaria aplicando lID grado
sdccuado de diferenciación, se dice que la serie origiuaJ as homogéneamente
no estacionaria, Por último si la no cstacíonarícdad se debe tambiéu a que la
varianza no a; constante, quizá la causa sea que L"Il cada punto de observación
t, la vuriuble y. tiene varianza úf la cual a; función de su media J.'I;de ocurrir
asto, lID argumento qne se obtiene del trabajo de Ba.rtlctt (1947), conduce 11

determinar una trnnsformllci6n potencia del tipo.

T(Yi) = { ~(Yi)f (2.196)

Esta transformación as útil para estabilizar la varianza de la serie, antes de
cancelar la posible tendencia..

2.6.2. Modelos ARlMA para series con estacionalidad

Hasta ahora hemos abordado modeles para serie; de tiempo estacionarias y
no cstecionarias [eou tendencia], ahoramDllidcrnre[[)(1ti el caso cuando existe

-Acetláu- UNAM -Actuaría-



Capítulo 2 83

cstacionalidad en la serie la cual es muy frecuente encontrarse en la prac­
tica el modelo que utilizaremos es el operador diferencia estacional; que lli

muy parecido al operador diferencia que utilizamos en el caso de los modo­
los no estacionarios por tendencia, solo que se hacen algunas modiflcaeioncs
dehido a que las diferencias se hacen según la periodicidad en la que venga
la cstacionalidad (E).

A.s, como se introdujo la notación de operadores para. series no estacionarias
por tendencia, ahora introduciremos la siguiente notación para serios esta­
cionales. El operador diferencia estacional V'1,; se define como:

(2.197)
para k = 0,1, ... Y E= 1,2 •...

mientras que un polinomio de retraso estacional de orden p con coeficientes
constantes 9¡, ..., 9k viene dado por

G(LJ;) = 1 - 91LJ; - 92L2J; - ... - 9kLkJ;
k

= 1 - L9jLjJ;
;=1

Para ejemplificar Ubio sea E=12 y k=2. entonces nos quedaría COlTlO:

V'i2Yi = (1 - L12)2Yi = Yi - 2Yi-12+Yi-24

y

(2.198)

R" de advertir que al aplicar el operador V'~ se pierden E · D observaciones
uutomátícamcnto. Con la notación n..xlén introducida es posible obtener rcp­
rcsoutacíones puramente estacionales del tipo ARIllJA(P, D, Q)J; como:

(2.199)

donde 11 es el nivel de {Yi}, <p(LE) es la representación de un polinomio autor­
regresivo estacional de orden P, a(LE ) denota a un polinomio de promedios
móvi les de orden Q y la sucesi ón {e¡} es mido blanco . Ahora antes de ver
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un ARIMAestacional veamos sus partes empezando por el elcmcnto autor­
regresivo,

Sea lID proceso estacional antorrcgresivo cou E observaciones por período
Ultacion.u y donde HÓlo l(l!l parámetnl!l cuyo subíndice al un entero múltiplo
de E, mm diferentes de tL'T().

donde P es el múltiplo mayor de E presente en el proceso el cual nos da el
orden del mismo, entonces para un AR(lh: quedaría como:

(2.201)

para esto se tiene la varianza como:

(2.202)

en donde, suponiendo estacionaricdad para {Y}, se obtiene

,o= (1- epI>

y do La... antocovarianzas... vienen dada... como:

mientras quc:

CP;u2
,jE = (1 _ 11) para i> O

'" = O para If. -tiE

Entonces la FAC con correspondencia a 2.201 vienc a ser

{
epi

p(x) = O
para ,,= iE ron i = O. l. 2, ...
para K. -tiE

(2.203)

Ahora analizando el modelo de promedios móviles estacionales tenemos;
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donde Q es el múltiplo más grande dc E quc se encuentra en el modelo.
Nuevamente, tomando el caso más sencillo el MA(I)¡,; representado como:

la cual tiene como la. función dc uutocovarianza,

10 = (1+ 8 2
)17

2

lE = _8217
2

,,, = O para K f E

que, en términos dc la FAC, implica

(2.205) .

(2.206)

{

-fl

p(K) = g+fl2)
si K=E

para K :::: 1 con K f E
(2.207)

o sea, que existirá únicamente una correlación diferente dc cero, correspon­
diente al retraso K = E. Como consecuencia un modelo ARMA estacional se
vera así

Yi = iplYi-E+ip2Yi-2E+...+ipl'Yi-l>¡,;+CI-81CI-¡,;-82CI-2E- ... -8Qcl-QE
(2.208)

Por último, es dc mencionar que la estructura dc la función dc uutocorrclaeión
dc un proceso estacional ARMA es anéloga a la dc un proceso no estacional,
con correlaciones diferentes dc cero sólo en los períodos E,2E,3E.... hay
que notar que la suposici ón dc este método es quc la serie siempre es esta­
cionaria cosa quc muchas Vf...'(.'CS no pasa por tul motivo Box y Jcnkins (1970)
propusieron el siguientc modelo conocido como modelo multiplicativo esta­
cional.

Modelo multiplicativo estacional

Este modelo pcnnite estudiar series do tiempo eon efectos estaeionales y no
estacionales. Este modelo tiene la forma

(2.209)

donde las variables {{rl} no se suponen ruido blanco, sino generada por 1111
proceso ARlMA(p,d,q) , es decir,
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con {eL} IIU prOCA-"iO de m ido blanco de estas dos última.'! expresiones se
obtiene el modelo multiplicativo csteeional:

.p(L)<I>(L.I:}vdVf(Y; -,.1) = O(L)8(LE)e, .

el cual es denotado corno ARIMA(p,d,q)x(P, D,Q)j;17.

(2.211)

Par-d. finalizar podemos ver que con este tipo de modelos podemos modo­
lar series que contengan tanto tendencia como cstaeioualidad debido a los
operadores difercncla tanto normal como estacional respectivamente pero es
de SIUDa importancia decir que cuando una serie es completamente Clltacional
se utiliza el operador diferencia estacional, pero qne pasa cuando una serie
tiene partes estacionales y otras 110, pues para eso existen los otros parámet­
rOK P y O del modelo ARl.\fA(p,d,q)x(P, D, Q),,; pura agregarlo máH poder
al modelo sin uccosídad de dífcrencíar, y para sabor el grado o mal parámetro
tomar dependerá de como so ven los eorrologramas y la gr:mca de la serie
pura poder determinar si es conveniente meter estos parámcsros al modelo o
no.
A continuación veremos corno identificar un modelo adecuado a las series de
tiempo, y que por cierto no es una tarea fáci l de hacer de boche es una de
las partes más complicada'! al analizar series de ti empo.

2.6.3. Identificación del modelo

Hasta ahora hemos mostrado la teoría de las técnicas empleadas en series de
t iempo, el como hacerlo, pero ahora IHlll falta que modelo aceptar y cuales
son algunas reglas que deben de cumplir para poder decir que nuestm modelo
a; el adecuado.

Primeramente debemos saber !>i la serie es estacionaria, es decir, si el valor
de la. medía no varía a tra.vés del tiempo o es lIO cstaeionaria, Para. cKto
se recurre además de la cxaminaci ón de la gráfica, el eomportamíento del
correlogrumu (v&lse la figura 2.7) , 1~1J la figura podemos notar que cuando las.
uutoeorrclucioncs dceicndcn lIIUY lentamente se tienen iudieios de que existo

17&~ impor tante aprenderse ""ta nomenclatura dehido a ' lile cuando lino usa un software
para series de t iem po ""taC~Jll<"es}' uti lh;< un modeh ARlll1A pera modelarlas , si6llpre
aI).;U"'t1(·4:~ PU esta forma.
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•

tendencia, hay quc notar quc no importa como esta el otro eorrelograma con
que exista uno que presente este comportamiento con eso bastara,

3
..- 1 ~

I

J_ __
;¡¡ 1
~ " ti11
1: ;ii 11
;. ~II 11

""--
:: -Elg -1,

~
.tI

~-------_ .
ro .t.!

·1 i ·1
1 lO " ;s; 2S ~ o l[ I ~ a 1I

Figura 2.7: corre lograma ron te ndencia

Si la serie no es estacionaria, se tornan las diferencias dc los datos originales
concentrando el anélisís en esta SL'ÓC dífcrcnciada, revisándose nuevamente
el comportamiento dc la.gráfica dc los datos y del corrclognuna y si existiera
aún alguna tendencia se procederá a una nueva diforcnciaeíón'". Obsérvese
quc Cada vez que se diferencia una serie se pierde un dato, aunque esto es
irrelevante cuando el número total de datos es grande,

Una vez obtenida una serie estacionaria, debernos identificar la forma del
modelo a utilizar. Este PII.<;() se logra mediante la comparación dc los coefi­
cientes dc autocorrclación y dc autooorrclacíón parcial dc los datos a ajustar
con lI¡S correspondientes distribuciones dc los diversos modelos ARlMA.

Si trabajamos con una serie W;, como la serie original y que denota a VdY¡
entonces procedemos a lo siguiente:

1. Calcular 111.'1 primeras K. antoeorrclaciones muostrales y las antocorrcla­
ciones parciales muestralcs dc Wl • LII.'1 24 antocorrclaciones explican en
buena medida el comportamiento dc la serie cn general,

2. Graficar 111.'1 autocorrclacíones y autocorrolacioncs pardales.

l~En la practica es raro encont rarse con una serie que necesite ser diferenciada más de
:3 V"'-''''', y ad emás siempre hay <¡ue cuidar de no sobrediferenciar la serie
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3. Asociar el comportamiento de I,~ valores a las funciones de autocor­
relación teórica y autocorrclecióu parcial teórica de un proceso AR­
MA(p,q).

Antes de continuar, hay que estableo..'J: cuáles autocorrclaeiones son sigui­
ficatívameutc diferentes de cero. Para llevar este paso importante Im:y que
advertir que la FAC muestral está afectada por variaciones muestrales, que
desvirtúan la aparicncíu real de las autocorrolacíoucs; por este motiYO se
requiere de UI1 criterio para distinguir lo verdadero de lo urtificial. Dicho
criterio lo proporcionó Bartldt(1946) al obtener expresiones aproximadas
[estimaciones r ..) para las varianzas y eovarianzas de las antocorrclacíones
mucstrales, en C8.'lO de qne el proceso sea generado a partir de mi ruido blanco
cono distribución normal. Las cuales son:

1 00

Var(r..) = N L ~ +Pi+..Pi-" - 4p..PiPj-r,; + 2¡il..PD
j=-oo

1 00

Cov(r.., r ..+.,) = N L PiPi+$
i=-OCJ

ArdenKm(1942) demostré que bajo la hipótesis de que la.'! a.utocorrclacioncs
teéricas de p(t\.) SClW cero, las estimaciones divididas entro Sil desviaclén
cstándur, se distribuyen aproximadumcntc a una función normal. Por tal
motivo, los valores ±l,96x [dcsvlación estándar) constituyen 106límites del
intervalo que con un 95 %de confianza, a..o;(.'gura que las antocorrolacíones son
cero.

Entonces Para un modelo MA(I), tenemos un posible eorrolograma que lo
describcívéasc la figura 2.8);

Podemos ver que en la función de autocorrolaei ónsolo hay una oorrclad.ón que
Ctl significativamente grande y la funcién de uutocorrolaciéu pardal desciende
a coro, ¡X)I' tal motivo el mejor modelo para este tipo de serie seria un MA(l),
est-ose extiende para los modelos MA(q) los cuales para tod á k mayor a q
111 FAC serán cero o aproximadamente cero, es decir, no pasan del intervalo
de confianza para decir que son estadístícamcntc in...ignificant.es (esto en las
imágenes se ve como las líneas horizontales y paralelas al eje de I~ abscisas].
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Figura 2.8: corrc lograma de la FAC y FACP para UII modelo MA(I)

Ahora bien considcromos el caso de un AR(l) para ver su corrclograma eor­
respondiente tanto a la FAC como a la FACP (véase la figura 2.9);

¡:f
:s., .~

.~ ro Uv
e n

,.
;¡
~...._-.~~..a }

e 0.1 16JíI..-.-..--......
~~ -11 •~ ... - . ;;: ·11

."
·~ .Ó.;: '" .al

;:
·1 i! ·1

I 11 ji¡ z: ro. • ;0 1\ JI lS

Figura 2.9: corrclograma de la FAC y FACP para UII modelo AR(l)

Como vemos ahora la correlación significativamente grande se encuentra en
el correlograrna correspondiente a la FACP y no en la FAC y esta íntima
desciende a cero, de aquí podemos ver que para identificar un modelo AR(p)
dependen del numero de correlaciona; significativamente granda; C11 la FACP.

Finalmente, para un modelo ARMA(I,l) tenemos un posible corrclograma
para la FAC y la FACP (véase la figura 2.10).

Como podemos ver una vez que pasa el primer período las correlaciona;
van decayendo exponencialmente en ambos casos por tal razón a; buen a
idca el utilizar una ARMA(l,l), en general este comportamiento se mantiene
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Modelos ARfMA

Figura 2.10: corrclograma de la rAe)' FAep para un mod elo ARMA(I,I)

para un modelo ARMA(p,q), el cual dependiendo de la'! correlacioncs lIl.ás
significativas dcpendcní.el grado tanto de p como de q (al final de Cité capítulo
se dan algunos ejemplos de FAC y FACP teóricas para determinar el orden
de P y q, y a..'IÍ poder saber sí se trata de UD AR, l\iA o lUI ARMA (véase
cuadros 2.1 y 2,2».

Resumiendo 10 que hemos visto hasta ahora en cuesti ón de identificar el mod­
elo, Verificar si la serie es o no estacionaria, en ruso de no serlo, aplicar el
operador diferenci a la.'i veeea que sean necesaria para que dUlapurczca19 la
tendencia una vez que tenemos una serie estacionaria, debemos identificar
las autocorrclocioncs que caen exponencialmente u cero. Si las autocorrcla­
dones descienden exponencialmente a cero, el proceso indicado Ul el AR;
si son las autocorrclacioncs parciales las que descienden 11 cero, entonces el
proceso indicado es el MA; Y si tanto }IJl> coeficientes de autocorrclación y
uutocorrclaci óu parcial descienden 11 cero, el indicado es un proceso mixto
ARlMA, se puede determinar el orden de los prou.."I()S AR ylo MA contando
el numero de coeficientes de antocorrclaeíóu y de autocorrclaeión parcial que
son diferentes de Cl.'!O en forma significativa, La tabla 2.11 pcnnitc resumir
las pauta.'! de comportamiento más frecuentes, de la FAC y FACP en los
modelos AR(p), MA(q) Y ARMA(p,q)

Por lo que respecta a la identificación de I(JI> componentes estacionales, se
sigue el mismo criterio que L'11 la parte regular, pero fijándose en lO!! retardos
corrcapondícntcs a la periodicidad estaciona! (4,8,12 ,... paru datos trimes-

l" Hay 'lile recordar 'Iu" en raras ()(".<..iones el grado de ilifer"nd"dón """eo-le a 2.
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¡J.la:~ FAC FACP

~r~l1aJfIIlO rapldo~ tipo S. :mlll:ln para rflruO$

ARIP) ~...d.1 y.o s_Ida!. suptrio,.s a p.

Sf' _t1ap.ra rH:odos D.UKl1aJ.Dlo lipldo dt tipo
}JA<'l) ~rlor.. a'l' 6p_ncla! yío sluusoldal.

Los prnneros '\-alons inicial.. Los prininos '\'2lor.. tntdalfS
AR!>L~,"ll DO tI.l1ftl patuJo fljo )' \':111 DO tifDfll patrÓllfijo y van

stgUidos dt una omda de sfl(Uldosdt wa _1:1 dt
oscl1aclollfs sluusoidal.. osclbdODfS smusoldal.s
amol tlgwdas a paltlr dt 'l. amorttguadas • partir' dt p. "

Figura 2.11: Resumen del comportamiento de las FACy FACP

91

...

trales o 12,24,36,... para datos mensuales], además hay que recordar que el
operador diferencia estacional solo se aplica cuando la serie time estacional­
idad en toda la serie y no parcialmente dado que para este último caso se
ocupan 100 modelos AR.{P) y MA(Q) para el modelo estacional.

Cabe señalar que existen más formas que ayudan a escoger el modelo ado­
cuado, como 10son 100 criterios de Akaíko y Schwarz, loo cuales proponen
un estimador para ayudar a escoger el mejor modelo, peronosotros solo uti­
lizaremos los supuestos para los residuos y los tipos de error (vistos en la
soccién de modelos de regresión] para verificar que nuestro modelo es el más
adecuado, pero en términos generales se escoge el modelo que tenga el numero
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menor tanto para el criterio de Akaikc como con el de Scllwa.rz20.

Verificación del modelo

Una vez que escogimos el modelo debemos verificar que dicho modelo no viole
ciertos supuestos loo cuales, utilizan 11 la; residuos. Un residuo 2" se define
como la diferencia entre H't y el pronóstico Wh es decir, 2, = Wt - ffi es el
residuo al tiempo t. Cuando el tamaño de la muestra es grande, loo errores
aleatorios {eL} y los residuos Ci son esencialmente iguales, por tal razón a!
analizar los residuos estaríamos analizando lo que deben cumplir los errores
aleatorios. Entonces, con base en la teoría expuesta sabernos que los errores
aleatorios {(:t} deben ser una rcallzaeíón de un proceso de ruido blanco. Por
ello.Ja verificación del modelo consistirá principalmente en comprobar si esto
se cumple con las características de UJJ mido blanco, es decir. que su media
sea c(''I"O y :>"11 varianza constante,

Primer supuesto l' = O

Para probar la hipótesis Ro : IL = O vs H1 : IL # Ose puede utilizar el hecho
de que.

donde,

y

N

m(e) = ¿e,J(N -d-p) con t' = d +p+ 1
L=/.'

N

a= 2)et - m(c)2/(N - d-¡J-q))
t=L'

(2.212)

(2.213)

(2.214)

y representan tanto la media aritmética y la desviación estándar muestra!
de los residuos respectivamente, Entonces 2.212 constituye un intervalo de

2°Sí SI' desea ver más acerca de 1.-,,; criterios dI" Akaike v Schware v éa..;e Diebold Francis
X- 71-76 pp !81ó E.P. !Jo" C",,))-gP. Gwilvtn M. .}PllkiIlS; Grl'gol,,' G. RI'ÍJl~1 200-202 pp
[101·
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confianza al 95 %de la media de una normal. Se rechaza la hipótesis nula si
el cero no está dentro de este intervalo o bien, se rechaza la hipótesis nula

si I~m(é) I ~ 1,96, donde N'=N-d-p. Por el contrario si I~m(é) I < 1,96se
dirá que no hay evidencia de que la media del proceso de mido blanco sea
distinta de cero y por lo mismo no se rechaza el supuesto.

Si al concluir la prueba se obtiene que la media de loo residuos no es cero,
puede ser debido a dos causas:

1. Existe una parte scmidctcrminista en la serie que podría corregirse con
una diferencia más.

2. El problema es dote..rmiuista y se corrige añadiendo una constante IL al
modelo que se calcula conjuntamente con los otros parámetros y euyo
valor inicial es m(é).

Segundo supuesto Var(C) = (72

Una vez cubierto este problema continuamos con revisar que la varianza de
los residuos es constante, y consiste cn hacer una gráfica de loo residuos
contra el tiempo para observar, visualmente, si la varianza parece o no ser
constante. Esta verificación visual podría parecer un poco absurda pero la
idea es que solamente las violaciones muy notorias de este supuesto son IlL<;

que realmente llegan a cansar problemas. Entonces sólo en <:&<;0 de que la
varianza parezca seguir algún patrón de crecimiento o de decrecimiento, es
posible aplicar una transformación potcncia/! para estabilizar la varianza de
la serie.

Tercer supuesto. No estén autocorrelacionados

Otra condición que deben de cumplir los residuos es que no estén antocor­
relacionados, es decir, que las autocorrolacíonos para ¡o¡, > 1 sean cero, esto es

11 La cual hicimos mención al final del modelo ARIMA para serie; con tendencia, la
cual de la teor ía de l3artlett (1946) nos da II1Ia posible t ransformación para esta bilizar la
varian za.
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(2.216)

porque si existiese antocorrclacíóu entre I~ residuos implicaría que 1Ie podría
pronosticar k»; residuos y tIC estaría perdiendo informe,...ión para el modo­
lo, por tal razéu es importante que uo estén entocorrclacíonedcs, Para ello
debemos calcular la función de autoeorrelacíén de I~ residuos, que en curo
de tener media cero Ultá dada por

",f'I-K~~

() L.Jt=t' · CtCt+.. ( 2 ")re" = ~ ."= 1,2,... 2. 1"
¿'t=L,(7

entonces dado que para UD proceso de ruido blanco P(,;) = O para ,; > 1
las antocorrclacioncs serán aignifieativamcntc diferentes de cero si Ire(")1 ~

1,96
~'

BOl{ Yqung (1978) encontraron que una prueba para verificar que los CITOrUl

son ruido blanco, puede hacerse a través del cstadístlco Q'22dado por

Q' = (N -d-p)(N -d -p+2)~ (N -1~~- k)

Si K > 20, Q' '" rl_p-q,lIe dirá que clmodclo es inadecuado lli q > rl-P-tJ'

Cuando las autoeorrclac..iones no sean Ia... de un ruido blanco, hay que revisar
las FAC de los residuos para tratar de identificar algún patnín conocido e
incorporar I~ parámetros que el patrón determine al modelo original.

Cuarto supuesto. Tienen dib-tribución normal, para toda t

La teoría de series de tiempo para efectuar prouósticos !t11JXllle que les L'TOOrUl

{nI} tienen distribuciéu nonnal para toda t, entonces aproxímedamcnto el
95 %de las observaciones deben de estar dentro de un intervalo que 1Ie extien­
da dos desviaciones estándar por debajo y JX)r arriba de la medía, entonces
si se cumple que 11 = 0, se esperaría que a lo más un total de (N-d-p)/20
observaciones estarán fuera del intervalo (-2u, 20").

Para verificar este !t11PUC!t-to, a través de loo residuos, existen dos posibles
caminos.

22No hay qne confundirlo ('()U el estadístico Qcrea rlo por lla.x y Pierce (1970), o..bido a
'1"" Q' ,,,. IIn~ ,,..,,liR""" ¡"l al ....t ll,l í,ti....., le ll.w y PiPrCí"_
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l. Graficar el histograma de lOH residuos y por inspección revisar que
exista simetría en los mL'lInOH.

2. Graficar IOH residuos contra el tiempo(al igual que en el supuesto 2)

Es de advertir que este SUPUCh'tO se debe de cumplir para los errores alcato­
rios (el), pero no tienen por qué ser satisfecho exactamente por los residuos
(el), por tal rozón, cabe esperar pequeñas violaciones que no causen problo­
mas en absoluto. En caso de que se viole el supuesto notoriamente, podría
aplicarse una transformación normalizadora como las que se hizo mención en
el supuesto 2.

Quinto Supuesto. No existen observaciones aberrantes

Son aquellos residuos que están fuera del intervalo (-30-,3cT), dado que esto
implicaría, o bien sucedió un evento cuya probabilidad de ocurrencia al muy
baja o el residuo en cuestión no fue generado por el mismo proceso generador
del resto de la serie, entonces sería conveniente verificar las observaciones
que dan lugar a esos residuos y verificar las razones, alto debido a que no es
bueno quitar información sin antes haber hecho un análisis de las causas por
las cuales paso eso, esto con el fin de no desechar información valiosa.

Ea importante tener en cuenta estos supuestos'" debido a que los estaremos
utilizando en el capítulo 4 para escoger el mejor modelo que capte la mayor
información. Por otro lado, se da la definición de un estadístico que utilizare­
mos más adelante y el cual a; el P-value, el cual sirve como una medida de
significancia, cuando el P-value es menor que .01, quiere decir que hay una
relación cstadfsticamcntc significativu entre dOH variables con un 99 % nivel
de confianza, si el P-value es mayor o igual que .10 se dice que la relación
entre las variables a; estadísticamente no significativa con un nivel de confi­
anza de 90%y así el grado de significaneia que se deseo .pero más adelante
veremos lo importante de esté estadístico.

Por último damos algunas funciones teóricas de las funciones de autocor­
relación y autocorrelación parcial para modelos AR , MA y ARMA (véase

l~Si se desea ver otros supuestos ver Guerrero Gllzmán Víctor Manuel, 2003 [111.
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cuadros 2.1 Y2.2).

Modelos ARIMA

2.6.4. Pronósticos a través de modelos ARlMA

La última etapa de la construcción de un modelo es el pronóstico y de he­
cho cs el fin que se pretende al analizar una serio de tiempo. Una 'Iez que
el modelo ha sido identificado Me procede a la generación de nn prunóstioo
de observaciones futuras que minimizando el error cuadrático medio, serán
inscsgadus y no correlacionadas. N06 Ilmitarcmos a los prouéstieos pura pro..
cesos estacionuri0¡,.24 debido a que dan la idea general, además que daremos
por bocho que ya se utilizaron los métodos antes mencionados para poder
hacer de una serie 110 estacionaria una serie cstaciouaria,

Sea {Y;} una serie estacionaría que admite una representación del tipo AR­
MA(p,q), os decir

~L)Yi = O(L)CL (2.217)

Ya que estamos suponiendo que es nu proceso estacionario, se puede repro..
sentar como

donde

I (L) = 6(L)
f¡J tjJ(L)

00

=L 'Ih(L) con V'o = 1
;=0

sustituyendo esta última expn....si ón en 2..218 tenernos

(2.218)

(2.219)

24Si se desea ver la teoría para pronéstkos 1>:11'a series o..ti ..mpo ""tadonal..,; véase E .P.
Box Gf'ürge, Gwilym M. .Ien kins y Gregory G. Reinse/ cap !) y :.I34<l41pp [101•

..Acatláu- UNAM -Act.uaria..



Capítulo 2

donde para t-t-h

00

Yi = ¿ 1/ljet_j
j=O

00

}~+h = ¿ !/Jjet+h- j
j=O

97

(2.220)

(2.221)

•

supóngase qu e en el tiempo t se tienen las observaciones Yi,Yi-l' ... y se quiere
saber el valor de Yi+h a partir de la combinación lineal de las observaciones
mencionadas . Entonces,

(2.222)

que es un pronóstico para Yi+h'

Dado que existe un gran número de posibles combinaciones dc valores Ch,Ch- 1,...
el criterio que se ocupa para decidir qué valores seleccionar es el CITor cuadrático
medio, entonces el error para la ecuaci ón 2.222 esta duda corno:

(2.223)

Sustituyendo el valor de la.'! expresiones y desarrollando el binomio tenemos:

10-1 00

E[Yi+h - Y:+h]2= E[ ¿ 'l/if (1¡+h-j +¿ (-!/Jj - Cj )2e~+h_ j
j=O j=h

+ 2 f: 1/1¡(1/lh - cl.)eje¡]
j=Oh'j

10-1 00

= ¿ 'l,bJE[e;+h_j] + ¿ (t/lj - Cj)2E[e;+h_j]
j =o j=l. .

10-1 00

= cr [¿l/JJ + ¿(l/Jj-Cj)2]
j=o j=h

el mínimo dc esta expresión se obtiene haciendo 'l/Jj = es Por tanto.

Y:+h = l/Jhet + l/Jh+let- l + tPh+2et- 2+ ...

(2.224)

(2.225)
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ya que las observaciones están hechas hasta. 1., teucmos

M()(ldOB ARIMA

E\e'-j/Yi,Yi-I,. o.J = { O
C~_j

Por otro lado utilizando la expresión 2.221

para j>O
paraj~O

(2.m)

E(Z<+h/Yi, Yi-l, ...) = E(C<+h + tPhC<+h-l + t/lhC<+h-2 + '0'

+T/;;,Cl + V!ñ+1C,_l +...)
= 1/;hc~ + 1/;1,+1Cl-J + ..,

(2.227)

De 1IqlÚ 1IC concluye que cl pronóstico que proporciona cl JD1WIDO error
cuadráríeo modio para Yt+4 C!o1.éÍ. dado por la.esperanza condicionaL Entonces
el error del pronóstico esta dado como:

00 00

= L tPjC~+h-j - L t/ljC~+h-j
j=O j=h
1,-1

= L tPjCI+h_j
j~

Calculando el valor esperado se tienc

,.-1
EfCI+hJ = E[L tPjC<+h_j]

r-O
1,-1

=L ,bjE[CHh-jI
}=O

=0

(2.228)

(2.229)

Con C!oW úlrimo resultado se puede apreciar que los pronósticos son Í11SI~ga.­

dos dado que

(2.230)

y además implica.que

-Acatláu- UNAt.{
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La varianza esta dada por

h-J

Var(e.+h) = a2 L 'l/J;
j=O

99

(2.232)

...

Expresión que si analizamos un poco veremos que la varianza del pronóstico
aumenta a medida que aumenta h.

Una vez dados los pronósticos, es conveniente dar un intervalo que rep­
rescrito la confiabilidad de los mismos, Para ello, bajo el supuesto de que
el '" N(O,( 2

) para toda t y dadas las ecuaciones 2.229 y 2.232 tenemos

el+h/(1";, 1";-11 ...) '" N(O, Vare;;;))

E'ltá última expresión oquivalo a escribir

(2.233)

(2.234)

Por lo cual, un intervalo de confianza a1100(1 -(r) % para Yi+h, condicionado
por el conocimiento de las observaciones Yi,Yi-l' 1";-2, ... es

h-J 1

~+h ± Z!} (L '!/Jir a (2.235)
j=O

en donde z~ es el punto porcentual, de modo que peZ > Z'i) ~ si
Z '" N(O,1).

Es evidente que el uso del procedimiento anterior para obtener pron6sticos23

es poco práctico para hacerlo manualmente, pero no para emplearlo en una
computadoraígracias a dios), cosa que se hace cn la actualidad y que haremos
nosotros con un software estadístico conocido como statgraphics versión 4.

258i SI" está interesado en profundizar en estos temas véase Guerr ero Guzmán Víctor
Manuel , 200:\ [11j.
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_Al!

Modelos AlUMA

_KA
"........... ''(

_... - F_" I ti
_.._......

~i'¡' II I

~ F-~.

~1J,'- T""-- I , I I I •

~'"' F--··.Lu..LL--
L1._ _._ _.

11 ' I ••

1

~fr'-
I

~IT-- ~~-~-- --
I

~IL,-p-- ~_.- ~--- ~1~
1

~, ' I •.•.
1

I fL,-rru--ITT-- I

Cuadro 2.1: Funciones teóricas de antocorrclaci ón y autoeorrclacíéu parcial
para diferentes tipos de modelos AH. y MA.
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•

J-... ........._ lUEit.".....nad..p:arria r--=-..~. JF-...........bdúI~

~LL- . IJJ.I.LJ·J- LLuü<-- ~J-r'-I
~~- ~JT1'- ~T-' ~Tr'--

~ ~rrr- ~ ~vn-
~)

Cuadro 2.2: Funciones teóricas de autoco rrclación y autocorrclaci óu parcial
para diferentes modelos de ARr-.lA.
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Capítulo 3

Redes Neuronales

3.1. N enrona biológica

El cerebro humano continuamcntc recibe señales [que llamaremos cntrada(s))
de muchas fuentes y la" procesa a manera de corear una apropiada respues­
ta (que llamaremos salida(s)). Nuestros cerebros cuentan COll millones de
neuronas (en un milímetro existen cerca de 50000 neuronas] que se ínter­
conectan para elaborar Redes Neuronales Biológicas. La neurona biológica
(véase figura 3.1) está compuesta principalmente de cuatro partes:

• El sorna o cuerpo do la uenrona, Es la parte central de la neurona,
en él se localiza e! núcleo y es e! encargado de realizar la" actividades
metabólicas de la ucurona,

• Dendritas. Son ramificaciones quc se originan en e! cuerpo de la ncu­
rona, sirven para recibir señales provenientes de otra(s) ncurona(s).

• Axón. Es una gran ramificación: está encargada de trasmitir las señales
generadas por e! cuerpo dc la célula. A su vez, se ramifica varias VCCUi

hasta convertirse en pequeños filamentos.

• La sinopsis. Se encuentra cn la" terminales de los filamentos de! axón.
Es e! encargado de trasmitir la respuesta de la neurona a la siguiente

103
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a través de 1I1L....rtaneias químicas llamadas neuro transmisores.

~ón

\

Figura 3.1: Esquema do la neu rona biológica

3.2. Neurona artificial

Una.neurona artificial CM la unidad básica de procesamiento de información
sobro la que se fundamenta la.operación de U11a red neuronal artificial (RNA).
De tilla mW1Cl11 més formal podemos decir que una neurona artificial se de­
nomina procesador elemental, el cual CM un dLsspositivo simple dc eálcnlo que,
a partir dc un vector do entrada procedente de l exterior o de otras neuronas,
proporciona una {mica respuesta o salida. Los elementos que ooussiitnym¡ la
neurona de et iqueta i 11011 los siguientes (para entender mejor ver la figura.
3.2).

• Conjunto de entradas, xAt).
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f=';'\-:~
"'UlW V,..J----.L.., /

NeuronaPosa i:tiptice ( i)

...

Figura :3.2: Modelo general de la Neuro na artificial

• Pesos sinápt icos de la neurona i, Wi; que representan la intensidad de
Interacció n entre cada neurona prcsin áptica j y la neurona postsináptica
i.

• Regla d e propagación a(w;;, x;(t)) que proporciona el valor del po­
teucial postsináptico hi(t) = a(w;;,x;(t)) de la neuron a i en función de
sus pesos y entradas.

• Función d e act ivación Ji(a;(t -1), hi(t)), que proporciona el estado
de activación actual a;(t) = j;(a;(t-1 ), hi(t)) de la ncurona ], en función
de su estado anterior a;(t -1) Y de su potencial postsin áptico actual.

• Función de salid a Fi(ai(t)), que proporciona la salida actual Yi(t) =
F;(a;(t)) de la neurona i en función de su estado de activación.

De este modo, la operación de la neurona i puede expresarse corno

Yi(t) = F;(J;(ai(t -l),a(wi; ,:¡;;(t))J) (3.1)

Este modelo de neurona formal integra una serie de entradas y proporcionar
cierta respuesta, que He propaga por el ax ón. A continuaci ón detallaremos un
poco más cada punto para su mayor entendimiento,
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10G Neurona artificial

3.2.1. Entradas y Salidas

Las variables de entrada y salida pueden ser del tipo binario(O ó 1) o eontin­
uas, dependiendo del modelo y aplicación. En ocasiones, el rungo de los val­
ores de la neurona de salida continua re suele limitar a un intervalo definido,
por ejemplo, [0,1) 0[-1,1).

3.2.2. Regla de propagación

La n:gla de propagación permite obtener, a partir de las entradas y los pesos,
el valor del potencial postsináptico hi de la neurona,

(3.2)

la función más habitual a; de tipo lineal, y re basa en la suma ponderada de
la'! entradas (X)Jl los pesos aináptícos.

h;(t) = L 7I1ijXj

j

(3.3)

que también re puede interpretar (XnDO el producto escalar de los vectores
de entradas y pesos, El peso sináptico Wij define en este CllSO la intensidad
de interacción entre la neurona prcllináptica j y la postsináptiea i. Dada
una entrada positiva (procedente de UD agente externo ° simplemente la
salida de otra m..mrona], si el peso a; positivo tenderá a excitar a la neurona
postsináptica, si el peso a; negativo tenderá a inhibirla. Así re habla de
siuapsis excitadoras (de peso positivo] e inhibidoras (de peso negativo].

3.2.3. Función de activación o de transferencia

La función de activaci ón o transferencia proporciona el estado de activación
actual a;(t) a partir del potencia! postsináptlco hi(t) y el propio estado de
activación anterior a;(t - 1)

..Aeatl áu-

a;(t) = Ji(a;(t - 1», hi{t))

UNA~{
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la función de activación se suelo considerar determinista, y en la mayor parte
de los modelos es monótona creciente y continua. La forma y=f(x) de 10.<;
funciones de activaci ón más empleadas en las RNA's las podemos ver en
el cuadro 3.1 , Y para poder entenderlo mejor, eu ella designamos co n x al
potencial postsináptico (h¡(t» y con y el estado de activación (a;(t)), aquí oh..
servamos que la función imis simple es la función identidad, otro caso muy
simple también es la funci ón escalón, empicada en el pcrceptr ón simple que
más adelante veremos. El objetivo de esta función (que gcncrahncutc pro..
sonta un comportamiento no lineal), es limitar la amplitud de la se ñal de
salida dentro de un rango de valores normalizados (por ejemplo, dentro del
intervalo [0,1) o [-1,1)).

En ocasiones los algoritmos de aprendizaje requieren que la funci ón de acti..
vaci óu cumpla In. coudición de ser derivuble(como el Algori tmo "Backpropu­
gation"que también analizaremos más adelante), las más empicadas L'II este
sentido son las funciones de tipo sigmoideo.

3.2.4. Función de salida

Esta función proporciona la salida global de la neurona y¡(t) en función de
su estado de act ivación actual a;(t), un ejem plo de esto es cuando la función
de salida es la identidad F(x)=x, de modo que el estado dc activaci ón de la
neurona se considera corno la propia salida.

y¡(t) = F;(a;(t)) = a;(t) (3.5)

Como es lógico pensar las funciones más frecuentes para la funci ón de acti­
vación lo son también pura la función de salida.

Para resumir todo lo anterior y para el fin de este t rabajo, en el modelo(rcd)
que se utiliza para fines de predicción la funci ón de salida al shnplcmcntc
la función identidad o función lineal, esto implica que la funci ón de salida
F(.) pll.,*~ a ser la funcién de aetiwu;:ión () transferencia f (.), entonces nuestra
neurona resultante se muestra en la figura 3.3 la cual nos muestra una forma
abreviada de una neurona artificial.

En varios casos existe otro elemento el L'1Ja1 se denomina umbral (9), para
determinar la activaci ón o inhibici ón de la neurona.
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Cuadro 3.1: Funciones de activaci ón y de salida ha bituales

3.3. Red Neuronal Artificial

Una RNA puede verse como un conjunto de neuronas interconectadas, de
tal manera que la salida de una neurona gcnorahncnto sirve como entrada
de otras neuronas. Las RNA's cstán ccmpucstas de \11\ gran UÚUK..-ro de do­
montos de proccssmiento altamente lnteroonoctados (Neuronas) trabajando
al mísmo .ticmpo para la solución de problemas específicos, En cualquier ea­
so, se trata de una nueva forma de oompntaciéu que es capuz de manejar
las imprecisiones e incertidumbres que aparecen cuando se trata de resolver
problemas rolaeíonados con el mundo real [recouocimionto de formas, toma
de decisiones, prcdieeioncs, reconocimiento de! habla y de caracteres, entre
otros]. Por último las RNA'8 se pueden clasificar gracias a ciertas caraetcrísti­
(:<IS como son: e! numero de capas de la red (monocapa o multicapa}, de la
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...

Figuru 3.3: Esquema b ásico ele una neurona artificial

forma cu eomo cambia su..s pesos, que es graci as a una regla de aprendizaje
entre otros que veremos más adelante,

3.4. Ventajas que ofrecen las redes neuronales

Debido a su cons tituci ón y a sus fundamentos , las redes neuronales artificiales
son capaces de aprender de la experiencia, de generalizar casos <Ulteriores a
nu evos C1L'lOS, de abstraer caructcrfsticas esenciales a partir de entradas que
representan información Irrelevante, etc. Esto hace que ofrezcan numerosas
vcntajus y que este tipo de tecnología se esté ap licando en m últiples lÍrClL'l.

Entre las ventajas se incluyen:

Apnmdizaje Adaptativo: capacidad de aprender a realizar tareas basadas en
un entrenamiento o en una experiencia inicial,
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110 Ventajas que ofrecen las redes neuronales

Auto-organización: uua red neuronal puede crear HU propia organización
(1 representación de la infonnaeióu que recibo mediante una etapa de
aprendizaje.

To1cmncia a [ollas: la destrucción parcial de IIDa red conduce u una <k..gradaci ón
de su estructura; sin embargo, algunas capacidades de la red se pueden
retener, incluso sufriendo IUI gran daño.

Opcrocíón en tiempo roo!: los cómputos neuronales pueden ser realizados
en paralelo; para esto se diseñan y fabrican máquinas con hardware
especial para obtener esta capacidad.

Aprendizaje ad aptat ivo

La capacidad de aprendizaje adaptativo es una de las características más
atractivas de las redes neuronales. K<;to es, aprenden a llevar a cabo eier­
tas tareas mediante un entrenamiento con ejemplos ilustrafivos, Entonces
debido a que las redes neuronales pueden aprender a diferenciar patrones
mediante ejemplos y entrenamientos, no es U<XJCSarÍo elaborar modelos a pri­
ori ni necesidad de especificar funciones de distribución de probabilidad. Las
redes neuronales son sistemas dinámicos antoadaptativos. Son adaptables do­
birlo ala capacidad de autoajustc de los elementos procesales (neuronas) que
componen el sistema, Son dinémíeos, pues son capaces de estar constante­
mente cambiando para adaptarse a Ias nuevas eondieioncs, En el proceso de
aprendizaje, los enlaces ponderados de las neuronas se ajustan de manera
que se obtengan ciertos resultados específicos. Una red neuronal no necesita
un algoritmo! para resolver un problema, ya que ella puede generar su propia
distribución de pesos en 1{)8 enlaces mediante el aprendizaje. También existen
redes que contimían aprendiendo a lo largo de su vida, después de completado
su período de cntrcnamlcnto. La función del diseñador es únicamente la oh­
tendón de la arquitectura apropiada. No es problema del diseñador el cómo
la red aprenderá a discriminar. Sin embargo, sí es necesario que desarrolle
un buen algoritmo de aprendizaje que le proporcione a la. red la. capacidad
de discriminar, mediante un entrenamiento con patrones [observaciones).

'Un algoritmo, por defíuici óu, define HIla funci ón recursiva . por tal raz ón las RNA no
pueden ser atgorttmicas.
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Auto-organización

111

Q

Las Teda; neuronales emplean su capacidad de aprendizaje adaptativo para
auto-organizar la información que reciben durante el aprendizaje yjo la op­
eración. Mientras que el aprcndlzajc a; la modificación de cada elemento
procesal, la auto-organizaci ón consiste CIl la modificación de la red neuronal
completa para llevar a cabo un objetivo específico. Cuando las redes ncu­
renales se IL'IaU para reconocer ciertas clases de patrones, ellas auto-organizan
la iufonnacióu usada. Por ejemplo, la red llamada baekpropagation, creará su
propia rcprcscntuci ón característica, mediante la cual puede reconocer cier­
tos patrones. Esta uuto-organización provoca la generalización: facultad de
las redes neuronales de responder apropíudumcntc cuando se la; presentan
datos o situaciones a las que no había sido expuest a anteriormente. El sistema
puedo generalizar la entrada para obtener una respuesta, Esta característica
a; muy importante cuando se tiene que solucionar problemas en los cuales
la informaeión de entrada no a; muy clara; además permito que el sistema
dé una soluci ón, incluso cuando la iuformación de entrada a;tá especificada
de forma incompleta.

Tolerancia a fallos

Las redes ueUTOIJa1a; fueron los primeros métodos computacionales con la
capacidad inherente de tolerancia a fallos. Comparados con los sistemas com­
putacionalcs tradicionales, los cuales pierden su fuucionalidad cuando sufren
un pequeño error de memoria, en las redes neuronales, si se produce un fallo
en IUI número no muy grande de neuronas y aunque el comportamiento del
sistema se ve influenciado, no sufre una caída repentina. Hay dos aspectos
distintos respecto a la tolerancia a fallos:

• Las redes pueden aprender a reconocer patrona; con ruido, distorsiou­
ados o incompletos. Esta a; una tolerancia a fallos respecto a los datos.

• Las redes pueden seguir realizando su funci ón [con cierta degradación)
aunque se destruya parte de la red,
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La razón por la que las redes neuronales N<1Il tolerantes a 108 fallos es que
tienen su información distribuida en las conexiones entre neuronas, exi...¡tiendo
cierto grado de redundancia en este tipo de almacenamieuto, La mayoría de
1(1Il ordenadores ulgorítmicos y sistemas de recuperación de datos ulmoocnan
<2UIa pieza de información en IIn espacio línico, localizado y díroocíonable.
En cambio, las redes neuronales almacenan información no localizada, Por
lo tanto, la mayoría de las interconexiones entre 1<1Il nodos de la roo tendrán
SIL'i valores en función de 108 estfmulos recibidos, y se generará un patrón de
salida que represente la información almacenada,

Operación en tiempo real

Una de las mayores prioridades, ca.si. en la totalidad de las áreas de aplicación,
es la n~~i.dad de realizarproceses (X)Il datos de fonna muy rápida, Las redes
neuronales se adaptan bien a esto debido a su Implementaeién paralela, Para
que la mayoría de lll.'l redes puedan operar en un entorno de tiempo real,
la necesidad de cambio en 100 ~08 de las conexiones o entrcnamiento es
mínimo.

Los inconveuicntcs que presentan las redes ncnronalcs son: Realizan un com­
plejo procesamiento que involucra millones de operaciones, por lo que es
imposible darle seguimiento al razonamiento que hall seguido.

3.5. E lementos d e una R ed N euronal Artifi­
cial

Generalmente se pueden encontrar tres tipos de ueurtmas: de entrada, ocul­
tas o intermedias y de salida. Aquellas que reciben estímulos externos, que
tomarán la ínformaeíón de entrada. Dicha infonnación se triJ.llsmitca ciertos
elementos internos que se ocupan de ¡'11 procesamiento. Es en las sinapsis y
neuronas correspondientes a esto segundo nivel donde se genera cualquier tipo
de roprescntaelóu interna de informacién. Como no tienen relación directa
(XJ1l la informaeién de entrada ni con la salida, estos elementos se denominan
unidades oculta". Una vez finalizado el período de procesado, la información
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llega a las unidades de salida, cuya misión a; dar la respuesta al sistema. En
la figura 3.4 se pur..'de ver, un esquema de una red neuronal:

Figura :5.4: Red Neuronal

Los datos ingresan por medio de la "capa de eni mdd", pasan a través de la
"mpa oculta", des pués salen por la "m pa de salida" . Cabe mencionar que la
capa oculta puede estar constituida por V'MÍlIS capas.

3.6. Topología de las Redes Neuronales Arti­
ficiales (RNA's)

Consiste en la organización de las neuronas en la rod formando capas o agru­
paciones de neuronas mús o menos alejadas de la entrada y salida de la red.
Los parámetros fund amentales de la red son : el n úmero de capas, el nú mero
de neuronas por capa, el grado de oonoct ívidud y el tipo de conexiones entre
neuronas. En términos topológicos podemos clasificar las redes cutre: redes
de una sola capa y la"! redes con múltipla; capas.
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3.6.1. Redes monocapa

Las redes Monocapa sólo cuentan con una capa de neuronas, que intcrcam­
biun señales con el exterior y que constituyen a IllI tiempo la entrada y salida
del sistema. En las redes Monocapa (red de Hopfirld o red Bmin-State-in­
Boz; máquina de Boltzman, mát¡llina de CaudlY), se establecen conexiones
laterales entrelas.. ncurouas, pudiendo L"XÍ...tir también conexiones auto rccnr­
rentes (la salida de una neurona Me conecta ~m 1011 propia entrada), como en
el C8.<;() del modelo Bmin-State-in Boz:

3.6.2. Redes Multicapa

Sou aquellas que disponen de neuronas agrupadas en v-mas capas. Una forma
para distinguir la capa 11. la que pcrtcnocc tilia neurona consistiría en observar
el origen de las llci"ÍlUes que recibe a la entrada y el destino de la liCÚal de
salida, las cuales están constituidas por una capa de entrada, una o varias
capas ocultas y una capa de salida,

3.6.3. Formas de Conexión entre neuronas

Normalmente, todas las neuronas de una capa reciben sefialcs de entrada de
otra capa anterior, más cercana a la entrada de la red, y envían IIn sefial
de ~uida 1I. una capa posterior, má.s cercana a la salida de la red. A ClItl\...

conexiones se les denominan conexiones hacia delante o fedfonnard. Sin em­
bargo en UD gran número de estas redel también cxi..ste la posibilidad de
conectar las salidas de las neuronas de capas posteriores a las entradas de
capas anteriores, a estas conexiones se les denomina conexiones hada atrás
o feedback. Esta.. dos posibilidades permiten distinguir entre dos tipos de
redes: las redes con conexiones hacia adelante (redes fcedforward), y las re­
des que disponen de conexiones tanto hacia delante corno hacia atrás [redes
foodforward/fcodback) .. En la figura 3.5 se muestran ejemplos de conexiones.

a) COlK..'XÍOllCS hada adelante

-Acat!áll- UNAM -Aetuaría-



Capítulo 3

c~_ w$ r
' .~ / A r
/, /-cr

---mt5\
.0.

D//

~'~ \

'.

-d~ .

115

..

Figura 3}j: Diferentes tipos de RNA

b) Conexiones Laterales

e) Conexiones hacia atnis

3.7. Mecanismo de Aprendizaje

Es el proceso por el cual una red ueuroual modifica sus PCS<J8 en respues­
ta a una información de entrada, Los cambios que se producen durante el
proceso de aprendizaje se reducen a destrucción, modificación y creación de
conexiones entre las neuronas. La creación de una nueva conexión implica
que el peso de la misma pasa a tener un valor distinto de cero; una conexión
se destruye cuando su peso pasa a ser cero. El proa..."l() de aprendizaje ha
terminado (la red ha aprendido) cuando los valores de los PCS<J8 permanecen
estables .
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Un aspecto importante respecto al aprendizaje es conocer cómo !IC modifican
105 valores de los '¡X.."i(llI; l:uále:-¡ son loo criterios para cambiar el valor asignado
a las conexiones cuando se pretende que la red aprenda una nueva informa­
ci éu. Estos criterios determinan la regla de aprendizaje. Se suelen considerar
dos tlpos de regles, hl.'i que responden a lo qu e !IC conoce corno aprendiza­
je superoi.'ladoy aprendizaje no supcroí.~ado. La diferencia fundamental entre
lUn\\l1ll Uf\<Ill l)!l \1\IIlá"\.llIlt'ID l} lIa l\~ 1m l\i!-¡ml.ll ~xt~f})¡} (llll))i)n'Í.';nf n m~tri»)

que cont role el proCt..··¡O de aprendizaje.

3.7.1. Aprendizaje supervisado

El proceso de aprendizaje !IC rcaIiza mediante un entrenamiento controlado
por un agente externo (supervisor o maestro) que detcnninala respuesta que
debería generar la red a partir de una entrada dctenninada, El supervisor
comprueba la salida de la red y en caso de que ésta no coincida con la deseada,
!IC procederá a modificar los pesos de las conexiones, eon el fin de que la salida
obtenida se aproxime a la deseada, Se suelen considerar tres forma.'! de lk'VII.I
a cabo el aprendizaje:

• Aprendizaje por corrección de error

• Aprendizaje por refuerzo

• Aprendizaje estocástico,

Una definición más formal sería. Sea E[W] lID funcional que representa el error
esperado de la operación de la red, expresado en funci ón de pesos sinápti­
COI! W. En este tipo de aprendizaje se pretende estimar una cierta función
multivariable desconocida f : !R" -+ !R'" (la que representa hl rod neuronal)
a partir de muestras (x,y),(XE!R" , YE!R"') tomadas aleatoriamente, por medio
de la minimización iterativa de E[W]. En nuestro caso, en el que deseamos
U..sar una roo neuronal para poder pronosticar valores futuros de una serie, se
empIcará el mecanismo de aprendizaje supcrvísado? debido a que le tenemos
que dar ejemplos o valores deseados para qu e la red !IC ajuste a ellos.

2Si".,.,,;fa interesado "". estudiar estos temas v éase Hilera .Iosé R. y Vfctor .J. Mart íne""
19% [15!.
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3.7.2. Aprendizaje no supervisado
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Las redes con dicho aprendizaje no requieren de influencia externa para ajns­
tar los pesa; de las conexiones entre sus neuronas. La red no recibe ninguna
infonnación por parte del entorno que le indique si la salida generada en
respuesta de una entrada es o no correcta, Suele decirse que estas redes son
capaces dc uutoorgunízarse y como consecuencia la red debe ser capaz dc
reconocer regularidades en el conjunto de entradas, extraer rasgos, o agru­
par patrones lSL'gIÍn b11 similitud. Un ejemplo de este tipo es el aprendizaje
competitivo.

3.7.3. Reglas de aprendizaje

Una regla de aprendizaje define la manera en que la; pesos deben de ser
modificados en la red neuronal. Mediante estos cambia; es que ésta se adapta
paulatínamcntc durante el PIOl..'(."IO de entrenamiento, y produce la mayor
parte de las veces la; resultados deseados. Entonces, se podría decir que el
objetivo del aprendizaje de uua RNA consiste esencialmente Cll cneontrar
los p<..."IOS correctos que producen la funcionalidad deseada. De aquí que se
hayan inventado diversas reglas para lograr los distintos objetiva; con mayor
facilidad, entre las que se pueden destacar las siguientes:

• Regla de aprendizaje de Hebb. Derivada del postulado de Hebb sobre
aprendizaje, la regla consiste ClI incrementar el factor de conexión entre
dos neuronas que partíeípan en la misma actividad".

• Regla paro aprendizaje competitiva. En este tipo de regla, las neuronas
compiten entre ellas mL'IIDa.'I para disparar. Por lo tanto, en cualquier
momento sólo la neurona ganadora está activa y es la única que COn.'IigIlC
tener sus p<..."IOS actualizados. Este fenómeno se conoce como el ganador
toma todo. En esta regla, se modifican los pesos en fonna proporcional
a la diferencia entre el patrón entrada y la SUlDa de los pesos de la
neurona ganadora, Con esto se consigue que el patrón ulmaccnado Cll

al neurona ganadora (los pesos) se acerque al patrón de entrada

aSí se desea ver más a fondo esta regla consultar Martín del Brío Donifado y Alfredo
Sanz Melina, 1997, pp 44-4.5 126J.
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• Regla de aprelldizaje de Bottnnasm: Con base en principios de mecánica
estadística, una RNA tiene U1l cierto nivel de energía proporcional a sus
pesos: empezando .U Ill altas temperaturas, confonnc va transeurricndo
el entrenamiento, la temperatura Vd disminuyendo. Permitiendo a la
red alcanzar un equilibrio en ulgún momento, El aprendizaje consiste
cn reforzar los pesos de la red cuando existe alta probabilidad de que
éstos participen e..n la gcneracióu de U1I patrón de salida.

• Regla.~ de COf7lXCión por error. Eu el aprendizaje supervisado, la RNA
CM entrenada para producir los valores de salida que corresponden a 1<)1;
patrones de entrada, El error o diferencia entre el valor correcto y el
conseguido por la red se utiliza para modificar los pesosYasí disminuir
gradualmente el error.

Para ir introduciendo en la red que utilizaremos podemos ver que la regla de
corrección por error CM la más adecuada y gradas a Widrow y HofI (1960) los
cuales definieron una funcíón que permite cuantificar el error global cometido
en cualquier momento durante el proceso de entrenamiento de la red, 10cual
es importante, ya que cuanto més conocimiento se tenga sobre el error cometí­
do , más rápido se podrá aprender. Además, otro algoritmo de aprendizaje
por correcci ón de error lo UlILsiitllYC la denominada "regla delta generaliza­
da" (que veremos más adelante) o algoritmo "backpropagatíon" (propagación
del error hacia atrás}, se trata de una generalización de la regla delta para
poder aplicarla a redes con conexiones hacia adelante (foodforwurd) ron ca­
pas ocultas, esto es, son redes UIU capa de entrada, capas ocultas y capa de
salida.

3.8 . El p ercep t rón simple

Este modelo fue introducido por Rosenblatt a finales de los años cincuenta,
al el modelo más sencillo de todas las redes y la base de partida para la
construcción de muchas otras, el pcrceptrén simple ClI \111 modelo unidiree­
dOlUu(ft'Cdfol"W'dI"d), compuesto por dos capas de neuronas, una de entradas
y otra de salida, La operación de mm red con n neuronas de entrada y ID de
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salida, se pnc..xíe expresar como:

Yi(t) = /(L, WijXj - (Ji), Vi, 1 ~ i s m
j = J

Donde (J a> el umbral",

11!>

(3.6)

q

Las neuronas de entrada no realizan ningún calculo , únicamen te envían la
información a las neuronas de salida, por ejemplo en el C8.'IO de que fuese solo
una neurona de salida y dos de entrada, la única neuron a de salida realiza
la suma ponderada de las ent radas (rcglu de propagación], resta el umbral
y pasa el resultado a una función de transferencia que a> de tipo escalón.
La regla de decisión a> responder +1 si el patrón presentado pertenece ala
clase A y con -1 si el patron pertenece a la clase B. La salida dependerá de
la entrada neta y el valor umbral.

Una técnica utilizada para analizar el comportamiento de roda> como el por­
ccptr6n a> representar en un mapa las regional de decisi6n croadas CII el
espacio multldimcnsional de entradas de la red. En estas regiones se visu­
aliza que patrona> pertenecen a una clase y cuáles a otra. El pcrceptrón
separa las regiones por un hipcrplano cuya ecuación queda determinada por
los JX.."lOS de las conexiona> y el valor umbral de la funci ón de activar.."ión de
la neurona.

Por tanto, pese a su gran interés, el pcrccptr ón presenta serias limitaciones,
pues solamente puede represen tar funciones linealmente separables (Aquel­
las que solo pueden ser separadas por una linea recta) . Así, aunque pueda
aprender automáticamente a representar complejas funciona> booleanas" o
resolver con éxito muchos problemas de clasificación mediante su algoritmo
de aprendizaje. Un ejemplo" de 111m función la cual no se puede tratar con un

'Se aplica este valor darlo que normalmente la funci ón de act ivación no está centrarla
en el origen de l eje que representa el valor de la entrada neta (suma de las ent radas :1",
ponderadas) , sino qu e existe cier to desplazam iento debido a las característ icas de la propia
neurona y no es igual en tod as ellas .

' Son expresiones formadas por vari ables binarias y cuyo rango puede ser O l\ 1, si se
desea inform arse sobre est e tema ver Ma no M. Morris 1982, 45-46pp [251 .

BSi se desea ver un ejemplo paso a paso de un pereeptrón simp le con Sil respectiva
reg la de aprendizaje para una func i ón üR v éase Hilera .lose R. y VíctorJ . Mart ínee , 1995.
107-110 pp [15].
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jX.T<X..'PtróU simple al la. fnución xoa'. Por tal razón se coustrnyeron redes
más poderosas, lo L'Ua! se logro al agrogarles una capa (o más). A este tipo de
redes se le; llama pcrccptrón multicapa (o multinivel], el cual veremos más
adelante,

3.8.1. Regla de aprendizaje del perceptrón simple

A continuación mostramos el algoritmo de aprendizaje del pcrccptrón simple,
que tiene su aprendizaje supervisado y su regla es de corrección por error.
Entonces, los pasos son I~ siguientes:

1. Inicialización de los pesos y del umbral. Inicialmente se asignan
valores aleatorios a cada UIIO de los pesa; (w¡) y al umbral (9).

2. Presentación de un nuevo par (Entrada, Salida esperada). Con­
siste en presentar un DUL"VO patrón de entrada Xp = (XlJX2, .••,XN)
junto con la salida esperada d(t).

3. Cáleulo de la salida actual

y(t ) = f [t w¡(t)X¡(t) - O)
. i=l

Siendo f(x) la función de transferencia escal ón.

4. Adaptación de los pesos.

(3.7)

W¡(t + 1) = w¡(t) +a{d(t ) - y(t)]x¡( t), (3.8)

Donde d(t) es la salida esperada , y seni 1 si el pa trón pertenece a
la clase A y -1 si pertenece a la clase B. a representa un factor de
aprendizaje en el rango de (0,11. Este factor debe ser ajustado de funna
que satisfaga tanto los roquerimientos de aprendizaje rápido romo la
estabilidad de Las estimaciones de los pesos. Este pI'UCC>O se repite hasta

7f,utr.iún OX-eXr.hL,i"a se denota por 6) y es una operaci ón binaria de la fonna,
X E9 y = Xy + Xy si se desea saber más de esta función ver Mano M. Morris, 1982,
148-152[1[1 125].
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que el error que se produzca para cada IllIO de los patrones sea cero o
menor que un valor preestablecido, al decir, la diferencie mitre el valor
de la salida deseada y el valor obtenido sea mínima.

5. Regresar al paso 2. Repetir los pasos 2-4 hasta que la respuesta sea
satisfactoria (el error entro la salida esperada y la obtenida sea mínima],
o al alcanzar un numero determinado de ciclos,

3.9. Red Backpropagation O BP

Si añadimos capas ocultas a un pcrecptrón simple, obtendremos un pcreep­
trón multieapa (véase la figura 3.6). El pcrceptrón multíeapa (Rumelhart
1986) al el cxponcnte més típico de 1a..'1 RNA's con aprendizaje supervisado.
El cntrenamiento de este tipo de roda; se basa en la presentación sucesiva y
de forma rcitcrad~de pares de vectores en 1a..'1 capas de entrada y salida. La
red crea un modelo a fin de ajustar sus pesosen función de los vectores de en­
trenamiento (o ejemplos] de forma que a medida que se pasan C!'>Ws patronos
para cada vector de entrada, la rod producirá un valor de salida más simio.

.lar al vector de salida esperado. Esta rod suele entrenarse con el algoritmo
denominado backpropagation de errores, motivo por el cual a una arquitec­
tura del tipo pcrceptrón multicapa con aprendizaje backpropagation suele
denominarse Red backpropagation o simplemente BP (backpropagation).

Se ha demostrado que IUl pcrccptrón multícapa de cuatro capas (1 de en­
tradas, 2 capas ocultas y una de salida) puede aproximar con un grado de
exactitud dado cualquier conjunto de funciones. Cuando 1a..'1 funciones son
continuas, os suficiente una única capa oculta, además de que muchas veces
una red con una capa oculta puede generar mejores resultados que otra con
dos o más capas, ya que cuanto menor sea la variación, mayor os la capacidad
de generalización de la rod, y debido a que la roo backpropagation solicita
que las funciones de 1a.'1 capas ()(,1Uta.'1 sean continuas (como ya se dijo las
más comimos son la tanh y la logística] se utilizaran redes con una sola capa
oculta. A continuación, mostramos el teorema de aproximación universal que
formaliza este resultado,

Teorema 3.1 (Funahashi 1989).. Sea f(x) una función no constante;
acotada y rrwnótona creciente. Sea K un subconjunto compacto (acotado y
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-
Figura 3.6: Percc ptróu multieapa de tres capas

cerrado] de lR". Sen. tm número roo! ulR, y .~ea un entero ka, tal que k ~ 3,
que fijamo.~. En estas condiciones se tiene que.:

Cualquier mapeo g : xeK ~ (gl(X),Y2(x), ...,gm(x))e!R"', con g¡(x) susnables
en K, puede ser aproximndo en el .~e:ntido de La topología ~ en K por el mapeo
entrnda-saLida reprc.~entado por una red neuronal unidirccdonaL (pcrceptrón

.muliicapa] de k capas (k-2 ocultas), ronf(x} romo fmu:iónde tronsfcrencia de
las neurona." ocultas, y funcione.~ linen.le.~ paro las capas de entrada y salida:

hay que observar que si k=3 entonces se obtiene un pereeptr6n de tres capas
(1 de entradas, 1 capa oculta y una de salida).

Con esto resolvemos parcialmente el problema de la estructura de la red
para U1l problema dado. Ahora, la cuesti ón se reduce a elegir un numero
apropiado de neurona'! ocultas para ajustar el modelo evitando el problema
de sobreajustc (que veremos más adelante). La soluci ón a esta cuestión se
logra a prueba y error ClJ la mayoría de los casos ,

Entonces como en el pcrccptr6n simple y basándonos en la figura 3.6 denom­
inaremos a Xi a Las entradas de la red, Yj a la'! salida'! de la capa oculta y
Zk a las de la capa final; dt serán la'! salidas deseadas. Por otro lado Wji son
los pesos de la capa oculta y Bj sus umbrales, ~j los ¡x."lC1II de la capa de
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salida y O~ SIL<; umbrales . La operación de lID poroeptrón multicapa con una
capa ocultaícsto por el teorema de Fuuahashi] y neuronas de salida lineal so
expresa matemáticamente de la siguiente manera:

Z" = L w~;Y; - o: = L w~;f (Lw;¡x¡ - O;) - o: (3.9)
; ;

Siendo f(·) de tipo sigmoideo (como se menciono en las funciones de lI.L1.i­
vacíón) siendo las más comunes la tanh y la logí..'ltica (romo so muestra en
la figura 3.1.) y romo ya sabemos proporcionan un rango entre [-1,1) y [0,1),
respectivamente.

3.9.1. Algoritmo Backpropagation o regla delta gener­
alizada

El procedimiento general" del algoritmo backpropagation es el siguiente:

Paso 1

Inicializar los pesos de la red ron los valores aleatorios de preferencia entro
el intervalo [0.1).

Paso 2

Presentar un patrón (puede sor un vector de obsorvacíoncs) de entrada Xp :

XplJ Xp2 , ..., Xp N con sus respectivas salidas deseadas que debe generar la red;
dloet.J. ••••,dM •

ASi se desea ver el desa rrollo matemático v éase Olmeda Ignacio y Sergio Barta Romero,
199a, 73-76p[> I29Jo Coreha do Juan Manuel, 2000, 92-99p[> 17].
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P aso 3

Red Bll(,!.:¡WO]Hlgation o BP

Calcular la salida actual de la red, para ello presentamos las entrada.'! a la
red y vamos calcul ando la salid a que presenta cad a capa hasta llegar a la
capa de salida ésta ser á la salida de la red ZI , Z2' ..., Z .\I ' Ul!I pasos son los
siguientes:

• Se calculan la.'! entrada'! neta'! (o regla'! de propagación) para la'! neu­
ronas ocultas procedentes de las neuronas de entrada. Para una neurona
j oculta tenemos;

IV

h """ ,h (JI.Ypj = L 1IJj¡Xp; + j

i=!

en donde el índice h se refiere a el número de la capa oculta, el su bíndice
p, al p-ésimo vector de entrenamiento, y j a la j-esima neurona oculta.
El término (J puede ser opcional, pues aet úu como una entrada més,
por tal motivo lo omi tiremos,

• Se calculan las salidas de las neuronas ocultas

Ypj = f;(~j)

Siendo J(-) una función" difcrcneiablc y monótona cr eci en te (se ro­
comiondan las funciones sígmoidalcs ya mencionadas].

• Una vez hecho esto se realizan los mi....nno cálculos para obtener la salida
de la.'! neuronas de salida.

L

• """ s y.zpk = L Wlcj pj

;=1

y
Z~ = fZ(Z;k)

donde L denota el número de neuronas en la capa oculta y k L'S el
número de neuronas en la capa de salida

"Cua ndo la funci ón de activac ión ~ lineal se le llama tambi én o omo r~~la (ifl'lta 3lID<lue

solo en el caso <le <los capas . (perceptrón, la red ADALl NE enrre otros] y mando se
utilizan 111á..c;;, ele (105 capa.", (pe l"C"Pptrlm mnlticapa) con fuuciou es de activación no linealff.;
se denomina regla delta ¡(eneralizada . Si se desea profundizar sobre la regla delta "el"
Olmeda Ignaeio y Sergio Barra Romero , 1!}~.l:1 , 72-7:1p(> !29).
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Paso 4
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Calcular el error de las capas de salida. Si la neurona k es una neurona de la
capa de salida el valor delta se define como:

tS~ = (d¡,¡, - zpk)Jf(z~)

Siendo 1'0 la derivada parcial respecto de zApk

• Calcular el error de las capas ocultas
M

tS;j = f;' (yJ:j) L Wkj tS~
kj

En ~W punto se manifiesta la idea fundamental que yace debajo del método
backpropagatíon. Este método se basa en distribuir el error (delta) apreciado
en cada una de las neuronas de salida hacia todas las neuronas ocultas en
proporción de como dichas neuronas contribuyen en la salida.

Paso 5

Actualización de los pesos, Comenzando por las neuronas de salida y traba­
jando hacia atrlÍ.'l hasta llegar a la capa de entrada, aj ustando los pesos de
la manera siguiente:

• Para actualizar los pesos en la capa de salid a

W~j(t + 1) = W~j(t) + utS~Y¡,f+ ¡L(Wkj(t) - W~j(t -1))

donde a es el factor (o tasa) de aprendizaje y ¡L, el momento, pero esto
dos términos los veremos más adelante, por último t es el número de
iteración.

• Para actualizar los pesos en la capa oculta

w7¡(t + 1) = w7¡(t)+atS;jxpi+ p(w7¡(t) - w7¡(t - 1))

Por último, nos hace falta un termino que nos vaya diciendo la magnitud del
error y ese término es el siguiente:
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Paso 6

Calcular la funci óu de error.

Red BnckpnJ]Jagat.ion () B P

(3.10)

Este función refleja la capacidad de adaptación de la red y al igual que
como vimos en series de tiempo, debe de disminuir conforme la. red vaya
aprendiendo hasta una cota deseada.

'lasa de aprendizaje((})

Durante el cntrcuamicnto, la tasa de aprendizujc a juega un papel funda­
mental, ya que la velocidad del aprendizaje y el tiempo que la red requiere
para entrenarse dependen en gran medida de este paní.mctro. Normulmcutc,
(} debe ser lID número pequeño entre [0.05,0.251, para asegurar que la rod
llegue a asentarse en una solución. Un valor pequeño significa que la red ten­
drá que hacer Illl gran número de iteraciones. Si es muy grande, los cambios
son muy grandes, avanzando muy rápidamente por la superficie de error [fnn­
ción 3.10), con el riesgo de saltar el mínimo y cstar oscilando alrededor de
él, pero sin poder alcanzarlo, por tul razón y para mejorar las posibilidades
de gcnerulizacién de la red cs conveniente que, a medida que la red , vaya
aprendiendo, el valor de (} vaya disminuyendo hasta alcanzar un valor muy
próximo a cero.

Momentofs)

Como vimos antcrionneutc para UD a grande se producc IUI rápido aprendiza­
je, pero <-"OH una gran oscilación. Para incrementar el aprendizaje sin que se
produzca la oscilación, Rnmelhart, Hinton y Will íam» (1986) sugirieron que
para filtrar estas oscilaciones se incluyo IIn nuevo término, el momcutofjr].
Donde /L cs una. constante que determina el efecto en t+1 del cambio de loo
pesos en el instante t.
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Con este momento se consigue la convergencia de la rod en un menor número
de iteraciones, ya que si en t el incremento de un J><.."iO era positivo y en t+1
también, entonces el descenso por la superficie de error (3.10) en t+1 es
mayor. Sin embargo, si en t el incremento era positivo y en t+1 es ncgatlvo,
el paso que se da en t+1 es más pequeño, lo cual es adecuado, ya que eso
aígnífíca que se ha pasado por un mínimo y que los pasos deben ser menores
para poder alcanzarlo. El valor de IL puede mantenerse relativamente alto
(sólo en el intervalo [0,1]) aunque este valor también debe reducirse a medida
que la red va aprendiendo.

Cabe señalar y recalcar que al hablar de redes buckpropagation o redes de
propagación hacia atrás hacemos referencia a un algoritmo de aprendizaje
más que a una arquitectura (topología) determinada, es decir, el modelo es
un pcrccptrón multicapa con aprendizaje backpropagation o simplemente BP
cuya función de activación de la capas ocultas es no lineal y las función de
activación de la salida es lineal . El algoritmo consiste en propagar el error
hacia atrlÍ..,lO, es decir, de la capa de salida hacia la capa de entrada, pasando
por las capa" ocultas intermedias y ajustando los J><.."lOlI de las conexiones con
el fin de reducir dicho error.

3.9.2. El problema de la generalización

Unos de los factores importantes para las RNA's es su capacidad de gcnt.'I"­

alizar a partir de algunos ejemplos. Por gencmlización se entiende la capaci­
dad de dar una respuesta correcta ante observaciones que han sido empleadas
en su entrenamiento. Una red entrenada correctamente generalizará, lo que
significa que la red ha aprendido adecuadamente no solo los ejemplos pre­
sentados, sino que responderá correctamente ante observaciones unnca antes
vistas.

En la faso de entrenamiento se deben considerar dos tipos de error impor­
tantes, por una parte, un error de aprendizaje, que suele calcularse con
3.10. Por otro lado, existe un error de generalización, el mal se puede
medir con un conjunto representativo de observaciones diferentes a los uti­
lizados en el entrenamiento. De esta manera podernos entrenar una RNA

IOI)e allí Sl1 nombre,
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haciendo uso de uu conjunto de apren dizaje, y comprobar HU cñcicneia real,
o error de gcneral.iza.ción, mediante un conjunto de prueba. Entonces, lJ1.
representamos a la vez el error en aprendizaje y el error en generalización,
obtenemos una gráfica como 3.7: la cual tras una fase inicial, en la que pueden
aparecer oscílacloncs en el valor del error, el de aprendizaje tiende a disminuir
monótonnmcnte, mientras que el error de generalización a partir de cierto
plinto comienza a incrementarse, lo cual indica una degradación progresiva
del aprendizaje. -

Figuru 3.7: Ejemplo de una curva de aprendizaje

La explicación a la figura 3.7 CIl: Al priueipio la red se adapta paulatína­
mente al conjunto de apren dizaje (o entrena.miento), ajustándose a! prob­
lema y mejorando la generalizació n, Sin embargo, en un momento dado el
sistema 5C ajusta demasiado a las particularidades de las observaciones cm­
plcadas en el cntrcnainlento (a los cual muchos autores dicen que la red esta
memorizando las observaciones}, por lo que crece el error que cometerá ante
observaciones diferentes a las empicadas en el entrenamiento (error de gener­
alización), entonces podemos ver que en este punto la r<-TI no se ajusta bien
al problema, sino simplemente está memorizando IlLO¡ observaciones del con­
junto de aprendizaje, lo qu e técnicamente se denomina sobreaprendizaje
o sobreajuste. Entonces, lo que debería de hacerse ante un problema como
este CM entrenarse a la red hasta un punto ópt imo en el que el error de gener­
alización CM mínimo lo ella! 5C denomina Validaci6n cruzada-'. aunque en

11 Este procedimiento consiste en entrena r y validar H In V("'¿ para det enerse en el punto
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realidad se pueden presentar varios m ínimos para el error de gencralízación,
debiéndose detener el aprendizaje en el mínimo error de generalización, y no
quedarnos en el primer mínimo que aparezca,

Por último, cuando se entrena una red backpropagation (en gcneral redes
supervisadas fccdforward] debernos tener en menta todo esto, y la técnica
de validación cruzada suele ser un buen remedio [varios autores consideran
forzosa su utilización], usualmente, de todo el conjunto de entrenamiento se
emplea aproximadamente un 80 %(aunque no es una regla) de las observa­
clones para entronar, reservándose un 20 %como conjunto de validación para
poder realizar la validación cruzada [José R. Hilera, 1995].

3.9.3. Fases de las RNA's

Existen dos fases en toda aplicación de las RNA's: la fase de aprendizaje (o
entrenamiento] y la faso de validación.

• Fase de entrenamiento o aprendizaje. En la fasede entrenamiento,
se usa un conjunto de entrenamiento o aprendizaje. Estos datos son los
que definen el comportamiento de la red, y sirven para determinar los
pesos (Wi)' Los pesos, juegan un papel muy Importante en esta etapa,
ya. que las redes aprenden a. través de la. actualización (o cambios] de
los pesos.

• Fase de validación. Una vez entrenado esto modelo, se usará. en la
llamada fase de validación, en la que se procesan datos que no son
conocidos por la. red (ya. no son datos muestra], esto debido a que
son datos de prueba. y son guardados cspocíficamontc para. validar la
generalización de la. red a. determinado tiempo de ejecución. Cuando
los valores de las neuronas de la última capa han sido calculados, se
comparan con la salida deseada para determinar la validez del diseño,
analizándose de esta manera el funcionamiento definitivo de la red.

ópt imo.
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Podado de pesos (pr un ing)

Esun técnica para reducir el número de parámetros [enlaces] I esto al eliminar
algunos de sus p<.."lOIl, el proceso de podado consiste en entrenar a la red hasta
cierto nivel, para luego eliminar aquellos pesos que no aportan prácticamente
nada a In operación. Existe una modificación a esta técnica conocido (XJIJlO

decaimiento de pesos ('I\'cigbtdOCéLY), en e! cual durante e! aprendizaje se deja
n los pesos tender poco a poco a cero, para que aquellos que no se actualicen
periódicamente, se anulen y desaparezcan.

3.10. Características de la red para predic­
ción

Como ya U<~ habremos dado cuenta la red que vamos a utilizar es la red
ba.ckpropagation(rcd de pcrceptroncs multicapa con algoritmo de aprendiza­
je backpropagation], entonces es importante puntualizar las característicass
que debe tener para el fin de pronóstico, claro no son reglas, pero dWI lU1

panoruma general del modelo.

3.10.1. Escoger la arquitectura adecuada

Desde IUL-g<> no se puede dar una receta para decir que arquitectura es la
más adecuada, pero con ayuda de! teorema de la aproximación universal,
sabemos que con tres capa.... son suficientes par a poder aproximar cualquier
funció n, siempre y cuando las funciones de activación de las capas de entrada
y salida sean lineales y las de la eapaís] ocul tu.(s) SClU1 110 lineales (ver teorema
Funahashi 1989) a menos que e! problema sea muy complicado y se necesite
agregarle otra capa oculta,
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3.10.2. Datos de entrada

131

...

(3.11)

(3.12)

~ datos deben de ser normalizados antes de meterlos en la red, estodebido
a que cuando las entradas son loo datos originales, la red puede converger
a un mínimo local 6 aprender muy lentamente. Por otro lado, loo datos se
tienen que procesar, por ejemplo quitarle la tendencia a la serie o quitarle la
cstacíonelidad, aunque las RNA'H pueden generalizar aun con cstacionalidad,
pero no con tendencia, esto debido a que las salidas de la red quedarían
por debajo de loo valores deseados, Por último, ponemos la forma l.'II como
normalizar loo datos en un rango de [0,1).

X' = XI - min{X}
I max{X} - min{ X}

En caso de que se desee otro tipo de intervalo [Zo, ZI] donde Zo < Z1 se tiene

, XI-min{X}
XI = max{X} _ min{X} . (Zo - ZI )+ ZI

Siendo min{X} el mínimo de la serie, ma.x{X} el máximo y XI la observaci ón
al tiempo t.

3.10.3. Capa de entrada

Como ya sabemos, la capa de entrada (durante el entrenamiento), está. con­
stituida por datos muestra (solo un porcentaje de loo datos originales], es
decir, son loo datos que le van a ense ñar a la red , el comportamiento do­
soado. Entonces, aunque no existe una regla para dccir cuantas I1CUIOnll.'i de
entrada poner, a veces conviene poner el numero de neuronas según el peri­
odo de la serie, aunque como se menciono, no es una regla, solo un punto de
partida.

Pum cuestiones de predicción de series de tiempo, loo datos de entrada son
definidos moviendo la red sobre la secuencia original de la serie, tantos lugares
como se deseo, como se muestra eu la figura 3.8, aunque para predecir más
de un periodo se necesita rctroulimcntur la red con las respuestas obtenidas
por ella misma.
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St

Figu ra 3.8: El pcrceptró n utiliza r observac iones de la serie de tiempo en cada
neurona de entrada y se mueve IlllO para predecir el siguiente, don de S es un
vector de observaciones .

3.10.4. Pesos y funciones de activación

Como se menciono anteriormente los pesos iniciales deben de ser aleatorios
entre O y 1. En cuanto a la funci ón de activación se tomará la tanh, esto
debido a que la tangente hiperbólica puede exhibir diferentes dinámicas de
aprendizaje, durante el entrenamiento puede acelerar el aprendizaje para
algunos modelos,

3.10.5. Número de neuronas en la capa intermedia

Como se comento anteriormente, no se puede dar una regla para determinar el
número de neuronas, aunque para el C.lSO de aprendizaje supervisado existen
varios resultados que son Importantes de mencionar. Primero un número
muy grande de neuronas en la capa intermedia hace que la red requiera
menos iteraciones de entrenamiento para aprender, aunque cada IlllO de 1<)S
pasos requiere más tiempo de cómputo ya que , en general, hay m ás pesos que

-Acatlán- UNMvf -Actuar ía-



Capítulo 3 133

..

ajustar. El número de neuronas en la capa intcnnedia tampoco debe ser igual
al de patrones de entrenamiento, ya que esto favorece a la memorización de
los patrones, PUC8to que la red hace que cada una de 1a.'1 ucurouas de la capa
intermedia se encargue de rooonoccr uno de los patrones de entrenamiento,
en vez de generalizar a partir de casos individuales.

El número de neuronas debe ser, en general, menor que el número de patrones
de entrenamiento para evitar problemas de memorizaci ón, un buen punto
de partida C8 la mitad del mímcro de neuronas de entrada, y después ir
aumentando o disminuyendo según el caso. El tamaño de la capa de entrada
y salidaviene dado por la naturaleza del problema.

EH posible eliminar neuronas ocultas si la red converge sin problemas, adop­
tando la que tiene menos neuronas intermedias. Si la red no converge, quizá sea
nccesarío aumentar este número. Por otro lado, examinando los valores de
los pesos de las neuronas ocultas periódicamente en la fase de aprendizaje, se
pueden detectar aquellas CU~'Oll pesos cambian muy poco, y reducir por tanto
el número de neuronas que apenas participan"en el proceso de aprendizaje.

3.10.6. Conjunto de entrenamiento

El conjunto de datos utilizados para el entrenamiento de la red C8 el que
determina qué C8 lo que la red debería de hacer. Normalmente so rescrva uu
número pequeño de patrones sin utilizar en la etapa de entrenamiento para
validar [conjunto de validación o de "test") la capacidad de la red a la ho­
ra de solucionar el problema, Un entrenamiento insuficiente de la red hace
que está.no sea capaz de proporcionar rC8pUC8ta.'1 claras y, por el contrario,
un exceso de entrenamiento liare que la. red memorice los vectores de entro­
namicnto. También C8 necesario que el conjunto de datos de entrenamiento
sea reprc...sentatívo del problema, para que la red sea capaz de responder
satisfactoriamente a cualquier tipo de entrada, usualmente, se emplea aprox­
imadamente lID 80% de las obsorvaciones para entrenar, reservándose un
20 %como conjunto de validación [Martín del Brío Bonifacio y Alfredo Sauz
Molina, 1997 [26)] .
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3.10.7. Validación

Una vez que la red tenniuo de aprender se le presentan las observaciones
apartadas para la validación (Thst) del modelo, si la respuesta es la deseada
o se ajusta a nuestros (antes de que el aprendizaje comience a degradarse)
requerimientos, se puede utilizar esta red para poder pronosticar. En caso
contrarío se tiene que modificar el modelo y~ sea agregando o quitando non­
ronas a la capa oculta, iníclando C01l pesos diferentes, ver si el conjunto de
entrenamiento es representativo del problema, cutre otros. Cabe aclarar que
cuando la rod alcanza una solución aceptable, no existe la garantfu de que
ha alcanzado el mínimo global. Aunque si el error no es grave, no importa si
el entrenamiento se ha detenido en alguno de los mínimos locales.

3.10.8. Cuando detener el entrenamiento

• Uu máximo de 10000 iteraciones de validaeíón ó más.

• Durante la fase de validación se calcula el error cuadrático medio en el
conjunto de validación, el cual debe decrecer durante el entrenamiento.
Cuando el error incrementa un 20 % del mínimo error alcanzado, se
debe detener el cntrcnamícnto.

Superada esta fase, la arquitectura, el mnnero de neuronas y conexiones, los
PCStIll sinápticos quedan fijos pudiendo el sistema operar en modo recuerdo. El
modo recuerdo es el modo de operación normal del sistema; dada una entrada
proporcionará una salida en eousouauciu con el aprendizaje recibido.
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Aplicaciones

En este capitulo aplicamos la teoría ya descrita para la¡ métodos estadísticos
y para las ruda¡ neuronales, unalizarcmos las series y trataremos de pronos­
ticar un año(corto plazo) dependiendo de la periodicidad de la serie, Cabe
mencionar que se exeluyo del modelo un año (tanto en la¡ métodos tradi­
ciouales como en las RNA's) a efecto de poder comparar la¡ resultados de
ambas técnicas al final y, de está manera, poder dcc:ir cual arrojó mejora¡
resultados.

Utilizaremos cn el ClL<;() de la¡ métodos estadísticos el software stutgraphies
4.0 y en el ClL';O de redes neuronales se utilizo en programa DataEngine 2.1.

4.1. Primera aplicación: método estadístico
("Serie Ventas")

Supongamos que el cuadro 4.1 contiene las ventas de una compañía la cual
desea pronosticar el siguiente año completo, esto al, dado la periodicidad de
la serie a¡ trimestral, entonces se deberá pronosticar 4 trimestres adelante.
Esta serie la trataremos con un método de ulisamíonto (atenuación) y luego
trabajurcmos alta misma serie con redes neuronales, para después usar sólo
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la metodología de Boxy Jcnkins (ARlMA) para las demás seria; a trabajar
durante el resto del capítulo.

I v..... 1 : ' . v...... I v.nt.. · t '. V"u· . ,
1 1849 .11 19 1854.3 11 1701.' ss 1690.3

2 1550 .11 2Il 1851 :E <IJ18.11 56 ' 8423
3 1515.3 2' 20422 39 169f\..S 51 11623
4 1665.' 22 2272.6 40 14S3Ji 58 2IIOl5

5 1733 23 22177 41 .. 171l&.1 58 17&l1S
6 1576 }O 161'-2 42 1871l~ 60 1D411

7 16195 2S 19997 43 11S2.1 61 16582

• 1291.3 26 224U « 15S0.' B2 1939.4
9 1401 ." 27 2246.9 45 1«5.1 63 lMS3

10 1S3'i3 2B 1827 2 46 1!lBl~ 64 1_9

11 1321.9 29 Ille1.3 I;l 15ll1l.' 55 t74S.4
12 149J.6 30 1mB 49 1421.3 " "JI7IfT7
13 1459.9 :11 1B182 49 'C55.olC sr '871.1
1. 181S.1 32 1560.6 so 1746.1 68 15795
15 16462 33 181_ SI 1511.7 ss 1704.1
16 1814.1 34 2076 52 1503.4 70 1870B
17 1_.6 3S 1717.1 53 1493.S 71 1l1i97
18 2251.11 38 1792.3 54 1917.9 n IS1111a

73 151;13

7' 1961S

Cuadro 4.1: Serie de tiempo para la seri e ventas

Prime..eramentc se gráfica la serie para tener la noci ón de su comportamiento
(véase figura 4.1)

Como podernos observar, no contiene ninguna tendencia, y para reafirmar
esto con•struímos las FAC y FACP correspondientes (véase figura 4.2). Como
podemos ver en la figura 4.2 las autocorrclaciones caen rápidamente, alto
nos indica la falta de tendencia, pero POdClllOO ver que tiene cstaeionalídad.
Entonces se ataca. 0011 un método de alisamicnto, recordando que el único
método capaz de manejar la estacionalidad, e; el método de Winter, por lo
cual este método se empica en esto trabajo.

.Entonces, IIDa vez que se hicieron los C{t!CU!OO correspondientes, obtenemos
los parámetros óptimos del modelo, loo cuales son: u = 0,3948, fJ = 0,0348 Y
7 = 0,6351. Entonces, C011 estos parámetros obtenemos las salidas del modelo
y sus respectivos pronósticos (forccasts]. Solo se muestran loo últimes 25
observaciones de laserie y sus respectivas sal idas, aplicando el modelo Wintcr,
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Figura 4.1: Gráfica de serie ventas)

I!ltinalcd .~IIIOCOlTdollo", for ,"caba

Figur a 4.2: FAC y FACP de la serie venta."

así como sus respectivas predicciones (véase el cuadro 4.2), las cuales son las
correspondientes a un año (4 trimestres).

Recordando que el método de Winter optimiza los parámetros de tal for­
ma que minimíeon los errores cuadráticos medios (ecuación 2.8), y los cuales
son los Q , fJ y 1 ya mencionados. En el software statgraphícs 4.0 se pueden
comparar hasta cinco modelos a! mismo tiempo y así poder ver cual de el­
los minimiza el M8E Y satisface varias pruebas para los residuos, como lo
vemos en el cuadro 4.3, en el que podemos ver el modelo Wintcr(a) compara­
do) con un modelo ARlMA(b), una regresi ón lineal (e), una medía móvil de

lO mlOpodemos observar el mejor modelo para esta serie es un modelo ARIMA , pero
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.r••t... ~_ r._... ...t4.a1
'11' 1.,...1. U".H .......,
",.. .lS'n . ,. .1...... -12' . . ........ J5OOI • • U92."II lt)f .641

"'.. "'''.$ J.tM.r 11.n-It
O/.. .du., J11:a .Cl: 114.2:"'-

?J'4 I.-fIII.1 UIf$ • • t4."'U".. 11 .... 2 un.» w ......,
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.15".'$
1'1,' . • '

.....,.
~a•.1S
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••u .n
UU..z1
2111 .08

Cuadro 4.2: Serie ventas junto con las salidas cid modelo Wintor, así como
~1L>; pronósticos

orden 5(d) Y una atennacién exponencial simple(e), después vemos el error
cometido por cada uno de loo modelos ya mencionados, como lo H(>D: MSE
(error cuadrático medio), el MAE (error absoluto de la medía), el MAPE
(porcenta.je de error medio absoluto), el ME (error medio) yel MPE (por­
centaje medio de error), que en nuestro modelo el MSE es 27540.4 para. el
periodo estimado. En la parte inferior a loo errores aparece una tabla donde
se muestran algunos OK, estos nos indican las pruebas que pasaron looresíd­
II()I;, la primera columna (RMSE) no es más que la raíz cuadrada de MSE,
la segunda columna (RUNS) equivale a el quinto supuesto mencionado en el
capitulo 2 (no existen observaciones aberrantes), la tercer columna (RUNM)
equivale al"cuarto 8UPU<:St.o (los residuos tienen distribución normal, para to-

",..ol'Cidi<) trabajar con loo; métodos de alisamiento (larll ""la :;er j,>.
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da t), la cuarta eoluma (AUTO) corresponde al tercer supuesto [los residuos
lIO estén autoeorrelaeionados], la quinta columna (MEAN) correspondo al
primer supuesto (p. = O) Y la última columna (Var) corresponde a que se
cumpla el segundo supuesto (Var(e = a2».Por otro lado, las pruebas que
son aceptadas son las que tienen un OK, con IUl 90 %de ronfill.llZa2 y las que
tienen un * son las que son violadas con cierto grado de confianza (romo se
ve en la parte inferior del cuadro 4.3).
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va • t .. ha: .~_a .. vacl_c. bilJ .ItoI.1f ". ZNl balf
U - "'"' .ttNUc.M () .)A 8...11))
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-- • Il ...... y .lpUJe... l, <- 0.11.1

Cuadro 4.3: Comparación del modelo Wintcr con ot ros modelo estadíst icos.

SE puedo observar que el modelo pasa 4 de IlL'! 5 pruebas, lo cual es muy
bueno, debido a que esto nos dice que el modelo esta captando la mayor
iufonnación posible. Ahora bien, en el ClL'IO de la varianza podernos ver la
gráfica de los residuos contra el tiempo (ver figura 4.3), y podemos observar

2Esto grad as al Psvalue
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que al filial las oscilaciones se estabilizan, por tal razón, !IC opto por no hacer
ninguna transformación para normalizar la serie y dejar así los resultados
arrojados por el modelo.

W'a"', UJ . J~..n a!pu " D.JMS. h1a- 0 .03.... CIIDa"· O.e33i1
&lO

Figura 4.3: Gnük a de loo residuos para la serie ventas

Por último se presenta la comparación cutre loodatos reales y las salidas del
modelo Win tcr(vcr la figura 4.4).

2400
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~ 1 ~l 11
tJ\~ 1 t\¡ '\I~ lI\J\
y IJ V\-; ,

- Serle -ventas

- Wlnter

Figu ra 4.4: Comparaci óu entre la serie original [ventas] y IIL"i salidas dd
método de \Vintcr

Después de tratar esta serie con redes neuronales se comparará C011 las predio­
clones arrojadas por el método de Winter para saber quc modelo se ajusto
mejor 11esta serie,
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4.2. Primera aplicación; redes neuronales ("Se­
rie Ventas")

Como ya sabemos, el modelo a utilizar es un perccptrón multicapa con mecan­
ismo de aprendizaje baekpropagation, entonces se opto por utilizar tres capas
gracias al teorema de Funahushl, so trabajo con un número diferente de ncu­
ronas tanto de entrada corno ocultas para ver cual minimizaba el error de
entrenamiento y el de validación, se empIcaron inicialmente 4 neuronas de
entrada, 2 intermedias [ocultas) y 1 de salida, pero debido a que arrojaba
mucho error so opto por utilizar más neuronas de entrada, entonces so proco..
dió a trabajar con 8 neuronas de entrada, 4 Intermedias y 1 de salida (8:4:1),
pero los resultados no fucronmuy buenos, luego seopto por una red (16:8:1)
y los resultados mejoraron un poco, pero se termino con una rod (12:2:1) esto
debido a que so inicio con una red (12:6:1) y se fue incrementando una neu­
rona intermedia cada VL'Z y dC!>'Pu61 se disminuyo para ver cual daba mejores
resultados, y la arquitectura que arrojo mejores resultados fue: 12 neuronas
<..'1.1 la capa de entrada, 2 neuronas CIl la capa oculta y 1 neurona de salida
(como se muestra CIl la figura 4.5).

Figura 4.5: Representación de la red utilizada para la serie ventas

Las funciones de activación para las neuronas de entrada fueron lineales al
igual que el de la neurona de salida y la función de activación de las neuronas
de la capa oculta es tanh, En relación con el método de aprendizaje se utilizo
el momento (/L) con valor de .25 y factor de aprendizaje (a) con valor .1,
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también se utilizo el podado de pt..";IJI; para optimizar el modelo y eliminar
10M enlaces iWICCCSariOM, I(JI; pesos inic iales fueron dentro del intervalo (-.1, .1),
el mimen> de ítcraeíoues fueron hasta 18200 y la ojcenci óu del conjunto de
test elida 100 iteraciones, es decir, que después de 100 iteraciones de la faso
de entrenamiento, en donde los pt..";I)S se ajustan, se introduce el conjunto de
prueba para ver la eficacia del modelo al generalizar a partir del coujunto de
cntrenarniento. En relación con el número de iteraciones, se emplearon 18200
debido a qne en este rango se míniurizo el error de prucbaívéase figura 4.6).

0.20

0.15

g0.10
w

0.05

- RUS Training Error

:.:LI..~_v- _ - RMS Test Error

600004000020000
0.00 +-------1"----....--------1

O

Figura 4.6: Curva de aprcndizujc de la serie ventas

Nótese que a partir de un cierto número la línea de prueba empieza a divergir,
y esta divergencia comienza después de 18200 por esa razón se detuvo el
entrenamiento cn la iteración 182üO. El error que se obtuvo en la faso de
prueba fue cerca del 6 %en la fu..sode entrenamiento fue del 7 %. Por último,
se presentan, las salidas (véase cuadro 4.4) de la red comparadas con las
salidas deseadas, Y podCIIl(JI; ver que la red arroja algunos resultados certeros
o muy próximos a las salidas deseadas,

Antes de proseguir a comparar 10M pronósticos arrojados tanto por el método
de Winter como el de redes neuronales, hago un recordatorio en la fase del
prcprocesamícnto de datos, la serie no debe de contener tendencia aunque DO

necesariamente cstacionalidad, esto debido a lo expuesto cn el capítulo 3. La
serie no tiene que tener tendencia [esto se puede hacer sacando una media
móvil dependiendo de la pcriodiddad de la serie y restársela a la original,
aunque después se le tiene que agregar] para poder hacer los cálculos, ya
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-- S_doIaNd
Ucs.1 1108.1
ISJU 173&.3
1503.4 .."...
1083.5 ' ....0
li17.i .in.5
lOiG.3 1111.3
lUU 1. t 7.5
17&2.3 l OOU
:!lIOl.5 1"7.0
17.U; '109.3
171U 1150.9
1158.1 1805.3
1828.' '941 .3
'SCSi.J 11015.5
lO9U ' IlIl5Jl
lJ4e.• 1123.1
:!lI81.1 lmJl
1831 .1 1828.1
'51'5 '1011
1704.1 1729.1
lOlO'& 1' 7l .1
1769.1 ,n2.7
156l.8 1517.2
15<1.3 161.1
'161 .6 1881.9
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Cuadro 4.4: Comparación de las salidas deseadas con las salidas de la red

que si se meten los datos con tendencia las salidas de la red quedarán por
debajo de las salidas deseadas , pero no hay problema si existe cstaeionalidad
on la serie, alto se comprueba en el cuadro 4.4 donde se trabajo con la serie
con estacíonulídad y la red aprendió este fenómeno. Por otro lado, como
se pronosticaron 4 valores adelante, se retroa!imento la red con los valores
obtenidos por ella misma, Después de haber aclarado lo anterior, se analizan
los resultados obtenidos por los dos métodos, alto se muestra en el cuadro
4.5,

'~'(l-i~%lil_",!~ --. Redot_ -i/::Wnter~"

75 ' 633.1 1111.01¡ 1700.71
11 1&21.' 1733.185 IS54.""
rt .14 6.3 1762.103 1597.9$
71 1951 lmm 19l787

:...~1J11Se RtMi·: ~jiu 'IoISENl IllA
17981608 9783.D<1

Cuadro 4.5: Ta bla con los pronósticos de ambos m étodos contra l.os valores
reales (serie ventas)
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en la cual, como podemos observar, la primera columna muestra los val­
ores reales de la serie, en la segunda columna se encuent ran los pronósti­
cos obtenidos por redes neuronales y en la parte inferior su respectivo error
cuadrático medio (MSE) ; en la tercera columna encontramos los pronósticos
arrojados por el método de Winter, así como su respectivo error, entonces
se observa que el que minimiza los MSE para estos periodos es el método de
Winter y también el que se ajusto mejor a esta serie fue el método de Winter.
Por último se muestra la comparación de los dos métodos y la serie original
(ver figura 4.7)

2000

1800

1600

1400

1

tf 11 ~ ~A A11

!\ .~~ ! 'A~ ~ Jt
~ ru ~ "

1200
o 10 20 30 50 50 70

Figura 4.7: Comparación de los dos métodos y la serie original (ventas)

4 .3. Segunda aplicación; método estadístico
("Serie food")

Supongamos ahora que tenemos las ventas mensuales (véase cuadro 4.6) de
una compañía que venda alimento para perro y queremos pronosticar los
siguientes 12 meses, como se había. mencionado anteriormente esta. vez se
utilizará la metodología de Box y Jenkins para. tratar esta serie y posterior­
mente se comparará con los resultados obtenidos por RNA's.

Primeramente, se gráfica (véase figura 4.8) la.serie contra el tiempo como se
hizo en el ejemplo anterior, esto para poder ver que componentes posee la
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,1;'~:~.,.tt.;.'i:$' c.ventI.lbod ~~~t7-'t::;,;;>:;i. Yen1al1bod ,-¡..~<~:-t :r.'4 Venta.food t;,o,.:;; t ~;:;_1o VIID.fOod
1 53.5 13 52.1 25 523 31 53.3
2 53 U 51.5 26 51.5 38 531
3 53.2 15 51.5 21 51.1 39 53.5
4 525 16 52.4 29 51.5 40 53.5
5 53,C 11 53.3 29 522 41 53.9
6 56.5 18 55.5 30 51.1 42 51.1
7 65.3 19 642 31 63.6 43 64.1
8 70.1 20 68.6 32 68.8 U 69.4
9 869 21 693 33 68 .9 45 70 .3

10 59.2 22 58.5 34 60.1 46 62.6
11 55.3 23 55.3 35 55.6 47 57.8
12 53,C 24 53.6 36 53.8 48 55.8

145

Cuadro 4.6: Serie de tiem po de las ventas de alimento (foodj.las ventas están
en miles

serie y poder tomar las medidas pertinentes, esto se comento en el capítulo
2; para aplicar un modelo ARMA la serie tiene que ser estacionaria, por
tal razón, debemos V(Jr 1.1 no existe tondoucía y/ o cstacíonalídad, en caso de
existir cualquier componente se aplicará el oporador difurencia dependiendo
del caso .

75

70

60

1\ f In f
I I\

\ 1 \ I \ IJ 1\
......J I\...Y \ .J ¡-.-

Figura 4.8: Gráfica de la serie food

Al observar la serie podernos darnos cuent a a simple visto de la existenci a de
estacionalidad y esto tam bién se comprueba con la FAC y la FACP como se
muestra en la figura 4.9, en donde pod emos ver 11.1.'1 oscilaciones estacionales
con facilidad las cuales se repiten cada 12 meses.
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J
!
1.1 <- ......

11

Figura 4.9: Corrc lograinas de la serie f<KKI antes de aplicar uua difcronciaci ón
estaci onal

Debido a que la serie mostró estacionalídad se opto por hacer una diferencia
estacional con periodo 12 y se obtuvo las nuevas FAC y FACP, como se
muestran en la figura 4.10 .
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E_.. lp;,n,.¡ .-li.l,.....cl>tia.. t.. "".~.díood.,.= • - - - ---_._--------~

~ 0_" :

s ~. J. .
.':: .C>
~

~
.c e

., ,... '2 U

Figura 4.10: Corrclogr amas de la serie food despu és de aplicar una diferencia
estaciona l

Una vez hecha la diferenciación podemos observar que solo quedan las primeras
autocorrelaciones para ambos eorrelogramas, esto nos da rma idea del mod­
elo a escoger, como puede ser U11 modelo ARIMA{l, 0, O)x(O, 1, 0h2 o un
ARlMA(I,0, 1):1:(0, I,O}J2' las correlaciones son muy altus y entonces se re...
comicnda emplear IJI) AR CJ1 vez de IlII MA, pero no se descarta la posibilidad
de que puedan ser ambos. Esto se soluciona fádlment.c gracias a que Stat­
graphies cuenta con una opción en la cual puedes comparar hasta 5 modelos
y ver cual de ellos pasa la mayor cantidad de pruebas para los residuos,
además de que modelo tiene el menor MSE. Dicho <.':>1:-<J, pasamos u ver las
comparaciones de estos dos modelos ARIMA y poder así ver cual es mejor.
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Para esto observemos el cuadro 4.7.

147

oM;.~lul. : tood.
.1'.'~••~::t.0lIU • 48

lftll... l/lO
l1D1' iJ¡&.crva1 a 1 .0 ~Cs,
~ ol ....oaal:l.c.y. 1%

""l" Id---------------------------------.-------_.- --------------------.-- --fA, I ,09t11 0 . • 1,"" J . 4OZ7 1 e .OUta., O.~."3'.., 1 .D Z:J"U D.671JU 1 .188U 0 .21"35 O.XU"
'Cl L U LS9 0 .'17331 1 ."11.0& O.OU86t1' -0.008'4'''''
ID' U.IU1 6 .'t7t1 U. .139' o.auue .-o.Z6OZ81
111 U.UD' S .~8'3 '.4."" O.1'7UZ 0 .30%13

...... JIlS' .".. """"
_..... BU--..............._-_.._-------------------_.-

fA, 1. 04513 OK llIt .1 llIt.., 1.011n OK llIt "" VI ""'Cl J..IOOn OK OK "" ""ID' '7 .'~?l DIt ""1" 6 .414.1 VI OK

Cuadro 4.7: Comparaci ón de modelos para la serie food.

Como podemos ver en este cuadro, se comparan 5 modelos para la serie en
estudio, los primeros 3 corresponden a los posibles modelos ARIMA, el cnar­
to a una inedia móvil de orden 5 y el quinto a una atenuación exponencial
simple. Con lo anterior podemos ver que los últimos dos modelos dejan mu­
eho que desear al fallar en 3 pruebas sin contar que su M8E es mucho mayor
con respecto a los tres primeros . Ahora, haciendo un análisis de los primeros
3 modelos se observa que el mínimo M8E ~ el (b), aunque el modelo (a)
también es aceptable, pero al analizar las pruebas de los residuos nos L'llCOII­

tramos con que el modelo (b) pasa todas las pruebas mientras el modelo (a)
no pasa una al igual que el modelo (e). Recordemos que entre más pruebas
pase el modelo, mayor sera la captación de infonnación del comportamiento
de la serie, por tal motivo se opto por escoger el modelo (b) correspondiente a
un modelo ARIMA(l, 0, l)x(O,1,0)12' Por último, mostramos las salidas del
modelo <..'011 respecto a la serie y SIlS respectivos pronósticos [véase cuadro
4.8) en donde podemos ver los 12 periodos de pronóstico, al igual que en el
ejemplo anterior, primero trabajaremos la serie food <..'011 redes neuronales y
luego compararemos resultados para ver cual modelo se ajusto mejor a la
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serie en estudio.
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Cuadro 4.8: Salidas del modelo ARIMA(l, O. 1)::r,(0, 1,0)12' así como ::;11S

pronósticos (serie food]

Po último mostramos la comparaci ón del método ARIMA y la serie original
(ver figura 4.11)

4 .4. Segunda aplicación: redes neuronales ("Se­
rie food" )

Una V<..'Z trabajada la serie food con el modelo ARIMA, pasamos a tratar
esta misma serie, pero esta vez con redes neuronales, para pronosticar 12
períodos y poder a.'ií compararlos con 1m pronéeticos arrojado por el método
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Figura 4.11: Comparaci ón dc la serie original (food) y las salida.." del modelo
ARll\lA

estadístico.

Recordemos que nuestra modelo siempre va a ser UlI perecptrón multicapa
con aprendizaje backpropagatlon, lo interesante aquí es encontrar la arqu i­
tectura adccuadu que minimiec el error de gcncralizací ón, Se opto por utilizar
una red de tres capas, se inicio con 12 neurona'! de entrada y se fue incro­
mentando de una a una la'! neurona'! ocultas y una neurona de salida, pero
esta vez no funciono tener 12 neuronas de entrada, esto porque no siempre
se puede trabajar todas la'! series con una misma red, a ún cuando tengan la
misma periodicidad. Luego se opto por utilizar 9 neurona'! de ent rada y se
repitió el proceso con la'! neurona'! de entrada y una neurona de salida, pero
tampoco dio buenos resultados, esto debido a que la curva de aprendizaje
divergía rápídaancntc y el error de test era muy grande, luego se escogió 8
neuronas de entrada y se repiti ó lo anterior tampoco sin éxito , hasta que se
trabajo con una red con 6 neurona'! de entrada y con 3 neurona'! en la capa
oculta y una de salida, arrojaba mejores resultados, pero estos fueron mojo­
rados con una arquitcctura(6:5:1) la eual minimizo el error de test aun más
que el modelo anterior, luego se trato con una red de 4 neuronas de entrada
y se fue incrementando de una en una las neuronas ocultas, pero volvía a
incrementarse el error de test, por tanto se opto por trabajar con la red COIl

6 neurona'! de entrada, 5 ocultas y una de salida, como se ve en la figura
4.12 .
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Figura 4.12: Representación ele la red utilizada para la serie food

Los data; se normalizaron en el intervalo [.1,.9J de acuerdo a la lX-"IllK:ión3.12.
Las funciones de activación para las neuronas de entrada fueron lineales, para
IlL"neuronas ocultas se tomo la tanh y para la neurona de salida una fuución
de activación lineal, Para el método de aprendizaje el valor del momento
file p. =.25, para la tasa de aprendizaje se tomo a = .05, también se utilizo
el podado de pesos para eliminar los enlaces innecesarios. Los peses iniciales
están dentro del interv-alo(-.1,.1), por último el número de iteraciones fue 300,
esto debido a que file en el punto donde se minimizo el error de prucbaívéase
figura 4.13) el cual fue de 5.7% y el error de entrenamiento fue del 6.3 %.
Al ver la figura 4.13 no damos cuenta que a partir de una cierta Iteración
la línea de prueba empieza a divergir, entonces lo que se hizo fue detener el
aprendizaje en la iteración donde se encontró el mínimo error de prueba la
mal fue la iteración número 300.

Una vez visto lo anterior, se ponen loo pronósticos de ambos métodos para
compararlos con los valores reales y poder decir cual de ellos produjo mejores
resultados, esta comparación la VClUC)S en el cuadro 4.9 .

Podemos ver que en este C&'lO se ajusta mejor el método ARU"lA que las
redes ueurouales, sin embargo analizando los datos obtenidos por redes non­
renales podemos ver que conforme pasa el tiempo loo pronósticos empiezan
a deteriorarse drásticamente, una posible causa a esto puede ser a la retroal-
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Figur a 4.13: Curva de aprendizaje para la serie food

imcntaci ón de la red, esto debido a que la red se va rctroalimcntando con S\L"

propias salidas y por supuesto esa salida tiene error, entonces es lógico pensar
que entre més periodos se quieran pronosticar mayor será el error cometido,
otra posible razón es una tendencia en el último año (año a pronosticar) que
no pudo captar la red, entonces aunque el modelo ARJMA arrojo mejores
resultados para esta serie, no se puedo descartar la idea de utilizar las redes
neuronales para esta serie en un periodo corto de tiempo.

Por último se presenta la comparación entre los datos reales y las salidas del
modelo ARJMA(ver la figura 4.14).

4.5. Tercera aplicación: método estadístico ("Se­
. rie Pasajeros")

A continuación mostramos la serie (véase cuadro 4.10), la cual corresponde
al numero de pasajeros de una compañía de transporte que contratan !>11

servicio de autobuses, la serie es mensual y se desea pronosticar el numero
de pasajeros que se espera que usen su servicio el próximo mio (los siguientes
12 meses) .
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Cuadro 4.9: Comparación de los pronósticos arrojados por ambos métodos y
la serie original (food)

Nuevamente utilizaremos la metodología de Box y Jonkíns para ajustar un
modelo ARlMA que describa el mejor modelo para alta serie, como hemos
venido haciendo, primero graflcarcmos la serie [véase figuro. 4.15) para tratar
de visualizar SIL<¡ diferentes componentes y asf empezar a ajustar el mejor
modelo.

Al ver la gráfica He nota que contiene tanto cstacionulídad, como tendencia,
alto nos dice desde luego que no al estacionaria, para comprobar nuestras
hipótesis sobre las componentes que contiene la serie, veamos los corrclogm­
mas [véase 4.16) para ver verificar este hecho.

Al analizar la FAC y la FACP de la serie podemos ver que tiene una ten­
dencia y estacíonalidad de orden 12, para atacar Cl;Wprimero aplicamos una
diferenciación estacional para eliminar la cstacionalidad, lo cual nos queda
como se muestra en la figura 4.17:

La figura 4.17 muestra que el decaimiento de 180<; correlaciones no es tan rápi­
da como en el ejemplo anterior, pero tampoco caen lentamente, digamos que
la caída He da a una velocidad Intermedia y esto nos conduce a tener dos
posibilidades: la primera Hería que la serie 110 necesitara una diferenciación
simple para quitar la tendencia, y la otra Hería que si He necesitara la apli­
cación de una diferenciación para quitar la tendencia, pero este problema He
soluciona viendo la'! series teórica.'! del cuadro 2.1, que al obsérvalas He nota
que se asemeja a un modelo AR(1), entonces, esto IJ(~ dice que no He llC<.X...'<;Í-
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Figura 4.14: Comparación entre los dos métodos y la serie original (food)

ta una diferencia simple para quitar la tendencia, que solo con la diferencia
estacional basta. Para afrontar este hecho veamos el cuadro 4.11.

Como podemos observar en el cuadro 4.11, los modelos a comparar según
lo anterior son: (a) ARIMA(l, O, O)x(O, 1,Oh2 que nos representa al modelo
solo con la diferenciación estacional, (b) ARIMA{1,1,O}x(O,1,0)¡2 que corre­
sponde al modelo donde se aplico tanto la diferenciación estaciona! como la
diferenciación simple para quitar la tendencia, (c) ARIMA(O, O,l}x{O, 1,Oh2
que nos representa lo mismo que {a} pero esta vez se utilizo un MA en vez de
un AR para el modelo, (d) una media móvil de grado 5 y (e) una atenuación
exponencial simple. Gracias a esto podemos ver que tanto el modelo (a) ro­
mo el (b) se ajustan bien al problema, i.e, pasan todas las pruebas de los
residuos, pero el modelo que tiene un MSE menor, además por el principio
de parsimonia", el modelo (a) es el modelo óptimo para esta serie, esto solo
viene a confirmar lo que se había dicho sobre que el mejor modelo era un
ARlMA(l, O, O}x(O,1, 0h2. Entonces, una vez seleccionado el modelo adecua­
do que nos describa la mayor información de la serie, se muestran las salidas
(solo las últimas 25) del modelo, así como sus pronósticos respectivos, los
cuales se muestran en el cuadro 4.12.

Estos resultados serán comparados con las predicciones arrojadas por redes
neuronales para determinar que modelo se ajusta mejor a esta serie.

3Escogcr el modelo con el menor número de parámetros que describa el modelo.
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Cuadro 4.10: Serie de tiempo <k: la ser ie pasajeros

Por último se presenta la comparación entre los da.tos reales Y lassalidas del
modelo ARIMA(ver la figura 4.18).

4.6. Tercera aplicación: redes neuronales ("Se­
rie Pasajeros")

De igual manera. romo hemos estado haciendo, pasamos a tratar Q ..ta serie
con redes 1ICIlIUUales y pronosticar 12 periodos a futuro, y con esto poder
comparar ron los resultados obtenidos con el método estadístico.

La red fue la misma que en los ejemplos pasados y el mfX'3.llismo de aprendiza­
je backpropagation. Seutilizaron varias arqnitoeturasfron diferentes números
de neumnas en la. capa. de entrada e intermedias), JX.'TO la.que mcjolUl resul­
tados arrojo fue una arquitectura. ron 12 neuronas de eatrada, 8 neurona.'>
oculta.s y 1 de salida (va- figura 4.19).

Las funciones de a<:uvlIdóll son las mismas , lineales para las neuronas de
entrada y de salida y tanh para las ucuronas dc la capa oculta. Para. el
método de aprendizaje tIC t,(11OO paru el momento Ii =.25, para el caso de la
tusa de aprendizaje tIC tomo a = .08, nuevamente tIC utilizo el podado para
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Figura 4.15: gráfica de la serie pasajeros
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Figura 4.16: correlogramas de la serie pasajeros

eliminar los enlaces innecesarios, los pesos están dentro del intervalo (-1,1) y
los datos se normalizaron en el intervalo [0,1) de acuerdo al a ecuación 3.11.
Por último el número de iteraciones fue de 10900, debido a que fue el punto
donde se minimizo el error de prueba(ver figura 4.20).

El error de prueba fue cercano al 4% y el error de entrenamiento fue cer­
cano al 3%, 'que es considerablemente bajo a pesar de que la serie cuenta
con tendencia y estacionalidad, pero hay que recordar que cuando una serie
tiene tendencia se le tiene que quitar para poder trabajar con una serie esta­
cionaria, como en el caso de los modelos ARIMA que exijen que la serie sea
estacionaria, ahora regresando al caso de redes, cuando se trabaja .la serie
se esta trabajando con una serie estacionaria debido que primeramente tuvo
que haber un preprocesarniento de los datos para quitar estas componentes
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Figura 4.17: correlogramas de la serie pasajeros una vez que se aplico una
diferenciación estacional
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Figura 4.18: Comparación ent re el modelo ARIMA y la serie original
(pasajeros)

y después de que haya terminado la red en aprender y después de que haya
arrojado su pronostico se le suma la tendencia para que este completa la
serie.

Una vez expuesto lo anterior se muestran los pronósticos arrojados por ambos
métodos (ver cuadro 4.13) Yse comparan con los valores reales respectivos a
sus periodos, y así poder concluir cual modelo arrojo mejores resultados.

Al observar el cuadro podemos notar que las redes neuronales son las que
mejor.se ajustan a esta serieen particular, al tener un error cuadrático medio
menor al obtenido por el ARlMA, por tanto podemos decir que se ajusto
mejor el método de redes neuronales que el método estadístico.
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Cuad ro 4.11: comparaci ón de diferentes modelos para la serie pasajeros

Por último se presenta la comparación gráfica entro los datos reales y las
salida.'!de los dos modelos (ver la figura 4.21).

4.7. Cuarta aplicación: método estadístico ("Se­
rie Revistas")

Esta vez analizaremos una serie semanal, es decir, corresponde a una serie de
ventas semanales de una revista y se desea pronosticar el siguiente mes, es
decir, las siguientes cuatro semanas", la serie revistas se muestra en el cuadro

'Se opto por pronosticar solo nn mes y no un año, esto debido a que su periodici­
dad es semanal, y por tanto SlL~ pronósticos ser ían bastantes y como consecuencia se iría
degradando la exact it ud del pron óstico
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Figura 4.19: Rcprescur.aci ón de la red utilizada para la serie pasajeros

4.14.

Cousidcrando la gráfica de la serie para poder iden tificar ciertos componentes
que contiene la serie, la cual se muestra 1."l1 la figura 4.22.

Al observar la gráfica podernos ver que no existe tendencia, pero no es claro
la existencia de cstacionalidud , por esta razón, tenernos que analizar 1(J!i cor­
rclognunas para poder ver si exis te o no cstaeíonalidad (4.23),

Al analizar las FAC y 111.<; FACP podemos observar que efectivamente no
existe tendencia y, en relación con la existencia de estacionalidad, podo­
mOH ver que existen correlaciones que se repiten, pero no mlÍs allá de dOH
voces, ClItO nos dice que no existe cstacloualidad, por tanto no se necesi­
tará aplicar una diferenciación cstaciouul , pero al haber un comportamicuto
casi. estacional, nos babia de la necesidad de integrar uno o más parámet­
ros cstacíoualcs. Entonces con base en lo anterior y las características de 111.<;

FAC y FACP, l()!; modelos a con..sidcrar sou; uu ARrMA(l,O,O)x(O,O,I)i, un
ARlMA(I,O,l)x(O,O,lh, un ARlMA(O,O,I)x(O,O,I)7' un ARlMA(I,O,O)x(l,O,O)r

!')EI 7 es porque l.a serie viene diariamente y su periodo est acion al cada 7 rlias que
corresponde a una semana ,

-Acatlán- UNAM -Actuar ía-



...

Capítulo 4 159

0.1'

0.12

0.10
- RMST,IlnhgEn..

- RMST..tSffOf

0.06

O~

8000 10000 1200060002000
0.02 C::===:==:::::==::::=:::=:::::::::...---.

o

Figura 4.20: Curva de aprendi zaj e para la serie pasajeros

y un ARIMA(I,O,O)x(I,O,I)r. Estos modelos son comparados (véase cuadro
4.15) para observar cual es el modelo que mejor se ajusta a nuestros datos.

En el cuadro 4.15 podemos ver que el modelo que pasa todas las pruebas..,
así como el que tiene el mínimo MSE es el modelo (a); que corresponde a
un ARrMA(l,O,O)x(O,o,lh. Entonces una vez que se a elegido el modelo, se
muestran las salidas del modelo (solo las últimas 25), así como los pronósticos
arrojados por el mismo (véase cuadr04.16), para poder compararlos COll los
pronósticos arrojados por redes neuronales.

Debe notarse la importancia de saber la periodicidad en la cual la serie
viene, por que sí llIlO escoge una periodicidad diferente, el modelo nunca se
va ajtnstar y provocara muchos errores en los pronósticos.

Por íntimo se presenta la comparación entre los datos reales y las salidas del
modelo ARIMA(ver la figura 4.24).

4.8. Cuarta aplicación: redes neuronales ("Se­
rie Revistas")

Ahora pasamos a trabajar esta serie(4.14) con redes neuronales para poder
pronosticar 4 periodo.'! a futuro y compararlos con la.'! predicciones arrojada...
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Figura 4.21: Comparación entre los dos métodos y la serie original (serie
pasajeros)

por el modelo ARIMA.

Primeramente se normalizaron los datos en un rango [0.1, 0.9] utilizándose la
formula 3.12, se trataron varias arquitecturas, pero la que mejores resultados
dio fue una red con 12 neuronas de entrada, 5 neuronas ocultas y una de
salida(como se muestra en la figura 4.25).

Las funciones de activación fueron lineales tanto para las neuronas de entrada
como para la de salida, las función de activación para las neuronas ocultas
fue la tanh. Para la fase de aprendizaje se utilizo JI. = .25(momento) y una
tasa de aprendizaje o =.07, nuevamente se utilizo el podado de pesos para
optimizar el modelo y eliminar los enlaces innecesarios, los pesos iniciales
fueron dentro del intervalo (-.1,.1). Esta vez se detuvo el entrenamiento en la
iteración número 28800, esto debido a que fue el punto en donde se minimizo
el error de prueba, para apreciar esto mejor veamos la figura 4.26.

En esta gráfica podemos apreciar que donde se encuentra el mínimo de la
curva de prueba es cerca de los 30000 y para ser exactos es en el punto
28800, después de este punto empieza a divergir el error de prueba y como
consecuencia a degradarse nuestros pronósticos. El error de prueba fue del
3 % y el error de entrenamiento fue del 4.2 %, esto quiere decir que se ajusto
muy bien la red a la serie. Una vez terminado la fase de entrenamiento se
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Figura 4.22: Gráfica de la serie revistas

Figura 4.23: Corrclogramas de la serie revistas

pasa a mostrar sus ultimas 25 salidas de la red comparadas con las salidas
deseadas lo cual se muestra en el cu adro 4.17

Una V<''Z que se most raron las salidas de la red pasarnos a comparar los
pronósticos arrojados tanto con el método estadístico corno C(JIl redes neu­
ronales y así poder ver cual método se ajusto mejor a esta serie. Para poder
observar esto veamos el cuadro 4.18

Finalmente podemos observar que el método de redes neuronales arrojo
mejores pronósticos, al tener un M8E mucho menor que al arrojado por
el método estadístico, esto nos habla de que la red aprendió bastante bien
el comportamiento de la serie. Con esto vemos la Import ancia que tiene el
tener un buen entrenamiento y un bajo nivel de error de prueba, para un
buen pronóstico.
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Figura 4.24: Co mparaci ón entre los do." m étodos y la serie original (revista....)

Por último se presenta la comparación entre los datos reales Y las salidas de
. los dos modelos (ver la figura 4.27).

4.9. Quinta aplicación : método estadístico ("Se:­
rie Tiie")

En esta última aplicaci ón se trataran de pronosticar 12 períodos , de la serie
de datos histórica; mensuales de la Tiie (tasa de interés interbancario) desde
Enero de 1980 hasta Abril del 2002. Nuestro propósito es pronosticar los
pr óximos 12 meses. Primeramente se muestra la serie de la Tiie en el cuadro
4.19.

Luego de presentar la serie, la graficamos para hacer un previó análisis sobre
SI!." características antes de pasar a analizar la" FAC y FACP de la serie ,
entonces la gráfica se muestra en la figura 4.28.

Al analizar esta serie parece que IlO existe estacionalidad, aunque esto lo
confirmaremos con ayuda de los corrclogramas. Eu relación con la tendencia
parece que 'si existe una tendencia ucgativa, aunque esta vez no se ve tan
claro como en los ejemplos anteriores, pero hay ocasiones en la que el solo
hecho de estudiar la gráfíca no basta, por las razones reci éndescubiertas (no
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Figura 4.25: Representación de la red ut ilizada para la serie revistas

siempre se ve a simple vista), entonces para esto pasamos a estudiar la FAC
y la FACP de la serie para poder determinar que componentes contiene la
serie en estudio. La figura 4.29 muestra la FAC y la FACP respectivamente.

Al analizar los correlogramas observamos que efectivamente existe una ten..
dencia, esto debido a que las correlaciones caen lentamente a cero. Entonces,
so aplican operadores en diferencia a la serie para quitar la tendencia y así ver­
ificar si realmente no existe cstacíonalídad, la figura 4.30 muestra la FAC y
la FACP ya diferenciadas.

Al analizar los corrologramas de la figura 4.30 observamos que cícctivamonto
no existe cstacíonalídad, y que ya no se necesita otra diferenciación sím..
plc para hacer estacionaria la serie. Entonces, observando las características
de los corrclogramas se tienen dos posibles modelos a considerar: Un ARl­
MA(2,l,O) o un ARlMA(2,l,l), esto debido a que el modelo se parece a un
modelo teórico (ver el cuadro 2.1) el mal corresponde a un AR(2) , pero tam­
bién cabe la posibilidad de que pueda ser un ARlMA(2,l,l). Comparemos
los dos modelos para ver cual se ajusta mejor a la serie , lo cual se muestra
en el cuadro 4.20.

Al ver este cuadro nos damos cuenta que el modelo que pasa todas las pruebas
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Figura 4.26: Curva. de aprendizaje para la serie revistas

1.:H el modelo (a) el eual corresponde a un ARIMA(2,1,1), pero el que tiene el
menor MSE <.:H el modelo (b) que corresponde a un ARIMA(2,1,O), entonces
entramos en un dilem a, pero se opto por escoger el modelo (a), debido a que
la diferencia del MSE entre el modelo (a) y (h) <.:H mínima ya que el modelo
(a) pasa todas las pruebas para los residuos , CHW no quiere decir que no se
pueda 0<.1JP3r el modelo (b), pero a causa de que el modelo (a) pasa todas
);1.'1 pruebas y su error cuadrático medio no dista mucho del modelo (h), se
puede suponer que se tendrán mejores pronósticos con el modelo elegido.

Entonces, una vez elegido el modelo, se presentan las salidas (las últimas 25
salidas) del mismo, II.'1Í (:OIllO sus respectivos pronósticos, en el cuadro 4.21
se muest ra lo anterior,

Cabe mcneionar que debido a que la Tiie es una variable en la cual puede
haber cambios nmy drásticos, se recomendaría que en un caso practico solo se
tomara en cuenta el primer pronóstico, esto debido a que si uno desea trabájar
con una variable como está, se puede encontrar con muchas sorpn.."'l<I.'1, CODlO se
verá al comparar los resultados obtenidos con los reales. A fin de ejemplificar
esto se opto por pronost icar todo el año.

Por último se presenta la comparación entre los datos reales y las salidas del
modelo ARIMA(ver la figura 4.31).
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Figura 4.27: Comparación entre los dos métodos y la serie original (revistas)

4.10. Quinta aplicación: redes neuronales ("Se­
rie Tiie")

Ahora pasamos a tratar esta serie con redes neuronales; y así poder pronos­
ticar 12 periodos a futuro para después comparar los resultados con los ar­
rojados por el modelo ARIMA.

Primeramente se normalizaron los datos en un rango de [0.1, 0.9] utilizándose
la formula 3.12, luego después de varias arquitecturas se utilizo una red con
12 neuronas de entrada, 6 neuronas en la capa oculta y 1 neurona de salida
(ver la figura. 4.32), la cual fue la que arrojo el menor error de prueba.

Las funciones de activación fueron lineales tanto para las neuronas de entrada
como para la de salida, las función de activación para las neuronas ocultas fue
la tanh. Para la fase de aprendizaje se utilizo Ji =.2 Y una tasa de aprendizaje
o: =.08, nuevamente se utilizo el podado de pesos para optimizar el modelo y
eliminar los enlaces innecesarios, los pesos iniciales fueron dentro del intervalo
(-.l,.l). Esta vez se detuvo el entrenamiento en la iteración número 800, esto
debido a que fue el punto en donde se minimizo el error de prueba, para
observar esto veamos la figura 4.33.

El error de prueba fue del 1% y el error de entrenamiento fue del 2%, lo
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Figura 4.28: Cráfica de la serie Tiie

Figu ra 4.29: Correlogramas de la serie Tíic

ella! podemos decir que es bastante bueno, aunque hay que aclarar que esta
conclusión es subjetiva debido a que para otros el error óptimo bien podría
lICI: menor (aullqUC no es Q\tc cl ceso debido a.que l(Jt\ errorcs~m muy baj(Jtl).

Ahora pasamos a mostrar los pronósticos arrojados tanto con el método
estadístico como con redes neuronales y a..,,1 concluir cual modelo se ajusto
mejor a la serie. Para lograr Q,W observemos el cuadro 4.22

Finalmente podemos observar que el método de redes neuronales arrojo
mejores pronésrieos, al tener un MSE menor que al arrojado por el método
estadístico, annqnc en este caso la diferencia entre los modelos DO es mucha.

Para finalizar se presenta la comparación gráfica entre los datos reales y Ia..'1
salidas de los dos modelos (ver la. figura 4.34).
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Figura 4.30: Corrclogramas de la serie Tiic d(:HPUÓH de que HC aplico una
diferenciación Himple
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Figura 4.;n: Comparaci ón entre la serie original (Tiie) y las salidas del modelo
ARIf\lA

Aquí podernos ver que los dos modelos se ajustaron bien a la serie,

-Acat.l áu- UNAM -Act uar ía-



168 Quinta aplicación: redes neuronales ( "Serie Tiie"]

Figura 4.32: Representaci ón de la red utilizada para la serie Tiic

o.ot
o,,"

0J11

0.06

om
0.01
0.00 .J--_--o --+-_ _ -_--_~o _ _ ~ _ _ _ ~ _

Figura 4.33: Curva de aprendizaje de la serie Tiic
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Cuad ro 4. 12: Salidas del modelo ARlivIA(I,O,O);-z;(O, 1, 0)12, as í corno sus
pron óstico s para el siguiente aíio (serie pasaj eros]
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.. l ' - "._"'" _"OID 411 4ffil3 424"nl
134 391 «1'3"64 _18
135 419 446.32 41H14
1~ ~1 <48.56 4>1056
131 4n 461"16 11!l~

136 535 s;D68 S40lm
139 622 S!li!i6 616.616
140 606 591.04 621114
141 5lIl 5122S 532.&;4

142 461 446112 4nllJ8
10 :DI 635 •144 02 434"66

"1lISE_
IIJ':UB151 i ClllQill'4

Cuadro 4.13: Comparación de los pronósticos arrojados por ambos métodos
y la.serie original (serie pasajeros)

"'"1"' - "' 1' ,"
_.

"·'(,1,>;' .- 'eL'
1 11677'4 :u 1197SD a <nl<n 10 99.1S6
2 113_ 25 11 133 4lI 93909 11 92.111

3 1141118 25 115,3IlO 4lI 1Il.6111 n --4 U1]mA 21 1"'-"'" !il 1fJl'D> 73 lIlUl6
5 100494 28 1".." 51 l!8.114 14 Jm.540
6 104~ 29 11"313 52 1llll..... 1~ 129'" •
1 111I.1lS1 :JI 1319111 53 116 114 16 119.7:iO

8 125 ]00 31 124 ~ 113,,686 71 111133

9 1 11D 32 I 55 11" 1C.B ro 11S.18O
10 """3lI7 33 104 $ 1lIlJ1lB 19 11&.5:11
11 11112>01 34 1 51 1tIl_ 111 1 4l'9

12 ""~ 35 104 51! 104.245 81 111l.313
13 ""-"'" 36 m141l !ll IOII!51 82 137'l87
14 936'l1l 31 101 19 60 1251(1;1 83 12'4_
15 1U1;TT1 3fI

10 "_
61 118.170 64 l13.556

16 113- 39 ... 45:l 62 1lJ2ll17 85 104.-
11 99413 40 10 116 63 11112)9 86 ll:uln
18 99156 41 lD4"'i 64 'lll c;o B7 1lI4.631
19 ""Tll 42 '"-65 983EO 8Il 10: 1«1
20 ""RD 43 ttl'i974 66 93.6'lIl 1I9 101.D19
21 104 Al 91'11 r;¡ lfI1 T17 90 IDUDl

22 109540 45 ...9'l2 68 113.2411 91 99.«>3
23 1291674 46 91,861 69 Q9.413

Cuadro 4.14: Serie de tiempo para la serie revistas
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Dua variable: Veftta.
~. Qt ob••rv~10ftS • 91
Sean ibde• • 01/01/50
Supltnq 1nt..rval • 1.0 claVcs)
Left9Ch 01 ....onal1ty • '1

(A) .u.Ill&.U ..O~O) x(O ..O..1)? vít.b constam:.
(B) A1lDIA.C1..D.. l) S(D..O.. l)7 v 1t.h c on. :RaM:.
(e) AJ.IlU.(O..D..1)xCO..O..1)'1 vJc.b conrtant
(1») ,lJ.DU. ( O, o .. U xU,O ,O)'1 viu. c ons t ant
(1) AUJlA,U,O,OlJ:(1 ..0 ..1)7 .Uh const~
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4

.at..1aatiOll 'eriod
fto dd l'ISl tlAl llAPa 111 Ill'I

----------------------------------------------------------------------
CJ.) s. '438317 5849 .54 5 .41$18 -1. 31 342 - 0 . .. .. 7261

CBI S.1i82'" 5845. Z 5 .40661 -5. 373"'- -0 .•"6053
CC) 6 . 30?117 65 66 .83 6 .108<1 3 9 .047'63 -0 . 526234

el') 6 .75e0717 ' 663 .12 6 .1'557 -2'.4321 -0.60'17?
CI) 5.'5311 5821 .85 S .38681 -1 .560SoI -0 .422385

110...1 PllSI aUllS llJIIIl J.OTO 1I11J1 VJ.l-----------------------------------------------
(J.) 7$1.2.• $4 OK OK OK 01( OK
,B) 7538.$ OK OK OK OK
CC) 7'941. 72 OK OK OK
(DI SZ"ZO.75 OK OK

'"' 7518 .64 OK OK OK DI<

Cuadro 4.15: Comparación de diferentes modelos para la serie revistas

¡f'J

r-! lJt U.,
\. ~\. "~

~

120

80

20

o
D 60 100 150 200 JOO

Figura 4.34: Comparación gráfica entr e la serie original (Serie Tiie) y los dos
modelos
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Cuadro 4.16: Salidas del modelo ARlMA{l,O,O)x{O,O,lh, así como sus
pronósticos para el siguiente mes (serie revistas)
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Serie
107TT7
llJ2.4l3
99413
991$
92717
llBDJ
1Drn 6
109540

119750
111133
115300
llG531
11W 9
1111313
131!lI1

1131113
10<631
I03UO
101019
1011Ul
99453
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Cuad ro 4.17: Comparación de las salidas deseadas con las salidas de la red
de la ser ie revistas .

Cuadro 4.18: Comparación de los pronós ticos arrojados por ambos métod os
red [serie revistas)
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Cuadro 4.19: Serie de tiempo para la Tiie
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Dca. variable: 111.
&'\aIbu of obsUV'&1<m.S • %68
St.al't 1ndex K 1/50
9~ :iJ:l.ut9lL1 • 1. 0 .om.h(s)
L~9th of s~1ty • U

(IJ .lll.IIU.(Z ..l ..l) wit:h eGDSt.allt.

(B) ARJJU.l2,.1 ..O) .-ith cGDStGlt.

(e ) L1Deu uexl • 57 .'011 t -0 .159109 e
(1)) 5111plJl~ ..r&9ll' ot .5 temo.
(1' liaple apcm.~ ao«.hing 1d.t:h e1pb& • 0 .9999
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...

I~Dac1an Per104
JI[odlll !ISI ILU 111

(A)

(B)

( e)

(1»)

el)

10 . "Iza?
10 .6"
442.691
7 8 .9347
19.4571

1.$5291
1 . 57742
14 . S519
4 . ' 5302
Z.11Sl 4

4. 71431
4. 7Z7 53
49 . 4568
13.S9%9
S.8ZS26

-0 .0001.09043 - 0.243 483
-0 .000398 88 -0. 300826
-6 .Z83S3I-LS - 29 . 2127
-0.16052$ - '3.9.e23
-0.0486614 - 0. 9 10 731

(A) 3 .2?5<l.7 (1( 1lK (1( OR 1lK
(B) 3 . Z7m 3 (1( (1( OR 1lK
(C) l l.O"lOZ
(1») B . SS <l5Z DK
(1) 4 . 4.1102 OR

Cu adro 4.20: Comparaci ón de diferentes modelos para la serie Tiie
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Cuadro 4.21: Salidas del modelo ARIMA(2 ,1,1), así como sus pronósticos
para el siguiente año (serie Tiie)
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t .... 10",. OriOil81es ;'. -: redas s . . •riml
269 5.02 4.63 4.15361
270 5.37 4.94 3.94484
271 556 5.32 398 143
272 5.05 5BJ 4.0317
273 5.17 5.68 4.lLUIl
274 5.48 5.50 3.9649
275 5.37 51li 3.B9969
276 5.13 4.61 ases
277 5.37 4.32 3.78831
276 6.26 4.11 3.73662
279 6.:E 3.91 36llB62
200 sss 3.76 3.63768

MSERNA ' MSEARIMA
6.1IlB:S5 17.4641554
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Cuadro 4.22: Comparaci ón de los pronós t icos arrojados por los dos modelos
.Y la serie original (Serie Tiic)
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Conclusiones

Una vez expuesta la teoría y algunas aplicaciones de los métodos de redes
neuronales y de los modelos autorregrcsivos y de promedios móviles integra­
dos (ARIMA), se puede coneluir que efectivamente las redes neuronales se
pueden utilizar con el fin de pronóstico de series de tiempo, cuya precisión
depende de un buen entrenamiento, en el cual entre menor sea el error de
prueba, mejores serían los pronósticos. Con esto se demuestra la hipótesis
planteada en este trabajo en el sentido de que la.s RNA's pueden obtener
resultados comparables a lC)H métodos estadísticos tradicionales, obteniendo
en algunos casos incluso ajmstes superiores-, En este trabajo se han hecho
algunos experimentos que sustontun estas afírmacioues, sin pretender dar ro­
sultados de carácter general relacionados a una forma de modelar que resulte
más efectiva que otra. Para ello, considere que se abre un tema que se en­
cuentra fuera del alcance de este trabajo y que consistiría en hacer un análisis
estadístico exhaustivo, ajustando miles dc series con ambas.. metodologías y
comparar la bondad estadística de cada una de ellas.

La.s ventaja.s que ofrece el trabajar con RNA's se refieren al hecho de no
suponer que sigilen alguna distribución en particular, no sólo para el conjunto
de entrenamiento, sino para los residuales (por ejemplo normalidad o ruido
blanco], corno sucede con la mayoría de los métodos estadísticos paramétricos
tradicionales. Otra ventaja que ofrecen la... RNA's se deriva del hecho de
no preocuparse por el problema de estacionalidad, esto debido a que la..
RNA's pueden aprender bien este comportamiento (aunque también se puede
hacer un rcproce...''l<luIiento de 1<)H datos para tratarla). En cambio, al aplicar
modelos ARlMA se tiene que hacer una diferenciación estacional (o introducir
parámetro,.. estacionales al modelo) para poder hacer estacionaria la serie.
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180 Quinta aplicación: redes neuronales ("Serie Tiie"}

En relación con la tendencia, ambas técnicas exigen la eliminación de ésta
ya que, de lo contrario, las salidas de los modelos quedan muy por debajo
de las salidas deseadas y, por lo tanto, los pronósticos tendrán este mismo
problema.

Un problema que plantean las RNA's se refiere a la arquitectura adecuada
que se debe de utilizar, ya que aunque existen aproximaciones heurísticas
para definir el mímero de neuronas en la capa oculta, no existe un método
que establezca de manera categórica el número óptimo de éstas para cada
problema. Es muy importante en este sentido, tomar en cuenta la práctica y la
experiencia como auxiliares en la formulación de una arquitectura adecuada.

Por tanto, es importante darnos cuenta del enorme terreno que están ganando
algunas técnicas relativamente recientes, como las RNA's, en problemas tan
relevantes como el pronóstico de series de tiempo, entre otros, con resultados
muy satisfactorios.

-Acatl án- UNAM -Actuaría-



Bibliografía

[1) AGl:IRRE JAIME ARMANDO Introducción al trotamiento de se­
ríes temporoles

Díaz de Santos, Madrid, 1994

[2] BAÑl:ELOS RoDRÍGl:EZ GLADYS Estudio de la complejidad de las
series de tiempo, de los mercados financieros, por medio de
redes neuronales

Tesis, UNAM , Méxicx)2002

[31 BROCKWELL J . PETER Y RICHARD A . DAVIS Introduction to Time
Series and Forescasting

Springer, EU, 1996, primera edición

[4] BOWERMAN CONNELL Forescasting and Time Series an applied
approach

Duxbury Press, EU,1993

[5) CALERO VINELO ARÍSTIDES Estadística

Ediciones Politécnico , México, 1998

[61 CASTILLO E NRIQl:E, ANGEL COBO, Jos é MA Nl: EL G t:TIÉRREZ y
RoSA EVA PRt:NEDA Introducción a las Redes Funcionales con
aplicaciones

Paraninfo, España, 1999

181



182 BIJJLIOGRAFÍA

[7J CORCHADO JUAN MANUEL, FERNANDO DíAZ, LOURDES BOURAJO

y FLORENTINO FERNÁNDEZ Redes Neuronales Artificiales un

enfoque practico

Norgráfica, España, 2000

[8] DIEBOLD X. FRANCIS Elementos de pronósticos

International Thomson Editores, EU, 1999

[9J DOUGLAS HAMILTON JAMES Time Series Analysis

Prineeton, EU, 1994

[lOJ E.P. Box GEORGE, GWlLYM M. JENKINS y GREGORY C. REINSEL

Time Series Analysis

Prentice Hall, tercera edición, EU, 1994

(11) GUERRERO GUZMÁN VÍCTOR MANUEL Análisis Estadístico ~ se­
ries de tiempo económicas

Thomson, segunda edición, Mexico, 2003

[12J HANKE E. JOHN ARTHUR G. REITSCH Pronósticos en los nego­
cios

Prentice Hall, Eastem Washington Uníversity, 1996

[13] HASSER NORMAN B., JOSEPH P . LA SALLE y JOSEPH A. SULLlVAN

Análisis Matemático

vol 1, Trillas, Mexico, 1999

[14) HERNÁNDEZ GODlNEZ GABRlELA Apuntes paro un curso sobre
series de tiempo a nivel profesional

tesis, UNAM, Mexíco, 2003

[15) HILERA Josá R. y VÍCTOR J. MARTÍNEZ Redes Neuronales Ar­
tificiales fundamentos, modelos y aplicaciones

Alfaomega Ra-Ma, España, 1995

{16] JUGGE G. JUGGE lntroduction to the theory and practice of
econometrics

Wiley, Cariada, 1988

-Acatlán- UNAM -Actuaría-



Capítulo 4 183

[171 LAWRENCE JEANNETTE Introduction Lo Neuml Networks de­
sign, theory and applications

Califomia ScícntificSoftwarc, EU, 1994

[18] LAWRENGE STEPHEN ARNOLD y H. FRlEDBERG INSEL SPENGE Lin­
ear algebm

Prcntlec Hall, EU, 1989

[191 LAr.; CLIFFORD Neuml Networks theorical foundations and
analysis

IEEE press, EU, 1991

[20) LYENGAR SrTHARAMA S ., E .C CHO y VrR V. PHOHA Foundations
of Wa"elet Networks and Applications

Chapman y Hall/CRC, EU,2002

[21] M. BISHOP CHRlSTOPHER Neuml Networks for pattern recogni­
Líon

Clareudcn prcss Oxford, EU, 1995

(22) M. SKAPr.;RA DAVID Building Neuml Networks

Adíson Wcslcy, EU, 1996

[231 MADDALA G.S. Introducción a la Econometría

Prcuticc Hall, EU, 1996

[24 ] MAKRlDAKIS SPYROS y STEVEN C. WHEELWRlGHT Forescasting
Methods for Management

Wilcy, quinta edición, EU, 1989

[251 MANO M . MORRlS Logica Digital y Diseño de Computadoras

Prcut icc Hall, EU, 1982

[26] MARTÍN DEL BRÍo BONIFAGIO y ALFREDO SANZ MOLINA Redes
Neuronales y Sistemas difusos

Alfaomeg a Ra-Ma, segunda edici ón, España, 1997

-Acatl án- UNAl\I -Actuar ía-



184 BIBLIOGRAFÍA

{27] MENDEN HALL WILLIAM Probabilidad y Estadlstíca

Prentice Hall, cuarta edición, EU, 1995

[28] MORILLA RODRÍGUEZ CARMEN Análisis de series temporales

La murall.a, España, 2000

[29J OLMEDA IGNACIO y SERGIO BARTA ROMERO Redes Neuronales
Artificiales fundamentos y aplicaéiones

CICAI , España, 1993

[30] PENA TRAPERO J .BERNARDO y JULIO A. ESTAVILLO DORADO Cien
ejercicios de Econometría

Prránllde, ESpaña, 1999

[31] RzEMPOLUCK EDWARD J. Neurol Networks data analysis usíng
simulnet

Springer, Canada, 1997

[32] WIE A. WILLIAM Análisis de series temporales

La murall.a, España, 2000

[33J YAFFE ROBERT y MONNIE McGEE Introduction to Time Se­
ries Analysis and Forescasting with applications 01 SAS and
SPSS

Academic press, EU, 2000

-Acatlán- UNAM -Actuaría-


	Portada
	Índice General
	Introducción
	Capítulo 1. Métodos de Pronóstico
	Capítulo 2. Series de Tiempo
	Capítulo 3. Redes Neuronales
	Capítulo 4. Aplicaciones
	Conclusiones
	Bibliografía

