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Capítulo 1 

Introducción 

En la actualidad hay mucho interés en el estudio de las llamada..,; rMes óptica,>, que se forman 

cuando uo ga.';:¡ atómico ultrafrío se confina en un potencial óptico formado por la interferencia 

de dos o más lá.seres. Como resultado de la interferencia entre los lá .. c;;eres se fOfma nn pat rón 

espacial periódico compuesto por pozos de potencial con profundidad y ancho bien definidos. 

Este patrón compuesto por {IDa cantidad df! pozos que van desde lHla.<; decena.." basta cientos 

de ellos es el pot.encifl.l efectivo en el cual se moverán los átomos del gas ultrfl.frío. 

El objetivo de este trabajo es estudiar el comportamiento de un gas de bosones llltrafrío con 

int.eracciones, que se encuentra confinado en un potencial lmidimensional compuesto de tre:-; 

pozos. ER decir, se estudiará 1m sistema que es un caso particular de esta.s redes óptica.s. 

En la sección 1.1 se presenta una descripción breve de ¡a.o;¡ técnicas de enfri"rniento !luí...::, 

utilizadas en las dos últimas década., para producir los gases atómicos \lIt rafríos. Posteriormentt' 

en la la. sección 1.2 se describe cómo se produce el confinamiento de est.os gases atómicos es la 

redes óptica.,> y la ana.logía que ést.a..;; tienen con las jlmta.,> Josephson en superconductividRd. 

Utilizando el hecho que en un gas de bosones a muy baja. o:; t(~mperaturas la mayoría de lH..'­

partículas se encuentran en los estados asociados a Ja..;; energías más baja.<.¡, Pon el capítulo 2 nos 

concentraremos en encontrar en forma numérica las flmciones de onda estacionarias de Jos ue:; 

miados ligados má.;; bajos del potencial de trPos pozos. Esta, flIDciones cstfl.cionaria..~ se utilizará!" 
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como ba..'>€ para construir las funciones de onda localizada.."i en cada lIno de IOH p07.0S. 

A partir de la solución estacionaria a la ecuación de Schrooinger para lIDa partícula confinada 

en 1m potencial formado por tres pozos, se trabajará en el formalismo de segunda cuantización, 

para derivar el Hamilt.oniano efectivo que describe la dinámica del gas de booones ult,rafrío 

confinado en eHte potencial. El procedimiento para derivar cste Hamiltoniano se describe en el 

capítulo 3. 

Loo resultados obtenido.."l en el capítulo 2 se usarán como hipótesis para validar el Hamilto­

niano efectivo que deRcribe la dinámica de este sistema en estudio. Est.os mmltadoR son que la,> 

Ílrnciones de onda corresponden a niveles de energía igualmente espaciados y que los tra.."ilapes 

de las funciones de onda localizada.;; se pueden despreciar. Con estas hipótesis se mostrará que el 

Hamiltoniano efectivo qne deSt:ribe al sistema esta compuesto de tm término de tunelaje entre 

pozos adyacentes y 1m término de interacción entre partículas en el mismo pozo. 

1.1. Gases atómicos ultrafríos 

Un ga.<; atómico ulttaJrío es un sistema compuesto de tilla cantidad macroscópica de átomos 

que aIill estando a temperatura9- muy bajas, cercana<; al Cf!ro absoluto, se encuentran en S11 fase 

vapor. Estos ga"ies se componen típicamente de 107 átomos y ocupan 1m espacio de alrededor 

de lmm3 . El comportamiento de estos ga.ses depende completamente del tipo de átomos que lo 

componen. Existen dos tipos de átomos en la naturaleza, fenniones y bosones, la diferencia entre 

estos átomos depende del número total de protonf!R, neutrones y electrones que posee el átomo; 

si la suma de estas partículas c::;; impar, el átomo es un fermión, y si la suma es par, el á.tomo 

es un bORón. La característicrt esencial de estas partícula..;; c<i que en el caso de los fermiones, 

dos partículas idénticas no pueden ocupar el mismo estado, e; decir, los números cuánticos que 

caracterizan estas partícula.s siempre tomarán valores diferentes. Esta característica es conocida 

como el Principio de Exclu::;ión de Pauli. Por el contrario, la propiedad más importante de los 

bosones es que dos o mas partícula."i idénticas pueden ocupar el mismo estado y además las 

fImciones de onda de esta<; partículas son totalmente simétricas. Si los átomos que componen el 
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gas llltrafrío son bosones, entonces, al llegar a tilla cierta temperatura crítica (Te), el gao:; sufre 

un fenómeno conocido como Condensación de Hose-Einstein. En este condensado, un porcentaje 

significativo de los átomos se van al estado base, es decir el estado de ma.<¡ ba.ja energía, y se 

dice que todos estos átomos se han conden.c;ado. En tanto que si los átomos que confonnan el 

gas son femlioneR, y la. temperatura del ga..<¡ eR lo suficientemente baja, los átomos se colocan 

cada uno en la escala energética de menor a mayor valor para formar un gas degenerado de 

Fenni. Debernos hacer énfasis en que un gac; de Base tiene una energía mucho menor que un 

gas degenerado de Ferrni, como consecuencia del hecho de que en el gao:; de Bose la mayoría. de 

las partículas pueden tener la misma energía, la cual en el caso de los ga..o:¡es atómicos ultrafríos 

es muy baja. En est.e trabajo se estudia la dinámica. de un gas de bosoneR llJtrafrío por lo que 

nos olvidaremos de los gasel'l compuestos por fermioncs. 

Uno de lo.c; aspectos má.." importantes en la producción de un gas atómico ultrafrio, es la 

habilidad de enfriar lilla porción de átomos sin perder ninguna partícula. De esta forma se 

vuelve posible incrementar la densidad del espacio fase dc los átomos. Desde el principio del 

enfriamiento por láser y confinamiento era claro que podría ser Íltil para conseguir un nuevo 

estado de (8, materia, El Condensado de Bose Einstein (BEC). Este estado fne predicho por 

EiI1",tein con 18, ayuda de alglmas ideas originales de Base en los 1920's, pero esta predicción 

no había sido comprobada por el hecho de que requiere de una alta. densidad de átomos) cerca 

de nAf 9:: 2,612 [2] ().T = h/...j2nmknT), a muy bajas temperaturas. Comprimir los átomos 

conduce al aumento de la densidad, pero al mismo tiempo incrementa la temperat ura, de esta 

fomla su espacio fa..c;c permanece constante. La expansión adiabática del volumen de los átomos 

lleva a 1ma caída de la temperatura, pero también conduce a una reducción de la densidad. :'>io 

embargo, usando las técnicas de enfriamiento por láser la temperatura de los átomos puede ser 

reducida sin perder ninguna partícula y a.~í incrementar la densidad del espacio fa...:;e [IJ. 

El enfríamiento de átomos por medio de láser se sugirió inicialmente en la decada de los 

1970's como \lna forma de mejorar la espectroscopía 1á.."Ier. Desde entonces h8, sido muy útil para 

bajar la temperatura en los ga..o:;es atómicos. Este método se ba.o:;a en el intercambio de energía 

entre los fotones y los átomos ncutro.c; del ga~. 
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En 1975\ Tehodor Hansch y Arthur Schawlow propusieron el método de enfriamient.o Doppler 

de átomos neutros con láser [1,3,21]. En 198418.'3 posibilidades de confinamiento tridimensional 

de átomos neutros mediante láseres y los efectos de radiación sobre el movimiento de los átomos 

eran objeto de discusión. Al rulO siguiente, Steven Chu y su grupo en los laboratorios Bell, 

demostraron la posibilidad de confinar átomos tridimensionalmente, utilizando seis lá."leres en lID 

arreglo de tres pares mutuamente perpendiculares[ 4 J. En la región de intersección de los láseres, 

la radiación enfría y confina los átomos formando lo que se denomina "Optical Molasses" o 

melaza óptica. Las temperatura..<¡ medida..<¡ en una melaza de átomos de Sodio (40 mK), rcsultaron 

inferiores a la mínima temperatura ohtenibJe por el enfriamiento Doppler estirrulfJa en 240 mK 

17J-
La idea de usar b17; 1á.<lCr para enfriar y atrapar átomos viene del concepto de momento en los 

fotones, el intercambio de momento entre la radiación del láser y los átomos en un proceso de 

absorción puede ser usado para aplicar una fuerza a los átomos. Ya que la absorción depende 

de la diferencia entre la frecuencia de la radiación del lá..'!ef y la frecuencia de absorción de 

los átomos, el proceso de absorción se realiza controlando la frecuencia dclláser pues debido al 

efecto Doppler, 1m átomo que lleva una dirección opuesta a la del fotón percibirá un corrimiento 

en la frecuencia. Solo los átomos mn velocidad tal que absorban un fotón reducirán su energía 

al emitir un fotón de mayor energía, de esta forma se tendrá que ir modulando la frecuencia del 

lá..<¡er hasta llegar a la temperatura deseada. De hecho la dependencia de la velocidad del proceso 

permite a Los experimentales enfriar átomos a temperaturas. extremadamente bajas(24OmK). 

Este es el concepto esencial en el cual se ha ba..'l3do el campo de enfriamiento por !á..;;er durante 

los últimos 20 años. 

Aunque el cnfiamicnto por 1á..<lCr es una técnica muy eficaz para reducir la temperatura de los 

átomos) los ga..<>es no llegan a la temperatura crítica (Te) necesaria para generar lID condensado 

de Base-Einstein, es decir el incremento en la deI1.;;idad del espacio fa.<lC por enfrianIicnto lá.<>er 

había alc.at1zado Sil límite, si la densidad de la mllf'Btra es muy grande, la luz dispersada por 

1m átomo es reabsorbida por otros, causando lma repulsión entre ellos, por lo que el enfria­

miento por lá...;;er por si solo no es la ruta ma..;; eficaz para alcanzar el condensado. Así que los 
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experimentales recurren a otra técnica de enfriamiento llamada enfriamiento por evaporación 

, esta técinic..a fué aplicada por primera vez para enfriar á.tomos en 1988 [9]. Este enfriamiento 

por evaporación se oo.qa en quitar del ga.'l los átomos má.'l energéticos para que solo queden los 

de menor energía y lleguen a un estado de equilibrio a una temperatura mncho menor. Este 

proceso se lleva a cabo lentamente para que los átomos del gas puedan llegar a 1ma velocidad 

promedio debido al choque entre ellos. E."1to es posible debido a que los átomos del gas son 

muy sensibles a la interacción con campos magnéticos, por lo que se crean trampas magnéti­

cas controladas. Una forma de pensar en el enfriamiento por evaporación es considerando el 

enfriamiento de 1ma taza de cafe. Debido a que 1M molécula-'l más encrgética.s se evaporan dd 

café y dejan la t.aza, los átomos restantCl'l obtienen una menor temperatura y son enfriados. 

Más aun, solo requiere la evaporación de 1ma pequeña fracción del café para enfriarlo por una 

considerable cantidad. Aunque el método requiere la pérdida de algunos de los átomos en la 

trampa, los que permanecen en ella tienen una energía promedio más baja y también ocupan 

11n menor vohunen r..erca. del fondo de la trampa, y por lo tanto aumenta su densidad. Ya que 

la temperatura y el volumen son reducidas, la densidad del espacio fase incrementa [10, 1]. 

Gracias al avance en las técnicas de manipulación de estos gases, actualmente ha hecho 

posible la realización de las rede..') óptica') que se explicarán a continuación en la sección 1.2 

1.2. Redes Ópticas y Juntas Josephson 

Para poder confinar un gas en un potencial óptico es necesario llevar Ia.q partículas del ga.<:¡ 

a temperatura.'l cercana'l al cero absoluto, es por ello que en la producción de las llamadas 

redes ópticas se utilizan gases atómicos a muy bajas temperatura.<¡ sin embargo un fenómeno 

de mayor interés en el confinamiento de gases en potenciales ópticos, son los condensados de 

Bosc-Einstein Ill, 121_ 

La,> energías de las partícula'] de los g3.'l€S atómicos ult.rafríos se vuelven tan pequeñas. 

que los átomos pueden ser atrapados en potenciales ópticos, con dimensiones comp.-'1.rablcs a la 

longitud de onda de la luz. Este confinamiento de átomos en potenciales tao pequeños con una 

6 



periodicidad dada por el campo de la luz, son las llamadas redes óplirA<;. 

Una red óptica es esencialmente 1m cristal artificial de luz (un patrón periódico que se forma 

por la interferencia de dos () mas rayos de luz lá.<;er). La red óptica mas simple consiste de la..~ 

regiones de rayas oscuras y brillosas que es formada cnando dos rayos lá.<;er mn la misma longitud 

de onda dirigidos en direcciones opuestas se encuentran y forman un patrón de interferencia. 

Esta red óptica tiene un período que es igual a la mitad de la longitud de onda del láser (de 

830 a 850 nm) [1, 5]. Dependiendo del arreglo de los láseres, también es posible formar una 

estructura espacial en 2 y 3 dimensiones perfectamente periódica. Sin embargo es ma..<; difícil 

usar estos patrones de interferencia para atrapar átomos. 

El estudio de los ga.."lffi atómicos ultrafrí0:5 y la..<; redes ópticas ha abierto un nuevo campo de 

investigación en la comlmidad científica, con ésto los investigadores pret.enden llegar al punto en 

el que sea posible controlar una sustancia artificial en casi todos los aspectos de su estructura 

periódica y las interacciones entrc sus átomos. Esta sustancia nos permitiría explorar 1m extcI1.<;ü 

rango de fenómenos flmdamentales como la supcrfiuidcz y el régimen de oonnnamienl.o q1le son 

extremadamente difíciles ( o imposibles) de estudiar en materia común. Experimentalmente 

se pretende controlar la dinámica de uno de estos gases atómicos utilizando solamente dos 

parámetros: la estructura periódica de la red y la..<¡ interacciones entre los átomos. 

La habilidad de confinar gases atómioos ultrafríos en redes ópticas ya esta teniendo un gran 

impacto en campos tan diversos tanto en física de materia condensada como en procesamiento 

de información cuántica[4, 6]. 

Una red óptica es capaz de atrapar un átomo porque los c..a.mpos eléctricos de los lá.seres 

inducen un momento dípolar eléctrico en el átomo. La interacción entre este momento dipolar, 

el cual oscila, y el campo eléctrico modifica la energía del átomo. Si la frecucncia del lá."iCr 

es menor que una frec1lencia de transición elcctrónic..a específica de un átomo, los átomos son 

atraidos hacia las regiones de mayor intensidad del láser. Sin embargo, si la frecuencia del 

láser es mayor que la frecuencia de transición, los átomos son empujados fuera dd máximo. De 

cualquier fornIa los átomos plleden ser atrapados en 18...<; regiones oscura..<¡ o brillantes de la red 

óptica, y la intensidad del potencial óptico que confina a los átomos puede ser incrementada 
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alIDlentando la potencia del lá.c;er. 

Mientras que algunos físicos experimentaban con redes óptica .. , otros exploraban lo que 

sucedía cuando átomos en trampas magnéticas eran enfriados tan cerca del cero absoluto que 

la estadística cuántica se volvía importante. El estudio de gases atómicos ha sido tma de las 

áreas má.c; interesantes de investigación en la física desde que el primer condensado de Rose­

Einstein fue creado en 1995, y permanece así hasta este día (4]. DmanLe los pasados tres años 

grupos experimentales en Europa y Estados Unidos han aprendido a transferir 1m gas atómico 

desde lma trampa magnética a lma red óptica, y esto los ha llevado alma nneV'.:\. generación de 

experimento..<; [13]. 

En un condensado de Bosc-Einstein, la,> onda. .. de Broglie de lo..<; átomos individuales se 

comportan de la misma forma de tal forma que todas la.<¡ partículas pueden ser descritas por 

una sola función de onda. Similar a la radiación por láser, los condensados muestran un alto 

grado de coherencia de fase. Esto significa que si se sabe la fase de la función de onda en 

1m punto en el espacio y el tiempo, se puede predecir como será en otroo puntos y tiempos. 

Coherencia de fase es crucial para observar patrones de interferencia. 

Para transferir un condensado de Base de una trampa magnética a lUla roo óptic.1." el conden­

sado es iluminado por los seis rayos láser necesarios para formar tilla red en 3D y la intensidad 

del láser es incrementada al vdlor requerido por un periodo de 100ms [4, 14]. Este proceso de 

"carga" es controlado por computadora para asegurar tIDa reprodlldividad entre experimen­

tos diferentes, pero es difícil probar que el condensado ha sido en efecto traIlSfcrido porque el 

espacio común entre sitios de la red es muy pequeño (cerca de 430 nm) para que los átomos 

sean proyectados en una imagen dircetamente. Sin embargo, un patrón periódico puede mostrar 

pulsos de efecto..<; de interferencia cuando es iluminado con ondas coherentes, y se puede usar 

esta aproximación para comprobar que el conderu;ado ha sido realmente transferido. También se 

puede apagar el potencial de la red y usar el patrón de difracción para ver corno S€ expanden y 

tra..'ilapan los átomos en diferentes lugares de la red. Como las funciones de onda son coherentes 

en fa..<¡e, se crea 1m patrón de interferencia mientra..c; se tra..<;lapan. 

Este reporte esta basado en IIDa red óptica Imidimensional, la cual como se dijo anterior-
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rest.ringida por td (alllill-IO .V Sllstallda (le la \)/tl'lcra. El lJl ,íx il1l() v;t!or {PW la sllpel(:()rrj~n! (' 

Pllede Ilegal' fl, oht.enN r.s Ilaméldo la (:nrri~nlr. ('dl.jea (II~ la Junfa jO,.,lOph,<;01J. y es IIn illljlorlnnl(' 
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parámetro fenomenológico de la jlmta. 

Las Juntas Jooephson tienen dos propiedades cléctrica.o;¡ básica.o;¡. La primera es que la.o;¡ jlmta.<; 

tienen reactancia inductiva. Esto quiere decir que, similarmente a los inductores, la diferencia 

de voltaje sobre tilla jlmta esta relacionada con la razón de tiempo del cambio de la corriente, 

La segunda es que un voltaje constante sobre una junta producirá una corriente oscilante a 

través de la barrera, y viceversa. Así las, Juntas Joseph80n conviert;en 1m voltaje de corriente 

directa a una corriente alterna. 

Durante muchas décadas la comunidad de físicos ha estudiado las propiedades de sistema.<; 

físicos alt,amente interactllantes. A peRM rle Sil gran progreso, experimental y teórico, todavía 

permanecen lllucho."'í conceptos por entender. Una de Ia.o;¡ ruta.o;¡ a Reguir para el progreso en 

esta dirección es la creación de estructurac¡ artificiales con parámetros ajustables que puedan 

reproducir las propiedades de sistemas cuánticos altamente interactuantes. 

Experimento..;; realizados en la decada de los 80's en superconductores granulares habían 

sugerido lIDa transición metal~aislante a baja."'í temperatur3fi que depende del valor de la con~ 

dllctancia en estado normal de la red. B. Miihlschlegel, quién había estado investigando la.<¡ 

propiedades de arreglos de junt.a.o;¡ Josephson, se dio cuenta dc la potencial import.ancia de sus 

rcsultados y promovió el est.udió más a fondo en CSt.fL dirección. Después, cuando era posible 

fabricar arreglos de juntas Josephson, se reveló 1m gran número de fenómenos. Entre 10." dcscu~ 

brimientos más notables, se encontró 1illa transición de fase cuántica a temperatura.<; cercana.<; al 

cero, entre fa.'l€ fl11pcrconductora y fa.<;e aislante. PJ8te fenómeno es consecuencia de una dualidad 

entre carga.c¡ y vórticcs. 

El estudio de arreglos de jlilltas Jooephson encontró lma extensión a mediados de la década 

de los 90's en una nueva e inesperada dirección: el área de ga.'l€S atómico.<¡ ultrafríos. Como se 

vió anteriormente, al ('.argar partículas de bosones en una red óptica se observa un fenómeno 

de transición de fa.<;e entre 1m superftuido y 1m aislante a temperatura."i cercana.<; al cero. Por 

lilla parte la tran..<üciónes de fa.'lC superconductor~aislfLnte observada en la. ... jlmtas Joocphson y 

sllperfluido-aislante obsenooa. en la. .. redes ópticas tienen el mismo origen. Estos fenómenos son 

causados por el tlmelaje de partículas) y por la gran cantidad de intcra.tcioncs. Por otra parte 
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a pesar de la gran analogía, los dos sistemas permiten la investigación oe diferentes observables 

físicas. Los bosones cargados en los arreglos Josephson son estudiados por conceptos de medida 

de transporte. En las redes ÓptiCa..9 se tienen bosones neutros. La principal causa de sn estudio 

es por experimentmi de expansión y dispersión de luz. 

Como se menciono al principio en este trabajo se estudiará un gas de bosones ultrafrío 

confinado en un potencial compuesto de tres pozos. En particular se derivará el Hamiltoniano 

efectivo que describe este sistema. Para ello de harán dos suposiciones. La primera es que el ga.<¡ 

esta lo suficientemente diluido para tomar en cuenta solo la interacción ent.re pares de átOlliOH 

despreciando la interacción de tres o má.'l partíctlla.c;. La segunda es qlW solo los estados de mas 

baja energía participan en la dinámica de este sistema. 
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Capítulo 2 

Estados estacionarios de un potencial 

unidimensional de tres pozos 

En este capítulo se considera la ecuación de Schrooinger para una partícula de rna..<>a m sujeta 

a un potencial lmidimensional compuesto de tres pOZOR. Este potencial el:i 1IDa simplificación 

de tilla red óptica real como la.,> que se describieron en el capítulo anterior, tilla de tales redes 

c:onsta de 110 O1Ímero de pozos que varía entre 10 y 100 [8]. El objetivo principal de este capítulo 

es obtener las funcioncR tic onrla y Ia.<; energías de [os t.res ~tados ligados ma.<; hajos para el 

potencial de tres pozos, 

En la primera sección se obtienen 1a..<; funciones de onda estacionarias para dicho potencial 

{ofÍk(X)l k = O,1)2} utilizando el método de "split operator"[17] que Re describirá. má..., adelante. 

En la segunda parte se construyen la.c¡ flmelones de onda localizadas {t,b,(X)l i = 1, 2, 3} en cada 

pozo utilizando la matriz de rotación de Wigner la cual nos permitirá obtener la.o::¡ funciones de 

onda localizadas en términos de Ia.s fuociones de onda esi,aóonaria.<L 
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2.1. Solución a la ecuación de Schrodinger 

En esta sección encontraremos la solución a la. ecuación de SchrOdinger ec.(2.1) para un 

potencial unidimensional simétrico con respecto al origen, formado por tres pozos. En particular 

se obtendrán las energías y las funciones de onda asociarlas a los tres f!Rtados ligados más bajos 

de una partícula en dicho potenciaL 

( 
h' d' ) - 2mdx' + V(x) q,(x) = Ft/J(x), (2.1 ) 

donde 

(2.2) 

donde Vo = V; =-11.5, Vi =-9.14, V3 =0.001, (TI =0.65, 02 =0.90, IO =2.0. en la ecuación (2.1) 

ñ es la constante de Planck y m es la masa de un átomo usado en un condensado. 

A partir de la ec.(2.2) vemos que la amplitud de los pozos izquierdo y derecho es menor 

que la del pozo del centro. Más adelante explicaremos porque se eligieron e')tos parámetros. El 

término x 10 se introdujo para crear unas paredes infinitas a los ext.remos y a..",Í el sistema este 

totalmente sometido a los tres pozos. 

Dado que no es posible encontrar una solución analítica para la ec.(2.1) utilizaremos el 

método del "split opcrator~~ 1 que es 1m método computacional para determinar la....:; energía..:; y 

las eigenfuIlciones de la ecuación de Schrooinger. Este método se basa esencialmente en Ia..;;¡ 

propiedades espectrales de soluciones a la ecuación de Schrooinger dependiente del tiempo 

íJ ~ 
iñ¡;¡'I1(x, t) = H'I1(x, t). (2.3) 

El mét.odo requiere del cálculo de lilla función de correlación Fdt), dada por F1(t) 

('I1(x, O)I'I1(x, t)) donde '11 (x, t) es la evolución temporal del estado al tiempo t = O, es decir 

(2.4) 
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La solución W(x, t) puede ser generada mn mucha precisión con la ayuda del método de ('split 

operator"[18]. El método require proponer a la función de onda en el tiempo t = O, w(x,O) 

como una función arbitraria sin paridad definida. La transformada de Fourier de F t (t) = 

En 1Q.7,fe-~ es 11(E) = * En lan l2ó(E - En}, donde En son los eigenvalores estacionarios 

a..<:;ociados a los estados {~k(X), k = 0,1, 2}. UnfL Vf"...l que los eigenvalores son conocidos, la" 

eigenfundones correspondientes pueden ser generadas evaluando numéricftmentc la.." integrales 

T 
[ (iE,-,I) 

1b(x, En) ~ Jo 1b(x, t)e ' dt, (2.5) 

donde T es el1.iempo utilizado para los cálculos. Una característica interesante de este método 

es que permite generar el espectro dc cigcnvalores gráficamente y los niveles de energía son 

identificados visualmente. 

Este método es aplicable a cualquier problema de eigenvalores lineal sin importar el número 

de dimensiones. 

En la figura 2.1 se ilustra el potencial dado por la ecuación (2.2) a..sí como 10..<; tres niveles 

de energía más bajos. Los programas que calculan la correlación :F1(t) y su transfoITnada de 

FOllrier F 1(R), así como las eigenfunciones se encuentran en 1m CD al final de este trabajo. 

Los tres niveles de energía para cste potencial son 

'1 ~3_533, 

'3 ~3.881, 

notemos que estos niveles de energía eRtán igualmente espaciados es decir (2-(1 ~ «":1-«":0 ~ 0,17. 

Esto se debe a que hemos ajustado la.;; profundidades de los pozos izquierdo y derecho para 

lograr esta condición. En el siguiente capítulo se justificará el hecho de que el espaciamiento 

en los niveles de energía deban satisfacer esta condición. El cuarto nivel de energía no se 

consideró debido a que era mayor que el máximo de la<; paredes que separan los pozos del 

14 



V(x) 

x 

Figura 2.1: En la figl1ra se observan los niveles de energía aoociados El los treo> estados ligados más bajM del potencial V(x) 

introducid<> en la Ec.(2.2). 

potencial, éRte cnarto nivel tiene un valor de 1":4 =8.9987 Y elmfiximo del potencial es de 7.043136 

por lo que este nivel de energía ya no es de nuestro inter¡;~'). 

Es importante resaltar que los niveles de energía dependen de los parámetros qUf! delinen el 

potencial V(x), y pueden ser modificados aju .. "ltanoo la profundidad y el ancho de cada pozo. 

En particular si los tres pozos tienen la misma profundidacl, el espaciamiento entre (2 y (1 es 

aproximadamente el doble del espaciamiento entre LO y El. 

Las ftlliCioncs asociadas a los niveles fO, El Y t:2 son 1\1(X), (P.(x) y 12(x) respectivamente. 

En la figura 2.2 se muestran estas eigenÍlmciones. 
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V(x) 

-2 o 2 

Figura 2.2: Funóone51 de anoa f<'!tacionarias rm unidades arbitrarias d~ una partícula en un potencial unidimensional compuesto 

de tres pozos rumétricoo con respecto al origen, ver &9. (2.8}-(2.1O) 
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Como se ve en la gráfica de la figura 2.2, el primcr estado estacionario es lma función par 

sin nodos, el segundo estado es una. función impar con 1m nodo y el tercero es IIna función par 

con dos nodos como se esperaba debido a la. simetría del potenciaL 

2.2. Estados localizados 

Una vez que se obtuvieron la.··, funciones de onda estacionarias en 1m potencial simétrico de 

tres pozos, se procederá a encontrar la.." flmciones de onda localizadas mediante la rotación 

n-l 

.pi ~ L D¡,k+I~" (2,5) 
'=<J 

Esta rotación es únicamente posible si los estados involucrados están igualmente separados lo 

cual nuestro sistema si lo cumple. Los coeficientes de transformación Df,k+l están dados por la 

matriz de rotación de Wigner [19] que es una generalización de la transformación que se reali:;;a 

uSllalmente en el Hamiltomano de 1m sistema de dos niveles. 

¡y, ( (3 ) 0 k + 11 -inJ, iN,i"J, l' ') i,k-tl a, ,1' =, e ~e e ),1, (2,7) 

con Q' = 0, (3 = 1r /2 Y I = 7r /2. En esta transformación podemos identificar la componenl.e del 

momento angular j = n como el número de pozos de nuestro potenciaL El conjunto de estados 

k = O, ... , n - 1 que en este caso n = 3 se asocia al triplete de estados estacionarios de los tres 

pozos rPk(X) = (xlk). El eonjlmto i = 1, ... ,n esta asociado al conjunto de estados li) Clly8P, 

funciones de onda asociadas 1/Ji(X) = (xli) son flrnciones de onda localizadas en cada pozo. 

La transformación de las funciones de onda locaLizada~ en términos de las funciones de onda 

estacionaria.." es la siguiente. 
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1 1 1 
",¡(x) = zMx) + -I2~¡(x) + Z,p,(x) 

1 
",,(x) = 10 (Mx) - ,p,(x)) 

y2 
1 , 1 1 

",,(x) = 2<Po(x) - -I2~¡(x) + Z,p,(x) 

(2.8) 

(2,9) 

(2,10) 

A partir de la ecuación (2.8) observamos que V'¡(x) es la amplitud de probabilidad de 

encontrar a la partícula localizada en el pozo izquierdo. De forma análoga 1/J2 (x) y t/J3 (x) SOl] las 

amplitudes de probabilidarl de encontrar a la partícula localizada en los pozos central y derecho 

respectivamente. Sabemos que las funciones de onda estacionaria.s rp.l(x) están normali:;r,aOa.s 

por lo que Ia.''! Ílmciones de onda localizadas t/Ji (x) tambien lo están. 

En la figura 2.3 se encuentran las funciones de onda localizadas en cada pozo. A partir de 

estas funciones de onda encontramos que loo tra.<;lapes satisfaeen la siguiente condición 

J "'¡ (x)"'j (x)dx '" /jij. (2,11) 

Visualmente se puede apreciar en la figura 2.3 que la condición expresada por la ecuación 

(2.11) se cumple. Los valores del cálculo obtenido para la integral (2.11) son menores que el 

6%. 

Los resultados obtenidos en este capítulo serán utilizados en el siguiente para validar el 

Hamiltoniano efectivo que describe el sistema en estudio. Específicamente se utilizarán como 

hipótesis el hecho que para el potencial dado por la eco (2.2) los niveles de energía están igual­

mente espaciados y que el tra..c;lape entre las funciones de onda de los estados localizados es ~ o. 

Es decir que los traslapes entre las funciones de onda localizada.,> se pueden despreciar. 

18 



V(x) 

-2 o 2 

Figura 2.3: Funciones de onda de una particula localizadas en ('Ma pozo de un potencial unidimensional formado por tTe> po~ 

sirneiic09 con respeckl al origen 
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Capítulo 3 

Hamiltoniano Efectivo 

En este capítulo se derivará el Hamiltoniano efectivo que describe la dinámica de un gas 

de bOBones ultrafrío con interacción, que se encuentra confinado en 1m potencial de tres pows. 

Trabajando en el formalismo de segrmda cuantización se mostrará que a partir del Hamilto­

niana más general de lID sistema de N partículas, es posible, utilizando aJgllna..c; hipótesis y 

aproximaciones, derivar el Hamiltoniano efectivo que modela nuestro sistema. 

En la primera parte se derivará el hamiltoniano que deRcribc al sistema cuando este se 

encuentra libre de interacciones entre partículas. Al final de esta sección obtendremos el Ha~ 

miltoniano en términos de los operadores de creación y aniquilación para el potencial de triple 

pozo. Para. este desarrollo se usará la hipótesis de igual espaciamiento entre los trés primeros 

niveles de energía. l1.<mda en el capítulo 2. 

En la segunda sección se considerará el término del Hamiltoniano que contiene la.<¡ iote­

racciónes entre pares de partículas. Para este desarrollo se IIsan los resultados del capítulo 2, 

donde los traslapes entre las fllociooes de onda localizadas son aproximadamente cero. Al final 

del capítulo tendremos el Hamiltoniano de un sistema de N partículas en 1m potencial formado 

por tres pozos con un término que representa el tunelaje entre pozos adyacentes y otro término 

que representa la interacción entre partículas en el mismo pozo. 
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3.1. Hamiltoniano de un gas de Bose ultrafrío sin inte-

racción 

En esta sección Re derivará el Hamiltoniano efectivo de un gas de hosones llltrafrÍo. Comen­

zaremos con el Hamiltoniano ma.<¡ general de N partículas 

ií = J dxWt(x)(T + V=,(x))W(x) + ~ J dxdx'Wt(x)Wt(x')W(x,x')W(x')W(x), (:ti) 

donde Ve:I:/.(x) es el potencial de la eeuación (2.2), vV(xjx' ) es el potencial de inL~racción entre 

pares de partícula<; y 

Wt(x) = Lq\,(x)ht y (3.2) 
, , 

son los operadores de campo escritos en términos de los operadores de creación y aniquilación 

{bk , bk} de hosones que satisfacen las reglas de c.onmutación [bk' bi] = 6k;,ro Los coeficientes 

<h(x) pueden ser cualquier conjunto completo de nmciones de onda de una partícula (20:-

Sustituyendo las ecuaciones (3.2) en (3.1) el Hamiltoniano se puede escribir de la siguiente 

forma 

ií = ¿)kIT + V=,II)b,tb, + ~ ¿ (ijIW(x, x')lkl)b,tb,tb,b,. 
kl ijkl 

:3.3) 

Por el momento consideremos lÍnicamente el Hamiltoniano en ausencia de interacción entre 

partículas 

Ho = L(kl(T + V)II)blb,. (3.4) 

C,' 

UtilizareOlOR como conj\mto completo de nrncioneR de onda de lilla. p.a.rtícula tPk(X) a los 

e,;;t.ados estacionarios de una partícula en el potencial de tres pozos descrit.o por la ecuación 

(2.2). Debido a que el gas de Bosone.') que estamos considerando se encuentra a muy bajas 
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temperatUTaH, podemos suponer, que ca"l¡ todas la, partículas ocupan los tres estados más bajos, 

por lo tanto la..'i eigenflmciones y la..;;¡ energías encontrada.'i en el capítulo 2 serán suficientes para 

el cálclllo del Hamiltoniano efectivo del sistema. Se puede demostrar que el e,.<;pectro de energías 

de los eRtados ligados para un potencial de tres pozos se descompone en triada."¡ de niveles: de 

tal forma que la separación entre niveles en cada triada es mucho Immor que la separación entre 

triada..;;¡ [21, 22]. Por lo tanto la ecuación (3.4) se transforma en 

(3.,;) 

donde Ek es la. energía del estado est.acionario ¡Pk(X), En el capítulo anterior vimos que para el 

potencial V(x) (2.2), (.k ~ I':k-1 = 6., donde ~ =0.17. ARí la ecuación (3.5) es el Harniltoniano 

de nuestro sistema cuando este se encuentra libre de interacción entre partículas, representado 

en términos de Los operadores de creación y aniquilación { bk , bl} y de los estados estacionarios 

~k(X). 

En la sección 2.2 encontramos las funciones de onda localizada .. en cada pozo, ecuaciones 

(2.8),(2.9) Y (2.10), por medio de la matriz de ro!adón de Wigner (2.6) con lOA coeficientes 

dados por (2,7). De forma análoga se pueden encontrar los operadores de Cff'..ación y aniquilación 

{ a!, r4} de las funciones de onda que describen 10R estados localizados en términos de {b .. , bk }, 
de tal forma que la regla de transformación es 

(3.6) 

(3.7) 

(3.8) 

Expresando los operadores { bk1 b¡ } en términos de los operadores { ai, a! }, el Hamiltooiano 

Hu reRlllta. ser 

(3.9) 
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donde E = EO + El + E2 Y 1J. = tk - fk_l· 

El primer término es la SUUla de los operadores de nlÍmero que indican la cantidad de 

partículas que hay en cada pozo, y como este es lID sistema cerrado, la suma L;=l a!a¡ = N, 

donde N es el nt'nncro total de partículas en el ga.'"i, que es col1.<¡iderado constante. Por lo tanto en 

el Hamiltoniano Ho se puede omitir este término. El segundo término describe el tunclaje entre! 

los p07'os izquierdo y central, y cntre los pozos central y derecho. Esto solo puede suceder con uo 

potencial como el nuestro que genera energías de los tres primeros estados ligados igualmente 

espaciados, de ot.ro modo obtendríamos términos de tlmelaje entre los pozos izquierdo y derecho. 

Así el Hamiltoniano que describe al sistema sin interacciones es 

(3.l0) 

Después de obtener el Hamiltoniano de lID ga.'"i de bosones en 1m potencial formado por tres 

pozos sin inteT&-cioncs entre partículas ec.(3.1O), completaremos nuestro cálculo en la siguiente 

sección considerando la parte del Hamiltoniano que incluye la~ interaccione:; entre partículas. 

3.2. Hamiltoniano de un gas de Bose ultrafrío con ¡nte-

racciones 

En esta sección continuarnos el cálculo del Hamiltoniano efectivo de 1m ga.<¡ de Bose ultrafrío. 

Ahora desarrollaremos la parte que describe la interacción entre partículas. Para esto suponemos 

que el ga.<¡ est.a tan diluido, que las interacciones que involucran a mi", dc dos partículas pueden 

ser despreciadas. Así el Hamiltoruano que describe únicament.e la,,> interacciones entre partícula.,,> 

es 

H, ~ ~ ¿(ijIW(x,x')lkl)b,tb/b.b,. 
ijkl 

:.:l.ll) 

Supondremos que la interacción entre pares de partículas puede ser modelada por un po-

tendal de contacto efectivo 
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W( ') 4,,-tt'a &( ') x, x = ----;;:;-- x - x , (3.12) 

donde u es la longitud de dispersión [21 j. Est.e potencial es válido en la aproximación de bajas 

energías. Por lo que nuestro hamiltoniano se puede f'~"lcribir ahora de la siguiente forma 

1 2 

H, ~ 29 L (ijl&(x - x')lkl)b/bjtb¡bk , 

ljkl==O 

ó 

donde 

41y-}i2Q 
g~--. 

m 

LaR flmciones de onda obtenirla.'i son reales por lo que definirnos los coeficientes 

W¡jkl ~ t J </J¡(x)</Jj(x)</!k(x),p,(x)dx. 

Entonces la ecuación (3.14) queda 

2 

Hl = 2: WiilclbJb}b",b¡ 
ijkl=ú 

(3.13) 

(3.14) 

(3.15) 

(3.16) 

La ecuación (3.]4) es el Hamiltoniano de interacción entre partícula..:; en un potencial de 

tres pozos escrito en términos de los operadores de creación y aniquilación {b¡., b¡} de los 

estados estacionarios <Pk(X), Estos esia.dos estacionarios, como se vió en la sección 2.1, están 

representados por tres ftmciones de onda donde <Po (x) ffi una función par sin nodos, <p,(x) es 

tilla función impar con un nodo y q)A x) es tilla función par con 2 nodOfl. De esta forma algunos 
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coeficientes Wijkl' se hacen cero debido a la paridad de la.<¡ flmciones. con esto Re reduce una gran 

parte de los términos en la ecuación (3.16). 

SllRtituyamos ahora en la ecuación (3.16) la transformación lineal de los operadores de 

creación y aniquilación {bt, bk } Y Ia.<¡ funciones de onda estacionaria...:; I,h(x) en términos de los 

operadores de creación y aniquilación {aLai } y las amplitudes V\(x) que describen los estaDos 

localizados de una partícula de las ecuaciones (2.7)) (2.8) Y (2.9). 

El Hamiltoniano Hl finalmente es 

(3.17) 

donde 

u = 9 J '¡';(x)dx con i=I,2,3 (3.18) 

Podemos observar a partir de la ecuación (3.17), que Hl representa la interacción entre 

partículas del mismo poro, esto solo es posible si ta.<¡ funciones de onda de los estados localizados 

son de tal forma que los traslapes entre ellas son f 'l/Ji (x)'l/Jj(x) dx ~ Jij como lo probamos en el 

capítulo 2 con el potencial Augerido ya que de otro modo obtendríamos términos de interacción 

entre partículas desde pozos diferentes. 

Finalmente el Hamiltoniano efectivo de 1m ga.q de bosones ultraJrío confinado en 1m potencial 

Imidimensional simétrico formado por tres pozos es 

JI = Ho+Hl = - ~ (ata2 + a1al +a~a3+a1a2) + 

+U (a!ala¡a¡ + a~ata2a2 + ala1a:¡a3) (3.19) 

El hecho de que este Hamiltoniano sólo contenga interacciones entre pares de partículas que 

se encuentran en el mismo pozo es una consecuencia de que los tra..;¡lapes en las funcione:; dE' 

onda localizadas adyacentes pueda ser despreciado. 
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Capítulo 4 

Discusión y Conclusiones 

En este trabajo se estudió un ga.,> de Bosones ult.rafríos con interacción confinado en un 

potencial lmidirnem;ional simétrico compuesto de tres pozos. En particular se derivó el Hamil­

toniano efectivo (3.19) que describe la dinámica de este sistema a. partir del Hamiltoniano mas 

general de N partículas en segunda cllantlzación. En este Hamiltoniano encontramos términos 

que describen el tunelaje entre pozos adyacentes IÍnicamente, de tal forma que una partícula 

no puede tunelear desde el pozo izquierdo hasta el pozo derecho. Este Hamiltoniano describe 

la interacción entre pares de partículas que están en el mismo pozo. 

Este Harnil1.oniano solo es válido si los niveles de energía asociados a los primeros t.res estados 

(que en e,.<;te ca..">O hemos supuesto que son los únicos estados ocupados por la.;; partículas), están 

igualmente espaciados y el traslape entre la.<> funciones de onda locali:r.ada."l de lilla partícula 

en cada pozo pueden cOIh<;iderarse despreciables. Si estas dos condiciones no se sat.isfacen, uno 

puede encontrar términos de tunelajc entre pozos no adya.ccntcs (es decir tunelaje entre los 

pozos 1 y 3} e interacciones entre partículas en diferentes pozos. 

La evolución temporal del sistema que estudiamos esta descrita por la ecuación de &hrOdin­

ger (2.3) para el Hamiltoniano efectivo descrito en el párrafo aJlterior. A partir de este Hamilto­

niano podemos concluir que esta dinámica est.ará gobernada por los coeficientes ~ y U, es decir 

el coeficiente de acoplamiento del tunelaje de partícula'3 entre pozos adyacentes, y el coeficiente 
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que modela la..") interacciones entre pares de partículas. Experimentalmente se pueden controll'lr 

los parámetros ~ y U para modificar el transporte de las partículas en una red óptica. Existen 

dos ca..c;os extremos, uno en el que la interacción U » ~. Si e,.<>te es el caao, el término de tllncla­

je se puede despreciar y el sistema evolucionará dependiendo exclusivamente de la interacción 

entre las partículas en cada pozo. Por otro lado si ~ » U Ia.s interacciones participarán mino­

ritariamentc. Sin embargo este término no puede ser despreciado pués son las interacciones la.", 

que conducen al sistema a alcanzar su estado estacionario. Los dos comportamientos extremos 

son el sl1perfiuído y el alslant.e de Mott [24]. El primero corresponde a una interacción tal que 

U « ~ y la.<; partículas fluyen libremente a través de la. red. El segundo se refiere a un estado 

en el cual la:'> átomos f'A<;tán localizados en los sitios de la red con 1m nlunero de átomos definido 

en cada pozo. 

La física esencial que describe la dinámica de una red óptica en una dimensión esta contenida 

formalmente al estudiar el estado ba..c;e de 1m sistema de muchos cuerpos ('A)nfinado en lil 

potencialllnidimensional de dos pozos [23, 25]. Debido a que ta.") redes ópticas están formada.,>, 

en general, por 11n número mayor de pozos, es necesario eL tratamiento cuántico det sistema 

con n > 2. Debido a esto, este trabajo es el primero en llevar a cabo dicho c:;tudio abriendo la 

posibilidad de extender el conocimiento de dicha<¡ redes a un nivel má." profundo. 

El estudio de sistema...:; compuestos de tres poros como el que hemos presentado se ha tratado 

anteriormente en el esqllcma de campo medio [26]. Este tratamient.o conduce a tres ecuaciones 

acoplada..<; no lineales para el número de partícula..'i en cada pozo como función del tiempo. 

La..:; suposiciones necesaria'l para obtener estas ecuaciones, en particular las coeficientes de 

acoplamient.o entre pozos a..<>yacentes, son ohtenidas en forma natural en el enfoque cuántico 

que se expone en esta tesis. 

Como se mencionó en la introducción, las redes óptic-.. as reales están compuesta..<; por 1m 

número de pozos que van desde lma decena ha..<>ta cien aproximadamente. El estudio del siste­

ma de tres pozos se puede generalizar para lID OIímero arbitrario de pozo.<;. El Hamiltoniano 

efectivo tendrá también una SUIlla de términos de tunela.je entre pozos adyacentes y una SUIlla 

de términos de interacción de partículas en el mismo poro. La validez de este Hamiltoniano 
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se justifica por el he.cho de que siempre es posible aju .. ':itar los parámetroo del potencial para 

conseguir igual espaciamiento entre niveles de energía, y que. los tra..'llapes de las funciones de 

onda localizadas en cada pom pueden ser despreciadas. 
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