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Capitulo 1

Introduccion

En la actualidad hay mucho interés en el estudio de las llamadas redes dpticas, que se forman
cuando un gas atémico ultrafrio se confina en un potencial dptico formade por la inferferencia
de dos o mds léseres. Como resultado de la interferencia entre los ldseres se forma un patron
espacial periédico compuesto por pezos de potencial con profundidad v ancho bien definidos.
Este patrén compiesto por una cantidad de pozos que van desde nnas decenas hasta cientos
de ellos es el polencial efectivo en el cual se moverdn los dlomos del gas ultrafrio.

Ei objetivo de este trabajo es estudiar el comportamiento de un gos de hasones ultrafrio con
interacciones, que se encuentra confinado en un potencial unidimensional compuesto de tres
pozos . ks decir, se estudiard un sistema que es un caso particular de estas redes dpticas.

En la seccién 1.1 se presenta una descripcién breve de las técnicas de enfriamiento mds
_ utilizadas en las dos iiltimas décadas para praducir los gases atdmicos ultrafrios. Posteriormente
en la. Ia scecidn 1.2 se describe cémo se produce el confinamiento de estos gases atomicos e la
redes Gpticas v la analogfa que éstas tienen con las juntas Josephson en superconductividad.

Utilizando el hecho que en un gas de bosones a muy bajas temperaturas la mayoria de las
particulas se encuentran en los estados asoriados a las energfas mds bajas. en el capltulo 2 nos
concentraremos en encontrar en forma numérica las funciones de onda estacionarias de los tres

estados ligados mas bajos del potencial de tres pozos. Estas funciones estacionarias se utilizarar




como hase para construir las funciones de onda localizadas en cada uno de los poros.

A partir de la solucién estacionaria a la ecuacion de Schridinger para una particula confinada
en un potencial formado por tres pozos, se trabajard en el formalismo de segunda cuantizacion,
para derivar ¢l Hamiltoniano efectivo que describe la dindmica del gas de bosones ultrafrio
confinado en este potencial. El procedimiento para derivar este Hamiltoniano se describe en el
capitulo 3.

Los resultados obtenidos en el capflulo 2 se usardn como hipdtesis para validar el Hamilto-
niang efectivo que describe ta dindmica de este sistema en estudio. Estos resultados son que las
funciones de onda corresponden a niveles de energla igualmente espaciados y que los traslapes
de las funciones de onda localizadas se pueden despreciar. Con estas hipétesis se mostrara que el
Hamiltoniano efcctivo qne describe al sistema esta compuesto de un término de tunelaje entre

pozos adyacentes y un término de interaccién entre particulas en el mismo pozo.

1.1. Gases atémicos ultrafrios

Un gas atdémico ultrafrio es un sistema compuesto de una cantidad macroscopica de dtomos
que aun estando a temperaturas muy bajas, cercanas al cero absoluto, se encuentran en si fase
vapor. Estos gases se componen tfpicamente de 107 4tomos y ocupan un espacio de alrededor
de 1mm®. El comportamicnio de estos gases depende completamente del tipo de dtomos que lo
componen. Existen dos tipos de dtomos en la naturaleza, fermiones y bosones, la diferencia entre
estos dtomos depende del niimero total de protones, nentrones y electrones que posee el dtomo;
si la suma de estas particulas es impar, ¢l 4tomo es un fermién, y si la suma es par, ¢l dlomo
es un bosén. La caracteristica esencial de estas particulas es que en el caso de los fermiones,
dos particulas idénticas no pueden ocupar el mismo estado, es decir, los mimeros cudnticos que
caracterizan estas particulas siempre tomardn valores diferentes. Esta caracterfstica es conocida
como el Principio de Exclusién de Pauli. Por el contrario, la propicdad més importante de los
bosones es que dos o mas particulas idénticas pueden ocupar el mismo estado y ademds las

funciones de onda de cstas particulas son tolalmente simétricas. Si los 4tomos que componen el
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gas ultrafrfo son bosones, entonces, al llegar a una cierta temperatura critica (Tc). el gas sufre
un fenémeno conocido como Condensacién de Bose-Einstein. En este condensado, un porcentaje
significativo de los dtomos se van al estado base, es decir el estado de mas baja energfa, vy se
dice que todos estos 4tomos se han condensado. En tanto que si los dtomos que conforman el
gas son fermiones, y la temperatura del gas es lo suficientemente baja, los dtomos se colocan
cada uno en la escala energética de menor a mayor valor para formar un gas degenerado de
Fermi. Debemos hacer énfasis en que un gas de Bose tiene ina energia mucho menor que un
gas degencrado de Fermi, como consecuencia del hecho de que en el gas de Bose la mayoria de
las particulas pueden tener la misma energia, la cual en el caso de los gases atémicos ultrafrios
es muy baja. En este trabajo se estudia la dindmica de un gas de bosones ultrafrio por lo que
nos olvidaremos de los gases compuestos por fermiones.

Une ‘dc los aspectos més importantes en la produceién de un gas atdmico ultrafrio, es {a
habilidad de enfriar una porcién de atomos sin perder ninguna particula. De esta forma se
vuelve posible incrementar ta densidad del espacio fase de los dtomos. Desde el principio del
enfriamiento por ldser y confinamiento era claro que podria ser 1til para conseguir un nuevo
estado de Ia materia, Bl Condensado de Bose Binstein (BEC). Este estado fue predicho por
Einstein con la ayuda de algunas ideas originales de Bose en los 1920's, pero esta prediecidn
no habia sido comprobada por ¢l hecho de que requiere de una alta densidad de dtomos, cerca
de Al = 2,612 {2] (Ar = h/vZrmkpT), a muy bajas temperaturas. Comprimir los dtomos
conduce al aumento de la densidad, pero al mismo tiempo incrementa la temperatura, de esta
forma su espacio fase permanece constante. La expansion adiabdtica del volumen de los Atomos
lieva a una caida de la temperatura, pero también conduce a una reduccién de la densidad. sin
embargo, usando las técnicas de enfriamiento por laser la temperatura de los dtomos puede ser
reducida sin perder ninguna particula y asi incrementar la densidad del espacio fase [1].

El enfriamiento de atomos por medio de ldser se sugirié inicialmente en la decada de los
1970°s como una forma de mejorar la espectroscopia laser. Desde entonces ha side muy itil para
bajar la temperatura en los gases atémicos. Este método se basa en el intercambio de energia

entre los fotones y los dtomos neulros del gas.




En 1975, Tehodor Hansch y Arthur Schawlow propusieron el método de enfriamiento Doppler
de Atomos neutros con laser (1, 3, 21]. En 1984 las posibilidades de confinamiento tridimensional
de dtomos neutros mediante laseres y los efectos de radiacion sobre el movimiento de los 4tomos
eran objeto de discusién. Al aiic siguiente, Steven Chu y su grupo en los laboratorios Bell,
demostraron la posibilidad de confinar Atomos tridimensionalmente, utilizando seis ldseres en un
arreglo de tres pares mutuamente perpendiculares{4]. En la regién de interseceion de los liseres,
la, radiacion enfria y confina los dtomos formando lo que se denomina “Optical Molasses” o
melaza 6ptica. Las temperaturas medidas en una melaza, de 4tomos de Sodie (40 mK), resultaron
inferiores a la minima temperatura obtenible por el enfriamiento Doppler estimada en 240 mK
[71-

La idea de usar hiz ldser para enfriar y atrapar dtomos viene del concepto de momento en los
fotones, el intercambio de momento entre la radiacion del ldser y los &tomos en un proceso de
absorcién puede ser usado para aplicar una fuerza. a los dtomos. Ya que la absorcidn depende
de la diferencia entre la frecuencia de la radiacion del ldser v la frecuencia de absorcion de
tos atomos, el proceso de absorcion se realiza controlando la frecuencia del laser pues debido al
efecto Doppler, un dtomo que lleva una direccion opuesta a fa del fotdn percibird un corrimiento
en la frecuencia. Solo los dtornos con velocidad tal gque absorban un fotdn reducirdn su energia
al emitir un fotdn de mayor energia, de esta forma se tendrd que ir modulande la frecuencia del
laser hasta llegar a la teraperatura deseada. De hecho la dependencia de la velocidad del proceso
permite a los experimentales enfriar Atomos a temperaturas extremadamente bajas(240mK).
Este es el concepto esencial en el cual se ha basado el campo de enfriamiento por ldser durante
los tltimos 20 afios.

Anungue el enfiamicnto por ldser es una téenica muy eficaz para reducir la temperatura. de los
Atomos, tos gases no llegan a la temperatura, critica (Tc) necesaria para generar un condensado
de Bose-Einstein, es decir el incremento en la densidad del espacio fase por enfriamicnto ldser
habia alcanzado su limite, s la densidad de la muestra es muy grande, la lnz dispersada por
un atomo es reabsorbida por otros, causando una repulsién entre ellos, por lo que el enfria-

miento por laser por ai solo no es la ruta mas eficaz para alcanzar el condensado. Asf que los
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experimentales recurren a otra técnica de enfriamiento llamada enfriamiento por evaporacion
, esla técinica fué aplicada por primera vez para enfriar 4tomos en 1988 [9]. Este enfriamiento
por evaporacion se basa en quitar del gas los dtomos mas energéticos para que solo queden los
de menor energia y lleguen a un estado de equilibrio a una temperatura mucho menor. Este
proceso se lleva a cabo lentamente para que los dtomos del gas puedan llegar s una velocidad
promedio debido al choque entre ellos. Esto es posible debido a que los dtomos del gas son
muy sensibles a la interaccidn con campos magnéticos, por lo que se crean trampas magnéti-
cas controladas. Una forma de pensar en el enfriamiento por evaporacion es considerando el
enfriamicnto de una taza de cafe. Debido a que las moléculas mas encrgéticas sc evaporan del
café y dejan la taza, los dtomos restantes obtienen una menor temperatura y son enfriadoes.
Ma4s aun, solo requiere la evaporacidn de una pequena fraceién del café para enfriarlo por una
considerable cantidad. Aunque el método requiere la pérdida de algunos de los dtomos en la
trampa, los que permanccen en ella tienen una energfa promedio méis baja y también ocupan
un menor volumen cerca del fondo de la trampa, y por lo tanto aumenta su densidad. Ya que
la temperatura y el volumen son reducidas, la densidad del espacio fase incrementa [10, 1].
Gracias al avance en las técnicas de manipulacidn de estos gases, actualmente ha hecho

posible la realizacién de las redes dpticas que se explicardn a continuacién en la seccion 1.2

1.2. Redes Opticas y Juntas Josephson

Para poder confinar un gas en un potencial ptico es necesario llevar las particulas del gas
a temperaturas cercanas al cero absoluto, es por ello que en la produccion de las lamadas
tedes 6pticas se utilizan gases atdmicos a muy bajas temperaturas sin embargo un fendmeno
de mayor interés en ¢l confinamiento de gases en potenciales 6pticos, son los condensados de
Bose-Einstein [11, 12].

Las energias de las particulas de los gases atdmicos ulirafrios se vuelven tan pequefias,
que los atomos pueden ser atrapados en potenciales épticos, con dimensiones comparables a la

tongitud de onda de la luz. Este confinamiento de d&tomos en potenciales tan pequenos con una




periodicidad dada por &l campo de la luz, son las llamadas redes dplicas.

Una red éptica es esencialmente un cristal artificial de luz (un patrén periddico que se forma
por la interferencia de dos o mas rayos de luz ldser). La red dptica mas simple consiste de las
regiones de rayas oscuras y brillosas que es formada cuando dos rayos laser con la misma longitud
de onda dirigidos en direcciones opuestas se encuentran y forman un patrén de interferencia.
Esta red éptica tiene un periodo que es igual a la mitad de la longitud de onda del ldser (de
830 a 850 nm) [1, 5]. Dependiendo del arreglo de los ldseres, también es posible formar una
estructura espacial en 2 y 3 dimensiones perfectamente periddica. Sin embarge es mas dificil
usar estos patrones de interferencia para atrapar itomos.

El estudio de los gases atémicos nltrafrios y las redes dpticas ha abierto un nuevo campo de
investigacién en la comunidad cientifica, con ésto los investigadores pretenden legar al punto en
el que sea posible controlar una sustancia artificial en casi todos los aspectos de su estructura
peritdica y las interacciones entre sus atomos. Esta sustancia nos permitir{a explorar un extenso
rango de fenémenos fundarentales como la superfluidez y el régimen de confinamiento que son
extremadamente dificiles (o imposibles) de estudiar en materia comiin. Experimentalmente
se pretende controlar la dindmica de uno de estos gases alémicos utitizando solamente dos
pardmetros: la estructura periddica de la red y las interacciones entre los dtomos.

La habilidad de conlinar gases atdmicos ultrafrios en redes dpticas ya esta teniendo un gran
impacto en ba.mpos tan diversos tanto en fisica de materia condensada. como en procesamiento
de informarién cudnticald, 6).

Una red dptica es capaz de atrapar un atomo porque los campos eléclricos de los ldseres
inducen un momento dipolar eléctrico en el dtomo. La interaccion entre este momento dipolar,
el cual oscila, y el campo eléctrico modifica la energfa del dtomo. Si la frecuencia del ldser
es menor que una frecuencia de transicién electronica especifica de un Atomo, los Atomos son
atraidos hacia las regiones de mayor intensidad del ldser. Sin embargo, si la frecuencia del
laser es mayor que la frecuencia de transicidn, los dtomos son empujados fuera del maximo. De
cualquier forma los dtomos pueden ser atrapados en las regiones oscuras o briliantes de la red

6ptica, y la intensidad del potencial éptico que confina a los 4tomos puede ser incrementada
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aumentando la potencia del ldser.

Micntras que algunos fisicos experimentaban con redes dpticas, otros exploraban lo que
sucedia cuando dtomos en trampas magnéticas eran enfriados tan cerca del cero absoluto que
la estadistica cudntica se volvia importante, El estudio de gases atdmicos ha sido una de las
Arcas més interesantes de investigacidn en la fisica desde que el primer condensado de Bose-
Einstein fue creado en 1995, v permanece asi hasta este dia [4]. Durante los pasados tres arios
grupos experimentales en Buropa y Estados Unidos han aprendido a transferic un gas atdmico
desde una trampa magnética a una red dptica, y esto los ha llevado a una nueva gencracion de
experimentos [13].

En un condensado de Bose-Einstein, las ondas de Broglie de los ilomos individuales se
comportan de la misma forma de tat forma que todas las particulas pueden ser descritas por
una sola. funcién de onda. Similar a la radiacién por ldser, los condensados muestran un alto
grado de coberencia de fase. FEsto significa que si se sabe la fase de la funcién de onda en
un punto en el espacio y el tiempo, se puede predecir como serd en otros puntos y tiempos.
Coherencia. de fase es crucial para ohservar patrones de interferencia.

Para transferir uin condensado de Bose de una trampa magnética a una red dptica, el conden-
sado es iluminado por los seis rayos laser necesarios para formar una red en 31D y la intensidad
del léser es incrementada al valor requerido por un periodo de 100ms [4, 14]. Este proceso de
“carga” es controlado por computadora para asegurar una reproductividad entre experimern-
tos diferentes, pero es dificil probar que el condensado ha sido en efecto transferido perque et
espacio comin entre sitios de la red es muy pequefio (cerca de 430 nm) para quc los dtomos
sean proyectados en una imagen directamente. Sin embarge, un patrdn periddico puede mostrar
pulsos de efectos de interferencia cuando es iiuminado con ondas coherentes, y se puede usar
esta aproximacion para comprobar que el condensado ha sido realmente transferido. También se
puede apagar el potencial de la rerd y usar el patrén de difraccidn para ver como se expanden y
traslapan los stomos en diferentes lugares de la red. Como las funciones de onda son coherentes
en fase, se crea un patrdn de interferencia mientras se traslapan.

Este reporte esta. basade en una red éplica unidimensional, la cual como se dijo anterior-
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imenle se crea aciendo nterlerir dos ravos laser. Se puede garantizar la inidimensionatidacd ded
arreglo., si el haz de luz del laser se hace lo sulicientemente fino. v debido a la baja energla de
las particulas, éstas se mantienen atrapadas en el potencial formado por los ldseres sin tener I

posibiliclad de moverse por ejes diferentes al oje formado por la interferencia de los ldseres.

i

-

[“igl“‘ﬁ I 1 (a) En el estado de superiludo de un comdensado de Bose Linstom los sromon pocden ser descrites come una
funeien de andic mactosedpicn. cuando esde condensado es liberado del potencinl periodico. un paledn de interferencio miltiple e
ontla particula ex formado debido o s coberenca de lase enbre las funciones de ondu de ot sitomos eo diferentes sitios de la red En
vate cnso la fase del campo oade-particula macroscoprei esta bien definula Sin embargo el mimero de dtomes encoda sitio de s
redd Muetiza (b)) o el e de an estado de aslante de Mot cndn sitiwo de Lo eed es Hemdo con e wdinero B de dtomes . pero in
fase det campoe onda-particula perianece meierta Comu resultado. no hay patran de interferencia de enda-particula goe se porda

ver cuando ks gases atdmicos se liberan del potencial

Una Junta Josephison es la interfase entre dos materiales superconductores separados por
una harrera no superconductiora. Puede Huir una corriente libremente a través de los supercon-
duclores, pero la barrera se opone a que la corriente {huya libremente entre ellos. Sin embargo.
la. supercorriente puede tunelear a través de la barrera, dependiendo de la fase cuantica de los
superconductores. La cantidad de supercorriente que pucde bnmelear a través de la barrera esia
restringida por el tamano y sustancia de la barrera. Il maximo valor que la supercorriente

puede llegar a ohtener os llamado la corriente eritica ce la Junla Josephson v os an importanic
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parametro fenomenoldgico de la junta.

Las Juntas Josephson tienen dos propiedades eléctricas basicas. La primera es que las juntas
ticnen reactancia indunctiva. [Esto quiere decir que, similarmente & los inductores, la diferencia
de voltaje sobre una junta esta relacionada con la razén de tiempo del cambio de la corriente,
La segunda es que un voltaje constante sohre una junta producird una corriente oscilante a
través de la barrera, y viceversa. Asi las, Juntas Josephson convierten un voltaje de corriente
directa a una corriente alterna.

Durante muchas décadas la comunidad de fisicos ha estudiado las propiedades de sistemas
fisicos altamente interactuantes. A pesar de su gran progreso, experimental ¥ tedrico, tedavia
permanecen muchos conceptos por entender. Una de las rutas a seguir para el progreso en
asta direccion es la creacion de estructuras artificiales con parimetros ajustables que puedan
reproducir las propiedades de sistemas cudnticos altamente interactuantes.

Experimentos realizados en la decada de los 80's en superconductores granulares habian
sugerido una transicion metal-aislante a bajas ternperaturas que depende del valor de la con-
ductancia en estado normal de la red. B. Miihlschlegel, guién habia estado investigando las
propiedades de arteglos de juntas Josephson, se dio cuenta de la potencial importancia de sus
resultados y promovid ol estudiéd mis a fondo en esla direccion. Despugs, cuando era posible
fabricar arreglos de juntas Josephson, se reveld un gran nimerc de fendmenos. Entre los descu-
brimientos mas notables, se encontréd una transicidn de fase cudntica a temperaturas cercanas al
oero, entre fage superconductora y fase aislante. Este fendmeno es consecuencia de una dualidad
enire cargas y virtices.

El estudio de arreglos de juntas Josephson encontrd una extension a mediados de a década
de los 90's en una nueva e inesperada direccién: el drea de gases atémicos ulirafrios. Como se
vi$ anteriormente, al cargar particulas de bosones en una red dptica se observa un fendmeno
de transicién de fase entre un superfluido y un aislante a temperaturas cercanas al cero. Por
una parte la transicidnes de fase superconductor-aislante observada en las juntas Josephson v
superfluido-aislante observada en las redes Spticas tienen el mismo origen. Estos fenémenos son

causados por el tunelaje de particulas, y por la gran cantidad de interacciones. Por otra parte
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a pesar de la gran analogfa, los dos sistemas permiten la investigacion de diferentes observables
fisicas. Los bosones cargados en los arreglos Josephson son estudiados por conceptos de medida
de transporte. En las redes épticas se tienen bosones neutros. La principal causa de su estndio
es por experimentos de expansidn y dispersion de luz.

Como se mencione al principio en este trabajo se estudiard un gas de bosones ultrafrio
confinado en un potencial compuesto de tres pozos. En particular se derivara ¢l Hamiltoniano
efectivo que describe este sistema. Para ello de haran dos suposiciones. La primera es que el gas
esta lo suficientemente diluido para tomar en cuenta solo la interaccidn entre pares de dtomos
despreciande la interaccién de tres o mas particulas. La segunda es que solo los estados de mas

haja energia participan en la dindmica de este sistema.




Capitulo 2

Estados estacionarios de un potencial

unidimensional de tres pozos

En este capitulo se considera la ecuacién de Schridinger para una particula de masa m sujeta
a un potencial unidimensional compuesto de tres pozos. Este potencial es una simplificacion
de una red dptica real como las que se describieron en el capftulo anterior, una de tales redes
consta de un mimero de pozos que varia entre 10 y 100 [8]. El objetivo principal de este capitulo
es obtener las funciones de onda y las energias de los tres estados ligados mas hajos para el
potencial de tres pozos.

En la primera seecién se obtienen las funciones de onda estacionarias para dicho potencial
{de(z), k = 0, 1,2} wtilizando el método de “split operator”[17] que se describird més adelante.
En la segunda parte se construyen las funciones de onda localizadas {¢4{xz),i = 1,2,3} en cada
pozo utilizando la matriz de rotacién de Wigner la cual nos permitird obtener las funciones de

onda localizadas en términos de las funciones de onda estacionarias.
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2.1. Solucién a la ecuacion de Schrodinger

En esta seccién encontraremos la solucién a la ecuacién de Schridinger ec.(2.1) para un
potencial unidimensional simétrico con respecto al erigen, formado por tres pozos. En particular
se oblendran las energias v las funciones de onda asociadas a los tres estados ligados més bajos

de una particula en dicho potencial.

K
(-~ + V(@) ) élo) = bt 1)
donde
Vig) = Voe U v (B 4upe (5 4 v, (2:2)

donde Vi = V, =-11.5, V|, =-9.14, V4 =0.001, oy =0.65, o3 =0.90, 29 =2.0. en la ecuacién {2.1)
#i es la constante de Planck v m es ]a masa de un dtomo usado en un condensado.

A partir de la ec.{2.2) vemos que la amplitud de los pozos izquierdo y derecho es menor
que la del pozo del centro. Mas adelante explicaremos porque se eligieron estos pardmetros. El

10 go introdujo para crear unas paredes infinitas a los extremos y asi el sistema este

término ¢
totalmente sometido a los tres pozos.

Dado que no es posible encontrar una solucién analitica para la ec.(2.1) utilizaremos el
método det “split operator”, que es un método computacional para determinar las encrgias v
las eigenfunciones de la ecuacién de Schrodinger. Este método se basa esencialmente en las

propiedades espectrales de soluciones a la ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo

ih%‘ll(:c,t) = H¥(z,1). (2.3)

El método requiere del cdleulo de una funcién de correlacion Fi(¢), dada por F(t) =
{¥(x,0)|¥(x,¢t)} donde ¥(z,1t} es la evolucidn temporal del estado al tiempe ¢ = 0, es decir

11

W, ) = e~ "% W(z,D). (2.4)
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La solucién W(z, t) pnede ser generada con roucha precision con la ayuda del método de “split
operator”{18]. El método require proponer a la funcién de onda en el tiempo ¢ = 0, ¥(z,0)
como una funcién arbitraria sin paridad definida. La transformada de Fourier de Fy(t) =
3o anfe %" s Fy(E) = ﬁ Y laa*6(E — E,), donde F, son los eigenvalores estacionarios
asociados a los estados {¢(z) & = 0,1,2}. Una vez que los eigenvalores son conocidos, las
eigenfunciones correspondientes pueden ser generadas evaluando numéricamentc las integrales

iBpl)
rodt

Wi, By) = ]0 Wi, 1) o, 25)

donde T es el tiempo utilizado para los cdlculos. Una caracteristica interesante de este método
es que permite generar el espectro de cigenvalores graficamente y los niveles de energia son
identificados visualmente,

Este mélodo es aplicable a cualquier problema de eigenvalores lineal sin importar el nimero
de dimensiones.

En la figura 2.1 se ilustra el potenciat dado por la ecuacion (2.2) asi como los tres niveles
de energia mds bajos. Los programas que calculan la correlacién Fi(t) v su trapsformada de
Fourier F1(E), asi como las eigenfunciones se encuentran en un CI) al final de este trabajo.

Los tres niveles de energia para este potencial son

- € =3.533,
- €p =3.704,
- €3 =3.881,

notemos que estos niveles de energia estdn ignalmente espaciados es decir e3—¢; ~ ¢;—eg =~ 0,17.
Esto se debe a que hemos ajustado las profundidades de tos pozos izquierdo y derecho para
lograr esta condicidn. En el siguiente capftulo se justificard el heche de que el espaciamiento
en los niveles de energia deban satisfacer esta condicion. El cuarto nivel de energla no se

consideré debido a gue era mayor que el maximo de las paredes que separan los pozos del
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V(x)

Figura 21:Enla figura se observan los niveles de energia asociados & los tres estados ligados més bajes del potencial V(z)
introducide en la Fe.(2.2).

potencial, éste enarto nivet tiene un valor de e, =8.9987 y elmdximo del potencial es de 7.043136
per lo que este nivel de energia ya no es de nuestro interés.

Es importante resaltar que los niveles de energia dependen de los parametros que deficen et
potencial ¥V (x), ¥y pueden ser modificados ajustando la profundidad y el ancho de cada pozo.
En particular si los tres pozos tienen la misma profundidad, el espaciamiento entre ¢; y ¢; s
aproximadamente el doble del espaciamiento entre €p v ;.

Las funciones asociadas a los niveles eq, €1 ¥ €2 son do(z), ¢1(x) ¥ ¢2(z) respectivamente.

Iin la figura 2.2 se muestran estas eigenfunciones.




4,(X)

Figlra 2.2 Funciones de anda estacionarias en unidades arbitrarias de una particula en un potencial unidimensional compuesto

de &res pozos simétricoa con respecto al origen, ver Ecs. (2.8)-(2.10}




Como se ve en la gréfica de la figura 2.2, el primer cstado estacionario es una funcién par
sin nodos, el segundo estado es una funcién impar con un nodo y el tercero es una funcion par

con dos nodos como se esperaba debido a la simetria del potencial.

2.2. FEstados localizados

Una vez que se obtuvieron las funciones de onda eslacionarias en un potencial simétrico de

tres pozos, se procederd a encontrar las funciones de onda localizadas mediante la rotacion

n—1
Y= Z D:{k+l¢k1 (2.6)
k=0

Esta rotacién es iinicamente posible si los estados involucrados estén igualmente separados lo
cual nuestro sistema si lo cumple. Los coeficientes de transformacion Df 41 estan dados por la
matriz de rotacién de Wigner {19] que es una generalizacién de la transformacion que se realiza

usualmente en el Hamiltoniano de un sistema de dos niveles.

Dl B} = (G b+ e e Pve % 5 4), (2.7)

con o =0, #=7/2y v=n/2 En esta transformacion podemos identificar la cornponente del
momento angular j = n como el niimero de pozos de nuestro potencial. El conjunto de estados
k=10,...,n—1queen este caso n = 3 se agsocia al triplete de estados estacionarios de los tres
pozos @e(x) = {z|k). Bl conjunto i = 1,...,n esta asociado al conjunto de estados {i) enyas
funciones de onda asociadas ¥;(z) = {z|i) son funciones de onda localizadas en cada pozo.

La transformacién de las funciones de onda localizadas en términos de las funciones de onda

estacionarias es |a siguiente.




Ui(2) = 5ole) + —=1(2) + 5le) (2.8)

,/‘
(e —? () = $al)) (29)
) = gona) —

Sshila) + 5(a) 210)

A partir de la ecuacién (2.8) observamos que ¢4 {z) es la amplitnd de probabilidad de
encontrar a la particula localizada en el pozo izquierdo. De forma andloga 1a(x) ¥ ¥s{x} son las
amplitudes de probabilidad de encontrar & la particula localizada en los pozos central y derecho
respeclivamente. Sabemos que las funciones de onda estacionarias ¢w{e) estdn normalizadas
por lo que las funciones de onda localizadas #;(z) tambien lo estan.

En la figura 2.3 se encuentran las funciones de onda localizadas en cada pozo. A partir de

estas funciones de onda encontramos que los traslapes satisfacen la signiente condicidn

Visuaimente se puede apreciar en la figura 2.3 que la condicidén expresada. por la ecuacion
(2.11) se cumple. Los valores del edleulo obtenido para la integral (2.11) son menores que el
6%.

Los resultados obtenidos en este capitulo serdn utilizades en el siguiente para validar el
Hamiltoniano efectivo que describe el sistema en estudio. Especificamente se utilizardn como
hipétesis el hecho que para el potencial dado por la ec. {2.2) los niveles de energia estan igual-
mente espaciados y que el traslape entre as funciones de onda de los estados localizados es = 0.

Es decir que los traslapes entre las funciones de onda localizadas se pueden despreciar.




V(%)

v (X)

w,(X)

.
AN

simélicos con respeclc al atgen

-2

0

Figura 2.3 Funciones de onda de una particula localizadas en cada pazo de un potencial unidimensional formada por tres posos




Capitulo 3

Hamiltoniano Efectivo

Fn cste capitulo se derivar4 el Hamiltoniano cfectivo gue describe la dindmica de un gas
de bosones ultrafrfo con interaccidn, que se encuentra confinado en un potencial de tres pozos.
Trabajando en el formalismo de segunda cuantizacién se mostrard que a partir del Hamilto-
niano mas general de un sistema de N particulas, es posible, utilizando algunas hipétesis v
aproximaciones, derivar el Hamiltoniano efectivo que modela muestro sistema.

En la primera parte se derivard el hamiltoniano que describe al sistema cuando este se
cncuentra libre de interacciones entre particnias. Al final de esta seccién obtendremos ¢l Ha-
miltoniano en términoes de tos operadores de creacion y aniquilacion para el potencial de triple
pozo. Para este desarrollo se usard la hipdtesis de igual espaciamiento entre los trés primeros
niveles de energéa usada en el capitulo 2.

En la segunda seccidn se considerard el término del Hamiltoniano que contiene las inte-
racciones entre pares de particulas. Para este desarrollo se usan los resultados del capitulo 2,
donde los traslapes entre las finciones de onda localizadas son aproximadamente cero. Al final
del capitulo tendremos el Hamiltoniano de un sistema de N particulas en un potencial formado
por tres pozos con un término que representa el tunelaje entre pozos adyacentes y otro término

que representa la interaccién entre particylas en el mismo pozo.
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3.1. Hamiltoniano de un gas de Bose ultrafrio sin inte-
raccion

En esta seccion se derivars el Hamilloniano efective de un gas de hosones ultrafrio. Comen-

zaremos con el Hamiltoniano mas general de N particulas

H= / do¥! () (T + Vi{z))¥(x) +% [ dzdz W)U (& Wz, 2 )0 (2 ) (x), (3.1)

donde V...{x} es el potencial de la ecuacién (2.2}, Wiz, z') es el potencial de interaccion entre

pares de particulas ¥

P =Y a@b’ v T@) =D el (3.2)
k k

son los operadores de campo escritos en términos de los operadores de creacién y aniquilacién

{bk, bL} de hosones que satisfacen las reglas de conmutacién [bk,bf] = &, Los cocficientes

¢z} pueden ser eualquier conjunto completo de funciones de onda de una particula [20.
Sustitiyendo las ecuaciones {3.2) en (3.1) el Hamiltoniano se puede escribir de fa siguiente

forma

~ 1 ' .
H =S "hIT + Vel Dbty + 5 PRSI AN i3.3)
K ijki

Por el momento consideremos iinicamente el Hamiltoniano en ausencia de interaccién entre

particulas

Hy="3_{hl(T + V) |Dblbe (3.4)

ki
Utilizaremos como conjunto completo de funciones de onda de una particula ¢i(z) a los
estados estacionarios de una particula en el potencial de tres pozos descrito por la ecuacion

(2.2). Debido a que el gas de Bosones que estamos considerando se encuentra a muy bajas
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temperaturas, podemos suponer, que casi todas las particulas ocupan los tres estados mas bajos,
por lo tanto las eigenfinciones y las energias encontradas en el capitulo 2 serdn suficientes para
el caleulo del Hamiltoniano efectivo del sistema. Se puede demostrar que et espectro de energias
de los estados ligades para un potencial de tres pozos se descompone en triadas de niveles, de
tal forma que la separacidn entre niveles en cada triada es mucho menor que la. separacidn entre

triadas [21, 22]. Por lo tanto la ecuacién (3.4) se transforma en

Hy = egblby + exblby + eablbe, (3.5)
donde ¢ es 1a energia def estado estacionario ¢i{x). En el capitulo anterior vimos que para el
potencial V{z) (2.2), ¢z — eg_1 = &, donde A =0.17. Asf la ecuacién (3.5) es el Hamiltoniano
de nuestro sistema cuando este se encuentra libre de interaccién entre particulas, representado
en Lérminos de los operadores de creacidn y aniquilacién {bk, b;} y de los estados estacionarios
P (-T ).

En la seccidn 2.2 encontramos las funciones de onda localizadas en cada pozo, ecuaciones
(2.8),(2.9) ¥ (2.10), por medio de la matriz de rotacién de Wigner (2.6) con los coeficientes
dados por {2.7). De forma andioga se pueden encontrar los operadores de creacién y aniquilacidn
{a,i, m} de las funciones de onda que deseriben los estados localizados en términos de {bk, bl},

de tal forma que la regla de transformacion es

1 1 1
al = §b$+vn,—§b{+§bf,, (3.6)
1
o= (sh—tt), 3.7
1 1 1

Expresando los operadores {bk, bi} en términos de los operadores {ai, a,l }, el Hamiltoniano

Hy reanlia ser

A
Hy=¢ (a}zl +alas + agaa) -

V2
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(uf;wz +abay +alag + 0.2(12) , {3.9)



dondee=ep+e ey A=cp—ex1

El primer término es la suma de los operadores de mimero que indican la cantidad de
particulas que hay en cada pozn, y como este es un sistema cerrado, la suma E;Ll a!a,— =N,
donde N es el ndmero total de particulas en el gas, que es considerado constante. Por lo tanto en
of Hamiltoniano Hy se puede omitir este término. El segundo término describe el tunclaje entre
los pozos izquierdo ¥ central, y entre los pozos central y derecho. Esto selo puede suceder con un
potencial como & nuestro que genera cnergias de los tres primeros estados ligados igualmente
espaciados, de otro modo obtendriamos términos de tunelaje entre los pozes izquierdo y derecho.

As{ el Hamiltoniano que describe al sistema sin interacciones es

A
=T (ataz + alar + alas + a;ﬂq) (3.10)
Después de cbtener €] Hamiltoniano de un gas de bosones en un potencial formado por tres

pozos sin interacciones entre particulas ec.(3.10), completaremos nuestro cdleulo en la siguiente

seecién considerando la parte del Hamiltoniano que incluye las interacciones entre particulas.

3.2. Hamiltoniano de un gas de Bose ultrafrio con inte-
racciones

En esta seccidn continuamos el caleulo del Hamiltoniano efectivo de un gas de Bose ultrafrio.
Ahora desarrollaremos la parte que deseribe la interaceion entre particulas. Para esto suponemos
que el gas esta tan diluido, que las interacciones que involucran a mas de dos particulas pueden
ser despreciadas. Asi el Hamiltoniano que describe ninicamente las interacciones entre part feulas

eq

1 P ’ I
Hy =2 > i|W{a, o kDb bebr. (3.11)
ijkt
Supondremos que la interaccién entre pares de particulas puede ser modeiada por un po-

tencial de contacto efectivo
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ATk
Wia,g) = mhia

i

8z~ (3.12)

donde o cs la longitud de dispersidn [21]. Este potencial es vélido en la aproximacion de bajas

energias. Por lo que nuestro hamiltoniano se puede escribir ahora. de la siguiente forma

2
1 ’
H =39 37 (10w — 2 ) k) bty i, (3.13)
17kl=0
5
1 < .
H=1e 3 f f drds’ $1() 81w Yo — & Voulx) b bbby
i5kd=0
1 2
=59 dzu{x)b;(2)de{)i(x)blbbeb, (3.14)
2 £,3,k,0=0
donde
B Arkia
==

Las funciones de onda obtenidas son reales por lo que definimos los coeficientes

wi =5 [ @0z (3.15)
Entonces la ecuacién (3.14) queda
2 .
Hy= " wiublbibb (3.16)
iki=00

La ecuacién (3.14) es el Hamiltoniano de interaccidn entre partfculas en un potencial de
tres pozos escrito en términos de los operadores de creacién y aniguilacion {bk, bl} de los
estados estacionarios ¢y{z). Estos estados estacionarios, como se vid en la seccidn 2.1, estdn
representados por tres funciones de onda donde ¢(x) es una funcién par sin nodos, ¢(x) es

una funcién impar con un nodo y ¢z{x) es una funcién par con 2 nodos. De esla forma algunos
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coeficientes ;i se hacen cero debido a la paridad de las funciones, con esto se recduce una gran
parte de los términos en la ecuacién (3.16).

Sustituyamos ahora en la ecvacidn (3.16) ia transformacién lineal de los operadores de
creacidn y aniquilacién {b}c,bk} v las funciones de onda estacionarias de(7) en términos de los
operadores de creacién y aniquilacion {a!,ai} y las amplitudes ,(x) que describen los estados
localizados de una particula de las ecuaciones (2.7), (2.8) y (2.9}

El Hamiltoniano H, finalmente es

Hy=U (a{aiiala, + abalasas + aﬁa;ﬂagag) ; (3.17)
donde
= gfwf(:c)da: con i=1,2,3 (3.18)

Paodemos observar a partir de la ecuacién (3.17), que {1, representa la interaccitn enire
particulas del misrﬁo pozo, esto solo es posible si las funciones de onda de los estados localizados
son de tal forma que los traslapes entre elias son [ :(x)e;{z)dx & 6;; como lo probamos en el
capitule 2 con el potencial sugerido ya que de otro modo obtendriamos términos de inlcraccién

entre particulas desde pozos difcrentes.

Finalmente &l Hamiltoniano efeetivo de un gas de bosones ultrafrio confinado en un potencial

unidimensional simétrico formado por tres pozos es

A
H=Hy+H=——= (a{ag + agal + aéag + a%a-;) +

V2

+U (af{aflalal + aLaﬁ;azaz + a&a;a;;qg) (3.19;

] hecho de que este Hamiltoniano sélo contenga interacciones entre pares de particulas que
s¢ encuentran en el mismo pozo es una consecuencia de que los traslapes en las funciones de

onda localizadas adyacentes pueda ser despreciado.




Capitulo 4

Discusién y Conclusiones

En este trabajo se estudié un gas de Bosones ultrafrios con interaccién confinado en un
potencial unidimensional simétrico compuesto de tres pozos. En particular se derivé el Hamil-
toniano efectivo (3.18) que describe la dindmica de este sistema & partir del Hamiltoniano mas
general de N particulas en segunda cuantizacion. En este Hamiltoniano encontramos términos
que describen el tunelaje entre pozos adyacentes iinicamente, de tal forma que una particnla
no puédc tunelear desde el pozo izquierdo hasta el pozo derecho. Fste Hamiltoniano describe
la interaccidn cnire pares de particulas que estdn en el mismo pozo.

Fste Harniltoniano solo es valido si los niveles de energis asociados a los primeros tres cstados
{que en este caso hemos supuesto que son los finicos estados ocupados por las particulas), estdn
jgualmente espaciados y cl traslape entre las funciones de onda localizadas de una particula
en cada pozo pueden considerarse despreciables. Si estas dos condiciones no se satisfacen, uno
puede encontrar términos de tunelaje entre pozos no adyacentes {es decir tunelaje entre los
pozos 1y 3) e interacciones entre particulas en diferentes pozos.

La evolucién temporal del sistema que estudiamos esta descrita por la ecuacion de Schridin-
ger (2.3) para el Hamiltoniano efectivo descrito en el pdrrafo anterior. A partir de este Hamilto-
niano pedemos coneluir que esta dindmica eslara gobernada por los coeficicntes A y U, es decir

el coeficiente de acoplamiento del tunelaje de particulas entre pozos adyacentes, y el cocficiente
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que madela las interacciones entre pares de particulas. Experimentalmente se pueden controlar
los pardmetros A y U para modificar el transporte de las particulas en una red éptica. Existen
dos casos extremos, uno on el que la interaccion 7 3= A. Si este es el caso, ¢f término de tunela-
je se puede despreciar v el sistema evolucionard dependiendo exclusivamente de la interaccién
entre las particulas en cada pozo. Por otro lado si A » I las interacciones participaridn mino-
ritariamente. Sin embargo este término no puede ser despreciado pués son las interacciones las
que conducen al sistema a alcanzar sit estado estacionario. Los dos comportamientos extremos
son ¢l superfluido y el aislante de Mott [24]. El primero corresponde a una interaccidén tal que
{/ & Ay las particulas fluyen libremente a través de la red. El segundo se reflere a un estado
en el cual los 4tomos estin localizados en los sitios de la red con un niimero de dtomos definido
en cada pozo.

La flsica esencial que deseribe la dindmica de una red dptica en una dimension esta, contenida
formalmente al estudiar el estado base de un sistema de muchos cuerpos confinado en un
potencial unidimensional de dos pozos [23, 25]. Debido a que las redes dpticas estan formadas,
en general, por iun nimero mayor de pozos, es hecesario el tratamiento cudntico del sistema
con 7 > 2. Debido a esto, este trabajo es el primero en [levar a cabo dicho estudio abriendo la
posibilidad de extender el conocimiento de dichas redes a un nivel mas profundo.

El estudia de sistemas compuestos de tres pozos como el que hemos presentado se ha tratado
anteriormente en el esquema de campo medio [26]. Este tratamiento conduce a tres ecuaciones
acopladas no lineales para el nimero de particulas en cada pozo como funcién del tiempo.
Las suposiciones necesarias para abtener estas ecuaciones, en particular los coeficientes de
acoplamiento entre pozos asyacentes, son obtenidas en forma natural en el enfoque cudntico
gue e expone en esta besis

Como se menciond en la introduceidn, las redes dplicas reales estdn compuestas por un
nimero de pozos que van desde una deecena hasta cien aproximadamente. El estudio del siste-
ma de tres pozos se puede generalizar para un mimero arbitrario de pozos. El Hamiltoniano
cfectivo tendra también una suma de términes de tunelaje entre pozos adyacentes y una suma

de términos de interaccidén de particulas en el mismo pozo. La validez de este Hamiltoniano
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se justifica por el hecho de que siempre es posible ajustar los parametros del potencial para
conseguir igual espaciamiento entre niveles de energia, y que los traslapes de las funciones de

onda localizadas en eada pozo pueden ser despreciadas,
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