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Introduccién

El presente trabajo estd basado principalmente en el articulo Nonlinear and Nonstationary
Signal Processsing publicado por Percival, Sardy y Davison (2000), en el libro Wavelet Methods
Jor Time Series Analysis de Percival y Walden y en la tesis doctoral Advances in the analysis
of time series using wavelets de Contreras-Cristan.

La idea central del trabajo es abordar el problema de obtener un estimador confiable para el
coeficiente de correlacién a lag 1 asociado a una serie de tiempo dada. Nosotros nos enfocamos
a revisar dos métdos de remuestreo para abordar este problema. El primer método revisado es

un método paramétrico. El segundo método que se revisé es no paramétrico.

Como se plantea en Percival, Sardy y Davison (2000), la comparacién de los métodos se hizo

en el contexto de modelos lineales de series de tiempo, AR(1) y M A(1).

De la literatura es sabido que la inferencia estadistica (en un sentido clésico) de estos modelos
requiere del supuesto de estacionariedad del modelo, por ejemplo en el caso AR(1) la condi-
cién de estacionariedad es [¢;| < 1. Por estas razones el método de remuestreo paramétrico
estd pensado para el caso estacionario, de hecho el método requiere de estimar modelos AR(p)
6 MA(q), en forma iterativa y los estimadores de mixima verosimilitud para estos modelos

estdn bien determinados en el caso estacionario.

Por otro lado, el método de remuestreo no paramétrico que estudiamos no requiere de estimar
pardmetros del modelo, por tanto es posible ubicarlo ain en contextos de series de tiempo no
estacionarias. Este método de remuestreo esta basado en el uso de la transformada discreta de
onduletas (DWT, del ingés Discrete Wavelets Transform). M4s especificamente, se propone el
uso de una generalizacién de la DWT conocida como la Transformada Discreta de Paquetes de
Onduletas (DWPT, del inglés, Discrete Wavelets Paquets Transform).

Una vez realizada la revisién, se procedié a realizar un ejercicio numérico con la finalidad de
comparar los estimadores que generan ambos métodos. El ejercicio consistié en ambos casos en

realizar remuestreo ajustando un modelo especifico que satisfaga ciertos criterios referentes a



0 Introduccién

la seleccién del modelo que mejor ajusta a los datos. Una vez realizado este ajuste se procede
a calcular los residuales y utilizando un esquema de remuestreo aleatorio con reemplazo se
generan muestras aleatorias (muestras bootstrap) de los residuales.

A continuacién estas muestras fueron usadas como ruido blanco en el modelo propuesto para
as{ generar nuevas series de datos (muestras bootstrap de los residuales) de los cuales se ob-
tendra el estimador ¢ del parametro ¢,. Como al final se generan un niimero m de muestras
bootstrap del modelo propuesto, podemos calcular la estimacién g; del pardmetro p, para cada
muestra {, { =1,2,...,m. i -

Entonces con la muestra, ﬁl(l), ;51(2), L podemos estudiar propiedades distribucionales de
la variable aleatoria gy. Este es el caso del método paramétrico, ver Davidson y Hinkley (1997).

Para el caso del método no paramétrico, la idea detrds del bootstrap basado en la DWT es
utilizar el hecho de que para procesos Gaussianos estacionarios fraccionalmente diferenciados
(Stationary Gaussian Fractionally diferenced (FD) processes) {X,}, la DWT es una transforma-
cién que descorrelaciona a {X,}, es decir, mientras la serie de tiempo original puede presentar
un alto grado de correlacién, los coeficientes de la DWT pueden ser considerados como una se-
rie de tiempo con elementos no correlacionados, vease Percival y Constantine (2002), Percival,
Sardy y Davidson (2000), y Percival y Walden (2000). La DWPT nos ayuda a aplicar esta idea
para procesos {X;} de segundo orden en general.

Los ejemplos numéricos se realizaron con tres tamafos distintos de muestra, a saber, 64, 128 y
256. Se estudid el caso en el que la longitud del proceso considerado era de 64 dado que para
tamanos de muestra pequenos, como el que nosotros elegimos, hay posibilidades de equivocarse
al momento de elegir el modelo apropiado ademds del orden del mismo cuando se usa el método
paramétrico. Aunque no se reportan los resultados para tamaiios de muestra mayores de 256
estos se comportan de manera muy similar al caso n = 256 es por esto que se considero que
solemente se reportaran los resultados obtenidos para tamafos de muestra de 64, 128 y 256.

Para poder realizar la comparacién entre ambos métodos, se procedié a calcular la distribucién
asintética del coeficiente de correlacién parcial a lag 1. En el articulo publicado por Percival,
Sardy y Davidson (2000), se menciona que el bootstrap no paramétrico via onduletas no es ade-
cuado para estimar la desviacién estandar de p; en comparacién con el bootstrap por bloques,
y nuevamente es adecuado cuando se compara con el bootstrap paramétrico en los residuales.
Ademds, en el mismo articulo mencionan que el bootstrap no paramétrico via onduletas no es
apropiado para estimar la media de p;.
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Sin embargo nuestras simulaciones nos permiten dudar de esta afirmacién. Una conclusién
derivada de esta tesis, es que el método paramétrico tiende a generar muestras bootstrap que
estdn mas correlacionadas entre si. Por otra parte, el método no paramétrico tiende a generar
muestras bootstrap con menor correlacién entre si. Por las razones anteriores, la convergencia
a valores asintdticos de los valores estimados al usar el método no paramétrica es mas rpida.
En ambas situaciones, tanto cuando se especifica correctamente un modelo para los datos,
como cuando no se especifica adecuadamente un modelo (es decir, se comete un error en la
especificacién del modelo), el método paramétrico tiende a generar muestras bootstrap mas
correlacionadas entre sf. Es por esta situacién que el método no paramétrico puede resultar
mds eficiente para estimar la media de p; inclusive cuando el modelo estd bien especificado.

X1
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Capitulo 1

Series de Tiempo Estacionarias.

Un proceso estocéstico es una familia de variables aleatorias { X,,t € T}, definidas en un espacio
de probabilidad (€2, F,P) donde T es un conjunto de indices. En el contexto de series de tiempo
el conjunto de indices T considerado usualmente es un conjunto discreto, por tanto en esta tesis,
trabajaremos con procesos a tiempo discreto y mas especificamente con T C Z. Asi entonces,

para cada t € T fijo se tiene la variable aleatoria
X, : (QF)— (R,B(R)),
mientras que para cada w € £ fijo tenemos la sucesién en R dada por Xy, (w), Xy, (w), ...

Definicién 1.1. Si {X,,t € T} es un proceso tal que E(X}?) < 0o para cada t € T, entonces

la funcidn de autocovarianza vx (-, ) de X, se define por
Tx (1,8) = cov (X, Xs) = E[(X, ~ E(X,)) (Xs — E(XJ))]
para cadar,s € T.
Dado que el conjunto de indices T" esta representando los tiempos en que se observa la coleccién

de variables aleatorias { X, : t € T} nos referiremos indistintamente a esta coleccién como serie

de tiempo 6 proceso estacionario.

Definicion 1.2. Sea { X,,t € T} una serie de tiempo con conjunto de indicesT = {...,—1,0,1,..

decimos que {X,,t € T} es estacionaria de seqgundo orden s

(i) E (|XL|2) < > para todot € T.

(1i) E(X,) = p para todo t € T.

3



1 Series de Tiempo Estacionarias.

(i) vx (r,8) = vx (r + t,s + t) para toda r,s,t € T.

Nota 1.1. Si{X,,t € T} es estacionario de seqgundo orden, por (iii) si tomamos a t como —s,
entonces obtenemos

Tx (7",5) =X (7" - S:O)
para toda r,s € T. Andlogamente sit = —r,
X (T,S) = Tx (0:5 —r)f
Es decir, st {Xy,t € T} es estacionario de seqgundo orden, su funcién de autocovarianza, vx (t,s)

s6lo depende det y s a través de h =1t — s.

Por lo tanto, si {X,,t € T} es un proceso estacionario de segundo orden, podemos escribir su

funcién de autocovarianza como una funcién que depende de un sélo pardmetro h € Z

Tx (h) =X (h, 0) = cov (Xt+h.yXL) )
para toda t, h € Z.

A lo largo de este trabajo la frase: {X,,t € T} es un proceso estacionario, se usard para. referirnos
a que el proceso {X;,t € T’} es estacionario de segundo orden. La funcién de autocovarianza de
un proceso estacionario satisface tres propiedades importantes que la caracterizan:

Proposicién 1.1. Sivx (-) es la funcidn de autocovarianza de un proceso estacionario {X,,t € T},
entonces

(i) vx (0) > 0
() |vx ()| < vx (0)
(@) v (h) = v(=h)

Demostracion. A saber
vx (0) = cov (X,, X;) = var (X;) > 0.

Ademas, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz y dado que el proceso es estacionario se tiene
lo siguiente:



1 Series de Tiempo Estacionarias.

[vx (B)] = Jeov (Xupn, Xo)| < var (Xepn) 2 var (X)Y? = vx (0) = cov (X, X,) -

Finalmente
7x (=h) = cov (X,_n, Xi) = cov (Xt1Xt+h) = vx (h)

O

Definicién 1.3. Una funcién real definida en los enleros, k : Z — R, se dice que es no negativa
definida s1 y sélo si
n n
ZZain(t,— — tj)aj > 0
i=1 j=1

para todo entero positwo m, para todo vector a = (ay, as, . . . a) €eRM yt = (t1,t2, ... )T e

Z".

n

Nota 1.2. Una matriz simétrica K = {l»:,g}id:l

es no negativa definida st
n n
Z Z aikijaj = aTKa > 0

i=1 j=1

para toda a € R™.

Un teorema importante que caracteriza a la covarianza es el siguiente:

Teorema 1.1. Una funcidn real definida en los enteros es la funcién de autocovarianza de una

serie de tiempo estacionaria si y sdlo si es par y no negativa definida.

Demostracidn. Primero probaremos que la funcién de autocovarianza yx de un proceso esta-
cionario {X,,t € T’} es no negativa definida.

Seana=(al,ag,...,an)TeR"yt=(tl,tz,...,tn)TGZ"; sea

~E(X.,))",

n

Zt = (th _IE(Xll)vth —IE(XL;),--~,XL

entonces se tiene que
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0 <war (a’Z) = a"E [Z,Z]] a = a"T,a, (1.1)

donde Fn = [’)’X (fq - t]')]n

. . . T
ij=1 €S la matriz de varianzas y covarianzas del vector (X,,, X, .., Xs,)" ;

)

por lo tanto la varianza se puede reescribir como:

var (aTZl) = Z Z aiyx (i — t;) aj.

i=1 j=1
Ademads por la proposicién (1.1 (iii)) yx es par.

Conversamente, sea k : Z — R funcién par y no negativa definida. Sean n € N, t € Z*,
t = (ti,ta,...,t,) donde t; <ty <... < t,y F; la funcién de distribucién en R” cuya funcién
caracteristica es de la forma

Py (u) = exp (—u" Ku/2),

donde u = (u),ug,...,u)” € Ry K = [k(t —tj)]zj=l. Como k es no negativa defini-
da, entonces la matriz K también lo es y por tanto $, es la funcién caracteristica de una
distribucién normal n-variada con media cero y matriz de covarianza K. Para un vector
y = (U1, y2,--.,9.)7 € R™ denotemos por y (i) al vector n — 1 dimensional dado por y () =
(Y1, Y2y -+ Ui 1, Yieds - -+ yn)T, entonces

lim @ (u) = e~ (T K ui)2 Doy (u (7)),

u;i—0

donde K (i) es la matriz de dimensién (n — 1) x (n — 1) obtenida de la eliminaci6n del i-ésimo
renglén y de la i-ésima columna en la matriz K. Se concluye que las distribuciones Fi son
un sistema consistente de distribuciones de dimensién finita, entonces por el teorema de Kol
mogorov, (Teorema (A.1)), se tiene que existe una serie de tiempo {X,, ¢ € T} con distribuciones
de dimensién finita F} y correspondientes funciones caracteristicas ¢, para cada n € N. En par-
ticular, la funcién de distribucién conjunta de X; y X; es normal bivariada con p = 0 y matriz

de varianzas y covarianzas

es decir, cov (X;, X;) = k(i — j). H

Definicién 1.4. El proceso {X,,t € T}se dice que es ruido blanco con media 0 y varianza o?
st y sélo st para todat € T, 7 # 0, 7 € Z, se tiene que E[X,] = 0, Cov (X, Xisr) = 0 ¥
Couv (X, X,) = o°



1 Series de Tiempo Estacionarias. 1.1 Representacion Espectral de Procesos Estacionarios

1.1. Representacion Espectral de Procesos Estacionarios

La representacién espectral de un proceso estacionario { X,,¢ € T'} consiste en la descomposicién
del mismo en la suma de componentes sinoidales con coeficientes aleatorios no correlacionados.
A la par de esta descomposicion, se tiene anilogamente una para la funcién de autocovarianza
de {X,,t € T}. El andlisis de procesos estacionarios por medio de su representacién espectral
se conoce como andlisis en el dominio de frecuencias de la serie de tiempo.

Nota 1.3. Al conjugado del nimero complejo z se le denotard por Z.

Definicion 1.5. Sea {X,,t € T} un proceso con vaelores en los nimeros complejos, decimos
que {X,,t € T} es un proceso estacionario de segundo orden si E (IXJQ) < 00, E(X,) es
independiente de t y ademds E (X, 11X;) es independiente de t.

Definicién 1.6. La funcidn de autocovarianza v (-) de un proceso estacionario de sequndo
orden con valores en los complejos {X,,t € T} se define como

y(h)=E (X¢+h—)-(7) - E(X4n)E (71) :

Luego entonces
v(0)=E [| X, - E(X) |2] = var (X,)

es real.

Las propiedades de la funcién de autocovarianza dadas anteriormente se pueden reenunciar en

términos de funciones de autocovarianza de valores complejos como:

(i) 7x (0) > 0,

(i) Jvx (h)] < vx (0),

(iii)yx () = vx (—h).
Entonces el teorema de caracterizacion para las funciones de autocovarianza se puede reenunciar
de la siguiente manera:

Teorema 1.2. Una funcién K (-) definida sobre los enteros y con wvalores en los numeros
complejos es la funcidn de autocovarianza de una serie de tiempo estacionaria, probablemente
con valores complejos, si y sélo si K (1) es Hermitiana y no negativa definida, es decir, si y sélo
si K (n) = K (=n) y ademds
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n n
> aK(i-5)aG >0 (1.2)
i=1 j=1
para todos los enteros positivos n y todos los vectores a = (a;, as, - .. ,an)T e C™.

Demostracidén. Primero demostremos la necesidad

Subongamos que K es la funcién de autocovarianza de una serie de tiempo estacionaria,
{X.,t € T}, entonces hay que demostrar que K (h) = K (—h). Recordemos que

K (h) = E [XesnX:] — E[X,1n] E[X],

por otra parte,

K (=h) = E [X,_pX\] —E [Xion] E[X)] (1.3)
ademads tenemos que
K (—h) =E [X, 21X - E[X,_a] E [X.]
y esta expresién no depende del valor de t. Luego podemos substituir ¢ = 7 + h, de donde
=[E [X'rx'r+h -E [Xr] E X'r+h )
de la expresién (1.3) y del hecho de que la funcién K no depende de ¢ obtenemos
K (=h) =E [X;1X:| — E[X, ] E [X;] = K (h)

El hecho de que K sea no negativo definida se sigue de aplicar un argumento como en la
ecuacién (1.1). En este caso se tendria que

n n

0 <var (aT2) =E[aT2Z7a| = TR [277|a=) ) &K (1.1)T,
=1

=1 j=I

6
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Ahora probemos que para todan € Ny a € C",

> aik(i—j)a; > 0.

ij=1

Sea K (h) = K, (h) + 1K, (h) funcién hermitiana y no negativa definida, y sea L) matriz de
2n x 2n definida por

[ K Kén)} (1.4)

donde Kf“) =K (i—j)y K.g”) = K, (i—j)parai,j=1,2,...,n Entonces L™ es una matriz
real, simétrica y no negativa definida.

Dado que K (h) y K, (h) son la parte real e imaginaria respectivamente de K (h), entonces
Kf”) y Kén) son funciones reales, por lo tanto efectivamente L™ es una matriz real.

Ahora, dado que K es una funcién hermitiana se tiene que

K(h) =K (=h)

por lo tanto

K (h) +iKy (h) = K; (—h) + iK; (—h) = K| (—h) — iKy (—h) = K, (—h) — iK; (—h)

entonces tenemos que

y ademas

Ky (h) = —Ka (~h) (16)

Entonces de la ecuacion (1.5) se tiene que K™ (i —j) = K™ (j —14) es decir, K es una
matriz simétrica, ademss de la ecuacién (1.6) se tiene que K™ (i — j) = — K (5 — 1), por lo

tanto K> es una matriz antisimétrica y ademas con ceros en la diagonal principal.

7
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Por lo tanto se tiene que la matriz L™ definida, en (1.4) es real y simétrica, ahora demostremos
que es no negativa definida:

Sean a,b € R", entonces verifiquemos que se satisface la ecuacion (1.7)

[aT bT ] 5] [ a ] >0 (1.7).
b
A saber
[ T T ] Lol 2| [ T T 1 Kf" Ké") a
a b - a ] 2 K(n) K(n b
1 K(" KM || a
I P R 2
1 n a
- [ aTK bR AT K + T | [ ]
2 b
= % (aTK{"a — b7 K{Va + aT Kb + b K {"b)
es decir,

[ al bl ] L [ ta) } = % (aka'“a +2aT Kb + bTKf")b) . (1.8)

Consideremos a una matriz M, cuyas entradas pueden ser nimeros complejos. Denotaremos
la operacién transpuesta Hermitiana aplicada a M, la cual consiste en conjugar cada elemento
de la transpuesta de la matriz M, por H.

Por ejemplo para

tenemos que
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3 =
3 3

[

Entonces de acuerdo a Strang (1985), (a + ib)” (Kl(") + iKén)) (a +ib) es real, es decir

i

(a+ib)" (K§“’ n ixgn)) (a+ib) = (atib) (K§"’ + iKé“)) (a + ib)

= (a—ib)" (Kf") + z'Kg“)) (a+ib) = (a” —ibT) (Kf’” + m§">) (a + ib)

(a"Ka + bTk{a ~ aTK§Vb + bTK{"b)

+

i (aTK{™b + bT Kb + a K{Va - bTK{Va)
=a"KMa+bTKMa—a"K{"b + bTK"b = a"K™Ma - bTK{Ma+aTK{"b+bTK™b

por ser aT Kb y aT K{b reales, entonces lo que se tiene es

(a+ ib)" (1{5’” n ikg")) (a+ib) = aTKMa + 2a" K{"b + bTK("b (1.9)

Por lo tanto, de las ecuaciones (1.8) y (1.9) se tiene que

1
[ aT b7 ] L™ { Z } - —;—(a—kib)H (K,(") +¢K§"’) (a-+ib) = 5 (a+ib)" K (a+ib) >0

(1.10)
Por ser K funcién Hermitiana y positiva definida.

Ahora, utilizando un argumento anslogo al desarrollado en la demostracién del teorema (1.1),
por el teorema de Kolmogorov se tiene que existe un proceso Gaussiano bivariado {(Y,, Z,)T) =
0,£1,£2,...} tal que

(Yies, Yiras- -, Yism Zosts Zevzs -+ Zign) ~ N (0, L(n)) .

Definiendo X, = Y, + iZ, se tiene que E [X,] = E[¥;] + {E(Z,] = 0 para toda t.

Ademads
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E[X Xwn] = E[(Y, +2,) (Yign +1Z04n)]
= EYYyun— 2i2in +iYiZin — 12, 2014)
= E[Y,Yisn] — E[Z:Zesn] +iE [V, Zesn] — iE [Z:Zin)
= 5 (L () + K () + 4 () — 4 (~ K ()
= Ky (h) +iKy(h) = K (h).

Ahora avancemos un poco hacia la representacién espectral de un proceso estacionario, para

esto consideremos el siguiente proceso que serd retomado més adelante.

Sea {X,,t € T} tal que

Xe=) A(N)e™, (1.11)
j=1
donde -7 < My < X <. <A, =71y A(N),A(A2),..., A(As) son variables aleatorias no

correlacionadas con valores en los complejos y tales que

E [A (,\j)A(Aj)] — o2, para toda j = 1,2,...,m.

Entonces se tiene que

E[X,]=E [Z A(y) } =D E[AQg)e™] = 3 e E[AN)] =0,

=1 j=1

es decir,
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E [Z A()y) ettrhA Zme—n,\]}
J=1 po
= E [Z Z A(X;) meu(xj—xk)eim,]

J=1 k=1
_ i i G =2) pihtA [A () A (/\k)]
7=1 k=1

- i eihAjUJ? + Z eit()\j_)\k)eih)\jIE [A (/\J) A (/\k)] - i eih.)\jUJZ
j=1

ki =1

por ser A (A;) y A(A) no correlacionadas, ademés la dltima expresién es independiente de ¢.

El teorema (1.2) nos da la caracterizacién de las funciones de autocovarianza definidas en los
enteros con valores complejos, como aquellas que son hermitianas y no negativa definidas. El
teorema de Herglotz, (Teorema (1.3)), que a continuacién se enuncia y demuestra, da una
caracterizacién de la funcién de autocovarianza muy especial y de gran interés para nosotros.
Esta caracterizacion sera utilizada posteriormente.

Nota 1.4. Se hard la siguiente convencidn: vx (-) =7 ()

Teorema 1.3. (Teorema de Herglotz) Una funcidn compleja definida en los enteros (-),

es no negativa definida st y sdlo st

v(h) = /[_ le"h"dF(u) (1.12)

para toda h = 0,+1£2,..., donde F (-) es una funcion real acotada, no decreciente, continua
por la derecha en [—7, 7] y tal que F(—=n) = 0. A la funcion F se le llama Funcion de
Distribucion Espectral de v. Si ademds

A
Fo)= [ fwa,
donde —m < X\ < 7, entonces a f se le llama Densidad Espectral de « (-).

Demostracion. Supongamos que

11
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V= [ earw),

donde F' es una funcién como se explicita arriba, entonces,

¥ (=h) = /[_ TR W),

Por otro lado tenemos que

v(h) = /[_wq erdF (v) = /[_7{|7r| e MAF (V) = /[_"‘ﬂl e AR (v),

puesto que F es real. Por lo tanto se tiene que v (—h) = 7 (h). Ahora consideremos
a=(ayay,...,a,;) € C" luego,

Zn: Zn: ay(r—s)a, = Zn: }TL: ara_s/ gr=slvgp (v)
r=1 s=1 r=1 s=] l—"’"l
= / z”: Za,a AR (v) = / (i: a,ei’”) < S a_e"s"> dF (v)
[~ r=1 s=1 {=m.m) r=1 s=1

L) B

por lo tanto 7 (-) es no negativa definida y por el teorema (1.2)' se tiene que v es una funcién

I
_—

de autocovarianza.

Conversamente supongamos que v (-) es no negativa definida, v : Z — C y definamos a fn de
la siguiente manera:

N N
fN( — LNZZE zru T——S eisu:ﬁzze—i(r—s)u,y(r_s)

r=1 g=1 r=1 s=1
los sumandos de la dltima expresion se pueden escribir como

12
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r=1 r = r=3 r=N
s=1 e—'O)u,y (0) e—i(l)u,y(l) e—i(2)u,y (2) e-—i(N—l)u,Y (N _ 1)
s=2 ey (-1 MOy (0) ey (1) oo eTNBvy (N - 9)
§ = e i-2vy (-2) e—z’(—l)u7 (-1) e~ 0y ) --- e UN=3)v (N —3)
s=N e—i(l—N)U,Y (1 _ N) e_i(Q—N)U’Y (2 _ N) . . €_i<0)u’)‘ (0)

es decir

r=1 r=2 =3 r=N
s=1 e—i(O)u,y (0) e—i(l)u,y (1) e—i(2)u,y (2) . e—i(N—l)u,Y (N _ 1)
s=2 (1) e—i(O)u (0) e‘i(‘)”'y (1) L. e—i(N-—Q)u,Y (N _ 2)
s=3 - (_2)”’7 (2) e‘i(‘l)“»y (1) e_i(o)”’y 0y --- e—i(N—3)U7 (N =3)
s=N e =Ny (N —1) e @My (N - 2) o e~ (0)

entonces, sumamos sobre las diagonales de esta matriz cada

m=r—-s=1-N2~-N,...,-1,0,1,...

N-1=-—(N=1),....,-1,0,1,...,(N—1).

1

Por ejemplo, para m = 0 se tienen N sumandos en la diagonal principal, para m = %1, o

sea, | m |= 1, se tienen N — 1 sumandos en cada diagonal arriba y abajo de la principal, y

asi sucesivamente. Por lo tanto podemos escribir

1 —imv 1 | | —imv
V)= 3 (- ImDe vim = % (1= ) e,

jm{<N

Notemos que a partir de este hecho se puede ver que fy es real:

fn(vy =

D) (-l emnm-t T (1) e m

13
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N-1 -1
1 1 |m |\ _; 1 | m | .
= i(0) _ my m _ —imv
27re 7(0)+27r (1 N )e 7 )+27r Z (1 N )e 7(m)

m=1 m=—(N-1)
N-1 N—1
1, 1 |m |\ _ 1 Im |\
— - ,=i(0) 0 . _ imy - _ imy, ¢
5. ¢ ~( )+2”m=1 1 a )e 7(m)—i—27r g_l <1 )¢ ¥ (=m)
N-1 N-1
1 1 |m |\ _ 1 | m |
- 0 . 1— imv _ _ imy
370+ 52 3 (1= ) e >+2Wm=1<1 1) omy )

donde como 7 (0) = v (—0) =~ (0), entonces se tiene que v (0) € R.

Por ser v(-) no negativa definida, se tiene que fy (v) > 0 para toda v € [—m,n|. Ademas,

fn :(=m,m) — R es una funcién continua por ser combinacién lineal de funciones continuas de

—imy

v, es decir, por ser combinacidn lineal de funciones exponenciales de la forma e

Sea Fy la funcidén de distribucién correspondiente a

fN () 11(—1r,‘lr] () )

entonces, se tiene que Fiy (A) = 0 para A < —m, Fy (A) = Fy (7) para A > typara —m < A<

A) = /_/\ Sn (v)dy, (1.13)

entonces, para toda h € Z

. . ] .
M dFy (v) = / e fu (V) dv = / e —— e ™~ (m) (N — |m|)dv
/(—1r,1r] (—mm) (—~m,m) 2rN Z

|m|<N
1 _ |m| —~i(m—h)v
e S pbym) [ etray = S (1B gy [ v,
N Z; (=] [ml<N (=mm]
donde
_1_ e—i(m—h)udy — 0 m # h’ (1.14)
27 (—m,m) 1 m=h

14
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lo anterior es cierto puesto que:

(i) Para m = h se tiene
1 .
e Ovdy = / Lalz/ =1
-7 {

g ( —TV,"J 2w

(i1) Para m # h se tiene que para toda k=m — h

1 1

- —i(m—h)v e —i(k)v
o | € dv ] e dv
(—m7| (—m.m|
! kvyd . / (kv)d
= — — i n(kv
27 Jiam cos(kv)dy o o se v
1
= 5 o cos(kv)dv
_ 1 _d_sen(ku)du
27(' (~rr,7r] dl/ k
— et -0
= g sen(ky -
puesto que la funcién sen(-) es impar. Por lo tanto
, (1—M)7(h) lh| < N
/ eMdFy (v) = N (1.15)
(=m,7] 0 en otro caso.

Ahora, usando (1.15) se tiene que

para toda N. Ademads como
FN (7T) = / dEV (l/)
(=)

podemos utilizar ] teorema de Helly y el teorema de Helly-Bray'. Asi dado que por construccién
la sucesién de funciones Fn resultan scr de Distribucién Generalizadas, podemos aplicar tanto

'ver apéndice A

15
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el teorema (A.2) como el teorema (A.3) para garantizar la existencia de una subsucesién {Fo}

de {F.} tal que para cualquier funcién continua y acotada g con g (m) = g(—m), se tiene que

lim /(_m g(w)dF, (v)= /(_m g(W)dF (v).

k—o0

Entonces sustituyendo N por N en la ecuacién (1.15) y haciendo k — oo, tenemos que

lim / eMdFy, (V) =7 (h),
(=m.m)

k—o0

es decir,

5 (h) = / M AF (1) (1.16)
(=m7]
que es la representacion espectral de v (-) buscada. a

Corolario 1.1. Una funcién v : Z — C es la funcién de autocovarianza de un proceso esta-

ctonario {X,,t € T} si y sdlo si, se cumple una de las dos proposiciones siguientes:

(i) v(h) = f(q ﬂ] e™dF (v), para toda h = 0,4£1,£2,..., con F funcién continua por la
derecha, no decreciente y acotada en [—m, 7] y F (—7) =0.

]

(i) 37 ,-y ey (i~ J) @ > 0 para toda n € N y para toda a = (a1, a2, . .. Jan)' € C™.

Demostracion. Por el Teorema de Herglotz (Teorema (1.3)) se tiene la equivalencia entre (3) y
(42). Ademas (i) implica que « (-) es Hermitiana, por lo tanto se puede aplicar el teorema (1.1)
si v es tal que satisface (1) y (). O

Finalmente veremos un teorema que explicita las condiciones para que exista la funcién de

densidad espectral asociada a un proceso estacionario {X,,t € T}.

Teorema 1.4. Sea K : Z — C tal que 3 ... |K (n)| < oo entonces

K (h) = /_" e f (V) dv

™

16
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para h = 0,41, £2,..., donde

para toda A € [—m, 7).

Demostracidn.

/ﬂeihuf(y)dl/:/”% Z —muK lhudl’_/ QL i i(n— huK )d
1 & :
= _Z

/ e Mray = K (h),

la dltima igualdad se obtiene utilizando la ecuacién (1.14) de la demostracién del teorema de
Herglotz, (teorema (1.3)), y el teorema de Fubini. O

Corolario 1.2. Una funcidn con valores en los complejos, absolutamente sumable y definida

en los enteros, vy (-) : Z — C, es la funcidén de autocovarianza de un proceso estacionario si y
sélo si

1 K
=5 Z e "y (n) (1.17)
4 n=—oco
para toda A € (—m, 7] . En cuyo caso f (-) es la densidad espectral de 7y (-).

Demostracidn. Primero supongamos que < (-) es la funcién de autocovarianza de un proceso
estacionario, entonces 7 (-) es no negativa definida, Hermitiana y absolutamente sumable, por

lo tanto
R 1 | m |
0< — —irA _ A _ —imy
< fnv(w) N r%:le y(r—s)e o lm§|<N (1 N ) ey (m)

la cual converge a f (\) cuando N — oo, por un argumento similar al que se dio en el teorema
de Herglotz (Teorema (1.3)), por lo tanto tenemos que f {(\) > 0; ademds por el teorema (1.4)

1) = [ e )i

17
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para toda h =0, %1, +2,..., luego f es la densidad espectral de v deseada.

Conversaimente, supongamos que f () es la densidad espectral de (), la cual es absolutamente
sumable, entonces por el teorema (1.4) se tiene que

0= [ e wa

k4

para toda h = 0,41, 42,.... Dado que f (A\) > 0 entonces v (-) satisface el teorema de Herglotz,
(1.3), de donde se tiene que

P = [ @,

y por el corolario (1.2), v es la funcién de autocovarianza de un proceso estacionario con
densidad espectral f. O

18



Capitulo 2

Teoria de Filtros y Onduletas.

A principios del siglo XIX el matematico francés Jean Baptiste Joseph Fourier afirmaba que
cualquier funcién periédica se podia expresar como una suma, infinita de senos y cosenos de
diversas frecuencias, esta afirmacién con el tiempo se extendié a funciones no periédicas que
cambian con el tiempo en vez de repetir su forma una y otra vez, esto se hacia por medio de
la Transformada de Fourier. Esta herramienta fue la preferida para resolver varios problemas
de fisica e ingenieria. Un analisis més profundo del método, hizo notar que la teoria de Fourier

tenia ciertos problemas para algunas aplicaciones.

Aunque cada cientifico intentaba resolver los problemas especificos de su respectivo campo,
todos comenzaron a llegar a la misma conclusién: el origen de estos problemas son las transfor-
maciones de Fourjer en si. También llegaron en esencia a la misma solucién: quizés al dividir
una senal en componentes que no fueran ondas sinusoidales puras seria posible condensar la
informacién tanto en el dominio del tiempo como en el de la frecuencia. Esta es la idea que
finalmente se denominaria onduleta. La primera aparicién de las onduletas fue en 1909 en la
tesis del matemdtico Alfred Haar, quien introdujo a las funciones ahora conocidas como on-
duletas como un conjunto ortonormal de funciones con soporte compacto, es decir, funciones
que se anulan fuera de un intervalo finito, con el tiempo llamadas bases de Haar; sin embargo
debido a que estas funciones no eran continuamente diferenciables sus aplicaciones se vieron
limitadas. En 1946 el fisico Dennis Gabor introdujo la transformada de Gabor, andloga a la
transformada de Fourier, la cual consist{a en una base no-ortogonal de onduletas con soporte

no acotado, basado en funciones gaussianas trasladadas.

El término onduleta proviene del campo de la sismologia, bautizado por Ricker en 1940 para
describir el efecto de un impulso sismico agudo o una carga explosiva. En 1982, Morlet, ingeniero
de Elf-Aquitanie, demostré cémo estos efectos sismicos se podian modelar perfectamente con las
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funciones definidas por Gabor. Morlet desarrollé su propia forma de analizar las sefiales sismicas
para crear componentes que estuvieran localizados en el espacio, a los que denominé onduletas

de forma constante las cuales posteriormente se conocerian como onduletas de Morlet.

Alex Grossmann, fisico del Centre de Physique Théorique de Marsella con quien Morlet tra-
bajé durante un afio confirmaron que las sefiales sismicas se podian reconstruir a partir de
sus descomposiciones en onduletas. De hecho, las transformaciones de onduletas resultaron fun-
cionar mucho mejor, en la mayoria de los casos, que las transformaciones de Fourier. El articulo,

publicado en 1984, de Morlet y Grossmann fue el primero en el que se utilizé la palabra onduleta.

Yves Meyer, actualmente en la Ecole Normale Supérieure de Cachan, uno de los fundadores de
la teoria de las onduletas, fue el primero en relacionar las onduletas de Morlet con las onduletas
matemdticas anteriores. Meyer continué su trabajo para descubrir un nuevo tipo de onduleta con
una propiedad matemdtica denominada ortogonalidad, la cual hacfa que manipular y trabajar
con la transformacion de onduletas resultara tan facil como con una transformacién de Fourier.
En 1986, Stéphane Mallat, un antiguo alumno de Meyer vinculd la teoria de onduletas a la
literatura existente sobre codificacién de sub-bandas y filtros de duplicacién de cuadratura,
que son las versiones de las onduletas usadas por la comunidad de procesamiento de imégenes.
La idea del andlisis multiresolucién, es decir, la observacién de una senal a distintas escalas
de resolucién, ya era familiar para los expertos en procesamiento de imdgenes. Mallat, en
colaboracién con Meyer, demostré que las onduletas estdn implicitas en el proceso del andlisis
multiresolucién.

El lenguaje de las onduletas también resultaba més cémodo para los ingenieros eléctricos,
quienes adoptaron términos familiares tales como filtros, altas y bajas frecuencias. E] dltimo
gran avance se logré en 1987, cuando Ingrid Daubechies mientras visitaba el Courant Institute
de la Universidad de Nueva York y posteriormente durante su trabajo en los laboratorios AT
& T Bell, descubrié una clase completamente nueva de onduletas, que no sélo eran ortogonales
(como las de Meyer) sino que también se podian implementar mediante sencillas ideas de
filtrado digital, estas nuevas onduletas eran casi tan sencillas de programar y utilizar como
las onduletas de Haar, suaves, sin los saltos de las onduletas de Haar. Al combinar las ideas
de Daubechies y Mallat, se disponia de una transformacién ortogonal y sencilla que se podia
calcular rdpidamente en las modernas computadoras digitales. Las onduletas de Daubechies
convirtieron a la teorfa en una herramienta practica que cualquier cientifico con una formacién

matemadtica minima puede programar y utilizar con facilidad.
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2 Teoria de Filtros y Onduletas. 2.1 Transformada Discreta de Fourier

2.1. Transformada Discreta de Fourier

Sea {a,:t=0,1,2,...} una sucesién de niimeros reales o complejos tales que

[s.0)
Z lay]? < co.

t=—o00

La transformada discreta de Fourier (DFT) de {a,} es la funcién A(f) con valores en los
complejos definida por

A(f)= D a0 (2.1)

donde —oo < f < oo es un niimero real llamado frecuencia. A menudo a la funcién A (f) tam-
bién se le llama anélisis de Fourier de {a,}. Esta funcién tiene varias propiedades importantes

que vale la pena enunciar dado que se utilizardn constantemente més adelante:

(i) La funcién A (-) es periédica y con periodo 1, es decir, para cualquier j € Z se tiene que

A(f+7)=A(f):

oo [o o] o0
A(f+7) = Z Pl ) L Z ae” i temimit — Z ae ¥t = A (f).
t=—c0 t=—00

t=—00 -

(i) Si{a,} es real, entonces A(—f) = A(f), a saber

oo
A=) =Y ae™ !,
t=—00
y POr otra parte tenemos que
o] [eed o
A(f) = Z ae it = Z ae @t = Z eI,
l=—0c0 t=—c0 t=—o00

por lo tanto se ticne la igualdad deseada.
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2.1 Transformada Discreta de Fourier 2 Teorfa de Filtros y Onduletas.

(iii) La sucesién a, se puede recuperar de A (f) usando la siguiente relacién:

1/2 ]
a, = A(f) e igf (2.2)
—-1/2

parat = =+1,+2,...

1/2 12 [/ oo .
A(f) ei27rjtdf — / ( Z ase—ﬂw[s) ei21rftdf
~1/2 172 \ oo,
1/2 o ' 00 1/2 :
:/ Z ase—ﬂwf(s—t)df _ Z as/ e—inrf(s—L)df
-1/2 " s=—00 -1/2

para esta ultima igualdad se utilizaron los siguientes hechos:
Sea S : R — C funcién periédica con periodo 1, tal que sea cuadrado integrable es decir,
1/2
[ ispra<e
-1/2
Y sea la sucesién de funciones {Sy (f)} definidas en L?(B(-1/2,1/2],(-1/2,1/2], )
donde Sy (f) = S°n__y axe'?™/¥; entonces demostremos que

1/2

}m | S(f)=Sn(f)I*df =0

N=oo 172

equivalentemente, demostremos que la sucesion de funciones {Sy (f)} es una sucesién de

Cauchy, a saber sim <n

n m
2nfk _ 2 fk (|2
) axe |

15 (f) = S () I?

k=—n k=-m
n n )
— ” Z aket27rflc||25 Z ||akei21rjlc”2
k=m+1 k=m+1
n n
= > llaxhlle®™ ™ )P = >~ llaxll® < oo
k=m+1 k=m+1

por lo tanto es una sucesién de Cauchy en L% y por lo tanto se tiene que la suce-
sién converge en L?. Ahora definamos el siguiente producto interno en L? (—1/2,1/2) x

L?2(-1/2,1/2) en C
1/2

(f9) = fH)g(t)dt

~1/2
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2 Teoria de Filtros y Onduletas. 2.1 Transformada Discreta de Fourier

entonces este producto interno as{ definido es una funcién continua en L%. Luego

1/2 _ 1/2 oo . )
/ A(f) ezZ‘nﬂdf = / Z a’se—‘lz?ffseizn'f[df
- -1/2

1/2 s=-00
1/2 <@
_ / Z ase—iwa(L—s)df’
-1/2 §=—00

entonces aplicando lo realizado anteriormente, se tiene que

12 m 0o
—i2nfn _i2nw ft _ 27 f(t—n) —12mfn i27 ft
ane e df = / ane /‘/ ané e df
/_ > e Z >

1/2 1/2

n=-m n=-—m n=-o00
/2
_ / S anetn6-m)
=1/2 e o
por lo tanto
n=00  .1/2 . 1/2 n=00
Z / aneﬂwf(t—n)df :/ Z an er.27rft n)df
n=—00 -1/2 —1/2

Esta Ultima propiedad es muy importante porque nos dice que podemos reconstruir a
{a,} por medio de su Transformada Discreta de Fourier. Cuando {a;} y A(f) satisfacen
(2.1) y (2.2) decimos que son un par de Fourier y lo denotamos por

{a} = A(f). (2.3)

Hay otras dos propiedades importantes de las cuales se va a hacer uso constante en el
desarrollo de la teorfa de filtrado y necesarias para la teoria de onduletas.

(iv) Supondamos que los pares {a,} « A(:) y {b} < B(-), son tales que 3> ___ la,)? < 00 y

Y lbl < 00, entonces se tiene la versién para dos Sucesiones del teorema de Parseval,
es decir,
o 1/2 .
> ahi= [ aNBUY (24)
t=—o0c -1/2

Un corolario inmediato es el siguiente
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2.1 Transformada Discreta de Fourier 2 Teorfa de Filtros y Onduletas.

Z o] —/ AP df. (2.5)

(v) Consideremos el par de Fourier {a,} & {A(f

)}. Entonces la Transformada Discreta de
Fourier de la sucesién {as, :n =0,£1,+2

.- .-} es la funcién definida por:

C(f)=%[A<é)+A<é+%)]. (2.6)

A saber
f 200: —i2n( L)t _ § i ft
4 (5 =L:—ooate (2) L:—ooae

Por otra parte tenemos que

fo1 g £41) >
S 1 Z —iom(L+L) _ Z a e~ U
4(F+g)=2
oo
_ Z ate—iwﬂe—i‘nt — Z (_1)Lale—~i1rft’
t=—00 t=—c0o

de donde

f f 1 —11r Jt —imft __ = —im f(2t)
A(E ca(frg)- 3w +Z Vae =2 ) ane™ I,

t=—00

B =

ORI
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2 Teoria de Filtros y Onduletas. 2.2 Convolucion

2.2. Convolucién

Sean {a.} y {b,} sucesiones tales que 302 |a,[* < 0oy 3202 |bi]* < 00, entonces se define
la convolucidn entre {a,} y {b,} como la sucesién infinita cuyo t—ésimo elemento est4 dado por

(o)

(axbd), = Z aybi_w ' (2.7)

parat=0,%1,4£2 ...

Supéngase que {a,} « A(:) y {b} < B(-), entonces la Transformada Discreta de Fourier
de la convolucién {(a*b),,t =0,£1,£2,...} es la funcién dada por A (f) B(f) es decir, para

| f1<1/2

(o)

> (axb) et = A(f)B(f). (2.8)

t=—co

Para probar lo anterior tenemos que

[+ oo o
Z (a*b —121rft Z Z aubt ue»~121rft Z Z aubt_ue—i%rft
t=—00 t=—00 u=—00 u=—00t=—c0

(=] 0 oo oo
_ Z a, Z bt_ue—i%rft _ Z G Z bse—i21rf(s+u)
u=—00 t=—00 u=—00 5§=—00

— i aue—i21rfu Z bse—ﬂws:A(f)B(f)

donde la segunda igualdad se obtiene aplicando el teorema de Fubini, y en la tercer igualdad

se realiza el cambio de variable s = t — u, asi,

{laxb)} = A(S) B(f)- (2.9)

Otro concepto relacionado con el de convolucién es el de correlacién cruzada compleja definida

por la relacién
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2.2 Convolucion 2 Teoria de Filtros y Onduletas.

[ee]

(a*b)t = Z Ebu+La (210)

uU=—00

el cual, como se podré ver, es la convolucién de {@;} con una versién de {b,} donde el tiempo
ha sido invertido. Entonces por un argumento similar al que se usé para probar (2.9), se tiene
que '

{@xb),} = A(/)B(f). (2.11)

Haciendo b, = a,, tenemos el concepto de autocorrelacion

(@xa), = Z TuQyuye, con t =0,£1,+£2,.. .,

u=—00

por (2.9) tenemos que

{@xa),} & A(NHA) = AN (2.12)

A la funcién |A(f)|* se le llama funcidn de ganancia cuadrada; un enfoque més relacionado
con el tema principal de este trabajo, es en el cual podemos ver a la convolucién como una
operacién de filtrado, es decir, {a,} juega el papel del filtro y {b,} el papel de la sucesién a
filtrar, asi, {(a x b),} serfa el resultado de filtrar a {b,} usando {a,}.

En terminologfa de filtrado, a la sucesién {a,} se le denomina representacién en el dominio del
tiempo del filtro o sucesién de impulso-respuesta del filtro, mientras que a la funcién A (f) se
le llama representacién en dominio de frecuencias del filtro o funcién de transferencia del filtro.
Un ultimo concepto a introducir en esta seccién es el de filtros en cascada. Considérense la
sucesién de filtros dados por

{am,:t=0,£1,22,...} :m=1,2,..., M} (2.13)

con sus correspondientes funciones de transferencia A, (-). Supongamos que la sucesién {b,} es
la entrada a esta cascada de filtros, es decir, {,} es la entrada a {a1,} con salida {a}} con su

respectivo par de fourier A (f) = A, (f) B (f), realizando la convolucién con {as,} obtenemos
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2 Teoria de Filtros y Onduletas. 2.2 Convolucién

{ai} = {are v} = {or rarix b} = A () AL () B() = AP (/).

Al continuar este proceso de forma inductiva obtenemos que en la m-ésima convolucién

m—1

mmmerAﬂntmume:(HmuﬂBm=AmBux (214)

=1

=

donde "
AN =14 ). (2.15)

Sea {a,} la sucesién impulso-respuesta que es el par de Fourier de A (f), es decir, de acuerdo
con la ecuacién (2.2)

1/2 _
o= [ Aty
-1/2

Si {¢/} es la sucesién resultante de aplicar los m filtros dados en la ecuacién (2.13) a la sucesién
{b,}, entonces por las ecuaciones (2.14) y (2.15), {¢,} es el par de Fourier de A(f)B(f), es
decir,

oc

C = E ab—y

t=—00
parat =0,%£1,%2,....
Ahora supongamos que el m-ésimo filtro es tal que @mi,, # 0¥ Gmkm+Lm-1 # 0, y ademas para

todat < Ky — 1yt > Kn+ L, se tiene an,, = 0, donde L, € Z. Entonces se dice que el
filiro {@m,} tiene longitud L,,. La funcién de transferencia de {a..} estd dada por

Lm+Km-1

Anm (f) = Z am.te_nw'“- (216)

t=ICm

Probemos que la longitud del filtro {am,} resultante de aplicar los m filtros en la cascada,
estd dada por
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2.2 Convolucién 2 Teoria de Filtros y Onduletas.

M
LM =% "Ln—M+1. (2.17)
m=1

Primero verifiquemos para M = 2, consideremos los dos filtros {a;,} y {as.}, entonces la
convolucién de estos dos filtros estd dada por

o0
by = Z Q1 02,0 : (2.18)

u=—0co

La més pequetia ¢t para la cual (2.18) no se anula es ¢ = k) + ko, entonces el valor de b3, 4,
€5 @1k, Qok,, € valor de bak 1h,41 €5 Q1 G2 k+1 + 1k +102k,, Y 880 sucesivamente. La mds
grande ¢ para la cual (2.18) no se anula es t = k; + Ly, — 1 + ky + Ly — 1, entonces el valor de

boer+ Ly~ 1tka+ La—1 €5 ALk +L1—102)4 Ly—1-
Entonces para M = 2 filtros tenemos que la longitud de {b,;} es

LD =k + Ly —14ky+Ly—1—(ky+ks—1)=L1+Ly—1=Ly+ Ly — M+1.

Si repetimos este proceso para M = 3 filtros tenemos que by, = {a), * ag. * a, }, 0 bien,

[oe)
ba, = Z b2,u03,t—u- (2.19)

u=-00

De manera similar a como se hizo para encontrar L, la convolucién de los 2 filtros en (2.19)
tiene longitud L® + Ly — 1, es decir,

3
LO=L® 4Ly —1=(Li+Ly-1)+Ly—1=Li+Ly+Ls—2=) Li-M+1

=1

Asumiendo m = M — 1, entonces tenemos que {bp—1,} tiene longitud

M-
LM-1) ZLi_(M_1)+lv ©(2.20)
i=1

entonces para probar la ecuacién (2.17) basta ver que la expresién (2.20) vale para m = M. Lo
anterior se sigue de aplicar el razonamiento de arriba y la hipdtesis de induccién (2.20) a los

filtros by,_1: ¥ @m, cuya convolucién tendrd longitud
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M
LMD 4, —1= ZL,» - M +1.

i=1

Consideremos ahora a las sucesiones finitas {a, : t = 0,1,2,..., N — 1}, entonces su Transfor-
mada Discreta de Fourier es la sucesién de N variables {4y : K =0,1,2,..., N — 1} dada por

N-1

A= ae %N | =012, N -1

=0

Notemos que si k es un entero tal que 0 < k < N — 1y N es un entero distinto, mayor o igual
que 1, entonces Agynn = Ag, en efecto

N-1 N-1
Agynn = § :ate—t2ﬂt(k+nN)/N — } :a‘e—i27rlk/Ne—i27an Z a, e i2mth/N _ Ap.
t=0 t=0

Entonces podemos considerar a la sucesién {Ay : k € Z} como una sucesioén infinita, periédica
y con periodo N. Estudiemos ahora como invertir el operador DFT en sucesiones finitas:

A saber

N ] M=l N ] NN
A Agel2IN 2 (Z ale—i21r[k/N)ei21rtk/N _ } : } :a[e-iZﬂ(l—t)k/N
N k=0 N k=0  1=0 k=0 1=0

1 N-1N-1 1 N—-1 N-1

_ ale—127rl tk/N _ @ e i2m(I-k/N
N
=0 k=0 N =0 k=0

Si | =t entonces,

N-1
e~t27r(l—t)k/n — N,
k=0
por otra parte, si | # t entonces
N-1 N-1 1_e—i27ru
L —i2n(l—tyk/n _ —i2muk/N __ =0
e = § e = =
1 - e—tZﬂu/N
k=0 k=0
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es decir,

P4

N &~ 0 t#!

E
Il

-1
1 ei2ml=tk/n _ { 1 t=1 : (2.21)

como 0 <! < N—1lentoncessi0<t<N-1tenemosqueu=t—{< N —1, por lo tanto,
0 < 27u/N < 20l < or, luego e2m/N £ 1,

Asi, finalmente tenemos que

N-1

1 .
— N Z Akeﬂ‘ntk/N_ (222)
k=0
Pasemos ahora a estudiar la relacién de Parseval para sucesiones finitas, supéngase que
{a;:t=0,1,...,N—=1} y{b:t=0,1,...,N — 1} son dos sucesiones tales que {a;} « {Ax}
y {b:} < {Bs} entonces

N-1 N1 N-l Nl ] NoIN-1N-l
Z Z Akeﬂmk/N) (N 16—121rt.l/N> — 7 AkBle‘L2‘ll'(k Ot/N
=0 t= k=o 1=0 t=0 k=0 (=0
p NoINoIN A S S | N
2m(k—Ut/N _ N 2m(k—DUN _ =
e A Bettm =it/ =— Ax ! eizmlk=)t/ = ABy
=0 =0 t=0 k=0 =0 =0 k=0

la tltima igualdad se obtiene utilizando el mismo razonamiento que antes. Si hacemos b, = a;
en la relacién anterior, obtenemos el teorema de Parseval (enunciado al final de la seccién (2.1),

expresién (2.4)), para sucesiones finitas, el cual establece que

2

-1

la = Z | Ac[?. (2.23)

t

If
=}

Ahora definamos la convolucidn circular de dos sucesiones finitas. Sean {a,} y {b;} dos suce-
siones finitas de longitud N tales que {a;} « {Ax} y {b:} « {Bk}. Se define la convolucidn
circular de {a,} y {b,} como la sucesién de N nimeros dada por

N-1
a*bLEZaubt_u, parat=0,1,2,...,N -1, (2.24)
u=0
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donde b, se define para ¢ < —1 utilizando su extensién periédica, es decir, b_, = by_1,b_p =
by_2,...,b1-n = b1, b_n = by, etc., una forma equivalente de expresar lo anterior es escribir
N-1
a * bt = § aubl—u mod N
u=0

donde t — u mod N significa el entero t — u médulo N. Recordemos que si 0 < 57 < N — 1,
entonces 7 mod N = j y si j es un entero fuera de este rango, entonces j mod N = j+nN,
donde nN es el dnico miltiplo entero de N tal que 0 < j+nN < N — 1.

En forma andloga a como se hizo para sucesiones infinitas, se puede verificar que la DFT de
una convolucién circular preserva las siguientes relaciones con las DFT de {a;} y {b.}.

Para comenczar se tiene la siguiente relacién de Parseval

N-1 .
a be 2THEIN — A By (2.25)
=0
es decir,
{a * bl} — {AkBk} .
Lo anterior es cierto puesto que
N-1 N-1 /N-1 N-1N-1
—i2ntk/N Z Z —i2mtk —i2ntk/N
a* bte 2mtk/N - aubt—u mod N | € amtk/N - aubt-—u mod N€ /
=0 =0 u=0 t=0 u=0
—1N-1 N-1 N-1
—i27tk /N —12atk/N
= § aubt—u mod N€ i2ntk/ = Qy bt—u mod N€ /
u=0 =0 u=0 =0
-1 N-1-u N-1 N—-l-u
— ~i2 Z —i2msk/N
— ay bs mod NE i2n(s+u)k/N aye 127uk/N bs mod NE 12nsk/
u=0 s=—u u=0 s=—u
N1 N-1
- aue—127ruk/N § bseﬂ.?-’rsk/N — AkBk:
u=0 8=0
donde se hizo la sustitucién s = t — u, v ademds se utilizé el hecho de que la sucesidn

{bs moa ne—i2msk/N}_ es periédica con periodo N.

De igual manera se tiene la definicién andloga para la correlacién cruzada circular:
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N-1
a*xo = E @y0ytt mod N-
u=0

Por lo tanto se tiene que la DFT asociada a {@* b,} estd dada por
N-1
Z G * ble—i‘l'nl.k/N — ZkBk
—0

para k=0,1,2,..., N — 1, es decir,

{E* bl} «— ZkBk-

A saber:

N-1 N-1 /N-1
_ —i2ntk _ _iomtk/N
g axbe kN = Gubust moa N | €77 /
t=0 t=0 u=0
N—1N-1 N-1N-1
— —i2mtk/N — —i2wtk /N
= aubu+t mod N€ Wmek/ = aubu+t mod N€ /
t=0 u=0 u=0 t=0
N-1 N-1 N-1 N-1+u
— —i2ntk /N = —i2n(s—u)k/N
= Qy bu+t mod N€ 2t/ = Ay g bs moa NE (s—u)k/
u=0 t=0 u=0 s=u
N-1 N-1
. . ; —
— E —aueﬂ‘nuk/N E bse 2nsk/N  _ AkBky
u=0 s=0

donde nuevamente se hizo la sustitucién s = u +¢ y se utilizé el hecho de que la sucesién

{bs moa ne~2™k/N} es periédica con periodo N. Por tanto como consecuencia se tiene que

N-1

— -1 - 2
§ a*ae 2ntk /N = AkAk — |Ak|
t=0

es decir,

{@xa) o A (2.26)
Ahora consideremos a la sucesién finita {b, : t =0,1,2,...,N — 1} y la sucesién
{a,:t=0,£1,£2,...,} no necesariamente finita, pero tal que ) .5 | a, |< 0o, entonces se

define una nueva sucesion:
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[s.0)

a = Z by moa Nyt =0,1,...,N = 1.
v=

—o0

Lo anterior se puede escribir como la operacién de aplicar a {b,} un filtro circular de longitud

N, veamos a que nos referimos con lo anterior:

o o (n+l)N-1 o N-1
C = § avbt—u mod N = § § aubt—v mod N = § § av+anL—(u+nN) mod N-
v=—00 n=—00 v=nN n=—o00 v=0

Pero como by_(y+nanNy mod N = br—v mod N, Para todo entero n, entonces podemos escribir

oo N-1 N-1 oo
G = § av+ant—u mod N — § § av+ant—v mod N
n=-o00 v=0 v=0 n=—00

oo N-1
= § QynN bL—u mod N = § azbt—u mod N
v=0
donde

00
a?} = Z QytaN- - (227)
n=-00

El filtro anterior {a}} estd construido a partir de cortar el filtro {a,} en vectores de longitud
N, es decir

QN OGNy, -, 02,00y 300,81, AN-2,ON—1 1 ONL ANl ey Q2N

para obtener el ¢-ésimo elemento de {af} sumamos la t-ésima componente de todos los vectores
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+ + + + +
a_n A_Nt1 Q-N42 a_3 €31
+ + + + +
ao ay a3 aN-2 aN-—1
+ + + + +
ay aN+1 aAN42 Ay(N-1) G2N-1
+ + + + +
ag aj a3 N2 Oy

Sea {A:k=0,1,2,...,N — 1} la transformada discreta de Fourier asociada a {af} y sea
{Ac: k=0,1,2,...,N — 1} la correspondiente a {a?}, entonces se tiene

o k
#=4(5),

{a} = {AZ = A (%) } : (2.28)

Veamos porque se afirma lo anterior:

es decir,

N—-1 N-1 00
Az — Zaie—ﬂﬂuk/i\/ — Z ( au+nNe—121ruk/N> ) (229)
o0

u=0 u=0 \n=-

Dado que

e—i?‘lme/N — p~l2mnk _ 1

€

3

entonces se tiene

—i2n(u+nN)k/N _ —i21ruk/Ne—i21me/N _ e—i21ruk/N
= —_ 1

€ €
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de donde
N-1 oo o N-1
o _ —2r(u+nNYk/N —i2n(u+nN)k/N
A = § QuinnE (utnNYK/N - E § Qusnn€ ( Y/
=0 n=-00 n=—o00 u=0
o (n+)N-1 k
§ E ale—ﬂntk/N — E ale—ﬂmk/N =A(=1.
N
n=—00 t=niN t=—co

2.3. Teoria de Onduletas.

Sea a4 (), paraa € R, con a # 0 y b € R una familia de funciones definidas como traslaciones
y re-escalaciones de la funcién v (x) cuadrado integrable, tal que

Yos (2) = ——1p ( - ”) | (2:30)

|a| a

La funcién 9, wavelet madre, se supone que satisface la condicién de admisibilidad

LI
C’”_/R e < o0 (2.31)

donde ¥ (w) es la transformada de Fourier de 7 (w). Si suponemos la condicién de admisibilidad

0=/ v (2:32)

Esta ultima propiedad es la que motiva el nombre de onduleta. Las funciones de onduletas

(2.31) entonces se tiene que

usualmente consideradas son aquellas que son normalizadas, es decir, aquellas con la propiedad
a5 (z)|| = 1. Para cualquier funcién cuadrado integrable f (x) la transformada continua de
onduletas se define como la funcién de dos variables

CWT, = / " (%) Uy )l (2.33)

donde a se le llama pardmetro de dilatacién y a b parametro de traslacion, los cuales varian
en R excepto en 0 y R respectivamente. Algunas propiedades bésicas que a continuacién sélo
enunciamos se pueden ver con mas detalle en Vidakovic (1999)
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(i) Si f (z) tiene transformada continua de onduletas CWTY (a, b), entonces g (z) = f (z - )
tiene transformada continua de onduletas CWT, (a,b) = CWTy (a,b - ().

(ii) Si f () tiene transformada continua de onduleta CW Ty (a, b), entonces g (z) = ﬁf (%)
tiene transformada continua de onduletas CWT, (a,b) = CWTy (4, ).

(iii) Sea f(z) = 8(xz — z¢) la delta de Dirac en zo, entonces la transformada continua de
onduletas de f estd dada por '

CWT, (a,b) = —\}—aw <Z° - b) . (2.34)

La primer onduleta que se conoce es la Onduleta de Haar, la cual estd definida de la siguiente
manera:

-G perzi ) aGraezan]. oo

<1 (2.36)

1
0 en otro caso.

Dado que nuestro principal interés es la Transformada Discreta de Onduletas, la cual se abor-
dard en el siguiente capitulo, en vias de enfocar el trabajo en esa direccién diremos que la
manera usual de considerar los valores de a, b es por medio de términos diddicos, es decir, valo-
res de la forma a =277 y b = k277, donde j, k € Z. Bajo condiciones apropiadas en la funcién
i) se obtiene la base ortonormal

{ (z) = 2% (2 — k) ,j,k € Z}
para més detalles sobre lo anterior ver Vetterli y Kovacevic (1995).
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Capitulo 3

Transformadas Discretas de Onduletas

En la primera parte de este capitulo se abordardn las principales propiedades y conceptos
necesarios para comprender el funcionamiento de la transformada discreta de onduletas. Poste-
riormente estudiaremos una coleccién de transformaciones discretas conocidas como Paquetes
de Transformadas de Onduletas (DWPT, del inglés Discrete Wavelet Packet Transform). Este
tipo de transformacion nos serd 1itil posteriormente para instrumentar esquemas de remuestreo
en series de tiempo, los cuales se abordardn en el capitulo 4.

3.1. Transformada Discreta de Fourier

Consideremos la matriz O de dimensién N x N con valores reales, tal que satisface la siguiente
propiedad:

OTO = Iy,

donde Iy es la matriz identidad de dimensiones N x N. Entonces para j,k=0,1,2,..., N -1
sean O;’-: el j-ésimo vector renglén y O.; el k-ésimo vector columna de @, entonces podemos
escribir a O en la siguiente forma:

O
O

O= =[O.u Oun O --- O-N—!]'

OE—]I
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3.1 Transformada Discreta de Fourier 3 Transformadas Discretas de Onduletas

Aplicando la ortonormalidad de O se tiene como consecuencia inmediata que
OT i Oﬁi,
es decir

oTo =070,

Entonces se tiene que los renglones y las columnas de @ forman dos conjuntos ortonormales
de vectores en R". Con base en lo anterior podemos hacer una descomposicién de X =

{Xo, X1,. .. ,XN_,}T por medio de la siguiente expresién
oz, 0LX
o7, orx
0=0X= . X= . ; (3.1)
OE-]- OE—IOX

a esta ecuacion se le llama ecuacidn de andlisis.

A los elementos del vector columna O, de dimensién N, se les conoce como los coeficientes de
transformacién para X con respecto a la transformacion ortonormal @; el j-ésimo coeficiente
de transformacién es O, es decir, el j-ésimo elemento de O estd dado por

N-1

0;=)_ OuXu. (3.2)

k=0

Si multiplicamos por la izquierda a la ecuacién (3.1) por OT y utilizamos la propiedad de
ortonormalidad de la matriz O tenemos

Op
(o}
X = OTO = [Ope, Otey.. ., On-d]
On-1
N-1
= 0000 + 01,01 + -+ + On-1.0n1 = Z 0,0;.,

j=0

es decir,
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3 Transformadas Discretas de Onduletas 3.1 Transformada Discreta de Fourier

X=3 0;04, (3.3)

a esta ecuacién se le llama ecuacidn de sintesis.

Entonces lo que se tiene es que se puede recuperar a X por medio de sus coeficientes de
transformacién O. Utilizando la ecuacién (3.2) podemos reescribir la expresion dada en (3.3)
como -

N-1 /N-1
X= ( (93-,,){;,) Oj.. (34)

Otra propiedad importante es la siguiente:

Il

0| =0"0 = (0X)" (0X)
=XT0ToX = X'X=|X|?.

Ademas tenemos que

IXIE = 3 10,0,4I1%, (35)

j=0

lo anterior es cierto puesto que:

* 2 s T 2
X2 = Nzlo-o = (Nzlo-ov) (E o-o-)
== g L = = je i~1ie
j=0 =0 i=0
= (0go;, +0ToT, + 10%_1.) (05,00 + 01,0 + ... + On_1.0n 1)

OTOT_OU.OU+OTO o,.o, o+ OFOF ON_1.0N-y

+ OTOT.00.0¢ + 0TOL0,,0, + ... + OTOT,On_1.0n-1

+ ... +0% ,o;_,_oo.og+o,1 N ,.o,.o. i +01L10; 1.0~ 1:0n 1
ZOTOTQ.O Z (0,.0,)7 (0,,0, ZIIOJ.OJH"" Z 10011

i=0 =0 i=0
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3.1 Transformada Discreta de Fourier 3 Transformadas Discretas de Onduletas

en la quinta igualdad se utilizé el hecho de que O es una matriz ortonormal.

Con miras de avanzar hacia nuestro objetivo principal que es la transformada discreta de on-
duletas consideremos al vector X = {Xp, X;,..., Xy_1} para la cual se define su transformada
discreta de Fourier {F}} como:

N-1

% D X #HIN k=0,1,2,...,N -1, - (36)
t=0

al nimero complejo F}. se le llama el k-ésimo coeficiente de Fourier de X. Notemos que

FkE

N-1 N-1
1 5 1
Fo= L Y xemom — LS x, _ /RX,
N & 7N 25
por lo tanto, fy es real si {X,:t=0,1,...,N — 1} es una serie de tiempo con valores reales.

Bajo esta misma hipdtesis consideremos que para k tal que 1 < k < N/2:

N-1 N-1 N-1
1 5 2 1 i i —i2nt itk /N
FN—k s Xge A2nt(N-k)/N _ Xe 1211!N/N612111MN e X i2m
Z X, (1) ei2mtk/N — \/_ z Xemmmtk/N = F

Finalmente supongamos que N es par, es decir, N = 2k para algiin valor de k en {1,2,...},
entonces se tiene que =k, por lo tanto

N-1 N-
X[e—:24rt(N/‘2)/N = Z —a?trf.(][?)
¥ =0

N-
Xte—t’ﬂ. z X
=0

t=
N—-

.—

3l %P

o

t=!

el cual nuevamente es un niimero real. Concluimos que los coeficientes de Fourier {Fj} quedan
determinados por NV valores reales, a saber, Fy, Fy2 (cuando N es par) y las componentes real
e imaginaria de los niimeros complejos Fi,, 1 < k < N/2.
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3 Transformadas Discretas de Onduletas 3.1 Transformada Discreta de Fourier

La ecuacién (3.6) se puede reescribir como

F=7FX, (3.7)
donde F es un vector columna de dimensién N con elementos
Fo
Fy
h )
Fn_y
y F es una matriz de dimensiones N x N, cuyo (ko, to)-ésimo elemento estd determinado por

—i2wtoko /N
—_— :

2n—-

para 0 < kg, tg < N — 1. Por ejemplo

Xo
N-1 N=-1
1 . 1 1 1 1 X,
Fo=—) X 2O/N - __—_\"x — {——— —
° \/NZ . \/FZ‘; N B/ AR/ ARV v B I
Xn-1
PO
N-1 X
1 ; 1 ; : ; 1
Foe= —— X e—:2ﬂ(1)jN r= = c—r.iw{ﬂ]/l‘v" e—x?x(l)/N‘ e e—i!ar(N-—])fN] ) ,
L= 7x 2 X ¥k :
L XN_I -
r XU -
N-1
1 ; 1 ; . . Xi
By = e X,e—i2mUIN _ - e“""‘““”.e“””“}m, B _‘e-:aww—l)m . ,
Y, PP v h
L XN_I -
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3.1 Transformada Discreta de Fourier

3 Transformadas Discretas de Onduletas

asi sucesivamente hasta N — 1

1 N-1
Eyoy = ZXIE-:‘ZM(N /N
N=
Xo
_ 1 [e—i2:r(N—]}(0)/N eimN-L)/N E-izw(N-l)(N—n/N] X1
\/}_V. 1 . » ] . ]
Xna
es decir,
1 1 1 W
e—i2m(0)/N e—i2m(1)/N e—i2m(N-1)/N
e—i2n(Q)2/N e—i2x()2/N e—i2n(N—1)2/N
F : Xo
£ _ 1 elet(z 1)(0)/N e—t‘h(%’-—])(l}/N —121(-—1)(1\!—-1}/:\! X
: vN ﬂgw( YoyN e—i2n(%£)(l)/N e—;zw(,)(N-n/N .
Fn_, eizn(F 1)@/ —im(F) /N iz F+1)(N-1/N Xn-1
2T N=1)(0)/N  g—i2n(N-1)(1)/N e—i2n(N-1)(N=1)/N
[1 1 1 |
1 g—i2n/N e—i2r(N=1)/N
1 e=i2n2)/N —i2m2(N=1)(N=1)/N
Xo
R LA oo T
VN 1 E—IZW(T),{N e—l‘?ﬂr(%[)(N—l))‘N :
1 e-ian(§+1)/N e—izn(FH1)(N-1)/N XN
1 e-i2n(N-1)/N e—i2n(N=1)(N=1)/N

En particular estaremos interesados en longitudes de la forma N = 2/ dado que como se
vera mas adelante la descomposién de la transformada discreta de onduletas se realizard por
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3 Transformadas Discretas de Onduletas 3.1 Transformada Discreta de Fourier

medio de cierto tipo de vectores de longitud 2/, A continuancién presentamos un ejemplo para
cuando J =4

1 1 . 1

1 e-2n(16  —i2n(15)1/16

1 e-i2m(2/16  —i2n(15)2/16
F 1 e-i2m(1)316  —i2n(15)3/16 Xo
F _ 1 g & X,

. 41l e—i2n()7/16  —i2a(15)7/16 :

Fis 1 e-i2m(1)8/16  ,-i2n(15)8/16 Kis

1 e—i2n(1)sfi6 E—iQﬂ(ﬁ)Q}lﬁ

1 e—2m(115/16  —i2n(15)15/16

De acuerdo a la descripcién dada para la matriz F que representa a la DFT, tenemos que
FHF = Iy, es decir, F es una matriz ortonormal, Lo anterior se sigue de que el producto
del k-ésino renglén de F® con la [-ésima columna de F equivale a

N-1
1 Z e—i2nt(i-k)/N _ 1 k=l
IV At 0 k#l

lo cual ya se demostré en el capitulo 2, ecuacion (2.21). A raiz de lo anterior tenemos

X = FHp, (3.8)

de donde se tienen las siguientes igualdades:

IF]? = |#X|* = (FX)*(FX)
=XHFAREX = X®X =|X|?

por lo tanto

B> = (1% (3.9)
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3.1 Transformada Discreta de Fourier 3 Transformadas Discretas de Onduletas

Se puede escribir a ||F|| en la siguiente forma:

j N=1 Nf2-1
IFI* =F*F =" |F; P=| Fo "+ | Fy +2 > | F; %, (3.10)
j=0 §=1

si ademds utilizamos el hecho de que

Fyo=VNX
podemos obtener una expresion en estos términos para la varianza del vector X = {Xg, X1,..., Xn-1}
como se muestra a continuacién
~2 i A # LA e ek 2 =2
B = gL -2 =gl =X =gxI*-X
1 -2 1 N =2
= FIFIPF-X"= 5 [ | Fo [+ [Fy " +2 Z; | F; |2) - X
) ‘ NJ2-1 J 1 o N/271
=R Ry P42 5, | By -3 = 2B Pty Z:, | F;
= =

Asi, 2 | Fi |* /N representa la contribucién a la varianza muestral de {X;} asociada a la
frecuencia fi, para 0 < k < N/2.

Escribamos la ecuacién (3.8) en forma andloga a la ecuacidn (3.4)

N-1 /N-1 N-1
X =FF= z (Z}-jkxk) Fie = ZF}fj-a (3.11)
=0

=0 \ k=0

es decir,
X=3" FFu, (3.12)

—i2mtk /N

como Fy = \/_!Tv'e , entonces tenemos que

N-=1
1 y
Xi= —HE Fie™ /N parat=0,1,2...,N—1, (3.13)
t \/N,:U k P
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3 Transformadas Discretas de Onduletas 3.2 Transformada Discreta de Onduletas

es decir, hemos desarrollado una expresién para la Transformada Inversa de Fourier Discreta
Ortonormal (/ODFT).

3.2. Transformada Discreta de Onduletas

Ahora estudiaremos otro tipo de transformada con propiedades similares a la DFT, esta es la
Transformada Discreta de Onduletas, DWT, del inglés Discrete Wavelet Transform; la cual al
igual que las de las secciones anteriores es una transformada ortonormal para

X m- { Xy Koo Kt P

La DWT también puede representarse como el producto de una matriz N x N dimensional W
por el vector de datos X. Se estudiard a detalle la construccién de los renglones de W y se
demostrard que bajo tal construccién la matriz resulta ser una matriz ortonormal, pero por el
momento sélo se procederd a hacer una descripcién cualitativa de esta clase de transformada. Se
puede definir una transformada de onduletas dependiendo de una coleccién finita de nimeros,
para nuestra descripcién se consideraran reales, {ho, hy,...,he—1} & la cual llamaremos filtro
de onduletas.

En la literatura existen diferentes filtros de onduletas y cada uno de ellos a su vez define una
transformada de onduletas, de hecho veremos que los renglones de la matriz W serdn construidos
en funcion de {hg, hy,..., hy—1}. Para nuestra descripcién, sean N = 27, donde J es un entero
positivo y W la matriz N x N dimensional que representa a la DWT. Para una muestra de la
serie de tiempo X = {Xp, X3,..., XN }T, podemos escribir al vector W resultante de aplicar
la transformacién a X como

W = WX. (3.14)

En forma similar a como se hizo anteriormente, sean {W, : n=0,1,2,..., N — 1} los coeficien-
tes de la DWT, podemos escribir a la transformada discreta de onduletas en la forma (3.14),
donde W es un vector columna de longitud N = 27, cuyo n-ésimo elemento es el n-ésimo
coeficiente de la DWT, W,. La matriz con entradas reales W cumple con la propiedad de
ortonormalidad, es decir, satisface la expresién

WW = Iy,

por lo tanto andlogamente a las expresiones (3.8) y (3.9) tenemos las siguientes ecuaciones
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3.2 Transformada Discreta de Onduletas 3 Transformadas Discretas de Onduletas

X = W'W, (3.15)

WP = 1|2 (3.16)

Consideremos el efecto que se tiene al trasladar de manera circular el vector X, con la matriz
7T definida ¢como

(0000 . 01
1000 ..000
0100..000
T=\|. . . . . . . .| (3.17)
0000 ..100
(0000 ...01 0]

Notemos que

(0100 ... 00 0]

0010..000

001 ... 0
ran|0901 .- 0081 (3.18)

0000 ..00°1

(1000 ...00 0|

Ambas matrices de dimensién N x N satisfacen lo siguiente:

TX- _— [XN-—I;XD)XM'"\XN*:;!XN“:Z]T h 4
T_IX [X11X21X3|”'|XN—2|XN—1!XG]T'

Ademads se tiene que

Il

X = TTX ¥
T2X = 77 (T7'X).
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3 Transformadas Discretas de Onduletas 3.2 Transformada Discreta de Onduletas

De aqui se tiene por lo tanto que

T =Ty,
asi,

e o
es decir, 7 es una transformacién ortonormal.

Entonces siguiendo con este razonamiento tenemos las siguientes igualdades

TX = lXN—l,XD,X], —_— ,XN_3,XN,..2]T,
sz = [XN—Z!XN—hXOle! e |XN—4)XN—3]T,

X = [XN—vaN—m-i-la ree \XD)XII .- IXN—'m—l]T'

Analicemos un caso muy importante, la transformada discreta de onduletas de Haar, histori-
camente esta es la primera transformada discreta de onduletas ya que los filtros o vectores
bésicos que la definen son el andlogo discreto de las funciones estudiadas por Haar en 1910 para
construir bases ortonormales de funciones. Proporcionaremos la forma de la matriz W para el
caso N = 24 = 16, (J = 4). Asi los renglones 0,8,12,14 y 15 de la matriz W estdn dados por:

wi — | -UV2 V20,0, 0]

L 14 COros

__2—2,12,12, s O
WL = 1/2, -1/2, 1/2, 1/2, 0, 0 ]

" 12 CEros

- 1 1 1 1 1 1 5 1
W;J;. = _ﬁ? _‘\TB‘ _ﬁv _‘ﬁu Tu T, 78 ﬁ‘ ﬂ‘ 0, s 0

8 CEros

WT, = —1/4, ot -1/4, 1/4, o 1/1]

i 8 entradas s entradas
wr oo | WAL 1/4}

16 entradas

Usaremos la matriz dada en (3.17) para definir los otros renglones de W. Los vectores restantes
son versiones trasladadas circularmente
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3.2 Transformada Discreta de Onduletas 3 Transformadas Discretas de Onduletas

_ 1 1
W?.:(T2wﬂ.)T — {0, 0, 7z o7 00 ..., 0]
12 ceros
1 1
WE = (T*We.)” = [0, 0,0, 0 %, J 0,0, _._,o]
10 CEros
[ 1 1
W= @) = [0l I ]
14 Ceros
[ i 3 3 &
WL = (T'Ws)" = 0, 0,00 -4, -3, % 4. 0, 0,...,0]
. 8 CEros
[ 1 111
Wmo (T WS-)T = M’ Ty T o 0, 0, 0, 0]
8 Cceros
[ 1 1 1 1
WY, = (TIZWS-)T = | B lisenl —g —% X §]
12 Ceros
T [0, 0 ool wde ok b L A Ao A
WT:‘.-=(T8W12-) = e ! VB! VB! VB! AR LR AR A
8 CEros

entonces de acuerdo con la ecuacién (3.14) se tienen las siguientes expresiones:

Wy = WIX = _\/ii \;5 \}z_(xrxz)
Wy =WIX = \}5 \}5){5_ \}é(xs X4)
Wr=WIX = —LX14+LX15*L(X15—X14)
V2 V2 V2
Wy =WIX — —1x0—%x1+%xz+%x3_ (X3 + Xz — X, — Xo)
W =WIX = -%x4-%x5+-;-xs+§x7=§(x7+x5—xs—x,_)
W= WEX = —2Xs—2Xa+ X+ X0 = 5 (X + Xio~ Xo = Xa)
Wn=WILX = —%Xlz = %X,;ﬁ- %Xl_, +%x15 - l(x,“.xm — Xig— Xopn)
Wi =WLX = —%XU—%le% \/_Xa \/..X4+\/—X5+\/—X6+ 1X
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3 Transformadas Discretas de Onduletas 3.2 Transformada Discreta de Onduletas

1
= —=(Xr+ Xo+ X5+ Xy — X3 — X; — X; — Xo)

8
1 1 1 1 1 1. 1 1
Wi=WEX = ——Xg— —Xg— —=Xy0— —=X —X — X+ —=Xu+—=X
13 13 \/gs \rsg \/glﬂ\/g11+\/§12+\/g13\/§14 \/5—315
1
= —§(X15+X14+X13+X12—X11—Xlo—Xg—Xs)
1 1 1 1 1 1 1 1
W14=WI‘X = _EXG_ZXI_ZXQ_EXS_---71X7+ZXB+ZX9+”‘+ZX15
1
= 3(.X-15+X14+...+X3+X7‘X5—X5—...—X]—Xo)
1 1 1 1 1
W15=W3‘;,X = ;XQ+ZX1+...+EX14+ZX15:4—(X15+X14+...+X1+X0)s
es decir, se tiene lo siguiente:
[ 5 (X1 = Xo) [
75 (X3 = Xo)
> (

5 (X5 — X4)
7‘5(X15-X14)
%(X3+X2’_X1"’XD}
Wi (X7 + X6 — Xs — Xa) (3.19)
(X1 + X0 — Xg — Xs)

3 (Xis + X14 — X153 — X12)

5 (X7 + Xo+ Xs + Xa = X3 — X2 — Xa — Xo)
;‘}'§(X15+X14 + X3 + X2 — X1 — X10 — Xo — Xs)
%(Xls+X14+...+X3+.X7‘-X5—X5—...-—Xl—Xg)
1 (X5 + Xy + ...+ X + Xo)

Lo anterior motiva la siguiente definicién de escala, la cual nos proporciona una interpretacién
alternativa de lo que hasta el momento se ha desarrollado:

Dado A entero positivo cualquiera, se define

Xt..{. (320)

que es el promedio entre A datos consecutivos con indices entre ¢ — A + 1 y ¢; observando con
cuidado a la ecuacién (3.19) se puede ver que
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3.2 Transformada Discreta de Onduletas 3 Transformadas Discretas de Onduletas

Wis = 4X,5 (16),

es decir, W5 es proporcional al promedio de todos los datos; veamos como podeimos escribir a
cualquier otro renglén de W en términos de la ecuacién X; (\).

Por ejemplo, tomemos el caso de

Wy = (X7+X5—X5—X4)

ml»—-

1
(X7 + Xe) — 3 (Xs+ Xa).

MF'—‘

Pero 3 (X7+ Xe) = 1 3,0 Xia1=X7(2) ¥y 3 (Xs + Xa) = : o X5t = X5 (2),

es decir, para A =2 y £ = 5,7 tenemos

We =X7(2) — X5(2).

Aplicando este tipo de razonamiento para los demés renglones de W tenemos lo siguiente:

para
1
Wi = — (X3 — Xa),
1 \/5{ 3 2)

X3 se puede reescribir con A = 1y t = 3 como X3 (1); andlogamente para X;, A=1yt =2,
tenemos X ( 1), asi

Wi = - (Xa() - Ta(1)
1 _

W = — X5 (1) — Xa(1))

Wy = — (Xus(1) = Kua (1))

Como se podri notar, estos 8 coeficientes son proporcionales a la diferencias de promedios
adyacentes de los datos {X,} correspondientes a escala A = 1.
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Por otra parte, considerando a A =2 y t = 3 tenemos que

%(X3 +X2) = X3 (2)

yparat =1
1 —
§(X1+XD)=X1(2)|

por lo tanto

De manera andloga

Wp = Xu{?)_fn{z),
Wiy = j(.15(2)_T13(2)'

Al igual que para el caso anterior, los coeficientes de Wg, Wy, Wiy, y Wy, son proporcionales a
la diferencia entre promedios adyacentes a escala A =2' =2,

Consideremos A = 4 y { = 7, entonces tenemos

3
%ZX'}-( = '\/2- (% (X7+Xs +X5+X4)) = m'r(d)
=0

y ademas
1
— (X3 + X2+ X; + Xo) = V2X3(4),
\/g( 3+ Xao+ X1+ Xo) 3(4)
de donde
Wi = V2 (X7 (4) — X3(4)).
Ademads

Wis = V2 (X15(4) — X1, (4)) -
Estos coeficientes corresponden a diferencias en promedios adyacentes a escala A = 22 = 4.

Tomemos Wy, con A = 8 y t = 15, entonces

W14 =2 (—}?15 (8) - Y’f (8)) 1
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este coeficiente corresponde a diferencias en promedios adyacentes a escala A = 2* = 8, Final-
mente si A = 16 y t = 15, tenemos

Wis = 4X 5 (16),
el cual corresponde a diferencias en promedios adyacentes a escala A = 2! = 16.

En resumen, los primeros N/2 elementos de W corresponden a cambios (de la serie original
X)) en escala A = 1, los siguientes N/4 corresponden a cambios en promedios adyacentes (de la
serie original X) en escala A = 2, los siguientes N/8 corresponden a cambios en escala A = 4.
El penultimo coeficiente corresponde a cambios en promedios adyacentes a escala A = 8 y
finalmente el dltimo coeficiente corresponde a cambios a escala A = 16, lo cual es equivalente a
calcular el promedio de todas las observaciones.

Para J un entero positivo, N = 2’ y para otras DWT para las cuales los renglones de W
no se construyen a partir de los filiros de Haar, se puede realizar un anélisis similar (véase
Percival y Walden, (2000)). Es decir, para las transformadas DW'T que procederemos a discutir
en este capitulo, es posible relacionar la informacién de los primeros Na = N/2 coeficientes
Wo, Wy, ..., Waya—y con cambios a escala A = 7 = 1, los siguientes Ny = N/4 coeficientes
Wia, Wijagr, - Whyaynja—1 con cambios aescala A =7 =2,y asi sucesivamente. El 1iltimo
coeficiente Wy _; es proporcional al promedio de los datos. En general para 7; = 29-1 con
j=12,...,J, hay N; = N/ (27;) coeficientes de la DWT asociados a cambios en la escala 7,
para j = 1,2,...,J. Ademas sélo hay un coeficiente Wy_, asociado con el promedio a escala
N.

A los primeros N — 1 coeficientes en W se les llamaran coeficientes de onduletas y al ltimo
coeficiente Wy _; se le llama coeficiente de escala.

Los renglones de W que producen los coeficientes de onduletas para alguna escala particular
7, son versiones circularmente trasladadas de un mismo vector. El tamafio de la traslacién o
desplazamiento entre dos renglones adyacentes de W a escala 7; es 27; = 27,

Cada coeficiente de onduletas tiene informacién de los datos asociada con tiempos especificos
en el conjunto de indices {0,1,..., N — 1}. Esta localizacién en el tiempo puede ilustrarse en
el ejemplo visto para la DWT de Haar. En este ejemplo W involucra sélo a los tiempos 1 y
2, mientras que Wy involucra a los tiempos 0,1,2 y 3. En contraste con esta propiedad, los
coeficientes de la DFT se construyen con la informacién de la serie de tiempo {X;} en todo
el rango de indices 0,1,..., N — 1. Por tanto los coeficientes de la DFT no estdn asociados a
informacién de los datos a tiempos especificos.
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Dado un entero Jy tal que Jy < J podemos particionar a los elementos del vector W en Jp + 1

subvectores, los primeros Jp subvectores seran denotados por W, para 7 = 1,2,..., Jy donde
el j-ésimo de estos vectores es de dimensién -% x 1. Asi entonces W contiene a los coeficientes
de onduletas a escala 73, j =1,2,...,J;. El diltimo subvector se denotard por V .
W,
W,
w=| : |. (3.21)
W,
Vi,

Entonces con base en lo anterior y la ecuacion (3.16) tenemos la siguiente expresion:

Jo
X2 = W = > IWslI* + Vol (3:22)

j=1

Para el caso en el que J; =4 y N = 16 tenemos

WT {WOl Wh WZ! W:h W4| an Wﬁv WT] WT = [WS! WEh WlD\ W]]]
Wi = (Wi, Wis] Wi =[Wy] VI=[Wy.

De acuerdo a como se hizo con el vector W, se puede particionar a la matriz W de manera
analoga, es decir

W
Wa
w=| : (3.23)
WJ')
an

donde W, es una matriz de dimensiones N/2 x N formada por los renglones desde n = 0
hasta n = & — 1 de W, W, es una matriz de dimensiones & x N formada por los renglones

desde n = § hasta n = 2 — | de W, y asi sucesivamente hasta Wy, y Vy, ambas matrices de
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dimensién N/2% x N. Para N = 2’ y en el caso de que J = Jy, Wy, y Vj, son matrices de
dimensién 1 x N las cuales contienen los dos 1iltimos renglones de W.

Asi, retomando el ejemplo de Haar, nuestra matriz W quedaria particionada de la siguiente
manera:

WD' W8o
W]. wo w .

Ll B L ¥ Ws”{wﬁ.] Wi= Wil Vi = Wisd.
W?. Wl]_o

De acuerdo con la ecuacién (3.15) podemos escribir una ecuacion de sintesis para X

W,
W, Jo
X=WW=W, W], ..., W, Vyl | ¢ | =D WIW;+Vi Vs,  (329)
Wi, 7=l
Vi
entonces para cada j = 1,2,..., Jy definimos al vector de dimension N x 1
D; = WI'W. (3.25)

Podemos pensar en D; como una proyeccion de los datos X sobre el espacio vectorial que
generan los renglones de W; o bien como la componente de X en la ecuacion de sintesis (3.24),
que estd asociada a variaciones 6 cambios a escala 7;.

Ademads, para el caso Jy = J, definimos

S; =VTV;,, (3.26)

probaremos mds adelante que los elementos de este vector N-dimensional son constantes, de
hecho son iguales al promedio de todos los elementos de {X;}, es decir,

sT=(X,X,....X).

entonces si Jp = J tenemos la ecuacion
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J
X =3 D;+S, (3:27)

J=1
a esta expresion se le denomina andlisis multiresolucion de X con respecto a la DWT W.

Analizando D; obtenemos la siguiente propiedad:

y ; T
(2 DD; = (WI'W;)" (WIW,) = WIW,WIW,; = WiW,; = 2
es decir

12511 = [IW;11. (3.28)

Para comenzar el estudio de la construccién de los renglones de W, serd necesario empezar a
hablar de los filtros de onduletas y de escala. Estas son colecciones finitas de mimeros (para
nuestra descripeién los consideraremos como niimeros reales) que surgen como soluciones de un
problema llamado factorizacién espectral. En Percival y Walden, (2000), se describe el problema
y se estudian varias soluciones de la factorizacién espectral.

3.2.1. El filtro de Onduletas

Sea L un entero positivo, llamaremos a la sucesidn de nimeros reales {h; : ! € Z} un filtro
de longitud L si hg # 0, hy_; # 0, si para | < 0 tenemos ly = 0 y si para [ > L tenemos
hy = 0. De esta forma tenemos la coleccién hg, hy, ..., hy—; de nimeros reales. Decimos que
{h,0 =10,1,2,...,L — 1} es un filtro de onduletas si satisface las siguientes tres propiedades:

L-1
Sh

= 0, (3.29)
=0
L1
YR =1, (3.30)
=0
L=1 oo
Zhlh£+2n = zhiht+zn=0. (3.31)
=0 l=—00

para todo n entero distinto de cero. El valor de L debe de ser un entero par, esto se debe de
cumplir necesariamente por la siguiente razén:
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Considérese el filtro {h; : [ =0,1,..., L — 1}, donde la longitud del filtro L es un entero impar
tal que satisface que h; = 0 para [ < 0 y [ > L entonces se afirma que este filtro no satisface la
ecuacién (3.31).

Sea n = (L — 1) /2, éste niimero entero est4 bien definido puesto que L es un entero impar. Por
ejemplo para L =2m+1, con m € {1,2,...,} se tiene

L—-1 L—-1
Z hihyyoiL-1y/2) = Z hhiy 1 = hohp_a,
=0

=0

pero por hipétesis {#;} es un filtro de longitud L y esto implica que hy % 0y hr—; # 0. Por lo
tanto {f} no satisface la ecuacién (3.31).

Notemos que si L = 1, entonces {i; : [ = 0,1,...,L — 1} no satisface (3.29) y (3.30) al mismo
tiempo.

Por lo tanto la longitud del filtro debe ser un entero par para que {h; : 1 =0,1,...,L — 1} sea
un filtro de onduletas.

De hecho hasta el momento el dnico filtro de onduletas que conocemos es el de Haar, donde
{ho=1/v2,hy = =1/v/2} y L = 2, més adelante veremos més ejemplos.

Ahora definamos la funcién de transferencia H () asociada al filtro {h; : [ =0,1,...,L =1}

-] L-1
H(f)= z h‘e-\'znﬂ — Z he~i2r it (3.32)
=0

l=-c0

y su correspondiente funcidn de ganancia (médulo al cuadrado)

H(N=|H()*.

La siguiente condicién es equivalente a las condiciones de las ecuaciones (3.30) y (3.31):

H(f)+H (f+%) =2, para toda f. (3.33)

Justifiquemos la aseveracién anterior, primero veamos que si se supone la condicién (3.33)
entonces tendremos las ecuaciones (3.30) y (3.31).
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Sea {Iy} filtro con valores en los reales, tales que su funcién de ganancia cuadrada satisface la
condicién (3.33). La correlacién cruzada compleja de {h;} esté dada por:

h * h.j = Z Ethltf

l=—00

paraj=...,—2,—1,0,...,1,2,..., entonces dado que es un filtro con valores reales lo anterior
es equivalente a

oo
hxhy= " hihiy;.

[=—o00

Por la ecuacién (2.26) tenemos

{hxh;} = H().

Una propiedad importante es la siguiente, la cual se obtiene de aplicar la expresién dada en la

ecuacion (2.6), es decir,
e oo e (£) + (4],

pero al calcular la Transformada Inversa de Fourier tenemos

et [ onle e o

Entonces como se satisface la ecuacién (3.33) para toda f, en particular se cumple para é, es

decir,
n(5)+n(f+g) =2

() i)

por lo tanto retomando la expresion (3.34):

lo cual implica que

1
0
h-*h?n:fi el2ll'fﬂdf= { 0 n?é

1 1 n=0
2
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lo cudl es cierto por lo desarrollado en la ecuacién (1.14), es decir, se tienen las expresiones
(3.30) v (3.31).

Conversamente, ahora supongamos que se satisfacen las ecuaciones (3.30) y (3.31) y veamos
que efectivamente se tiene la expresidn (3.33).

Recordemos que H (f) = 3/ hye=2"/! definamos a la sucesién de niimeros complejos
{a;:1=0,1,2,..., L — 1} de la siguiente manera

q=he M 1=0,1,2,...,L - 1.

La sucesion {a;} satisface la siguiente condicién

ay = hye (e 0 = e e =2, 1=0,1,2,...,L~ 1. (3.35)

Calculemos la siguiente expresion
L-1 L=1
H()=H(f)H(f) = (Zm)( a) (3.36)

(ao+a1+as+...+ap) (G+a+a+...+a0)

=~ =

ML
B

N——

-~ =

ML
8|

S
I

Qgp + agady + agdz + . .. + Ap@L_g + AplL—3 + AplL—2 + AplL—1

Il

a8 + a1 + @18z + ... + @184 + @183 + @102 + 04181

Qalp + A9@) + A9z + . .. + oG4 + az8p—3 + Q01— + G0

+ + +

Q38g + a3l + aalz + . .. +azGL—q + @383 + @32 + Q30 L1

+

Qp_200 + ar_20) + Qp—olz + ... + 0 283+ QL2802+ QL2001

+

ap 1@+ ap 18] +ap Gz + ... +a, 183+ L1182 +aL10p-1

sumando sobre las diagonales obtenemos

L-1 L-2 L-3 2 1 0
= Z aay + Zn.;a;ﬂ -+ E a2 + ...+ Za;a;+;_,_3 + E a2 + E Qa1
=0 =0 =0 =0 =0 =0
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L-2 L-3 L-4 2 1 0
+ Z G418 + Z a0y + Z Qs+ ...+ Zaz+L—3ﬁ + Z Q4201 + ZGHL—EE!
=0 =0 =0 =0 1=0

=0

donde se tiene que

L-2 L-2 L-2
Z QB = Z h!e—i‘zarf!h!+lei2w](f+l) = Z hIhHlei?ﬂf y
=0 1=0 =0
L-2 L-2 L-2
Z Qi = Z hyyre” 2 ) el = z hihysae ™2
1=0 1=0 1=0
sumando las dos expresiones anteriores obtenemos que:
L-2 L-2 L-2 L-2
Z a@ + Z Q@ = Z huhygy (e27 + e ) =2 Z hihyyicos (27 f).
=0 =0 =0 =0

Procediendo de manera anéloga para la siguiente pareja de sumas

L-3 L-3 L-3
e —f § id:

zatﬂzn = Zhae Bl e 1) — thhawe' "oy
=0 =0 =0

L-3 L3 L-3

_ - ; —ia

Zﬂnzm = Z hyype~2r 0+ g pi2nfl Z hihyg e~
1=0 =0 1=0

nuevamente sumamos las dos expresiones que acabamos de obtener

L-3 L-3 L-3 L=-3
Yo omna+ Y i = Y hihiya (€ + &) =23 hihyys cos (47 f)
=0 =0 =0 =0

y asi sucesivamente para el resto de los términos en la expresién resultante de realizar el

producto indicado en la ecuacién (3.36). Dado que por hipétesis se satisface la ecuacién (3.31)
entonces tenemos

L-1 L=2
H(f) = Y A +2)  hhicos(2rf)
1=0 1=0
L4 0
+ 2 Z hihygzeos (6rf) + ...+ 2Z hihpsr-ycos(2nf (L —1)).
=0 =0
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Utilizando los mismos argumentos encontremos

! 1 1
2] = 9 5/ 3.37
H(f+2) H(f+2)H(f+2) (3.37)
donde
1 L-1 ) -1 L-1 . 5
H (f + E) = Zh[e—iﬂn([-l-%)l s Zhle-ﬂaﬂe—i:l - Z (_1)I hte_izﬂﬂ _ Zh;e_ﬂﬂﬂ(:}_ES)
=0 P e , yars
haciendo
hi=(-1)'f 1=0,1,2,...,L—1
La sucesién {h; } satisface las siguientes condiciones para cualquier [ = 0,1,2,...,L -1
"2 2
(h') = ((_l)t h’) = hi, (3.39)
Bk = (=1) Ay (=10 Beygp = (=1 hyhysap = hihisas. (3.40)

Entonces la expresién (3.37) queda en la forma

L1 L2 T 1
]- ’ 2 ! ’ g ‘ + L ' ’ = -
H (_f + 5) = 3 (h,) + 3 b€ + 3 hyhye®™ O £y by, g™ D
1=0 1=0 =0 1=0
0 L-2 ‘ L=3 _
+ Z hlht_'_L__lelzwI(L“” + Z hth!+le_12ff E h[hl.'_ze_‘z“‘“:) e
=0 1=0 =0
1 0 L-1 L-2 ‘
+ Z hyhyy g™ =D 4 Z by e = Z hi + Zhlhlﬂe‘%!
1=0 =0 1=0 =0
L-3 1 o 7
-+ z h;h;+2e‘2ﬂ'r(2) + W + Z hth!+L_2€‘2“!(L_2) + Z hth¢+L_]_e‘2’r‘”L_l)
=0 1=0 =0
L—1 L-2 L—4
= Y h{+23 hhy, cos(2nf) +2 Z hyhy,gcos (27 f (3)) + ...
(=0 =0 =0
2 0
+ Z hhyy _gcos(2nf (L —3)) + Z hyhyg_qcos(2nf (L —1)),

=0 =0
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donde hemos usado la ecuacion (3.31). Por lo tanto se tiene que

| L2 L4
H(f) + H (f+ %) = Zh}" + EZh;hchos(erf) +2Zh[h1+3€0$(27¥f(3)}+...
1=0 =0 1=0

0 L-1 L-2
+ 23 hhiapagcos(rf (L—1))+ 3k +2> (~1)** hihuyy cos (2rf)
=0 =0 =0
L-4 1]
+ 2) (0" hihggcos (2 f (3) + ... 42> (1) hihyy oy cos (2 f (L - 1))
=0 =0

= 2

Con lo cual queda demostrada la ecuacién (3.33).

Los componentes del sub-vector W resultante de multiplicar W; por X, son los coeficientes de
la DWT correspondientes a la escala 7; = 27~% . Usaremos la notacién W;, para los coeficientes
de la DWT deonde el subindice j en W;, indica la escala a la que pertenece el coeficiente Wj,
parat=0,1,2,...,N/2 'conj=1,2,...,J.

Wx_u WZ,D
W, w.
wi=| M W= | T
Wi nj2-1 Wa nya1

En Percival y Walden (2000), establecen que se puede relacionar el subindice # con tiempos en
los que se observa a la serie de tiempo X bajo estudio. Por ejemplo para el caso de filtros de
Haar, para el coeficiente W g, el indice t = 0 guarda relacién con los tiempos 1 y 0 en la serie
original, (véase la ecuacién (3.19)).

Sea N = 27, con J entero positivo, para obtener los coeficientes de onduletas asociados a escala
7 = 1, se filtra de manera circular la serie de tiempo {X,:¢=10,1,2..., N — 1} con el filtro
{h}, al resultado de esta operacién de filtrado se le denotard por

L-1
2l}2Wl.lEthX!—f mod N t=011|2!"'|N_ 1 (341)
=0

Los coeficientes de onduletas W) para escala 7 = 1, se definen como
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L-1
Wi =2 Wiggr = 3 hiXovprot moa v, t=0,1,2,...,N/2~ 1, (3.42)
1=0
el primer subindice en W;, indica la escala (en este caso 7, = 2° = 1) asociada a los N/2
coeficientes de onduletas. Al procedimiento de tomar solo los coeficientes con indice impar
21f2W1‘2.+1 para definir a W, en la ecuacién (3.42) se le llama subsampling por dos 6 down-
sampling por dos. Usemos la ecuacién (3.42) con X7 = (Xg, X1,...,X15) y el filtro de escala
de Haar {hy = 1/v/2,hj = —1/V/2} para calcular Wy, para t =0,1,...,7.

3
Wio = Y hiXaopiot mod § = hoXa + mXo = 1/V2Xy = 1/V2Xo = 1/V2 (X1 — Xo)
=0

1
Wi = Zhix2(1)+l—f mod N = hoXa + 1 Xo = 1/V2Xs — 1/V2X5 = 1/V2 (X3 — X)

=0

1
Wi = thxz(2)+1—l mod N = hoXs + hi Xa = 1/V2Xs — 1/V2Xy = 1/V2 (X5 — X4)

=0

1
Wiz = Zh!XZ(SHI-t mod N = hoX7 + X = 1/V2X7 — 1/V2Xs = 1/V2 (X7 — X5)
1=0

1
Wia = Z hiXa(ay41-t mod N = hoXo + k1 Xs = 1/V2Xo — 1/V2Xs = 1/V2(Xo — Xs)

=0
1
Wis = thxz(s)uq mod N = hoX11 + b1 X10 = 1/V2Xy, — 1/v/2X30 = 1/V2 (X11 — X10)
1=0
1
Wis = 3 hiXo@ye1-t mod ¥ = hoXia + i X12 = 1/V2X15 — 1/vV2X12 = 1/V2 (X13 - X12)
=0
1
Wiz = Zh£X2(7)+1-t mod N = hoXus + ki X1q = 1/V2X15 — 1/V2X14 = 1/V2 (X15 — Xua)

=0

Si pensamos a X como un vector columna de dimensién N = 27, de las ecuaciones (3.14) y
(3.23) los coeficientes de onduletas asociados a escala T = 1, serdn

W| - WIX

donde W) es la matriz de dimensién § x N que contiene los primeros -’;—' renglones de W y los

elementos de W, son los coeficientes de onduletas {W;,:t=0,1,...,N/2— 1} definidos por
las expresiones en (3.41) y (3.42).
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Sea {hj,! =0,1,2,..., N — 1} el filtro periodizado de longitud N asociado al filtro {h; : { = 0,1,...,L —

(véase la definicién (2.27)), entonces podemos re-escribir la ecuacién (3.42) como

N-1
o N
Wie=) W Xupiimoa vy t=0,1,2...,5 ~1. (3.43)
=0

Pero para cada ¢ = 0,1,2,...,N/2 — 1, podemos obtener W, ; como el producto del t-ésimo
renglén de-W por X

N-1 N-1
Wl,! = WE;X = z hTX21+1—: mod N = E th.]_; mod NXE- (3.44)
1=0 1=0
Por ejemplo, para t = 0,
N=-1
Wio = WoeX =D it moa v Xt = B5Xo + h3X1 + hy v X + -+ + 3N mod NXN—2
=0

|- h;—N mod NXN=1 = h{Xq + hX, + hy_ 1 Xo+hy_ o Xa+...+ haXn-g+ h3Xn_y,

por lo tanto
Wl = [h‘,’,hg,hj},,, Byg--- h3,h3) .
Notemos que los elementos de {h{} aparecen invertidos en el tiempo y trasladados de manera
periGdica.
Entonces como ya se vi6 anteriormente y de la ecuacién (3.44), los restantes N/2 — 1 renglones

de la matriz W, son copias de W3, desplazadas circularmente, es decir,

Wi=[T"Wo]", t=12...,5 -1

Por ejemplo, para t = 1 se tiene:

N-1 N-1
Wi = WX =3 it moa xX1= D Mt moa v X
=0 =0
= h;Xg + h;X] + hll,XZ +h8X3 + h':l e NX‘| +.ou hg—N mod NXN-—2 + h:—N vod NXN—h
de donde
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Wia = [B§, b3, kS, b, Ky hy—gy -« - h3, BS] (3.45)

A continuacién, probaremos para el caso L < N que los renglones de W, forman un conjunto
de N/2 vectores ortonormales. En este caso el filtro periodizado toma la forma

hn_ h’f DSISL_l;
: 0 L<I<N-1,

por lo tanto el primer renglén de W, estd dado por

15 )
wﬂ' = [Iﬁ'h‘l‘;' hf"\l’-lthj’\ifﬂ\ RN 1‘ 1-—1: 2] = hlv hﬂr u shL-l: h'i s
N-L ceros

utilizando el hecho de que 727 es una transformacién ortonormal, tenemos

L=1
Wl = |72 Wel [ = 3 1 =1
=0

dado que {h;} es un filtro de onduletas, (véase la ecuacién (3.30)). Por otra parte para j' # j
se tiene

L-1
(Wye, Wia) = WEWje = WRT ' T¥Woe =3 hihisagi-gy =0
(=0

lo anterior es cierto utilizando la ecuacién (3.31) referente a filtros de onduletas, por lo tanto te-
nemos que los renglones de W, son ortonormales. Ahora daremos una interpretacién alternativa
a los coeficientes de onduletas de escala 7 = 1 en términos de teoria de filtrado.

Primero definase la transformada discreta de Fourier de {X,}
N-1
Ay = ZXfe"””‘/N. t=0,1,2...,N -1 (3.46)
t=0
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Entonces aplicando el teorema de Parseval (dado en el capitulo 2, ecuacién (2.23)) y la ecuacién
(3.9) tenemos la siguiente expresion:

N-1 1 N-=1
2 Xi=5 2 1l (3.47)
=0 k=0

Si ahora filtramos a {X,} con {k;} obtenemos

L-1 N-1
212wy, = Z WXt mod N = Z W Xi—t moa N
=0 =0

donde la primera igualdad se obtiene aplicando la ecuacién (3.41) y la segunda igualdad es
cierta puesto que L < N. La sucesion 2‘/25—‘\?“ es el resultado de hacer la convolucién
circular entre {X,} y el filtro {h{} de longitud NV; de acuerdo con la ecuacién (2.25), el par de
Fourier correspondiente es

{z‘”ﬁ'z,.,} - {H (—kﬁ) .:r,,} .

Luego entonces el teorema de Parseval nos permite escribir:

"f — 1R, (k)L ”i:‘ AT E LAY
2 le.r = H (_) Xy =— H (—) X" == H ("—) | Xkl” (3.48)
t=0 N k=0 N N k=0 N N k=0 N

Asi, el efecto de filtrar {X,} para obtener {2’/2W1,:} puede entonces evaluarse estudiando
H (£) en las frecuencias de la forma k/N.

3.2.2. El filtro de Escala

Ahora definamos un segundo filtro, {g }, este serd necesario para construir los renglones de las
matrices Wy, Wiy, ..., W, asi como para V; en la ecuacién (3.23). Recordemos que si N = 27
y J = Jy en la ecuacién (3.23) entonces V; es un vector N-dimensional cuyo producto interno
con X nos da el coeficiente de escala V. Por esta razén, al filtro {g} dado por la expresion
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a=(-1)""" hpoa (3.49)

se le llamard filtro de escala. Se puede recuperar {h;} a partir de los coeficientes de {g;} por
medio de la relacién

h; = (—l)l gr-1-t- {3.50)

Claramente (3.49) y (3.50) son equivalentes. Por ejemplo, si aceptamos la ecuacion (3.50) te-
nemos

hp-im = ()5 g = (-1)E (-1) ¢ g,
de donde
g =(-1)""h 1

Como ya se menciond, los coeficientes {h; : [ = 0,1,..., L — 1} surgen como solucién a un prob-

lema de factorizacién espectral, (para mayores referencias consulte Percival y Walden, (2000)).

Retomando nuestro ejemplo de Haar, dado por hg = 1/ V2yh =-1 / V2, los términos distintos
de cero del filtro de escala son

o=—h=1/V2 vy g=ho=1/V2

Otro filtro conocido es el de Asimetria Minima de Daubechies, LA (8), con L = 8 coeficientes:

go = —0.0757657147893407 g, = —0.02963552764595541
g2 = 0.4976186676324578 gs = 0.8037387518052163
g4 = 0.2978577956055422 g5 = —0.0992195435769354

gs = —0.0126039672622612 g, = 0.0322231006040713

y asi de acuerdo con la ecuacién (3.50)

hy = g7 =0.03222310060407 hy = —gg =0.01260396726226
ha = g5 = —0.09921954357694 hg = —gq = —0.29785779560554

hy = g3 =0.80373875180522  hs = —g, = —0.49761866763246
he = g1 = —0.02063552764595  hy = —go =0.07576571478934
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Sean el filtro de onduletas {/} con funcién de transferencia H (:), {a} el filtro de escala con
su correspondiente funcién de transferencia G (-). Entonces la funcién de transferencia G ()
estd dada por

o0 £
G (f) = Z g;E_'E#ﬂ = nge—i‘hﬂ - e—i?.'.'r!(L—l)H (% - f) (351)
l==00 =0
y por lo tanto
G =H(%—f), (3.52)

donde G (f) = |G (f)|* es 1a funcién de ganancia cuadrada del filtro {g}.

Para probar (3.51) notemos que

L-1 L=1 L-1
H (% _ f) — Z hle—ﬂn(i:,—f}l = Z hyei2fle=tnl = z (—1}‘ het? it
=0 =0 =0

por lo tanto

L-1 L-1
e (L=1) 1 (% _ f) (_})t hlei:?rrﬂe—i!rrf(l..—l) e Z(_l)t hte—t’EKﬂL—l—I)
=0 =0
L-1 L-1

= YN (1) g BIEID = Y Ty et
=0 =0

Por lo tanto se tiene que

G(f) — e—i'zrrﬂl'_—l}H (% . f)

y como ademas
|€_.'2«m,_1)| -1
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entonces 2

1

cni=|u(5-1)

es decir,

G(f)=’H(%—f)-

Debido a la definicién (3.50), a {g/} se le conoce como filtro de cuadratura en espejo asociado
a {ly}, este nombre es debido al hecho de que si graficamos las funciones H (f) = |H ( Jf)i2 y
G(f) = |G (f)|” para f en [0,1/2) obtenemos lo siguiente

150

05+

i L L L L ' L s .
Q 008 (4] s 02 025 03 03 04 045 05
Funcién g2 ganancia cuadrada del filro de cuadratura en espejo oo Haar

Hifl

Gre

05 " s i " L : i L L
L] 005 o 015 02 [15] 03 035 04 045 05
Funcion o¢ ganancia cuadrada del fitro de cuadratura en espejo LAS

Figura 3.1: Gréfica de la funcién de ganancia cuadrada
Notemos que de la expresién (3.52) tenemos que
G(1/4) =H(1/4).
Si imaginamos a la recta f = 1/4 como un espejo, entonces G (f) se obtiene reflejando a H (f)

sobre este espejo . La razén por la cudl sélo analizamos el comportamiento de G (f) y H (f) en
el intervalo (0,1/2] es porque ambas son funciones pares periédicas (con periodo 1) de f.

Una expresién alternativa a (3.33) utilizando lo recién demostrado es la siguiente:

Q(f)+g(f+%) =2 paratoda f (3.53)
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alternativamente
G(f)+H(f)=2  paratoda f. (3.54)

Supongamos primero que H (f) + H (f 4+ 1) = 2 entonces

onw(3-1) 1111 (-3 (1)

en la primera igualdad se utiliz6 el hecho de que la funcién de ganancia tiene periodo uno, para
la tiltima igualdad se utiliz6 el hecho de que H (f) = H (—f), por otra parte,

6(1+3)=n(3-(r+3)) =#Cn=-nwn

por lo tanto de estas dos tiltimas igualdades tenemos que

6(1+3)+9(n=>

alternativamente,

H()+G(f) =2

Reciprocamente, supongamos ahora que para toda f se cumple

g(f+é)+g{f}=2

H(N+G() =2,

entonces, dado que

o) =n(3-1)=n(3+1)

§(f+%) ='H((f+%)+%) —H(f+1) = H ()

por lo tanto de estas dos expresiones se tiene lo que se buscaba demostrar, es decir,

tenemos

2=9{f)+§(f+é)=H(f)+7i(f+%)'
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Al filtro {h;} se le denomina filtro de frecuencias altas y a {g;} filtro de frecuencias bajas, a su
vez a ambos se les llama filtros de media banda ya que dividen la banda de frecuencias [0,1/2]
a la mitad.

El filtro de escala {g,} satisface las siguientes tres propiedades:

L-1 L—-1
Yoao= V2 6 Y a=-V2 (3.55)
1=0 =0
-1
d9 =1 (3.56)
1=0
L—1 )
angu-zn = z Q1son =0, para toda n # 0. (3.57)
=0 I==00

A continuacion justificaremos estas propiedades. Como la condicién (3.53) se satisface para
toda f, entonces en particular se cumple para f =0, es decir:

9(0)+g(%) =9,

es decir,

2 = |GO1+]6(1/2)) rmfnj J—ileu/z)

L-1 |2 2 2 1 2

= Zg! —tal + Z _ );gl
=0 =0
-1 |? : 2;‘_[ 3 . 2

- 1

= [Za| +(07) zgi [ g
= =0 |.'=D
L-1 2 e, 2 Feeit 2 . 2

-+ ZQ‘ "'z( gr-1-t| = +Zh¢
=0 =0 =0 =0
L-1 |2

= |2
=0
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por lo tanto

L-1
Zg; = i\/§.
=0

Verifiquemos que 317 g2 = 1; utilizando la ecuacién (3.49)

2
5’? = (("1)l hl.—l-f) = (_l)ﬂ h’i—l—! = hi—l—i

por lo tanto

L-1 L-1 L—1
2 2 2
Zgl =Y ki =) h=1
=0 1=0 1=0
Finalmente probemos que

j

Z: 9i9t42n = 0.

=0

A saber, tenemos que
=" by

por lo tanto

gsan = (—1)" hio1_sam) = (—1)' hr-1-san), entonces
L-1 L L1 )
t

Zglgf+2n = =Y (=1 Ao (=1) R = — Z (=17 hrr-thr-1-g+2n)
=0 1=0 1=0

L-1

= =) hhi=20
=0
por lo tanto

L=1 L-1
D Ugan = = Y hihisan =0.
=0

=0
va que se satisface la ecuacién (3.31) por ser {h} filtro de onduletas.

Al filtro {g} se le llama filtro de bajas puesto que filtra frecuencias en el intervalo [—1/4,1/4],
obsérvese la figura (3.1). El soporte de G (f) es aproximadamente este intervalo.

71



3.2 Transformada Discreta de Onduletas 3 Transformadas Discretas de Onduletas

Definamos el filtro {h[r }, que se obtiene de agregar un cero enire dos elementos consecutivos
del filtro original {/}, es decir, dado el filtro {ho, hy, ha, ... hp 2, -1} sea

{nl} = (h0,0, 1,0, ,h1s},

la longitud del filtro resultante es 2L — 1; se define el filtro {ha} = { g* h}} resultante de la

convolucién entre los filtros {g;} de longitud L y h.g filtro de longitud 2L — 1, entonces por
la ecuacién (2.17) se tiene que la longitud del filtro {hy;} es: Ly=L+ (2L - 1)-1=3L -2

Consideremos el caso en el que al filtro {#} se le agregan m ceros entre dos elementos conse-
cutivos del mismo, es decir,

ho,0,0,...,0,h,0,0,...,0,...,0,0,...,0,hy_. (3.58)
N e S Ny e

m m m

entonces su funcién de transferencia asociada esta dada por

H(m+1)f). (3.59)

Para justificar la aseveracién anterior, utilicernos un razenamiento inductivo:

Primero veamos que esto es cierto para m = 0, es decir, el caso en el que no se agregaron ceros,
entonces la ecuacién (3.59) se convierte en H (f) lo cual es cierto. Ahora veamos que también

es cierto para m = 1:
{ho,0, 81,0, ... hyr} = {hd, hl, hd,... K}y _a}

entonces su funcién de transferencia es:

2(L-1) L—1 L-1
Z htle—imrﬂ - Z héte—i?:r(ﬂf}t — Z h;e_i"’"tzfj" - H (Qf) .
=0 =0 =0

Para m = 2:

{h0,0,0,51,0,0,... . hy 1} = {3, K}, 3, ... . 13, 3}
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su funcion de transferencia es

3(L-1) L-1 L-1
Z h;le—ﬂ?rﬂ = Z hélg—iﬁwwﬁl = Z hte—i?!?r(af)! = H (S_f) .
=0 =0 1=0

Procediendo de manera sucesiva se tiene que si se insertan m ceros, el filtro quedarfa de la
forma:

B0y 0,0,0+.,0,21,0,0,...,0...,0,0,...,0hz 1 » = {KT AT AT, ..., Alhsnyr—1y }

m m m

con funcidn de transferencia

(m+1)(L-1) ) L-1 L-1
z h;ne—mrrﬂ — Z hzi;an+])re—i21((m+l)f]! - Z hle—ﬂn((m+l)ﬂt - H {(m 4 1) f) .
=0 =0 =0

Entonces, haciendo m = 1 y usando la ecuacion (2.14) se tiene que la funcién de transferencia
para {hy;} es

Hy(f) = H(2f)G(f)-

Asi, entonces tenemos que dado un entero j en el conjunto de indices {2, 3,. .., J}, para calcular
los coeficientes de onduletas W, a escala 7; = 29! necesitamos el filtro {h;;} resultante de la
convolucién de los siguientes j filtros:

=1 g0.91,-.-,9L-1;
= 2‘ gﬂ‘O!ghUr"'iUrgL—l;
k= ji—-1, ,00,...,0,0,0,0...,0,...,0,0,...,0,90-1;

2i-2-1 21-2-1 2i=2-1
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y finalmente para k = 7 se insertan 27! — 1 ceros en el filtro {#,}, es decir,
hg,G,O,. .t ,0,!11,0,0, . .,0,. o ,0,0, sea ,D,hL_l. (3.60}
N, e’ S——
2i-1_1 2i=1_] 2-1-1
Notemos que para cada k = 2,3,...,j—1 el k-ésimo filtro de esta cascada se obtiene de insertar

un cero entre cada dos coeficientes consecutivos del (k — 1)-ésimo filtro.
As{ entonces, la longitud del k-ésimo filtro en la cascada es:

L® = [+ (26! —1) (L -1), (3.61)

entonces de acuerdo a la ecuacién (2.17) la longitud del filtro {h;,} estd dada por:

Li=(Z-1)(L-1)+1L (3.62)

A saber, por la ecuacién dada en (2.17) se tiene:

L = i:L(m)fj+l=i(L+(2"‘"—1)(L—1))—j+1
m=1 m=]1
jL+(L—1)ZJ:(2'"*‘—1)-j+1=(L—1)i2’“-‘+1
m=1

m=1

(L-1)(2-1)+1
Ademés el filtro en la cascada resultante, {h;;}, tiene funcién de transferencia dada por:

=

H,(f=H@'f)]lc@)). (3.63)

i

Il
=

Para verificar esto, utilizamos la expresién dada en la ecuacion (3.59), entonces tenemos que
para k=1,2,...,7 — 1 la funcién de transferencia correspondiente al k-ésimo filtro es tal que

0,0, v+, 0,01: 0,00+ 440 -0 . G2t =141 f)=6(2""
{gﬂv 3 Yy Urgl Oror $0: ,0,0, \0191, I}H ([ ]f) ( f)

2k—1_1 2k—-1_1 2k-1_1
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y para k = j se tiene

ho,0,0,...,0,A,,0,0,...,0,...,0,0,...,0,hyy p = H([Z7' =1+1] f) = H(27'f),

gi=1-1 =1 24=1_1

por lo tanto, utilizando la ecuacién (3.59) y la ecuacién (2.9), finalmente tenemos la expresién
(3.63).

WW,

234567
1

[

1
l

T T T T
0.125 0.25 0.375 0.5

Funciones de ganancia cuadrada para los niveles 1a 7

O -

frecuencia

Figura 3.2: Gréfica de las funciones de Ganancia cuadrada para la cascada de filtros utilizando
el filtro AL(8) con N = 128 = 27.

Se puede verificar que la funcién de ganancia cuadrada M; (f) =| H;(f) |* tiene soporte
aproximadamente sobre el conjunto de frecuencias 1/27+! <| f |< 1/27. Por esta razén se dice
que el filtro {h;,} filtra frecuencias en la banda de frecuencias (5, 3 )-

Los coeficientes de onduletas Wj, asociados a la escala 7; para j = 2,3, ..., J pueden calcularse
utilizando el filtro iterado {h;;}
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it Byey
2PWii = hisXetman t=0,1,2,...,N—1, (3.64)
=0
y luego entonces
py— Lj_‘
Wi = 2 W 55(041)-1 = Z hjuXasgi1)-1-t maa v t=0,1,2,...,N; =1, (3.65)
=0

donde N; = N/27. Dado que se tiene la igualdad W; = W;X, se tiene que los renglones de
W; estdn conformados por los elementos del filtro {h3,} que es el filtro {h;;} periodizado a
longitud N e invertido en el tiempo. Por ejemplo, para N = 23 = 8, la matriz W, de dimensién
2 x 8 tiene como primer renglén el vector [ 53s 159, 131, 130, 137, RS 6, K3 s, h3,4] y los renglones

restantes son versiones circulares del mismo.

De manera equivalente el filtro {g;;} se obtiene de hacer la convolucién de los j filtros

= 1, g0:91,---+9L-1;
2, 90,0,41,0,...,0,9.-1;

= §=1 vesy Wy Ul 101'--101'--1010:--~:0: —-13
k J ) 9’0'0;0‘ 0 n 0 gr-1

22— 20-3-1 20-2-1

y finalmente para k = j se insertan 2/~ — 1 ceros en el filtro {g:}, es decir,

gu|0$0|"'!019110!(}|"'IO"'1D}01"‘ wolgL—l' (366)
| A N, vl 5,
2i-1.1 2i-1-1 2i-1-1

El filtro {g;:} es tal que G; (f) =| G; (f) |* tiene soporte aproximadamente sobre el intervalo
0 <| f|< 1/27*'. Asi como se argumento para el filtro {kj;}, se puede verificar que el filtro
{g;.} tiene funcién de transferencia dada por

G;(H=][c@r). (3.67)
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Los coeficientes de escala {V}} se pueden calcular utilizando el filtro

Lj-1
2',/2‘/]"1 - Zgj,fxl—l maod Ny t=0|112v'-'!N — 1y (368}
=0

por tanto

Lj-y

Vie = gffzi;;‘ﬂuﬂ)—l = Z 95X (t41)-1~t moa N» t=0,1,2,..., N; - L. (3.69)
=0

Dado que se tiene que V; = V;X, los renglones de V; estdn conformados por los elementos
del filtro { g;-'_!} que es el filtro {g;;} periodizado a longitud N. Una justificacién de que para
J=2,3,...,J, las matrices W; y V; asi construidas son matrices ortogonales puede encontrarse
en Percival y Walden (2000).

3.3. Paquetes de Onduletas

La transformada discreta de paquetes de onduletas, en inglés Discrete Wavelet Paquet Trans-
Jorm (DWPT), se puede considerar como una coleccién de transformaciones ortonormales donde
cada una de las cuales se puede calcular como hasta ahora se ha venido haciendo. La DWT
tiene asociada una particién Ppwr del conjunto de frecuencias [0,1/2]. De la figura (3.2) se
puede ver que los filtros bésicos {h;;} que definen la transformacién, son tales que sus funciones
de ganancia cuadrada H; (f) tienen soporte aproximadamente sobre el intervalo [1/27+1,1/27)
para j = 1,2,...,7; finalmente el filtro {g;;} es tal que G; tiene soporte aproximadamente
sobre el intervalo [0,1/2%).

Para N = 27, donde J es un entero positivo, la particién asociada a la DWT es

Powr = {[1/4,1/2),[1/8,1/4),..., [1/2'*',1/2') , [0, 1/2'41]}.

Por ejemplo, para N = 16 = 2! los renglones de la matriz W; estén asociados al intervalo de
frecuencias [1/2/+1 1/27) para j = 1,2, 3,4, mientras que el vector V4 estd asociado al intervalo
[0,1/25). La figura (3.3) es un esquema de la particién del intervalo [0, 1/2), cuya transformacién
correspondiente dentro de la coleccion DWPT, es la DWT.
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o -

_—

-

I
0 1/16 1/8 N6 1/4 516 3/8 7116 172
frecuencia
Figura 3.3: Illustracién de la particién DWT para N = 16 = 2!

Para cadanivel j = 1,2,..., J y para cada banda o escala de frecuenciasn =n; = 0,1,2,...,27—

1, se define el intervalo Z;, = [n/2*!,(n + 1) /27+!). Una forma de entender a la DWPT es
como una coleccién de transformaciones ortogonales, tal que a cada particién P, del intervalo
[0,1/2] en subintervalos Z;, le corresponde una (y s6lo una) transformacién dentro de esta
coleccién.

En el ejemplo anterior para N = 2% y para la particién Ppwr de la figura (3.3), la transformacion
correspondiente dentro de la DWPT es la DWT, pero una particién P diferente da origen a

otra transformacion ortogonal.

Nuestro objetivo es describir los filtros o sucesiones bésicas para calcular, por ejemplo, la
transformacién asociada a la particién P, = {I, 0,222, Z23} 0 los filtros asociados a la particién
Py = {Ig_u,j:gr] yIa2,Tz3} que se ilustra en la figura (3.4).

En la seccién (3.2) construimos los filtros {h;;} v {g;.} para j = 1,2,...,J, tales que sus
funciones de ganancia cuadrada H; (f) y G;(f) tienen soporte aproximadamente sobre los
elementos de la particién Ppwr, compdrense las figuras (3.2) y (3.3).
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o 1/8 1/4 3/8 1/2

frecuencia

Figura 3.4: llustracién de la particién Py = {Zy0, To1, Lo2: Tos}

Para facilitar la notacién nos referiremos a cada nodo (o localidad) en los esquemas de las
figuras (3.3) y (3.4) con el indice (j,n). Por ejemplo en el esquema (3.4) estén iluminados los
nodos (2,0),(2,1),(2,2) y (2,3).

Para j =1,2,...,Jyn=n; = 0,1,2,...,2/ — 1 dado un nodo (j,n), se puede determinar
un filtro {u;,;, (=0,1,...,L; — 1} correspondiente, es decir, un filtro tal que su funcién de

ganancia al cuadrado

£y
=1 tjnge P,
=0

tenga soporte aproximadamente sobre el intervalo Z; ..

Denotemos por |z] a la parte entera del nimero real z. Dado un nivel j = 1,2,...,J ¥
ne{0,1,...,27 — 1} sea

g, n=0063mod 4
Up = i
" h, n=1062mod 4.
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Para j=1, n=0,1 los filtros correspondientes a 7o y Z;,; son

wet = g, =0,1,...,.L-1; ¥y

uyy = h, =01,...,L-1
Para los nodos (j,n), con j > 1, sea

Ujny = e UnkUj1, 2 1—2-1k L =0,1,...,0; -1,
i 0, 1<0,0>L;

donde L; = (27 — 1) (L — 1)+ 1.

Por ejemplo, para j = 2,

L-1 L-1
Uzt = E Up kU1 0l-2k = E GrGi—2k,
k=0 k=0

L-1 L=1
Ug 1 = Zul,kul,u,l—ak - E , hicgi—o,
k=0 k=0

L-1 L=1
Uggl = Zu2.kui.l,£—2k = Z hyhy_o,
k=0 k=0

L-1 L=1
U231 = E Uz kUL 1128 = S grh_ok.
k=0 k=0

Estos filtros son los necesarios para definir la transformacion ortogonal asociada a la particién
P2 que se muestra en la figura (3.4).

Dado el conjunto de datos X = (X}, Xs,...,X,)" se puede construir una matriz Wp, de
dimensiones N x N, la cudl estard particionada en 4 bloques de dimensiones % x N, donde
los primeros % renglones son versiones circulares invertidas en el tiempo del filtro periodizado
{ug30:1=0,1,...,N —1}. Los siguientes & renglones £ +1,..., N/2 estén conformados por
versiones circulares invertidas en el tiempo del filtro periodizado {us2;:1=0,1,...,N —1}

asi sucesivamente hasta completar la matriz ortonormal Wp,.
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Entonces, el igual que como se ha venido haciendo hasta ahora, tenemos la expresién
W2 = ]v"\-)',\:v2 X.
Dado que el filtro {u; .} estd determinado por los filtros {h;} y {a}, entonces su funcién de

transferencia Uj,, depende de las funciones de transferencia H (f) y G (f) correspondientes al
filtro de onduletas y al filtro de escala respectivamente.

Para hacer ver esta dependencia definase
My =G (") y My =H().
A cada nodo (j,n) en los esquemas de las figuras (3.3) y (3.4) se le asocia un vector C;, de

longitud 7, donde sus elementos son iguales a uno o cero.

Para j = 1, se define Cyg = [0] y C1;7 = [1]. Para el caso j > 1, se define ¢;,, conn =

0,1,...,27 — 1, de manera recursiva en términos de C;_, ,+ con n =0,1,...,2771 =1 aplicando

la siguiente regla:

(a) Si n. =06 3 mod 4, entonces Cj, se obtiene agregando un cero al final de ¢;_1, 2

(b) Sin =16 2 mod 4, entonces C;,, se obtiene agregando un uno al final de c;_ |2).

Ilustremos la regla anterior con un ejemplo:
Ejemplo 3.1. Sean n =7 y j = 4; dado que
7 =3 mod 4, se tiene que Cy7 = (C343,0);

ademds
3 =3 mod 4, por lo tanto Cs3 = (Ca,,0)

aplicando la regla nuevamente tenemos que
1 =1 mod 4, por lo cual Csy = (Ci,1).

Por lo tanto dado que
O;_n = [U] s
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entonces

Cay = (Cip,1) = (0,1);
luego

Cs3 = (C2,,0) = (0,1,0),
finalmente,

04,7 = (03..?:;0) = (Ov IIOFD) .

Por ejemplo para la figura (3.3), se tiene j = 4 y paracadan = 0,1,...,29 — 1 = 15, los
vectores necesarios son los siguientes:

Ci = [1],
Cn = (Cio1)=(0,1),
C3,l = (02.01 1} s (07 ﬂ! 1) 3
Cns.i = (Cs,o. 1) =(0,0,0, 1)'
Consideremos la figura (3.5), donde se tienen los vectores Cj, con j =1,2,3yn=0,1,...,2/ —

1 = 7. Para poder determinar su funcién de transferencia U; ,, (-), sea Cjn,m €l m-ésimo elemento
de Cjn, entonces se define la funcién de transferencia como sigue

i=1

Uin (f) = [ Me,nm 2™f) - (3.70)

m=0

0
I Moo, (2"5) = Mo (£) = G (1)

Uwo(f) =
m=0
0
Uia(f) = [T Mevum@f)=M())=H())

Uzo(f) = [] Merom @"F) = Meyoo (f) Meyos (2f) = Mo (f) Mo (2f) = G (£) G (2f)

m=0

1
Usi (f) = [] Meassm (27F) = Meyo (f) Mes,, (2f) = Mo (f) My (2f) = G (/) H (2])

m=0
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yd b
D G(J) ) He
x Y
0 1 i=1
A
° cen Nen M owen /S Neen
> T
0,0 0,1 1,1 1,0 G

0 f 1/8 /4 f \ 3/8 f /2
ccm/ \Htm H(af) \c{w GWJ/ \mm H(-sn/ \6(411
0,00]||00,1||01,1(|010]|]|11,0]|]|1,1,1||[101]]100];=s

0 1/16 / 3/16 /i 5/16 /! /16 1 71

Figura 3.5: Ilustracin de las secuencias binarias {c;,}, con j = 3.

1
IT Mesam (27 F) = Moy () Mesa, (26) = Mi(f) Ma (2) = H () H (2])

Us2 (f) =
m=0
1
Uaa(f) = [ Meysm (2™F) = Moy, (F) My, (2F) = My (F) Mo (2f) = H (f) G (2f)
m=0
2
US,D {f) = 1_[ Mcs.o.m (2mf) = MCa,n‘u (f) MC:!.Q.I. (2.” MC;.O.: (4f)
m=0

= Mo(f) Mo (2f) My (4f) = G (f) G (2f) G (4])

2
Usa () =[] Messn (@™F) = Mey, o (f) Mey,, (2F) My, 2 (41)

m=0

= Mo(f) My (2f) M, (4f) = G(f) G (2f) H (4f)

2
Usa(f) = [] Mesam (2F) = Me, 10 (f) Mcyan (2F) Mcy ., (4)

m=0

= Mo (f) M, (2f) M, (4f) = G(f) H (2f) H (4f)
2

Uss(f) = ] My (2™f) = Mcyyo (f) My, (2f) My, (4)
m=0

= Mo (f) My (2f) Mo (4f) = G (f) H (2f) G (4f)
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2
[T My @7 F) = Moy oo () Moo, (2f) Mey . (4)

m=0

= M (f) My (2f) Mo (4f) = H (f) H (2f) G (4f)

2
Uss (f) = l__[ Mcs.s.m (2™f) = Mca.a.u (f) Mey 6. (2f) MCa.s.z (4f)

m=0

= M (f) My (2f) Mo (4f) = H (f) H (2f) H (4f)

2
T Mey 2™ F) = Mgy o (f) Mey g, (2f) My (45)

m={

= M (f) Mo (2f) My (4f) = H (f) G (2f) H (4f)

2
Usz(f) = H Mes 3 2"f) = MGS.?‘O (f) Mc,;, (2f) MC:.r.'a (41)

m=0

= M (f) My (2f) Mo (4f) = H (f) G (2f) G (4f)

Uss (f)

Use (f)

Entonees en general se tendria un esquema como el que se muestra en la figura (3.6)
Woo=X

/e N —
Wio Wi
/ ¢ H\ / H a\ — K/N
Wap Wi, W W3

4 U 4 U 4 N St

Wio Wi, W3, Wiz Wig Wi W3 Wy

Figura 3.6: Esquema de una Wavelet Packet Table para j =3

Recordemos que en la seccién (3.2) se le llamo douwnsampling al procedimiento de dar de baja
la mitad de los coeficientes (a escala 7 = 1) resultantes de filtrar los datos X. Para escalas 7;
con j > 1, las ecuaciones (3.64) y (3.65) establecen que el downsampling apropiado corresponde
a conservar tunicamente N; = N/2/ coeficientes de onduletas. De hecho, de los coeficientes
resultantes de filtrar a X con el filtro {h;,}, solamente nos quedamos con aquellos coeficientes
cuyos indices son 29 — 1,29 .2 -1,27.3-1,...,2 . N; — L.
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Alternativamente al uso de matrices, dada una particion P = {Zj, n,,--.,Zj, n, } del intervalo
[0,1/2), para cada (j,n) € {(ji,m1),...,(jkx,nk)} podemos caleular los coeficientes corres-
pondientes a la sub-banda n del nivel j en términos de una operacién de filtrado (con un
downsampling apropiado):

L;-1

Wine = z Ujn Xt (t41)-1~t mod ¥y £=0,1,2,3,...,N; — L (3.71)
=0

Si procedemos de manera andloga para cualquier j y n=0,1,2...,27! — 1 siempre podremos
determinar el orden de filtrado para obtener el W, correspondiente. Para terminar esta seccién
recordemos que cada W, en la DWPT esta asociado a bandas de longitud 1/27*!, es decir a
la longitud del intervalo Z; .

3.4. Algoritmo para la seleccién de base.

Como se ha venido mencionando, se pueden extraer distintas transformaciones ortonormales de
una tabla de paquetes de onduletas a un cierto nivel Jp; recordemos que cada transformacion
ortonormal estd asociada a una particién del intervalo de frecuencias [0, 1/2], usando intervalos
diédicos de la forma (5, #41). La pregunta es jde que manera podemos elegir a una de estas
particiones 6 transformaciones de modo que sea ptima en algin sentido para una serie de
tiempo en particular?,

Sean N = 27, para J un entero positivo y Jp un entero en {1,2,...,J}. Consideremos a la
coleccién de parejas (j,n) que denotan los indices de los nodos en una tabla de paquetes de
onduletas (es decir, un esquema como el de las figuras (3.3) y (3.4)),

N= {{Jvn)‘J: 1,2‘...,Jg;ﬂ=0,1|...,2j—1}

Dada una particién P del intervalo [0, 1/2) en intervalos diddicos Z;,, donde j € {1,2,..., Jo}
yn€{0,1,...,27 — 1}, sea Cp = {(j,n) : Z,;» € P}, luego entonces Cp C N.

Coiffman y Wickerhauser (1992) abordaron este problema bajo el nombre de Algoritmo para la
seleccidn de la mejor base, que consiste en los siguientes dos pasos
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(a) Dada la tabla de paquete de onduletas a nivel J, entonces para cada (j,n) € N asociamos
a cada W, un costo M (W;,,), donde M (-) es una funcién de costo aditiva de la forma:

Nj-1
M(Wia) =) m(| Wine ), (3.72)

t=0

y m es una funcién con valores reales definida en [0, c0) con m (0) = 0.

(b) La transformacion ortonormal, P, éptima que se puede extraer de la tabla del paquete de
onduletas es la solucién del problema

win > M(W;,), (3.73)
(din)eCp

es decir, se busca la transformacién ortonormal dada por Cp C A tal que la suma de los
costos sobre el conjunto de pares (j,n) € Cp se minimize.

En Percival y Walden (2000) se dan tres ejemplos de funciones costo aditivas las cuales a
continuacién enunciamos:

(a) La norma —£2log (£%)

=52 =2

-Wj,n.t ng (Wj,n,l.) , si Win.l 5& 0;

(3.74)
01 s1 WPJ‘.n.i = 01

m (| Wine |) = {
donde Wjn, = Win./|IXI|.

(b) La funcional threshold (umbral), es decir, la cantidad de términos que exceden cierto

umbral §
1, si|Wjal>6;
; = bl 3.75
m (| Wine |} { 0, e.o.c ( )
(c) La funcional de costo en £, definida por
m (| Wing ) =| Wine [P, (3.76)

para0 < p < 2.
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Finalmente en Contreras y Walden (2002), se propone un algoritmo para seleccionar la mejor
base, por medio de una prueba de hip6tesis, para determinar si los coeficientes del paquete
de onduletas son ruido blanco o no lo son. Al final se puede obtener una base ortonormal de
paquetes de onduletas cuya correlacién sea minima.

El método se describe en el siguiente algoritmo:

Algoritmo 1. (a) Para el nivel J = 1 se calculan los coeficientes del paquete de onduletas
Wioy Wi

(b) Se aplica una prueba de hipétesis de ruido blanco en los coeficientes en Wy y Wy q:

Hy : los coeficientes en W, son una muestra de ruido blanco,
Hl : No Ho.

En el caso de que Hy sea rechazada se calculan los coeficientes del paquete de onduletas del
siguiente nivel, por ejemplo, para el caso j = 1,n = 1 supongamos que Hy es rechazada,
entonces en el siguiente nivel, j = 2 tenemos que calcular el vector Wo 5 y Wo 3. Por otra
parte, en el caso de que Hy no se rechace, entonces el intervalo I; ., se agrega a la particién
del intervalo [0,1/2] en sub-intervalos diddicos disjuntos, es decir, en el siguiente nivel
no habrd necesidad de caleular Wiy 2, ¥ Wit an41-

(c) Para j = 2,3,...,Jo — 1, donde Jy es el nivel mds alto de la transformacidn, se repite el
paso (b) en todos los coeficientes de los vectores calculados en el paso anterior.

El periodograma asociado a una muestra Y;,Ys, ..., Y, de un proceso estacionario de segundo
orden, {Y;}, se define como:

N-1
Sn= ) @™ (3.77)

t=—(N-1)

—

donde ¥ (t) = cov (Yi, Yisr)

El periodograma puede ser un buen estimador de la densidad espectral. En Brockwell y Davis
(1998) se justifica el porqué utilizar el periodograma para realizar la prueba de hipétesis de
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ruido blanco por medio de la prueba de bondad de ajuste de Kolmogorov para una distribucién
completamente especificada. Esta prueba nos servird para contrastar las hipdtesis Hy y H; en
el inciso (b) del algoritmo (1). Entonces si definimos a C; como

= E:c-l § (fk)

(3.78)
RN

paral=1,2,..., MJ’-_!, donde fp = K/M;_; y denotamos al niimero de estas frecuencias que
satisfacen la relacion 0 < k/M;_, < 1/2, por M|_, = (M;_/2) — 1. Ademds S (fe) es el
periodograma asociado a los coeficientes de onduletas W, correspondientes al nodo (7, n).

Definiendo

l
+ = N -
b= LIEM) 1 (M;_l =1 C‘) e
- -1
D™= max (c, - —-—) (3.80)
1<ISM]_ -1 -1~ 1

se puede rechazar la hipétesis nula de que los elementos de W, son una muestra de ruido
blanco a un nivel de confianza o si

D = max {D*, D"}

excede el valor de D () de la distribucién original. Una aproximacién de D (a) se da en
Sthephens (1974)([18]) y en Fitzgerald et al (2000):

D(a) = Cla) 3.81
P = T oz iy i

donde C (0,05) = 1,358.
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Capitulo 4

Bootstrapping vs. Wavestrapping.

En este capitulo se estudiardn las distintas maneras de realizar remuestreo en los datos origi-
nales, este remuestreo se puede realizar de manera directa, es decir, utilizando un método no
paramétrico tal como el bootstrap por bloques, o ajustando al conjunto de datos un modelo
especifico que satisface ciertos criterios referentes a la seleccién del modelo que mejor ajusta
a los datos. La idea del remuestreo es generar conjuntos de datos donde la variabilidad de la
estadistica en estudio puede ser estimada. A este tipo de remuestreo se le conoce como boots-
trap o Método de Computo intensivo. Basicamente se puede clasificar en dos tipos: bootstrap
Paramétrico y bootstrap No Paraméirico; a continuacién damos una breve descripcién de ambos
tipos de bootstrap.

4.1. Caso Paramétrico

4.1.1. Bootstrap de residuales

La idea central en el contexto de series de tiempo de este tipo de remuestreo es ajustar un
modelo apropiado a los datos, ya sea un modelo tipo Auteregresivo de orden p, AR(p) una
vez ajustado el modelo a los datos se procede a calcular los residuales. Utilizando un esquema
de remuestreo con reemplazo sobre el conjunto de residuales se producen muestras aleatorias
(muestras bootstrap de los mismos.

Por ejemplo supongase que €} ,,€3,,...,£5, es la [-éssma muestra bootstrap de residuales pro-
ducida donde | = 1,2...,m. Al utilizar esta muestra de ruido blanco en el modelo ajustado
podemos obtener una muestra bootstrap X }“, ;" e ,X,(.n de la serie de tiempo de los datos.
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Entonces usamos estas muestras para calcular 5. Al final del proceso tenemos una muestra
;51“), a®, ... ,,61{'“) con las cuales podemos estudiar propiedades distribucionales de la variable

aleatoria g;.

Usualmente estos residuales son recentrados con la finalidad de que tengan la misma media

que el proceso de ruido blanco. Para ejemplificar lo hasta ahora mencionado consideremos el

siguiente algoritmo

Algoritmo 2. (a) Sea {Y,:t=1,...,n} un proceso estacionario de segundo orden, para
poder determinar el modelo que mejor ajusta a los datos un criterio ttil es el crite-
rio de informacidn corregido de Akaike (AICC). El criterio de AICC (Criteria Akaike’s
Information Criterion) se utiliza para prevenir una sobreparametrizacidn de un modelo,
astgnando un costo a cada pardmetro adicional introducido en el modelo. El modelo que se
seleccione debe de ser aquel que minimize el valor del coeficiente, para mayores referencias
ver Brockwell y Davis (1998).

Supongamos, por cuestiones de simplicidad, que el modelo encontrado es un modelo de
tipo AR(p), es decir, es un modelo de la forma

P
=Y ¢(uYiut+é& (4.1)

u=1

para el caso p = 1, nuestro modelo es de la forma:
Y’t = ¢]/f.—l +£tv (42)
donde {&} es un proceso de ruido blanco.

(b) Una vez realizado el ajuste y encontrado el estimador de &, se calculan los estimadores de
los residuales por medio de la siguiente ecuacion:

=Y, — V1. t=23,4,....n (4.3)

(c) Enseguida se calcula el valor de  para recentrar los residuales, es decir, a cada uno de
ellos se les resta su media:
ey —¢€,e; —€,...,6p — €.

(d) Realizando muestreo independiente con reemplazo en los residuales obtenemos simulaciones

independienies de ruido blanco, es decir

§.81.62,- - &n
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(e) Finalmente definumos a Yy = & y asi se procede a caleular
Y=Y +&,

para todat=1,2,...,n.

En al algoritmo anterior se est4 considerando |@| < 1 aunque este hecho no garantiza la esta-
cionareidad del proceso asf generado. Para poder garantizar que efectivamente se esta generando
un proceso estacionario, se sugiere repetir (d) un nimero grande de veces para después realizar
el paso (e) n + k veces, donde a k se le llama de periodo de gquema. Dicho periodo debe de
elegirse lo suficientemente grande de modo tal que efectivamente se asegure la estacionareidad
de la serie {Y",Y5,..., Y}, es decir se desecharan los valores {Y*,, Y ,,,..., Y5 }.

Para mayores referencias sobre este método revisar el libro publicado por Davison y Hinkley
(1997), quienes aplican dicho método a un conjunto de datos de conteos de manchas en el sol por
afio, estos datos son observaciones del ano 1771 al ano 1993. Al realizar el ajuste a los datos con
modelos de tipo autoregresivo resulté que el orden del modelo que mejor ajustaba a los datos
era uno de orden 9; después de realizar el ajuste y obtener los estimadores de los parametros
calcularon los residuales, se realizé bootstrap sobre estos y luego se calcularon nuevas series
bootstrap de datos; a cada serie de datos se les ajusté un modelo de tipo autoregresivo, los
autores obtuvieron que en el 74 % de los casos el orden del modelo seleccionado fue 9. En un
intento nuestro por reproducir el ejemplo y los resultados, se crearon rutinas para ser ejecutadas
en el programa R que hicieran todo lo descrito anteriormente y asi poder entender de mejor
manera todo el método de realizar bootstrap en los residuales.

En la repeticién del ejemplo propuesto por el texto, dado que no se contaba con los datos en
ese mismo periodo de tiempo sino con datos del afio 1893 al afio 1990, resulté que el modelo
autoregresivo que mejor ajustaba a los datos era un autoregresivo de orden 2.

4.2. Caso No paramétrico

A continuacién revisaremos brevemente algunos métodos no paramétricos para realizar boots-
trap.
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4.2.1. Bootstrap por Bloques
Una segunda propuesta es en la que el remuestreo se realiza no sobre los residuales sino sobre
bloques de observaciones consecutivas, a continuacién analizaremos el caso mds sencillo de estos.

Supongamos que se tiene el conjunto de datos {1, 2, ..., ¥}, entonces a continuacién se pro-
cede a construir b bloques de longitud [, sin que se superpongan, es decir, que no tengan
elementos en comin uno con otro, de modo tal que n = bl, es decir:

5 = (yl:yh-‘-vy!)

Z = (Yis1yY42s-- 02 Y1)

2 = ('yf(b—l]:n—-hybi—1+l=n—1+l;---:ybl-1=n—1:ybl=n)

- (yﬂ—hyn—f+is L :yﬂ—lsyn) .

Enseguida se realiza el remuestreo con reemplazo equiprobable, pero ahora este se realiza sobre
los bloques {z, 23,..., 2}, las cuales se concatenan para asi conformar una nueva serie; por
ejemplo veamos el caso b =3 y [ = 5, por lo tanto n = bl = 15:

{yll Y2, U3y -+ 0 915} 1

entonces tenemos los 3 bloques:

{yl: Y2, Y3z, Y4, yﬁ} 3 {yﬁs Yz, Ysy Yo, ylﬂ} 1 {ylh Tha, Y3, V14, y]S} .

Ahora supongamos que como resultado del remuestreo obtuvimos 2] =z y 23 = z3 y 23 = 23,
entonces tenemos que la muestra bootstrap es

vi = {V5, 5, U3, V5, U5, Y31, Yizs Yiss Yies Uis: Uins Uiz, Yia: Vi Yis) -

Con el fin de preservar la estrucutra de dependencia de la serie original, se propone considerar
bloques de tamafo lo suficientemente grandes, asi al calcular una estadistica, 7", de la serie
{y!}, esta serd més parecida en distribucién a la que estadistica T' que se obtuviera con {y.}.
Por otra parte, si T es la cantidad a estimar, para poder hacer buenas estimaciones de la
variabilidade de T, las cantidades T" obtenidas deben de exhibir un minimo de variabilidad,
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es decir, no se puede considerar b demasiado grande, por ejemplo si b = n entonces T" no
presentara variabilidad alguna. Es por esto que para para lograr este fin, se requiere que el
tamafio de los bloques debe de ser pequerio.

En Davison y Hinkley (1997) se sugiere trabajar con bloques de longitud [, del orden n”, con
v € (0,1) para poder satisfacer las dos condiciones anteriores. Para obtener més informacién
referente a este hecho, se sugiere revisar los articulos de Biihlmann (2001), Bithlmann y Kiinsch
(1995) y (1999) asf como el articulo publicado por Franke at al (1998).

4.2.2. Bootstrap por medio de Onduletas

La idea detras del bootstrap basado en la transformada discreta de onduletas (DWT) es utilizar
el hecho de que para procesos Gaussianos estacionarios fraccionalmente diferenciados (Station-
ary Gaussian fractionally diferenced (FD) processes) {X,}, la DWT es una transformacién que
descorrelaciona a {X,}, es decir, mientras la serie de tiempo original puede presentar un alto
grado de correlacion, los coeficientes de la DWT pueden ser considerados como una serie de
tiempo con elementos no correlacionados, vease Percival y Constantine (2002), Percival, Sardy
y Davison (2000), y Percival y Walden (2000).

Para series de tiempo tales que la DWT elimina la correlacién entre sus componentes, podemos
realizar bootstrap usando el siguiente algoritmo:

Algoritmo 3. (a) Dada la serie de tiempo X de longitud 27 se calcula la DWT correspon-
diente al nivel Jo = J—2 para asf obtener los coeficientes de onduletas, las entradas de los
vectores W1, Wy, ... W y el vector con los coeficientes de escala Vy,. Considerando
a Jo = J — 2 tenemos que por lo visto en la seccidn (3.2) tanto el vector W, como el
vector Vj, son de dimensidn

ZJ J

2
= — =——x1=22x1=4x1.
o x1 2(2%1) x 1 5773 % X

Nixl=

Si el valor considerado para Jy es menor, entonces, se tienen mds coeficientes de ondu-
letas en W, en donde realizar bootstrap, pero también se tendria la misma cantidad de
coeficientes de escala en el respectivo vector V y,.

(b) Realizar remuestreo con reemplaze Nj = N/27; veces en los elementos de W para asi obten-
er la version bootstrap Wﬁb’ del mismo para j = 1,2, ..., Jy; hacer lo mismo para Vy,.
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(¢) Aplicar la transformada inversa de la DWT a las versiones bootstrap wi*”,wg”, - ,WS,?
para obtener la versidn bootstrap de la serie de tiempo X©® de la cual se caleulard la
estadistica de interés.

Repetir este proceso una y otra vez las veces que sea necesario, nos permite construir una
distribuciéon muestral de las estadisticas bootstrap, las cuales se utilizardn como un sustituto
para la distribucién de la estadistica muestral.

El bootstrap basado en la DWT funciona adecuadamente para procesos estacionarios Gausianos
fraccionalmente diferenciados (ver Percival, Sardy y Davison, 2000), no siendo el caso para
procesos de memoria corta, por ejemplo un proceso de promedios médviles de orden 1, ver
Percival, Sardy y Davison (2000).

Una solucién a este problema es utilizar la generalizacién de la transformada discreta de ondu-
letas, es decir, los paquetes de onduletas (DWPT').

Como ya se vio en el capitulo anterior, ahora se tiene toda una coleccién de transformaciones
ortonormales, las cuales estdn definidas en sub-intervalos de la forma I, = 557, &%) al
nivel j-ésimo de la transformacion, todos ellos elementos de una particién diddica del intervalo

[0,1/2].

Para seleccionar una transformacién adecuada (una particién del intervalo [0, 1/2) adecuada) se
puede utilizar el método propuesto por Contreras y Walden (2002). El cual consiste en realizar
una prueba de hipétesis de que los elementos de W;,, conforman parte de una muestra de ruido
blanco, esto nos da un proceso iterativo que se ilustra en el siguiente esquema (vease secciones

(3-3) y (3.4)):

Algoritmo 4. (a) Dada la serie de tiempo X de longitud 27, calcular los coeficientes de los
paquetes de onduletas W, ,, = WX paran = 0,1 asociados a las bandas Ty e Iy 1.

(b) Se aplica una prueba de hipdtesis
Hy : Las componentes del vector W;,, son una muestra de ruido blanco,
H, : Las componentes del vector W;, no son una muestra de ruido blanco.
Si no se rechaza Hy, entonces la banda de frecuencias T;, es un elemento de la particién

diddica P del intervalo [0,1/2) que definird la transformacidn de paquete de onduletas a
usarse
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Si se rechaza Hy, entonces se descarta Win y se transforma el mismo, mediante su res-
pectiva transformacidn ortonormal, en los subvectores Wisy2n ¥ Wis12n41, es decir, hay
que subdividir la banda de frecuencias T;,, en Tiv1,on U D1 2n41

(c) Repetir el paso (b) para cada uno de los vectores de coeficientes de onduletas que hayan
tenido que calcularse en la iteracidn anterior, para cade j = 2,3,...,Jo— 1 (donde Jy es
el nivel mdzimo de la transformacion).

Este algoritmo determina una particién P = {Zj, n,,- - - , Zjmn. } del intervalo [0,1/2), y conse-
cuentemente una transformacién ortonormal asociada. Denotemos por Wy, n,, Wy, oy ooy Winn
a los coeficientes resultantes de aplicar la transformacién al proceso X.

En virtud de que las componentes de cada Wj, », son una muestra de ruido blanco, el siguiente
paso es realizar remuestreo con reemplazo en las componentes de este vector para asi obtener
una versién bootstrap W. ;‘b]m y repetir esto para cadai=1,2,...,m.

Al aplicar la inversa de la transformacién asociada a P al vector N x 1 (N = 27) dimensional
dado por

wo=| o, (4.4)

obtenemos una muestra bootstrap X del proceso X. Mediante este procedimiento podemos
generar un nimero B de muestras bootstrap X, X, ... X(B) del proceso original X.

La prueba de hipétesis para ver si las componentes de W, ,, son ruido blanco puede llevarse a
cabo usando el estadistico D definido por las ecuaciones (3.79) y (3.80), prueba de hipétesis de
periodograma acumulativo, ver Percival y Walden (1994).

4.3. Ejemplos numéricos

Con el fin de comparar ambos métodos de remuestreo, primeramente planteamos un ambiente
favorable para el método paramétrico al simular de un proceso autoregresivo y luego utilizar
un modelo autoregresivo para ajustar los datos simulados, es de esperarse que el remuestreo
paramétrico funcione mejor que el remuestreo no paramétrico.
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Por otra parte, si el verdadero modelo no es autoregresivo pero se utiliza un modelo autoregresi-
vo para ajustar los datos este error tenderia a propiciar que el método no paramétrico sea mejor
que el paramétrico. Se tendria asi un segundo ambiente de comparacién esta vez favorable al
método no paramétrico.

En ambos casos, tanto para el remuestreo paramétrico como el remuestreo via onduletas, en
términos de la estimacion de la varianza y la media del coeficiente de correlacién parcial a lag
1, var (m) y 7, se procedid a implementar el algoritmo (2) y el algoritmo (4) numéricamente.
Estos algoritmos se realizaron con dos tipos de procesos, primero en un autoregresivo de orden 1,
con pardmetro ¢ = % y después en un proceso de promedios méviles de orden 1 con pardmetro
g = ~%. Para ambos métodos se estudiaron los dos procesos arriba mencionados para tres
distintos tamafios de muestra, a saber: N = 64,128 y N = 256.

Con el fin de estimar var (p1) ¥ 7, en el caso paramétrico se realizé bootstrap 100 veces en los

residuales para después con estos generar b = 1,2, ...,100 muestras tipo bootstrap de cada uno
de los procesos. Para el caso no paramétrico se generaron 100 muestras tipo bootstrap en los
componentes del vector W, ,, para cada i = 1,2,...,m, a continuacién se aplico la inversa de
la transformacién asociada a P, al vector W®, b =1,2,...,100, obteniendo asi 100 muestras

bootstrap X®, b =1,2,...,100, del proceso X.

Finalmente, ya con las 100 muestras bootstrap del proceso {X,}, en cada una de ellas se
calcul6 el coeficiente de correlacién parcial a lag 1, con estos 100 coeficientes se calculé tanto la
desviacién estdndar como el promedio de los mismos obteniendo asi un estimador para var (p;)
y un estimador para p;.

Todo esto se repitié 50 veces para asf al final tener 50 estimadores para var (p,) y 50 estimadores
para p,. Para realizar comparaciones entre ambos métodos con respecto al valor verdadero de
los estimadores se calcularon tanto el valor asintético, via simulacién, como el valor tedrico de
var (p1) y p, utilizando las ecuaciones (4.7) y (4.8). Para obtener el valor asintético se generaron
10,000 procesos de ambos tipos, a cada uno de ellos se les caleuld su autocorrelacion muestral
/M, es decir, se obtuvieron ﬁg” i ,5(12},. o ‘§‘°°°°’. De este conjunto de valores se obtuvo tanto el
promedio como la desviacién estdndar, a éstos se les denominé promedio asintdtico estimado y

deswacidn estdndar asintdtica estvmada respectivamente.

De acuerdo con el articulo de Percival, Sardy y Davison (2000), el método de remuestreo via
onduletas genera mejores estimadores para war (p;), no siendo asi el caso cuando se desea
generar buenos estimadores para 7.
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Dado que nosotros aplicamos ambos métodos a dos procesos distintos, es decir, tanto a un
proceso autoregresivo como a un proceso de promedios méviles, en el caso del proceso autore-
gresivo dado que el verdadero modelo es el que se usa para ajustar los datos, el remuestreo
paramétrico deberd de generar mejores estimadores para la desviacién esténdar que el método
de remuestreo via onduletas; por esta misma razén, para el caso de estimadores de la media del
coeficiente de correlacién parcial a lag 1 también esperamos que el método paramétrico genere
mejores estimadores que el método de remuestreo via onduletas.

Para el caso del proceso de promedios méviles al cusl se le esté ajustando un modelo autoregre-
sivo, dado que estamos equivocando el modelo correcto, se espera que el método de remuestreo
via onduletas genere mejores estimadores, tanto para var (p;) como para p;, que el método
paramétrico, puesto que en el remuestreo via onduletas no juegan un papel determinante los
parametros del modelo en cuestion.

4.3.1. Caso Paramétrico

El proceso que a continuacién se describe se realizdé considerando el modelo autoregresivo de
orden 1 con pardmetro ¢ = 1, es decir, se tiene el proceso AR(1):

1
Xl = §Xt—] -+ 2ty (4.5)

donde z, se distribuye N (0,1).

Se generaron variables aleatorias {2} independientes idénticamente distribuidas N (0, 1), para
mediante la ecuacién (4.5), generar un proceso autoregresivo de orden 1. Para obtener la esta-
cionareidad de segundo orden se desecharon los primeros 500 elementos del proceso {X;},.

Una vez generado el modelo autoregresivo de orden 1 con pardmetro ¢ = %, se asumira que se
desconoce tanto el orden del proceso como el pardmetro ¢ del modelo del que proviene, para
que a continuacién se le ajuste un modelo de tipo AR de orden p, éste orden se seleccionara de
acuerdo a aquel que minimize el valor del coeficiente de AICC.

Una vez realizado el ajuste se obtendran tanto los residuales como el orden del modelo selec-
cionado. Después se realizé bootstrap en los residuales 100 veces, es decir, se generaron 100
muestras tipo bootstrap de residuales, siguiendo los pasos del bootstrap paramétrico descrito
en la seccién (4.1.1).
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Es asf que se cuenta con la siguiente informacién:

= El orden p del modelo ajustado.
= 100 series tipo bootstrap de los residuales.

s Los valores de los pardmetros del modelo de tipo AR(p), los cuales se guardan en un

vector ¢.
Con esta informacién se procedié a generar 100 nuevos procesos {Xfi)}, coni=1,2,...,100,
t=1,2,...,64.

X0, &0, ., 2
5, 2, ., §

R0 g | g

Después, a cada serie se le resto su media para asi convertirlos en procesos con media cero. A
continuacién se procedi6 a calcular el coeficiente de correlacién parcial a lag 1 para cada una
de las 100 muestras tipo bootstrap por medio de la ecuacién

ﬁ_EEWmﬂ
= 2= XX

N-1
t=1 Xf?
Por tanto, se tienen [;5”, ﬁﬁ”,. - ,ﬁﬁ“’“’ coeficientes de correlacién parcial, de este conjunto de
100 valores se calculé el promedio y la desviacién estdndar, es decir, se obtuvieron ﬁgl) y &E),

donde el superindice indica que es el resultante de la primera realizacion de todo el proceso
arriba descrito.

Por tanto, al final del procedimiento se tiene los siguientes datos:

= El orden del modelo ajustado al proceso, es decir, p,
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= El promedio de los coeficientes de correlacién parcial al lag 1 de las 100 muestras obtenidas
al hacer bootstrap sobre los residuales, pm.

» La Desviacion estandar de los coeficientes de correlacion parcial al lag 1, de las 100
muestras obtenidas al hacer bootstrap sobre los residuales am.

Este mismo proceso se repitié 50 veces a partir de la ecuacién (4.5), es decir, para cada k =
1,2,...,50, generamos un proceso AR(1), {X;}, como en (4.5) y mediante bootstrap obtenemos

ﬁ{lk) y a,{,,), con lo cual obtenemos

" {php?\ sen 1p50}1

o (050,50} y
o {ofof0,.... 080},
Para el caso de un proceso de tipo promedios méviles de orden 1 con parimetro 8 = —1, es

decir el proceso M A(1) con expresién

1
Xe= —‘2‘&*1 + &, (4.6)
donde & se distribuye N (0, 1), se realizé lo mismo excepto por las siguientes variaciones:

Al igual que antes se generaron variables aleatorias {£,} independientes idénticamente dis-
tribuidas NV (0, 1) para que utilizando la ecuacién (4.6) generar un proceso de promedios maviles;
con el fin de estudiar el método de bootstrap en sus enfoques paramétrico y no paramétrico
supéngase que nos equivocamos al momento de determinar un modelo para los datos y se
supone que el modelo apropiado es un proceso autoregresivo de orden p, este orden se eligié de
modo tal que se minimizara el coeficiente de AICC. En la practica, si el tamafio de la muestra
es pequefio (por ejemplo N = 64), la anterior equivocacién puede ocurrir.

Una vez ajustado el modelo apropiado los siguientes pasos fueron los mismos que para el caso
en que el modelo procedia de proceso de tipo autoregresivo.
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4.3.2. Caso No Paramétrico, (Bootstrap via Onduletas)

Al igual que para el caso paramétrico se estudiaron dos tipos de procesos, primero un proceso
de tipo autoregresivo de orden 1 con pardmetro ¢ = % y después un proceso de promedios
méviles de orden 1 con pardmetro 6 = —1.

Primero se generd un proceso AR(1) utilizando la ecuacién (4.5), para a continuacién aplicar el
algoritmo (4) dado en la seccién (4.2.2) y asi determinar una base ortogonal 6 equivalentemente,
una transformacion P en paquetes de onduletas. Esta transformacion es tal que los vectores de

coeficientes resultantes Wj, ., Wy, ny, ..., Wy, 5, son muestras de ruido blanco.
En seguida, para cada (j;,7;), con i = 1,2,...,m, se realizé6 muestreo independiente con reem-
plazo sobre las componentes de W, ,,, para construir muestras bootstrap W_f‘],’“, W;fzh - W_,("_ff).

Entonces para cada b = 1,2,...,100, se construyo una muestra bootstrap X® de X como
resultado de aplicar la inversa de la transformacién P al vector dado en la ecuacién (4.4). El
resultado del proceso anterior son las siguientes muestras bootstrap

X{l)’ Xél)‘ . X(l)
X0 %0, Xw
X ggo | g0

A cada una de estas series se les calculd el coeficiente de autocorrelacién parcial a lag 1, por

lo tanto tenemos {p‘”‘m,p"”m, - ""(lm)} Después se calculé el promedio y la desviacién

estdndar de los mismos, es decir, py" e y cf,,,"” Toda este proceso se repitié 50 veces, es decir,

para cada k = 1,2,...,50 generamos un proceso AR(1), {X,}, como en la ecuacién (4.5)
y usando bootstrap via onduletas calculamos la media y la desviacién estdndar de los 100
coeficientes de autocorrelacién a lag 1 los cuales se denotardn por 7 w (1] y 6py () , para asf al

final del proceso obtener:

. {p‘{"“), PO .p‘{"(w’}.

. {a,‘;’,“’, 522) ”’&z.tse)}_

En forma andloga para ¢l proceso tipo M A(1) dado en la ecuacién (4.6).
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4.4. Resultados

Para poder realizar una comparacién entre el método paramétrico y el método no paramétrico
se procedio a calcular tanto para el proceso autoregresivo como para el proceso de promedios
mdviles la distribucién asintética del coeficiente de correlacion parcial a lag 1, es decir, se calcu-
laron los valores asintéticos de la desviacién estdndar y la media del coeficiente de correlacién
1.

Para un proceso autoregresivo de orden 1, el coeficiente de correlacién a lag 1 j; es asintética-
mente normal con media ¢ y varianza o = (1 — ¢?)n~!, donde n es la longitud del proceso, es
decir,

. 1-¢*
o~ AN (0. 255). (@.7)
En cambio para un proceso de promedios méviles de orden 1, el coeficiente de correlacién a lag
1 se distribuye asintéticamente normal con media p; y varianza o2 = (1 + 2p})n~!, donde n es
la longitud del proceso, es decir,

2
,ﬁ,mAN( 8 1+2p1)‘

1+62" n (4.8)

De igual manera para ambos procesos se estimaron tanto la media y la desviacion estdndar
asintotica del coeficiente de correlacién parcial a lag 1. Para hacer esto se generaron 10,000
procesos de ambos tipos, a cada uno de ellos se les calculé la autocorrelacién muestral j,
es decir, se obtuvieron, ,6(11),;352),..., 519 De este conjunto de valores se obtuvo tanto el
promedio como la desviacién estdndar, a éstos se les denomind promedio asintético estimado y

desviacion estindar asintdtica estimada respectivamente.

Los resultados obtenidos por ambos métodos para los tres tamanos distintos de muestra tanto
para el caso en que el proceso original era un AR(1) como el caso en que el proceso original
era un MA(1) se encuentran resumidos en los cuadros (4.1), (4.2), (4.3), (4.4), (4.5) vy (4.6).
Dado que se cuentan con 50 estimadores para la media y la desviacién estdndar del coeficiente
de correlacién se calcularon las tres medidas de tendencia central: media, mediana y moda.

Para el caso en que el proceso original es autoregresivo de orden 1, AR(1), estas medidas
de tendencia central se calcularon para los resultados obtenidos via bootstrap paramétrico,
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(columna Bootstp) y via boots‘trap no paramétrico (columna Wavest), ademads se est4 mostrando
el valor asintético de la media (Asym) y los valores asintéticos para la desviacién esténdar, la
tedrica (Asym Est), obtenida de acuerdo a la ecuacién (4.7), y la desviacién esténdar asintética
estimada via simulacién, (Asym).

Mientras que para el caso en que el proceso original es de promedios méviles de orden 1, MA(1),
estas medidas de tendencia central se calcularon para los resultados obtenidos via bootstrap
paramétrico, (columna Bootstp) y via bootstrap no paramétrico (columna Wavest), ademés se
estd mostrando el valor asintético de la media (Asym) y los valores asintéticos para la desviacién
estdndar tedrica, (Asym), obtenida de acuerdo a la ecuacién (4.7).

44,1, Caso N =64

Primero presentaremos los resultados en el que el proceso original es autoregresivo para el caso
paramétrico, luego los resultados obtenidos en el caso no paramétrico; haremos las compara-
ciones de resultados entre ambos métodos y finalmente haremos lo mismo para el caso en que
el modelo original es de promedios mdéviles.

En la figura (4.1) se presentan los ordenes obtenidos al ajustar a las series de datos un modelo
de tipo AR(p), el valor de p se eligié de modo tal que se minimizara el valor del coeficiente de
AICCG; el porcentaje de veces que se eligié un modelo AR(1) fue de 84 %.

En la figura (4.2) se muestran tanto los promedios como las desviaciones estandar de los coe-
ficientes de correlacion parcial a lag 1, junto con sus respectivos valores asint6ticos tanto de la
media como de la desviacién estdndar respectivamente, obtenidos via la ecuacién (4.7) y via
simulacién.

Para el caso de los promedios se puede observar que estos valores estdn por debajo del valor
asintético estimado via simulacién. Para el caso de la desviacién estandar, se estd mostran-
do tanto la desviacién estdndar asintotica tedrica, representada por la linea punteada, y la
desviacion estdandar asintdtica estimada via simulacion, la linea continua ubicada por encima
de la linea punteada, es decir, de la desviacién estdndar tedrica.

Como se podrd observar los valores de las desviaciones estdndar de los coeficientes de correlacién
parcial a lag 1 se concentran alrededor del valor de la desviacidén estandar asintética estimada,
mientras que la desviacién estdndar asintética tedrica esta por debajo de los valores obtenidos
via el bootstrap paramétrico.
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Figura 4.1: Grifica de los ordenes de los modelos tipo Autoregresivo ajustados a un proceso
proveniente de un modelo autoregresivo, método paramétrico, (N=64).

En este caso se podré observar que se obtienen valores asintéticos distintos, esto es consecuencia
del tamarfio de la muestra, el cuél fue de 64, sin embargo més adelante se podri observar que
para tamanos de muestra mayores estos valores serdn muy similares.

Para el caso no paramétrico, en la figura (4.3) se muestran la gréficas de los resultados obtenidos
para la media contrastados con el valor asintético

Ahora en la figura (4.4) se muestra la grifica de los resultados obtenidos para la desviacion
estdndar contrastados con los valores asintéticos

A diferencia del bootstrap paramétrico se puede ver que los valores de los promedios son mas
cercanos al valor asintético, sin embargo este sigue siendo subestimando por los promedios, una
justificacién a este hecho se da en el capitulo 5.

Para el caso de la desviacién estdndar, se observa que ambas estimaciones asintéticas estan
por debajo de las desviaciones estdndar de los coeficientes de correlacién parcial a lag 1, via
bootstrap no paramétrico a diferencia del paramétrico.

Los resultados obtenidos por ambos métodos se encuentran resumidos en el cuadro (4.1). Dado
que se cuentan con 50 estimadores para la media y la desviacién estdndar del coeficiente de
correlacién se procedié a calcular las medidas de tendencia central (media, mediana y moda).
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Figura 4.2: Gréfica de los promedios y desviaciones estdndar de los coeficientes de correlacién
parcial al lag 1, método paramétrico, (N=64).
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Figura 4.3: Gréfica de los promedios de los coeficientes de correlacién parcial al lag 1, método
no paramétrico, (N=64)

Como se podré observar para el caso de la media es notablemente mejor el método del bootstrap
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Figura 4.4: Grifica de las desviaciones estdndar de los coeficientes de correlacién parcial al lag
1, método no paramétrico, (N=64)

Cuadro 4.1: Caso n=64, para un proceso Autoregresivo de orden 1, el porcentaje de veces que
se eligié el modelo AR(1) fue del 84 %.

Ordenes Media Desviacién Estdandar

Bootst | Wavest Asym Bootst | Asym Est | Wavest Asym

Moda 1 - - 0.458868 - 0.111659 - 0.076541

Media - 0.094439 | 0.403696 - 0.119920 - 0.144612 -

Mediana 1 0.079721 | 0.404543 | 0.458868 | 0.118615 | 0.111659 | 0.144014 | 0.076541

Std Dev - 0.072341 | 0.011195 - 0.010015 - 0.009667 -

no paramétrico, la diferencia tanto en la media como en la mediana con respecto al valor
obtenido via wavestrapping es mucho menor que con respecto a los obtenidos via bootstrap
parameétrico, en el capitulo 5 trataremos de explicar este hecho.

Para el caso de la desviacién estdndar cambian notablemente las cosas, el bootstrap genera
mejores estimadores que el wavestrapping, que era lo que se esperaba dado que se conocen
los pardmetros del modelo del cual provienen los datos, cuyos valores son significativamente
mayores que los valores asintéticos estimados.

Ahora veamos los resultados en el caso en que el proceso original es de promedios méviles y
se le ajusto un modelo autoregresivo, es decir, el caso en que nos equivocamos al seleccionar el
modelo.

En la figura (4.5) se muestran los ordenes elegidos en el caso paramétrico cuando el modelo
original es un M A(1). Para este caso el porcentaje de veces que se eligié un modelo AR(1) fue
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del 28 %, mientras que el modelo que se eligié con mayor frecuencia fue el modelo AR(2), en
un 60 % de las veces. ‘
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Figura 4.5: Gréfica de los ordenes de los modelos tipo Autoregresivo ajustados a un proceso
proveniente de un modelo de promedios méviles, método paramétrico, (N=64).

En la gréfica (4.6) se muestran tanto los promedios como las desviaciones estdndar de los
coeficientes de correlacién parcial a lag 1, junto con sus respectivos valores asintéticos tanto de
la media como de la desviacién estdndar respectivamente, obtenidos via la ecuacién (4.8) y via

simulacién.
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Figura 4.6: Grafica de los promedios y las desviaciones estdndar de los coeficientes de correlacién
parcial al lag 1 para procesos de tipo M A(1), método paramétrico, (N=64).

Para el caso de los promedios se puede observar que estos valores estdn por encima del valor
asintdtico. Para el caso de la desviacién estdndar, se estd mostrando la desviacién estdndar
asintdtica tedrica, que nuevamente estd representado por la linea punteada, y la desviacién
estandar asintética estimada via simulacién, que esta representada por la linea continua ubicada
por debajo de la linea punteada, es decir, de la desviacién estdndar tedrica.

Aqui nuevamente se puede observar que los valores asintéticos son distintos, como ya se men-
ciond antes esto es consecuencia del tamafio de la muestra, mis adelante se verd que para los
casos n = 128 y n = 256 estos valores coincidiran.

Para el caso no paramétrico en la grafica (4.7) se presentan los resultados obtenidos contrastados
con los valores asintéticos ya mencionados con anterioridad:

A diferencia del bootstrap paramétrico, para este caso se puede ver que los valores de los
promedios son més lejanos al valor asintético, es decir sobreestiman el valor verdadero de la
media.

Para el caso de la desviacién estdndar, se observa que ambas estimaciones asintéticas estdn por
debajo de estimaciones de las desviaciones estandar de los coeficientes de correlacién parcial a
lag 1, via bootstrap no paramétrico.
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Figura 4.7: Gréfica de los promedios y las desviaciones estdndar junto con los valores asintdticos

estimados tanto para la media, como para la desviacion estdandar para el caso en que el proceso
original es de tipo M A(1), método no paramétrico, (N=64).

Los resultados obtenidos en ambos métodos se encuentran resumidos en el cuadro (4.2).

Cuadro 4.2: Caso n=64, en el que el proceso original es un M A(1), el porcentaje de veces que
se eligi6 el modelo AR(1) fue del 28 %.

Orders Media Desviacion Estdndar
Bootst | Wavest Asym Bootst | Wavest | Asym
Moda 2 - - -0.399624 - - 0.143614
Media . -0.054178 | 0.265150 - 0.116434 | 0.140050 -
Mediana 2 -0.037418 | 0.264511 | -0.399624 | 0.118002 | 0.141274 | 0.143614
Std Dev - 0.062646 | 0.011290 - 0.010772 | 0.009064 -
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Las medidas de tendencia central que se muestran en la primer columna de la tabla se calcularon
para los resultados obtenidos via bootstrap paramétrico, (columna Bootstp) y via bootstrap
no parameétrico (columna Wavest), ademas se estd mostrando el valor asint6tico de la media
(Asym) y el valor asintético para la desviacién estdndar, en este caso desviacién estdndar
asintética teérica, (Asym), obtenida de acuerdo a la ecuacién (4.7).

De la grafica (4.7) y de la tabla (4.2) podemos concluir que para este tamaifio de muestra en
el caso de que el proceso del cual provienen los datos es de tipo M A(1) el método paramétri-
co genera mejores estimadores para la media asintética que el método no paramétrico; no
siendo asi para generar estimadores de la desviacién estindar asintética, donde el método no
paramétrico genera estimadores mucho més cercanos que el método paramétrico, ademas de
que la desviacion estdndar de los estimadores via método no paramétrico es menor que la que
se obtiene por medio del método paramétrico.

Estos resultados obtenidos eran de esperarse, dado que estamos equivocando el modelo el cuél
es parte fundamental en el bootstrap paramétrico, al contrario del bootstrap no paramétrico,
donde no importa el modelo, puesto que el bootstrap se realiza en los componentes de vector
Wi, n; para cada ¢ = 1,2,...,m. Recordemos que este estudio se realiza con la finalidad de
comparar el método paramétrico con el método no paramétrico.

4.4.2. Caso N = 128

A continuacién presentamos los resultados obtenidos por ambos métodos para procesos de longi-
tud N = 128. Primero presentaremos los obtenidos cuando el proceso original es un AR(1) para
el método paramétrico y en seguida los obtenidos por el método no paramétrico. Finalmente
haremos lo mismo cuando el proceso original es un MA(1).

En la figura (4.8) se presentan los ordenes obtenidos al ajustar a las series de datos un modelo
de tipo AR(p), como ya se menciond anteriormente, el valor de p se eligié de modo tal que
se minimizara el valor del coeficiente de AICC; en particular, el porcentaje de veces que se
eligié un modelo AR(1) fue del 76 %.

En la figura (4.9) se muestran tanto los promedios como las desviaciones estdndar de los coe-
ficientes de correlacién parcial a lag 1, junto con sus respectivos valores asintéticos tanto de la
media como de la desviacién estdndar respectivamente, obtenidos via la ecuacién (4.7) y via

simulacion.
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Figura 4.8: Gréifica de los ordenes de los modelos tipo Autoregresivo ajustados a un proceso
proveniente de un modelo autoregresivo, método paramétrico, (N=128).

Para el caso de los promedios se puede observar que estos valores estdn muy por debajo del
valor asintético estimado via simulacién. Nuevamente, para una justificacién de lo anterior ver
el Capitulo 5.

Para el caso de la desviacién estdndar, se est4 mostrando tanto la desviacion estdndar asintética
tedrica, en este caso estd representado por la linea punteada, y la desviacién estdndar asintética
estimada via simulacién, que es la linea continua ligeramente por encima de la linea punteada,
es decir, de la desviacién estdndar tedrica, ademds como se podra observar los valores de las
desviaciones estédndar de los coeficientes de correlacién parcial a lag 1 se concentran alrededor
del valor de las desviacién estdndar asintéticas estimadas.

Como se menciond en la seccién anterior ambos valores asintdticos de la desviacién estdndar
ya no son tan distintos como ocurrié en el caso /N = 64.

Para el caso no paramétrico, en la figura (4.10) se muestran las gréficas de los resultados
obtenidos tanto para la media como para la desviacion estandar contrastados con sus respectivos
valores asintéticos ya descritos anteriormente.

A diferencia del bootstrap paramétrico se puede observar que los valores de los promedios son
més cercanos al valor asintético en el caso no paramétrico, sin embargo se sigue sobreestimando
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Figura 4.9: Gréfica de los promedios y desviaciones estdndar de los coeficientes de correlacién

parcial al lag 1, método paramétrico,

(N=128).

el valor verdadero de la media, ver comentarios en el capitulo 5.

Para el caso de la desviacién estandar, se observa que ambas estimaciones asintéticas estdn por

debajo de los estimadores de las desviaciones estdndar de los coeficientes de correlacién parcial

a lag 1, via el método no paramétrico a diferencia del bootstrap paramétrico.

Los resultados obtenidos por ambos métodos se encuentran resumidos en el cuadro (4.3).
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Figura 4.10: Grafica de los promedios y las desviaciones estdndar junto con los valores asintéticos
estimados tanto para la media, como para la desviacién estdndar para el caso en que el proceso
original es de tipo AR(1), método no paramétrico, (N=128).

Cuadro 4.3: Caso n=128, para un proceso Autoregresivo de orden 1, el porcentaje de veces que
se eligid el modelo AR(1) fue del 76 %

Orders Media Desviacién Estdndar
Bootst | Wavest Asym Bootst | Asym Est | Wavest Asym
Moda 1 - - 0.479512 - 0.078765 - 0.076547
Media - 0.127736 | 0.408513 - 0.085627 - 0.106942 -
Mediana 1 0.102430 | 0.408420 | 0.479512 || 0.084214 | 0.078765 | 0.107401 | 0.076547
Std Dev - 0.070304 | 0.007619 0.005776 - 0.005670 -

Como se podré observar, para el caso de la media es notablemente mejor el método del bootstrap
no paramétrico, la diferencia tanto en la media como en la mediana con respecto al valor

obtenido via wavestrapping es mucho menor que con respecto a los obtenidos via bootstrap
paramétrico; ademas de que la desviacién estdndar del estimador via bootstrap no paramétrico
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es mucho menor que la obtenida por el método paramétrico.

Para el caso de la desviacién estdndar cambian notablemente las cosas, el bootstrap paramétrico
genera mejores estimadores que el método no paramétrico, que era lo que se esperaba dado que
se conocen los pardmetros del modelo del cual provienen los datos, los valores obtenidos via el
bootstrap no paramétrico son significativamente mayores que los valores asintéticos estimados
aunque tienen hay menor variacién entre ellos.

Ahora veamos los resultados en el caso en que el proceso original es de promedios méviles y
se le ajusto un modelo autoregresivo, es decir, el caso en que nos equivocamos al seleccionar el
modelo.

En la figura (4.11) se presentan los ordenes de los modelos de tipo autoregresivo elegidos, el
porcentaje de veces que se eligié un modelo AR(1) fue de 8 %; el modelo que se eligié con mayor
frecuencia fue el modelo AR(3), en un 74 % de las veces.
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Figura 4.11: Gréfica de los ordenes de los modelos tipo Autoregresivo ajustados a un proceso
proveniente de un modelo de promedios méviles, método paramétrico, (N=128).

En la grafica (4.12) se muestran tanto los promedios como las desviaciones estdndar de los

coeficientes de correlacién parcial a lag 1, junto con sus respectivos valores asintéticos tanto de

la media como de la desviacion estdndar respectivamente, obtenidos via la ecuacién (4.8) y via

simulacién.
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Figura 4.12: Gréfica de los promedios y las desviaciones estdndar de los coeficientes de cor-
relacién parcial al lag 1 para procesos de tipo MA(1), método paramétrico, (N=128).
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Para el caso de los promedios se puede observar que estos valores estdn por encima del valor
asintético. Para el caso de la desviacion estandar, se estd mostrando la desviacién estdndar
asintdtica tedrica, que nuevamente estd representado por la linea punteada, y la desviacién
estdndar asintética estimada via simulacién, que est4 representada por la linea continua ubicada

por debajo de los valores de las desviaciones estdndar estimadas obtenidas via bootstrap no
paramétrico.

Si consideramos como estimador del valor verdadero de la desviacion estédndar a la desviacion
estdndar asintética tedrica, se puede observar que el método paramétrico genera estimadores
ligeramente superiores al valor de desviacién estandar asintético en cuestion.

Para el caso no parameétrico en la grafica (4.13) se presentan los resultados obtenidos contrasta-
dos con los valores asintéticos ya mencionados con anterioridad:
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Figura 4.13: Gréfica de los promedios y las desviaciones estdndar junto con los valores asintéticos
estimados tanto para la media, como para la desviacion estdndar para el caso en que el proceso
original es de tipo M A(1), método no paramétrico, (N=128).

En el caso de los promedios a pesar de que el valor asintético es menor que los promedios
calculados, intuitivamente la distancia que hay entre los mismos es menor que para el caso
del bootstrap paramétrico. Lo mismo ocurre en el caso de las desviaciones estdndar, donde se
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puede observar que la maynrlta de estos estimadores se agrupan alrededor del valor asintético
de la desviacién estdndar.

Los resultados obtenidos en ambos métodos se encuentran resumidos en el cuadro (4.4).

Cuadro 4.4: Caso n=128, para un proceso de tipo promedios méviles de orden 1, el porcentaje
de veces que se eligi6 el modelo AR(1) fue de 8%.

Orders Media Desviacién Estdndar
Bootst Wavest Asym Bootst | Wavest | Asym
Moda 3 - - -0.399900 - - 0.101551
Media - -0.028246 | -0.301774 - 0.084798 | 0.095155 -
Mediana 3 -0.025988 | -0.302158 | -0.399900 | 0.084200 | 0.094629 | 0.101551
Std Dev - 0.042564 | 0.007824 - 0.007636 | 0.006152 E

Las medidas de tendencia central que se muestran en la primer columna, al igual que la
desviacion estandar, se calcularon para los resultados obtenidos via bootstrap paramétrico,
(columna Bootstp) y via bootstrap no paramétrico (columna Wavest), ademds se estd mostran-
do el valor asintético de la media (Asym) y el valor asintético para la desviacién estdndar,
en este caso desviacién estdndar asintética tedrica, (Asym), obtenida de acuerdo a la ecuacién
(4.7).

Se podra observar que para obtener estimadores de la media es notablemente mejor el método
del bootstrap no paramétrico que el bootstrap paramétrico. Ocurre lo mismo para estimar la
desviacion estdndar, donde el bootstrap no paramétrico proporciona mejores estimadores que
el bootstrap paramétrico.

Estos resultados obtenidos eran de esperarse, dado que estamos equivocando el modelo el cuél
es parte fundamental en el bootstrap paramétrico, al contrario del bootstrap no paramétrico,
donde no importa el modelo, puesto que el bootstrap se realiza en los componentes de vector
Wi, n, para cada i = 1,2,...,m. Nuevamente recordemos que este estudio se realiza con la
finalidad de comparar el método paramétrico con el método no paramétrico.

En el articulo publicado por Percival, Sardy y Davison, [16], se menciona que el bootstrap
no paramétrico es adecuado para estimar la desviacién estdndar de p; en comparacién con
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el bootstrap por bloques, y nuevamente es adecuado cuando se compara con el bootstrap
paramétrico en los residuales.

Ademds, en el mismo articulo mencionan que el bootstrap no paramétrico no es apropiado para
estimar la media de p), sin embargo, en este trabajo se obtuvo que también para la media
parece ser un método apropiado tanto cuando no se especifica bien el modelo como cuando sf es
estd especificando de manera adecuada el modelo.

4.4.3. Caso n = 256

A continuacién presentamos los resultados obtenidos por ambos métodos para procesos de longi-
tud N = 256. Primero presentaremos los obtenidos cuando el proceso original es un AR(1) para
el método paramétrico y en seguida los obtenidos por el método no paramétrico. Finalmente
haremos lo mismo cuando el proceso original es un MA(1).

En la figura (4.14) se presentan los ordenes obtenidos al ajustar a las series de datos un modelo
de tipo AR(p), como se ha venido mencionando, el valor de p se eligié de modo tal que se
minimizara el valor del coeficiente de AICC; en particular, el porcentaje de veces que se eligio un
modelo AR(1) fue del 86 %.
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Figura 4.14: Gréfica de los ordenes de los modelos tipo Autoregresivo ajustados a un proceso
proveniente de un modelo autoregresivo, método paramétrico, (N=256).
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En la figura (4.15) se muestran tanto los promedios como las desviaciones estindar de los
coeficientes de correlacién parcial a lag 1, junto con sus respectivos valores asintéticos tanto de
la media como de la desviacién estandar respectivamente, obtenidos via la ecuacién (4.7) y via
simulacién.
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Figura 4.15: Gréfica de los promedios y desviaciones estdndar de los coeficientes de correlacion
parcial al lag 1, método paramétrico, (N=256).

Para el caso de los promedios se puede observar que estos valores estdn por debajo del valor
asint6tico estimado via simulacién.

Para el caso de la desviacién estdndar, se estd mostrando tanto la desviacién estdndar asintotica
tedrica, representada por la linea punteada, y la desviacion estdndar asintdtica estimada via
simulacién, la linea continua que coincide con la linea punteada, es decir, de la desviacion
estdndar teérica. Como se podra observar los valores estimados para la desviacién estdndar son
ligeramente mayores que los valores asintéticos estimados arriba descritos, es decir, el bootstrap
paramétrico esta arrojando buenos estimadores que como se mencioné al principio del capitulo
es lo que se esperaba, este hecho se ha venido repitiendo para los tamanos de muestra anteriores,

lo cual satisface las expectativas generadas.

Para el caso no paramétrico, en la figura (4.16) se muestran las gréficas de los resultados
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obtenidos tanto para la media como para la desviacién estdndar contrastados con sus respectivos
valores asint6ticos ya mencionados con anterioridad.
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Figura 4.16: Gréfica de los promedios y las desviaciones estdndar junto con los valores asintéticos
estimados tanto para la media, como para la desviacién estdndar para el caso en que el proceso
original es de tipo AR(1), método no paramétrico, (N=256).

Al igual que antes, tenemos que los valores de los promedios estdn por debajo del valor
asintético, sin embargo estos valores se encuentran més cercanos que los obtenidos utilizan-
do bootstrap paramétrico.

Para el caso de la desviacién estdndar, al igual que antes se estd mostrando tanto la desviacién
estdndar asintdtica tedrica, como la desviacién estdndar asintética estimada via simulacién.
Como se podr4 observar los valores de las desviaciones estdndar de los coeficientes de correlacién
parcial a lag 1 son cercanos tanto al valor de la desviacién estdndar asintética estimada, como
a la Desviacién estdndar asintética tedrica, ya que estos practicamente coinciden.

Los resultados obtenidos por ambos métodos se encuentran resumidos en el cuadro (4.5). Dado
que se cuentan con 50 estimadores para la media y la desviacién estdndar del coeficiente de
correlacién se calcularon medidas de tendencia central: la moda, la mediana y la media.
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Cuadro 4.5: Caso n=256, para un proceso Autoregresivo de orden 1, el porcentaje de veces que
se eligié el modelo AR(1) fue del 86 %.

Orders Media Desviacién Estandar

Bootst | Wavest | Asym Bootst | Asym Est [ Wavest | Asym

Moda 1 - - 0.490531 - 0.054699 - 0.054127

Media - 0.126635 | 0.428367 - 0.061442 - 0.076535 -

Mediana 1 0.118233 | 0.428191 | 0.490531 || 0.061962 | 0.054699 | 0.076282 | 0.054127

Std Dev - 0.052965 | 0.005194 - 0.005022 - 0.004356 =

Como se podra observar para el caso de la media es notablemente mejor el método del bootstrap
no paramétrico (ver comentarios en el capitulo 5), la diferencia tanto en la media como en la
mediana con respecto al valor obtenido via bootstrap no paramétrico es mucho menor que con
respecto a los obtenidos via bootstrap paramétrico, ademés de ser el que menor variacién tiene,
de hecho es casi cero a comparacién de la variacién de los estimadores obtenidos por el método
paramétrico.

Para el caso de la desviacién estdndar cambian notablemente las cosas, el bootstrap paramétrico
genera mejores estimadores que el bootstrap no paramétrico, que era lo que se esperaba dado
que se conocen los pardmetros del modelo del cual provienen los datos, nuevamente al ignal que
para los tamafios de muestra anteriores, los estimadores obtenidos por el método no paramétrico
son los que menos variacién tienen.

Ahora veamos los resultados en el caso en que el proceso original es de promedios méviles y
se le ajusto un modelo autoregresivo, es decir, el caso en que nos equivocamos al seleccionar el
modelo.

En la figura (4.17) se presentan los ordenes de los modelos de tipo autoregresivo elegidos, el
porcentaje de veces que se eligié un modelo AR(1) fue de 2%; el modelo que se eligi6 con mayor
frecuencia fue el modelo AR(2), en un 38 % de las veces.
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4.4 Resultados

Figura 4.17: Gréfica de los ordenes de los modelos tipo Autoregresivo ajustados a un proceso

proveniente de un modelo de promedios méviles, método paramétrico, (N=128).

En la gréfica (4.18) se muestran tanto los promedios como las desviaciones estdndar de los

coeficientes de correlacién parcial a lag 1, junto con sus respectivos valores asint6ticos tanto de
la media como de la desviacién estandar respectivamente, obtenidos via la ecuacién (4.8) y via

simulacion.
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Figura 4.18: Gréfica de los promedios y las desviaciones estdndar de los coeficientes de cor-

relacién parcial al lag 1 para procesos de tipo M A(1), método paramétrico, (N=256).

Para el caso de los promedios se puede observar que estos valores estan por encima del valor
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asintético. Para el caso de la desviacion estdndar, se estd mostrando la desviacién estdndar
asintética tedrica, que nuevamente estéd representado por la linea punteada, y la desviacién
estdndar asintética estimada via simulacidn, que estd representada por la linea continua ubicada

por debajo de los valores de las desviaciones estdndar estimadas obtenidas via bootstrap no
paramétrico.

Para el caso no paramétrico en la grifica (4.19) se presentan los resultados obtenidos contrasta-
dos con los valores asintéticos ya mencionados con anterioridad:
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Figura 4.19: Grafica de los promedios y las desviaciones estdndar junto con los valores asintéticos
estimados tanto para la media, como para la desviacién estdndar para el caso en que el proceso
original es de tipo M A(1), método no paramétrico, (N=256).

En el caso de los promedios a pesar de que el valor asintético es menor que los promedios
calculados, la distancia que hay' entre los mismos es menor que para el caso del bootstrap
paramétrico. No hay diferencia significativa entre ambos métodos para este tamano de muestra
en los estimadores para la desviacién estdndar

Los resultados obtenidos en ambos métodos se encuentran resumidos en el cuadro (4.6). Dado
que se cuentan con 50 estimadores para la media y la desviacién estdndar del coeficiente de
correlacién se calcularon medidas de tendencia central: media, mediana y moda.
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4.4 Resultados

Cuadro 4.6: Caso n=256, para un proceso de tipo promedios méviles de orden 1, El porcentaje
de veces que se eligié el modelo AR(1) fue de 2 %.

Orders Media Desviacién Estandar
Bootst Wavest Asym Bootst | Wavest | Asym
Moda 2 - - -0.399888 - - 0.071807
Media - -0.013429 | -0.327308 - 0.059831 | 0.059386 -
Mediana 3 -0.007826 | -0.327252 | -0.399888 | 0.059658 | 0.060071 | 0.071807
Std Dev - 0.030083 | 0.005225 - 0.004798 | 0.004206 -

Se podré observar que para obtener estimadores de la media es notablemente mejor el método
del bootstrap no paramétrico que el bootstrap paramétrico. Para estimar la desviacién estédndar,
el método no paramétrico produce estimadores con menor variacién que el paramétrico, por esta
razon el bootstrap no paramétrico proporciona mejores estimadores que el bootstrap paramétri-

Co.
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Capitulo 5

Conclusiones

Como ya se menciond en el capitulo anterior, para encontrar estimadores del valor verdadero de
la media y la desviacién estdndar del coeficiente de autocorrelaciéon parcial a lag 1, se obtuvieron
50 estimadores para la media y 50 estimadores de la desviacién estdndar del coeficiente de
correlacién parcial a lag 1 de tal forma que para obtener un representante de cada grupo de
estimadores se calcularon las tres medidas de tendencia central (media, mediana y moda).

Primero analizaremos los resultados obtenidos cuando el proceso original es de tipo autoregre-
sivo considerando el promedio de los estimadores, comparandolo con el valor asintético tanto
de la media como de la desviacién estdndar.

En el cuadro (5.1) se muestran los porcentajes en que el valor asintético es subestimado 6 so-
breestimado por el promedio de los estimadores de la media, el signo negativo es un indicador
de que el valor asintético es sobreestimado mientras que el signo positivo indica que el valor
asintético estd siendo subestimado por los estimadores de la media y la desviacién estédndar del
coeficiente de correlacién parcial.
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Cuadro 5.1: Caso en que el proceso es de tipo autoregresivo, se muestra el porcentaje en que am-
bos métodos sobreestiman (subestiman) el valor verdadero de la media o de la desviacién estdndar

del coeficiente de autocorrelacién parcial a lag 1, considerando como estimador el promedio de los

estimadores generados por ambos métodos.
Promedio Media Desviacion Estandar
N . Bootstrap | Wavestrapping | Bootstrap | Wavestrapping
64 79.42% 12.02% -56.66 % -88.92%
128 73.36% 14.81% -11.86% -39.711%
256 74.18% 12.67% -13.52% -41.40%

Como se podrd observar en el cuadro (5.1) para estimar el valor verdadero de la media el
bootstrap no paramétrico genera mejores estimadores que el bootstrap paramétrico, puesto
que el primero produce valores que subestiman en menor porcentaje el valor verdadero de la
media para los tres tamafios de muestra.

Para el caso de la desviacién estdndar se observa que el bootstrap paramétrico sobreestima en
menor porcentaje al valor asintético de la desviacion estdndar que el bootstrap no paramétrico,
en este sentido el bootstrap paramétrico proporciona mejores estimadores para la desviacién
estdndar del coeficiente de autocorrelacién parcial a lag 1 que el método no paramétrico, hecho
que se esperaba, puesto que se conocen los parametros verdaderos y por tanto es mas factible
poder determinar valores mas cercanos al verdadero modelo.

Aqui vale la pena hacer notar que en el caso de la desviacién estdndar existe una gran diferencia
cuando se considera un tamafno de muestra de 64, para este caso en particular las estimaciones
son muy inferiores al valor asintético de la desviacién estandar, esto se debe principalmente al
tamafio de las muestras, ademds como ya se mencioné en el capitulo 4 para este tamano de
muestra es muy probable cometer errores al momento de seleccionar algin modelo.

Si uno considera a la mediana de los respectivos promedios y desviaciones estdndar como
estimador de los valores verdaderos de la media y la desviacién estdndar respectivamente, en el
cuadro (5.2) presentamos los porcentajes en que la mediana de los estimadores para la media
y la desviacién estandar obtenidos via el bootstrap paramétrico y el bootstrap no paramétrico
sobreestiman 6 subestiman los valores asintéticos ya mencionados.
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Cuadro 5.2: Caso en que el proceso es de tipo autoregresivo, se muestra el porcentaje en que
ambos métodos sobreestiman (subestiman) el valor verdadero de la media o de la desviacién estdndar
de] coeficiente de autocorrelacién parcial a lag 1, considerando como estimador la mediana de los

estimadores generados por ambos métodos.

Mediana Media Desviacién Estandar
N Bootstrap | Wavestrapping || Bootstrap | Wavestrapping
64 82.63 % 11.84% -54.96 % -88.14 %
128 78.64 % 14.83% -10.02% -40.31%
256 75.90 % 12.71% -14.48% -40.93%

Nuevamente se puede ver que para estimar los valores verdaderos el método no paramétrico
produce mejores estimadores que el bootstrap paramétrico para la media, no siendo asi cuando
se quiere estimar la desviacién estdndar, en donde el bootstrap paramétrico se comporta mejor
que el no paramétrico.

Los resultados obtenidos para los procesos de promedios méviles son particularmente intere-
santes, puesto que para casi todos los casos, como més adelante se verd, el bootstrap no
paramétrico proporciona mejores estimadores, tanto para la media como para la desviacién
estandar del coeficiente de correlacién parcial a lag 1, que el paramétrico. Solamente cuando el
tamafio de muestra es igual a 64 y se quiere estimar el valor verdadero de la media ya sea por
medio del promedio o de la mediana, el método paramétrico proporciona mejores estimadores
que el no paramétrico.

En el cuadro (5.3) se presentan los porcentajes en que el promedio de los estimadores de la’
media y la desviacién estdndar sobreestiman 6 subestiman a sus respectivos valores asintéticos
para los tres tamanos de muestra analizados.
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Cuadro 5.3: Caso en que el proceso es de tipo de promedios méviles, se muestra el porcentaje en
que ambos métodos sobreestiman (6 subestiman) el valor asintético de la media y de la desviacién
estandar del coeficiente de autocorrelacién parcial a lag 1, considerando como estimador el promedio

de los estimadores generados por ambos métodos.

Promedio Media Desviacién Estdndar
N Bootstrap | Wavestrapping || Bootstrap | Wavestrapping
64 86.44 % 166.35% 18.93% 2.48%
128 92.94% 24.54 % 16.50% 6.30%
256 96.64 % 18.15% 16.68% 17.30%

Como se puede observar en el cuadro (5.3), para el caso de la media, el método no paramétrico
genera mejores estimadores que el bootstrap paramétrico, excepto en el caso de tamafio de
muestra N = 64, ya que los estimadores generados por este dltimo método subestiman en menor
porcentaje a los valores asint6ticos, por su parte el método paramétrico genera estimadores para
los tres tamanos de muestra, totalmente alejados del valor asintético de la media.

Para la desviacién estdndar el método no paramétrico en general genera mejores estimadores

que el paramétrico, ya que estos subestiman en menor porcentaje el valor asintético

En el cuadro (5.4) se presentan los porcentajes en que la mediana de los estimadores de los
promedios y las desviaciones estdndar subestiman a los respectivos valores asintéticos para los
tres tamanos de muestra.

Cuadro 5.4: Caso en que el proceso original es de tipo M A(1), en este cuadro se estd mostrando
el porcentaje en que ambos métodos sobreestiman (subestiman) el valor asintético de la media
o de la desviacién estdndar del coeficiente de autocorrelacién parcial a lag 1, considerando como
estimador el promedio de los estimadores generados por ambos métodos.

Mediana Media Desviacién Estdndar
N Bootstrap | Wavestrapping || Bootstrap | Wavestrapping
64 90.64 % 166.19% 17.83% 1.63%
128 93.50 % 24.44% 17.09% 6.82%
256 98.04 % 18.16 % 16.92% 16.34%
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Como se puede observar en el cuadro (5.4), para el caso de la media, nuevamente el método
no paramétrico genera mejores estimadores que el bootstrap paramétrico, excepto en el caso
de tamano de muestra N = 64, ya que los estimadores generados por este dltimo método
subestiman en menor porcentaje a los valores asintéticos, por su parte el método paramétrico
genera estimadores para los tres tamafios de muestra, totalmente alejados del valor asintético
de la media.

Para el caso de la desviacién estdndar el método no paramétrico en general genera mejores

estimadores que el paramétrico, ya que estos subestiman en menor porcentaje el valor asintético

Lo anterior era de esperarse dado que en el bootstrap no paramétrico, los pardmetros no juegan
un papel determinante en la estimacién tanto de la media como de la desviacién estandar.
No asf para el bootstrap paramétrico donde tanto el modelo seleccionado como los pardmet-
ros considerados son determinantes en los resultados obtenidos, puesto que como ya se men-
cioné con anterioridad, el bootstrap paramétrico se realiza en los residuales los cuales a su vez
son obtenidos después de ajustar el modelo apropiado al proceso generado, en este caso el pro-
ceso es de tipo promedios méviles y se le est4 buscando el mejor modelo autoregresivo de orden
p; he aqui la razén del porqué el bootstrap paramétrico no proporciona mejores estimadores
que el no paramétrico.

Finalmente retomando el caso autoregresivo, en particular veamos a los estimadores del valor
asintético de la media. Contrario a lo que se esperaba, el bootstrap no paramétrico proporciona
mejores estimadores que el bootstrap paramétrico. Con la finalidad de tratar de justificar el
hecho anterior, se analizé el caso N = 64, la forma en que se hizo fue estudiando el tipo de

muestras que se obtienen por ambos métodos.

Como ya se menciond en el capitulo anterior, para encontrar estimadores del valor verdadero
de la media del coeficiente de autocorrelacién parcial a lag 1, se obtuvieron 50 estimadores para
la media del coeficiente de correlacién parcial a lag 1 de estos 50 promedios se detecté aquel
cuya distancia al valor verdadero fuese mayor, para nuestro ejemplo numérico esto ocurri6 con
el valor nimero 28.

Recordemos que este es el promedio de 100 coeficientes de correlacién parcial a lag 1, los
cuales a su vez fueron obtenidos de 100 muestras bootstrap, por ambos métodos; de estas 100
muestras tipo bootstrap (100 por cada método) correspondientes se trato de determinar que

tan correlacionadas son las muestras obtenidas.

Para poder determinar lo anterior, una vez seleccionado el coeficiente, se procedié a analizar
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sus 100 muestras correspondientes, esto se hizo calculando los coeficientes de correlacién entre
dos muestras consecutivas, pér lo tanto se tienen 99 coeficientes de correlacién, después a cada
uno de estos coeficientes se les construyé su respectivo intervalo de confianza a un 95% de
conflanza, (ver Draper y Smith (1981)), para verificar la hipétesis nula de que el coeficiente de
correlacién es cero, es decir las muestras generadas no estdn correlacionadas entre si, contra la
hipétesis alternativa de que el coeficiente de correlacién es distinto de cero.

En la figura (5.1) se muestran las correlaciones entre las 100 muestras bootstrap paramétrico
correspondientes al promedio nimero 28 de los 50 estimados. .

Modelo AR(1).n=64
0.2
!
-]
[-]
-]
-]
-]

0 20 40 60 80 100
Correlaci n enire las muesiras bootstp cuyo valor esperado del coel de com parclal es el menor de los 50

Figura 5.1: Gréafica de los promedios de los coeficientes de correlacién entre dos muestras con-
secutivas para el estimador nimero 28 del valor asintético de la media de los coeficientes de
autocorrelacién parcial a lag 1.

Los resultados obtenidos fueron los siguientes: para el caso del bootstrap paramétrico el 34 % de
las veces se rechazd la hipétesis nula, mientras que para el bootstrap no paramétrico solamente
el 4% de las veces se rechazé la hipdtesis nula, es por esto que se afirma que el bootstrap
paramétrico genera muestras correlacionadas en mayor porcentaje a diferencia del método no
paramétrico.

Lo anterior nos da una justificacién al hecho de que a pesar de que se garantiza la convergencia
en distribucién a los valores asintéticos, para el método paramétrico esta convergencia es lenta
a consecuencia de que el método mismo genera series de tiempo correlacionadas y por tanto los
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valores esperados obtenidos son notablemente distintos y lejanos de los valores asintéticos. Por
su parte para el método no paramétrico, dado que de las series que genera, un bajo porcentaje
de ellas estan correlacionadas entre si, la convergencia en distribucién es mucho mas rapida que

para el otro método.

Finalmente para el caso de la desviacién est4ndar, en Perciva, Sardy y Davison (2000) se afirma
que via el método no paramétrico en general se obtienen buenos estimadores para la desviacién
estdndar asintética o verdadero, no asi para la media, mds sin embargo hay que resaltar que a
pesar de lo afirmado en el citado articulo, si genera mejores estimadores para la media que el

método paramétrico.
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Apéndice A

Apéndice A

A.1. Teorema de Kolmogorov
Teorema A.1l. (Teorema de Kolmogorov) Las funciones de distribucién de probabilidad
{F.():te F}

son funciones de distribucién de un proceso estocdstico, {X,,t € T} st y solo si se cumple que
para todan € N, t = (tl,tg,...,tn)’ € F conl1 <i<n setiene que

limg, oo F, (X) = Fis) (X (2))

donde t (i) y X (i) son las n — 1 componentes del vector, obtenidas al eliminar la i-ésima

componente de t y X respectivamente; con

F={(tita. ta) €Tty <t <...<tyn=12,..}.

Entonces las funciones de distribucidn finito dimensionales de {X,,t € T} son las funciones
{F,(),t € F} definidas para t por

F(X)=P[X, <z, X, <Zg,..., Xt, < Zn].

A.2. Teoremas de Helly y Helly-Bray

Una funcién de distribucién generalizada es una. funcién definida sobre RU{—o00, 0o} creciente,
tal que F{—oc0) =0y F (o0} = L.

Lema A.1. Sea {F,} sucesion de funciones de distribucién generalizadas tales que |Fy| < M
para toda n,
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supongamos que existe G : R — R creciente y acotada, tal que {F,,} converge puntualmente a G

sobre D C R denso. Entonces {F, (z)} converge a G (z) para toda x € D punto de continuidad
de G.

Demostracidn. Sea z punto de continuidad de G, sean wy,yx € D tales que wy < = < Yk ¥y
Yk | 2, wi T z, entonces

Fo(we) < Fa(z) < Fa(we)

dado que {F,} converge puntualmente a G sobre DD, tenemos que

G (wg) < liminf F, (z) < limsup F, (z) < G (yk)

n—oo n—o0

si hacemos k — oo, entonces

G(z) =G (z7) <liminf F, (z) < limsup F, (z) < G (z*) = G (2)

por lo tanto
lim f, (z) = G (z)

n—oco

para todo z punto de continuidad de G. O

Lema A.2. Sea {F,} sucesién de funciones de distribucidn generalizadas tales que |Fyn| < M
para toda n y sea D = {z|k > 1} conjunto numerable de niimeros reales, entonces eriste una
subsucesidn {Fn]} de {F,} tal que {Fn]. (z)} converge para toda K cuando j — oo.

Demostracion. Sean {Fy (z1)},5; € [-M — M] entonces existe una subsucesion {Fa(z1)} s
convergente, es decir, existe a; € R tal que {F} (z;)} converge a a,. Para {F} (2;)} una sub-
sucesién convergente {F2(z,)} a a; € Ry como {F?{z,)} C {F} (z1)} entonces se tiene que

{F2(z,)} converge a a,, procediendo sucesivamente tenemos una sucesién { F! (z,)}, {FZ (z2)},- - -

{F¥(zx)} tal que {F¥(zx)} converge a a) para toda k = 1,2,.... Consideremos la diagonal
{F(-):n > 1} y veamos que para toda z € D, se tiene que {F; ()}, ,, converge.
Sea k > 1, z € D, entonces {F} (zx)},>, €s una subsucesién de {F¥ (a:)}n>l,

vio, que converge a ax, por lo tanto {F; (zx)},», converge a a, cuando n — oo. 0]

la cual ya se

Teorema A.2. (Teorema de Helly) Sean {F,} sucesidn de funciones de Distribucion Gen-
eralizadas tales que |F,| < M para toda n, entonces {F,} contiene una subsucesion {Fy,} que
converge débilmente a F funcidn de distribucién generalizada.
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Demostracion. Sea D = {zx: k > 1} subconjunto denso de R, por el lema (A.2) existe una
subsucesién {Fn].}j>1 de {Fn}nZI’ tal que, para toda z, € D,
lim F, (zx) = ax = G (zk)

Jj—oo

por el lema (A.1). Sea G (z) = sup,, ., G (z) con z € Dy z; € D, entonces se tiene que G (z)
es acotada puesto que-para toda k se cumple -

| Jim B, (26} | = |G (z4) | < M.

Ahora veamos que G es creciente:

Caso 1: Sean x4, z; € D tales que z4 < z;, entonces
Fn]- (Ik) < Fn]- (Il)
para toda j, por lo tanto
G (zx) = lim F, (z;) < lim F, (7)) =G (z))
j—oo j—oo
Caso 2: Supongamos que z ¢ D y = < zx, donde z;, € D, sea z; € D tal que z; < z, entonces
z; < z y por el caso I se tiene que G (z;) < G (zx) por lo tanto

G (z) =sup G (z1) < G (zx)

<z
Caso 3: Ahora supongamos z € D, 7 < z, y = ¢ D, entonces se tiene

G(z)> sup G(m)>G(ax)

I((I,IlED

parak e {l:1 > 1}
Caso 4: z < y,z,y ¢ D, entonces
{z: € D|z; < 2} C {z; € Djz; < y}
por lo tanto se tiene que

G(z)= sup Glz)< sup G(z)=G(y)

I[(I,I‘ED I,<y,I,ED
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por lo tanto G es creciente.

Ahora, como
lim F,, (z) = G (x)

n—oo
para z € D conjunto Denso, se tiene que por el lema (A1) {Fnj} converge a G (z) pera todo
z punto de continuidad de G.
Sea

G(z), xe€Cg={z€R: Ges continua en z}
Pla) = {

G(z+) z¢Cc
entonces se tiene que |F| < M, es decir, F' es acotada.

Ademds, F es creciente, puesto que si z < y, entonces dado que G es creciente:

(i) Siz,y € Cg, entonces F(z) =G (z) < G(y) < F(y)
(i) Siz € Cg,y ¢ Cg, entonces, F(z) =G (z) < G(y) <G (y") = F(y)
(iii) Si z ¢ Cg,y € Cg, entonces F (z) =G (z*) <G (y") =G (y) = F(y)

(iv) Siz ¢ Cg,y ¢ Cg, entonces, F (z) =G (z*) < G(y*) < F(y)
por lo tanto se tiene que F es creciente, ademéas de ser continua por la derecha por como
estéd definida. Finalmente, F,,; converge débilmente a F', puesto que z es punto de continuidad
de F' siy sélo si z es punto de continuidad de G, pero Fy,; converge a G (z) = F (z), para todo
z punto de continuidad de G y por lo tanto de F. O

Teorema A.3. (Teorema de Helly-Bray) Sea g : [a,b] — R funcién continua y acotada y
sea {F,} sucesion de funciones de distribucion generalizadas tales que |F,| < M y tales que
{F.} converge débilmente a F donde a,b € Cr = {z € R|F es continua en z}; entonces

n—oo

b b
lim gdF, = / gdF.
a a
Demostracién. A saber, F es acotada y creciente con limite por la derecha e izquierda. Sea p,
medida asociada a Fj,, definida por la relacién:
t (=00, 7]) = Fy (2)
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y sea p medida asociada a F', definida

p#((~o0,z]) = F (z)

para toda z € R, y {(—o0,z]} clase determinante. Sea a = Ty < Tyny < ... < Tyn = b
particién de [a, §] tal que

lim Ay = lim méx (z;n —z;in) =0
N-ooo N—-oolgjgk,v( > 5=1) ’

entonces-funcién g puede aproximarse uniformemente sobre el intervalola, b] por una sucesién
de funciones simples {g,} tales que

lim sup |gn(z) —g(z)| =0,
N—oo g<r<h
es decir,
Ky

gn (z) = ZQ(IKW) H(IK—LN@K,N]
k=1

y tal que |gn| < |g]| para toda N. La sucesién {g,} es uniformemente acotada y por el Teorema
de Convergencia Dominada se tiene

b
[atra=[ =y [ ovdu,
a (apblgdun VT J(ab|

b
/ng=/ gdp = lim gndp.
a (@] N=00 J(ap

Ahora veamos que para toda n > 1 se cumple que

lfm / ondin = / onda.
0 J(a,b) (a,b]

Seana = zoy < T1v < ... < Ty n = b puntos de continuidad de F; dado que la sucesién {F,}
converge débilmente a F'

paratodan>1ly

i g (z5-a8, Zenl) = Mm [Fo (2n) = Fa (@ho10)] = F (@6n) = F (@6-10) = 1 (20018, 2080),

paratoda k =1,2,..., ky, por lo tanto

kn kn
lim gndu, = lim Zg(lk,zv)#n (zx—1.v, T ) = Zg(lk,N)#((Tk—l,N:Tk.NJ) Z/( ! gndp.
| n—o0 — a,

n—oo fooy et
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Sea My = sup,<.<p l9n (2) — g (2) ], tal que limy_o My = 0, entonces

b b
[ aar- [ ngH/ g — [ g
a a (a.b] (a/b]
= ‘/ gdﬂn—/ gNdﬂn+/ gzvdun+/ gNdu—/ gNdu—/ gdu
(a,b] (a,0) (a,b] (a,b] (a,b] (a,b]
(/ |9-9N|d#n)+</ gzvdun—/ g;vdu)+/ (9 —gn)dul
(a,b (ab| (a,8] (a,b]

S/ Ig—gwldun+‘/ gwdun—/ gwdu{w“/ | g—gn|du
(a,b) (a,b] (a,b) (a,b]

SMnﬂn«a,b]H} [ awiin— [ gNdu‘+Mnu((a,b])
(a,b]| (a,b]

como limy_, My = 0 y si hacemos n — o0, entonces,

b b
/ngn—/ngFo

lim
Nn—ooco
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