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Capitulo 1

Introduccion

El presente trabajo esta basado en el articulo de investigacién publicado
por el Dr. Ricardo Weder y el Dr. Tuncay Aktosun y que lleva por nombre
"Inverse Spectral-Scattering Problem With Two Sets Of Discrete Spectra
For The Radial Schrédinger Equation” (ver [1]). Este trabajo tiene como
objetivo principal desarrollar y explicar a detalle el articulo antes citado y
cuyo contenido y estructura se exponen a continuacién.

En los problemas inversos de la teoria espectral se trata de, a partir de
algunos datos o caracteristicas espectrales, reconstruir algin operador lin-
eal, en este caso un operador diferencial lineal. Siendo que, en particular,
los problemas inversos tratan ciertas clases especiales de operadores difer-
enciales ordinarios, en principio se considera la expresién diferencial

d2
da?
donde V(z) toma valores reales, esta expresién induce un operador lineal,
cabe hacer mencién, de los méas simples. Esta expresién es un caso particu-
lar de la ecuacién de Sturm-Liouville (ver [5]. Se considera dicho operador
definido sobre el semi-eje (z € (0,00)), en tal caso al operador de Sturm-
Liouville también se le llama operador unidimensional de Schrédinger y a la
funcién V se le llama potencial.

Dado el operador de Schrédinger sobre el semi-eje se pretende entonces,
a partir de ciertos datos del espectro para dos condiciones en el origen tales
como la llamada funcién espectral, datos de dispersién, etc., no solo recon-
struir el potencial V de dicho operador, sino también demostrar la unicidad
en la reconstruccién de las condiciones en la frontera.

Remontiandonos un poco hacia los origenes del problema, es importante
mencionar uno de los primeros y, por ello mas importantes, resultados el

l= +V(z)

3



4 CAPITULO 1. INTRODUCCION

cual fué desarrollado por Ambartsumyam en 1929 [27]. Este resultado nos
dice lo siguiente:
Se considera el problema de Sturm-Liouville dado por
d2
= 0(@) + V(@)p(z) = dplz), = € [0,1] (L.1)

£ 0(0) = (r) = 0
donde V se supone una funcién real y continua, dados Ag < A1 < A2+ son
los eigenvalores asociados a dicho problema. Se tiene que, si A, = nz, para
n=20,1,2,---, entonces V = 0.

Otro nombre importante, sin duda fue el del matemético Borg, quien
noté la importancia del resultado de Ambartsumyam. Es el quien inicié la in-
vestigacién sistematica acerca de los problemas inversos del operador clasico
de Sturm-Liouville, Borg probd que en general un espectro no determina
de forma tnica un operador de Sturm-Liouville y que el resultado de Am-
bartsumyam era una excepcién. También Borg probé el siguiente resultado
acerca de unicidad [28].

Para el problema

2
—d—zch(z) + V(z)p(z) = Ap(z), (1.2)

con z € [0,7]. Si {An}22, es el conjunto de eigenvalores para las condiciones
de frontera

cosa - ¢'(0) +sena - p(0) =0, cos - () +sen B - p(r) =0
¥ {#n}$20 es el conjunto de eigenvalores para las condiciones a la frontera
cos v - ¢'(0) +senvy - p(0) =0, cos B-¢'(m) +sen B - (7)) =0

donde «, 8,7 € [0, 7), & # 7. Entonces ambos conjuntos, {An}°2 v {£n}520,
determinan de forma unica o, 8, vy V. '

Borg [30] y Marchenko [31] estudiaron el operador de Sturm-Liouville
inducido por la forma diferencial (1.2) en el semi-eje, z € [0,00), con la
condicién a la frontera en el origen,

cosa - ¢'(0) +sena - p(0) =0, a € [0,7),

en el caso en que no hay espectro continuo. Borg [30] y Marchenko [31]
demostraron que los espectros discretos asociados a dos condiciones a la



frontera en cero diferentes (con una condicién a la frontera fija en z = 400,
en el caso en que sea necesaria) determina univocamente el potencial y las
condiciones a la frontera en cero. En [1] se generaliza el resultado de Borg-
Marchenko para el caso en que también hay espectro continuo.

Es en 1952 cuando Gel'fand y Levitan publican un método ([4], [13],
[29]) para la reconstruccién del operador de Sturm-Liouville a través de la
funcidn espectral, ademas de dar una caracterizacién de la funcién espectral
para el operador de Sturm-Liouville ya sea en el semi-eje 0 en toda la recta
real. Se puede encontrar una amplia referencia histérica en textos como [4],
(13], [17), [18] y [19].

Con respecto a la estructura general del trabajo en el Capitulo 2 se
resena de forma breve la base tedrica matematica necesaria para el desa-
rrollo del resultado, de modo mas especifico, se comentan y citan resultados
basicos acerca de los espacios de Hilbert, operadores lineales en espacios de
Hilbert, operadores simétricos, existencia y unicidad de sus extensiones auto-
adjuntas, as{ como sus propiedades espectrales. Se dan por conocidos temas
tales como topologia de espacios métricos y resultados generales acerca de
la medida de Lebesgue y la medida de Lebesgue-Stieltjes desarrollandose
con cierto detalle la medida espectral y resultados referentes a la funciéon
espectral. En su momento se comentan resultados bésicos de los espacios L?
y espacios que se pueden identificar como subconjuntos de L? tales como los
espacios de Sobolev W5 ,,. Acerca de la bibliografia se encuentran excelentes
textos en los cuales se ha basado este segundo capitulo tales como [2], [3],

[6], [7], [9] v [10].
El Capitulo 3 se refiere a hechos relacionados con el operador unidi-
mensional de Schrédinger | = —d?/dz? + V(z) tales como su dominio de

definicidn, la existencia y unicidad de su realizacién auto-adjunta (la cual
depende de las condiciones a la frontera determinadas por a y se le llama
H,), asi como sus propiedades espectrales y la funcién espectral relacionada
a dicho operador. Se hace especial énfasis en la solucién de Jost, a partir de la
cual se define la funcién de Jost y esta a su vez nos proporciona propiedades
espectrales importantes del operador unidimensional de Schrédinger. Esta
parte del trabajo se ha basado en textos como [4], [5] ¥ [12], en los cuales se
desarrollan de forma amplia y detallada las propiedades de operadores, en
algunos casos, mas generales que el operador | = —d?/dz? + V(z).
También en el Capitulo 3 se exhiben los distintos métodos que se han
desarrollado para la reconstruccién del potencial V(z). Se citan el método
de Gel’fand-Levitan, el método de Marchenko, y el método de Faddeev-
Marchenko, mostrando los diferentes conjuntos de datos necesarios en cada
método asi como las ecuaciones integrales asociadas a cada uno de estos.



6 CAPITULO 1. INTRODUCCION

Esta parte del trabajo esta basada en textos como [4] y [13], asi como del
articulo en el cual se basa este trabajo (ver [1]) y que corresponde a la seccién
5 del mismo.

Sabiendo ahora el contexto en el que estamos situados, en el Capitu-
lo 4 se procede a enunciar y demostrar los resultados preliminares para la
exposicidn y demostracién del resultado final. Este capitulo corresponde a
la tercera parte del articulo (1], sobre el cual se trabajé. Se da una repre-
sentacién explicita de la funcién de Jost para los distintos casos o € (0, 7)
y a = m, se observan y demuestran propiedades importantes del compor-
tamiento asintético de dicha funcién y propiedades del comportamiento de
los autovalores del operador H,, para las condiciones a la frontera inducidas
por «, 8 € (0,7],con o # 3.

Finalmente en el Capitulo 5 se expone el resultado central de este trabajo
correspondiente a las secciones 2 y 4 del articulo [1]. El resultado consta de
ocho teoremas {Aktosun-Weder, [1]), en los cuales se analizan ocho distintos
casos para los datos espectrales involucrados en la reconstruccién de V(z),
o 'y B, se generaliza el teorema de Borg-Marchenko cuando se tiene un es-
pectro continuo en el semi-eje. Se prueba que el potencial y las condiciones
a la frontera se determinan de forma unica a partir de datos apropiados
que contienen los autovalores discretos para una condicién a la frontera, la
parte continua de la medida espectral para esa condicién a la frontera y
un subconjunto de los autovalores discretos para una condicién a la frontera
diferente. En la dltima seccién de este capitulo se han incluido algunos ejem-
plos ilustrando algunos de los teoremas que conforman el resultado principal
y que han sido tomados de la seccién 6 del articulo [1].



Capitulo 2

Elementos del analisis
funcional

Este capitulo es una breve discusién de los conceptos de andlisis que serédn
utilizados en el desarrollo del texto, esto debido a que es nuestra principal
herramienta tedrica. Se puede encontrar una amplia y detallada exposicién
de estos temas en textos como [2], [3], [7], [9] ¥ [10], de donde se ha basado
esta parte del presente trabajo.

En las siguientes secciones se definen y se citan algunos resultados im-
portantes de los espacios de Hilbert, esto es, espacios vectoriales y espacios
vectoriales con producto interno, operadores lineales, operadores lineales
auto-adjuntos, valores y vectores propios, acerca del espectro y del resol-
vente de operadores auto-adjuntos, asi como algunos resultados importantes
de la teoria espectral para operadores auto-adjuntos.

2.1. Espacios de Banach. Espacios de Hilbert

El concepto basico algebraico dentro de la teoria de los espacios de
Hilbert es la nocién de espacio vectorial el cual se supone conocido, as{ como
los conceptos basicos de teoria de la medida (definicién de medida, definicién
de integral, medida e integral de Lebesgue, etc.) y de topologia general (pun-
to limite, punto de acumulacién, cerradura, densidad, separabilidad, etc.).
En adelante se consideran, salvo excepciones explicitas espacios vectoriales
complejos. Comenzamos con dos definiciones importantes.

Definicidén 2.1 (Producto interne, espacio con producto interno)

7



8 CAPITULO 2. ELEMENTOS DEL ANALISIS FUNCIONAL

Sea E un espacio vectorial sobre C. Un mapeo dado {,-} : Ex E — C
se llama producto interno en E si para cualesquiera u,v,w € E, o, € C
se verifica:

a) (u,v) = (v,u} (donde la barra denota el complejo conjugado).

b) (ow + Pv,w) = oy, w) + Blv,w).

¢) (u,u) >0 para todau € E, u+# 0, (u,u) =0 51 y solo st u= 0.
Al par (E,{-,-)) se le llama espacio con producto interno.

Definicién 2.2 (Norma, espacio normado)

Sea E un espacio vectorial sobre C. Una norma es un mapeo ||-|| + F —
[0,00) el cual, dados u,v € E, a € C se satisface:

a) ||ull = 0 siy solo si u=0.

b) lloul) = [l

&) llu+ o]l < lull + [lo].
Al par (E,|| -iD) se le llama espacio normado

Se sabe que, dado un espacio normado (E, | - ||) podemos definir una
métrica, la cual a su vez genera una topologia, entonces tiene sentido hablar
de propiedades en el espacio E méramente topoldgicas como convergencia,
densidad, separabilidad, etc. Recordemos que dada una sucesion (u,)nen C
E, se dice que (u,) es sucesion de Cauchy si dados n,m € N, ¢ > 0 existe
ng € N tal que ||, — um|| < & para toda n,m > ng.

Definicién 2.3 (Completés)

Un espacio normado (E, ||-||) se dice que es completo si dada una sucesion
de Cauchy (u,) de elementos de E y e > 0 existeu € E y np € N tal gue
It — un|| < € para toda n > ng. Esto es (u,) converge a u bajo la métrica
inducida por le norma || - ||. Esto se denota usualmente como u, — u, para
n — oo,

Existen otras formas equivalentes de esta definicidn (ver [8]), sin embargo
se tomara ésta por ser la mas comun. Por otro lado, si se tiene un espacio
con producte interno (E, {-,-}), podemos definir wna norma en £ poniendo
simplemente [[u|| := 1/{u,u), © € E. A esta norma se le llama la norma
inducida por el producto interno en E.

Definicién 2.4 (Espacio de Banach)
Sea (E,|| - ||) un espacio vectorial normada. Se dice que (E, | -||) es un
espacio de Banach si es completo en el sentido de la Definicidn (2.3)

Para ilustrar los conceptos anteriores se citan a continuacién algunos
ejemplos.
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Ejemplo 2.1.1 (El espacio L>(M))

Sea M C R conjunto A-medible (de aqui en adelante A denotard la me-
dida de Lebesgue) y definamos M(M) = {f: M — C: f A — medible }. Se
define el espacio

L¥(M) = {f € M(M) :3c €R tal que |f(z)| < ¢ casi dondequiera en M}
y la norma en L°(M) esta dada por:
Ifllo = Inf{c>0: A{(z € M:|f(z)] >c)} =0}

mas atn, se puede probar (ver [2], [3]) que, dada una sucesién de Cauchy
(fn) de elenmentos de L°(M), eriste f € L>®(M) tal que f,, — f en el
sentido de || - ||oo, es decir, (L®(M),] - |lco) €5 completo.

Ejemplo 2.1.2 (El espacio L*(M))
Sea M C R conjunto A-medible denotemos por £} (M) el conjunto definido
como:

g (M) ={f: M —C, ) — medibles :/ [f(z)|dz < +o0}
M

es fdcil ver gque este conjunto resulta ser un espacio vectorial sobre C en el
cual podemos definir la relacidn de equivalencia ~ dada por

f~gsiysolosiA({zeM: f#g})=0
a partir de £'(M) vy la relacién ~ se define formalmente L*(M) como
L(M) = £1(M)/ ~

y la norma en LY(M) viene dada por

1l = /Mmdz

se puede probar que este espacio es completo (Teorema de Riesz, ver [3])

Espacios de particular importancia son los llamados espacios de Hilbert
cuya definicidn se cita a continuacién (ver [3])

Definicién 2.5 (Espacio de Hilbert) Un espacio vectorial E con producto
interno (-, ) se dice que es un espacio de Hilbert si es completo en el sentido
de la norma inducide por su producto interno, esto es H = (E,(-,-)), es
completo bajo la norma dada por || - || = /(- ")
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Dado un producto interno (-,-) y su norma asociada || - || = /(,") se
verifica la llamada desigualdad de Schwarz:

[z, < lilllyll, =y € E. (2.1)

Una condicién que se pedira de aqui en adelante respecto a los espa-
cios de Hilbert es la separabilidad, es decir, dado un espacio de Hilbert
H, existe D C H, D numerable tal que D = H o, dicho de otro modo,
D = {p1,p2,...} tal que, dada £ > 0 y p € H, existe ¢, € D tal que
llo — || < €. Se prueba (ver [2], [3] 0 [7]) que esta definicién es equivalente
a decir que existe una sucesién ortonormal completa, (¢a) C H, [Jga] =1
para toda n € N, tal que para cualquier » € H, existe (u,) C C tal que ¢
se puede representar como

20
p= Z HnPn
n=]

donde Y77 | pnipn se entiende como una serie de elementos de H que con-
verge en la norma inducida por el producto interno de dicho espacia.

Ejemplo 2.1.3 (El espacio L2(M)) Dado un subconjunto M C R A-medible,
se define el espacio L2(M) como

LEM)={f: M - C:|f|*e L} (M)}

con el producto interno dado por
(9= [ fe)its

ast, la norma en L2(M) esta dada por

1£ll2 = Ammm

Se prueba (ver, p.¢j.f2), [3]) que L3(M) es completo bajo dicha norma.

Dos hechos importantes que debemos recordar a cerca de L2(M) son: recorde-
mos que L?(M) es separable (esto es claro tomando funciones simples con
valores racionales). Por otro lado L2(M) resulta ser la completacidn del es-
pacio C®(M) definido como (ver [11]):
(o)
Co(M) = (] C*(M),

n=(0
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donde C™(§2) se define de manera recursiva del siguiente modo

CO)=C%) ={f:Q2— R: fcontinua },

dﬂ.f

T dgn

Ejemplo 2.1.4 (Espacios de Sobolev) Sean a,b € RU {—c0,+0c0}, a < b.
Definamos el conjunto:

Cr ) ={f:feC() € C(}

An(a,b) = {f:(a,b) — C:f,f, -, f"? son continuamente
diferenciables en (a,b) y f(*™1) es absolutamente continua en (a,b)}

Donde ' = %. Notemos que para f € Ap{a,b) existe la n-esima derivada

f(") cast en todo punto, la cual es integrable sobre cada conjunto compacto
de (a,b). Ademds, para a < o < 8 < b, dada una funcién absolutamente
continua g : (a,b) — C, para j € {1,2,...,n} se verifica la relacidn:

8 ) ) )
/'mwﬂﬂuwI = 9AFIVEB) - g(@)fD(a) -

s ‘
- [ 4@ @)z

Se cita a continuacién el siguiente teorema (ver [2] ):

Proposicidn 1 Para cada n € N, cada intervalo (a,b), y cada € > O existe
una C > 0 tal que para cada j € {0,1,...,n — 1} y toda f € An(a,b) se
tiene que

b b b
/ 1f 9 () 2dz ge/ \f(")(z)\zdx—f-C'/ |f(z)*da.

Agui se considera la integral como oo (infinita) en caso de que el integrando
sea no integrable.

De esta viltima proposicidn para f € An(a,b) N L*(a,b) y f™ € L*(a,b)
se sigue que fU) € L?(a,b) para j € {1,2,..,n -1}

Definicidn 2.6 El espacio de Sobolev de orden n sobre (a, b) se define como
Wan(a,b) = {f € An(a,b) N L%(a,b) : f™ € L%(a,b)}.

Proposicidon 2 Sea(a,b) cualquier intervalo abierto de R y sea f € Wy n(a,b).
51 —o0 < a, entonces f (@) se puede extender continuamente al punto a para
todo 7 € {1,2,...,n—1}.
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2.2. Ortogonalidad y teorema de proyeccion

En la presente seccién se mencionan e ilustran con ejemplos algunos
resultados importantes a cerca de la ortogonalidad en los espacios de Hilbert.
Dado un espacio de Hilbert H, un subconjunto de E € H se llama subespacio
de H sies un subespacio vectorial cerrado en H, es decir, E resulta ser por
si mismo un espacic de Hilbert en H. Para un espacio de Hilbert H, donde
es {-,-) su producto interno, se dice que, dados w, ¥ € H,  es ortogonal a
W (L) si {p,¥) = 0. Dado un subconjunto arbitraric A ¢ Hy v € H se
dice que ¢ es ortogonal a A (ALy) si (¥, @) = 0 para toda ¥ € A. Asi, si
A, B C H son dos subconjuntos cualesquiera se dice que A es ortogonal a B
si para cualesquiera ¢ € A, ¥ € B se verifica {p,¢¥) = 0. Por 1ultimo, para
A C H definimos el complemento ortogonal de A como el subconjunto de
H dado por At = {p € H:pl A}

Dado un subconjunto A ¢ H donde H es un espacio de Hilbert, podemos
definir L(A) como el conjunto de todas las combinaciones lineales finitas de
elementos de A:

L(A) = {Zak(ﬂk EH:a,€C,or € A k=1,...,n, n€N}L
k=1

Proposicién 3 Sea H un espacio de Hilbert y sean A, B C H. Entonces
a) Ht ={0}, {0}* = H.
b) AL es un subespacio cerrado de H. (AL = AL).
c) Si AC B entonces B+ ¢ AL,
d) AL = L(A)* = I{A)" .
e) L(A) es el subespacio mas pequerio de H que contiene a A.

Un resultado importante de ortogonalidad, es el llamado teorema de
proyeccion.

Proposicion 4 (Teorema de proyeccidn) Sea H wn espacio de Hilbert y
S C H un subespacio cerrado de H. Entonces

a) S+t =S, donde S+ = (§4)L.

b) Dado p € H eriste una unica descomposicion de la forma ¢ = p1+ys,
donde ) € §, wp € S+,

Se puede decir mds acerca de este 1ltimo resultade. Dado un espacio de
Hilbert H y Sy, Sy dos subespacios de H tales que S NSy = {0} definimos
S1+ 85 = {(p € H:y = + s con w1 € 5y, g € .5'2}, a Sy + S se
le llama suma directa de S; y S5. Ademads si 5] LS9, a 51+ 57 se le llama
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suma ortogonal y se denota como .S) &.53. Ahora bien, si .S en un subespacio
de H, por el teorema de proyeccion se tiene la descomposicién de H de la
forma H = S @ S+. Por otro lado, dado D ¢ H, D es denso si y sélo si el
Unico vector ortogonal a DD en H es el vector nulo.

Ejemplo 2.2.1 Sea a € R, a > 0 y consideremos el espacio Ly(—a,a).
Constderemos a continuacion los subespacios de Ly(—a,a) dados por

Ty = {f€Ly~a,a): f(z)= f(—z) c. d. en (—q,a)}
T- = {feLy-a,a):—f(z)=f(-z)c d en (—a,a)}

Para f € L*(—a,a) se tiene que f(x) = g(z) + h(z), donde g € Ty, h € T-
1y estdn dadas por las féormulas g(z) = (f(z) + f(-2))/2 y h(z) = (f(x) -
f(=z))/2. Ademds Ty NT- = {0} y para g € T4, h € T_ se tiene

a o 0 o a o
(9, ) = / o(x)h(@)dz = / o(x)h(@)dz + /0 o(x)R(@)dz = 0

—-a —-a

esto es L*(~a,a) =T, & T_.

Ejemplo 2.2.2 Sean —00 < a < ¢ < b < 0o y definamos en L%(a,b) los
subespacios

T = {f€Lxa,b): f=0c.d en(a0)}
T, = {f€Lsa,b): f=0c d. en(cb)}

Ambos son subespacz'os de L*(a,b) yT1NTo = {0}. Para f € T1, g€ T se
tiene (f, g) f f(2)g(z)dz = 0, es decir Ty LTy y dado [ € L*(a,b) dicho
elemento se puede empresar de la forma f(z) = g(z) + h{z), donde g(z) =
X[a,e(Z)f(x) y h(T) = X(c,q)(z) f(x). De esto concluimos que L¥(a,b) =Ty ®
1.

2.3. Operadores lineales en espacios de Hilbert

Sean dos espacios de Hilbert sobre C H; y Hz. A un mapeo de H; en
Hy, T, se le llama operador lineal, o simplemente operador de H; en Hj si
T es lineal y esta definido es un subespacio vectorial D(H;) de H; (llamado
dominio de T'). Bajo esta dltima condicién se comprueba ficilmente que
el rango de T, T(D(H;)) resulta ser también un subespacio vectorial de
Hy. Si HH = H = Hy a T se le llama simplemente operador en H. Si
H, = H, Hy = C a T se le llama funcional lineal. Un operador lineal T es
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inyectivo si y solo si T = 0 implica ¢ = 0. Para T inyectivo podenios definir
T=! del siguiente modo D(T~!) = R(D(T)), T~'% = ¢, donde Ty = 9,
¢ € D(T™!) = R(D(T)). Es sencillo comprobar la linealidad de T~! que,
ademas, resulta ser operador de Hy en H;. Dados los espacios de Hilbert
Hi, Hy y Hj se definen las siguientes operaciones basicas entre operadores:

Sean T1 D(Tl) — H2, T D(Tz) — Hjy con D(Tl),D(Tz) C H;.
Producto por escalar: Para a € C se define oT, para T = T3, del siguiente
modo

D(aT) = D(T), (aT)p = «(Ty), ¢ € D(T).

Suma: Se define la suma T; + T como
D(Tl + Tz) = D(Tl) N D(Tz), (T1 + Tz)(p =Tip+Top, p€ D(Tl + T2)-

Composicién. Por ultimo si Tp : D(Tz) — Hj, D(T2) C Hz se define el
producto (composicién de operadores) To77 como

D(ToT)) = {p € D(TY) : Tip € D(T»)}, (TuTh)e = To(T1p), @ € D(T2TY).

De esta tltima definicién se observa que si Ty = T, Tz = T-! entonces
T 'T=IlpqyyTT ! = I| p(r-1), donde [ es el operador identidad.

Si T1, T» son dos operadores de Hy en Hs, se dice que T} es una extension
de Ty (T2 C Th) si D(T) C D(T1) y Tip = Tap para toda ¢ € D(T2). Si Hy
y H2 son dos espacios de Hilbert y D C H); es un subespacio, el conjunto de
todos los operadores T de H; en Hj tales que D(T) = D forma un espacio
vectorial sobre C, el cero en dicho espacio esta dado por Ty = ( para toda
peD.

Ejemplo 2.3.1 Sea H un espacio de Hilbert y {-,-) el producto interno
definido en H. Para wo € H fijo podemos definir, debido a las propiedades
del producto interno, el funcional lineal Ty, : H — C dado por la expresion

Tootp = (@, v0)

Ejemplo 2.3.2 Considérese el subespacio de L*(R) dado por LA(R) = {f €
L%(R) : 3k > 0 tal que |f(z)| < M c. d. y f(z) =0 c.d. para z € R tales que
z| > k}. Sea ¢ : R — C una funcidn continua. Definamos T : L3(R) — C
como

Tyf = /R f@)P@)dz

se tiene pues que Ty, es un funcional lineal que se puede extender, por con-
tinuidad, a todo el espacio L%(R)
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Ejemplo 2.3.3 {Proyeccidn ortogonal) Para H espucio de Hilbert y 5§ C
H subespacio se tiene que H = S @ S+. Asi, dada v € H, y tiene una
descompasicion inica de la forma @ = f 4+ g con f € S, g € S*. Definimos
la proyeccidn orlogonal sobre S como el operador Ps + H — 5 dado por

Ps(p) = Fs(f+g)=f
Ps resulta ser un operador lineal definido en todo H

Dado un operador T : D{T'} — H, D(T) C Hj se dice que T es continuo
en ¢ € D(T) si (¢n) C D(T) es tal que ¢, — @, n — 00, entonces Ty, —
Ty cuando n — oc. T es continuo en D(T) si es continuo en  para toda
w € D(T). Se dice que T es acotado si existe k > 0 tal que ||Ty| < k|l
para todo ¢ € D(T).

Proposicién 5 Dado T : D(T) — Ho, D(T) C H, las siguientes afirma-
ciones son equivalentes :

a) T es continuo en cero.

b) T es continuo.

c) T es acotado.

Ejemplo 2.3.4 Consideremos, para ¢ € L%(R), el funcional lineal T, como

T =i = [ 1R
entonces, por la desigualdad de Schwarz, se tiene

1T Il = 1(f oM < [l £

es decir, T, es acotada.

Ahora bien dado un operador T : D(T)} — H,, D(T} ¢ H; acotado la
siguiente expresién define una norma para T

IT|l = inf{c 2 0: |Tel < cllv] para toda € D(T)} (2.2)
y esta norma es equivalente a

T = sup{l[Te!l o]l =1, € D(T)}
sup{|[ T : [l < 1,0 € D(T)}
sup{| Tl : lloll <1, € D(T)}
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Por otro lado, el conjunto de los operadores con un dominio comiin define
un espacio vectorial sobre C. Si se define B(H;, Hy) = {T operador de H;
en Hy : T es acotado y esta densamente definido} se tiene que el espacio
(B(H1, H2),|| - II) es un espacio de Banach si Hs es un espacio de Hilbert,
donde la norma || - || esta definida como en (2.2). Si H; = Hy = H, se escribe
simplemente B(H ). Aqui al decir que B(H, Ha) es completo implicitamente
estamos hablando de propiedades topolégicas, para precisar esto definimos
la convergencia en B(H, Hz) como:

Definicién 2.7 (Convergencia fuerte. Convergencia débil. Convergencia en
norma)

a) Dada (T,,) C B(H1, H2) se dice que (T,,) es fuertemente convergente
a T si para toda ¢ € Hy se tiene que lim,,_.oo T = T en Hy y se escribe
T, —sT.

b) Para (T,) C B(Hy, Hy) se dice que (Ty,) es débilmente convergente a
T si para toda ¢ € H) se tiene que lim,, . (Th, ) = (T, ) para cualgquier
Y € Ho, en tal caso se escribe T,, —,, T.

¢) Dada (T},) C B(Hy, Hy) se dice que (T,,) converge en norma a T si
im0 |70 — Tl = 0.

Definicién 2.8 Sean H) y Hy espacios de Hilbert. Dado T : D(T) — Ha,
D(T) C H; se dice que

a) T esta densamente definido st D(T) es denso en Hy (esto es D(T) =
Hi).

b) Para Hy = H, = H un operador T densamente definido en el espacio
de Hilbert H se dice simétrico si para cualesquiera p1,p2 € D(T) se tiene

que (Tp1, p2) = (p1,Tp2).
Proposicién 6 Dados Hy y H2 espacios de Hilbert. Sea T : D(T) — Ha,
D(T) c Hy yT acotado. Entonces existe una tnica extension S de T tal que

D(S8) = D(T) y ||S|| = ||T||- Para el caso en que D(T) es denso se observa
que T se puede extender de manera tnica a todo el espacio Hj.

Habiendo discutido la definicién de operadores entre espacios de Hilbert
y sus propiedades basicas podemos hablar ahora de una clase de operadores
con caracteristicas especiales, estos son los llamados operadores adjuntos.

Definicién 2.9 Sean H), Hs espacios de Hilbert y T un operador de H, en
Hy, S un operador de Hy en Hy. El operador S se llama adjunto formal de
T si para cualesquiera ¢ € D(T), ¥ € D(S) se tiene

(0, To)u, = (S, 0)m,
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Observemos que bajo esta definicion T también es adjunto formal de §,
es decir, S y T son adjuntos formales el uno del otro. El operador S con
D(T) = {0} es adjunto formal de todo operador T de H, en Ho.

Ahora, si S es adjunto formal de 7T, entences, para ¥ € D(S) C Hy, el
funcional lineal dado por

D(Ly) = D(T), Ly(p) = (T, ¥)
es continuo y se tiene que
Ly(p) = (T, ¥) = (@, S¥)

es decir, Ly es la restriceién a D(T) del funcional Ty, inducido por Sy

De la Proposicién 6 si D(T') es denso en Hy y Ly es continuo, Ly se
puede extender de manera vinica a todo Hy = D(T) es decir, existe un dnico
fy € Hy determinado por ¥ y T y dado por

(T, ¥) = Ly(¢) = {w, fy)

y si S es adjunto formal de T para w € D(Ly), v € D(5) se tendrd fy, = Sy.
Antes de definir el operador adjunto se considera T' un operador densa-
mente definido de Hy en Hy y sea

D* = {9 € Hy: Ly(-) es continua en D(T)}
{¥ € Hy:3f, € Hi tal que {p, fy) = Ty, ¥)}
aqui D* es un subespacio de Ha y el mapeo D* — H; dado per ¢ — fy es

por definicién una transformacién lineal, de este modo podemos concretar
la definicidn de operador adjunto del siguiente modao

Definicidn 2.10 (Operador adjunto) Sea T un operador densamente definido
de Hy en Hs, el operador T* de Hy en Hy dado por

D(T‘) = Dt) T‘w=fwy we D
se llama operador adjunto de T

Notemos que cada adjunto formal de T es una restriccién de T, de hecho,
se pueden probar los siguientes resultados:

Proposicién 7 Sea T un operador densamente definido de Hy en Hy. En-
tonces
a) Si T* esta densamente definido entonces T™" es una extensién de T.
b) N(T*) = R(T)L.
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Proposicién 8 Sea T un operador densamente definido de Hy en Hy. En-
tonces

a) T es acotado st y solo s1 T* € B(Ha, Hy).

b) Si T es acotado, entonces T = || T

¢) SiT es acotado, entonces T** es la extensidn continua de T a todo el
espacio Hy.

En esta dltima proposicién se habla de la extensién continua de T a todo el
espacio H), pues T™* resulta ser vnica (Proposicion 6). Por otro lado, para
T € B(H,, Hy) se tiene que T' = T**

Ejemplo 2.3.5 Sea T un funcional lineal es un espacio de Hilbert H. Paro
calcular T, por el teorema de representacidn de Riesz, existe un tnico ¥ €
H tal que

Ty = (g, ) para toda ¢ € H

entonces, para ( € C yw € H se tiene
Te( = (0, (¥).

Definicién 2.11 (Operador auto-adjunte)
Sea H un espacio de Hilbert. Un operador T en H se dice que es auto-
adjunto st T esta densamente definido D(T) y T =T"

Recordemos que un operador densamente definido es simétrico si T C T™,
esto es, si (T, ¥) = (¢, TyY) para todo ¢,y € D(T).

Para dos espacios de Hilbert Hy v Hy los operadores adjuntos y auto-
adjuntos tienen las siguientes propiedades bésicas -

Proposicién 9 Sean S, T operadores densamente definidos de Hy en Ho
tales que S C T. Entonces T* C 5*

Proposicion 10 Sean 71 en Ty operadores densamente definidos de Hy en
Hy y de Hy en Hy respectivamente

e} Si T estd densamente definido entonces TyTy C (TbTh)*.

b) Si Ty € B(Hy, Hy) entonces T7 Ty = (ToTh)".

Proposicién 11 Sean S, T operadores de H, en Hy
a) SiT estd densamente definido entonces (aT)* = @T™, para a € C\{0}.
b) 51§+ T estd densamente definido, entonces S* +T* C (S +T)*.
c}) 818 € B(H, Ho) yT estd densamente definido entonces (S + T)* =
S* T
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Proposicién 12 Sea T auto-adjunto e inyectivo. Entonces T™' es también
auto-adjunto

Dados los espacios de Hilbert Hy y Hg, un operador 7" de H; en Hj se
dice que es cerrado si verifica la siguiente condicién

Definicidn 2.12 (Operador cerrado) Un operador T es cerrado 51 dada una
sucesidn convergente (0,) en D(T) C Hy tal que (Twy) es convergente en
Hy, entonces se verifica Hmy, o0 0n = ¢ € D(T) y limpyoo Ton =T

Esta definicién es equivalente a, dada (¢,) C D(T) tal que (¢n) — O en-
tonces T, — 0 en Hs. Para algunos operadores T la manera mas natural de
definir una extensién T en D(T) es, dada (¢,) C D(T) sucesién de Cauchy,
si (Typy) resulta ser también sucesién de Cauchy tal que Ty, — ¥ € Hq
con ¢, — ¢ € Hy, entonces podemos definir T = 1. Esta construccién es
vélida siempre y cuando el elemento 1 sea independiente de la eleccién de

la sucesion (gn).

Definicién 2.13 (Operador cerrable) Dade un operador T de Hy en Ho T
es cerrable si, dada (n) C D(T) tal que gn — 0 y (T'en) es de Cauchy en
el sentido de || - ||, entonces T, — 0.

Asi, dado un operador cerrable T de H) en Hj, se tiene que T es una
extension cerrada de T, mas ain, T es el operador cerrado mas pequefio
que contiene a T. A partir de esta dltima definicién se pueden establecer los
siguientes resultados:

Proposicion 13 Dado un operador T' de Hy en Hy, definimos en D(T) el
preducto escalar y la norma dadas por

) = (e ¥ m + (T, THr, vy lelr = (lelm + [ Telln)"?
o esta dltima se le llama T-norma. Entonces T es cerrado si y solo si
(D(TY,| - lT) es un espacio de Hilbert.

Proposicion 14 Sea T' un operador densamente definido de Hy en H,
entonces

a) T* es cerrado.

b} T es cerrable si y solo si T* esta densamente definido. Se tiene en-
tonces la igualdad T = T**.

¢) 85i T es cerrable, entonces T = T*.
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Se ha visto que, dado un operador T de H; en Hj, una manera de ex-
tender T', es caso de ser posible, es tomando T. Por otro lado, si § de Hy
en Hy es un operador simétrico se tiene que § ¢ S* y para cada extension
simétrica se tiene la relacién S ¢ T C T* C §*. Existe entonces la posibil-
idad de encontrar una extensién T suficientemente grande de S tal que T’
sea auto-adjunto, es decir, se tendra ST =T C §*.

Definicidén 2.14 Un operador simétrico T en un espacio de Hilbert H se
dice que es esencialmente auto-adjunto si T es auto-adjunto.

A partir de esto se pueden establecer los siguientes resultados

Proposicién 15 Un operador T en un espacio de Hilbert H es esencial-
mente auto-adjunto si y solo s T* es simétrico. Entonces se tiene T =T*

Proposicién 16 Seen T, Ty operadores de Hy en Ha, entonces

a) SiTy C Ty y11, Ta son operadores auto-adjuntos, entonces Ty = T5.

b) 5t S es un operador simétrico de Hy en Hy y Th, Th son extensiones
auto-adjuntas de § tales que D(Ty) C D(Ty), entonces Ty = 1.

c) 8i S de Hy en Hy es esencialmente auto-adjunto, entonces S es la
tnica extension auto-adjunta de S.

Ejemplo 2.83.6 Considérese el espacio de Hilbert L?(a,b) donde e¢,b € R
son tales que —co < a < b < 00 y el operador en L%(a,b) inducido por la
forma diferencial 7, = —d?/dz?. El operador minimal Tsq inducido por
esta definido por

D(Tap) = Ci°(a,b), Topf =1of, € D(T20)
El operador mazimal Ty inducido por Ty esta definido por
D(T2) = Wap(a,b), Tof = naf, f€ D(T2)

Se obserua que el operador mazimal esta definido en el mayor subespacio
posible donde o tenga sentido. Para Tag y Ta se tienen los siguientes resul-
tados:

Proposicién 17 Se tiene la igualdad T = T2
Proposicidon 18 Para el caso (a,b) =R se tiene
Too=Ta=T;

es decir, Tap es esencialmente auto-adjunto y Ty es auto-adjunto.
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Recordemos que el teorema de proyeccién nos dice que dado un espacio
de Hilbert H# y S C H subespacio cerrado y ¢ € H entonces existen [ € 5,
g € St tales que v = [ + g donde, el mapeo dado por D(Ps) = H, Ps = ¢
es un operador lineal. A partir de la identidad del paralelogramo se obtiene,
para ¢ € S, la identidad pitagérica || ||® = ||fI|* + llg/|*, de donde | Psy| =
171l < ll¢|l entonces ||Ps|| < 1. Por otro lado, para S # {0}, p € S, ¢ # 0 se
tiene que Psy = ¢, esto es Pg = Iy|s, por lo cual |[FPs|| = 1, también para
@ €S, chp = PsPse = ¢ {idempotencia) y Fsp € S para toda ¢ € H,
esto es, R(Ps) = Sy Psg = 05l y solo si g € N(Fs) = S+, donde N(T) es
el nucleo del operador T, esto es N(T) = {gw € H : Tp =0}.

Definicién 2.15 Dado un operador P en un espacioc de Hilbert H, (P es

un operador de H en H) se dice que P es una proyeccion ortogonal st existe
M C H tal que Ppy = P.

Proposicién 19 Dado un operador P € B(H) los siguientes enunciados
son equivalentes

a} P es una proyeccisn ortogonal.

b) I — P es una proyeccion ortogonal.

¢) P es idempotente y R(P) = N(P)1.

d) P es idempotente y auto-adjunto.

Proposicién 20 Sean My, My subespacios de un espacio de Hilbert H y
Pury s P, las respectivas proyecciones ortogonales sobre My y Ma . Entonces
a) P = Py, Py, es una proyeccidn ortogonel st y solo si se verifica
Pus, Py, = Pag, Prg, entonces se tiene P = Panm, st ademds Myl Ms
entonces Py, Prgy = Ppg, Pryy = 0.
b) Q = Pup, + Pum, es una proyeccion ortogonal si y sole si My LMy, en
tal caso se tiene P = Prrigm,.

Asi, dada una proyeccidn ortogonal P, se tiene que P es auto-adjunta,
luego P es, en particular, simétrico (para toda w € H se tiene que (Py, ) €
R, pues (Pyp,9) = (g, Pp) = {Py,¢)). Por otro lado, si Ty,T; € B(H)
son operadores simétricos tales que para todo g € H se verifica (T1y, @) <
(T2, ) escribimos Ty < Ty. 8i T € B(H) es un operador simétrico tal que

T > 0 se dice entonces que T es no negativo,

Proposicién 21 Sean M;, M3y subespacics de un espacio de Hilbert H y
Puy, Pa, las respectivas proyecciones ortogonales sobre My y My . Entonces
a)0 < Py, < 1.
b) Las siguientes afirmaciones son equivalentes
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1) PM1 < Py,
i) My C M,
i1t) Pagy, Prgy, = Py

Sean H,, Hy espacios de Hilbert. Un operador U de H; en H; tal que
D(U) = H; se le llama isometria si |[Uy|| = ||p|| para todo ¢ € Hy. Ademés
si R(U) = Hy a U se le llama isomorfismo. En este caso al operador U se le
llama operador unitario.

Un operador U de H; en Hj tal que D(U) = Hy se le llama isometria
parcial si existe un subespacio M de Hq tal que

IUg| = llp|| para p € M, |[Ugp]| =0 para p € M+

de esto se tiene que R(U) = U(M) de lo cual se infiere de inmediato que
R(U) es cerrado. A los subespacios M y R(M) se les llama dominio inicial
y dominio final de U respectivamente.

Proposicién 22 Sean H, y H, espacios de Hilbert y sea U un operador de
H) en Hy tal que D(U) = Hy. Entonces
a) Las siguientes afirmaciones son equivalentes
i) U en una isometria parcial.
i) R(U)=N y (Up, U}, = (Pmw,¥)u, para todo o, € H
i) U*U = Py, UU* = Py
i) U* es una isometria parcial.
b) Las siguientes afirmaciones son equivalentes
i) U en unitario
it) R(U) = Ha y (Up, U}, = (Pmp, ¥} n, para todo o, € H
i) U*U = Iy, UU* = Iy,
iv) U* es unitario.

2.4. Medida espectral. El teorema espectral para
operadores auto-adjuntos

Dado un espacio de Hilbert H y T un operador en H, se dice que A € C
es un es un eigenvalor de T si la ecuacién Ty = Ay tiene solucién no trivial
(¢ # 0) en H, o bien, el operador A = T = IX — T no es inyectivo. Al
subespacio N(A — T') se llama eigenespacio asociado al eigenvalor A, a la
dimensién del espacio N(XA — T') se le llama multiplicidad de A. Al vector ¢
se le llama eigenvector de T asociado al eigenvalor A. Dado A € C tal que
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A — T es inyectivo, es decir, A no es un eigenvalor de T podemos definir el

operador
RAT)=(A-T)"!

Definicién 2.16 Dado un espacio de Hilbert H y un operador T en H
a) El conjunto dedo por

p(T)={A€C: A =T esinyectivoy R(\,T) € B(H))

se le llama conjunto resolvente de T'.
b} Al mapeo

R(.T): p(T) — B(H)
A = RAT)

se le llama resolvente de T'. El operador R{\,T), A € p(T) se llama resol-
vente de T en el punto M.

¢) Bl conjunto o(T) = C\ p(T) se llama espectro de T. El conjunto
o5(T) = {A € C: X es eigenvalor de T} C o(T) se llama espectro puntual
de T'.

Ejemplo 2.4.1 Sea H = L?[0,2n] y T : L*[0, 2] — L%{0,2x] el operador
integral definido como

2
(Au)(t) = ; dycos(t — y) uly)

se tiene entonces la ecuacidn Au = Au, esto es

2
/0 dy cos(t - y) u(y) = Mu(?)

o bien

v 21 ra
cost dyseny u{y)dy + sent dycosy uly)dy = Au(z) (2.3)
0 0
ast, pare A # 0, u(t) es una combinacién lneal de sent y cost, es decir,
u(t) = acost + fGsent, o, 3 € C, sustituyendo esta dltima expresion en
(2.3) se tiene
o= Aa, = A0

de lo cual se concluye que A =m si A # 0.
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Proposicién 23 Sean 5 y T operadores cerrados en H
a) (Primera ecuacidn resolvente) Para toda A\, N € p(T') se tiene

R(AT)— R(N,T) = (N - ANR\T)R(N,T)
= (N = AR(N,T)R(\,T)

(en particular R(A,T) y R(N,T) conmuten).
b) {Segunda ecuacidn resolvente) St D(S) = D(T) se tiene que para toda
A€ p(S) N p(T)

R(\T) - R(\,S) = R\TNT - S)R(X,S)
= R(\SHT - S)R(\T)

Proposicién 24 5i T es un operador cerrado en un espacio de Hilbert H,
entonces p(T) es ebierto y o(T) es cerrado.
Si Ao € p(T), entonces A € p(T) para todo A tal que

IA = ol < |R(X, T)[*

y ademnds
o0

RAT) =Y (A= A)"R(ro, T)"H
n=0
Si T € B(H) entonces {A € C: |A] > ||T||} € p(T) y o(T) es compacto.
Mas ain, para |A] > [|T]| se tiene
R(\T) = Z/\"HT” (serie de Von Neumann)

n=0

Dado un espacio de Hilbert H y su producto interno (-, -} podemos hablar
de convergencia débil y de convergencia fuerte en H, Ahora, consideremos
F:Q — H, donde 2 C € ¢s un dominio (abierto y conexo) entonces
Ias nociones de convergencia débil y convergencia fuerte nos permiten dar
los siguientes conceptos: La funcién F(() se dice que es analitica si dada
¢ € Q existe el limite [F({ + h) — F(¢)]/h cuando h — 0 en el sentido de
I = +/{, ). La funcién F{(-) se dice que es holomorfa si para cada (o €
existe r > 0y o, € H tales que, si [ — (ol < 7

F(G) = $(¢ - o) m (2.4)
n=1 ’

donde la convergencia de (2.4) se entiende en el sentido de || - ||.
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Proposicion 25 Sea T un operador cerrado en un espacio de Hilbert H.
Entonces las funciones

a)  R(T):p(T) — B(H)
¢+~ R(,T)
b)  R(T)g:p(T) — H
¢ R((,\T)y
¢) W, R(-,T)p): p(T) — C
¢ (¥, R((, T)p)

son holomorfas.

Proposicién 26 Sea T un operador simétrico sobre un espacio de Hilbert
H. Entonces

a) Cada eigenvalor de T es real.

b) Si Ay p son eigenvalores de T, A # p y px, p, Son eigenvectores de
A y p respectivamente se tiene que (px,pu) =0, (paly,).

¢) Si H esta definido sobre los mimeros complejos, para { € C\ R el
operador { — T es continuamente invertible y ||R(¢, T)| < |Im¢|™?.

A continuacién se establece la definicién de familia espectral la cual
generara la medida espectral, ésto conduce a una integral con respecto a la
familia espectral dada.

Dada una funcién f : R — R, A-medible, no decreciente y continua por
la derecha (izquierda respectivamente) y un intervalo semi-abierto en R de
la forma (a, b] definimos los valores

a) ps((a,b]) = f(b) ~ f(a)

b) ns((—co,b]) = f(b) - lim f(z)
¢) pyl(a,+00)) = lim f(z) - f(a)

d) py(-oc0,00) = lim f(z)— lim f(z)

Extendiendola aditivamente a la o-dlgebra de los conjuntos de Borel de R,
(#(R)) podemos definir una medida py : Z(R) — [0, 00). Entonces, para
una funcién ¢ : R — R ps-medible, tiene sentido hablar de la integral

/ pduy
R
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asi, para un subconjunto M C R el espacio L2(M, j1f) esta dado por
LM, ps) = {p: M — RI/l;wduf < 0o}

(integral de Lebesgue-Stieltjes).
El concepto de familia espectral resulta fundamental para el desarrollo
de la integral que se quiere construir (ver [2]):

Definicién 2.17 Dado un espacio de Hilbert H sobre C una familia espec-
tral sobre H es una funcidn E : R — B(H) con las siguientes propiedades:

a) E(t) es una proyeccion ortogonal para toda t € R.

b) E(t) < E(t') yt <t (monotonia).

c) E(t + €) — E(t) fuertemente para todat € R, cuando e — 0, ¢ > 0
(continuidad por la derecha,).

d) E(t) - 0 cuando t — —co. E(t) — I fuertemente cuando t — +00.
A la familia espectral la denotaremos {E(t) }ier-

Observemos que la condicién (¢) en la definicién anterior podria cam-
biarse por continuidad por la izquierda.

Ejemplo 2.4.2 Sea {u, : @ € A} una familia de funciones no-decrecientes
y continuas por la derecha definidas sobre R. Las igualdades

E(t)(fa) = X(—oo,t](fa)
= X(—oo,t](fcx)

para (foa) € Poea LR, pa), t € R definen una familia espectral en

D LR, o).

acA

Prueba.
Se observa que E(t) es una proyeccion ortogonal para tode t € R. Ahora,

parat 2 s y (fa) € Poea L2 (R, pa) se tiene
(fa), (B(E) - E6)(fa)) = 3 ]( Ifaltda 20
a 8,t
de lo cual E(t) > E(s). Por otro lado parat — st, a € A

]( NACRNORS
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PUes o es continua por la derecha.
Ademds

(o] Ifcz I d#a /Ua ‘ d#a )

para toda s,t € Ryaec Ay

) / | fal@) (@) = | (fu)aeall? < 00,

ac A

de lo cual es inmediato que

(B - BN ()P =S / | fal®) () — 0

o€A
es decir, E es continua fuertemnente por la derecha. Entonces las afirma-
ciones E(ty - I, t > o0 y E(t) — 0, t — —o0 son claras. [ ]

Respecto a la construccidn de una integral a partir de una familia espec-
tral, si un espacio de Hilbert H dado y ¢t € R. Para cada v € H definamos

to = (0 E(t)p) = | E@)l®

se verifica inmediatamente que la funcidn u, : R — R es acotada, no-
decreciente y continua por la derecha. Mds aiin, se verifica

; - i = {2
Jm pe(t) =0, Mm p,(t) = flp]

Esta funcidn, por sus caracteristicas, induce una medida en R.

Dada una funcién f : R — R decimos que f es E-medible si f es p,-
medible para cada p € H. Se observa que si f; = 1 entonces f; € L*(R, Ho),
de aqui que cualquier funcién acotada E-medible f : R — R pertenezca a
L*(R, u,) paratoda p € H.

El procedimiento para definir la integral es el mismo que se sigue en la
construecidn de la integral de Lebesgue -Stieltjes. Para las funciones simples
f se define [ f(t)dE(t) como

/chm t)dE(t Zc.,E(.]

con
E((a,b)) = E(®) - E(a)
E(la,d) = E®)-E(a)
E((ab) = E(b~) - E(a)
E(la,5) = E(47)- Ela)
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donde E{t™) = s — lim,—o E(t — €), ¢ > 0. Asi para cualquier funcién simple
f se tiene

|| / F(H)dEt)p]? = / F) P (2)

Luego, dada p € Hy f € LZ(]R,,uW) se puede probar que existe una
sucesion (f,) C LE(R, u) tal que f, — f en el sentido de L2(R, uy). En-
tonces la sucesion ([ frdF(t)y) es una sucesion de Cauchy en H, lo cual nos
permite darle sentido a la expresién

[ 10aEw0e = lin, [ ey
Es facil comprobar que cumiple con las propiedades elementales de linealidad.

Esta iiltima expresién define una integral para ¢ € H dada, pues es
independiente de la eleccidn de la sucesion (f,). Ademds verifica le relacién

n / FR)AE®)ell? = / AP (1)

Para ¢, € H y una funcién acotada f: R — C, F-medible, podemos
definir (utilizando la identidad de polarizacién) para ¢, ¥ € H

[ roaw.E0e) = 31 [ £6derelt) - [ Fe)dg-ole) +
#i [ £Odisgsn(®) =1 [ SOdbynste)

De esta definicidn se obtiene de manera inmediata, para f y ¢ funciones
E-medibles, la relacién

/ 0@ F DA, E(t)e) = { / o()dE(t), / F(dE®)g).

Proposicion 27 Sea £ una familia espectral sobre un espacio de Hilbert H
y sea f : R — C una funcidn E-medible. Entonces las férmulas

D(E(f)) = {peH:feLl R u)}

B(f)p = / F()dE®)e, © € DE(S)

definen un operador normal E(f) = [ f(t)dE(t) sobre H.
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Donde un operador T° densamente definido en un espacio de Hilbert H,
se dice que T es un operador normal si

D(T) = D(T") y |T¢l| = |T*¢| para toda ¢ € D(T)

Se observa que cada operador auto-adjunto es normal.

Dada una funcidn f con valores en R tal que f es E-medible entonces
el operador E( f) es auto-adjunto. Aqui se presenta €l llamado teorema es-
pectral para operadores auto-adjuntos (ver [2]), el cual nos dice que cada
operador auto-adjunto puede ser representado de esta manera y existe una
lnica representacién a través del teorema espectral

Proposicién 28 (El teorema espectral) Para cada operador auto-adjunto T
en un espacic de Hilbert H existe exactamente una familia especirel K para
la cual T = E(id) o bien T = [tdE(t). La familia espectral esta dada por

b+4d
(W, (E(B)—E(a))g) = lim lim —— (¢, (R(t —ie, T)— R(t-+ie, T))y)dt

G0+ =0+ 2T Jops
para tode p, Yy E H y —oo < a < b < oc.

Este resultado es para el caso complejo, pues en principio aqui se consideran
espacios complejos.

Proposicién 29 (El teorema de la representacion espectral)Sea T' un oper-
ador auto-adjunto en H. Entonces existe una familia p, : o € A de funciones
no-decrecientes continuas por le dervecha y un operador unitario U+ H —
Baca L*(R, po) pare el cual

T=U"173,0

donde Tyy denota el operador mazimal de mudtiplicacidn por la funcion id en
Baca L%(R, po). Para la familia espectral E de T se tiene E(t) = U'lx(;m,L]U.

Para operadores auto-adjuntos se sabe que su espectro es un subconjunto
cerrado de R. Lo que se hace ahora es caracterizar los puntos de un operador
auto-adjunto a través de su familia espectral.

Supdngase que T es un operador auto-adjunto en un espacio de Hilbert
H | hasta ahora se han definido el espectro o(T') y el espectro puntual ap(T)
de T.

Proposicion 30 Sea A un punto aislado del espectro de un operador auto-
adjunto T'. Entonces A es un eigenvelor de T
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Fl espectro esencial o.(T) de un operador auto-adjunto T° es el sub-
conjunto de puntos de o(I") que son, o bien, puntos de acumulacién de
a(T) o eigenvalores aislados de multiplicidad infinita de o(T). El conjun-
to og(T) = o(T) \ 0e(T) se llama espectro discreto de T y de esta dltima
proposicién sabemos que todos los eigenvalores (incluidos los de multiplici-
dad infinita) son puntos aislados de (7). Por dltimo, se dice que T tiene
espectro discreto puro si g,.(T) es vacio.

Para un operador T' en un espacio de Hilbert & se pueden caracterizar
todavia mas los puntos del su espectro o(T) del siguiente modo:

Definicién 2.18 Sea T un operador cuto-adjunto en un espacto de Hilbert
H.

a) Hp(T') es la cerradura de todas las combinaciones lineales de los eigen-
valores de T definimos Hy(Hp(T)) como el subespacio discontinuo de H con
respecto a T

b) El complementeo ortogonal de Hy, se llama espacio continuo de H con
respecto o T y se denota H (T) = H,.

¢) El conjunto de todos los ¢ € H, tales que eriste un conjunto de
Borel N ¢ R de medida de Lebesgue cero y p,(N) # 0 se llama subespacio
singular continuo de H con respecto a T (pues es cerrado. ver [2)) y se
denota H;, = H,(T).

d) Al complemento ortogonal de H,. con respecte o H, se le lama sube-
spacio absolutamente continuo de H con respecto a T y se denota H,. = Hge.

e) El subespacio singular de H con respecto a T se define como Hy =
Hy(T) = H, ® Hye.

Para un subespacio M de H, P la proyeccién sobre M y un operador T'
en H se dice que M reduce a T si PT' C TP. Las férmulas

definen un operador en M. Se tiene entonces que el subespacio M reduce a
T si y solo si ML lo reduce. Entonces D(T) = D(Th) + D(Tyy1) y o(T) =
o(Ty) U a(Tyy).

Proposicién 31 Sea T un operador auto-adjunto en un espacio de Hilhert
H, entonces los subespacios Hy, He, Hse, Haoe y Hy reducen el operador T'.

Definicién 2.19

a) Dados los operadores Tp = Ty, T, = Tla,, Tse = T|H.er Toe = TlHae
y Ty = T|g, se les llama la parte espectral discontinua, continua, singular
continua, absolutamente continua y singular respectivamente de T'.
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b) El espectro continuo (o.(T)), espectro singular continuo (o5.(T)), es-
pectro absolutamente continuo (0,.(T)) y espectro singular (o5(T)) de T se
definen como el espectro de T, Ty, Tac y Ts respectivamente. Bl espectro
puntual de T, 0,(T) se define como el conjunto de eigenvalores de T' (aunque
en general se tiene o(T,) = a,(T)).

Los conjuntos .(T), 65.(T), 04c(T) ¥ 05(T) son cerrados y ademas se tienen
las igualdades 0(T) = 0((T) U 05c(T) U 06c(T) = 05(T) U 04e(T) = 0p(T) U
o.(T).

Definicién 2.20 Se dice que T tiene un espectro puntual puro, espectro
continuo puro, espectro singular continuo puro, espectro absolutamente con-
tinuo puro y espectro singular puro st H, = H, H. = H, H,, = H,
H,. = H y H; = H respectivamente. Para tales casos se tieneo(T) = m,
o(T) = 0.(T), 0(T) = 05.(T), o(T) = 04(T) y 6(T) = 05(T) respectiva-
mente.
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Capitulo 3

El operador unidimensional
de Schrodinger

3.1. El operador —% + V(x)

La primera seccién esta dedicada a discutir las propiedades bésicas del
operador unidimensional de Schrodinger en el semi-eje inducido por la forma
diferencial

= -2 1 V(z) (3.1)

donde V(x) pertenece a la clase de Faddeev (Definicién 3.2). Entre estas
propiededes destacan la existencia y unicidad de su realizacién auto-adjunta
(la cual depende de las condiciones a la frontera) en un dominio adecuado
y las propiedades de su espectro (ver [12]).

Dada la expresién diferencial [, en (3.1), con z € (a,b) y las condiciones
a la frontera

f(k,0) +cota- f(k,0) =0, ae€(0,n)
f(k,0), a=r

se entienden por realizaciones auto-adjuntas de ! los operadores auto-adjuntos
generados por dicha expresién. El operador diferencial [ se llama regular en
a si a > —oo (respectivamente en b si b < +00) y si, en este caso, V es
integrable en [a,b) (respectivamente en (a,d]), | se llama singular si no es
regular en al menos uno de los puntos de la frontera.

Para poder empezar a establecer los dominios adecuados se introducen el
operador maximal H y el operador minimal hg generados por [. El operador

33
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maximal H esta definido en el subespacio lo mas grande posible del espacio
L%(0, +00). El operador minimal hg es una restriccién de operador maximal
y tal que su adjunto es igual al operador maximal, esto es hy = H. Esto
implica que hg es simétrico. Ahora, para toda realizacién auto-adjunta de [,
digamos T, se tendrd que 7" es una restriccién de operador maximal H, es
decir hg C T C H. El operador maximal H generado por [ se define en el
dominio dado por

D(H) = {pe€ L*0,+00)
: ¢, ¢ absolutamente continuas en (0,+00) ,lp € L2(0,+00)}
Ho=1lp € D(H)
el operador minimal hgy se construye del siguiente modo: consideremos el
operadores h{, dado por

D(hy) = {¢ € D(H) : ¢ tiene soporte compacto en (0, +00)}

de la definicién de hg se tiene la relacién hy C H y que hy no es cerrado.
Por otro lado se tiene también que hg es simétrico.

Para el caso singular, que es el de nuestro interés, se define el operador
minimal cerrado como el operador tal que

ho == h{y = hg*
mas atin, se puede establecer el siguiente resultado (ver [12])

Proposicién 32 Sean h)), hg y H definidos como antes. Entonces se tienen
P 0r 0 Y
las relaciones

0Chh=hgChy=hi =H, H = hg
Para concretar, se considera el operador unidimensional
—o" +V(z)p =k p, z€(0,00) (3.2)
junto con la condicién a la frontera

f(k,0) +cota- f(k,0) =0, ac€(0,m)
(3.3)
. f(kyo)a =T

Aqui se distinguen los casos o € (0,7) y = 7 de 3.3 también se observa
que se obtienen las condiciones de Dirichlet para o = 7, de Newman para
a = § y condiciones mixtas en cualquier otro caso.

Ademas se supone al potencial V en la clase de Faddeev, que se define
como
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Definicién 3.1 Dada V(z), z € (0,00), funcién, se dice que V(z) pertenece
a la clase de Faddeev si
a)

V(z) € R para todo z € (0, 00)

b)

V(z) € L}(0,00) := {/ € Ly(0,00) : /(0 dal1 + I2))f (z) < o0}

Se tiene (ver [12]) que para cada « existe una tnica realizacién auto-adjunta
de | = —d?/dz?+ V(z), con V en la clase de Faddeev, a dicha realizacién se
le denotara como H,. Se demuestra (ver [12], sec. 17.B) que el espectro de
H, es simple, tiene un nimero finito de eigenvalores, todos ellos negativos,
no tiene espectro singular continuo y su espectro absolutamente continuo
consiste en [0, 00). El espectro discreto (eigenvalores de H,) se denota como

o4(Hy) = {—nij f;"l, donde 0 < Kg1 < Kq2 < ... < KgN,-

3.2. Solucién de Jost. Funcion espectral.

Considérese ahora la ecuacién (3.2) con V(z) en la clase de Faddeev, sea
f(k, z) la solucién de Jost (ver [4]) asociada a dicha ecuacién. Este verifica
las condiciones asintéticas

flk,z) = e*=[1 4 0(1)] (3.4)
flk,x) = ike*=[1 4 0(1)] (3.5)

para  — +00. Se define entonces (ver [4]) la funcién de Jost de (3.2) como

Definicién 3.2 Si f(k,z) es la solucion de Jost de la ecuacion (8.2), se
define la funcidn de Jost como

—i[f'(k,0) 4+ cot - f(k,0)], o€ (0,7)
Fy(k) =
f(k>0)r =1

Entonces se tiene que (ver [4]) Fy(k) es analitica en C* y continua en C¥.
Ademis que F4(k) tiene un nimero finito de ceros todos ellos situados en
I*, estos ceros son simples y el tinico cero real puede ser en k = 0. Estos
ceros se denotaran como ikqj con j = 1,--- Ny ¥y Ny es el nimero de
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autovalores del operador H, el cual, recordemos, es finito y esta dado por
No
ca(Hq) = {_K?,j F=1
Para la funcién espectral, si p,(k,z) es una solucién regular de (3.2)
relacionada a las condiciones a la frontera dadas por

k,0) =1, ¢,(k,0)=—~cota, a€(0,n), (3.6)
on(k,0) =0,  p(k,0)=1, o=

S
2.

se tiene entonces (ver [5], [12]) que existe una funcién mondtona creciente
Pa(A) (ver [1], [5]) con A € R, conocida como funcién espectral y ademas,
para cada g(z) € L%(0, 00) se verifica que (Uag)()), dado por la férmula

T

(Uag)(X) = Go(N) = lim | dzea(V, 2)9(z) (3.8)
—% Jo
existe como limite fuerte en L2(R, po())), dicho resultado se enuncia formal-
mente del siguiente modo.

Proposicién 33 Sea g(z) € L%(0,00). Entonces eziste una funcién no de-
creciente pa(A) (que no necesariamente es unica), la cual no depende de
9(z), y una funcidn G,(A) (la transformada generalizada de Fourier de g(z))
tal que

/ T lP@dr = /  1Gal2 (V) do() (3.9)
0 -0

La funcidn Ga(A) es el imite en media cuadrdtica (relativa a dpa())) de la
sucesion de funciones continuas

G n(h) = /0 " 429(2)alz, N) (3.10)
esto es -
nlingo [Go(N) — Ga n()‘)]zdpa()‘) =0

De este ultimo resultado se verifica directamente la igualdad de Parseval.
Si Go{A) y Ka()) son las transformadas generalizadas de Fourier de g(z) y
k(z) respectivamente, se tiene que

/°°g<x)wdz - /°° GaN R doa (M) (3.11)
0

-0
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Ademas el mapeo dado en (3.8) es unitario y nos da una representacién
espectral de H, de la forma

Hy = U\U,,

Se tiene que la parte de la medida espectral asociada al espectro con-
tinuo y su derivada en k? esta determinada por F,(k) La parte correspon-
diente al espectro discreto esta determinada por el conjunto de eigenvalores
{—nij}fgl y las constantes de normalizacién {gaj};ygl, en concreto, dpg (M)
queda determinada como ([4], [13]):

YA__ 1
{ P A>0

YN g2,8(A + k2,)dA A <0

dpa(A) = (3.12)

donde 6(-) es la distribucién delta de Dirac y las constantes go; estdn dadas

por
iKai,0
H_Z—J_Tﬂ“}(ina,-,-)l a € (0,7)
1f!(ikx5,0)| -
TGl =7
y || - || es la norma en L?(0,00) y f(k,x) es la solucién de Jost de (3.2).

Ahora, las constantes de normalizacién de Marchenko m,; asociadas a los
eigenvalores —mij estdn dadas como

Gaj =

1
af = T j=1,---,Ng.
M9 = Tl
Asf (ver [8]) considerando que
F(k,0) £k, 0) — F(k,0)(k,0) = ~2k / ” Pk, z)de (3.13)
0

donde f(k,x) es la solucién de Jost de (3.2) y f(k,0), f'(k,0) denotan las
derivadas con respecto a k, se tiene que

#ﬂFa(imaj)f(imaj,O), a € (0,7)
”f(inaj’ )”2 =

#,,,-er(i"wj)f'(i'fwj,o), a=m

con Fy(k) = —i[f'(k,0)+cot af(k,0)] y Fr(k) = f(k,0). Entonces, dado a €
(0,7), el conjunto de constantes {gaj}ﬁvz"l y {maj};ygl se pueden construir
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cuando se conocen Fo(k) y f(ikqaj,0). Por otro lado, dados a,8 € (0, ),
definimos la constante

hga = cotf —cota, (3.14)

para el caso @ = 7 se construyen cuando conocemos Fy(k) y f'(ikx;,0). Si
0 <3 < a<my seconocen Fy(k), Fa(k) y hga podemos evaluar f(k,0) v,
por tanto f(ike;,0), en particular se tiene Fg(ikaj) = —thga f(,1Kaj,0). Si
0 < f < a =7 se tiene que f'(irkr;,0) = iFp(iry;) y, ahora que se conocen
Fs(k) y Fr(k) podemos construir las constante de Gel'fand-Levitan (ver [1],
(4] y [13])

s in), 0<p<a<n
Gaj = (3.15)

2Kn; Fa(ika;) 3
_IS"L(‘.?K"TL) 0< IB < @oa=T
y las constantes de Marchenko
—2iKkaihga
Fp(ika;)Fa(ikas)’ 0<f<a<m
s = (3.16)

[ —2%aj -
Fg(in,j)Fn(iN,j)’ 0< 'B <a m

Al ser cotangente una funcién monétona decreciente en (0, ), para 0 <
B < a < 7 se tiene de 3.14 que hg, > 0. Utilizando la Definicién (3.2)
podemos expresar

{ ﬁ[Fﬂ(k)—Fa(k)], C!E,B(O,ﬂ')

f(k,0) = (3.17)

Fr(k)

, { wi[cot B Fa(k) — cota- Fp(k)], 6 € (0,m)

fi(k,0) = (3.18)
1F3(k) — cot 8- Fr(k), B € (0,m)

Por 1ltimo, resumimos el comportamiento asintético de las funciones
f(k,0) y f'(k,0), esto ayudara en lo posterior a deducir el comportamiento
asintético de la funcién de Jost Fy(k), @ € (0,m) (Def.3.2). Describimos
dicho comportamiento en las siguiente proposicién (ver [1], [4], [13], [17],
[18], [20]-[25]).
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Proposicién 34 (1) Sea f(k,0) la solucién de Jost del sistema (3.2)-(3.3)
evaluada en x = 0 y f'(k,0) la primera derivada con respecto a = evaluada
en = 0, entonces se verifica:

a) Para k — oo, k € C+
) S0 =1- = [ dsV(z)+o(3)
! o= 2ik/0 TV T

i)  f'(k,0) =ik - % /000 dzV(zx) + o(1)

)

iy LD _y | dsv@er 1o
0

1
f(k,0) k

b) Para k — 0, k € C*+

i) L = R+ wlp +olk), f(k0)#£0

i) JEy = Feo — e +ok), f(k,0) #0

3.3. Reconstruccién del potencial V(z)

Aqui se explican varios métodos a través de los cuales el potencial puede
ser reconstruido de forma unica de cada uno de los conjuntos de datos Dj,
j =1,...,8 dados en la Seccién 5.1. Estos métodos incluyen el método de
Gel'fand-Levitan (ver [4], [13], [17] ,[18], [19]) y el método de Marchenko
para el problema inverso de dispersién en el semi-eje (ver [4], [13], [18], [19],
[20]), el método de Faddeev-Marchenko en todo R (ver [13], [17], [21], [22],
(23], [24]) y otros métodos (ver [17], [23]) usados para resolver el problema de
dispersion inverso en todo el eje real. Probaremos que D;,i = 1..,8 (definidos
en (5.1)-(5.8))construye los conjuntos G,, M, y F definidos mas adelante
(3.19, 3.22 y 3.32 resp.). Si tenemos como datos Fy, Fg y hga se construyen
las constantes de normalizacién ga; ¥ maj como en (3.15) y (3.16). Asf, cada
uno de los Dy, j = 1,3,5,7 nos da G, y Maq. Por otro lado, si se conocen
Fx(k) y Fg(k) las constantes de normalizacién gr; y maq; se construyen
como en (3.15) y (3.16). Asi, para D;, j = 2,4, 6,8 obtenemos Gr y My, la
construccién de F de Dj, j = 1,...,8 se hace utilizando L(k), R(k) y T(k)
definidos mas adelante.
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3.3.1. Ecuaciones integrales de Gel’fand-Levitan

El conjunto de datos G, es utilizado en el método de Gel’fand-Levitan y
esta dado por

Ga = {|Fa(k)| para k € R, {ro;};2), {gas}j}, @ € (0,m) (3.19)

el cual nos permite reconstruir la solucién regular ¢,(k,z) de forma unica
que satisface (3.2) y (3.3) como

coskz + 5 dyAa(z,y)coskz, a€ (0,)
valk,z) = x . x
Ser;c x +f0 A(:l:’y)ser;c a:, a=T

y el correspondiente potencial V' de forma tnica como

d

Anx(z,27) o€ (0,7 (3.20)

donde A,(z, y) se obtiene resolviendo la ecuacién integral de Gel’fand-Levitan
(ver [4], [13], [17], [18]):

Aalz,y) + Calz,y) + / dtGaly, ) Aalz,y) =0, 0<y<z (3.21)
0

donde el nicleo G,(z,y) esta dado, para a € (0, T):

Na

1 [ 1
Galz,y) = —/ dk[——i —1] cos kz cos ky—i—Zggj cosh Kqjz cosh Kqjy
7 oo FTER 2
y, para o = m:
1 [ 1 Jr, g2
Gr(z,y) = —/ dk[—=————=—1]senkxsenky+ Y =2 senh s,z senh K.y
" 7 ) MEmE ; K2 ’ "

Observemos que de las partes (i) y (ii) del Lema 4.2 (Capitulo 4) es
posible decir cuando se tiene o < m 0 o = 7. Para el caso a < 7 se observa
que « se obtiene resolviendo (3.21) pues cot @ = —A4(0,0).

3.3.2. Meétodo de Marchenko
El conjunto de datos M, esta dado por

Mo = {Sq para k € R, {naj};-i"l, {maj}f';l}, ac (0,m) (3.22)
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donde S, es la matriz de dispersién dada por

Fa(—k
~Eay @€
Fr(—k
ok

Sa(k) =

=T

Dado M, podemos entonces reconstruir la correspondiente solucién de
Jost de forma tinica

flkyz) = e* 4 / dyK (z,y)e*® (3.23)
T
y el correspondiente potencial V' de forma tnica como
V) = -2%K@ st (3.24)
dz

donde K (z,y) se obtiene resolviendo la ecuacién integral de Marchenko ([4],
[13], [17], [20]):

o
K(z,y) + My(z+y) + / dtMy(y+t)K(z,t) =0, 0<z <y, (3.25)
T

y €l nicleo M, tiene la forma, para o € (0, ):

N,
1 [ : « _
Ma(y) = 5;/ dk[Sa(k) — 1] + > m2 e ¥, (3.26)
—oo pot

y, para @ =

M (y)

I

1 00 ik ik 2
i —Knj;y
E [oo dk[Sﬂ-(k) - 1]6 V4 jil My € 79 (327)

Se tiene que la solucién K(z,y) de (3.25) es la misma para toda o €
(0,7), sin embargo, la solucién A,(z,y) en (3.21) depende de a. Se obser-
va pues K(z,y) que esta relacionada a la transformada de Fourier de la
solucién de Jost f(k,z), la cual no depende de o mientras que Ay(z,y) es-
ta relacionada a la transformada de Fourier de la solucién regular, la cual
depende de a.

Se destaca el hecho de que las funciones A,(z,z7) y K(z,z%) en (3.20)
¥ (3.24) se obtienen como valores limite. Si invertimos las transformadas de
Fourier dadas para p.(k,z) y f(k,z) obtenemos A,(z,y) = O para y > x
y K(z,y) = 0 para y < z. Para enfatizar las discontinuidades de salto a lo
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largo de la recta z = v, se utilizan los valores limites apropiados en (3.20)
y (3.24), los cuales no siempre estan indicados en la literatura de forma
explicita ([4], [13], [17]).

El potencial V puede, de forma alternativa, ser reconstruido utilizando
el método de Gel’fand-Levitan o bien el método de Marchenko en el caso
en que las condiciones de frontera sean del tipo de Dirichlet. Esto es, si
se tiene Fy(k), Fg(k) y hgo para algin o, 8 € (0,7) con a # (3, entonces
de (3.17)-(3.18) se puede reconstruir Fr(k) = f(k,0). Teniendo F; (k) se
obtiene entonces k.; para 7 = 1,--- , N vy, finalmente, las constantes de
normalizacién de Gel'fand-Levitan g.; y las constantes de normalizacién de
Marchenko my; se pueden reconstruir utilizando (3.15) y (3.16).

3.3.3. Meétodo de Faddeev-Marchenko

También se puede reconstruir al potencial V considerandolo como un
potencial definido en toda la recta real en la ecuacién de Schrodinger con
V = 0 para z < 0. Considerando que tanto la solucién derecha de Jost, como
la solucién izquierda de Jost , ver [4], son ambas soluciones para el caso de
todo el eje real en la ecuacién de Schrodinger con las respectivas condiciones
asintéticas para £ — +o00:

filk,z) = e*=[1+0(1)], fl(k,z) = ike*=[1 + o(1)], (3.28)

frlk,z) = e * 214+ 0(1)], fl(k,z) = —ike **[1 +0(1)], (3.29)
en este caso fj(k,z) satisface

_ eik:r L(k)(;‘—ikz
filk,z) = A0 + 0 <0 (3.30)

y esta ultima relacién coincide con la solucién de Jost f(k,z) para el caso
z > 0, donde L es el coeficiente de reflexién izquierdo y T es el coeficiente de
transmisién. El coeficiente de reflexion derecho R esta dado por la expresién

k €R. (3.31)

El potencial puede ser reconstruido de forma tdnica utilizando cualquiera
de los métodos de inversién en todo el eje real, entonces podemos construir
el conjunto de datos F definido como:

F = {L(k), T(k), R(k), {5} }C0, {esdiln {emsiln, {whion) - (3:32)
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donde las —sz corresponden a los estados de energia acotados en todo el eje

real. N6tese que T tiene polos en k = i7j en C* para j = 1,-- , N las ¢;
son las constantes de normalizacién definidas como
1

j=1,--,N. (3.33)

Clj = = - ’
\/f_oo dz fi(itj, )2

las ¢,; son las constantes de normalizacién dadas en (3.33) reemplazando
fi(k,z) por f.(k,z) y las -y; son las constantes dependientes de los estados
acotados definidas como

._fl(iTj)x)) L
v = —fr(i‘rj,z) , j=1,---,N. (3.34)

Para el método de Faddeev-Marchenko (ver (13], [17], [21]-[24]) el poten-
cial V' y f; se pueden reconstruir de forma dnica como:

V(iL') = —2'dd_xBl(I)O+)1 f[(k,l') = eikz[l + j;)oo dyBl(xry)eiky]) (335)

donde By(z, y) se obtiene resolviendo la ecuacién integral derecha de Faddeev-
Marchenko

o0
Bi(z,y) + 2z +y) + / dyQ(2z +y + 2)Bi(z,2z) =0, y > 0 (3.36)
0

con los datos iniciales
1 [ ik al 2
_ i s
U(y) = 5 /_oodkR(k)e y+j§=1 ce” . (3.37)

De forma equivalente, el potencial V' y f,.(k,z) se puede reconstruir de
forma tnica como

V(e) =20 B(5,0%), folka) = (1 + [ dyB, (z,9)e™), (3.38)

donde B,(z,y) se obtiene resolviendo la ecuacién integral derecha de Faddeev-
Marchenko

Brla,9) + 90,2 +9) + [ dy(=23+y+ 2)Be(z,2) = 0, > 0(3.39)
0

con los datos iniciales

N
1 [ . _
Q(y) = %/ dkL(k)e’ky-f-E czje“TJy. (3.40)
oo =
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Se describe a continuacién la construccién de F dada en (3.32) a partir
de {F,, Fg,c, 3} con o # (3 o de {Fy, Fg,m, 8} con B # 7, con lo cual ya
podemos utilizar cualquiera de los métodos de inversién para reconstruir
V' cuando se trata de todo el eje real. Utilizando (3.28) y su derivada con
respecto a z evaluada en z = 0 obtenemos

L(k) = £EQ LD (3.41)
T(k) = FrEo 700 (3.42)
Si o # B con la ayuda de (3.17)-(3.20) y (3.42) para k € C* se obtiene -

(k—icot B) Fa(k)—(k—icot &) Fg(k)
(k+iiztﬁ)Fa(k)—(k+;:,zta)FZ(k)’ a,B € (0,7)

(k—icot B)Fy{k)—F,
(FFicot O)Fs (M) FFa” B € (0,m)

2ikhgy
T(k) _ { (k+iC0tﬁ)Fa(k)—€k+iC0t&)Fg(k)’ o, p € (O’ﬂ-)

L(k) =

2%
(rricot B) Fx (TR (R) B € (0,m)
y, para k € R resulta

—(k+i cot B) Fo (—k)+{k+icot a) Fg(—k)
R(E) (k-::cotﬁ)Fa(k)—(kHcZ(:a)F;zk) a,f e (0,m)

(k+icot B) Fr (—k)+ Fs(—k)
Trticot BF T Fa () Be(0,m)

Al ser V para z < 0, se conocen entonces las constantes de normalizacién
¢rj se relacionan ([23]) a los residuos de L en los polos k = i7; por medio de
las férmulas

¢rj =1/ —tRes(L,ir;) j=1---,N. (3.43)
Utilizando (3.30) y el hecho de que f.(k,z) = e*** para z < 0 se tiene
7 = filiTs, 0 = fir;,0) = (iny) = et (3.44)

y entonces por medio de (3.33) y (3.34) finalmente obtenemos

oy (EDVIes  i(=1)Y It Res(t,iTy)
A TR \/—iRes(L ;) (3.43)

aqui se usa el hecho de que el signo de ~; es el mismo que de (—1)V =7 (ver
[23]).



Capitulo 4

Preliminares

4.1. Resultados preliminares

Comenzamos con dos resultados, uno de ellos propio de andlisis complejo
y el otro de andlisis de Fourier para funciones en la clase de Hardy, los cuales
nos servirdn en lo posterior para obtener una unica representaciéon de la
funcién de Jost en C*+ por medio de sus valores en la frontera (en este caso
de R), ver [6] y [14] respectivamente.

Sea F(z) en la clase de Hardy, es decir, para z = = + 1y se tiene que F(z)
es una funcién analitica, regular para y >0y

+o0
/ dz|F(z + iy)|?

-0

existe y esta acotada uniformemente para todo y > 0 (ver [6]). Entonces para
y — 0 se tiene que F(z + iy) — F(z) casi dondequiera y F(z + iy) — F(z)
en el sentido de L2, Para y > 0 se tiene

F(z) = L/msz(z—”y), teR (4.1)

Y7 t—z

Sc tiene ademés que si F(z) = U(z,y) +iV(z,y) y F(z) = f(z) +1g(z), las
funciones U y V se relacionan con F a través de las férmulas

+o0
+o0 -z
Viz,y) = —%/_oo dt(t(t—x)—g{lft;? (4.3)

45
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utilizando (4.1)-(4.3) se obtiene una tnica representacién de F(z) en térmi-
nos de f(z) como

F(z) = —1—/+°°th. (4.4)

im t—x)— 101
) ( ) Yy

A esta tltima expresién (4.4) se le conoce como férmula de Schwarz.

Sea una regién del plano complejo @ C Cy ¢ :  — C funcién analitica
en . Si z5 €  es un cero de ¢(z) de orden n entonces existe una vecindad
de 29 tal que (z) se puede descomponer en la forma

w(z) = (z — 20)"wo(z) (4.5)
donde ¢p(z) es una funcién analitica en dicha vecindad y ademas g (zo) # 0.
Lema 4.1 [1] Dada una funcidn V en la clase de Faddeev y a € (0,7] la

correspondiente funcidn de Jost Fo(k) se puede teconstruir de forma inica
utilizando su amplitud dada en R y sus ceros en C*. Para a € (0,7) se tiene

N, .
Fo(k) = k] - exp ( - %/ dtM), ke Tt (4.6)

t—k—-i07*
Yy para a = 7 se liene
f— o0 —
H ZK,-,,] B l/ dt logIFw(f)| ), keCF (4.7)
k+m,rJ T Jooo t—k—10F

dondeﬁJr indica que, para k € R, el valor de F,(k) se obtiene como el limite
desde C+

Prueba. Esta prueba se divide en dos partes, primero el caso a = 7 y la
segunda parte se refiere al caso o € (0, 7).
Para a = 7 sea

N,
= k+ m
Gr(k) = Fo(k) [ —=2-
j=1 k~ Mg

Examinemos ahora el comportamiento asintético de G4(k). Esto es, a con-
tinuacién se analiza el comportamiento de log G,(k), para k - ooy k — 0
con k € Ct.
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Para k — 00 se tiene

k+ikg
log F, (k +lognm

- 1og<1——/ dzV () +0< )) iﬂ:lo <ka:;;)
- log<l+—[——/ dzV (z) + o(1 )+Z1og< +fkl)
= (g wvere(z)) + 2 (5 +o(5)
= sz/ dzV(z %;imﬁj+o<%>

- o(%)

Notemos que f(0,0) y f/(0,0) no pueden ser ambas cero simultdneamente
pues si f'(0,0) = 0 se tendria f(0,z) es constante, esto es f(0,z) = 0
para toda z > 0, lo cual no es posible para F;(k). Esto ultimo debido al
comportamiento asintdtico de f(k,z) para k — oo (ver (3.4)-(3.5)), pues
f(k,z) tiene un comportamiento exponencial para k — 0. Para £k — 0,
destaca el caso f(0,0) = 0, que se desarrolla a continuacién: Utilizando la
Proposicién 34 (b) se tiene

log G (k)

k+ikg
log Go(k) = log Fy(k) + log H ;:njj
Nw 14 £
= log f(k,0) + Zlog (— m,:" )
j=1 1- KT

—ik
lOg fl(k, 0) -+ lOg (W) + O(k)
de lo cual se sigue que existe Cp > 0 tal que

|log G (k)| < |log f'(k,0)| + |log(—ik/f'(0,0)*)] + Co
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elevando al cuadrado se tiene
llog G (k)I* < |log f'(k,0)[* + | log(—ik/['(0,0)%)]* + C§ +
+2C%| log f'(k,0)| + 2CZ|log(~ik/f'(0,0)%)]
+2|log f'(k,0)|| log(—ik/f'(0,0)%)|

Ahora, para poder utilizar la férmula de Schwarz (4.4), si k = u + iv se
debe probar la relacién

o0
/ du|log G (u + iv)|? < C, (4.8)
-0

para alguna C € R, para toda v > (. Dividamos la integral en tres partes:
para € > ( tomemos

/ dul log G (u + iv)|? =/ du|log Gx(u + )|2 +
—00 —00

+ [ dullogGx(u+iv)|* +

—€

(o)
+ / du| log G (u + iv)
€
Utilizando las estimaciones anteriores se tiene que, para la primera y
tercera integral existe C) € R tal que:
|log G (k)| < C1
elevando al cuadrado e integrando con respecto a u de —00 a —¢, se tiene

—€ —€ 1 —€ 1
V(2 2 _ 2
[00 du|logG,,(u+w)| < [oo duClm = . duClm <

¢ 1 1
-0

y, del mismo modo, para el intervalo [, 00)

IN

°° 2 o [© 1 21
du|log Gz(u+ w)|* < Cf duﬁzqz

por iltimo, para k — 0 existe C; € R para la cual, haciendo k = u + iv,
para € > 0, integrando ambos lados de —¢ a ¢ con respecto a u se tiene que
€

du|log G (u + iv)|? < Cy

—€
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al ser ¢ > 0 arbitrario, la relacién (4.8) queda probada. Ahora, para k£ € R
se tiene

> k+1ik
logGx(k) = log|Gx(k)| = log|Fx(k k—m;;
N
L k+ix
= log|Fx(k)| + Y log I—m;]]'
j=1

= log|Fx(k)|

asi, al ser Re[log Gr(k)] = log|G.(k)| = log|Fx(k)|, log Gr(k) se puede
expresar de la forma

log G(k) = ﬂii/_Zdth (2| keCh teR
luego
AL 1 [ |F:(b)|
log F (k) .=1m = E/ dtﬁ

para k € C*, de donde se deduce de manera inmediata !a férmula

N, .
1T btk 1 [* | Fr ()]
k) = jzlk—z‘nnje"p<}¥/_ T

o

para k € C*.
Para a € (0,7) sea

Gk = ﬁk—maj
* —Fo,(k)jzlk-f-inaj’

al igual que el caso anterior se investiga el comportamiento de G, (k) para
k — ooy k — 0, k € CT para después poder hacer uso de la férmula de
Schwarz (4.4). Esto se desarrolla del siguiente modo:

Para k € C*, recordemos que la funcién de Jost, en este caso F,(k) es
analitica en C*, ademés sus ceros en dicha regién son simples y estan dados
por k = Kqj, para j = 1,..., N, y en el caso k = 0, F,(0) podria ser cero o
no, en caso afirmativo, dicho cero también seria simple, en ambos casos, por
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ser analitica, F,,(k) tiene una representacion, en alguna vecindad de k = Kq;
de la forma
Fo(k) = (k - i"aj)‘roaj(k)

donde ¢q;{ikq;) # 0, para el caso F,{0) = 0 se tiene
Fo(k) = kypao(k)

donde oo (K) # 0

Se sigue entonces de estas observaciones que Gq (k) no tiene ceros en C+
y, por construccion, es analitica.

Lo anterior nos permite definir, para k € C¥ la funcién log G, (k). El
objetivo ahora es expresar esta nueva funcién a través de sus valores en la
frontera de la regién donde esta bien definida, esto es, a través de sus valores
en R y por medio de la férmula de Schwarz (4.4). Averigiiemos ahora el
comportamiento asintético de log G4 (k). Para k — 0o en C* haciendo uso
de la Proposicién 34 y de la definicién de F, (k) se tiene

Golk) = k . [1—%%fc +0(3)]
¢ k—i[cota — § [ dzV (z)] + o(1) k pt * k

= [1- k[cota——/ dzV(z)] + o(1) ana]+o
= 1- l'[(cotcx— l/ood:EV(:E)) +22ana'] +o(l)
k 2 /o Pt 7 k
tomando el desarrollo parcial de la funcién logaritmo, finalmente se tiene

log Ga(k) = —%—%[(cota———/ dzV(z +22,ca] +o(11€)

7=1

esto nos da, parae >0y k=u+ v
—€

dullog G(u + iv)| < o0

—00

—00
/ du|log G(u +1v)| < 0o.
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Ahora, para k — 0 en C* analicemos el comportamiento asintético de
k/F4(k) que, en tal caso es la parte mas comprometida de la funcién, pues
el producto esta bien definido cerca de 0 y es distinto de cero para k = 0.
Para el caso F,(0) = 0 se tiene f/(0,0) = — cot af(0,0), donde al menos
f(0,0) es distinta de cero, entonces de la definicién de F,(k) se tiene

k _ ik [ k ]
Fa(k) f(k,O) fT’((,f—"%) 4 cot &
0,002 1
f(k,0) 14 0(1)
£(0,0)?

= Sy Ho)

log Go(k) = log ——— + O(1)

1
f(k,0)
entonces existe Cy > 0 tal que

|log Ga(k)| < [log(1/f(k,0))| + Co
elevando al cuadrado se tiene

[log Go(K)|? < |log1/f(k,0))|? + 2CZ + Co|log(1/f(k,0))|

esto es, si k = u +iv y > 0 se tiene que, integrando de —¢ a ¢ con respecto
au

€
[ aulogGatir < c:
—C
de las observaciones anteriores se tiene que, si k = v+ iv, parav > 0

/ du|log Ga(u + iv)| < C

Por otro lado, Re[log G4(k)] = log|Ga(k)|, para k € R. Lo anterior nos
permite utilizar la férmula de Schwarz (4.4) y se obtiene la representacién

unica 1 G
1og G / dp 8=\ Og
Zﬂ'

t € R, o bien
log Gof
Ga(k) = exp ( / dt——=——= og )
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esto es, para k € C*, F,(k) se representa como

N, .
Tk -k 1

Fo(k) =
a(k) i1 K+ ikas Ga(k)
N
_ Tk — 1Kqj 1 [ logGa(k)
ka+ma] (-_ﬂ/_oodt—k—zO‘*)

Lema 4.2 [1] Sean a, B € (0, ), entonces para k — 0o, k € C¥ se tiene

1) Fa(k) =k —i[cota — %/Ooo dzV(z)] + o(1)

[e.e]

i) Fa(k)=1- o ; sz“”+o(%>

i17) Fo(k) — Fp(k) = thg, — Bpa Ooo dzV(z) + o (%)

oo ; 1
:k—icotﬁ+z’/ dzV (z)e?*= 4 o (E)
0

)

Fr(k)
Fo(ky 1 4 © o] cot? B 1
v) Fﬂ§k§:E+é[C0tﬁ_/() dzV(z)e* ] —T—i_o(ﬁ)
~ Falk) thgacot B hgecot B .1_
vt) Fg(k)_1+ % - 12 +O<k2)

Prueba. Utilizando la Proposicién 34-(a) y la Definicién 3.2 y para (v) y
(vi) recordando que, dado z € C tal que |z| < 1 se tiene

1

1—_;=1+z+zz+-~~+z"+o(z”) (4.9)
entonces
i)
Falk) = —ilf'(k,0) + cotaf(k,0)] =
= —ifik — /oo dzV(z) + o(1) + cot  — cot & /oo +o(1/k)]
- o 2ik Jo

= k—i[cota—%/oooda:V(x)} + o(1)
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ii)

Fo(k) = f(k,0) = 1——/ dzV(z) + o(1/k)

Fo(k) — Fg(k) = —i[f'(k,0) + cot af (k,0)] + i[f'(k, 0) + cot Bf(k,0)]
= i(cot 8 — cot a) f(k,0)
= ihﬂaf(k 0)

h
= ihg — “’"/ dzV (z) + o(1/k)

iv)
Fo(k) _ _['(k,0)
Hk—)- = k ) —1cot o
= k+z[ dzV (z)e*™ ™ — cot ar| + o(1/k)
v)
F‘"(k) = 4 f(k>0)
Fa(k) f'(k,0) + cot Bf(k,0)
: 1
B 1—(—251(:"(())) +cot 3

. 1
ik - Jo° dzV (z)e?*s + o(1/k) + cot B
1

1+ 4 ( — [5° daV (z)e%k + cot B+ 0(1/1“)>

= %[1 - —< / dzV (2)e®** + cot B+ 0(1/k))

1
k

+(1k)2< / dzV (x) 21k“+cotﬁ+0(1/1€)> +0(1/k2)]

1
= 1 ﬁ[cotﬂ / dzV(k 2”“] —Fcot2ﬂ+o(1/k3)

o~
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Falk) _ f/(K,0) + cotaf(k,0)
Fg(k) —  f'(k,0) + cot Bf(k,0)
1
= 1-hggr——
* Les +cot 8
1
= 11— hg, :
Py i = Jo7 dzV(z)ek= + o(1)]
= 1- %[1 - -}—(cotﬂ - /00 dIV(k)e2ikI)] + o(l)
ik Uik A k
= e o)

Observamos que F,(k) es imaginario puro para valores de k en I si
a € (0,m) y que Fy(k) es real para k € I*. A continuacién se analiza el
comportamiento asintético de la funcion de Jost para k cercana a cero.

Recordemos que f(0,0) y f'(0,0) no pueden ser ambas cero simulténea-
mente, asi, si F,(0) = 0 para a # 0 entonces de la definicién se tiene
£(0,0) + cot af(0,0) = 0 de aqui que f(0,0) # 0y f'(0,0) # 0, pues de lo
contrario se tiene f(0,0) = f’(0,0) = 0, lo cual es falso.

Para el caso o = 7 se tiene que Fy = 0 si y solo si f(0,0) =0, de lo cual
se deduce que f'(0,0) # 0. Por tltimo, para «, 8 € (0, 7], @ # 3 la igualdad
F,(0) = F(0) = 0 no puede ser cierta pues Fy(0) — Fg(0) = 0 entonces
£7(0,0) + cot af(0,0) — f'(0,0) — cot 8f(0,0) = (cot @ — cot B3)f(0,0) = 0,
luego f(0,0) = 0 = f/(0,0), es decir Fo(0) y Fp(0) = 0 no pueden ser cero
simultdneamente para a # (.

Lema 4.3 [1] Sean «, B € (0,7), entonces para k — 0, k € C*+ se tiene

w ikhge
Fo(k) 1[::_6%))- - 7%%7 +o(k), Fp(0)#0 o

LN 401, Fp(0)=0, a#f

Prueba.
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a)Fp(0) #0
F,(k) _ f’(k,0)+cotaf(k,0)
Fﬂ(k) a f,(k)0)+COtﬂf(k70)

n cot o
k0 (k0
1+ cot LRl Ll 4 cot 8

1+cotﬂ[%§g)’—% - ﬁ; + o(k)]

cot o

+—= -
ffg),g +cotﬁ+—(é%v+o(k)
_ if'(0,0) ikcot 3 icot8f(0,0) ikcota .
= RO B RO Fer W
Fa(0)  ikhga

= 0 Boye oW

b)F3(0) = 0. Evaluando (3.15) en k = 0 se obtiene Fo(0) = ihga f(0,0)
por otro lado, k = 0 es un cero simple de Fjg(0), dividiendo por k y calculando
para k — 0 en C* se tiene

Folk) _f'(k,0) + ot Bf(k,0)
k P
= — (k )[j;,((:,’o))+cotﬂ]
- (’; )[ff((g)) (““) + cot B+ o(k)]
1
= f(0,0)+0(1)
esto es
£0,0 28 14 o)
" b hge Fa(k)
VAV AC I
finalmente Folk e
R ™ E a1
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Lema 4.4 [1] Sea f € (0,7). Para k — 0, k € C* se tiene

i)
Fr(k) { 70}~ mato +o(k) Fs(0) £0 (4.11)
B | 021401y, Fp0) =0

W)
Fy(k) ;%(g; — sty +olk), Fx(0) #0 (412)

~ 5Oy 4 o(1)), Fr(0)=0

Prueba. De la Proposicion 34 y la Definicién 3.2 se tiene que

i)

a)Fp(0) # 0
Fx(k) _ f(k,0)
Fs(®) [k, 0) + cot BF(K,0)
1

T IO ot i+ iy + olk)
_ f(0,0) f(0,0), ik
= B R0 (Fo,op) T o)
_f0,0)  k
= B Fyop oW
_ FW(O) k
= B0 Fop oW

b)F5(0) = 0. Al no poder ser ambos f'(0,0) y f(0,0) cero simultdnea-
mente se tiene que Fr(0) = f(0,0) # 0, evaluando (3.15) en k = 0, del
mismo modo que en el Lema 4.3(b), resulta

f(O,O)—F%k) =140(1)

luego entonces
Fg(k) _ Fx(k)
-k [1+0(1)]
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a)Fr(0) #0
Fp(k) - 1f'(K,0) + cot £ (k, 0)]
Fr(k) , f(k,0)
= —ij;((:”g)) —icot 8
= _if__f(’:,,g) —icotf+ —f(ol,co)2 + o(k)
= Bk

Fr(0) © Fx(0)?

b)F;(0) = 0. En este caso se tiene Fg(0) = —if’(0,0) y & = 0 es un
cero simple de Fyr(k), as{, podemos calcular el comportamiento asintético
del cociente Fy(k)/k, para k — 0 en C*, por la Proposicién 34-(b) se tiene

(k) _ f(k,0)
k k

ik

1
E[f(o 0)

= f(k, 0) + o(k)]

asi, para k — 0 en C* se tiene que

esto es

Lema 4.5 [1] Sea o, 3 € (0,7), entonces para k € R se tiene

. Fo(k), &
0 Relp k>]‘|Fﬁ<k>|2
3 k
i) [ ] Fr (k)2
ii) Re[lF"( )] kh""

Fo(k)"  |Fa(k)?

Prueba. Se tiene (ver [4], Capitulo 4) la identidad del Wronskiano para la
solucién de Jost:

F(k,0)f7(k,0) — F(k,0)f'(k,0) = ~2ikz, z € R
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ahora, utilizando esta igualdad
i)
(k)] _ l[Fw(k)
Fp(k) 2 F/s( )

+

2|Fﬂ(k)|2

((f'(k,0)
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5

G
C

~—

|

0) + cot Bf(k, 0)]f(k,0) —

é?’

~[f'(k, 0) + cot Bf(k,0)] f (k, 0))

o A

IFa( )P

Z
SAGLE
Ny

Z
AD)

G

iii)

12 -

2ik)

=

[f ( 0) + cot ﬂf(k) 0)]f(k:0) -
0) + cot Bf(k,0)]f(,0))

2ik)

A [f'

) + cot Bf(k,0)][f'(k,0) + cot Bf(k,0)]

Hﬂk®+mmﬂkMU%0HwMMMﬂm

_Zhﬂa
2 Fa(k)

hgak
2| Fa(k)[?

——=2ik

2—|F C )IQ[COtﬂ cot o[ f(k, O)f’(k,o) — f(k,0)f(k,0)]
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Lema 4.6 [1] Sean H, y Hp dos realizaciones del operador de Schrédinger
para el potencial V en la clase de Faddeev con respecto a las condiciones ini-
ciales inducidas por o y By {—x2;} §V=°1 , {“"%j }JI\Z’1 los respectivos conjuntos
de eigenvalores. Supongase que 0 < 8 < o < m. Entonces 04(Hy)Nog(Hg) =
@y Ng = Ny o bien Ng = Ny + 1 y ademds se tiene

0<Ko,1<I€51<I€a2<f€gg<'-'<K&Na<I€gN,,

o bien
0< Ry < Kpl < K2 < Kga < - - < Kapn, < KB(Na+1)

segin sea el caso.

Prueba.
Primero se prueba que, en efecto, a4(Hy) Nog(Hp) = @. Sean Fy(k)
y Fpa(k) las respectivas funciones de Jost asociadas a H, y Hg, se tiene
entonces que los eigenvalores de H, corresponden a los ceros de Fo(k) y los
eigenvalores de Hy corresponden a los ceros de F(k), ambos en C*
Supdngase entonces que la interseccién es distinta del vacié y sea —&
un cero comin de Fy(k) y Fp(k), esto es

2

Fo(ix) = Fg(ic) =0
o bien, para o # 7 se tiene
f'(ik,0) + cot Bf(ik,0) = f'(ik,0) + cot af(ik,0) = 0
de donde , al ser « # F y cot 8 —cotax # 0
(cot B — cot @) f(ik,0) =0

luego .
f(ik,0) =0
y por lo tanto
f'(is,0) =0
lo cual implica que f(ix,z) = 0 para toda z > 0. Esto no es posible debido

al comportamiento asintético de f(ix, z).
De forma atin mas sencilla, para o = 7 se tiene

—i[f'(ik,0) + cot Bf(ik,0)] = f(ik,0) =0

de lo cual se infiere de inmediato f’(ix,0) = f(ix,0) = 0, lo cual, por el
argumento anterior, resulta ser falso.
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De esto se concluye que H, y Hg no pueden tener eigenvalores en comun.

Ahora, considérense a, € (0, 7], como se ha supuesto en un principio
B < oy sean H,, Hp las realizaciones auto-adjuntas respectivas y ambas
asociadas al potencial V. Se tiene de [7] que las formas cuadraticas asociadas
a Hy y Hy son; para Hy, con a € (0,7)

Qalie,¥) = (¢',¥) + (Vip, 9) — cot a - (0) - 1(0)
cuyo dominio es el espacio de Sobolev W) (0, 00). Para a = 7 se tiene
Qale,¥) = (¢, ¢') + (Vio, ¥)

con dominio Wl(_OQ)(O,oo) = {p € W12(0,00) : p(0) = 0}.
Por otro lado, segtn el principio del minimax (ver (7], [2], [9]), se tiene

que, para H,, cada eigenvalor —ngj viene dado por la expresién
2 , \
—kg; = sup  { inf [Qalw, )]}
codimM=j—1 M

feli=1

donde M C W} 5(0,00) para a € (0,7), o bien M C Wl(?z)(O,oo) para el caso
a = m. Observemos que, por las propiedades de la funcién cotangente, para
a € (0,7) se tiene que
Qs ) < Qalp, )

para 0 < 8 < o < 7, ademss Wl(oz)(O,oo) C W1 2(0,00). Por otro lado, para
concluir, se tiene que, segtin las férmulas de Krein (ver [26]), para Hy y Hp,
si R(u, Ho) y R(i, Hg) son los respectivos resolventes asociados, entonces
su diferencia

(R(p, Ha) — R(p, Hp))p = (p, ¢(1)) ¥ ()

es un operador de rango uno, mas aun, por el teorema del mapeo espectral
(ver [2], [9]), cada uno de estos resolventes tienen la forma

o0
dpa
R(p, Hy) =/ tP (k)
-0 LT H
de donde se concluye que

2 2 2
_Kaj < _Kﬂ] < —K’cxj+1

para N, = N, j=1,..., N, — 1, o bien
2 2 2
_Kﬂ] < _chj < _Kﬂj—i-l

enelcaso No+1=Ng,j=1,...,No+ 1.
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Lema 4.7 [1] Supéngase que 0 < 3 < a < 7 y sean Fu(k), Fg(k) las
respectivas funciones de Jost asociadas al potencial V' en la clase de Faddeev
con respecto a las condictones iniciales inducidas por a y B respectivamente.
Entonces:

i) Si Fo(0) = 0 entonces Ng = N, + 1
it) Si Fg(0) = 0 entonces Ng = N,

Prueba. Por las propiedades de las funciones F, (k) y el Lema (4.6) sabemos
que los ceros de F,, y Fj3 son simples y se entrelazan en It ademads se verifica
alguna de las igualdades Ng = N, o bien Ng = N, + 1. Ahora también
conocemos el comportamiento asintético de F, y Fjg para k — oo, k € I,
esto se sigue del Lema (4.2). Analizando los signos de F, y Fg para k — 0
en I* podemos afirmar Ny = N, o bien Ng = N, + 1.

Cuando 0 < 8 < a < 7 se tiene entonces que Ng = N, si Fo(k)/Fa(k)
permanece positivo (o se aproxima a 0% o a +00) para k — 0, k € It y
se tiene N3 = N, + 1 si el signo permanece negativo (o, anélogo al caso
anterior, se aproxima a 0~ 0 a —00).

Para el caso 0 < # < a = 7 por el Lema (4.2)-(v) se tiene que para
k — 0 en I" se tiene Ny = N, si F,(k)/Fg(k) permanece positivo (o se
aproxima a 0" o a +00) para k — 0, k € It y se tiene Ng = Ny + 1 si el
signo permanece negativo (o, andlogo al caso anterior, se aproxima a 0~ o a
—00).

Para el primer caso, es decir, 0 < 8 < a < 7 utilizando el Lema (4.3)-(i)
se tiene el signo de F,(k)/Fg(k), para k — 0 en I coincide con en signo
de hpa/Fs(0)? el cual es negativo pues kg, > 0y F3(0) es imaginario puro.
Asi (i) se verifica para « € (0, 7).Para el caso & = 7 si F(0) = 0 en el Lema
(3.4)-(i)-(a) y considerando que Fy(0) es imaginario puro se deduce que el
signo de iFy(k)/Fs(k) es negativo para k — 0 en I*.

Ahora, para (ii). Si o € (0,7) del Lema (4.3)-(i) con a y § intercambiadas
y haciendo Fz(0) = 0 se observa que el signo de F,(k)/Fp(k) para k — 0
en I coincide con el signo de hga/Fx(0)? el cual es negativo pues hop =
—hga < 0y Fo(0) es imaginario puro, es decir, (ii) se verifica para o € (0, ).
Para a = 7 del Lema (4.4)-(i)-(b) se observa que es signo de iFo(k)/Fpg(k)
es positivo para k — 0 en I y, por tanto Ng = N, si Fg(0) = 0. [ ]
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Capitulo 5

Unicidad en la
reconstruccién de a, 8y V(x)

5.1.

Los distintos conjuntos de datos iniciales

En esta seccién se enuncian y prueban los ocho teoremas que generalizan
el teorema de Borg-Marchenko del caso de espectro puramente discreto al
caso en el que también hay espectro continuo. Se consideran las posibilidades
para N, = Nj o bien N, = Ns — 1, con e € (0,7) 0 @ = , suponiendo
conocidos |Fy (k)| y |Fa(k)| para k € R. Estos resultados corresponden a las
secciones 2 y 4 de [1]. Para los ocho diferentes casos se definen los siguientes
conjuntos de datos [1]:

D,
D,
D3
Dy
Ds
Ds
Dy
Dy

{hga: |Fa(K)| para k € R, {kaj} o, {ng;}301} (5.1)
{B,1Fx (k)| para k € R, {xn} Y5y, {ng5} 321} (5.2)
{has | Faf para k € R, {Ka;} ), {5ai 25 € {Rg;}j21} (5.3)
{8,1Fx(K)| para k € R, {kx;},, {5, HI5 © {rg5};21} (5.4)

{hga, |Fs(K)| para k € R, {ra;} oy, {1321} (5.5)
{IF5(k)| para k € R, {re;}), {1321} (5.6)
{B, hga, |Fa(k)| para k € R, {ro;} 1, {Ka;} 31} (5.7)
{8, |F5(k)| para k € R, {rn;}Y7y, {K; 101} (5.8)

Estos datos tienen un claro significado fisico. Los autovalores correspon-
den a los estados ligados de una particula cudntica que satisface la ecuacién

63
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de Schrodinguer con un potencial radial y momento angular cero, donde
se ha separado la variable radial y angulares (ver [4]). Ademés a partir de
|Fo(k)| se obtiene la densidad espectral del espectro continuo del operador
de Schrédinger, (3.12). El espectro continuo corresponde a los estados de dis-
persion que describen las colisiones de la particula cudntica con un blanco
que en este modelo es representado por el potencial.

5.2. Enunciacién y prueba de los resultados de
unicidad

Recordemos que H, denota la realizacién auto-adjunta del operador in-
ducido por la forma diferencial | = — f-_r + V(x) y las condiciones de frontera
asociadas a a. Ver [1], [12] y seccién 3.1.

Teorema 5.1 (Aktosun-Weder) [1] Sean las realizaciones H, y Hg co-
rrespondientes al potencial V' en la clase de Faddeev cuyas condiciones de
frontera estin dadas para « y B respectivamente. Considérense también H,
y Hj las realizaciones correspondientes al potencial V con las condiciones de
frontera dadas para vy y & respectivamente. Se denotan las correspondientes
funciones de Jost por F,, Fp, FL,, y Fj respectivamente. Supdngase que

)0<f<a<m.

) No = Ng > 0.

itt) hga = hsy.

w) 04(Ha) = 0a(H,).

v) 04(Hp) = oq(Hs).

vi) |Fa(k)| = |Fy(k)| para k € R. }

Entonces se tiene que @« = v, 8 = 6 y V = V. Esta afirmacién es
equivalente a decir que si Ny, = Ng 2 0 y 0 < f < a < 7 entonces el
conjunto de datos Dy definido en (5.1) determina de manera tnica {V, «, 5}.

Prueba. Primero, observemos el comportamiento asintético de F, y F;, para
k — 00, k € C* se tiene, del Lema (4.2) (i) y (i)

Fo(k)=k- i[cot.a - % /uoo d.rV(J:)] +o0(1)

1 22 1
Fy(k)=1- ﬁ/o &V (2) + o(7)

respectivamente, por otro lado, para k € R es |F, (k)| = |Fa(k)|. De esto es
inmediato que v < m, ahora, al ser he, = hg, de lo cual se infiere que ¢ < 4.
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La idea fundamental ahora, y en las siguientes demostraciones, es cons-
truir una funcién en la cual se involucran las funciones de Jost correspon-
dientes. De ésta, a su vez, haciendo algunas observaciones acerca de las
propiedades elementales de dicha funcién tales como analiticidad en el do-
minio de definicién, comportamiento asintético y regularidad, podremos re-
construir las correspondientes funciones de Jost a través de la férmula de
Schwarz (4.4) con solo los datos de los correspondientes Dj, j = 1,...,8,
dando asi una representacién explicita de las mismas. Todo esto nos per-
mitird recuperar los datos necesarios para la reconstruccion del potencial
V.

Por hipétesis se cumple la relacion Nz = N,. Se define entonces la
funcién
Na k2 + K’Q‘_‘.‘

=3+ F(k) L2+

Se deduce, del Lema 4.7-(i) que F,(0) # 0 por lo cual Al(k) esta bien definida
en cero, por otro lado, obsérvese que A;(k) es analitica en C* y continua
en C\{0}. Observemos ahora el comportamiento asintético de Aj(k), para
k— o0, ke Ct

i f ‘ihﬂ h,{; cot a 1
M(k) = —i+i[l- k"+ “k2 +°(F)]

LU ’
[-;—:5 > (k2 - wE) +1+ O(F)]
i=1

hﬁa ihga cot o 1 2 2 1
= T T ) +ol)
1
= 0(;)
y, para k — 0, ke CF
Na k2+f{

de esto, al ser Fp(0) # 0 (ver Lema 4.7], el comportamiento de Aj(k) en
torno a cero para k € C* tiene la forma

Fg({}] tkhpa
F,(0)  F(0)?

AM(k) = -1+
= 0(1)

+0o(1)]0O(1)
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De lo anterior se tiene que, por un lado A;(k) es continua en cero y, por otro
lado se observa que, poniendo k = u + iv, existen C1,Cs € R tales que, si
¢ > 0, entonces

oo =g €
/ du|Ay(u+w)* = / du]Al(u+£v)|2+/ dulAy (u+ )% +
-0 —mm —€
+ / du|A; (u + iv)[?

2 ‘ 2 * 1
CQ V/_{d’t.&'|‘2c'1‘/ﬁ. d‘t&‘m

2 2 [, 1
202€+201£ dug

IA

IA

al ser € > 0 arbitraria se deduce
f du|A; (u+ w)|* < 400
=00

para toda v € [0,00), lo cual prueba que dicha integral esta uniformemente
acotada.

Habiendo probado que Aj (k) cumple con los requerimientos de la Proposi-
cién 4.1 procedemos a calcular ahora la parte real de esta funcién para k € R,
del Lema 4.5-(iii) se obtiene

Nn kz

R’e[*'\l(k)] Fﬂ(k ]H k2 + "c,ﬂ'

Na- 2
N hﬂa H k* + nﬂj
B |2 k? + K3,

esta expresién se puede reconstruir totalmente debido a los datos dados en
D, de esta forma Aj(k) queda reconstruida de forma tinica en k € C* como

mE) = 27— e, k)
WS ™ St g T— O

_ 1= dt h,@a H 2+ K2
T im J_o t — k410 |Fa(k g S k% + w2
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De la estimacién de Aj(k) para k — oo se obtiene el valor de cot a y por
tanto el valor de o, para conocer cot 3 se utiliza la igualdad

cot B = hg + cota

de donde se obtiene directamente el valor de f3.
Por 1ltimo, con los datos dados el D; se puede reconstruir Fi, (k) y por
tanto Fg(k) tiene la forma

Na k2

Fy(k) = Fa(k)[1 — i (k) H s

' o RQJ

Conociendo ahora F, (k), F(k) y hga se puede reconstruir V/(z) por cualquiera
de los métodos presentados en la seccién 3 del Capitulo 3.

Para la unicidad, se observa que a D; le corresponde un 1inico conjunto
V, a, 8 pues se ha probado la igualdad D; = D; donde

Dy : {h61,|F-r(k)| k € R, {’973}_; 1-{"‘61 -1}
=

Teorema 5.2 (Aktosun-Weder) [1] Sean las realizaciones Hy, y Hp cor-
respondientes al potencial V en la clase de Faddeev cuyas condiciones de
frontera estdn dadas por o y 8 respectivamente. Considérense también Hyy
Hj las realizaciones correspondientes al potencial V con las condiciones de
frontera dadas por «y y § respectivamente. Se denotan las correspondientes
Junciones de Jost por F, Fg, F.,, y Fs respectivamente. Supdngase que

J0<f<a=m.

it) No = Ng > 0.

i) B = 4.

w) 04(Ha) = a’d(ﬁ'}‘)-

v) oa(Hp) = 04(Hj).

vi) |Fa(k)| = |F,(k)| para k € R..

Entonces se tiene que o« = v y V = V.. Lo cual equivale a decir que st
No=Ng >20y0< B <a=m entonces el conjunto de datos Dy definido
en (5.2) determina de manera tnica a V.

Prueba. Del mismo modo que en la demostracién del Teorema 5.1 se tiene
que € < v = m. Ademds,N; = Np entonces del Lema 4.7-(ii) se tiene que

Fr(0) #0.



68 CAPITULO 5. UNICIDADDEa,3YV

Definase la funcién

lf«};(o) 3J 1 Fg (k) ﬁ k? + “m
k2 + n

Es importante destacar el hecho de que As(k) es analitica para k € C*
y continua en C*\{0}, para el comportamiento asintético de A2(k) se tiene
en primer lugar, para k — oo en C*
N
1 Fp(0) T %j

BT TR 4,

1 . [ 2ikz 1
+—[k—:c0tﬁ+z/ dzV(z)e +O(E)]
0

[k2 Z(K'GJ ",03) +1+ a(kz)]

j=1

1 1 F4(0 1
= gl tﬁJ':cFﬁ(o;l_[ +°(E)

Ahora, para k — 0, en CT se tiene

Aa(k) = —1--2=T]F
: kF,r{O)Engj
1,.Fs(0) &k IFg ) T K2,
iRt For o WEEg L 5+
= o@)

de lo cual se deduce la continuidad de Az(k) en k = 0, pero, ademds se tiene
que para k = u + iv, v € [0,00)

o0
/ du|Ag(u + v)| < +o0
—oa

se tiene que primero, para k € R se tiene que F3(0) es imaginario puro, en
tanto que F(0) es real. Luego, utilizando el Lema 4.5(ii) se tiene para k € R

Nz k?
Re[As(k)] = —1+—R [Fﬁ(k)il—-[H::
B

Nn k2+ﬂ

IFtr(k)[2 H k2 + K3
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Utilizando esto en la férmula de Schwarz (4.4) se tiene

Mo(k) = = [ Relo(t)

T ot —k—
1 [  dt 1 k4R

= = — —1
oot k=07 TR (R)P 1L R+ R

con t € R.
Para obtener informacién a cerca de [ se tiene que, del comportamiento
asintético de k — oo, se infiere la igualdad

%W)

H Kaj _ = —icot § — lim [kAz(k)]
] ﬁJ

para cualquier direccién se k en CT. De esta tiltima igualdad y de la defini-
cion de Ag(k), F(k) adquiere la forma

2 Ny kz n
Fg(k) = kFx(k) [A2(k) L %% H ﬁ‘gg] ]-_-! k? : K.ﬂ
j= J

k2+ 2
kFy(k)[A2(k) +1——( —icotf — hm[kAz(k ])]Hk2+n

|

Teniendo Fj3(k) y kFy(k) se puede ahora reconstruir de forma tnica V(z)

por alguno de los métodos expuestos en el Capitulo 3 seccién 3.
|

Teorema 5.3 (Aktosun-Weder) [1] Sean las realizaciones H, y Hg cor-
respondientes al potencial V en la clase de Faddeev cuyas condiciones de
frontera estdn dadas por a y § respectivamente. Considérense también H., y
Hj las realizaciones correspondientes al potencial V con las condiciones de
frontera dadas por v y & respectivamente. Se denotan las correspondientes
funciones de Jost por Fa, Fp, F,, y Fs respectivamente. Supéngase que

J)0<fB<ac<m.

i) Na = N5 —12>0.

1) hga = hsy- }

iv) 0a(Ha) = o(FL). )

v) La interseccion de o4(Hg) y 04(H;) contiene al menos N, elementos
en comin.
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vi) |Fa(K)| = |Ey(K)] para k € R. ]

Entonces se tiene que o = v, § = 6 y V = V. Esla afirmacion es
equivalente a decir que si No = Ng—12>0y 0 < < a < 7 entonces el
conjunto de datos D3 definido en (5.3) determina de manera tntica {V, «, 3}.

Prueba.

Repitiendo el razonamiento de Teorema 5.1 se deduce ¢ < & < 7.

Se supone es este caso Ng = N, + 1. De este hecho se observa la falta
de Kgj, se supondra, sin perdida de generalidad, que el elemento faltante en
D3 es Kgn,, esto es posible debido al hecho de que la prueba y la obtencién
de dicho valor no depende de la j € {1,..., N3} que se halla tomado (ver
Proposicién 35(a)). Asi, el conjunto de datos toma la forma:

D3 = {hga, |Fa(k)| para k € R, {Ka;j} )2, {xp;} 12}
De aqui, por el Lema 4.1 es inmediata la obtencién de F,(k), ademds del
Lema 4.7(ii) se tiene que Fjg(0) # 0, definamos entonces
F(k) [Tj2 (K + £3,)
N

Falk) [1;2,(k2 + 53,
por construccién esta funcién es también analitica en C*, mas alin, es con-
tinua y suficientemente regular en C*, pues en caso de ser k = 0 un cero de
Fy(k), este queda anulado debido a que es, a lo mds, un cero simple de la
funcién.

Se sigue ahora con el comportamiento asintético de dicha As(k), para
k — oo en C* se tiene
Fﬁ(k) ﬁ KR4+ 1

k? + K2 k2 + K3,

As(k) = ik

As(k) =

h 2
_ ika-‘ f’°+hﬁ “°t“+o(%))

k k2
1 aN
(1+k225a3 ”ﬁ: +0(k2))'5(1" k2B+( ))
j=1
1 h Na Np
- E+ ﬂﬂ ka[hgacota+z.ﬁn] Z’CBJ +O(k3)
=1 =

Por la continuidad de A3(k) en cero se tiene que, si k = u + iv también se
verifica que, para toda v € [0,00)

o0
/ du|Az(u 4+ iv)|? < 400
—00
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calculando la parte real de Ag(k) para k € R se tiene, del Lema 4.5(iii)

H_;ﬂ(kz + "gj}
[15 (k + 3))
hﬂnkz HN.: kz-l-K. }
PR 1'%, (62 1 3,)

RR[AS(',C)] = kR[ )]

Echando mano nuevamente de la férmula de Schwarz (4.4) se obtiene la

igualdad

1 [® dt
;FE/ =% —or Reths(k)]

—00
1 [®  dt hgak? TTje (k% + k%))

i )_oo t — k — 10T |Fo(k)[2 Hj:l(k2+"ﬁj)

As(k)

Esta formula es imposible de obtener atin, pues se desconoce kgn,. El método
utilizado para encontrarlo es reemplazarlo por un pardmetro, en este caso
#, construyendo de la férmula anterior la familia de funciones

1 [ dt k4R 1
)= ,/ t—k —z0+Hk2+r52 k2 + K2

para k € C*. Debido a las propiedades de la propia Ag(k) se tiene que dicha
familia es analitica para k en C* y continua en C*, lo anterior debido a que
debe cumplir la igualdad

H(k,xan,) = As(k)
por las propiedades asintéticas de Az(k) para k — oo se tiene que
lim [kA3(k)] =
k—oc
es decir, se busca una x en C* tal que
lim [kH(k,&)] =1
k—oo
Haciendo uso de la Proposicién 35-(a) (ver pagina 75) e interpretando

este tiltimo como limite no tangencial en C* se tiene une tinica solucién dada
por k = kgNg- Habiendo calculado kg N con este procedimiento se tiene
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entonces H(k, kgn,) = Az(k), finalmente se obtiene Fj(k) directamente de
la definicién de Az(k) como

1 : IT _1(k2 He "‘2 )
Fg(k) = %EF“UC)A‘?( )m

H;_l k2 * K'fr_;i)

Para obtener los valores de o Y [ se procede del siguiente modo: de la
estimacién asintética de Ag(k) para k — oo se obtiene el valor de cota y
por lo tanto a, § se calcula directamente de la igualdad cot 8 = hg, + cot a.

Conociendo Fy(k), Fg(k) y hg, se calcula V' por cualquiera de los méto-
dos discutidos en el Capitulo 3 seccién 3.

1

Teorema 5.4 (Aktosun-Weder) [1] Sean las realizaciones Hy y Hg cor-
respondientes al potencial V en la clase de Faddeev cuyas condiciones de
fmntem estin dadas por o y [ respectivamente. Considérense también H.,, Y
Hj las realizaciones correspondientes al potencial V con las condiciones de
frontera dadas por v y § respectivamente. Se denotan las correspondientes
funciones de Jost por Fy, Fg, ﬁ‘.r, y Fs respectivamente. Supdngase que

i)0<f<a=m.

i) Na =Ng—12>0.

iii) B = 4.

w) 04(Ha) = 04(Hy). i

v) La interseccion de o4(Hpg) y o4(Hs) contiene al menos N, elementos
en comin. ~

vi) |Fa(k)| = |Fy(k)| para k € R._

Entonces se tiene que a = v y V = V. Esta afirmacién es equivalente
a decir que 5i N, = Ng—1>0 y0 < < a = entonces el conjunto de
datos Dy definido en (5.4) determina de manera tnica V.

Prueba. Haciendo una discusion andloga al Teorema 5.1 se tiene que, al ser
0 < B < a=m,setiene € < v = m, de los datos dados en Dy se tiene la
igualdad Ng = N, + 1, esto es, se desconoce algin elemento kg;, para ello,
al igual que en el Teorema 5.3, sin perdida de generalidad se supone que el
elemento faltante es kgn,, por lo que Dy tiene la forma

Dy = {B,|Fx(k)| para k € R, {kx;}¥r;, {Kg;} 7 }
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De aqui, por el Lema 4.1 nos es posible obtener Fy(k), ademés, por el Lema
4.7(ii) se tiene que Fj3(0) # 0. Definamos para este caso la funcién

Fa(k) [T (K + #2))
Fr(K) TT;2,(82 + #2,))
Procediendo como el los caso anteriores, se analizan ahora las propiedades
de A4(k) se tiene que esta funcién no solo es analitica en C* y continua en
C+, esto tltimo debido a que si k = 0 es un cero de F,(k), este seria simple
entonces, se tiene que quedaria anulado en A4(k).

Pasemos ahora a examinar el comportamiento asintético de A4(k). Para
k — oo en CT se tiene

AdlE) = —1+k(k—icotp+ /mdzvmem+o(%))

Ag(k)=-1+k

1 ,GN 1 1
ﬁ(l k?ﬁ +o(k2)) 1 +13 k2 z a_',l nﬂ:) +O(§))

0()

y, para k — 0 en C+, se tiene

zcotﬁ

Aa(k) = O(1)
por lo cual, si k = u + iv se tiene que, para toda v € [0, 00)
/ du|Aq(u + i) < +00
esto es, podemos hacer uso de la férmula de Schwarz (4.4) para calcular
A4(k) por medio de su parte real para k € R, del Lema 4.5(ii) se tiene
Fa(k)I [1;2 (K + 52))
2
Fe(k) TLZ2, (62 + 3y)
k2 H,—l UGE + K"ﬂ‘j)
2

Re[Ag(k)] = —1-+kRe|

= -1+

es decir, para k € C+, A4(k) toma la forma

1 [ dt
Ai{k) o E[—oo WR\E‘!AQUC)]

1 e dt [
mi ) o t— K — 07

k2 H :1(k2+ﬂ’ﬂ'_1)j|

T RGP 00 1R,
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Recordemos que esta reconstruccién es incompleta, pues se desconoce
el valor de Kgn,. Sustituyendo este valor por un pardmetro « se obtiene la
familia de funciones

oo k2+n
g(k,ﬂ) -/ _ _104—[ |F1r k)l? H k2+f€2 k2+52]

la cual, evidentemente, queremos que satisfaga la igualdad
G(k, k) = Aq(k)

para cllo, siguiendo las condiciones dadas por el comportamiento asintético
de A4(k) para k — oo en C+ se tiene

lim [kA4(k)) = —icot 8
k—o0
el valor elegido de x debe entonces cumplir la igualdad

Jim [kG(k, x)] = —icot 3

La existencia y, mas atin, la unicidad de dicho valor esta asegurada por
la Proposicién 35-(b) interpretando este 1iltimo como limite no tangencial
en C*, dicho limite tiene una tinica solucién dada por x = KON

Ahora ya se conocen Ay(k) y Fy(k) finalmente se obtiene de la defini-
cién de A4(k) y conocidos todos los datos involucrados en dicha férmula la
expresion para Fg(k) de la forma

I—.[ I(k2 + K"n’j)

L,
Fp(k) = ZFa(k)[Aa(
3 s Fr(k)[Aq(k) + ]HJ k2+r€aj)
1 1% (k2 + K2))
= PGk KBy,) + lm
pa.rake‘f'r-

Conociendo ambas funciones Fy (k) y Fj(k) podemos finalmente obtener
el potencial V' a través de alguno se los métodos ya discutidos en el Capitulo

3 seccién 3.
[ |
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Proposicién 35 [1] Supdngase que cada uno de los conjuntos de datos D3
y D4 dados en (5.3) y (5.4) respectivamente esta asociado con un potencial
en la clase de Faddeev y los limites

Jim = (kM(k, k)] = i (5.9)
y
kﬁmw kG(k,k) = —icot B (5.10)

donde H(k,x) y G(k,Kx) estan dadas por

- No k2 4 k2.
H(k,n)=l./ = e
m ﬁmt—k—tO"'j:lk + g K4+ K
y
i @ o Mgy
G(k,k) =— —.[-1+ 2]:[ 2 23 2 2]!
m ) oot —k—i0F | Fr (k)| j=1k‘ +Kﬂjk + &

son interpretados como limites no tangenciales en C*. Entonces cada uno
de dichos limites tienen una tnica solucion positiva y ésta estd dada por
K=Kg Ng-

Prueba. Esta prueba se divide en dos partes, la primera referente al
Teorema (5.3) y la segunda al Teorema (5.4).

(a)

Para la parte relacionada al Teorema (5.3) se define las funciones

_ [ k Re[As(t)]
"‘(k)“,/_mdt:-k—w 2 + n2

Y t  Re[As(t)]
ha(k) = ,/_mdtt —k—i0F 2+ K2

del comportamiento asintético de Ag(k) para k — oo en C* se tiene que

lim [kA3(k)] =1
k—o0
asi, la expresién anterior toma la forma

Jim [kH(k, &) - kAg(k)] = 0
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asi, consideremos entonces la diferencia kH(k, k) — kA3(k), la cual, desar-
rollandola, obtenemos

KH(k, x) — kAa(k) = %{52 AT

de aqui que se deba probar que limy_o, I1(k) # 0, esto nos indica que ,
efectivamente k% = ng N Para ello consideremos la diferencia

L(k) — Lo(k) = [ arRelhs®)

t2 + K2

Primero, el lado derecho de esta igualdad existe, es distinto de cero, mas
ain, es positivo, pues Re[A3(t)] es positivo, excepto para t = 0, por tanto,
dicho termino de la igualdad es negativo. Por otro lado, I3(k) — 0, para
k — oo en Ct, en efecto, si k = u+1iv se tiene que, al ser Re[A3(t)] acotada,
existe C; € R tal que

1t 1
(0= u) — 0] (& - *2)(E — rgn,)

o0
Ih(k)| < C / a

y si se considera la estimacién, para |t| > |u|/2

11
[t—kl ~wv
y para [t| < [ul/2
- 1
It 1 k[ ,h':Ta + -u?.
de donde se tiene que, en el primer caso
|r(k)1<c'1/°°d: : 0,k — 0o
W= M L @ =D —kan,)

o bien, en el segundo caso
1

1 00
——— dt
. /uT’ 442 /-oo (82 — k2)(t2 — Kgny)

Li(k) = o(1)

para k — oo en C*, lo cual prueba que el limite no tangencial cuando k — oo
de I; (k) existe y es distinto de cero.

|h(k)| < Cy — 0,k — 00

esto es
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(b)

Al igual que en la parte (a), definamos la funcién

_ e t Re[A4(t) + 1]

dada M > 0 podemos separar dicha funcién como
I(k) = Is(k) + Ia(k)

donde
t Re[A4(t) + 1]

(k) = /MZM at o R

t Re[A4(t) + 1]
k) =
La(k) /msu A f—0F B+
respectivamente.

Observemos ahora que, para t € R se tiene que la parte real de A4(t)+1
es acotada, esto es

Nz
1 t? t2 + n%j
Fa(R)] £ + Kfy, L1 82+ K3,

Re[A4(t) +1] =

al no tener F, (k) ceros reales y, de ser asf, este seria un cero simpleen t = 0,
el cual estarfa anulado por el segundo factor, de cualquier modo, se observa
que esta expresion esta acotada, esto es

[Re[Aq(t) + 1] < Co

para alguna Cp € R apropiada y para toda t € R.
Para k = u + iv se tiene que, por la desigualdad de Schwarz

_ t Re[A4(t) +1]
|I3(k)| - I./|;|2‘M dtt— k—i0t t2+f€2 I

c/ gt <
tI>M tz + k2 (tz + K2)2

Cf‘” dt f dt 12
—po t2 -+ 'L'2 tI>M (tz + K2)2

de donde, para € > 0y § > 0 fijos, se tiene que, al ser k € C* (k = u + iv)
para v > 4 existe M suficientemente grande tal que

|73(k)| < €

1A

IA
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Por 1ltimo, para I4(k) con k € C* (k = u + iv) para |u| > 2M al integrar
en un intervalo finito se tendrd C € Rt tal que

CM
|u| +v

[Ls(k)| <

de estas tltimas observaciones se sigue que
lim I(k) =
k—oo
|

Teorema 5.5 (Aktosun-Weder) [1] Sean las realizaciones H, y Hy cor-
respondientes al potencial V' en la clase de Faddeev cuyas condiciones de
frontera estdin dadas por o y B respectivamente. Considérense también Hy y
Hj las realizaciones correspondientes al potencial V con las condiciones de
frontera dadas por vy y & respectivamente. Se denotan las correspondientes
funciones de Jost por F,, Fj, F.,, y Fs respectivamente. Supdngase que

i)J0<fB<a<m.

ii) No = Ng > 0.

11) hga = hgy.

) 04(Ha) = 04(H,).

v) 04(Hp) = 04(Hs).

vi) |Fp(k)| = |Fs(k)| para k € R. X

Entonces se tiene que a = v, § = § y V = V. Esta afirmacidn es
equivalente a decir que si Ny, = Ny > 0y 0 < f < a < 7 entonces el
conjunto de datos D5 definido en (5.5) determina de manera tnica {V, a, §}.

Prueba.

Para probar la desigualdad € < v < 7 se razona del mismo modo que en
ele Teorema 5.1. Por otro lado se tiene la igualdad Ng = N,, en este caso
se toma la funcién dada por

k Ng kz
k k3

+ K2
As(k) = ik— hga—tk *”’

A partir de aqui examinaremos el comportamiento de esta funcién y
verificaremos que es posible expresarla a través de la formula de Schwarz
(4.4).

En primer lugar observemos que, por construccién, As(k) es analitica
para k € C*, ademds se observa que carece de polos en k¥ € CT pues los
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ceros de Fjg(k) quedan anulados por el numerador del producto en el tercer
sumando de la férmula para As(k). Investiguemos ahora el comportamiento
asintético de As(k), para k — oo en C* se tiene del Lema 4.2-(vi) que

ik — hga — ik[1 L

As(k) P

cot 3+ o{ 1)
Ng
[14-5 %2 Z(K’ﬁj + jl"cr.? + O(kz)]

i=1
Ng 1
= - [hﬁa cot B + Z(ﬁﬁj + KG])] + O(k2)

=1
para el caso k — 0 en C+ se tiene que, si F3(0) =

1 Fu(

LBy oo+ o)

As(k) = ik —hge —ik[— =
= 0(1)

Y, si F(0) #0

As(k) = ik—hga—i k[ﬁ“(‘g; ;“’{;)2+o(k)][1+o(1)]
= 0Q)

es decir, en ambos casos es As(k) = O(1), lo cual, por un lado, prueba la
continuidad de esta funcién en k = 0, y por otro lado, nos asegura que As(k),
poniendo k = u + iv, se satisface, para toda v € [0,00)

oo
/ du|As(u + iv)[? < +o0
=00

Calculando finalmente la parte real de As(k) para k € R se tiene

Na k?

Re[As(k)] = —hga — kRe[F(k Hk2+nm

h hﬁakz ﬁ K+ "’ﬁ;
g ]Fa k2 +
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Al estar todos los datos de esta dltima férmula contenidos en D5 podemos
reconstruir totalmente As(k) para k € C* como

M) = 3 [ e Rels(a)

1 [ dt hgat? t“"ﬁ:
i _mt—k—£0+[ figa - kRe[[F (t) |2]Ht2+&

Por otro lado, para obtener el valor de /3 se utiliza la expresion asintética
As(k) de para k — oo de la cual se conoce, junto con los datos correspondi-
entes en Ds, cot § y, por tanto el valor requerido de /3. De todo lo anterior
se puede expresar ahora F,(k), para k € C+, de la forma

Ng k2

' + K3
F,,(k): k)[ga—ik + As(k ]Hk2 o

De la definicién de hg, se deduce el valor de a. Conociendo a, 8, Fo(k)
v Fg(k) se puede ahora reconstruir V a partir de alguno de los métodos

discutidos en el Capitulo 3 seccién 3.
| |

Teorema 5.6 (Aktosun-Weder) [1] Sean las realizaciones Ho y Hp cor-
respondientes al potencial V' en la clase de Faddeev cuyas condiciones de
frontera estdn dadas por a y [ respectivamente. Considérense también H., y
Hj las realizaciones correspondientes al potencial V con las condiciones de
frontera dadas por v y ¢ respectivamente. Se denotan las correspondientes
funciones de Jost por Fy, F, F,, y Fy respectivamente. Supdngase que

J)i<fB<a=m.

#) No = Ng > 0.

i) a=7y. .

w) 04(Ha) = 04(Hy).

v) 04(Hp) = 04(Hs).

vi) |Fg(k)| = |F5(k)| para k € R.

Entonces se tiene que =46 y V = V. Esta afirmacidn es equivalente a
decir que si No = Ng 2 0y 0 < § < a = 7 entonces el conjunto de datos
Dg definido en (5.6) determina de manera tinica {V, 8}.

Prueba. Por hipétesis se tiene 0 < § < a = , repitiendo una vez mas el
razonamiento hecho en el Teorema 5.1 se tiene que 0 < e < vy = .



5.2. TEOREMAS CENTRALES 81

Se define en este caso la funcién

Fo(k) 77 K2 +
Fy(k) -1 k2 + K2,

As(k) = -1+ k

Al igual que en los casos anteriores se tiene que Ag(k) es analitica en Cty,
al estar bien definida, se tiene que es continua en C*+\{0}, para el compor-
tamiento asintdtico en k — oo en Ctse obtiene, la relacién

1 . oo ’ t2
_1+k[—+%(cot[3—/ dzV (x)e***) ‘mk 6+°(k3)]

1+—ZN (nﬂ)+o(k2)]

cot B

Ag(k)

+()

para k — 0 en C+\{0}, se divide en dos casos: para F5(0) # 0 se tiene del
Lema 4.3(i)

?&g) % +o(k)] [1 + o(k)]

As(k) = —1+k[
= 0(1)

en el caso Fj5(0) = 0 se obtiene del Lema 4.3(ii)

Ag(k)

Il

2
1+ k[P 4 o] 1+ 0(h)
o(1)

Il

asi, en cualquier caso se tiene que Ag(k) = O(1), lo cual nos da la continuidad
de Ag(k) en k = 0. De lo anterior, si k = u + iv, se observa que, para
v € [0, 00),

o0
/ dulAg(u + iv)|? < +o0
—co

es decir, Ag(k) satisface las hipdtesis requeridas para poder utilizar la formu-
la de Schwarz (4.4).

Nuestro 1iltimo elemento por calcular para poder utilizar (4.4) es la parte
real de Ag(k), para k € R se tiene, de Lema 4.5(i)
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Ny k?
1+Re[F ") ]sz

N: 2
k? k -I-.t'eﬂJ

+ nﬁj

Re[Ag(k)]

"'J

|F,5(J’C |2 H k2 +
por lo cual Ag(k) obtiene la forma
1 N dt
ﬂﬁ(k) - mRﬂ[Aﬁ(k}]
Ny
o BT g I )
ir J_oot —k—i0t iF,g |2 12+ K2,

conocidos Ag(k) y Fy(k), esta tiltima es posible reconstruirla gracias a los
datos dados en Dg y las férmulas dadas en el Lema 4.1, podemos ahora
poner Fg(k) de la forma

Nu p2 2

Fu(k) = L Fx(R)[Ao(k) + 1 H g
wj

Ahora que se conocen Fr(k) y Fp(k) Podemos reconstruir, siguiendo

alguno de los métodos del Capitulo 3 seccién 3, a V' de forma tinica.
|

Teorema 5.7 (Aktosun-Weder) [1] Sean las realizaciones Ho y Hpg cor-
respondientes al potencial V en la clase de Faddeev cuyas condiciones de
[frontera estan dadas por & y  respectivamente. Considérense también I?L, Yy
Hj las realizaciones correspondientes al potencial V con las condiciones de
frontera dadas por v y & respectivamente. Se denotan las correspondientes
funciones de Jost por F,, Fg, F‘,, Y Fs respectivamente. Supdngase que

)< pB<a<m.

i) Na =Ng—12>0.

i) B =4.

w) hga = hsy.

v) 04(Ha) = 0a(Hy).

m) O'd{Hg) = O’d H )

vii) |Fa(k)| = |F5(k)| para k € R.
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Entonces se tiene que « = v y V = V. Esta afirmacidn es equivalente
a decir que si No = Ng—12>0y0 < 3 < a <m entonces el conjunto de
datos Dy definido en (5.7) determina de manera tnica {V, a, 8}.

Prueba. Al igual que en el Teorema 5.1 se tiene que, al ser 0 < § < a < ,
se cumple la relacién e < y < 7.

En este caso se tiene que Ng = N, + 1, se tiene entonces del Lema 4.7(ii)
que Fg(0) # 0. Para este caso se define la funcién

sz)JARm i Fa(k) [ (K + #3,)
H}"\;fl Kz, k Fp(k) Hj";'l(k“ +£3;5)

Az(k) = —ik + hgo —

Es inmediato, por la definicién de A7(k) que es analitica en C* y continua en
C+*+\{0}. Para el comportamiento asintético de A7(k), primero, para k — 0o
del Lema 4.2 se tiene que

N,
i Fa(0) T2 A5
F5(0) l_[;-v:l KZ;

ih hge cot 3 1
e ety o 2]

. i
A'?(k) = —tk-i—hga— +E[1+ k 2

12 538y — ) + ol + )

j=1
Ng N,
_ = 9 Fo(0) HJ 1 ﬂJ
- k[ hga cot6+§xﬁj 2 K2 — FQ(O) H*“E ] +o0 (kg)

para k — 0 se tiene, del Lema 4.7(iii), para k € ﬁ\{O}, la relacién
."cF 5(0) l'[
[FQ(O) :hgak
Fﬁ(o) F5(0)

1,4 <
]

A (k) = —ik + hga —
=15 aj

+ o(k)]

[H”‘”+dm
j=1"%a;j
= 0(1)

sin importar el valor de F,(k) en k¥ = 0. De esto tltimo se concluye la
continuidad de A7(k) en k = 0 y ademads, si k = u + iv se tiene que, para

toda v > 0 la relacién
{e o]

du|A7(k)|? < +o00

—00
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lo cual, calculando la parte real de A7(k) para k € R

Fa (k)] P fﬂfz;

Folh) T 2,

Ng
h hﬁa H =1 ﬂJ
ba F TR, (k)P T

Re[A7(k)] = hga+ R[

g=1F ﬂrJ

podemos expresarla de la forma

M) = = [ 2 Relas(h)
T m e t—k—q0F T

N
= 1 BB [h hpa HJfl K%J]
in) i—k—mrleeT |Fa(k)I? [N, 2,

Por otro lado, observemos que de las condiciones asintéticas de A7(k) para
k — oo se tiene que

Ng N,
. - F.(0 K

i 0] = o+ 3 - 5y - ROy

1=1 1=1 B ;,l—l o)

de aqui que
Jim_[ikA7(k) ~ hga cot,@-i-z:fcﬁ] an] = Jim [A(k)
=1
Fafo) =1 N‘IBJ

~ F3(0) 1_[_,_l K2,

asf, al conocer explicitamente la forma de A7(k) y Fg(k), se tiene que

k i anl *“%
Falk) = Fa(R)l=tk —pa +A7(h) + 5(lim AGO] Rt
g=11% C'J

Ahora que ya se conocen los valores de F,,(k), F3(k) y hgo de forma explicita
podemos calcular V' de forma tnica con cualquier método explicado en el

Capitulo 3 seccién 3.
[ |
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Teorema 5.8 (Aktosun-Weder) [1] Sean las realizaciones H, y Hpg cor-
respondientes al potencial V' en la clase de Faddeev cuyas condiciones de
Jrontera estdn dadas por @ y [ respectivamente. Considérense también H-, Y
Hj las realizaciones correspondientes al potencial V con las condiciones de
frontera dadas por vy y & respectivamente. Se denotan las correspondientes
funciones de Jost por F,, Fg, F,, y F; respectivamente. Supdngase que

1)0<fB<a=m.

ii) N, =Ng—-12>0.

i) B =9.

w)a=r1. .

v) 0d(Ha) = Ud(h_ry)-

vi) 04(Hp) = oq4(Hs).

vii) | F3(K)| = |[Fy(K)| para k € R.

Entonces se tiene que V =V . Esta afirmacidn es equivalente a decir que
si Ny =Ng—120y0< f < a=n entonces el conjunto de datos Dy
definido en (5.8) determina de manera 1inica V.

Prueba. En este caso se tiene 0 < § < a = m, entonces de la hipétesis (iii)
y (iv) se tiene que 0 < € < v = m También se tiene que Ng = N, + 1, luego,
por el Lema 4.7 se debe tener Fj3(0) # 0. En este caso se define la funcién

N, N,
Ag(k) = -1 — lF,,(o ) =1 ’%, 1 Fy (k) [T 555 + K2
HN"] K- "‘Fﬁ (k) H;—-l ,,J+k2

A partir de Dg y la férmula dada en el Lema 4.1 se reconstruye Fj(k) para
k € CF. Por otro lado, de las propiedades elementales de las funciones de Jost
se deduce que Ag(k) es analitica para k € C* y continua para k € C+\{0}

Ahora, para el comportamiento asintético de Ag(k) primero, para k — oo
en k € C¥ se tiene, utilizando el Lema 4.2(v)

1 F«(O] n;——l K’ﬂg

e = T TRROIIE R,
+%[i + = (cotﬁ f dzV (z)e* ) — t ﬁ O(k3 )]

1+ Z("?sj ~ Kaj) + 0(;5)] (k* + Kn,)
=1
F5(0) HNE nﬁ%.f 1

1.
= E[acotﬁ—-
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¥, para el comportamiento asintético de Ag(k) para k — 0 en C*T\{0} se
tiene del Lema 4.4(ii) el comportamiento
Ng

1 F,(0) ]']3__1 "’ﬁ: I[F,(O) k j=1 ﬁJ s {k)]

Alk) = - O™ W K2,k Fp(0) Frs(O)ZHHJ 152
= 0(1)

de aqui se tiene, en primer lugar, que Ag(k) es continua en k = 0, ademads,
si consideramos ambos comportamientos asintdticos se concluye que si k =
u + iv, para v > 0 se tiene

o0
f dulAg(u + )| < +00

estos resultados nos permiten utilizar la férmula de Schwarz (4.4), para lo
cual debemos calcular ahora la parte real de Ag(k) para k € R, del Lema
4.5 se tiene

Ng 2
1 Fr(k), I1;5 ﬂ
Re[As(k)] = -1+ e i
k F a(k) H;—l 2
1+ 1 2]._.[jl 1'"'13:.'
IFﬂ I H;—l T

la cual puede ser reconstruida totalmente con los datos dados en Dg. Final-
mente Ag(k) adquiere la forma

1 [ dt
As(k) = — | TRe[As(k}]
- 1 [22 J~l "BJ]
wlt—k —zO"' 1'[
Observamos que
Npg 2
; - U) HJ 1"63
lim [kAg(k)] =
De aqui que podamos escribir Fy (k) como
icotf 1 i
Fa(k) = kF(k)[1 + Ag(k) + “=2 — = ( lim [kAg(k)])] o221 ﬁ’
k k k—oo 1_.[_; 1K TJ

habiendo obtenido Fy(k) y Fs(k) ahora podemos reconstruir V como se

explica en el Capitulo 3 seccién 3.
o
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5.3. Ejemplos

A continuacién se presentan un par de ejemplos ilustrando algunos de los
teoremas expuestos anteriormente. En estos ejemplos tanto las funciones de
Jost como los coeficientes de dispersién son funciones racionales de k, por lo
cual las ecuaciones integrales correspondientes tienen nicleos degenerados.
Esto nos permite saber la expresién explicita de los potenciales correspon-
dientes. Estos potenciales son conocidos como potenciales de Bargman, que
decaen de forma exponencial para k — 0.

Ejemplo 5.3.1

Para el Teorema 5.2, consideremos el conjunto de datos
Ny=0, Nsg=0, |Fp(k)?=1k€R
Dejando a # como parametro. Se tiene entonces que

Fy(k)=e"=1

Re[Aa(k)] =0

luego
MAg(k)=-1+1=0

y para Fp(k) se tiene la forma

icot 3

Fy(k) = k0 +i+—

—0]=k—icotf

esta funcién, segin los datos dados al principio, no tiene ceros en I, para
ello se debe hacer la restriccién cot 8 > 0, es decir, 8 € [7/2,7). Por otro
lado, observemos que

f(k,O) = Fw(k) =1,
f!(k,0) = iFp(k)icot 8 = ik

por lo cual el correspondiente potencial es V = 0.

Ejemplo 5.3.2
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En el Teorema 5.3 considérense los datos
No=0, Ng=1, |Fp(k)>?=k>+4, keR

dejando hg, como un parametro. Para poder determinar el valor de xg;
definamos la familia de funciones

1 [ dt 2 hga
?r?/mz—kt2—uzz2+4
ihgak
(k + 2)(k — ir)(k + i2)

H(k, k)

calculando
thga
K+2

lim [kH(k, k)] =
k—oo
de donde se debe verificar la igualdad

e e, iy (kH(k, )] = 1
k—o0

donde kg1 = hga — 2, ahora, al ser kg > 0 se tiene la restriccién hg, > 2.
Ahora del Lema 4.1 se tiene que

Fo(k) = k+2i
luego
(k+2i)ik o
Fstk) = Zktithge =z + o2
= k—ilhga—2]
y

AS(k) = H(k,fﬂﬂl)
ik
(k + i[hga — 2])(k + 22)

donde, de esta ultima expresién, para k, separando A3(k) en fracciones par-
ciales y desarrollando, se tiene
A3[k) = 1 + hﬁ + i[—zhg - (hﬁ — 2)2] + O(l/kd)
k k2 k3 @ @
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asi, considerando la expansién asintética dada en la prueba del Teorema 5.3
se tiene la igualdad

~2hge — (hpa — 2)% = hgacota — (hpa — 2)2
0 B

esto es cot @ = —2 luego, por la definicién de hga, se tiene cot § = hg, —
cot @ = hg, — 2, este 1iltimo, al igual que el valor especifico de Fg(k), esta
determinado cuando hg, toma un valor en particular.

Por 1iltimo se tiene que

f(k,0) = %[k A <= b5 = 1

de aqui que V = 0 para z € [0,00).
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