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Capítulo 1 

Introducción 

El presente trabajo esta basado en el artículo de investigación publicado 
por el Dr. Ricardo Weder y el Dr. TUncay Aktosun y que lleva por nombre 
"Inverse Spectral-Scattering Problem With Two Sets Of Discrete Spectra 
For The Radial Schrodinger Equation" (ver [1]). Este trabajo tiene como 
objetivo principal desarrollar y explicar a detalle el artículo antes citado y 
cuyo contenido y estructura se exponen a continuación. 

En los problemas inversos de la teoría espectral se trata de, a partir de 
algunos datos o características espectrales, reconstruir algún operador lin
eal, en este caso un operador diferencial lineal. Siendo que, en particular, 
los problemas inversos tratan ciertas clases especiales de operadores difer
enciales ordinarios, en principio se considera la expresión diferencial 

d2 

l = - dx2 + V (x) 

donde V(x) toma valores reales, esta expresión induce un operador lineal, 
cabe hacer mención, de los más simples. Esta expresión es un caso particu
lar de la ecuación de Sturm-Liouville (ver [5J . Se considera dicho operador 
definido sobre el semi-eje (x E (O, (0)), en tal caso al operador de Sturm
Liouville también se le llama operador unidimensional de Schrodinger y a la 
función V se le llama potencial. 

Dado el operador de Schrodinger sobre el semi-eje se pretende entonces, 
a partir de ciertos datos del espectro para dos condiciones en el origen tales 
como la llamada función espectral, datos de dispersión, etc. , no solo recon
struir el potencial V de dicho operador, sino también demostrar la unicidad 
en la reconstrucción de las condiciones en la frontera. 

Remontándonos un poco hacia los orígenes del problema, es importante 
mencionar uno de los primeros y, por ello más importantes, resultados el 
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4 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN 

cual fué desarrollado por Ambartsumyam en 1929 [27]. Este resultado nos 
dice lo siguiente: 

Se considera el problema de Sturm-Liouville dado por 

d2 

- dx2CP(x) + V(x)cp(x) = Acp(x), x E [0,7r] (1.1) 

d d 
-d cp(O) = -d cp(7r) = O 

X X 

donde V se supone una función real y continua, dados Ao < Al < A2 . . . son 
los eigenvalores asociados a dicho problema. Se tiene que, si An = n2, para 
n = 0,1,2, "' , entonces V == O. 

Otro nombre importante, sin duda fue el del matemático Borg, quien 
notó la importancia del resultado de Ambartsumyam. Es el quien inició la in
vestigación sistemática acerca de los problemas inversos del operador clásico 
de Sturm-Liouville, Borg probó que en general un espectro no determina 
de forma única un operador de Sturm-Liouville y que el resultado de Am
bartsumyam era una excepción. También Borg probó el siguiente resultado 
acerca de unicidad [28] . 

Para el problema 

d2 

- dx2CP(x) + V(x)<p(x) = Acp(x) , (1.2) 

con x E [O, 7r]. Si {An}~o es el conjunto de eigenvalores para las condiciones 
de frontera 

cosa· cp'(O) + sena· cp(O) = O, cos{3 · cp'(7r) + sen{3· cp(7r) = O 

y {J.Ln}~o es el conjunto de eigenvalores para las condiciones a la frontera 

coSf . cp'(O) + sen, . cp(O) = O, cos {3 . cp'( 7r) + sen{3 . cp(7r) = O 

donde a , {3" E [O, 7r), a =f. ,. Entonces ambos conjuntos, {An}~=o Y {J.Ln}~=o, 
determinan de forma unica a, {3, , y V. 

Borg [30] y Marchenko [31] estudiaron el operador de Sturm-Liouville 
inducido por la forma diferencial (1.2) en el semi-eje, x E [O, (0), con la 
condición a la frontera en el origen, 

cosa· cp'(O) +sena · cp(O) =0, aE [0,7r) , 

en el caso en que no hay espectro continuo. Borg [30J y Marchenko [31J 
demostraron que los espectros discretos asociados a dos condiciones a la 
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frontera en cero diferentes (con una condición a la frontera fija en x = +00, 
en el caso en que sea necesaria) determina univocamente el potencial y las 
condiciones a la frontera en cero. En [1 J se generaliza el resultado de Borg
Marchenko para el caso en que también hay espectro continuo. 

Es en 1952 cuando Gel'fand y Levitan publican un método ([4]' [13], 
[29]) para la reconstrucción del operador de Sturm-Liouville a través de la 
función espectral, además de dar una caracterización de la función espectral 
para el operador de Sturm-Liouville ya sea en el semi-eje o en toda la recta 
real. Se puede encontrar una amplia referencia histórica en textos como [4J, 
[13J, [17], [18J Y [19J. 

Con respecto a la estructura general del trabajo en el Capítulo 2 se 
reseña de forma breve la base teórica matemática necesaria para el desa
rrollo del resultado, de modo mas específico, se comentan y citan resultados 
básicos acerca de los espacios de Hilbert, operadores lineales en espacios de 
Hilbert, operadores simétricos, existencia y unicidad de sus extensiones auto
adjuntas, así como sus propiedades espectrales. Se dan por conocidos temas 
tales como topología de espacios métricos y resultados generales acerca de 
la medida de Lebesgue y la medida de Lebesgue-Stieltjes desarrollándose 
con cierto detalle la medida espectral y resultados referentes a la función 
espectral. En su momento se comentan resultados básicos de los espacios L2 
y espacios que se pueden identificar como subconjuntos de L 2 tales como los 
espacios de Sobolev W2,n. Acerca de la bibliografía se encuentran excelentes 
textos en los cuales se ha basado este segundo capítulo tales como [2J, [3J, 
[6], [7], [9J y [10J. 

El Capítulo 3 se refiere a hechos relacionados con el operador unidi
mensional de Schréidinger l = -d2 j dx2 + V (x) tales como su dominio de 
definición, la existencia y unicidad de su realización auto-adjunta (la cual 
depende de las condiciones a la frontera determinadas por O:' y se le llama 
HoJ, así como sus propiedades espectrales y la función espectral relacionada 
a dicho operador. Se hace especial énfasis en la solución de Jost, a partir de la 
cual se define la función de Jost y esta a su vez nos proporciona propiedades 
espectrales importantes del operador unidimensional de Schréidinger. Esta 
parte del trabajo se ha basado en textos como [4], [5J y [12]' en los cuales se 
desarrollan de forma amplia y detallada las propiedades de operadores, en 
algunos casos, mas generales que el operador l = _d2 jdx2 + V(x). 

También en el Capítulo 3 se exhiben los distintos métodos que se han 
desarrollado para la reconstrucción del potencial V(x). Se citan el método 
de Gel'fand-Levitan, el método de Marchenko, y el método de Faddeev
Marchenko, mostrando los diferentes conjuntos de datos necesarios en cada 
método así como las ecuaciones integrales asociadas a cada uno de estos. 
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Esta parte del trabajo esta basada en textos como [4] y [13], así como del 
artículo en el cual se basa este trabajo (ver [1]) Y que corresponde a la sección 
5 del mismo. 

Sabiendo ahora el contexto en el que estamos situados, en el Capítu
lo 4 se procede a enunciar y demostrar los resultados preliminares para la 
exposición y demostración del resultado final. Este capítulo corresponde a 
la tercera parte del artículo [1], sobre el cual se trabajó. Se da una repre
sentación explícita de la función de Jost para los distintos casos a E (0,71") 
Y a = 71", se observan y demuestran propiedades importantes del compor
tamiento asintótico de dicha función y propiedades del comportamiento de 
los autovalores del operador HOll para las condiciones a la frontera inducidas 
por a, {J E (O, 71"], con a =1= {J . 

Finalmente en el Capítulo 5 se expone el resultado central de este trabajo 
correspondiente a las secciones 2 y 4 del artículo [1]. El resultado consta de 
ocho teoremas (Aktosun-Weder, [1]), en los cuales se analizan ocho distintos 
casos para los datos espectrales involucrados en la reconstrucción de V(x), 
a y {J, se generaliza el teorema de Borg-Marchenko cuando se tiene un es
pectro continuo en el semi-eje. Se prueba que el potencial y las condiciones 
a la frontera se determinan de forma única a partir de datos apropiados 
que contienen los autovalores discretos para una condición a la frontera, la 
parte continua de la medida espectral para esa condición a la frontera y 
un subconjunto de los autovalores discretos para una condición a la frontera 
diferente. En la última sección de este capítulo se han incluido algunos ejem
plos ilustrando algunos de los teoremas que conforman el resultado principal 
y que han sido tomados de la sección 6 del artículo [1]. 



Capítulo 2 

Elementos del anális· 
funcional 

Este capítulo es una breve discusión de los de análisis que serán 
utilizados en el desarrollo del esto debido a que es nuestra 
herramienta teórica. Se puede encontrar una amplia y detallada 
de estos temas en textos como [9] y [10], de donde se ha basado 
esta del trabajo. 

En las secciones se definen y se citfl.n resultados im-
,nnUUIT.f->'" de los espacios de Hilbert, esto es, ""JI""'HI'" 

vectoriales con producto interno, operadores 
valores y vectores propios, acerca del ""Y\"f't,.r. 

vente de auto-adjuntos, así como algunos resultados 
de la teoría espectral para operadores auto-adjuntos, 

2.1. Espacios de Banach. Espacios 

El básico algebraico dentro de la teoría 
Hilbert es la noción de espacio vectorial el cual se supone \"VI.1V\_l\"'J, 

los básicos de teoría de la medida (definición de m€i(ll~Ja. 
de medida e integral de Lebesgue, etc.) y de 
to de acumulación, cerradura, U""'l"""""" 

En adelante se consideran, salvo excepciones V4IV"'"10e.«> ~~ ... ~'~'~'~ 
COlnp'1elOS, Comenzamos con dos definiciones 

Definición 2.1 espacio con 

7 



8 2. ELEMENTOS DEL .'-' .... u ... .1 FUNCIONAL 

c.:>"',u, .... 'v vectorial sobre C. Un mapeo dado c,.) : E x E e 
se llama 1n/m.H.U." interno en E si para cualesquiera u, v, w E cx, {3 E e 
se verifica: 

a) (u, la barra denota el complejo conjugado), 
b) (au + {3v,w} +!3(v,w}. 
c) (u, u) > O para toda u E u =j:. O, (u, u) = O si y solo si u O. 

Al par (E, (" .}) se le llama espacio con producto interno. 

Definición 2.2 (Norma, normado) 
Sea E un espacio vectorial sobre C. Una norma es un mapeo 11 11: E--+ 

[0,00) el cual, dados u, v E (l: E e se satisface: 
a) Ilull = O si y solo si u O. 
b) Ilaull lalllull· 
c) Ilu + vii S; Ilull + IIvll· 

Al par (E, 11 . ID se le llama normado 

Se sabe que, dado un normado (E,II . 11) definir una 
métrica, la cual a su vez genera una topología, entonces tiene sentido hablar 
de propiedades en el E méramente topológicas como 
densidad, separabilidad, etc. Recordemos que dada una sucesión 
E, se dice que (un) es sucesión de Cauchy si dados n, m E N, lO > O existe 
no E N tal que Ilun umll < lO para toda n, m 2: no· 

Definición 2.3 (Completés) 
Un espacio normado (E) II·ID se dice que es completo si dada una sucesión 

de Cauchy (un) de elementos de E y f. > O existe u E E Y no E N tal que 
Ilu Unll < é para toda n 2: no. Esto es converge a u la métrica 
inducida por la norma 11 . 11. Esto se denota usualmente como Un U, para 
n --+ oo. 

Existen otras formas de esta definición (ver [8]), sin 
se tomara ésta por ser la más común. Por otro lado, si se tiene un espacio 
con producto interno (E, (-, .»), definir una norma en E 

1/'1111 := ~, u E E. A esta norma se le llama la norma 
inducida por el producto interno en E. 

Definición 2.4 (Espacio de Banach) 
Sea (E, 11 . ID un espacio vectorial normado. Se dice que (E, 11 . 11) es un 

espacio de Banach si es completo en el sentido de la Definición 

Para ilustrar los conceptos anteriores se citan a continuaCÍón "'""uu,,,, 
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Ejemplo 2.1.1 (El espacio UXJ(M)) 
Sea M e IR conjunto A-medible (de aquí en adelante A denotará la me

dida de Lebesgue) y definamos 9J1(M) = {J : M ---) e: f A - medible}. Se 
define el espacio 

LOO(M) = {J E 9J1(M) : ::1 c E IR tal que If(x)1 < c casi dondequiera en M} 

y la norma en LOO(M) esta dada por: 

1111100 = ínf{c > a : A{(X E 111 : If(x)1 > c)} = a} 

mas aún, se puede probar (ver f2j, f3j) que, dada una sucesión de Cauchy 
Un) de elenmentos de Loo(M), existe f E Loo(M) tal que fn ---) f en el 
sentido de 11 . 1100, es decir, (LOO(M), 11.11(0) es completo. 

Ejemplo 2.1.2 (El espacio L1(M)) 
Sea M e IR conjunto A-medible denotemos por,el (M) el conjunto definido 

como: 

,el(lI1) = { f : M ---) e, A - medibles : 1M If(x)ldx < +oo} 

es fácil ver que este conjunto resulta ser un espacio vectorial sobre e en el 
cual podemos definir la relación de equivalencia rv dada por 

f rv 9 si y solo si A( {x E M : f .¡. g}) = a 
a partir de ,el(M) y la relación rv se define formalmente L1(M) como 

y la norma en L l (M) viene dada por 

Ilfll1 = r Ifldx 1M 

se puede probar que este espacio es completo (Teorema de Riesz, ver f3j) 

Espacios de particular importancia son los llamados espacios de Hilbert 
cuya definición se cita a continuación (ver [3]) 

Definición 2.5 (Espacio de Hilbert) Un espacio vectorial E con producto 
interno (-, .) se dice que es un espacio de Hilbert si es completo en el sentido 
de la norma inducida por su producto interno, esto es H = (E, (-, .) ), es 
completo bajo la norma dada por 11 . 11 = J(0 
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Dado un producto interno h,} y su norma asociada . 11 se 
verifica la llamada de Schwarz: 

I(x, y)1 :$ 11:¡;llllyll, x, y E E. 1) 

Una condición que se de aquí en adelante a los espa-
cios de Hilbert es la separabiJidad, es decir, dado un espacio de Hilbert 
H, existe D eH, D numerable tal que D = H o, dicho de otro 
D = {rpl, rp2,"'} tal que, dada é > O Y rp E H, existe rp¡;; E D tal que 

- rpell < é. Se [2], [3] o [7]) que esta definición es 
a decir que existe una sucesión ortonormal completa, (rpn) e H, Ilrpnll 1 
para toda n E N, tal que para rp E H, existe (Mil.) e e tal que rp 
se puede como 

donde ¿:~=1 J-tnrpn se entiende como una serie de elementos de H que con
verge en la norma inducida por el producto interno de dicho ~~ ... ~~.~ 

Ejemplo 2.1.3 (El L2(M») Dado un subconjunto M e R. A-medible, 
se define el L2(M) como 

{j : M -> e: 1112 E L1(M)} 

con el producto interno dado por 

así, la norma en esta dada por 

Se prueba 

111112 = 1M 11(x)l2dx 

p.ej.[2J, [3J) que L2(M) es completo dicha norma. 

Dos hechos que debemos recordar a cerca de son: recorde
mos que L2(M) es separable (esto es claro tomando funciones con 
valores Por otro lado L2(M) resulta ser la 

definido como (ver [11]): 

00 

COO(M) = n Cn(M), 
n=O 
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donde cn(!1) se define de manera recursiva del siguiente modo 

C(!1) = CO(!1) = {J : !1 ------> IR.: j continua }, 

y 

Ejemplo 2.1.4 (Espacios de Sobolev) Sean a, b E IR. U { -00, +oo}, a < b. 
Definamos el conjunto: 

A,,(a, b) = {J: (a, b) ------> IC : j, j','" ,j(n-2) son continuamente 

diferenciables en (a, b) y j(n-1) es absolutamente continua en (a, b)} 

Donde I = ir' Notemos que pam j E A,,(a, b) existe la n-esíma derivada 
f(n) casi en todo punto, la cual es integrable sobre cada conjunto compacto 
de (a, b). Además, pam a < a < {3 < b, dada una junción absolutamente 
continua 9 : (a, b) ------> IC, pam j E {l, 2, ... , n} se verifica la relación: 

.l(J g(x)f(j)(x)dx = g({3)j(j-l)({3) - g(a)j(j)(a) -

-1/3 

g'(x)j(j-1)(x)dx. 

Se cita a continuación el siguiente teorema (ver f2] ): 

Proposición 1 Pam cada n E N, cada intervalo (a, b), y cada t > O existe 
una C > O tal que para cada j E {O,l, ... ,n -l} y toda j E A,,(a,b) se 
tiene que 

Aquí se considera la integral como 00 (infinita) en caso de que el integrando 
sea no integrable. 

De esta última proposición para j E An(a,b) nL2(a,b) y j(n) E L2(a,b) 
se sigue que j(j) E L2(a, b) para j E {l, 2, .'" n - l} 

Definición 2.6 El espacio de Sobolev de orden n sobre (a, b) se define como 

W2,n(a, b) = {J E An(a, b) n L2(a, b) : f(n) E L2(a, b)} 

Proposición 2 Sea (a, b) cualquier intervalo abierto de IR. y sea f E W 2,n(a, b). 
Si -00 < a, entonces f(j) se puede extender continuamente al punto a para 
todo j E {1, 2, ... , n - l}. 
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2.2. Ortogonalidad y teorema proyección 

En la presente sección se mencionan e ilustran con ejemplos algunos 
resultados importantes a cerca de la en los espacios de Hilbert. 
Dado un espacio de Hilbert H, un de E e H se llama su bespacío 
de H si es un subespacio vectorial cerrado en E resulta ser por 
si mismo un espacio de Hilbert en H. Para un de Hilbert H, donde 
es .) su se dice que, dados !p, 1jJ E H, !P es ortogonal a 
1jJ (!p..l1jJ) si {!p, = O. Dado un arbitrario A e H y !P E H se 
dice que !P es a A = O para toda 1jJ E A. ASÍ, si 

B e H son dos subconjuntos se dice que A es ortogonal a B 
si para cualesquiera !P E 1jJ E B se verifica = O. Por último, para 
A e H definimos el de A como el subconjunto de 
H dado por A.L = {!p EH: 

Dado un subconjunto A e H donde H es un de 
definir L(A) como el conjunto de todas las combinaciones lineales finitas de 
elementos de A: 

n 

L(A) = {I::ak!Pk EH: ak E C,!Pk E A,k = 1, ... ,n, n E N}. 
k=l 

Proposición 3 Sea H un de Hilbert y sean A, B cH. Entonces 
a) H.L = {O}, {O}.L H. 
b) A.L es un cerrado de H. (A.L = 
c) Si A e B entonces e 
d) A.L L(A).L 
e) L(A) es el de H que contiene a A. 

Un resultado de ortogonalidad, es el llamado teorema de 

Sea H un espacio de Hilbert y 
S e H un 8U(le87)aC'~o 

a) 
b) Dado!p E H existe una única descomposición de la 

donde !PI E !P2 E 

Se puede decir más acerca de este último resultado. Dado un de 
Hilbert H y ,dos de H tales que SI n S2 definimos 
SI+ ={!pEH:!p !PI+!p2con!PIESl,!p2E8ú,a + se 
le llama suma directa de y . Además si 8 1.182, a 81 + se le llama 
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suma ortogonal y se denota como SI EBS2. Ahora bien, si S en un sub espacio 
de H, por el teorema de proyección se tiene la descomposición de H de la 
forma H = S EB S.l. Por otro lado, dado D eH, D es denso si y sólo si el 
único vector ortogonal a D en H es el vector nulo. 

Ejemplo 2.2.1 Sea a E IR, a > a y consideremos el espacio L2( -a, a). 
Considercmos a continuación los subcspaeios de L2( -a, a) dados por 

T+ {J E L2(-a,a): J(x) = J(-x) c. d. en (-a,a)} 

T_ {J E L2(-a,a): -J(x) = J(-x) c. d. en (-a,a)} 

Para J E L2( -a, a) se tiene que f(x) = g(x) + h(x), donde 9 E T+, hE T_ 
JI cstán dadas por las fórmulas g(x) = (j(x) + f( -x))j2 y h(x) = (j(x) -
J( -x))j2. Además T+ n L = {a} y para 9 E T+! hE T_ se tiene 

(g, h) = 1: g(x)h(x)dx = 1: g(x)h(x)dx + loa g(x)h(x)dx = O 

esto es L2(-a,a) = T+ EBT_. 

Ejemplo 2.2.2 Sean -00 S a S c S b S 00 y definamos en L2(a, b) los 
subespaeios 

TI {J E L2(a,b): f = a c. d. en (a, e)} 

T2 {J E L2(a,b): f = a c. d. en (c,b)} 

Ambos son subespacios de L2(a, b) y TI n T2 = {a}. Para f E TI! 9 E T2 se 
tiene (1, g) = J: f(x)g(x)dx = O, es decir T11.T2 y dado f E L2(a, b) dicho 
elemento se puede expresar de la forma f(x) = g(x) + h(x), donde g(x) = 
X[a,c](x)f(x) y h(x) = X[c,d]{x)f(x). De esto concluimos que L2(a, b) = TI EB 
T2. 

2.3. Operadores lineales en espacios de Hilbert 

Sean dos espacios de Hilbert sobre te HI y H2. A un mapeo de Hl en 
H2, T, se le llama operador lineal, o simplemente operador de Hl en H2 si 
T es lineal y esta definido es un subespacio vectorial D(H1) de HI (llamado 
dominio de T). Bajo esta última condición se comprueba fácilmente que 
el rango de T, T(D(H¡)) resulta ser también un subespacio vectorial de 
H2. Si H 1 = H = H 2 a T se le llama simplemente operador en H. Si 
H¡ = H, H2 = te a T se le llama funcional lineal. Un operador lineal T es 
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inyectivo si y solo si Tt.p = O implica t.p = O. Para T inyectivo podemos definir 
T- 1 del siguiente modo D(T- I) = R(D(T)), T- I1jJ = t.p, donde Tt.p = 1jJ, 
1jJ E D(T- I) = R(D(T)). Es sencillo comprobar la linealidad de T- I que, 
además, resulta ser operador de H2 en HI. Dados los espacios de Hilbert 
H I, H2 Y H3 se definen las siguientes operaciones básicas entre operadores: 

Sean TI : D(TI) ----> H2, T2 : D(T2) ----> H2 con D(T¡), D(T2) e HI. 
Producto por escalar: Para a: E e se define a:T, para T = TI, del siguiente 
modo 

D(a:T) = D(T), (a:T)t.p = a:(Tt.p), t.p E D(T). 

Suma: Se define la suma TI + T2 como 

Composición. Por último si T2 : D(T2) -; H3 , D(T2) e H2 se define el 
producto (composición de operadores) T2TI como 

De esta última definición se observa que si TI = T, T2 = T- 1 entonces 
T-IT = IID(T} Y TT- I = IID(T-I), donde 1 es el operador identidad. 

Si TI, T2 son dos operadores de H 1 en H 2, se dice que TI es una extensión 
de T2 (T2 e Td si D(T2) e D(T¡) y TIt.p = T2t.p para toda t.p E D(T2). Si HI 
Y H2 son dos espacios de Hilbert y D e HI es un subespacio, el conjunto de 
todos los operadores T de HI en H2 tales que D(T) = D forma un espacio 
vectorial sobre e, el cero en dicho espacio esta dado por Tot.p = O para toda 
t.pE D. 

Ejemplo 2.3.1 Sea H un espacio de Hilbert y (', -) el producto interno 
definido en H. Para t.po E H fijo podemos definir, debido a las propiedades 
del producto interno, el funcional lineal TI{JO : H ----> e dado por la expresión 

TI{JOt.p = (t.p, t.po) 

Ejemplo 2.3.2 Considérese el subespacio de L2(lR.) dado por L~(lR.) = {J E 

L2(lR.) : 3k > O tal que lJ(x)1 ::s: M c. d. y f(x) = O c.d. para x E IR tales que 
Ixl > k}. Sea 1jJ : IR -> e una función continua. Definamos T : L5(lR.) -> e 
como 

T",f = k f(x)1jJ(x)dx 

se tiene pues que T..¡, es un funcional lineal que se puede extender, por con
tinuidad, a todo el espacio L2(lR.) 
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.....,.J<OAulf'lV 2.3.3 (Proyección Para H espacio de Hilbert y S e 
,,'UL1c:"tIU{;'IIU se tiene que H . A sí, dada IP E tiene una 
(;U"lrt'IJ()!,,~{;'¿un única de la "P f + 9 con f E S, 9 E 

llr(¡11f'1~r:1.{j7l. ortogonal sobre S como el operador Ps : H ---; S dado por 

+ g) J 

resulta ser un operador lineal definido en todo H 

Dado un operador T : D(T) e Hl se dice que T es continuo 
en IP D(T) si (IPn) e D(T) es tal que IPn ---; IP, n ---; 00, entonces ---; 
TIP cuando n ---; oo. T es continuo en si es continuo en íp para toda 
IP E Se dice que T es acotado si existe k > O tal que 
para todo IP E D(T). 

D(T) e Hl las ,~'j{I1,""P7J.jP-' afirma-

T es continuo en cero. 
b) T es continuo. 
c) T es acotado. 

Ejemplo 2.3.4 Consideremos, para IP L2(lR), el funcional lineal como 

se tiene 

IIIPIIIIJII, 

es es acotada. 

Ahora bien dado un operador T : D(T) ---; H2, D(T) e Hl acotado la 

IITII 

y esta norma es 

define una norma para T 

;::: O . IITIPII S; para toda IP E D(T)} 

a 

sup{IITIPII : ¡¡ípll 1, IP E D(T)} 

sup{IITIPII : I!IPII S; 1, íp E D(T)} 

sup{IITIPII : I!IPII < 1, IP E D(T)} 
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Por otro lado, el conjunto de los operadores con un dominio común define 
un espacio vectorial sobre C. Si se define fJ3(H¡,H2 ) = {T operador de H I 
en H2 : T es acotado y esta densamente definido} se tiene que el espacio 
(fJ3(H1, H2 ), 11·11) es un espacio de Banach sí H2 es un espacio de Hilbert, 
donde la norma 11·11 esta definida como en (2.2). Si H¡ = H2 = H, se escribe 
simplemente fJ3(H). Aquí al decir que fJ3(H¡, H2) es completo implícitamente 
estamos hablando de propiedades topológicas, para precisar esto definimos 
la convergencia en fJ3(H 1, H 2 ) como: 

Definición 2.7 (Convergencia fuerte. Convergencia débil. Convergencia en 
norma) 

a) Dada (T,¡) e fJ3(H 1, H2 ) se dice que (Tn ) es fuertemente convergente 
a T si para toda 'P E H 1 se tiene que límn -+oo Tn'P = T'P en H 2 y se escribe 
Tn ->5 T. 

b) Para (Tn ) e fJ3(H¡,H2 ) se dice que (Tn ) es débilmente convergente a 
T si para toda 'P E H¡ se tiene que lím,,-+oo(Tn'P, 1/;) = (T'P, 1/;) para cualquier 
1/; E H2, en tal caso se escribe Tn ->w T. 

c) Dada (Tn ) e fJ3(H1, H 2 ) se dice que (Tn) converge en norma a T si 
límn -+oo IITn - TI! = o. 

Definición 2.8 Sean H 1 y H2 espacios de Hilbert. Dado T : D(T) -> H2, 
D(T) e H¡ se dice que 

a) T esta densamente definido si D(T) es denso en H¡ (esto es D(T) = 
H 1). 

b) Para Hl = H 2 = H un operador T densamente definido en el espacio 
de Hilbert H se dice simétrico si para cualesquiera 'PI,'P2 E D(T) se tiene 
que (T'P¡, 'P2) = ('PI, T'P2). 

Proposición 6 Dados Hl y H2 espacios de Hilbert. Sea T : D(T) -> H21 

D(T) e H¡ y T acotado. Entonces existe una única extensión S de T tal que 

D(S) = D(T) Y IISII = IITII. Para el caso en que D(T) es denso se observa 
que T se puede extender de manera única a todo el espacio H¡. 

Habiendo discutido la definición de operadores entre espacios de Hilbert 
y sus propiedades básicas podemos hablar ahora de una clase de operadores 
con características especiales, estos son los llamados operadores adjuntos. 

Definición 2.9 Sean H 1, H 2 espacios de Hilbert y T un operador de H¡ en 
H 2 , S un operador de H2 en H¡. El operador S se llama adjunto formal de 
T si para cualesquiera 'P E D(T), 1/; E D(S) se tiene 
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Observemos que 
es decir, S y T son 

esta definición T también es 
formales el uno del otro. El 

formal de 

D(T) = es formal de todo operador T de H 1 en 
Ahora, si S es 

funcional lineal dado por 
formal de T, entonces, para 1/J E D(S) e 

D(L",) D(T), L",(<p) = (T<p,1/J) 

es continuo y se tiene que 

1/J) = (<p, S1/J) 

es decir, L", es la restricción a del funcional Ts", inducido por 

con 

el 

De la Proposición 6 si es denso en H 1 Y L1/1 es continuo, se 
puede extender de manera única a todo es decir, existe un único 

E H 1 determinado por 1/J y T Y dado por 

y si S es adjunto formal de T para <p E D(L",), 1/J E D(S) se tendrá j,¡; 
Antes de definir el se considera T un densa-

mente definido de en Hz Y sea 

es continua en D(T)} D* = {1/J E Hz: 

{1/J E E tal que (<p, f1/1) = (T<p, } 

aquí D* es un sub espacio de y el mapeo D* ---; Hl dado por 1/J ....... es 
por definición una transformación de este modo concretar 
la definición de del modo 

Definición 2.10 
de en Hz, el fm,wn'7flr 

= D*, 

se llama operador adjunto de T 

Sea T un operador densamente 
dado por 

f1/1, 1/J E D 

Notemos que cada adjunto formal de T es una restricción de T*, de hecho, 
se probar los siguientes resultados: 

Proposición 7 Sea T un operador densamente definido de H1 en En" 
tonces 

a) Si T* esta densamente definido entonces TU es una extensión de T. 
b) N(T*) = R(T)J.. 
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J:'roploSlClon 8 Sea T un operador densamente definido de en En-
tonces 

a) T es acotado si y solo si T* E '13(H2, H¡). 
b) T es acotado, entonces = IIT* 11. 
e) T es acotado, entonces TU es la extensión continua de T a todo el 

En esta última PH)pCISIClón se habla de la extensión continua de T a todo el 
, pues TU resulta ser única (Proposición 6). Por otro lado, para 

T E se tiene que T T** 

LJ.I"'''' • .HV 2.3.5 T un lineal es un espacio de Hilbert H. Para 
calcular T*, por el teorema de rPr1I'1"P.,:p'I'll'nr".Il'l'l de Riesz, existe un único 1j; E 
H tal que 

Típ = 1j;) para toda íp E H 

para ( E e y íp E H se tiene 

Típ( = (íp, (1j;). 

Definición 2.11 (Operador auto-adjunto) 
Sea H un de Hilbert. Un operador T en H se dice que es auto-

si T esta densamente definido D(T) y T T* 

Recordemos que un nn,'n.u"nr 

esto es, si (Típ,1j;) 
Para dos los operadores adjuntos y auto

pr(¡PIE~aaaes básicas 

Proposición 9 Sean T nTle·Hl.IUmp., densamente definidos de 
tales que S e T. Entonces T* e S' 

de en 

Proposición 11 Sean S, T IlTlf'rn.I'Illr·p.~ 

a) Si T está densamente aT*, para a E 

b) Sí S + T está densamente entonces S* + T* e + 
c) Si S E '13(Hl, H2) Y T está densamente entonces (S + 

S* +T*. 
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Proposición 12 Sea T auto~adjunto e inyectivo. Entonces 
auto~adjunto 

es también 

Dados los espacios de Hilbert 
dice que es cerrado si verifica la 

un operador T de en se 

Definición 2.12 (Operador (·I"T'l7J.1lW Un operadorT es cerrado si dada una 
e Hl tal que (T'Pn) es en 

'P E D(T) Y límn_oo 

Esta definición es a, dada ('Pn) e D(T) tal que ('Pn) O en-
tonces -> O en H2. Para operadores T la manera mas natural de 
definir una extensión T en es, dada ('Pn) e D(T) sucesión de Cauchy, 
si (T'Pn) resulta ser también sucesión de Cauchy tal que '!/J E 

con 'Pn -> 'P E Hl, entonces definir T'P = '!/J. Esta construcción es 
válida y cuando el elemento '!/J sea independiente de la elección de 
la sucesión ('Pn). 

Definición 2.13 (Operador Dado un operador T de T 
es cerrable dada e D(T) tal que Ifn -> O Y (T'Pn) es de en 
el sentido de 11 11, entonces Q. 

dado IIn operador cerrable T de en H2, se tiene que T es una 
extensión cerrada de T, mas T es el operador cerrado mas 
que contiene a T. A partir de esta última definición se pueden establecer los 

resultados: 

13 Dado un operador T de 
'f!'rr,f'l11.('U¡ escalar y la norma dadas por 

y 

en el 

a esta última se le llama T -norma. Entonces T es cerrado si y solo si 
, 11 . liT) es un espacio de Hilbert. 

14 Sea T un densamente definido de Hl en 
entonces 

a) T* es cerrado. 
b) T es cerrable sí y solo si T* esta densamente definido. Se tiene en~ 

ton ces la T = Tu. 
c) Si T es cerrable, entonces T* . 
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Se ha visto que, dado un operador T de en una manera de ex-
tender es caso de ser posible, es tomando Por otro si S de 
en es un simétrico se tiene que S e S* y para cada extensión 
simétrica se tiene la relación S e T e T* e S*. Existe entonces la 
¡dad de encontrar una extensión T suficientemente de S tal que T 
sea es se tendrá S e T T* e S*. 

Definición 2.14 Un operador simétrico T en un 
dice que es esencialmente auto-adjunto si T es 

de Hílbert H se 

A de esto se pueden establecer los siguientes resultados 

15 Un operador T en un espacio de Hilbert H es esencial
mente auto-adjunto si y solo si T* es simétrico. Entonces se tiene T = T* 

T2 operadores de H 1 en H 2, entonces 
a) Si y son operadores auto-adjuntos, entonces 
b) Si S es un simétrico de Hl en H2 y 

auto-adjuntas de S tales que D(Tl) e D(T2), entonces 
c) Si S de Hl es esencialmente auto-adjunto, entonces S es la 

única extensión de S. 

Ejemplo 2.3.6 Considérese el de Hilbert L2(a, b) donde a, b E IR. 
son tales que -00 S a < b S 00 y el operador en L2(a, b) inducido por la 
forma 72 • El operador minimal inducido por 72 

esta aF.jrL"n.:~a() 

El operador maximal inducido por 72 esta definido por 

Se observa qlLe el operador maximal esta definido en el mayor I.HLI!J¡:;l:ipWL:IU 

posible donde 72 sentido. Para T2,o Y T2 se tienen los 81.nU1.p.1Hf:S 

tados: 

Proposición 17 Se tiene la igualdad = T2 

Proposición 18 Para el caso (a, b) IR se tiene 

es decir, T2,O es esencialmente UUI:U-,U,U·j'lJ.n y es auto-adjunto. 



2.3. OPERADORES LINEALES EN n.V.l"-'U DE HILBERT 21 

Recordemos que el teorema de nos dice que dado un espacio 
de Hilbert H y S e H subespacio cerrado y 'P E H entonces existen / E S, 
9 E Si. tales que <p = / + 9 el mapeo dado por D(Ps) = H, Ps 'P 
es un operador lineal. A de la identidad del paralelogramo se obtiene, 
para'P E S, la identidad 11/11 2 + 11911 2

, de donde IlPs'Pll = 
11/11 ~ IItpll entonces IIPslI ~ L Por otro para S =F {O}, 'P E S, 'P =F O se 
tiene que Pstp por lo cual IIPsl1 = 1, también para 
<p E P§'P = 'P Y E S toda 'P EH, 
esto es, R(Ps) = S Y O si y solo si 'P E N(Ps) , donde N(T) es 
el núcleo del EH. = O}. 

Definición 2.15 Dado un {n¡I"TlHUJ'r P en un (P es 
un operador de H en H) se dice que P es una Tl'IY.I?W('f"?iJ 

M e H tal que PM = P. 

Proposición 19 Dado un CrII''''W'UJT P E 
son equivalentes 

los tHr:J,t-:UC.t-:._ enunciados 

a) P es una ."rr .. ,p,'f""j71 flCrTfJ,nn .. ,,, 

b) 1 - P es una 7l"n1lprf"1 

c) P es idempotente y 
d) P es idempotente y aUl;0-(W11:tn~O. 

Proposición 20 Sean M¡, M2 de un espacio de Hilberl H 1/ 
PM , J PM2 las respectivas ortogonales sobre MI y M2 . Entonces 

a) P = P"''l, PM2 es una I/r::L,U"'fL ortogonal si y solo si se verifica 
PM¡PM2 = PM2 PM¡ entonces se tiene P PM¡nM2 si además M¡iM2 
entonces PM¡ PM2 O. 

b) Q PM¡ + PM2 es una ortogonal si y solo si M¡iM2J en 
tal caso se tiene P = 

ASÍ, dada una P, se tiene que P es auto-adjunta, 
luego P toda'P E H se tiene que (P'P, 'P) E 

R, pues 'P)). Por otro lado, si T¡,T2 E f13(H) 
son simétricos tale.s que para todo 'P E H se verifica (Tl 'P, 'P) ~ 
(T2'P, 'P) escribirnos Si T E es un operador simétrico tal que 
T 2: O se dice entonces que T es no 

Proposición 21 Sean 
PM¡} PM2 las rp<,7lPi't.,I1' 

a) O ~ 
b) Las 8Za1lU':1U.f!8 

SUlleS¡OaCZos de un espacio de Hilbert H y 
-n'/"/HII)r¡'.n'rlpc n,rtniflnrw.ll~.q sobre M¡ y M2 . Entonces 

mG&C~(Jne:s son equivalentes 
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i) PM¡ :::; PM2 
ii) M¡ e M 2 

iii) PM2PM¡ = PM¡, 

Sean H¡, H2 espacios de Hilbert. Un operador U de Hl en H2 tal que 
D(U) = H¡ se le llama isometrÍa si IlUlPll = IllPll para todo lP E Hl. Además 
si R(U) = H2 a U se le llama isomorfismo. En este caso al operador U se le 
llama operador unitario. 

Un operador U de H¡ en H2 tal que D(U) = H2 se le llama isometría 
parcial si existe un subespacio M de H2 tal que 

IlUlPll = IllPll para lP E M, IlUlPll = O para lP E M.l 

de esto se tiene que R(U) = U(M) de lo cual se infiere de inmediato que 
R(U) es cerrado. A los subespacios M y R(M) se les llama dominio inicial 
y dominio final de U respectivamente. 

Proposición 22 Sean Hl y H2 espacios de Hilbert y sea U un operador de 
Hl en H2 tal que D(U) = Hl. Entonces 

a) Las siguientes afirmaciones son equivalentes 
i) U en una isometría parcial. 

ii) R(U) = N Y (UlP, U1/;)H2 = (PMlP, 1/))H¡ para todo lP,1f; EH 
iii) U'U = PM, UU' = PN 

iv) U· es una isometría parcial. 
b) Las siguientes afirmaciones son equivalentes 
i) U en unitario 

ii) R(U) = H2 Y (UlP,U1/;)112 = (PMlP,1/;)I1¡ para todo lP,1/; EH 
iii) U'U = !¡1p UU' = 1112 
iv) U· es unitario. 

2.4. Medida espectral. El teorema espectral para 
operadores auto-adjuntos 

Dado un espacio de Hilbert H y T un operador en H, se dice que ,X E e 
es un es un eigenvalor de T si la ecuación TlP = ,xlP tiene solución no trivial 
(lP -1- O) en H, o bien, el operador ,X - T = D - T no es inyectivo. Al 
subespacio N('x - T) se llama eigenespacio asociado al eigenvalor \ a la 
dimensión del espacio N('x - T) se le llama multiplícidad de 'x. Al vector lP 
se le llama eigenvector de T asociado al eigenvalor ,x. Dado ,x E:: e tal que 
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A Tes es decir, A no es un eigenvalor de T podemos definir el 

R(>', T) = (A - T)-l 

Definición 2.16 Dado un espacio de Hilbert H y un operador T en H 
a) El conjunto dado por 

p(T) = {>. E e : A Tes inyectívo y R(A, T) E 23(H)} 

se le llama nn"""II.lI.".lJ resolvente de T. 
b) Al mapeo 

T) : p(T) 

>. 
---> 23(H) 

I-? R(>', T) 

se le llama resolvente de T. El n71"'Y'nt1n'r' A E p(T) se llama resol-
vente de T en el A. 

c) El = e \ PW1,pr"rn de T, El conjunto 
{>' E e : >. es eH""HV'"!.lUl e se llama espectro puntual 

de T. 

Sea H L2[0, 
7'f11.f'flT'1I tH> Il'fI7f1tl como 

(Au)(t) 12
1( dy y) u(y) 

se tiene entonces la ecuación Au AU, esto es 

(21f 
Jo dy - y) u(y) = >.u(t) 

o bien 

cos t 
(2rr 

seny u(y)dy+sent Jo dycosy u(y)dy AU( t) (2.3) 

para >. ::f: O, u(t) es una combinación lineal de sent y cost, es decir, 
a cos t + ¡3 sen t, a, ¡3 E sustituyendo esta última expresión en 

3) se tiene 
>.¡3 

de lo cual se que A 11' si A ::f: O. 
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I:"'fIOP,OSlClO,n 23 Sean S y T operadores cerrados en H 
/J'Y'?"""'"'' ecuación Para toda A, A' E p(T) se tiene 

R(>.', T) = (A' 

(A' -

rJ"T'U'?flflT R(A, y R(A', T) conmutan). 
b) ecuación resolvente) Si D(S) = D(T) se tiene que para toda 

A E peS) n p(T) 

R(A, - R(A, S) R(>', T)(T 

R(>', S)(T S)R(>', T) 

fOI)mnCI,Ón 24 T es un operador cerrado en un vVJJ'NvW de Hilbert H, 
entonces p(T) es abierto y O'(T) es cerrado. 

>'0 E entonces >. E p(T) para todo >. tal que 

1>' - >'01 < T)II- 1 

y además 
00 

T) 2)>' - >.o)n R(>'o, T)n+1 

Si T E IJ3(H) entonces {>. E íC : 1>'1 > IITII} e p(T) y O'(T) es compacto. 
Mas para 1>'1 > IITII se tiene 

00 

R(>.,T) An+1yn (serie de Van Neumann) 
n=O 

Dado un de Hilbert H y su producto interno hablar 
de convergencia débil y de fuerte en 
F : n ---t H, donde n e íC es un dominio (abierto y 
las nociones de débil y convergencia fuerte nos 
los siguientes La función se dice que es analítica si dada 
( E n existe el límite + F«()]!h cuando h -'> O en el sentido de 
II . II = La función se dice que es holomorfa si para cada (o E n 
existe r > O Y ípn E H tales que, si I( (01 < r 

00 

n=1 

donde la convergencia de (2.4) se entiende en el sentido de II . 11· 
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Proposición 25 Sea T un operador cerrado en un espacio de Hilbert H. 
Entonces las funciones 

son holomorfas. 

a) R(·) T) : p(T) ---> 93(H) 

( f-+ R((, T) 

b) R(-, T)'P : p(T) ---? H 

(f-+ R((, T)'P 

c) ('Ij!, R(-, T)'P) : p(T) ---+ e 
( f-+ ('Ij!, R((, T)'P) 

Proposición 26 Sea T un operador simétrico sobre un espacio de Hilbert 
H. Entonces 

a) Cada eigenvalor de T es real. 
b) Si A Y f.1. son eigenvalores de T, A "1 f.1. Y 'P)" 'P¡J. son eigenvectores de 

A y f.1. respectivamente se tiene que ('P),,'P¡J.) = 0, ('P>..l.'P¡J.). 
c) Si H esta definido sobre los números complejos, para ( E e \ IR el 

operador (- T es continuamente invertible y IIR((, T)II < IIm(I-I. 

A continuación se establece la definición de familia espectral la cual 
generará la medida espectral, ésto conduce a una integral con respecto a la 
familia espectral dada. 

Dada una función f : IR ---> IR, A-medible, no decreciente y continua por 
la derecha (izquierda respectivamente) y un intervalo semi-abierto en IR de 
la forma (a, b] definimos los valores 

a) f.1.¡((a, b]) = f(b) - f(a) 

b) f.1.¡(( -00, b]) = f(b) - Iím f(x) 
x---oo 

c) f.1.¡((a, +(0)) = lím f(x) - f(a) 
x--++oo 

d) f.1.¡( -00, (0) = Iím f(x) - Iím f(x) 
x--++oo x---oo 

Extendiendola aditívamente a la a-álgebra de los conjuntos de Borel de IR, 
(86'(IR)) podemos definir una medida f.1.¡ : 86'(IR) ---> [O, (0). Entonces, para 
una función 'P : IR -> IR f.1.¡-medible, tiene sentido hablar de la integral 
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así, para un subconjunto M e lR el espacio L2(M,J1f) esta dado por 

(integral de Lebesgue-Stieltjes). 
El concepto de familia espectral resulta fundamental para el desarrollo 

de la integral que se quiere construir (ver [2]): 

Definición 2.17 Dado un espacio de Hilbert H sobre te una familia espec
tral sobre H es una función E : lR ---> fJ3(H) con las siguientes propiedades: 

a) E(t) es una proyección ortogonal para toda t E lR. 
b) E(t) ::; E(t' ) y t ::; t' (monotonia). 
c) E(t + é) -t E(t) fuertemente para toda t E lR, cuando é -t O, ( > O 

(continuidad por la derecha). 
d) E(t) -t O cuando t -t -oo. E(t) -t 1 fuertemente cuando t -t +00. 

A la familia espectral la denotaremos {E (t) } tER. 

Observemos que la condición (c) en la definición anterior podría cam
biarse por continuidad por la izquierda. 

Ejemplo 2.4.2 Sea {J1o : ex E A} una familia de funciones no-decrecientes 
y continuas por la derecha definidas sobre IR. Las igualdades 

E(t)(Jo) X( -oo,tJ (Jo) 

X(-oo,tJ(Jo) 

para (Jo) E EBoEA L2 (lR, 1l"Q), tE lR definen una familia espectral en 

Prueba. 
Se observa que E(t) es una proyección ortogonal para toda t E IR. Ahora, 

para t ?:: s y (Jo) E EBoEA L2 (lR, J1o) se tiene 

de lo cual E(t) ?:: E(s). Por otro lado para t -t s+, ex E A 
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pues J1.a: es continua por la derecha. 
Además 

frs,t) 
para toda s, tER. Y a E A Y 

r Ifa:(x)ldJ1.(x) II(Ja)aEAI1 2 < 00, 
o:EA iR 

de lo cual es inmediato que 

II(E(t) E(s))(Ja)11 2 1 IfQ(x)1 2dJ1.(x) ...... O 
aEA (s,t) 

es decir, E es continua f1LP7·T.p'Tn,pnT", por la derecha. Entonces las afinna
ciones E(t) ...... J, t ...... 00 y E(t) O, t ...... -00 son claras. • 

Respecto a la construcción de una a de una familía espec-
tral, si un espacio de Hilbert H dado y tER.. Para cada 'P E H definamos 

se verifica. inmediatamente que la función J1.'P : R ----> R. es acotada, no-
decreciente y continua por la derecha. Más se verifica 

0, 

Esta por sus induce una medida en R. 
Dada una función f : R ...... R decimos que f es E-medible si f es J1.",

medible para cada 'P E H. Se observa que si h 1 entonces h E L2 (R., J1.",), 
de aqui que cualquier función acotada E-medible f : R. R pertenezca a 
L2 (R.,J1.'P) para toda 'P E H. 

El procedimiento para definir la 
construcción de la integral de 
f se define J f(t)dE(t) como 

es el mismo que se sigue en la 
Para las funciones simples 

J t CjXJ,(t)dE(t) = n 

;=1 i=l 

con 

E((a, bJ) 

E([a, b]) 

E((a, b» 

E([a, b)) 
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donde E(C) = s- e), e > O. Así para cualquier función 
f se tiene 

Luego, dada t.p E H Y f E L2 (1R, /1<p) se puede probar que existe una 
sucesión Un) e L2(1R, /1",) tal que fn -> f en el sentido de L2 (1R, En
tonces la sucesión (J es una sucesión de Cauchy en lo cual nos 
permite darle sentido a la 

J = lím J fn(t)dE(t)t.p 
n-OO 

Es fácil con las propiedades elementales de linealidad. 
Esta última define una integral para t.p E H pues es 

independiente de la elección de la sucesión Además verifica le relación 

IIJ 
Para t.p, 1/1 E H Y una función acotada f : IR ----> C, .u-"uvlHV''', Do(!(~rW)S 

definir (utilizando la identidad de polarización) para t.p, 1/1 E H 

J f(t)d(,!/J, ~IJ f(t)d/1W+<p(t) J f(t)d/1,p_<p(t) + 

+i J f(t)d/11/!-i",(t) - i J f(t)d/11/!+i<p(t)] 

De esta definicíón se obtiene de manera 

~-"U"'""'lU.''''', la relación 

J g(x)f(t)d(1/I, E(t)t.p) = <J 

para f y 9 funcíones 

J 
t'f'()D'()SlCl{J,n 21 Sea E una familia espectral sobre un ""'"f.'"I:"''''' 
y sea f : IR C una función E-medible. Entonces las t"''''1'n?lln 

{t.pEH:fE 

J f(t)dE(t)t.p, t.p 

un normal E(f) = J f(t)dE(t) sobre H. 
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Donde un T densamente definido en un de Hilbert H, 
se dice que T es un normal si 

para toda l{I E D(T) 

Se observa que cada es normal. 
Dada una función f con valores en lR tal que f es E-medible entonces 

el operador E(f) es el llamado teorema es-
pectral para operadores auto-adjuntos el cual nos dice que cada 
operador auto-adjunto ser de esta manera y existe una 
única representación a través del teorema ",,,r"',,,rr 

Proposición 28 (El teorema Para cada operador auto-adjunto T 
en un espacio de Hilbert H existe exactamente una espectral E para 
la cual T = E(id) o bien T J tdE(t}. La esta dada por 

(1jJ, (E(b)-E(a))ip) 
1 ¡b+6 

lím lím-
6-+0+ e-+O+ 21fi a+6 

para toda ip,1jJ E H Y -00 < a ~ b < OO. 

Este resultado es para el caso complejo, pues en 
espacios complejos. 

Proposición 29 (El teorema de la 
ador auto-adjunto en H. Entonces existe una 
no-decrecientes continuas por la derecha y un 

L2 (R., Pe» para el cual 

T= 

T))ip)dt 

se consideran 

T un oper
Pe> : o: E A de funciones 

1W7CH.lU."¡ unitario U : H ---> 

denota el operador maximal de por la función id en 
Pe»' Para la familia E de T se tiene U. 

Para operadores auto-adjuntos se sabe que su ",,,r,,,,rt.rn es un 
cerrado de lR. Lo que se hace ahora es caracterizar los de un operador 
auto-adjunto a través de su familia ""r",,,t .. ,, 

Supóngase que T es un operador auto-adjunto en un c;,,~'o.vJ'V 

H 1 hasta ahora se han definido el espectro O'(T) y el "";¡r,t:>,,trr. nlTnn" " , 

de T. 

Proposición 30 Sea A un punto aislado del espectro de un {)7""fUIU1T auto
adjunto T. Entonces A es un eigenvalor de T. 
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El espectro esencial a e (T) de un 
de puntos de a(T) que son, o 

a (T) o eigenvalores aislados de 
to ad(T) = rr(T) \ ae(T) se llama "'''''''f"''H 
proposición sabemos que todos los 
dad infinita) son puntos aislados de 
p"rlprIT{) discreto puro si (Je(T) es vacío. 

Para un operador T en un de Hilbert H se 
todavía más los puntos del su del 

Definición 2.18 Sea T un operador auto-adjunto en un espacio de Hílbert 
H. 

Hp(T) es la cerradura de todas las combinaciones lineales de los eigen-
valores de T definimos Hp(Hp(T)) como el discontinuo de H con 

aTo 
b) El complemento ortogonal de Hp se llama continuo de H con 

a T y se denota He(T) = 
c) El conjunto de todos los !¡J E He tales que existe un conjunto de 

Borel N e IR de medida de Lebesgue cero y /.Lep(N) :f:: O se llama subespacio 
singular continuo de H con respecto a T (pues es cerrado. ver y se 
denota Hsc(T). 

d) Al ortogonal de H se con a se le llama sube-
absolutamente continuo de H con respecto a T y se denota 

e) El de H con a T se como H s 

Para un M de H, P la proyección sobre M y un T 
en H se dice que M reduce a T si PT e T P. Las fórmulas 

= M n D(T), TM!¡J = T!¡J, !¡J E D(TM) 

en M. Se tiene entonces que el 
lo reduce. Entonces D(T) = D(TM) + 

M reduce a 
) y a(T) 

31 Sea T un operador auto-adjunto en un eSt'ac:w de Hilbert 
H, entonces los subespacíos He, H..e, Hae Y reducen el T. 

Definición 2.19 
a) Dados los (J"f}F'nl.ll.flT·,fJ.~ = TIHpl Te = TIHcl Tsc = TIHsc ' 

y = TIH. se les llama la discontinua, ('(}r;~.tH11W. .~1.'l1,n1Lln.r 

continua, absolutamente continua y .~'71'f17IW.T respectivamente de T. 
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b) El espectro continuo (ae(T)), espectro singular continuo (asc(T)), es
pectro absolutamente continuo (aae(T)) y espectro singular (as(T)) de T se 
definen como el espectro de Te, Tsc , Tac Y Ts respectivamente. El espectro 
puntual de T, ap(T) se define como el conjunto de eigenvalores de T (aunque 

en general se tiene a(Tp) = ap(T)). 

Los conjuntos ac(T), asc(T), aac(T) y as(T) son cerrados y además se tienen 
las igualdades a(T) = ap(T) U asc(T) U aac(T) = as(T) U aac(T) = ap(T) U 
ac(T). 

Definición 2.20 Se dice que T tiene un espectro puntual puro, espectro 
continuo puro, espectro singular continuo puro, espectro absolutamente con
tinuo puro y espectro singular puro si Hp = H, He = H, H sc = H, 

Hae = H Y Hs = H respectivamente. Para tales casos se tiene a(T) = ap(T), 
a(T) = oAT), a(T) = ase(T), a(T) = aae(T) y a(T) = as(T) respectiva
mente. 
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Capítulo 3 

El operador unidimensional 
de Schrodinger 

3.1. El operador - d~2 + V(x) 

La primera sección esta dedicada a discutir las propiedades básicas del 
operador unidimensional de Schr6dinger en el semi-eje inducido por la forma 
diferencial 

d2 
1= -(jXi + V(x) (3.1) 

donde V(x) pertenece a la clase de Faddeev (Definición 3.2) . Entre estas 
propiededes destacan la existencia y unicidad de su realización auto-adjunta 
(la cual depende de las condiciones a la frontera) en un dominio adecuado 
y las propiedades de su espectro (ver [12]). 

Dada la expresión diferencial 1, en (3.1), con x E (a, b) y las condiciones 
a la frontera 

{ 

f'(k,O)+cota·f(k,O) =0, aE(O,7l') 

f(k ,O), a=7l' 

se entienden por realizaciones auto-adjuntas de I los operadores auto-adjuntos 
generados por dicha expresión. El operador diferencial I se llama regular en 
a si a > -00 (respectivamente en b si b < +00) Y si, en este caso, V es 
integrable en [a, b) (respectivamente en (a, b]) , I se llama singular si no es 
regular en al menos uno de los puntos de la frontera. 

Para poder empezar a establecer los dominios adecuados se introducen el 
operador maximal H y el operador minimal ho generados por l. El operador 

33 
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maximal H esta definido en el subespacio lo mas grande posible del espacio 
L 2 (0, +00). El operador minimal ha es una restricción de operador maximal 
y tal que su adjunto es igual al operador maximal, esto es hó = H . Esto 
implica que ha es simétrico. Ahora, para toda realización auto-adjunta de l, 
digamos T, se tendrá que T es una restricción de operador maximal H, es 
decir ha e T cH. El operador maximal H generado por l se define en el 
dominio dado por 

D(H) = {r,oEL2(0,+00) 

: r,o,r,o' absolutamente continuas en (0,+00) , lr,o E L 2(0,+00)} 

Hr,o = lr,o E D(H) 

el operador minimal ha se construye del siguiente modo: consideremos el 
operadores ha dado por 

D(ha) = {r,o E D(H) : r,o tiene soporte compacto en (O,+oo)} 

de la definición de ha se tiene la relación ha e H y que ha no es cerrado. 
Por otro lado se tiene también que ha es simétrico. 

Para el caso singular , que es el de nuestro interés, se define el operador 
minimal cerrado como el operador tal que 

h h-, h'** a := a = a 

más aún, se puede establecer el siguiente resultado (ver [12]) 

Proposición 32 Sean ha, ha Y H definidos como antes. Entonces se tienen 
las relaciones 

ha e ha = ha e hó = ha* = H, H* = ha 

Para concretar, se considera el operador unidimensional 

x E (0,00) 

junto con la condición a la frontera 

{ 

f'(k ,O)+cota'f(k,O) =0, 

. f(k, O), 

a E (0, 7l') 

a=7l' 

(3.2) 

(3.3) 

Aquí se distinguen los casos a E (0,7l') ya = 7l' de 3.3 también se observa 
que se obtienen las condiciones de Dirichlet para a = 7l', de Newman para 
a = ~ y condiciones mixtas en cualquier otro caso. 

Además se supone al potencial V en la clase de Faddeev, que se define 
como 
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Definición 3.1 Dada V(x), x E (0,00), función, se dice que V(x) pertenece 
a la clase de Faddeev si 

a) 
V(x) E IR para todo x E (0,00) 

b) 

V(x) E q(O,oo):= {J E L1(O,oo): r dx(l + Ixl)f(x) < oo} 
i(o,oo) 

Se tiene (ver [12]) que para cada Q existe una única realización auto-adjunta 
de l = -d2 /dx2 + V(x), con Ven la clase de Faddeev, a dicha realización se 
le denotará como Ha. Se demuestra (ver [12], seco 17.B) que el espectro de 
Ho es simple, tiene un número finito de eigenvalores, todos ellos negativos, 
no tiene espectro singular continuo y su espectro absolutamente continuo 
consiste en [0,00). El espectro discreto (eigenvalores de Ha) se denota como 
O"d(Ha) = {-K~j}f~1' donde O < Ka1 < Ka2 < ... < KaNo ' 

3.2. Solución de Jost. Función espectral. 

Considérese ahora la ecuación (3.2) con V(x) en la clase de Faddeev, sea 
f(k, x) la solución de Jost (ver [4]) asociada a dicha ecuación. Este verifica 
las condiciones asintóticas 

f(k,x) 

f'(k,x) 

eikX [l + 0(1)] 

ikeikx [l + 0(1)] 

(3.4) 

(3.5) 

para x -+ +00. Se define entonces (ver [4]) la función de Jost de (3.2) como 

Definición 3.2 Si f(k , x) es la solucion de Jost de la ecuación (3.2), se 
define la función de Jost como 

{ 

-i[f'(k, O) + cot Q . f(k, O)], 
Fo(k) = 

f(k,O), 

Q E (0,11") 

Entonces se tiene que (ver [4]) Fa(k) es analítica en C+ y continua en C+. 
Además que Fa(k) tiene un número finito de ceros todos ellos situados en 
n+, estos ceros son simples y el único cero real puede ser en k = O. Estos 
ceros se denotaran como iKaj con j = 1,··' , Na Y Na es el número de 
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autovalores del operador HOt el cual, recordemos, es finito y esta dado por 
(Jd(HOt ) = {-II:;j}f;l· 

Para la función espectral, si CPOt(k, x) es una solución regular de (3.2) 
relacionada a las condiciones a la frontera dadas por 

CPOt(k,O) = 1, cp~(k,O) = -cota, a E (0,7r), (3.6) 

cp,,(k,O) =0, cp~(k,O)=l, a=7r (3.7) 

se tiene entonces (ver [5], [12]) que existe una función monótona creciente 
POt(.A.) (ver [1], [5]) con ..\ E IR, conocida como función espectral y además, 
para cada g(x) E L2 (0, 00) se verifica que (UOtg)(..\), dado por la fórmula 

(3.8) 

existe como límite fuerte en L2(IR , POt(..\)) , dicho resultado se enuncia formal
mente del siguiente modo. 

Proposición 33 Sea g(x) E L2(0, 00). Entonces existe una función no de
creciente POt(..\) (que no necesariamente es única), la cual no depende de 
g(x), y una función GOt (..\) (la transformada generalizada de Fourier de g(x)) 
tal que 

(3.9) 

La función GOt (..\) es el límite en media cuadrática (relativa a dpOt(..\)) de la 
sucesión de funciones continuas 

(3.10) 

esto es 

De este último resultado se verifica directamente la igualdad de Parseval. 
Si GOt (..\) Y K Ot (..\) son las transformadas generalizadas de Fourier de g(x) y 
k(x) respectivamente, se tiene que 

(3.11) 
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Además el mapeo dado en (3.8) es unitario y nos da una representación 
espectral de Ha de la forma 

Se tiene que la parte de la medida espectral asociada al espectro con
tinuo y su derivada en k2 esta determinada por Fa(k) La parte correspon
diente al espectro discreto esta determinada por el conjunto de eigenvalores 
{-K:!)f~l Y las constantes de normalización {gaj}f~l' en concreto, dpa(>") 
queda determinada como ([4], [13]) : 

(3.12) 

donde óC) es la distribución delta de Dirac y las constantes gaj están dadas 
por 

gaj = 
{ 

If(iI<Qj,O)1 (O) 
lIJ(itt",j,.) 1I a E ,11" 

1J'(ittlf;,O)1 a = 11" 
IIf(ittll"j,-l1l 

y 11 . 11 es la norma en L2 (0, (0) Y f(k, x) es la solución de Jost de (3.2). 
Ahora, las constantes de normalización de Marchenko maj asociadas a los 
eigenvalores -K:!j están dadas como 

1 
maj = 7:""11 f-::-:("'-iK:-a-j ,-:. )C":7

11 
' 

j = 1,··· ,Na. 

Así (ver [8]) considerando que 

f'(k,O)j(k,O) - j'(k,O)(k,O) = -2k 100 f2(k,x)dx (3.13) 

donde f(k,x) es la solución de Jost de (3.2) y j(k,O), j'(k,O) denotan las 
derivadas con respecto a k, se tiene que 

a E (0,11") 

con Fa(k) = -i[j'(k, O)+cot aj(k, O)] y F1r(k) = j(k, O). Entonces, dado a E 

(0,11"), el conjunto de constantes {gaj}f~l y {maj}f~l se pueden construir 



38 CAPÍTULO 3. EL OPERADOR DE SCHRODINGER 

cuando se conocen Fa(k) Y f(iKaj,O). Por otro lado, dados a,!3 E (0,7r), 
definimos la constante 

h{3a = cot!3 - cot a, (3.14) 

para el caso a = 7r se construyen cuando conocemos F7f(k) y f'(iK7fj, O). Si ° < !3 < a < 7r Y se conocen Fa(k), F{3(k) Y h{3a podemos evaluar f(k , O) y, 
por tanto f(iKOtj, O), en particular se tiene F{3(iKOtj) = -ih{3af(' iKOtj, O). Si 
O < !3 < a = 7r se tiene que f' (iK7fj, O) = iF{3 (iK7fj) y, ahora que se conocen 
F{3(k) y F7f(k) podemos construir las constante de Gel'fand-Levitan (ver [1]' 
[4J Y [13]) 

O<!3<a<7r 
(3.15) 

2K"jFp(iK"j) 
F,,(iK1f j) , O<!3<a=7r 

y las constantes de Marchenko 

(3.16) 

Al ser cotangente una función monótona decreciente en (0,7r), para O < 
!3 < a < 7r se tiene de 3.14 que h{3a > o. Utilizando la Definición (3.2) 
podemos expresar 

(3.17) 

{ 

i-[cot!3. FOt(k) - cot a . Ff3(k)], a,!3 E (0,7r) 
f'(k, O) = Pe> 

iFf3(k) - cot!3· F7f(k), !3 E (0,7r) 
(3.18) 

Por último, resumimos el comportamiento asintótico de las funciones 
f(k, O) Y f'(k, O), esto ayudara en lo posterior a deducir el comportamiento 
asintótico de la función de Jost Fa(k), a E (0,7r) (Def.3.2). Describimos 
dicho comportamiento en las siguiente proposición (ver [1], [4]' [13], [17], 
[18], [20J- [25]). 
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Proposición 34 (1) Sea f(k , O) la solución de Jost del sistema (3.2)-(3.3) 
evaluada en x = O Y f' (k, O) la primera derivada con respecto a x evaluada 
en x = 0, entonces se verifica: 

a) Para k -> 00, k E c+ 

i) 
1 roo 1 

f(k,O) = 1- 2ik Jo dxV(x) +oCk) 

ii) !,(k ,O) = ik - - dxV(x) + 0(1) 1100 
2 o 

iii) ~-,--' ~ = ik - dxV(x)e2tkx + o( -) !'(k O) 100 , 1 
f(k,O) o k 

b) Para k -> O, k E c+ 

J,? 05 J,? 05 'k i) J k ,O = f k ,O + f(~ ,O)2 + o(k), f(k,O) =1- ° 
ii ) f k ,O _ f(k ,O ik + (k) 

J' k ,O - f' k ,O - ~ o , !' (k , O) =1- O 

3.3. Reconstrucción del potencial V(x) 

AqUÍ se explican varios métodos a través de los cuales el potencial puede 
ser reconstruido de forma única de cada uno de los conjuntos de datos Dj, 
j = 1, ... , 8 dados en la Sección 5.1. Estos métodos incluyen el método de 
Gel'fand-Levitan (ver [4]' [13], [17] ,[18], [19]) y el método de Marchenko 
para el problema inverso de dispersión en el semi-eje (ver [4]' [13], [18], [19], 
[20]), el método de Faddeev-Marchenko en todo lR (ver [13], [17], [21]' [22]' 
[23], [24]) y otros métodos (ver [17], [23]) usados para resolver el problema de 
dispersión inverso en todo el eje real. Probaremos que Di, i = 1..,8 (definidos 
en (5.1)-(5.8))construye los conjuntos 90, Mo y :F definidos mas adelante 
(3.19,3.22 Y 3.32 resp.). Si tenemos como datos Fo , Ff3 Y hf30 se construyen 
las constantes de normalización 90j y moj como en (3 .15) y (3.16). ASÍ, cada 
uno de los Dj, j = 1,3, 5,7 nos da 90 y Mo. Por otro lado, si se conocen 
F1r(k) y Ff3 (k) las constantes de normalización 91rj y m1rj se construyen 
como en (3.15) y (3.16). ASÍ, para Dj, j = 2,4, 6,8 obtenemos 91r y M 1r , la 
construcción de:F de Dj , j = 1, .. . , 8 se hace utilizando L(k) , R(k) y T(k) 
definidos mas adelante. 
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3.3.1. Ecuaciones integrales de Gel'fand-Levitan 

El conjunto de datos 90 es utilizado en el método de Gel'fand-Levitan y 
esta dado por 

el cual nos permite reconstruir la solución regular <Po(k, x) de forma única 
que satisface (3.2) y (3.3) como 

{ 

cos kx + ¡; dyA(:.(x, y) cos kx, a E (0,7r) 
<Po(k,x) = 

se1kx + J; A(x, y) sen/x , a = 7r 

y el correspondiente potencial V de forma única como 

a E (O,7rJ (3.20) 

donde Ao(x, y) se obtiene resolviendo la ecuación integral de Gel'fand-Levitan 
(ver [4], [13], [17], [18]): 

Ao(x, y) + Go(x, y) + fax dtGo(Y, t)Ao(x, y) = O, O < Y < x (3.21) 

donde el núcleo Go(x, y) esta dado, para a E (0,7r): 

y, para a = 7r: 

Observemos que de las partes (i) y (ii) del Lema 4.2 (Capítulo 4) es 
posible decir cuando se tiene a < 7r o a = 7r. Para el caso a < 7r se observa 
que a se obtiene resolviendo (3.21) pues cota = -Ao(O,O). 

3.3.2. Método de Marchenko 

El conjunto de datos Mo esta dado por 
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donde Sa es la matriz de dispersión dada por 

{ 
-F;i(k)) aE(O,lI') 

Sa(k) = 
F"((j) 
F" k a= 11' 
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Dado M", podemos entonces reconstruir la correspondiente solución de 
Jost de forma única 

f(k, x) = eikx + Loo dyK(x, y)eikx 

y el correspondiente potencial V de forma única como 

d 
V(x) = -2-K(x, x+) 

dx 

(3.23) 

(3.24) 

donde K(x, y) se obtiene resolviendo la ecuación integral de Marchenko ([4], 
[13], [17], [20]): 

K(x, y) + Ma(x + y) + Loo dtMa(y + t)K(x, t) = O, O < x < y, (3 .25) 

y el núcleo Ma tiene la forma, para a E (0,11'): 

(3.26) 

y, para a = 11': 

Mrr(Y) = 2~ ¡: dk[S1I' (k) - l]eiky + t, m;je-l<7r j Y . (3.27) 

Se tiene que la solución K(x,y) de (3.25) es la misma para toda a E 

(0,11'), sin embargo, la solución A",(x, y) en (3.21) depende de a. Se obser
va pues K(x, y) que esta relacionada a la transformada de Fourier de la 
solución de Jost f(k,x), la cual no depende de a mientras que Aa(x,y) es
ta relacionada a la transformada de Fourier de la solución regular, la cual 
depende de a. 

Se destaca el hecho de que las funciones Aa(x, x-) y K(x, x+) en (3.20) 
y (3.24) se obtienen como valores límite. Si invertimos las transformadas de 
Fourier dadas para 'Pa(k, x) y f(k, x) obtenemos A,,(x, y) = O para y > x 
y K(x, y) = O para y < x. Para enfatizar las discontinuidades de salto a lo 
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largo de la recta x = y, se utilizan los valores límites apropiados en (3.20) 
y (3.24), los cuales no siempre están indicados en la literatura de forma 
explícita ([4]' [13], [17]). 

El potencial V puede, de forma alternativa, ser reconstruido utilizando 
el método de Gel'fand-Levitan o bien el método de Marchenko en el caso 
en que las condiciones de frontera sean del tipo de Dirichlet. Esto es, si 
se tiene FO/(k), F{3(k) Y h{3O/ para algún 0:,{3 E (0,1T) con o: i- {3, entonces 
de (3.17)-(3.18) se puede reconstruir F,1r(k) = f(k,O) . Teniendo F'Ir(k) se 
obtiene entonces "''lrj para j = 1,'" ,N y, finalmente , las constantes de 
normalización de Gel'fand-Levitan g'lrj y las constantes de normalización de 
Marchenko m'lrj se pueden reconstruir utilizando (3.15) y (3.16). 

3.3.3. Método de Faddeev-Marchenko 

También se puede reconstruir al potencial V considerándolo como un 
potencial definido en toda la recta real en la ecuación de Schrodinger con 
V == ° para x < O. Considerando que tanto la solución derecha de Jost, como 
la solución izquierda de Jost , ver [4]' son ambas soluciones para el caso de 
todo el eje real en la ecuación de Schrodinger con las respectivas condiciones 
asintóticas para x -+ +00: 

f¡(k, x) = eikX [l + 0(1)], f{(k, x) = ikeikx [l + 0(1)], (3.28) 

fr(k ,x) = e- ikx [l + 0(1)], f;(k,x) = -ike-ikx [l + 0(1)], (3.29) 

en este caso f¡ ( k, x) satisface 

eikx L(k)e-ikX 

f¡(k,x) = T(k) + T(k) x:::;o (3.30) 

y esta ultima relación coincide con la solución de Jost f(k, x) para el caso 
x ~ 0, donde L es el coeficiente de reflexión izquierdo y T es el coeficiente de 
transmisión. El coeficiente de reflexión derecho R esta dado por la expresión 

R(k) = _ L( -k)T(k) 
T( -k) , k E IR. (3.31) 

El potencial puede ser reconstruido de forma única utilizando cualquiera 
de los métodos de inversión en todo el eje real, entonces podemos construir 
el conjunto de datos F definido como: 

(3.32) 
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donde las -rJ corresponden a los estados de energía acotados en todo el eje 
real. Nótese que T tiene polos en k = irj en C+ para j = 1,'" , N las c¡j 
son las constantes de normalización definidas como 

1 
Clj = , J J~oo dxf¡(irj, x)2 

j = 1, ··' ,N. (3.33) 

las c'·.i son las constantes de normalización dadas en (3.33) reemplazando 
f¡(k, x) por fr(k, x) y las Tj son las constantes dependientes de los estados 
acotados definidas como 

j = 1, ··' ,N. (3.34) 

Para el método de Faddeev-Marchenko (ver [13], [17], [21]-[24]) el poten
cial V y f¡ se pueden reconstruir de forma única como: 

donde B¡(x, y) se obtiene resolviendo la ecuación integral derecha de Faddeev
Marchenko 

B¡(x, y) + D¡(2x + y) + looo dyD¡(2x + y + z)B¡(x , z) = O, y> O (3.36) 

con los datos iniciales 

De forma equivalente, el potencial V y fr(k,x) se puede reconstruir de 
forma única como 

donde Br(x, y) se obtiene resolviendo la ecuación integral derecha de Faddeev
Marchenko 

Br(x, y) + Dr( -2x + y) + looo dyDr( -2x + y + z)Br(x, z) = O, y> 0(3.39) 

con los datos iniciales 
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Se describe a continuación la construcción de F dada en (3.32) a partir 
de {Fa ,F¡3,Q,,B} con Q =f.,B o de {F7r ,F¡3,'Ir,,B} con,B =f. 'Ir, con lo cual ya 
podemos utilizar cualquiera de los métodos de inversión para reconstruir 
V cuando se trata de todo el eje real. Utilizando (3.28) y su derivada con 
respecto a x evaluada en x = O obtenemos 

(3.41) 

(3.42) 

Si Q =f. ,B con la ayuda de (3.17)-(3.20) y (3.42) para k E C+ se obtiene 

L(k) ~ { 

(k-i cot ¡3)F,,(k)-(k-i cot a)F¡¡(k) 
(k+icot¡3)F,,(k)-(k+icota)F¡¡(k) , 

(k-i cot ¡3)F1f(k)-F/3 
(k+icot¡3)F1f (k)+F¡¡ , 

(k+icot ¡3)F,,(k)-k+i cot a)F¡¡(k) , 

2k 
T(k) ~ { 

(k+icot¡3)F1f (k)+F¡¡(k) , 

y, para k E lR resulta 

R(k) = 
{ 

-(k+icot¡3)F,,( -k)+(k+icota)~1( -k) 
(k+icot¡3)F,,(k)-(k+icot alFIl k) 

(k+icot¡3)F1f ( -k)+F¡¡( -k) 
- (k+icot¡3)F1f(k)+F¡¡(k) 

Q,,BE (O,'Ir) 

f3 E (O, 'Ir) 

Q,,B E (O, 'Ir) 

f3 E (O, 'Ir) 

Q,,B E (O, 'Ir) 

,B E (O, 'Ir) 

Al ser V para x < 0, se conocen entonces las constantes de normalización 
Crj se relacionan ([23]) a los residuos de L en los polos k = iTj por medio de 
las fórmulas 

Crj = J -iRes(L, iTj) j = 1··· ,N. (3.43) 

Utilizando (3.30) y el hecho de que fr(k, x) = eikx para x ~ ° se tiene 

, - f( ' . O)-f(' .0)- L(' .)_ Res(L,i7'j) 'Y) - JI tT), - tT) , - R tT) - Res(T,iTj) (3.44) 

y entonces por medio de (3.33) y (3.34) finalmente obtenemos 

(3.45) 

aquí se usa el hecho de que el signo de 'Yj es el mismo que de (_l)N-j (ver 
[23]) . 



Capítulo 4 

Preliminares 

4.1. Resultados preliminares 

Comenzamos con dos resultados, uno de ellos propio de análisis complejo 
y el otro de análisis de Fourier para funciones en la clase de Hardy, los cuales 
nos servirán en lo posterior para obtener una única representación de la 
función de Jost en C+ por medio de sus valores en la frontera (en este caso 
de lR), ver [6J y [14J respectivamente. 

Sea F(z) en la clase de Hardy, es decir, para z = x+iy se tiene que F(z) 
es una función analítica, regular para y > O Y 

r+oo 

Loo dxlF(x + iy)1 2 

existe y esta acotada uniformemente para todo y > O (ver [6]). Entonces para 
y -+ O se tiene que F(x + iy) -+ F(x) casi dondequiera y F(x + iy) -+ F(x) 
en el sentido de L 2 . Para y > O se tiene 

F() 1 1+00 
d F(x + iy) ID> 

Z= -.- x ,tE~ 
2m -00 t - z 

(4.1) 

Se tiene además que si F(z) = U(x, y) + iV(x, y) y F(x) = j(x) + ig(x), las 
funciones U y V se relacionan con F a través de las fórmulas 

U(x, y) - dt -:----=--:'-¡¿------;;-
y 1+00 

jet) 
1T -00 (t-x)2+y2 

(4.2) 

V(x, y) _.! r+oo dt (t - x)f(t) 
1TLoo (t-x)2+y2 

(4.3) 

45 
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utilizando (4.1)-(4.3) se obtiene una única representación de F(z) en térmi
nos de f(x) como 

F(z) = ~ r+oo 
dt f(t) . 

i7TLoo (t-x)-iy 
( 4.4) 

A esta última expresión (4.4) se le conoce como fórmula de Schwarz. 
Sea una región del plano complejo n e e y tp : n --+ e función analítica 

en n. Si Zo E n es un cero de tp(z) de orden n entonces existe una vecindad 
de Zo tal que tp(z) se puede descomponer en la forma 

(4.5) 

donde tpo(z) es una función analítica en dicha vecindad y además tpo(zo) =1 O. 

Lema 4.1 (1] Dada una función V en la clase de Faddeev y Q E (0,7T] la 
cOT"r'espondiente función de Jost FOt(k) se puede r'econstruú' de forma única 
utilizando su amplitud dada en IR y sus ceros en C+. Para Q E (O, 7T) se tiene 

FOt(k) = k rrNo 
k - ~"'aj exp ( _ ~ loo dt log ¡ti FOt.(t)¡), k E C+ (4.6) 
k + 2,.. . 27T t - k - 20+ j=l aJ -00 

y para Q = 7T se tiene 

F7r(k) = rrN 

.. k - i"'7rj exp (_ ~ loo dt log ¡F7r(~)¡ ), k E C+ (4.7) 
k + 2,.. . 27T t - k - 20+ j=l 7rJ -00 

donde iO+ indica que, para k E IR, el valor de Fa(k) se obtiene como el límite 
desde C+ 

Prueba. Esta prueba se divide en dos partes, primero el caso Q = 7T Y la 
segunda parte se refiere al caso Q E (O, 7T). 

Para Q = 7T sea 

Examinemos ahora el comportamiento asintótico de GOt(k). Esto es, a con
tinuación se analiza el comportamiento de logG7r (k), para k --+ 00 y k --+ O 
con k E C+. 
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Para k -+ 00 se tiene 

1 F (k) 1 rrN. k + iK,1fj 
og 1f + og k . . 

j=l - tK,7r) 
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( 
1 roo ( 1 ) ) N" ( k + iK, . ) 

log 1- 2ik Jo dxV(x) +0 k + ~log k _ iK,;~ 

( 
1 1 100 ) N" (1 +~) log 1 + k[-2' dxV(x) + 0(1)J + ¿)og _ ~ 

t o j=l 1 k 

( 
1 roo ( 1 ) ) N" (iK, ' ( 1 ) ) 

-2ik Jo dxV(x) +0 k + ~ ;J +0 k 

Notemos que f(O, O) y f'(O , O) no pueden ser ambas cero simultáneamente 
pues si f'(O,O) = O se tendría f(O,x) es constante, esto es f(O,x) = O 
para toda x ~ O, lo cual no es posible para F1f(k). Esto último debido al 
comportamiento asintótico de f(k, x) para k -+ 00 (ver (3.4)-(3.5)), pues 
f(k , x) tiene un comportamiento exponencial para k -+ O. Para k -+ O, 
destaca el caso f(O, O) = O, que se desarrolla a continuación: Utilizando la 
Proposición 34 (b) se tiene 

de lo cual se sigue que existe Co > O tal que 

¡logG1f(k)¡ ~ ¡log¡'(k, O)¡ + ¡10g(-ik/¡'(0,0)2)¡ +Co 
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elevando al cuadrado se tiene 

Ilog G1r(k)12 ~ Ilog 1'(k , 0)1 2 + lIog( -ikj 1'(0, 0)2W + cZ + 

+2CZllog l' (k, 0)1 + 2CZllog( -ikj l' (0,0)2)1 

+211og l' (k, O) Illog( -ikj l' (0,0)2)1 

Ahora, para poder utilizar la fórmula de Schwarz (4.4), si k = u + iv se 
debe probar la relación 

(4.8) 

para alguna C E IR, para toda v > O. Dividamos la integral en tres partes: 
para f > O tomemos 

1: dullogG1r (u + iv)12 = 1: dullogG1r (u + iv)12 + 

+ 1: dullogG1r (u + iv)12 + 

+ loo du.llogG1r (u + ivW 

Utilizando las estimaciones anteriores se tiene que, para la primera y 
tercera integral existe C1 E IR tal que: 

elevando al cuadrado e integrando con respecto a u de -00 a -f, se tiene 

¡-' 1 ¡-f 1 
< duC? 1 . 12 = duC? 2 2 ~ 

-00 U + w -00 u + v 

y, del mismo modo, para el intervalo [f,OO) 

por último, para k -+ O existe C2 E IR para la cual, haciendo k = u + iv, 
para f > O, integrando ambos lados de -( a f con respecto a u se tiene que 
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al ser f > ° arbitrario, la relación (4.8) queda probada. Ahora, para k E lR 
se tiene 

logGtr(k) 
N" k . 

log IGtr(k)1 = log IFtr(k) rr k + ~l\;trj. 1 
j=1 - t"'1fJ 

N" k+' 
log IFtr(k)1 + ¿)og I k ~l\;trj.1 

j=1 - tl\;7rJ 

log IFtr(k)1 

así, al ser Re[logG.".(k)] = logIGtr(k)1 
expresar de la forma 

log IFtr(k) 1, logG.".(k) se puede 

logGtr(k) ~ roo dt IGtr(t)l, k E c+ tE lR 
1ft J-oo t - k 

luego 

para k E C+, de donde se deduce de manera inmediata la fórmula 

para k E C+ . 
Para Q E (0,1f) sea 

al igual que el caso anterior se investiga el comportamiento de G(,(k) para 
k -+ 00 y k -+ 0, k E C+ para después poder hacer uso de la fórmula de 
Schwarz (4.4). Esto se desarrolla del siguiente modo: 

Para k E C+, recordemos que la función de Jost, en este caso FO!(k) es 
analítica en C+, además sus ceros en dicha región son simples y están dados 
por k = 1\;00j, para j = 1, .. . , NO! yen el caso k = 0, FO!(O) podría ser cero o 
no, en caso afirmativo, dicho cero también sería simple, en ambos casos, por 
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ser analítica, Fa(k) tiene una representación, en alguna vecindad de k = /'i,aj 
de la forma 

Fa(k) = (k - i/'i,aj)'Paj(k) 

donde 'Paj(i/'i,aj) =1= O, para el caso Fa(O) = O se tiene 

donde 'Pao(k) =1= O 
Se sigue entonces de estas observaciones que G a (k) no tiene ceros en c+ 

y, por construcción, es analítica. 
Lo anterior nos permite definir, para k E C+ la función log Ga(k). El 

objetivo ahora es expresar esta nueva función a través de sus valores en la 
frontera de la región donde esta bien definida, esto es, a través de sus valores 
en IR y por medio de la fórmula de Schwarz (4.4). Averigüemos ahora el 
comportamiento asintótico de logGa(k). Para k --+ 00 en C+ haciendo uso 
de la Proposición 34 y de la definición de Fa(k) se tiene 

1 2i Na 1 
Ga(k) = k [ 1 ] [1- - I>l:aj + o( -)] 

k - i cota -"2 Jooo 
dxV(x) + 0(1) k j=l k 

. 1 roo 2· No 1 
[1- i[cota-"2 Jo dxV(x)] +0(1)] [1- : L/'i,aj +o(¡)] 

O J=l 

. 1 roo ~ 1 
1- i[(cota- 2Jo dxV(x)) +2L/'i,aj] +O(k) 

o j=l 

tomando el desarrollo parcial de la función logaritmo, finalmente se tiene 

esto nos da, para t: > O y k = u + iv 

y 
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Ahora, para k -+ O en C+ analicemos el comportamiento asintótico de 
k/FCt(k) que, en tal caso es la parte mas comprometida de la función, pues 
el producto esta bien definido cerca de O y es distinto de cero para k = O. 
Para el caso FCt(O) = O se tiene 1'(0, O) = - cot af(O, O), donde al menos 
f(O, O) es distinta de cero, entonces de la definición de FCt(k) se tiene 

así 

ik k 

f(k, O) [IJ&8f + cot J 
f k,O 

f(0,0)2 1 
f(k , O) 1 + 0(1) 

f(O, 0)2 (1 + 0(1)) 
f(k,O) 

1 
logGCt(k) = log f(k , O) + 0(1) 

entonces existe Co > O tal que 

Ilog GCt(k)1 :s; Ilog(l/ f(k, O)) 1 + Co 

elevando al cuadrado se tiene 

Ilog GCt(k )1 2 :s; Ilog 1/ f(k, O) )1 2 + 2CS + Collog(l/ f(k, O)) 1 

esto es, si k = u + iv y > O se tiene que, integrando de -t: a t: con respecto 
au ¡', dullogGCt(k)12:s; C1 

de las observaciones anteriores se tiene que, si k = u + iv, para v ~ O 

¡: dullogGCt(u+iv)1 < C 

Por otro lado, Re [log G Ct (k) J = log 1 G Ct (k) 1, para k E IR. Lo anterior nos 
permite utilizar la fórmula de Schwarz (4.4) Y se obtiene la representación 
única 

1 G (k) _ ~ loo d log GCt(k) 
og Ct - . t t k 

211" - 00 -

tE lR, o bien 
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esto es, para k E C+, Fa (k) se representa como 

No. k ' 1 
k TI - ~"'aj 

j=1 k + l"'aj Ga(k) 

k TINo. k - i"'aj exp ( _ ~ loo dt log Ga(k) ) 
k + i", . i1r t - k - iO+ j=1 aJ -00 

• 
Lema 4.2 [1} Sean a,f3 E (0,71"), entonces pam k -t 00, k E C+ se tiene 

i) Fa(k) = k - i[cota - ~ roo dxV(x)J + 0(1) 
2 Jo 

ii) F1f(k) = 1 - 2~k foOO dxV(x) + o (~) 

iii) Fa(k) - F{3(k) = ih{3a - h;; 100 dxV(x) + o (~) 

iv) i~~~ =k - icotf3+ifooo dxV(x)e2ikX+o(~) 

v) F1f(k) 1 i [ roo 2ikX] cot
2 

f3 ( 1 ) 
F{3(k) = k + k2 cotf3 - Jo dxV(x)e -~ + o k3 

vi) Fa(k) _ 1 ih{3a cot f3 h{3a cot f3 ( 1 ) 
F{3(k)- + k - k2 +0 k2 

Prueba. Utilizando la Proposición 34-(a) y la Definición 3.2 y para (v) y 
(vi) recordando que, dado z E e tal que Izl < 1 se tiene 

1 2 n (n) - - =l+z+z + ··· +z +OZ 
1 - z 

(4.9) 

entonces 
i) 

Fa(k) -i[f'(k, O) + cot af(k, O)J = 

roo cot a roo 
-i[ik - Jo dxV(x) + 0(1) + cota - 2ik Jo +o(l/k)J 

k - i [cot Q - ~ 100 dXV(X)] + 0(1) 
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ii) 

iii) 

iv) 

v) 

Ftr(k) 

F{J(k) 

1 100 F7f(k) = f(k, O) = 1 - -:-k dxV(x) + o(l/k) 
2z o 

-i[¡'(k, O) + cot af(k, O)] + i[¡'(k, O) + cot ,8f(k, O)] 

i(cot,8 - cota)f(k,O) 

= ih{JaJ(k, O) 
'h roo 

ih{Jo - z 2~O Jo dxV(x) + o(l/k) 

Fo(k) .j'(k,O) . 
F7f(k) -Zf(k,O) -zcota 

k + i [100 dxV(x)e2ikx 
- cot a] + o(l/k) 

· f(k,O) 
z -=-1':-:-:( k:-, o=)-=-+-'-c-'-ot-"-,8=-=f:-:-:( k:-, 0=) 

· 1 
= 1. J' kO 

f k:O + cot,8 

· 1 
t ik _ Jo

OO dxV(x)e2ikx + o(l/k) + cot,8 
1 1 
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vi) 

f'(k ,O) + cotaf(k,O) 
f'(k,O) + cot{3f(k, O) 

1 

CAPÍTULO 4. PRELIMINARES 

• 
Observamos que Fo:(k) es imaginario puro para valores de k en n+ si 

a E (0,7r) Y que Fo:(k) es real para k E n+. A continuación se analiza el 
comportamiento asintótico de la función de Jost para k cercana a cero. 

Recordemos que f(O, O) y 1'(0, O) no pueden ser ambas cero simultánea
mente, así, si Fo:(O) = O para a -:j:. O entonces de la definición se tiene 
f'(O,O) + cotaf(O,O) = O de aqui que f(O,O) -:j:. O Y 1'(0,0) -:j:. O, pues de lo 
contrario se tiene f(O, O) = l' (O, O) = O, lo cual es falso . 

Para el caso a = 7r se tiene que Ftr = O si y solo si f(O, O) = O, de lo cual 
se deduce que f' (O, O) -:j:. O. Por último, para a, {3 E (0,7r], a -:j:. (3 la igualdad 
Fo:(O) = F.a(O) = O no puede ser cierta pues Fo:(O) - F.a(O) = O entonces 
f'(O,O) + cot af(O, O) - f'(O, O) - cot{3f(O,O) = (cota - cot(3)f(O,O) = O, 
luego f(O,O) = O = 1'(0,0), es decir Fo:(O) Y F.a(O) = O no pueden ser cero 
simultáneamente para a -:j:. {3. 

Lema 4.3 {1} Sean a, (3 E (0,7r), entonces para k -4 O, k E C+ se tiene 

{ 

FQ(O) ikhf!Q2 + (k) F (O) ~ O Fo:(k) F~(O) - F~(O) o , .a -r 
(4.10) 

F.a(k) -fFh~~)2[1+o(1)], F.a(O) =0, a-:j:.{3 

Prueba. 
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a)FIJ (O) =1= O 

Fo(k) f'(k,O) +cotaJ(k ,O) 
F(¡(k) f'(k, O) + cot f3 f(k, O) 

1 cot a: 
1 + t f3 f k,O + f' k,O + t f3 co f' k ,O f k ,O CO 

1 

l+cotf3[f,~,~ - f'(~:0)2 +o(k)] 
cot a: 

+ f'fO ,O? ik (k) f 0,0 + cot f3 + TIü,ó)1 + o 

_i!,(O,O) _ ikcotf3 _ i cotf3f(O, O) ikcota: o(k) 
FIJ(O) FIJ(0)2 FIJ(O) + Fo(0)2 + 

Fo(O) ikhlJo 
FIJ(O) - FIJ(0)2 + o(k) 

b)FIJ(O) = O. Evaluando (3.15) en k = O se obtiene Fo(O) = ihlJof(O,O) 
por otro lado, k = O es un cero simple de FIJ(O), dividiendo por k y calculando 
para k -; O en C+ se tiene 

.J' (k, O) + cot f3 f(k, O) 
- t -'--'----''----k--'--'----'--'-

.J(k, O) [!'(k, O) f3] 
= -t-k- f(k, O) + cot 

_J(k,O)[f'(O,O)+ ik + cotf3 + o(k)] 
k f(O , O) f(0,0)2 

1 
f(O, O) + 0(1) 

esto es 

f(O, O) FlJi
k
) = 1 + 0(1) 

así 
k hIJo FIJ(k) 

--¡ Fo(0)2 Fo(k) = 1 + 0(1) 

finalmente 
FIJ(k) = _i Fo(0)2 [1 + 0(1)] 
Fo(k) k hIJo 

• 
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Lema 4.4 (i] Sea f3 E (0,7r). Para k -+ O, k E C+ se tiene 

i) 

F.(k) { ~;I:¡ - F,io)' + o(k), F¡3(O) =1= O 

F¡3(k) F"kO)2 [1 + 0(1)], F¡3(O) = O 

ii) 

{~ , F,,(O) =1= O F¡3(k) F" ° - F,,(O)2 + o(k), 

F,,(k) _ FPkW [1 + 0(1)], F,,(O) = O 

Prueba. De la Proposición 34 y la Definición 3.2 se tiene que 
i) 
a)F¡3(O) =1= O 

. f(k, O) 
t T[I::-:' ('7"k ,--=0-:-') '--'+'-co'-t"-=f3:-:-f (7-:k--:, O~) 1 

(4.11) 

(4.12) 

b)F,B(O) = O. Al no poder ser ambos f'(O, O) y feO, O) cero simultánea
mente se tiene que F,,(O) = feo, O) =1= O, evaluando (3.15) en k = O, del 
mismo modo que en el Lema 4.3(b), resulta 

f(O,O)F¡3~k) = 1+0(1) 

luego entonces 

ii) 
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a)Frr(O) =1 O 

Ff3(k) . [f'(k, O) + cot (3f(k, O)] 
Frr(k) -2 f(k, O) 

.!' (k, O) . (3 
-2 f(k, O) - 2 cot 

. f'k,O . (3 k (k) 
-2 f(k, O) - 2 cot + f(0,0)2 + O 

Ff3(O) k 
Frr(O) + Frr(0)2 + o(k) 

b)Frr(O) = O. En este caso se tiene Ff3(O) = -if'(O,O) y k = O es un 
cero simple de Frr(k), así, podemos calcular el comportamiento asintótico 
del cociente Frr(k)jk, para k --> O en C+, por la Proposición 34-(b) se tiene 

Frr(k) f(k,O) 
k k 

~[if'(~~0)2¡'(k,0)+0(k)] 
así, para k --t O en C+ se tiene que 

k Ff3(k) 
- Ff3(0)2 Frr(k) = 1 + 0(1) 

esto es 
Ff3(k) = _ Ff3(0)2 [1 + (1)] 
Frr(k) k o 

• 
Lema 4.5 !1] Sea a, (3 E (0,1T) , entonces para k E IR se tiene 

Prueba. Se tiene (ver [4]' Capítulo 4) la identidad del Wronskiano para la 
solución de Jost: 

f(k, O)f'(k, O) - f(k, O)¡'(k, O) = -2ikx, x E IR 
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ahora, utilizando esta igualdad 
i) 

R [Ftr(k)] 
e F(j(k) 

~ [Ftr(k) + Ftr(k)] 
2 F(j(k) Fj3(k) 

ii) 

iii) 

[
.Fj3(k)] 

Re t Ftr(k) 

i --
2IFj3(k)12 ([f'(k, O) + cot(3f(k, O)]f(k, O) -

-[J'(k , O) + cot (3f(k, O)lJ(k, O)) 
i 

2IFf3(k)12 (-2ik) 

k 

1Ff3(k)12 

~ [Fj3(k) + Fj3(k)] 
2 Ftr(k) Ftr(k) 
i, --

2IFtr(k)12 ([f (k, O) + cot (3f(k , O)lJ(k, O) -

-[J'(k, O) + cot (3f(k, O)]f(k, O)) 
i . 

2I Ftr(k)12 (-2tk) 

k 

IFtr(k) 12 

~ [Ff3(k) + Fj3(k)] 
2 F,Ak) F;Jk) 

21 Fcti(k) 12 ([J'(k, O) + cot (3f(k,O)][f'(k, O) + cot (3f(k, O)] 

+[J'(k, O) + cot af(k, O)][f'(k , O) + cot af(k, O)]) 
-i --

2IFct(k)12 [cot (3 - cot a][f(k, O)j'(k, O) - f(k, O)f'(k, O)] 

-ihf3 

2lFct(k )1
22ik 

hf3ctk 
2I Fct(k)12 

• 
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Lema 4.6 [I} Sean Ha Y H(3 dos realizaciones del operador de Schrodinger 
para el potencial V en la clase de Faddeev con respecto a las condiciones ini

ciales inducidas poro. y f3 y {-II:~j}f:1 ' {-II:~j};!1 los respectivos conjuntos 
de eigenvalores. Supóngase que O < f3 < a ~ 1f. Entonces O'd(Ho)nO'd(H(3) = 
o y N{3 = Na O bien N(3 = Na + 1 Y además se tiene 

o bien 
O < 11:0 1 < 11:(31 < 11:0 2 < 11:(32 < .. . < lI:oN", < 1I:(3(No+1) 

según sea el caso. 

Prueba. 
Primero se prueba que, en efecto, O'd(Ho) n O'd(H(3) = 0. Sean Fo(k) 

y F(3(k) las respectivas funciones de Jost asociadas a Ha Y H(3, se tiene 
entonces que los eigenvalores de Ha corresponden a los ceros de Fa (k) Y los 
eigenvalores de H(3 corresponden a los ceros de F(3(k), ambos en C+ 

Supóngase entonces que la intersección es distinta del vació y sea _11:2 

un cero común de Fo(k) Y F(3(k), esto es 

o bien, para a i= 1f se tiene 

f'(ill:, O) + cot f3f(ill:, O) = f'(ill:, O) + cot af(ill:, O) = O 

de donde , al ser a i= f3 y cot f3 - cot a i= O 

(cotf3 - cota)f(ill:,O) = O 

luego 
f(ill:, O) = O 

y por lo tanto 
f'(ill:, O) = O 

lo cual implica que f (ill:, x) = O para toda x ~ O. Esto no es posible debido 
al comportamiento asintótico de f (ill:, x). 

De forma aún mas sencilla, para a = 1f se tiene 

-i[J'(ill:, O) + cot f3f(ill:, O)J = f(ill:, O) = O 

de lo cual se infiere de inmediato f' (ill:, O) = f( ill:, O) = O, lo cual, por el 
argumento anterior, resulta ser falso . 
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De esto se concluye que Ha y Hj3 no pueden tener eigenvalores en común. 
Ahora, considérense a, {3 E (O, 7rJ, como se ha supuesto en un principio 

(3 < a y sean Ha , Hj3 las realizaciones auto-adjuntas respectivas y ambas 
asociadas al potencial V. Se tiene de [7J que las formas cuadráticas asociadas 
a Ha y H7f son; para Ho:, con a E (0,7r) 

Qa( ¡P, '!/J) = (¡p', '!/J') + (V ¡P, '!/J) - cot a . ¡p(0) . '!/J(O) 

cuyo dominio es el espacio de Sobolev W1,2(0, 00) . Para o: = 7r se tiene 

Qa(¡P,'!/J) = (¡p','!/J') + (V¡p,'!/J) 

con dominio Wl(~(O,oo) = {¡p E W1,2(0,00): ¡p(0) = O} . 
Por otro lado, según el principio del minimax (ver [7], [2]' [9]), se tiene 

que, para Ha, cada eigenvalor -K:;j viene dado por la expresión 

-K:;J" = sup {ínf [Qa(¡P, ¡p)]} 
d· M " 1 ",EM co 1m =J- 11",11=1 

donde M e W1,2(0, 00) para a E (O, 7r), o bien M e wi~(o, 00) para el caso 
a = 7r . Observemos que, por las propiedades de la función cotangente, para 
a E (0,7r) se tiene que 

Qj3(¡P, ¡p) ~ Qa(¡P, ¡p) 

para 0< (3 < a ~ 7r, además wi~(o,oo) e W1,2(0, 00). Por otro lado, para 
concluir, se tiene que, según las fÓrmulas de Krein (ver [26]) , para Ho: Y Hj3, 
si R(j1., Ho:) Y R(j1., Hj3) son los respectivos resolventes asociados, entonces 
su diferencia 

es un operador de rango uno, mas aún, por el teorema del mapeo espectral 
(ver [2]' [9]), cada uno de estos resolventes tienen la forma 

de donde se concluye que 

R( H) = loo dPa(j1.) j1., a t 
-00 - j1. 

222 
-K:aj < -K:{3j < -K:a j+1 

para Na = N{3, j = 1, ... ,Na - 1, O bien 

222 
-K:{3j < -K:aj < -K:j3j+1 

en el caso No: + 1 = N j3, j = 1, ... , Na + 1. 

• 
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Lema 4.7 (1) Supóngase que O < {J < O' ~ 7r Y sean Fo(k) , F{J(k) las 
respectivas funciones de Jost asociadas al potencial V en la clase de Faddeev 
con respecto a las condiciones iniciales inducidas por O' y {J respectivamente. 
Entonces: 

i) Si Fo(O) = O entonces N{J = No + 1 

ii) Si F{J(O) = O entonces N{J = No 

Prueba. Por las propiedades de las funciones Fo(k) Y el Lema (4.6) sabemos 
que los ceros de Fo Y F{J son simples y se entrelazan en n+ además se verifica 
alguna de las igualdades N {J = N o o bien N {J = No + 1. Ahora también 
conocemos el comportamiento asintótico de Fo Y F{J para k -t 00, k E 1I+, 
esto se sigue del Lema (4.2). Analizando los signos de Fo y F{J para k -t O 
en n+ podemos afirmar N {J = N o o bien N {J = No + 1. 

Cuando O < {J < O' < 7r se tiene entonces que N{3 = No si Fo(k)jF{3(k) 
permanece positivo (o se aproxima a 0+ o a +00) para k -t O, k E 1I+ Y 
se tiene N{3 = No + 1 si el signo permanece negativo (o, análogo al caso 
anterior, se aproxima a 0- o a -00) . 

Para el caso O < {J < O' = 7r por el Lema (4.2)-(v) se tiene que para 
k -t O en 1I+ se tiene N{J = No si Fo(k)jF{J(k) permanece positivo (o se 
aproxima a 0+ o a +00) para k -t O, k E n+ y se tiene N{J = No + 1 si el 
signo permanece negativo (o, análogo al caso anterior, se aproxima a 0- o a 
-00). 

Para el primer caso, es decir, O < {J < O' < 7r utilizando el Lema (4.3)-(i) 
se tiene el signo de Fo(k)j F{J(k), para k -t O en 1I+ coincide con en signo 
de h{Joj F{3(0)2 el cual es negativo pues h{Jo > O Y F{J(O) es imaginario puro. 
Así (i) se verifica para O' E (O, 7r).Para el caso O' = 7r si F11'(0) = O en el Lema 
(3.4)-(i)-(a) y considerando que F11'(0) es imaginario puro se deduce que el 
signo de iF11'(k)jF{J(k) es negativo para k -t O en 1I+. 

Ahora, para (ii) . Si O' E (0,71') del Lema (4.3)-(i) con O' y {J intercambiadas 
y haciendo F{3(O) = O se observa que el signo de Fo(k)jF{J(k) para k -t O 
en 1I+ coincide con el signo de h{Joj Fo(0)2 el cual es negativo pues ho{J = 
-h{3o < O Y Fo(O) es imaginario puro, es decir, (ii) se verifica para O' E (0,71'). 
Para O' = 7r del Lema (4.4)-(i)-(b) se observa que es signo de iFo(k)jF{3(k) 
es positivo para k -t O en 1I+ y, por tanto N{3 = No si F{3(O) = O. • 
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Capítulo 5 

U nicidad en la 
reconstrucción de a , ¡3 y V(x) 

5.1. Los distintos conjuntos de datos iniciales 

En esta sección se enuncian y prueban los ocho teoremas que generalizan 
el teorema de Borg-Marchenko del caso de espe<:tro puramente discreto al 
caso en el que también hay espectro continuo. Se consideran las posibilidades 
para. No = NI1 o bien Na = NIJ - 1, con Ct E (0,11") o a = 11", suponiendo 
conocidos IFo(k)1 y IFp(k)1 para k E R. Estos resultados corresponden a las 
secciones 2 y 4 de [1]. Para los ocho diferentes casos se definen los siguientes 
conjuntos de datos [11: 

v, .- {hprr • fFa(k)1 para k E R, {Koj}f:¡, {"'¡:Jj} ;:¡} (5.1) 

V, .- {P, 1F.(k)1 pa" k E R, {"";)f:" «p;)::, ) (5.2) 

V, .- {h,8Q, !Fo) para k E R, {KQ j}j':l> {KPi,};:"¡ e {Kpj};~¡} (5.3) 

V, .- {P, 1F.(k)1 p"a k E R, {"";)f:" «.;,)~, e {<p;)::'¡ (5.4) 

V, .- {hIJo, IF¡:¡(k)1 para k E R, {Kaj}f:l' {"'Ilj};~¡} (5.5) 

V, .- {IFp(k)1 po" k E R, {"";)f:" {<p;)::'¡ (5.6) 

V, .- {P, hpo, IFp(k)1 pa" k E R, (<o;)f:" «p;) ::,) (5.7) 

V • . - {P,IFp(k)1 p'" k E R, {""j)f:" «p;)::,) (5.8) 

Estos datos tienen un claro significado físico. Los autovaJores correspon
den a los estados ligados de una partícula cuántica que satisface la ecuación 

63 
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de Schrooinguer con un potencial radial y momento angular cero, donde 
se ha separado la variable radial y angulares (ver (4]). Además a partir de 
IFl>(k)1 se obtiene la densidad espectral del espectro continuo del operador 
de SchrOdinger, (3.12). El espectro continuo corresponde a los estados de dis
persión que describen las colisiones de la partícula cuántica con un blanco 
que en este modelo es representado por el potenciaL 

5.2. Enunciación y prueba de los resultados de 
unicidad 

Recordemos que Ha denota la realización auto-adjunta del operador in
ducido por la forma d iferencial l = - ~ + V (:1:) Y las condiciones de frontera 
asociadas aQ'. Ver [1]. [121 Y sección 3.1. 

Teorema 5 .1 (Aktosun- Weder) (Jj Sean las realizaciones He> y HIJ Cf)

rrespondientes al potencial V en la clase de Faddeev cuyas condiciones ~e 
frontero están dadas pam O' y f3 respectivamente. Considérense también H., 
y H6 las realizaciones correspondientes al potencial V con 1M condiciones de 
frontero dadas para l' y ó respectivamente. Se denotan las correspondientes 
funciones de Jost por Fa, Fp, F.." y F6 respectivamente. Sup6ngase que 

i) O < f3 <O' < 11". 

ii) Na = N{J 2': o. 
¡ii) hOa = h5-,. 
iv) O'd( Ha ) = ud(H..,). 
v) ud(lf,) ~ ud(H,). 
vi) 1F.(k)1 ~ IF,(k)1 paro k E R. 
Entonces se tiene que a = 1', f3 = ó y V = V . Esta afirmaci6n es 

equivalente a decir que si Na = NO 2: O Y O < f3 < O' < 11" entonces el 
conjunto de datos VI definido en (5.1) determina de manera única {V, O' ,f3}. 

P rueba. Primero, observemos el comportamiento asintótico de Fa Y F. para 
k --+ 00, k E C+ se tiene, del Lema (4.2) (i) Y (ii) 

F.(k) ~ k -;[ ooto - - dxV(x» ) + 0( 1) '1
00 

2 o 
y 

1 roo 1 
F.(k) ~ 1 - 2;k Jo dxV(x) + o( ¡:l 

respectivamente, por otro lado, para k E R es IF..,(k)1 = IFa(k)l. De esto es 
inmediato que l' < 11", ahora, al ser h(., = hPa de lo cual se infiere que E < Ó. 
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La idea fundamental ahora, y en las siguientes demostraciones, es cons
truir una función en la cual se involucran las funciones de Jost correspon
dientes. De ésta, a su vez, haciendo algunas observaciones acerca. de las 
propiedades elementales de dicha función tales como analiticidad en el do
minio de definición , comportamiento asintótico y regularidad, podremos re
construir las correspondientes (unciones de Jost a través de la fórmula de 
Schwarz (4.4) con solo los datos de los correspondientes Vj, j = 1, ... ,8, 
dando así una representación explicita de las mismas. Todo esto nos per
mitirá recuperar los datos necesarios para la reconstrucción del potencial 
V. 

Por hipótesis se cumple la relación N (¡ = Na. Se define entonces la 
función 

F.(k) N" k2 +",2 . 
Al (k) = -i + i /(k) rr k2 ;~ 

Q ;=1 +Kp1 

Se deduce, del Lema 4.7-(i) que Fo (O) #:- O por lo cual Al (k) esta bien definida 
en cero, por otro lado, obsérvese que AI (k) es analítica en C+ y continua 
en C\{O}. Observemos ahora el comportamiento asintótico de AI (k), para 
k--oo,kEC+ 

( ) ..[ ihpo hUncota ( 1 )] 
• Al k = -t + I 1 - k + k 2 + o k 2 

1 ~ 1 
'[ k' L«~j - '~j) + 1 + o(k')] 

;==1 

hpo ihfJocota 1 ~ 2 2) ( ' ) 
= k + k2 + k2 L)Ko;KfJ; + o k2 

;==1 

y, parak-+ O, k E c+ 
No k2+K2 . TI, ;' ~ 0(1) 

;==1 k + KfJj 

de esto, al ser FQ(O) ¡. O (ver Lema 4.7), el comportamiento de A¡(k) en 
torno a cero para k E C+ tiene la forma 

[
Fp(O) ikhp. ] 

A¡(k) ~ - 1 + F.(O) - Fp(O)' + 0(1) 0(1) 

~ 0(1) 
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De 10 anterior se tiene que, por un lado Al (k) es continua en cero y, por otro 
lado se observa que, poniendo k = u + iv, existen el, C2 E R tales que, si 
f > 0, entonces 

al ser ( > O arbitraria se deduce 

para toda. v E [0,00), lo cual prueba que dicha. integral esta uniformemente 
acotada. 

Habiendo probado que Al (k) cumple con los requerimientos de la Proposi
ción 4.1 procedemos a calcular ahora la parte real de esta función para k E R, 
del Lema 4.5-(iii) se obtiene 

Re[A,(k)[ 

esta expresión se puede reconstruir totalmente debido a los datos dados en 
VI> de esta forma Al (k) queda. reconstruida de forma única en k E C+ como 

1 JOO dt 
A,(k) ~ i. _oot_k+iO+Re[A,(k)[ 

~ 1 JOO 
i7r -00 t 



5.2. TEOREMAS CENTRALES 67 

De la estimación de Al (k) para k -t 00 se obtiene el valor de col Q y por 
tanto el vaJor de 0, para. conocer cot{J se utiliza la igualdad 

cot {3 = hfJQ + cot a 

de donde se obtiene directamente el valor de (J. 
Por último, con los datos dados el VI se puede reconstruir F,;.(k) y por 

tanto Fp(k) tiene la forma 

Conociendo ahora F.,(k), F(J(k) Y h(jo se puede reconstruir V (x) por cualquiera 
de los métodos presentados en la sección 3 del Capítulo 3. 

Para la unicidad, se observa que a VI le corresponde un único conjunto 
V, Ot, (J pues se ha probado la igualdad. VI = VI donde 

• 
Teorema 5.2 (Aktosun- Weder) (I} Sean la.s realizaciones Ha Y Hp cor
respondientes al potencial V en la clase de Faddeev cuyas condiciones de 
frontero están dadas por a y f3 respectivamente. Considér-ense también H"I y 
H6 las realizaciones correspondientes al potencial ir con la3 condiciones de 
frontera dadas por l' y ó respectivamente. Se denotan las correspondientes 
funciones de Jost por FOl , F{J. F-r. y F6 respectivamente. Supóngase que 

i)O<(3<a=7t. 
ii) NOl = N(J ~ O. 
iii) (3=&. 
iv) O'd(HOl ) = O'd(H-r)' 
v) a,(Hp) ~ a,(H.). 
m) 1F.(k)1 ~ IF7(k)1 para k E R. 
Entonces se tiene que O' = l' Y V = V. Lo cual equivale a decir que si 

NOl = N{J ~ O Y O < {J < ct = 7f entonces el conjunto de datos V2 definido 
en (5.2) determina de manero única a V. 

Prueba. Del mismo modo que en la demost.raciÓn del Teorema 5.1 se tiene 
que f < l' = 71'. Además,N" = N(J entonces del Lema. 4.7·(ii) se tiene que 
F.(O) ,. O. 
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Definase la función 

A2(k) = - 1 _ ~ Fp(O) f¡ K;j + ~ FJ3(k) ñ k2 + K;; 
k F".(O) ;=1 K.~j k F".(k) ;=1 k2 + "'~i 

Es importante destacar el hecho de que A2(k) es analítica para k E C+ 
y continua en C+\ {O}, para el comportamiento asintótico de A2(k) se tiene 
en primer lugar 1 para k -+ co en c+ 

A2(k) = - 1 - ~ F.o{O) fi * 
k F,,(O) j=1 "'Pi 

1 roo . 1 
+k[k-icot,O+i}o dxV(x)e2

'h+ o(¡:)] 

1 ~ 1 
[k2 ~)K!j - ¡'¡;~j) + 1 +O(k2)] 

j=l 

' [ lFp(O) rr
N
.<;;] ( ' ) = -- icot,O+ --- -- +0 -

k k PIr(O) j=1 K~j k 

Ahora, para k --< 0, en C+ se tiene 

A2(k) = - 1 - ~ Fp(O) fi ~ 
k F.(O) . <. 

)=1 p] 

1 [Fp(O) k ] [ ' Fp(O) rrN. K;; k] 
+¡; F.(O) + F.(O)2 + o(k) ¡; F.(O) ;01 <~; + o( ) 

~ 0(1) 

de lo cual se deduce la continuidad de A2{k) en k = O, pero, además se tiene 
que para k = u+ iv, v E [0,00) 1: du[A2{U + iv)1 < +00 

se tiene que primero, para k E R se tiene que Fp{O) es imaginario puro, en 
tanto que FIr(O) es real. Luego, utilizando el Lema 4.S(ii) se tiene para k E R 

1 F,8(k) N. k2 + ";;j 
Re[A,(k)[ ~ -1+¡;Re[F.(k)[ rr k2+<' 

". j=1 ,8J 

1 No k 2 +,,2 . 

= -1 11': (k)12 II k2 + ,.;~~ 
Ir j=1 (1) 
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Utilizando esto en la. fórmula de Schwarz (4.4) se tiene 

A,(k) ~ 1 JOO 
= tri -00 t 

dt 
k iO+ ReIA,(t)} 

ljOO dt 1 N"k2
+K,'l , 

~ 1 rr ., 
ni -00 t - k - iO+ - IF".(k)12 . k2 + K,~,. 

3=1 " 

con t. E R. 
Para obtener información a cerca de {j se tiene que, del comportamiento 

asintótico de k ___ 00, se infiere la igualdad 

F. (O) N" ".2_ 

P
P(O) II ;J = -i cot (J - lím [kAz(k)] 
Ir K. a - 1:_00 

j==1 "" 

para cualquier dirección se k en C+. Dc esta última igualdad y de la defini
ción de A2(k), F{J(k) adquiere la forma 

lP (O) N.,...2 N. k 2 +K.2 
Pp(k) ~ kP.(kl[A,(k) + 1 - --pP rr ,,;tlIT , i; 

k '11'(0) j=1 K.Oj j=l k + K.fjj 

1 N. k2 +K.2 , 
~ kP.(k) [A,(k) + 1 - e( -icoti1- Iím IkA,(k)J)] rr k' ;' 

k 1:_00 + Ita -
j=1 >,) 

Teniendo FIJ(k) Y kF,,(k) se puede ahora reconstruir de forma única V(x) 
por alguno de los métodos expuestos en el Capítulo 3 sección 3. 

• 
Teorema 5.3 (Aktosun-Weder) {I} Sean las realizaciones Ht;i y HIJ cor
respondiente.s al potencial V en la clase de FaddeetJ cuy(l.'I condiciones de 
frontero. estrín dadas por o: y f3 respectivamente. Considérense también iI., y 
iI {j las realizaciones correspondientes al potencial V con las condiciones de 
frontem dadas por"'( y ó respectivamente. Se denotan las correspondientes 
funciones de Jost por F~, FIJ' F." y F{j respectivamente. Supóngase qlle 

i) O<{J < Ct < 71". 

ii) Na = N{J ~ 1 ~ O. 
iii) hIJa = h6-,. 
iv) (fd(Ho ) = ud(H.,). 
tJ) La intersección de ud(HIJ) y f1d(H{j) contiene al menos N~ elementos 

en común. 
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vi) 1F.(k)1 ~ IF,(k)1 paro k E R. 
Entonces se tiene que O' = "'f, {3 = ó y V = V . Esta afirmación es 

equivalente a decir que si No = Np - 1 ~ O y O < f3 < a < lT entonces el 
conjunto de datos V3 definido en (5.9) detennina de manera única {V, 0',{3}. 

Prueba. 
Repitiendo el razonamiento de Teorema 5.1 se deduce ~ < Ó < 1f. 

Se supone es este caso Np = Na + 1. De este hecho se observa la falta 
de "'O;, se supondrá, sin perdida de generalidad , que el elemento faltante en 
'Da es KIJNp. esto es posible debido al hecho de que la prueba y la obtención 
de dicho valor no depende de la j E {l, ... , Np} que se halla tomado (ver 
Proposición 35(a)). Así, el conjunto de datos toma la forma: 

V 3 = {hPa, IFa(k)1 para k E R, (KQj}f:" {KtJj}f:,} 

Oc aquí, por el Lema 4.1 es inmediata la obtención de Fo(k), además del 
Lema 4.7(ii) se tiene que Fp(O) ::f:. O, definamos entonces 

AJ(k) = ik Fp(k) n7~1 (k2 + lI:~j) 
F.(k) nN

, (k' +.' .) 
J=I /JJ 

por construcción esta (unción es también analítica en C+ , mas aún, es con
tinua y suficientemente regular en C+, pues en caso de ser k = O un ct!ro de 
FI':>(k), este queda anulado debido a que es, a lo más, un cero simple de la 
(unción. 

Se sigue ahora con el comportamiento asintótico de dicha AJ(k), para 
k _ 00 en C+ se tiene 

F (k) No k2 + ,01:2 • 1 
A (k) ik /J rr ,--:-~." ",,"',-J = F. (k ) k2 + ",1: . k2 + ",2 

1':> j = 1 /JJ tJNfJ 

= i k (l _ ihpl':> h/Jrr cotCt ( -'- )) 
k+ k2 +ok2 

( ,~, , ( , )) ' ( '3N, ( , )) 
. 1 + k2 ~(lI:rri - "'/Ji) + o k2 k2 1 - --¡¿2 + o k2 

j=1 

'h •• i[ ~':¡"'J (') = k + """"k2 + kJ hpe> cot Ct + ~ lI:e>j - ~ f'(.tJj + o ¡¿J 
j=1 j=1 

Por la continuidad de AJ(k) en cero se tiene que, si k = u + iv también se 
verifica que, para toda. v E [0,(0) ¡: duJA3(U + iv)J2 < +00 
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calculando la parte real de A3(k) para k E R se tiene, del Lema 4.5(iii) 

[
. F.(k) 1117;, (k' + '~j) 

kRel---- ="~c-c-_c~ 
F.(k) I1N

, (k' +.' .) 
J=l Ji} 

hpl;>k2 nf~l (k2 + K~j) 
IF.(k)I' I1 ~' (k' + .') )"01 (l) 

71 

&hando lIlallO nuevamente de la fórmula de Scbwarz (4.4) se obtiene la 
igualdad 

dt 
k ;0+ Re{A,(k){ 

Esta fórmula es imposible de obtener aún , pues se desconoce K.(JN". El método 
utilizado para encontrarlo es reemplazarlo por un parámetro, en este caso 
K , construyendo de la fómmla anterior la familia de funciones 

1100 dt N" k2 +".2 . 1 
1i(k, K) = ---: ~t ----¡k--,·O+ TI k' + o<~~ Ck,,+-;-'.3, 

1'n -<Xl j= 1 "(J] 

para k E C+. Debido a las propiedades de la propia. A3(k) se tiene que dicha 
familia es analítica para k en C+ y continua en C+, lo anterior debido a que 
debe cwnplir la igualdad 

por las propiedades asintóticas de A3(k) para k -t 00 se tiene que 

líro {kA,(k)1 = i '-00 
es decir, se busca una K en C+ tal que 

líro {k1i(k , .)1 = ; '_00 
Haciendo uso de la Proposición 35-(a) (ver página 75) e interpretando 

este último como límite no tangencial en C+ se t iene une única solución dada. 
por k = K.{JN6 ' Habiendo calculado K.(JN6 con este procedimiento se tiene 
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entonces 1t(k, "(JN~) = A3(k) , finalmente se obtiene F(J(k) directamente de 
la definición de A3(k) como 

1 [IN. (k' + ,') 
F.(k) ~ ~F.(k)A3(k) ,-, ., 

,k [IN, (k2 + ",2 .) 
)=1 Ih 

1 [I N. (k' +,' .) 
= -F. (k)1i(k K ) )=1 ~J 

ik '" , flNIJ [I N, (k2 + ,,2 .) 
)=1 (J] 

Para obtener los valores de Ct Y /3 se procede del siguiente modo: de la 
estimación asintótica de A3(k) para k --t 00 se obtiene el valor de cota y 
por 10 tanto 0', fJ se calcula directamente de la igualdad cotf3 = h(Ja + cota. 

Conociendo Fo(k), Fp{k) y h(JOt se calcula V por cualquiera de los méto
dos discutidos en el Capitulo 3 sección 3. 

• 
Teorema 5.4 (Aktosun-Weder) [1/ Sean las realizaciones Ho Y H{J cor
respondientes al potencial V en la clase de Faddeev cuyas condicione:! de 
jnmtcra están dadas por Ct y f3 respectivamente. Considérense también H., y 
BoJ las realizaciones correspondientes al potencial 11 con las condiciones de 
frontera dadas por 'Y y ó respectivamente. Se denotan las correspondientes 
funciones de Jost por Fo, F{J, F,.." y F6 respectivamente. Sup6ngase que 

i) O<{J<O:=1f. 
ii) Nn = N(J - 1 :?: O. 
iii) (J = ó. 
iv) t1d(Ho) = t1d(H,..,). 
v) La intersección de t1d(Hp) y t1d(H4) contiene al menos No elementos 

en común. 
vi) 1F.(k)1 ~ IF,(k)1 paro k E R. 
Entonces se tiene que o: = 'Y Y V = V . Esta afirmación es equivalente 

a decir que si No = N p - 1 :?: O Y O < {J < o: = 1f entonces el conjunto de 
datos V 4 definido en (5.4) determina de manera única V. 

Prueba. Haciendo una discusión análoga al Teorema 5.1 se tiene que, a.1 ser 
O < ¡3 < a = 1f, se tiene (. < 'Y = 1I', de los datos dados en V4 se t iene la 
igualdad N{J = No. + 1, esto es, se desconoce algún elemento K.(Jj, para ello, 
al igual que en el Teorema 5.3, sin perdida de generalidad se supone que el 
elemento faltante es K,fJNIJ' por lo que V. tiene la forma 
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De aqui, por el Lema 4.1 nos es posible obtener F,,(k) , además, por el Lema 
4.7(ii) se tiene que Fn(O) '" O. Definamos para este caso la función 

A,(k) ~ - 1 + k F,(k) n7~I(k' + ,;;) 
F"(k) nN

, (k' +,' .) 
}::1 fJ, 

Procediendo como el los caso anteriores, se analizan ahora las propiedades 
de A4(k) se tiene que esta función no solo es anaHtica en C+ y continua en 
c+ > esto último debido a que si k = O es un cero de F,,(k), este sería simple 
entonces, se tiene que quedaría anulado en A4(k). 

Pasemos ahora a examinar el comportamiento asintótico de A4(k). Para 
k ___ 00 en C+ se tiene 

-1+k(k-iootP+ dxV(x)e'·b+ o(_)) ¡
~ . 1 

O k 

1 ( '~N, ( 1 )) ( 1 ~, , ( 1 )) 
. k2 1 - ---¡¿r- + o k2 1 + k 2 ¿..Jltaj - K{Jj) + o k 2 

j=l 

= _ icot¡J +o(~) 
k k 

Y, para k --- O en C+, se tiene 

A, (k) ~ 0(1) 

por lo cual, si k = u + itl se tiene que, para toda ti E [0,00) L: du1A4(U + iv)1
2 < +00 

esto es, podemos hacer uso de la fórmula de Schwarz (4.4) para calcular 
A4(k) por medio de su parte real para k E R, del Lema 4.5(ii) se tiene 

F: (k) nN
• (k' +,' .) 

Re[A (k)[ -1 + kRe[-'-J ,=1 .. , 
,~ F.(k) nN, (k' +,' .) 

,=1 p, 

k2 n~~ (k 2 + K.
2 .) 

= - 1 + ' 1 .. , 
[F"(k)I' nN

, (k' +.' .) ]=1 /h 
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Recordemos que esta reconstrucción es incompleta, pues se desconoce 
el valor de K.PN(J' Sustituyendo este valor por un parámetro fió. se obtiene [a 
familia de funciones 

1 ¡~ 9(k,,) ~ ~ , 
11"1 -00 

la cual, evidentemente, queremos que satisfaga la igualdad 

para ello, siguiendo las condiciones dadas por el comportamiento asiutótico 
de A4{k) para k -o 00 en C+ se tiene 

l(m (kA.(k)J ~ -ico'P 
,-~ 

el valor elegido de '" debe entonces cumplir la igualdad 

lím (k9(k ,,)J ~ -ioo'P 
,-~ 

La existencia y, mas aún, la unicidad de dicho valor esta asegurada por 
la Proposición 35-(b) interpretando este último como límite no tangencial 
en C+, dicho límite tiene una única solución dada por K. = K{3NIJ 

Ahora ya se conocen A4 (k) y F .. (k) finalmente se obtiene de la. defini
ción de A4 (k) y conocidos todos los datos involucrados en dicha fórmula la 
expresión para Fp(k) de la forma 

Fp(k) 
1 nN• (k' + K') 

~ -F.(k)(A.(k) + 1J ,=1 ., 
k nN, (k2 + ",2 .) 

)=1 PJ 

1 nN• (k' + " .) 
~ -F.(k)(9(k,' ) + 11,-1 ., 

k 'PN" nN, (k' + ' .) 
1=1 "'Pl 

parakEC+. 

Conociendo ambas funciones F".(k) y Fp(k) podemos finalmen~e obtener 
el potencial V a través de alguno se los métodos ya discutidos en el Capítulo 
3 sección 3. 

• 
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Proposición 35 /1 J Supóngase que cada uno de los conjuntos de daLos V3 
y V 4 dados en (5.3) y (5..1) respectivamente esta asociado con un potencial 
en la clase de Faddeev y los límites 

Iím ~ [k1t(k,.)) ~ i '_00 (5.9) 

• 
Iím k!i(k,.) ~ -iootP '_00 (5. 10) 

donde 1i(k, K) Y 9(k, K) estan dadas por 

1 JOO dt No k2 +r.2 . 1 
1t(k, K) = --: ;-'k'---'iO,,+o TI k' + J', "k"+';""'=>' 

1ft -00 t j=1 "(;' 

• 

son interpretados como límites no tangenciales en C+. Entonces cada uno 
de dichos límites tienen una única solución positiva y ésta está dada por 
K= K.fIN(J' 

Prueba. Esta prueba se divide en dos partes, la primera referente al 
Teorema (5.3) y la segunda al Teorema (5.4). 

(a) 
Para la parte relacionada al Teorema. (5.3) se define las funciones 

ll (k) ~ J OO d' 
k Re[A,(,)) 

-00 , k iQ+ t2 + K2 

Y 

l, (k) ~ J OO d' 
, Re[A,(t)[ 

-00 , k iO+ t2 + K2 

del comportamiento asintótico de A3(k) para k -. 00 en C+ se tiene que 

lim [kA,(k)[ ~ i 
k_oc 

así, la. expresi6n anterior toma la forma 

lím [k1t(k , .) - kA,(k)) ~ O '_00 
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así, consideremos entonces la diferencia k7t(k,K.) - kA3(k), la cual, desar
rollándola, obtenemos 

de aquí que se deba probar que límk_ool¡(k) t- 0, esto nos indica que , 
efectivamente,,;.2 = K.~N/:I' para ello consideremos la diferencia 

1 (k) _ 1 (k) ~ _ r~ d,ReIA,(,)) 
I 2 J-oo t'l + K.2 

Primero, el lado derecho de esta igualdad existe, es distinto de cero, mas 
aún, es positivo, pues Re[A3(t)] es positivo, excepto para t = 0, por tanto, 
dicho termino de la igualdad es negativo. Por otro lado, /z(k) __ 0, para 
k --+ 00 en C+, en efecto, si k = u+iv se tiene que, al ser ReIA3(t)] acotada, 
existe el E R tal que 

III(k)1 < CI r~ d' 1'1 1 - J-oo I(t - u) - i1/j (t'l - .... 2)(t2 - "'¡JNj1) 

Y si se considera la estimación, para Itl ;? Jul/2 

1 1 
--<-l' - kl - v 

y P"" 1'1 ,; 1"1/2 
_1_ < r"I~=: 
It-kJ - J~~ +v2 

de donde se tiene que, en el primer caso 

o bien, en el segundo caso 

III(k)1 ,; CI I ,1 r~ d,,,(,'2 -'''2):7(:''2--- - 0, k - 00 
V T + v2 J-oo KIJN(I) 

esto es 
l¡(k)~o(l) 

para k _ 00 en C+, lo cual prueba que el límite no tangencial cuando k - 00 

de ll(k) existe y es distinto de cero. 
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(b) 
Al igual que en la parte (a), definamos la función 

/ (k) ~ 100 dt :--.----t -,;;:¡: ,Recc,;[ A",'c-( t",) +¡--,,1 [ 
00 t k iO+ t'l + ".'2 

dada M > O podemos separar dicha función como 

/(k) ~ /3(k) + l,(k) 

donde 
/3(k) ~ r dt t Rc[A,(t) + lJ 

J1tI"i? M t - k - iO+ t'l + ,..2 

y 

1, (k) ~ 1. d, _-,-:-' -:;;:¡: ,Rece,;[ A",',,(' )"+¡--,,I [ 
c-, k ,·0+ " + ., ]tl:$M ,. 

respectivamente. 
Observemos ahora que, para tER se tiene que la parte real de A4(t) + 1 

es acotada, esto es 

1 (l N~ t'l +,o¡:2 , 

Re[A,(,) + 1[ ~ [1': (k)[" + .' rr t' + )' 
Q IJNtJ j ¡J, 

al no tener F .. (k) ceros reales y, de ser así, este sería un cero simple en t = 0, 
el cual estaría anulado por el segundo factor, de cualquier modo, se observa 
que esta expresión esta acotada, esto es 

IRe[A, (, ) + 111 ~ Co 

para alguna Co e R apropiada y para toda tER. 
Para k = u + iv se tiene que, por la desigualdad de Schw&rz 

[/3 (k)[ ~ [ r d t Re[A,(,) + lJ I 
J1!I'?M t t k iO+ t'l + ".'2 

< e r dt-"- 1 
J ]tl?:. M t'2 + k 2 (t2 + 1\:2)2 

< e rlO ~ r dt t
2 

1-00 t'l + v'l }¡II?:M (t2 + ,1(.2)2 

de donde, para t > O Y Ó > O fijos , se tiene que, al ser k E C+ (k = u + iv) 
para v > ó existe M suficientemente grande tal que 

[/3(k)1 ~ , 
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Por último, para /4 (k) con k E C+ (k = u + iv) para lul > 2M al integrar 
en un intervalo finito se tendrá e E R+ tal que 

CM 
II. (k )1 S 1"1 + v 

de estas últimas observaciones se sigue que 

• 
Teore m a 5.5 (Aktosun- Weder) /11 Sean las realizaciones Ha Y Hu cor
respondíentes al potencial V en la c(Me de Faddeev cuyas condiciones de 
frontero están dadas por Ct y /3 respectivamente. Considérense también H., y 
Hs las realizaciones correspondientes al potencial ii con las condiciones de 
frontero dadas por l' y ó respectivamente. Se denotan las correspondientes 
funciones de Jos! por Fa, Fp, Pi' y F6 respectivamente. Supóngase que 

i) O <{3< ct < tr. 

ii) Na = Np 2:: Q. 

¡ii) h{Jct = h6,. 
¡v) O'd(HQ ) = O'd(H"'(). 
v) ",(Hp ) ~ ",(R,). 
vi) IFp(k)1 ~ IF,(k)1 para k E R. 
Entonces se tiene que Ct = 1', fJ = ó y V = V . Esla afinnación es 

equivalente a decir que si No = Np 2: O y O < fJ < a < :Ir entonces el 
conjunto de datos Vs definido en (5.5) determina de manera única {V, a,,B}. 

Prueba. 
Para probar la desigualdad t < "( < 1t se razona del mismo modo que en 

ele Teorema 5.1. Por otro lado se t iene la igualdad N{J = Na. en este caso 
se toma la función dada por 

A partir de aqui examinaremos el comportamiento de esta. función y 
verificaremos que es posible expresarla a través de la. formula. de Schwarz 
(4.4). 

En pr imer lugar observemos que, por construcción , As{k) es analítica 
para k E C+, además se observa que carece de polos en .1,; E C+ pues los 
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ceros de F(J{k) quedan anulados por el numerador del producto en el tercer 
sumando de la fórmula para A~(k). Investiguemos ahora el comportamiento 
asintótico de As{k) , para k -+ 00 en C+ se tiene del Lema 4.2-(vi) que 

As(k) ~ [ h.. h,. ( 1 ) ) ik - hpc;> -ik 1 +iT - k2cot.B+o k2 

N, 

[1+ :2 L (,¡;3i+K!j)+O( :2)] 
j=l 

. ~ 1 
= i [hpc;>cot.B+ ¿(,..3j+ K!j)] +O(k2)' 

;=1 

para el caso k -+ O en C+ se tiene que, si Fp(O) = O 

As(k) 

y, si F.(O) " O 

~ ik - h •• - ik[ - i F. (O)' [1 + 0(1)[) [1 + 0(1)) 
k hIJa 

~ 0(1) 

[ F.(o) h •• k ) [ ) 
As(k) ~ ik - h •• - ik Fp(O) - i Fp(O)' + o(k) 1 + 0(1) 

~ 0(1) 

es decir , en ambos casos es A:;(k) = 0(1), lo cual, por un lado, prueba la 
continuidad de esta función en k = 0, y por otro lado, nos asegura que As(k) , 
poniendo k = u + iv, se satisface, para toda v E [0,00) 

Calculando finalmente la parte real de As{k} para k E R se tiene 

Ik[As(k)[ 
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Al estar todos los datos de esta última fórmula contenidos en '05 podemos 
reconstruir tot.almente A:;{k ) para k E C+ como 

Por otro lado, para. obtener el valor de {3 se utiliza la expresión asintótica 
A:;(k} de para k --+ 00 de la cual se conoce, junto con los datos correspondi
entes en '05 , cot{J y, por tanto el valor requerido de (J. De todo lo anterior 
se puede expresar ahora Fa(k) , para k E C+, de la forma 

De la definición de hIJo se deduce el valor de a. Conociendo a, {J, Fa(k) 
y F{J(k) se puede ahora reconstruir V a partir de alguno de los métodos 
discutirlos en el Capítulo 3 sección 3. 

• 
Teorema 5.6 (Aktosun- Weder) /1/ Sean las realizaciones Ha y H{J cor
respondientes al potencial V en la clase de Faddeev cuyas condiciones de 
frontera están dadas por a y {J respectivamente. Considérense también f¡ l' Y 
f¡ 6 las realizaciones correspondientes al potencial ti con las condiciones de 
frontero dadas por l' y ó respectivamente. Se denotan las correspondientes 
funciones de Jost por Fa, F{J, P.,/! y P6 respectivamente. Sup6ngase que 

i) O < (3 <0'= 1T. 

ii) No = Np ::::: O. 
iii) a = 1'. 
iv) l1d{Ho) = O'd{iI.,). 
v) "d(H.) ~ "d(fl,). 
vi) 1F.(k)1 ~ IF,(k)1 paro k E IR. 
Entonces se tiene que {3 = {) y ti = V . Esta afi77naci6n es equivalente a 

decir que si No = NIJ ?: O Y 0< P < a = 1T entonces el conjunto de datos 
V6 definido en (5.6) determina de manera única {V,P}. 

Prueba. Por hipótesis se tiene O < P < o: = 1T, repitiendo una vez mas el 
razonamiento hecho en el Teorema 5.1 se tiene que O < E < "f = 1T. 
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Se define en este caso la (unción 

Al igual que en los casos anteriores se tiene que A6{k) es analítica en C+ y, 
al estar bien definida, se tiene que es continua en C+\{O}, para el compor
tamiento asintótico en k --+ 00 en C+se obtiene, la relación 

A,(k) ~ 

para k --+ O en C+\{O}, se divide en dos casos: para F¡;¡(Q) ::f:. O se tiene del 
Lema 4.3(i) 

en el caso FO(O) = O se obtiene del Lema 4.3 (ii) 

A,(k) ~ - 1 +k(.~0)2 [1+ o(I)[J[1 + o(k)) 

~ 0(1) 

así, en cualquier caso se tiene que Ao(k) = 0(1), lo cual nos da la continuidad 
de A6(k) en k = o. De lo anterior, si k = u + iv, se observa que, para 
v E [0, 00), l: du1A6(U + iv)12 < +00 

es decir, A6(k) satisface las hipótesis requeridas para poder utilizar la fórmu
la de Schwarz (4.4). 

Nuestro último elemento por calcular para poder utilizar (4.4) es la parte 
real de A6(k), para k E R se tiene, de Lema 4.5(i) 
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Re!A6(k)J 

por lo cual A6(k) obtiene la forma 

conocidos A6(k) Y F,,(k), esta última es posible reconstruirla gracia.<l a los 
datos dados en V 6 y las fónnulas dadas en el Lema 4.1, podemos ahora 
poner Fp(k) de la forma 

Ahora que se conocen F .. (k) y Fp(k) Podemos reconstruir, siguiendo 
alguno de los métodos del Capítulo 3 sección 3, a V de forma única. 

• 
Teorema 5.7 (Aktosun- Weder) [1J Sean las realizaciones Ho " H {J cor
respondientes al potencial V en la clase de Faddeev cuyas condiciones de 
frontero están dadas por Ct y (3 respectivamente. Considérense también fl., y 
f¡ 6 las realizaciones correspondientes al potencial V con las condiciones de 
frontero dada.5 por 'Y y Ó respectivamente. Se denotan las correspondientes 
funciones de Jost por FQ , Fp, F." y F6 respectivamente. Sup6ngMe que 

ijO<{3<O<7L 
ii) N Q = N{J - 1 ~ Q. 

iii) {3 = Ó. 

i11) h{JQ = hh' 
11) (fd(HQ ) = (fd(H-y). 
vi) u,(Hp ) ~ u,(N.) . 
vii) IFp(k)! ~ !iW)! paro k E IR . 
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Entonces se tiene que (} = "( y V = V. Esta afirmación es equivalente 
a decir que si No. = NfJ - 1 2: O Y 0 < /3 < o: < 1T entonces el conjunto de 
datos V7 definido en (5.7) determina de manera única {V,a,/3}. 

Prueba. Al igual que en el Teorema 5.1 se tiene que, al ser O < /3 < a < 1T , 

se cumple la relación l < "( < 1T. 

En este caso se tiene que N{J = No. + 1, se tiene entonces del Lema 4.7{ii) 
que Fo(O) -:f:. O. Para este caso se define la función 

. O"" . F (k) ON, (k' + ') A (k) = -ik + h _.:. Fo.(O) j-¡ ""(Jj + ':'_0_ ;-1 K.{Jj 
, po k Fp(O) 0 "0 .' . k F.(k) ONo (k' + .') 

]=1 0.] l' ]=1 0.] 

Es inmediato, por la definición de A7(k) que es analítica en C+ y continua en 
C+\{O}. Para el comportamiento asintótico de A7(k), primero, para k --+ 00 

del Lema 4.2 se tiene que 

'k h iFo.(O) fI;" III:~j i[ ih{Jo. h{Jocot/3 ( 1)] 
-¡ + (Jo. - k F (O) O'!'" 2 . + k 1 + k - k2 +0 k2 

fJ 1=1 ""a] 

[ 1 ~, , ( 1 )] (' , ) 1 + k2 L)K.{J; - Ko.)) + O k2 k + ""fjNJI 
;=1 

. NfJ N", O N, , 
'[ "" "" Fo(O) ;~, 'p;] ( 1 ) 

= k -hfjocot/3+ ~ K.{1j-~Kaj-F.(O) ,!o. 2 . +ok2 
j=1 ;=1 fJ TI]'=] KO] 

para k --+ O se tiene, del Lema. 4.7(iii), para k E C+\{O}, la relación 

. ) ON, , 
. t Fa{O j- l K(Jj 

A,(k) ~ ~,k + hpo - k F (O) O No ' . 
(J ]=1 Ko.] 

!.[Fo(O) ~ ihPok (k)] 
+ k Fp(O) Fp(O) + o 

fIN" 2 
.[ ;~I'P;+o(k)] 

0 "0 , 
;=1 Ko; 

~ 0(1) 

sin importar el valor de Fo.(k) en k = O. De esto último se concluye la 
continuidad de A7(k) en k = O Y además, si k = u + iv se tiene que, para 
toda v 2: O la relación 1: duIA,(k)l' < +00 
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lo cual , calculando la parte reaJ de A7(k) para k E R 

podemos expresarla de la forma 

, roo 
= i~ 1-00 t 

dt 
k iO+ Re[A,(k)[ 

Por otro lado, observemos que de las condiciones asintóticas de A7(k) para 
k _ 00 se tiene que 

NI! No f1N, , 
1, ['kA (k)[ [h Q " ' '' ' F.(O) ;-\ 'Pi] k~~ 1 7 = - (Jo cot /J + ~ "!Jj - L" K,aj - F. (O) Na 1(.2 

1=1 j=l (J flj=, nj 

de aquí que 

NIJ Na 

kl!..~ [ikA7 (k) - h(JQ cotfJ + L K,~j - L K~j] = I;m [A(k)[ '_00 
j=l ;=1 

f1 N, , 
= _ F<)(O) ;=1 "'!Jj 

F"(O) f1 N. ,' , 
" ]=1 O} 

así, al conocer explícitamente la forma de A7(k) y Fp(k), se tiene que 

Ahora que ya se conocen los valores de FQ(k), Fp(k) Y hIJo de forma explícita 
podemos calcular V de forma única con cualquier método explicado en el 
Capítulo 3 sección 3. 

• 
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Teorema 5.8 (Aktosun- Weder) /1/ Sean las realizaciones Ha Y H(J cor
respondientes al potencial V en la clase de Faddeev cuyas condiciones de 
frontero están dadas por a y {J respectivamente. Considérense también f1.., y 
f¡ 6 las realizaciones correspondientes al potencial V con las condiciones de 
frontera dadas por..., y ó respectivamente. Se denotan las correspondientes 
funciones de Jost por Fa , F(J , F.." y F" respectivamente. Supóngase que 

i) O < (3< Q=1r. 

ii) No = Np - 1 ;? O. 
iii) {3 = Ó. 

iv)o='1. 
v) 'd( Ho ) ~ 'd(il,). 
vi) O'd( Hp) = O'd(H,,). 
vú) IFp(k)1 ~ IF.(k)l paro k E R. 
Entonces se tiene que V = V . Esta afirmación es equivalente a decir que 

si No = Np - 1 ;::: O Y O < {3 < a = 1f entonces el conjunto de datos V 8 
definido en (5.8) determina de manera única V. 

Prueba. En este caso se tiene O < f3 < a = 1f, entonces de la hipótesis (jii) 
y (iv) se t iene que 0< ( < l' = 11" También se tiene que Np = No + 1, luego, 
por el Lema 4.7 se debe tener F,a (O) =f: O. En este caso se define la función 

( ) nN, , ( ) n NfJ '2 + k'l 
As(k) = - 1 _.!. F" O j=1 K!Ji +.!. F" k ;=1 Kllj 

k F:p(O) nN •• ' . k F:p(k) nN • • ' . + k' )=1 ") )=1 ") 

A partir de Vs y la fórmula dada en el Lema 4.1 se reconstruye F/1(k) para 
k E C+. Por otro lado, de las propiedades elementales de las funciones de Jost 
se deduce que A8(k) es analítica para k E C+ y continua para k E C+\{O} 

Ahora, para el comportamiento asintótico de A8(k) primero, para k --+ 00 
en k E C+ se tiene, utilizando el Lema 4.2(v) 

rr NfJ '2 
As(k) = - 1 -'!' F,.(O) i- l K{Ji 

k F{J(O) rrj'.:¡ K;, 
1 [ 1 i ( roo 2ih) cot' {J ( 1 )] +¡ k + ¡ cot{J - Jo dxV(x)e - ---¡s- + o k3 

[ 1 ~, , ( 1)], , 
1 + k'2 LJK(Jj - Ko;) + o k2 (k + K(JNfJ) 

;=1 

nN, , 

~ ~ [i 'ot{J _ F.(O) j-I''']+O(~) 
k Fp(O) nN •• ' k 

)=1 "'J 
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Y, para el comportamiento asintótico de Aa(k) para k --. O en C+\{O} se 
tiene del Lema 4.4(ii) el comportamiento 

nN, , nN, , 
A,(k) ~ - 1 _ ~ F. (O) ; -, K,; + ~ [F. (O) __ '_] [ ;~, K,; + o(k)] 

k Fp(Q) nf~1 K;j k F(j(O) Ff¡{O)2 f1;~1 ";j 
~ 0(1) 

de aqui se tiene, en primer lugar, que Aa(k) es continua en k = 0, además, 
s i consideramos ambos comportamientos asintóticos se concluye que si k = 
u + iv, para v ?: O se tiene ¡: dul Aa(u + iv)12 < +00 

estos resultados DOS permiten utilizar la fórmula de Schwarz (4.4), para lo 
cual debemos calcular ahora la parte real de Aa(k) para k E R, del Lema 
4.5 se tiene 

RejA, (k)) 
nN, , 

~ - 1 + ~Re(·(k)] ;~, 'p; 
k F.(k) nN• ,' . 

>' )=1 1<J 

nN, , 

= - 1 + 1 ;-1 "(Jj 

IF¡1(k)12 nf,;¡ ";j 
la cual puede ser reconstruida totalmente con los datos dados en Va. Final
mente Ag(k) adquiere la forma 

Observamos que 

A,(k) Ir dt 
;0+ Re)A,(k)) ~ 

111" ~OO t k 

Ir dt rrN6 2 [ ;-, 'P;] 
~ 

111" -00 t k iQ+ fl ~· .0\:2 . 
1=1 " 1 

nN, , 

lím jkA,(k)) ~ icotP _ F.(O) ;-, 'p; 
k_oo F,..(O) nI'!- ",2 . 

l' )=, .. ) 
De aqui que podamos escribir F .. (k) como 

. t /3 1 n~¡J ".2 . 
F.(k) ~ kFO(k) [1 +A,(k) + ~ - -( Hm )kA,(k)J)] ;' ~' 

k k k-oo nj .:, "' .. j 

habiendo obtenido F1t (k) y F~(k) ahora podemos reconstruir V como se 
explica en el Capítulo 3 sección 3. 

• 
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5.3. Ejemplos 

A continuación se presentan un par de ejemplos ilustrando algunos de los 
teoremas expuestos anteriormente. En estos ejemplos tanto las funciones de 
Jost como los coeficientes de dispersión son funciones racionales de k, por lo 
cual las ecuaciones integrales correspondientes t ienen núcleos degenerados. 
Esto nos permite saber la expresión explicita. de los potenciales correspon
dientes. Estos potenciales son conocidos como potenciales de Bargman, que 
decaen de forma. exponencial para k -. oo. 

Ejemplo 5.3.1 

Para el Teorema 5.2, consideremos el conjunto de datos 

Dejando a fJ como parámetro. Se tiene entonces que 

y 

luego 
A,(k) ~ - 1 + 1 ~ O 

Y para Fp(k) se tiene la forma 

F.(k) ~ k[O+ i + i~t~ - O[ ~ k - icot~ 

esta función, según los datos dados al principio, no tiene ceros en 1+, para 
ello se debe hacer la restricción cotfJ > O, es decir, (3 E [11"/2,11"). Por otro 
lado, observemos que 

¡(k,O) ~ F.(k) ~ 1, 

!,(k,O) ~ iFp(k)icot~ ~ ik 

por lo cual el correspondiente potencial es V == O. 

Ejemplo 5.3.2 
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En el Teorema 5.3 considérense los datos 

No; = 0, N{J = 1, IF1T(k)12 = k2 + 4, k E lR 

dejando h{Jo; como un parámetro. Para poder determinar el valor de /'i,{J1 
definamos la familia de funciones 

calculando 

1í(k, /'i,) = 

(k + 2)(k - i/'i,)(k + i2) 

lím [k1í(k, /'i,)] = ih{Jo; 
k-+oo /'i, + 2 

de donde se debe verificar la igualdad 

ih{Jo; '[ 1 -- = bm k1í(k , /'i,) = 1 
/'i, + 2 k-+oo 

donde /'i,{J1 = h{Jo; - 2, ahora, al ser /'i,{J1 > ° se tiene la restricción h{Jo; > 2. 
Ahora del Lema 4.1 se tiene que 

Fo;(k) = k + 2i 

luego 

F (k) (k + 2i)ik k2 [h - 2]2 
(J ik(k + i[h{Jo; _ 2]) + {Ja 

k - i[h{Jo - 2] 

y 

ik 
(k + i[h{Jo; - 2])(k + 2i) 

donde, de esta ultima expresión, para k, separando A3(k) en fracciones par
ciales y desarrollando, se tiene 

i h{Jo; i 2 4 
A3(k) = k + k2 + k3 [-2h{Jo - (h{Jo; - 2) ] + O(1/k ) 
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así, considerando la expansión asint6tica dada en la prueba del Teorema 5.3 
se tiene la igualdad 

esto es coto = - 2 luego, por la definición de hpo" se tiene cot{J = h{Jo -
coto: = hIJo - 2, f'~<;tc último, al igual que el valor especifico de Fp(k ), esta 
determinado cuando hpa toma un valor en particular. 

Por último se tiene que 

i 
¡(k,O) ~ ¡;-[k - i(h •• - 2) - k - 2i[ ~ 1 

•• 
de aquí que V =: O para x E (0,00). 
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