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INTRODUCCION

El sistema de partreculas que constituye el ndcleo es un sistema de muchos
cuerpos que interaccionan entre s por medio de interacciones fuertes y cuyo movimiento es
extremadamente complicado. Matemdticamente, la descripcién completa de la estructura
del ndcleo se encuentm en la funcién de onda correcta, solucién de la ecuacién de Schro-
dinger del sistema. Encontrar esta funcidn serfa desde un punto de vista prdctico, imposi-
ble. Por otra parte, aunque pudiéramos hacerlo, serfa necesaria una descripcidn simplifi-
cada del sistema en téminos de un ndmero relativamente pequefio de parémetros, que pro-
porcionen informacién sobre algunas propiedades del sistema que se consideren esenciales.

Introducimos el concepto de modelo nuclear: un sistema que tiene ca--
racteristicas semejantes al sistema real que se quiere estudiar pero que ha sido simplificado
en forma tal que la funcién de onda de este sistema modelo puede simuiar la funcién de =+
do del sistema real en forma razonable. Uno de los modelos nucleares mds extensivamente
estudiados hasta la fecha y con el cual se han logrado explicar y correlacionar una gran
cantidad de datos experimentales nucleares es el Modelo de Capas, propueste por Mayer,
Haxel, Jensen y Suess en (949, En este modelo del ndcleo se supone que los nuclecnes se
mueven en un potencial comdn ( campo autoconsistenie, en principio ), que toma en cuen-=

ta algunas de las correiaciones entre los nucleones; la parte de las interacciones entre las



particulas no tomada en cuenta por el campo auto-consistente constituye la interaccién re-
sidual. En la formulacién més simplificada del modelo esta interaccién residual se despre-
cia, dando origen a lo que se llama el Modelo de Particulas Independientes; en este mode
lo los nucleones ocupan los estados de una sola partfcula dentro del potencial comdn, en
forma compatible con el principio de Pauli, dando origen a los ndcleos de capa cerradq; si
el potencial comdn se modifica por el acoplamiento spin~Srbita, estos nicleos de capa ce-
rrada coinciden con ndcleos cuyas propiedades son muy diferentes a las de la mayorfa de -
los nécleos de la Tabla Nuclear, constituyendo en su estado base sistemas inertes de gran

estabilidad.

Cuando se consideran las interacciones residuales entre los nucleones,
dnicamente las partfculas fuera de capa cerrada interaccionan entre sf. Los andlisis tradi~
cionales del problema nuclear por medio del modelo de capas han sido realizados en esta

forma.

Suponiendo vélido el modelo de capas, los ndcleos de capa cerrada de~-
ben tener un espectro tal que el estado base y el primer nivel excitado estén muy separa--
dos en energfa, energfa que proviene del rompimiento de la capa cerrada; este rompim en
to se logra, dentro del modelo, excitando una de las partrculas que constituyen el sistema
de capa cerrada a una de las capas superiores. A la falta de una partfcula para completar
el sistema inerte se le llama un agujero; se dice entonces que la excitacién de un ndcleo
de capa cerrada equivale a la creacién de un agujero en esa capa y a la de una partfcula
en la capa inmediatamente superior.

Debemos, por lo tanto, considerar configuraciones partfcula-agujero y
clasificar y construfr las funciones de onda correspondientes, para después calcular valo-

res esperados de algunos observables ffsicos de interés. Este problema ha sido atacado ==



por diversos métodos, siendo algunos de los resultados obtenidos muy satisfactorios
En este trabajo analizaremos el problema partfcula~agujero en el esaue
ma de la segunda cuantizacién y empleando las técnicas de la Teorfa de Grupos, segin el
o ..o : : . .
método indicado por Moshinsky *. Este método ha sido aplicado previamente al problema
de la clasificacién y construcciédn de las funciones de onda de un sistema de partreulas -
dentro de una capa del oscilador arménico que se considera como el potencial comdn. Se
han estudiado nécleos en la capa 2s-id, obteniéndose los niveles de energfa y algunos

10

- . 7
otros observables con resultados satisfactorios.

En el método propuesto por Mos;hinsky se utilizan los métodos de la se-
gunda cuantizacién, expresando las funciones de onda en términos de operadores de Fermi;
estas funciones se clasifican por las representaciones irreducibles de alguna cadena de -~
subgrupos de interés fisico, expresdndose los generadores de estos grupos en términos de

los mismos operadores de Fermi que las funciones de onda. Como cadenas de subgrupos de

3)
clasificacidn se han empleado tres, esencialmente diferentes
|.= La cadena SU3, que incluye la clasificacién de supermultiplet =s
de Wigner y el subgrupo SU, correspondiente al grupo de simetrfas del oscilador arménico.
Las funciones de onda clasificadas por esta cadena diagonalizan ia interaccién cuadrupo -

lo~cuadrupolo, que proporciona la correlacién de large alcance entre los nucleones y son

las apropiadas, por lo tanto, para tratar el problema dentro del esquema de Elliott

2.~ la cadena R que inciuye la clasificacién de supemultipletes de
Wigner, como la anterior, pero ahora como subgrupo del grupo de degeneracidn arbital de

¢ dimensiones se tiene a un grupo de rotaciones del mismo nimere de dimensiones que es-

te, R:; esta cadena diagonaliza a la interaccién de apareamiento correspondiente a las



correlaciones de corto alcance entre los nucleones.

3.- El acoplamiento | = |, que como es bien sabido, diagonaliza a la
interaccién spin=drbita y a diferencia de las dos anteriores no incluye la clasificacién por
supermultipletes.

En el presente trabajo se propone la extensién de estas técnicas al proble
ma partfcula~agujero. Se trata con estas configuraciones dentro del esquema de la segunda
cuantizacién y se clasifican los estados por la cadena de subgrupos SUs. El introducir el
concepto de agujeros nos |leva a considerar representaciones de grupos unitarios con fndi-
ces negativos; el estudio de estas Gltimas parece ser muy interesante y como se verd, es po
sible llegar a una expresién algebraica para la reduccién del producto de dos representa—-
ciones irreducibles de un grupo unitario empleando este tipo de representaciones.

Se propene la interaccién modelo para tratar con este tipo de problemas;
la interaccién consiste en una combinacién lineal de una fuerza de cuadrupolo=cuadrupolo,
interaccién de apareamiento y acoplamiento spin=érbita.

Se calculan los niveles de paridad negativa de cinco ndcleos al prirci-
pio de la capa 2s-ld, restringiéndonos a configuraciones de un solo agujero y se demues-
tra que el acuerdo con los datos experimentales en la mayoria de los casos es razonable y
comparable, en aquellos casos previamente analizados, a los resultados obtenidos con una
interaccién central gaussiana entre los nucleones. En particular, parece ser que la clasi=~
ficacién por el grupo SU, es adecuada en esta regidn mientras que la restriccién a confi.
guraciones de un solo agujero no lo es en muchos casos, siendo necesario considerar un nd

mero mayor de agujeros en la capa Ip.



CAPITULO |

CONSTRUCCION DE LAS FUNCIONES DE ONDA DE
PARTICULA-AGUJERO POR EL METODO ANALITICO,

I.= Clasificacién de las Funciones de Onda de Partfcula-Agujero.

Se analizard en este capftulo el problema de la clasificacion y construc
cién de funciones de onda de un sistema de nucleones (0, en general de fermiones ) que se
mueven sujetos a un potencial comdn ( que, por las grandes ventajas que se vienen al consi.
derarlo, se toma como un potencial de oscilador arménico isotrépico ) y a interacciones re
siduaies entre ellos, y que, en la aproximacién en que se desprecia la intelaccién residuc!
entre los fermiones corresponden a estados de una sola particula en el potencial comin en
dos capas contiguas, en donde por capa del oscilador se entiende el conjunto de estados de
generados de una sola partrcula.

En particular, se analiza el problema de nucleones en las capas 2s-Id y
lp, aunque los resultados que se obhtienen son inmediatamente generalizables a otros casos
de interés fisico, como el problema en que se consideran las capas 2s=Id y 2p~If del oscila
doi.

Si tenemos presente el tipo de configuraciones que deseamos estudiar, es

decir, las configuraciones relacionadas con los estados de baja energra de nicleos con ==



ndmero de masa cercano a |6, es decir al nicleo doblemente mégico 0[6 , nos damos cuen=~
ta que el nimero de particulas en la capa lp ( la capa de energfa menor ) es muy cercano
a la capacidad total de ésta, que claramente es de 12 nucleones de acuerdo con el Principio
de Pauli. Asl por ejemplo, para obtener los niveles excitados del O 16, es necesario |levar
una, tres, cinco o mds partfculas de la capa lp a la capa 2s-ld, si los niveles que se de==
sean estudiar son de paridad negativa o bien dos, cuatro, etc. si los niveles de interés son
de paridad positiva; en esta forma la energla se altera, primero por la excitacién de una o
mds particulas a un estado del potencial comdn de energia més alta y por otro lado, por las -
interacciones de los nucleones en la capa 2s-ld entre si, de estos con los de la capa Ip y
los de la capa lp entre si;, ya que estos Gltimos no forman un sistema inerte, como cuando
. . . 16
constitufan la configuracién del estado base del O
Es conveniente, por tanto introducir el concepto de agujero en la capa
lp : La falta de una particula para formar un sistema de capa cerrada. En esta forma se -
manejan funciones de onda de particulas en la capa 2s-ld y de agujeros en la capa Ip.
El primer punto que se necesita discutir es la forma de representar un
agujero en la capa Ip, en el esquema de la segunda cuantizacién. Con este objeto se in

troduce el estado lox> | definido como,

_ /—‘é—"é"‘
lox) = 7 7 4% loo > "

+ . . .
en donde b,l.s es un operador de creacién que obedece las reglas ordinarias de anticon_

mutacién

\ by, bt"s'k =9 (1.20)

y los ndmeros cudnticos A y S se refieren a los estados de una sola particula, en los



“

espacios de configuracién y de spin e isospin, respectivamente,

El ndmero cudntico orbital A toma tres valores

| 1 [J
A- = I,Z‘,.’:

correspondientes a los tres estados diferentes de la capa lp y el ndmero cuéntico s, pue-

de tomar cuatro valores

S=1,2,3,4,

correspondientes a los cuatro estados posibles para una sola particula en los espacios de spin
e isospin. |00> es el estado de vacro del problema, correspondiente a la ausencia fotal de

partfculas en la capa |p. Claramente el estado |0X> corresponde al estado base del Q]é

o sea a la capa lp completamente Ilena, *

As
Se define ahora el operador de aniquilacién b~ , como se acostumbra en

la segunda cuantizacidn, que satisface las reglas de anticonmutacién habituales
' | ]
As a's + As’ A &S
b » b o b b = 82 |
IR IV s (l2s)

Entonces, la funcién

] [] 3 ) q 3' +
bkslo€>= b T v bas\°°>

s=1 A=t

corresponde a un estado de once particulas en la capa lp, de acuerdo con las relaciones de
anticonmutacién (|.2a y b ) y por tanto a un agujero en esta capa, si recordamos el con-~

cepto que de é&ste hemos introducido previamen®

* En los trabajos previos (4, I, 1) |°7‘> se indica como lo) y corresponde al estado de

vacfo de particulas en la capa 2s-Id.



La representacién de un estado de una particula en la capa 2s=Id es Ia
empleada comunmente en segunda cuantizacién, en términos de un operador de creacién
Y i
ou s aplicado al estado de vaclo del problema, que en este caso es \0X> ; por con
siguiente,

+
b/uslox>, = l,65 5= 1,2,3,4
(1.3)

representa la funcién de onda del sistema de una particula en ia capa 2s-Id y lo capa Ip
completamente llena. Los valores que puede tomar el 'r'ndice/u. son ahora seis, que es
la degeneracién orbital para la capa 2s-lId.

De acuerdo con estas convenciones, el estado de dos parttculas en la ca
pa 2s-ld y un agujero en la capa Ip, por ejemplo, se representa en el esquema de la se-

gunda cuantizacién, en la forma siguiente:

bju.s Bju.'.s' b/\s \ DX>

Como las funciones de onda del sistema estén expresadas en téminos de
operadores de creacién de Fermi, que anticonmutan, el principio de Pauli se satisface auto
mdéticamente,

Se desea ahora encontrar polinomios en téminos de operadores de crea-
cién de Fermi ( correspondientes a la capa 2s-Id )} y operadores de aniquilacisn ( referen
tes a estados de la capa Ip ) clasificados de acuerdo con las representaciones irreducibles
( RlI'} de una cadena de subgrupos; en otras pc'abras se desean obtener bases para repre~-
sentaciones irreducibles ( BRI )} de una cadena de subgrupos, de tal manera que los thdices
de las Rl nos proporcionen ndmeros cudnticos "aproximadamente buenos"; es decir, ndme

ros cudnticos que reflejen simetrfas aproximadas del sistema de nucleones en interaccién.



En primer lugar, se introduce la clasificacién de supermultipletes de - -
1)

Wigner ~. Se requiere primeramente que la funcién de onda corresponda a una R del gru
po U3z, , grupo de transformaciones unitarias en un espacio de 36 dimensiones, que es = =
igual a la degeneracién total en las capas 2s=Id y Ip tomadas en conjunto, considerando
tanto la degeneracién orbital como la degeneracién en los espacios de spin e isospin. En
segundo lugar se pide que la funcién de onda sea BRI del producto directo &lg X Uy
subgrupo del grupo wa , en donde ¢l g es el grupo unitario de dimensién igual a lo del
espacio de degeneracién orbital de las dos capas tomadas en conjunto y U, es el grupo de
fransformaciones también unitario, en el espacio de spin e isospin. Para completar la clasi
ficacién por supermultipletes, se exige que la funcién de onda sea BRI del subgrupo = --
SU;C) X SUQ('r)de U, .en donde SUZ(‘) % SU;:) constituyen grupos unimodulares unita
rios en los espacios de spin e isospin, respectivamente. Esto dltimo nos asegura que las
funciones de onda del sistema corresponden a valores del spin total S y del isospin total
T, definidos. Esto es muy conveniente, puesto que se sabe que T es un ndmero cudntico
bueno, con magnifica aproximacién, en esta regién de la tabla nuclear.

En cuanto al grupo &g , es necesario encontrar una cadena de suligru-
pos apropiada, que nos proporcione ndmeros cudnticos que fengan algdn significado ffsico
para la clasificacidén de las funciones., En muchos problemas que consideran configuracio-
nes de partfcula~agujero, es una aproximacién muy razonable restringirse a estados con un
ndmero fijo de partfculas en cada capa; es decir, a estados que en la representacién de
segunda cuantizacién indicada anteriormente, coirespondan a funciones de onda polinomia

les de un grado determinado, tanto en los operadores de creacién como en los operadores

de aniquiiacién. Esto nos sugiere la posibilidad de utilizar el subgrupo

s
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de ?(9 para la clasificacién.  En este caso 2l ¢ vy 2{5 se refieren a los grupos unitarios
de fransformaciones que actdan, por separado, sobre estados de las capas 2s-Id y Ip, res-
pectivamente. Claramente, el pedir que la funcién de onda sea BRI de la suma directa no
es equivalente a la restriccién mencionada antes acerca del ndmero de particulas en cada -
capa, sino que es una restriccién sobre los polinomios mucho més fuerte. Sin embargo, las
RI de & v 2(3 pueden servir ocasionalmente como némeros cudnticos aceptables.

Mucho mdés importante es el siguiente eslabsdn en la cadena de subgrupos
de &y : el grupo SU3 , grupo de simetfrras del oscilador arménico isotrdpico que, de -~ ~
acuerdo con la teorfa de Elliott, proporciona un criterio muy aceptable para limitar el ng-
mero de estados en el espacio de configuracién que se han de considerar en un problema

dado 6)

Es decir, las Rl de SU3 nos proporcionan ndmeros cudnticos adicionales, de ~=
considerable significado ffsico en esta regién de la tabla.
Finalmente se clasifican las funciones de onda por las Rl del subgrupo

de tal manera que se obtienen polinomios de momento angular orbital total de

Ry de SU3,
finido.

Como se ve, esta clasificacién es particularmente Gtil cuando se consid:
ran interacciones entre los nucleones independientes de la carga de las partfculas, centra=
les y que conserven la paridad. Para algunos potenciales presentes en el hamiltoniano, co
mo la interaccién spin=6rhita o la fuerza tensorial, la clasificacién no es la mds adecuada,
siendo necesario entonces construfr explfcitamente las matrices para estos potenciales. Sin
embargo se verd mds adelante como se pueden obtener los elementos de matriz de la inte~
raccién spin=&rbita, por ejemplo, con respecto a esiados clasificados en la cadena SU3 .
Rq indicada arriba.

Estudiaremos a continuacién el procedimiento para obfener polinomios,



+ Xs
funcién de los operadores b/u. s y b , actuando sobre el estado de vacio |0X>
que satisfagan las condiciones indicadas anteriormente.

Antes de proceder a la construccién explfcita de estas funciones de onda
es conveniente hacer notar que esencialmente hay dos formas diferentes de resolver el pro-
blema:

El método analftico, en el cual se obtiene primero un polinomio que sea
BRI del grupo U55 y de su subgrupo, el producto directo & g% U 4y después se imponen -
condiciones para que el polinomio sea BR| de todos los subgrupos en la cadena, o sea de

() (x)

U+ Us, SUz v Ry de & g porun lado y los subgrupos SU
por ofra parte.

El método de construcciédn sintética, en el cual se procede esencialmente
o lo inversa; se comienza la construccién obteniendo dos funciones de onda, una de las cua
les es funcién de operadores de creacién en la capa 2s-ld y corresponde a una BRI del -
producto directo &% Ugy la otra, funcién de operadores de aniquilacién en la capa Ip co
rrespondiente a una BRI del producto directo &3x U" . Después se acoplan las funciores
de onda utilizando coeficientes de Wigner del grupo U, con lo cual se obtiene una run--
cién de onda BRI del producto directo & gx U, - Esto dltimo es consecuencia del Princi-
pio de Pauli, que asocia unfvocamente a una Rl dada de U4 la Rl conjugada del grupo
U g . Siademds las funciones de onda construdas al principio corresponden a BRI del -
grupo de simetrias del oscilador SU

30 € puede obtener una funcién de partfcula -agujero

clasitficada por una Rl de SU. acoplando poi .edio de coeficientes de Wigner de este

3
grupo .
El andlisis detallado de este segundo método lo reservaremos para el si-

guiente capftulo, concentrdndonos por el momento al estudio del método de construccidn

anaiftico.
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2.~ Cadena de Grupos Wan 2 R an2WU,Representaciones Irreducibles de un

Grupo Unitario con Indices Positivos y Negativos.

En todo lo que se ha discutido hasta ahora las funciones de onda se han
. . . . + ..
considerado como polinomios en operadores de creacién b/u. 5 y operuadores de aniquila-
Als)
cién b aplicandos al estado \OX) ( Ec. I.1), que representa en el caso de las ca=-
. . 6 }

pas 2s~ld y Ip el estado base del ndcleo doblemente mdgico O . Sin embargo, es con
veniente para los propésitos de construccién de las funciones de onda clasificadas como se
indicS en el No. | de este capftulo por el método analrtico, obtener el polinomio en sf, sin
considerarlo aplicado al estado | °¥> .

Este polinomio, como se verd a continuacién, corresponde a una Rl del
grupo Uy (n=36) de indices tanto negativos como positivos.

Con objeto de ver esto claramente, introducimos un espacio auxiliar del
doble ndmero de dimensiones, (o sea 2n= 72 en nuestro caso ). Definimos ahora los ope~
radores de creacién

+
\bg, f’:n,n-l,-..,l,—l,~~-,—h+\,—'n

en donde la doble barra se utiliza para distinguir este operador de creacién en el espacio
de dimensidn 2n, de los operadores de creacién introducidos antes y que tienen propiedades
tensoriales frente a transformaciones unitarias en este espacio, como se verd posteriormente.
+ . . o .
Al operador b P con >0 s conveniente identificarlo con el operador de creacién
+ . + ‘g
ordinario b p mientras que a b "¢ con o lo identificamos con el operador de

aniquilacién b € , en el espacio de n dimensiones.

+ . .
Los operadores b e vy \be satisfacen las relaciones de anticonmuta

cién habituales para operadores de Fermi ( Ec. 1.2). Claramente entonces los operadores



1

£ =L

\ (2.0)
satisfacen las reglas de conmutacién siguientes:
(al f_/ Pl e‘ er Q-‘
{é(”fé}:ff’é? ééé? (2.2)
y por tanto constituyen un algebra de Lie ', Se pueden considerar como los generadores

de un grupo unitario de 2n dimensiones, el grupo Uop .

Se definen, en este mismo espacio vecforial de 2n dimensiones transfor-

maciones orfogonales, que constituyen un subgrupo de Wan , el grupo R ,, , cuyos gene

radores

A =€h -¢2%- (2.3)

( expresados en métrica de Weyl ! satisfacen las reglas de conmutacién
o -1 .y J ) ;l o’ -5 - -
SN el Al e _’,36_‘3564204)
AL NG =N S5 =g bR b -t

N

como se puede ver utilizando la ec. ( 3.2).

]

De la ecuacién ( 2.4 ) se observa que los generadores N P con
.
Q, Q >0 , forman asf mismo un algebra de Li¢, equivalente al algebra de Lie de un -
grupo de transformaciones unitarias en un espacio de n dimensiones. Es éste el grupo de
interés fisico, cuyas Rl son importantes en nuestro andlisis.

Consideremos ahora el problema de la obtencién de un polinomio fun--

+
cisn de b e, clasificado con RI de la cadena de grupos



cuyos generadores han sido definidos anteriormente.
Con respecto al grupo auxiliar Uz n « los polinomios corresponden a RI
. - » +
totalmente antisimétricas, ya que los operadores de creacién b e estdn totalmente espe
cificados por el fndice R ¥ obedecen las reglas de anticonmutacién de Fermi. Se tienen

entonces R| del tipo

(2.5)

Esto nos indica que basta un solo ndmero VD, como ndice de la representacién irreduci=
ble. En otras palabras un polinomio BRI de W;n queda completamente especificado si

se impone la restriccién de que sea eigenfuncién del operador de Casimir * de primer gra=-

dode U,

N =T &, e

\

que es simplemente el operador de ndmero que cuenta el grado del polinomio en operado-
res de creacién H:;% . O seq, un polinomio de grado D en “:D+Q es automdtica=-
mente BRI de Uz,., con ndice [\9 Oln-ﬂ]
Por otro lado, se sabe que si ® = n las Rl del subgrupo K 2n de
cuyos generadores estdn dados por ( 2.3 ) antenida en [If’oln -))] de U2 N
estén dadas por n ndmeros (’\1 A 7... An ) y son del tipo

(=),

* Operador de Casimir es el operador formado por los generadores del grupo, que conmu-

ta con todos ellos, es decir, un operador invariante



en donde N:O,I,...,Q LS Y =n

ademds de estas representaciones de

. . . n-
R, n setiene también aquella con indices ( I - I)

Ahora se trata de averiguar que representaciones de Wn estén conte

nidas en la representacién dada de [Uzn y de construir |la correspondiente BRI.

Considérese el polinomio

. v_P_r

r——

P - H3+n &D+n-| "'H3+n—p—n QZBLQ/-“ “D;» : ﬁ:; u::tr

Si se aplica a este polinomio el operador N , definido en ( 2.8 ), se observa que P
es eigenpolinomio de N con eigenvalor ¥ . De acuerdo con el hecho de que N es
el operador de Casimir de Wzn y de que es el dnico necesario para determinar e Rl en

) zn-O]

este caso, se tiene que P corresponde a la Ri 1:\ 0 de Uzn . Poroto
lado, M es también un invariante en R 2n , y las Rl de este subgrupo también estar:
caracterizadas por N ; en ofros t&minos P e también BRI de 3 an correspon-
diente a la Ri (l“)

Consideremos ahora las propiedades de transformacién de P frente

del grupo Un . Como primer paso, dividimos los generadores

en tres clases ;



f
A/; con /09/0'> 0, que suben el peso
f
/\f ﬁ)o , queda el peso (2.8)

y /\f/" con /’/ >/9 > 0, que bajan el peso

Como /\C = ge - éc’ , los operadores de peso aplicados sobre  ~
solo pueden tener eigenvalores 74? = 1,0, , de acuerdo con la expresién ( 2.7 )
para P.  Porotro lado, si se exige la condicién de que pPtrs<n es obvio que

P satisface la condicién de méximo peso

/\s’ P-=o €>Q‘>O (2.9)

+ o+ | \
y como I:Z l’.\:)/,,q_ HD_/u_ conmuta con /\QE, ¢, 0 >0, el

AL >0
peso de P ( Ec. 2.7 ) estd dado por

['P 0" (")r] : (2.10)

Se observa que la funcién de I , que no alt :a el peso ni la representacién inicial de
U]_n ya que es un invariante en este grupo es completar el grado del polinomio hasta
el valor ¥ dado.

Se sabe que si un polinomio es de mdximo peso, en un grupo, correspon=

de a una Rl con fndices iguales al peso. Es decir, la base completa se puede generar de



este polinomio por un proceso de descenso adecuado. Por otro lado se puede comprobar que
P s eigenfuncién de los operadores de Casimir de Uy, , si satisface la condicién (2.8)

de ser de méximo peso.
Hemos demostrado por tanto que el polinomio de la ec. ( 2.7 ) es BRI -

de todos los grupos de la cadena

Uzn > Ron 2 Uy,

con fmdices de representacién irreducible en el Gltimo grupo de la cadena
P9 r
DRSO ] (2.11)

en donde q=nN-p-r y que, por tanto, esta dltima representacién dada por ( 2.1l )
. . v U . <9
estd contenida en la representacién dada \ de in ., siempreque p+r =
(en el caso contrario P no serfa una expresidn polinomial ).
Se trata de averiguar ahora, si existen algunas Rl de Uy contenida
en la Rl dada de Mzn que no sean de la forma ( 2.1 ) y en el caso que no las hubic g,

encontrar para que valores de los fdices P ¥y que satisfagan la condicidn

P+q+r:n’ (2.[2)

la correspondiente R| de Un estd contenida en ]:lo] de Uln . Demostraremos
que no hay representaciones de otro tipo y encontraremos las restricciones sobre los fndices
£>9, 7, a continvacidn.

Consideremos dos R| de [Uzn , [|9J y {‘Q -1 ] ; demostra
remos que las Rl de WU, contenidas en este conjunto de Ri de U,n sondel tipo

( 2.1l ), en donde q foma los valores,



Q= s petl, u2,0 5 oz n-v ( 2.3a)

y para cada valor de 9 los fndices P Yy T toman todos los valores posibles compa=-
tibles con las relaciones siguientes:
prq+r=n

(2.13b)

B3 ha = b

en donde “ﬁl( es el eigenvalor del operador de peso AQ con E> 0, al aplicarlo
al polinomio ( 2.7) . La dltima condicién es equivalente, por lo tanto, a la que ordinaria=
mente se impone sobre los fndices de las representaciones irreducibles de los grupos unita~

rios y corresponde a pedir que el diagrama de Young correspondiente sea un diagrama per-~

1)

mitido 7,
Si demostramos que la siguiente relacién es vdlida :
D (u D u,,)=
[,vj( an [@-j ( an pz.r D ['_\Poq(-')"] (‘Un)
q:/u,,...,n
S A (2.14)
endonde 1) indica la dimensionalidad de la RI del grupo especificada entre paréntesis

y la suma en la expresién del lado derecho se er*iende sobre los valores de los mdices da~
dos por ( 2.13 a y b)), la afimacién anterior queda probada. Si hubiera alguna otra RI
de tipo diferente a la que corresponde al polinomio P de la ec. (2.7 ) laec. (2.14)

no serfa vélida.



Para demostrar {a ec. ( 2.14 ), consideramos la dimensionalidad de la Rl

1
(2.11) de Uy , segun la f8rmula de Weyl ). En este caso,
g+| n+\ N+ |
:D["’og(-')r] (Un) =(n+|) ( P) ( r ) ’

con (t) es un coeficiente binomial,

Aplicando la misma fé6rmula de Weyl en el grupo Uzn se tiene:

\

Dpsp (U, 0) * Do (U,) = &5 070 + 555 (220

Con estas expresiones es inmediata [a demostracién de la ec. ( 2.15 ), empleandc el méto~
do de induccién por ejemplo.

Si ahora se puede saber qué Rl de Up del tipo ( 2.1l ) estdn conteni
d Y 1 L de U | desarrol f eto. Pan
asen i ] y cuaies en |1 e Uyn el desarrollo estarfa completo. Para

ver esto, consideremos nuevamente el polinomio (2.7 ). De su definicién, se tiene que
V-p-r
dene ser un ndmero par, ya que si fuera un ndmero impar la expresién ( 2.7 ) no serfa un po-

linomio. Si n  espar, ( lo que en nuestro caso no implica restriccién, como se verd mds

adelante ),

D+g

también deberd ser par, ya que ptr = n-q . Porloranto, ¥ vy 3 deben tener
la misma paridad y por consiguiente M=V-q vy g fambién.
. v |
En otras palabras, a la Rl [l ] de M2n le corresponden aquellas

RI del tipo ( 2.11) con
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q = My ptT,

(2.15q)

mientras que a la Rl [I"ql] las representaciones con
q;—_/u.ﬂj/u.i-b,.” . (2.45b)

Sien [\9] estuviera contenida otra R| de Un del tipo ( 2.1 ) que no satisficiera la
condicién ( 2.15 a ), se necesitarfan representaciones con dimensionalidad negativa conte-
nidas en la R| [I‘)‘I ] ; de otra forma, la ec, ( 2.14 ) no serfa vélida.

En resumen, se ha demostrado que la Rl [lo o*"” D] de WUzn

contiene a las Rl de Wy, del tipo

[i* 0% ¢n7]
en donde,
n ]
q = n-v, n—9+2,»--,{n-|
p+q+r=n
b4

¢
con ‘gﬁ , el eigenvalor de AT , Q’ >0 al aplicarse al polinomio ( 2.7 ).

3.- Representaciones Irreducibles del Producto Directo &y x U4 Contenidas

en una Representacién del Grupo Use .

Como se ha indicado en la seccién anterior, el introducir el grupo



auxiliar de dimensién 2n, nos ha permitido, por un lado considerar o las partrculas v « los
agujeros en el mismo plano; o sea considerarias a ambas Como "particulas" que obedecen el
principio ge Pauli; por otro lado, nos permite introducir polinomios que estén clasificados
por Rl del grupo Un con representaciones con fndices tanto negativos como positivos.
Esto gltimo es dtil ya que nos permite prescindir del estado de vacio ‘°X> en la construc
cién de las funciones de onda.

Segln se demosti$ en el inciso anterior, las Rl del grupo Un  son del
tipo [\PD(i (- l)r! cuando se refieren a configuraciones del tipo particula=agujero; en la
representacidn grdfica por medio de diagramas de Young, estas representaciones correspon-

den a diagramas del tipo

L]

P+q+r=n (3|)
(r

El introducir el diagrama de Young en esta forma tiene la gran venraja
de que nos indica explfcitamente el ndmero de particulas y el ndmero de agujeros, por se-
parado, que se manejan en cada caso. Con el objeto de referitnos a este tipo de diagre -
mas con facilidad, se dird que el diagrama estd formado por una columna ge o cuadros
( que corresponden a las partfculas ) y una "anticolumna' de r “anticuadros" que corres~
ponder a los agujeros.

Un diagiama de Young del tipo del ( 3.1 ) corresponde en el grupo SUn
a una Rl de dos columnas, la primera de longitud { n=r ) y la segunda de longitud p.
Esto equivale grdficamente a desplazar la Ifhea de referencia vertical que marca la sepa-
racidn entre columnas y anticolumnas hacia la izguierda por un cuadro; esto &s positle,

o r . . . ) s ) Sw ' Do
va gque frente a rransformaciones que forman el grupo unimodular unitario n el deter-

minante formado por las componentes de los vectores BRI en el espacio vecrorial de r



dimensiones es un invariante. En particular la Rl de un agujero con representacién [~

en wn es equivalente a la R| [\(n-l)] en S[Un Grdficamente,
]

S—

—> 4N Ny (3.2)

— -

Es bien sabido que cuando se tiene en el grupo SWUn una RI correspon

diente a un diagrama de Young de una sola columna el subgrupo producto directo &g x Uy,
que se desea introducir en la clasificacién, tiene representaciones tales que las de 2y 'y
U4  son conjugadas entre si'y corresponden al mismo némero de bloques que la longitud
de la columna original en Upn . Sin embargo un resultado general de esta naturaleza no
se conoce para una representacién de cardcter mds general en Uy n . En particular, las
representaciones del producto directo &{g x Uq contenidas en una Rl de dos columnas en
WUn  no se conocen; empleando el lenguaje apropiado para tratar con particulas y aguje
ros, tenemos enfonces que no se conocen cuales son las Rl de 2[9 X U/,' contenidas e
una representacién de Un del tipo indicado en ( 3.1).

Se plantea entonces, dentro del método analftico, el problema de encon
trar cuales representaciones del producto directo estdn contenidas en [IP Oﬂ - r] de
Up o lo que es equivalente dentro del grupo SUn, enuna Rl correspondiente a un
diagrama de Young de dos columnas.

El método que se emplea para resalver este problema es muy direcio y

8)

conceptualmente muy simple: el método del pletismo, usado originalmente por Jahn ~ y
que consiste en partir de algunas representaciones de Un suficientemente sencillas y

cuyo contenido en el subgrupo u_g x U4 sea, o bien conocido, o bien fécil de calcular;

después se efectian repetidamente operaciones de multiplicacién de unas representaciones



de Un conotras, utilizando en cada paso un método de eliminacisn, de tal forma gue
cor un lado se construye la R de Un deseada y por ofro se puede conocer Jas represen
raciones de 2[9 X UL, que contiene.

Analizaremos este método en detalle a continuvacién. Consideremos la

representacién [ \ ] de Un representada grdficamente por un diagrama.

;

L

;

i
De acuerdo con el resultado obtenido en el inciso anterior el polinomio correspondiente es
; . + . . . - .
del tipo b p . Siahora consideramos al (ndice Q como ftormado por dos (ndices
REM, S, en donde M se refiere al espacio orbital y S a los espacios de spin e
isospin,vemos que esta funcién polinomial corresponde en el grupo &g, de transforma-
ciones que afectan Unicamente los dices orbitales, a la representacién [l c. . 0} *
{ de dimensién 9 ) y en el grupo Uz. de transformaciones que afectan Gnicamente a los
indices de spin e isopin, a la representacién {\ 000} * ( de dimensién 4 ). Expresado
grdficamente se fiene, -

.0 O
_JD ‘T—JX .

| | i

en donde el sfmbolo X se emplea para indicar el producto directo de dos representaciones,
cuando estas se refieren a dos grupos diferentes, en este caso 2(9 y U4

Por un razonamientc andlogo se ercuentra que

(3.3b)

U
>

r
!
[—

— 2

. L J

Las representaciones de &(g se indican como [H,,. Hg}l vy lasde Ug4 enla forma {'u, . u.,:),
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0 sed, [D(.‘O-q de ‘Un contiene a la representacién [0 0 - I] X {OOU-Ik
de 2(9 X Uz, . También se encuentra fécilmente que la representacién escalar de U n
contiene el producto de las representaciones escalares en &g X Uq . Esto dltimo se

expresa grdficamente como

2| X (3.3¢)

Con el objeto de hacer expedito el procedimiento se ha usado en
(3.3a),(3.3b) y(3.3c) laconvencién de ordenar las representaciones del producto
directo, conservando las de &g siempre a la derecha del sfmbolo x y lasde Ug siem-
pre a la izquierda de este simbolo. En esta forma evitamos el tener que introducir repre~
sentaciones grdficas diferentes para los cuadros y anticuadros en 219 y Ug respectiva-

mente.,

Para constrir representaciones de Un més complicadas usamos ahora
las expresiones ( 3.3 ) como base. Debemos tomar en cuenta en este punto el hecho de que
Gnicamente nos interesa averiguar el contenido de Rl de Un del tipo especial (3. ).
Entonces deberemos efectuar el proceso de multiplicacién repetitivo de tal forma que uni-
camente obtengamos representaciones del tipo ( 3.1 ) y no la mds general posible, que no
es de interés para nuestro problema.

Para construfr ( 3.1 ) a partir de las representaciones indicadas en ( 3.3 )
tenemos que efectuar productos directos dentro del mismo grupo Un y considerar la reduc
cién de estos en sus componentes irreducibles. En el caso de reduccién de productos direc-
tos de representaciones con fndices positivos esto se logra mediante la aplicacién de las re-

, 9) :
glas de Littlewood /. Tenemos que expresar por tanto, estas reglas en forma directamente

aplicable a nuestro problema, en donde se tienen configuraciones de particula~agujero y



por tanto representaciones con fndices positivos y negativos.,

Para encontrar la forma adecuada de reducir el producto directo de dos
representaciones del mismo grupo ( que se indica por el sfmbolo ®) colocado entre las
dos representaciones, para distinguirlo del producto directo de dos representaciones de gru

pos diferentes ) considérese el caso mds sencillo;

Si tratamos el producto desde el punto de vista del grupo S Un vemos
que es equivalente al producto de [I T por [ln" 0:{ , que se reduce utilizando las

reglas arriba mencionadas en la siguiente forma:

Regresando ahora a la correspondiente expresién en Un, ( es decir transladando la |fnea

: C . n-z .
de referencia a su posicién original ) se ve que '[2' O] en SWn es equivalente a
1
[‘0"'0—1_! en Un y [lnj en SUn es equivalente a [O] en Un
i

Representando estos resultados grdficamente se tiene que

u N .,
— Co (3.45)
‘
S {{ T

En otras palabras, el proceso de reduccién apropiado se puede encontrar de la siguiente for



ma:

.~ Se traslada la Ifmea de referencia en el diagrama que contiene agujeros hasta
obtener un diagrama con ndices positivos dnicamente.

2.~ Se aplican las reglas de Littlawood ordinarias para reducir el producto direc-
to.

3.~ Se regresa la Ifnea de referencia a su posicién original, de tal forma que se
tengan diagramas con cuadros y anticuadros.

Como se ve, se ha utilizado al grupo S Un enel proceso ya que se
ha trasladado la [fnea de referencia, lo que es vdlido Unicamente en este grupo y no en el
grupo Un . sin embargo es bien conocido que a una representacién irreducible del gru -
po unitario corresponde una del grupo unimodular unitario si se especifica el ndmero de

|0

cuadros que se traslada la [fnea de referencia 7,

Aplicando este proceso en general, emerge la regla de reduccién apro-
piada para este caso, que se podria enunciar en la siguiente forma:

Para encontrar las representaciones irreducibles contenidas en el produc
to directo de una Rl cuyos fndices son fodos positivos, con otra cuyos fndices son todus
negativos, se superponen directamente los diagramas y luego se contraen en todas las for--
mas posibles, entendiéndose por contraccién la aniquilacién, en el diagrama, de un cuadro

con un anticuadro,

Asf, por ejemplo, en el grupo Us ,

5@ . 0. [EZ
D + A + ,
] Ll Z Z

lo que se puede comprobar directamente en OW 3 usando las reglas convencionales o bien

1)

verificando por dimensionalidad de las representaciones, usando la férmula de Weyl



Para complementar la regla hacemos notar que cuando un mismo diagra
ma se obtiene varias veces en el proceso se debe fomar en cuenta que las contracciones
por las cuales se ha obtenido é&ste del diagrama original de superposicidn directa, sean di-
ferentes entre sf; es decir, que no se obtengan estos diagramas por contracciones en distin
to orden, de cuadros y anticuadmos que se encuentren en la misma fila o columna, en cuyo
caso el diagrama correspondiente no se repite. Como ejemplc de esto Gltimo, considére-

se en el grupo U4 la reduccién siguiente:

g

Se observa que la representacién ,:] s6lo aparece una vez, como consecuencia del

hecho de que al contraer los diagramas y EF se han efectuado las mismas

contracciones pero en distinto orden. Como se verd mbs adelante en este capitulo este
punfo resulta claro cuande se consideran las funciones de onda correspondientes a cada
caso. Desde luego, si el proceso de contraccién es diferente, en el sentido gue se indi:
antes, existen representaciones que aparecen mds de una vez, lo que es posible ya que
. : L 7)

los grupos unitarios en general no son simplemente reducibles .,

Sup6ngase ahorm que se hubiera deseado reducir el producto directo
( 3.5 ), con representaciones del grupo [U_z, en vez del grupo U,y . Como los diagra-

mas de Young de W3 pueden tener a lo mds tres renglones, el primer diagrama corres-

pondiente a la reduccidén en ( 3.5 ) serfa del t .o

Es decir, se rendrfa un diagrama con un cuaaro y un anticuadro superpuestos en la mismo

fila. Si este ciagrama se considera desde el punfo de vista del grupo unimodular SWU3 ,



- 28 -

corresponde a un diagrama no permitido de Young, como es fécil ver al correr la Ifnea de
referencia un cuadro hacia la izquierda. Efectivamente, se puede demostrar formalmente
que este tipo de diagrama estd prohibido *.

Sin embargo las reglas de reduccidn del producto directo expresadas an
teriormente siguen siendo vélidas, dnicamente que aparecen diagrumas obtenidos de éste
por una contraccidn en adelante. Si la superposicién en el diagrama original es de mds
de un bloque ( es decir, que se tienen mds de un cuadro y un anticuadro en la misma fila )
aparecen en la reduccién del producto directo diagramas obtenidos del original por un ng-
mero de contracciones igual o mayor que el ndmero de cuadros superpuestos. Desde luego
estas Gltimas contracciones se pueden efectuar entre cuadros y anticuadros pertenecientes
a diferentes filas del diagrama, como se puede ver del ejemplo en ( 3.5) aplicado al caso
del grupo Us .

Las reglas de Littlewood asf expresadas tienen utilidad, desde un puric
de vista prdctico, adn en el caso de tratar Unicamente con partfculas, es decir con diagra
mas ordinarios de Young. Si el ndmero de cuadros en uno de los factores es suficientemen
te grande, de fal manera que para obtener un diagrama con columnas completas ( e iecir,
columnas con n cuadros en el caso del grupo Un ) haga falta un némero menor de cua_
dros que los que contiene el diagrama original, entonces se puede trasladar la [fnea de re
ferencia en este diagrama de Young, para tener un diagrama con anticuadros Gnicamente
y efectuar la reduccién del producto directo por el método indicado antes, que en este ca
so es de mds fdcil aplicacién que las reglas ordinarias de Littlewood.

Volviendo ahora al método del pletismo, nos damos cuenta que para =

* Verapéndice A, en donde se expone la demostracién formal para el caso del grupo

W3 , aunque la demostracién es fécilmente generalizable para Un .






R-¢

siempre que m < k. Pero la suma en la dltima expresién nos da términos que se obtie~
nen precisamente por contraccién de un cuadro con un anticuadro, una a la vez. En otros
términos, se satisface la regla apropiada para reduccién de productos directos indicada mds
arriba. Expresiones andlogas se obtienen para el caso m > k.

Como se hab(a anticipado, sélo se obtienen diagramas de Young en e
proceso con una columna y una anticolumna.

Se construye entonces, la representacién de Un cuyo contenido en

g X (Ut, se desea averiguar por producto directo de dos representaciones, una de las

cuales consiste de una columna y la otra de una sola anticolumna. Esto tiene la ventaja
indicada mds arriba, pero ademds la conveniencia de que el contenido de cada una de
estas representaciones se conoce, de acuerdo con el resultado general mencionado en la
pag. 22, que desde luego es vélido también para el diagrama consistente de una anti-
columna Gnicamente. Asf, por ejemplo, se sabe que [lh] contiene todos los produc-
tos de representaciones conjugadas, que consisten, tantc en 2(9 como en [Uz' de k
bloques; mientras que 1:0» -0 (-l)ml contiene productos de representaciones conjuga~
das que contienen m anticuadros.

Lo anterior se puede expresar gréficamente, como sigue :



|

Sl i -
L gL
ug x U, Z./g X Uy

en donde el sfmbolo de suma en el lado derecho de esta ecuacién se emplea para indicar

todas las representaciones conjugadas de &(g y Uy . con k cuadrosy m anticuadros,

respectivamente. Si ahora consideramos las matrices de |a representacién y las propieda~

12)

des de los productos extermno y ordinario de matrices la expresién ( 3.6 ) se convierte en

e Hl= ) ® | X ®

L. J L N
VT Zy Uq

Pero los productos de los diagramas entre paréntesis se pueden reducir por medio de las « -~

glas enunciadas antes. Como se supone, de acuerdo con la idea fundamental del método

del pletismo, que previamente se ha calculado esta expresién para

[l‘“ﬂ@ [o... 0 (—l)m_t] , 4 S min (m,R)

se pueden averiguar las representaciones que con.iene la representacién

[l” 0...0 (—1)’“]

del grupe Un

Expondremos a continuacién, con el objeto de aclarar el método, los
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primeros pasos del proceso. El primer paso es, claramente, efectuar el producto de una re-

presentacién de un cuadro por otra consistente en un anticuadro:

0 P o (gdxd)e (PP
> (del) *(Hel)
> () ()
3<[F><EF+ ><EF+33><‘+

Por otro lado, etectuando la reduccién en YUn , o sea en el lado izquierdo de estas ex=

gef= ']

Como se conoce el contenido de la representacién {0] de Un , se tiene

T e

El segundo paso del proceso consiste en mulhpllcar

X

presiones, se tiene que

Utilizando el resultado obtenido en el primer paso indicado mds qrnba, se puede averiguar

el contenido de ‘:F ; grdficamente:

T -
D X + 1 X ;D—l’— J:DXEﬁ—L[j:DX{D+
U O O

+ =X+ x Hyl x
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Del proceso de construccién se observa que si se conoce el contenido de
un diagrama de Un  con k cuadros y m anticuadros, se pueden conocer inmediatamente
las representaciones que contiene otro diagrama consistente en m cuadros y k anticua--
dros; simplemente se intercambian en el resultado ( o sea en los diagramas de 2(9 xUg )

cuadros por anticuadros. Por ejemplo, de la Gltima expresién se obtiene
D : ' . ‘
2 X -+ Dr X + X + X + X |+
[T | |
g
- J

resultado que se puede verificar directamente.

Como se verd mds adelante el método en la prdctica es de aplicacién
muy directa, ya que al aplicarlo para un célculo especifico en la forma que se propondrd
después, no es necesario conocer todas las representaciones de Z{g x U 4 contenidas
en una dada de WUn

Por Gltimo, hacemos notar una propiedad de la reduccién de gran impar=
tancia préctica, que emerge del método:

R [ m
Al efectuar el producto de las Rl [\ con LO. L0(¢1) |enUn,
se obtienen varias representaciones de este grupo, como se ha indicado antes; en la RI
R m .
170...0(-1) de Un  aparecen todas las representaciones de
. 4 en las cuales no se ha efectuade ninguna contraccién en uno de los grupos
Clox (J | | ha efectuad . t 8 de los grup
al menos. Es decir, las Rl de &gx Ua‘ que tengan en alguno de los dos grupos { o en
ambos grupos ) representaciones cuyos diagramas consten de k cuadros y m anticuadros
8 m U
pertenecenala Rl |V 0...0(!) de Wn y no aalguna de ias otras representa~

ciones de este grupo del tipo ‘DR—Q 0....0 (—I)m‘ 6} , que aparecen en el proceso.
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4.~ Construccién de Funciones de Onda de méximo peso en la Cadena de Grupos.
Un > Z[_g X UL‘

Se ha indicado en el inciso anterior un método para obtener las Rl del

producto directo 219/ U4 contenidas en una Rl de Un ; cuyo diagrama de Young con
siste de una columna y una anticolumna. El objeto de este inciso y el siguiente serd en--
contrar las funciones de onda clasificadas por estas representaciones; o sea, la construc~-
cién de tensores irreducibles para esta cadena de grupos.

Como nuestro objetivo ulterior es clasificar las funciones por subgrupos,
tanto del grupo Z(g como del grupo U4 , que tengan algdn significado frsico, estudiare
mos la construccién de tensores que sean de méximo peso en ambos grupos, correspondientes
a cada una de las representaciones de 2(5)( U4 contenidas en la Rl dadade Mn
En otras palabras, no nos interesa en este punto la construccién de funciones correspondien
tes a una BRI del producto directo de peso diferente al méximo, en cada factor del produc
to directo.

Se desea construfr los tensores irreducibles en términos de los operadores

) )

~=)

de creacién y de aniquilacién b‘;u.s y b/“ , introducidos en el No. | de estz ca
pftulo, operadores que obedecen la estadrstica de: Fermi. Se ha visto que las diferentes

Rl de Z/j x U 4 con las que tenemos que tratarr, se obtienen por el procedimiento de =~
contraccién de cuadros con anticuadros ( en ambos grupos del producto directo ). Este
proceso de contraccién se refleja directamente en la construccién de las funciones de on-
da correspondiendo en los tensores a contraer apropiadamente thdices de un operador de
creacién ( que se representa grdficamente por un cuadro ) con fndices de operadores de
aniquilacién ( que se representa gréficamente <on un anticuadro ). El procedimiento tie-

13)

ne, por tanto, muchos puntos de contacto con 'zl método que Mukunda y Pandit siguen

en la construccién de tensores irreducibles paica el grupo SU,.



La contraccién se puede efectuar independientemente en cada uno de los
grupos del producto directo; por razones de cardcter préctico que se indicarén mds adelante,
nos concenfraremos en el caso en que las confracciones se efectdan dnicamente en el grupo

U,:; , manteniendo las representaciones de 2(5 fijas. Un cambio muy sencillo en el pro
cedimiento serviria para lograr lo contrario, es decir, cambiar las representaciones de 2(9
por contraccién, cejando intacta las de Uy .

Desarrollaremos ahora el método de construccidn en detalle:

Como primer paso, introducimos operadores que son los generadores de Z(_g y U q ,res-
pectivamente. Como se vio antes,
/5'

5(2‘P‘ 64;“5':5“55/“ (5.1)

son los generadores del grupo infinitesimal correspondiente @ Un . Entonces

o’ ‘s
é = lejus R (5.2)
S

J s’
Cs° = Zb:us b/u (5.3)
/‘-(-

. . ]
son los generadores de Z[j y Ugq , respectivamente, hecho que es bien conocido ) y que se
puede verificar de inmediato usando las relaciones de anticonmutacién de los operadores de
creacién y de aniquilacién (ecs. (1.2)).
Desde el punto de vista del andlisis gréfico por medio de diagramas de
. : . , bt
Young, estas ecuaciones tienen una interpretacién muy sencilla. Se sabe que M S

b/u_!sl

corresponde a un cuadro en UJD y que tiene como representacién grdfica un

anticuadro. Entonces la ec. { 5.1 ) corresponde al producto directo ( dentro del mismo gru-



po, indicado por lo tanto por el sfmbolo & ) siguiente:

e

que al reducirse en Un tiene componentes irreducibles (ec. (3.4 b))

Esto corresponde al hecho bien conocido de que los generadores de un grupo unitario no son
tensores irreducibles, sino que constituyen una mezcla de ellos, uno de los cuales es un in-
variante del grupo. Este Gltimo es claramente el operador de Casimir de primer orden del

grupo. En otras palabras,

uj

58T L Bask =BT L85 (0N
A .

bhsb - W z

es un tensor irreducible, correspondiente a [IO..‘ 0-1 ] en Un
Si ahora consideramos el producto directo desde el punto de vista de su

irreducibilidad en el subgrupo Z(_yx Us4 , vemos que

| ] D . D (5.5)
| D X 4+ I x i +|X + | X ‘
u ffm DP 7

De acuerdo con el mismo razonamiento anterior, se tiene que

’

o - A~ {), oy
L s EEE N

corresponde a la representacién [:I:] X

?



’

e ‘ “ s’
ya que de las definiciones (5.2 ) v ( 5.3) es claro que é/}.(_ y Cs conmutan:
z : -
T, Cs =0 (5.7)

y el operador ‘éu. debe corresponder a un invariante en U4, como se indica en el
] ’
. . s S .
diagrama de Young respectivo. Andlogamente CJ —;’ 55 /\/ es un tensor irredu-

cible del subgrupo ?jx’u# y corresponde a la R|
X

siendo un escalar en el grupo Z{y . Finalmente, el operador de ndmero N se transfor-

ma frente a este subgrupo como fa R

X

?

’ f
\ Z.- C.3
como es claro, ya que conmuta tanto con @« como con s para todos los va-

!

»}
lores posibles de AL, /14-;5, s,

Aprovechando estos resultados, podemos construir un tensor irreducible

correspondiente a la R [‘J.« —l] X {l. - J} en el subgrupo Z{jx W, . Este tensor.e
L
s’
indica como lus y estd definido por la expresién siguiente,
2 : ' ] !
R SO SN RN S-SRI Sl W
= — L 9y - L — (5

ws O s 5 oM 5 =4 9s Zal -t (5.8)

—_— u's’ L5t >
Como '/us no conmuta con los generadores de Uy, Cs7 nicon los del grupo &5,

al aplicarle a un polinemio base de una RI de ij o de U, puede cambiar lu Rl o que
u's’
este polinomio corresponda. Entonces T}LJ claramente sirve para nuestros prop6sitos de

construccidn de las funciones de onda, como veremos a continuacidn .
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La contraccidn de cuadros y anticuadros se puede efectuar por separado
en cada uno de los grupos &g, Uy . Sinos restringimos a la contraccién en U4, es cla

[y |

ro que a partir del fensor;rus se debe construir un invariante en &9 . [sto se puede

lograr fécilmente, si contraemos los mdices orbitales de?s con los del generador de
/al
Z(f) ‘g/ :

—' 's’ 5/ pu s’ s' ’ -
—‘)'—S: ALS /‘:‘-:.'Z -— .i- S _ /LL 5 i
s Z—’;«u‘@ és é ECSN;gSF@)*-EL&sN

_/L(/LL /a/“l
(5.9)

en donde
[ (téfu) ;;@/a é} (5.10)

es el operador de Casimir de segundo orden del grupo Z./y .
5’
El operador TS definido en la ec. ( 5.9 ) tiene las propiedades de-
seadas:
| ) Es un operador invariante con respecto a &9 .
]
2) Se transforma como Css con respecto a las transformaciones de U4,
3) Puede cambiar la Rl de Uy, sin alterar la RI de &9 , al aplicarse a un
tensor irreducible del producto directo %K U.’.,

!
o s . .
Utilizando este operador Ts~ vy los coeficientes de Wigner para el gru

po Uy, podemos formar un operador tal que al aplicarse a un tensor clasificado por una
RI de %.7 X Uz‘ , cambie la representacién del grupo U“ dejando intacta la Rl de &5,
obteniéndose un nuevo tensor irreducible.

Expresado formalmente lo anterior, se tiene:

Partimos de un ket conocido, clasificado por Z{; y U4 .



MR e s Lot

s r

en donde los ndmeros cudnticos , A, /3 sirven para clasificar totalmente el estado, ~ =
14)
siendo w  un conjunto de eigenvalores de operadores de Casimir generalizades ~, que
distinguen a los estados en aquellos casos en que haya representaciones repetidas de
2y x Uy contenidas en la Rl [‘K\ . ‘Rn } de Un . Lossfmbolos & yj}
presentan las Rl de subgrupos de &g y de Uy, respectivamente, necesarios para closifi-
car los renglones de las Rl de estos grupos. Una posible eleccién para & y‘ﬁ es
tomarlas como las representaciones de una cadena de subgrupos natural o canénica de &4
y de U4, respectivamente.
A los estados ( 5.11 ) se aplica el operador Tss' , que corresponde a
{|00— [ } en U, (o biena {2“0} en SU, ) vy el resultado de la aplicacién se aco
pla por medio de coeficientes de Wigner en SU4 o una representacién definida en es' =

grupo. Como se vio antes |a representacién del grupo &g no ha cambiado en el proce~

so. Se obtiene, por lo tanto,

Z"/ {2”0} ‘5 J"P\ {1“01 H‘ fsc]\

/3“ S / S i[{. “{;7}“2)

2100 . . '
en dondeT{ﬁ J es una combinacién lineal de los operadores Tg ® , de tal forma

que se obtenga irreducibilidad con respecto a la cadena de subgrupos de U, quese ha

elegido para especificar los renglones de la representacién;
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</ {u.‘vz'vj'm,‘f ; {zlr’o} AR
S S S (5.13)

es el coeficiente de Wigner que acopla las representaciones {75,'7}2‘ Zf_:; Zﬂ"}y { ZHO}
en SU, conla RI {lﬁlfzvjl),,},en la cadena de subgrupos cuyas Rl se indican simbslica

mente por el nﬁmenz/} . Desde luego, podemos emplear en vez del ket de la ec. (5.12)

un ket de mdximo peso en el grupo U al cual se aplican los operadores de descenso en la

4
cadena de subgrupos apropiada. Esto dltimo tiene la ventaja de que el estado de mdximo
peso en una representacién dada es siempre fdcil de construir, como veremos después.
El empleo de estos operadores de descenso en la cadena &g x Uy |
presenta varios problemas:
l.- Como se observa de la ec. (5.12), es necesario aplicar el operador al ket
( 5.11') que, como la notacién misma lo indica, es el resultado de haber aplicado el polino
+
mio, funcién de b y b , al estado de vacro |0X> . En ofros téminos, con este mé
todo no se obtienen los polinomios en sf, sino directamente aplicados al vacio; como verz:-
mos después, esto se puede evitar, por un lado; por otro lado, obscurece el tratamiento, en
el sentido en que pueden desaparecer los operadores de aniquilacisn, indicativos de la pre
sencia de agujeros en el problema.
2.~ La presencia del coeficiente de Wigner ( 5.13 ), que evenfuaimente puede ser
necesario en una cadena diferente a la cadena candnica; la forma explfcita de los coefi-
cientes de Wigner se conoce en unos cuantos casos y no en general , Sin embargo, se pue~

de evitar emplear los coeficientes ( 5.13 ) por el método de pesos que permite obtener el

operador de descenso en 2{;)( U4 en el caso en que la funcién de onda resultante se

1)

desee Unicamente de mdximo peso en el grupo U4 )



Teniendo en cuenta estas dificultades, procedemos en otra forma. indica
remos en el siguiente inciso un método que nos permite obtener el tensor de mdximo peso de
cualquiera de las Rl de Ztg X Uq contenidas en una dada de Wy, , expresado como =~

- - - . f +
funcién polinomial de los operadores b y b .

5a.- Contracciédn Explfcita de Indices Covariantes y Contravariantes para obtene:

Tensores de méximo peso en la Cadena de Grupos

Como punto inicial de esta discusién, es conveniente utilizar una enume
racién apropiada para los fndices de los estados de una sola particula. En el caso especial
de las capas 2s~ld y |p tenemos en total nueve estados orbitales y cuatro estados de spin
e isospin, como se indicé antes. Los estados orbitales ( caracterizados por el r’ndice/4. )
son estados de una sola partfcula en el oscilador aménico y se pueden denotar por un con-
junto de tres ndmeros cudnticos (n, Ny n., ), que indican el némero de cuantos del oscila.
dor en cada una de las tres componentes esféricas.

Para estados de la capa s - d
n+n,+n_ =2 (5.14a)

y para estados de la capa Ip

n+n +n. = 1, (5.14b)

como es bien sabido. Hacemos ahora la identificacién de los nueve estados con el ndice
Ak, tomando los valores |, ..., 6 si el estado orbital se refiere a la capa 2s~id vy

los valores I', 2' v 3' si el estado de una partfcula se refiere a la capa lp. La identifica



cidn con (n‘r\on_l

42

) se da en la tabla | ;

nnyn_, 200

Wo

101

020 | 01l 002 | 100 | 010 | 0O

Anélogamente, el mdice S toma valores de | a 4, identificados con

valores de la proyeccién del spin ¢~

siguiente:

y de la proyeccién del isospin T de la manera

ot

nj-

~l-
~l-
N
-
]
~-

(5.15)

Por otro lado, deseamos clasificar los generadores de Zé_q (ec.5.2) vy

7
de Uy (ec. 5.3) de acuerdo con el concepto de peso

cia 1, se tiene gue los generadores de Uy

14

oM
.0,
D

/ul
4

yra

al actuar sobre un estado BRI del grupo &

ol

Segdn se indica en la referen-

suben el peso
(5.16)

dan el peso

bajan el peso,

Una expresién andloga se tiene para los



; ) £ .
generadores  C 5 de U4. Como se puede ver de ( 5.16 ) es necesario ordenar los in-

O

ictes/a. v 5 introducidos anteriormente. Introducimos la convencién de que un estado
cotrespondiente a un rndice/u_ primo es de menor peso que un estado con fndice no pri-
10, Jtilizdndose la enumeracién natural dentro de cada una de las capas; es decir, se les
da mayor peso a los estados de o capa 2s-ld que a los de la capa lp, lo que resulta muy
conveniente cuando se introduce la clasificacién por el grupo SU3, como se verd después.
En cuanio o los fndices S se usa la enumeracién en orden natural . Con esta convencién
t! 2

resulta, por ejemplo, que {, es un operador de ascenso para el grupo 2(9 y que Zﬂ/jz.
es ur operador de descenso en este mismo grupo.

Impondremos chora sobre un polinomio {2  en operadores de creacién
y de aniquilacién la condicién de que sea de un peso definido en ambos grupos y que este

peso sea mdximo. Con el objeto de evitar el uso del estado de vacfo las condiciones que

se imponen son las siguientes:

5.17 )
r/ /A«L - . h p (3
L /—)] B /
en y . N
!_‘Cjb) pJ = o) 5<5, (5 8)
M~ s -
Pl P

en U, ; el efecto de conmutar un generador del grupo cor un polinomio del tipo
4

. + ) L‘“'JI . , {

p{ b'us, b ) es idéntico al efecto de una Herivacién si se tiene cuidado de con-
. . + . . .

servar el orden, yaque by b son cantidades algebraicas no conmutativas. Con
fas condiciones ( 5.17 ) v ( 5.18 } estados consistentes dnicaments de partfculas (o sea, -
colinomic: en operadores de creacidn dnicamente ) zoinciden, para el mdximo peso, con

b

los wrilizados en frabajos previes .
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Resulta dtil para expresar tensores irreducibles de grupos unitarios con
operadores de Fermi, introducir el concepto de determinante de Fermi, de acuerdo con las

siguientes definiciones :

S,..‘Sa" - . Ps N v |
A‘}L‘.../AS} ;( ) pS lD/u.‘s'._. E/u& sa'

(5.19a)

/u . [ o4 ' Sy . .
\/ sf.../:JJ-=Z(“)sF%BﬁS... RS (5.19b)
Ps

en donde P indica una permutacién con respecto a los indices S . Sise toma en cuen
+ .
ta el hecho de que los operadores b~ y b anticonmutan entre sf se puede demostrar
que & y Q se comportan como determinantes con respecto a los fndices S ( es
decir, al intercambiar dos de estos rndices cambia de signo la expresién ) y como permanen
te con respecto a los I’ndices/ll' ( o seqa, no se altera la expresién al intercambiar dos cua
. Q .
lesquiera de las A )

Se introducen ademds los determinantes de Fermi siguientes,

3

ST R N
V My A —.é—:(‘) F/DU- (5.200)

4+
i b peysy

/U-'.../u.J‘ ‘:a /“'ISI /u_,s.
AN SIH.SJ:;(”)/‘_ B O R (5.20b)

. "‘"l/u'
* No se deben confundir los determinantes de Fermi v _ S_;'j

5,
"Si " definidos en la ecuacién

con los introducidos
. . S .

en la referencia 1, los cuales coinciden con v/u yny
.-

(5.20a ). El punto en W tiene por objeto distinguirlos; se observa que N/  es

formalmente idéntico a 4\ , salvo que estd definido en términos de operadores de

aniauilacién.
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en dorde los papeles de 4y s seintercambian con respecto a las expresiones andlo

gas definidas antes, ya que P/¢A- simboliza una permutacidn con respecto a los |’ndices/u«.
En el caso de confraccién en el grupo U, conviene utilizar estas dos
dltimas expresiones, mientras que las definiciones (5.19 a ) y ( 5.19 b ) son Gtiles en el ca
so en que se efectde la contraccidn de un cuadro con un anticuadro en el grupo de dege-
neracién orbital, Como es al primer tipo de confracciones al cual nos referiremos a conti

v 5.5
* * . “ ] J
nuacién, los polinomios que se obtendrdn estardn expresados en términos de

Mgt
Ns, . s
Si tenemos un diagrama de Young ordinario para la Rl de 2(9 X U4 .

entonces el polinomio de mdximo peso, que satisface las condiciones ( 5.17 ) y ( 5.18), se

S\-“SJ‘
construye en téminos de V/u; M como se indica en la referencial. Como ejem-

plo supdngase que se desea construir el tensor irreducible de mdximo peso correspondiente

NN
| X

FJ

en &g X U4 . Inmediatamente se ohserva que
V) 22 3

D = V (2 v ) 2 v i

satisface las condiciones de méximo pesc y que corresponde al peso apropiado en ambos
i
grupos, si se recuerdan el efecto de ‘6’/:‘: ¥ C gl sobre P v las propiedades de los
determinantes de Fermi,
Ahora supéngase que se tienen en ambos grupos diagramas de Young con

representaciones de mdices puramente negativos. El polinomio de mdximo peso se constru

ye en forma andioga al anterior, utilizando ahora los determinantes definidos en ( 5.20b ),
s

- G b
como es claro si se hace notar el efecto de s sobre



A s 7

g E - _b/“' A
“e é"‘ (5.21a)

s' W 5 /4-:;--‘»l 5
Cs, B == 5,5 : (5.21b)

Asl, por ejemplo, a las representaciones

X

L

les corresponde el polinomio de mdximo peso

\ ' st 3
p = A4 y AS 3 AZ
expresado en téminos de operadores de aniquilacién.

Se ohserva que los fhdices orbitales en este ltimo caso toman el me~
nor valor posible compatible con la estructura de los determinantes, mientras que en el ca
so de representaciories de partfeulas ( Mmdices puramente positivos ) estos indices toman
los mayores posibles, de acuerdo con la convencién introducida antes.

Con estos polinomios podemos construir ahora el polinomio de méximo
peso de una representacién de &g X UJ, , obtenida por superposicién directa de un dia~=
grama de Young ordinario con otro consistente Gnicamente de fndices negativos; o sea,
la representacién de 2{9){ U,' sobre la cual no se ha efectuade ninguna contraccién. El
polinomio correspondiente es simp lemente el pro.ucto directo de los polinomios de méxi=
mo peso de cada una de las represeintaciones, del tipo de P y P'de los ejemplos antes con~-

siderados .

Se procede ahora a la construccién del polinomio de méximo peso de -



un dgiagrama contrardo. Veamos por medio de un ejemplo como se procederfa en general .
\ 4 3] 5
Supéngase que se tienen las Rl |i 0.0 |de Un y[zl...-—l—ZJ x{sl-l-li

de Z(y X Uq, gue grdficamente se representan en la forma

gﬂ
m X[:ESI

{ se hace notar, de paso, que las partes positivas y negativas de los dos diagramas son con=

jugadas ).

El polinomio de méximo peso correspondiente a este diagrama de Young

es

Vil 2 A3 a3
P=V.uV, Ay AL, (5.22)

que, de acuerdo con lo indicado antes, es el producto directo de

2

P- Vs V,

polinomio de mdximo peso correspondiente a las partes positivas de los diagramas, con
—_ 5| 3‘1'
P = A} 4 4
polinomio de mdximo peso correspondiente a las partes negativas, expresado en términos de
operadores de ariquilacién.
Ahora deseamos efectuar una contraccidn en U4 ; es decir, se quiere
obtener el rensor irreducible de mdximo peso correspondiente a la representacién

N
rZ n...=i=z X{joo—- Z} en Z[g X U47 que gréficamente se indica como



1

L]
X
N

N

T

Como no se quiere alterar la Rl de Z¢g los mdices orbitales no se alteran, garantizan-

do asf que el polinomio obtenido siga siendo de méximo peso en este grupo. Porotro lado,
para obtener el peso adecuado en el grupo U4, se hace notar que el fdice 5 no puede

tomar los valores 2y 3; esto se puede lograr de la siguiente manera,
"' v 5 Ab' 5'2'
;|25 ! 3 AHH
si recordamos la expresién ( 5.2l b). Para obtener el méximo peso en U4 sumamos sobre
todos los valores posibles que puede tomar S ; en otras palabras, se efectda una contrac
cién sobre el fndice S , logrando asf que
VAN
Vi [N
S
permanezca invariante frente a transformaciones en U4 ya que conmuta con los generadc -

s’ N
res CS de este grupo. El polinomio
YV Vi, N
D - 123 \ s 4 4
S
es de mdximo peso en U4 si lo era el polinomio original, por consiguiente.
Se ha simulado el efecto del operador de descenso definido en el inciso
anterior ( ec, 5.12), sin necesidad de utilizarlo explrcitamente.
De paso, se observa que el resultado es el mismo independientemente de

la longitud de cada fila del diagrama siempre que la estructura de éste sea la misma que la

del considerado en el ejemplo. ( Hay que hacer notar, sin embargo, que en el caso de los



s la longitud de cada fila estd limitada. Per ejemplo, hardndose de la

soooo o ias Hllas negativas pueden tener a lo més una longitud de tres cuadros, correspon-

i
|

woenies o dos tres diferentes valoves cel ndice 4« en esta capa ),

Si se hubiera considerado el caso,

-
RN [

/47

— L1

H

vor ejemplo, el diagrama de superposicion directa no es un diagrama de Young permitido

en el crupo U, ya que en la tercera fila se superponen un cuadro y un anticuadio, Si

4

se aplican las reglas de construccién empleadas para obfener el polinomio ( 5.22 ), se ob-

nene la expresidn,

ey z 3 3! 3'e!
VIZ.') v| V|Ai A‘l"

YV VTN, A

9
S

vu que para S ¥3  los términos de esta Gltima expresién valen cero; como ejemplo, el

i

:érmine con S = 2, es del tipo
Pl vl X72 3 st
7 AN = q
; 123 I i /lj ( Ny &V

<
Laogue VI aparece dos veces. Por consiguiente, la conrraccién se efecrio cutomdiicy

an este tipo de diagramas; en este caso se obtiene el solinomic de wdximo peic e

i

4 - - -
2y x U, corespondiente a la Rl {5 10~ 2 } en  J
4

=



Volviendo al caso ( 5.22 ) antes considerado, vemos que la contraccién

efectuada no es la Unica posible, segin las reglas de Littlewood enunciadas en el inciso 3
de este caprtulo: el diagrama con (ndi ‘211 _.[ 1210 2 j{

ste cap : g con fndices (2l...-1~2] X 210 . en J;gu\‘,
es tarmkién posible. Veamos ahora la construccidn de la funcién de onda de mdximo peso
para esta Rl. Para obtener el polinomio de peso correcto el idice > debe tomar el va-
lor S=1 (nicamente dos veces y no debe tomar el valor 9: 5. En otras palabras se de-
sea una expresién del tipo

Zv“b v,ld; AJ,';‘

13 44

en el cual no se han alterado los fndices orbitales por la misma razén de antes y se ha con
trafdo con respecto al ndice 3 , de acuerdo con el resultado del ejemplo anterior. Pero
este polinomio no conmuta con todos los generadores de ascenso de U4( con C\. - por
ejemplo ) y no se obtiene, por tanto, una funcién de mdximo peso. Sin embargo el polino
mio v 12 5 3 1 3: ZJ
). Vi VAL A

=)
también tiene el peso adecuado en U4 y tampoco es de méximo peso en este grupo. Es
de esperarse entonces, que una combinacién lineal de ambas expresiones, que claramente
son linealmente independientes, sea de méximo peso. Se propone por consiguiente, el pc

linomio

ey 115 2 3: .3'2’ ne 5 ’51 (v.b‘d‘
en donde los coeficientes A E//ﬁ se determinan exigiendo la condicién de que este

polinomio sea de méximo peso, lo que se reduce en este caso a pedir que conmute con el

1
generador de ascenso C, .



Este método para determinar el polinomio de méximo peso es andloge al -
método utilizado en | y es sumamente poderoso.
Veamos que condiciones deben satisfacer <& /ﬁ para que el poli=

nomio satisfaga la condicién

Como se indics en la discusidn que sigue a la ecuacién ( 5.18 ), el generador C,‘ ¢ al
conmutar con P actda como un operador diferencial; por lo tanto se tiene:

|'s i 312)

[C,Z,PJ = xg Vies Y, & 5, _"ﬁg Vs O NN

Hs (R s
En el apéndice C se demuestra que Viza V, y Vi3 v, no son li~
nealmente independientes, :.no que la relacién

R 1V S i

Vias V,s =3 Vi V, = 0

es vdlida, de acuerdo con las propiedades de los determinantes de Fermi. Tomando en cuen

ta esta relacién, vemos que &4 yj estdn relacionadas en la forma siguiente:

p("j‘:h:O,

con lo que se asegura que P sea de mdximo peso. Esta relacién defe:‘minaﬁ en térmi=

nos de % ala cual se le puede dar un valor arbitrario que se fija por la normalizacién

de! polinomio

K

r -2 %' a2 ne s A3 3'2
. Z[vuzz; VAVAN AM‘—J‘T Vs V| A, &y,
s L

J' (5.23)

Ademds de las contracciones consideradas hasta ahora ofras dos primeras

contracciones san posibles para estas representaciones; se tienen en total 4 diferentes con-



fracciones que llevan a diagramas de Young distintos entre sf; las dos no consideradas an-

tes son

-
N\
X N y | X

[ |

Los polinomios de mdximo peso correspondientes, que se obtienen empleando la misma téc~

nica, son

P_Z AN NN Z Vs VN N
(5.24)

p Z 1"z 5' 3 2’ ! e 4
= Vies ¥V, ASAQ& z Vnzsv Ag, Az,s
S S

(5.25)

_‘5_2 13 3’ Z 1ns 3

2 Vs V, A_r, &45 = Vies V A A‘vb)

5

respectivamente.

Analizaremos ahora el problema de efectuar una segunda contraccidn y
obtener el polinomio de méximo peso correspondiente. Como se puede ver de los 4 dic-
gramas resultantes de la primera contraccién, solo dos de ellos resultan diferentes cuando
se contrae por segunda vez. Esto se debe reflejar, segin se vis en el inciso 3, en el he~
cho de que s6lo dos de los polinomios de méximo peso resultantes de la segunda contraccién
deben ser linealmente independientes. En efecto, de la segunda contraccién en los polino
mios de las ecuaciones ( 5.22 ) a (5.25) se obtienen otros polinomios expresables como

combinaciones lineales de las expresiones siguientes:

J

ZZ V:;i V. A; /—\45



¢ N 1S 5! 3’ 3'2’
AJ—.—J VIZB V| AS) AQS
5 3

que son diferentes entre sf, aunque no ortogonales. En base a ellos se pueden obtener dos
polinomios que si” lo sean, utilizando el proceso de Schmidt, por ejemplo.

La récnica general de construccidn debe estar clara, chora. Se plantea,
sin embargo, el problema de la demostracién en general. En este punto se deben tener cla
ros los objetivos del trabajo, es decir, las aplicaciones ffsicas del método. En cualquier
caso ce interés fisico se consideran cuanco mds tres agujeros en la capa lp vy el caso mds
general para el grupo U4, correspondiente a todas las contracciones posibles de un dia-

grama ( virtual ) del tipo siguiente,

no es de interés en las aplicaciones y por lo tanto no lo consideraremos aquf. Por otro la
do en la Tabla 2 se dan los polinomios de méximo peso en &7 x U.4 gue son de infe-
rés ffsico y para la construccién de los cuales se ha empleado una récnica similar a la uti
lizada en el ejemplo, que como se ha visto, implica dnicamente el efectuar contracciones
y el conocimiento de las relaciones entre los determinantes de Femmi. ( Apéndice C ).
Hasta ahora sélo se ha indicado la contraccidn en el grupo U4 habién
dose justificado este hecho indicando que las cor :acciones en el grupo Z(j no eran ne-
cesarias. Veamos con un poce mds de detalle este punto. Al efectuar una contraccidn en

-’/)(j se igualan Indices orbitales de un operador de creacién con los de un operador de

aniquilacién y luego se suma sobre todos los valores que puede tomar este rndice/u.
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TABLA 2

Algunos Polinomios de Mdximo Peso en

ALY | P ax

rm i Zvu..nvz...zva...; 4. H$ a3
%b‘ " R Yoo m l,..p Vk VS.

f n oo 2...2 3 .35 _4...4
i m ] | Z:Vl..-n V....m(v\....« V._..t: +
-1 7
e £ 3...34 4...4s 3
lemzr>k +r—E+1 VI...V‘ v|t )As
el 2...25 3...3 4...4
I il vt VA
- 2...23 3...3s 4...4
nl % ‘ +EE—7T1 VIrn V\...r V|L‘ +
™o
E_j“ er_r“—' 2...2Hk 3.3 ... 49
%_J_J +r—_—2~(r+l)..t(t-l) v:...m vl...r VIE 't'
E(m-car) 2...2% ___3...34 4...ks\ 3
"’7/"‘?’"}!: +:(r+|y—T(t—l) VL..n VIrn VI..J' )As

oo | 2...25 _5...3 4ok 3
R AR (VAT vV VAl

n §
m-1 2 2...2% 3...35 —4...4 3

- | v +rr"\'-rr—+§. Vi..m Vir VI...T‘ As +
2

e vz.. Y 3...3 H...45 .3’
nZme>r=F m-c+ L ... m Vr‘ Vl...r As




Esto implica rener dentro de un mismo polinomio operadores de creacidn y de aniquilacién
pertenecientes a la misma capa del oscilodor; por tanto la operacién de contraccién en

2Ly altera el ndmero de particulas en cada capa, violando la hipétesis simplificatoria
indicada antes,

Por otro lado esto resulta muy conveniente, ya que entonces el clasifi-
car las funciones de onda por los subgrupos de Z(g , Z(g + 2(3 , que esencialmente
es reflejo de la hipStesis simplificatoria indicada antes, se logra autométicamente. Sabe
mos que al contraer el polinomio en U4 los indices orbitales no se alteran; porotro la-
do, el polinomio original ( antes de operar con el proceso de contraccién en U4) es una
funcién de mdximo peso en Zg v estd constituido por el producto directo de un polino.
mio de mdximo peso en 2 s con otro de méximo peso también, pero en el grupo ’Zj ;
por consiguiente, todas las funciones de onda que se obtengan por contracciones en U4
corresponden a una Rl de &¢¢ cuyos indices estdn dados por la parte positiva del dia-
gramo y a una Rl de &3 cuyos fndices estdn dados por la parte negativa de este mismo
diagrama.

Asf, por ejemplo, en el caso considerado antes, |os polinomios corresp n
. 1 [
den a [ZIIJ en &¢ ya ]LO-I-Z} en Z./_;

Cualguier otra representacién de &4 + U3 contenida en la Rl dado
de &3 , que en el caso mds general indudablemente existe, corresponde a un estado con
diferente numerc de partfculas en cada capa y no es de interés en nuestro problema.

En esta forma se ha construido en forma analrtica el polinomio
P{U.JnDZéng/, > (Z/; + Z(_;)X Ué}

de méximo peso en Z/j . r Uy U4. Sin embargo, la clasificacién de la
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funcién de onda no estd completa, siendo nuestro objetivo final introducir en ella a los sub-

p (t)
de &g y a los subgrupos SU2(£/ SU2 de U

grupas SU3 y R Jy-

3

6.~ Qbtencién de Estados Ffsicos.

En el procedimiento analitico de construccién de los polinomios indicado
hasta ahora, se han obtenido estructuras polinomiales en operadores de creacién y de aniqui_
lacién, sin referirnos a las propiedades del vacfo (|.l) sobre el cual actéan los polinomios;
no hemos especificado, por tanto, las propiedades tensoriales del vacfo, siempre presente en
las formulaciones de problemas de muchos cuerpos que emplean las técenicas de la 2a. cuan
tizacién.

Consideraremos ahora la obtencién de "estados ffsicos", es decir de esta=
dos representados en 2a. cuantizacidn, cuyas funciones de onda estdn dadas por las operacio
nes polinomiales previamente construidas actuando sobre el estado de vacio

Cuando se considera el problema de particulas en interaccién dentro de
una sola capa del oscilador *, el vacio, ( indicado en la referencia? y art. I, 1l como o7,
por referirse a un estado de total ausencia de partfculas en la capa ), satisfacia la condi--

cién

b#* o> =0 V/u.,s (6.1)

en donde/u se refiere a las coordenadas orbitales ( ‘dentro de la misma capa )y S @

las coordenadas de spin e isospin. En otios téminos, de acuerdo con la definicién de los ge

neradores de los grupos unitarios correspondientes, el vacro l10>> corresponde a una RI
[-0] , en todos ellos: el vacio es un escalar con respecto a cualquier transformacidn

unitaria, sin importar, el espacio en donde se lleve a cabo la transformacién. Por consi==



cuiente, si se construye un polinomio p(btu.s) { funcién Unicamente de los operado=
ves de creacién, en esfe caso ) que tenga propiedades tensoriales irreducibles con respecto
¢ un grupe dado, las representaciones no se alteran al aplicar este polinomio al estado de
vacfo,

El problema tiene otras caracteristicas cuando entrun en juego dos ca=
pas y se desea tener funciones de onda correspondientes a configuraciones de particula=
agujero. Aqui el vacfo estd definido por la ecuacién (1.1 ) en forma natural y de acuer=

do con esta definicién y el Principio de Pauli, se satisfacen las condiciones

o/ lox>=0 =1, ,06; s

I
~
¥y

(6.2)

1
[aN]
-t
Od
L
L
wn
I
.
53

s |
‘O S 0)> =0 : 3
que se podrfan considerar como una definicién alternativa de IO’(> . ( Se hace notar que
esta misma definicién | x> para el vacfo, serfa la natural y conveniente cuando se con-
sidera una sola capa, conteniendo un ndmero de partfculas cercano @ su capacidad, de - =
- 15

acuerdo con el Principio de Pauli ).

De la ecuacién { 6.2 a ) se ve que \0X> es un invariante con respec

‘o al grupo llé, subgrupo de U_, que corresponde a transformaciones unitarias en el es-

9/
pacio de degeneracién de la capa s=d y cuyos generadores son, { ver ecuacién 5.2 )
A
)
—é‘t ‘/LL)/LL = f) sery b .

Por otra lado,

,/u’ J ) L )
“/5}“ fOX>:O/‘_)/4.4,: IR 2,5,5/14, ;é/a (6.3)

A
D lo>=4 10> ws oy

2 > o
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En otras palabras, con respecto a transformaciones del grupo U, relati-

3
vo ala capa 1p, \0X> es de mximo y mfnimo peso a la vez con RI, por tanto, [43]

en este grupo U3.

De la definicién de \0X> se observa que es de mrnimo peso en Uy v

que con respecto al grupo U4 es de mdximo y mfimo peso a la vez. Corresponde, por

tanto, a un tensor irreducible del producto directo Zlgx U4 , con ihdices [45] X {3 4}_
Teniendo en cuenta las propiedades del vacio del problema, veamos aho~

ra que cardcter de irreducibilidad tienen los estados ffsicos, formados por polinomios en ope

radores de aniquilacién y de creacién, clasificadas por R.l, de Z(j x U 4 ., aplicadas

al vacfo,
Como el estado l0X> no es un invariante con respecto a Z{g 6 a

Ug P |09 en principio no deberfa tener cardcter irreducible con respecto a estos

grupos, sino ser una mezcla de diferentes representaciones, de acuerdo con la serie de

Clebsch =~ Gordan. Sin embargo, tanto ¥ como |0x> son polinomios de méximo peso

en el grupo U4 por construccién, resultando entonces el producto directo de los dos polino_

mios de mdximo peso en este grupo.

Formalmente : s’ s’ s
Cs Plop = PCS o>+ [CF Pllox>=o0,
5< S)
de acuerdo con las ecuaciones { 6.2 )y ( 5.18)
En otras palabras, P\0X> siaue correspondiendo a una Rl del grupo
A
U ; como el peso de P\OX> es diferente al de P(L’ ,b) y al de Wb , la Rl de U,
4
cambia, desde luego, de tal forma que si P corresponde a la RI {'U" viviv® } de
U4,Plox> corresponde a la Rl {7};{.5)' Uy +3, Un+3, ?J'4+‘l} de U, ¥ continda siendo

de méximo peso. ( Pasa algo andlogo al acoplar "PJ,‘}, y ‘PJ‘}‘ , BRIs del grupo



R

5 cuando se acoplan para tener un momento angular total J = 3'| + } ,  conproyec
cién M = J= jl + j,z , en cuyo caso el coeficiente de Wigner correspondiente vale la
unidad: \{leji\le jz estd avtomdticamente acopladaa  J y M totales ).

Con respecto al acoplamiento en el grupo U9, el razonamiento anterior
ya no es vdlido, puesto que |0)> no es de méximo sino de mfmimo peso en U_. Como
consecuencia P|0x> , resulta el producto de un tensor de méximo peso con uno de mf~
nimo peso en U9. Sin embargo P\o)> es una expresién polinomial en téminos de ope
radores de creacién de Fermi, clasificada por una Rl de U4; autom@ticamente es irredu~

cible entonces en el grupo complementario U, ( con respecto a Mn , en donde P|0)>

9

corresponde a una Rl de una columna ) con una Rl en este grupo conjugada a la asocia-
da con Plo@ en U4.

Con respecto al subgrupo de U Ué + U, se obtiene un resultado

@’ 3

andlogo. El estado de vacro |0X> es un escalar con respecto a U‘5 y por tanto Pl0x>
. . . . L +

tiene el mismo cardcter tensorial en este grupo que la expresién polinomial P (b, b).
Se ha demostrado, al final del inciso anterior, que P corresponde como tensor de Young

ala RI !.—‘Kli] de U

positivos en la representacidn de U9. Por consiguiente pi0X> corresponde a la misma

g €n donde {“ﬁ.li] es el diagrama de Young de fndices puramente
RI [‘g\‘i:l de U(,' Si consideramos ahora, el otro grupo de la suma directa, o sea el gru-
po %3 , vemos que |0X> , de acuerdo con las ecuaciones { 6.3 ay b ) es también el
médximo peso de la R [45] de s . Aplicando un razonamiento andlogo al utilizade
en la pdgina anterior para U’A. , se tiene que P',;) es también de méximo peso en £(3
y que corresponde a la Rl con (ndices [4-‘ﬂ)~:] en donde [—-ﬁ.;] es la parte negati-
va de la Rl de Z./y considerada.

En resumen, si P estd clasificada por [’a‘] en ZZj , {2)“ 1 en
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UI. : [‘f‘.] en LL¢ y [-ﬁi ] en Zé; ' P|°X> se transforma como {'D,'+5}
con respecto a Ut, , la representacién conjugada en 2(5 . [‘k;l] en Z((_ y final-

mente, [4-{'“] en Z(_; .

1

Como parte final de la construccién analftica de las funciones de ondas
deseamos introducir en la clasificacién, por las razones expuestas en el inciso |, los subgru
pos de Zj , SUJ grupo de simetrfas del oscilador arménico y_Ql , grupo de rotacio-
nes en tres dimensiones, asociado con el momento angular orbital, por un lado; porotra
parte, deseamos también clasificar los estados por los subgrupos SUz (e y SU 2 (=)
de U;, , que nos introducen en la clasificacién el spin total S y el isospin total T. Se

indicard el procedimiento para conseguir esto en los incisos siguientes.

7 .- Clasificacién de las Funciones de Onda por la Cadena de Subgrupos de

Yor 35Uz Ry

Como primer paso para lograr clasificar los estados por Rl de SU_ T R

3 3y
es necesario analizar estos subgrupos y sus relaciones con el grupo Uy grupo de degenera~
cién orbital de las dos capas del oscilador arménico.

En primer lugar, demostraremos expl fcitamente que los generadores de

SU, se pueden expresar como combinaciones lineales de los generadores de U9, probando

3

con este resultado, el hecho de que SU3 es verdaderamente un subgrupo de Ug.

Para esto, basta recordar la expresién para los operadores de una sala
,

At - .
partfcula en téminos de é.. ( generadores de U9 ) cuando estos operadores son inde~
pendientes de las coordenadas de spin e isospin, que se encuentra en la referencia 1:

ZJ:Z < o lwl > g/‘"
<’ s (7.1)
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en donde/u.., A’ son némeros cudnticos que definen los estados orbitales de una sola partr-
~
cula, en el caso que tratamos, dentro de un potencial comdn de oscilador arménico.

Considérese los operadores de creacién y aniquilacién ordinarios del osci

lador ( la. cuantizacién ) :

+ _ -t 4 9 - 9
G (R, s () s
3: l,O)_|
De acuerdo con las reglas de conmutacién
[xl., pJ.Jz'L Sta (7.3)
7

. + . . .
se tiene que A9 y @ satisfacen las relaciones de conmutacién :

[a.+ a.*} = {ag,a&}zo

o ] 8

son operadores de creacién y aniquilacién, respectivamente, de cucn

(7.4)
)
+
(Aqurag y CLS
tos dentro del oscilador arménico y son operadores de una sola partfcula, sin relacién algu-
+ M
na a los operadores b/u y b antes introducidos ).
Si ahora se define, ( referenciaq )

ng, = CL+3 O_q

)

(7.5)

y se emplean las relaciones ( 7.4 ), se demuestra que los operadores de una sola particule
(7.5) forman los generadores del grupo U3 de simetrfa del oscilador arménico.
)

Pero ahora se puede aplicar la expresién (7.1 ) con ng , operador

de una sola partfcula, en vez de \U



=) SulCytl> g
S

(76)

en donde la suma sobre/u y/u,J va sobre todos los estados posibles del oscilador, es de=
cir, se forma un sistema completo. Utilizando este hecho se ve que los operadores (7.6 )
forman un grupo de Lie, subgrupo de Uy e isomorfo al generado por C_?g) . Es decir,
el subgrupo U3 buscado,
Si restringimos los estdOS/L)/u.J a estados de las capas s=d y p,

usando para /U' las relaciones indicadas en la tabla |, es decir,/u- = (n,ng n- 1),

/(4.’: (n|’, no',_n_")) se observa que como Cﬁq‘ no altera el ndmero total de
cuantos en un estado del oscilador, se tiene la resiriccién siguiente sobre la suma en la ec.

(7.6):

nl+n°+n_ n - +n, + N . (7_7)

|

. . . +
Si ademds se emplea el resultado bien conocido de los elementos de matrizde 4 g vy

>
a9 con respecto a estos estados

<\n n non n> ﬁ &n +B g\°+éﬁ°én""" éq—i

se tienen las combinaciones lineales apropiadas que nos expresan CUQ 9 en funcién de

“a

(7.8)

A
'g/u , generadores de U9. Estas se dan en la tabla 3.
De la ecuacién ( 7.7 ) se conciuye un resultado muy importante, que se
3)
puede verificar fdcilmente en la tabla 3: los generadores CE de Us quedan expre
sados como generadores de Ué.i. U3, puesto que no interviene nunca en la expresién de

)
C"’qq un operador que conecte estos dos grupos. Esto ademds debe ser asf, ya que
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Ub y U3

(ref. 1).

se refieren a grupos de simetria orbital en una capa complieta del oscilador.

TABLA 3

Cj;)? \/Zl.‘o&'2+\/2524+655+(f“2'

C._I).a sztf.3+525+\/i 63‘.4'6',5,

0

£ +2 8.5z €+ ¢,

&'+ &, + 5534- g',"

e

£

2 2 '

£

‘ )
é33+ (5554— zf‘ + 63‘3

Q

Vi 6z & e+ 4,

VI &5 G T &0+ By

&2

| & &g & 4y

Utilizando este resultado, es sumamente sencillo encontrar las represen
taciones de SUs contenidas en una representacién dada de Z(y y Z(4+ ZJJ . Por

un lado, se conocen las representaciones de SU,, contenida en una de Z{c { ver la tabla

3



correspondiente en el trabajo de Elliott ( ret. 6 ), obtenida por medio del método |lamado
pletismo ). Porotro lado, el grupo £¢3 referente a transformaciones en la capa lp es
idéntico al grupo de simetrfas del oscilador arménico, de tal forma que la representacién
de SU3 que contiene una Rl dada de X3 es idéntica a esta Gltima. Se multiplican
entonces , utilizando las reglas de Littlewood, ( aplicables en este caso ) las representa=-
ciones de SU, contenidas en &¢ con la representacién de &3 obteniéndose asf la in-
formacién buscada.

Una vez aclarada la relacién entre los grupos SU3 y &g , procede-
mos a construir a partir de los polinomios empleados hasta ahora, las bases que correspon=

dan a una representacién irreducible para SU,. Una vez mds, nos interesa clasificar el

5
estado por subgrupos de SU3 que tengan significado fisico; por lo tanto nos ocuparemos
Gnicamente de indicar la construccién de la funcién de onda de méximo peso en el subgru
po SU3.
El procedimiento es el mismo que el empleado en | con este objeto: el
método de pesos. Consiste en construir todos los polinomios del tipo introducido en el in-
ciso 6 de este caprtulo que, por un lado, sean linealmente independientes entre s’y po-

el otro correspondan al mismo peso en SU,_ ; posteriormente se forman combinaciones li-~

3
neales de estos polinomios con coeficientes arbitrarios y se determinan estos Gltimos por la
condicién de que la combinacién lineal resultante sea de méximo peso en el grupo SU3.
Estas combinaciones lineales se pueden formar de los polinomios, funcién
¥ 's’
de b/,‘_s y b/* obtenidos antes, aunque t~mbién se pueden formar de los estados
f(sicos definidos en el inciso anterior, o sea de los kets obtenidos por aplicacién de estos

polinomios al estado 10)9 . Como se puede ver de la tabla 3 vy de las propiedades

del estado de vacio, éste corresponde a una representacién irreducible de U3, con (ndices



)
R{v ‘gz "éL_?,): (4 A “f) , siendo por consiguiente un invariante con res-
pecto o transformaciones unimodulares unitarias.

Si definimos el peso de un polinomio como el conjunto de eigenvalores

de

L

os operadores C"q 1 como es habitual y si se definen los operadores de ascenso en

3

generadoresen funcién de g/u' (tabla 3), el procedimiento es idéntico al que se si-

-~

o}
- ‘ Vo o .
L, como ios generadores C ff# con g <:’ >y utilizamos las expresiones para estos
J

gue en | para el caso de estados de particulas. Para mayores detalles nos referimos, por
consiguiente, a este artfculo.

Una vez que se obtiene la funcién de méximo peso, los polinomios que
constituyen la base completa, se clasifican por el subgrupo R3 de SU3 y se obtienen por
medio del operador de descenso, ))(“' introducido en |; este operador es tal que no
altera la representacién de SUy aque corresponde el polinomio sobre el cual opera, ya
gue estd formado por generadores de este subgrupo, pero que cambia el momento angular

arbital L, mdice de la Rl de R., a un valordiferente L',

3
Freet | (R R+ (A7)« (ke )W LY =
20 B[R] o (] [ ]« (rike) w0l >,

an donde [*ﬁ\] , [A’J y [an} son los Mdices de las representaciones de los grupos
j(f , Qc Y Z\Zj , respectivamente; (k, }22) son los correspondientes Mmdices para
SU;‘ v L se refiere al momento angular. Los nU weios cudinticos Ay W son eigen
calores de operacores nemitianos ( @ Jos que se les |lama operadores de Casimiv generali-
Saaos §ogue sirven para distinguir enfre funciones de onda que sear linealmente indepen-

sientes y gue correspondan a los mismos indices de representaciones ce todos los grupos
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incluidos en la clasificacién *. Los fdices {v} se refieren a la R| de U,g’ mien-

fras que el ndmero cudnticoﬂ corresponde a un conjunto de indices que se especifica

rd mds adelante.

La forma explfcita de z]LL’ ,sedaen |,y eslasiguiente :

z I
T /2 i !
) (- 2+ 1)/ (L-L'42) | (L4l +3)7 THL-n
ZZLL"Z ( i) v ) (7 0

z-T -
r=2 2" " (2-T)y (L—L'+z)g(l.-1.'+z+|){( !

en donde

ot —-\[Z—qzﬂé,(*l)q<llq-_c‘,\Im>C°ﬂq‘ (7.11a)

m=

39

Q.t=—z ("‘)q <“q—q"“> qu', (7.41b)

con <Ili - f“l \m> Yy <\\% —j‘ | 2 ‘L> coeficientes de Clebseh - Gordan

de R3 que sirven para obtener tensores de Racah a partir de combinaciones lineales de

generadores de SU3 ; en otras palabras, los operadores atr'n definidos en ( 7.1l @) so:
los generadores del subgrupo R3 de SU3.

El proceso de obtencién de las funciones de onda en esta cadena se com
plefa si sabemos como construir el polinomio correspondiente al mdximo valor de L conte

nido en la representacién (h‘ h)_) dada. Este problema ha sido resuelto ya, puesto que

nreviamente construido corresponde a

)

se sabe que el polinomio de méximo peso en SU

3

un momento angular total definido L = \Q, , que es el mdximo valor de L posible

* La necesidad de introducir &Ky W surge del hecho de que la cadena de sub-
grupos empleada en la clasificacién de las funciones de onda de la ecuacién (7.9 ), no
es candnica.



Aplicande ¢l operador ( 7.10 ) a este estado se genera entonces la base completa.

6)
8.~ Clasificacién de la Funcién de Onda por el Subgrupo SUZ( X SUJ_(I) de Uy

I

I

Daremos en esta seccién un breve resumen de como se obtienen estados
clasificados por el subgrupo SUZ (6& SUZ(Ude U4, { estados con isospin T yspin S
totales aefinidos }, a partir del estado de mdximo peso en el grupo U, construido como se
indicé antes. En otras palabras, nos interesa en este punto la especificacién del rdice
que aparece en los estados de la ecuacién (7.9 ).

Como se demuestra en la referencia |, los estados de mdximo peso en Uy

carresponden a valores bien definidos del isospin y del spin.

1=

(’U_\+"U'_3 -—“U-z—'lﬂ,)) S:_é—_ (Ir|+UZ+'U'3 ~'U-l..) (8

I
Z )

y de mdxima proyeccién en ambos espacios . En completa analogfa al operador 771 e
empleado mds arriba como operador de descenso en la cadena SU3 ) R3, se pueden
] i
introducir operodores/ﬂs S y/L(.TT tales que actuando sobre estados de spin S ¢
isospin T nos produzcan estados con spin §' e isospin T', respectivamente, de mdéxima
proyeccidn en amoos espacios. Aplicdndolos sobre el estado de méximo peso se puede ge
nerar 'a base completa en la cadena de interés 5U2 (GZ‘( 5U 2 (=) adn cuando un
mismo valor de S o de T aparezca mds de una vez en la representacién {1}'} dada
ce U4, en cuyo caso se emplea un operador hermiticno extra, cuyas eigenvalores se in-
cdican aqul como K y cuya funcién es distinguir estados linealmente independientes
con los mismos valores de {U’i Sy T.

En esta forma se obtienen los estados



]H], [4J'+[4\v])o< (kk, YoLl{v}y 5, TT> (5.2)

en forma totalmente analftica. Estos estados corresponden a los valores méximos de las
proyecciones de L, S, T. Empleando los operadores de descenso bien conocidos L ~, S -~
y T -, se pueden obtener estados para todas las proyecciones de L, S y T posibles. Cuan
do no se emplean interacciones coulombianas Gnicamente el valor méximo de la proyec~=
cién del isospin es de interés.

Por Gltimo, una vez cobtenidos los estados ( 8.2 ) para todos los valores
posibles de las proyecciones de L y S se pueden acoplar por medio de coeficientes de
Clebsch ~ Gordan para obtener estados de momento angular total J definido, lo cual es

invariablemente muy conveniente.

En el siguiente capftulo analizaremos la construccién de las funciones

de onda ( 8.2 ) desde otro punto de vista, empleando el método sintético.



CAPITULO i

METODO SINTETICO PARA LA CONSTRUCCION DE LAS
FUNCIONES DE ONDA DE PARTICULA~AGUJIERO

¢.- Relacidn de Funciones de Onda de Partfculas con Funciones de Onda de

Agujeros en la capa lp.

En este capftulo se expondrd el método sintético apropiado para el - -

cidleulo de funciones de onda clasificadas por la cadena de grupos

;U DZZ]X U,q
* S 50, 50,

Este raéfodo es de gran utilidad cuando se conocen las funciones de onda en cada una de
las capas, como se verd a confinuacidn,

Como se desea construir las funciones de onda en términos de operado-
res de creacidn ( que corresponden a particulas en la capa 2s-Id ) y operadores de aniqui
facidn ( que corresponden a agujeros en |la capa !n ) es necesario expresar las funciones
ze onda de la capa Ip en 1&rminos de estos Gltimos operadores. Posteriormente, de acuer

a0 con la idea del método expuesta en el capftulo anterior, se acoplardn ambas funciones
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de onda con coeficientes de Wigner, tanto del grupo Uz., , lo que automdticamente impli-
ca que las funciones de onda corresponden a representaciones irreducibles de 2(9 , como
del grupo SU3.

Analizaremos a continuacién la forma de expresar el polinomio, que se
supone conocido, referente a la capa Ip en funcién de operadores de aniquilacién actuan
do sobre el estado de vacio ‘0X> . Como se indicé en el caprtulo anterior las configu~
raciones de infterés consisten de un nimero de partfculas, en la capa |lp cercano a la ca~
pacidad total de ésta.

Si construimos un polinomio en operadores de aniquilacién siguiendo
las reglas enunciadas en el capftulo anterior, este polinomio corresponde a una RI del
grupo unitario de tres dimensiones, asociado con la degeneracién orbital de la capa |p,

as( como del grupo conjugado U4 , con dices negativos.

Es decir,
/L‘.’
éu_ > p(‘:) =0, e </u.’
(9.1a)

3,0  P(b)=—h, P(b), “huzo

h
/u.
en el grupo 2(3 y

CSS)'FD(E) =0, s<5'

(9.24a)
Css,- P (b) = -7 P(b), ¥s 20

en el grupo complementario U,. Poroiro lado, de la ec. (|.l), ei estado de vacfo

satisface las condiciones siguientes :



655||0x>=0, S #s'
6)‘#]0&:0, M FE (9.2)

L4
[}

en donde CSS y zf/u/u son los generadores de U" y 2(5 , respectivamente. De

(9.2) se tiene que el estado I°)> es de mdximo y minimo peso en ambos grupos simul=
téneamente. Por consiguiente forma el origen de una RI de estos dos grupos, con fhdices
{_:;3 33 B en Uq y [44‘4] en Z{_:; , como se puede ver aplicando a \ox> los ope
radores de peso en estos grupos.

Si ahora aplicamos el polinomio definido por las ecs. (9.1 ay b} dl
estado de vacio \0X> vemos que \‘f\/.q. £ 4 y 'Js < » ,de tal forma que el resultade
de la aplicacién sea un polinomio en operadores de creacién, lo que es necesario puesto
gue se trata de describir una configuracidn de partreulas en la capa Ip.

Pero el polinomio P(b)\bX) también corresponde a una BRI de 2(_;
y Uy como es claro de las ecuaciones { 9.1) y (9.2 :

5. PR = |60 P(b)| 109-0, s <
(92.3)
G PR O = (4- ) P (b) 10X,
Claramente se pueden seguir los mismos razonamientos con respecto al grupo Ug , ob-
teniéndose ecuaciones andlogas a ( 9.3 ). Se tiene, por ranto que |3(b) \ox>.

corresponde a los dices positivos

[*ﬁ/ﬁ en Us y {J—WJSE en Uy

Llegamos por tanto, a la conclusién siguiente :

Para obtener una funcign de onda clasificada por la representacidn
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[ g‘}{‘ en 2(3 y la representacidn (:U.S} en Ut, como funcién de operadores de ani
quilacién aplicada al estado \0X> , se debe obtener un polinomio que corresponda a las
representaciones [Li"\g/u.] en Z(j y {5 "_JS} en Uq , de acuerdo con las reglas
del caprtulo anterior,

Los polinomios de méximo peso en agujeros son siempre muy sencillos de
encontrar, simplemente por inspeccién, generdndose la base completa por medio de operodti
res de descenso apropiados, con lo cual se asegura que las fases relativas de las funciones
de onda asf obtenidas estdn bien determinadas y congruentes con las fases de los coeficien-
tes de Wigner, que se emplean para acoplar estos polinomios con los correspondientes de Ia

capa 2s=ld, que se construyen como se indica en la referencia |.

|0.- Acoplamiento de las Funciones de Onda en U, .

Se analizard a continuacién el problema de acoplar las funciones obte-
nidas en el inciso 9 con polinomios clasificados por una RI de &g v Uq , que repre=
sentan particulas en la capa 2s~Id. Trataremos primero el acoplamiento en el grupo Ug .
Como se indicé anteriormente, ol aocobnlar en Uq , las funciones de on da son automética=
mente tensores irreducibles en el grupo conjugado Z[_g , de degeneracidn orbital total en
ambas capas, como consecuencia de haber utilizado en el desariollo operadores de Fermi.

Se supone que se conocen los kets en ambas capas, clasificados como se

especificé anteriormente, es decir, suponemos conocido el ket

R ) o)

en donde [‘10‘./"] es una RI dada de ZQ y {ﬂ';} la representacién conjugada en

UA , ademds del ket



(10.2)

i ) f .
en donde[@uj esuna Rl de &3 y{ﬁs} la Rl conjugada en Uq ; este Gltimo es~
t4 expresado en términos de agujeros, o sea, como un polinomio funcién de operadores de
aniguilacién en ta capa lp aplicado al estado de vacfo |0X> . Utilizando los estados

(10.1') y (10.2) se desea obtener un estado del tipo
H}J s L‘g-/,(] + H/u.] ; {-‘l)-s}> (10.3)

zn donde [A/h indica una RI de 2(_9 y {'Js} la representacién conjugada de Uy .
El primer problema que se plantea es averiguar que representaciones de ['p\]:l y de {755 }
son compatibles con [{‘}A] , {.‘{“)4-] y {?55 } ; {15"5 } , que se supone estdn espe-
cificadas de antemano. Las representaciones de Ut\ se pueden obtener por las reglas or-
dinarias de Littlewood para reducir el producto directo de dos representaciones, que son
aplicables en este caso ya que ambos kets son bases de la representacién de un grupo de
transformaciones en el mismo espacio. Una vez conocidas las representaciones posibles en
Uq las de Z(g se obtienen conjugdndolas, de acuerdo con el principio de Pauli *.

El proceso de acoplamiento se puede obtener enfonces, por medio de los
coeficientes de Wigner en el grupo Uy, especificados en alguna cadena de grupos apro~
piada, siendo desde el punto de vista del cdlculo de estos coeficientes la cadena natural la
mds Gtil . En otras palabras, el estado que se transforma irreduciblemente con respecto al

grupo Uq s€ expresa como,

\ [}
* Las reglas de reduccién no son aplicables para acoplar H\)L) y ['ﬁ),t] ya que estos (ndi-
ces se refieren a representaciones de dos grupos de transformaciones que operan sobre es-

pacios vectoriales diferentes.
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(10.4)

en donde no se han indicado explfcitamente los renglones de las representaciones referen-
tes al espacio orbital por no ser necesario en este punto.
El coeficiente de Wigner
ORZR P S ¥ U, U5 Uy U, 17 U3 U,
) 4 1l
JLa lS.L& 1&3;
se puede determinar por el método empleado por Brody, Moshinsky y Renero ', qué como
se detalla en el apéndice D implica encontrar las bases irreducibles en la cadena de gru
pos .
U, 2 Uz +U; .
problema que es sumamente complicado, por lo que estos coeficientes de Wigner no hon si-
do determinados en general .
Por otio lado, el conocer estos coeficientes nos permitiria acoplar los

kets (10.1') y (10.2) en la cadena natural, que no es de interés ffsico inmediato en nues-

tro caso. La cadena de interés, como se menciond antes es

U;, 2 SUZ(G)X 5\)2(1]

ya que en esta forma obtendrfamos estados de particula~agujero con spin e isospin totales

definidos. Sin embargo, la determinacién de paréntesis de transformacién de la cadena na

tural a la cadena de interés fisico se puede lograr mediante la diagonalizacién de los ope-
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L2 2 . ) T
radores de Casimir S~ y T de los subgrupos Suz( y SUz( ) de Uy , respectiva
mente, con respecto a los estados clasificados por lo cadena natural. Puesto que se conocen
. 1 U L 17)
los elementos de matriz de los generadores del grupo Y4  con respecto a estos Gltimos
y Sy T se expresan en términos de estos generadores, las matrices necesarias no son di

freiles de obtener *.

Desde el punto de vista préctico se puede proceder de otra manera para
la construccién de los estados deseados. El método que se propone es andlogo al método de
pesos empleado en la referencia | para encontrar el polinomio de méximo peso en el grupo
SUj.

En este método se forman combinaciones lineales de productos de estados
clasificados por [4\}] y {U’;} y [“L}L] , {15; } , respectivamente, que sean lineal -
mente independientes y de tal forma que lo suma de los pesos de estos estados en U, sea
igual al méximo peso de la representacién de U4 que se desea obtener, ( en general, ho-
brd varios términos en este desarrollo ). Los coeficientes arbitratios de los diferentes térmi=
nos de la combinacién |ineal se determinan imponiendo sobre el polinomio asf formado, la
condicién de que sea de mdximo peso en Uy. Este procedimiento se ilustra en el capftiio
S , en donde se aplica para obtener las funciones de onda del C)fé Utilizando operado

«)

o ( (0) ‘ ‘
res de descenso en |a cadena U,‘ ) SUZ X SUZ se puede generar enfonces toda la base.

Il.= Acoplamiento ce las Funciones de Onda en el Grupo SU3

El problema de clasificar las funciones de onda por una Rl de la cadena

de subgrupos 5U53 R} , subgrupas de U9 se resuelve de acuerdo con la idea del método

* En el apéndice D se sigue un procedimiento andlogo a éste para la obtencién de

coeficientes de Wigner en la cadena no natural .\SUJ ) Q.’J .



sintético, obteniendo funciones de onda de particulas en la capa 2s=ld y de agujeros en la
capa Ip clasificadas por representaciones de SU3 y R3 subgrupos de &3 y Ly, res-
pectivamente y acopldndolas posteriormente por medio de coeficientes de Wigner en la ca-
dena SUJD Rg, . Estos estados se construyen por el procedimiento indicado en la referen
cia |, que como se ha dicho antes consiste en determinar los polinomios de méximo peso y
luego aplicar operadores de descenso en esta cadena de subgrupos.

Se obtienen por ftanto, los estados de particula~agujero deseados en la

forma,

() (R60) | ()

AIGERIARTRPE S @ x

"M uoL."H w kWM

(1)

A R (R ke wen TR (kw5 s sv
en donde (b:. k;) y (h", kuz indican las representaciones de SUJ, de los estados de part(
culas y de agujeros, respectivamente y L', N' y L', M" se refieren a las representa-
ciones de los subgrupos R3 y Ry de SU, para cada uno de estos estados. (o sea L', -
M' , son el momento angular total y la proyeccién del momento angular de las particulas

de la capa 2s-Id y L' y M' son el momento angular total orbital y la proyeccién de
&ste de las partrculas en la capa Ip ). Porotro lado ( Rk, hz ) Ly M serefieren a las
cantidades correspondientes para la funcién de onda total.

Se hace notar que el ket, no acoplado en SU,, de la parte derecha de la
ecuacién (1.1) corresponde a una RI del grupo U4,‘pues'ro que se supone que el acopla-
mienfo en este grupo se ha efectuado previamente por algunos de los métodos indicados en
el inciso 10.

Los némeros cudnticos w, w' w" , que aparecen tanto en el coeficien

te de Wigner en la cadena SU3 D Ry



/(h‘,h‘z) (W kD)
W o

e
e
.

(11.2)

como en los kets de la ecuacién (3.8 ), son eigenvalores del operador de Casimir genera~
lizado (L , introducido por Bargman y Moshinsky = 7, que caracrerizan completamente
el estado en esta cadena no natural .

A diferencia de los coeficientes de Wigner del grupo U4 los del grupo
SU5 s han sido extensivamente estudiados, aunque invariablemente en la cadena matemd
ticamente natural, es decir, U3 DUZD U' . Sin embargo se pueden obtener en la cadena
de nuestro interés por el mismo mérodo indicado antes para los coeficientes de Wigner en la
cadena no natural U*l DSUZ ;( SUZ () ; es decir, se diagonaliza la matriz del opera-
doi (v operadores ) de Casimir de los subgrupos no naturales calculada con respecto a esta
dos clasificados por los subgrupos candnicos. En este caso se diagonaliza la matriz del ope

2 . . .
rador L~ , operador de Casimir del grupo R,. La expresién de esta matriz ha sido obteni-

3
\ . ] . .

da por Moshinsky y ha sido programada para una computadora. Con los eigenvectores -
resultantes de la diagonalizacién se obtienen los paréntesis de transformacién de la cadena

candnica a lo cadena ffsica; combinando estos paréntesis de transformacién y los coeficien

tes de Wigner en la cadena candnica se ohtienen los coeficientes necesarios (11.2). Resul

al Al
tados para el caso particular en que hlzl k2=l se encuentran en el apéndice D; es-

tos coeficientes son de gran utilidad como se verd m¢s adelante.
Por Ultimo, es conveniente hacer notar que en vez de los coeficientes -
{ 11.2) se podria emplear el método de pesos para construiv los estados (1.l ). En esta for

ma se obtendric la funcién de méximo peso en la cadena y por medio de operadores de des~

censo ( 7.10) se generarfa toda la base.
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|2.~ Comparacién del Método Andlitico con el Método Sintético.

En el mé&todo de construccidn analitico se clasifican primeramente las
funciones de onda por representaciones irreducibles del grupo unitario de mayor nimero de
dimensiones WUs¢ que contiene a todos los subgrupos de la clasificacién. Se clasifican
posteriormente por representaciones definidas de 2y y de Uy , asf como de sus respec-
tivos subgrupos. Se da, por tanto, un cardcter formal a los agujeros que se introducen des
de el principio, doblando con este objeto el némero de dimensiones del grupo unitario
origen de la cadena de subgrupos empleada en la clasificacién,

La generacién de la base completa se obtiene por medio de operadores
de descenso en las cadenas apropiadas, siendo estos operadores los que constituyen el ins-
trumento esencial del método.

En el mé&todo sintético, por otra parte, se procede en cierta forma a la
inversa ; se empieza la clasificacién de las funciones por representaciones de los subgru-
pos de dimensionalidad menor, acopléndoias después por medio de coeficientes de Wigner
para intraducir los subgrupos de dimensién mayor.

Este método es el mds efectivo cuando se conocen por algdn motivo las
funciones de onda en cada capa. Se presenta sin embargo, el problema de la falta de in-
formacién sobre estos coeficientes que, como en el caso del grupo Uy, se ignoran por com
pleto al presente. Se podrfa considerar que este método es el método de los coefi--
cientes de Wigner, mientras que el método analftico es el método de los operadores de des

15)
censo. En los tratamientos tradicionales de problemas de estructura nuclear 7, ha sido
el método sintético el mdés usado hasta ahora.
La utilidad préctica de cada uno deberd ser juzgada en cada caso, sien

do en general {o mds conveniente, utilizar una combinacién de ambos, lo que simplifica

ocasionalmente el problema.



CAPITULO il

ELIMINACION DEL MOVIMIENTO DEL CENTRO DE MASA.
FUNCIONES DE ONDA NO-ESPURIAS,

I3.- Operador del Centro de Masa.

El hamiltoniano que se considera comunmente en el modelo de capas no
es en general invariante frente a traslaciones; las eigenfunciones de este hamiltoniano no
son simultdneamente eigenfunciones del momento lineal total del sistema, pues el momento
del centro de masa no conmuta con un hamiltoniano de este tipo por ser el generador de

. . , 18)
les traslaciones del sistema como un todo .

Lo que se trata de comprender en el estudio de la estructura nuclear, por
otrc lado, son los estados intrfnsecos del sistema de Anucleones que constituyen el nicleo,
sin ser de interés en este tipo de andlisis el estudio del movimiento del centro de masa; en
otras palabras el centro de masa debe considerarse en su estado de excitacién mds bajo.

En los estudios habituales del modele de capas se tienen, por tanto, un
ejemplo de violacién de una ley de conservacién ( ia del momento lineal total de un siste=
ma que se supone aislado del exterior ) por conveniencia; esta violacién de la ley de con
servacién nos permite introducir el concepto de potencial comdn referido a un origen fijo,

[9)

con todas sus consecuencias favorables en el modelo de capas



Como consecuencia de haber violado una ley de conservacién ( que se
supone desde luego, vdlida en general ) se tiene que las diferentes funciones de onda del
nicleo utilizadas en el modelo de capas pueden corresponder a diferentes estados de exci
tacién del movimiento del centro de masa, siendo por consiguiente, estados no fisicos.
Sin embargo, es posible encontrar combinaciones lineales de estas funciones de onda que
sean eigenfunciones del momento del centro de masa y que correspondan al mismo nivel
de excitacién del movimiento del centro de masa, que se eiige en general como el estado
base, Esto es posible ya que el conjunto de funciones de onda del modelo de capas for-
man un conjunto completo.

Se han propuesto diferentes métodos para resolver este problema, pero

2
como demuestra Lipkin cada uno de ellos lleva a un resultado diferente si se conside-
ra un potencial comdn arbitrario. Segdn Lipkin sélo en el caso en que se tenga un poten
cial comdn tal que las coordenadas del centro de masa y las coordenadas intrinsecas del
sistema sean separables, se |legard al mismo resultado independientemente del método de
solucidn. El oscilador aménico es un potencial de este tipo y por tanto el problema tiene
aquf solucién dnica.

Como todos los andlisis en donde se han utilizado los métodos desarro~
llados por Moshinsky suponen al pozo comdn como un escilador arménico, por su gran uti-
lidad y sencillez, tenemos que este problema debe poder atacarse y resolverse utilizando
el lenguaje de segunda cuantizacién empleado hasta ahora.

El problema de los estados espu-ios, o seé los estados correspondientes
a diferentes niveles de excitacién del movimiento del centro de masa no aparece cuando

se trata con particulas en una sola capa del potencial comdn ( es decir, se tiene una capa

no completa y todas las demds inferiores en energfa completamente |lenas hasta donde lo



]
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permite el Principio de Pauli }. Sin embargo, como se dieron cuenta primeramente Bethe
ig) . .

v Rose 7, el problema sl surge cuando se tratan configuraciones de partfculas en varias
capas del oscilador, o sea del tipe partfcula~agujero, como las empleadas en este trabajo.
Debemos por tanto encontrar el método apropiado para resolver este problema dentro de las
récnicas empleadas aquf.

Consideraremos que el potencial comdn es un oscilador arménico y en--
contraremos un operador, expresado en funcién de operadores de creacidn y aniquilacién

de Fermi, que da la energfa del movimiento del centro de masa. En el espacio de configu-

racién este operador es, por consiguiente, proporcional a

A A ) A
2 ' =N rt \h‘ r..r
:TZ Lt —A—TLL CH e NG (4.0
vzl L,Cj
en donde I os el vector de posicidn del nucledn L .

o

. . .r . 2
Esta expresién es proporcional a la diferencia entre /| .Y 2 (r.—R)r
—

el primero es el potencial no invariante frente a traslaciones de todo el sistema que se < n
plea comunmente en el modelo de capas y el segundo el potencial que deberia usarse para
describir propiedades intrfnsecas, referido a las coordenadas del centro de masa e invarian=-

te frente a traslaciones.

Una vez obtenido el operador correspondiente a ( 4.1 ) en el esquema
de la segunda cuantizacién se obtendrdn, por aplicacién directa, sus matrices con respecto
a las funciones de onda previamente construidas, conservéndose como estados ffsicos dnica
mente aquellas combinaciones lineales de estas funciones de onda que correspondan a un
eigenvalor O de la matriz del operador del centro de masa, como nos referiremas a él

v

en lo sucesivo.  Este método fué introducido por Elliott y Skyrme ), que calculan lu ma
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triz del operador del centro de masa pero en el espacio de configuracién, lo cual hace ne-

cesario conocer los coeficientes de precedencia fracciona
Por otra parte, el operador expresado con operadores de segunda cuanti-
zacién que se obtendrd mds adelante, deberd reproducir el hecho mencionado antes:  esta
dos con una sola capa del oscilador no completamente Ilena, es decir de configuraciones
de partfculas dentro de una sola capa, son todos estados no espurios.
Para obtener el operador del centro de masa, definimos los operadores
de creacién y aniquilacién de cuantos en el oscilador para la particula &, ( ver ec. -

(7.2)) en la forma siguiente :

=;'—; (Se=‘Pi) (4.2a)
= [

E.L__E(r.+LpL) (4.2b)

+ . . .
endonde G  esel operador transpuesto conjugado de . . operador de aniqulacién.
El operador de creacién de cuantos del movimiento del centro de masa,

que se mueve también sujeto a un pozo de oscilador armdnico, es entonces

\A‘
+ Y +
A=l dy (4.3)
L=l
22)

Por consiguiente el operador de ndmero de cuantos del centro de masa estd dado por

+

A
—A

BN

A

+\t : o
en donde &, = <ﬂ_<_ A) es el correspondiente operador de aniquilacién. El problema
se reduce ahora a encontrar una expresién para este operador dentro del esquema de la se-

gunda cuantizacién, de acuerdo con la idea indicada mds arriba.



Utilizando las ecuaciones (4.2 ) y (4.3 ) se obtiene
R N+ ‘;1,1— ;
L = as.a =L/ W 0 L e
R LR I St A S b
’ (4.5)
en donde

— +
L*i 2/\ Q._L.p_.}) (4.6)

es equivalente a una interaccién entre pares de partfeulas, del tipo dipolo-dipolo, cuando
se consideran estados de un ndmero fijo de particulas en cada capa del oscilador. El tér
mino restante en la expresién (4.5 ) es simplemente el operador de ndmero de cuantos to.
tal del oscilador, siendo por consiguiente una suma de operadores de una sola partreula.

Segin estc, el operador (4.5 ) estd formado por uno de interaccién en-
tre pares de particulas del tipo 2‘ VL& y otro operador del tipo de Z WL como es
bien sabido se puede obtener su expresidn en términos de operadores de segunda cuantiza
cién.

Consideremos primero el término de interaccién dipolo~dipolo ; en

general para un operador de este tipo se tiene que

C AL 2
24</', .| '1‘M/‘*>(é" ‘S“zé' ) (4.7)

1 4
2 Be, f/‘zZ
en donde '
6/ N7, \ M5
o - Z_, b S 2
~ S £
es la expresién que corresponde en segunda cuantizacién . En la ecuacién ( 4.7)
1 /
& . . . . . .
W son los generadores del grupo unitario de dimensién igual a la degeneracidn

orbital en el espacio de configuracién y



AL, ii\/iz &, ";\)
/ /“2( /*/‘/

es el elemento de matriz del operador \/12 entre estados de dos particulas no antisime

trizados.
Para el problema que nos interesa,
+ ¥
Vo=al.0, + &, a
Y

L

Lot . .
con AN, n_, ndmeros cudnticos que especifican el estado de una sola partrcula en

1)

el oscilador y que satisfacen las restricciones
¢ L L .
n. + N, +n_|: DL
En general Y, # ¥, ., indicdndonos que las dos partfculas pueden estar en diferentes ca~
pas del oscilador, que es precisamente el problema de interés aqur.

Empleando esta notacién para los estados de una sola particula el ope~

rador { 4.7 ) toma la expresién siguiente :

vy i .27 1
_l_ 2 <ﬁl non—ﬂ’ nl nO n‘l

v +
‘ 9‘,‘ 2 ¥ 90y
Z n/ ng N, n;’- no"- n

_ =) = - -7 -1 /
n, non_‘,n‘ no r\_| X

- | -7 2 =72
nn n
nl LA} 1 r..t) -

Aprovechando el hecho de que CL*} y @ o son operadores de una so-

la partrcula que conmutan entre sr, por corresponder a diferentes parrfculas, e intercam-

biando los fndices mudos | y 2 se tiene de la ecuacién (4.8 ) :



] [ +| 1 .
- ‘P, NN Aot ETN (a2 az -1 -2 -7 % x
2/, N e g, ) (Arng ay [&z)n, nign’
=) =1 =1 -2 -2 -2 = =1 - a
< G,/,n,non_' 6n,non~’ sn, éng én' n“n,n,
] I — 2
n, ng, 0} n?nint nt Un n* n, Ny n'
=

Introduciendo ahora el valor de los elementos de matriz de @ Loy @ & ,
(5 n + 5 o + 6 -1
o | wf_. r‘l M q e 9 q
<f‘l, nbr_’-\‘ alq ;> +I é é é n"
_53 o = A -dg,-1(4.10)
g'o > q; K
<‘uznloﬂ? \a RS > _2 é é é n?
- - 4

en donde g indica las componentes esféricas de un vector y toma por tanto los valoi.c:
g = 1,0, ~; el producto escalar denotado por un punto en la ecuacién (4.9 ) se tefi-

ne enfonces como wuna suma sobre este indice q en la forma habitual
+ . 2
- T
o G, :Z‘ a. & i
- — 3
9
2 —] - -

| - 6 Ningn
Si ahora se conmutan los operadores 5 2 2 2 y vl
] -] - o] -1 )
’

los términos cuadrdticos en 6;,4, son idénticos . obteniéndose ademds otros cuatro tér

minos lineales en/@:"" , que después de aprovechar las expresiones ( 4.10) para los

+

elementos de matriz de &, y @, sereducena
N nnNgn
bt -1
L (nengrn) G =-N (4.11)
N, No N,



~ 86 -

Se tiene finalmente que (4.9 ) se expresa como

=1 =1 = T 7.1

+
a,

Zz<n nin',

El Gitimo término en la ecuacién anterior se anula con la expresién en segunda cuantiza-
cién correspondiente al operador de ndmero de cuantos de la expresién ( 4.5). El opera-

dor del centro de masa es igual, por tanto, a

5:. %4 ___.ZZ‘<n'.nén_',‘_ ~n'ﬁ'ﬁ'> <n non

y _
Cumt gl
X n' nZn,tnt

a.

-1 -7 -7
n‘ non_| X

(9.12)

Supéngase ahora que el némero de partreulas en las capas ¥ y D+i
( que son las Gnicas que se consideran en este andlisis, segdn lo indicado en el capftulo
| ) es fijo y que las capas con ndmero cudintico principal D' >Vl estdn completamen
te vacfas, mientras que aquellas con D" < D estdn completamente |lenas.

Como se puede ver de la expresién ( 4,12 ), en los dos elementos de -
matriz se tienen operadores de creacién y aniquilacién de cuantos del oscilador referente:

a diferentes partreulas, lo que implica que

\ ! Z
ya que de otra forma los elementos de matriz valdrfan 0 . De acuerdo con la suposicién
- N Nnyn_
]
hecha antes V2 < D+ , ya que de otra forma el operador g 2 .,_
n- N, n
]

presente en ( 4.12 ) daria O al actuar sobre cualquiera de las funciones de onda de inte~

rés. Porotro lado, esto implica que D, &£ D . Si Dz-_-.‘D , se debe tener ¥, = D+ |



- 87 -
] -1 :
AR
4 y PR (PR, —~ N
2 im T 0 en { 4.12 ) crea una particula en (o copa con
h ) J“l
cofntios principal N, que seadn nuestra supesicidn esrd corpleramente 1ena; por el
i ¢ G .

[@»]

P in- o we Paull el resulrado ce o aplicacidn del operacor es entonces

El mismo tipo ae razonamienic nos indica que el operador del centro de

. s : - N : | .y . i
rast o como resultado O al acruar sobre funciones ce onda que describen sistemas de pai=

tfeulas colocadas en una capa v no completamente llena, mienras que las capas supe
fores ostdn completamente vacios vy en las capas inferiores en energfa a la capa D hay

¥

tantas paniculas como permite el piincipio de Pauli; en este caso Vg estd forzado a

-l =l =g

-, n;nz

Caler 1 e Goulente Do D - . | ader ' '
cater y per consiguienfe M, = t . Portanto el operado: Lol e L
n‘ n) ] -

crea vna particula en la capa Y -+, gue por hip6iesis estd completamente tlena,

TABLA 4

Operador del Centio de Masa para ¥Y=0 , V=

S S

4=h0 b \'
1 N s -
{ P ! /) L f/’ > s ‘(j;" /W//\ = e -
] [‘<‘:'Vf~0,t—i£4"i[_‘ J )\IZ\(T:@“TL‘; t o’
|
' '
"\ 2 /‘-, 5 ’ -~ A e | R t
- | s " 7 P 7 1
) ; 1 - / '_//A , r - - /, !
K L Yoy TS, A =0 T o v ios
i
! , \ ]




Se tiene, por tanto, que el operador del centro de masa toma una expre
sién muy sencilla para el caso de interés, la cual depende del valor de ¥ , 0 sea de
que capas cel oscilador se tomen en cuenta, pero siempre ambas semillenas.

En la tabla 4 se dan explicitamente los operadores para los casos D=2

(capas Os y Ip )y V=1 (capaslpy 2s - Id).

|4.~ Ejemplo de Aplicacién del Operador del Centro de Masa.

Consideraremos ahora algunos ejemplos de aplicacién del operador

(4.12) : Supéngase que se trata de describir los estados excitados de una partfcula ot ;
segdn el modelo de capas, estos estados corresponderfan a configuraciones con 3 particulas
en la capa |s y una partrcula en la capa Ip: estados de una partreula y un agujero. E!
grupo unitario correspondiente al grupo U5° introducido antes, es [UN , que contie-
ne como subgrupo al producto directo 2y A Vg en donde 724 corresponde al gru
po de simetrias orbital y U4 al grupo de transformaciones unitarias en el espacio de
spin e isospin. Como antes Uy D 2[34-2/,’ , que se refieren, respectivamente, a trans -
formacicnes en la capa Ip y Is.

Los estados correspondientes a esta configuracién se pueden obtener co

mo se indic en el caprtulo 1 ; por ejemplo :

3 ) L
]{\\5) ’\IP)? E"—{] =1 5=0 T;:O>:_Dl' ]3;)

en donde [“] es la representacidn irreducible de {')’{Lf , 13x> es el estado de
vacfo del problema { y corresponde por tanto a la capa Is completamente Ilena, que en
modelo de capas describe el estado base de la particula ,/() y |" indica el estado con

ndmeros cudnficc: = 2n = 3 mienfras que el nimero cudntico [ tiene el mismo
\ o



e el caprtulo |. El oro estado con L= | que se nuece obtener para 2sta
i 1

) o) i) vmr s=i m=> 2ol T

}

Si ahora aplicamos el operador del centio de masa a estos dos estados,

se encuentra gque el primer estado es eigenfuncién de este operador con eigenvalor |, co-
5
me

era de esperarse segin los vesultados de Elliott, indicdndonos que es ur estado espurio,

pues corresponde a un nivel excitado del centro de masa, Porctro lado, el estado
P
b, D 13"<> es también eigenfuncidn del onerador ael centro de masa pevo con

eigenvalor 0, indicdndonos gque es un estado no espuric.

Consideraremos chora el cardcter de estas funciones con respectc al gru
no DU . Para lograr esto teremas que obtener los generadores de este grupo como com-
f 3 g g

vinaciones lineales de los del grupo X4 , de tal forma que aseguremos que SUy es,

por un lado, subgiupo de ¢4 v por otio el grupo de simetifas de

oscilador. El método
para obfener esras combinaciones lineales es el mismo indicado en el ndmeo / del capr-

e 1, obteniéndose el siguiente resultado ;

1 ! /
v <l v3> D s oS
L, = o sz = o, C, = 2.
- ) 2’ i 3/
! 0L / Sy 7
LI — (O‘, LZ = '\_92' \"j = "D\jl
. ] . ;Zl ‘l
i o vt o St V7
\"Z = g C_J) z D3 \—'5 = '\pj'

Se observa que los generadores ‘¢ 2Us coinciden con los del
g g 3

grupo

=

l{x de dimensién igual al de [a degeneracidn orbital en lo capa Ip y que, como e de

asperase, el generador del giupo iU,

, no aparece en las cembinaciones lineales, ya

que el estado Is es un esclar con respecto a transformaciones e 2J3
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a
Utilizando ios generadores se puede ver que ambos estados él. ib,‘&> y

My
TI b lDX> corresponden a |a representacién ( 10 ) de SUj , siendo ésta la dnica

b
representacién posible para la configuracién dada. En otras palabras ambos estados corres-
ponden a la méxima representacién de 2Y3 en el sentido de Elliott y uno de los estados

es espurio,

Por otro lado se observa que el operador del centro de masa conmuta, en
1

9

este caso, con los generadores C“ﬂ del grupo Us , como es obvio del hecho de que

se puede expresar como una contraccién sobre el fndice g, que es el afectado por las trans=
. v g’
formaciones generadas por (,a .
Esto nos indica ademds que conmuta con los generadores del subgrupo -
Ky de SU3 y que se puede concluir, por consiguiente, que si el estado de méximo -
peso en la cadena SUs 2 \'{5 es un estado espurio, entonces todos los demds estados -
correspondientes a la misma representacién de SUj3  serdn también espurios. En otras pa
labras, cuando se trata con estados clasificados por representaciones del grupo =Y bas-
ta averiguar si el estado de mdximo peso es o no espurio; si este estado corresponde a un

eigenvalor diferente de O del operador del centro de masa, todos los estados de la misma -

representacién serdn espurios. Como se verd a confinuacién esto es vélido en general.

|5.~ Conexién del Operador del Centro de Masa cor el Grupo SU3.

De la expresién é+- A ,ec. { 4.5), se tiene,
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(15.1)
3 9
en donde 'ﬁ:ﬁc"ﬁ',
] | -1 - = -
» \ < ng n {u” nnon’>(f ,
-1 \ -1 1
R, -2 <o e,
52*2—4
] o —
T 1 2 9] =z =2 =2 = :
N N, Ngn_, O‘z_:1 n, No n“>é 2 1 ¢ Qﬂ (15.:2)

Como los operadores Qﬁ y a['? estén formados a partir de a

UZ'? , respectivamente, tienen las mismas propiedades de transformacidn con respec o

al grupe J3  aue estos operadores; en otras palabras, Qﬂ corresponde a la represen -
tacién corragradiente del operador OC 1 = f\ Qﬂ ) M . Por consiguiente, el operc

dov del centro de masa

.

s R, &

es una expresién invariante frente a transformaciones del grupo W, desde luego, de
f =

todos los subgrupos.






CAPITULO IV

INTERACCION MODELO PARA UNA FUERZA CENTRAL EN
CONFIGURACIONES PARTICULA-AGUJERQO.,

&.- Andlisis de la Interaccién Modelo.

En varios cdlculos efectuados previomente.”) se han obtenido los nive-
les de energia y las funciones de onda de un sistema de nucleones en Ja capa 2s-Id em--
pleando como hamiltoniano de o interaccién a un potencial modelo, consistente en una
combinacién lineal de interaccidn de apareamiento orbital, fuerza de cuadrupolo-cuadiu-
polo y acoplamiento spin=brbita. Es decir un hamiltoniano de tipo :

VooV {XQH Pz
= 0 ’3 f

5.0 (le.ly

Se na demostrado que la fuerza de apareamiento £, definida por

sus elementos de matriz entre estados de dos particulas

T
UH)

N A > et (16.20 )

=< un buen modelo para las interacciones de corto alcance, mientras que la fuerza cuadr

¢ ~ N | i
safo~cezareools LS roma en cuenta las correlaciones de largo alcance entre los nu-



cleones, dando origen a movimientos de cardcter colectivo, en particular a la estructura en
bandas rotacionales del espectro de energfas. En otros términos, la combinacién lineal de
[~ 2 . .
y Q constituye un buen modelo para una fuerza central, cuando se estudian sis
temas en una capa del oscilador. De hecho, los célculos efectuados con el potencial - =
(16.1) dan buenos resultados, que se comparan satisfactoriamente con los datos experimen
tales referentes o estados de paridad positiva y energfa de excitacién baja, para nécleos
al principio de la capa 2s-Id.

El objeto del andlisis que se indica a continuacién es hacer ver que la
interaccién modelo ( 16.] ) debe seguir siendo un buen modelo del hamiltoniano del siste-
ma, adn cuando se consideren estados con partfculas en varias capas del oscilador, esta-
dos que se pueden describir en términos de partfculas y agujeros.

En particular nos restringiremos a estados tales que el ndmero de partr-
culas en cada capa sea fijo, como se ha mencionado antes. Esta restriccién causa altera-
ciones importantes en el efecto del hamiltoniano modelo ( 16.1 ), como se demostrard des-
pués. Es conveniente entonces, averiguar que justificacidn se tiene para imponer esta res
triccién.

En primer lugar, la restriccién a estados cuyas configuracicnes consten
de un ndmero fijo de partfculas en cada capa ( némero fijo de partfculas y agujeros simpli
fica enormemente los cdlculos * vy en unprimer andlisis del problema siempre es conve-
niente imponer esta restriccién, como se ha hecho en la mayorit de los trabajos realiza-
dos hasta ahora en este caso.

P otro lado, cuando se consideran estados de paridad definida, al va-

riav el ndmero de particulas y agujeros se debe hacer creando parejas de agujeros. Pero

* Vease el capftulo siguiente.
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esro Introduce un aumento en la energla debido a la excitacién de dos partrculas a una ca-
pa de mayor enercfa. Se podrfa pensar por consiguiente que los estados de energfa de exci
raciér mds baja corresponden a configurcciones con el menor ndmero posible de agujeros
compatible con la paridad del estado que se intenta describir. Como se verd a continua--
cidn, un andlisis de los Srdenes de magnitud de las diferentes cantidades gue entran en jue
go para determinar la energra, muestra que esta conclusién es incorrecta,
) 16 . . .

Constdere el caso del Q0 7, ndcleo doblemente mdgico. Los primeros ni-

veles excitados se deben obtener por la creacién de agujeros en la capa |p, o sea de la -

excitacién de alguna de las partrculas a la capa 2s=ld. Si consideramos el sistema desde

el punto de vista del esquema de Elliott, que consiste en darle preeminencia al término

de la interaccidn { [6.] ) sabre los términos restantes, vemos que los estados de mds baja -
energfa provendrdn de estados clasificados por la representacidn irreducible méxima de
SU3, como se ha indicado. Tomando en cuenta este hecho, para hacer el anélisis de los
Srdenes de magnitud lo mds senciilo posible, consideraremos este término de la interaccidn,
dnicamente.

De acuerdo con nuestra hip6tesis, el estado de paridad negative de -
energfa de excitacién baja corresponde a configuraciones de un solo agujerc en la capa
lp ; las representaciones posibles de SU3 son (51) y (lo) . Por consiguiente la repre-
sentacién mdxima de SU3 es (31) en este caso. Pero configuraciones de tres agujeros
son también compatibles con la paridad de estos niveles; |a mdxima representacién posi-
ble de SU3 es ( 93 ) para estos estados. Si recordamos la expresién para los eigenvalo-
res de Qz con respecto a estados clasificados por la cadena SU3) R3 { con respecto a

' i
los cuales Ql es diagonal ) ).
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Q° (k,k,L)= %(hl+h2)2_ 2k, (ky+1)- L L (L+)

(16.3)

vemos que la contribucidn negativa de estados clasificados por ( 93 ) es mayor que la de
los estados con ( kl ko) ( 31') y que la diferencia de energfas es del orden de 25 MeV,
si consideramos que V(;—‘-’ | MeV, como parece adecuado de cdlculos anteriores. Por
otro lado el estado de 3 agujeros tiene energfa mayor que el estado de | agujero, siendo la

diferencia del orden de
2h w = 30 Mev,

en donde W es la frecuencia del oscilador arménico, en esta regidn,

Como se puede ver de estos célculos aproximados los dos efectos contra.
rios son del mismo orden de magnitud; no se puede concluir a priori, por lo tanto, que las
configuraciones con tres agujeros no contribuyan a los primeros niveles excitados de pari-
dad negativa de este ndcleo. De hecho, se sabe de trabajos recientes de Greeny - - -

23, 24)

Brown ve estas configuraciones son importantes adn para el primer nivel excita-
’ g P

do del 0'°.

Un andlisis semejante para otros nécleos en esta regién lleva a una con
clusién semejante. En otras palabras, las configuraciones de més de un agujero son impor
tantes, siendo enfonces la principal justificacién de la hipStesis de un ndmero fijo de par-
tfculas y agujeros la gran simplificacién que introduce en los célculos,

En particular, aunque se logren ajustar razonablemente los niveles de
energfa de un cierto nicleo en esta regién, es posible que las funciones de onda que se -

obtengan como eigenfunciones del sistema, sean tales que el traslape con las funciones

frsicas ( funciones de onda hip&téticas que se obtendrfan de la solucién exacta del proble



ma ) ne sea muy alto, En este caso, el cdlculo de otros observables, como probabilidades
de transicién electromagnética, no sefia sino aproximado.

En resumen, utilizamos las siguientes hip&tesis simplificatorias :

| ) Restriccidn a un némero mimimo de agujeros, compatible con la pari
dad del estado que se desea describir.

2 ) Tratamientc dentro del esquema de Elliott : restriccién a la repre-

. d . ; . o .

sentacién que da |la energfa mas baja para el término de ( 16.1), o sea la méxima re

presentacién de SU_, compatible con la restriccién (| ) y con el isospin T.

3

3) Uso de la interaccién modelo ( [6.] ) para tomar en cuenta las co-
rrelaciones entre las particulas.

En nuestra opinidn, teniendo en cuenta los resultados obtenidos anterior
mente en cdlculos efectuados con ( 16.1 ), la restriccién mds importante es ( | ). En un
célculo mds exacto, debe ser la primera hip&tesis simplificatoria desechada.

Teniendo en mente estas simplificaciones procedemos ahara a analizar
la inferaccién modelo y sus efectos cuando se utilizan funciones de onda de partfcula~-
agujero.

Veamos primeramente lo que sucede con las correlaciones de corto al=
cance de la interaccién. En los estudios realizados previamente, se tiene que la fuerza
de apareamiento definida por la ec. ( 16. 2 a ) representa un buen modelo para una inte~
raccién central de corto alcance, o sea, una interaccién que se podrfa representar por una

L . 25,2627, 1) . L. . )
funcién delta de Dirac . Analizaremos a continuacién si esto sigue siendo vd
lido en el caso que nos interesa ahora.

Una interaccidn central arbitraria se puede expresar en ei esquema de

la segunda cuantizacién en la forma siguiente



T T el s> (2 -G )
V—T/glﬂy;f/‘ [/“/“ (/‘ Az Cpa O,

(16.4)

en donde s ¢
@/‘ —“—‘}; l'.);:.s b/u ©

En el caso en que nos restringimos a estados de las capas Ip y 2s-Id, lé_,, son los gene

radores del grupo &g ; en general, para dos capas contiguas con energfas dadas por
VY y D+ respectivamente, son los generadores del grupo unitario en (g + z) .
dimensiones. Para nuestros propésitos presentes, es conveniente utilizar los ndmeros cudn
ticos 04 m para denotar el estado de una sola partrecula en el potencial comdn. Como
antes ¥ toma los valores 0, .2, ... y nos indica el némero de cuantos en el oscilador,
mientras que 4,‘"1 son el momento angular y su proyeccién, de la partfeula. Es fé4cil
expresar los estados D¢ m en términos de los previamente introducidos, que se denotaban
28, 29)

con los ndmeros cudnticos n, n, n., . En el oscilador arménico dado el ndmero

cudntico ¥ los valores posibles del momento angular son

£=-%,9-2,..,140, (16.5)

Si en la ecuacién (16.4 ) introducimos en lugar de Vn?. la funcidn

V, = & (fi-r2)

(16.6)

tendremos, utilizando la notacién V tm para el i‘ndice/u,

Oy 9 leme| St ) |0 €m0k oty DY il mmyd L) X
L

b ey

LH> <,). e') D, Qz; LHlé(."n—_rz)

(L Ly
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43 aue C‘) {E! ‘,_r;e,») es una interaccidn central que conmuta con el momento angular total
de las dos partreulas,

Por otro lado, se sabe que el elemento de matriz de la funcién delta en-
re funciones de onda de dos partreulas acopladas al momento angular total definido es

apreciablemente diferente de cero cuando L = 0; es decir

<u.f|)\)z€IL § (e[, v, E'Z,L>g<u\ﬂlol€z,o

s|a:e',,o;e;,o> S 1,0

(16.8)
Por lo tanto, el elemento de matriz (16,7 ) es del mismo tipo que los elementos de matriz
definidos en la ecuacién ( 16.2a); en otras palabras, la expresién para el potencial del =
ta es aproximadamente igual a la expresién para la fuerza de apareamiento en segunda
cuantizacién.
Si tomamos en cuenta los valores posibles de { para un valor dado de

Y {(ec.56.5) vemos que si é: en o es igual a éz en/uz entonces \3' en

My esigual a V, en /U.g_ , cuando se ftrata con dos capas contiguas del oscilador, -

dnicamente. En otras palabras el elemento de matriz ( 16.2 b ) se puede expresar como

<\)| P.‘ m, , ‘Clzez mz} Plv,‘é,'m‘,, i)zl P.,_' m.;_>: (-.)m.+m. (gr‘ Dz S m, -mMmj
|
(16.2b)
X 59,’ v, 51., 0, ém’,) -m)
( Desde luego la misma expresién es vdiida aproximadamente para los elementos de matriz
entre estados de dos particulas del oscilador con .t potencial delta ).
Sustituyendo la expresién ( 16.2 ¢ ) en la ecuacién ( 16.4 ) se tiene

para la fuerza de apareamiento,
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N m,+m, ) Q_ll m', D: Q'. -m,
P= %,»,';e:mz.m: ) (5».t.m. 69.Q.-m. N
rSO. ém' o Q m
(16.9)

- \ - . 3
Si efectuamos la suma sobre ¥, y W\ explicitamente, restringiendo los valores de estos

ndmeros cudnticosa Yy V41  dnicamente, se tiene
D ZZ ( m+m 60Qm AL + e’ p e
> -
=24 . \)e.-m é\)-}l Qm V4l C-m +
AL rom

sa lm o+ilom U NI
+602m éuQm +é::.gm év\:‘Q—m )—(I\{a+ M\)*H)}

(16.10)

en donde
N Z (g 3 Ui my
V¢ Cmy

es el operador de ndmero para la capa con V= V;

Como es fécil ver de la ecuacién ( 16.10) el segundo y el tercer ténr. no
dentro del primer paréntesis cambian al ndmero de particulas en cada capa; ast, por ejem-

P P P p P |

plo, el segundo sumando disminuye en dos el némero de ellas en la capa ¥ y lo aumenta,
también en dos, en la capa V+1

Si ahora nos restringimos a considerar configuraciones con numero fijo de
partfculas en cada capa, los téminos arriba mencionados de la ecuacién ( 16.10 ) tendrén
elementos de matriz iguales a 0. Se obtiene entonces una fuerza de apareamiento simplifi

= s
cada , que se puede escribir como

/p,: pl)-i-./P\)-l-l

(16.11)



o
;

en donde 49 se expresa como
m+ml \)Q.lm' \)Q_I— m' N
,FD___J{Z;Z -1) Cfon 6\)Q-m~ v
L4 e

(16.12)

con una expresién andloga para /p\)+| .

En otras palabras, la fuerza de apareamiento se descompone en dos su=
mandos, que representan ( cada uno pcr separado ) fuerzas de apareamiento que actdan in~
deoendientemente sobre estados de cada capa. Esto lo podemos intemretar en la forma si-
guiente: si consideramos que G es un pardmetro que mide |a intensidad de la fuerza de
apareamiento, lo que hemos supucsto es equivalente a considerar el valor de G como mu
cho menor a llﬁ w , el doble de la separacién entre las dos capas del oscilador, en cuyo
caso esta fuerza no puede llevar una pareja apareada a momento angular total igual a 0 de
la capa O a la capa D+

Desde el punto de vista de la clasificacién de los estados por una cade-
nc de subgrupos de U9, ( consideramos el caso particular V=1 por ser el de interés dirzc

to aquf, aunque los resultados que se indican a continuacién son vélidos para V  arbita

tia ) se sabe que la expresién original (16.19 ) para X7  que incluya a Rg,, grupo de ro
taciones en un espacio de 9 dimensiones. La fuerza de apareamiento reducida { 16.11 ) es

diagonal cuando los estados se clasifican por la cadena de subgrupos siguiente

Ug DU+ Us PP+ R, (16.13)
como es claro de la ecuacién ( 16.12 ) para »P\) y la ecuocién andloga para /Pu-H
si se recuerda la demostracidn de un hecho andlogo en el caso de partfculas de una sola

capa 1) .
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Consideraremos ahora las correlaciones de largo alcance. Si tomamos

una interaccién central, ( se elige un potencial gaussiano por conveniencia )

2
V(r\1)=—vo f—r{‘z (16.14)

. » —-z
y desarrollamos su expresién en serie de potencias de X se tiene que
V(r V,[1- slersl g 200y, rte gy 50
L) =— TR
AN 34

_fz‘_ (rlz--{- r:) (El'£2)+;&:‘ (["Il)z—‘—;— rl"r:)—{-...]

(16.15)

Para largos alcances del potencial ( [6.14) (< > o= ) s6lo se necesitarfa llegar hasta
. -2 . .
términos del orden & . Para configuraciones de partrculas de una sola capa, estos
términos no rompen la degeneracién, ya que el témino
L ¥y
R +
A %

se puede considerar como una correccién al pozo central y el t&rmino
y
i

A %
tiene elementos de matriz iguales a 0 con respecto a estos estados, por ser todos de pari-

30)

2-_':] 4 rz

dad par

Sin embargo, cuando se consid run estados de particulas en dos capas
contiguas, las funciones de onda de una sola particula pueden tener paridades opuestas.
En este caso este té&rmino, que es una interaccién del tipo dipolo=dipelo, sf puede rom=-

per la degeneracién.
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—H
En cuanto a los términos de orden A , Unicamente el dltimo en el

desarrollo de la ecuacién ( 16.15 ) rompe la degeneracién y es equivalente, como es bien sa.
bido, a una interaccién cuadrupole-cuadrupolo. Por lo tanto para valores grandes del alcan
ce del potencial ( 16.14 ) el término cuadrupolo~cuadrupolo es despreciable frente al térmi-
no dipolo=dipolo.

Sin embargo, cuando se considera la interaccién entre todos los pares de

particulas posibles, la parte dipolo~dipolo del potencial ( del orden de ¢ ) es propor

cional a
A
2 .2 2
) Gf =+ NRLLAY o
e zL ¢

en donde B es el vector del certro de masa de los nucleones que forman el sistema. Co
. R? .

mo se demostrd en el capftulo anterior, es proporcional a la energfa del centro de

masa, la cual ha sido reducida a O mediante la eliminacidn de estados espurios.

En otros términos, la interaccién dipolo=dipolo con respecto a estados
ro~espurios, s equivalente a un potencial de una sola particula del mismo tipo del oscila-
gor arménico y no rompe la degeneracién adn cuando se consideren configuraciones de prir
ttcula-agujero. Podemos concluir, por consiguiente que el témino Q sigue siendu el
Gnico término de una interaccién de largo alcance que rompe la degeneracisn, si se elimi-
nan previamente los estados espurios introducidos por el movimiento del centro de masa. A

: e : . 3i)
este término se le puede modificar por las fuerzas de intercambio de largo alcance que
son diagonales con respecto a funciones de onda clasificadas segin la teorfa de supermul-
tipletes de Wigne:.

Vemos entonces, que la combinacién lineal

1Q2+Aa P



sigue siendo un buen modelo para una interaccidn central entre los nucleones, aunque se con
sideren configuraciones de partfcula~agujero; la interaccién estd relacionada a las correla~-
ciones de largo alcance y la fuerza de apreamiento a las de corto alcance. Como el acopla
miento spin=drbita _ujs.o. es, desde luego, parte integrante del hamiltoniano, se tiene que

(16.]) se puede emplear como el hamiltoniano del sistema.

Discutiremos a continuacién la aplicacién de estas ideas a nicleos cerca-

16

nos a la capa doblemente cerrada del O .



CAPITULO V

NIVELES DE ENERGIA 'Y FUNCIONES DE ONDA DE PARIDAD NEGA-
TIVA DE ALGUNOS NUCLEQS EN EL PRINCIPIO DE LA CAPA 2s-Id.

|7.- Célculo de los Elementos de Matriz de Interaccidn Modelo.

En este capftulo analizaremos el problema de la obtencién de los esta=
dos de paridad negativa de cinco ndcleos de la capa s-d cercanos al O . Para el cdlcy
lo de estos niveles y la construccidn de las funciones de onda correspondientes se utiliza
ura combinacidn de las técnicas estudiadas antes, la técnica analitica y el método sinté-
tico.

La suposicién bdsica que se hace en el célculo indicado a continuacion,
es la siguiente: los primeros estados excitados de paridad negativa de estos ndcleos al prin
cipio de la capa Zs~ld provienen de la excitacién de una partfcula ( Gnicamente ) de la ca
pa Ip ala capa 2s-Id; en otras palabras las configuraciones gue se consideran de importan
cia aquf, son las configuraciones de un agujero y ur numero de particulas compatible con el

23,25)

nicleo que se desea estudiar. Como se sube del ¢ .Jlisis de Brown y Green para el

. |6 .. .
caso del O 7, esta suposicién puede no ser correcta, habiéndose encontrado fuertes mez==
clas de estados de tres agujeros con los estados de un agujero, adn para el primer nivel exci

tado. Sin embargo, la hipétesis enunciada mds arriba, simplifica los cdlculos en forma noto
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ble como se verd a continuacién.

La forma de la interaccién que emplearemos para el célculo es la dada
en la ec. (16.1), que ha dado buenos resultados en otros casos. Por otro lado se ha demos
trado en el capftulo anterior que esta interaccién modelo puede simular a una interaccion
central entre los nucleones, una vez que los estados espurios han sido eliminados; en este

2 -
caso, Q la fuerza cuadrupolo~cuadrupolo representa las correlaciones de largo alcance
yv 42, la fuerza de apareamiento, las de corto alcance.

En el caso de un agujero en la capa Ip y un ndmero arbitrario de parts
culas en la capa 2s=ld, que se haya analizado previamente, el célculo de los elementos de
natriz del hamiltoniano modelo es muy sencillo. Si las funciones de onda del sistema se
clasifican por la cadena de subgrupos SUzD RJ , la interaccién Qz , que se puede
expresar én funcién de los operadores de Casimir de segundo orden de 5U; y Ry es

, : , 1)
diagonal con eigenvalores dados por la expresién ( 16.3) .

Por otro lado, las matrices de apareamiento se pueden obtener de manera
muy sencilla si se conocen las matrices de apareamiento para el némero de particulas en la
capa 2s-ld que se estd considerando y los coeficientes de Wigner para el grupo SUjz en
la cadena fisica 5U53 Q3 . Esto se puede ver de la manera siguiente:

Como se indicé en el capftulo anterior el operador de apareamiento al
actuar en el espacio definido por funciones de onda correspondientes a un ndmero de partf

culas fijo en cada capa es equivalente a la suma de dos operadores de apareamiento, que

actdan por separado en cada una de las capas. Es decir
2 e 3

con &~ y ﬂz definidos en la ecuacién (16.12).

7
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Segun se demuestra en la referencia 1,

P‘: G"Z@.ﬁ

er donde Q es el op§r0d01‘ de Casimir de segundo orden del grupo Z(j de degenera
cién orbital en la capa Ip y é 3  es el operador de Casimir de R/ el subgrupo ortegonal
er tres dimensiones. que coincide con el grupo de rotaciones en el espacio orbital, Los m-
dices de la representacidn irreducible de U3  estdn contenidos en la clasificacién de las
funciones de onda, as( como el momento angular de los nucleones en la capa Ip, que es el
fndice de la Rl del subgrupo R3. Esto dltimo es cierfo Unicamente en el caso en que esta
mos interesados, es decir, un agujerc en la capa lp, que corresponde @ momento angular or
bital definido L'z | . La expresién para los eigenvalores de I3 en téminos de los (ndi_
ces de la representacién de (3 es la siguiente :
3 " "
[2=) Ap (Ap-2m)
/J_(_:/ /" /L
En el caso de un solo agujerc la Rl de 2(_5 es [oo—ﬂ , como se vi& en el caprtulo | :

por ic tanto

s - 4

Ademds, el eigenvalor del operador @ es
(A "
¢=L {1 +1)
con L' = | pare todos los estados de un solo ag | cro.
Podemos concluir entonces que los estados considerados aguf son eigen-

funciones de 45  con un eigenvalor independiente del estado espec(fico de que se trate;

es decir, la matriz de f, es una matiiz escalar con respecto a estos estados, lo que indi
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ca que no es de importancia para la obtencién de la separacién entre los niveles de energra.
Por otro lado, el operador /pz actda sélo sobre los operadores de partr-
cula y las matrices correspondientes han sido obtenidas previamente para un nimero conside
rable de casos, en los cuales el objetivo era el andlisis de estados de paridad positiva y baja
excitacién para nicleos de la capa, 2~Id.
Aprovechando estos resultados, podemos obtener las matrices de la fuerza
de apareamiento con respecto o los estados de particulaagujero clasificados por SUJ, en la

forma siguiente :

Se trata de calcular el elemento de matriz

W), )+ 10, (g k)T [} svl plred, (014 KT (k) L} ST

en donde todos los sfmbolos tienen el mismo significado que se especificé antes. Como el
operador de apareamiento no depende de los indices de spin e isospin y es independiente,
por lo tanto, de los valores de {ﬂ,s, T  en los kets, se suprimirdn de aquf en adelante.
Ademds P es invariante frente a otaciones y por tanto L = L. Como consecuencia se tie
ne que la matriz de apareamiento serd una matriz diagonal en la cadena SU_;) JR3y a
menos que la representacién ( ki k2) de L considerada contenga el mismo valor de L mds
de una vez,

De acuerdo con los resultados del método sintético, se sabe que una ex-

{L>
rM:
(2, k) \

T s ] rp RUERD S0 e >

en donde el primer factor en el lado derecho de esta ecuacién es el coeficiente de Wigner

presién posible para el ket clasificado por esta cadena de subgrupos es
{1 {7
BRI G, w10 T e

(kiRy) (R kY
x< : )

u)'L'H'L W L" M.
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de Uy en la cadena no natural Uq 2 SUZ(6)X SUZLI) que acopla el estado en
{6'} como Rl del grupo Uy y spin total S*, isospin T' con el estado cuya Rl en Uy
es {15"} y con spin total $'* e isospin total T'', para obtener una Rl de Uy {'J} asf
como spin e isospin totales S y T, respectivamente. Como se indicé antes, la funcidn de
onda queda automdticamente acoplada en el grupo unitario Z(j , grupo complementario
de Uy

El segundo factor es un coeficiente de Wigner de 9U3 en la cadena fr
sica y los kets se refieren, respectivamente, a partfculas en la capa s=d y a agujeros en la
capa p.

En el caso de un sole agujero, la representacidn (h.“, hnz) de SU;
es ( I1') que corresponde en Ug, a <00—I) yen Ryal'= I. (El mdice W" no es
necesario en este caso )

Introduciendo esta expresién para los estados de parifcula agujero en el

elemento de matriz de la fuerza de apareamiento se tiene la expresién :

<[J%],[A”j+[%“] (k kz) & LM, |0 sm T ] e [K] [RT+[R] (k k, Joo LM {3} Sy, i

nem SRR ()
= ,JL< z )

—f =t —1 - ,
W LM M

(kb)Y x

w L™

(&, &, )> (k) k) | (v)

S LM W KM My

< (IR (K ) O | R (W] (MR w ety

A

H

en donde se ha aprovechado la independencia de P con respecto al spin y al isospin para
utilizar la orfonermalidad de los coeficientes de Clebsch = Gordan de U4 y eliminarlos.
Se ha suprimido la contribucién del operador de apareamiento en la capa lp, ya que es la

risma para todos los estados. Por otro lado, P, es invariante frente a rotaciones en el

\
v/
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espacio de tres dimensiones; el elemento de matriz

(IR ()R @ Tyl gl (K] (R wim)

—t,
es igual a cerosi L # L y es independiente de la proyeccién de L.

Si se aprovecha lo independencia de M del elemento de matriz de P

o)

y se definen los coeficientes reducidos de Wigner de SUjz en la forma

<8T'L’f;), ()[Rl <..)’“Z)> oo

)
w LM \ W'k L
el elemento de matriz para P :e puede expresar como
)| (ky k2
w kL

< |>_ZZ<U< hz) (“) kk)><kk)

x<[4"] (h.'k;)as‘L'lgl [A] (k) e L'> |

Si nos restringimos por la hip&tesis de Elliott k) = k'l , k2 = k'2

En otras palabras, el elemento de matriz de la fuerza de apareamiento
restringida se expresa como funcién de coeficientes de Wigner en la cadena ffsica - = -
SU3:) Ry v los elementos de matriz para la fuerza de apareamiento P, en la capa 25~
ld, cuando se tiene un estade de un s6lo agujero. Si por algdn motivo se conocen estos
elementos de matriz para P, con respecto a estados de n partfculas en la capa D = 2,
se pueden calcular las matrices del apareamiento para una configuracién de n particulas
en la capa V = 2, se pueden calcular las matrices del apareamiento para una configura-
cién de n particulas en D= 2y unagujemen D = .

En cuanto al tercer témino en el hamiltoniano modelo, el acoplamiento

spin~érbita, los elementos de matriz con respecto a estados clasificados por SUj se pueden
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)

zalcuiar ae 1o manera introducida por Moshinsky | , que esencialmente consiste en utilizar
las propiedades tensoriales que tiene el operador Ws.0. frente a transformaciones en es-
e grupe para aplicar el teorema de Wigner-Eckart, apropiado para grupos que no sedn sim~
plemente reducibles., Cuando en el bra y en el ket se tienen estados correspondientes a la
misma representacidn (k) k , ) de SUs, el cdlculo del elemento de matriz reducido se pue
de hacer fdcilmente por aplicacién directa del operador a los polinomios correspondientes,
que se construyen como se indicS antes.  Ei método de cdlculo de los elementos de matriz

o | 20
de Ws o ha sido aplicado para calcular los niveles de paridad positiva de F y ha sido

programado para una computadora electrénica.,

18.- Comparacidn de Resultados Tedricos con los Datos Experimentales,

Estudiaremos ahora cada uno de los nicleos por separado, empezando por

. ! : . .
2l doblemente mdgico O'é, gue desde nuestro punto de vista es el mds sencillo de tratar.

, . , : l6

Segln nuestra hipStesis, los estados de paridad negativa del O~ corres~
oonden a una configuracién de una particula y un agujero. De acuerdo con la clasifica--
cién introducida en el cap. | , en el grupo [U_J,(, la Rl para estos estados es

|

En el subgrupo lex UA estd representacidn contiene las representaciones siguientes :

00 g1 | O

R R X
0 C e

Como se vio antes, la representacién i)( E incluye una contraccién con respecto a los

indices orbitales y por lo tanto equivale a cambiar el ndmero de particulas en cada capa.
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( En este caso, ademds, corresponde a estados de paridad positiva ). En cuanto a las otras dos
representaciones posib|es, a mbas corresponden a los fndices {1oo~ rk en el grupo U
( {2 “k en SU4 ) al considerar el estado ffsico ( es decir, con el estado de vacfo
IDX> incluido ). En el grupo orbital 2(9 las representaciones son las conjugadas a las
de U4 y son, respectivamente, [HHS IJ y K-‘-H-I H] . Ambas corresponden a D_] en
Ue ya [u HZ;] en &3 ( todos los estados de un solo agujero en la capa Ip estdn relacio
nados con esta Rl de &3 )y contienen las representaciones ( 3l ) y (10) de SUy. Llacla
sificacién completa de las funciones de onda se dan en la tabla 5

Si utilizamos el operador del centro de masa, introducido en el cap. I, se
encuentra que los estados de la representacién ( 10) de SU5 son estados espurios, ya que co-
rresporiden a un estado P del mivimiento del centro de masa. Estos estados, independiente~=
mente de la representacién de Uy q que correspondan deben ser eliminados, por consiguien
te, En la tabla 6 se dan las funciones de onda no~espurias, construidas por la técnica analfti-
ca expuesta antes.

Vemos entonces, que para la configuracién de una sola particula y 1in agu-
jero, la restriccién a la méxima representacién de SU3 es automdtica, ya que estos estr:iios
son los Unicos no=-espurios. Sin embargo, se podrfa pensar en una simplificacién extra, que se
introduce habitualmente al tratar con estados de partfculas en una capa; como las fuerzas en
tre los nucleones son atractivas, se supone que las representaciones mds simétricas en el grupo”
orbital describen los estados de energfa mds baja y se acostumbra restringirse a ellas.

En el caso del O , esto equivale a tomar en cuenta la representacién [‘qb]
de Z{y , Unicamente. Como se puede ver de |a tabla de clasificacién, estos estados tienen
valores nulos para Sy T. Aunque los estados mds bajos de paridad negativa del oxfgeno 16 co

rrespanden a T= 0, es poco probable que correspondan a un valor definido de spin total; las
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U'mitaciones impuestas sobre las funciones de onda que han de considerarse parecen, pues, -
excesivas  Utilizando la interaccién modelo ( [6.1 ) estas consideraciones se confirman, ya
, , , . [ 4]
sue los resultados que se obtienen con funciones de onda clasificadas por 14 en Xg es-

tdn en total desacuerdo con los resultados experimentales, como se discute a continuacién.

Para estados de una partfeula y un agujero, la fuerza de apareamiento res.
fringida es diagonal, con una contribucién igual para todos los estados, independientemente
del valor del momento angular orbital L a que estos correspondan; la matriz de la fuerza
de apareamiento en este caso es una matriz escalar,  Como Unicamente son de interés las
diferencias de energfa entre los diversos niveles, la matriz de la fuerza de apareumiento no
contribuye y se puede desechar. Por otro lado, el spin total es cero si se hace la restriccidn
de la base por la simetrfa en Uy ; los elementos de matriz de la interaccién spin=drbita
son cero en este caso siendo entonces la fuerza de cuadrupolo-cuadrupolo la que determina
la ordenacién de los niveles y la separacidn entre ellos. Pero la ordenacién de los niveles
resultante de |la interaccién Ql es |,2,3, endiscordancia con el experimento, Po-
demos concluir, por lo tanto, que no es conveniente introducir la simplificacién extra en
este caso.

Como se puede ver de la tabla 5 |, ambas representaciones de Ay
contienen a ( 31 ) de SU; vy esta es la mdxima representacién de SUg @ la cual nos debe-
mos restringir segdn la hipStesis de Eiliott. En los casos trarados hasta ahcra con configura=
ciones de particulas en una capa, la méxima representacién de SU3 carresponde a una sola
representacién del grupo orbital, una vez especific-uo el valor del isospin,

Si tomamos en cuenta ambas Rl de &g los resultados que se obtienen
mejoran considerablemente., En la figura | se muestran las gidficas comparativas entre los

)

resultados tedricos v el experimento, para el valor del pardmetra x en la interaccidn ( 16.

que da el mejor ajuste en el sentido que
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c=Y {(ET{:OR)L-—( 3 exP)J : (17.1)

sea mfnima. En la fig. la se dan los resultados experimentales 32); en la fig. Ib resuttados
del célculo tedrico utilizando la interaccién modelo, mientras que en la fig. Ic se ha utiliza
do la interaccién modelo modificada por fuerzas de intercambio a largo alcance. El orden
para los tres primeros niveles es correcto ahora, pero el cuarto nivel experimental 1~ , se pre_

dice tedricamente como el 0

4)

De un célculo anterior , se conoce la funcién de onda del primer estado

excitado; se expresa en acoplamiento j=j en la forma siguiente :

o, a/>

La funcién de onda para este mismo nivel que surge de nuestro célculo es

-1
.33
pj/z cJ.le + 0

0.8% P;z ols/>+ 0.3}

— 0.4

(31) b=2 s=c>+ 0.65 (5!) L=2 S:>+ 060

(3:) L=3 s.—.>

El traslape de las dos eigenfunciones es 80% , como se puede ver facilmente si se utili=
zan los paréntesis de transformacién de la cadena SU3 D Ry a la base clasificada por aco
plamiento j-i, que se encuentran en la tabla 7.

Como se puede observar en la fig. | los tres primeros niveles se pueden

-

ajustar razonablemente en la misma forma que el nivel J =0

de 10.95 MeV. de exci'r_c_

cién. El cuarto estado excitado en 9.59 MeV, ha sido considerado como el origen de una

33,34

banda de rotacién que incluye los niveles 37 en 11.63 MeV.y 57 aprox. en |6 MeV.

Nuestros célculos dan una configuraciénmds a este punto en el sentido en que este nivel no

)



TABLA 5

Clasificacién de los Estados de Paridad Negativa e Isospin

T=0 del 0°
Us, | 50, | 2y SU; | R, 50,%
T A (k.k,) L s T
(31) L 2, 3 , 2, 3
[as4] 0
(10) | 1
0
(31) 2,3 0,14,2% 3% 4
[tmm] l
0,1,2
{\.z] (10) \
(31) , L, 3 o, 1423 3% 4
|
(10) i 0,1, 2
[uuz:]
(31) , 2,3 i 2, 3
0
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TABLA 6

16

Funciones de Onda no-espurias para el O~ con isospin T= 0. Se emplea

la notacién (/'4-5; /u,‘s,’)z- b-tu_s bp :

| [h] k) LS, J:M_>

|

’[4431] (31) 3|,4>

I

V2

[(H,:s's)f(lz,a'w} |o§

][4431} (31) 3, 3>

ia

{(|3,3'3)—(||,3‘|)+(|4,3l4)-(|2,3'2)]

— | [T'z"(zz, 3 4)+V2(21, 3 3)=(ll, 2* 3)—(12, 2" 4)]%|0><>
Vo

] [4431] (3l) 2|;>

oll—

[(22, 3 4) 4 (21, 3 3)+VZ(12, 22 4+V2(1, 2 3)] |

. [43] (31) 30, s>

1
2

[(n,a' 1)+ (12,3 2)+ (13,3 3)+( 14, 3'4)] |ox>

. -g.dl lox>

T2

| [asal] 3, 2>

L
50

\/? {—9003,3'1) —90(14,3'2) —30(23,3'3)+ 30(21,3'1)
14

+15V2 (13, 2°3) —15V2(1l, 2 | ) —30 (24, 3 4)
+30 (22,3 2)+15V2( 14,2 4) —15V2'(12,2' 2)

¥12(42,3 4)+12(4],3 3)+6V2(323 4)
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+6V2 (31, 3'3) 12V 222, 2'4) — 12V 221, 2'3)

v6(2, 14y e (IL,173) | oy
i

! \[443@ (31) 2|,2>

6

i

PE(Z?)' 313) =V2(21, 3'1) + 213, 2'3) —
— 21, 2'1) +V2(24, 3'4) —~ 222, 3'2)
+ (14, 2'4) =212, 2'2) - N 2(42, 3'4)
— V2041, 33) - (32, 3'4) —(3l, 33) +
— (22, 2'4) - (21, 23) +V 2(12, I'4)

+ V21, I'B)JI 0x)

i1 3] \\
;'|L4_L Q:U,2/

|
!
1
1

_
- vhl

o
N12°
+ V21, 241y V212, 222)+V2(13, 2'3)\2(14, 2'4)}

(21, 3'1) + (22,3'2) + (23,3'3) + (24,3'4) +

| —

oé‘

2

g2 N7 § 2'}

'

Ba3l] (31) 2|,>

)

| L 2N2(23, 3'1) + 4(13, 2'1) + 2V 2(24, 3'2)+
P 3

v 4(14, 2'2) + V2(43, 3'3)+(33,3'3) + (23, 2'3) —
=V203, 13) = V2041, 3') =3I, 3') —(2l, 2'l)
SN2, 1)+ Vo(as, 34) 4 (34, 314) + (24, 29) +
~V2Ua, 1'4) =N2(42, 32) = (32, 3'2) —(22,2'2)
+ Y02, 112+ V2022, 1'4) + 221, 1'3)

~V2(52, 3'4) —6(51,3‘3)} Ox>
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(k) k) LS, J

I [4431] (301, |>

N { 2V2(43, 3'3) — 3(23, 3'3) + (23, 2'3)+
\[Teo
+ 2013, 118) — 2V 241, 31+ 3(31, 3'1) - (21, 2'l)
=V2(l1, 1) +2V2(44, 3'4) — 3(34, 3'4) +
v (24, 24) + V214, 1) — 2V (42, 32) +
+ 332, 3'2) ~ (22, 22) =V 2(2, 1'2)
~V2021, 113) = V222, 14y —4V 231, 23)
- 4V2(32, 24) + 241, 2'3) + 242, 2'4) —
~ V201,33 - V252, 314)} 0>>

\[43_1 (31) 10, |>

| [ 2 V241, 3'1) + 2V Z(42, 3'2) + 2V 2(43, 3'3) +

N5
v 2V 2(44, 314) — 331, 3')) — 3(32, 3'2) = 3(33,3'3)

~ 3(34, 3'4)+ (21, 2') + (22, 2'2) + (23, 2'3) +
v (24, 24)¥N 2311 1+ N202, 1'2)+ V13, 13 +

+ V2 14, M)} 0x>
o> |

[ N7 5:‘— 3 5:'““ (522'+V5 (o&."}

|
N5

—
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7

por la Cadena $Us y Acoplamiento j - j para el O'é

Paréntesis de Transformacidén entre Funciones ce Onda clasificadas

(AN
Ly

e

ﬁ
N{~H

)-n

l

(2

5
1

i

uzulu

H
~]
SN—

=]

wf - w!tn

(

y

S
2

53]

i

|tn

—_—
Pl
J

]-a

2,
\
2

(

P-‘lb-pl_

)—5

[

—
L]
-

e

l-

(.u‘:] o
w
=)

n
| &

&l

A

>

:]

o

3= |5

A |

5]

L

5|4

- @

2

EN
2

w

i

E

&

5

3

A

e

H

e e lld e

o[ |13 [l




- 120 -

se puede obtener de la configuracién de una particula y un agujero. Desde el punto de vis
ta del modelo considerado aquf, este nivel deberfa corresponder a una configuracién més -
complicada, como la consistente en fres particulas y tres agujeros que no hemos analizado.

Uno de los puntos mds interesantes del andlisis es el hecho de que haya
sido necesario incluir la representacién [HLJJI] de Z[g en el cdloulo, cortando la base
dnicamente por SU3, restringiendo el ndmero de estados a los clasificados por la represen
tacién ( 3| } de este grupo. Es interesante hacer notar, por otro lado, que la interaccién
modelo pueda dar un ajuste razonable para los primeros niveles de paridad negativa con -
T = 0 aunque en este caso una parte importante del hamiltoniano modelo, la interaccién
de apareamiento P, tanga elementos de matriz iguales para todos los estados considerados
y un efecto nulo, por lo tanto, sobre la separacién entre los niveles. A nuestro juicio, es-
to indica que las correlaciones de largo alcance representadas por la fuerza de cuadrupalo-
cuadrupolo representan en esta regién dc 'a tabla nuclear, uno de los componentes esencia=
les de la interaccién entre los nucleones.

l&

Pasaremos ahora o analizar espectros de ofros ndcleos cercanoes al O 7,

7
principiando por el estudio del O| .

OXIGENO 17

|7

Para los estados de paridad negativa de excitacién baja del O, con=
sideraremos una'configuracién formada por dos nuclecnes en la capa 2s-ld y un agujero en
la capa Ip. En principio se espera que los estados correspondientes tengan mayor energfa
que los correspondientes a la configuracién formada por dos partfculas en la capa s=d y

: 6 . .
la capa inerte del O en su estado base, que son estados de paridad positiva; en efecto,

|7

el estado base del O ' es un nivel de paridad positiva mientras que el primer nivel excita
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do de paridad negativa se observa experimentaimente 3,07 MeV sobre el estade base., Des-
vego la interpretacion de Jos tres primeros niveles de este ndclec, cuyo espectro se mues_
tra en la tig. 2a, se puede lograr en el modelo de partfculas independientes mds elemental,
tomande en cuenta a la interaccién Spin-orbita dnicamente, considerando al estado base y
al primer nivel excitado como excitaciones de una sola partfcula a los niveles d VAT
5/27°1/2
respectivamente y al tercer nivel ( primero de paridad negativa ) como la creacidn de un
agujero en {a capa Pl o Sin embargo el nivel con J=7/27 en 3.86 MeV. no se puede
:

irterpretar en torma tan simple, siendo necesario tomar en cuenta las interacciones entre los
nucleones.

Para entender la estructura de los niveles de este ndcleo que tienen pari=
dad negativa, se considera una contiguracién formada por dos nucleones y un agujero, como
se menciond antes, Por lo tanro lu representacién del grupo Uz, estd formada por una

columna de dos cuadros y una anticolumnao de un anticuadro :

Las representaciones de XgxUy contenidus en esta de W, que satistacen nuestro hi-

o6tesis tundamental ( hipstesis No. |, pdg. 9¢ ) son :

O

en donde se han efectuado confracciones de cuad ~s y anticuadros Unicamente en el grupo

U,, siguiendo el mé&todo indicado en el capftulo | . De estas representaciones de Zligx U,
-

se conserva en primera aproximacién las correspondientes a \_ l‘J en SU4, ya que al apli=

carse al estado de vaclo \0?‘> ga origen a la represenfacién mds simétrica en el grupo con
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jugado Zé; . Si se desea restringir la base dnicamente por el subgrupo SU3, se deberd tomar
en cuenta a |a representacidn {IIO‘IX de U, que da origen a [ HH.‘.‘)Z] en 75 al aplicar
se al estado de vacflo, que contiene la misma méxima representacién de SU3 que [HH H l]
da Z(_gﬁ .

Analizaremos primero las representaciones [I] de SU4. Los valores del
spin e isospin totales que contiene esta Rl de U4 son S=1/2y T=1/2, Gnicamente. Por

I7. Por

consiguiente el valor del isospin total es el apropiado para tratar con los estados del 0

otra parte, se tiene dos diferentes representaciones de 2l g ;

compatibles con [’} en SU4 y [HH*H] en 2[9 . la diferencia entre ellas reside
en las representaciones de Suj que contienen; la representacidn LZJ es mds simétrica en
6) 2 . . .
2l ysesabe  que esta Rl de &4 contiene las representaciones de SU3 con ndi-

ces (40) y (22) mientras que [11] contiene solamente a ( 31 ) en SU.. Al acoplarse e:*ns

3
estados BRI de SU3 con el agujero en la capa lp la méxima representacién de SUy ser b=
tiene acoplando { 40 ) con ( 1 ) para obtener la Rl ( 51 ), a la cual nos restringiremos segun
la hipdtesis de Elliott; en general, cuando se consideran configuraciones de un solo agujero,
se obtiene la restriccién por la simetria de las funciones de onda en Z2{¢ automdticamente, =
como consecuencia de limitar la base por la mdxima representacién de SUS.

La construccidn de la funcidn de onda de mdximo peso se puede obtener por
dos métodos diferentes : el analftico y el sintético, Analicemos primero el método de construc
cién analftico.

Se desea un estado con representaciones [ He...— J en Wse P

[20....0— l] en g vy thOO} en Uy. Segin las reglas enunciadas en el capfiulo |
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el polinomic de mdximo peso en este caso es ;

};?: g: It;:l b":s Bb'S _ b+ g‘.’)l

W

5
: - + 3 \
gee al aplicarse al estado de vacio l0"‘> se convierte en D\OX>: b" ét l0x>
que corresponde claramente a [4355J en U4 y a la representacién {2] en el subgrupo
¢lé . Sia este estado se aplican los generadores de ascenso del grupo SU_, se obtiene

3

que PlOX> es de méximo peso en este subgrupo; si se mide el peso del polinomio se obser
va que corresponde a la representacién ( 5t ) que es la que nos interesa. Para generar la ba
se completa se usan los operadores M+ obteniéndose asr funciones de onda clasificadas
por momento angular orbital total .

Si por otro lade, los operadores Sy y T, actdan sobre este polinomio, el
resultado de la operacidn es ; los operadores de peso So y T_ dun los valores correctos -
So = /2y TO = 1/2, respectivamente,

Sin embargo, la construcciédn de las funciones de momente orbital total de-
finido se puede lograr f4cilmente por medio del método sintético, en vista del andlisis previa=~
mente realizado del probiema de dos parfreulas en la capa 2s-Id, o sea del andlisis de | s ni-=
veles de paridad positiva del F18 y del 0[8 y la obtencidn de las correspondientes tunciones
de onda., Asf, por ejemplo, la funciér de onda de méximo peso en SUg se puede construir
acoplando la funcién de dos particulas clasificada por { 40 ) con un agujero, tanto en el grupo
U4 como en el subgrupo SUg; el acoplamiento en U, se puede lograr por el método de pesos
mientras que el acoplamiento en SUy se logra pr - nedio de los coeticientes de Wigner de -
SUs en Ia cadena fisica, que para este caso particular se encuentran en el apéndice D.

Si procedemos en forma cnéloga, se pueden construir las funciones de anda

para la representacién {IIO“‘} de Uy el polinemio de mdxime peso correspondiente es :
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D:_ b+ b+ bs'q

1] iz

y los demds polinomios que constituyen la base completa de ia representacidn { 51 ) de SU3
en este caso, se obtienen por aplicacién del operador de descenso My .

Si se calculan los niveles de energfa en cualesquiera de las dos aproxima
ciones, pero siempre restringiéndonos a configuraciones de una partfcula y un agujero, los
resultados que se obtienen no concuerdan con el experimento. En particular el nivel

Tr - . .
J" = 7/2 en 3.86 MeV no se puede ajustar. Desde el punto de vista del cdlculo de 6r-
denes de magnitud del capftulo anterior, esto se puede comprender, ya que la diferencia en
. . . . (4 . .
tre las contribuciones de la interaccién Q para 3 agujeros y 4 partfculas y | agujero y
2 partfculas es mayor que 30 MeV, siendo aproximadamente 40 MeV. Sin embargo, esta di
ferencia tiende a disminuir a medida que aumentan el ndmero de particulas en la capa 2s-Id,

de tal forma que algunas propiedades de estos ndcleos se pueden explicar restringiéndose a

configuraciones de un solo agujero, como veremos a continuacién .

OXIGENO 18
. 2 - - |8 d
Los primeros estados excitados de paridad negativa del O~ corresponden
a un valor del isospin T = |; como se puede ver de la tabla §, si nos restringimos a la R|
mds simétrica en el grupo orbital Zlg en Unico valor posible del spin total es S = 0; Ia

interaccién sfn-Srbita no contribuye en este caso a la separacién entre los niveles, ya que
sus elementos de matriz son idénticamente nulos y el espectro estd determinado, en esta =

aproximacién por la interaccién central dnicamente, Los niveles de energia resultantes se
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TABLA 8

Clasificacién de Estados en el Esquema SUsz para

Oﬁ, O|8, F|8 , |9.
F Us, | su,t” Ug SUs R su,® B
T B kR) T o s J
[anni] s | L xR @E)
]|+ (5)
7
| [quaz] 3 l—) %)(%) %
3
TRy
[HH HIJ l 0_|125.’53’4'7’5j 38
0
I.LH”] 0 1, 2,3,4,5, 6,1
1] (1) | va34563
| | 4541] 0 1, 1,3,4,5, b, ]
[4483] o skest 1t s
! AL AT A
; ' _ ;2,34 “I(z) (T) \7) A/
X e R A NI TR T
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muestran en lo figura 3 como funcién del parémetro de mezcia x.
Los niveles de energia observados experimentalmente se muestran en la fi-
38)

gura 4a "7/, se observa que los tres primeros niveles de paridad negativa coinciden con el

orden prediche para todos los valores del parémetro x. Sin embargo, el mejor ajuste con los
datos experimentales se obtiene para X2= | , o sea una interaccién cuadrupolo-cuadrupolo
. . 40
pura. Los resultados concuerdan tambkién con los obtenidos por Harvey empleando una
interaccién central gaussiana dentro del esquema de Elliott,
Si restringimos el ndmero de estados de acuerdo con la hipétesis de Elliott
i

dnicamente, vemos de la tabla 9, que la representacién [4‘-{ 3 5J de g contiene tam

biénala Rl (7]) de SU

3 empleada antes; estos estados se aeben tomar en cuenta por con
siguiente. Como se observa de la tabla el valor del spin total S ya no es 0 en todos los casos
y la interaccién spin-drbita tiene efectos sobre los niveles.  En la fig. 4b se muestran los -
resultados tedricos para los valores x=0.55 y= oo  de los pardmetros de la interuccién mo
delo que dan el mejor ajuste con las energfas observadas experimentalmente. Los tres prime-
ros niveles de paridad negativa se predicen en el mismo orden que en el cdleulo restringido
por simetria en el grupo orbital, pero ahora el cuarto nivel no es 4~ como en aquel casc,

sino mds bien se predice on nivel JT = 07, Més informacién experimental sobre este punto

es necesaria para decidir cual de |os dos célculos es mds apropiado.

FLUCR 18

Los estados del Fluor |8 con tres particulas en |a capa sd y un agujero en
la capa Ip corresponden a la representacidn [‘l‘l‘il] de U9 , que es la misma que correspon
de al 0|8 si se impone la restriccidn por simetrfa en el grupo orbital. Sin embargo el valor

del spin isotépico en este caso es T= O y el correspondiente valor del spin total es S=I,



La comparocis~ del espectro obtenido utilizando la interaccidn modelo

39

con fos resuirados experimentales se muestra en lafigura 5; el mejor ajuste selogra pa
v . . T - . ; . .
o X -0 os ) osiseelige J= 3 para el nivel de 6,04 MeV . de excitacién, aunque
- ( e il - . .
el zdlculo no elimina totalmente la posibilidad J = 2 para este nivel . Sin embargo
J = 4 no serfa consistente con los resultados tedricos obtenidos. Como cuarto nivel
o : . J VP
de paridad negativa se obtiene para estos valores de los pardmetros la identificacién J = 2
que no contradice 'a informacién experimental ( no contirmada ) para el nivel con 6.82 MeV

de excitacidn.

Cuando se elimina la restriccién a la represenincidn més simetrica de U_,

L o .
el espectro no se altera cualirativamente aunque se cbserva la rendencia del nivel J = 2
a disminuir en energrc,
FLUOR [9
Como ltimo ejemplo de aplicacién de las técnicas de c&leiin desarrolla

do nasta ahora calculamos el espectio del F ', empleando una configuracién de cuatro par-

tfeulas en la capa sd y un agujerc en la capa p vy restringiendo 2| ndmero de estados a los

- -
i

clasificados por Lq&/q,(_*fj en 29 ,( 91 ) en ‘SU3 y @ un valor del isospin T = i,

que deben corresponder a los estaaos de mds baja ex itacién y paridad negariva., Lo clasifi

cacién completa de estos estados se da en la tabla 10,

41,42)

La comporacién de los resultados tedricos con los datos experimentales

se muestro en a figuia &, En la figura ba se han dibujado cinco niveles cuyo momento angu-

lor roral ) paridac no han side identificades. |os niveles de paridad positiva conacidos se han
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eliminado del diagrama. Al menos dos de estos niveles no identificados parecen ser de paii -
dad negativa y de momento angular LV[ y %— en ese orden, segln se puede ver de
los resultados teSricos mostrados en la figura 6b. Por otro lado, segdn nuestro cdlculo, el ni-
vel con 6,08 MeV de excitacién identificado experimentalmente como IV 84T
. T

parece corresponder mds biena J = 37 .

Como se puede ver de los dos diagramas el ajuste en general es bueno, aun
gue la falta de datos experimentales no permite una comparacién muy detallada. Sin embar-
go, en un célculo semejante empleando una interaccién central de tipo gaussiano se obtienen

. 4 . .
resultados andlogos a los del presenta trabajo 3); en particular, se predicen dos estados - -

J" = 7/2—)/ Jv_- 9/2,— en aproximadamente la misma regién de excitacién.

9.~ Discusién General de los Resultados.

Del los resultados discutidos antes se pueden obtener varias conclusiones de

cardcter general. En primer lugar, en cdlculos andlogos efectuados con una interaccién coa=

tral de tipo gaussiano, se obtienen resultados semejantes. Esto parece indicar que la inte ac-

cién ( 16.1 ) representa en efecto un buen modelo para la interaccién entre las partrculas.;

Por atro lado, en todos los casos el valor del pardmetro y que corresponde

al mejor ajuste con el experimento es siempre muy pequefio, lo que indica que la contribucién
de la tuerza de apareamiento es mucho menor que las de los otros dos términos del hamiltonia-
no modelo. Esto refuerza la hipétesis de Elliotr, ya que el término cuadrupolo-cuadrupolo re.
presenta la parte mds importante de la interaccién central entre los nucleones en esta regién,

Como ademds los resultados son en general buenos, el restiingirse a la representacién mds al-

fa de SUg en cada caso parece ser lo indicado.

En algunos de los ndcleos analizados, existen niveles que definitivamente



vl porte, la mayoriu de estos niveles fampo

co han side

¢ de iagentificados como provenientes de la excitacién de una parifeula de la capa -
poa s capu Z2s=ld en los andlisis nrevios dei problema,

Estos estaacs, pertenecen por lo tanto a configuraciones de mas ce un
agujerc, que como se ha discutido arires deben contribuir en forma importante adn para los
primeros niveies excitados. Es de esperarse que al introducir este tipo de contiguraciones
en el andlisis, el ajuste con el experimento mejore en general, ademds de que se obtengan
eigenfunciones del hamiltoniano con las cuales se puedan calcular otros observables fisicos
con buena aproximacién.,

Como se ha discutide, los cdlculos de las matrices de la interaccidn mo
delo considerando configuraciones ie n particulas y un agujero son muy simples, si se han
efectuado previamante cdlculos tie estas matrices para estados de n partrculas, Estos glri-
mos se pueden calcular sistemdticamente empleando una computadora electrénica y se planec
hzcerlo para un gran ndmero de casos en la capa 2s-ld. Utilizando estos resultados se cal-
culardn los niveles de energfa de paridad negativa para un ndmero correspondiente de ni=-
cleos en esta capa, empleando las técnicas del presente trabajo; estc permitirfa en particu-
far, analizar una gran cantidad de niveles de paridad negativa y decidir cuales de ellos ro-

rresponden @ la excitacidn de una sola partfeula de la capa lo a e

Zs=ld lo que -
croporcionaria un mejor conocimiento de la estructura de estos ndcleos.

Aparte de este andlisis sistemdtico de un gian ndmero de niveles, restiin
g'ende la configuracién en cada caso a solo un agujero, se puede emplear la misma  técnica
de aplicar operadores expresados en segunda cuc .izaciér, a las funciones de onda de par-
(cula agujero construidas como se ha indicado, para calcular fas matrices e la inferaccidn
con respecto o esfados que correspondan a diferentes configuiaciones. En esta forma, se ab-
rendi (@ informacicn sobre la importancia de la contribucién ae estados de tres agujeros, por

siemplo, a los diferentes estados nuclesres analizados.

b






APENDICE A

En este apéndice se demostrard el hecho mencionado en la pag. 28 , -
caaftulo | : los diagramas con fndices posifivos y negativos no se traslapan. El procedimien
to que se emplea en la demostracisi, que se hace en el caso SUs Unicamente, es directc v
fdcilmente generalizable para el caso de grupo bUn .

Er el desarrollo que se expone esquemdticamente a continuacién, se em-
plean operadores ce Bose ya que se conocen expresiones generales para las bases de las repre
sentaciones irreducibles en términos de ellos. El resultado desde luego es independiente de
que tipo de operadores se utilice para su demostracidn, ya que es una propiedad intrinse . de

las representaciones del grupo.

g : ) | |
Consideremos vectores K_j Y )k que se franstorman con respecto
4
el fndice | ( que puede tomar rres valores para el cuso del grupo Uz ) como vectores cova~-
rianfes y contravariantes. ( En otros términos )(J se transforma frente a U3, como el
( . * ] ; oy e
operador de creacién & j . como el c-wragor de aniquilacién @-” ). El indice

t sirve para diferenciar entre los vectores y para la representacidén mds general en este gru

po puede romar tombién tres valores,
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Hacemos ahora la identificacién

J t t t
g \’% XJ ‘_”\am. m,k: l’z)b
)

t -m ?

con lo cual se introducen vectores con fndices negativos. Se definen ahora los operadores

m m -m )
t=1
(A.l)
en donde
-m
m
RTHI T
e yom
son operadores que se transforman por medio de UV, las matrices transpuestas conjugadas
t

de U, que son los elementos del grupo, hajo las cuales se transforman los vectores X j .

De las relaciones de conmutacién en mecdnica cudntica ordinaria se ok
A '
serva que el conjunto de operadores m con mm>0 sepuede identificar con los ge
neradores de un grupo unitario ( ver capftulo |, inciso 2).

44)
En la forma indicada por Moshinsky se construyen los operadores

) ) ~m
Cospni . T=pem

(A.2)

-m + Y 5|

D .:Z Psm Psl 3 :D .=\LX§“X~“‘
SS 5S poy

m

que constituyen también los generadores de un grupo unitario. Se trata entonces de encon-

trar soluciones polinomiales a las ecuaciones

CoPeo .%P=0 (b)

5(5‘ S(Sl
) (a) (A.3)
S
CoPahP V¥, P-R,P



FRE LY

§
- T adws

- c ]
DSS’ = o te)
ya que estos polinomios serdn las bases irreducibles. Aqur los operadores

5I
C > Dss'
5«8

forman el conjunto de los generadores de ascenso en el grupo unitario complementario a Uj.
Las ecuaciones ( A.3 ) definen el polinomio de méximo peso en este grupo y Y_ﬁ J corres=
ponde o los Indices del diagrama positivo mientras que el conjunto de fndices ‘. Llj corres
ponde al diagrama negative.

Si ademds <& imponen sobre el polinomic ¥ las restricciones

m
AN"PA P (o)
(A.4)
\J |
™ (b)
/\ - 0, m<m
se obtendrd que P es la funcisn de méximo peso de una representacién irreducible de
J‘E zon indices (’]: >‘Z )5) .
Veamos que se cbtiene, cuando se aplican explfcitamente las condiciones
(A3 y (AL4).
Como ha demosirado Moshinsky e! oolinomio que satisface las relaciones

( A.3 b ) estd aade por la siguiente expresién :
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o(n)" ‘*‘Z(A‘) (A‘;i)“’ AR

l V2
12 A"' A-J-Z

en donde se ha empleado la notacién
No=wn A =
S e A

( Las expresiones definidas aqur se deben distinguir de los determinantes de Fermi introduci-

h,~h3 2~ Ry

1 h3
(A7, ) x

dos antes, puesto que no constituyen una mezcla de permanente y determinante como estos
dltimos, sino que son determinantes ordinarios ). En la ecuacién ( A.5) z es una fun~
cién de las variables explfcitamente indicadas, que satisface Gnicamente la restriccidn de
que al multiplicarse por el factor

hy- s

h —-hz k;kﬂ

\2 (W4 1¢3 lQ
Co ()T ) ) )T
se continde teniendo una expresién polinomial para P,

Ahora aplicaremos sobre P las condiciones ( A.4 b ). Se trata de apli

car los tres generadores de ascenso de U3 .

3 3 2
/\2,/\.,/\., (A.6)

e/ ,
sobre P; al actuar sobre /% estos operadores dan automdticamente 0 ; por lo tanto,
debemos ocuparnos Gnicamente de la aplicacién de ellos a la funcién % . Con esteob

jeto se introducen tres nuevas expresiones :



(A7)

que conmutan con los generadores de ascenso ( A,6 ), como es fcil ver por cdleulo directo.

De las ecuaciones { A.7 ) se tiene que

\ ! ] )
S A-! Az A‘? Ab
ST LR
|‘ A—

—_— T +—‘r‘
D,

A" A‘_j Al—j A 3

E _ AT;-: 4 Alz

A At T )

6Dy, AT, AY (A.8)
Y

{ 11
L =28z 4 00
A_ A,z A-3 K2

3
1 | 1Al
Utilizando ( A.8 a ) se puede expresar la razén A5/A, en términos de S/A. O3 y

!
| AT A-z 12 12 Alz 12 »
A A'j) S S En forma andloga A._,-, A-_‘j-'z y D 'Z  se expresan en términos de
) 2 '/ ! T \z L / | .

las razones t,fA‘\ Ds., A Aa y /A-_J, D, ., A-z A\-3 respectivamente, em
pleando las ecuaciones ( A.B8 b y ¢ ). Sustituyendo estas expresiones en el argumento de la

funcidn se define una nueva funcién Z que se expresa Unicamente en térm 195
de

| \
N2 BD-z Oz, 5 t X (A9)

a N, AL, DA BAT, 8,00

. . . }
Si ahora aplicamos los generadores de ascenso ( A.&é ) sobre la nueva funcidn 2 y

5 [ 12 \ v
aprovechamos que J/Al, A E/A'. b, y r)A-;g, 12 conmutan con el los

se obtienen las relaciones siguientes :

3 [
/\' F-. o implica que 0% _ 0 ,osea que Z o depende de la razén D-
1

@)
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]
: -z
A 2 P o implica que z) no depende de X

2 i
/\, P- o implica que 2,) no es funcidn de ﬁ?

)
Por consiguiente Z_ depende Unicamente de

S , 3 ,
A'l D|'3 Al| A.'ZJ-Z Al’S Al‘:

Como se ve, el procedimiento consiste en infroducir como argumentos de
17 . . .
, combinaciones de operadores de creacién que conmuten con los generadores de ascen
so ( A.6) de tal forma que las ecuaciones { A.4 b ) eliminan algunas de las razones del ar-
. 'Z ’
gumento de la funcién
Si ahora desarrollamos esta funcién en series de potencias se obtiene la

expresién siguiente para el polinomio P :

H-R,-n,n, Rohy-n, \13)\9\5

) Ao, (D)) (A%) (D) x
\ - hz-ﬂ,‘ n, 2 hz' hs- Ny 12% \Qb Ny | Nz Ny
X(A—;)h (Aq.-z) (A-;q-) r s

)
(A.10)

en donde los coeficientes A, n, n, se determinan imponiendo las condiciones restantes,
para obtener un polinomio que sea de mdximo peso.
Si se exige que el polinomio (“A.l0 ) satisfaga la condicién ( A.4 a)

se obtienen las ecuaciones

A <k o
Ay
As :“ﬁ3—k|+n,+n

2- N3

\flz“ hz—n“"n?. (A.II)

3



en donde N son enteros no negativos.

Nos resta dnicamente aplicar la condicién ( A.3 ¢ ) que debe detemminar
tctalmente a estos ndmeros enteros { v por consiguiente la relacién entre los fndices A , h
y k ) ademds de proporcionarnes una regla de recurrencia para los coeficientes A ni hasta
ahora no determinados . Estas ecuaciones son dificiles de aplicar ya que contienen segundas

derivadas. En tode caso, la aplicacién directa muestra que las relaciones

son vdlidas, lo que implica que en Ia expresién ( A.10) la suma se reduce a un solo término.

Por otro lado se puede introducir el operador de Casimir del grupo unita
]

m
rio de tres dimensiones cuyos generadores son /\m 5 ™, m'> 0 en la forma
' m m m'
b=y AT AL =) (68 ) (60 G
, m m et = m m -m )
m,m'> 0 mm
{ la segunda expresiér: para (b se obtiene utilizando la ecuacién ( A.l)). Desarro-
Ilando esto expresién y usando ias definiciones ( A.2 ) el operador (i) se convierte en
i N ]
__T s S Z S S Z + 5%
@‘A’_J Cs Cs'+ ‘C Y’;‘+2 D :Dss-i
5, g' 5,5 ss' ’

por otro lado, desarrollando la suma explfcitamente se obtiene la expresién

- ).Z Z ™ ~ m m'
>N+ 2 ADNT 4 -AN7)
m m m»m' ™ m m<m'( /\m /\m'
ml
para el operador de Casimir en funcién de lc generadores /\rn . Comparando am-

bas igualdades se obtiene la siguiente ecuacién :
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LN 2l AT+ (AT=N) =

(02, 005 (G0 -
5 s<s’ (A.12)
L)% 2L UL (RE0S)+ 2, DD,

Si ahora aplicamos ambos miembros de esta ecuacién al polinomio de la ecuacién (A.10),

teniendo en cuenta los valores previamente determinados para los fndices n;  y aprove-
chando las ecuaciénes ( A.3) y ( A.4), se obtiene la relacién

h|k3+h2h2 +h5 h‘=0

si se emplean las ecuaciones ( A.ll ).
P

Puesto que los fndices h y k son enteros no negativos, estas relaciones

implican las condiciones siguientes

4\‘ R, =0
VP\.! hz =0
\?\3 hl = 0,

que expresadas grdficamente indican que los diagramas de Young negativos y positivos no se

traslapan.

45)

Como demuestra Chacén, todos los pasos de la deduccién indicada mds

arriba son generalizables al caso del grupo U , quedando asf nuestra afirmacién demostra~
n

da en general.



APENDICE B

REGLAS DE LITTLEWOOD PARA EL GRUPO SU3.

En este apénd’ze demostraremos que las reglas de Littlewood enunciadas
en el caprtulo |, apropiadas para tratar con representaciones de partfculas y agujeros son
equivalentes a la forma usual de estas reglas, en el caso del grupo SUs.

Este grupo, aparte del grupo SU,, ha sido el mds estudiado y se han da
do formulaciones de la reduccién del producto directo en forma algebraica, empleando pro-
piedades de las bases de las representaciones irreducibles.

Como primer punto en la demostracién obtendremos una expresidn para

\ ' L
la reduccién del producto directo de dos representacionas ( R, k 2 )y ( h;_ kz ) outili=
zando las reglas ordinarias de Littlewood; al efectuar el producto directo por el método de
los diagramas de Young, uno de los diagramas se caracteriza de tal manera que a todos los
cuadros del primer renglén se les asigna la letra X, a los cuadros del segundo renglén

Ia Iefraﬁ , etc. Grdficamente se tiene

|4

S| %
B>
®

T ®




- 140 -

en la reduccisn del producto directo aparecerdn los diagramas de un ndmero de cuadros igual
al total en ambos diagramas del producto directo, que se obtienen agregando los cuadios a los
cuales se han asociado las letras &4 ,ﬁ » etc. de tal forma que el diagrama resultante
satisfaga las siguientes condiciones:
|.~ Que se obtenga un diagrama de Young permitido.
2.~ Que las letras « ,ﬁ ; d‘ etc. aparezcan en orden alfabetico de izquier
da a derecha en cada fila y de arriba hacia abajo en cada columna.
3.~ Que no haya letras repetidas en una columna.
4.~ Que al ir sumando las letras de derecha a izquierda y de arriba hacia abajo en cual
quier punto del diagrama resultante el ndmero de & sea mayor o igual al nime-

ro de/:) ; el némero de/B mayor o igual que el ndmero de bﬁ , etc.

En el caso del grupo SU4 el diagrama mds general posible tiene unica-
mente dos filas; aparecen por lo tanto las letras & vy _/3 unicamente.

Aplicando las reglas directamente a la reduccién del producto directo

( h: kz‘ ) ® ( h:‘ h; ), se tienen diagramas del tipo

[ [ | | (B.I)
Alooer (|- [5}

en donde se han colocado Jos cuadros denotados por &y /3 en todas las maneras po
sibles. ( El (ndiceﬂ no se puede colocar en fa primera fila ya que esto violarfa la con-
dicién 2).

Al ndmero de cuadros colocados en la tercera fila lo denotamos por q -
mientras que al ndmero deﬁ de esta misma fila lo denotamos por p. Si, por otro lado,

se colocan r 4+ p cuadros con fhdice A  en la segunda fila, el ndmero de estos que se



i

R ~p-q-r20 (8.2)
; el ndmerc de/) eri el segundo renglén serd

h?_\;>o (B.3)

La regla 2 se satisface ahom automdticamente.

Aplicaremos ahora la regla 3; se obtienen las siguientes relaciones:

Oér‘\'PéR‘\‘h"Z (q)

Silas relaciones ( B.4 ) son vdlidas se asegura que no se tienen letras repetidas en una co-

lumna. Como es fdcil ver, la desigualdad ( B.4 c ) se puede deducir de ( B.4 b ), de tal for

ma que unicamente las dos primeras desigualdades son independientes.

De las condiciones ( B.3) vy ( B.4 a ) se tiene que el Mmdice p debe
saristacer la condicién

-

0=p = min (R, kK )

Si ahora imponemos la cuart restriccidn, sumando el ndmem de K v

o
4

hasta el punto del segundo renglén en que se termina ae aplicar cuadros designados por

5 se abfiene



h:\-— *\)-:t—r‘>/ h:_- ‘D

que es equivalente a
" o 5
h,-\f{223+r‘?q (B.5)

Unicamente nos resta satisfacer la condicisn |, para obtener un diagrama
de Young permitido. Si se pide que el primer renglén sea de longitud mayor o igual que el

segundo renglén en el diagrama ( B.l ) se debe imponer la restriccidn

]

W P 1 i
RtR —p-q-r 2k, +k,4r
mientras que si se exige que el segundo renglén sea de longitud mayor que el tercero, se de-

be imponer que

k‘2.+h-"lq+r‘23+F

Empleando las definiciones de los fndices q y p y las condiciones {( B.2) y ( B.3 ) estas con
diciones se satisfacen autométicamente,

En resumen, los fndices n, q, y r estdn restringidos por las desigualdades

0%p = min (R, & -RY:) (a)

O-C—::"é min (hl: hl:‘«.', h|&)

(b) (B.&)

R | 1 n n
O‘Er‘Smm(h.‘hz-P)hl-kz_g‘) ()

Sin embargo, existe la posibilidad de aplicarlas Ly 5 en una ma

i

nera diferente. Si como antes se denota al ndmero de < en el tercer renglén como 4

pero ahora el némero de ;3  en esta fila se le llama p+ s, se tiene que el ndmero de ~

J
—
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el ndmero de/3

en el segunds renglén es

( N

RZ-F_SZO

en donde se ha denotado el ndmero de < en el segundo renglén como p.

La aplicacién de las cuatro reglas de la pégina 138, en la misma forma

que antes, nos |leva a las siguientes restricciones sobre los indices p, gy s

oSPS min. ('k:,kl‘—h‘z)
O.::_q P m;“‘(k”.—h‘;, kle)
1 £ 5 <

_ ; " (8.7)
mo, (bz-—a, hz-.\?>

( la posibilidad s

= 0 se incorpora en las f6rmulas previamente obtenidas )

Es fdcil ver que los casos que se obtienen aplicando las relaciones

' B.6) y (B./ ) porseparado, son diferentes entre si, obteniéndose por aplicacién del p-i--

mer tipo de condiciones diagramas de Young con ndices
! at
R -k, +k _2 p-2g-T

hz=h§+hgaf—q+r> (B.8)

Como es fdcil ve- del diagrama ( B.i ). Porotro lado la aplicacidn de las desigucldades

N

B.7 ) nos lleva a concluir que en la reduccidn del producto directo se tienen las represen

raciones de SU_ con mdices

R, = h,+R,~23—2F—s

] ! (8‘80)
Rg: \Ri*k}i'-f"‘q—- ZzS



Ahora aplicaremos las reglas enunciadas en el capriulo | y demostrare=-
mos que son equivalentes a las reglas de Littlewood. En primer lugar trasladamos la Ifhea de
referencia del diagrama ( h: kRS ), (lo i ibl d |

g 2 ) que es siempre posible cuando se trata con el grupo
* * . - . - 3 ‘ ‘ ‘
unimodular unitario ) para obtener un diagrama con Tndices negativos (- k.,, ..\1‘ +k 2 ).
- » l'
Segdn la regla, se superpone este diagrama con el correspondiente a (\:("‘ ’k 2 ) representa-
do por medio de cuadros unicamente. En la representacién gréfica, lo que se obtiene de |a

superposicién directa es un diagrama del tipo

C-F, |

R,

llamado virtual anteriormente y que segin se ha demostrado en el apéndice A no es un dia
grama permitido de Young; de é| se obtienen sin embargo, todos los diagramas permitidos

por medio de contracciones sucesivas de un cuadro con un anticuadro.

Supondremos en la discusién siguiente que la relacién
" \ I
>_
kz Cd k. - kz
es vélida; esto si implica pérdida de generalidad. La demostracién en el caso contrario se

puede lograr por una sucesién de pasos idéntica a la que se muestra a continuacién .

La contraccién mds general posible para el caso del grupo SUg es del -

tipo lm. ‘ n.J
ENCENLAEY
K
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en donde N, m, son nimeros enteros no negativos que indican la contraccidn del corves-
poadiente admero de cuadros v anticuadros en los renglones y columnas indicados en el dia
L ' . " b A , ,

grame . { La hipStesis restrictiva hz =k R'; se ha usado unicamente en el hecho de ha-
bei eligido m, 4 My = k, = k. de tal forma que el segundo antirenglén ha sido comple

! 1 —
tamente eliminado vy el diagrama ya no viola las condiciones impuestas en el apéndice A,
. i e . ' [} {
siendo un diagrama no virtual. En el caso contrario h?_ < k. - k? el renglén que
se aniquila totalmente es el segundo rengldn, siendo esta la Unica diferencia entre los dos
casos ).

Para satisfacer las reglas enunciadas en el caprtulo I, los ndmeros n;

y m, deben satisfacer varias condiciones . En primer lugar

i 11 - i
ya que en el caso contrario R, < n, , se habrian efectuado contracciones de anticuadios
e la misma anticolumna con cuadios en el mismo renglén, lo que viola las regias.

Por otro ludo

k ——m'—n‘ >/.hz—nz

)

de tal forma que no se contraigan anticuadros del segundo antirenglén con cucdios en la -

misma columna. Esta desigualdad es equivalente a

R RY 2 (m ony)tn, (8.9)

En este punto, se iienen dos posibilidades:

(8.10)
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se obfienen las mismas desigualdades que en ( B.6 ), asf como las mismas expresiones ( B.8 )
para los indices de las representaciones irreducibles (R, k& ) resultantes de la reduccidn

del producto directo, si se traslada la Imea de referencia del diagrama en la pégina B-

l—"n\—nl

cuadros hacia la derecha, de tal forma que se obtenga un diagrama con fhdices positivos

unicamente.

Para la segunda posibilidad indicada en ( B.9b ) se tiene

Nz=m + 5, s >0
Por las mismas razones que antes, los ndmeros ny m satistacen idénticas restriccio=

nes. Sin embargo, para evitar la contraccién de dos anticuadros en la misma anticolumna

con cuadros que se encuentren en el mismo renglén se debe exigir la condicién

h‘.—h;_mlé B -n - Ny

que es equivalente a

1
kzﬁnl,) ng-—m =5 (B.16)

( En el caso i, la condicién presente se satisface autométicamente si se recuerdan las rela~

ciones (B.15)y (B.10a) ).

Por construccién, se concluye que
1"
h.z Z m, + Ngy

es siempre vdlida; como consecuencia de esta relacién y de la condicién (B.10b) se tie~

ne
0 | [
k;? mo+ m +5= l"-n-R2+5 z m, + 5
(B.17)



Analizemos 1o primere de ellus, ¢ sea

R~k (B.I1)

O s5ed

r= \Q‘l'—kéanz (B.12)

Por otro lado de la desigualdad ( B.? ) se puede concluir que

\Q?‘h'j?_Zn,Jrr?n, (B.13)

que, tomando en cuenta la relacidn ( B.12 ) implica la restriccidn siguiente sobre el fdice

Dérﬁ-m}n(h‘:_hl_nz, E‘,—k‘z_n) (B.14)

> u " .
Como 0= n < h:c Yy on o= \Q‘~ hz se tiene finalmente para

el primer caso que fa relaciénr

' n LA
osn‘g min(kzjh! --hz,) (B-I5)

es vélida. SI ahora hacemos la identificacién de mdices
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De las dos Gltimas desigualdades se obtiene finalmente la relacién

»
0<5S< min (h‘z-—r\\)hz—m‘)

que es idéntica a la desigualdad ( B.7 ¢ ) si se hace la identificacién de fdices

La equivalencia entre las dos reglas nos permite entender las condicio-
nes segunda, tercera y cuarta de las reglas de Littlewood como provenientes unicamente de
la eliminacién de contracciones de indices antisimétricos, en uno de los tensores del produc
to directo, con fndices simétricos en el otro.

Por otro lado, el proceder por medio de antidiagramas y diagramas que
se contraen permite, en principio, la obtencidn de f6rmulas algebraicas para los Mdices de
las representaciones irreducibles posibles en la reduccién del producto directo de dos de

ellas en el caso general del grupo SU_; la obtencisn de estas f6rmulas serd publicada pos

teriormente,



APENDICE C
ALGUNAS PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES DE FERMI

En este apéndice estudiaremos algunas de las propiedades de los determi
nantes de Fermi introducidos en el capftulo |, Es importante conocer las propiedades de es-
tas expresiones ya que, como se ha visto, las bases para representaciones irreducibles de los
grupes unitarios se pueden expresar en funcién de ellos, cuando se emplea el esquema de |a
segunda cuantizacidn.

Como es bien sabido, las funciones que forman una BRI del grupo unita
rio estdn caracterizadas por un diagrama de Young, que representa los fndices de una RI del
grupo simétrico. Si el diagrama de Young consta de n cuadros |a funcién correspond ente se
expresa en términos de n vectores. ( diferenciados por un fndice que toma los valores
-/L« =1, 2\, o, ) y tiene ciertas propiedades frente al intercambio de estos vectores. Se
demuestra que esta funcién de onda se puede obtener aplicando el operador de Young Y al

A 4¢)
producto directo de los n vectores; este operador se define como

= Pa )

en donde
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B
Q-2 R
j&

(C.2)
Y
p:z P (C.3)
[
5
P .
con (-1)~  igual a + | en el caso en que P/u sea una permutacién par e igual a -l en

el caso contrario, O sea Q es el operador de antisimetrizacién y P es el operador de simetri

zacién.

Si se quiere construir la funcién que se transforma como

Al A'+Al

(C.4)

frente a permutaciones de los fdices |, 2, 3..., n se aplica el operador de Young al produc
to directo

ol b

+ +
T
/ (C.5)

empleando la operacién de antisimetrizacién sobre todos los fdices de los vectores que apa~-
recen en la misma columna y aplicando el operador de simetrizacién P sobre los fndices que

aparecen en la misma fila, en el orden indicado por ( C.I ). Esta ditima operacién, desde -

luego, altera la antisimetrizacion de los fndices en la misma columna; al haber aplicado am
bas operaciones la funcién de onda resultante es simétrica con respecto a los fndices

(2

ey AL A L, /1, + 12 , etc. mientras que no tiene ninguna propiedad es-

pecial frente al intercambio de los indices |, . . . .| X‘-l—l 2, ., N, etc.
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5 los vectores originales que aparecen en la expresidn ( C.5 ) estdn for-
mado, por operadores de Fermi, cantidades algebraicas que anticonmutan, lo operacién indica
ca per (U se puede etectuar autométicamente denotando con el mismo fndice a todos los vecto
res que intervengan en la misma columna.

Si ahora recordamos la definicién { .20 ) del determinante de Fermi

S, 5§ P -

o IR 2 + _ + +
V. s e b=l P b bl

ALy S, - i 5§ S, -V 55

fasd /’-L? /“'l 1 /‘"1, & e s S M a_:
vemos que la aplicacién del operador P después de haber denotado los vectores correspondien
tes @ la misma columna del diagrama de Young con el mismo fndice nos produce determinan~-
tes de Fermi. Asl por ejemple. ¢ diagrama de Young

T215]

laj !

le corresponde el polinomio
LH 2
; 123 ; 4
expresado en funcién de determinantes de Fermi.

Analizaremos ahora el problema de encontrar los monomios formauas por
oroductos de varios detearminantes de Fermi que sean linealmente independientes, teniendo
en mente el resultado que acabamos de obtener.

Si se expresa un determinante de Fermi en la notacién acostrumbrada se

tiene:
5\

Vi, Vi
5 32 sy

V‘*Ez vm v} (C.6)

\;L} \/

M

i
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que se puede desarrollar por el método de Laplace utilizado en algebra conmutativa, Sin em-
bargo como al intercambiar dos columnas el valor del determinante de Fermi ( C.6) no se alte
ra, el signo del cofactor en el desarrollo de Laplace es igual a (—I)L endonde L esel -
nimero de cambios que se deberd hacer para {levar al cofactor a un lugar tal que su elemento
principal (I, l) se encuentre en la primera fila; en otras palabras si se emplean en el desarro
llo de Laplace cofactores con sus elementos principales en la primera fila del detemminante, to-
dos los términos en el desarrollo tendrdn signo positivo.
Como ejemplo considérese el desarrollo de
! 2 3
123 v’, v'L v 3 V2 3 13 2 13 '
Ve = | % %% V| =V, +V, +V, Y,
|
VARATAVA

que se puede verificar aplicando directamente la definicién.
Para indicar la técnica a seguir para encontrar los productos de determi=

nantes de Fermi linealmente independientes, consideraremos el caso de monomios del tipo
S5z 5, . . .

V/"/“z \V/ . Estas expresiones claramente corresponden a un diagrama de Young asocia~
1

a3
do con la particién [2I] . Se pueden construir 6 diferentes diagramas del tipo ( C.4 ) en

este caso :
) li 3|2
a) |3 d L
2|3
by o) (C.7)
2 \
c) ) f) i
3 2

El diagrama ( C.7 a) indica que la funcién correspondiente debe ser si-

métrica con respecto a los fndices | y 2, mientras que el diagrama ( C.7 d), por ejemplo, que



SLOtunc W On s

simétrice cor respecto a los mdices 3y 2.

Segin lo indicado antes, a cada uno de estos diagramas corresponden los

pmducios de determinantes de Fermi siguientes:

o N V. o Y,V

i 12 i

'3 2 13 l

0 V, V o0 NV, V (c.8)
21 3 31 2

2 Vz v H q v.

<
<

A 3
Vo= N,V
12 ) vu,25 v (C.9)
31 2
1 - vﬂ V

son vélides, si se recuerdan las propiedades de estos determinantes. En otros t&minos, nos

;q du
< <
| i

interesan Unicamente los monomios correspondientes a diagramas de Young que tengan ei &r

den natural en cada una de las filas.

Por otro lado, es fécil ver por céleulo directo que la ecuacisn

VAR VA VAR VAT VAR VAR

(C.I0)

es vélida; esta ecuacién nos permite eliminar cualquiera de los tres sumandos en términos
de los otros dos, restando de los seis monomios oriyinales ( C.8 ) dnicamente dos, que sf son

linealmente independientes. Elegimos, por ejemplo,

wv o, v
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123

1z 3 13 z 15 '
V., =V, V +\V V+V V-
121 3 . + 2 ) + P ) OJ
que es la misma ecuacién que ( C.[0). Como se puede ver de este ejemplo, se construye un
determinante de nxn, si se trata de encontrar relaciones entre monomio de n vectores ( re|g
cionados por lo tanto, con un diagrama de Young de n bloques ). En el caso en que se ten

gan algunos monomios |linealmente dependientes, el rango del determinante es menor que n,

lo que da origen a relaciones entre los determinantes.

Analizaremos a continuacién las relaciones de interés directo para los
desarrollos indicados en el capfiulo |. Como primer punto es necesario expresar el desarrollo
por menores de un determinante de Fermi en una forma ligeramente diferente a la dada ante-
riormente. Nos interesa en particular, el desarrollo del determinante ( C.6) como una suma
de productos de determinantes de (n =1 ) x {( n = | ) con un determinante de Ixl con el mis: ¢

Indice superior de este dltimo en todos los términos. La férmula del desarrollo es

o.n=-1n

-, n-i i n-k bo.o.. n=t n
vlllz"'n n:ze (""h) Lﬁl) V\-hi-\...n—h—'vn-h (C.11
k-0

en donde se interpreta al mdice n m como m y en donde se define

+ n, gar
€(n-k)= (C.l2)
n-R
(=) n, impar
El desarmollo por menores se efectda con respecto a los elementos de la dltima columna del

determinante; de ahf que se obtengan cambios de signo.

Para demostrar la férmula ( C.ll ) se demuestra que los n t&minos que



n

‘
fJ N N > .
contiens ; ioon aparecer: en el desarrotlo con el signo correcto. El primer punto as
inmediatamente obvio, mientras que para demostrar lo relativo al signo, debemos recordar que
- .oon
VA estd formado por una suma de monomios consistentes en productos de n factores

, 54
del tipo ;; 3’ en donde [os indices /u&' aparecen en orden natural y se aplican las n

permutaciones posibles a los Indices s, con todos los monomios del desarrollo con signo posi

| ) es un permanente con respecto a ellos; paro

tivo, como se sigue del hecho de que ( C.

completar la demostracién debemos colocar todos los términos del desarrollo con los fdices

) se ha efectuado una permutacién creli

& { enorden natural, Como en la f&rmula ( C.I
~t

ca sobre estos (hdices, se deben efectuar permutaciones ciclicas de n elementos para regre-
sarlos al orden natural, Cuando n es un ndmero impar y los elementos del algebra anticon-
mutan, el ndmero de intercambics necesarios es siempre par y el término correspondiente tie-
ne signo positivo. Como se puede verde ( C.ll y 12) se obtiene el resultado correcto en es
tfe caso. Si n es un ndmero par, cada permutacién cfclica implica un cambio de signo; si

el monomio cuyo coeficiente se analiza es

i =i n

:n~-h+|..‘n-h~l n-k
se requieren ( n =k ) permutaciones cfclicas para colocar los fndices inferiores en 1 or=
, L : n-k - :
cden natural; el signe de este monomio es (—I) como lo indican las ecuaciones ( C.Il -
v 12 ), que asi quedan demostradas para n  par, también.

Empleando este desarrollo se pueder ahom demostrar las siguientes rela

ciones entre determindantes de Fermi:
\... 12 2...281 Vool e 2... 28
n v \/ = C.I3
vg,,n 1...m + vln ... m 0 nz m ( )

... 18 Z...21 R | ... 28
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Estas relaciones se utilizan explfcitamente en la construccidn de los po=
linomios de méximo peso en el subgrupo Ug x Uq de W3, cuando se ha efectuado una s0
la contraccidn, como se vié en el capfiulo 1.

Demostraremos ahora la relacién ( C.I13); un método andlogo se puede
seguir para demostrar la ecuacisn ( C.14 ). Desarrollando ambos determinantes en la parte
izquierda de ( C.I13) se tiene:

V(e ) V)

n-k+i--k-k- Yn-k

2...2 | m-}Z 2...2...2 s
X <v‘ . vm +--4+€ (m—h)(—-) vm-kJ-L..m- k-»vm-b+“' )

. . 5 s
Como los tactores en el primer paréntesis de Vn hasta vnn-n se anulan al
i
efectuarse la multiplicacién con cualquier témino del segundo paréntesis ya que Vrn— k

con R=0,1,...,m=1 se repite en los téminos resultantes del producto .

Por lo tanto:

N VAR v A VAR v AR VAT (o) 1) AT

.m=) ceem—d

i ] z..... 2 \

+ng (m-h) (—')m_h vnr:—k li-uli-‘.-..m-h-l vms_h E(m_h)(_')m‘ vm-h+l...m-h~| vm—

S . T
ya que el término que contiene \/ .k da un resultado diferente de 0 al multiplicarse
- l . N
por el término del segundo paréntesis que tiene a Vm-k  como factor, Gnicamente. El

término general es entonces del tipo,



<

Z ]

e «'——i; ! 5 ~h 2. - .. -
T T s G0 i e T
Vel ” m-R 2.2 s

= - VLHH E(m‘h)(‘t) Vm-h.i-l’,_ m -k vm_p

Se observa , por consiguiente, que todos los rérminos contienen como factor al determinante
— e
Vi n ; sacando a este como facfor comdn y recombinando por medio del desarrollo
( C.11) se chtiene el resultado deseado.

Los teoremas ( C.13 ) v ( C.14 ) son apropiados para el cdlculo de los
polinomios de méximo peso en &g X U4  cuando se efectda una sola contraccidn; si se
e"ectda mds de una contraccidn <2 necesitardn relaciones en donde el menor es un determi-
nante de Fermi de dimensién igual al nimeto de contracciones; estas relaciones se pueden
ostener en la misma forma, partiendo del desarrollo de Laplace adecuado.

Como Glrimo punto, se hace notar que se pueden obtener relaciones and
togas a las indicadas aquf para los determinantes de Femmi del tipo
AS....S,&* :Kﬁ (—‘)%p N

mo by 7L CVR B by
cefinidos en la ecuacién ( 5,19 @ ) intercambiados simplemente los fndices de fila por los ~
mdices de columna. Este dltimo es importante, come se ha irdicado antes, en el caso en

que se deseen efectuar confracciones en el grupo orbital Z(j .
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que corresponden a los tableaux ( C.7 a y b ). Pero estos son los dos dnicos tableaux standard,
en el sentido en que los ndmeros |, 2, 3, etc. .. se encuentran en orden natural en cada una de
los filas y columnas. Si recordamos que la dimensionalidad de la representacién {7-1] del
grupo simétrico es igual a 2 y que es igual al ndmero de tableaux standard que se puedan cons-
4%)

truir dada la estructura del diagrama de Young, vemos que esta propiedad debe ser cierta en
general:

Se tendrdn tantos monomios linealmente independientes como tableaux ==~
standard.,

Otra forma de llegar al mismo resultado es la siguiente:

v5)

Segdn ha demostrado recientemente Moshinsky las bases para represenia

ciones irreducibles del grupo simétrico se pueden expresar como estados especiales de Gelfand;

es decir, estados que carresponden a una particién del ndmero n y a un peso ( Illl....1') cuan
do se trata del grupo simétrico de n objetos. Por otra parte, estos estados de Gelfand se pue-
den expresar en funcidn de polinomios en determinantes de Fermi del tipo analizado antes. Co
mo los diagramas especiales de Gelfand forman una base ortonormal, se llega al mismo resulta-
do de antes.

La técnica para encontrar relaciones del tipo ( C.10 ) parc un diagrema de

Young general se puede ver en la forma siguiente: considérese el determinante
) FA 3

vV V V

\ | ]

Vo= v

VAR VAR VA

que tiene dos fndices inferiores iguales y vale O por lo fanto. Desarrolldndolo por menores, se

tiene:



APENDICE D

COEFICIENTES DE WIGNER EN LA CADENA SUg 2 R3.

En este apéndice se indicuard como se construyen los coeficientes de Wigner

paia 2l grupo SUg, empleando la técnica de relaciones de recurrencia propuesta reciente--
. 16) N

mente por Brody, Moshinsky y Renero para obtener los coeficientes en la cadena natural
SU3 > 5Us o SUj . Para obtenerlos en la cadena fisica en nuestro caso, o sea [a cadenc
de subgrupos no natural SUq 2 R3 2 Ry, se calcula 'a matriz del operador de Casimir
gqiupo Ry con respecto a estados de Gelfand caracterizados por la cadena de subgrupos ca-
noénica y se diagonaliza ; los eigenvectores de esta matriz son los paréntesis de transtorma ~
cidn de una base a ofra,

Para obtener las reglas de recurrencia para los coeficientes de Wigner en
lc cadena narural, se introduce el concepto de ceeficiente auxiliar :
49)

Los polinomios BRI de SUsy intreducidos por Moshinsky 7, son también

BRI del subgrupo complementario, que en el caso de SUy resu

fa ser un grupo U,. Las ba

ses clasificadas en la cadena natural para ambos giupos se pueden obtener por medio de los

Por otro lado, el coeficiente de Wignerde Uq que acopla -
cen osentaciones (ky, kb)) oy (kY k) de SUj para obtenei una Rl (k| kz),se puede

¢np s come el producto de dos polinomios



- 160 -
(P, P'P)

en donde P' es el polinomio de méximo peso en SUs v Uy correspondiente a la Rl

(k} kb) en SUjz y P esun polinomio de mrimo peso en ambos grupos y clasificado por
(k' k'2') en SUs; el polinomio P corresponde a la R (k| k2) de SUp yes de mdximo
peso en este grupo asf como en el grupo Uy . Sin embargo, a diferencia de P' y P!, en

el grupo Uy se utiliza la cadena no candnica

U, U, + s

para la clasificacién de P. Como ambas bases constituyen sistemas completos, un polinomio
clasificado por esta cadena no canénica en Uy se puede expresar en términos de polinomio
clasificado por la cadena candnica en ambos grupos.

En otras palabras, si se puede deteminar el producto escalar de P'P'' con
un polinomio P¢, clasificado en la cadena candnica, se pueden calcular los coeficientes de
Wigner deseados. Es a este producto escalar al que se le |lama el coeficiente de Wigner au
auxiliar. Estos Gltimos no son difrciles de estudiar, ya que todos los factores que entrari en
ellos son polinomios clasificados en una cadena natural ; en particular, se pueden encontrar
reglas de recurrencia, mediante las cuales se expresa un coeficiente auxiliar en téminos de
otro, pero en el cual se han reducido k| & k'2' ( o ambas } por una unidad. Aplicando -
las reglas de recurrencia varias veces, se puede obtener un coeficiente auxiliar correspon—--
diente a k5 igual a cero (0 ambas si k' = l<"” para empezar ) en cuyo Cdso se conoce
. . sl
la forma explfcita del coeficiente de Wigner

Para funciones de onda particula - agujero con un solo agujero en la capa

lp, el coeficiente de Wicrer necesario, tiene k[“ = l<'2‘ = I (VerCap. 5) y basta una ~



anlicacién de la regla de recurrencia para expresar el coeficiente de Wigner deseado en tér-
minos de otro que vale uno ( k'l' = k;z' = 0).

En este caso, ademds, no es necesario expresar los coeficientes auxiliare:
en témminos de los coeficientes normales, ya que son proporcionales. Una vez normalizados
se obtienen los mismos resultados que se obtendrfan empleando directamente los elementos

52)
de matriz de los generadores, siguiendo la convercidn de Moshinsky y Nagel, este método -
53)
na sido utilizado por Baird y Biedenharn para determinar estos coeficientes.

Para obtener los coeficientes en la cadena ffsica SUj Ry se diagona-
i | N 2 e ' . N
liza la matriz de L~ con respecto a estados de Gelfand clasificados por los thdices (k| ko)
que entren en juego. La forma explfcita de esta matriz se da en la referencia | y ha sido
programada para una computadora, por lo que el cdlculo numérico no presenta problema af -
guno. ( Como el operador Lz es diagonal en ambas cadenas, la matriz depende del eigen
vaor de este operador ; es necesario, por consiguiente, diagonalizar la matriz de L~ va-
rias veces, si diferentes valores de M son necesarios en el acoplamiento ). Con los eigen-

. 2 . . rransh .
vectores ae la matriz L~ se obtienen los paréntesis de transformacion de la cadena

5Uq 2 Ry @ la cadena matemdticamente natural y con ellas el paso de los coeficient s de

Wigner a la cadena fisica,
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