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Introduccion

El trabajo de esta tesis, pertenece a la rama de la Topologia que se conoce como Teoria
de los Continuos. El tema que se estudia es una generalizacion de la conexidad local. Los
teoremas principales se encuentran en los dos Gltimos capitulos, los cuales tratan acerca de
continuos arcoconexos y de la existencia de curvas cerradas simples. En esta tesis, se
establece la arcoconexidad para algin tipo de continuos aposindéticos, no localmente
conexos del plano. Es decir, se dardn condiciones para ver cuindo un continuo aposindético,
no localmente conexo del plano es arcoconexo y contiene curvas cerradas simples. De igual
manera, para los continuos no aposindéticos. Estos teoremas se obtuvieron del articulo [1]

de C. L. Hagopian.

En el primer capitulo, se presentan algunos resultados basicos de la topologia general
que seran Utiles mas adelante. En particular de la topologia métrica. Resultados acerca de
conexidad, conexidad local y compacidad son los més importantes de este capitulo.

El segundo capitulo, es un breve andlisis acerca de los continuos. En especial, el
teorema 2.11 de golpes en la frontera y algunos resultados acerca de las composantes y los
continuos irreducibles. Resultados acerca de las sucesiones de continuos, seran también muy

importantes m4s adelante.

En el tercer capitulo, se introduce el concepto de aposindesis, el cual, como ya dijimos,
es mas general que el concepto de conexidad local, es decir, todo continuo localmente
conexo es aposindético. Se definiran a los conjuntos Ly, L,, y K, los cuales son la
herramienta en los resultados de este trabajo. Se ver4 que K, es un conjunto cerrado y tanto
L, como L, son continuos. Se veradn ejemplos en los cuales K. no necesariamente es un
continuo. Por ultimo, se vera la relacion que tiene la aposindesis con la propiedad de ser
semilocalmente conexo, se verd que globalmente las propiedades de aposindesis y de ser

semilocalmente conexo son equivalentes, es decir, un continuo M es aposindético en x, para



todax € Msiy s6lo si M es semilocalmente conexo en x, para todax € M.

En los ltimos dos capitulos, se presentan los resultados principales de este trabajo que
comprenden continuos en el plano. Primero, se estudian condiciones que deben cumplir los
continuos del plano que son aposindéticos para que sean arcoconexos y contengan curvas
cerradas simples, ademas de ser ciclicamente conexos. Los continuos localmente conexos
son aposindéticos y arcoconexos, por ello, nos interesan continuos aposindéticos del plano

que no son localmente conexos.

En el Gltimo capitulo, que comprende a los continuos en el plano que no son
aposindéticos, se dard una condici6n suficiente para que sean arcoconexos y contengan
curvas cerradas simples, en especial para algunos continuos del plano que no son
aposindéticos en ninguno de sus puntos (que no serin localmente conexos en ningin punto).
En ambos capitulos, se presentan ejemplos de continuos en los cuales, si se quita alguna
condici6n, entonces ya no tienen la propiedad de ser arcoconexos o la existencia de curvas

cerradas simples.

Luis Pedro Montejano Cantoral
Facultad de Ciencias, UNAM
Julio de 2005



CAPITULO 1

Preliminares.

En este capitulo se definen y presentan algunos resultados basicos de la topologia
general que serdn utiles mas adelante. En particular se presentan resultados de la topologia
métrica, pues ésta, serd mas adelante el lugar donde se profundizan los temas de este trabajo.
Entre lo més importante, se verin resultados basicos sobre la conexidad y compacidad. Por
ejemplo, se veréd que la conexidad local implica a la conexidad en pequefio y que el reciproco
de esta implicacion es falsa. Sin embargo, se demostrara que globalmente la conexidad local
y la conexidad en pequefio son equivalentes. Algunos resultados sobre las componentes
seran muy itiles posteriormente, en especial, el teorema 1.26.

Con respecto a la compacidad, se vera que en espacios métricos, ser compacto es
equivalente a pedir que toda sucesion contenga una subsucesion convergente. También se
vera que la interseccion anidada de espacios métricos compactos, distintos del vacio, es un
espacio métrico compacto, distinto del vacio. Se define el que un conjunto tenga la
propiedad de la intersecci6n finita y se demuestra el teorema 1.48, que trata sobre sucesiones
anidadas de compactos, el cual, serd muy til més adelante. Por ultimo, se cita al lema de
Zom el cual servird para resultados posteriores.

Como es usual, R y N denotan a los conjuntos de los nimeros reales y naturales,
respectivamente. El simbolo @ denota el conjunto vacio y M el fin de una demostracién.



1. Espacios topologicos.

Definicion 1.1. Una topologia sobre un conjunto X es una coleccion t de subconjuntos de X
con las siguientes propiedades:

a) By Xestanen .

b) La unién de los elementos de cualgquier subcoleccion de t estd en 7.

¢) La interseccion de los elementos de cualquier subcoleccion finita de t estd en 7.

Un conjunto X para el que se ha definido una topologia t se llama espacio topoldgico.

Diremos que un espacio topolégico es un par ordenado (X, 7), formado por un conjunto
X y una topologia 7 en X, pero a menudo omitiremos hacer mencién de 7 si no existe
confusion.

Si X es un espacio topolégico con una topologia 7, diremos que un subconjunto U de X
es un conjunto abierto de X, si U pertenece a la coleccién 7. Diremos entonces que un
espacio topolégico es un conjunto X junto a una coleccién de subconjuntos de X, llamados
conjuntos abiertos, tales que # y X son conjuntos abiertos, y tal que las uniones arbitrarias y

las intersecciones finitas de conjuntos abiertos son abiertos.

Dada una topologia sobre un conjunto X, podemos especificar la topologia mediante la
descripcion de la coleccién completa 7 de conjuntos abiertos. Generalmente, esto se vuelve
bastante complicado. En la mayoria de los casos, se especifica una coleccion mas pequeiia
de subconjuntos de X que es capaz de definir dicha topologia.

Definicién 1.2. Sea X un conjunto. Una base para una topologia sobre X es una coleccion f
de subconjuntos de X, llamados abiertos bdsicos, tales que:

a) Para cada x € X, al menos existe un elemento bdsico B que contiene a x.

b) Si x estd en la interseccion de dos elementos bdsicos B, y B», entonces existe otro
elemento bdsico B3 que contiene a x y que estd contenido en By (N B,.



Si la coleccion § cumple estas dos condiciones, podemos definir a la topologia =
generada por f de la siguiente manera: decimos que un subconjunto U de X es abierto en X,
o es un elemento de 7, si para cada x € U, existe un elemento basico B € f que contiene a
x, tal que B < U. Observemos que cada elemento bésico es un conjunto abierto en X. No es
dificil convencerse de que, con esta definicion, en efecto t resulta una topologia.

2. La topologia métrica.

Definicion 1.3. Sea X un conjunto. Una funciénd : X x X - R se llama métrica o distancia
sobre X si para todo x,y,z € X se cumple lo siguiente:

a) d(x,y) = d(y,x)

b) d(x,2) < d(x,y) +d(y,z)

c)d(x,y) = Osiysélosix =y

d) d(x,y) = 0

Asi, para x,y € X, el nimero real d(x,y), es la distancia entre x y y. Al par (X,d) se le

conoce como espacio métrico.

Definicién 1.4. Sea (X, d) un espacio métrico. Dado € > 0 definimos el conjunto:
Bt(x) 2{)’ eX I d(.'l.',y) < f},

Es decir, todos los puntos y € X cuya distancia a x, con la métrica d, es menor que €. Le
llamaremos la bola abierta de radio € centrada en x. Observemos que el conjunto
B= {B((x) | xe X, e > 0} satisface la condicién a) de la definicién 1.2. Para demostrar
que satisface la condicién b), consideremos un punto x € B, (x;) N Be,(x2) y definamos
€ = min{e; —d(x1,x), €2 — d(x2,x) }.

Siy € B.(x), entonces
d(x1,y) < d(x1,x) +d(x,y) < d(x1,x) + € —d(x1,x) = €1.



Esto demuestra que B(x) < B, (x1) y, andlogamente B.(x) < B,,(x). Asi que  forma
una base para una topologia en X. La llamaremos la topologia métrica, que estd inducida
por la funcién d descrita anteriormente. De esta manera, diremos que 4 es un conjunto
abierto en X, si para todo x € 4, existe una € > 0, tal que B.(x) < A.

Definicién 1.5. Sean (X,d) un espacio métrico y A un subconjunto de X. Vamos a definir lo
siguiente:

a) Un punto x € X es un punto interior de A, si existe € > 0 tal que B¢(x) < A

b) Un punto x € X es un punto frontera de A, si para toda € > 0 se tiene que B(x) N A + @
yB(x)N(X-A) = 0.

¢) Un punto x € X se llama punto de adherencia de A si para cualquier conjunto abierto V
que contenga a x, se tiene que VN A + 8.

d) Un punto x € X se llama punto de acumulacion de A, si para cualquier conjunto abierto
V que contenga a x, se tiene que V intersecta a A en algin punto distinto de x.

Es claro que 4 es un conjunto abierto si y s6lo si todos sus puntos son puntos interiores

Definicidn 1.6. Sea (X,d) un espacio métrico y A un subconjunto de X. Vamos a definir lo
que es el interior, la frontera y la cerradura de A, respectivamente, como:

intA = {x € X | x es un punto interior de A},

Fr(4) = {x € X | xespunto fronterade 4}, y

4 = {x € X | xesun punto de adherencia de A }.

Definicién 1.7. Sea (X,d) un espacio métrico. Decimos que un conjunto B es cerrado si su

complemento es un conjunto abierto en X.

Es fécil ver que 4 es un conjunto cerrado y que es la interseccién de todos los conjuntos
cerrados que contienen a 4. Note también que, a diferencia de los conjuntos abiertos, la



unién arbitraria de conjuntos cerrados no es cerrada, pero la interseccién arbitraria de
conjuntos cerrados es un conjunto cerrado, al igual que las uni6nes finitas de conjuntos
cerrados son cerradas.

Definicién 1.8. Sean X un espacio topolégico y {x,} una sucesion de elementos de X.
Decimos que {x,} converge a x € X si dado cualquier subconjunto abierto U en X que
contenga a x, existe mimero natural k, tal que x,, estd en U para todo n > k.

Si (X,d) es un espacio métrico, podemos decir que {x,} converge a x € X, si dada € > 0,
existe N € N tal que para toda n > N se tiene que d(x,,x) < €.

Estas dos definiciones de convergencia son equivalentes en espacios métricos.

Teorema 1.9. Sea (X,d) un espacio métrico. Un subconjunto B de X es un conjunto cerrado
de X si y solo si B contiene a todos sus puntos de acumulacion.

Prueba. Sea B un conjunto cerrado de X. Supongamos que existiera un puntox € X— B

tal que x es un punto de acumulacién de B. Entonces para cualquier conjunto abierto U que
contenga a b, se tiene que U intersecta a B, de aqui que x no es un punto interior de X — By
por tanto X — B no es un conjunto abierto, lo cual es una contradiccion pues el complemento
de B es abierto. Entonces B contiene a todos sus puntos de acumulacién.
Ahora supongamos que B contiene a todos sus puntos de acumulacién. Vamos a demostrar
que B es cerrado demostrando que X — B es abierto. Sea x € X — B, entonces x no es un
punto de acumulacién de B. De aqui que existe un conjunto abierto U de x tal que
Uc X—-BYy, por lo tanto, x es un punto interior de X — B. Como x fue cualquier punto en
X - B, se tiene que X — B es abierto y por lo tanto, B es cerrado.

Definicién 1.10. Sea (X,d) un espacio métrico. Se dice que un subconjunto A de X estd
acotado, si existe algin nimero N tal que d(ay,a2) < N para todo par de puntos de A. Si A
es un conjunto acotado y no vacio, el diametro de A se define como el nimero
didmA = sup{d(ai,a2) | ai,a: € A}.



También , si x € X y A es cualquier subconjunto de X, podemos definir la distancia del
punto x al conjunto A como d(x,A) = inf{d(x,a) | a € A}

3. La topologia del subespacio.

Dado un espacio topolégico X, a menudo se trabaja con sus subconjuntos, por ello es
importante darle una topologia a estos subconjuntos de manera que sea muy natural.

Definicién 1.11. Sean (X, 1) un espacio topolégico y S un subconjunto de X. Podemos darle
al subconjunto S la siguiene topologia:
ts={UNS | Ue t}.

Es fécil comprobar que este conjunto forma una topologia para el conjunto S, que viene
a ser la topologia que hereda de X. Es decir, sus conjuntos abiertos son todas las
intersecciones de conjuntos abiertos en X con S. A esta topologia, se le conoce como la
topologia relativa o inducida. En adelante, siempre que tomemos subconjuntos de un
espacio topolégico X, se tomardn con la topologia relativa.

Teorema 1.12. Sean X un espacio topolégico y Y un subconjunto abierto en X. Entonces si
U es un subconjunto abierto en Y, entonces U es un subconjunto abierto en X.

Prueba. Como U es un conjunto abierto en Y, se tiene que U= YN ¥, donde V es
algiin conjunto abierto en X. Luego, como Yy ¥ son ambos conjuntos abiertos en X, tenemos
que YN ¥ esun conjunto abierto en X. B

Lo mismo pasa para conjuntos cerrados, es decir, si C es un subconjunto cerrado en X, y
B es un subconjunto cerrado en C, entonces B es un subconjunto cerrado en X. Estos son
casos especiales pues, si C — X y B es un subconjunto abierto o cerrado en C, entonces
tenemos que B no necesariamente es un subconjunto abierto o cerrado, respectivamente, en
X.



4. Axiomas de separacion y numerabilidad.

Una vez definida la base de una topologia, introduciremos los conceptos de primero y
segundo numerable, que serdn utilizadas frecuentemente en este trabajo. En especial la
propiedad de ser primero numerable, pues todo espacio métrico serd primero numerable.

Definicién 1.13. Un espacio X se dice que es primero numerable, si X tiene una base local
numerable en un punto x, para cada x € X. Es decir, si existe una coleccién numerable p
de subconjuntos abiertos de X, tales que para cada punto x € Xy cada conjunto abierto U

en X que contenga a x, existe un elemento B € B que contiene a x y esté contenido en U.

Definicién 1.14. Se dice que un espacio X es segundo numerable, si X tiene una base
numerable para su topologia. Es decir, si existe una coleccién numerable B de subconjuntos
abiertos de X, tales que para cada conjunto abierto U en X y cada punto x € U, existe un
elemento B € B que contiene a x y estd contenido en U.

Es claro que si un espacio X es segundo numerable, entonces X es primero numerable.
Pues, si f es una base numerable para la topologia de X, entonces el subconjunto de
formado por aquellos elementos de la base que contienen al punto x es una base numerable
en x. Por otro lado, observemos que todo espacio métrico es primero numerable, ya que la
familia f(x) = {B1(x) | n € N} es una base local numerable en x. Sin embargo, no todo
espacio métrico es segundo numerable.

Ejemplo 1.15. Sea (R,7) el espacio topoligico de los niimeros reales con la topologia
discreta. Entonces (R, 1) es un espacio métrico pero no es segundo numerable.

(R, 7) es un espacio métrico, pues si para cualesquieraxy y € R se define



) = { i

1sixzy

resulta que d es una métrica para (R, 7). La razén porque (R, ) no es segundo numerable, es
simplemente porque los puntos son conjuntos abiertos en (R,7z). De aqui que para cada
punto x en R, x tendria que ser un elemento de la base numerable, lo cual es imposible pues
R no es numerable.

A continuaci6n, se introducen tres axiomas de separacion, los cuales, veremos que todo
espacio métrico los cumple. Estos axiomas de separacién serdn utilizados con frecuencia,
por ello, son muy importantes para los resultados de este trabajo.

Definicién 1.16. Sea X un espacio topologico. Entonces:

a) X se dice de Hausdorff, si para cada par de puntos x,y € X, existen subconjuntos
abiertos Uy V en X, disjuntos, tales quex € Uyy € V.

b) X es Regular si para cualguier subconjunto cerrado B en X y cualguier punto x € X - B,
existen subconjuntos abiertos Uy V en X, disjuntos, talesque B < Uyx € V.

¢) X es Normal si para cada par de conjuntos cerrados A y B disjuntos en X, existen
abiertos Uy V de X disjuntos tales que contienen a A y a B, respectivamente.

Teorema 1.17. Todo espacio métrico es normal.
Prueba. Sea (X,d) un espacio métrico. Sean 4 y B dos conjuntos cerrados disjuntos de
X. Para cada a € 4, elegimos €, de tal modo que B,(a) N B = #. Andlogamente, para cada
b € B, elegimos €, de tal manera que B,(b) N 4 = @. Ahora tomemos U = UBE,Q(a) y
aed

V=UB£,,2(b). Es claro que A ¢ U y que B c ¥, ademas U y V son abiertos, pues la
beB
unién de conjuntos abiertos siempre es abierta. Afirmamos que UN ¥ = @. Supongamos

que existiera un z € UN ¥V, entonces z € Be,2(a) N Be,z(b) para alguna a € 4 y alguna

10



b € B. Entonces, tenemos que d(a,b) < <5=. Si €, < €;, entonces d(a,b) < €; y esto lo
que nos dice es que a estaria en la bola B, (b) lo cual es una contradiccién. Analogamente si
€y < €, llegamos a que b € B, (a) lo cual es imposible. Por lo tanto, UN V' = @. @

Note que, como todo espacio métrico es normal y los puntos son conjuntos cerrados, se
tiene que todo espacio métrico es regular y de HausdorfT.

5. Conexidad.

Dado un espacio topolégico X, se define el concepto de conexidad y se presentan
algunos resultados basicos que serédn de ayuda mas adelante.

Definicién 1.18. Sea X un espacio topolégico. Decimos que X puede ser separado o tiene
una separacion, si existen dos conjuntos abiertos Uy V en X, disjuntos, distintos del vacio,
tales que X = U U V. El espacio topolégico X es conexo si no puede ser separado.

Es decir, un espacio es conexo, si no se puede dividir en dos conjuntos abiertos
disjuntos y no vacios. Es importante observar que cuando U y V satisfacen lo dicho en la
definicién 1.18, entonces tanto U como ¥ son conjuntos abiertos y cerrados en X.

Teorema 1.19. Sea X un espacio topolégico. Sean C y D subconjuntos de X tales que
Jforman una separacién de X. Si ¥ © X es conexo, entonces ¥  Co Y c D.

Prueba. Como C y D son conjuntos abiertos de X, los conjuntos CNYy DN Y son
conjuntos abiertos en Y. Luego estos dos conjuntos son disjuntos y su unién es ¥, Como ¥ es
conexo, afirmamos que, CNY =0 o DNY =@, esto se debe a que si ambos conjuntos
fueran distintos del vacio, formarian una separacién de ¥, lo cual seria una contradiccién
pues Y es conexo. Entonces alguno de estos conjuntos es vacio. Por lo tanto, ¥ estd
contenidoen Coen D. B

11



Teorema 1.20. Sea X un espacio topolégico. La unién de una familia de subconjuntos
conexos de X que tienen un punto en comiin es conexa.

Prueba. Sean {4,} una familia de subconjuntos conexos de un espacio topolégico X'y
P € [)4a- Se probaré que el conjunto |_J 44 es conexo. Supéngase que no lo es. Es decir,
queUA.. = CUDesunaseparaciéndeUA. (es decir, que C y D son conjuntos abiertos
en | J4a, disjuntos y distintos del vacio). El punto p estd en C o en D, supongase que
p € C. Como 4, es conexo, por el teorema 1.19, se tiene que 4, < C 0 4, < D, pero como
p € Ag, se tiene que 4, < C. Entonces, para cada @, tenemos que A, < C'y, por lo tanto,
UA.. c C, contradiciendo el hecho de que D era distinto del vacio. Por lo tanto, UA., es

conexo. l

Teorema 1.21. Sean X un espacio topolégico y A X conexo. Si A © B < A entonces B es
conexo (es decir, si B se forma ahadiéndole a A cualquier cantidad de sus puntos de
adherencia, entonces B es conexo). En particular, A es conexo.

Prueba. Sean A conexo y B tal que 4 — B — 4. Supéngase que B = CUD es una
separacién de B, por el teorema 1.19, se tiene que, A = C, o A < D. Supongamos que
Ac C. Entonces 4 = C. Como C y D son disjuntos y B — 4, se tiene que B < C,
contradiciendo el hecho de que D es distinto del vacio, lo que nos dice que B es conexo. B

Definicién 1.22. Sean X un espacio topolégico y x,y € X. Una trayectoria de x a y, es una
Juncion continua f : [0,1] - X tal que f{l0) = x y 1) = y. Si para cada x,y € X, existe una
trayectoria f : [0,1] — X tal que f: [0,1] - f[0,1]) es un homeomorfismo decimos que X
es arcoconexo.

Todo espacio arcoconexo es conexo, pero el inverso es falso como se muestra en el

siguiente ejemplo:
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Ejemplo 1.23. Sea S = {(x,sen(L)) | 0 <x< L}.

Entonces M = § es conexo (pues S es conexo) pero no arcoconexo. Para ver esto,
supongamos que existe una trayectoria empezando en el (0,0) y terminando en el punto
(£,0) (el punto (0,0) esta en {0} x [-1,1] y el punto (+,0) en S). Es decir, existe una
funcién continua f = (fi,/2) : [0,1] - M < R2, tal que f{0) = (0,0) y A1) = (+,0).

Sea Iy = {t € [0,1] | £i([t,1]) = (0,-1]} y to = inf Ip. Ip es un intervalo abierto en
[0,1] de la forma (#o, 1]. Necesariamente f; (o) = 0, entonces fi((to,1]) = (0,+]. Sea {t,}
una sucesién en (fo, 1] tal que ¢, converge a fo y fi(t,) = -= (tal sucesién existe por el
teorema del valor intermedio). Entonces se tiene que f3(to) =limsen(—ﬁ(’-ﬁ); pero la
sucesion oscila entre los valores +1,~1, luego no tiene limite, contradiciendo la continuidad

de f. Entonces M no es arcoconexo. A M se le conoce como la curva sen--.

Definicién 1.24. Sean X un espacio topolégico y x € X. Decimos que C; es la componente
de x en X si Cx es el mayor subconjunio conexo en X que contiene a x. A menudo sélo
diremos que C; es la x-componente de X.

Teorema 1.25. Sea X un espacio topolégico.
1) Si § © X es un conjunto cerrado y K es una componente de S, entonces K es cerrado en

X.

2) Six,y € X sondistintos, yy € Cx, entonces Cx = C,.
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3) Si Y es cualquier subconjunto de X, z € ¥, CX la componente que contiene az en X, C! la
componente que contiene azen Yy CX < Y, entonces C! = C¥.

Prueba. 1) Es inmediato del teorema 1.21, pues si K no fuera cerrado, K es un conexo
talque K € K < § = Slo cual contradice el hecho de que K sea una componente.

2) C; es el conexo mas grande que contiene a x, se llegaré a que también es el conexo
més grande que contiene a y. Si existiera un conexo C que contuviera a y més grande que Cx
(es decir C; < C), entonces, como x € C, esto contradice el hecho de que C; fuera la
componente de x. Por lo tanto, C; es el conexo mais grande que contiene a y, de aqui que C
es también la y-componente de X.

3) La demostracién es inmediata, pues como C¥ es el mayor subconjunto conexo en X
que contiene a z y C¥ < ¥ c X, se tiene que C¥ es el mayor subconjunto conexo en ¥ que
contiene a x. De aquique CY = CX. ®

Teorema 1.26. Sean X un espacio métrico, x € X y W un subconjunto de X tales que
x € int(X— W). Si X— W tiene un niimero finito de componentes y x € C, donde C es una
componente de X — W, entonces x € intC.

Prueba. Sean {C),...,C,} las componentes de X— W y supongamos que x € Cj.
Como C; U...UC, es cerradoen X — Wyx £ Cz U...UC,, es posible encontrar una € > 0,
tal que € < d(x,C> U...UC,). Ademas, como x € int(X — W), se puede tomar dicha € de tal
forma que B¢(x) X — W. Entonces B¢(x) < C), lo que nos dice que x € imtC,. B

En particular, si X tiene un nimero finito de componentes y x € C < X, donde C es una
componente de X, entonces x € inrC.

A continuacién, se introducen los conceptos de conexidad local y de conexidad en
pequefio y se presentan algunos resultados basicos que son fundamentales para este trabajo.

Definicién 1.27. Sean X un espacio topolégico y x € X. Decimos que X es localmente

conexo en x si para cada conjunto abierto V que contenga a x, existe un conjunto abierto y
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conexo U que contiene a x y que estd contenido en V. Decimos que X es localmente conexo,

si X es localmente conexo en cada uno de sus puntos.

Ejemplo 1.28. El conjunto de los mimeros reales, un circulo y un intervalo, son ejemplos de
espacios localmente conexos (con la topologia heredada).

Definiciébn 1.29. Sean X un espacio topolégico y x € X. Decimos que X es conexo en
pequeiio en x, si para cualquier conjunto abierto V que contenga a x, existe un conjunto
conexo U tal que x € imtU < U c V. Decimos que X es conexo en pequefio, si X es conexo

en pequefio en cada uno de sus puntos.

Es claro que si X es localmente conexo en un punto x, entonces X es conexo en pequefio
en x. El reciproco es falso como se muestra en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1.30. Para cadany k € N, con k > n > 1, sea L}, el segmento de recta que une el

punto (-, +) con el punto (0, ;) y sea L el segmento de recta que une el punto (0,0) con

el punto (0,1). Sea M = U L;) UL.
7> 1

WSS

©00) (0,1/n) 1)

Note que M es conexo en pequefio en el punto (0,0) pues, si ¥ es un conjunto abierto
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que contiene al punto (0,0), existe una N € N tal que, el conjunto conexo U LuL,
k1N

donde L' es el segmento de recta que une el punto (0,0) con el punto (0,1), se queda
contenido en V. Sin embargo no es posible encontrar un conjunto que sea conexo y abierto
contenido en V, de aqui que M no sea localmente conexo en (0,0).

Aunque localmente no son lo mismo, globalmente si lo son, es decir, X es localmente
conexo si y s6lo si X es conexo en pequefio. Para probar esto, antes necesitamos el siguiente
resultado.

Teorema 1.31. Sea X un espacio topolégico. Entonces X es localmente conexo si y sdlo si
para cada conjunto abierto U en X y cada componente C de U, se tiene que C es un
conjunto abierto en X.

Prueba. Supongamos que X es localmente conexo. Sean U un conjunto abierto en Xy C
una componente de U. Se quiere demostrar que C es un conjunto abierto de X. Sea x € C,
entonces x € Uy, como X es localmente conexo en x, se tiene que existe un conjunto abierto
conexo Vtal que x € ¥ < U, luego, ¥ < C pues ¥ es un conexo que contieneaxy Ces la
componente de x, es decir, el conexo més grande que contiene a x. Entoncesx € ¥ < C, lo
que nos dice que x es un punto interior de C. De aqui que C es un conjunto abierto de X.

Supongamos ahora que para cada conjunto abierto U en X'y cada componente C de U,
se tiene que C es un conjunto abierto en X. Sean x € X'y U cualquier conjunto abierto en X
que contenga a x. Sea V la componente de U que contiene a x. Por hipétesis ¥ es un
conjunto abierto, y conexo por ser una componente, ademés ¥ < U, lo que nos dice que X es
localmente conexo en x paratodax € X. l

Teorema 1.32. Sea X un espacio topolégico. Entonces X es localmente conexo si y sélo si X
es conexo en pequerio.

Prueba. Si X es localmente conexo, tenemos que X es conexo en pequefio. Ahora
supéngase que, para cada punto x € X, X es conexo en pequeiio en x. Sean U un conjunto
abierto de X'y C una componente de U. Se demostraré que C es un conjunto abierto en X.
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Tomemos un punto cualquiera x que esté en C. Como X es conexo en pequefio en x, para
el conjunto abierto U (pues x € C < U), existe un conexo V tal que x € imV c V < U,
luego, como ¥ es un conexo que contiene a x, tenemos que ¥ < C. Entonces se tiene que x
es un punto interior de C, pues existe un conjunto abierto (que seria inf¥) que contiene a x y
esta contenido en C (pues imtV < V < C). De aqui que C es un conjunto abierto en X. Se
sigue del teorema 1.31, que X es localmente conexo.

También podemos pensar a la conexidad en pequeifio de la siguiente manera.

Teorema 1.33. Un espacio topoldgico X es conexo en pequefio en x € X si y sélo si para
cada conjunto abierto U de X tal que x € U, se tiene que x € intC, donde C es la
componente de U que contiene a x.

Prueba. Supongamos que X es conexo en pequefio en un punto x € X. Sean U un
conjunto abierto en X que contiene a x y C la componente de U que contiene a x. Como X es
conexo en pequefio en x, se tiene que para el conjunto abierto U, existe un conjunto conexo
Vtal que x € intV < ¥V < U. Como V es un conexo que contiene a x, se tiene que V' < C,
luego x € int C, pues intV < intC.

Ahora, supéngase que para cada conjunto abierto U de x, se tiene que x € intC, donde C
es la componente de U que contiene a x. La demostracion es inmediata pues C es un conexo
contenido en U tal que x € imtC. B

6. Compacidad.

Dado un espacio topolégico X, se define el concepto de compacidad y se presentan
algunos resultados basicos que nos seran de ayuda mas adelante.

Definicién 1.34. Sea X un espacio topologico. Una coleccién B de subconjuntos de X se dice
que cubre X, o que es una cubierta para X, si la union de los elementos de P coincide con X.
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Se dice que P es una cubierta abierta para X, si P es una cubierta de X formada por
conjuntos abiertos en X.

Una vez definido esto, se introduce el concepto de compacidad.

Definicién 1.35. Decimos que X es compacto si para cada cubierta abierta p para X
podemos encontrar una subcubierta finita de B que cubre a X.

Vamos a probar algunos hechos acerca de subespacios. Si ¥ es un subespacio de X, una
coleccion B se dice que cubre a ¥ (o que es una cubierta para Y) si la unién de sus elementos
contiene a Y.

Teorema 1.36. Sea Y un subespacio de X. Entonces Y es compacto si y sélo si cada cubierta
de Y por abiertos de X contiene una subcubierta finita que cubre a Y.

Prueba. Supongamos que Y es compacto y que = {B.},., es una cubierta de ¥ por
abiertos de X. Entonces la coleccion {B. N Y | a € J} es una cubierta de ¥ por conjuntos
abiertos en Y.

Como Y es compacto, existe una subcubierta finita de la forma {B,, N Y,...,Bs, N Y}
que cubre a Y, Entonces {By,,...,Bq, } s una subcubierta finita de f que cubrea ¥.

Reciprocamente, sea ' = {B} , una cubierta de Y por abiertos de ¥. Para cada
a € J, podemos elegir un conjunto B, abierto en X tal que B, = B, N Y.

La coleccién f = {B,} ., es una cubierta de ¥ por abiertos de X. Por hipétesis, alguna
subcubierta finita {Bg,,...,Bq,} cubre a Y. Entonces {Bg,,...,B;,} es una subcubierta
finita de B’ que cubrea Y. M

Teorema 1.37. Cada subconjunto cerrado de un espacio compacto es compacto.
Prueba. Sea C un subconjunto cerrado de un espacio compacto X. Dada una cubierta
{Ba} .., para C de abiertos en X, queremos encontrar una subcubierta finita de {B.} .-

18



Como C es un cerrado de X, X — C es un conjunto abierto. Por lo tanto {Ba,X — C} ., es una
cubierta abierta para X, como X es compacto, existe una subcubierta finita
{Us,-..,Up} < {Ba,X-C},., que cubre a X. Si {U,...,Us} no coniene a X—C,
entonces {U,...,U,} es una subcubierta abierta de {B.} ., para C, luego, si {Uh,..., U}
contiene a X— C, podemos suponer que U; = X—C, y entonces {U>,...,U,} es una
subcubierta abierta de {B} ., para C, de aqui que C es compacto. ll

Teorema 1.38. Sea X un espacio de Hausdorff. Sea K un compacto en X, entonces K es
cerrado.

Prueba. Se demostrard que el complemento de K es un conjunto abierto en X. Sean
x € X—K y un punto y € K. Como X es un espacio de Hausdorff, existen subconjuntos
abiertos Uy y ¥, en X, disjuntos, tales que x € U, y y € ¥,. Note que esto se puede hacer
paracaday € Ky el punto x. Sea § = {V, | y € K}. Entonces f§ es una cubierta abierta de

Ky, como K es compacto, existen Vy,,..., ¥, € B, tales que K < | J ¥y, Luego [(| Uy, es
=1 =1

un conjunto abierto en X que contiene a x, pues cada conjunto Uy, es un conjunto abierto en
X que contiene a x y la interseccién finita de conjuntos abiertos en X es un conjunto abierto

en X. Ademas, nU,.,. < n(X— Vy) =X—UV,., c X-K. Como K c UV,.,, se tiene
i=1 i=1 =1 =
que x es un punto interior de X — K, esto pues, se encontré un conjunto abierto, n Uy, enX
&l

que contiene al punto x, tal que ({7) Uy,) N K = 8. Por lo tanto, X — K es un conjunto abierto
%)

en X. De aqui que K es un conjunto cerrado. l

Teorema 1.39. Si K es un subconjunto compacto en un espacio métrico X, entonces K es
cerrado y acotado.

Prueba. Como todo espacio métrico es de Hausdorff, por el teorema 1.38, K es un
conjunto cerrado. Se probard que K es un conjunto acotado. Sea f = {Bi(x) | x € K}, es
claro que B es una cubierta abierta de K. Como K es compacto, existe una subcubierta finita
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de bolas abiertas de radio 1 que cubren a K. Sean x,,...,x, los centros de dichas bolas. Sean
M =méx{d(x;,x;) | ij € {1,...n}}yx,y € K.

Entonces, d(x,y) < M + 2, pues recordemos que el conjunto {B(x),...,B(x,)} cubre
a K. De aqui que K es un conjunto acotado. ll

A continuacion, se introduce el concepto de casicomponente.

Definicién 1.40. Sean X un espacio topolégico y x € X. La casicomponente O de x en X es
la interseccidn de todos los abiertos y cerrados de X que contienen a x. Es decir,
Qs =N{A C X | Aesabiertoy cerradoenXyx € A}.

Resulta que si el espacio es compacto, las nociones de casicomponente y componente
coinciden.

Teorema 1.41. Sean X un espacio topolégico compacto y de Hausdorff y x € X, entonces
Cx = Q. Ver [2, Teorema 9.2.4, pag. 427]

Teorema 1.42. Sea X un espacio topolégico compacto. Si K es una casicomponente de X y
U es un conjunto abierto en X tal que K < U, entonces existe un conjunto abierto y cerrado
BenXtalqueK < B c U.

Prueba. Para cada x € X— U existen U, y V; abiertos y cerrados en X tales que
KcUn,x€ Ve, X=UUVyy UsNVx = 6. Como X— U es un conjunto cerrado en X'y
éste es compacto, X — U es compacto. Entonces existen m € Ny xj,...,xn € X— U, tales

queX-Uc UV,,. Sea B = nU,,, entonces K < By B es un conjunto abierto y cerrado
=1 =1

enXconBc U W

Si X es un espacio métrico, se demostrard que la definicién de compacidad es
equivalente a pedir que toda sucesién en X contenga una subsucesion convergente. Para esto,
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se necesita demostrar el lema del niimero de Lebesgue y la siguiente proposicion.

Proposicién 1.43. Sean X un espacio compacto y J < X un subconjunto con una cantidad
infinita de puntos, entonces X tiene un punto de acumulacion de J.

Prueba. Supongamos que ningtin punto en X es un punto de acumulacién de J, es decir,
para toda z € X existe un conjunto abierto U;, con z € U tal que U; NJ < {z}. La familia
{U: | z € X} es una cubierta abierta para X, como X es compacto, existe una subcubierta

finita que cubre a X. Sea {Uj,,...,U.,} tal subcubierta. Como X = | J U, y, para cada
=1

i=1,...,m, setiene que U, NJ < {z;}. Se sigue que J tiene a lo mas m elementos. M

Lema 1.44. Sea A una cubierta abierta para el espacio métrico (X,d). Si X es compacto,
entonces existe un & > 0 tal que para cada subconjunto de X con didmetro menor que 4,
existe un elemento de A conteniéndolo.

El nimero & se denomina miimero de Lebesgue para la cubierta 4.

Prueba. Sea 4 una cubierta abierta de X. Supongamos que X no es un elemento de 4,
pues es claro que el resultado se seguiria para cualquier § > 0. Como X es compacto, existe
una subcoleccién finita {4;,...,4,} de 4 que cubre a X. Para cada i=1,...,n, sea
Ci = X—A4; y se define f : X + R como la funcién media de las distancias de un punto x a
los conjuntos C;, es decir,

fx) = % D d(x,C).
=1

Se demostrara que f{x) > 0 para todo x € X. Como {4y,...,4,} cubre a X, existe
i=1,...,n tal que x € 4;. Como A; es un conjunto abierto en X, existe € > 0 tal que
B.(x) < A;. Entonces, d(x,C;) > €, y por lo tanto fix) > £. Como f es una funcién
continua definida en un compacto, f tiene un valor minimo §. Se demostrara que & es un
niimero de Lebesgue. Sea B un subconjunto de X cuyo diametro sea menor que J.

Tomemos un punto xy € B. Entonces B — Bs(x). Ahora:

§ < flxo) < d(x0,Cm)
donde d(x9,Cr) es el mayor de los niimeros d(xg,C;). Entonces la bola de radio é y centro
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en xp est4 contenida en el elemento 4,, = X — C,, de la cubierta de 4. H

Teorema 1.45. Sea X un espacio métrico. Entonces son equivalentes:
a) X es compacto.
b) Toda sucesion de puntos en X, contiene una subsucesion convergente.

Prueba. Supongamos que X es un espacio métrico y compacto y sea {x,} una sucesion
de puntos en X. Se quiere demostrar que {x,} tiene una subsucesién convergente. Sea
S = {x» | n € N}. Considérense dos casos:

1) Si S es un conjunto finito, entonces hay una subsucesion constante de {x,} que
claramente converge.

2) Si S es un conjunto infinito, por la proposicién 1.43, se tiene que § tiene un punto de
acumulacién al cual lo llamaremos z. Se demostrara que existe una subsucesion de {x,} que
converge a z. Como X es un espacio métrico, X es primero numerable. Por lo tanto, existe
una base local numerable B = {B,B;,Bs,...} para z. Se puede suponer que
By D Bz © B3 D....(pues de lo contrario, se construye una nueva base local tomando como
elementos a B; N...NB, para cada n € N). Ahora, como z es un punto de acumulacién,
existe un punto de la sucesién {x,} en B; — {z}, al cual lo llamaremos x,,, luego, existe un
punto x,, de la sucesién {x,} tal que x,, € B, {z} y podemos escoger nz > n.
Sucesivamente se construye la subsucesién {x,, } de {x,} que claramente converge al punto
2.

Ahora supongamos que toda sucesion de puntos en X, contiene una subsucesién
convergente.

Primero, se demostrara que el lema del niimero de Lebesgue se tiene para X. Sea A una
cubierta abierta de X. Supongamos que no existe un & > 0 tal que cada subconjunto de X de
didgmetro menor que & esté contenido en un elemento de 4 y veamos que se llega a una
contradiccién. Se estd suponiendo que, para cada § > 0 existe un subconjunto C de X con
didmetro menor que & que no esta contenido en ningim elemento de 4. En particular, para
cada niimero natural », existe un subconjunto C, de X con didmetro menor que -+ que no
esta contenido en ningiin elemento de A. Para cada n € N, elijamos un punto x, € C,. Por
hipétesis, existe una subsucesién {x, } de la sucesiéon {x,} que converge a un punto a.
Como A es una cubierta abierta para X, se tiene que a esté en algin elemento 4, de 4. Como
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Aq es un conjunto abierto en X, existe una € > 0 tal que B.(a) € 4,. Luego, como la
sucesién {x,, } converge al punto @, siempre existe un nimero natural i suficientemente
grande para que x», € Bg(a) y 5 < %. Entonces, como el didmetro de Cy, es menor a
7 <% Y Xn € Bg(a), se tiene que el subconjunto C,, < Be(a), lo cual es una
contradiccion. Entonces la propiedad del niimero de Lebesgue se tiene para X.

Ahora se demostrara que dado € > 0, existe un cubierta finita de X por bolas de radio €.
Para esto, supéngase que existe un € > 0 tal que X no puede ser cubierto por un nimero
finito de bolas de radio €, para asi llegar a una contradiccién. Se construird la siguiente
sucesion: sea x; cualquier punto en X. Como B¢(x;) no cubre a X, es posible tomar un punto
x3 € X— B¢(x). Andlogamente, dados xy,...,X,, como B(x;) U...UB¢(x,) no cubre a X,
se elige un punto x,.; que no esté en la unién Be(x}) U...UBe(x,). Es claro que la sucesiéon
{x»} no contiene ninguna subsucesi6én convergente, lo que contradice la hipétesis..

Finalmente, se demostrard que X es compacto. Sea 4 una cubierta abierta para X.
Entonces la cubierta abierta 4 tiene un niimero de Lebesgue 8. Si tomamos a € = £, se
puede encontrar una cubierta finita de X por bolas de radio €. Cada una de estas bolas tiene
como didmetro 2, que como es menor a &, nos dice que cada bola de radio € de la cubierta
finita de X, esta contenida en algiin elemento de 4. Eligiendo este elemento de A para cada
una de las bolas de radio € de la cubierta finita de X, se obtiene una subcubierta finita de 4
que cubre a X. W

Definicién 1.46. Una coleccion C de subconjuntos de X se dice que tiene la propiedad de la
interseccion finita, si cada subcoleccién finita {C\,...,C,} de C tiene interseccion no vacia,
es decir, que C) N....NCy es no vacia.

Una vez definido esto, el siguiente teorema nos proporciona un criterio para decidir si
un espacio es 0 no compacto, el cual, ser4 una herramienta importante para el dearrollo de
este trabajo.

Teorema 1.47. Sea X un espacio topolégico. Entonces X es compacto si y sélo si para cada
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coleccién C de conjuntos cerrados en X con la propiedad de la interseccion finita, la

interseccion de todos los elementos de la coleccién rl C es no vacia.
Ce

Prueba. Dada cualquier coleccion B de subconjuntos de X,seaC = {X—-B | B€ B} la

coleccién de sus complementos.
Entonces, se afirma lo siguiente:

a) La coleccién § cubre X si y s6lo si la interseccién Q C es vacia.
Esta afirmacién se deduce de la ley de De Morgan: X — (U B;) = n(X— B.).
acS aeJ

Supongamos entonces que X es compacto, sea C una coleccion de conjuntos cerrados en
X con la propiedad de la interseccion finita. chuieredemosn'arquegCesnovacia. Sea g

la coleccion de los complementos de C, es decir B = {X~C | C € C}. Note que también se
pueden presentar a las colecciones C y § como sigue: f = {B | B=X-C,conC € C} y
C={X-B | B € f}. Como C tiene la propiedad de la interseccién finita, se tiene que para
cada subcoleccién finita {X— B,,...,X— B,} de C, la interseccién X — B N....NX - B, es
no vacia. Entonces se tiene que para cada subcoleccion finita {B1,...,B,} de B, la coleccién
{Bi,...,B,} no cubre X. Observe que los elementos de § son conjuntos abiertos, luego,
como X es compacto, se tiene que § no cubre a X, pues de lo contrario existirfa una cubierta
abierta para X sin subcubierta finita de § que cubra a X. Se sigue de a) que la interseccion

n C es no vacia.
CeC

Reciprocamente, supongase ahora que para cada coleccién C de conjuntos cerrados en X
con la propiedad de la interseccién finita, la interseccién de todos los elementos de la

coleccién Q C es no vacia. Sea f§ una cubierta abierta para X, se quiere demostrar que existe
Ci

una subcubierta finita de B que cubre a X. Para esto, seaC = {X-B | B € p}. Note que los

elementos de C son conjuntos cerrados en X. Se sigue de a) que la interseccién nC es
ceC

vacia. Entonces el conjunto C no tiene la propiedad de la interseccién finita y, por lo tanto,
existe una subcoleccién finita {X— B,,...,X—B,} de ftal que X— B, N....NX—B, = 0.
De aqui que la subcoleccién {B,,...,B,} de p cubra a X, que era lo que se queria
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demostrar. l

Teorema 1.48. Sean Y un espacio de Hausdorff, J un conjunto totdlmente ordenado, y
{Xa} 4, una familia de de espacios compactos no vacios de Y, tales que si a y ¢ € J, con

a < @, entonces Xy C Xg. Sean X = nX,,y U un conjunto abierto en Y tales que X — U.
ast

Entonces:
1) X es un espacio compacto distinto del vacio.
2) Existe a € J tal que para toda ¢ > a, se tiene que Xy < U.

Prueba. 1) Se sigue de la propiedad de la interseccion finita que X + @. Ademas X es
cerrado ya que por ser ¥ de HausdorfT, cada X, es cerrado (teorema 1.38). Entonces X es un
subconjunto cerrado en Y el cual es compacto, que por el teorema 1.37, X es un espacio
compacto.

2) Supongamos que para todo a € J se tiene que X, — U # @, entonces {X, — U} es una
familia de cerrados con la propiedad de la interseccion finita, ya que, sia y ¢ € J, con
a < @, entonces Xy, — U © Xy — U, es decir, {X; — U} es una familia anidada de cerrados.
Como ¥ es compacto, por el teorema 1.47, se tiene que § + n(x, ~U) = X—Ulo cual es

acJ

una contradiccién, pues X  U. Entonces, existe @ € Jtal que X, < Uparatodap > a. l
A continuacion, se presenta el Lema de Zom:

Lema 1.49. Sea (P,<) un conjunto parcialmente ordenado (es decir, P + 8, si a,b € P,
a<byb<c entoncesa <c; sia,be P,a<byb < a, entonces a = b). Recordemos que
un subconjunto C de P es una cadena, si dados c),cz € C, se tiene que ¢ < c2 o bien
c2 < ci(se pueden comparar). Si toda cadena no vacia tiene una cota superior [inferior] en
P, entonces P tiene algiin elemento maximal [minimal].

Ver [2, A.10.8, pag. 637]
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CAPITULO 2

Continuos

En este capitulo se presentan algunos resultados de la teorfa de los continuos que seran
utilizados posteriormente. En especial los teoremas de golpes en la frontera y algunos

resultados acerca de las composantes y los continuos irreducibles.

Primero, se cita un resultado muy importante en la teorfa de los continuos que nos dice
que todo continuo localmente conexo es arcoconexo. Mas adelante, se veran resultados
sobre sucesiones de continuos que serdn muy importantes posteriormente. También se define
lo que es ciclicamente conexo, punto de separacién y punto de separacién débil y se
presentan algumos resultados sobre estos temas, los cuales seran utilizados en el ultimo

capitulo.

Definicion 2.1. Decimos que M es un continuo si M es un espacio métrico, compacto y

Conexo.
1. Conexidad local y en pequefio.

Si M es un continuo, entonces se pueden pensar a los subcontinuos de M como
subconjuntos cerrados y conexos. Cuando se est4 en un espacio métrico M, se tiene que M es
un espacio regular, por lo tanto, dados un punto p € My un conjunto abierto U en M que

contiene a p, se puede encontrar un conjunto abierto W talquep € W < W < U.

Usando la regularidad, se puede reescribir la definicion de conexidad en pequefio como
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sigue:

Definicién 2.2. Sean M un continuo y p € M. Decimos que M es conexo en pequeiio en p si
para todo conjunto abierto U en M con p € U, existe un subcontinuo H de M tal que
peimHc Hc U.

También es posible presentar una equivalencia para la conexidad local en términos de

continuos:

Teorema 2.3. Sean M un continuo y p € M. Entonces M es localmente conexo en p si y solo
si para cada conjunto abierto U que contenga a p, existe un subcontinuo H de M, con intH
conexo, tal quep € intH c H c U.

Prueba. Supongamos que M es localmente conexo en p. Tomemos un conjunto abierto
U que contenga a p. Como M es un espacio métrico, M es un espacio regular, por lo tanto, se
puede encontrar un conjunto abierto W tal que p € W < W < U. Como M es localmente
conexo en p, para el conjunto abierto W, existe un conjunto V abierto y conexo tal que
p € Vc W. Luego, 7 es un continuo que contiene a p en su interior (puesp € V c P), 14
estd contenido en U (pues ¥ < W < U) y, como V es un conjunto abierto conexo con
V c infP < 7, por el teorema 1.21, se tiene que intV es conexo que era lo que se queria
demostrar.

Ahora supongamos que para cada conjunto abierto U que contenga a p, existe un
subcontinuo H de M, con intH conexo, tal que p € intH < H < U. Se quiere demostrar que
M es localmente conexo en p. Pero esto es inmediato, pues dado un conjunto abierto U con
p € Uy haciendo a V = intH, se tiene un conjunto abierto conexo ¥ que contiene a p y estd

contenidoen U. l

El intervalo [0, 1] o el circulo, son ejemplos de continuos localmente conexos. También

la unidn, resulta un continuo localmente conexo. Este resultado se presenta a continuacion.
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Teorema 2.4. La union finita de continuos localmente conexos con interseccion no vacia, es
un continuo localmente conexo.

Prueba. Basta demostrar que si X; y X; son continuos localmente conexos, entonces
X1 UX; es un continuo localmente conexo. Es claro que X; U X, es un continuo (pues la
unién de cerrados es cerrada y 1a unién conexa de conexos con interseccién no vacia es
conexa).

Sean x € X1 UX2 y U un conjunto abierto en X; U X tales que x € U. Se puede
suponer que x € X;. Entonces UN X, es un conjunto abierto de X; y UN X2 es un abierto
de X,.

Si UN X2 = @, entonces U = UN X, por lo que U también es un conjunto abierto en
Xi1. Como X es localmente conexo, existe un conjunto abierto y conexo VN X7 en X; tal
que x € ¥NX) < U, donde V es un conjunto abierto en X; U X;. Como VNX; C X),
entonces ¥ = VN Xj, lo que nos dice que ¥ es un conjunto abierto y conexo en X; U X; tal
quex € Vc U.

Si UnX; = 8. Como X; es localmente conexo, existe un conjunto abierto y conexo
VN X en X, tal que, x € YN X, < UNX;. De igual manera, existe un conjunto abierto y
conexo ¥’ N X, en X, tal que, x € V' N X, c UN X,. Entonces (VN X;) U (V' N X2) es un
conjunto conexo contenido en U.

No es dificil convencerse de que (VN X)) U (V' NX;) = VUV (usando el hecho de
que, dados tres conjuntos 4,B 'y C, se tiene que 4 U (BN C) = (4UB)N(4U C)), el cual,

es un conjunto abierto en X; U X>. Por lo que X, U X; es un continuo localmente conexo. n

Ejemplo 2.5. Sea M la curva sen- descrita en el ejemplo 1.23. Entonces M es un continuo

que no es localmente conexo.

M no es localmente conexo pues, dado cualquier conjunto abierto U que contenga a un
punto de la forma (0,y) € R?, con—1 < y < 1, observe que si C es la componente de U que
contiene al punto (0,y), entonces x € intC, que, por el teorema 1.33, se llega a que M no es

conexo en pequeiio en (0,y) y, por lo tanto, M no es localmente conexo en (0,y).
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Ejemplo 2.6. Sea C el conjunto de Cantor en el intervalo [0,1]. Tomemos el punto (%, Dy
denotemos por L, al segmento de recta que une al punto (+,1) con el punto (x,0) para

cadax € C. SeaM = UL"
xeC

(121

Entonces M es un continuo que no es localmente conexo. Esto pues, dado cualquier
conjunto abierto U que contenga a un punto x € M— {(3,1)}, observe que si C es la
componente de U que contiene al punto x, entonces x ¢ intC, que, por el teorema 1.33, se
llega a que M no es conexo en pequefio en x y, por lo tanto, M no es localmente conexo en x.

Observe que M sélo es localmente conexo en el punto (%,1). Al continuo M se le

conoce como el abanico de Cantor.

Un resultado muy importante en la teorfa de los continuos es el de que todo continuo
localmente conexo es un continuo arcoconexo [6, Teorema 8.23, pag. 130]. El reciproco es
falso, es decir, existen continuos arcoconexos que no son localmente conexos, como por

ejemplo, el abanico de Cantor, aunque existen muchos otros como se muestra en los

siguientes ejemplos:

Ejemplo 2.7. Para cada n € N, sean L, el segmento de recta que une al punto (0,1) con el
punto (0, L) y Lo el segmento de recta que une al punto (0,1) con el punto (0,0). Sea
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(URD)

Entonces M es un continuo arcoconexo que no es localmente conexo (no es localmente

conexo en ningun punto de Lo — {(0,1)}). A M se le conoce como el abanico arménico.
Ejemplo 2.8. Para cada n € N, sean L, el segmento de recta que une al punto (+,0) con el

punto (+,1), Lo el segmento de recta que une al punto (0,0) con el punto (0,1) y L el

segmento de recta que une al punto (0,0) con el punto (1,0). Sea M = LU (U L,,).
0

LO

Entonces M es un continuo arcoconexo que no es localmente conexo (no es localmente
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conexo en ninghn punto (0,) con ¢ < y < 1). A M se le conoce como el espacio peine.

2. Golpes en la frontera.

Dado cualquier subconjunto E de un continuo, si K es la componente de E, entonces
KN FrE) + 8. Este resultado serd utilizado en muchas ocasiones. Para obtenerlo se
necesitan demostrar algunos resultados previos. A estos resultados se les conocen como los
teoremas de golpes en la frontera. También se demostrardn un par de resultados sobre las

fronteras que servirdn posteriormente.

Teorema 2.9. Sean X un continuo y U un subconjunto propio y abierto de X (U + 8). Si K es
una componente de U, entonces KNFHU) + 8 (que es equivalente a decir que
KN(X-U) * @, pues K = Uy U es abierto).

Prueba. Supongamos que K N Fr(U) = 8. Como U es compacto, se sigue del teorema
1.41 que K es una casicomponente de U. Ademas, como K N Fr(U) = @, se tiene que
K < U. Se sigue de aqui, por el teorema 1.42, que existe M abierto y cerrado en U tal que
Kc M cU.

Sea M, = U~ M,. Entonces U = M, U M,, donde M, y M, son conjuntos cerrados de
U, ajenos, de tal manera que K < M; y FrU) < Mz. Sea M; = M, U(X—-U). Se
demostrard que X no es conmexo usando a M; y M;. Como U = M, UM,, se tiene que
X = M\ U M;. Claramente M, y M; son conjuntos cerrados en X. Como K # iy K c M,
se tiene que M; = @. Como X — U < M; y U # X, se tiene que M = .

Se quiere demostrar que M; N M3 = @. Note que M; N M> = 8, entonces
MinM; =M N(X-U). Como My € Uy X—U es un conjunto cerrado en X, se tiene
que Mi NM; < UN(X-U) = Fr(U) c M, y, como M) N M, = @, se tiene que

M, N M; = 8. Entonces X no es conexo, lo cual es una contradiccion. ll

Corolario 2.10. Sea X un continuo no degenerado. Entonces, X contiene propiamente un

subcontinuo no degenerado. Mds ain, si A es un subcontinuo propio de X y U es un
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subconjunto abierto de X tal que A — U, entonces existe un subcontinuo B de X tal que
AcB+AyBc U

Prueba. Se probara primero la ultima parte. Sean 4 un subcontinuo propio de X'y U un
subconjunto abierto de X tal que 4 c U. Como X es un espacio métrico, X es un espacio
normal. Por lo tanto, se puede encontrar un conjunto abierto Yen Xtalque A c V, V c Uy
V + X. Sea B la componente de V que contiene a 4. Como 4 c By V < U, se tiene que
B c U. Entonces por ¢l teorema 2.9, BN (X — V) # @ ademas, B es un continuo (teorema
1.25, 1)) y, como A4 C ¥, se tiene que A + B (pues BN Fr(V) = @). Esto prueba la tltima
parte del corolario.

Ahora se probara la primera parte, pero esta es inmediata de la segunda parte del
corolario tomando un punto p € X'y haciendo 4 = {p} y U un subconjunto abierto en X
distinto del total tal que 4 c U.

Teorema 2.11. Sean X un continuo y E un subconjunto propio, distinto del vacio, de X. Si K
es una componente de E entonces KNFr(E) + 0 (que es equivalente a decir que
KN(X-E) =)

Prueba. Supongamos que KN (X—E) = §. Como K # 8y (X—E) # @, se tiene que K
es un subcontinuo propio de X. Sea U = X~ (X— E) (U es abierto pues (X - E) es cerrado).
Entonces K c Uc E y, por corolario 2.10, existe un continuo B tal que K c B
propiamente y B c U lo cual es una contradicciéon pues B es un conexo que contiene
propiamente a Ky B c E contradiciendo el hecho de que K es una componente de E. Por lo
tanto, se tieneque KN (X—E) + 6. A

Teorema 2.12. Sean M un continuo y x,y,z € M puntos distintos. Supongamos que existen
continuos Hy y H; en M — {z} y M — {y}, respectivamente, tales que x,y € H, y x,z € H..
Sean Uy V dos conjuntos abiertos en M que contienen ay y a z, respectivamente, tales que:
UnV=0,xe DUV, UNH, =6,y VNH, =0. Entonces, st C es la x-componente de
M—-(UU V), se tiene que CNFr(U) + 8y CN Fr(V) + 8.

Prueba. Sea J; la componente de H, — U que contiene a x. Por el teorema 2.11, se tiene

que Jy N Fra,(U) # B, donde Fry, es la frontera de U con la topologia relativa sobre el
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conjunto H,.

Afirmamos que Fry(U) c Fr(U). Esto pues, si x € Fry,(U), se tiene que
Bi”(x) NU=+Py Bf’(x) N (Hy, - U) + B donde Bf’(x) es la bola abierta en H, de radio € y
centro en x. Como Bf’(x) < Be(x), se tiene que B{(x)NU =8y B(x)N(H,-U) 8,
luego, como H, — U « M~ U, se llega a que B(x) N (M- U) + @, lo que nos dice que
x € Fr(U).

Como Fry (U) € Fr(U), entonces JyNFr(U) #+ 0. Anélogamente, sea J> la
componente de H; — V que contiene a x. De igual manera, J> N Fr(V) + 0. Entonces J; U J»
€s un conjunto conexo que contiene al punto x y estd contenido en M — (U U V), por lo tanto

J1UJ2 € C.Sesigueque CNFr(U) + 8y CNFr(V)+ 9. 1

3. Sucesiones de continuos.

A continuacion, se presentan algunos resultados sobre las sucesiones de continuos. Se
demostrara que si una sucesién de continuos converge a X, entonces X es un continuo. Para
esto, se usaran los limites inferiores y superiores. También se demostrara que la interseccién

anidada de continuos es un continuo, lo cual, sera de gran utilidad posteriormente.

Definicion 2.13. Sea X un espacio métrico y sea {C,} una sucesion de subcontinuos de X.

Vamos a definir los siguientes conjuntos:

liminf{C,} = {x € X | x = limx,, conx, € Ch,yn € N} y
limsup{C,} = {x € X | x = limx,,, conx,, € Cpyn <nz <...}

Es claro que liminf{C,} < limsup{C,}.
A veces conviene pensar a estos dos conjuntos de la siguiente manera:

liminf{C,} = {x € X |para todo conjunto abierto U tal que x € U, UNC; #+ @ para

33



toda i € N a excepcion de un nimero finito}
y
limsup{C,} = {x € X |para todo conjunto abierto U que contenga a x, se tiene que
UN C; + 9 para una infinidad de i € N}

Estas nuevas definiciones son equivalentes a las primeras (ver [4, pags. 335-337]) y nos

serviran para demostrar que el conjunto limsup{C,} es un conjunto cerrado.

Teorema 2.14. Sean X un espacio métrico y {C.} una sucesion de conjuntos en X.
Entonces, limsup{C,} es un conjunto cerrado en X.

Prueba. Sea x € X tal que x es un punto de acumulacién de limsup{C,}. Se quiere
demostrar que x € limsup{C,}. Como x es un punto de acumulacién de limsup{C,}, dado
cualquier conjunto abierto U que contenga a x, se tiene que UN (limsup{C,}) * §. Sea
entonces U un conjunto abierto que contenga a x y y un punto en UN limsup{C,}. Como
y € limsup{C,}, se tiene que UN C; # @ para una infinidad de i € N. Como esto fue para
cualquier conjunto abierto U que contiene a x, entonces x € limsup{C,}. De aqui que el

conjunto imsup{C,} es cerrado. ll

Entonces, si {C,} es una sucesién de conjuntos, se tiene que limsup{C,} es un
conjunto cerrado y, més atn, si el conjunto liminf{C,} es distinto del vacio, entonces
limsup{C,} es conexo, es decir, el conjunto limsup{C,} es un continuo. Este sera el
siguiente resultado, pero antes, se demostrara el siguiente teorema que servirdé para

demostrar lo que se quiere.

Teorema 2.15. Sean X un espacio métrico compacto y {Cn} una sucesion de conjuntos en
X. Si W es un conjunto abierto en X tal que limsup{C,} < W, entonces existe un niimero
natural N tal que sin > N, se tiene que C,, — W.

Prueba. Supongamos que no, es decir, que para todo nimero natural ¥, existe un
numero jx > N tal que C;, — W * 8. Podemos pedir que jy > jv- para cada N € N. Para

cada N, sea x;, € C;, — W. Tomemos la sucesion {x;,}. Por el teorema 1.45, existe una
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subsucesion {x;,, } de {x;,} tal que {x;,, } converge a un punto x € X, esto pues X es
compacto, luego x € limsup{C,} y, como para toda N, tenemos que x;, € Wy X— W es
cerrado, se tiene que X — W contiene a todos sus puntos de acumulacién y, por lo tanto, que

x € X— W, entonces x € limsup{C,} ~ W lo cual es una contradiccién. ll

Teorema 2.16. Sean X un espacio métrico y {C,} una sucesién de conjuntos de X. Si
liminf{C,} * @, entonces limsup{C,} es conexo.

Prueba. Sean 4 = limsup{C,} y B = liminf{C,}. Por el teorema 2.14, 4 es cerrado.
Supongamos que 4 no es conexo, entonces 4 = H U K donde H y K son conjuntos cerrados
de A4y, por lo tanto, de X, disjuntos y distintos del vacio.

Como X es un espacio métrico, por normalidad, existen dos conjuntos abiertos Uy V
disjuntos tales que H < Uy K < V. Entonces por el teorema 2.15, existe un nimero natural
N tal que para toda n > N, se tiene que C, € UU V'y, como para toda »n sabemos que C,
es conexo, entonces dadon > N, C, < Uobien C, V.

Como B + § se puede tomar un punto b € B, entonces b € U o b € V (pues B < A4).
Supongamos que b € U. Entonces, como U es un conjunto abierto de X'y b = limx, con
xn € C,, se tiene que existe un nimero natural N, tal que para toda n > Na, se tiene que
xn € U. Luego, si N= max{N,N,}, C, < U para toda n> N, lo que nos dice que
A € X-V, contradiciendo el hecho de que K fuera distinto del vacio. Entonces 4 es

conexo. I

Definicién 2.17. Sean M un continuo y {X,} < M una sucesién de subcontinuos de M.
Decimos que {X,} converge a X y lo denotamos como {X,} — X, si liminf{X,} = X =
limsup{X,}.

Corolario 2.18. Sean M un continuo y {X,} < M una sucesion de subcontinuos de M, tal
que {X,} converge a X. Entonces X es un subcontinuo de M.

Prueba. Como {X,} converge a X, se tiene que liminf{X,} = limsup{X,} = X.
Entonces por los teoremas 2.14 y 2.16, X es un subcontinuo de M. B
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Teorema 2.19. Sean M un continuo, J un conjunto totdlmente ordenado, y {Xa} .., una
Jamilia de subcontinuos de M, tales que X, +8 y, siay ¢ € J, con a < ¢, entonces

Xo € Xa. Entonces X = nX" es un subcontinuo de M distinto del vacio.
aeJ

Prueba. Por el teorema 1.48, se tiene que X + # es un espacio compacto y, como M es
un espacio de Hausdorff, X es cerrado.

Se demostrard que X es conexo, para esto, supongamos que no lo es. Entonces
X = AU B donde 4 y B son conjuntos cerrados, disjuntos, distintos del vacio. Como M es un
espacio métrico, entonces es un espacio normal, por lo tanto existen dos subconjuntos V'y W
abiertos en M tales que A c V' y B W. Sea U = VU W, entonces por el teorema 1.48,
existe ae€J, tal que para toda ¢ >a, se tiene que X, c U. Entonces
Xo=XeNPVYUXgNW). Como X< Xy y X=AUB con A y B distintos del vacio, se
tieneque Xo NV = @y Xg N W = @ para toda ¢ > a. No es dificil demostrar que lo que se
obtiene es que X, no es conexo, lo cual es una contradicciéon. Entonces X es conexo y, por lo

tanto, un continuo distinto del vacio. ll
4. Composantes y continuos irreducibles.

Dado un continuo, se introduciran los conceptos de composantes y de irreducibilidad,
que constituyen una herramienta de gran utilidad en el estudio de las propiedades
topolégicas de los continuos. Sin embargo, en este trabajo, sélo se demostrard que las
composantes son densas en un continuo y un par de resultados sobre los continuos

irreducibles que se utilizardn mas adelante.

Definicion 2.20. Decimos que K, es la composante de p en M si K, es la union de todos los

subcontinuos propios de M que contienen a p.

Teorema 2.21. Sea M un continuo, tomemos un punto p € M. Si K, es la composante de p
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en M, entonces K, = M. Es decir, las composantes son densas en un continuo.

Prueba. Supongamos que K, + M. Por el teorema 1.20, K, es conexo pues es la unién
de conexos que contienen a p. Por el teorema 1.21, se tiene que K, es conexo y, ademds, es
cerrado. Entonces K, es un subcontinuo propio de My, como M es un espacio métrico, se
puede encontrar un subconjunto abierto U distinto de M, tal que K, — U (pues el espacio es
regular). Entonces, por el corolario 2.10, existe un subcontinuo B tal que K, estd contenido
propiamente en B y U contiene a B. Entonces B — K, pues es un subcontinuo distinto del
total que contiene a p (pues K, « B < U < M), pero esto es una contradiccién pues
K, c ByK, + B.Porlo tanto,K, = M.

Definicién 2.22. Sean M un continuo, A y B dos subconjuntos compactos no vacios en M.
Decimos que un subcontinuo S en M es irreducible de A a B, si SNA+8, SNB+8y
ningun subcontinuo propio de S intersectaa A y a B.

Teorema 2.23. Sean M un continuo y A y B dos conjuntos cerrados y ajenos en M. Entonces
existe un subcontinuo irreducible de A a B.

Prueba. Sea
P={S c M| Sesunsubcontinuo de M,con SNA +BySNB +B}.

Debido a que M € P, P es distinto del vacio.

Diremos que S| <S> si S| © S3. Es claro que (P,<) es un conjunto parcialmente
ordenado. Se quiere demostrar que el conjunto P cumple con las hip6tesis del lema 1.49 para

as{ demostrar lo que se quiere. Sea entonces C — P una cadena (es decir, para todo

C1,C2 €C, Cy < C; o bien C; < Cy), por el teorema 2.19, se tiene que nC €s un
CeC
continuo que esta en P, ademas, n C es una cota inferior, pues para todo C' € C se tiene
CeC

que n C c C'. Falta demostrar que, en efecto, n CeP.
CeC CeC

Para esto, lo que se necesita probar, es que |:nC:|ﬂA *+ @y que |:nC:| NB =+ 8.
CeC ceC

Témese el conjunto {CNA | C e C}. Observe que este conjunto es upa coleccién de
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conjuntos cerrados en M y tiene la propiedad de la interseccion finita, pues dados

cualesquiera Cy,...,C, € C (se puede suponer que Ciy < C;paratodoi = 1,...n), es claro
n

queC,NA= n(C,, N A) que es distinto del vacio.

=1

Entonces, como M es compacto, por el teorema 1.47, se tiene que [n C :| N4 +9.
CeC

Anélogamente se obtiene que |:n o :| N B + @. De aqui que n C € Py, por lo tanto, se
cC ceC

tiene que toda cadena no vacia en P tiene una cota inferior en P.
Se sigue del lema 1.49, que P tiene un elemento minimal, pero esto lo que dice es que P

es precisamente un continuo irreducible de 4 a B. B
5. Puntos de separacion, separacion débil y conexidad ciclica.

A continuacién, se definiran los conceptos de puntos de separacién, puntos de
separacién débil y conexidad ciclica. Se presentaran algunas de las relaciones que existen

entre ellos.

Definicion 2.24. Sean M un espacio conexo y p € M. Decimos que p separa a M si M - {p}
no es conexo. Decimos entonces que p es un punto de separacion si el punto p cumple lo

dicho anteriormente.

Teorema 2.25 Sean M un espacio conexo y p € M tales que p separa a M. Si
M—{p} = CUD, donde C y D son conjuntos tales que CND =8y CND = B, entonces
C = CU {p} y C es un subconjunto conexo de M. Andlogamente, D = DU {p} y D es un
subconjunto conexo de M.

Prueba. C = CU {p}, pues, si d € D, como D es un conjunto abierto en M que no
intersecta a C, d no puede estar en C. Ademis, C no puede ser C, pues de lo contario, se

tendria una separacién de M, lo cual es imposible, pues M es conexo. De aqui que
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C=Cu{p}..

Para ver que C es conexo, supongase que no lo es. Entonces C = MUN, con My N
conjuntos distintos del vacio, tales que MNN=8 y MNN=8. Como NcC y
CND =9, se tiene que NND =#. Supongamos, por ejemplo, que p € M. Como
DNC=8yNc C(puesp & N), se tiene que DN N = @. Entonces Ny DU M son una
separacién de M, lo cual es imposible. Por lo tanto C es conexo. Anilogamente se
demuestra que D = DU {p} y que D es conexo. BB

Teorema 2.26. Sean M un continuo localmente conexo y p € M tales que p separa a M. Si
M—{p} = CUD, donde Cy D son conjuntos tales que CND =8y CND = @, entonces
C y D son subcontinuos localmente conexos de M.

Prueba. Por el teorema anterior, se tiene que C y D son subcontinuos de M. Se vera que C
es un continuo localmente conexo. Recordemos del teorema anterior que C = C U {p}.
Sean x € C 'y U un conjunto abierto de C tales que x € U. Sea U' = U—-{p} =UNC.
Luego, U’ < C el cual es un conjunto abierto en M. Por lo que U’ es un conjunto abierto en
M. Como M es localmente conexo, existe un conjunto ¥, abierto en M y conexo, tal que
x € ¥ c U'. Entonces V es un conjunto abierto en C (pues ¥ < C), conexo, tal que
x € ¥ < U. Por lo tanto, si x € C, se tiene que C es localmente conexo en x. Falta ver que
C es localmente conexo en p. Sea U un conjunto abierto de C tal que p € U. Entonces
U= U NC, donde U es un conjunto abierto en M. Como M es localmente conexo en p,
existe un conjunto abierto y conexo ¥’ en M, tal que p € ¥ < U'. Entonces ¥ = V' N C es
un conjunto abierto en C, tal que p € ¥ < U. Si aplicamos el teorema 2.25 a V', tendremos
que (W NOYU{p} =¥V NT =V es conexo. Por lo tanto C es localmente conexo en p.
Entonces, C es localmente conexo. Anilogamente, se demuestra que D es localmente

conexo. Por lo tanto, C y D son subcontinuos localmente conexos de M. ll

Definicién 2.27. Sean M un continuo y x,y,p € M puntos distintos. Decimos que p separa
débilmente a x y y en M, si todo subcontinuo H en M que contiene a x y a y contiene
también a p. Diremos entonces que p separa débilmente a M, si existen dos puntos x,y € M

que cumplen lo dicho anteriormente. Al punto p se le conoce como un punto de separacion
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débil.

Note que todo punto de separacién es un punto de separacién débil, esto pues, si p
separa a M, entonces M— {p} = UUV con Uy V conjuntos abiertos de M, disjuntos y
distintos del vacio, que por el teorema 1.19, se tiene que no existen conexos que intersecten
aUy Ven M- {p}, por lo tanto no van a existir continuos que intersecten a Uy V que no
tengan a p, pero esto es que p sea un punto de separacion débil en M. El reciproco es falso,
es decir, existen puntos de separacion débil que no son puntos de separacién como se

muestra en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.28. Sea M como en el ejemplo 1.23 (la curva sent). Note que cualquier punto de

la forma (0,y) con —1 < y < 1, es un punto de separacion débil.

Esto pues, sip = (0,p1), con~1 < p; <1yp: £y, yq € M. Todo subcontinuo de M
que contenga a los puntos p y g, contiene a todos los puntos de la forma (0,y) con
-1 <y < 1. Pero M- {(0,y)} sigue siendo conexo. Es decir, el punto (0,y) es un punto de

separacién débil que no es punto de separacion.

Si el continuo es localmente conexo y, por lo tanto arcoconexo, los puntos de separacion
y de separacion débil coinciden. Para su demostracion, primero se citard el siguiente

resultado.

Lema 2.29. Todo conjunto abierto y conexo de un continuo localmente conexo es

arcoconexo. Ver [6, Teorema 8.26, pag. 132].

Teorema 2.30. Si M es un continuo localmente conexo entonces los puntos de separacion y
los puntos de separacion débil coinciden.

Prueba. Todo punto de separacién es un punto de separacion débil. Sea p € M un punto
de separacién débil. Se quiere demostrar que p separa a M. Supongamos que p no separa a

M. Entonces M- {p} es un conjunto abierto y conexo, de aqui que por el lema 2.29,
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M — {p} es arcoconexo. Esto nos dice que para cualesquiera puntos x,y € M- {p}, existe
un arco que los contiene, es decir, que p no separa débilmente a M, lo cual es una
contradiccion. Il

Definicién 2.31. Una curva cerrada simple, es un espacio topélogico homeomorfo a S' (el

circulo).

Definicién 2.32. Decimos que un continuo M es ciclicamente conexo, si para cada par de

puntos x,y € M, existe una curva cerrada simple contenida en M que contieneaxyay.

Es claro que si un continuo M es ciclicamente conexo, entonces M es arcoconexo y no
contiene puntos de separacion. Para el reciproco, es necesario agregar la conexidad local, es
decir, un continuo localmente conexo y sin puntos de separacién es ciclicamente conexo. La
demostracién de este resultado requiere varios resultados previos que no son relevantes para

los resultados de este trabajo, por ello, s6lo se cita a continuacién para hacer uso de ello.

Lema 2.33. Si M es un continuo localmente conexo y sin puntos de separacion, entonces M

es ciclicamente conexo. [8, Teorema 1, pag 31]

Un resultado importante que se deriva del lema anterior, es que, si p y ¢ son puntos distintos
en un continuo localmente conexo M, tales que ningan punto en M separaapy g en M,
entonces p y ¢ estin en una curva cerrada simple contenida en M. Este resultado no es

inmediato, por ello, sélo se cita a continuacion.

Lema 2.34. Si M es un continuo localmente conexo y p y q son puntos distintos en M, tales
que ningiin punto en M separa ap y q en M, entonces p y q estdn en una curva cerrada
simple contenida en M. [3, pAgina 1013]
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CAPITULO 3

Aposindesis

En este capitulo se introduce el concepto de aposindesis, el cual veremos que estd muy
relacionado con el concepto de la conexidad local y conexidad en pequeiio. Se vera que si un
continuo es conexo en pequefio, entonces es aposindético, lo cual nos dice que todo continuo

localmente conexo es aposindético, aunque el reciproco de esto es falso.

Por ofra parte, se definen los conjuntos Ly, L., y K, los cuales son la herramienta en
los resultados de este trabajo. Veremos que K, es un conjunto cerrado, mientras que L,

siempre ser4 un continuo. Si el continuo es aposindético, se tendra que L,, es un continuo.

Por Wltimo, se verd la relacion que tiene la aposindesis con la propiedad de ser
semilocalmente conexo. Se verd que globalmente, las propiedades de aposindesis y de ser

semilocalmente conexo son equivalentes (corolario 3.21)
1. Aposindesis y conexidad local.

Definicién 3.1, Sean M un continuo y p € M. M es llamado aposindético en p con respecto
a un conjunte N ¢ M— {p}, si existen un conjunto abierto U que contiene a p y un
continuo H de M de tal manera que U — Hy HN N = @. Es decir, si existe un continuo H
tal que p € intH y H no intersecta a N.

Definicién 3.2. Sean M un continuo y p € M. Decimos que M es aposindético en p, si M es
aposindético en p respecto a q, para cualquier punto q en M distinto de p. Entonces diremos
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que M es un continuo aposindético si M es aposindético en p para toda p en M.

A continuacién, se presentan algunos ejemplos de continuos aposindéticos y no
aposindéticos:

Ejemplo 3.3. La curva sen-t, el abanico de Cantor, y el abanico arménico, son ejemplos de
continuos no aposindéticos.

Para ver que la curva sen no es aposindético, simplemente hay que tomar dos puntos x
y y, distintos, en la recta que une el punto (0,1) con el punto (0,—1). Luego, M no es
aposindético en x respecto a y.

Para ver que el abanico de Cantor no es aposindético, hay que tomar un punto
x € M—{(3,1)}. Entonces M no es aposindético en x respecto a (4-,1).

Para ver que el abanico arménico no es aposindético, basta con tomar un punto x en Ja
recta que une el punto (0,1) con el punto (0,0), distinto del punto (0,1). Luego, M no es
aposindético en x respecto a (0,1).

Ejemplo 3.4. El intervalo [0,1] y S}, son ejemplos de continuos aposindéticos.

Esto pues, como [0, 1] es un continuo localmente conexo, dados x y y puntos distintos
en [0,1], por estar en un espacio métrico, es posible encontrar un conjunto abierto U en
[0,1] que contenga a x y no contenga a y. Luego, por el teorema 2.3, es posible encontrar un
continuo H tal que x € intHy H < U, lo que nos dice que M es aposindético en x respecto a
¥- Anslogamente se verifica que S' es un continuo aposindético.

Observe que los continuos localmente conexos son aposindéticos y, aliin mas, los
continuos conexos en pequefio serdn aposindéticos. Este resultado se demostrara a

continuacion.

Teorema 3.5. Sea M un continuo conexo en pequefio. Entonces para todo x € M y todo
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subconjunto cerrado F en M tal que x € F, se tiene que M es aposindético en x respecto a
F. En particular, M es un continuo aposindético.

Prueba. Sean x € My F c M- {x} cerrado en M. Como M — F es un conjunto abierto
en M, se puede encontrar un conjunto abierto ¥ que contenga a p y no intersecte a F. Como
M es conexo en pequeiio en x, existe un conjunto conexo Udextalquex e imUc UcC V
¥y, como M es un espacio regular, U se puede tomar de tal forma que U < V. Luego M es
aposindético en x respecto a F. En particular, M es aposindético en x respecto a y, para toda
y € M- {x}, de aqui que M sea aposindético. l

En resumen, dado un continuo My un punto p en M, se tiene que:
Si M es localmente conexo en p, entonces M es conexo en pequefio en p, luego M es
aposindético en p.

El reciproco del teorema anterior no se cumple, es decir, existen continuos aposindéticos
que no son conexos en pequefio (y, por lo tanto, no localmente conexos), como se muestra

en los siguientes ejemplos.

Ejemplo 3.6. Sea M el espacio peine unido con el segmento de recta que une al punto (0, 1)
con el punto (1,1) .

Entonces M es un continuo aposindético que no es conexo en pequefio. Para ver que M
no es conexo en pequefio, sean x = (0,5) y F = {(0,1),(0,0)}. Entonces M no es

aposindético en x respecto a F, que, por el teorema anterior, se tiene que M no es conexo en
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pequefio.

Para ver que M es aposindético, se tiene que verificar que, para cada x € M, M es
aposindético en x. Sea L el segmento de recta que une al punto (0,0) con el punto (0,1). Es
claro que six €e M—L, o x € {(0,1),(0,0)}, entonces M es aposindético en x (pues M es
localmente conexo en x). Si x € L, entonces se tiene que verificar que M es aposindético en
x respecto a y, paratoday € M- {x}. Siy € M— L, no es dificil encontrar un subcontinuo
Htal que x € intHy y ¢ H. Sélo queda el caso en que y € L. Como x € L, se tiene que
x =(0,x2), para algin x> € [0,1]. Si y = (0,y2), con y2 < x2, entonces, existe un
subcontinuo H que contiene al punto (0,1) tal que x € intH y y ¢ H. Anélogamente, si
x2 < y2, existe un subcontinuo H que contiene al punto (0,0) tal que x € intHy y ¢ H.

Entonces, si x € L, M es aposindético en x. Entonces M es aposindético.

Ejemplo 3.7. Sea C el conjunto de Cantor en el intervalo [0,1]. Tomemos los puntos (%, 1)
y (—;—,-—1 ). Para cada x € C, denotemos por I, al segmento de recta que une al punto

+1) con el punto (x,0) y por I, al segmento de recta que une al punto (+,-1) con el

punto (x,0). Sea M = (9:1,) U (’L;(JI',)

21

-

Entonces M es un continuo aposindético que no es conexo en pequefio. A M se le

45



conoce como la suspensién de Cantor.
Para ver que M no es conexo en pequefio, sean F = {(%,1),(%,—1)} yxeM-F.

Entonces M no es aposindético en x respecto a F, que, por el teorema anterior, se tiene que

M no es conexo en pequefio.

Para ver que M es aposindético, se tiene que verificar que, para cada x € M, M es
aposindético en x. Si x € {(+,1),(3,-1)}, entonces M es aposindético en x (pues M es
localmente conexo en x). Si x € {(3,1),(3,-1)}, se tiene que verificar que M es
aposindético en x respecto a y, para today € M —{x}.Siy & {(3,1),(4,-1)} no es dificil
encontrar un continuo H tal que x € intHy y € H (basta con que (4,1) 0 (3,-1) estén en
H). Siy= (%,1), entonces existe un continuo H que contiene al punto (%,—1), tal que
xe€intHyy ¢ H. De igual manera, Si y = (%,—1), entonces existe un continuo H que
contiene al punto (4,1), tal que x € intHy y ¢ H. Entonces, six € {(3,1),(3,-1)}, se

tiene que M es aposindético en x. Entonces M es aposindético.

Ejemplo 3.8. Sea S, el circulo con centro en el punto p = (0,0) y radio %+ y denotemos por

X= {(x,y) eR? | x>0yy> 0}. Tomemos el conjunto S = U(S,,—X). Sea M el
n=1

abanico armonico definido en el ejemplo 2.7 unido con el conjunto S.

©.n

)
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Entonces M es un continuo aposindético que no es conexo en pequefio.

Para ver que M no es conexo en pequefio, sean F = {(0,+) e M | n e N} U{p}, Lel
segmento de recta que une el punto (0, 1) con el punto p y x cualquier punto en M. Entonces
M no es aposindético en x respecto a F, que, por el teorema anterior, se tiene que M no es
conexo en pequefio.

Para ver que M es aposindético, se tiene que verificar que, para cada x € M, M es
aposindético en x. Six € M—L ox € {(0,1),p}, es claro que M es aposindético en x (pues
M es localmente conexo en x).

Six e L-{(0,1),p}, se tiene que verificar que M es aposindético en x respecto a y,
para toda y € M— {x}. En el caso de que y € M — L, no es dificil encontrar un continuo H
tal que x € intH'y y ¢ H (basta con que (0,1) o p estén en H). Si y € L, entonces, como
x € L-{(0,1),p}, se tiene que x = (0,x,), para algin 0 <x;, < 1. Si y = (0,y2), con
0 < y2 < x3, entonces, existe un subcontinuo H que contiene al punto (0, 1) tal que x € intH
y y € H. Analogamente, si 0 < x, < y,, existe un subcontinuo H que contiene al punto p,

tal que xeimtH y y ¢ H. Entonces, si x € L—{(0,1),p}, M es aposindético en x.
Entonces M es aposindético.

2. Los conjuntos Ly, L,, y K,.

Definicién 3.9. Sean M un continuo y x,y,z € M. Vamos a definir los siguientes conjuntos:
L,= {x € M | M no es aposindético en x respecto a y} u{y};
Ly = {x € M | M no es aposindético en x respecto a {y,z}} U {2z}

K, = {y € M | M no es aposindético en x respecto a y} U {x}

Ejemplo 3.10. Sean H el abanico de Cantor definido en el ejemplo 2.6 y C el conjunto de

Cantor en el intervalo [0,1]. Para cada x € C, sea Sx el semicirculo en el semiplano
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inferior con centro en (+,0) y radio |+ —x ||. SeaM = HU (US,).
reC

2,1

X

Entonces M no es un continuo aposindético ya que dado x € M- {(4,1)}, M no es
aposindético en x respecto al punto (4, 1).
A diferencia de L,, que para caday € M el conjunto

o), siy = (1)

L, = R
M, SIy"(zal)

es conexo. Six € M— {(+,1)}, entonces K, = {x,(3,1)}, el cual no es conexo.

Ejemplo 3.11. Sea S como en el ejemplo 1.23 (la curva sen+). Sea I el segmento de recta
que une el punto (0,2) con el punto (0,-1).
Para cadan € N:

1) Sea I el segmento de recta que une el punto (-2 — 4,1+ L) con el punto (0,1 + +).

Tomemos M, = UI,‘,.
n=1

2) Sea I» el segmento de recta que une el punto (<2— L,1++) con el punto

(-2-1,-1- ). Tomemos M, = UI?,
n=1
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3) Sea I} el segmento de recta que une el punto (=2 — +,-1 - 1+ con el punto (£",-1 - %)

donde &" € [ i, 7 | es tal que (57,-1) € S. Sea M = | J £
n=1

4) Sea I el segmento de recta que une el punto (E",—1) con el punto (&",—1~1).

Tomemos M, = UI;‘,.
n=1

SeaM=SUITUM UM, UM;UM,.

X4

Entonces M no es un continuo aposindético ya que dado cualquier punto x en el
segmento de recta que une el punto (0,1) con el punto (0,—1) (distinto del punto (0,1)), se
tiene que M no es aposindético en x respecto al punto (0,1). A diferencia de Ly, que para
cada y € M, el conjunto

{(0x2) e M | y2 <x2 <1}, siy =(0,y2),con —1 <y; <1
L,= El cuadrado con vertices en (0,1), (-2,1), (-2,~-1)y (0,-1), siy = (0,1)
2 para cualquier otro caso

es conexo, six = (0,x2), con-1 < x; < 1, el conjunto

Ke = {(0,1)} U {(0,y2) | -1 < y2 < x,} es disconexo.

Note que en estos ejemplos, los conjuntos L, y L,, son subcontinuos de M, sin embargo,

49



K no necesariamente lo es. Se vera que, efectivamente, tanto L), L,, como K, son conjuntos

cerrados, pero s6lo se puede garantizar que L, y L,, son subcontinuos de M.

Teorema 3.12 Sean M un continuo y {x,} y {y»} dos sucesiones de puntos en M tales que
para cada mimero natural n, con x, * y,, M no es aposindético en x, respecto a yn, {x»}
converge a un punto x € M y {y,} converge a un punto y € M. Entonces M no es
aposindético en x respecto a y.

Prueba. Sea H un subcontinuo de M tal que x € intH, se quiere demostrar que y € H.
Como {x,} converge a x, entonces existe un natural N tal que x, € intH para toda n > N.
Como M no es aposindético en x, respecto a y,, se tiene que y, € H y, esto pasa para toda
n 2 N, es decir {y,} v © HY {yn},,y converge a y. Como H es cerrado, entonces contiene
a todos sus puntos de adherencia, de aqui que y € H. Entonces M no es aposindético en x

respectoay. H

Corolario 3.13. Sean M un continuo, x yy €M, y {x,} © M una sucesion de puntos tal
que para todo numero natural n, se tiene que M no es aposindético en x, respecto a y,
entonces, si {x,} converge ax, M no es aposindético en x respecto a y.

Prueba. Este es un caso particular del teorema 3.12 (cuando una de las dos sucesiones

es constante). ll

Corolario 3.14. Sean M un continuo, {x,} una sucesion de puntos en M tal que {x,}
converge a un punto x € M y A un subconjunto de M tal que M no es aposindético en x,
respecto a A para ningtin niimero natural n, entonces M no es aposindético en x respecto a
A.

Prueba. Este es un caso igual al del corolario 3.13, sélo que en lugar de tomar un punto
y € M, se toma cualquier subconjunto 4 de M. La demostracion es igual al teorema 3.12.
Tomando un conjunto abierto U de Mtal que x € U, se tiene que existe un niimero natural N
tal que x, € U para toda n > N. Luego, para alguna x, € U, se tiene que M no es
aposindético en x, respecto a A4, es decir, si H es un subcontinuo de M que contiene a U,

entonces HN A # B. Como U fue cualquier conjunto abierto que contiene a x, se tiene que
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M no es aposindético en x respecto a 4. I

Teorema 3.15. Sean M un continuo y y € M. Entonces L, es un continuo.

Prueba. Primero se demostrard que L, es un conjunto cerrado. Se demostrard que L,
contiene a todos sus puntos de adherencia. Sea entonces {x;} una sucesién de puntos en L,
tal que {x;} converge a un punto x € M. Basta con demostrar que x € L,. Note que para
todo x;, se tiene que M no es aposindético en x; respecto a y. Entonces, por corolario 3.13,
M no es aposindético en x respecto a y. De aqui que x € L), lo que nos dice que L, es un
conjunto cerrado.

Para demostrar que L, es conexo, supongase que no lo es. Entonces L, = A U B donde
A y B son cerrados, ajenos y distintos del vacio. Podemos suponer que y € 4. Por la
normalidad del continuo M, existen conjuntos abiertos y disjuntos U'y ¥ en M, tales que
A < Uy B c V. Entonces, para todo x € Fr(U), x € L,. Es decir M es aposindético en x
respecto a y, por lo tanto, para cada x € Fr(U) existe un subcontinuo H, de M tal que
x € intH,yy ¢ H,. Como Fr(U) es cerrada, entonces es compacta. De aquf que exista un

n n
conjunto finito {x,,...,x,} < Fr(U) tal que Fr(U) c UH,,. Sea H = UH,,. Note que
£1 =

ye H

Sea W = U- H, entonces W es un conjunto abierto que contiene a y.

Por el teorema 2.11, cada componente XK de M — W intersecta a Fr(W).
Luego, como
Fr(W)=WNnM-W)=PnN[M-D)UH < TUN[(M-U)UH] =
[UnM-WIU[UNH] < F(U)UH c H,
se tiene que cada componente XK de M — W intersecta a H.
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Entonces, para algiin niimero j entre 1 y n, K intersecta a H,,. Como H,, es un continuo
que no intersecta a W, H,, es un conexo contenido en M — W'y, por lo tanto, H;, < K (pues
K es un conexo maximal en M~ W). Por lo tanto, M— W tiene un nimero finito de
componentes Ki,...,K, (conm < n).

Sean b € By K, la componente de » en M— . Note que b € M— U que es un
conjunto abierto en M con M—~TU < M- W. Entonces por el teorema 1.26, tenemos que
b € intK,. Como K, es conexo, por ser una componente, y cerrado, porque # es abierto, se
obtiene que K, es un continuo que contiene en su interior a b y no intersecta a y, pues
y € W. De aqui que M sea aposindético en b respecto a y, lo cual contradice el hecho de que

b € L,. Entonces L, es conexo y, por lo tanto, L, es un continuo. Il

Teorema 3.16. Sean M un continuo aposindético y x,y,z € M tales que M no es

aposindético en x respecto a {y,z}. Entonces L,, es un continuo. Ver [7, teorema 3].

Teorema 3.17. Sean M un continuo y x € M. Entonces K es cerrado.

Prueba. Se demostrara que K. es un conjunto cerrado, demostrando que su
complemento es un conjunto abijerto. Sea y € M — K,. Entonces, por la definicién de K, se
tiene que M es aposindético en x respecto a y, es decir, existen un conjunto abierto U que
contiene a x y un subcontinuo H de Mtalque Uc Hy HN {y} = 0.

Sea V' = M — H, entonces V es un abierto que contiene a yy siz € V, M es aposindético
en x respecto a z (pues x € intHy HN V = §), es decir VN K, = @. Se sigue que todo punto

en M — K, es un punto interior de M — K, de aqui que K, sea cerrado. Wl

3. Aposindesis y conexidad semilocal.

Dado un continuo M, se introduce el concepto de conexidad semilocal. Se veran las

relaciones que éste tiene con la aposindesis.
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Definicién 3.18. Decimos que un continuo M es semilocalmente conexo en x € M, si para
cada conjunto abierto V en M que contenga a x, existe un conjunto abierto U en M que

contiene a x y contenido en V tal que M — U tiene un mimero finito de componentes.

Teorema 3.19. Searn M un continuo y x,y € M, con x + y. Si M es semilocalmente conexo
eny, entonces M es aposindético en x respecto a y.

Prueba. Supongamos que M es semilocalmente conexo en y. Se demostrara que M es
aposindético en x respecto a y. Sea U un conjunto abierto de Mtal que y € Uy x ¢ U. Sea
W un conjunto abierto de M tal que ye W U y M— W tiene un numero finito de
componentes H1,...,Hs. Comox ¢ U, x ¢ W. Entonces se puede suponer que x € H,. Es
claro que H; es un continuo (ya que las componentes de un cerrado son cerradas) y que
y € Hi.Comox € int(M—- W) (puesx e M- U c M— W) yx € Hy, por el teorema 1.26,

se tiene que x € intH, lo que nos dice que M es aposindético en x respecto a y. ll

Entonces, si M es un continuo y tomamos un punto y € M tal que M es semilocalmente

conexo en y, se tiene que paratodax € M — {y}, M es aposindético en x respecto a y.

Teorema 3.20. Sean M un continuo y y € M tales que para toda x € M — {y}, se tiene que
M es aposindético en x respecto a y, entonces M es semilocalmente conexo en y.

Prueba. Sea ¥ un conjunto abierto de M tal que y € V. Para cada punto x € M-V,
existe un subcontinuo H, de M tal que x € intH, y y ¢ H,. Por la compacidad de M- V¥,
existen neN y xi,...,x,€e M-V tales que M-V cintH; U...UintH,,. Sea
W=M-(HU...UH,,). Entoncesy € W < Vy M- W = H,, U...UH,, tiene un nimero
finito de componentes. W

Corolario 3.21. M es aposindético en x, para toda x € M si y sélo si M es semilocalmente
conexo en x, para todax € M.

Prueba. Se sigue de los teoremas 3.19 y 3.20.
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CAPITULO 4

Arcos y curvas cerradas simples en continuos
planos y aposindéticos

En el resto de este trabajo, se estudiardn continuos en el plano. Frecuentemente, sélo se
hablard de M como un continuo, aunque es importante sefialar que nos referiremos a un
continuo del plano.

En este capitulo se estudiardn a los continuos aposindéticos en el plano. Se presenta una
condicién para ver cuindo son arcoconexos y cuindo contienen curvas cerradas simples.
Sabemos que todo continuo localmente conexo es arcoconexo. Los continuos que se
estudiarén, son los que no son conexos en pequefio y, por lo tanto, no son localmente
CONexos.

Se demostrara que si M es aposindético y contiene un conjunto finito F tal que para
todo punto x en M — F existen puntos y y z en F distintos tales que M no es aposindético
en x respecto a {y,z}, entonces M tiene que ser arcoconexo (teorema 4.5) y tedo punto

estd en una curva cerrada simple contenida en M (teorema 4.12).

Se daran ejemplos en donde se verd que la condicién de que F contiene un niimero
finito de puntos, es necesaria para garantizar que M es arcoconexo y que todo punto esta en
una curva cerrada simple. También se prueba que si el conjunto F consta de dos puntos,

entonces M es ciclicamente conexo (teorema 4.11).

Note que si M no es aposindético en un punto x con respecto a cualquier subconjunto N
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de M - {x}, entonces M no es localmente conexo en x. De aqui que los resultados de este
capitulo, comprenden continuos aposindéticos del plano que no son localmente conexos en
casi ninguno de sus puntos,

1. Definicién del conjunto L3,.

Dados un continuo aposindético M y x,y,z puntos distintos de A tales que M no es
aposindético en x respecto a {y,z}, se definird lo que es el conjunto L};, que es un
subconjunto de L., el cual es una herramienta fundamental para los siguientes resultados. Se
vera que L}, es un subcontinuo de M contenido en L,, que contiene a {x,y,z} y, alin mas,
resulta que L}, es localmente conexo. Este Gltimo resultado, Ginicamente se citard, pues
requiere varios resultados previos que no son del objetivo de esta tesis. Recordemos que
estos resultados comprenden sélo a continuos del plano.

Para todo esto, es necesario probar los siguientes resultados.

Teorema 4.1. Sean M un continuo y x,y,z € M tales que M no es aposindético en x respecto
a {y,z}. Sean Uy V dos conjuntos abiertos en M, con cerraduras disjuntas, tales quey € U
yz€ Vyxeint(M—(UUV)). Si C es la componente de M— (UU V) que contiene a x.
Entonces existe una sucesién de puntos {x,} que convergen a x y una sucesién {C,} de
componentes de M—(UUV) tales que para toda n en los naturales, x, € Cy y
limsup{C,} < C.

Prueba. Por estar en un espacio métrico, podemos suponer que B,(x) €« M—(UUF).
Entonces B;(x) no estd contenida en C. Esto pues, de lo contrario se tiene que x € intC'y,
como C es una componente de M— (U U V), C es cerrado en M — (UU V) que es cerrado en
M. De aqui que C es un subcontinuo de M tal que x € intfC'y CN {y,z} = @, lo cual es una
contradiccién pues M no es aposindético en x respecto a {y,z}. Seanx; € Bi(x)-CyC, la
componente en M — (U U V) que contiene a x;.

Afirmamos que B (x) no esté contenida en CU C). Esto pues, de lo contrario se tiene que

B%Lz) © CU C}, entonces, si € <min{d(x,C\), 5 }, se tiene que B¢(x) < C, lo cual es una
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contradiccién de suponer que M no es aposindético en x respecto a {y,z}. Sean
x2 € B1(x) - (CUC1)y C; la componente en M — (U U ¥) que contiene a x».
Anélogamente, se construye la sucesién {x,}. Entonces la sucesién {x,} converge al punto
x y para todo n,m € Ncon n # m, se tiene que x,, y x, estin en diferentes componentes.

M-UUV)

Observe que x € Hminf{C,}. Por lo tanto, por el teorema 2.16, tenemos que
limsup{C,} es conexo y, como liminf{C,} < limsup{C,}, se tiene que limsup{C,} es un
conexo que contiene a x. Por lo tanto, limsup{C,} c C.H

Teorema 4.2. Supongamos que M es un continuo aposindético. Sean x,y,z puntos distintos
de M tales que M no es aposindético en x respecto a {y,z}. Entonces existen dos abiertos
disjuntos Uy V en M — {x}, conteniendo a y y a z, respectivamente, tales que si U' es un
abierto en U que contiene a 'y y V' es un abierto en V que contiene a z, entonces la
x-componente de Ly, — (U' U V') intersecta a Fr(U") y a Fr(V').

Prueba. Como M es aposindético, M es aposindético en x respecto a p para cualquier
p€ M-{x}. Por lo tanto, existen dos continuos H y K en M- {y} y M- {z},
respectivamente, tales que x € imHy x € intK.

Por ser M un espacio métrico, existen dos conjuntos abiertos y disjuntos Uy ¥ tales que
vyeU,zeV,UNH=0yVNK=40.

Sean U' un conjunto abierto en U que contenga a y y V' un conjunto abierto en ¥ que
contenga a z. Sean {U,} y {V,} dos sucesiones decrecientes de bolas abiertas (es decir,

Upi < Uy, Vi © V, para todo niimero natural 77) contenidas en U’ y V' con centrosen y y
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z, respectivamente, tales que n Up={)y n Va=4{z}.
=1 m=1

Abhora, como x € int{M - (U, U V1)) (puesx € imHN imtK < M- (U U V1)) y Mno
es aposindético en x respecto a {y,z}, por el teorema 4.1, se tiene que existe lo siguiente:

Una sucesién de componentes {X}} de M—(U;U ¥)) tal que limsup{X}} c X",
donde X' es la x-componente de M— (U, U V;), y una sucesién de puntos {x}} que
converge axconx, € X}.

Entonces, se afirma que existe un nimero natural i;, tal que el punto x], que estd en
X}, cumple lo siguiente:

a)x}, € intH N intk
b)d(x!,.x) < 1
c)x & X},

Esto es cierto pues, como x € intH N intK y {x!} converge a x, entonces existe un
nimero natural N para el cual x} € intH N intK para toda i > N y de tal manera que
d(xj,x) < 1 (pues M es un espacio métrico). La tercera condicién también es inmediata por
como se construyd la sucesion de componentes {X} }. Llamémosle al punto x}, simplemente
como x'-

Para M— (U, U V,), anidlogamente, por el teorema 4.1, existe una sucesion de
componentes {X?} de M—(U;UV;) tal que limsup{X?} c X?, donde X? es la
x-componente de M — (U, U V). Ademas, también existe una sucesiéon de puntos {x?} que
converge ax, conx? € X7, paratodai € N.

De igual manera, existe un niimero natural /i, tal que el punto x7,, que ahora se llamara
simplemente como x?, que esté en X7,, y que cumple lo siguiente:

a)x? € intH N intK
b)d(x%,x) < §
o)x & X,

Luego, como por el teorema 4.1, se tiene que para todo nimero natural », el conjunto
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M~ (U, U V,) tiene un nimero infinito de componentes, asi que es posible tomar X7, de tal
manera que X7, N X} = 0.

Asi sucesivamente se obtiene que, si n € N, para M— (U, U V), existen una sucesién
de componentes {X7} de M- (U,UV,) tal que limsup{X7} c X", donde X" es la
x-componente de M— (U, U V,) y una sucesiéon de puntos {x7} que converge a x con
x} € X}, para toda i € N. Anélogamente, existe un niimero i, tal que el punto x} € X7 que
se denotar4 como x”, cumple:

a)x" e imtH N intK

b) d(x",x) < +

o) x & X],

d) X7 ﬂX{, = @ para todaj > n.

Observe que, para toda n € N, se tiene que x" € HUK y x" ¢ U, U V,. De aqui que
para toda n € N, por el teorema 2.12, se tiene que X7, N Fr(U,) # 8y X7, N Fr(V,) + 0.

Sea X el limite superior de X],, X%, Xj,,...Como para todo nimero natural », se tiene
que X7, es un continuo, entonces, por el teorema 2.14, X es cerrado y, como el limite inferior
de {X7.} es distinto del vacio pues contiene a x, por el teorema 2.16, X es conexo.

Por lo tanto, X es un continuo y, ademés, como x € X" para todo nimero natural n y

n U, = {y}, n Va = {z}, se tiene que X es un continuo que contiene a {x,y,z}.
n=1 =1

La siguiente figura ilustra la idea del teorema que se acaba de demostrar.

PP, G T |
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Afirmamos que X < L,;.

Para demostrar esto, sea w € X — {y,z} y supongamos que M es aposindético en w
respecto de {y,z} (es decir, supongamos que w & L,;). Entonces existe un subcontinuo F de
Mtal que w € intF y {y,z} N F = @. Como F es cerrado, tenemos que M — F es abierto y,
como y,z € M- F, existe un nimero natural m tal que U, c X—Fy V, c X-F.

De aqui que F € M — (Un U Va), y es posible tomar a m de tal forma que X7 N F + @.
Para ver esto, note que, como w € intF, se tiene que existe un conjunto abierto ¥V que
contiene a w tal que ¥ < F. Ademas, como w € X'y {X] } converge a X, es posible tomar
también a m € N, de tal forma que XJ' N ¥ # @. Por lo tanto se tiene que X' N F + B.

Por otro lado, como X7 N X7 = @ para toda n > m, se afirma que X7, N F = @ para toda
n > m. Para demostrar esto, supdngase lo contrario. Entonces se tendria que, para alguna
n > m, F es un conexo intersectando a X7, y a X7". Luego, X7, no puede ser una componente
de M— (U, U V,), pues X7, esta contenido propiamente en el conexo X7, U F'U X7, que esta
contenido en M — (U, U V,,), contradiciendo asf, el hecho de que X7 sea una componente de
M— (U, U Vy). De aqui que X7, N F = @ paratodan > m.

Pero el hecho de que X7 N F = @ para toda n > m, es una contradiccion, pues w € F'y
esto implicaria que w & limsup,.. X7, = X. La contradiccion se dio al suponer que M era
aposindético en w respecto de {y,z}. Por lo tanto, w € L, y, entonces, X < L.

Luego, para todo nimero natural n, se define X, como la x"-componente de
M- (U'UV'). Por el teorema 2.12, se tiene que X, NFr(U') #+8 y X,NFr(V') = 8.
Recuerde que paratodan € N, U, < U' y ¥, c V'. De aqui que X, — X7, para toda n.

Sea X' = limsup X,,. Por el corolario 2.18, X" es un continuo y esta contenido en X, pues
para toda n € N, se tiene que X, c X7, ademas de que x € X', pues para toda n, se tiene
quex” € X, y {x"} converge ax.

Luego, como para toda n € N, se tiene que X, NFr(U)#0 y X,NFr(V') + 8,
entonces X' N Fr(U') + @ y X' N Fr(V') + 8. En consecuencia, X’ es un subcontinuo de X
que intersecta a Fr(U') y a Fr(V') que contiene a x. Como X < L., se tiene que
X' © x-componente de L, — (U U V'), esto pues, X' es un subcontinuo de L,. que no
intersectania U' nia V.
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Como X' intersecta a Fr(U') y a Fr(V'), entonces la x-componente de L,, — (U' U V')
intersecta a Fr(U') y a Fr(¥') que era lo que se queria demostrar. ll

Definicién 4.3. Sean M un continuo aposindético y x,y,z puntos distintos de M tales que M
no es aposindético en x respecto a {y,z}. Por el teorema 4.2, existen dos abiertos disjuntos
Uy Ven M- {x} conteniendo a y y a z, respectivamente, tales que si U' es un abierto en U
que contiene ay y V' es un abierto en V que contiene a z, entonces la x-componente de
Ly, —(U' U V') intersecta a Fr(U') y a Fr(V'). Sean U\,U,Us,.... y V1,V2,V3,....dos
sucesiones decrecientes de bolas abiertas en M (es decir Upy € Uy , Vit € V), con
centros en y y en z, respectivamente, tales que Uy < U y V) < V. Para todo nimero
natural n, se define a ¥,, como la x-componente de Ly, — (U, U V,,). Se define entonces a
L3 como el limite superior de Y1,Y2,Y>,... Es decir, L}, = limsup{Y;}.

2. Propiedades de L.

Teorema 4.4. Sea L}, como en la definicién anterior. Entonces:
1) L}; es un subcontinuo de L,. y, por lo tanto, de M (pues L,: es un subcontinuo de M
(teorema 3.16)), que contiene a {x,y,z}.
2) Paratodan e N Y,  Yp C L.
3) L, es localmente conexo.
4) Sip € L}, entonces L}, = Ljz.
5) Niy ni z separan a L.
Prueba. 1) Por el teorema 3.16, L,. es un conjunto cerrado. Entonces la x-componente
de L,; — (U, U V) es un conjunto cerrado. De aqui que Y, sea un subcontinuo de M.
Entonces, por el teorema 2.14, se sigue que Lj. es cerrado. Luego, como x €
liminf{Y;}, por el teorema 2.16, se tiene que L}, es conexo y, por ¢l teorema 4.2, se sigue
que para toda n, el subcontinuo Y, intersecta a Fr(U,) y a Fr(¥,). De aqui que L}, sea un
subcontinuo de L, (y, por lo tanto, de M), que contiene a {x,y,z}.



2) Como tanto las sucesiones {U,} y {V»} cumplen que Upyy € Un Y V1 < Vi, €5
claro que Ly — (Us U Va) © Ly — (Up1 U Vpy1). De aqui que Y, © Ype1 para toda 7 € N.
Como L3, = limsup ¥, se tiene que ¥, L}, paratodan € N.

3) Ademis de ser L}, un subcontinuo de M, L}, también serd localmente conexo [I,
Teorema 2, pag 391].

4) Sean {V,} y {Ux} dos sucesiones decrecientes de bolas abiertas en M con centros en
¥ Y en z, respectivamente, taluquenU,.= {y}ynV..= {z}. Para cualquier w € L},
n=l n=l

(con w distinto de los puntos y y z), sea ¥ la w-componente de L,, — (VU U,).

Sea p € L}, (con p distinto de x,y,z). Tomemos un conjunto abierto W en M que
contenga a p y no intersecte a {y,z}. Es posible encontrar m €N tal que
WN(UnUVa) = 0. Entonces WN (U, U V,) = @ paratodan > m.

Como L3, es un continuo localmente conexo (inciso 3)) y # N Lj; es un conjunto abierto
de L, que contiene a p, existe un conjunto abierto ' en M tal que W' N L}; es un conjunto
abierto en L3, conexo, tal que p € W' NLL < WNLE. Sea W' = W' NLj;. Note que
W' N (U, U V,) = @ paratodan > m.

Por otro lado, como p € L3}, se tiene que p € limsup V3. Entonces, por la definicién del
conjunto limsup Y5, se tiene que W' N ¥* + @ para toda una infinidad de i € N. Es decir,
existe una subsucesién {¥3 } de {¥%}, tal que W' NY; + @ para toda i € N. Como
Y3, < L3, (inciso 2)), se tiene que (W' N LE) N Yi, = W' N Y3, + 0. Entonces tenemos que
W'NY; +@paratodai € N.

Supongamos que para toda n € N, se tiene que p & Y73,

Sea n; > m. Como Y5 NW" = @, se tiene que Y3 U W" es un conexo que contiene
propiamente a Y7, (pues p € W' y p # Y3). Afirmamos que Y3 U W' < Ly, — (Un, U V4,).
Pero esto es inmediato pues, por definicién, ¥, < L,z — (Un, U V»,), ademds, como
W clicL:y WnU,UV,) =0 para toda n>m y n; >2m, se tiene que
W' < Ly, —(Un,UVn). Entonces Y3 UW' cLy—(UnUV,), lo cual es una
contradiccién pues Y3, es la x-componente de Ly, — (Un, U V).

De aqui que se tenga que existe un niimero natural N tal que p € ¥%. Luego, se tiene
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que Y} = Y} (teorema 1.25, inciso 2)). Se sigue que p € Y% para toda n > N (inciso 2)).
Entonces Y3 = Y5 para toda n > Ny, por lo tanto, limsup Y3 = limsup V%, lo que nos dice
que L}, = L}.

5) Supongamos que y separa a L3,. Sea {V,} una sucesion decreciente de bolas abiertas
en M con centros en y tal que n Va = {y}. Como y separa al continuo L},, entonces
=1

L3, —{y} = AU B, con A y B conjuntos abiertos en L}, — {y}, ajenos y distintos del vacio.

Se afirma que existe un nimero natural N tal que ni 4 ni B estin contenidos en Fy, esto,
pues si A < V, para toda n € N, por la construccién de {V,}, se tendria que 4 < {y} y
como y € A, se tendria que 4 = @, lo cual es una contradiccion.

Entonces existe un nimero natural N4 tal que 4 no estid contenida en Vy,. Como
Va1 © ¥V, para toda n € N, se tiene que 4 no estd contenida en ¥V, para toda n > N,.
Anilogamente, existe un niimero natural N tal que B no estd contenido en V, para toda
n > Np. Abora, si tomamos N = mdx{N4, N}, entonces ni 4 ni B estan contenidos en V,,
paratodan > N.

Luego, si n > N, se tiene que ¥, separa a L};, esto pues, de lo contrario, existiria un
conexoK < Ly, talque KNA #B,KNB# B, yKNV, =0. Comoy € V,, se tendria que
KN {y} = B, contradiciendo el hecho de que {y} separaa L}, en 4 y B.

Entonces, para toda n > N, se tiene que V, separa a L}, y se puede separar a L}, — V,, en
A" y B", conjuntos cerrados, ajenos y distintos del vacio, de tal manera que A" C 4 y
B" c Bparatodan > N.

Ahora, si wi € A-—Vy y wy € B—Vy, entonces se tiene que wi € A-V, ¥y
wy € B—V, paratoda n > N. Como w; € L}, por el inciso 4), se tiene que L}; = L. Por
lo tanto, w, € wy-componente de Ly;' — V,, ningunan > N.

Para cualquier p € L%, distinto de y y z, sea Y5 la p-componente de Ly, — (VU Us),

donde {U,} es una sucesién decreciente de bolas abiertas en M con centros en z de tal
manera que [ | U» = {z}.
=1
Por lo tanto, ¥p' c ¥}, c L) — (¥V,U U,) = L}! para todo nimero natural .

Entonces, como Y3' < L} — (V, U U,), se sigue que la wy-componente de Ly — (Vo U Uy)
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es la wi-componente de L)} — (V,U U,) (teorema 1.25, inciso 3)), es decir, ¥' es la
wy-componente de Ly — (V, U U,). Luego, como w, & w)-componente de Ly — V, para
ninguna n > N, se llegaaque w, € ¥»' paratodan > N, es decir, se llegaa que wa & Ly.
Como Ly = L}, se tendria que w; € L};, lo cual es una contradiccién, pues wa
€ B c L3,. La contradiccién se dio al suponer que y separaba a L};.
Andlogamente se tiene que z no separa al subcontinuo Lj,. B

3. Arcos en continuos planos y aposindéticos.

Teorema 4.5. Si un continuo aposindético M contiene un conjunto finito F tal que para todo
x € M—Fexisten yy z € F tales que M no es aposindético en x respecto a {y,z}, entonces

M es arcoconexo.
Prueba. Nétese que ULyz cubre a M, pues dado x € M, si x € F es claro que x €
yaeF
ULﬂysixEM—Fporhipétasisexistenyg,zgEFtalqueMnoesaposindéﬁcoeux
yaeF

respecto a {yo,20}, es decir, x € Ly, ¥, por lo tanto, x € | J L,. Entonces M = | ] Ly
yaeF yzeF

Se quiere demostrar que U L, es arcoconexa (U L,. es conexo pues M es conexo).
yaeF yzeF

Como L3, es un continuo localmente conexo (teorema 4.4, inciso 3)) y, por lo tanto,
arcoconexo [6, Teorema 8.23, pig. 130], tenemos que L, también es arconexo (pues

U L3, = Ly y todos los L}, son continuos arcoconexos que contienenay y a z).
xely

Sead = {Ly: | y,z € FyLy # {y,z} }. Como F es finito, 4 tiene un nimero finito de
elementos.NotequeUL = U Ly = M.
Led yaeF

Sea L € A. Si L no intersecta a ningiin elemento de 4 — {L}, como A tiene un niimero
finito de elementos y cada L' € 4 es un conjunto cerrado en M, existe una separacién de M

con abiertos Uy V ajenos y distintos del vacio, tales que L < V'y U Ly —L c U, lo cual
yzeF

es una contradiccion, pues M es conexo.
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Entonces L intersecta a algin elemento de A ~ {L}. Sea L, tal elemento. Luego LU L,
€s un continuo arcoconexo. Anilogamente, si LU L) no intersecta a ningiin elemento de
A= {LUL}, se llega nuevamente a una contradiccioén pues existiria una separacion de M
con abiertos U y V ajenos y distintos del vacio tales que LUL,cV y
UL,z-LUL. c U, lo cual es una contradiccion, pues M es conexo. De aqui que L UL,
yaeF

intersecta a algiin L, € 4 — {L U L,}. Como A es finito, es decir 4 = {L,L,,...,L,} se tiene

n n
que U L; es un continuo arcoconexo. Como U L= U L,., se tiene que M es un continuo
=l 1 yaeF

arcoconexo. ll

Si se quita la condicién de que el conjunto F sea finito, entonces no necesariamente M

tiene que ser arcoconexo, como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.6. Si un continuo aposindético M contiene un conjunto F con una cantidad
numerable de puntos tal que para todo x € M—F existen y y z € F tales que M no es
aposindético en x respecto a {y,z}, entonces M no necesariamente tiene que ser
arcoconexo.

Sea M un continuo en el plano que consiste de una curva cerrada simple J y cuatro
sucesiones de suspensiones de Cantor (ejemplo 3.7) A1,A2,As,..., B1,B2,Ba,...,
C1,C2,Cs,... y D\,D3,Ds,.... Los elementos de estas sucesiones estdn unidas entre si por
sus veértices (los vértices de la suspension de Cantor son los puntos (%,1) y ($,-1) del
ejemplo 3.7) de tal manera que, si a; y a.. son los vértices de A;, b; y b; son los vértices de
By, ci y ¢ son los vértices de C;, y d; y d son los vértices de D;, entonces a; = d;, di = ¢,
ci = b}, y b; = a}, y, para toda n € N, se tiene que az, = Aznv1, ban1 = ban, C2n1 = C2n, ¥
dry = dapy. Las suspesnsiones de Cantor convergen a J de tal manera que, si a,b,c y d son
cuatro puntos de J, entonces, las sucesiones {a;}, {bi}, {ci} y {di} convergenaa,b,cyd,

respectivamente.



Entonces M es un continuo aposindético del plano. Para ver esto, se tiene que verificar
que, para cada x € M, M es aposindético en x.

Si x € M—J, entonces se tiene que x estd en alguna de las suspensiones de Cantor,
luego, de manera similar al ejemplo 3.7, se verifica que M es aposindético en x. Si x estd en
el arco que va del punto a al punto d, el argumento es similar al del ejemplo 3.7, es decir,
para cualquier y € M~ {x}, se puede encontrar un continuo A de tal manera que x € intH,
y €& Hy, para alguna Ne N, a, € H o d, € H, para toda n > N, segin sea el caso.
Anélogamente para los demas puntos de J. Entonces M es un continuo aposindético.

Sea F = {a;} U {bi} U {ci}U{di} U {a,b,c,d}. F es un conjunto numerable y para todo
punto x € M—F, existen y y z € F tales que M no es aposindético en x respecto a {y,z}.
Para ver esto, sea x € M—F. Si x ¢ J, entonces se tiene que x estd en alguna de las
suspensiones de Cantor. Supongamos que x € A4; para alguna i € N. Entonces M no es
aposindético en x respecto a {a;, b;}. Si x esté en el arco de J que une al punto @ con el punto
d, entonces M no es aposindético en x respecto a {a,d}. Si x esta en el arco de J que une al
punto d con el punto ¢, entonces M no es aposindético en x respecto a {d,c}. Andlogamente
si x esta en el arco de J que une a ¢ con b y el arco que une a b con a.

Las sucesiones de suspensiones de Cantor convergen a J pero nunca intersectan a la
curva cerrada simple, es decir, M no es arcoconexo pues no existe un arco que una un punto
de J con un punto de M — J.
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4. Curvas cerradas simples en continuos planos y aposindéticos.

A continuacién se verd que, con las hipétesis del teorema 4.5, ademis, todo punto en M
tiene que estar en una curva cerrada simple contenida en M. También se demostrara que, si
F consta de dos puntos, entonces M es ciclicamente conexo. Para esto, es necesario el
siguiente resultado.

Teorema 4.7. Si M es un continuo aposindético y x,y y z son puntos distintos de M tales que
M no es aposindético en x respecto a {y,z}, entonces ningiin punto en L}, — {x,y,z} separa
débilmente a x y {y,z} en L}, (es decir, para cualquier p € L}, — {x,y,z}, existe un
subcontinuo en L}, — {p} que intersecta a {x} y a {y,z}).

Prueba. Supongamos que existe un punto g € L}, — {x,y,z} que separa débilmente axy
{0z} en L},. Como M es aposindético, M es aposindético en x respecto a g, es decir, existe
un subcontinuo H de M contenido en M — {q}, tal que x € intH (observe que HN {y,z} # @
pues M no es aposindético en x respecto a {y,z}). Primero se demostrara la siguiente
afirmacion:

1) H N Ly. no contiene subcontinuos que intersecten a {x} y a {y,z}.

Para demostrar esto, supongamos que existe un subcontinuo L de HN L, talquex € L
y LN {y,z} + 0. Entonces por el teorema 2.23, existe un subcontinuo / de L que es
irreducible de x a {y,z}.

Se demostrara que / < L3,. Para esto, tomemos los siguientes conjuntos:

J = {w € I| Iesun subcontinuo irreducible dexaw} y
I-J= {w e | existe un subcontinuo propio Sde /conxyw € S}.

Observe que /—J es precisamente la composante de x en /. Por el teorema 2.21, las
composantes son densas, es decir, sabemos que 7—J = . Como Lj; es un continuo (teorema
4.4, inciso 1)), en particular es un conjunto cerrado. Basta demostrar que /—J < L};, pues
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se tendria que / = T=J < I5; = L}, que es lo que se quiere demostrar.

Sea entonces w € /—-J. Se llegard a que we L},. Como w e /—J, existe un
subcontinuo propio S de / con xy w € S. Note que {y,z} NS = @, pues ] es irreducible de x
a {y,z}. Entonces, por normalidad, existen conjuntos abiertos Uy ¥ en M que contienen a y
y a z respectivamente, talesque UNS =08y VNS = 0.

Sean {U,} y {Va} sucesiones decrecientes de bolas abiertas en M con centros en y y en

z, respectivamente tales que () Un = {y}, [] ¥ = {z}. Entonces existe un nimero natural
=1 =1

N tal que Uyc U y VycV, luego es claro que w € UyUVy y, mas ain,
w € x-componente de L,; — (UyU Vy) (pueswy x € Sy SN (Unx U Vy) = #). Entonces por
el teorema teorema 4.4, inciso 2), w € x-componente de Ly, — (U, U V) para todo niimero
natural 7 > N. De aqui que w € L3, y, por lo tanto, / —J < L}, que era lo que se necesitaba
paraque ]/ < L},.

Abhora, se supuso que g separa débilmente a x y {y,z} en L},. Entonces, como / es un
subcontinuo de L,, se tiene que g € /. Pero/ = L < HN L,., de aqui que ¢ € H lo cual es
una contradiccion.

Entonces H N L,, no contiene subcontinuos que intersecten a {x} y a {y,z}, por lo que
queda demostrado 1).

Entonces, HN Ly,: = AU B, donde 4 y B son conjuntos cerrados, ajenos, distintos del
vacio, conx € Ay HN {y,z} < B. [6, teorema 5.2, pag. 72].

Sean Uy V dos conjuntos abiertos en H con cerraduras disjuntas, distintos del vacio,
tales que 4 < Uy B < V. Observemos que H— (U U V) es cerrado en H y, como H es
cerrado en M, H— (UU V) también es cerrado en M. Se sigue del teorema 1.37, que
H - (UU V) es compacto.

Se afirma lo siguiente:

2) Existe una cubierta finita de continuos de M — {y,z} que cubre a H— (UU V).

Para esto, tomemos p € H— (UU V). Entonces p & L., es decir, M es aposindético en
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p respecto a {y,z}. Por lo tanto, existen un conjunto abierto ¥, de M, que contiene a p y un

continuo Hj, tales que V, « Hp y {y,z} N H, = #. Luego U V, es una cubierta
peH-(LUY)

abierta de H-(UUV) el cual es compacto. Por lo tanto, existtn neN y
Pis--->pn € H=(UU V) tales que los conjuntos V),,...,V,, cubren a H— (U'U ¥). De aqui
que se tenga una coleccion finita de continuos {Hp,,...,Hp,} en M—{y,z} que cubren a
H - (UU V), por lo que queda demostrado 2).

Para obtener una contradiccién, demostraremos lo siguiente:
3) M es aposindético en x respecto a {y,z}.

Se encontraré un continuo X de Mtal que x € intX'y XN {y,z} = . Denotemos por U"
y por Fry(U) a la cerradura y a la frontera de U con respecto al continuo H,
respectivamente. Por el teorema 2.9, si K es una componente de U entonces

KN Fry(U) + 0, ya que U" = U. Se afirma que UU (| J H,,) tiene un nimero finito de
=1

componentes. Esto pues, Fry(U) € H—(UU V), ya que, como U < H = H, se tiene que
Fru(U) c H, luego, como UNV =0, resulta que Fry(U)NV=0. Ademis,
Fri{U)N U = 0.

Luego, no importa cuantas componentes tenga U, todas intersectan a Fry(U), es decir,

todas intersectan a | | Hp, (pues H—(UU V) < | JH,) y, como | ) Hp, tiene un nimero
i1 =1 =1

finito de componentes, se tiene que U U (UH,,) tiene un namero finito de componentes y
=1
ninguna componente intersecta a {y,z}, pues HN {y,z} €« By BN U = 8. Ademés, para
toda i, se tiene que {y,z} N H,, = .
Como x € U, que es un conjunto abierto de H, tenemos que U = U' N H para algin

conjunto abierto U’ de M. Entonces U’ N intH es un conjunto abierto de M que contiene a x,

tal que U' N intH < U, es decir, x € intU < U < TU (| J Hy)-
=1



Sea X la x-componente de U U (UH,,).Xesuﬁsubcmllinuo de M (X es conexo por ser
=

componente y cerrado pues UU (| JHp,) es cerrado) que no intersecta a {y,z} y, por el
P
teorema 1.26, x € intX. De aqui que M es aposindético en x respecto a {y,z}.
Pero esto es una contradiccion que viene de suponer que g separa débilmente ax y {y,z}

en L3;. Por lo tanto, no existe g € L}, — {x,y,z} tal que ¢ separa débilmente a x y {y,z} en
L3, que era lo que se queria demostrar. ll

Los siguientes ejemplos, ilustran las ideas del teorema que se acaba de demostrar:

Ejemplo 4.8. Sea M como en el ejemplo 3.7. Sean y = (%,l), z= (%,—l) y x cualguier
punto en M — {y,z}.

Y

Entonces M es un continuo aposindético tal que M no es aposindético en x respecto a

{,z}. Note que el conjunto L,. es el continuo M y el arco que empieza en el punto y y
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termina en z pasando por x es precsisamente el conjunto L%,. Observe que ningin punto en
L3, — {x,y,z} separa débilmente ax y {y,z} en L.

Ejemplo 4.9. Sea M como en el ejemplo 3.6. Sean 'y = (1,1), z = (0,0) y x un punto en el
segmento de recta que une al punto y con el punto z.

Y

Entonces M es un continuo aposindético tal que M no aposindético en x respecto a
{»,z}. Note que el conjunto L, es igual al conjunto L};, que es el segmento de recta que une
el punto y con el punto z.

Observe que ningiin punto en L}, — {x,y,z} separa débilmente axy {y,z} en L.

Teorema 4.10. Si M es un continuo aposindético y contiene puntos w,x,y y z tales que M no
es aposindético en x respecto a {y,z}, M no es aposindético en w respecto a {y,z}, y
w & L}, Entonces L}, U L}, es ciclicamente conexo.

Prueba. Como L}, y L3, son continuos localmente conexos (teorema 4.4, inciso 3)), se
tiene que L}, UL}, es un continuo localmente conexo (teorema 2.4), por ello, basta
demostrar que ningtin punto en L}, U L}, es punto de separacién (lema 2.33).

Por el teorema 4.4, inciso 5), ni y ni z separan a L}, y de la misma forma ni y ni z
separan a L};. Luego L}, N L}, = {y,z}, esto pues, si existiera un punto p € L}, N L}, con
¥ # p * z, por el teorema 4.4, inciso 4), tendriamos que L), = L}: y, como p € L},, también

L}z = L}, y, por lo tanto, L}, = L}, lo cual es una contradiccion, pues w € L};. Entonces se
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tiene que ni y y ni z separan a L), U L%,

Supongamos que existe un punto ¢ € L}, UL}, — {y,z} que separa a L}, ULj,. Se
puede suponer que g € L}, (por lo tanto g # L}, pues L), N L}, = {y,z}). Entonces L}, esta
en una componente de L), U L}, — {g}.

Sean C tal componente y € C,, donde C, es una componente de L); U L}; — {g} que
no intersecta a C (existe tal componente pues como g separa a L}, UL},, se tiene que
L}; UL}, —{g} tiene al menos dos componentes). Si existe un continuo H de L}, que
contenga a r y a algiin punto de {y,z}, entonces q € H, esto pues {y,z} c L; < Cy
reC.

Entonces g separa L}, entre r y {y,z}. Como r € L}, por el teorema 4.4, inciso 4), se
tiene que L}, = L. De aqui que ¢ separe a L], entre ry {y,z}, lo cual es una contradiccién
pues, por el teorema 4.7, se tiene que ninglin punto separa débilmente ary {y,z} en L},. La
contradiccién viene de suponer que existe g € L}; U L}; — {y,z} tal que separaa L}; U L; .

Por lo tanto, se tiene que L}, U L}, no contiene puntos de separacién, lo que nos dice

ue L¥ U L7, es ciclicamente conexo. B
¥z ¥z

Teorema 4.11. Si M es un continuo aposindético y contiene puntos y y z € M tales que para
todo x € M—{y,z}, M no es aposindético en x respecto a {y,z}. Entonces M es
ciclicamente conexo.

Prueba. Sean @ y b € M puntos distintos y supongamos por ¢l momento que
a € M—{y,z}. Se quiere demostrar que existe una curva cerrada simple de M que los une.
Se tienen varios casos:

Caso 1. Si {a,b} N {y,z} = By b € L3, se asegura que existe un punto w € M- {y,z}
tal que w € L. Para esto, supongamos lo contrario, es decir, supongamos que Ly, = M.
Como Lj, es un continuo localmente conexo (teorema 4.4, inciso 3), M seria localmente
conexo y, por lo tanto, por el teorema 3.5, para todo x € M — {y,z}, M seria aposindético en
x respecto a {y,z}, lo cual es una contradiccién. Entonces existe tal w.

Como M no es aposindético en w respecto a {y,z}, se puede tomar el conjunto L};. Por

el teorema 4.10, se tiene que L§, UL}, es ciclicamente conexo. Como a y b estin en
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Lg, < L§, U L}, se tiene que existe una curva cerrada simple que une a a con b.

Caso 2. Si {a,b} N {y,z} =By b € L, por el teorema 4.10, L, U L}, es ciclicamente
conexo, lo que nos dice que existe una curva cerrada simple que contiene a {a,b}.

Caso 3. Siage {y,z} y b ¢ {y,z}, entonces podemos tomar un punto w € M— {y,z}
tal que w ¢ L},, por lo que obtenemos que L}, U L}, es ciclicamente conexo. Como a y b
estan en L), < L}, UL}, se tiene que existe una curva cerrada simple que une a a con b.

Anélogamente parael casoenque b € {y,z} ya & {y,z}.

Caso4.8iag € {y,z} y b € {y,z}, como es posible encontrar un puntox € M—{y,z} y
un punto w & L, se tiene que L}, UL}, es ciclicamente conexo. Como a y b estén en

{nz} < L}; UL}, existe una curva cerrada simple que contiene a {a,b}. B

Teorema 4.12. Si M es un continuo aposindético y F © M es un subconjunto finito tal que
para todax € M— F existeny y z € F tales que M no es aposindético en x respecto a {y,z},
entonces todo punto en M estd en una curva cerrada simple contenida en M.

Prueba. Para toda x € M, se definen

Hy = {L3 | Mno es aposindético en x respecto a {y,z}, y {»,z} © F—{x} }
y

sty = | ) L
LLeH;

Primero, observe lo siguiente:

Como cada L}, € H, es un continuo localmente conexo (teorema 4.4, inciso 3) y Hx
contiene s6lo un nimero finito de elementos (pues F es finito), se tiene que stH; es un
continuo localmente conexo (teorema 2.4).

Sea p € M. Se demostrard que p estd en una curva cerrada simple. Para esto, se
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demostrara la siguiente afirmaci6n:

1) Existe una sucesion {x,} de puntos en M tal que xy =p y, para toda n €N,

Xp € M- (FU (UstH,,))yd(xm,p) <1
=1

Para demostrar esto, tomemos B, (p) la bola abierta con centro en p y radio 1. Por ser M
un espacio métrico y ser F finito, se puede suponer que B,(p) N (F—{p}) = @, atin en el
casodequep € F.

Afirmamos que, si 4 es un subconjunto de M localmente conexo, entonces para toda
n € N, By (p) no puede estar contenida en A. Para ver esto, supongamos que B (p) < 4.
Seax e B 1 (p) un punto distinto de p. Note que x & F. Es posible encontrar un conjunto
abierto Uen M tal que x € Uy U < B (p) - {p}. Como 4 es localmente conexo, se tiene
que A es localmente conexo en x. Como U < A, se tiene que U es un conjunto abierto en A.
Por lo tanto, para el conjunto abierto U en A4, existe un conjunto ¥, abierto en A y conexo, tal
que p € ¥V < U. Pero entonces, como ¥V < U, se tiene que V es un conjunto abierto en U,
que es abierto en M, por lo que V es abierto y conexo en M.

De aqui que se tenga que, 7 es un continuo tal que x € inf¥ y ¥ no intersecta a F (pues
V < B1(p) - {p} < Bi(p) - {p} y Bi®) N (F - {p}) = ). Lo que nos dice que M es
aposindético en x respecto a F. Pero esto es una contradiccién a la hipétesis del teorema. De
aqui que B 1 (p) no puede estar contenida en 4, paratodan € N.

Entonces, como stH), es localmente conexo, se tiene que B1(p) no puede estar contenida

en stH,.

Entonces, es posible encontrar un punto x; tal que:
a) x2 € Bi(p).
b)x, & F.Pues,Bi(p) N (F—{p}) =8
¢) x2 & stHp. Pues B(p) no esti contenida en stH,.

De igual manera, tomemos ahora B %(p). Como stH, U stH,, es localmente conexo,
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B%(p)mpuedewmroontcrﬁdamstfx’,u.sﬂn.
Entonces, es posible encontrar un punto x3 tal que:

a)x3 € By (p).

b)xs & F.Pues, BL(p) N (F—{p}) = 0

c)x3 & stH, U stH,,. Pues By (p) no esta contenida en stH, U stH,.

Anélogamente, se construye la sucesién {x,} que cumple con las propiedades de 1).
Afirmamos lo siguiente:

2) Sea {x»} una sucesioén de puntos con las propiedades dichas en 1). Entonces existe una
subsucesion {xn,} < {x»}, tal que para yo y zo € F fijos, M no es aposindético en x,, con
respecto a {yo,zo}, para todai € N.

Para demostrar esto, note que para cada n € N, al punto x, se le asocia un {y,z} c Ftal
que M no es aposindético en x, respecto a {y,z}. Como el mimero de combinaciones de
pares de puntos en F es finito (pues F es finito), existe una subsucesién {x,, } de {x,} tal
que para todo punto de la subsucesién, existen yq,zo € F fijos, tales que M no es
aposindético en x,, con respecto a {yg,zo}, paratoda i € N, por lo que queda demostrado 2).

Entonces por el corolario 3.14, se tiene que M no es aposindético en p respecto a
{vo,z0}-
m-1
Sea xm € {x,,} con xn # x; (x) = p). Como xn € M—(FU UsIH,,), en particular
P
Xm € L}sz,. Como M no es aposindético en x,, respecto a {yo,zo}, por el teorema 4.10, se
tiene que Ly, U L3y, es ciclicamente conexo. Se sigue que p estd en una curva cerrada

simple. l

Si se quita la condicién de que el conjunto F sea finito, entonces no necesariamente todo

punto en M tiene que estar en una curva cerrada simple, como se muestra en el siguiente

74



ejemplo.

Ejemplo 4.13. Si M es un continuo aposindético y F < M es un subconjunto con una
cantidad numerable de puntos tal que para toda x € M — F existen y,z € F tal que M no es
aposindético en x respecto a {y,z}, entonces no necesariamente todo punto en M estd en
una curva cerrada simple contenida en M.

Sean L el segmento de recta que une al punto (0,0) con el punto (0,1) y A1,A2,A43,... una
sucesion de suspensiones de Cantor, tales que, si an y a, son los vértices de An, para toda
n €N, entonces, aj=(0,1) y a, € L de tal manera que d(a,,(0,0)) < + para toda

n € N. Ademds, la sucesion {Ay} va convergiendo a L como se muestra a continuacion.

0.1

Entonces, si M = L U {4,}, no es dificil convencerse de que M es un continuo aposindético.
Sea F el conjunto que consta del punto (0,0) y todos los vértices de las suspensiones de
Cantor. F es numerable y, para toda x € M- F, existen y y z € F tales que M no es
aposindético en x respecto a {y,z}.

Para ver esto, seax € M—F. Six ¢ L, entonces x € 4; — {a;,a;}, para alguna i € N. De
aqui que M no es aposindético en x respecto a {aj,a;}. Si x esta en L, entonces M no es
aposindético en x respecto a {(0,0),(0,1)}.

Pero p no esté en una curva cerrada simple.
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CAPITULO 5

Arcos y curvas cerradas simples en continuos
planos y no aposindéticos

En este capitulo se hace algo similar al capitulo anterior, pero ahora para continuos no
aposindéticos del plano. Es decir, se establecen condiciones para que um continuo no

aposindético en el plano sea arcoconexo y contenga curvas cerradas simples.

Si M no es aposindético en un punto x € M, entonces M no es localmente conexo en x.
El objetivo es establecer qué condiciones debe de cumplir un continuo no aposindético del
plano, para ser arcoconexo y contener curvas cerradas simples. Este trabajo se enfocara en
los continuos que no son aposindéticos en ninguno de sus puntos, los cuales comprenden a

algunos continuos no localmente conexos en ningtn punto.

Si M es un continuo semilocalmente conexo en todos sus puntos excepto en un nilmero
finito de ellos y, para todo punto x en M, se tiene que M no es aposindético en x o M no es
semilocalmente conexo en x, entonces M es arcoconexo (teorema 5.4). Este resultado da
como corolario que, si M es totalmente no aposindético y M es semilocalmente conexo en

todos sus puntos excepto en un nimero finito, entonces A es arcoconexo (corolario 5.6).

Si se quita la condicion de que M sea semilocalmente conexo en todos sus puntos
excepto en un namero finito de ellos y en cambio, se supone que para todo punto x en M, el
conjunto K es finito, entonces todo punto en M estd en una curva cerrada simple contenida
en M.
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Se demostrard que si M es semilocalmente conexo en todos sus puntos excepto en un
namero finito de ellos, entonces para todo punto x en M, el conjunto K, es finito. Lo que da
como corolario que si M es totalmente no aposindético y M es semilocalmente conexo en
todos sus puntos excepto en un nimero finito, entonces todo punto de M estd en una

curva cerrada simple contenida en M (corolario 5.12).

Por ultimo: Si M contiene un punto y tal que para toda x e M—<{y}, M es
semilocalmente conexo en x y M no es aposindético en x respecto a y y si py g € M son
puntos distintos tales que ninglin punto separa débilmente a p y g en M, se demuestra que py

q estan en una curva cerrada simple de M.

Si en las hipdtesis de los corolarios, se cambia la palabra finito por numerable, entonces
se veran ejemplos en donde M es totalmente no aposindético y:
a) M es semilocalmente conexo en todos sus puntos excepto en una cantidad numerable,
pero M no es arcoconexo,
b) M es semilocalmente conexo en todos sus puntos excepto en una cantidad numerable,

pero no todo punto en M estd en una curva cerrada simple contenida en M.

1. Definicion y propiedades del conjunto Lj.

Dados un continuo no aposindético M y x y y puntos distintos de M tales que M no es
aposindético en x respecto a y, se definira lo que es el conjunto L}, que es un subconjunto de
Ly, €l cual es una herramienta fundamental para los siguientes resultados. Se vera que L} es
un subcontinuo de M contenido en L, que contiene a {x,y} y, alin mas, resulta que si para
todo z € M, el conjunto K es a lo méas numerable, entonces L} es localmente conexo. Este
resultado Umicamente se citara pues, requiere varios resultados previos que no son del

objetivo de esta tesis. Recordemos que estos resultados comprenden de continuos del plano.
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Definicién S.1. Sean x y y puntos distintos en un continuo M tales que M no es aposindético

en x respecto a y. Sea Uy,U,,Us,... una sucesion decreciente de bolas abiertas en M (es

decir Un,1 © Uy, para toda n € N) con centros en y tal que n U;={yyyx & U,. Para
=

todo mimero natural n, sea Y, la x-componente de L, — U,. Definimos a L}, como el limite

superior de Y1,Y1,Ys,.... Es decir, L} = limsup{Y;}

Teorema 5.2. Sea L} como en la definicién anterior, entonces:

1) L es un subcontinuo de L, y, por lo tanto, de M (pues L, es un subcontinuo de M

{teorema 3.15)), que contiene a {x,y}.

2) Paratodan e N Y, c Yp c L}

3) Si para todo z € M, el conjunto K; es a lo mds numerable, entonces L} es localmente

conexo.

4) Si para todo z € M, el conjunto K es a lo mds numerable y p € L}, entonces L} = L.

5) Si para todo z € M, el conjunto K es a lo més rumerable, entonces y no separa a L;.
Prueba. 1) Por el teorema 3.15, L, es un conjunto cerrado, entonces la x-componente de

Ly — U, es un conjunto cerrado. De aqui que Y, sea un subcontinuo de M paratodan € N.
Entonces por el teorema 2.14, se sigue que L es cerrado. Luego, como x € liminf{Y.},

por el teorema 2.16, se tiene que L] es conexo y, como el subcontinuo Y, intersecta a Fr(U,)

para toda n € N, se obtiene que L} es un subcontinuo de L, (y, por lo tanto, de M), que

contiene a {x,y}.

2) Como Uyt € U,, es claro que L, — U, € Ly, — Un, de aqui que Y, € Ypyy para

toda n € N. Como L} = limsupY,. Se tiene que Y,, — L} paratodan € N.
3) Ver [1, Teorema 8, pag 396].

4) La demostracion es analoga al teorema 4.4, inciso 4). Sea {U,} una sucesion

decreciente de bolas abiertas en M con centros en y tal que n U,=4{y}. Sea ¥} la
n=1
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w-componente de L, — U, para cualquier w € L} (con w distinto de y).

Sea p € L}, (con p distinto de x y y). Tomemos un conjunto abierto ¥ en M que
contenga a p, tal que y ¢ W. Es posible encontrar m € N tal que #' N U, = 9. Entonces
WNU, =@ paratodan > m.

Como L; es un continuo localmente conexo (inciso 3)) y W N L} es un conjunto abierto
de L} que contiene a p, existe un conjunto abierto ' en M tal que #' N L} es un conjunto
abierto en L}, conexo, tal que pe W NL;c WNL;. Sea W' =W NL;. Note
W' N U, =@ paratodan > m.

Por otro lado, como p € L3, se tiene que p € limsup Y5. Entonces, por la definicién del
conjunto limsup Y%, se tiene que W' N Y7 # @ para toda una infinidad de i € N. Es decir,
existe una subsucesion {¥%} de Y% tal que W N Y%, + @ para toda i € N. Como ¥}, < L}
(inciso 2)), se tiene que (W' NL})NY; =W NY; ##. Entonces tenemos que
W'NY; =@ paratodai e N.

Supongamos que paratodan € N, se tiene quep ¢ V7.

Sea n; > m. Como Yz NW" + @, se tiene que Y% U W" es un conexo que contiene
propiamente a Y%, (puesp € W' y p ¢ Y3). Afirmamos que Y5 U W' < L, — Uy,. Pero esto
es inmediato pues, por definicién, ¥, < L, — U,,. Ademés, como W' c Ly c L, y
W'NU,=9 para toda n>m y n;>m, se tiene que W' c L,-U,. Entonces
Yi, UW" c Ly — Uy, lo cual es una contradiccion pues Y%, es la x-componente de L, — Up,.

De aqui que se tenga que existe un namero natural N tal que p € Y%. Luego, se tiene
que Y = Y% (teorema 1.25, inciso 2)). Se sigue que p € Y% para toda n > N (inciso 2)).
Entonces Y3 = Y7 para toda n > Ny, por lo tanto, limsup Y3 = limsup Y7, lo que nos dice

que L} = L}.

5) Note que en la demostracion del teorema 4.4, inciso 5), cuando se demuestra que y no
separa a L};, el punto z no juega ningin papel importante. Por ello, la demostracion es
andloga al teorema 4.4, inciso 5), cambiando L}, por L.

Supongamos que y separa a L}. Sea {V,} una sucesién decreciente de bolas abiertas en
M con centros en y tal que n Va={y}. Como y separa al continuo Lj, entonces
=1
L}, —{y} = AU B, con 4 y B conjuntos abiertos en L}, — {y}, ajenos y distintos del vacio.
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Se afirma que existe un namero natural N tal que ni 4 ni B estan contenidos en Vy, esto,
pues si A < V, para toda n € N, por la construccién de {V,} se tendria que 4 < {y} y
comoy & A, se tendria que 4 = @, lo cual es una contradiccién.

Entonces existe un niimero natural N, tal que 4 no estid contenida en Vy,. Como
Vw1 € V, para toda n € N, se tiene que 4 no esta contenida en V, para toda n > N,.
Analogamente existe un niumero natural N tal que B no esta contenido en ¥, para toda
n > Np. Ahora, si tomamos N = mdx{N,4,Ng}, entonces ni 4 ni B estan contenidos en V,,
paratodan > N.

Luego, si n > N, se tiene que ¥, separa a L;, esto pues, de lo contrario, existirfa un
conexo K c Ly tal que KN4+ B, KNB+0, yKnV, =@. Comoy € V, se tendria que
KN <{y} = B, contradiciendo el hecho de que {y} separaa L} en Ay B.

Entonces, para toda n > N, se tiene que V, separa a L, y se puede separara L —~ V, en
A" y B, conjuntos cerrados ajenos distintos del vacio, de tal manera que 4" < Ay B" c B
para toda n > N (esto es posible para toda n > N, ni 4 ni B estan contenidos en V,,).

Ahora, siw, € A~ Vyywy € B-Vy, setiene que wy, € A—V, yws € B—V, para
toda n> N. Como w; € L}, por el inciso 4), se tiene que Lj = Ly'. Por lo tanto
w2 € wi-componente de Ly' — V,, paratodan > N.

Para cualquier p € L3}, distinto de y, sea Y7 la p-componente de L, — V,,.

Por lo tanto, Y3' < Y)!, < L)} -V, c L} para todo ntimero natural n. Entonces,
como Yr' < L} - V,, se sigue que la wi-componente de L, — V, = wi-componente de
L)' — V, (teorema 1.25, inciso 3)), es decir, Y»' = wi-componente de Ly' ~ (V, U Uy).
Luego, como wy & wi-componente de L)' — V,, para toda n > N, se llega a que wy & Y»'
paratoda n > N, es decir, se llegaaquew, ¢ L}'.

Como L}" =L}, se tendria que w, & L}, lo cual es una contradiccién, pues w;
€ B c L3. La contradiccion se dio al suponer que y separaba a L]. De aqui que y no separa
al; H

2. Arcos en continuos planos y no aposindéticos.

Lema 5.3. Si M es un continuo semilocalmente conexo en todos sus puntos excepto en un
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nimero finito, entonces para toda x € M, el conjunto K es finito.

Prueba. Sea {yi,...,y,} © M el conjunto de puntos en los que M no es semilocalmente
conexo. Sea x € M, aseguramos que K; < {yi1,...,¥»} U {x}. Supongamos que esto no
ocurre, entonces existe z € Ky — ({yi,...,¥n} U {x}). Por definicién, M no es aposindético
en x respecto azy z € {y1,...,V»}. Asi que M es semilocalmente conexo en z y, por el
teorema 3.19, M es aposindético en x respecto a z lo cual es una contradiccion. Hemos

probado entonces que K, c {y1,...,y.} U {x} y, por lo tanto K, es finito. B

A continuacion se dard una condicién para que un continuo no aposindético del plano

8€a arcoconexo.

Teorema 5.4. Sea M un continuo semilocalmente conexo en todos sus puntos excepto en un
ntimero finito y supongamos que para todo x € M, M no es aposindético en x o M no es
semilocalmente conexo en x, entonces M es arcoconexo.

Prueba. Sea {yi,...,y.} € M el conjunto de puntos en los cuales M no es
semilocalmente conexo. Para cada x € M— {y:,...,yn}, se tiene que M es semilocalmente
conexo en x Y M no es aposindético en x respecto a algin z € M— {x}. Se sigue por el
teorema 3.19, que M no es semilocalmente conexo en z.

Luego, z € {y1,...,yn}. Por lo tanto, z = y; para alguna 1 < i < n. Entonces x € L,,,

n
de aqui que se tenga que, para todax € M—{y1,...,yn}, X € ULyi, lo cual, implica que

=1
M=||L,.
-LJ y

Como M es conexo, entonces ULy, €S Conexo.

£1
Primero se demostrara que para cada i, L), es arcoconexo, pero basta con demostrar que

L3, es arcoconexo paratodax € L,,, pues L,, = U L} y,paratodax € L,,, setiene que L3,
xel‘)’i

contiene al punto y;.
Por el lema 5.3, se tiene que para toda z € M, el conjunto X, es finito. Se sigue que L3,

es un continuo localmente conexo (teorema 5.2, inciso 3) y, por lo tanto, arcoconexo.
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Sin> 1y L, no intersecta a ningtin otro L,,, entonces M = L,, U (L,, U...UL,,) es
una separacion de M lo cual es una contradiccion pues M es conexo. Entonces, se puede
suponer que Ly NL,, # #. Similarmente, podemos suponer que (L,, UL,,)NL,, + @.
Entonces Ly, U L), es arcoconexo y L,, UL,, UL,, es arcoconexo. Procediendo de esta

manera, se puede concluir que Ly, U L, U...UL,, = M es arcoconexo. Il

Definicién S5.5. Decimos que un continuo M es totalmente no aposindético si M no es
aposindético en ninguno de sus puntos.

Note que el decir que M sea totalmente no aposindético es equivalente a decir que para
toda p € M, existe un punto g € M — {p} tal que M es no aposindético en p respecto de q.

El teorema 5.4, da como corolario lo siguiente.

Corolario 5.6. Sea M un continuo totalmente no aposindético y semilocalmente conexo en

todos sus puntos excepto en un numero finito, entonces M es arcoconexo.

Si se cambia la palabra finito por numerable, entonces el corolario falla como se aprecia

a continuacion:

Ejemple 5.7. Existe un continuo M totalmente no aposindético tal que M es semilocalmente
conexo en todos sus puntos excepto en un nimero numerable y M no es arcoconexo.

Para ver esto, considere un continuo M en el plano que consista de dos circunferencias L'y
J unidas por un punto p y una sucesion Sy,S2,S3,... de continuos como en el ejemplo 3.10
(al punto (%, 1) del ejemplo 3.10, se le llamard su vértice), tal que Sy N L = {p,q} (donde q
es el vértice de S\) y, si para cada cada i € N, s; es el vértice de S; (con s; + s, si I # j),
entonces SiN Sy = {si} ¥y SiNS; =8, para toda i >2 con j & {i—1,i+1}. También
{sn} converge al punto p alternando sus puntos y {S.} tiende a L y a J, como lo muestra el
dibujo.
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Afirmamos que M es totalmente no aposindético. Para esto, se tiene que verificar que
para todax € M, M no es aposindético en x. Entonces:
1) Si x € L - {p}, M no es aposindético en x respecto p (note que esto incluye al punto g,
puesg € L).
2) Six € S; — {s:}, para cualquier i € N, se tiene que M no es aposindético en x respecto s;
(note que esto incluye al punto p, pues, como s1 = g, p € S1 — {q})-
3) Si x =5, para algin /> 1, como s; € Sis) — {Sin1 }, por 2), se tiene que M no es
aposindético en x respecto §;.
4) Si x € J—~{p}, M no es aposindético en x respecto p. Entonces M es totalmente no
aposindético.

Afirmamos que M es semilocalmente conexo en todos sus puntos excepto en el punto p
y en todos los puntos s;,52,53,... Es claro que para toda i € N, M no es semilocalmente
conexo en s;. M no es semilocalmente conexo en p, pues si U es un conjunto abierto de M
que contiene a p, tal que para alguna Ne N, S,— U # @ para toda n > N y tomamos
cualquier conjunto abierto ¥ de M tal que p € V < U, podemos tomar 2 s; € ¥ tal que
i>= N. Como S; - ¥V # 8, no es dificil convencerse de que M — V tiene un niimero infinito de

componentes, es decir, que M no es semilocalmente conexo en p. No es dificil convencerse
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de que six € M- {p,s1,52,53,... }, Mes semilocalmente conexo en x.

Para toda n > 1, se tiene que S, N (L UJUS)) = @, por ello, se tiene que M no es
arcoconexo.

Note que para todo punto x € M, el conjunto K, consiste sélo de dos puntos. Estos son:
1) Six € S;i — {si}, entonces K, = {x,s;}.
2)Six € LUJ - {p}, entonces K, = {x,p}

Note que estos dos casos abarcan todos los puntos de M, por ello, para todo punto

x € M, el conjunto K, consiste sélo de dos puntos.

3. Curvas cerradas simples en continuos planos y no aposindéticos.

El siguiente resultado dice que si M es un continuo tal que para toda x € M, el conjunto
K; es finito y para toda x € M se tiene que M no es semilocalmente conexo en x 0 M no es
aposindético en x, entonces todo punto en M estd en una curva cerrada simple contenida en

M. Para ello, se necesita probar lo siguiente:

Teorema 5.8. Supongamos que x y y € My M no es aposindético en x respecto a y.
Entonces, si el punto q € L} — {y,x} separa débilmente a x y y en L;, entonces M no es
aposindético en x respecto a q.

Prueba. Sea g € L} — {x,y} tal que g separa débilmente a x y y en L}. Supongamos que
M es aposindético en x respecto a 9. Entonces existe un subcontinuo H de M - {q} tal que
x € intH.

Se afirma lo siguiente:
1) HN L, no contiene subcontinuos que intersectenaxy ay.

Para demostrar esto, supongamos que existe un subcontinuo L de HNL, tal que

x,y € L. Entonces por el teorema 2.23, existe un subcontinuo / de L que contiene ax y a y tal
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que es irreducible de x a y.

Primero se demostrara que / C L}. Para esto, consideremos los siguientes conjuntos:

J={wel| Iesireducibledexaw}

y
I1-J= {w € I | existe un subcontinuo propio S de / con x,w € S}.

Observe que I—J es precisamente la composante de x en I. Entonces por el teorema
2.21, se sabe que las composantes son densas, es decir, que 7—J =1 Como L} es un
continuo, se tiene que, en particular es un conjunto cerrado, por lo tanto, basta demostrar que
I-J < L3, pues se tendria que I = T-J c I} = L} que es lo que se quiere demostrar.

Sea entonces w € I-J, se quiere llegar a que w € L}. Como w € I—J, eXiste un
subcontinuo propio S de / con x y w € S. Note que y ¢ S, pues I es irreducible de x a y.
Como M es un espacio métrico, se tiene que M es normal, por lo tanto, existe un conjunto
abierto U que contiene a y, talque UN S = 0.

Sea {U,} una sucesién decreciente de bolas abiertas con centros en y tal que
n U, = {y}. Entonces existe un nitmero natural N tal que Uy < U, luego es claro que
n=1

w & Uy y, mas ain, w € x-componente de L, — Uy (pues w € Sy SN Uy = 0). Por lo
tanto, w € L} (teorema 5.2, 2)). Entonces —J < L} que era lo que se necesitaba para
demostrar que / C Lj.

Ahora, como ¢ separa débilmente a x y y en L}. Entonces, como / es un subcontinuo de
L}, se tiene que ge I, pero Ic L c HNL,. De aqui que g € H, lo cual es una
contradiccion. Entonces H N L, no contiene subcontinuos que intersecten a x y a y, por lo
que queda demostrado 1).

Por lo tanto, HN L, = AU B, donde 4 y B son conjuntos cerrados, ajenos, distintos del
vacio, conx € Ay y € B, [6, teorema 5.2, pag. 72]. Sean Uy V dos conjuntos abiertos en H
con cerraduras disjuntas, distintos del vacio, tales que 4 < U y B < V. Observe que
H—-(UUYV) es cerrado en H'y, como H es cerrado, H— (UU V) es cerrado en M. Se sigue
del teorema 1.37, que H — (U U V) es compacto.
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Se afirma lo siguiente:
2) Existe una cubierta finita de continuos de M — {y} que cubre a H— (UU V).

Seap € H—(UU V), entonces p & L,. Es decir, M es aposindético en p respecto a y.
Por lo tanto, existe un conjunto abierto ¥, en M, que contiene a p y un continuo H), tal que

Vo c Hpyy & Hp. Luego U V, es una cubierta abierta de H - (UU V) el cual es
peH-OUM)

compacto. Por ]o tanto, existe una subcubierta finita {V},,,...,V},} de H— (UU V). De aqui
se tenga una colecciéon finita de continuos {H,,,...,H,,} en M—{y} que cubren a

H - (UU V), por lo que queda demostrado 2)
Para obtener una contradiccion, se demostrara lo siguiente.
3) M es aposindético en x respecto a y.

Se encontrara un continuo X de M de tal manera que x € intX'y y € X. Denotemos por

1 y por Fry(U) a la cerradura y a la frontera de U con respecto al continuo H,

respectivamente.

Por el teorema 2.9, si K es una componente de U, entonces K N Fry(U) + @, ya que
U" = U. Se afirma que TU (U H,,) tiene un namero finito de componentes. Esto pues,
1
Fry(U) €« H-(UU V), ya que, como U < H = H, se tiene que Fry(U) c H, luego, como
UN7TV = 0, setiene que Fry(U) NV = §, ademas, Fry() N U = 0.
Luego, no importa cuéntas componentes tenga U, todas intersectan a Fry(U), es decir,

todas intersectan a UH,,,. (pues H—-(UU V) c UH,,,) y, como UHP" tiene un nimero
£1 o =1

n
finito de componentes, se tiene que U U (U H,,) tiene un nimero finito de componentes y
=1

ninguna componente tiene a y, pues y € By BN U = . Ademas, para toda i, se tiene que
y & Hp.
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Como x € U, el cual es un conjunto abierto de H, se tiene que U = U' N H, donde U’

es un conjunto abierto de M. Entonces U’ N intH es un conjunto abierto de M que contiene a

n
x tal que U' NintH < U, es decir, x € intU ¢ U < TU (UH,,,.). Sea X la x-componente

=1

de Ty (U H,,). X es un subcontinuo de M (X es conexo por ser componente y cerrado pues

£1
n

Uu (U H,,) es cerrado) que no tiene a y y, por el teorema 1.26, x € intX. Se sigue que M
=1

es aposindético en x respecto a y, lo cual es una contradiccion.
Entonces, M no es aposindético en x respecto a ¢, que era lo que se queria demostrar. W

Los siguientes ejemplos, ilustran las ideas del teorema que se acaba de demostrar:

Ejemplo 5.9. Sea M como en el ejemplo 2.6. Sean y = (—;—,1) y x cualguier punto en
M- {y}.

Entonces M no es aposindético en x respecto a y. Note que L, es el continuo My L} es
todo el segmento de recta que parte del punto y y pasa por el punto x. Observe que si un
punto g separa débilmente a x y y en L}, entonces M no es aposindético en x respecto a g.
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Ejemplo 5.10. Sea M como en el ejemplo 2.8. Sean y = (0,0) y x un punto distinto de y en
el segmento de recta que empieza en y y termina en el punto (0,1).

Entonces M no es aposindético en x respecto a y. Note que L, es igual a L, que es el
segmento de recta que une el punto y con el punto (0, 1). Observe que si g separa débilmente

axyyen L], entonces M no es aposindético en x respecto a g.

Observe que el hecho de que M no sea aposindético en x respecto a g, nos dice que g € K.
Es decir, los puntos que separan débilmente a x y y en L}, estdn contenidos en el conjunto
K.

Teorema 5.11. Sea M un continuo tal que para toda x € M, el conjunto K, es finito y para
toda x € M se tiene que M no es semilocalmente conexo en x 0 M no es aposindético en x.
Entonces todo punto en M estd en una curva cerrada simple contenida en M.

Prueba. Sea p € M. Se demostrara que p est4 en una curva cerrada simple. Como M no

es semilocalmente conexo en p o M no es aposindético en p, se tienen dos casos.

Caso 1. Si M no es semilocalmente conexo en p, por el teorema 3.20, se tiene que existe
un punto x € M — {p} tal que M no es aposindético en x respecto a p. El conjunto L} es un
continuo localmente conexo (teorema 5.2, inciso 3) y, por lo tanto, arcoconexo [6, Teorema
8.23, pag. 130].

Por el teorema 5.8, si g € L} es un punto que separa débilmente a x y p en L}, entonces
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M no es aposindético en x respecto a g, es decir, g € K.

Note que, como L} es un continuo localmente conexo, los puntos de separacién y de
separacién débil coinciden (teorema 2.30). Como K, es finito, podemos escribir
{q €L} | gseparaaxypen L;‘,} = {q1,---,9n}, cuando este conjunto no es vacio.

Si4 c L}, denotamos como A ala cerradura de 4 en L;.

Para cada i€ {l,...,n}, se tiene que ¢; separa a x y p en L;. Entonces
L% —{g:} = A;UB;, donde 4; y B; son conjuntos distintos del vacfo, tales que x € 4,
peBi, 4iNBi=0y A;NB; = B. Por el teorema 2.25, sabemos que 4; = 4;U{q:} y
B; = B; U {g:}, son subcontinuos de L.

Si4{q2,...,92} N By #+ B, podemos suponer que g2 € By. Entonces ¢, separaaxyp en
L%, y los separa en los conjuntos 4, y B, descritos anteriormente. Como 4, es conexo en
L: —{g2} y x € 41, se tiene que 4; C A, es decir, que g1 € 42. Si{g3,...,gn} N B2 = @
se realiza el mismo procedimiento, es decir, podemos suponer que g3 € B2. Como A4 es
conexo en L3 — {g3} y x € 43, se tiene que 42 < 43, es decir, que {g1,92} € 43. Como
existe un niimero finito de puntos que separan a x y p en L}, existe m € N (con m < n), tal
que {g1,...,9} N B, = B. Luego, ningin punto en B, separa a x y p en L}, y més aun,
ningin punto en B, separa a ¢, y p en B,,. Para ver esto, tomemos un punto y € B, y
supbngase que y separa a g, y p en B,,. Entonces, B,, — {y} = UU ¥, donde Uy V son
conjuntos distintos del vacio, tales que g, € U, pe ¥V, UNV =8y UNV =6. No es
dificil convencerse de que 4, U Uy V, forman una separacion en L%, lo que nos dice que y
separaa x y p en L%, lo cual es una contradiccién. De aqui que ningiin punto en B, separa a
gmypenB,.

Por el teorema 2.26, se tiene que B, es un continuo localmente conexo. Entonces B,, es
un continuo locaimente conexo tal que ningiin punto separa a ¢, y p en B,,. Se sigue que gm

y p esté en una curva cerrada simple (lema 2.34).

Caso 2. Si M no es aposindético en p, M no es aposindético en p respecto a algin punto
x € M- {p}. Luego, L% es un continuo localmente conexo (teorema 5.2, inciso 3) y, por lo
tanto, arcoconexo [6, Teorema 8.23, pag 130]. Como K, es un conjunto finito, podemos
escribir {q € L% | gseparaaxypenLi} = {qi,...,q»}, cuando este comjunto no es

vacfo. Analogamente como en el caso 1, se encuentra una curva cerrada simple que contiene
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al punto p.

Cabe recordar que si M es semilocalmente conexo en todos sus puntos excepto en un
ntmero finito, entonces para toda x € M, el conjunto K es finito. Por lo tanto, el teorema

5.11, nos da el siguiente resultado como corolario.

Corolario 5.12. Si M es un continuo totalmente no aposindético tal que M es
semilocalmente conexo en todos sus puntos excepto en un nimero finito, entonces todo

punto en M estd en una curva cerrada simple contenida en M.

Ejemplo 5.13. Existe un continuo M totalmente no aposindético tal que M es
semilocalmente conexo en todos sus puntos excepto en un rimero numerable y no todo
punto en M esta en una curva cerrada siMpIe contenida en M.

Para ver esto, considere un continuo M en el plano que consista de cuatro sucesiones de
continuos Ry,R2,R5...., §1,82,8:,..., T1,T2,T,..., ¥y Y1,Y2,Ys,..., como en el ejemplo
3.10 (al punto (%, 1) del ejemplo 3.10 le llamaremos su vértice), y un punto p tales que:

1) §1,82,83,... y T1,T>,T3,...convergen al punto p.

2) Para todo nimero natural i, R; y Y; tienen el mismo vértice y sus vértices convergen a un

punto q € Ty como se muestra a continuacion.

3) La sucesion R\,Ra,R5.... va rodeando a U(S,- U T;) y convergiendo a un subconjunto de
=1

[

U(S,- U T;) como se muestra a continuacion.
1



Para cada i € N, sean r; el vértice de R;, s; el vértice de S, t; el vértice de T; y y; el
vértice de ¥; (entonces r; = y;).

Afirmamos que M es totalmente no aposindético. Para esto, se tiene que verificar que
para toda x € M, M no es aposindético en x.
1) Six € R; — {r;} para alguna i € N, es claro que M no es aposindético en x respecto a r;.
Analogamente, sixestienS; — {s;} oenT;— {t;} oen ¥, — {y;}.
2) Si para alguna i € N, x = s;, entonces x € S;,; — {sw1}, que por 1), se tiene que M no es
aposindético en x respecto a s;.1. Andlogamente, six = t; 0x = y;.
3) Six = p, entonces M no es aposindético en x respecto a g.

Entonces M es totalmente no aposindético.

No es dificil convencerse de que los vinicos puntos en donde M no es semilocalmente
conexo, es en los vértices. Es decir, M es semilocalmente conexo en todos sus puntos
excepto en una cantidad numerable. Pero el punto p no estd en ninguna curva cerrada simple

contenida en M.

En resumen, lo que se tiene es que si tenemos un continuo M totalmente no aposindético
tal que M es semilocalmente conexo en todos sus puntos excepto en un nimero finito,

entonces M es arcoconexo y todo punto en M estd en una curva cerrada simple contenida en
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M. Finalizamos con el siguiente resultado.

Teorema 5.14. Sean M un continuo y y € M tales que para toda x € M— {y}, M es
semilocalmente conexo en x y M no es aposindético en x respecto a y. Entonces sipyq € M
son puntos distintos tales que ningin punto separa débilmente a p y q en M, entonces existe
una curva cerrada simple en M que contienea pyaq

Prueba. Sean p y q puntos distintos en M tales que ningtin punto separa débilmente a p
y g en M. Supdngase por el momento que p # y. Como
Ly = {x € M | Mno es aposindético en x respecto ay} U {y},
por hipétesis se tiene que L, = M.

Se vera que g € L}. Como, por hipétesis, ningtin punto separa débilmente apy g en M,
en particular y no los separa débilmente. Entonces tenemos que existe un continuo H de M

talqueqype Hyy ¢ H. Sea {V,} una sucesién decreciente de bolas abiertas en M con
centros en y tal que n V. = {y}. Entonces existe una N € N tal que para toda n > N se
n=1

tiene que HN ¥, = @ (si no existiera tal N, se tendria que y € H y, como H es cerrado, y
estaria en H, lo cual seria una contradiccién). De aqui que, como L, = My HN ¥, = # para
toda n > N, se tiene que q € p-componente de Y,, para toda n> N (donde Y, = L, - V,,),
es decir, se tiene que g € L5.

Se demostrara que ninglin punto en L} es punto de separacion, para asi, asegurar que L}
es ciclicamente conexo (lema 2.33). Pero para esto, hace falta demostrar que L} es
localmente conexo. Entonces basta ver que para toda z € M, K, es un conjunto a lo méis
numerable (teorema 5.2, inciso 3).

Recordemos que, para cualquier z € M, se tiene que

K. = {w € M | Mno es aposindético en z respecto aw } U {z}.

Sea entonces z € M. Si z = y, se tendria que K, = {y}, pues, si existiera algiin punto
w € K, distinto de y, se tendria que M no es aposindético en y respecto a w y, por el teorema
3.19, se tendria que M no es semilocalmente conexo en w, lo cual contradice la hipétesis del
teorema.

Siz £y, se tendria que K; = {z,y}, esto pues, de la misma manera, si existiera otro

punto w € K distinto de z y de y, se llegaria a que M no es semilocalmente conexo en w, lo
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cual seria imposible. Por lo tanto, para toda z € M, K, es a lo mas numerable.

Supongamos que existe un punto z € L5 — {y}, tal que z separa a L}, emtonces
LY —{z} = AUB donde 4 y B son conjuntos cerrados en L§ — {z}, ajenos y distintos del
vacio, no necesariamente conexos, (se quiere demostrar que no existen puntos de separacién
en L}). Sin pérdida de generalidad, se puede suponer que y € 4. Como B # @, existe algin
punto b € B. Entonces, como z separa al continuo L}, se tiene que z separa débilmente ay y
b en L}. También, como b € L}, se tiene que L§ = L} (teorema 5.2, inciso 4)). Luego, por
el teorema 5.8, se tiene que M no es aposindético en b respecto a z y, por el teorema 3.19, se
llega a que M no es semilocalmente conexo en z, contradiciendo asf la hipotesis del teorema.
Entonces, para toda z € L§ — {y}, z no es punto de separacién en L. Como por el teorema
5.2, inciso 5), se tiene que y no separa a L, se lega a que ningiin punto en L} es punto de
separacion y, entonces, L es ciclicamente conexo (lema 2.33). De aqui que p y g estan en
una curva cerrada simple.

Si p =y, entonces se tiene que {g,p} < Lj. Analogamente se obtiene que Lj es
ciclicamente conexo. De aqui que p y ¢ estan en una curva cerrada simple que era lo que se

queria demostrar. ll
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