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El principio de la sabiduria es el temor a Jehova;
Los insensatos desprecian la sabiduria y la ensenanza.

Proverbios 1.7

En Dios siempre hay esperanza.
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Introduccion

El polinomio de Tutte es un ejemplo particular de una tendencia en las matematicas
de intentar llevar los problemas de un 4rea de estudio a otra, como es el caso de la Teoria
de Galois (asociar un grupo a una extension de campo), Topologia Algebraica (asociar un
grupo a un espacio topologico, como los grupos de homotopia, homologia y cohomologia)
con la idea de que en esta transformacidn, la nueva teoria cumpla al menos tres propiedades
fundamentales:

= Que sea invariante de la teoria original.
= Conserve suficiente informacion del objeto que se estudia
= Proporcione nuevas forma para estudiar el objeto al que esta asociado.

La primera usualmente no es dificil de lograr, la segunda significa muchas veces un
intercambio entre que tanta informacién se conserva y que tan facil es calcular el invariante;
si se conserva mucha informacion, podria ser muy dificil (si no es que hasta imposible)
hacer célculos practicos, si es muy sencillo calcularlo, probablemente no contendrd mucha
informacion del objeto original. Para saber si se tiene la tercer propiedad, se necesita trabajar
y desarrollar la nueva teoria, es entonces cuando se averigua si se ha encontrado algo util e
interesante, o debe ser desechado y empezar de nuevo. Sin embargo muchos de estos intentos
han sido existosos, como es el caso de los ejemplos mencionados. Con el polinomio de Tutte
se consiguen estas tres propiedades.

El polinomio de Tutte de una grafica contiene mucha informacién invariante de ella, esto
se vera durante el Capitulo 1. Esto implica, segin las observaciones anteriores, que calcular
el Polinomio de Tutte es dificil en general. Sin embargo el tercer punto mencionado antes
hace importante calcularlo y saber mas de este invariante algebraico de las gréficas, por lo
que mucho esfuerzo se ha puesto en estudiarlo, muestra de ello es el taller sobre el polinomio
de Tutte que se lleva a cabo bianualmente en Barcelona Espana.

En esta obra se presenta este invariante de graficas, varias de sus propiedades, la comple-
jidad de calcularlo y un algoritmo razonablemente bueno que se conoce para su calculo en e!
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caso general. Aun mas, este trabajo presenta implementado dicho algoritmo junto con el ana-
lisis de su eficiencia y el uso del programa para estudiar, principalmente, una conjetura sobre
invariantes en las graficas. Aqui se obtuvieron resultados tanto teéricos como experimentales.

Aunque se ha intentado dar definiciones formales de los conceptos utilizados, muchas
han sido omitidas, para no extender demasiado la obra, €l lector interesado en profundizar
alguno de estos temas puede consultar la bibliografia. En muchas de las demostraciones, se
ha preferido la intuicion sobre el formalismo, lo cual es usual en la teoria de graficas.

En el Capitulo 1 se dan los conceptos necesarios de graficas para poder introducir al po-
linomio de Tutte, sus mas importantes propiedades y al final se da una pequefia discusién
acerca de su complejidad computacional. Ei Capitulo 2 presenta el concepto no muy comun
de 2-isomorfismo, el cual es una parte fundamental del algoritmo que apareci6 por primera
vez en [SIT95]. Se hace un analisis del mismo, demostrando su correctez y las cotas de me-
moria que tiene. Finalmente, se describen las partes mas interesantes de la implementacion
del algontmo en un programa en el lenguaje Java. En el capitulo 3 se pone a trabajar a este
programa, en conjunto con otras herramientas como lo son resultados teéricos, programa-
cion en shell y Maple, para intentar atacar varias conjeturas en las cuales estan involucradas
distintas evaluaciones del polinomio de Tutte, abriendo asi un nuevo camino para estudiarlo.

He decidido proporcionar una demostracion no rigurosa, sino una demostracion tal que
aquellos que la examinen no tendrdn ninguna duda de que hay una demostracion rigurosa.
Christian Huygens (1629-1695).



Capitulo 1

El Polinomio de Tutte

Se da inicio a esta obra presentando algunas definiciones y resultados de la teoria de
graficas, necesarios para definir el polinomio de Tutte, se dan sus propiedades, se calcula
el mismo para algunas graficas y finalmente se discute la complejidad computacional de
calcularlo. Muchas de las definiciones y resultados de este capitulo pueden encontrarse en
[BROO] y [Bb92].

1.1. Definiciones preliminares

Definicién 1.1.1. Una grdfica es un par ordenado G = (V, E) donde V' # & es el conjunto
de vérticesy E C {{x,y} | z,y € V} se le llama el conjunto de aristas.

Si una arista une un vértice consigo mismo se llama un lazo. Si G tiene mas de una arista
que unen dos vértices 6 tiene al menos un lazo, se dice que G es una multigrafica. Si para
todos u,v € V existe a lo mas una arista entre ellos se dice que G es simple. Dos vértices
son adyacentes si existe al menos una arista entre ellos. S1 v € V, el grado de v, denotado
por d(v) se define como el nimero de vértices adyacentes a v.

Definicion 1.1.2. Sea G = (V, E) una gréfica, H es una subgrdfica de G si H = (V' E")
es una grdfica y ademdas V! C V y E' C E. Cuando V' =V, se dice que H es subgrdfica
generadora.

Observacion. En la prdctica, muchas veces se considera a una grdfica como un conjunto de
aristas, como es el caso de una subgrdfica generadora.

Notacién. Si G = (V,E) y V' C V, G[V'| denota a la subgrdfica de G en el conjunto
V' Como se menciona en la observacién anterior, un subconjunto de aristas denotara una
subgrdfica generadora de G, por lo cual se hard uso frecuente de la notacion de conjuntos
entre graficas. Finalmente, cuando haya lugar a ambigiiedad, se denotaran por E(G) y V(G)
a E yV respectivamente, para la grdfica G.
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€z
v, € v, v, vy e, vy
0
€3 €y €; €3
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25 26
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Figura 1.1: Ejemplos de gréficas.
Ejemplos. Sea E = ({*#},9), entonces FE es una grafica. Sea G =

({v1, va2, 3, v4, 05,06, 07}, {€1, €2, €3, €4, €5, €6, €7}) (Figura 1.1 (a)), G es una multi-
gréfica, d(vi) = 3,d(v7) = 3 (nbtese en este caso que, la arista e7, siendo un lazo, afiade 2 al
grado de v7). H = ({vy,v3, vs, 15,07}, {€2, €3, €6}) €5 una subgréfica de G (Figura 1.1 (b))
e ] = ({v1,v2,v3,04,U5,06,07}, {€1,€2, €3, €5}) €5 una subgrafica generadora (Figura 1.1
(c)). H e I son graficas simples.

Definicién 1.1.3. Sean G = (V, E),H = (V', E'), una funcién f : V — V' es un iso-
morfismo si f es biyectiva y ademds cumple que, para todos vi,v2 € V, {v;,12} € E &
{f(v1), flva)} € E’ (es decir, f preserva adyacencias). Cuando existe tal funcion, se dice
que G es isomorfaa H, esto se denota por G = H.

I
I

G, G) GJ

Figura 1.2: Graficas isomorfas.

Ejemplos. Sea G = (V, E) cualquier grafica, entonces G = G, pues 1y : V — V es clara-
mente isomorfismo. En la Figura 1.2 se tiene que G| = G3 y G2 = G3, claramente se pueden
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exhibir funciones biyectivas entre los conjuntos de vértices que preservan adyacencias. No-
tese también que G| = (3. Esto es cierto en general.

Proposicion 1.1.1. La relacion ™ = es de equivalencia.

Asi,” = 7 particiona al conjunto de las grificas en clases de equivalencia, donde en cada
clase todas las graficas son intuitivamente la misma, tan solo con distintos nombres en los
vértices y las aristas. Se le hace notar al lector que, de ahora en adelante, cuando se haga
referencia a una grafica G, en realidad se esta haciendo referencia alaclase de Gen” = 7.

Definicion 1.1.4. Sea G = (V,E), un camino en G es una sucesion alternada W
Vg€ U1€2V2 . . . €x U, de Vértices y aristas que inician y terminan en vértices tales que v;_y
Yy v; son los extremos de e;; vy es el origen y v, es el destino de W, también se le denota
como un vy — v, camino. Si todos los vértices en W son distintos se le llama una trayectoria.
Un ciclo es una trayectoria en donde vy = v,,.

Ejemplo. En la grafica de la Figura 1.3, vsezu e v9e4v4€50,€7U5€9U5 €S UN CAMINO;
UsesV| €1V2€2V3 €S Una trayectoria y v)e,v,e404€6Us€7v €S un ciclo.

€
V3
v, ) €;
v
e 2
s

Vs ey €4

&y

Vs e L]
Figura 1.3: Trayectorias y ciclos.

Definicién 1.1.5. Sea G = (V, E) y u,v € V, se dice que u y v estdn conectados si existe
una u — v trayectoria.

Esta relacion es de equivalencia sobre el conjunto de vértices de la grafica. Si
W, Va, ..., V, son las clases de equivalencia, las subgraficas G|V,], G[V4, ..., G[V.] se lla-
man las componentes conexas de G (Véase como ejemplo la Figura 1.4).

Definicion 1.1.6. Sea G = (V, E) y sea w(G) el numero de componentes de G, se dice que
G es conexa si w(G) = 1, equivalentemente, G es conexa si para todos v,u € V, existe una
trayectoria entre ellos.

Definicion 1.1.7. Sea G = (V, E), se dice que v € V es un vértice de corte si el niimero de
componentes de la subgrdfica G|V — {uv}] es mayor que el de G. Similarmente ¢ € E es un
puente si al borrarla se incrementa el numero de componentes. Una grafica G con |V| > 3
es 2-conexa si es conexa y no contiene vertices de corte.

Ejemplo. La grafica de la Figura 1.2 es 2-conexa.
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GVl GlV GV
Figura 1.4: Grafica G con tres componentes conexas

Grificas especiales.

Existen algunas familias de graficas que se caracterizan por ciertas propiedades muy
particulares, a continuacion se describen las que son mencionadas a lo largo de esta obra.

v Lagrifica B, = ({vy,v2,...,0,}, @) se le llama la grafica vacia de n vértices.

= La gréfica simple con n vértices y (™;!) aristas se llama la grafica completa K,. Aqui
se tiene que todos par de vértices esta unido por una arista.

= Una trayectoria de n vértices se denota por £, el ciclo se le llama C,.

s La reticula rectangular de n x m vértices y 2nm — (n + m) aristas se denota por
Lnm = (U,R) donde U = {(1,j) |0<i<n,0<j<m}y{(i,)), ()} e R &
|t — 7| + |7 — 7] = 1. En particular, sin = m se le llama la reticula cuadrada L,, .

= Una grifica G = (V, F) es m-partita si existe una particién Vi, V5, ..., V,, de V tal
que ninguna de las aristas de G une dos vértices en la misma clase. Sin; = |Vi|,n; =
[Val, ...,y = |Vin|, entonces la grafica m-partita completa (es decir, tiene todas las
aristas posibles uniendo vértices en diferentes clases) se denota por Ky, ;.. .nn- EN
particular si m = 2 se dice que G es bipartitay K, , es la grafica bipartita completa.

Definicion 1.1.8. Sea G = (V, E), se dice que G es un drbol si es conexa y no contiene
ciclos. G es un bosque si no tiene ciclos.

Ejemplos. Considérense las graficas F', T de la Figura 1.5, F es un bosque pues no contiene
ciclos. T es un arbol pues no tiene ciclos y es conexa. Notese que cada componente conexa
de F es un érbol, por lo tanto, un bosque se puede definir como una grafica en la cual cada
componente conexa es un arbol.
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el

Figura 1.5: Arboles y bosques.

Proposicion 1.1.2. Toda grifica conexa contiene un arbol generador. Mas aun, toda grdfica
contiene un bosque generador de tamario maximo.

Demostracién. Sea G conexa. Témese T una subgréfica generadora y conexa de G minima
(vista como conjunto de aristas). Por la eleccion de T', T — e no es conexa para toda arista e
de T [Bb92]. Por lo tanto T es un arbol.

Si G es conexa entonces por lo anterior contiene un arbol generador que en particular s un
bosque generador. Si G no es conexa tomese un arbol generador en cada componente conexa
de G. Esto define un bosque generador y ademas es maximo con esta propiedad. Esto prueba
la proposicién. O

Proposicion 1.1.3. Si T es un drbol en n vértices, entonces tiene n. — 1 aristas. Si F es un
bosque en n vértices, entonces tiene n — w(F) aristas.

Demostracion. Por induccion en n. Sea T un arbol y sea n = |V|. Sin = 1, entonces T tiene
0=1-1=n—1 aristas. Supéngase que un arbol con n > 1 vértices tiene n — 1 aristas. Si
T tiene n + 1 vértices, tiene al menos un vértice que es hoja. si se quita este vértice se borra
exactamente una arista de T', la grafica resultante es un arbol y tiene n vértices, por hipotesis
de induccion tiene n — 1 aristas. Vuélvase a colocar el vértice hoja con la correspondiente
arista y entonces T tiene n + 1 vérticesyn — 1+ 1 = (n+ 1) — 1 aristas.

Sea F un bosque con n vértices. Sean F. Fy, . ... Fy las componentes conexas de F' y n; el
numero de vértices de F;. Como cada F; es un arbol entonces tiene n; — 1 aristas. Sumando
se obtiene el resultado. 0

Definicion 1.1.9. Sea G = (V, E), un corte C* por aristas de G es un subconjunto de E tal
que el niimero de componentes conexas de la subgrdfica en £ — C* es mayor que el de G. Un
corte minimo es un subconjunto de aristas minimo con la propiedad de ser corte por aristas.
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Ahora se probara que, dado un arbol generador de una grafica, existe un ciclo que es indu-
cido por este y una arista que no pertenece a el, asi como la proposicion dual que corresponde
a la existencia de un corte minimo. Para hacer esto se necesitan los siguientes resultados que

“en realidad también son duales, no se da aqui su demostracion, para esto el lector interesado
puede consultar [Ox92].

Proposicion 1.1.4. Sea G = (V| E), si Cy, C, son ciclos distintos de G y e es una arista tal
que e € E(Cy) N E(Cy), entonces existe un ciclo C3 C C U C, que no contiene a e.

Proposicion 1.1.5 (Dual de la Proposiciéon 1.1.4). Sea G = (V, E), si C;,C5 son cortes
minimos distintos de G con una arista e € Ct N C}, entonces existe un corte minimo C5 C
Ct U C;5 que no contiene a e.

Proposicién 1.1.6. Sea G = (V, E) conexa, T un arbol generador de G y e ¢ E(T). Enton-
ces T'U e contiene un unico ciclo C de G.

Demostracion. Sea T un arbol generador de G. Entonces T U e contiene un ciclo C. Supon-
gase que existe C’ otro ciclo en T Ue. Por ser T arbol, no tiene ciclos, asi que necesariamente
e € C'y ademas e € C. Por la Proposicion 1.1.4, existe C” C C U C’ que no contiene a e,
con lo que C” esta contenido en T, lo cual es una contradiccion, por lo tanto, C es Gnico. [

Definicion 1.1.10. Dado T un arbol generadorde G y e ¢ E(T), se denota por C, r al tinico
cicloenT' Ue y se le llama el ciclo fundamental inducido pore en T.

Proposicion 1.1.7 (Dual de la Proposicion 1.1.6). Sea G = (V, E) conexa, T un drbol gene-
rador de G 'y e € E(T'). Entonces el conjunto E(G) — E(T) U {e} contiene un unico corte
minimo C* de G.

Demostracion. Sea T un arbol generador de G. El conjunto E(G) — E(T') no es un corte de
G, pues la subgrafica que queda contiene un arbol generador, sin embargo, al quitar también la
arista e, G se desconecta en exactamente dos componentes, por lo tanto, en E(G)—E(T)u{e}
existe un corte minimo C*, ademas, por lo dicho, e € C*. Sup6ngase que D7 es otro corte
minimo, entonces de la misma manera, e € D*, por la Proposicion 1.1.5, existe Dy C DIUC*
gue no contiene a e, pero esto implica que D} C F(G) — E(T), lo cual es una contradiccion,
por lo tanto, C* es Unico. Q

Definicién 1.1.11 (Dual de la Definicion 1.1.10). Dado T un arbol generador de G y e €
E(T), se denota por C} 1 al tinico corte minimo en E(G) — E(T) U {e} y se le llama el corte
Sundamental inducido por e en T.

Ejemplos. Sea G la grafica dada en la Figura 1.6 (a), T el arbol generador dado en (b), las
aristas punteadas son el corte fundamental en E(G) — E(T) U {e;} (Figura 1.6 (c)) y en
T U {e;} el ciclo fundamental (Figura 1.6 (d)) inducidos en T por e; y e; respectivamente.
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(c) ()

Figura 1.6: Corte y ciclo fundamental.

1.2. La funcién de rango

Se introduce el concepto de rango de una grafica, el cual servira después para definir el
polinomio de Tutte.

Definicidon 1.2.1. Sea G = (V, E) v A C E subgrifica generadora. La funcion de rango
r: 28 = 7, esta dada por v(A) = |V| — w(A).

Claramente, si G = H, entonces tienen el mismo rango, asi como sus subgraficas, por lo
que 7 €5 un invariante algebraico.

Ejemplos. Sean G la grafica de la Figura 1.1 (2), e I la subgrafica generadora de G (Figura
1.1 (c)). Entonces r(G) = 7—2 = 5,r(I) = 7—3 = 4. Nétese que [ es un bosque generador
deGy|E()] =4=r().

Sea H = (V, E) cualquier grifica con £ # &, sea e € E. Si e es lazo entonces r({e}) =
V| — w({e}) = |V| — |V| = 0, pues e conecta un vértice consigo mismo. Si e no es lazo,
conecta a dos vértices distintos y r({e}) = [V| — (|[V]| - 1) = 1.

Observacién. Dado H C F, r(H) es igual al nimero de aristas de un bosque generador
contenido en H de tamario maximo (Usando la Proposicién [.1.3).

Notacién. Cuando haya lugar a ambigiiedad. se denotard el rango de H en G por r(H).
Proposicion 1.2.1. Sea G = (V, E), la funcién de rango cumple las siguientes propiedades:
R1 Para cada subgréfica generadora H de G se tiene 0 < r(H) < |E(H)|.

R2 Si Hi, Hy son subgrdficas generadoras de G tales que E(H\) C E{H,). entonces
r(Hy) < v(H,).

R3 Si H\, Hy son subgrdficas generadoras de G, entonces T(Hy N Hy) + r(H, U Hy) <
r(Hy) + r(Ha).
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Demostracion. R1. Claramente el numero de componentes conexas de G no puede exce-
der el de los vértices, asi que 0 < r(H). Como 7(H) es igual al nimero de aristas de un
bosque generador maximo contenido en H, no puede ser mas grande que |E(H)|, por lo
tanto r(H) < |E(H)|.

R2. Sean H,, H, subgraficas generadoras de G tales que E(H,) € FE(H,), por lo tanto
w(H,) < w(Hy) pues H, tiene a lo mas tantas aristas como H,. Entonces r(H;) = V]| —
w{Hy) < |V| = w(H) = r(Hy).

R3. Sean H, H, subgréficas generadoras de G. Sea I, un bosque generador de tamafio maxi-
mo contenido en H N Hy. Por la observacion, |I~| = r{HyN H,). Como HyNH, € HUH),
podemos extender /~ a un bosque generador /, de tamafio maximo en H; U H», entonces
[Io] = r(H, U Hy).

Pero H) N I, es un bosque generador contenido en Hy, por lo que r(H;) > |Hy N 1y,
similarmente para H,, r(Hy) > |Hy N 1)

r(H) +7r(Hy) > |HiNI,|+|HaN 1)
= |[(H\NILH)U(H NI+ |HinI,n HaN 1|
= |[(HHUH))NI1,)|+ |HiNnHaN 1|
= |Io] + |/
= r(H U H)+r(H NH)

1.3. Contraccion y borrado

Se introducen dos operaciones fundamentales para estudiar el polinomio de Tutte: con-
traccion y borrado de aristas. Estas estin intimamente involucradas en el proceso de calcular-
lo.

Definicién 1.3.1 (Borrado). Sea G = (V, E) y e € E, se define la grdfica G\e = (V, E —
{e}).

Definicién 1.3.2 (Contraccién). Sea G = (V,E) y e = {a,b} € E, se define G/e = (V', E')
donde si e no es lazo, entonces V' =V —{a,b}uU {a,b} y E’ se construye a partir de £ — {e}
de la siguiente forma, sea f € E — {e}:

1. Si f=A{c,d}ye,d ¢ {a,b}, entonces se afiade f a £’
2. Sif={a,c}of={bc}yc¢ {a,b}, entonces se afiade {ab,c} a E'.
3. Si f = {a.b} pero f # ¢, entonces se aiiade {ab,ab} a E'.

4. Si [ esunlazoen a 6 en b, entonces se anade {%, E} aF'
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Si e es lazo, entonces G /e = G\e.

El borrado de una arista es simplemente quitarla de la grafica, la contraccidn, aunque su
definicion es un poco complicada, es tan solo identificar los vértices de la arista en uno.

Ejemplos. Obsérvese la grafica G de la Figura 1.7, f es contraida y e borrada, los vértices
u, v se identifican en 7T y e se quita del conjunto de aristas. De la figura es claro que G/ f\e =
G\e/ f usando Ly _ {u,v}ufms) como isomorfismo. La siguiente proposicién muestra que esto
siempre pasa.

¢ . e
/ 1
v
G Gff G/fle
/ |
¢ 1 u
i) /
v v
G Gle Gle/f

Figura 1.7: Contraccién y borrado en una grafica.

Proposicién 1.3.1. Sea G = (V. E) ye. f € E, tal que e # f, entonces:
D G\e\S = C\f\e.

i) Gle/ =G/f/e.

i) Gle\J = C\f/e.

Demostracion. Todas son faciles de verificar usando la identidad como isomorfismo, téngase
en cuenta que los vértices deben ser etiquetados consistentemente. Q
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Este resultado muestra la conmutatividad de! borrado y la contraccion. Si G = (V, F)
yX,2Y CEconXNY =g,donde X = {e,e2,...,e,},Y = {f1, fo,..., fm}. Porla
proposicion anterior se pueden definir G\ X = G\e;\e2\ .. . \en, G/Y =G/ fi/fo] ... /[
yG\X/Y = G\e\e2\ .. \ew/ i/ fo] - [ fm:

Definicion 1.3.3. Sean G = (V, E) y H grdficas. Se dice que H es menor de G si existen

XY CE XNY =@, talque H= G\X/Y. Ademds, si X 6 Y es no vacio, H es un menor
propio de G.

Ejemplos. En la Figura 1.7, G es menor de si misma, G/f,G\e, G/e\f y G\ f/e son me-
nores propios de G.

Observacion. Aunque G sea una grdfica simple, sus menores pueden no serlo.
Notacion. Se denotard a G\e por G'y a G /e por G".

El altimo resultado de esta seccion muestra la relacidn entre el rango de una grafica y el
de sus menores.

Proposicion 1.3.2. Sea G = (V,E)y X C E,AC E — X, entonces:
I) Tc\,\'(/‘l) = TG(A).
II) Tc/x(A) ZTG(AUX) —TG(X)‘

Demostracion. i) Como A C E — X, en G, F es un bosque generador maximo contenido
en A siy sélo si en G\ X, F es un bosque méaximo contenido en A. Por lo tanto rgy x (A) =
[E(F)| = re(A).
ii) Por induccion sobre | X|. Si |X| = 1, sea X = {e}. Supongase que e es lazo, entonces
rg/x (A) = r¢{A U X) pues e no afecta al nimero de componentes conexas de A, ademis
r6(X) = rc({e}) = 0, Por lo tanto rg,x(A) = r¢(AU X) =0 = rg(AU X)) — re(X).
Supongase que e no es lazo. Considérese a A U {e} en G. Extiéndase e a un bosque F’ de
tamaio méaximo contenido en A U {e}. Claramente F'/e es un bosque de tamaiio maximo
contenido en A en G/e. Por lo tanto rg/x (A) = |F| — 1 = rg(A U {e}) — re({e}).
Supoéngase que para | X| < k, rg x(A) = r6(AU X) — rg(X). SeaY C E tal que
|Y'| = k+ 1, sin pérdida de generalidad supongase que Y = X U {e} con | X| = k. Entonces,

roiv(A) = rayxse(A)

ro/x (AU {e}) — r¢/x({e})

= rg(Au{el U X) —ra(X) — (re{{e} U X) = re(X))
= rc(AUY) —ro(Y).
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1.4. Definiciéon del polinomio de Tutte

A través de la historia de la Teoria de Gréficas, se han definido muchos invariantes de
estas, en particular, muchos de estos son distintos polinomios, incluyendo el polinomio
cromatico, el polinomio caracteristico (éste, viene de los espacios vectoriales asociados a
la grafica) y muchos otros. El objetivo principal de esta obra, es estudiar un polinomio que
contiene mas informacion de la grafica que estos invariantes. Este polinomio fue construido
por W.T. Tutte en 1954. Tutte lo llamo el polinomio dicromatico.

Primero se define el polinomio de Tutte y se dan algunas de sus propiedades elementales,
se presenta un polinomio universal que es obtenido a partir de este. Después se demuestra
que las evaluaciones en ciertos puntos del plano del polinomio de Tutte cuentan ciertas
estructuras asociadas con la grafica y, finalmente, se da una propiedad fundamental del
polinomio de Tutte, que es su expansion en términos de los arboles generadores de la grafica.

Hay muchas formas de definir al polinomio de Tutte, se hard usando al polinomio
generador de rango.

Definicion 1.4.1. Sea G = (V, E), entonces
i) Para A C E, se define la nulidad de A, n - 2F — 7 comon(A) = |A] — r(A).

ii) El polinomio generador de rango de G es

$(Giay) =y o BTy,

ACE

Es claro que S(G;z,y) es un polinomio en el anillo Z[z,y| para toda G. El siguiente
teorema muestra sus propiedades basicas, pero antes se necesitan algunos resultados técnicos.
En adelante se denotara al rango en G\e por ', en G/e por r”, andlogamente para la nuhdad.

Lema 1.4.1. Sea G = (V,E), e € Ey AC E — {e}, entonces

D 7(B) - (AU {e}) = "(E — {e}) - r"(A) = r"(E(G")) — 7" (A)

) (Z< ) ( {6 }) l St € es un pue. [e‘
i 1 = puen
IJ( {e}) en otro caso

“(A)+1 sieesunlazo,

303

i) n(AU{e}) = {

"(A) en otro caso.
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Demostracién. i) Por hipétesis, A C £ — {e}, por la Proposiciéon [.3.2, r"(4) = r(A U
{e}) — r({e}). Multiplicando por —1 y sumando r(E) se obtiene:

T(E) —r"(A) =r(E) —r(AU {e}) + r({e}).
Por lo que,

T(E) = (AU {e}) = r(E) - r"(A) — r({e}).
Pero " (E — {e}) = r((E — {e}) U {e}) — r({e}) = r(E) - r({e}). Ademis, ~"(E —
{e}) = r"(E(G")), con lo cual,

r(E) —=r(Aufe}) = r"(E - {e}) - 7"(A) = F"(E(G")) = r"(A).

ii) Si e es puente, entonces 7(E) = r(E — {e}) + 1. En otro caso, 7(£) = r(E — {e}),
pues e debe estar dentro de alguna componente conexa de G, el resultado se sigue de
la Proposicion 1.3.2.

iii) Como A C F'— {e}, usando de nuevo la Proposicion 1.3.2, 7{AU{e}) = r"(A) +r({e})
y de aqui se tiene que,

"(A) si e es un lazo,
"(A)+ 1 en otro caso.

(AU {e}) = {

S

Por lo tanto, si ¢ es lazo, n(A U {e}) = |[AU {e} | —r(AU {e}) = [A] + 1 —7"(A) =
n"(A)+1. Enotro caso, n(AU{e}) = |AU{e} |-r(AU{e}) = |A|+1-(r"(A) + 1) =
n”(A).

.

Ahora se prueban las propiedades del polinomio generador de rango, este resultado es
muy bien conocido. La demostracién que se da fue tomada de [Bb92].

Teorema 1.4.1. Sea G = (V, E) ye € E. Entonces

(z+ 1)S(G/e;x,y) si e es un puente,
S(Giz,y) = ¢ (y+1)S(G\e; z,y) si e es un lazo,
S(G\e;z,y) + S(G/e;x,y) en otro caso.

Mas aun, S(F,;z,y) = 1 paratodan > 1.



1.4 Definicién del polinomio de Tutte 13

Demostracion. Sea G una graficay sea e € E. Considérese a S(G; z,y) como sigue:

donde
S G T y Z I —7r(A4) n(A) — Z Ir(E)~r(A)yn(A)

ACE.e¢ A ACE—{e}

S G T y Z " (E)—r{A) n(A) Z Ir(E)~r(Au{e})yn(,qU{e}).
ACE.,ecA ACE—{e}

Recuérdese que los conjuntos E—{e} , E(G") y E(G") estan identificados de manera natural,
asi que, por lo anterior y el Lema 1.4.1,

So(Giz,y) = Z IT(E)—T(A)yn(A)
ACE—{e}
2 aceen® g7 (B={eh+1-r"(A)y W (4) i ¢ es un puente,
ZAQE(G’) (E-{eh=r(A)yn’(4) en otro caso,

{IS(G\E; x,y) sleesun puente,

S(G\e;z,y) enotro caso,

y
S1(Giz,y) = Z 2T (B)=r(AU(e})y n(avie])
ACE-{e)
_ ) 2 aceen ’”(E(G”))_’”(A)y""(A)+1 si e es un lazo,
2 ACE(G (E@M=r"(A)yn"(4)  en otro caso,

yS(G/e; z,y) sieesun lazo,
S(G/e;xz,y)  enotro caso.

Asi, el resultado se obtiene al sumar las expresiones de Sy y Si, y el hecho que si e es
un lazo 6 un puente, S(G\e; z,y) = S(G/e; z,y), pues las funciones de rango son iguales.
Finalmente,

me y Z " —7{ n A) o Ir(@)—r(@)yn(g) _ ono —1.

AC® L}

Teniendo el polinomio generador de rango, es muy sencillo definir, en funcién de éste, €l
polinomio de Tutte.
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Definicién 1.4.2. Sea G = (V, E), el polinomio de Tutte de G esta definido por
T(Gizy) = S(Giz—1Ly—1)= ) (2~ 1)/ E7D (@ —1".

ACE

Ejemplos. Usando la definicién, se calculardn T(E\; z,v), T(K2; z,y), y T(L; z,y), donde
L = ({*},{{* *}}) (1a gréfica lazo).
Por el Teorema 1.4.1, T(E};z,y) = S(E;z -1,y ~ 1) = 1.

Supéngase que K, = ({v,u}, {{u,v}}). Aplicando la definicion 1.4.2,

T(Kyz,y) = Z (z — 1) Wueth=r(a)(, _ 1)n(A)
AC{{uo}}
= (z — 1) Uar{{mebb(y, _ qyntivod) 4

(z — 1) {weth-r@)(y, _ 1)™@

= 1+(z-1)
= T
Por ultimo,
T(Lz,y) = Z (z — 1) ‘D =r(A) g _ 1))
AC{{**}}

= (g — 1)U =rllnh (o — ynliinnth
(z — 1) e D-r(@ (y _ 1)n(@)

= (y—1)+1
y.

Observacion. Por el Teorema 1.4.1, es inmediato que T cumple las siguientes propiedades:

zT(G/e; z,y) si e es puente,
T(Giz,y) = < yT(G\e; z,9) si e es lazo,
T(G\e;z,y) + T(G/e;z,y) en otro caso.

Ademas, T(E,;:z,y) = 1.

La formula dada en la observacion es de suma importancia, es la base para el algoritmo
que se da en el Capitulo 2, para construir un programa que calcule el polinomio de Tutte.

Del ejemplo y la observacion anteriores, se pueden obtener de manera sencilla otras pro-
piedades de T*:



1.4 Definicion del polinomio de Tutte 15

i) Si G es tal que el conjunto de aristas consta de p puentes y [ lazos, entonces T(G; z,y) =

Py,

ii) Si G se obtiene al agregar p puentes y [ lazos a una grafica H, entonces T(G;z,y) =
YT (H; z,y).

iii) Si G no tiene puentes ni lazos, por la formula de la observacion se tiene que T(G: z,y) =
T(G\e;z,y)+ T(G/e;z,y) parae € E.

De hecho, es posible demostrar que T es la tinica funcién en la clase de muitigraficas con
estas propiedades.

1.4.1. Forma universal del polinomio de Tutte

Existe una generalizacion del polinomio de Tutte, la cual es un polinomio de cinco va-
riables, no se demuestra este resultado, pero se enuncia, pues es una de las mas importantes
propiedades del polinomio de Tutte. Teniendo esta forma universal, es posible demostrar
que otros polinomios asociados a la grafica, son en realidad evaluaciones del polinomio de
Tutte bajo ciertos cambios de variables. Este resultado se debe a Oxley y Welsh, para una
demostracion puede consultarse [Bb92].

Teorema 1.4.2. Sea G la clase de multigrdficas finitas. Entonces existe una unica funcion
U:G—Zlz,y a0,7]tal qgue
U(E,) =U(E,;z,y,a,0,T) =a"
paratodan>1.8iG=(V,E)ye€ E:
zU(G\e) si e es puente,
U(G) = < yU(G\e) si e es lazo,
cU(G\e) + TU(G/e) en otro caso.
Mas atin,
U(G) = «*Bg™ BV EVT(G; az [T, y/0).

El polinomio del Teorema 1.4.2 se conoce como el Polinomio Universal de las graficas.

1.4.2. Evaluaciones del polinomio de Tutte

Como se ha mencionado, el polinomio de Tutte conserva mucha informacién de una gra-
fica G, asi como bajo sustituciones adecuadas se obtienen otros polinomios. Primero se vera
que si z,y € {1,2}, entonces T(G; z,y) cuenta el nimero total de ciertas subgraficas de G.
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Teorema 1.4.3. Sea G = (V, E) conexa. Entonces T(G;1,1) es el numero de drboles gene-
radores de G, T(G; 2, 1) es el nimero de bosques generadores de G, T (G; 1, 2) es el numero
de subgrdficas generadores conexas, y T'(G; 2, 2) es el numero de subgrdficas generadoras.

Demostracion. Sea GG conexa, cada una de las afirmaciones es inmediata de la definicion de
T. Asti,

T(G;1,1) = Z or(B)=r(A)gn(4)

ACE

[{AlAC E,r(A) =7(E)yn(A) =0}

Y A C E esun arbol generador si y solosir(A) = 7(£) y n(A) = 0. Similarmente,

T(G;2,1) = Z 1B =T (A) gr()

ACE

[{A]AC Eyn(A)=0}],

son los subconjuntos de £ que forman bosques generadores, y

$ r@-r

ACE

[{A]AC Eyr(A)=r(E)}|,

T(G;1,2)

es el numero de subgraficas generadoras de G conexas. Finalmente,

T(G;2,2) = Y 1B

ACE

|[{A|AC E}| =2

es el niimero de subgraficas generadoras, y con esto se completa la demostracién. O

1.4.3. Expansion del polinomio de Tutte por arboles generadores

Ahora se dara la definicion original de Tutte de su polinomio, y se demostrard que
es equivalente a la Definicion 1.4.2. Sabiendo las propiedades del polinomio de Tutte, la
tarea en esta seccidn sera mas sencilla que si se hubiera empezado desde aqui. Se hace la
observacion al lector que la propiedad del polinomio de Tutte de tener una expansion en
términos de arboles generadores es valida solo para graficas conexas.
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Definicion 1.4.3. Sea G conexa, T C E un drbol generador. Supdngase que se tiene un
orden total en E. Sea e € T. Decimos que e es internamente activa, si e es la menor arista
en el corte fundamental inducido por e. e ¢ T es externamente activa, si e es la menor arista
en el ciclo fundamental inducido por e.

Ejemplo. Considérese la grafica de la Figura 1.8 (a) y el ordenamiento dado de E. Para el
arbol generador dado, la arista eg induce el corte minimo C* = {es, €, €7, €5, €11}, €5 €5
internamente activa, pues es la arista mas pequefia en C*, dado el orden. Similarmente, la
arista ey, induce el ciclo C' = {es, €9, €10, €12} ¥ €2 €s externamente activa, pues es la arista
mas pequefia en C.

e, e;

. / /

tb)

~

() (d)

) .-

———»

Figura 1.8: Actividad interna y externa.
(a) Gréfica con un ordenamiento en sus aristas y un arbol generador (b). En (c), el corte fundamental
inducido por es, la cual es internamente activa. (d) Ciclo fundamental inducido por e, y ésta es
extermamente activa.

Se dice que T tiene actividad interna ¢ y actividad externa j, s1 T tiene ¢ aristas inter-
namente activas y j aristas externamente activas. Considérese el conjunto A;; = {T C
E ag. | T tiene actividad interna ¢ y actividad externa j} y sea t; = |A;;|. Notese que
{Ai;},; es una particion del conjunto de arboles generadores de G.

Notacién. Manteniendo la nomenclatura usada a lo largo de este capitulo, t; es el numero
de drboles en G\e que tienen actividad interna i y actividad externa j. Andlogo para ty; y

Gle.

Teorema 1.4.4. Sea G = (V, F) conexa. Supdngase que se tiene un orden total en E, enton-
ces,

T(G, z, y) = Z tijziyj
)

En particular, t;; no depende del orden en E.
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Demostracion. Por induccién en m = |E|. Base: m = 0. En este caso, T(G;z,y) = 1 =
toor"y". Supongase que para G con |E| < m — 1 aristas (G z,y) = 3, t:;2'y’- Sea G
conexa con m aristas y tomese cualquier orden total en E, considérese a e,, € E, se tienen
tres casos:

Caso 1. Si e, es puente, para mantener conexidad, tomese a G/e,,. Entonces,

T es arbol generador de G & T'/e,, es arbol generador de G/ey,.
T tiene i aristas internamente activas <> T'/e,, tiene ¢ — 1 aristas internamente activas.
T tiene j aristas externamente activas < T'/e,, tiene j aristas externamente activas.
"
b = ti—lj

Por lo tanto,

Ztl l]
= zth ;T
= zZtk]x Y

= xT(G’/em;.’E,y)
= T(Giz,y).

Z Ly’
i

Caso 2. Si e, es lazo, considérese a G\e,, y lo siguiente:

T es arbol generador de G « T es arbol generador de G\e,n.
T tiene 7 aristas internamente activas < 7 tiene 4 aristas internamente activas en G\en.
T tiene 7 aristas externamente activas <> 7T tiene j — 1 aristas externamente activas en
G\epm.

Lij = [:Lj—l

De manera analoga a lo anterior,

Ztijxiyj = Ztlj 11:
4J
= yth lTy.—l
= yztikl‘ly‘
i,k

= yT(G\en; 1,9)
= T(Gz,y).
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Caso 3. Si e, no es lazo ni puente, se tienen a G\e,, y G/en,. Se Particiona el conjunto de
arboles de G en los que tiene a e, y los que no la tienen. Con esto se afirma que:

T es arbol generador de G\e,,, & T es arbol generadorde Gy e,,, ¢ T

T tiene actividad interna ¢ y actividad externa j en G\e,,, & T tiene actividad interna
¢y actividad externa j en G.

T es arbol generador de G/e,,, & T U e, es arbol generador de G.

T tiene actividad interna ¢ y actividad externa j en G/e,, < T U e,, tiene actividad
interna 7 y actividad externa 7 en G.

. by = t{; + ti;, por la particién de los arboles de G. Por lo tanto,

Yotyaty = Y thaty + ) taty
0 I i

= T(G/em;z,y) + T(G\em; 2, y)
T(G;z,y).

Il

I

Y en cualquier caso se tiene el resultado. O

Observacién. Con el Teorema 1.4.4, el polinomio de Tutte puede ser visto como cualquiera
de las siguientes sumas:

T(G;z,y) = Z(I — 1) By _ )MA) = Ztﬁxiyi = Z 7 D)ye™),
ACE i,j Tag deG

donde i(T') y e(T') son el numero de aristas internamente activas y externamente activas para
el arbol T respectivamente.

Los coeficientes del polinomio de Tutte son no negativos, pues tienen una interpretacion
combinatona. Si G tiene al menos una arista, entonces tgo = 0, es decir, G no tiene arbo-
les con actividad interna y externa igual a cero, con lo cual, 7" no tiene termino independiente.

Aqui se detiene el estudio de las propiedades del polinomio de Tutte, pues estos resul-
tados empiezan a rebasar el alcance de esta obra. Para estudiar mis a fondo estas y otras
propiedades de T', se pueden consultar [Bb92, Ox92].

1.4.4. Complejidad computacional del polinomio de Tutte

Ahora se analiza la dificultad de calcular el polinomio de Tutte. El desarrollo de este
tema es un tanto informal, pues es muy amplio, sélo se dan las definiciones necesarias y se
enuncia el teorema que expone la complejidad del polinomio de Tutte.
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La notacién usada es totalmente estandar y se supone familiaridad con los conceptos
tratados, los cuales se pueden consultar mas a fondo en [V177, K097, Pa%4]. La abreviatura
MTD denotara Maquina de Turing Deterministica, similarmente, MTND es Maquina de
Turing No Deterministica. En esta seccién los términos lenguaje, conjunto y problema se
usan indistintamente para denotar al conjunto de cadenas reconocido por una Maquina de
Turing.

Para poder expresar cual es la complejidad del polinomio de Tutte, es necesario definir la
clase #P, de las funciones que calcula alguna MTND en tiempo polinomial, y ademas tienen
la facilidad de calcular el niumero total de céalculos correctos. Valiant [VI77] uso esta clase
para determinar la complejidad de calcular la funcién permanente de una matriz.

Se denota por P a la clase de lenguajes que son aceptados por MTD en tiempo acotado
por un polinomio (tiempo polinomial), y por FP a la clase de funciones calculadas por
MTD en tiempo polinomial. NP es la clase de lenguajes que son aceptados por MTND en
tiempo polinomial. Como es sabido, existe una pregunta fundamental en la Teoria de la
Computacién que concierne a las clases basicas P y NP, es claro que P C NP, pero no se
sabe si esta contencion es propia. Para atacar esta interrogante, se desarrollaron los conceptos
de reduccién de lenguajes y el de completez [Pa94], los cuales formalizan matematicamente
el que un problema sea un verdadero representante de la clase dada, y que éste es, en cierta
manera, al menos tan dificil como cualquier otro problema en la clase. ’

Hay muchos problemas que son NP-completos, y son muy importantes en computacion,
si se encontrara una solucién eficiente para alguno, todo problema en NP tendria solucion
eficiente. Los siguientes son ejemplos de problemas NP-completos:

Satisfacibilidad (SAT), y su variante, 3SAT.
Corte maximo en una grafica (MAX-CUT).

Problema del agente viajero (TSP).

Para problemas NP-completos, contar el numero de soluciones de una instancia dada,
(por ejemplo, para SAT, contar el numero de asignaciones que satisfacen una férmula) es
usualmente #P-completo. Se presentan las definiciones basicas. Para un trato mas a fondo de
la complejidad computacional de contar, el lector puede consultar [V177, Pa%4].

Definicion 1.4.4. Una Maquina de Turing Contadora (MTC) es una MIND estandar, con
un dispositivo auxiliar, el cual escribe en una cinta especial, en notacion binaria, el nimero
total de aceptaciones para la entrada de la mdquina.

Definicion 1.4.5. #P es la clase de funciones que son calculadas por MTC en tiempo polino-
mial.
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Para definir completez en la clase #P, la nocion de reduccion usada se basa en Maquinas
de Turing con Oréculo. Una Méaquina de Turing con Oraculo (MTO) M es una MTD con una
cinta especial, la cinta de consulta. Para consultar el oraculo, la maquina escribe una cadena
en la cinta de consulta y, al entrar en un estado especial de espera, se obtiene una respuesta en
tiempo a lo mas polinomial (la respuesta puede ser membresia de la cadena en un conjunto,
calcular una funcion, etc.) el simbolo ¢.°" el exponente de M indica que se puede insertar
cualquier lenguaje como oraculo. Si C es una clase de MTO, con oraculo A, se denota a la
clase de funciones (o predicados) que se reconocen por MTO en C, usando a A como oraculo,
por C*. Finalmente, un conjunto B es #P-dificil si y solo si #P C FP2. Bes #P-completo si
ademas B € #P.

Con estas definiciones, la complejidad del polinomio de Tutte es dada en el siguiente
teorema: '

Teorema 1.4.5 (Jaeger, Vertigan y Welsh, 1990). Evaluar el polinomio de Tutte de una grd-
Jica en cualquier punto del plano complejo es #P-dificil, excepto cuando

1. El punto yace en la hipérbola (z — 1){y — 1) =1, ¢

2. El punto es alguno de (1,1),(—1,0), (0, -1), (-1, =1), (4, =), (—4,%), (4,5, (4% 3).
donde j = *™/3.

En estos casos, la evaluacion puede efectuarse en tiempo polinomial.

Asi, calcular el polinomio de Tutte, o simplemente obtener su valor en algin punto es algo
realmente dificil, con lo que el intentar encontrar un algoritmo eficiente para el caso general,
no parece venir en el futuro cercano (esto, si es posible encontrar uno). A pesar de este
resultado,muchos investigadores han tratado de encontrar soluciones eficientes para ciertas
clases de graficas, y han tenido éxito en algunos casos, como para las graficas K, L, n,. Atin
para graficas planas o bipartitas, calcular T(G; z, y) es muy dificil. Sin embargo, €l algoritmo
descrito en esta obra es altamente efectivo para graficas pequefias (para una computadora) en
el caso general.
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Capitulo 2

Calculo del polinomio de Tutte

Ya se ha visto como el polinomio de Tutte de una grafica G es de gran utilidad, ya que
posee en varios puntos del plano informacién invariante de la grafica, como el niimero de ar-
boles generadores, de bosques generadores, subgraficas generadoras, etc. También se puede
probar que, bajo ciertas sustituciones, se obtienen otros polinomios de G, como el polinomio
cromatico y el de flujo. Sin embargo, también se ha visto que calcularlo no es nada facil, aun
para una grifica de tamafio moderado, todos los algoritmos que se conocen toman tiempo
exponencial (usualmente toman tiempo proporcional al niimero de arboles). Atin una compu-
tadora de hoy dia puede paralizarse intentando calcular el polinomio de Tutte de una gréafica
de tan solo 9 vértices.

En este capitulo se analiza el algoritmo propuesto en [SIT95], sus bases tedricas y la
complejidad del espacio que utiliza. Este algoritmo permite calcular el polinomio de Tutte
de cualquier grafica de 14 vértices y (') = 91 aristas, por una computadora personal en
un tiempo moderado. Antes de iniciar el analisis, se introduce un concepto similar al de
isomorfismo de graficas, el cual es una parte importante del algoritmo.

2.1. 2-Isomorfismo

Definicion 2.1.1. Sean G = (W, Ey),H = (V,, E;) grdficas. Se dice que G y H son 2-
isomorfas bajo la funcién ¢ : E; — E,, si ¢ es biyectiva y ambas ¢, ™" preservan arboles
generadores (es decir, si A es un drbol en G, entonces ¢( A) es un arbol en H). Esto se denota
por G =, H.

Claramente, cuando G = H, entonces G =, H. La inversa no siempre es cierta, como lo
muestran las gréficas de la Figura 2.1. G es 2-isomorfa a H, pero no isomorfa, pues H tiene
un vértice de grado 6. Obsérvese que H se obtuvo de G mediante una separacion en ésta de
tamaiio dos {v, w}, voltear una de las subgréficas y unirlas de nuevo por medio del conjunto

ou B

de separacion. A esta operaci6n se le conoce como torcer G. Como ” = 7, la relacién " =,
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G H
Figura 2.1: Graficas 2-isomorfas.

" es una relacion de equivalencia. El resultado mas importante sobre 2-isomorfismo es el
siguiente debido a Whitney [Wh33].

Teorema 2.1.1 (Whitney, 1933). Sean G y H grdficas 2-conexas. Entonces G =, H
existe una grdfica isomorfa a H, G’, que se obtiene mediante torcer G un cierto nimero de
veces.

También, del Teorema de Whitney se tiene que, si las graficas G y H son 3-conexas (es
decir, el corte mas pequefio para hacer que la grifica se desconecte, es de tamaiio 3), entonces
G =, H siysolosi G = H. Ha habido mejoras a este teorema , por ejemplo, se sabe que si
G = (V, F), el nimero de veces que hay que torcer G no es mayor a | E| — 2 (ver [Tr80]).

2.1.1. 2-isomorfismo y el polinomio de Tutte

Para concluir esta seccién, se da un resultado de gran utilidad en la construccién del
programa que se busca. Como se vio con las graficas de la Figura 2.1, la condicion de 2-
isomorfismo entre graficas es menos estricta que la de isomorfismo. Este hecho es muy im-
portante por la siguiente proposicion.

Proposicion 2.1.1. Sean G = (V}, ), H = (Va, E») grdficas conexas. Si G =, H, entonces
T(G:z,y)=T(H;z.y).

Demostracion. Sean Gy H conexas, supongase que G =, H. Sea ¢ el 2-isomorfismo.
Notese que, como ¢ preserva arboles generadores, también preserva bosques generadores.
Se afirma que para todo A C E), rg(A) = ru(¢(A)). Tomese A C E,, rg(A) es igual
al tamafio de un bosque maximo, B, contenido en A. Como ¢ preserva bosques generadores,
o(B) es un bosque generador contenido en ¢(A), y es maximo, por lo tanto, ry(d(A)) =
|o(B)|. Pero « es biyectiva, entonces |B| = |¢(B)|, por lo que ra(A) = |B| = [&(B)| =
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T (@(A)), asi, el resultado es inmediato, pues ¢ induce una biyeccion entre los subconjuntos
de E, y los de E;, de este modo,

T(G;z,y) = Z (z — 1)7(EN=-T(A) (yy _ 1)n(A)

ACE,

Z (z — 1)r(E>z)—r(e'>(A))(y _ l)nw(fl))
B(A)CEr
T(Hi T, y}- a

]

2.2. Menores 2-isomorfos, el arbol de expansion y el DDB

De ahora en adelante, solo se consideran gréificas conexas, pues estas constituyen una
parte fundamental de los resultados de este y el siguiente capitulo. Se hace uso libremente de
conceptos basicos de graficas dirigidas o digraficas, en lugar de dar las definiciones pertinen-
tes, se ha preferido remitir al lector a la bibliografia si desea consultar acerca de este amplio
tema. Muchos resultados interesantes se pueden encontrar en [BR00, Bb92].

La base del algoritmo que se pretende construir es la formula de contraccion y borrado,
vista en el Capitulo 1. Cuando esta se aplica a una grafica G, esto se hace dando un orden
cualquiera a las aristas, supongase que el orden es ey, €s, ..., e, (m = |E|). Este proceso
forma un érbol binario (una gréfica dirigida, en la cual los arcos apuntan del nivel : — 1 al
nivel ) donde cada nodo es un menor de G. En la Figura 2.2 se muestra este arbol para la
grafica Ky (Notese, ademas, que se ha aprovechado la ocasion para calcular T( K4z, y) =
2% + 32% + 2z + dzy + 2y + 3y + 7).

Los nodos del nivel i-ésimo son menores de G en el subconjunto de aristas
{€i41,€i42,- - -, €m} (el nivel 0-ésimo es la raiz del arbol y corresponde a ). Como el po-
linomio de Tutte de dos graficas 2-isomorfas es el mismo, por la Proposicion 2.1.1, si fuera
posible identificar menores 2-isomorfos en el mismo nivel, podrian ser representados por uno
solo de ellos, de este modo se evita calcular redundantemente el mismo polinomio de Tutte de
menores 2-isomorfos. Con esta modificacién, el arbol binario se convierte en una grafica diri-
gida aciclica, que tiene un origen (la raiz del 4rbol de expansion), que corresponde a la grafica
G, y el nivel m-ésimo es un pozo. Antes de continuar, es necesario dar definiciones rigurosas
para el manejo de estas ideas. A través de este capitulo, se supondra fijo el ordenamiento
€1,€s,...,Em en las aristas de G y se le denota por Op.

Definicion 2.2.1. Sea G = (V, E), el drbol de expansion de G en el ordenamiento de aristas
O es una digrdfica Ag = (N, F), construida de la siguiente manera:

. Si|E| =0, entonces Ac = ({G}, ).

2. Si|E| > 1, sea e; € E y supéngase que se tienen los arboles de expansion de G' y G".
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= Sie, es lazo, entonces Ac = ({G}UN(Ag).{G — G'}U F(Ag)).
= Si ey es puente, entonces A = ({G} U N(Ag), {G — G"} U F(Agn).

= Si ey no es lazo ni puente, entonces Ac = ({G} U N(Ag') U N(Agr),{G —
G',G — G"} U F(Ag) U F(Agn)).

Figura 2.2: Arbol de expansion de K. Los arcos punteados indican que la arista fue borrada
de la grafica, los arcos solidos indican que fue contraida.

Esta definicion ha sido disefiada en base a la formula de contraccién y borrado, el siguien-
te paso es definir cuando dos menores de G son equivalentes y, en este caso, se desea calcular
su polinomio de Tutte una sola vez.

Dado el ordenamiento de las aristas de G, todos sus menores heredan un ordenamiento
en sus aristas, y estas quedan etiquetadas. Nétese en el drbol de expansion que los menores
en el mismo nivel tienen el mismo conjunto de etiquetas. Mas adelante se discute brevemente
que tan dificil es el decir si dos graficas son 2-isomorfas 6 no, por el momento, para poder
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presentar el algoritmo para calcular el polinomio de Tutte, se supondra que se cuenta con un
procedimiento, llamando 2/.SO(H,, H,), que cumple las siguientes condiciones:

1. 2] SO es una relacion de equivalencia.

2. VH}, H2 (2ISO(H1‘ HQ) = Hi gg H-z)

En la Seccion 2.3 se vera que, en efecto, existe una implementacion eficiente de tal pro-
cedimiento.

Definicién 2.2.2. Sea G = (V, E), se dice que dos menores G, Gy de G estdn relacionados
si y solo si E(G,) = E(G3) (visto como conjunto de etiquetas) y 21SO(G,,G2) = TRUE.
Esto se denota por G, ~ G,.

Proposicion 2.2.1. La relacion” =~ " es de equivalencia.

Asi,” ~ " particiona al conjunto de menores de G en clases de equivalencia, las cuales
se denotan por [H], para cada H menor de G. Ahora se define la nueva estructura obtenida al
colapsar a los menores de G bajo” ~ 7,

Definicion 2.2.3. Sea G = (V, E), el DDB (Diagrama de Decision Binario) de G, en el
ordenamiento Og es la digrdfica B¢ = (U, A), donde U = N ~ y A= {[H| — [I]|3W €
[H,3Z € |l|, W— Z € F}.

Para saber con detalle el porque esta estructura es llamada asi, el lector puede consultar
[SIT95].

Ejemplo. En la Figura 2.3, se muestra el DDB de K}, que ha sido obtenido aplicando la
Definicion 2.2.3 al arbol de expansion de la Figura 2.2. Obsérvese como, en efecto, el espacio
requerido para calcular el polinomio de Tutte disminuye considerablemente. Mas adelante se
discutir esto, y para ello, se definen formalmente lo que es el tamaifio y el ancho del DDB.

Nota. El DDB de la Figura 2.3 es obtenido a partir de la implementacion del procedimiento
2150 dada en la Seccion 2.3, y aunque es una implementacion efectiva, no es capaz de
identificar a todos los menores 2-isomorfos en un nivel.

Definicion 2.2.4. Sea G = (V, E), dado el DDB de G, Bg; se definen:

= Elnivel L(G,1) de Bg, es el conjunto de todos los menores de G, en el conjunto de aris-
tas {€41,€i42, - - - em}. estoes, L(G,i) = {[H| € U | E(H) = {eis1, €12, - - - €m} }-

= El cardinal de B, denotado por |Bg|, se define como |Bg| = |U|.

» El ancho de B, se define como W (Bg) = max {|L(G,1)|}", -
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(x+2+3 .}‘*‘}"‘)O ::'iis—c{x"+3x+2 +2y)

( +3x0+ +'4J-ry+2y+3y “+y3)
Figura 2.3: DDB de Kj.

El siguiente es un resultado técnico que sera de gran utilidad cuando se demuestre la
validez de los algoritmos que se dan en la siguiente seccion.

Proposicion 2.2.2. Sea G = (V, E), entonces el DDB B se puede describir de alguna de
las siguientes formas:

i) Si |E| = 0, entonces B = ({[G]}, @).
i) Si |E| > 1, sea e, € E, entonces,

= Sie es lazo, entonces Bg = ({[G]} UU(Be). {[G] — [G']} U A(Bg)).
= Si ey es puente, entonces Bg = ({[G]} UU(Bg~), {[G] — [G"]} U A(Bgn)).
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= Si ey no es ni lazo ni puente, entonces Be = ({|G|} UU(Bg) UU(Bg), {[G] —
[G',[G] — [G"]} U A(Be) U A(Bg)) .

Demostracion. Sea Bg; el DDB de G. Si |E| = 0, entonces por la Definicion 2.2.1, Ag =
({G}, @), asi, sélo se tiene a un nodo, G, y ningiin arco, por lo que B tiene inicamente a la
clase [G], y no tiene arcos.

Supéngase que |E| > 1, tomese a e, € E' y los tres posibles casos.

Caso 1. Si e es lazo. Por la Definicion 2.2.1, A¢ = ({G}UN(Ag). {G — G'}UF(Ag)),

de este modo, en Bg se tiene un tnico arco [G] — [G’]. El resto del DDB depende
totalmente de los menores de G’, por lo que el resultado es inmediato.

(6

(G

Caso 2. El argumento es similar cuando e, es puente.

Caso 3. Si ¢; no es lazo ni puente, por la Definicion 2.2.1, Az = ({G} U N(Ag) U
N(Ag),{G — G',G — G"} U F(Ag) U F(Agw)), y de manera similar al primer
caso, entre [G] y [G’], [G"] s6lo existen los arcos [G] — [G'] y [G] — [G"], después,
dados los niveles L(G",4) y L(G",i) con 2 < i < |E(G")| = |E(G")|, suponiendo que
se ha construido el nivel ¢ — 1 de Bg, el nivel i se construye de la siguiente manera:

"Formalmente, lo que se esta haciendo no es la unién de los conjuntos U(B g~ ) y U(Bg:), sino tomar todas
estas clases de equivalencia, y dadas [H| € U(Bg~), (W] € U(Bg), tal que, si H ~ W, entonces se toma el
conjunto [H] U [W] en lugar de los anteriores. Se ha preferido dejar expresado como unién para no introducir
una notacion complicada. El caso es similar con la unién A(Bgr) U A(Bgn ).
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]

67 67

Si [H)] € L(G".1) y [Ha] € L(G",1), son tales que H; no esta relacionado con H,
entonces se agregan ambas clases a U(Bg), y todos sus arcos a A(Bg). Por el contrario,
si Hy ~ H,, entonces, en B, [H,| = [H>), y se toma precisamente ésta clase (que es la
uni6n de las clases [H,] y [Hz] de U(Bg) y U(Bf;) respectivamente), la cual se agrega
a U(Bg), y todos los arcos que apuntan a [H,| en A(Bg) y los que apuntan a [H,|
en A(Bgr) se hace que apunten a la clase [H| (en Bg) y se agregan a A(Bg). Asi,
al terminar esta construccién se tiene el DDB de G, y ademas que Be = ({[G]} U
U(Bg) U U(Bg), {[G] — [G'].[G] = [G"} L A(Bg) U A(Bg~)). Q

La Proposicion 2.2.2 muestra la compatibilidad de B con la definicion de Ag. Cuando no
haya ambigiiedad, dado el ordenamiento O y los menores ', G” se denotan a, B¢, Ber, Bg»
por B, B' y B” respectivamente. Dado H menor de G, su clase de equivalencia [H] se denota
unicamente por H.

Observacion. Dado H menor de G, la digrdfica que se genera en B¢, dada por las flechas
que salen de H, y siguiendo los menores que le siguen en direccion al pozo, de manera
recursiva, ésta es isomorfa a By. En particular, Los DDB's B', B" son subgraficas de B,

2.2.1. Algoritmos

El algoritmo para calcular el polinomio de Tutte de una grifica G esta basado en la for-
mula de contraccion y borrado. En el Algoritmo 1, se calcula el DDB de la gréfica G, iden-
tificando menores 2-isomorfos, y usando como representante al primero de estos que se haya
presentado.

El polinomio de Tutte se calcula en el Algoritmo 2, donde a cada nodo v se le asocia un
polinomio f(v: ,y). A continuacion se prueban la validez de estos algoritmos.
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Algoritmo 1 Célculo del DDB de la grafica .

Ln = {G}
for::=1tomdo
begin

Li=92

for each menor G in L;_, do
begin
if e; es un lazo in G then M(G) := {G\ ;}
else if e; es un puente in G then M (G) := {G/e;}

else M(G) := {G\ e..G/e;}

for each menor G, in M(G) do

begin -
Busca una grdfica G en L;, tal que 21SO(G, G,,) = TRUE. )
Si hay tal grdfica en L, agréguese un arco del nodo que representa G
hacia el nodo que representa G.
En otro caso, agréguese C-?e‘ a L;, y agréguese un arco del nodo que
representa G hacia el nodo de G,,.

end

end
end

Proposicion 2.2.3. El Algoritmo 1 da como resultado al aplicarlo a una grdfica G = (V. E),
el DDB B.

Demostracién. Claramente, el algoritmo siempre termina, el ciclo for principal solo es eje-
cutado m = | E| veces. Para probar que construye a B3, se hara por induccion en m.

Base: m = 0, en este caso, el algoritmo sélo ejecuta la primera linea Ly = {G} y termina,
entonces la estructura obtenida es la digrafica vacia con un sélo vértice, a saber [G]. Por lo
tanto, el resultado es correcto.

Supdngase que para m > 0 el resultado es vélido, sea G con m + 1 aristas. Primero se
hace Ly = {G}, después, se ejecuta el ciclo for en i = 1, entonces L, = @ y entra en
el segundo ciclo for una sola vez, pues L;_; = Ly = {G}, entonces G = G y e; = €.
Considérense los tres posibles casos:

= Si ¢; es lazo, entonces se ejecuta el primer if y asi, M(G) = {G\e; }. Al entrar en el
tercer ciclo for el nivel L, esta vacio, por lo que se agrega G'\e; a L, y se construye
el arco G — G'\¢;. Falta que el algoritmo se ejecute sobre el menor G\e, = G’ que
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Algoritmo 2 Cilculo del polinomio de Tutte a partir del DDB de G.

I(fuente; x, y) =1

fori:= I tomdo
begin
for all nodes win L; do t(u; x, y) := 0

for each node vin L;_; do
begin

if v tiene dos hijos u, w then
begin
tu, x, y) = t(u; x, y) +t(v; x, y)
tw, x, ) :=t(w; x, y) + 1(v; x, y)
end
else /* solo un hijo u */
if e; es un lazo then t(u; x, y) := t(u; x, y) + yt(v; x, y)
else t(u; x, y) := t(u; x, y) + xt(v; x, y) /* e; es puente */

end

end

El polinomio t(pozo; x, y) es T(G; x, y).

tiene m aristas, por hipétesis de induccion, el algoritmo construye, al terminar estos m
pasos, el DDB ', por lo tanto, la digrifica que se tiene al finalizar es ({[G], [G']} U
U(B).{[G] — (G} U A(B)) = ({[G]} U U(B),{[G] — [C]} U A(B)). y por la
Proposicién 2.2.2, esto es B.

Si e, es puente, de manera analoga a lo anterior se tiene que el algoritmo construye la
digrafica ({[G], [G"]} U U(B"), {[G] — [G"]} U A(B")) = ({[G]} v U(B").{[G] —
[G"]} U A(B")) = B.

Si e, no es lazo ni puente, entonces se ejecuta la tercera parte del if, se tienen los dos
menores G', G” en M (G), asimismo, el nivel L, esta vacio, por lo que se agregan am-
bos a L), y se construyen los arcos G — G',G — G". Ahora se gjecuta el algoritmo
en cada uno de estos menores, que tienen m aristas, por hipotesis de induccion, el al-
goritmo construye en los m pasos restantes los DDB’s B’, B” (como subgrificas de la
estructura total que se construye). Es importante notar que el algoritmo va determinan-
do adecuadamente, en el tercer for anidado, cuales menores estan en la misma clase de
equivalencia, usando el procedimiento 2/ SO en cada nivel L;. Finalmente, la digrafica
que se obtiene al terminar el algoritmo es ({[G], [G’], [G"]} v U(B') U U(B"),{[G] —
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[G'),[G] = [G"T} U A(B') U A(B")) = ({[Gl} v U(B) LU(B"), {[G] — [G'],[G] —
[G"]} U A(B') U A(B")) = B, por la Proposicién 2.2.2.

Por lo tanto, el algoritmo es valido ¥Ym > 0. B

Proposicion 2.2.4. El Algoritmo 2 da como resultado al aplicarlo a Bg, T'(G, x,y).

Demostracién. Analogamente a la proposicién 2.2.3 el algoritmo termina. Se prueba que
calcula T'(G; x, y) por induccion en m.

Base: m = 0, en este caso, no hay aristas y por la Proposicién 2.2.2, B = ({[G]},2),
entonces t(source;x,y) = t(G;x,y) = 1, el ciclo for principal nunca es ejecutado y el
algoritmo termina. Como el nodo fuente es igual al nodo pozo; T'(G;z,y) = 1y la salida es
correcta.

Supéngase que para m > 1 pasos, el algoritmo da como resultado para una grafica G,
T(G;z,y).

Sea G con 1 + 1 aristas. Primero se hace t(source; z,y) = t(G;z,y) = 1. Cuando i = 1,
en el siguiente nivel a calcular, L, en este caso, todas las variables ¢(u; =, y) se hacen cero,
después, dado e; = ey, hay tres posibles casos:

= Si e, es puente, entonces L, solo tiene un nodo, a saber G/e; = G”, ejecutandose la
parte else del segundo if, se hace t(G”; z, y) := t(G"; z,y)+at(G; z,y) = 0+z-1 =,
luego, se debe aplicar el algoritmo a la subgrafica del DDB de G”, B”, para el cual que-
dan m pasos. Por hip6tesis de induccion, el algoritmo da como resultado en el nodo po-
zo T(G"; z,y). Notese que un menor H de G va a tener ¢(H; z,y) como un polinomio
con un factor z (Esto se puede mostrar por induccién usando el hecho que t(H;z,y)
es la suma de los ¢(H;z,y), donde H es una grafica que tiene a H como un menor
mediante borra 6 contraer una arista. Por hipotesis de induccion, estos son polinomios
con un factor z, por lo que t(H; z,y) tendra un factor ). Este factor, que proviene del
valor de ¢(G; z, y), puede ser identificado si se cambia esta variable por w. Entonces, al
final en el nodo pozo hay un polinomio en 3 variables P(G;w,z,y) = wT(G"; z,y),
inviértase el cambio de variable y se tiene que P(G; z, z,y) = zT(G"; z, y), como por
hipétesis, e, es puente en G, P(G;z,z,y) = 2T(G";z,y) = T(G;z,y) y es exacta-
mente lo que el algoritmo calcula en el nodo pozo, asi que la salida es correcta.

= El caso en el que e; es lazo es similar al anterior.

= Si e; no es lazo ni puente, el nivel L; consta de 2 nodos G’ y G, se ejecuta el pri-
mer if, dando como resultado t(G'; z,y) = t(G';z,y) +t(Giz,y) = 0+1 =1y
t(G";z,y) == t(G";z,y) + t(G; z,y) = 0+ 1 = 1. Para cada una de estas gréficas, se
tiene una subgréfica en I3, que es su DDB, los cuales tienen m niveles, por hipétesis de
induccion, el algoritmo da como resultado a T(G'; =, y) y T(G"; x,y) en los respecti-
vos pozos. Se puede suponer que el algoritmo produce para el DDB correspondiente a
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G, el polinomio T'(G'; z,y) y para G” el polinomio T(G"; w, z). Cada término en el
DDB de G sera una suma de términos correspondientes a los DDB’s de G’ y G”. En
particular, el pozo serd la suma T(G";z,y) + T(G";x,y). Haciendo w = z, y = z,
se tiene que el término en el pozo es t(pozo: z,y) = T(G": x,y) + T(G": x.y) que es
T(G;z,y).

En cualquier caso, la salida del algoritmo es T'(G; z,y), y el resultado es valido por in-
duccion. Q

2.3. Un algoritmo para 2ISO

Para poder aplicar los algoritmos dados en la seccién anterior, es necesario encontrar un
algoritmo que implemente el procedimiento 2/ SO. Una posibilidad (y la mejor) es dar un
algoritmo para determinar 2-isomorfismo entre graficas, sin embargo, en general, no se sabe
la complejidad computacional de este problema, se piensa que debe ser, al menos, tan dificil
como el problema de isomorfismo de 2 graficas, para el cual no se sabe si existen algoritmos
polinomiales, aunque hay implementaciones que en la prictica, parecen ser muy eficientes,
como el paquete Nauty [Nauty].

Sin embargo, en este caso se tiene la restriccion de que ambos menores estan en el mismo
conjunto de aristas (vistas como etiquetas), y con esto si es posible resolver este problema,
dado un ordenamiento de las aristas con una propiedad muy particular; ademds, esta imple-
mentacion de 2/.S0O permite dar resultados tedricos acerca del ancho del DDB, lo cual se
vera en la siguiente seccion,

Definicion 2.3.1. Sea G = (V,E), y O = ey, s, .. ., &, un ordenamiento de las aristas de
G. Sea E; = {ey,eq,...,6}y E; = {€is1,€i42,---,em} (i = 1,...,m). Se dice que este
ordenamiento tiene la propiedad conexa, si para cada i, la subgrdfica de G en el subconjunto

E; es conexa.

Definicién 2.3.2. Sea G = (V, E), y Og un ordenamiento de las aristas de G, E;, E; como
en la Definicién 2.3.1. El i-ésimo frente de eliminacion, denotado por V;, es un subconjunto
de V', de los vértices que son adyacentes a alguna arista en E; y en E;.

Ejemplos. En la Figura 2.4, se muestra un ordenamiento de las aristas de K5, con la propie-
dad conexa, unicamente se han enumerado los vértices de manera arbitraria y las aristas se
ordenaron en orden lexicogréfico. Se ha calculado para algunos de los subconjuntos E;, £;,
el frente i-ésimo de eliminacién V;.

Dado E’ C E;, considérese la siguiente relacion en el conjunto V;: Dos vértices v, u € V;,
estan relacionados si y solo si, al contraer las aristas en £’, son identificados en un sélo
vértice. Dendtese esta relacion por v« u.
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Figura 2.4: Ordenamiento de K5 con la propiedad conexa.

Lema 2.3.1. Dado el i-ésimo frente V;,” " es de equivalencia.

Demostracién. En efecto, dado £’ C E; la relacion es claramente reflexiva y simétrica. La
transitividad también es clara, si u «~ v y v «~ w, entonces en £’ existen caminos de ua v y
de v au, por lo que en E’ existe un camino de v a w. Asi, si estos caminos fueron contraidos,
se tiene que v -~ w. Por lo tanto, ” <~ ” es de equivalencia. o

Definicién 2.3.3. Dado el i-ésimo frente V;, a la particién inducida por la relacion™ ", se
le llama la i-ésima particion de eliminacion inducida por E' C E;.

Teorema 2.3.1. Sea G = (V, E), sean G\, G, dos menores de G en el mismo conjunto de
aristas E;, tal que, si ESU E! = E — E; = E;, ES N E! = @, G, se obtiene al contraer
aristas en EY, y borrar aristas en E¢ (a = 1,2).
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i) Si la i-ésima particion de eliminacion inducida por E{ y la inducida por ES son la misma,
entonces Gy y Gy son 2-isomorfas bajo la correspondencia del conjunto original de
aristas.

ii) Supongase que el ordenamiento tiene una propiedad conexa. Entonces si Gy y Gy son
2-isomorfas bajo la correspondencia del conjunto original de aristas, la i-ésima parti-
cion de eliminacion inducida por EY y la inducida por E5 son la misma.

Demostracion. i) Por hipétesis, las particiones inducidas por E{ y ES son la misma, enton-
ces existe ¢ : V; — V4 biyectiva, tal que, u,v € V son identificados en un vértice uv
en 1 si y sélo si u y v son identificados en ¢(uv) en Va, y para los demas vértices
w € V, w es un vértice w' en V; si y sélo si w es un vértice ¢(w') en V,, es decir, el
vértice en V) que corresponde a la clase de u y » es mandado bajo ¢ al vértice en V;
que corresponde a la misma clase. Si {u, v} es una arista en G; con etiqueta j, al tener
G y G2 el mismo conjunto de aristas {como etiquetas), la arista en G, con etiqueta j es
{#(u), ¢(v)}. Similarmente al revés, por lo que ¢ preserva adyacencias, y se concluye
que G; = G, por lo tanto, G, =, G,.

ii) Por contrapuesta. Supongase que las particiones son diferentes. Entonces existen al menos
un par de vértices u, v en el frente i-ésimo de eliminacion, tal que, para G, u y v estin
en un mismo conjunto de la particién, mientras que para G, estan en conjuntos dife-
rentes (intercambiese 1 y 2 si es necesario). Esto significa que u y v son identificados en
un solo vértice en (31, mientras que en G5 no son identificados. Como el ordenamiento
tiene la propiedad conexa, en E;, existe una trayectoria que conecta u con v, por lo
tanto, existe un arbol generador en G, que contiene esta trayectoria, pero en Gy, este
conjunto de aristas, como trayectoria, no esta contenida en un arbol generador, pues
contendria un ciclo. Por lo tanto, G, y G, no son 2-isomorfas bajo la correspondencia
original de aristas. Q

Ejemplos. Considérese a K5 y el ordenamiento con la propiedad conexa dado en la Figura
2.4. En la Figura 2.5 se muestran los menores obtenidos con las contracciones y borrados
dados por el conjunto F; = Ef U E? (i = 3,4), a los que se ha aplicado el Teorema 2.3.1 en
el frente i-ésimo V3 y V respectivamente. Cuando las particiones son iguales, los menores, en
efecto, son 2-isomorfos (de hecho, isomorfos, como es dado en el teorema). Si las particiones
no son iguales, como el ordenamiento tiene la propiedad conexa, se concluye que 10os menores
no son 2-isomorfos, como lo muestra la figura.

Es muy importante notar que el Teorema 2.3.1 dice que los menores son 2-isomorfos
bajo la correspondencia original del conjunto de aristas (nuevamente, vistas como etiquetas).
Atn cuando este resultado diga que dos menores no son 2-isomorfos, no lo serdn bajo las
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Figura 2.5: Menores de K y sus particiones del i-ésimo frente de eliminaci6n.

condiciones que pide, pero en general podrian si ser 2-isomorfos. Como ejemplo de esto
observe varios de los menores de Ky en su DDB de la Figura 2.3 en los niveles 2,3 y 4.
Notese que la parte i) del Teorema 2.3.1 se prueba sin la hipotesis de la propiedad conexa
en el ordenamiento de las aristas. Sin embargo, sin esta propiedad la parte ii) no es cierta
en general. Considérese la grafica de la Figura 2.6, el ordenamiento no tiene la propiedad
conexa, ya que la grafica se desconecta en el subconjunto de aristas E; = {es, e, €7, €3}, €l
menor obtenido al contraer e, € y borrar e3, €4 y el menor obtenido al contraer eg, e4 y borrar
e1, e5 son 2-isomorfos (de hecho, isomorfos), mientras que las particiones {{vy, va}, {va, v4}}
y {{v1,va}, {v2,v3}} inducidas por {e;, e2} y {es, €4} respectivamente, son diferentes.

El Teorema 2.3.1 hace que el probar si dos menores en el mismo conjunto de aristas de la
grafica son 2-isomorfos, se reduzca a checar la igualdad entre particiones del conjunto V;, lo
cual tiene implementaciones eficientes, como la estructura de datos UNION-FIND.
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Figura 2.6: Menores 2-isomorfos con particiones distintas.

(a) Grifica original, (b) grafica obtenida contrayendo las aristas &, e; y borrando e3, e, (c) grafica
obtenida contrayendo e3, e4 y borrando e;, e;. El ordenamiento de las aristas no tiene la propiedad
conexa, (b) y (¢) son 2-isomorfas, sin embargo las particiones correspondientes del 4to frente de
eliminacién no son iguales.

2.4. Cotas del espacio

Debe ser notorio que los algoritmos sélo logran reducir el espacio necesitado para calcular
¢l polinomio de Tutte, pues de todas maneras, se deben de probar todos los menores de la
grafica G, de los cuales el nimero de ellos es exponencial. Para una grifica G de n vértices,
se considera a la grafica completa K, como una cota superior para el espacio.

Considérese el siguiente ordenamiento de aristas para K, primero se enumeran los vér-
tices de 1 a n, entonces a cada arista se le representa por (u,v), donde u < v y se ordenan
las aristas en orden lexicografico. A este ordenamiento se le llama ordenamiento canénico de
una grafica completa.

Lema 2.4.1. El ordenamiento cancnico de una grdfica completa K, tiene la propiedad cone-
xa.

Teniendo el ordenamiento canénico para K,, se procede a probar las cotas del espacio
ocupado por el algoritmo (respecto a la prueba de 2-isomorfismo entre menores, basada en
particiones de f"‘-J. Recuérdese que el numero de Bell B,,, es el nimero de particiones de un
conjunto de n elementos, y el nimero Catalan C,, es el nimero de particiones sin cruces
[St04]. El siguiente teorema es uno de los mas importantes en esta obra.

Teorema 2.4.1. i) |L(K,,i)| < 2. En particular, |L(K,,i)] = 2'con0 < i < n —
2y |L(Kp,n—1)|=2"'—-n+1.

ii) Paran > 4, |L(K,,i)| < 33" '+ 1) = (n=1)2" %+ (") sin i< 2n-3y
|L(Kn,2n = 3)| = 3(3"7 +1) — (n - 2)2"% + ("3%).

iii) |L(Ky,i)| < Bjparan(n—1)/2—j(j —=1)/2<i<n(n—-1)/2-(G-1)( -2)/2y
|L(Kn,1)| = B; paran(n —1)/2 = (n— [(n+1)/3])(n— [(n+1)/3] =1)/2 < i
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Demostracion. i) Del nivel padre al nivel hijo, el nimero de nodos es a lo mas el doble, y
como |L(Ky,0)| = 1, se tiene que |L(K,,1)| < 2"

En lo siguiente, recuérdese que debido al ordenamiento canénico de K, las n — 1
primeras aristas son de la formae; = (1,i+1)con0<i<n-— 1.

Para verificar que |L(K,,i)] = 2 para 0 < i < n — 2, nétese que V; =
{G¥E) pues E; = {(1,2),(1,3),...,(L3),(Li+ )}y B = {(Li+2).(1.i+
3),...,(1,n),(2,3),...,(n — 1,n)}, por lo tanto, los vértices adyacentes a aristas en
E;y E; son 1,2,3,...,1+ 1, luego, en E;, las aristas solo pueden unificar a estos vér-
tices, claramente el vértice 1 siempre es unificado (si hay al menos una contraccion).
Entonces la i-ésima particion para V;, dadas cualesquiera dos graficas en el nivel 7, ten-
drén la forma {{1,a,,a,,...,ax}, {b1},{b2},..., {bs}},donde 2 < k+s < i +1,
y cada particion estd determinada de manera tinica por las aristas que se contrajeron.
Como todas las posibles particiones son diferentes, se obtiene que [L( K ,, )| = 2'.

Para verificar que | L(K,,n — 1)| = 2"' — n + 1, de igual manera, nétese que V,_; =
{7}}-a. enestecaso, By = {(1,2),(1,3),...,(1,n)} y E; = {(2,3),(2,4), ..., (n—
1,n)}. Asi, los vértices adyacentes a aristas en E; y E; son 2,3,...,n. Ademas, en
este nivel, todos los menores tienen al menos una contraccion, pues K, se desconecta
al borrar de un vértice sus n — 1 aristas.

Considérese el caso en que hay solo una contraccion, el total de formas posibles de esto
es n — 1. Al haber solo una contraccion de alguna arista e; € E,, ,, se identificaron
los vértices 1 e i + 1, sin embargo, 1 ¢ V.1, asi que la particién (n — 1)-ésima, en
cualquier caso, es {{i + 1}, {1}, {b2},..., {bs}} conb; # i+ 1 Vj. Por el Teorema
2.3.11), estas n — 1 graficas son 2-isomorfas y el algoritmo las colapsa en una sola (un
representante de la particion). Entonces, se tiene que |L(K,,n—1)| < 2" '—(n—1) =
DA R

Se afirma que la desigualdad anterior se mantiene por igualdad estricta. Supdnga-
se que hay mas de una contraccion, entonces se identificaron el vértice 1 y otros
vértices (al menos dos mas), en este caso, la particion para cualquier menor con
mas de una contraccion es de la forma {{i1,22,..., @}, {01}, {b2}, ... {bs}}, donde
[{i1,42,...,%}| = 2y 0 < s < n — 3. Todas estas particiones son diferentes, por lo
tanto, la desigualdad estricta no se puede dar, con lo cual |L( K, n—1)| = -l _p4l.

ii) Sean > 4, se vera primero que |L(K,,2n — 3)| = (3" # + 1) — (n — 2)2"7% + ( n=2).

En el nivel 2n — 3, se han borrado 6 contraido todas las aristas de los vértices 1 y 2.
Primero supdngase que 1 no fue contraido con 2, entonces para cada uno de los n — 2
vértices que quedan, s6lo tienen 3 posibilidades: O fue contraido con 1, 6 fue contraido
con 2 6 fue borrado, supéngase también que no hay algiin vértice que es contraido tanto
con | y con 2, entonces se tiene una particion de los n — 2 vértices, el nimero total de
particiones es 3”2 — 1 (se quita la particiéon que corresponde cuando se borran todas
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las aristas de 1 y 2). Pero en este contéo, hay muchas graficas que son 2-isomorfas.
Consideérese el caso cuando se tiene, por ejemplo,que 1l ~3 ~5~6,2 ~4~10~n
y los demas vértices no estén relacionados, la particién inducida por esta relacion es la
misma que es inducidapor 1 ~ 4 ~ 10 ~ n,2 ~ 3 ~ 5 ~ 6 y los demas vértices no
relacionados (es decir, intercambiamos las contracciones de 1 y 2), pues 1,2 ¢ Vo, 5.
Por lo tanto, el total de nodos, contando nuevamente el caso donde se borran todas las
aristasde 1y 2 es 3(3" 2 — 1)+ 1 = }(3"2 + 1).

Sin embargo, en este contéo, ain se estin repitiendo muchos menores 2-isomorfos,
como es el caso donde s6lo se contrae una arista de 2 y se contraen k aristas de 1
(k > 0), hay n — 2 — k particiones idénticas para cada k, que se estan repitiendo,
dado k fijo, se tienen ("; %) posibles subconjuntos de vértices que se contraen con 1,
quedando para 2, n — 2 — k posibles vértices para contraer, en total ("%) (n — 2 — k),
sumando estas cantidades sobre k,

n-3 n—-3 n—3
Y ("Pn-2-k = (a-2Y (") - Y ()
k=0 k=0 k=0
n—3 n-3
= (n-2))_ (") =) _(")k
k=0 k=0
+(22)(n-2)-(22)(n—-2)
n-2 n—2
= (n=-2)) (") =Y ()k
k=0 k=0

= (n—-2)2"%-(n—2)2""°
= (n—2)2"°%
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Dejando como tunico representante de estas graficas el caso en el cual 2 no contrae
ninguna arista, los menores a los que corresponden estas particiones estin de mas, por
lo tanto, se tienen $(3"2 + 1) — (n — 2)2"3.

Y por ultimo, al restar este termino, se estan quitando algunos menores de mas, pues
cuando k = 1, se quitan todas las posibles particiones que no inducen 2-isomorfismo.
En este caso, tanto 1 como 2 se contraen cada uno con un vértice distinto, por lo que el
total de posibilidades es (32 ), dando un total de nodos de £(3"2+1) — (n—2)2" 3+

("2%)-

Para verificar que este es el total, falta considerar el caso en el que 1 ~ 2, esto puede
suceder de 2 maneras, | se contrajo con 2 directamente, o estan relacionados por uno
o mas vértices que ambos contrajeron en comin, en cualquier caso, se puede ver que
estas particiones ya estan contadas, por ejemplo, sise tieneque 1 ~ 2~ 3 ~4 ~ 5 ~
6 ~ 10 y los demas vértices separados, entonces la particion inducida es la misma dada
porl ~3~4~5~ 6~ 10, 2 con todas sus aristas borradas y los demas vértices
separados.

Y se han contado todos los nodos en el nivel 2n — 3.

Para probar que |L(K,,i)| < 3(3" ' +1) — (n—1)2" 2+ (";!)sin<i<2n—3
(i.e. aun no se borran todas las aristas adyacentes a 2 y al menos queda la (ltima,
(2,n)), notese que la ecuacion a la derecha corresponde al nimero de nodos en el nivel
2(n+1)—3de K, ,,. Ahora, dada una particién correspondiente a un nodo en L( K, i),
se le asocia una de un nodo en L(K 1, 2(n + 1) — 3) de la siguiente manera: Tomese
una particiéon que tiene la restriccion de que la arista (2,7) fue borrada y la arista
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(2,n + 1) es contraida, mandese la clase del vértice 2 a la clase del vértice n + 1. Por
ejemplo, sin = 8 y se tiene que 1 ~ 3 ~ 5 ~ 6, 2 ~ 4 esta relacion induce la particion
{{3,5.6},{2,4},{7}, {8}}, a la cual se le asignaria {{3, 5,6}, {7}, {8}, {9,4}}.

Esta asignacion esta bien definida y claramente es inyectiva, por lo tanto, se tiene que
|L(Kn,1)| < |L(Kn41,2(n+1) = 3)| = 33" +1) = (n — 1)2"72 + ("3").

iii) Siiyjsontalesquen(n—1)/2—j(j —1)/2<i<n(n-1)/2—(F-1)(J - 2)/2,
entonces el nimero de aristas r que ain no se borran 6 contraen cum-
ple con j(j — 1)/2 < r < (j — 1)(j — 2)/2, por lo tanto el i-ésimo
frente de eliminacion tiene j vértices, y del Teorema 2.3.1, el mimero de
nodos en el nivel 7 esta acotado por el numero Bell B;. Por iltimo, cuando
izn(n-1)/2—(n—|(n+1)/3])(n—[(n+1)/3] —1)/2, el nimero de aristas que
quedan es a lomas (n — [(n + 1)/3])(n — [(n +1)/3] — 1)/2, por lo que ya se han
borrado y contraido mas de la mitad de aristas de K,,. Entonces cualquier particion del
i-ésimo frente de eliminacion V; es realizable, pues dada una particion, hay suficientes
aristas procesadas para conseguirla, y se concluye que |L(K,,?)| = B

2

Corolario 2.4.1. Para todo enteron > 12, dado el DDB de K, se tiene que,
W(Bk,) < Bn-2.

Demeostracion. Es claro que B, 5 > C,_,, y este tltimo crece de forma proporcional a
7&-#. que es mayor que 3(3" ! + 1) — (n — 1)2" "2+ (";') ¥n > N suficientemente
grande. Asi, B, _, es mayor que esta cantidad. De hecho, esto es cierto tomando N = 12,
con lo que se tiene el resultado. o

Hasta este momento, estos resultados son validos sélo para la grafica completa K,,. Para
poder extender estos resultados a cualquier grafica G conexa, es necesario encontrar un orde-
namiento de sus aristas con la propiedad conexa. El siguiente lema garantiza la existencia de
tal ordenamiento.
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Lema 2.4.2. Para toda grdfica simple conexa G, existe un ordenamiento de sus aristas con
la propiedad conexa.

Demostracion. Como G es conexa, por la Proposicién 1.1.2 existe un drbol generador de
G. Escojase una hoja del arbol y se le marca como raiz del mismo. Entonces enumérense los
vértices de la grafica recorriendo el arbol en postorden (es decir, primero se recorren todos los
vecinos del vértice actual, y al final se marca a éste), empezando en el vértice raiz. Como en
el caso de la grafica completa, representamos cada arista como un par ordenado (u, v), donde
u < v, y ordénense las arista en orden lexicogrifico. De este modo, se tiene un ordenamiento
de G con la propiedad conexa. 0

Ejemplo. A la grafica de la Figura 2.7 se ha aplicado el Lema 2.4.2, primero se encuentra
cualquier arbol generador. Luego, se escoje un vértice hoja (v4 en este caso) y a partir de éste,
se recorre el arbol en postorden, de este modo se obtiene una nueva enumeracién de todos
los vértices. Finalmente, se ordenan las aristas en orden lexicografico. Intuitivamente, con
este ordenamiento, primero se eliminan las aristas de los vértices mas profundos del arbol
generador.

=3
L]
e
wn
[*]

6
(c) (d)

Figura 2.7: Ordenamiento con la propiedad conexa de una grafica cualquiera.
(a) Gréfica original. (b) Un drbol generador de la grifica. (c) Reenumeracion de los vértices después
de recorrer el arbol en postorden. (d) Ordenamiento de las aristas con la propiedad conexa.
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Usando el Lema 2.4.2, se tiene que para cualquier grafica G conexa de n vértices, el ancho
del DDB W (B), esta acotado por el ancho del DDB de la grafica completa del mismo niimero
de vértices, el cual esta acotado por el nimero de Bell B,,_s. Asi, esta es la cota maxima del
espacio ocupado por el algoritmo para calcular el polinomio de Tutte de G.

2.5. Implementacion

Todos los detalles técnicos del programa para el calculo del polinomio de Tutte se dan
a continuacion, se empieza con un analisis del marco de trabajo de Teoria de Graficas que
presentan las interfaces, haciendo las bibliotecas del programa ttiles en cualquier aplicacion
programable de graficas, después se dan los detalles mas importantes de la implementacion
de los algoritmos expuestos en [SIT95] y otros, como por ejemplo, la construccion de las
particiones del algoritmo para la prueba de 2-isomorfismo entre menores de una grafica en el
mismo conjunto de aristas.

El lenguaje de programacion que se escogi6 es Java™, esto debido a la variedad de siste-
mas en los que se ejecuta, de este modo es innecesario que quien quiera usar el programa tan
pronto como sea posible, tenga que pasar por el tedioso proceso de obtener el cédigo fuente,
compilarlo, instalarlo, etc. Por supuesto, el codigo fuente estd disponible bajo las licencias
GPL y LGPL?, el kit de desarrollo de Java que se utilizé para programar, compilar y depurar
es el Sun JDK 1.5 (Java 5).

2.5.1. Marco de trabajo de Teoria de Grificas

La base de las bibliotecas programadas es la abstraccion de el concepto de grifica, esta se
compone de los siguientes elementos:

= Abstraccion e implementacion de griéficas.
= (Construccion de graficas.
= Algoritmos de graficas.

Implementacion de grificas. Esto se lleva a cabo a través de las interfaces GraphOb-
ject y Graph. Un vértice se representa por un entero de 16 bits, las aristas son manejadas
internamente por la implementacon, en el exterior, se representan por un identificador (un
entero de 16 bits), 6 un par de vértices, y para esta ultima, se puede usar las clases EdgeOb-
ject (generalizacion de una arista y un arco, es decir, lo que ambos tienen en comiin) y Edge
(una arista de una grafica). De esta manera, la forma en que la grifica es representada queda
escondida del exterior, el cual solo ve la interfaz y los métodos que se proporcionan, estas
son las interfaces:

http://www.gnu.org
*Disponible en http://java.sun.com
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package mx.unam.matem.maths.graphs;
import java.util.Collection;
import java.lang.Iterable;
public interface GraphObject |
public Collection<Shorts> vertices();
public boolean arelIncident (short vi, short vj);
public Collection<Short> neighborsOf (short v);
public void addvVertex(short v);
public void removeVertex(short v);
public int degreeOf (short v);
public boolean hasVertex(short v);
public String name() ;

public int nvertices();

package mx.unam.matem.maths.graphs.graph;
import java.util.Collection;
import java.lang.Iterable;

import mx.unam.matem.maths.graphs.GraphObject;

public interface Graph extends GraphObject {
public static final byte DeleteEdge = 1;

public static final byte ContractEdge = 2;
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public Collection<Shorts> edges();

public void addEdge (short edge_id, short v, short u);
public Edge removeEdge (short u, short v);

public boolean isLoop(short u, short v);

public boolean hasEdge (short u, short v);

public int nedges();

public Collection<Short> incidentEdgesOf (short v);
public Graph deleteEdge(short u, short v);

public Graph contractEdge (short u, short v);
public Edge removeEdge (short edge_id) ;

public boolean isLoop (short edge_id);

public boolean hasEdge (short edge_id);

public Graph deleteEdge (short edge_id);

public Graph contractEdge (short edge_id);

public boolean edgeHasVertex(short edge_id, short u);

public boolean edgesEqualsByVertices (short el, short e2);

public short edge_u(short edge_id) ;

public short edge_v(short edge_id);

Como ha sido discutido, en los algoritmos, es necesario guardar para las aristas, no solo el
par de vértices que la forman, también el identificador con el cual se les da un ordenamiento,
y este es heredado a los menores. Por lo que esto agrega un pequeiio factor lineal en |E]

a la complejidad del espacio ocupado para representar la grafica. El programa cuenta con
siete implementaciones de la interfaz Graph, cada implementacion debe mantener la lista
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de identificadores de los vértices y las aristas, esto es importante, pues si no se hace, no
es posible mantener el ordenamiento de las aristas al calcular el polinomio de Tutte 6 una
evaluacion:

ALGraph. Implementacion basada en listas de adyacencias. Utiliza un hash para guardar
los identificadores de las aristas. Es la mas eficiente en velocidad, pero ocupa mucho
espacio.

IMBoolGraph. Implementacion basada en matriz de incidencia, con valores de tipo boo-
leano (utiliza la clase BitSet de java). Utiliza arreglos para guardar los identificadores
de las aristas, eficaz en memoria, pero mucho menos veloz.

IMBBvBeGraph. Variante de IMBoolGraph, guarda los identificadores de los vértices y
las aristas en enteros de 8 bits.

IMBBvSIeGraph. Variante de IMBoolGraph, guarda los identificadores de los vértices en
enteros de 8 bits y los identificadores de las aristas en enteros de 16 bits.

BitsGraph. Implementacion basada en bits. El conjunto de vértices se guarda en un objeto
BitSet, y las aristas se guardan en un entero de 32 bits (16 bits para cada vértice); los
identificadores los guarda en enteros de 16 bits. Es la mas rdpida despues de ALGraph
¥ la que menos recursos de memoria requiere.

BitsBvBeGraph. Variante de BitsGraph, para las aristas usa enteros de 16 bits (8 bits para
cada vértice) y guarda los identificadores de las aristas en enteros de 8 bits.

BitsBvSleGraph. Variante de BitsGraph, para las aristas usa enteros de 16 bits y guarda
los identificadores de las aristas en enteros de 16 bits.

Las variantes de IMBoolGraph y BitsGraph fueron programadas con el proposito de
ahorrar el maximo de espacio, aunque, por supuesto, s6lo pueden ser usadas para graficas muy
pequeiias. La forma en la cual se construye una grifica de alguna de estas implementaciones
se describe a continuacion.

Construccién de graficas. Para utilizar alguna de las implementaciones de la interfaz
Graph, se tiene la clase GraphFactory. Solo existe una instancia de esta clase, a la cual
se accede a través del método estatico factory(). En esta clase se alberga una coleccion de
«constructores» que son responsables de construir graficas a partir de una implementacion
dada. Un constructor de GraphFactory debe implementar la interfaz GraphBuilder, la
cual solo tiene el método mewlnstance(), que es donde se construye la grafica de ura
implementacion de la interfaz Graph. Al iniciar el programa, automaticamente se registran
en la fibrica un constructor por cada implementacién. Antes de intentar construir una
grafica, se le debe decir a la fibrica que constructor usar, hay dos maneras de hacer esto:
Se puede utilizar el método setDefaultBuilder(), y usar los métodos para construccion de
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graficas con este constructor de default, o seleccionar el constructor dinamicamente con los
métodos de construccion que requieren que se les especifique el constructor a usar. Habiendo
seleccionado un constructor, el proceso para solicitar la construccién de una grafica es muy
sencillo. Por ejemplo, si se desea una grafica sin vértices ni aristas para construccién manual,
se usa el método newGraph(), si se desea una instancia de K, se usa el método buildKn(),
etc. GraphFactory puede construir una amplia gama de clases de grificas muy conocidas,
en particular, tiene métodos para construir miembros de las familias de graficas descritas en
el Capitulo 1.

Algoritmos de grificas. Una vez que se cuenta con las graficas a manipular, esto se hace
en gran manera a través de los métodos de la clase GraphAlgorithms, la cual contiene va-
rios de los algoritmos mas conocidos de la teoria de graficas. Se notara que muchos de estos
métodos tienen su contraparte en la interfaz Graph, sin embargo, no se aconseja usar estos
directamente, ;, Porque tener la contraparte de estos métodos en GraphAlgorithms ? Esto es
debido a que las versiones programadas en GraphAlgorithms son «genéricas», y no estan
optimizadas para ciertas representaciones de graficas, por ejemplo quiza la implementacion
de Graph tenga una version de alguno de estos métodos que se ejecuta mas rapido que la
version en GraphAlgorithms, la cual puede detectar si la implementacién cuenta con una
version propia, si es asi, usara esta, si no, entonces usara la version genérica. Si la imple-
mentacion no puede dar una version mas rapida, el programador puede ahorrarse un poco de
trabajo,

Algunos de los algoritmos implementados son: encontrar los vecinos de un vértice
(neighborsOf), calcular el grado de un vértice (degreeOf), encontrar el nimero de compo-
nentes conexas (nconectedComponents), saber si la grafica es conexa (isConected), saber
si es un arbol (isTree), construir un menor (makeMinor) etc. Muchos de estos algoritmos
fueron tomados de [CLRSO01].

De esta manera se tiene un marco de trabajo muy versatil y flexible, para implementar
resultados de la teoria de gréficas, el usuario puede hacer su propia implementacion de la in-
terfaz Graph, y decirle a GraphFactory que la utilice en lugar de las implementaciones que
vienen en la biblioteca, y no tiene que modificar una sola linea de codigo de los algoritmos,
pues a través de las interfaces, la implementaci6n es transparente para el resto de las clases.

2.5.2. Implementacién de los algoritmos para el cilculo del polinomio
de Tutte

Basado en el marco de trabajo descrito anteriormente, se hace la implementacion de los
algoritmos para calcular el polinomio de Tutte de una grafica G. Los procedimientos residen
dentro de la clase GraphAlgorithms y son los siguientes:

= tuttePolynomial - Calcula el polinomio de Tutte.
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= tuttePolynomialEval - Evalia el polinomio de Tutte en puntos del plano, se permiten

valores enteros, utiliza la clase Biglnteger de Java.

= tuttePolynomialEvalD - Evalia el polinomio de Tutte en puntos del plano, se permiten

valores reales, utiliza la clase BigDecimal de Java.

Estos procedimientos implementan los algoritmos descritos en este capitulo. Para manejar
polinomios se tienen dos clases:

= Polynomiallv - Abstraccién de un polinomio en el anillo Z[z], utiliza la clase BigIn-
teger para manejar los coeficientes.

= Polynomial2v - Abstraccion de un polinomio en el anillo Z[z,y], utiliza a la cla-
se Polynomiallv como coeficientes, es decir, la implementacion simula el anillo
(Z[z]) [y) = Z]z, y].

Ambas clases pueden escribir los polinomios en un archivo, en formatos compatibles con
ISTEX, Maple, HTML y texto simple.

Por ultimo, se describe una parte fundamental de la implementacion: La prueba de 2-

isomorfismo de dos menores de G en el mismo conjunto de aristas, basada en el Teorema
~2.3.1. Con este resultado, y dada la hipétesis de que se tiene un ordenamiento en las aristas
con la propiedad conexa, el checar si dos menores Gy, G son 2-isomorfos se reduce a probar
la igualdad entre dos particiones de un subconjunto del conjunto de vértices V de G, las
particiones se generan utilizando la estructura de datos UNION-FIND, esta se encuentra en
la clase BSIPartitionMaker:

package mx.unam.matem.maths.util;

import
import
import
import
import

public

private Map<Integer, BitSet> partition;

java.

java

java.
java.
.util

java

util.
b § o o
.Map;

.HashSet ;
.HashMap;

util
util

BitSet;
Collection;

class BSIPartitionMaker |

private Map<Integer, Integer> m;
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public BSIPartitionMaker() {
partition = new HashMap<Integer, BitSet=>();
m = new HashMap<Integer, Integers();

}

protected void finalize() |
partition.clear();
m.clear () ;

partition = null;
m = null;

}

public void makeSet (int x) (
BitSet nl = new BitSet (13);

nl.set (x);
m.put (x, x);
partition.put(x, nl);

}

public void union(int x, int y) {
int px, py:
px = m.get (x);
py = m.get(y);

if (px !'= py) {
BitsSet 1x, ly, £, 1;
int pf, pl;

Ix
ly

]

partition.get (px) ;
partition.get (py) ;

if (lx.cardinality() > ly.cardinality()) {

£ = 1x;

1 =1y;

pf = px;

pl = py:
} else {

f=1y;
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1=lx;
pf = py;
pl = px;
}
f.or(l);

for (int inl = l.nextSetBit (0); inl >= 0;
inl = 1.nextSetBit(inl + 1))
m.put (inl, pf);

partition.remove (pl);
}
}

public int findSet (int x) |
return m.get (x) ;

}

public Collection<BitSet> partition() {
return new HashSet<BitSet>(partition.values());

}

public void clear() {
partition.clear();
m.clear () ;

}
}

Esta clase implementa la estructura de datos UNION-FIND, que es capaz de construir las
clases de equivalencia de la relacién " ~ ", dado el i-ésimo frente de eliminacion. Los con-
juntos son codificados en objetos BitSet para ahorrar espacio y tiempo. El método makeSet
crea un nuevo conjunto con un solo elemento, findSet regresa un representante de la clase de
equivalencia del parametro que recibe, y el mas importante, union, hace la union de las cla-
ses de equivalencia de sus dos argumentos. Para conocer mas de UNION-FIND, consiiltese
[CLRSO1].

La clase BSIPartitionMaker es utilizada por la clase IsomorphismByPartitions que
implementa el método testIsomorphism de la interfaz IsomorphismTester, de este modo, si
se hallara otra forma de probar isomorfismo (2-isomorfismo) entre los menores, los cambios
al programa serian minimos.

public boolean testIsomorphism(Graph gm, Graph hm,
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Object[] tools) {
if (gm.nvertices() != hm.nvertices())
return false;
Collection<BitSet> gmip, hmip;
BDDNode<Collection<BitSet>> node;
int newi;

if (mgraph == null)
mgraph = (Graph) tools([0];

newi = (Integer) tools([l];

node (BDDNode<Collection<BitSet>>) tools[2];

L]

if (bsvs == null)
bsvs = wvset2bitset (mgraph.vertices());

if (mges == null)
mges = mgraph.edges() ;
if (newi != currenti) |

BitSet bsvif;

bsvifc.clear();
bsvifc.or(bsvs) ;

currenti = newi;

ei.clear();
ei.addAll (mges) ;

eic.clear () ;
eic.addAll (mges) ;

ei.removeARll (gm.edges());
eic.removeAll (ei) ;

bsvifc.xor (bsvif = makeEliminationFront (ei, eic));
bsvifc.andNot (bsvif) ;
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gmip = (Collection<BitSet>) tools[3];

if (gmip == null) {
gmec.clear () ;
gmec.or ( (BitSet) tools[4]);

gmip = makeEliminationPartition(gmec) ;
tools[3] = gmip;

}

if ((hmip = node.info()) == null) (
hmec.clear () ;
hmec.or (node.getCEdges () ) ;

hmip = makeEliminationPartition (hmec) ;

node.setInfo (hmip);

if (gmip.equals (hmip))
return true;

return false;

Para no recalcular las particiones innecesariamente, estas se guardan como objetos de tipo
BitSet, en el nodo del DDB donde esta el menor que le corresponde.

2.6. TuLiC

Para finalizar el presente capitulo, se introduce el nombre de la implementacion comple-
ta, el programa se llama TuliC (The Tutte Polynomial Calculator). Cabe mencionar ademas,
que el que los algoritmos se hayan implementado en Java tiene muchas ventajas, pero una
desventaja que fue notoria al poner a trabajar el programa, es que no se alcanzaron los limi-
tes que se mencionan en [SIT95]. Por ejemplo, no ha sido posible calcular con el programa
T(Ky4:z,y)*; ademas, el algoritmo necesita mas tiempo y espacio, debido al manejo de
memoria que el recolector de basura de Java ejecuta, por lo que claramente se tiene un inter-
cambio crucial entre portabilidad y eficiencia. Por tiltimo, se dan algunos ejemplos de uso de

*Al menos no con la cantidad de memoria de que se disponia: 1024M.
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TuliC, estos fueron hechos en Linux, se utiliza el comando time para saber cuanto tiempo
tarda en calcular la operacion solicitada. La computadora donde se realizaron estos ejemplos
tiene un procesador de 2.4Ghz y 256M de memoria.

Genera el polinomio de Tutte de K en todos los formatos (HTML,IATiEX, Maple y texto
simple), usando la implementacion de Graph de listas de adyacencia.

<<-- rodolfo [TuLiC2] --»»> time java -jar tulic2.jar -w alg poly -f all kn 10
TuLiC version 2rcl

Using worker alg
Executing the requested operation...please wait...

L{K_10, 0) has 1 nodes.
L(K_10, 1) has 2 nodes.
L{K_10, 2) has 4 nodes.
L{K_10, 3) has B nodes.
L{K_10, 4) has 16 nodes.
L{K_10, 5) has 32 nodes.
L{K_10, &) has 64 nodes.
L{K_10, 7} has 128 nodes.
L{K_10, 8) has 256 nodes.
L{K_10, 9) has 503 nodes.
L{K_10, 10} has 623 nodes.
L{K_10, 11) has 800 nodes.
L{¥K_10, 12) has 1060 nodes.
L{K_10, 13) has 1440 nodes.
L(K_10, 14) has 1992 nodes.
L{K_10, 15) has 2788 nodes.
L{K_10, 16) has 3926 nodes.
L{K_10, 17) has 2285 nodes.
L(K_10, 18) has 2415 nodes.
L{K_10, 19) has 2570 nodes.
L{K_10, 20) has 2753 nodes.
L{K_10, 21) has 2967 nodes.
L{K_10, 22) has 3215 nodes.
L(K_10, 23) has 3500 nodes.
L{K_10, 24) has 877 nodes.
L(K_10, 25) has 877 nodes.
L(K_10, 26) has 877 nodes.
L{K_10, 27) has 877 nodes.
L(K_10, 28) has 877 nodes.
L{K_10, 23) has 877 nodes.
L(X_10, 30) has 203 nodes.
L(K_10, 31) has 203 nodes.
L{K_10, 32) has 203 nodes.
L{K_10, 33) has 203 nodes.
L(K_10, 34) has 203 nodes.
L(K_10, 35) has 52 nodes.
L{K 10, 36) has 52 nodes.
L{K 10, 37) has 52 nodes.
L(K_10, 38} has 52 nodes.
L(K_10, 39) has 15 nodes.
L(K 10, 40} has 15 nodes.
L(K_10, 41) has 15 nodes.
L{K_10, 42) has 5 nodes.
L(K_10, 43) has 5 nodes.
L{K_10, 44) has 2 nodes,
L{K _10, 45) has 1 nodes.
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java -jar tulic2.jar -w alg poly -f all kn 10 2:10.75 total

Calcula el nimero de drboles de Ky 3 4.

<<-- rodolfo [TuLiC2] --»> time java -jar tulic2.jar eval -xy 1 1 mp 2 3 4
TuLiC version 2rcl

Using default worker imbg
Executing the requested operation...please wait...
L(K 2 _3_4, 0) has 1 nodes.
L{(K_2_3_4, 1) has 2 nodes.

L(K_2_3 4, 2) has 4 nodes.
L(K_ 2 3 4, 3) has 8 nodes.

L(K_2 3 4, 4) has 16 nodes.
L(K_2_3 4, 5) has 32 nodes.
L(K_2 3 4, 6) has 64 nodes.
L(K_2_3 4, 7) has 121 nodes.
L(K_2_3 4, 8) has 242 nodes.
L{K_2_3_4, 9) has 357 nodes.
L{K_2_3_4, 10) has 493 nodes.
L{K_2 3 4, 11) has 673 nodes.
L(K_2 3 4, 12) has 921 nodes.
L(K_2_3 4, 13) has 1265 nodes.
L{K_2 3 4, 14) has 667 nodes.
L(K_2 3 4, 15) has 692 nodes.
L{K_2_3_4, 16) has 720 nodes.
L(K_2_3_4, 17) has 751 nodes.
L(K_2_3 4, 18) has 203 nodes.
L(K_2_3 4, 19) has 203 nodes.
L{K_2_3_4, 20) has 203 nodes.
L(K_2 3 4, 21) has 203 nodes.
L{K_2_3_4, 22) has 52 nodes.
L{K_2_3 4, 23) has 15 nodes.
L(K_2_3_4, 24) has 5 nodes.
L(K_ 2 _3_4, 25) has 2 nodes.
LI(K 2 3 4, 26) has 1 nodes.

TI(K_2_3 4; 1, 1) = 283500
Bytes used in integer: 3
java -jar tulic2.jar eval -xy 1 1 mp 2 3 4 10.116 total

Por lo tanto, T'( K3 44;1,1) = 283500,

Calcula el polinomio de Tutte de la grifica con 10 vértices y 22 aristas dada en el archivo
graph.e, en formato para ITRX.

<<-- rodolfo [TuLiC2] --»> cat graph.e
10 22

0s 06 07 08 15 16 18 19 26 27 28 29 37 39 48
57 59 67 €68 69 7193 B9

<<-- rodolfo [TuLiC2] -->> time java -jar tulic2.jar poly -f tex -r graph.e
TuLiC version 2rcl
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Execurin

LiG, 0]
LiG, 1)
LiG, 2]
Li{G, 3)
LiG, 4)
L(G, 5]
LiG, &)
LiG, 7}
LiG, 8)
LG, 9)
Li{G. 10)
L{G, 11}
LiG, 12}
LiG, 13)
L{G, 14)
L{G, 15)
LiG, 18]
LiG, 17)
L{(G, 18)
LG, 19)
LiG, 20)
L{G, 21}
LiG, 22)

g the

has 1
has 2
has 4
has 8
has 1
has 2
has 3
has 4
has 4
has 4
has
has
has
has
has
has
has
has
has
has
has
has
has

requested operation...please wait...

nodes.
nodes.
nodes.
nodes .

2 nodes.
4 nodes.
3 nodes.
1 nodes.
4 nodes.
4 nodes.
45 nodes.
30 nodes.
48 nodes.
48 nodes.
48 nodes.
48 nodes.
49 nodes.
49 nodes.
15 nodes.
15 nodes.
5 nodes.
2 nodes.
1 nodes.

java -jar tulic2.jar poly -f tex -r graph.e 3.548 total

Asi, T(G;z,y) = 2° + 132% + 7527 + 1627y + 246x° + 15825y + 3225y + 3z%° +
4872° + 658z°%y + 3262°y° + 1002%y° + 202°y* + 22%° + 571x* + 13022y +
121724y + 7052%° + 303z%y* + 9924y® + 212%y° + 22%y7 + 3612° + 1358z%y +
204123y + 1874z + 12792%y* + 708z3y° + 3222%y°% + 1132%y" + 282%° +
47%y° + 9422 + 6462y + 15012%y? + 2014zy® + 19472%y* + 151622y° + 100122y +
5672%y" + 2702%y® +1052%y° + 3222y + To?y' + 22y "% + Hay + 379xy + 732xy° +
943xy ' +937xy + 77425 +55 1oy +341 2y* +181xy” +802y ' " +28zy " + Ty 2 +xy's.

Calcula el nimero de bosques generadores de Lgg 3.

<<-- rodolfo [TuLiC2] --»>> time java -jar tulic2.jar eval -xy 2 1 ltt 100 3

TuliC version 2rcl

Using default worker imbg

Executin

L(L_100
L(L_100_

L{L_100

g the

3, T
3, 8

requested operation...please wait...

has
has
has
has
has
has
has
has
has
has

1
2
2
4
5
5
s
5
5
5

nodes .
nodes.
nodes.
nodes.
nodes.
nodes.
nodes.
nodes.
nodes.
nodes.

3, 10) has 5 nodes.
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nodes.
nodes.
nodes.
nodes.
nodes.
nodes.
nodes.

L{L_100_3, 480) has
L(L_100_3, 481) has
L{(L_100_3, 482} has
L{L_100_3, 483) has
L{L 100 3, 484) has
L(L_100_3, 48S} has
L(L_100_3, 486) has

R e e e |

L{L_100_3, 487) has nodes.
L(L_100

L{L_100_3, 489) has S nodes.
L(L_100_3, 490) has nodes .

nodes .
nodes.
nodes.
nodes.

L(L_100_3, 491) has
L(L_100_3, 492) has
L{L_100_3, 493) has
L(L_100_3, 494) has
L(L_100_3, 495) has 5 nodes.

L(L_100_3, 496) has 2 nodes.

L(L_100_3, 497) has 1 nodes.

T(L_100_3; 2, 1) = 225478585859752349181636377196073231866890680. ..
Bytes used in integer: 60

java -jar tulic2.jar eval -xy 2 1 1tk 100 3 5:51.23 total

TR P S i el

1

5
5
5
5
s
5
5
5
3, 488) has 5 nodes.
5
5
5
5
5
5
5
2

Por lo tanto, T'( Lyon,3; 2, 1) = 2254785858597523491816363771960732318668906805
3383792181026216371322361161931699472505409080856261333264093175651457
6704662429783302765491316058.

Con esto se concluye el presente capitulo.
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Capitulo 3

Aplicaciones

Ahora que se cuenta con un programa eficiente para calcular el Polinomio de Tutte de
graficas pequenas, se utilizara como herramienta para intentar, junto con la teoria, obtener
nuevos resultados en varias dreas donde este polinomio juega un papel principal. Se presen-
tan resultados teoricos y experimentos realizados para intentar desmentir ¢ confirmar ciertas
conjeturas, que se presentaran a lo largo del capitulo.

3.1. Arboles, orientaciones aciclicas y totalmente ciclicas

Antes de empezar a analizar la primera conjetura, es necesario dar algunas definiciones
y resultados que relacionan el polinomio de Tutte de una grafica G, con las orientaciones de
sus aristas con ciertas propiedades.

Definicion 3.1.1. Sea G = (V, E), una orientacién de G es dar a cada arista e € E direccion
(en otras palabras. es convertir a G en una digrifica). Una orientacién es aciclica si es
tal que ninguna de las aristas esta en algun ciclo dirigido. Se dice que la orientacion es
totalmente ciclica, si cada arista de G se encuentra en al menos un ciclo dirigido.

Para una arista {u, v}, sus dos posibles orientaciones se denotan por v — vy v — w. Si
todas las aristas de v estan orientadas de la forma © — v (es decir, todas .*"tran.*" v) se dice
que v es pozo, por el contrario, cuando todas las aristas estan orientadas en la forma v —
(todas "salen"de v), se dice que v es fuente.

Considérense ahora las siguientes cantidades para una grafica &G: El nimero de arboles
generadores, el niumero de orientaciones aciclicas y el niimero de orientaciones totalmente
ciclicas. Por el Teorema 1.4.3, el numero total de arboles generadores es T'(G; 1. 1). ;Existe
alguna forma de conocer las otras dos cantidades? La respuesta es si, y en efecto, ambas
son evaluaciones del polinomio de Tutte, como lo menciona el siguiente resultado, el cual es
demostrado en [TJ92].
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Teorema 3.1.1 (Richard Stanley, 1973). Sea G = (V, E). Entonces T(G;2,0) cuenta el
numero de orientaciones aciclicas de G, y TG 0,2) el nimero de orientaciones totalmente
ciclicas.

En [MWO98], se discuten mds a fondo estas tres cantidades, y concluyen presentando la
siguiente

Conjetura 3.1.1. Sea G = (V| E) una grdfica 2-conexa, entonces
T(G;1,1) < m&x{T(G;2,0), T(G;0,2)}.

Se demostrara que el resultado es valido para algunas familias infinitas de grificas 2-
conexas.

3.1.1. Arboles

A pesar de no ser graficas 2-conexas, los arboles si cumplen con la conjetura, esto sera
usado en muchas de las demostraciones.

Lema 3.1.1. Sea G = (V| E) un arbol con |V| = n, entonces
T(G;z,9) =",

Demostracion. Por induccion sobre n. Base: n = 1, en este caso, T(Ey;z,y) =1 =12" =
x'~!, Supéngase que paran > 1, T(G:z,y) = 2" .

Sea G un arbol con n + 1 vértices y sea e una arista de G. Como G es un arbol, entonces
todas las aristas son puentes, ademas, al contraer una arista de G, la grifica resultante es
conexa, y tiene n vértices y n — 1 aristas, por la Proposicion 1.1.3 es un arbol, asi,

T(G;z.y) = 2T(G/e; 7,y) = z(z"1) = 2" = z**+0-1,

Por lo tanto, para toda n,
T(G;x,p) =z o

Teorema 3.1.2. Sea G = (V, E) un arbol, entonces,

T(G:1,1) < max{T(G;2,0),T(G:0.2)}.

Demostracién. Si G es un érbol, por el Lema 3.1.1, T(G;z,y) = z"', entonces
T(G:1,1) = 1" = 1, T(G:2,0) = 2!, T(G;0,2) = 0! = 0. Por lo tanto,
1 <21 = max{2"! 0}.

2
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3.1.2. Ciclos

La primera familia de graficas 2-conexas que satisfacen la conjetura son los ciclos.

Lema 3.1.2. Para todo enteron > 3,
n-1 .
T(Co;z,9) =) 2" +.

Demastracwn. Por mducm‘m sobre n. Base: n = 3 En este caso C J = Ky yT(Ks;a,y) =
?+ T+ ! z' + y. Supéngase que para n > 3, T(C;7,y) = Yoo 11.‘-‘ + y. Sea

e € E(Cpi ), entonces como e no es lazo ni es puente, al borrar e lo que se obtiene es P, 41,
que en particular es un arbol, al contraer e se obtiene C,,, entonces,

T(Chiriz,y) = T(Capr\&i 2, y) + T(Cpii /€52, y)
=T(Ppsr:z,y) + T(Cniz.y)

n=1
= ;.-:"+Zx' +y
i=1
n
— Zzi-ky
i=1

(n+1)=1

= Z ,'c‘+y.

i=1

Por lo tanto, se obtiene el resultado.

1
Teorema 3.1.3. Para todo enteron > 3,
T(Cp:1,1) < mdx{T(C,;2.0),7(C,;0,2)}.
Demostracion. Por el Lema 3.1.2, T(Cpiz,y) = 3oy 2* + y, entonces T(Cp;1,1) =

Sr I+l =n—1+1=n,T(C,;2,0) = ;‘=1‘2=+0 Y2 =22 T(C,;0,2) =
w1 00 4+2 =2 Porlotanto,n < 2" — 2 = mdx{2" — 2,2}.
2
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3.1.3. Grifica completa K,

El conocido teorema de Cayley [AMZG04] dice que T'(K,;1,1) = n" 2. Ahora se in-
tentard calcular o aproximar T'(K,:2.0) y T(K,;0,2). Notese que /i’y no cumple con la
hipotesis de la conjetura, y K, es un arbol, asi que basta considerar /,, conn > 3.

Lema 3.1.3. Para todo enteron > 2, T(K,:2,0) = nl.

Demostracion. Sise toma una orientacion aciclica de K., obsérvese que debe haber al menos
un vértice fuente, ya que si no es asi, tomese un vértice cualquiera v, como v no es fuente,
entonces hay al menos dos aristas tales que una sale de v y la otra regresa, como en los
demads vértices pasa lo mismo, se puede formar una trayectoria dirigida, tal que sale de v y
regresa a el, por lo tanto hay un ciclo dirigido, lo cual es contradictorio con el hecho de que
la orientacion es aciclica.

Asi que al menos debe haber un vértice fuente, entonces en este vértice, n—1 aristas tienen
ya direccion, faltando las aristas de los demas n — 1 vértices, a los cuales les restan n — 2
aristas a cada uno, i.e. falta orientar la subgrafica K’,_, aciclicamente, a la cual aplicamos
el mismo argumento. Entonces debo escoger en cierto orden los n vértices para volverlos
fuentes en cada una de las subgrificas K, donde (2 < 7 < n) y este orden es importante, lo
cual dice que una orientacion aciclica corresponde a una permutacion de los vértices, por lo
tanto, el nimero total de orientaciones (permutaciones) es n!. O

Lema 3.14. Sea G = (V, E) tal que G = K3 6 G = K, entonces.
T(G;1,1) < T(G; 2,0).
Demostracion. Por casos:
» Si G = Kj, entonces G = Cy y el resultado se sigue del Teorema 3.1.3.
= SiG = K,, entonces T(G;1.1) = 42 = 16 y T(G: 2,0) = 4! = 24.
En cualquier caso, T'(G; 1,1) < T(G:2,0). Q

Paran > 5, n"~2? > nl, asi que de ahora en adelante considero las orientaciones totalmente
ciclicas.

Lema 3.1.5. Para todo enteron > 2,

(27! = 2)T(K,-1:0,2) < T(K;0,2).
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Figura 3.1: Para f = {a, ¢} orientada de a hacia c, existe la trayectoria dirigida ¢, dada por la
orientacion totalmente ciclica de K, .

Demostracion. Considérese la grifica completa K, para n > 2. A la subgrafica K,_,
désele alguna de las T'(K,,_,; 0, 2) orientaciones totalmente ciclicas, y para el vértice v que
falta, a sus n — 1 aristas las oriento de tal manera que ¢ no sea ni fuente ni pozo. Esta es una
orientacion totalmente ciclica de K,,. Todas las aristas de la subgrafica f{,,_, estan en algin
ciclo dirigido, solo falta probar que las n — 1 aristas del vértice v, también lo estin.

Sin perdida de generalidad, tomese un arco e = a — v, cOMo v NO €s pozo, otro arco sale
de v. Sea €' = v — ceste arco. Si f = {a,c} esta orientada de c a a, se ha terminado, pues
se tiene el ciclo dirigido r = @ — v — ¢ — a. Si no, hay una trayectoria dirigida t de c a
a, porque f esta en un ciclo dirigido, entonces e, e’ y ¢ forman un ciclo dirigido, por lo tanto
e esta en un ciclo dirigido (Figura 3.1). De esta manera, se tienen (2! — 2)T(K,_1;0,2)
orientaciones totalmente ciclicas de /,,, con lo que el resultado es inmediato. 0

Observacion. T'(/;;0,2) = 24,

Demostracion. Inmediata, pues T(Ky; z.y) = z° + 3z + 2z + dzy + 2y + 3y + %, por lo
tanto, T(Ky;0,2) =22+ 3-22 + 23 = 24, O

Corolario 3.1.1. T(K5;1.1) < T(K5:0.2).

Demostracion. Porel Lema 3.1.5 y la observacion anterior, se tiene que 7'(A'5;0,2) > (2* —
2)T(K;0,2) =14-24 =336 > 125 =5 = T(K5; 1, 1). Q

Lema 3.1.6. Para todo enteron > 3, 9™t -+l < T(K,;0,2).
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Demostracion. Tomese los n vértices de K, unidos por n aristas, tal que la subgrafica
sea isomorfa a un ciclo C,,. Hay dos orientaciones totalmente ciclicas, al tomar una de
ellas y agregar una arista cualquiera de las que faltan, se le puede dar cualquiera de las
dos orientaciones posibles, a manera de ejemplo, observe la Figura 3.2 de la subgrafica de K.

Figura 3.2: Orientacion totalmente ciclica de una subgrafica de K.

Y esto se pueda hacer para cada una de las aristas restantes de K, entonces, de este modo
o nin—1) nin—1} _ a - 1 3
setienen2-27z " =273 ~"*! grientaciones totalmente ciclicas, con lo que se obtiene

el resultado. O

Teorema 3.1.4. Para todo enteron > 3,
T(Kn:1.1) < méax{T(K,:2,0), T(K,; 0,2)}.

Demostracion. Sea n > 3. Por los Lemas 3.1.4 y 3.1.1, el resultado es valido pa-

ran = 3,4y5. Paran > 6, usando los Lemas 3.1.5 y 3.1.6, se tiene que (2"°! —
n-1j{n=2 "— "n—

2)(25E -4y = (gnet _ )@@ Roni2) < (9n-1 _ 2)T(K,1;0,2) <

T(K,;0,2). Ademas, n"~2 < (2! — 2)(2M¥ﬂ—“+2) sin > 6, con lo que finalmen-

te se concluye que

T(Kn:1,1) < méx{T(K,;2,0), T(K,;0,2)}. Q

3.1.4. Griéficas bipartitas

Ahora se analiza a i}, ,,. Usando el teorema de Kirchhoff [AMZG04] sobre el nimero de
arboles generadores se tiene que T'(K,,,;1,1) = n™ 'm™'. El camino para K, ,, es ain
mas delicado que para K, se partira en tres partes, pero antes de empezar, se dan algunas
definiciones que involucran orientaciones totalmente ciclicas, junto con algunos resultados
técnicos que seran de gran utilidad mas adelante.
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Definicion 3.1.2. Sea K, ,, la grdfica bipartita completa, con biparticion V,, U V,,, sean
v,u € V,. Dada una orientacion de las aristas que inciden en v, se dice que las aristas
que inciden en u tienen la orientacion dual de las de v, si estas cumplen con las siguientes
propiedades:

1. Si{a,v} estd orientada de a a v, entonces la arista {a, u} estd orientada de u a a.
2. Si{b,v} estd orientada de v a b, entonces la arista {b, u} esta orientada de b a u.

Intuitivamente, dada una orientacion de las aristas de v, la orientacion dual de las aristas
de u se obtiene asignando las direcciones opuestas, obsérvese la Figura 3.3 de la grafica
K34 v orientaciones duales para las aristas de los vértices u, v. Notese que esta relacion es
simétrica, pero no reflexiva ni transitiva.

Notacién. Cuando las aristas de u y v tengan orientaciones duales, se dird simplemente que
u tiene la orientacion dual de v (y viceversa).

Figura 3.3: Vértices u, v y sus orientaciones duales.

Lema 3.1.7. Sea K, ,, la grafica bipartita completa. Considérese una orientacion de K, ,,
en la cual ningun vértice es pozo o fuente y existen u,v € V,, tal que u tiene la orientacion
dual de v, entonces la orientacion es totalmente ciclica.

Demostracion. Sea e una arista de K, . Si e = {u,w}, sin perdida de generalidad, su-
pongase que la orientacion de e es u — w. Por hipotesis, u tiene la orientacién dual
de v y ningtin vértice es fuente 6 pozo, asi, esto garantiza la existencia del ciclo dirigido
u — w — v — a — u, donde a € V,,. El argumento es simétrico para las aristas de v. Es
decir, todas las aristas de « y - estan en algun ciclo dirigido.

Supongase que e = {a, b}, donde a € V,,,b € V,, y a, b # u,v. Sean

O, = {z € V,, | {u,z} tiene la orientacion u — x},

—
1~
|

={z €V, | {u,z} tiene la orientacién z — u}.
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Iy

Figura 3.4: La arista {a, b} esta en un ciclo dirigido en cualquier caso.

Analogamente para v, constriyanse los conjuntos I,,, 0,,. Es claro que V;, = I, U Oy, ¥
ademas, O, = I,, I, = O,,. Con esta particién de V,,, y las hipétesis, se puede construir un
ciclo dirigido el cual contiene a e, sin importar la orientacion. Se da la construccion para el
caso en el cual e estd orientada en la formaa — b. Como b € V,,,, entonces b € O, 6 b € .
Sibe O, = I, se tiene la trayectoria dirigida @ — b — v. Por hipétesis, a no es fuente, asi
que existe una arista {a, z }, con orientacion z — a, donde z € O, 6 z € I,.

Caso 1. z € O,, v no es pozo, por lo que existe {w, v} que tiene la orientacion v — w,
entonces w € I, = O,, por lo que se tiene la trayectoria dirigidav — w — u — z —
a, por lo tanto, se tiene el ciclo dirigidoa = b —v—w —u— 2z — a.

Caso 2. z € I, = O,, entonces la arista {z, v} esta orientada en la forma v — z, por que se
tiene el ciclo dirigidoa - b — v — z — a.

Los demas casos son totalmente similares, y se ilustran en la Figura 3.4. Asi, todas
las aristas de K, estan en algin ciclo dirigido y por lo tanto la orientacion de K, ., €s
totalmente ciclica.

|
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Finalmente, el siguiente lema sera de gran utilidad.

Lema 3.1.8. Sean n,m > 5, tales que m > n. Si p = 2™ — 2, entonces

pm -p- (p - l)m—l > n"‘_l‘m"'l.

Demostracion. Sean n,m > 5, el resultado se sigue de los siguientes hechos:

m=—1
L.p™—p-(p—1)"" > p™~'. Esto es inmediato, pues p > 1+ p (Lp—l) , restando

m—1
p (Ef,—l) y multiplicando por p™ ! se tiene el resultado.

Reis

2. p™ ' > n™ 'm"1. La desigualdad se sigue de que

n-l
Prl > ™ i e p > nmmT,

"11 < 1. Entonces

pero m > n, por lo tanto *
n

T
n-1 2
nmm1 < nm <n’,

por lo que si n? < p = 2" — 2, se obtiene la desigualdad, y esto ultimo es cierto para
n > 5.

Asi, se tiene que p™ — p - (p— 1)™"! > p™~! > pm~ ™1, y esto completa la demos-
tracion.

L3

Grifica bipartita completa K,

Aplicando el resultado mencionado al principio de esta seccion, T'( Ky i 1,1) = m2™° 2
Ahora se buscan expresiones que igualen 6 en su defecto aproximen como cota inferior a
T(K5:2,0) y T(Ks.:0,2). Al calcular algunos polinomios de Tutte de K, con TuliC,
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es notoria una peculiaridad en las potencias de y:

T(Kypia,y) = 2°

T(Kyaz,y) = 2°+22+z+y
T(Kogiz,y) = z*+22° +322 + o+ 3ay+y+4°
T(Kyaix.y) = z°+32" + 623 +42? + 622y +r +dey + 4z’ +y+v° +4°

T(Kagx,y) = 2°+42° 4+ 10z* + 102 + 102% + 52° + 102%y + 102%y* +
+5zy + 5zy” + by’ + y +y* +¢° +

T(Koyo:z,y) = '+ 92" + 452 + 1202° + 452°y + 21027 + 12027y + 12027y*
+2522° + 2102% + 210z°y? + 210z%° + 2102° + 25225y
+2522°%y7 + 2522%% + 2522y + 120z* + 2102y + 210z%y>
+2102%y® + 210z*y* + 2102%y® + 452° + 1202y + 1202°y>
+1202%° + 1202%y* + 1202%y° + 12023y° + 1022 + 452%y
+452%y% + 452%y° + 4522y + 450%y° + 452%y° + 452%y" + z
+10xy + 10zy? + 102° + 102y* + 1029° + 102y + 10xy”
+10z +y+ v+ + Py R+

Con estos polinomios se infiere el siguiente resultado.

Lema 3.1.9. Para todo enterom > 1, T(K3,,;0,2) = 2™ — 2,

Demostracién. 1La demostracion es por inducciéon en m y un argumento de contraccion y
borrado. Param = 1, K, es un arbol, entonces porel Lema 3.1.1, T(K5;0,2) = 0 = 21 -2
Suponiendo la validez para m > 1, y aplicando las operaciones de contraccion y borrado en
K341 (Figura 3.5). De aqui que T'( Ky 1:0,2) = 2™ 42" =240 = 2.2m -2 = 2™+ 2
y el resultado es inmediato. o

Es claro que 2 — 2 < m2™ ! \Ym, asi que aproximaré T'( Ky n; 2, 0).
Lema 3.1.10. Para todo entero m > 2,
T(C4:2,0)2™ 2 +2(m —2)2" ! < T(Kom; 2,0).

Demostracion. Considérese el siguiente argumento, tomese la subgrafica formada por los 2
vértices del conjunto en la particion de menor tamaiio, y dos de los otros m restantes, esta
subgréfica es isomorfa a C'; (Figura 3.6). Dada una orientacion aciclica de esta, las aristas
de los demas /m — 2 vértices oriéntense de tal manera que todos sean fuentes o pozos, esto
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T(K 30:0.2)=2 "-2 OT(K 3020

Figura 3.5: Célculo de T'(K;,,+1; 0, 2) por contraccion y borrado.

se puede hacer de 2™~2 formas distintas, de este modo tengo T'(Cy; 2, 0)2™~? orientaciones
aciclicas. Agreguense estas: Escdjase uno de los m — 2 vértices que quedaban, (el porque de
estos m — 2 vértices es para no duplicar orientaciones en el contéo) selecciénense sus dos
aristas y oriéntense de forma que tengan la misma direccion, esto se puede hacer de 2 formas,
luego, en los demas m — 1 vértices, se orientan sus aristas como fuentes o pozos, lo cual
se puede hacer de 2! formas, por lo que se tienen 2(rn — 2)2™ " orientaciones aciclicas
nuevas, por lo tanto,

T(Cy; 2,0)2™ 2 + 2(m — 2)2™! < T(Kam; 2,0).
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T(C ;2,002 ™2 2(m-2)2 ™!

Figura 3.6: Contéo de orientaciones aciclicas de Ko .

Teorema 3.1.5. Para todo entero m > 1,
T(Kom;1,1) < max{T(Ksm; 2,0), T(K2,m; 0,2)}.

Demostracién. Sim = 1 entonces K, = Py, la cual es un arbol, y el resultado se sigue del
Teorema 3.1.2. Supdngase que m > 2.

Como T(Kjym:l,1) > T(K3m;0,2), por el Lema 3.1.10, T(K3,,;2,0) >
T(Cy;2,0)2™2 4 2(m — 2)2™ 1, y como T(Cy; 2,0) = 2* — 2, entonces,

T(Kom;2,0) > (2 —2)2™ 2 +2(m —2)2™!
= 2™(m—2)+2-2m+2.2m —2m"!
= m2m+3.2m!
> mam!
= T(Aam;1,1).

Asique T(Rom:1,1) < T(K3,,; 2,0). Finalmente,

T(Kam; 1,1) < max{T(Kym; 2,0), T(K2m;0,2)}

Grifica bipartita completa K, ,,

Para K ,,, el resultado al comienzo de la seccion dice que T(K3.n;1,1) = 3m-lm2,

Como la grafica K3 es un arbol y K35 = K, 4, se considera m > 3, nuevamente, se tratara
de calcular 6 acotar inferiormente a T'(K3,,;2,0) y T'(K3,m; 0. 2).

Lema 3.1.11. Para todo enterom > 3, 6™ — 65" < T(K3.m;0,2).



3.1 f\rboles, orientaciones aciclicas y totalmente ciclicas 71

Demostracion. Désele a las aristas de los vértices de la particion con m elementos cualquier
orientacion, excepto la de fuente y pozo, en total son (2* — 2)™ = 6™; sea v uno de los
m vértices, para v y una de sus 6 orientaciones, escojo para los otros m — 1 restantes, una
orientacion de las 6 que no sea el dual de la orientacién de v, de esas hay 6 — 1 = 5 orienta-
ciones para cada uno, en total se tienen 6 - 5™, las cuales, si las quito al total 6™, quedan las

orientaciones en donde hay dualidad entre el vértice v y alguno de los otros m — 1 (Figura
37}

Figura 3.7: Contéo de orientaciones totalmente ciclicas de K3 .

Por el Lema 3.1.7, estas orientaciones son totalmente ciclicas, con lo que

6™ — 6. 5™ ST (K;3.m:0,2).

L
De este resultado se tiene lo siguiente.
Proposicion 3.1.1. Para todo entero m > 4,
T(Kym;1,1) < max{T(K3..:2,0), T(K3m;0,2)}.
Demostracién. Usando el conteo del Lema 3.1.11, se tiene que 3™~' - m? < 6™ — 6 5™
sim > 4. Q

Param = 3, T(K33:1,1) = 81 > 66 = 6* — 6 - 5, por lo que se hace un caso especial con
Ky 3, aproximando T'(K34:2,0).

Proposicion 3.1.2. T(K33:1,1) < max{T(K31:2,0),T(K33;0,2)}.
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)"A)‘L

32'-y2=n2 @2-22=12

Figura 3.8: Contéo de orientaciones aciclicas de K 3.

Demostracion. Escojase un vértice v de uno de los conjuntos de la particion, désele cualquier
orientacion a sus 3 aristas excepto las de fuente y pozo, a los otros dos veértices del conjunto,
oriéntense sus aristas de tal manera que sea como fuente 6 pozo, de este modo no es posible
formar ningun ciclo dirigido, entonces se tiene una orientacion aciclica. El argumento es
valido para cada uno de los vértices del conjunto, por lo tanto se tienen 3 - (2% — 2) - 2% = 72
orientaciones aciclicas. De nuevo, escojase un vértice del mismo conjunto y oriéntense sus
aristas de la misma manera, luego, al escoger otro vértice, se orientan sus aristas para que sea
fuente 6 pozo, para las aristas del vértice que queda, se asegura que existe una orientacion
distinta de la de fuente y pozo, tal que no es posible formar ciclo dirigido con la orientacion
de las aristas del primero, de esto modo no hay algin ciclo dirigido, con lo cual se tiene una
orientacion aciclica distinta de las anteriores, y en total son (23 — 2) . 2 = 12 (Figura 3.8),
con lo cual 72 + 12 = 84 < T(K33; 2,0) y por lo tanto,

T(Ks33;1,1) = 81 < 84 < T(K33;2,0) < max{T(K33:2,0), T(K330,2)}.

Claro que este resultado se pudo probar directamente con TuLiC. De hecho, el polinomio
de Tutte de K33 es T(K33,2,y) = z° + 4z* + 102® + 1122 + 5z + 92%y + 152y + 5y +
6zy? + 9y? + 5y* + y*, y de aqui se sigue que T'( K 5;2.0) = 230, que es mayor a 81.

Teorema 3.1.6. Para todo entero m > 3,

T(K3m;1,1) < méx{T(K3m;2,0), T(K3m;0,2)}.

Demostracion. Inmediata de las proposiciones 3.1.2 y 3.1.1.
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Grifica bipartita completa K, ,,

Similarmente, es posible hacer un conteo de T'(Ky ,; 0, 2) y obtener resultados analogos
a los de la seccion anterior. En general, sea K, ,, bipartita completa, con n, m > 4 y sea V,,,
el conjunto de la particion con m elementos, sea v € V,,,, désele a sus n aristas cualquier
orientacion excepto la de fuente y pozo, en total tenemos 2" — 2 orientaciones para v, sea
p = 2" — 2, el total de orientaciones, considerando los m vértices es p™. Nuevamente, sea
v € V,,, para v y una de sus p orientaciones, escdjase para los otros m — 1 vértices, una
orientacion de las p que no sea el dual de la orientacion de v, de esas hay p — 1 orientaciones
para cada uno, entonces dada una orientacion de v, se tienen (p — 1)™ ! orientaciones, por lo
tanto, hay en total p- (p — 1)™' |las cuales, si las quito al total p™, quedan las orientaciones
en las cuales hay dualidad entre v y alguno de los m — 1 vértices. Por el Lema 3.1.7, estas
orientaciones son totalmente ciclicas con lo que se tiene el siguiente

Lema 3.1.12. Paraenterosn,m >4, p™ —p-(p— 1)""!' < T(K,m:0,2).
Teorema 3.1.7. Para enteros n,m > 4
T(Knm:1,1) < méx{T(Knm:2.0),T(Kym:0,2)}.

Demostracion. Por el Lema 3.1.8, n™ 'm"! < p™ —p-(p— 1)""! < T(Kpm;0,2) si
n,m > 5. Solo faltan los casos n = 4.mn = 4 y n = 4,m = 5. Se evalua la desigualdad en
cada caso: '

» Paran = 4,m = 4, se tiene que 4* - 4* = 4096 < 14* — 14 - (13)% = 7658.
» Paran =4, m = 5, se tiene que 4% - 5° = 32000 < 14° — 14 - (13)* = 137970.

Y se obtiene el resultado. 0

Teorema 3.1.8. Para enteros n, m tales que n,m > 1,
T(Kpmil,1) £ méx{T(Knm;2,0), T(Knm;0,2)}.

Demostracion. Es inmediata de los resultados anteriores, los cuales se resumen en la siguien-
te tabla:

[ n m | Ky ¢ La conjetura es valida? |
1 1<m | Ky, | Kimesunarbol, Teorema 3.1.2
2 2<m | Ky Teorema 3.1.5
3 3<m | Kanm Teorema 3.1.6
4<n|d<m| K, Teorema 3.1.7 Q
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3.1.5. Grificas de 3,4, 5,6, 7, 8 y 9 vértices

Ya se prob6 que varias familias de graficas cumplen con la Conjetura 3.1.1 de manera
teorica. Sin embargo, esto no prueba la validez general de la misma, en consecuencia, se
hicieron una serie de experimentos con TuliC, para intentar demostrar que la conjetura es
falsa en general.

Sabiendo que TuliC puede calcular el polinomio de Tutte de cualquier grafica de tamaiio
moderado, es posible, por ejemplo, suponiendo que se tienen todas las graficas no isomorfas
de 6 vértices, correr TuliC en cada una de ellas, y probar la conjetura, si en alguna es falsa,
entonces es un contraejemplo y se demostraria la invalidez de esta. Afortunadamente, si se
cuenta con una forma de conocer todas la grificas diferentes, no solo de 6 vértices, sino de
mas, en esta seccion se da la «bitacora» del experimento realizado.

El paquete Nauty y las GTools

Nauty es un conjunto de procedimientos escritos en el lenguaje de programacién C por
Brendan McKay, para determinar el grupo de automorfismos de una grafica coloreada por
vertices, y esta informacion se puede utilizar para pruebas de isomorfismo de manera muy
eficiente. El lector interesado en Nauty puede obtenerlo en [Nauty], y si deséa conocer los
detalles del algoritmo de isomorfismo, puede consultar [Mc81].

Junto con Nauty vienen varios programas de utilerias, para manipular archivos de graficas
en formato g6 6 sparse6 ' | este conjunto de programas se llama las gtools. Con estas herra-
mientas y TuliC, fue posible hacer experimentos en todas las grificas 2-conexas no isomorfas
de 3 hasta 9 vértices, las pruebas fueron hechas en el sistema Operativo Linux, y estos fueron
los pasos que se siguieron:

1. Se utilizo el programa geng de las gtools para generar siete archivos, cada archivo
contiene todas las grificas 2-conexas no isomorfas de n vértices, en formato gé. Por
ejemplo, para crear el archivo bg9.g6, se usa el comando geng -C 9 bg9.g6, los archivos
que se crearon fueron bg3.g6, bgd.g6, bgs.g6, bg6.g6, bg7.g6, bg8.g6, bg9.g6.

2. TuliC no puede leer graficas en formato g6, para atacar esto, se hizo lo siguiente: En
las gtools viene un programa llamado listg, que lee archivos en formato g6 6 sparse6,
y los convierte en otros formatos mas accesibles y faciles para usar; el que se utiliz es
el obtenido pasando la opcion -e la cual escribe las graficas como una lista de aristas
precedida por el orden y el niimero de aristas, aqui esta un ejemplo:

<<-- rodolfo (simplebiconected] --»» listg -pl0 -e bg5.g6

'gﬁ es un formato compacto para guardar grificas simples en un archivo, sparse6 es una evolucién de g6 y
puede manipular graficas no simples.
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Graph 10, order 5.
5 10
01 02 03 04 12 13 14 23 24 34

Esta salida corresponde a /5.

De este modo, sélo se hizo una funcién para leer graficas de un flujo de entrada en este
formato.

3. Se procedid a escribir un pequefio programa en el lenguaje Java que utiliza
las bibliotecas de TuliC para analizar una grifica dada en el formato descri-
to, leyéndola del flujo de entrada estandar, y evaluando su polinomio de Tut-
te en los puntos (1.1),(2,0) y (0,2). La salida del programa es de la forma
«T(G:1,1)T(G;2,0) T(G:0.2) [true | false]», se lama TestConjeture3 y este es el
codigo fuente:

import java.util.s;
import java.io.x;
import java.math.s;

import mx.unam.matem.maths.graphs.=;

import mx.unam.matem.maths.graphs.factory.*;
import mx.unam.matem.maths.graphs.graph.*;
import mx.unam.matem.maths.graphs.objects. ;

public class TestConjecture3l {

private TestConjecture3 () {

}

public static void main(Stringl[] args) {

try |
Graph g = loadGraphFrom(System.in);

if (!GraphAlgorithms.isConected(g)) {
System.out .println(" Not a conected graph");
System.exit (0) ;

}

Graph tree = GraphAlgorithms.getSomeSpaningTree(g);
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Map<Vertex, Integer> vordering =
GraphAlgorithms.postOrderTraversal (tree) ;

Edge (Jes =
GraphAlgorithms.orderEdgesLexicographically (g, vordering);

tree = null;

BigInteger ntrees, nao, ntco;

ntrees = GraphAlgorithms.tuttePolynomialEval(g, 1,

1, es);
nao = GraphAlgorithms.tuttePolynomialEval (g, 2,

0, es);
ntco = GraphAlgorithms.tuttePolynomialEval(g, 0,

2, es);

g = null;

int a = ntrees.subtract (naoc.max(ntco}).signum() ;
boolean ct = (a == 0 || a == -1);

System.out.println(ntrees + " "
+ nao + " " + ntco
+ " " 4 oct);

} catch (Exception e) {
System.out.println("Error in program !!!")};
System.out.println("Exeption: " + e);

System.out.println("Stack Trace:");
e.printStackTrace() ;
System.exit (1) ;

}
}

private static Graph loadGraphFrom{InputStream in)
throws Exception {
GraphFactory f = GraphFactory.factory();

f.setDefaultBuilder(
GraphFactoryWorkers.callWorker ("alg"));

StreamTokenizer st =
new StreamTokenizer (new InputStreamReader (in));



3.1 Arboles, orientaciones aciclicas y totalmente ciclicas 77

st.parseNumbers() ;
int nvertices, nedges;

if (st.nextToken() == StreamTokenizer.TT_EOF)
throw new Error("graph specification empty !!!");

nvertices = (int) st.nval;
st.nextToken() ;
nedges = (int) st.nval;

Graph g = f.newGraph("G");
Vertex vs[] = new Vertex [nvertices];

for (int i = 0; i < vs.length; ++i) {
vs[i] = new Vertex(i + 1);
g.addVertex(vs([i]);

}

int k = 1, v1, v2;

Edge e;

while (st.nextToken() != StreamTokenizer.TT EOF) {
vl = (int) st.nval;
st.nextToken() ;
v2 = (int) st.nval;

e = new Edge(vs([vl], vs[v2], k++);

g.addEdge (e) ;

}

if (nedges < g.nedges())
throw new Error("Incorrect edges number !!!!"
+ " it's small: "
+ nedges) ;

return g;

}
}

Con un poco de conocimiento del lenguaje Java, el lector se dara cuenta que este pro-
grama utiliza el ordenamiento con la propiedad conexa del Lema 2.4.2.



78

CAPITULO 3. APLICACIONES

4. Finalmente, para poder probar todos los archivos con la graficas 2-conexas, se escribio

un script del shell de Linux (Bash) llamado runtests, que combina las gtools y el
programa descrito anteriormente, para hacer las pruebas, aqui esta el codigo del script:

#!/bin/sh

if test $# -1t 2; then

echo -n "usage: $0 graphsfile resultsfile"
echo " [java memory] [graphnumber]"

exit 1

o

gfile=51
rfile=52

sleeptime=7

echo "Ready to run tests on graphs in file $gfile"
echo "Starting in $sleeptime seconds"”
echo " (Press Ctr-C to abort)..."

sleep $sleeptime

echo "Starting !!!!"
echo ""

tmpfile="/tmp/graph$RANDOM.e"
JAVACMD="java"

if test "$3" = "v; then
JAVAQOPTS="-cp tulic.jar:."
else
JAVAOPTS="-Xmx$3 -cp tulic.jar:."
fi

echo "Java command is: S$JAVACMD $JAVAOQPTS"

if test "$4" = """, then
let "gnumber = 1"
else
let "gnumber = $4"
fi
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echo "Counting graphs...please wait..."

totalgl=‘countg -q $gfile |grep : | cut -c0,1,2,3,4,5,6,7,8,9"
let "totalg = S$totalgl”

echo "graphs file has $totalg graphs"

echo "starting from graph number S$gnumber"
mv -f $rfile $rfile.bk

for ((i = $gnumber; i <= Stotalg ; ++i)); do
listg -eq -p$i $gfile > S$tmpfile

resultTest="'$JAVACMD $JAVAOPTS TestConjecture3 $tmpfile’

if test ! $? -eqg 0; then
if test $i -eq Stotalg; then
echo "Rll graphs tested succefully"
else
echo -n "There was an error and maybe "
echo "some graphs were not tested"
fi

break
£

echo "$i SresultTest" >> Srfile

echo "Test in graph # $i: SresultTest"
done

rm -f S$tmpfile
echo "Finished !!!"
echo nn

echo "Tests run on $((i - S$gnumber)) graphs..."
echo "Results are in file Srfile"

El script primero verifica si sus argumentos son correctos, necesita al menos el archivo

ESTA TESIS NO SALE

nT 1.A BIBLIOTECA
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de las graficas a probar en formato g6, y un archivo donde escribir los resultados,
configura las opciones del interprete java y después cuenta cuantas graficas hay en el
archivo, usando la utileria countg de las gtools. Al entrar en el ciclo principal, extrae
una grifica del archivo fuente, la convierte a lista de aristas con listg, y la coloca en
un archivo temporal, luego, ejecuta el programa TestConjeture3, el cual lee el archivo
y convierte la grafica a una instancia de las implementaciones descritas en la seccion
2.5.1, calcula las evaluaciones y prueba la conjetura, los resultados son guardados por
el script en una variable, y finalmente los guarda en el archivo indicado, un renglon por
gréfica, en la forma «mimero-grafica T (G;1,1) T (G;2,0) T(G:0,2) [true| false]»,
y repite este ciclo tantas veces como graficas haya en el archivo, esta es una ejecucion
del programa sobre el archivo bg5.g6, que contiene todas las graficas 2-conexas no
isomorfas de 5 vértices

<<-- rodolfo [research] -->> runtests g5.g6 results.txt
Ready to run tests on graphs in file bg5.g6

Starting in 7 seconds (Press Ctr-C to abort)...
Starting !!!!

Java command is: java -cp tulie.jar:.
Counting graphs...please wait...
graphs file has 10 graphs

starting from graph number 1

Pinished !!!

Tests run on 10 graphs...
Results are in file resultsbg5.txt

Y este es el archivo de salida:

1 12 46 6 Ctrue

2 20 54 14 ctrue

3 5302 crue

4 11 42 6 crue

5 21 54 18 ctrue

6 40 72 60 true

7 24 60 24 crrue

B 45 78 78 ctrue

9 75 96 204 crue

10 125 120 544 crue

Asi, para encontrar un contraejemplo a la conjetura, solo bastaba encontrar una linea en
algtin archivo de salida que tuviera «false», y con el numero de gréfica, esta se puede
extraer del archivo original.

Después de haber probado la conjetura con todas estas graficas, en total 201,727; los

resultados fueron a favor de la conjetura, fué verdadera en cada una, esto, por supuesto, no es
una prueba, pero fortalece la idea de que debe ser cierta. Alguien podria intentar probar con
las 9,743,542 2 graficas 2-conexas de 10 vértices, quiza en estas se halle un contraejemplo.

*Calculado usando la utileria countg.
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3.2. Una forma mas fuerte de la conjetura 3.1.1.

No ha sido posible probar o refutar la conjetura, sin embargo, en [MW98] se presenta lo
que llaman una forma mas fuerte de esta, no se da formalmente, pero aqui esta.

Conjetura 3.2.1. Sea G = (V| E) 2-conexa, entonces, T(G; x,y) es una funcion convexa en
el segmento de linea que une los puntos (2,0) y (0, 2).

En esta seccion se intentara encontrar un contraejemplo, usando técnicas similares a las
de la seccion 3.1.5.

Esta vez se intentara ver que 7'(G; z, ) no es una funcién convexa, para alguna grafica G
2-conexa. Existe un criterio de convexidad que establece lo siguiente: Si f : R — R es una
funcién con segunda derivada continua y positiva en un intervalo cerrado [a,b], entonces
[ es convexa. Con este criterio, se puede intentar encontrar G 2-conexa, tal que, al derivar
dos veces la funcién f(z) = T(G;z,2 — z), calcular f” y buscar algin o € [0, 2] tal que
J"(a) < 0, entonces el polinomio de Tutte de G seria candidato a ser un contragjemplo de
la conjetura. TuLiC no puede calcular derivadas, pero para esto, se cuenta con Maple’. A
continuacion se describe como se hicieron estas pruebas:

1. Se necesitaban generar los polinomios de Tutte de tantas graficas como fuera posible,
otra vez, se tomaron en 3 hasta 9 vértices. TuLiC puede tomar una grafica en un archivo
y calcular su polinomio, a pesar de esto, se prefirié utilizar un programa especifico para
esto, que use las bibliotecas de TuLiC. La tarea de éste, es leer una gréfica de un fiujo
de entrada, obtener su polinomio de Tutte y escribirlo en la salida estandar en formato
para Maple. El programa se llama GenTP y este es el codigo fuente:

import java.util.s;
import java.io.s;
import java.math.s;

import mx.unam.matem.maths.polynomials.*;
import mx.unam.matem.maths.graphs.*;

import mx.unam.matem.maths.graphs.factory.*;
import mx.unam.matem.maths.graphs.graph.«;
import mx.unam.matem.maths.graphs.objects.;

public class GenTP {

private GenTP() {

}

IDisponible para Windows y Linux en http://www.maplesoft.com
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public static void main(String[] args) {

try {
Graph g = locadGraphFrom(System.in) ;

if (!GraphAlgorithms.isConected(g)) {
System.out.println(" Not a conected graph");
System.exit (0);

}

Graph tree = GraphAlgorithms.getSomeSpaningTree (g);
Map<Vertex, Integer> vordering =
GraphAlgorithms.postOrderTraversal (tree) ;
Edge [les =
GraphAlgorithms.orderEdgesLexicographically(g,
vordering) ;

tree = null;

Polynomial tp;

tp = GraphAlgoritﬁms.tuttepolynomialtg, es);
g = null;
System.out.println(tp.toStringMapple());

} catch (Exception e) ({
System.out.println("Error in program !!!");
System.out.println("Exeption: " + e);
System.out.println("Stack Trace:");
e.printStackTrace() ;

System.exit (1) ;

}

private static Graph loadGraphFrom(InputStream in)
throws Exception |
GraphFactory f = GraphFactory.factoryl();

f.setDefaultBuilder (
GraphFactoryWorkers.callWorker("alg"));
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StreamTokenizer st =
new StreamTokenizer (new InputStreamReader(in));

st.parseNumbers () ;

int nvertices, nedges;

if (st.nextToken() == StreamTokenizer.TT_EOF)
throw new Error ("graph specification empty !!!");
nvertices = (int) st.nval;

st .nextToken() ;
nedges = (int) st.nval;

Graph g = f.newGraph("G");
Vertex vs[] = new Vertex [nvertices];

for (int i = 0; i < vs.length; ++i) {
vs[i] = new Vertex(i + 1);
g.addvertex(vs[i]);

}

int ¥k =1, vi; v3:

Edge e;

while (st.nextToken() != StreamTokenizer.TT_EOF) {

vl = (int) st.nval;
st.nextToken() ;
v2 = (int) st.nval;

e = new Edge(vs([vl], vs[v2], k++);

g.addEdge (e) ;

}

if (nedges < g.nedges())
throw new Error("Incorrect edges number !!!!"
+ " it's small: "
+ nedges}) ;

return g;
}
}
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2. Se hizo un script de shell, para combinar este programa y las gtools, de manera similar
a la seccion anterior, se llama genpolys, aqui esta el codigo fuente:

#!/bin/sh

if test $# -1t 2; then

echo -n "usage: $0 graphsfile resultsDir"
echo " [java memory] [graphnumber]"

exit 1

£i

gfile=5$1
polyDir=§2

sleeptime=5

echo -n "Ready to generate Tutte Polynomials for graphs"
echo " in file $gfile"

echo -n "Starting in $sleeptime seconds"

echo " (Press Ctr-C to abort)..."

sleep $sleeptime

echo "Starting (!t
echo ""

tmpfile="/tmp/graph$RANDOM. e"
JAVACMD="java"

if test "$3" = """, then
JAVAOPTS="-cp tulic.jar:."
else
JAVAOPTS="-Xmx$3 -cp tulic.jar:."
fi

echo "Java command is: $JAVACMD SJAVAOPTS"

if test "$4" = ""; then
let "gnumber = 1"
else
let "gnumber = $4"
f£i
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echo "Counting graphs...please wait..."

totalgl=‘countg -q $gfile |grep : | cut -c0,1,2,3,4,5,6,7,8,9"
let "totalg = S$totalgl"

echo "graphs file has $totalg graphs"
resultsDir="$polyDir/"
mkdir -p $resultsDir
echo "starting from graph number $gnumber"
for ((i = $gnumber; i <= $totalg ; ++i)); do
listg -eq -p$i $gfile > S$tmpfile
tuttepoly="'$JAVACMD $JAVAOPTS GenTP < $tmpfile’
if test ! $? -eq 0; then
if test $i -eq S$totalg; then )
echo -n "Polynomials for all graphs"
echo " generated succefully"
else
echo -n "There was an error and maybe"
echo " some graphs are without TP.."

fi

break
fi

echo "tp:=$tuttepoly;" > "$resultsDir/$i.txt"

echo nn

echo "Tutte Polynomial for graph # $i: Stuttepoly"
echo nn

done

rm -f $tmpfile

echo ""
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"Finished !!!"
nn

echo
echo

echo "Generated polynomials for $((i - $gnumber)) graphs..."

El script toma como parametros el archivo de las graficas en formato g6, un directorio
donde guardar los archivos con los polinomios, pasa las graficas a formato de lista
de aristas al programa GenTP, este calcula el polinomio, y lo escribe en la salida
estandar. Finalmente, el resultado es guardado en un archivo con el nimero de la grafica
como nombre. Como ejemplo, aqui estd una ejecucion para las graficas 2-conexas de 7

vértices:

[##EH|

[rodolfo] -|### research %> ./genpolys bg7.g6 polisbg?

Ready to generate Tutte Polynomials for graphs in file bg7.g6

Starting in 5 seconds (Press Ctr-C to abort)...

Starting !!!!

Java command is: java -cp tulic.jar:.
Counting graphs...please waitr...
qraphs file has 468 graphs

starting from graph number 1

Finished !1!
Generated polynomials for 468 graphs...
[####| [rodolfo] -|H#E# research %>

Y he aqui el resultado:

[EIE 1]
100. £xE

[rodalfal - |s#s research Vs ls polishg?

136.txc 171.Txt 206,Cxt 241.Ext 277.£xt 311,
137.cxx 172.txt 207,.txt 242.txt 278.cxt 312.TRC J48.CxC
138.txc 17).txt 208.ctxt 243.txc 279.cxc 313 .cxc MY.cxe
139.txt 174.txXC 209.CxXC 244 .Ext 27.cxe  J14.exe 34.Tat
1d.exz 17S.cxc 20.txt  245.txt 280.cxt 315.cxc 350.cxt
140.txt 176.txt 210.fxt 246.txt 281.txc 316.cxc I51.txt
141.txt 177.txc 211.txt 247.txt 282.txt 317.cxt 352.Ext
142.cxr 178.cxt 212.txt 248.txt 28).txt 118.cxt 353,
143, 178 211.txc 249, txc 284.cxT 119, cxe 154,

147, ext

102.cxc

144, 214.TXC 24.TXt  285.ext 31l.pxt  355.CXC
s, 215.cxc 250.ctxt 286.txt 120.cxt 356.Cxt
46 . 216.zxc 351.cxc 287.cxc 321.cxc 357.exc
147.txt 182.txt 217.txt 252.txt 288.txt 122.txt ISE.txC
148.cxc 183.Txc 218.txt 253 ,Cxt 269.Cxt 323.cxt 359.txt
149.txr 184 .xt 219.Txt 254.txt 20.Ext  324,.Ext 35.txt
14.ext 185,.txz 21.zxr 355.txt 290.txc 325.cxt 360.Txec

150.exe
15l.exe
152.zxz
153, txe

186.cxc 220.cxc 256.txt 291.txc
187 Txt 221.cxt 257.TxMt 297.cxt JRT.CXC I6D.LxT
188.Txz 222.cxt 258 .Txt 293 .cxc 32A.cxr 353 cxc
189.txt 223 .cxt 259.txt 294.cxt 1I9.Lxt J6d.Txt
154.exe 18.txt  334.Cxe 35.Txt 295.txt 32.ext  J65.txt
155.txc 1%0.oxt 225.txt 260.txt 296.twt 330.Cxt IS6.LXT
156.£xt 191.cxt 226.cxt 261.txt 297.txc 311.exec I67.txt
157.ext 192.cxc 227.txt 162 .twe 2968.txc 332.cxt I68.cLxXC
158.cxe 193 .oxXt 228.Cxt 263.bxc 255.txc 33).cxt I65.TxC
159 . cxz 194.:zxt 229.txt 264.txt 29.txt 3)4.Cxt 35.CXC
1S.exz 195 .cxt 72.ext  265.Txt J1.CxeC
160.exz 196 .txt 230.txt 266.txt I00.txt 336.twt IT1.ext
161 .txt 197 .=t 2)1.cxt 267.txt 3I0L.cxc 337.txt 372.txt
162.txt 198.cxr J37.cxt 268.txt J02.txe 1) Ext IT7I.txt
163 .exc 199, txc 23).cxt 26%.txt 303 .cxt 339.cxc I74.cxc
164 .exc 19.zxr 2¥4.ext J6.ckc  I04.cxe 3).oxt 375.txe
165.txc 1.txt
166 . cxe 200.zxt 336.cxr 271.txt J06.txt JAL.
1687, exc 201.cxt 217 . Ext 272 . exe 307.cxc 342
le8 . cxt 207 txt 238.txt 273 .ext J08.cxt 34).
165.txt J03.oxt JIF.TxC 274.txt I09.cxr 344,
16.txt 204, 2d.cxc 275.cxt 30.Ext  M5.txt
240.txt 276.cxe 310.Ext M4E.Cxe

326.cxt I61.TxE

ext 3177.txt
£xt 178.tx:
txt 379.exc
ext 37.txc
180, £xC
181 ke

xe
170.txt 205.txt

-

335.cxc I70.£xt 405 oxc 440.txt 5).Ext

382.txc 417.txr 452.txC E£5.IXT
383 .txt 414.txt 45).Cxt 66.TxC
384 . txt 415.txt 454.txt 67 . Txt
305.cxt 41.txt 455.cxr E3.txe
I86.cxr 420.txr 456.CAt 63 .CTxT
387 . txt 431 txt 457.CxXC §.XC
368.cxt 422.txt 458.cxc TO.Cxt
389.txt 423).txr 459.Exc Ti.
I6.txr 424 LXC 45.cxz T2
390.txt 425.cxt 460.cxc T
351 txr 426 =xt 461.txt T4 .oxt
392.txc 427.txt 462.Txt 75 .Ixt
393 .cxt 428.TxT 45).Txr Té.our
394 .cxz 429 .Txz 464.Txt T7.oxC
195.cxz 42.txr  465.txt TE.oxt
396.TXT 430.CXC 466.Cxt T3.Ext
397.cxt 431.txe 467.cxt
398 cxz 432 Txz 468.Txt 80 Ixt
199 txe 433 . txt 46.ext 81 Txr
39.txt 4M.Txc 47.txt  @2.txt
l.cxt  435.cxt 48.cxt  @3).CxC
400.cxC 436 cxc 49.Cxt  BdoTxt
401.cxc 437.txr 4.Ext BS.EXC
402.cxt 438.zxt 50.cxc B6.Ext
40) . cxz 419 zxr 51.ext B7.cxt
404 cxr 41.Txr S51.txt 83.txt
83.cxt
S4.exr B.rxt
55.txt  S0.txt
T S6.txt 91.txt
57.txt  92.cxr
445.cxc 58.cxr  F). ke
94 et
5. txc
S5.£xt
¥7.ext
S8 .txt
59.txe
9.2t

40.txc
215.cxc 270.cwe IOS.exe J4D.txt 376.txt 410.txt 446.Txt S9.Txc

Txr 447 Txr 5.€at
txt 448.cxt 60.txC
Ext 44%.cat Bl.TxT
EXE 44.txt 62 TxD
exc 450.cxt 63.cxt
Ext 451.txt 64.CxT

412

412
413
414
415,
41€.
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3. Por iltimo, se escribié un script de Maple para ejecutar la prueba dada por el criterio
y tratar de encontrar un contraejemplo a la conjetura, he aqui el cédigo fuente, para el
caso donde se probaron las graficas de 9 vértices:

basedir:="C:\\polynomials\\polysbg9";
nv:=9;
ngraphs:=194066;

dir:=basedir;

for i from 1 to ngraphs do
aFile:=sprintf ("$s\\%d.txt", dir, 1i);
printf ("reading file %s\n", aFile);
read(aFile);
printf ("Tutte polynomial: ") ;
print (tp) ;
printf ("\n");
aFunc:=simplify(eval (tp, [x=z, y=2-2z]));
secDiff:=simplify (diff (diff (aFunc, z), 2z));
aRoot:=fsolve(secDiff, z, 0..2, maxsols=1);
-if (type(aRoot, numeric)
or eval(secDiff, z=1) < 0) then
print ("Graph number %d is a candidate counter-example ",
1)is
break;
else
printf ("Graph number %d passes test\n", i);
end if
end do;

printf ("Succefully tested all graphs.\n");

El script primero lee el polinomio de Tutte de un archivo, hace el cambio de varables
x = z,y = 2 — z, deriva la funcién obtenida dos veces, e intenta encontrar alguna raiz
de esta en el intervalo [0, 2] con el comando fsolve de Maple, si no encuentra alguna, la
segunda derivada esta por encima 6 por debajo del eje de las abscisas, en este caso, la
evaltia en z = 1 (cualquier valor del intervalo basta), para saberlo. Si hay una raiz 6 la
derivada estd por debajo del eje, T((: x, y) no es convexa, y se imprime en la pantalla
el nimero de la grafica que puede servir de contraejemplo, si ambas pruebas fallan, se
intenta con la siguiente.

Al concluir las pruebas, los resultados fueron también a favor de esta conjetura, no fue
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posible encontrar un contragjemplo.

Estos son algunos usos de un programa como TuLiC, capaz de calcular el polinomio de
Tutte de una gran cantidad de gréficas, A pesar de que en los experimentos no se pudieron
refutar las conjeturas, nunca se hubieran podido llevar a cabo con alguno de los algoritmos
que se conocen. Cabe mencionar que la Conjetura 3.1.1 y 3.2.1 no son las tnicas que no han
podido ser probadas 6 refutadas, existen mas, y TuLiC podria ser un aliado importante para
los investigadores del polinomio de Tutte y sus interpretaciones.



Conclusiones

En esta obra se presentd al Polinomio de Tutte, uno de los invariantes algebraicos mas
importantes para graficas. Al ver que contiene tanta informacién de la grafica, se hace
inminente la necesidad de tener una forma de calcularlo eficientemente. Sin embargo,
esto al parecer no es posible, ya que a excepcion de algunos puntos en el plano complejo,
evaluar el polinomio de Tutte es #P-dificil, lo cual se convierte en un grave inconveniente pa-
ra encontrar el valor de ciertos invariantes naturales, como el niimero de bosques de la grafica.

Para calcular el polinomio de Tutte se usé el algoritmo de [SIT95], el cual es simplemente
aplicar la fébrmula de contraccion y borrado a una grafica, formando su arbol de expansion,
y utilizando el hecho de que en un mismo nivel, aparecen muchos menores 2-isomorfos, los
cuales tienen el mismo polinomio de Tutte, asi se evita calcularlo redundantemente. En lugar
de limitar al algoritmo a probar solamente 2-isomorfismo, se le dio la flexibilidad de utilizar el
procedimiento 2/ S0, con dos graficas como pardmetros, que puede probar un 2-isomorfismo
restringido; esto es en general una buena idea, pues en la implementacién, el algoritmo que
prueba 2-isomorfismo es una especie de componente (plugin) que se puede cambiar por otro
mejor. A partir de esto se formo el DDB, que es la idea principal de los algoritmos.

Se prob6 que los algoritmos calculan correctamente €l DDB vy el polinomio de Tutte,
pero aun faltaba una implementacion eficiente del procedimiento 2/.50. Como en este caso
se contaba con la restriccion de que las graficas, que eran menores de una grafica dada, tenian
el mismo conjunto de etiquetas en las aristas, fué posible desarrollar una implementacién de
2150 que se redujo tan s6lo a checar particiones de un subconjunto de vértices de la grafica
original. Ademas, esto permitié dar resultados concretos sobre el ancho del DDB obtenido,
y asi dar una cota superior en cuanto al espacio en memoria ocupado por el DDB. Teniendo
las bases teéricas, se procedi6 a escribir un programa que calculara el polinomio de Tutte de
una grafica dada, TuLiC.

Con éste programa fué posible atacar dos de las muchas conjeturas que se tienen acerca
de evaluaciones del polinomio de Tutte. Primero se demostré que muchas familias infinitas
de graficas 2-conexas cumplian con la conjetura 3.1.1; y ante la imposibilidad de demostrarla
en general, se hicieron una serie de experimentos que no habrian sido posible antes; se
tomaron todas las graficas 2-conexas de 3 hasta 9 vértices y se hicieron programas para que,
junto con TuLiC, intentaran encontrar un contragjemplo a la conjetura, lo mismo para la
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conjetura 3.2.1. No se encontraron contraejemplos, lo que hace mas plausibles las conjeturas.
Estos experimentos constituyen una nueva forma de estudiar al polinomio de Tutte: Cuando
por medios tedricos no es posible saber mas, los investigadores pueden recurrir a TuLiC
para saber si sus conjeturas son falsas, y asi desecharlas rapidamente, 6 al no encontrar
contragjemplos, hacerlas mas plausibles. Estas son matematicas experimentales, en donde
con la ayuda de las computadoras, es posible hacer matematicas de una forma distinta,
realizando experimentos, intentando de esta manera encontrar una direccion hacia la verdad,
como es el caso de la Biologia.

Esto Gltimo da pie para resaltar lo siguiente. La interaccion entre las Matematicas y las
Ciencias de la Computacién es mucha y muy profunda, tanto al nivel mas general, como
ocurre con Maple o Mathematica, como a un nivel fundamental, como es el caso de la
prueba del Teorema de los 4 Colores. Este es el punto de vista adecuado para leer la obra. El
polinomio de Tutte es imposible de calcular para una grafica en general, sin embargo, hay
conjeturas y preguntas sobre éste. TuLiC da un marco de trabajo que permite certificar o
rechazar conjeturas para un conjunto significativo de manera experimental.

Aqui esta otro ejemplo de tales preguntas.

Una conjetura sobre el polinomio cromatico

El polinomio cromético de una grafica G, x(G; x) se puede definir como la funcién que
en el valor entero z, z > 1, da el nimero de x coloraciones propias de (5, para después probar
que esta funcién es un polinomio. De hecho:

n
X(G;2) = Y (~1) ",
i=0
donde cada a; es un entero no negativo, a, = 1, a,_, es el numero de aristas de G y gy = 0.

El polinomio cromatico esta relacionado al polinomio de Tutte mediante la siguiente re-

lacion: Lyt
X(G;x) = (xw%
donde n es el nimero de vértices de G.

En 1932 Whitney [Wh32] dio la siguiente caracterizacién de los coeficientes de x.
Supongamos que las etiquetas de las aristas de G estan ordenadas arbitrariamente. Un ciclo
roto es una subgréfica de G que se obtiene de un ciclo al quitar la arista con etiqueta mas

chica. Entonces

T(G;1 —x,0)

Teorema El coeficiente a; es el numero de subgrdficas de G con n — i aristas que no
contienen un ciclo roto.
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En [LM] se considera la funcién ¢(G) que da el tamario esperado de una subgrafica de

G que no contiene un ciclo roto, o sea, si se define paraQ < i < n, b; = z‘f_{“‘ se puede
7

s
=0 @

definir ¢(G) como:

Entre otras conjeturas, ellos proponen la siguiente

Conjetura Para una grdfica G conexa en n vértices, que no es un drbol ni una grifica
completa,

e(Pn) < €(G) < e(K,).

La primer desigualdad fue probada por C. Merino y S. Noble. La segunda desigualdad no
ha sido probada, pero TuLiC puede ser usado para verificarla en toda grafica conexa de a lo
mas 9 vértices.

Los algoritmos descritos en [SIT95] son, al parecer, lo mejor que hasta ahora se conoce
para calcular el polinomio de Tutte en el caso general, y debe ser notorio que si se utiliza
un algoritmo de prueba de 2-isomorfismo mas eficaz que el dado por el Teorema 2.3.1, las
cotas de espacio de los algoritmos serian mas pequefias, y de este modo se podrian hacer
célculos en gréficas mas grandes. Entre dos niveles distintos del DDB no hay ninglin par de
menores que sean 2-isomorfos, por lo que usando esta técnica, lo mejor que se puede esperar
es reducir el tamaiio del DDB, y esto se lograra solamente si alguien construye un algoritmo
eficiente para determinar 2-isomorfismo.

TuLiC ha sido hecho con el proposito de ser distribuido a la comunidad cientifica intere-
sada en el polinomio de Tutte y en Teoria de Graficas en general, ya que puede ser extendido,
y hacer esto podria ser trabajo a futuro, y puede ser un buen aliado para establecer resultados,
como se hizo con el Lema 3.1.9. Por ejemplo: Son problemas abiertos el dar formulas
explicitas de T(Ln m; %, y) y T(K, m; T, v); observando algunos polinomios calculados con
TuLiC, alguien puede tratar de dar con una férmula general. O bien encontrar propiedades
interesantes, como se ha hecho en el problema de enumeracion de emparejamientos [Pr99].

Con esto se concluye ésta obra.



Apéndice A
Polinomios de Tutte

Se presentan algunos de los polinomios de Tutte mas interesantes calculados por TuLiC.
Para cada tipo de grafica, se expone solamente el polinomio de mayor tamano, y debe
entenderse que es posible calcular todos los anteriores. Se hace notar al Jector que para poder
calcular estos polinomios se necesité una computadora con una gran cantidad de memoria
RAM (1024 M1).

Grifica completa K3

Numero de términos: 298.

T(Kyz,y) = ' + 662" + 1925210 + 2862'% + 32670z° + 143002°% + 21452y +
7152%° + 35742328 + 30802228y + 11368528y + 450453358@;3 + 128708y + 5148285 +
128728 + 263755827 + 37408807y + 2449590z7y% + 1317030z"y® + 626340x7y* +
308880x7y® + 145860z7y% + 60060x7y” + 25740z7y8 + 8580z7y? + 1716z7y'" +
133395352°% + 28139826z%y + 28330302z%y% + 21010990z%° + 13498485r6y4 +
827026225y + 4975971x8y® + 2869152x%” + 1647360258 + 90090025y° + 45645628y '° +
21621628y + 96096z5y12 + 3603615 By 1029616 Moy 1716x6y‘5 + 45995730z° +
1354867802y + 193426233z%y? + 1937085152%y° + 160690530x5y“ + 121050930z%° +
870389522%% + 60537048%5y7 + 4134273015y3 + 27717690z%y° + 18078060z°y'® +
114474362%y'" + 7018011z%'% + 41171132y + 2290860x%y'* + 1204632z%y'> +
594504776 4+ 27027025y + 1081082y + 360361:5 19+ 9009z%y*° + 1287z5y21 +
1052580762 + 4161022582y + 8013738611“;/‘ + 10550990451c'yJ + 1110769660y
10230139927"y® + 87074087 1z*y® + 705403842y " + 553491510z "y +424848710T“‘y +
3198755561 ”’+2303841-18141/”+171372’)01L‘g'2-| 121046425Ld M 84041100y
56525040z y"> + 36911160z%y'S + 233333102y + 142142002y s + 83083001“J‘9 +
4639635y +2460315z* y21+122694014 22+366280T4 23+23395014 y*+85800xy* +
2574024y% + 572027 + 7152y + 1509179762 + 7845151602y + 1979224104x%y% +
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335322130013;93 4+ 4427328620x%y* + 4969514550z 4+ 5013315307x%° +
4709432013z%y" + 42131596651%y® + 3642506725z%y° + 30704067687%y'" +
9o36227408r3 4+ 20587757192%y'2 + 1644037395131 3+ 12910540502y +
99614486413y15+754462566r3y16+56032119013 ‘7+40755286013y‘8+289949660r3 YO+
2015223217340 4 1366455092%y%! + 902401502°y2% 4 5791500023y + 3602742023y +

21659352z%y® + 125405282%y% + 69612402°y?7 4 36822502°y*® + 1840410z%y*

858858153y30 + 3680822y + 14157023y°2 + 47190233 + 128702:“‘_1/“H + 9574.7“‘_1/‘5 +
2862°y* + 120543840z% + 82915840822y + 271632847222y + 58599615362y +
9638525325x%y* + 13168529088x%° + 157991021762%° + 17283458049z%" +
176880373871y + 1723830608552y9 + 16196480443z%y'® + 14794737022z%y't +
132138547322%'2 + 11583115401z%y" + 9988126005z%y'* + 8482363890z%y'> +
7097905815z%y'®  + 5852533830x%y'7 + 4754000680z%y'® + 3802864780x%y'® +
2094411277z°y* + 2319877131z%%' + 1767482925x%y%* + 1323519990z%y™ +
973411/2512y24+702617916r2y25+49730b38012y26+34480732012 2719339215452y +
15306062022y%° + 1002675962240 + 6312735022y + 38610000x2y°2 + 2287935022y +
13092300r2y3‘ + 72046262%y% + 27)792360@56 + 1896180x%y%" + 8923207%y* +
39039022y + 1561562240 + 5577022y *! + 1716022y "2 + 42902y + 780x2y™ + 787y *> +
39916800z + 397126080zy + 17460265682y> + 4857283288zy° + 100124324302y +
16736474040zy> + 24040142841xy® + 30871572303zy" + 36445235541zy®
40352717405zy° + 425188180561y'® + 43092548434zy'! + 42339276044zy'?
40561541020zy"> + 38049502062zy'* + 35055564258zy’° + -317866709162y'®
28406477814zy"" + 25041209765zy'® + 21786110775zy*® + 187112385462y
15865968404zy?" + 13282216168zy** + 109769524807y% + 8954517000xy™
7208935734zy*> + 5726217783zy?0 + 44865361972y + 3466233342zy*
2639608972z y*°+19804391757y°0+1463187583xy°! +1063901124xy*?+760812702xy >+
534690507 1y> + 368979039y + 2497738102y% + 1656706487y%" + 1075301377y +
68193697z + 421815682y%" + 25395942zy*! + 14845402xy*? + 8400392xy* +
45843722y + 24017502y + 1200914214 + 5688542y*7 + 2528247y*8 4 104104zy*° +
39039xy>® + 13013zy>! + 37182y%% + 858zy™ + 143zy> + 13zy™ + 39916800y +
316499040y% + 1263741336y + 3436086940y + 7237654710y> + 12703397135y° +
19469297133y + 26905602867y® + 34305690705y° + 41042986985y + 46659503176y "' -+
50889618637y'2  + 53641257890y'* + 54956679987y'* + 54968456400y
53860118169y'¢ + 51835895826y'7 + 49100042277y'® + 45844190249y"
422406916362 + 38439949834y?' + 34570017053y** + 30737260554y
27027494637y%"  + 23507359590y%° + 20225890047y + 17216245827y%
14497575092y %8 + 12076978342y + 9951530017y°° 4+ 8110295765y>" + 653627403012 +
5208196422y% + 41021378974 + 3192906717y°° 4 2455199604y°¢ + 1864518656y°" +
1397857032y°% + 1034170357y + 754658542y"0 + 542887488y%! + 384782112y*2 +
268521682y + 184366182y* + 124439172y*° + 82488835y‘® + 53644734y"" +
34183578y*® + 21313292y*° + 12981111y + 7708415y + 4452668y°% + 2495130y™ +
1351922y + 705419y + 352716y + 167960y°7 + 75582y + 31824y’ + 12376y%° +

+ o+ 4+ o+ o+

+ 4+ + +
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4368y" + 1365y%% + 364y + 78y% + 1245 + %

Grifica bipartita completa Ky g

Nuamero de términos: 389

T(Row;z,y) = 27 + 842 + 20802'5 -+ 44464z" + 12962y + 689584x'° +
69552y + 6048z %y 4+ 8140720212 + 182)4611"’1; + 326592x'2y% 4 44352z'%° +
7056x"2y' + 75043864x'' + 30385152z''y + 8740872z''y? + 2210544:x''yt +
622944I“y4 + 127008z''y5 + 21168zYy¢ + d47101100:c“’ + 335641324r10y +
149134608z'%° + 545771522'%% + 20909448x%y% 4 729842420 + 23284802"7° +
592704z %7 + 132300208 + 158762'%" + 3168806832z° + 3059052012z% +
17730871922%% 4+ 860277163z%° + 41181807625 +  180165320z%° +
84060720z%° + 34101648x%y’ + 12790764x%°% + 4161276x%° + 115371842%Y +
2540162y i + 31702:c°y12 + 14538034664z° + 197477374682 + 1527365386825 +
9440838684x° y + 5460562188z8y4 + 3053978316x%,° + 1639415356z%° +
863834220z5y" + 428486436288 + 19857474028 + 85319892x%y'" + 3347341228y +
1170666028y 4+ 35721002%% + 004932z%' + 1640522%y'> + 13876%y'5 +
52363143728z + 06246991080r7y + 96822119592x7y% + 74632055976z7y' +
514142315283:@‘ + 336162 Bomu + 21290437800x7y® + 13087459800x7y" +
778081550427y 4+ 44518420807y + ”428101144:733"’ + 125618472027y +
61226474dx7y'? + 27928454474 “‘+l180:1330%7:;”+455'58416r7 154 15761088+ y'6 +
47-176803:7y” + 117331227y W + 21168027y"® + 21168z"y* + 1455954047247° +
352077867876x% + 4519003678561‘%2 + 4288072619041% + 3496889970842%* +
263717984628z%° + 100153373928x%,° + 132857734296x%7 + 903292528322°y° +
596659385283;by9 + 3816009079%"1/‘0 + 2354780584851 + 1307154360025 +
79460666882%y'% + 431661232825y + 2230066776z y 4+ 1090269852z54'% +
50117281257 4 2147407922548 + 84807076"55 194 3040102&61}” + 9639916252 +
2616768z% % + 56548825y + 8()68826 o4 70562%% + 3043781724202° +
949664022804y + 1533548367792y + 1776587 610208.:”3}3 + 171111927722425y* +
148325072380225% + 12071557915202%y® + 042822476064%y" + 7143313786560y +
5271976407602%y° + 3791760673682%y"? + 265437711504x°y'" + 180531121428z%'% +
119077484904y’ + 76039571664y + 469224120901"1;” + 27924426180x°y'
1508980597277 + 87849765362%y'% + 4615490376°y'® + 2309397048z%%* +
1094810724z" "+4883043201’g;’2+203410408z y B4+ 7815477625y +27264384z°y™ +
84324247%y%  + 2228688z°y% + 474012z°y* + 7257rm' P4 60483%y%
4590744350722 + 1828089992700z%y + 36815784458042%y° + 01824014540203:4-_95‘ +
58055842660681%y4 + 5881981997556y + 53 9‘)043.)b()036:c4 6.1 4690599875964y +
3919330269972z + 3178535834628 J94-2Jl30302§)7072r4y1(,+194016‘%)11407" i
11628@11161”14 12 4 10765036898282% " + 7725556496522y + 5401944942842y " +
367680684924y i + 243362277900x%y 17 + 156458122380z %yt + 9757233637227y +
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5893371464479y%" + 34412213700z%y?" + 19383201252z%%% + 10504716012z%y* +
54605277724y + 2712285324x%y® + 1281325500zy*® + 572370372z%yY +
239978772 + 93528612x%y*® 4 33444180z + 10774764z + 3046932z%% +
72727204y + 1375922434 4+ 18360z + 1206240 + 4669220520987 +
2375343704076y +59549903016662°y* +101796567072482%y° 4+ 13711755823416x3y 4 +
15812650688688x%y°  +  16436535012240x%y°  +  15908461253472z%y7  +
14635922567364x%y®  +  12967081817424z%° 4+  11152385766732z%y"  +
9354305794680z%y't  +  7670579539896zy'*  + 6155645266512z +
4835772079128z%y'4  + 3718365592368z 4+ 2797695325698z%y'¢ +
2058918601068x>y'7+ 1481374815858z '8+104145034291 2239+ 714954888144 23y +
4789103081921’ 21 1 312736243680x3y%2 + 19888353273625y% + 123024632976x3y?4 +
7391772259223y + 43068309984131;26 + 24287839968133/27 + 1322710281623 +
6937884576:1:31/29 + 3493730688z%%° + 16825771202y + 771314040z%y%? +
3345849362%y% 4+ 136321416x2%%  + 51665688x3y35 + 17981376131“6 +
564614423537 + 1559880234%% + 3652322349 + 682082340 + 0072 + 64843y*% +
2829405202072 + 18864051312697%y + 5952553269804z + 12439640444736z%y° +

199695789649802:%y* 26814743810604z%y°>  +  31793089462632x%5
3449761475112022y” 35090288975286z%y° 34009305477762x%°
31754404723824z2y0 28773968162400x%y"! 425070990332z %y!?

21972756272004x2y'3
12586330222101 %6 10062506474271xy!” 7894421405604z%y'®
6077086469712z%y"® 4589319000384aczy20 +  3399083371008z%y>!
2468230073280z2y2% 4+ 175644629971 2%y +12243032776442%y*1 4835390940292y %> +
5576195960642y + 3638228153762%y%7 + 231820408872z%*® + 1441029262321%%° +
8728460164822 f‘" + 51446335968z%y%" + 29460627909z%y°2 + 1636109045122y
8793222192z%y3 + 456219928827y ’5 + 2278348092121;3" + 1091363076z%y%7 +
499335192z% JJS+21709 569622y 39+891181 2622y + 34262514z%y! 4 12208752z%y*? +
39767762%y* + 116218812y 44 + 206820z%y* + 63720x%y%¢ 4+ 10800z%* +
1287x2y™ + 81x2y? + 75796724309z + 744696817083zy + 3100097183922zy% +
8115875392240y + 15780884079780xy* + 25001186799420zy> + 342127173267362y° +
42036004368520zy” +47715579793332:xy5+ 509313846016 747y +51846269658012zy' "+
50826108032640zy't  +  48318287781948zy'?  +  44763243963516xy's  +
40550156053920zy™  +  36001637495208zy'°  +  31373822903967zy'®
26862634304577zy'" 4+ 22611378357954zy'®  +  18717933049488xy'"’
15241380591816zy20+ 12208384452888xy' +9619492725936 712 + 7455319340256y >+
5682397978818xy* + 4258463042016y + 3136959120240zy?® + 2270665484928zy*" +
16144094821687y% + 11269165961527y%° + 7718989258087y + 5185160701927y +
341354923533z4°% + 2200716332372y + 1388243644562y + 856037883607y +
515433673082y + 30266901324z37 + 17308774008zy°® + 9624245688zy>° +
5193516924y +2714028822xy*! + 137003421 62y*% + 666075096233 + 3107815562y +
138573324xy*® + 58740984zy%® + 23520456zy*" + 8824131zy*® + 3069711zy*® +

++++++

+

+ +

+ +

18604826098344x%y'%  +  15448801470480x%y's  +
+ +

+

+
+
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976752xy>® + 279072zy®' + 69768zy°% + 14688zy° + 2448zy% + 288z +
18zy*® + 75796724309y + 537553021185y + 1935226605729y° + 4779316649889y* +
9204170104269y° + 14858881477317y% + 21059635219245y + 27045407627901y° +
32184511080545y° + 36073601543917y'® + 38543733557829y'! + 39613804605093y'2 +
39427334201793y " + 38194439639985y ¢ + 36148197731961y ' + 3351644041604 1y'® +
30506061191913y'7 + 27295827561309y '8 + 2403420951614 1y + 20839841111277y%° +
178032813146014%' + 14989450787793%% 4 12440487197673y% 4 10178891930745y** +
8210853460053y%° + 6529612205241y + 5118721203217y%7 + 3955067004209y +
3011542147773y + 2259296925309y + 1669536649269y°' + 1214865857925y°% +
870209564601y + 613362386265y + 425228918337y%° + 289823664785y°¢ +
194097434053y%7 + 127650986469y% + 82387552029y + 52145180877y +
32339046501y*' + 19633782069y4* + 11657337597y** + 6761021805y * + 3825395097y *° +
2108373609y*® + 113003216137 + 587842065y + 296127369y*° 4 144079641y> +
67497633y°! + 30334545552 + 13020453y> + 5308981y>* + 2042669y°° + 735453y +
245157y + 74613y°8 + 20349y + 4845350 + 969y5! + 153152 + 17y% + &4,

Reticula cuadrada L, o

Este no es el polinomio mds grande de las reticulas cuadradas que
se ha podido calcular con TuLiC. Para apreciar a T(L;z,y) con
5785 términos, y T(Ly212:z,y) con sus enormes 8349 términos, el lec-
tor puede dirigirse a  http://ada.feiencias.unam.mx/~rconde/L_11_11.html vy
http://ada.fciencias.unam.mx/~rconde/L_12_12.html.

Numero de términos: 3864.

T(loaniz.y) = =22 + 81=%% + 3321297 + 91800z + 1022010x%% 4 32532516z + 46271505627 + 56873287522°% 4+ 61630-
747698z + 597842126418x%" + 5253573064762x%7 4+ 42224797071185:%% 4+ 312855526675509:%7 + 2150984749152021z%¢ + 13799
515190468904x5% + 83002621887974302z%" + 4700102278457347542%% + 2514758577218864708c52 + 12752973300910119940=%! + 61472
500756730935471:30 1 282352760013830060001=70 + 1238567206025445243169% 7% + 5199258602365510629836277 + 200243245688948-
56024667 7% + 8096UBU268G 1579887117875 4 300570931245229927912168=71 + 1075986163786386644248373.7 + 371427506634342
102704088, 7% + 12378344933626605518609135-7! + 308G0182898428514772818877="" + 124230168176189487904038120::59 + 37482
42052857 135874134391 7355 + 1095987003865474210947152440=57 + 310812709563631309170062853525% + 8555038483183155953545999-
255x% + 22860953638262132218607620078::%! + 504152745651311257925881309141=5% 1+ 150096230593889126160440661837z%7 + 36390-
2024843351035504585018451:% + 882541397122980460863825480019z50 + 20560734564843460434360845260072 + 466662250646515-
GG75203741342881x%% 4 10322699020442835376278913376080x77 + 22261892041388714437137021450766x° + 44821677469063837538-
61370495542525% 4+ 0506G5GE21144666569761 13767734547 + 102330062292055602496667632008672x°% + 3758 166979000749203084020-
51403558, 4+ TIGNEGCINI07478724017037202073237 ") 4+ 13350584793451815008190600761337894x%"" + 2427993228033070927940495-
THTHOTHG M 4 A3 LR2AGH200660545204 1 TTI21 3085000 W 4 748004407 T734668803398910101924997,37 + 1267T2015703808G2467416737-
10520200 ¢ 'S+ 200712522860813007346.88 8050528850 14 10 4 $35U5465698495231556042618968033900. 1 + 53AUK121389176018737-

ABLAHIBEETINSGG PP b §2484400007260406:39R (082452272888, 1 4 12416270255074631 7977007936485 11055311 b IM2IGRE271 0263
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243304167362455180650<"" + 261740360546585140343791009220834450:3% + 36637514301692770747784 1735004310349:>% 4 5002873056~
50802208816701738959121526x37 + GG6182367111923425952426486485833757x8 1 8646047204200671867085757044364144432%% + 10034
95056674147606080764020864454163z>  +  1346520830381913279556305773671619369z°%  +  16135277266007845036089493788456293-
0837 + 1880163893491131461408203660387467437231 1+ 212872886807769817764004 1388314880701 + 2330681694322444681910454-
363410260566:2% + 2493815669655685947769500252582215624x2% + 2574843011804236712828044822700163244x27 + 257108143231548
4726524543140745305661x26 + 24820156831033851503807204550728037292 %% + 2310373662042141143145452490817367197z2 + 20708-
4213334623611937607747844831000522% 4+ 1783863560650770062003903338452889267% 4+ 14736568451561191842666940343311285-
44271+ 1164710000741601470594725164179021367x%0 + 878366654658006951481457301463625882:'% + £302135706040179348880839-
14549291032z'3 + 428764301075498247383582248440671793z 17 + 275586239801104056979985921318102210- '8 + 16664250678927155274-
8054452025686710z'° + 94349530437141961355727220166872793 7! + 49745842009241328162103810605032780='3 + 2427224261418903-
391501677036202592017 1% + 10870640134193683102547132340539493z" ! + 4441209120651378876325320504883077= '© + 163393006523683-
87101416852287970402° + 534860202330423340366447850755937x® + 153285330856001675558841220610884x" + 376859582212875953185-
34034182721525 + 7708020050079226658400941306455z5 + 1261206278885864044546004060030z7 + 154500983026090525353825488082-
3+ 1261225066545946666566566881 122 + 5134274828710849627074673327 + 81228y 4+ 648029 + 26220677y + 715550493y + 14787-
S5 r92y + 2467368256x°' y + 3460124651297y + 41020179886428% 5 + 4476428192045:-%¢ y + 4277857266603Gr%7 y + 3702456461
9444823C ; + 203015732023657028% ) + 21372265038758790280 y + 144618704420709992z3%  + 0120140447117870382%% ;; + 5401786196
439811644z%' 5 + 300842264091738091552%0 5 + 15827005402101766043627% y + 780030270585756003080x % 4 + 37380325187664344922:

18277y + 16870727660421769605769x70 y + 72700880014649338603428x75 y + 200734868270677927582414.r"" 4 + 11844565100467216840-
1746673y + 4493702085007180185342453z7% ;y + 16302506337742882090050402z7 " y + 57576747779350821676837042x 70 y + 1940619541
302103914773021382%% y + 637174208241202499581742591258 y 4 2012026971503877237900070002x%7 j + 6144716491432926859602118-
991,58 + 18165791894055880532330651984x5% y + 52020904085432086546544677545z" 3 + 14448808003379392802777.468995225 , 4 38Y31-
3950172585763417954004448x57 y + 1018455247215355544042014911076z5} y + 2588330233806013980698165758880x00  + 6394115749-
567723747132146277304x°% y + 15361847936574812046504515678588z58 y + 35010017794124335332076352122188<>7 y + §17110019932493-
100402184238996192°C y + 181060836762263218215481852841172258 y + 300831412400722261022918491236520=> y + 822003418293044-
2516777670151093322%% i + 1685566570300640367560810381007974x52 y + 3360577690970176553817831 106622308z y + 656912336911407-
3070011968480513493250 y + 12401803531661633288210341638706828x1% y + 23173836020210216522736945464430436=% y + 4194505950
5221490661583953016840100x"7 ;y + 74082292382414772444367434292649379x 26 ; + 12768050573113541 5261558547364241666x ™ y + 21474-
1508382808575803176098405028230z 1y, +  352453400681710722404820338442802776x% y  +  56447211438512561166026386205551011-
1r3%y + 882074040480386765057650866022323544:= 11y +  1341726843021208348527494714713394005: "y +  10006420584861901348-
19655525908854552% y + 2800769550378047807201543503050396334.%% y ¢ 1000672268315528G721 70565 1616233006107y + 7G489-
39123282505220213139982211957077x%% y + 7583135157645161685203700630247041636z°% y + 99128637186414891607000023764851561
2431y + 12612234981958876494771280012147953760z3  + 15608777362367878163641937755454054177=32 y + 18777380122069635764-
444626072851327232x°! ;y + 210410573538043386575631026684848617147°0 ;y + 24880540429184603556923636280746213122x2%  + 27363
596816222020154449497641662818854x28 1y + 20124728106506807182564100568796366448z27 y + 200056208256627484812732346332555560-
333,26y + 20841103557441444652320013138945679160=25 y + 28633705287812451895748044902219070544521 y + 26455048586566959355-
564568134200472644x%% y + 23400552147216813750207747104035351006x77 y + 20004323178721325031028334384533683010x2" y + 16300-
1047.1557399688345481776706454605:c2" y + 12675573001963303040608 173643068333.164"Y y + 03799341786271983040723889865162280-
Lir'¥y 3 6553833298063823103991 137524426420682' 7y + 4367546018718600144301648591206352834, %y + 27270145095223665350-
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