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Capítulo 1

Introducción

Cuando se inicia el estudio de la mecánica cuánt ica se acepta que el estado de
un sistema se describ e por la función de onda, que no puede "medirse", mientras
que los resultados de una observación vienen descritos de forma probabilíst ica
por ciertos operadores que act úan sobre la función de onda. Si se es un físico
teórico uno calculará niveles de energía, secciones eficaces, o calores específicos,
entre otras cosas, operando con naturalidad con las ecuaciones cuánticas corre­
spondientes. Si se es un físico experimental considerará que las partículas que
observa son entes perfectamente definidos, que tien en ciertas características y
que pueden-ser det ermin adas por la interacción con los aparatos. Así, los físicos
teóricos calculan probabilidades a partir de la función de onda y los experimen­
tales hacen mediciones en sus aparatos, sin necesidad de preocuparse sobre qué
le sucede a la función de onda del sistema durante la medida.

Podría concluirse de ésto que el problema de la medida, y ot ros problemas
conceptuales de la mecánica cuánt ica, no son importantes. No obst ante, estos
han preocupado y siguen preocupando a muchos físicos de la física cuánti ca.
Mucho del estudio de los problemas de interpretación generados dentro de la
mecánica cuántica han surgido del desarrollo de novedosas técnicas experimen­
tales. Así, por ejemplo, los desarrollos recientes en la criptografía y la com­
putación cuántica hacen entrever que algúnos fundament os controversiales de
la mecánica cuánt ica, como el enredo (entanglement) de los estados cuánticos,
pueden tener aplicaciones tecnológicas en un futuro próximo. De forma paralela,
la tecnología que hizo posible generar pulsos láser cuya duración es más corta
que un periodo molecular vibracional típico y que permitió preparar estados
moleculares específicos pudi endo estudiar su evolución en tiempo real ha origi­
nado una enorme cantidad de trabajo experimental y teórico. Estos campos de
estudio han abierto líneas de investigación en problemas fundamentales de la
mecánica cuántica tales como son los estados enredados y la medición cuántica.

La noción de enredo es básica en la física cuántica, forma parte de la teoría
de la medida. Los estados enredados nos enseñan más acerca de la coherencia,
de la teoría de la medida cuánt ica y de la eludida frontera entre lo clásico y lo
cuánt ico. El primer paso en un proceso de medida siempre implica el enred o
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del sistema microscópi co a ser medido con otro sist ema , presumiblement e más
grande, el cua l a su vez está acoplado a un sistema aún más grande, conduciendo
finalmente a una escala verdaderamente macroscópica del aparato de medida que
está en contacto directo con el observador.

En la presente tesis abo rdamos dos problemas , uno de ellos referente al
colapso de la función de ond a y el ot ro a la interferometr ía de paquetes de
onda (WPI, por sus siglas en inglés Wave Packet Int erferometry) . En una
primera revisión parecerían problemas disconexos ent re sí, sin embargo ambos
llevan implícitamente como parte de su solución el enredo cuánt ico. De hecho
en la WPI aparece de forma natural el enredo cuánt ico ent re la molécula y
el campo del fotón como un primer paso en la cadena de medición. Por otro
lado el problema de la medición en mecánica cuántica conlleva necesariamente
a un enredo entre los estados del sistema y del aparato de medida. Esto nos
hace ver que siendo el enredo cuánt ico un concepto fundamental en la mecánica
cuánt ica, además de todo el gran debate que ha originado desde sus inicios,
resulta relevante la propuest a de estos dos problemas tratados en la presente tesis
a manera de mostrar cómo el enredo cuántico aparece e incrementar el número
de posibles situaciones experimentales donde el enr edo puede observarse.

1.1 El problema de la medición en Mecánica
Cuántica

La descripción del proceso de medida ha sido un tópico debat ido desde los
primeros desarrollos de la Mecánica Cuántica. El probl ema de la medición en
Mecánica Cuántica ha generado una gran controversia y muchas teorías han
intentado resolverla. El núm ero es tan grande que revisar y probar cada una de
ellas sería casi imposible [1] .

Una medida est ablece una correlación entre algunos observables del sistema
medido y algunos observables del aparato de medida. Generalment e se argu­
menta que cuando se usa un instrumento de medida macroscópico la irreversibil­
idad caracteriza al proceso de medida. La medición no puede ser reversible aún
si el observador humano no ve inmedi atamente , o conoce, el resultado obtenido
con el instrumento de medida. Esta irreversibilidad ha sido interpretada como
un incremento en la entropía que ocurre cuando se hace una medición.

Cuando se considera el formalismo de la Mecánica Cuántica se adopta la
versión de la teoría de Van Neumann [2, 3], quien generalizó el formalismo de
Schródinger y Heisenberg. Van Neumann sugirió que la dinámica dada por
la ecuación de Schr ódinger es errónea cuando se aplica para ver que sucede
durante una medición, aunque es correcta en todo lo demás. El formalismo
de la mecánica cuánt ica, a pesar de estas inconsistencias, parece ser adecuado.
Después de todo, este formali smo nos permite hacer excelentes predicciones
acerca de los resultados de muchos diferentes experimentos y nos proporciona
la descripción más completa y matemáticamente exacta del mundo físico. En
realidad, los problemas sólo se manifiestan cuando intentamos interpretar este
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formalismo.
Cualquier sistema físico aislado tiene asociado un espacio de Hilbert (espacio

vectorial sobre el campo de los complejos) , H , llamado el espacio de estados del
sistema . El sistema esta completamente descri to por su vector est ado (unitario) .
en not ación de Dirac de bra-kct , denot ado por 17/J), el cual perten ece al espacio
de Hilbert del mismo.

Si 17/J) , It?) E H , entonces cualquier estado que sea una superposición de estos
est ados, es decir , cualquier estado de la forma,

¡lIT) = al 1/J) +bit?) (1.1)

(1.2)

donde a, b E e, también pertece a H. Esto es lo que se conoce como el principio
de superposición.

Una ecuación de eigenvalores o de valores propios de un operador lineal 6
se representa como ,

siendo On un número complejo conocido como el eigenvalor de 6. Las car ac­
terísticas observables del sistema que pueden ser medidas(al menos en pr incipio)
est an representadas por operadores hermitianos (llamados observables) en este
espacio vectorial, que dan los diversos valores posibles que la cantidad observ­
able puede tener en una medición. Tal operador tiene un conjunto completo de
eigenvectores (o eigenestados), IXn) , con eigenvalores On real!!s.

El resultado numérico de la medición de un observable O es un eigenvalor
On de 6 . Inmediatamente después de la medición, el sistema se encu entra en
un eigenestado de 6 con el eigenvalor correspondiente On. Si el sist ema está
en un estado \7/J) justo antes de la medición, entonces la probabilidad de que el
resultado sea O« está dado por,

(1.3)

La evolución de un sistema cuántico aislado (cerrado) está descrito por una
transformación unitaria. Si un sistema está en el estado 17/J(tl)) al tiempo tI y
en un estado 17/J(t2)) al tiempo t2' entonces,

(1.4)

donde U(t¡, t2 ) es un operador unitario que depende sólo de tI y t2 • De forma
más precisa, la evolución temporal del vector estado está gobernado por la
ecuación de Schródinger,

d .
in dt 17/J(t)) = HI7/J(t)) (1.5)

donde f¡ es un operador hermitiano, llamado el Hamiltoniano, que genera la
transformación unitaria. Note que la evolución unitaria es determinística . Dado
el estado inicial del sistema, 17/J(to)), la transformación predice el estado 11/J(t))
para todo tiempo posterior a too En un sistema aislado (cerrado) el sistema
cuántico tiene una evolución unitaria.
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El espac io de estados de un sist ema físico compuesto es el producto tensorial
de cada un a de las componentes de sus espac ios de estado correspondientes. Así,
si tenemos sistemas rot ulados por 1, 2, ... ,n entonces el estado del sist ema total
es,

(1.6)

En el caso en el cual dos sistemas cuánt icos interaccionan en un instante de
tiempo.despu és de que la interacción termina, el sist ema compuesto es dejado
generalmente en lo que se llama un estado enredado, lo cual significa que su
vector estado ya no es un prod ucto de vecto res estado correspondientes a cada
sistema sino un a sum a de producto s. Los siste mas macroscópicos al estar com­
puestos de átomos y campos , no hay razón de por qué no obedezcan las leyes de
la cuántica . Por lo tanto parece bastante natural considerarlos cómo sistemas
cuánt icos, aunque ext remadamente complejos . Si est e punto de vist a es consid­
erado, ento nces deb erá esperarse, por supuesto, que al menos en algunos casos
la interacción que tiene lugar durante el t iempo de medición entre el aparato de
medida A (un sistema macroscópico de cierto tipo) y el sist ema cuántico S, me­
did o por el aparato A, lleve al sist ema compuesto S + A a un estado enredado,
[1].

Para describir el problema básico de la medición considere un aparato de
medida que mid e la canti dad O, representad a por el operador Hermitiano a. Se
supo ne que ati ene un conjunto completo no degenerado de eigenfunciones IXn)
con eigenvalores On. Entonces, si un sistema microscópico con función de onda
dada por IXm) interacciona con el aparato de medid a en un estado arbitrario
con función de onda \'!/Ii), el proceso resultante pu ede ser representado como [4],

(1.7)

donde 14>/m) es el estado final del sist ema microscópico medido. El punto im­
portante de la eco (1.7) es que la función de onda relacionada al sistema de
medición, IVJm), está en un a correspondencia uno a uno con el estado inicial del
sistema medido. En otras palabras, la observación del estado final del sistema
de medición nos dice directam ent e que el valor inicial de a,la cantidad que esta
siendo medida, fue Om.

Es importante remarcar que no hay nad a mist erioso en el proceso de la
eco (1.7) . El proceso sigue la eco de Schródinger, Todo lo que se tiene de esta
ecuación es un proceso directo y sin controversia de correlación entre los estados
que representan a los subsistemas de medición y medido.

Desafortunadamente, est a situación satisfactoria se pierde inmediata y dras­
ticamente después de que el estado inicial del sistema no es una única eigen­
función del operador a, sino una combin ación lineal de tales eigenfunciones,
digamos l4>i), dada por ¿ n cnlx ,,) donde cada Ix,,) produce un resultado dis­
tinto en la medición , entonces el est ado final involucrará una superposición de
resultados diferentes. Form almente, si el estado inicial del aparato es I'!/Ii) , y si
este aparato se const ruye de tal manera que su estado final sea I'!/In) siempre que
el estado inicial del siste ma medido sea I<pi) = IXn), entonces, usando solamente
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la naturaleza lineal de la eco de Schr ódinger , se obtiene que la eco (1.7) es
reemplazada por [4],

(1.8)

"
con lo cual los estados del sistema están correlacionados con los estados del
aparato . Entonces, la supe rposición debe "colapsarse" en uno de los IXn7/J,, ). El
correspo ndiente en "salt a" a su nuevo valor, 1, mientras que las otras compo­
nent es desaparecen. Vist o de otra manera, en completo contraste a la eco (1.7),
se observa que la eco (1.8) no predice que el aparato sea dejado en un único
estado macroscópico, resul tado de la linealidad de la ecuación de Schr ódí nger,
correspondiendo a un único resultado de medición. Más bien parece ser dejado
en una combinación lineal tota lmente afísica de varios de tales estados. Esto
implicaría que uno debe de ser capaz, en principio de conseguir interferencia
entre los estados del aparato: es precisamente la carencia de evidencia de tal
fenómeno en el mun do macroscópico, lo que ha originado el problema de la
medida en Mecánica Cuántica.

Básicamente, las "so luciones" al problema de la medida caen en dos grupos ,
prin cipalmente:

A) Teorías de colapso: Estas son teorías que aceptan el postulado del colapso
y entonces intentan explicar qué hay de especial en el proceso de medición. es
decir, por qu é no es gobernada por la ecuación de Schr ódinger , Entre ellas
est an por ejemplo , Von Neumann y Wigner, la interpretación de Copenhagen y
la GRW (Ghirardi, Rimini and Weber), [1, 5].
B) Teorías de no colapso: Est a son teorías que niegan el postulado del colapso
e intentan proporcionar una forma alternativa de conectar la mecánica cuánti ca
con el experimento. En particular se han dado dos opciones particulares,
B.1) La que dice que la superposición realmente no se colapsa y por lo t anto
debe hab er una explicación de porqué parece ser que lo hacen. Por ejemplo,
"the bare theory, many worlds , many minds", [1].
B.2) Las que niegan que los estados que usamos para repr esentar los sistemas
cuánt icos son descripciones completas del sistema, y como tal, debe haber algo
que no se ha considerado, por ejemplo Bohm , " the modal interpretation" , [1,6].

El intento más not able para resolver el problema de la medida es el de J.
Von Neumann, su propuest a es el famoso postulado del colapso o de reducción
[3] . En este esquema, en el momento de la medición el lado derecho de la eco
(1.8) se colapsa a un único término, la probabilidad de la transición a Xm7/Jm es
igual a leml2 • El proc eso de colapso no sigue la ecuación de Schródinger,

Von Neumann introdujo dos tipos distintos de evolución en mecánica cuá nt ica:
la evoución determinística y unitaria asociado a la ecuación de Schr ódinger , que
muestra el establecimiento de una correlación entre los estados del sistema mi­
croscópico que está siendo medido y los estados clásicos distinguibles de un
aparato de medida macroscópico; y los procesos probabilísticos e irreversibles
asociado con la medición, el cual transforma al est ado correlacionado en una
mezcla estadística. Est a separación del proceso completo en dos pasos ha sido
objeto de mucho debate: en realidad , no sólo implica una limit ación intrínseca
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de la mecán ica cuá nt ica para tratar con objetos clásicos, sino que también posee
el problema de marcar la línea entre el mundo microscópico y el macroscópico.

Van Neum ann dá la siguiente descrip ción abst racta del proceso de medid a,
en términos de funciones de onda [7].

i) Si ningun a medida ocurre, el siste ma está descrito por la función de onda
'IjJ (t ), la cual evoluciona de acuerdo a la ecuación de Schródinger para el sist ema.

ii) Supóngase que al t iempo ti el sistema es puesto en contacto con un
aparato para medir el observable D,con ecuación de eigenvalores dada por (1.2).
Entonces los posibles resultados son los valores On, siendo la probabilid ad de
encontrar este valor dada por

(1.9)

iii) Si se-ha encontrado el valor O" por medio de una medición, la función de
onda cambi a abruptamente de 'IjJ (t ¡ ) a X" . Esta repentina reducción o colapso de
la función de onda debe ser adicionada como un nuevo postulado a la Mecánica
Cuántica de Schr6dinger.

iv) Es necesario que el aparato de medida sea dejado en un est ado tal que
el observador pueda ver que el resultado fue X,,: un apuntador debe indicar
en On' Sin embargo, para leer este result ado necesitamos otro aparato, que
por un segundo pro ceso de medición determine la posición del apuntador. Y
este proceso debe ser repetido dando origen a una cadena de mediciones (la
llamada cadena de Van Neum ann) , que pueden terminar sólo en el cerebro del
observador.

Debido a la aparente necesidad de que el postul ado del colapso de la función
de onda sólo se aplica cua ndo existe un proceso de medida y no para interac­
ciones que no refieren a dicho pro ceso, ha habido mucha controversia relacionado
con este problema.

Hay un punto de vista de solución alternat ivo, muy claramente sintetizado
por van Kampen [7] y defendido por otros autores, en el que se argumenta
que no hay ningúna necesidad de est ipular el postulado adicional del colapso
de la función de ond a. La idea alternat iva esta basada en el hecho de que el
aparato de medida también es un sistema cuántico y que el acto de medir sim­
plement e es una interacción con el sistema bajo investigación. Por consiguiente,
la descripción complet a de la combinación sistema + apar ato de medida debe
produci r y explicar el "co lapso" de la función de onda. El requisito para que el
aparato de medición sea considerado como tal es que debe tener muchos grados
de libertad y que inicialmente esté preparado en un estado metaestable, tal que
el hecho de medir lo deje en un estado estable y la transición sea irreversible en
el sentido macroscópico.

Van Kampen produce un modelo simple que va dirigido a demostrar que el
colapso de la función de onda es una consecuencia más que un postulado adi­
cional, "el acto de medir está totalmente descrito por la ecuación de Schódinger
del sistem a observado mas el aparato de medida" .

El punto interesante es que el tr abajo de van Kamp en es más fácilmente anal­
izado puesto que él usa exclusivament e funciones de onda en lugar de matrices
de densidad las cuales conllevan por sí mismas a complicaciones [4] .
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Aunque van Kampen ha hecho un cálculo aproximado de su modelo [8] . y
Feynm an en sus Lect ures también describe estos result ados [9], encontramos in­
st ruct ivo realizar cálculos explícitos en un modelo simplificado del experimento
de la doble rendija, mencionado por van Kampen, a fin de "examinar" y mostrar
como el colapso de la función de onda aparece [10]. Nos adelantamos a concluir
que, como en muchas pruebas de la Mecánica Cuá ntica, los resultados prese n­
tados en esta tésis apuntan hacia ambas direciones. Esto es, por un lado. uno
puede, de hecho, hacer la identificación de que el "colapso" de la función de
onda es tom ada en cuenta, pero al mismo tiempo uno encuentra que el proceso
de medición altera el estado "medido" de tal forma que el resultado es diferent e
del caso en -donde el aparato de medida no está present e en la descripción . Los
resultados aquí discutidos, de ningúna manera son sorpresivos y son pa rte de
los hechos bien conocidos de la Mecánica Cuántica. No obstante , creemos que
es instructivo mostrarlos explícitamente con un cálculo directo. En el cap ítulo
2 brevemente revisamos el modelo para el experimento de la doble rendija y
la típica explicación dad a cuando buscamos encontrar a través de cual rendija
la partícula pasó. Además, present amos el cálculo para el caso de un par de
rendijas donde se ha int roducido el potencial de las rend ijas a manera de ver
su interacción con el electrón. Se ha hecho un cálculo numérico par a presentar
diferentes posibilidades experimentales que se pueden presentar durante la in­
teracción del aparato de medida con el electró n considerando el potencial de un
par de rendij as.

1.2 Estados enredados

Una diferencia fundament al ent re la física cuánt ica y la clásica es la posible
existencia de correlaciones no clásicas entre sistemas cuánt icos distintos. La
propiedad física responsable de estas correlaciones no clásicas es llamada enredo
cuánt ico. La noción de enredo es básica y penetrante en la física cuántica.
Su importancia radica en que estos indican las propi edades no locales de la
mecánica cuántica y son ampliamente utilizados en temas de interés actual como
computación, criptografía y teleportación cuánt ica entre otros, [11, 12, 13, 14,
15J.

Expresado de otra manera, considere dos sistemas (interactuando o no), por
ejemplo podría ser un campo electromagnético y un átomo. Una base para el
sistema combinado puede ser obtenido formando el producto tensorial de las
bases correspondientes a cada uno de los dos sist emas. El producto tensorial de
dos estados I1/1A) y I1/1B) correspondiendo respectivamente a los sistemas A y B
es escrito como,

I1/1A) ® I1/JB)
correspondiendo al operador de densidad,

(1.10)

(1.11)

La consecuencia más profunda de esta regla matemática para la representación
del sistema combinado es que existe un estado 11/1AB ) que no puede ser expresado
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como el producto tensorial de estados PA y pn. Tales estados no factorizables
son los llamados estados enredados.

En la forma usual , el enredo está cuantificado por las propiedades de la ma­
triz reducida PA(t) == Trn[p(t)] obtenida de la matriz de densidad evolucionada
en el tiempo, p(t) , de los dos sist emas que interactúan entre sí (A y B) a partir
de la traza sobre los grados de libertad de uno (digamos, el segundo) de los
sistemas.

El interés por estos estados nace con un trabajo de Einstein, Podolsky y
Rosen (EPR) [16] en el que cuest ionan que la mecánica cuántica (QM, por sus
siglas en inglés Quantum Mechanics) sea una teoría completa. EPR describe un
sistema de dos partículas que, según la QM, tiene propiedades globales perfec­
tamente definidas, pero en el que las propiedades de las partículas individuales
est án totalmente indefinidas. Bell demostró [17J que cualquier intento de com­
pletar la QM con los elementos de realidad propuestos por EPR, conduce a
teorías cuyas predicciones son, en ciertos casos, diferentes a las de la QM. Hasta
la fecha, todos los experimentos realizados han descartado tales teorías y con­
firmado la QM.

En el artículo publicado por EPR los autores definen criterios para que
una teoría física pueda ser considerada como completa y dan los siguientes
requerimientos: [16, 18J

1) Cada elemento de realidad física debe tener una contraparte en una teoría
física completa, y sugieren corno criterio suficiente para reconocer un elemento
de realidad física a:

2) Si, sin perturbar de ninguna manera un sistema, podemos predecir con
certeza (i.e., con probabilidad igual a la unidad) el valor de una cantidad física,
entonces existe un elemento de realidad física correspondiente a .esa cantidad
física.

El argumento que demuestra que la QM es una teoría incompleta se basa en
un experimento imaginario sobre un sistema de dos partículas preparado en un
estado en el que la posición relativa de ambas partículas y el momento lineal
total están perfectamente definidos.

David Bohm [18J propuso un experimento imaginario equivalente al de EPR
y mucho más sencillo de analizar matemáticamente en QM. El experimento
de EPR-Bohm es el siguiente: Supongamos que tenemos una molécula que
contiene dos átomos de espín rt/2 en un estado en el que el espín total es cero,
y supongamos que la molécula se desintegra en sus dos átomos mediante un
proceso que no cambia el momento angular total. Los dos átomos empezarán a
separarse y pronto dejarán de interactuar de forma apreciable. Sin embargo, su
momento angular conjunto sigue siendo cero.

Si el espín fuese un momento angular clásico, la interpretación de este proceso
sería la siguiente: Mientras los dos átomos están juntos formando una molécula,
cada componente del momento angular de cada átomo tendrá un valor definido,
que es siempre opuesto al del otro, de manera que el momento angular total
sea cero. Cuando los átomos se separan, cada átomo continuará teniendo cada
componente de su momento angular opuesta a la del otro. Por tanto, los dos
vectores de momento angular estarán correlacionados. Supongamos que uno
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mide el momento angular de espín de una cua lquiera de las part ículas (áto mos),
digamos la no.1. Debido a la existen cia de correlaciones, uno puede concluir
que el vector de momento angular de la ot ra par tícu la (la no. 2) es igual y
opuesto al de la partícula 1 por lo que las componentes del momento angular
tienen realidad física ya que sin perturbar a la partícula 2 se ha encont rado (por
medida indirecta) todos los valores de sus componentes de momento ang ular.

Ahora veamos cómo describe este experimento la QM. El investigador puede
medir la componente x, o la componente yo la componente z del espín de la
partícula l ,'pero no más de una de estas componentes en un mismo experimento .
No obstante, todavía sucede que cualquiera que sea la compon ente medida, los
resultados están correlacionados, de manera que si medimos la misma compo­
nente del espín del áto mo 2, siempre te ndr á el valor opuesto. Es decir , que una
medición de cualquier componente de espín del áto mo 1 proporciona, lo mismo
que en una teoría clásica, una medid a indirect a de la misma compone nte de
espín del átomo 2. Como, por hipótesis, las dos partículas no interaccionan ,
se ha obtenido una forma de medir una componente arbitraria del espín de
la partícula 2 sin perturbarla en modo alguno . Si aceptamos la definición de
elemento de realidad sugerida por EPR, es claro que después de medir la com­
ponente z de la par tícula 1, la componente z de la partícula 2 debe considera rse
como un elemento de realidad , que existe separadamente sólo en la par t ícula 2.
Sin embargo, si esto es cierto, este elemento de real idad debe haber existido en
la partícula 2 incluso antes de que la medida de la componente z de la partícula
1 tuviese lugar , ya que, como no hay int eracción con la part ícula 2, el pro ceso
de medida no puede haber afectado de ninguna manera a esta partícula. Pero el
observador puede reorientar el aparato en una dir ección arbitraria mientras que
los átomos están todavía en vuelo y, por tanto, puede obtener un valor definido
(pero impredecible) de la componente de espín en cualquier dir ección que elija.
Como esto puede hacerse sin perturbar de ninguna manera al segundo átomo,
llegamos a la conclusión de que, si el cr iter io de EPR es aplicable, entonces deben
exist ir elementos de real idad precisos en el segundo átomo, que corresponden
a cualesquiera de las tres componentes de su espín. Como la función de onda
puede especificar con total precisión a lo más una de esas componentes, EPR
llega a la conclusión de que el estado cuántico no propor ciona una descripción
completa de todos los elementos de realidad que existen en el segundo átomo.
En resumen, según EPR, la descripción cuántica de este sistema es incompleta.

Las conclusiones de EPR tienen implicaciones fuertes que est án en cont ra
de la interpret ación de la mecánica cuántica , en su interpretación más amplia­
mente aceptada, la de Copenhagen, y defendida por Bohr. Estas conclusiones
conducen a lo que se ha dado en llamar paradoja EPR y cuestiona no la validez
de la mecánica cuántica sino su capacidad de describir la realidad de forma
completa. El teorema de Bell cambió la naturaleza del debate originado entre
ambas posturas (Einstein - Bohr). Su artículo mostró que el punto de vista de
EPR conduce a predicciones algebraicas en forma de una desigualdad (desigual­
dad de Bell) que son contradecidas por las pr edicciones de la mecánica cuántica
para un experimento de tipo EPR. Para ser más explícitos supongamos que se
tienen pares de pro tones que inicialmente están juntos y que son prepar ados

11



de la misma forma en un estado tal que el espín total de cada par es cero. A
cont inuación son sepa rados y cua ndo se han movido una distancia macroscópica
se les mide por ejemplo una las componentes de su espín a lo largo de cualquier
eje (en particular tres ejes A, B y C). Lo que se halla es una estricta correlación
negativa , esto es, si se mide la misma compo nente de espín en ambos protones
de un mismo par se hallara una componente positiva para un protón y una
negativa para el ot ro. No hay forma de saber cual será la de signo mas y cua l la
de signo menos pero la correlación negat iva está bien establecida. El conflicto
se origina cuando se mide otra componente diferente. Nuevamente se prepara
a los pro tones como se mencionó arriba y entonces son separados. Se mide to­
talmente al azar una cualquiera de las componentes, A, B o C. Por ejemplo, se
podría examinar un protón a lo largo del eje A y el otro a lo largo del eje B, o
uno a lo largo del eje A y el otro a lo largo del eje C, o a lo largo del eje B y
otro a lo largo del eje C. Una componente positiva a lo largo del eje A se denota
por A+ mientras que una componente negativa sería A- con la misma notación
para B y C. La desigualdad de Bell establece que el número de pares A+B+
no puede exceder a la suma del núm ero de pares A+C+ y al núm ero de pares
B+C+ , esto es,

(1.12)

donde n[A+B+] es el número de pares de protones con component e en A positiva
y componente en B positiva, y de forma análoga para n[A+C+] y n[B+C+] . La
desigualdad de Bell incluye implícitamente en su deducción los supuestos básicos
de EPR (realismo, inferencia inductiva y localidad de Einstein) por lo que esta
constituye un a prueba para decidir .cual es la teoría correcta: la teoría realista
local (EPR) o la interpret ación de Copenhagen de la mecánica cuánt ica. Las
reglas de la mecánica cuántica pueden utilizarse para predecir los resultados de
un experimento llevado a cabo para mostrar la desigualdad de Bell , Resulta que
las predicciones de la mecánica cuántica difieren de las de EPR, en particular
predice que algunas elecciones de los ejes A, B, y ' C violan la desigualdad de
Bell, Para ello habrá más proton es A+B+ que pares combinados en A+C+ y
B+C+. Por lo tanto ambas teoría se contraponen.

El artículo de Clauser - Horne - Shimony - Holf (CHSH) [19] puso a la
desigualdad de Bell en una forma más apropiada para experimentos reales. Alain
Aspect haciendo uso de esta desigualdad y utilizando pares de fotones, en lugar
de protones, midió las correlaciones de las polarizaciones lineales de fotones
que pertenecen al mismo par [20]. El punto crucial a cerca del experimento
de Aspect es que en los experimentos anteriores [21], [22] los analizadores de
polarización permanecían fijos en sus respectivas orient aciones desde el inicio
hasta que terminaba la corrida lo que les podía permitir a los analizadores
de polarización realizar un intercambio de información entre ellos con señales
menores o iguales a la velocidad de la luz por lo tanto no se esperaría que se
cumpliera la desigualdad de Bell ya que no estaba garantizada la localidad de
Einstein. Bell insistió en un experimento más cercano a EPR en el cual los
analizadores fueran cambiados aleatoriamente durante el momento de vuelo de
las partículas. El problema experimental lo resolvió Aspect [20J quien fue el
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primero en reportar un experimento t ipo Bell usando polar izadores variab les.
En su diseño, la elección entre las orientaciones de los polarizadores se pro ducía
mediante conmutadores ópticos mientras los fotones se hallaban en el vuelo.
Cada conmut ador es un frasquito de agua donde se generan, ultr asónicament e
y con periodicidad , ondas estac ionar ias. La conmutación entre las orientaciones
ocurre cada 10 ns, la distancia entre los analizadores fue tal que el tiemp o que
le tomaría a una señal en viajar ent re un analizador y otro es mayor que los
10 ns (suponiendo que ninguna señal pueda t ra nsmit irse a una velocidad mayor
que la de la luz) a manera de satisfacer la localidad de Einstein . Lo que Aspect
encontró fue que la correlación de los dat os, dentro del error experiment al, está
de acuerdo con las predicciones de la mecánica cuántica y en desacuerdo con el
límite propuesto por la desiguald de Bell. Por lo tanto el experimento de Aspect
le dio la razón a la mecáni ca cuánt ica .

Los pulsos ultracortos de radiación láser han sido ampliamente usados para
est udiar la dinámica de los sistemas cuánt icos [23]. En la mayoría de los casos,
una combinación de dos pulsos ultracortos láser son usad os, en técnicas llamadas
de excitación y prueba, para producir un paquete de ondas vibracional. Este
paq uete evoluciona bajo el hamiltoniano de la molécula y ento nces se procede a
det ectar los resultados de esta evolución. El movimiento del paqu ete de ondas
puede ser monitoreado exp erimentalmente usando un pulso de prueba para des­
excitar o excitar el paquete de ond as a algún estado final. Dependiendo del
experimento, diferente información en la dinámica de la molécula puede ser
obtenida midiendo la población electrónica en el estado final como una función
del retraso relativo entre los pulsos de prueba y de excitación. Este esquema ha
sido aplicado por muchos grupos en sistemas tales como átomos y moléculas.

Por el lado molecular, la preparación coherente de paqu etes de onda vibra­
cionales en diferentes estados electrónicos de las moléculas diatómícas , por pares
de pulsos ultracortos de radiación láser , ha sido foco de una intensa investigación
tanto experimental [23]-[27] como teórica [28]-[38] . La interferencia de paquetes
de onda de estados de Rydberg atómicos, preparados por un a secuencia de pul­
sos láser , también ha mostrado ser una técnica viable para el control atómico
[39]-[44]

Se puede advertir que experimentos encaminados a resolver algunas cues­
tiones de interpretación, como el enredo cuántico, tienen cabida dentro de los
experimentos de int erferometría de paquetes de ondas (WPI) al interaccionar
pulsos ultracortos de radiación láser con sistemas moleculares. En experimentos
realizados en la molécula diatómica de yodo, h , un primer pulso de una secuen­
cia de dos pulsos transfiere amplitud de probabilidad del estado base electrónico
a un estado electrónico excitado, formando una réplica de la función de onda
vibracional del estado base; está réplica evoluciona como paquete de ondas en
la superficie de energía potencial del estado excitado durante el intervalo de
tiempo entre los pulsos. Un segundo pulso de la secuencia, cuya fase está fija a
la del primero (phase - locked), también crea un paquete de ondas en el estado
excitado elect r ónico produciéndose una superposición con el paquete de ondas
inicial. La población final del estado excitado estará determinada después del
segundo pulso por la medición de la fluorescencia total de una colección de
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moléculas preparadas idénticament e. La situación se vuelve análoga al exper­
iment o del paso de una partícula a t ravés de una doble rendija en la que la
amplitud del estado excitado en cada molécula es la suma de las amplitudes
de excitació n generadas por dos rutas que nos son dist inguibles una de la otra
por medición. Como se verá , la consideración del campo electro magnét ico como
cuánt ico en este problema nos permit irá most rar el enredo ent re ambos sistemas
(molécula - campo), un enredo cuánt ico que es análogo al que se presenta en
un proceso de medida cuando se considera el aparato de medición junto con el
sistema medid o.

En la interferometría de paquetes de ondas se muest ran las consecuencias del
enredo cuá nt ico si se considera la naturaleza cuánt ica del campo de radiación .
Esto es, el acoplamiento molécula - campo conduce a una correlación cuántica
entre estos dos sistemas y crea estados cuánt icos del sistema molécula - campo
bast an te similares a los estados corre lacionados EPR de dos partículas , [16].
Esta correlación sobrevive, después de que la molécula y el campo de radiación
han sido separados, en la situación llamad a de enredo. Cualquier detección
realizada en la molécula después de interaccionar con la radiación tiene un
efecto inmediato en el est ado del campo y viceversa, y esto debe conducir a
correcciones medibles. Como se verá, las consecuencias más simples pueden ser
vistas en el interferograma de fluorescencia de la molécula, y sugerimos formas
para detect ar est a interferencia en los pulsos mismos. El est udio del enredo
de fotones con la mat eria ha sido realizada principalment e en experimen tos de
cavidades en elect rodinámica cuánti ca ent re átomos sólos y pocos fotones [45J.
Aquí proponemos un esquema alternativo que ocurre naturalment e en \VPI
molecular [46]. Este es un primer intento, y como veremos el análisis no es
tan simple como el de un átomo con dos niveles con un fotón de un solo modo
sino que involucra la variedad vibracional molecular completa y el campo de
fotón completo, y esperamos que futuras investigaciones a lo largo de esta línea
puedan producir interesantes aplicaciones.

El capít ulo 3 de la presente tesis aborda la int érferometría de paquetes de
ondas para estudiar el problema del enredo cuántico y está dividido de la sigu­
iente forma. La sección 3.1 es una breve introduccón a la WPI, en la sección
3.2 se da un preliminar a la parte matemática de los estados coherentes, en la
sección 3.3 se trata el cálculo semiclásico del interferograma de fluorescencia
debido a la interacción de una secuencia de dos pulsos ultracortos clásicos con
una molécula. La sección 3.4 trata con la represent ación del campo de radiación
cuántico de una secuencia de dos pulsos ultracortos de radiación láser. En la
sección 3 .5 se reanaliza el problema discutido en la sección 3.3 tomando en
cuenta la naturaleza cuántica del campo de radiación. Calculamos las matri- ­
ces de densidad reducida de la molécula y de la radiación y encontramos en
la sección 3.6 correcciones al cálculo semiclásico del interferograma de fluores­
cencia. Finalmente en la sección 3.7 se dan conclusiones relativas a este tercer
capítulo.
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Capítulo 2

El problema de la doble
rendija y el colapso de la
función de onda

2.1 Introducción

Hace pocos años, van Kam pen publicó un recuento general [7J de los pro cesos
seguidos en mecánica cuánt ica en forma de 10 teoremas completos con discusión
y explicación. El tema de su art ículo fue que la mecán ica cuántica (incluyendo
implícit amente el proceso de medida) es una teoría física perfectamente coher­
ente que puede ente nderse racionalmente. De esta manera, van Kampen fue
particularmente cuidadoso al analizar lo que pasa cuando la mecánica cuántica
es usada para obtener resultados que pueden ser comparados con los e>...peri­
mentas, y desdeño la "filosofía" y evitó nociones tales como "muchos mundos" ,
"variables ocult as" y la mente del observador como un elemento central en la
medida cuántica. Su propósito fue mostrar que el acto de medir esta totalmente
descrito al aplicar la ecuación de Schród inger al sist ema junto con el aparato de
medición y, en base a un modelo explícito simple, muestra que el colapso de la
función de onda es una consecuenci a de la ecuación de Schodínger más que un
postulado a:dicional.

Uno de los puntos más significativos del análisis de van Kampen es su aprox­
imación a los objetos macroscópicos. Considera en particular la muy alt a densi­
dad de niveles de energía de tales objetos, argumentando la carencia de sentido
al considerar un solo eigenestado, y afirma que la naturaleza clásica de t ales
objetos se sigue direct amente de la teoría cuántica.
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(2.1)

2.2 Modelo de van Kampen.

La propuest a de van Kampen es la const rucción de un aparato de medida que
observe la posición de un electrón y detect e si el electrón pasó a través de
alguna región predeterminada, U , en el espac io. En particular , el aparato será
apl icado al experimento del paso de un electró n a través de una doble rendija
para detect ar por cual rendij a pasó el electró n, detección que dest ruye el pat rón
de interferenci a. El aparato de medida consiste de un átom o junto con un campo
electromagnético. El átomo se encuentra en un estado excitado (metast able) ,
y no se tiene ningún fotón; estado representado como 1+;O). El aparato es
macroscópico debido a los muchos grados de libertad incluidos en los modos
normales del campo, k. Los modos se rotulan por el vector de onda k y se
ignora la polarización . El espacio de Hilbert del aparato es el producto directo
del espac io de Hilbert del átomo y del espacio de todas las posibles excitac iones
de los modos del campo. El equilibrio estable es el estado con el áto mo y
todos los modos en su estado base. Un estado metaestable puede realizarse
colocando el átomo en un estado excitado, por ejemplo el 2S, a partir del cual
no se permite ninguna transición al estado base por la emisión de un fotón. Sin
embargo, cuando un electrón aparece en la vecindad del átomo su interacción
coulombi ana distorsiona el estado 2S así que crea un momento dipol ar, que hace
que la transici ón sea posible. Tal transición es irreversible y deja un registro
permanente del paso del electrón. Los únicos estados que son necesarios para
este propósito son \+;O) (átomo excitado, ningún fotón) y 1-; k) (átomo en el
estado base, un fotón emitido con modo k). La función de onda llJ del sistema
total (electrón + aparato) es una superposición lineal, cuyos coeficient es son
elementos del espacio de Hilbert del elect rón:

IIlJ(t)) = 4>(f, t)I+; O) + L 1/Jk(f , t)I-; k)
k

donde se interpreta a 14>(f, tW como la probabilidad de encont rar al elect rón en
f sin habers-e disparado el aparato de medida y a \1/Jk (f, tW como la probabilidad
de encontrar al electrón en r y haberse emit ido un fotón (esto como resultado
de haber det ectado la posición del electrón) .

Los estados del fotó n son ortogonales uno al otro y normali zados . La nor­
malización de \lJ es por lo tanto,

(\lJI\lJ) = J14>(f, tWdf+L J\1/Jk(f, tWdf = Po+L Pk = 1 (2.2)
k k

donde Po es la probabilidad de que el átomo este excitado y no se tenga ningún
fotón y Pk es la probabilidad de que el átomo ha emitido el fotón k. Las funciones
4> y 1/J¡; no son ortonormales y la ausencia de términos cruzados en la eco (2.2)
se debe a la ortogonalidad de las eigenfunciones del aparato.

La ecuación de Schri:idinger para el sistema total es

i: = (n -~'V2) 4>(r,t) - iU(r)~Vk1/Jk(r,t)
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(2.3)

dond e n= 1, n es la energía del estado excitado del áto mo, k = Ikl es la energía
de los modos del campo. y - ~ \72 repr esent a la energía cinética del electrón,
su mas a siendo igual a uno. Además Vk es el producto de una constante de
acoplamiento, un factor de normalización del campo k y un factor de amor­
tigu amiento que previene la interacción con modos cuyas longitudes de onda
sean más cortas que el diámetro del áto mo. Fin almente, u(r) es el elemento de
matriz dipol ar creado por el elect rón a una distancia r , el átomo siendo local­
izado en i = O. La función u(r) es apreciab le sólo en alguna vecindad U del
átomo, y pr ácticamente cero fuera de esta vecindad. Las ecuaciones acoplad as
(2.3) deben ser resueltas con la condición inicial para t -+ - 00 : al princip io
'l/Jk (t ) = Opar a todo k; y en este límite 4J(f, t) es un paquete de ond as incidente
dado por,

cjJ(r, t) = Jc(p)eiii.r-iEt (2.4)

con E = ~p2 +n. La idea es encontrar las funciones 4J y 'ljJk después del paso del
electrón, es decir, para t -+ oo. De esta forma, IcjJ(i, tW da la probabilidad de
encontrar al electrón en F sin hab er disp arado el apara to de medida y I'l/Jk(f, tW
la probabilidad de encont rar al electrón y haberse emitido un fotón .

En base a está propuest a el colapso de la función de onda puede ser dedu cido
sin realmente resolver las eco (2.3). Así, por ejemplo, la segunda ecuación de
las ecuaciones (2.3) se puede reescribir de la siguiente forma,

(2.5)

(como se puede comprobar por un desarrollo direct o) de donde se deduc e que la
función eikt'IjJk(f, t ) obedece un a ecuación de Schródinger con un término fuente.
Puesto que 'l/Jk se anula par a t -+ -00 se sigue que la solución a la eco (2.5)
consiste de una onda que emana de la fuent e. Esta fuente esta confinada a la
vecindad de U. Así, 'l/Jk (r, t) es una onda de Schr ódinger que sale de la vecind ad
donde el electrón ha descub ierto su presencia disparando el aparato de medida.

Este es el colapso de la función de onda: cua ndo el aparato ha observado el
electrón en la vecindad U la función de onda del electrón ya no es la inicial 4J sino
que es reemplazada por un a 'l/Jk ' Cuando ocurre un a medid a la función de onda
total \l1 ha obtenido compo nentes fuera del subespacio del aparato (que consis te
del único vector 1+; O) ). Los coeficientes de estas nuevas componentes son fun­
ciones de las variables del elect rón y constituyen su nueva función de onda. Si
se observa exclusivamente al elect rón más que como una parte del sistema total
uno consigue la impresión de que su función de onda 4J se ha colapsado "miste­
riosamente" en 'ljJk. Así se llega a la conclusión de que el colapso de la función
de onda no -es un postulado ad icional sino que esta descrito completamente por
la eco de Schródinger del sistema medido junto con el aparato de medición.
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2.3 El experimento de la doble rendija. El co­
lapso de la función de onda

Retomando los puntos del artículo de van Kampen [7], considere un "electrón"
bidimensional preparado inicialmente en un estado de paquete de ondas (o en un
est ado de onda plana) que incide norm alment e en una pantalla con dos rendijas
y su posición es regist rada en una placa fotográfica colocada al otro lado de la
pantalla , figura (2.1). Bajo estas condiciones, la probabilidad de encontrar a la
partícula en la placa, en algún tiempo dado , muestra la interferencia causada
por la pr esencia de las dos rendijas. Se argumenta que si uno intent a "ver" a
través de cual rendij a paso la partícula , el patrón de interferencia se destruye.
(Por definición , consideramos el caso cuando uno ve al electrón después de que
at raviesa las rendij as). La explicación más simple es que el aparato de medición
que detect a la posición del electrón hace que la función de onda se colapse a esa
posición y de allí se origine una nueva función de onda. Puesto que el detector
est á " del otro lado" de la pantalla , la nueva función de onda no pasa a través
de las rendijas y, por consiguiente, no muestra interferencia. Se argumenta, [9],
por ejemplo, que cuando el detector no registra el paso del electrón, la función
de onda es inafectada de tal forma que el patrón de interferencia se recup era.

Van Kampen sostiene que es innecesario apelar al colapso de la función de
onda. En vez de esto , propone que el aparato de medida sea considerado como
parte de la descripción global. El "colapso" es entonces fácilmente tomado en
cuenta por el hecho de que los est ados del detector, consistentes cuando no
hay detección , son ortogonales a los estados cuando hay detección. En el último
caso, van Kampen muestra de form a general [7], que la interacción con el aparato
actúa como una " fuente" y una función de onda emerge de la posición donde el
aparato registro la presencia del electrón. En el proceso de "medida" , el detector
hace una transición irreversible que registra" permanentemente" la posición del
electrón. Aunque, como veremos, la última explicaci ónes muy atractiva y parece
ser correcta como la descripción de una medida real, es importante no perder
de vista que para los casos cuando el aparato no hace la transición irreversible,y
supuestamente no detecta, est e todavía detecta! Es decir, incluso cuando no es
"detectado", la función de onda resultante del electrón se modifica con respecto
al caso cuando no había ningún detector. En nuestra opinión esto supone una
seria objeción al argumento de van Kampen [7]. van Kampen mismo [71 señala
hacia este respecto sin embargo su argumento es que cuando la "detección"
ocurre (es decir cuando el átomo hace la transición) el colapso ocurre. Como
se mencionará líneas abajo este resultado ilustra cómo puede ocurrir el colapso
de la función de onda en un experimento dado pero no quita la necesidad del
concepto del colapso, como es usado en la práctica cotidiana cuando la Mecánica
Cuántica se aplica a los fenómenos físicos.

Como se estableció anteriormente el sistema es un electrón y una pantalla
con dos rendijas. El aparato de medición es un átomo junto con el campo
de radiación electromagnético. El átomo se prepara inicialmente en un estado
excitado con una transición prohibida al estado base. Si el electrón pasa cerca
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del átomo, este último se polariza y la transición atómica se hace posible con la
emisión de un fotón en cualquier dirección. El fotón puede ser adicionalmente
registrado pero no es necesario incluirlo puesto que el decaimient o del átomo
actúa como un registro permanente del paso del electrón. Considerando la
energía del átomo en el estado base como cero y n en el est ado excitado, el
Hamiltoniano del sistema + apara to es (TI = c = m = 1)

H= -~\i+vs(f)+~n(I +O'z ) +¿koktok- iu(r)O'xL>k(ok-okt) (2.6)
k k

donde V.(i) es el potencial de la pantall a de doble rendija; el tercero y el cuarto
término representan el hamiltoniano del átomo y del campo de radiación libre
respecti vamente, con a, las matrices de Pauli , y el último término es la inter­
acción entre el elect rón y el aparato de medida. Este término es el producto del
campo eléctrico por el operador de momento dipolar cuya intensidad depende
de la función u(r) que, a su vez, se supone es diferente de cero en una pequeña
región del espacio. Los coeficientes Vk involucran la normalización de los mo­
dos del campo y un factor condicionante para los valores permitidos de k en la
aproximación del dipolo .

Los estados del sistema-aparato completo pueden escribirse como,

IIli(t)) = if>(i, t) I+ ;O) + ¿ 7/Jk (i, t)J-; k)
k

(2.i)

El estado 1+; O) repr esenta al átomo en el estado excitado y cero fotón ,
mientras que el estado 1-; k) representa al átomo en el estado base y un fotón
con momento k. Los coeficientes if>(i, t) Y 7/J"k (i, t ) son las funciones de onda del
electrón cuando no hay transición atómica y cuando sí la hay.

La ortogonalidad de los estados átomo - radiación garantiza que no haya
interferencia entre las amplitudes electrónicas. La ecuación de Schródinger para
este problema produce el siguiente conjunto de ecuaciones,

y

i :t if> = ( _~\l2 + Vs(i) + n) if> - iu(i)~ V"k7/J"k
k

(2.8)

(2.9)i :t7/Jk = ( _ ~ \l2 + Vs(i) + k) 7/J"k + iu(f)v"kif>

para todo k. Por claridad repetimos el argumento completo de van Kampen us­
ando ya el potencial de rendija Vs(f). A fin de ser capaces de realizar un cálculo
numérico explícito, se hacen suposiciones adicionales del aparato, que aunque
hacen que se pierda generalidad, estas preservan los principales requerimien­
tos para calificarlo como un "aparato" . Las suposiciones son: (a) la transición
atómica es muy definida en energía, esto es, el ancho de la línea de la transición
es considerada mucho más pequeña que cualquier otro parámetro de energía
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relevante. Esto implica que conforme el átomo realiza una transición con en­
ergía n, la frecuencia del fotón emitido es k :::::: n. (b) La emisión es isot rópica;
esto es, la probabilidad de emisión en cualquier dirección es la misma. Las su­
posiciones (a) y (b) son implementadas a través del valor de los coeficientes de
acoplamiento v¡¿ . Es decir, aproximamos v¡¿ = Vk :::::: v si k :::::: n, y v¡¿ :::::: O de
otra forma. Note que , aún hay un número infinito de posibles dir ecciones para
el fotón emit ido . Sin embargo, el problema pued e ser drásticamente reducido
a solamente dos am plitudes electrónicas debido a una selección muy particular
de las condiciones iniciales. La condición inicial es que, para un tiempo en el
pasado muy gra nde, el estado completo es,

1\l1 (t --+ - (0 )) = if>(i, t --+ - (0 )1+ ;O) (2.10)

con if> (T, t --+ (0 ) un paquete de ond as localizado lejos de la pantalla de doble
rendija, y 'I/J¡¿(i, t --+ (0 ) = O para todo k. Usando estas condiciones iniciales
en ecs. (2.8) y (2.9) junto con las suposiciones (a) y (b), se verifica que para
todo k =1 n, 'l/Jf(T, t) = O para todo t iempo . Por otro lado, para el caso ¡k¡ = n
todas las 'I/J ¡¿ (T, t) permitidas son diferentes de cero pero resultan ser todas iguales
ent re sí ya que est án rotuladas por la misma k y las ecuaciones que las describ en
satisfacen la misma condición inicial. En otras palabr as, esto significa que si
el átomo emite, la probabilidad de encont rar al elect rón en una posición dada
r es independi ente de la dirección en la que el fotón fue emit ido. Con esto en
mente sólo necesitamos resolver dos ecuaciones del conjunto infinito dado por
las ecuaciones (2.8) y (2.9). Debe recalcarse que a pesar de ser dos ecuaciones
se sigue teniendo un número infinito y la reducción sólo es aparente debido a
que todas las 'l/Jk(r,t) son iguales.

De la condición de normalización tenemos que ,

(\l1I\l1) = Jd3rlif>(T, t )¡2 + L Jd3rl'I/Jdi, t)1
2

k=!1

= Jd3rlif>(T, t )1
2+Jd3r ¡ 'I/J(i,t)12(~ 1) =1 (2.11)

con, ciertamente, if> y 'I/J no ortogonales, en general. La ecuación (2.11) sugiere
definir a 'I/J¡¿(i, t) de la siguiente forma,

_ 1

'I/J¡¿(T, t) = 'I/J (i , t)( L 1) 2

. k=!1

(2.12)

a manera de conservar y obtener de forma directa la normalización de la función
de onda complet a. También resulta conveniente definir a v como,

(2.13)

En ambos casos, L:k=n(l) es la suma de todos los modos elect romagnét icos con
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la magnit ud de l vector de onda igual a n, esto es,

~ \1 2
L.., (1 ) = (21r)341rn
k=11

(2.1-1)

donde como siempre se ha considerado c = 1, la velocidad de la luz, y \1 es el
volumen de la caja qu e encierr a al sistema .

De las simplificacions consideradas tenemos las siguient es ecuaciones acopladas
a ser resueltas,

y
8 1

i -;;-1/J = (--'/ + \ls(i') + D.)1/J + iu(i')v cjJ
ut 2

(2.15)

(2.16)

sujetas a las condiciones iniciales ya mencionadas.
Enfatizamos que mientras que el aparato todavía es macroscópico en el sen­

t ido de te ner un número muy gran de de grados de libertad , la simplificación
analítica a sólo dos amplitudes no sólo es una consecuencia de las suposiciones
(a) y (b), sino también de la condición inicial peculiar. La irreversibilidad de la
medida permanece garantizada.

2.4 Análisis de Resultados.

Ahora pro cedemos a discutir los resu ltados numéricos de las ecs. (2.15) y (2.16).
El sistema de ecu aciones se considera bidimensional y se resuelve usando el
método del split-operator [47], ver apé ndice E. En la figur a (2.1) se muestra la
posición de la pantalla con las rendijas y la del átomo. Se han consid erado dos
casos de interés, en el primero se ha colocado el átomo en una posición cercana
a una de las rendijas y en el segundo entre las dos rendijas. A fin de facilitar el
cálculo numérico, las " paredes" de la pantalla con las rendijas no son infinitas
sino más bien muy altas y con forma de función gaussiana, dada por,

P(x ,y) = A e-(x--r)2 (2.17)

para y que cumplan con ~ - D :s y :s ~ + D, ~ + D + 6. y :s y :s L , O :s y :s
~ - D - 6.y con A la altura de las paredes de la pantalla, "t la posición de la
pantalla en el eje X , L el tamaño de la caja que delimita al sistema , 2D es la
separación entre ambas rendijas y 6. y es el tamaño de las rendijas. Por otro lado.
P(x , y) = O en el resto de los casos. Hemos verificado, aunque no se muestra
aquí, que el tunelaje a través de esta barrera es complet amente despreciabl e
durante las veces que nosotros escogemos analizar las funciones de onda. La
int ensidad de la función que modela al átomo, es decir u(r) en ecs. (2.15) y
(2.16) , también es considerada un a función gaussian a siendo su altura ajustada .
para cuestiones de comparación, de acuerdo con la fuerza de su int eracción con
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Figur e 2.1: En la figura se muestr a la posición de las dos rend ijas. La línea
punteada colocada en X o es la pantalla de observación y Yo es la posición del
centro de ambas rendij as. Se muest ran las dos posiciones del átomo correspon­
dientes a los casos tratados en las figuras 2.4 - 2.7. También se ha dibujado a
la izquierda de las rendijas algunas curvas de nivel correspondientes al paquete
de ondas inicial
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el electrón. Para nuestr os fines la función u, centrada en (u, b) y de amplit ud
A, tiene la siguiente estructura,

(2.18)

La componente del estado inicial del electrón, r!>(r ,O) , es un paquete de ondas
de incertidumbre mínima en la dirección de propagación, eje X, y constante en
la dirección del eje Y, paralela a la pantalla, esto es,

1 _ ( X _X~, ) 2 + ' Po(,.-XO )

</J(x, y,O) = rrr= e 2 L

v L..fi
(2.19)

que describe al elect rón localizado inicialment e en xo, dentro de una distancia
L y cuyo momento lineal tiene un valor de expectac ión igual a Po . El centro
del paquete de onda se mueve inicialmente con una velocidad dada que apunta
hacia la pantalla . A manera de comprobar que el programa trabaja bien, la
figura (2.2) muestra el caso ext remo de haber cubierto una de las rendij as y no
hay un áto mo presente. En este caso se observa el típico patrón de difracc ión
de una rendija.

La componente 1f;(T, O) del estado inicial es escogida como cero y se selec­
cionaron valores arb itrarios para todas las variab les, de tal forma que el proced­
imiento numérico trabaje bien y los resultados sean fácilmente int erpretables.
Indicaremos en dond e el valor de una variable ha sido cambi ado.

En el conjunto de figuras, (2.3-2.7) mostramos las probabilidades cuando no
hay detección y cua ndo si la hay, I</J(r, to)1 2 Y11f;(r, to)12 , de encontrar al elect rón
en la posición r = (xo, y) con una posición fija Xo a la derecha de la pantalla, y
como una función de la variable vertical y. El tie mpo to es arbit rario pero es el
mismo para todas las figuras.

En la figura (2.3) mostramos la probabilidad I</J¡ (r, to)12 para el caso cuando
no hay átomo, esto es, no hay ningún aparato de medición y, por consiguiente,
la componente 1f;(r, to) es igual a cero todo el tie mpo. Podemos ver clar amente
el patrón esperado de interferencia simétrico, con alguna difracción debida a
la condición finit a de la anchura de las rendij as. Es el caso pedagógico comú n
en el que no se intenta detectar por cual rendija paso el elect rón . Exp erimen­
talment e significa hab er enviado una sucesión de electrones hacia la rendija y
hab er recolectado todos los puntos en donde cayeron los elect rones par a obtener
finalmente est a gráfica. Éste es el resultado con el cual comp ar aremos los casos
siguientes.

Las figur as (2.4) y (2.5) muestran las probabilidades I</J(T, to)1 2
Y 11f;(r,tO)12

cuando el átomo detect or es colocado cerca de una de las rendijas . Los casos
(A) , (B) corresponden a diferentes intensidades de la int eracción del electrón con
el átomo. Not amos que cuando la intensidad de int eracción del átomo aum enta
(intensidad medida por la amplitud A en eco (2.18), la función de onda 1f;(T, to)
del elect rón "detectado" es más notable y no muestra interferencia (aunque de
nuevo, muestra difracción). Al mismo tiempo, la función de onda </J (T, to) del
electrón que no fue "detectado" llega a ser más y más deform ada, pr ecisamente
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Figure 2.2: La figura muestra el caso en el cual se mantiene cerrada una de las
rendijas. Se observa el típico patrón de difracción de una rendija, en este caso,
la rendija corresponde a la situada a la izquierda de la línea punteada en la
figura.
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Figure 2.3: Probabilidad 14>¡(xo, y , toW de encontrar al electrón en la pantalla
de observación colocada en el punto Xo, ver figura (2.1), para el caso cuando
no hay átomo
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(A)

Figure 2.4: Probabilidad de encontrar al electrón en la pantalla de observación
colocada en Xo, para el caso cuando el átomo es colocado a un lado de una de
las rendijas (posición 1, figura 2.1). 14>(xo ,y, to)12 describe al electrón cuando el
átomo no emite un fotón , y 1'fjJ(xo, y , toW lo describe cuando el átomo emite un
fotón. El caso (A) mostrado en la figura se refiere a una fuerza de interacción
menor entre el electrón y el átomo, medido por el parámetro V, en comparación
con el caso (B) de la figura (2.5)
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(B)

y

Figure 2.5: Probabilidad de encontrar al electrón en la pantalla de observación
colocada en X O, para el caso cuando el átomo es colocado a un lado de una de
las rendijas (posición 1, figura 2.1). 14J(xo,y,toWdescribe al electrón cuando el
átomo no emite un fotón, y 11P(xo, y, toW lo describe cuando el átomo emite un
fotón. El caso (B) mostrado en la figura se refiere a una fuerza de interacción
mayor entre el electrón y el átomo, medido por el parámetro V, en comparación
con el caso (A) de la figura (2.4) .
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en la región dónde la parte detectada aparece, mostrando claramente la pres­
encia del átomo. Esto puede verse fácilmente comparando las figur as (2.3) y
(2.4) . De estas figur as se desprende que a pesar de que no hubo un intento de
detectar por cua l rendija pasó el electrón el aparato de medida siguió det ectando
puesto que el patrón de interferencia no fue en nada similar al patr ón simétrico
obte nido cuando no hay aparato de medida, figur a (2.3). Tenemos una gráfica
de probabilidad del electrón cuando supuestamente no hubo detección que está
"mezclada" con el aparato de medida de tal forma que no hay manera de separar
los efectos de l aparato de medida y del sistema medido.

El conjunto de figur as (2.6) y (2.7) muestra las probabilidades 11>(i, to)12 Y
I'l/J(r, to)12 cuando el átomo se pone exactamente en medio de las rend ijas. De
nuevo, los casos diferentes (A) y (B) corresponden al incremento en la intensidad
de la int eracción de elect rón-átomo y, de nuevo, es clara la presencia del átomo
en ambas amplitudes de probabilidad. Cabe hacer los mismos comentarios que
los hechos para las figuras (2.4) y (2.5), el hecho es que nuevamente aparece
una grá fica combinad a para el caso en el que no hay detección, compara ndo con
la figura (2.3), y por end e no hay forma de separar ambos sistemas: sistema
medido - aparato de medida. Para una conclusión más clara de este punto
podemos comparar la figur a (2.3) con la probabilidad 14>(i, to)12 de figuras (2.4),
(2.5), (2.6) Y (2.7) .

Un caso que también puede ser analizado es cuando el átomo t apa comple­
tamente una de las rendijas. En este caso, figura 2.8, se observa el patrón de
difr acción debido a la presencia de una rendija pero también se observa una
señal que corresponde a la función de onda del electrón cuando el átomo emit ió
y por lo tan to el aparato detecto.

También es instructivo verificar que si uno escoge " no ver" si el átomo emitió
o no, la suma de las pr obabilidades 11>(r, to)12+ I'l/J(r ,to)l2, no es igual a la prob­
abilidad 14J¡(f, to)12 cuando no est a presente el átomo. Es decir , cont rariamente
a muchas discusiones pedagógicas y cualitativas [9], el resultado es diferente si
el detector está presente del caso cuando no hay detector, si uno escoge ver
o no, simplemente porque la evolución del sistema ocurre bajo Hamiltonianos
diferent es. Ver figura (2.9) .

2.5 Discusión

El colap so de la función de onda y el problema de la medida estan ínt imamente
ligados, pero no son exactamente el mismo problema. El argumento de van
Kampen es_que la consideración del "detector" como parte del sistema entero
(así dentro de una evolución unitaria) da cuenta de este problema (el hecho
que el detector sea macroscópico se discute aba jo). Nosotros defendemos aquí
que, aunque sus ar gumentos son muy at ractivos, ellos no resuelven el problema
realmente. Y de algún modo , su interpretación frustra el propósito de la teoría
de la Mecánica Cuántica . Es decir, como una teoría, las predicciones medibles
de la Mecáni ca Cuántic a no son solamente los eigenvalores de los operadores
(la posición del elect rón en este caso) sino tambi én las probabilidades de tales
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Figure 2.6: Probabilidad de encontrar al electrón en la pantalla de observación
colocada en X o, para el caso cuando el átomo es colocado entre las rendijas
(posición 2, figura 2.1). 14>(xo, y , toW describe al electrón cuando el átomo no
emite un fotón, y IVJ(xo, y, toW es cuando el átomo emite un fotón. El caso
(A) mostrado en la figura se refiere a una fuerza de interacción menor entre el
electrón y el átomo, medido por el parámetro V, en comparación con el caso (B)
de la figura (2.7) .
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Figure 2.7: Probabilidad de encontrar al electrón en la pantalla de observación
colocada en X o, para el caso cuando el átomo es colocado entre las dos rendijas
(posición 2, figura 2.1) . 14>(xo,y, toW describe al electrón cuando el átomo no
emite un fotón, y 1'l,!J(xo, y, toW es cuando el átomo emite un fotón . El caso
(B) mostrado en la figura se refiere a una fuerza de interacción mayor entre el
electrón y el átomo, medido por el parámetro V, en comparación con el caso (A)
de la figura (2.6)
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Figure 2.8: Probabilidad de encontrar al electrón en la pantalla de obser­
vación colocada en X o, para el caso cuando el átomo cubre una las rendi­
jas. \4>(xo, y, toW describe al electrón cuando el átomo no emite un fotón, y
I'l/J(xo, y, toW es cuando el átomo emite un fotón. Se observa un patrón de
difracción correspondiente a una rendija pero también se observa una señal que
corresponde con la detección del electrón
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Figure 2.9: Comparación de la probabilidad 14>¡ (f, toW para el caso cuando no
hay átomo, figura (2.3), con la sum a 14>(f, toW + I'l/J(f, to)12 para el caso con el
átomo cerca de una de las rendijas, figura (2.4). Esta suma es la probabilidad
tot al independientemente de si el átomo emit ió o no un fotón. Se puede observar
directamente la diferencia ent re ellas
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mediciones (el pat rón de interferencia en la pantall a). Los valores de est as
probabilidades son completamente dependientes del Hamil toni ano usado para
evolucionar el sistema. Las probabilidades reales en un conjunto dado de exper­
imentos reales pued en servir para deducir , si no todo el estado, por lo menos un
conocimiento parci al de él, y en la mayoría de los casos prácticos, uno está in­
ter esado en esas probabilidades (o estados) correspondiendo a la evolución bajo
un Hamiltoniano del sistema dado, en ausencia del aparato. Baj o el esquema
de van Kampen, las probabilidades son depend ientes del sistema medido y del
aparato de medida, por lo que no habría manera de separarlos y ver al sistema
medido de forma independiente. En otros términos, la Mecánica Cuántica se usa
en problemas cotidianos (tales como los espectros atómicos, calores específicos,
y superconductividad) para hall ar estados de sistemas que tienen asociado un
Hamiltoniano particular, y el análisis experimental es hecho baj o situaciones ex­
perim entales supuestamente control adas. Cómo mide uno las cant idades físicas
correspondientes para extrae r las probabilidades que pertenecen a un estado
dado no es un problema de la Mecánica Cuántica, sino , es parte del ingenio
del experimentador para poder substraer el efecto del aparato de medición, y
averiguar el estado en ausencia del detector. Como un ejemplo simple, creemos
que es significativo conocer el ancho de línea natural de, digamos, una transición
atómica: tal conocimi ento sólo puede inferirse de experimentos que necesaria­
ment e incluyen los efectos del ambiente (aparte del vacío elect romagnét ico) y
del aparato de medición. [48]

Creemos que el aná lisis de van Kamp en es un excelente ejemplo de un pro­
cedimiento de medición real que muestra que la Mecánica Cuántica es bastante
rica para describir una medición ; especialmente el hecho de que par a ir de prob­
abilidades "cu ánticas" a "clásicas" , el aparato debe de tener un número grande
de grados de libertad, y ese conocimiento parcial de la función de onda compl eta
produce un incremento en la entropía. Y de hecho, el análisis de van Kampen re­
fleja el hecho que una medida deb e "colapsar" la función de ond a. Pero nosotros
no estamos de acuerdo en que la necesidad del concepto del colapso de la función
de onda sea suprimido por su análisis. El colapso es un concepto necesario para
hacer contacto entre las descripciones y las predicciones teóricas de la evolución
de un sistema cerrado bajo un Hamiltoniano dado del sistema y una situación ex­
perimental dada que se supone puede extraer los eigenvalores y probabilidades
de los diferentes est ados. Sin embargo, la Mecánica Cuántica, justo como la
Mecánica Clásica, es silenciosa de cómo uno debe realizar la medición y obtener
los valores predichos; semejante tarea depende de nosotros. En otras palabras,
para poder realmente deshacerse del concepto del colapso uno tendría que in­
ventarse un procedimiento teórico, que incluya el aparato de medida, que nos
permitiera recuperar los resultados que ocurrirían en ausencia de este; sino en­
tonces, parecerían inútiles los resultados pert enecientes a sistemas sin el aparato
de medida.

No obstante, uno todavía puede argüir a lo largo de las líneas de van Kampen
que el propio colapso es una propiedad que no puede medirse, y como tal , que es
superflua. Justo con el mismo espíritu de crítica acerca de la función de onda,
podemos decir, como van Kampen insiste, que es t an sólo una herramienta
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mat emáti ca útil para calcular las cant idades suscept ibles de ser medid as. Est o
es, uno puede argumentar que lo que realme nte importa son los eigenvalores
de los observabl es y las tr ansiciones probab ilísticas entre los estados inicial y
final, sin importar lo que pasa en el intermedio. Sin embargo, puesto que las
prob abilidades de transición son, en general, diferentes para diferentes estados
finales , uno puede pregun tarse siempre cómo te ndra lugar el resultado real: es
una consecuencia de la teoría de la Mecánica Cuántica que semejante pregunta
no puede contestarse . La forma usual es apelar al colapso de la multitud de
posibilidades a una sola que es realizada en ese momento. En ot ras palabras .
el " problema" del colapso, y su necesidad, es una consecuencia del principio de
incertidumbre, el corazón de la Mecánica Cuá nt ica, y no podemos deshacernos
de éste dentro de la teo ría.

2.6 Conclusiones.

A manera de conclusión para este capítulo podemos ver que aún cuando la
propuesta de van Kampen suena at rac tiva en realid ad no remueve el concepto
del colapso de la función de onda. Las gráficas encont radas de acuerdo con
los lineamient os de van Kampen muestran que el aparato de medida siguió
midiendo a pesar de que en prin cipio no debería hacerlo , por lo tanto el modelo
de van Kampen nos conduce a una ambigüedad que no puede ser resuelta.
Además esto nos lleva a tener una "mezcla" inseparable de ambos sistemas
(medido y aparato de medid a) por lo que sería imposible conseguir la parte que
es propia del sistema medido y la que es propia del aparato, en otras palabras el
sistema completo es totalmente diferente a considerar sistema medido y aparato
de medición por separado y luego verlos juntos ya que al considerarlos corno uno
solo evita obtener estados propios del sist ema medido en ausencia del aparat o.
esto se hace evidente al considerar la suma de las funciones de ond a respectivas
de cuando el apar ato detecta y cuando no detecta, figura (2.9) . Esto último
representa un inconveniente si lo que uno intenta es obtener estados del sistema
independiente del apar ato de medición . Por otro lado, el estado completo del
sistem a + aparato de medid a necesita por sí el colapso de la función de onda
para seleccionar el estado final de todo el sistema.
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Capítulo 3

Interferometría de paquetes
de onda.

3.1 Introducción

Cuando hablamos de espect roscopia molecular con secuencias de pulsos de du­
ración ult racort a (femtosegundos) nos referimos a los experimentos en los cuales
varios pu lsos de radi ación láser son usados para preparar a una molécula en
un cierto estado excitado, situ ación que nos dará un espect ro de fluorescencia
cuando la molécula "regrese" a su estado base. Esto es lo que se ha dado en
llamar Interferomet ría de paquetes de onda (WPI) . De esta forma , la WPI se
presenta como una técnica viable para manipular y controlar el movimient o a
nivel atómico y molecular. Por el lado molecular , la preparación coherente de pa­
quetes de onda vibracionales en diferentes estados electrónicos de las moléculas
diatómicas, por pares de pulsos ult racortos de radiación láser , ha sido foco de
una intensa investigación tanto experimental [23J-[27J como teórica [28J-[38]. La
inte rferencia de paquetes de onda de estados de Rydberg atómicos, preparados
por una secuencia de pulsos láser, también ha mostrado ser una técnica viab le
para el control atómico [39]-[44J. En el presente trabajo nos concent ramos en la
WPI molecular .

La idea bás ica de la WPI es la siguiente: el paso de un solo pulso ultracorto
de radiación láser, que se encuentra en resonancia con la transición electrónica
del, por ejem plo, est ado base elect rónico 9 al primer estado excitado electrónico
e transfiere amplitud de probabilidad desde el estado base electrónico, formando
una " copia" de la función de onda del estado base vibracional del estado 9 en el
estado e, dejando a la molécula en una superposición coherente de paquetes de
onda vibracionales en ambos estados electrónicos; ésta copia evoluciona como
un paquet e de ondas en la superficie de energía potencial del estado electrón ico
e. Adicionalm ente, el paso de un segundo pulso láser, retr asado por un t iempo
td y con una fase anclada al pr imer pulso, genera también un paquete de ondas
en el estado electrónico e que va a interferir con el paquete de ondas generado
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por el primer pulso y que ha evolucionado dur ante el intervalo de tiemp o t ra n­
scurrido ent re ambos pulsos. La subsecuente fluorescencia de la molécula, en
su decaimiento al estado base electrónico, registra tal interferencia y puede ser
usada como una pru eba experimental. La demostración experimental de este
hecho fue primero reportado por Scherer et al. [23] . La situación es aná loga al
de un experimento de doble rendija en el que la amplitud del estado excitado
en cada molécula es la suma de la amplitud de excitación generada por dos
rutas que n~ son distinguibl es una de la otra por medición. Tal superposición
intramolecular puede conducir a interferencia.

El que la interferencia producida sea constructiva o destructiva, dando origen
a una mayor o menor población en el estado excitado par a un tiempo dado de
retraso entre ambos pulsos, depe nderá de la diferencia de fase óptica ent re los
dos pulsos y de la naturaleza detallada de la evolución del paquete de ondas
inicial. En parti cular, esta dependerá de la fase mecáni ca cuánt ica dependiente
del tiempo del paqu ete de ondas.

A la fecha, en todos los análisis teóri cos de la WPI la presencia de los pu lsos
láser es tratado semiclási camente. Es decir, la molécula es un obj eto cuánt ico
mientras que el pulso es un campo clásico externo dependient e del tiempo. Esto
se justifica ciertamente porqu e la intensidad de los pulsos láser es bastante fuerte
(por ejemplo, 130 jlJ) . Sin embargo, con la posibilidad de explorar nuevas situa­
ciones experimentales, en este capítulo presentamos un tratamiento teórico en
el cual los pulsos láser ya no son "externos" ni clásicos. Esto es, consideramos
los pulsos láser como tot almente cuánt icos. Estas consideraciones hacen que
aparezca de manera natural el enredo cuántico entre los estados de la molécula
y los del campo de radiación. Para lograr este objetivo, se necesita desarrollar
la representación cuántica de los pulsos láser. Haciendo primero esto y entonces
a fin de conservar el tratamiento analíticamente manejable hacemos varias su­
posiciones. "Estas son , principalmente, considerar una molécula diatómica con
superficies electrónicas de energía de tipo armónico, las aproximaciones de Can­
dan y de onda rotante (RWA), y el uso de teoría de perturbación. Despreciamos
el desfasamiento debido a rotaciones así como efectos de relajación como con­
secuencia de la interacción con el ambiente y debido a la propia fluorescencia.
El rápido desfasamiento debido a rotaciones se ha mostrado que es susceptible­
mente evitado en gases a temperaturas baj as y/o con preparación selectiva de
los estados iniciales. [26, 27].

3.2 El experimento de interferometría de paque­
tes de onda detectado por ft.uorescencia.

En un artículo publicado por N. F. Scherer et al. [23] , se introdujo una técnica
espectroscópica que utiliza una secuencia de dos pulsos ultracortos, de duración
de 50 fs aproximadamente, de radiación láser con fase fija entre ellos para excitar
en forma resonante transiciones electrónicas o rovibracionales de una molécula.
En contraste con otros métodos de excitac ión y prueba, en est e artículo se
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Láser Femtosegundos

Phase-Locked-Loop

Figure 3.1: Arreglo exp erimental a bloqu es del interferómetro de paquetes de
ondas con Phase-Locked-Loop

propone mantener una fase fija definida entre los pulsos mientras se cambia
el retraso entre los pulsos con una precisión interferométrica. Un diagrama
esquemát ico del arreglo experimental se muestra en la figura (3.1) .

Se seleccionó al 12 como el sistema con el cual se muestra la espectroscopía
molecular con pares de pulsos de fase fija. En particular se reporta la medición
del interferograma detectado por fluorescencia para la transición X -+ B de las
moléculas aisladas de h.

La idea del experimento como se realiza en una sola molécula es de la sigu­
iente forma: el primer pulso, con un retraso de cero (t = O), prepara un paquete
de ondas rovibracional en la superficie de energía potencial del estado B , ver
figura (3.2) . Este paquete de ondas, el cual no es estacionario bajo el hamilto­
niano del estado B, sufre un movimiento oscilatorio a lo largo de la coordenada
de enlace entre los átomos que forman la molécula con periodo 27r/WB , donde
WB es la frecuencia vibracional promedio para las excitaciones vibracionales su­
perpuestas que constituyen el paquete de ondas. El segundo pulso (el pulso de
prueba), que lleva de retraso con respecto al primer pulso (pulso de excitación)
un tiempo td pero de la misma intensidad, excita un segundo paquete de ondas
al estado B de la curva de energía potencial. La presencia de ambos campos
eléctricos produce una señal de fluorescencia con contribuciones proporcionales
a Ef, 2E 1E2 Y E~ siendo El y E2 los campos eléctricos respectivos de los
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Figure 3.2: <Ilustración esquemática de la int erferometría de paquetes de onda
aplicada a sistemas moleculares. En el caso (1) de la figura , el primer pulso
transfiere amplitud de probabilidad del estado base electrónico X al primer
estado excitado electrónico B, amplitud que es una copia del estado base vibra­
cional del estado X en el estado B. El envío de un segundo pulso , con un tiempo
de retraso td en relación al primero, puede causar interferencia constructiva o
destructiva para ángulos de fase relativos de O o 'Ir radianes, caso (11) y (IV)
respectivamente. El tiempo de retraso para estos casos es de un periodo vibra­
cional en el estado excitado, lo cual corresponde al regreso del paquete de ondas
preparado inicialmente en este estado a la región de Franck-Condon de la curva
de energía potencial en el estado B. No hay interferencia para tiempos de re­
traso que no sean múltiplos enteros del periodo vibracional del estado excitado
B, caso (I1I)
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dos pulsos ultracortos de radi ación láser cuya forma matemática será dada más
adelante, ecuación (3.17). Únicamente se mide el términ o cruzado 2E 1E 2 que
es proporcional al traslape de los dos paquetes de onda . Si el paquete de on­
das preparado inicialmente no ha regresado a la región de Franck - Candan
de la curva de energía potencial al t iempo de llegada del pulso de prueba , la
interferencia de los dos paquetes de ondas se anula (debe recordarse que las tr an­
siciones ent re est ados elect rónicos deben ser verticales puesto que los núcleos al
ser más pesados no se mueven durante una transición electrónica. Esto define
una región donde las transiciones, y por lo tanto los traslapes, son más intensos
que es alrededor del cent ro de equilibrio de las curvas de energía potencial. Esta
es la región que se ha dado en llamar de Franck - Candan). Sin embargo, si
el pulso de prueba llega a un tiempo que satisfaga t = 2rrn / wB, puede ocurrir
interferencia constructiva o destructiva.

Una típica respuesta de transición de la molécula de h se muestra en la
figura (3.3). La cantidad medid a es la componente int egrada en el tiempo de la
fluorescencia del estado B que depende de la interferencia de las dos excitaciones.
La figura (3.3a) muestra los datos obtenidos cuando el par de pulsos estan fijos en
fase (4) = O). Una señal positiva implica que la población del estado excitado ha
sido increm entada, con respecto a las contribuciones de uno solo de los pulsos,
por una interferencia de paquetes dc onda. Una señal negativa indica que la
población del est ado excitado ha sido disminuida por la interferencia de los
paquetes de onda. Los datos desplegados en la figura (3.3), y agrandada en
el interior , muestran una secuencia de picos prominentes característicos con un
espaciamiento de 300 fs. Los espacios recurrent es corresponden al periodo de la
superposición de los niveles vibracionales del est ado B los cuales son enviados
por una excitaci ón óptica en 611 nm de los niveles poblados térmicamente del
estado base.

Una interferencia construc t iva o dest ructiva net a de los dos paquetes de
onda preparados por los pulsos de disparo y de prueba sólo ocurre en o cerca
de múltiplos del periodo vibracional, así los picos reflejan el retorno del paquete
de ondas vibracional coherent e a la región Franck - Candan. La población del
estado excitado será reforzada o disminuida de acuerdo a si la fase total y factores
de Broglie de los paquetes de onda traslapados pr eparados por los pulsos inicial
y de prueba causen que ellos interfi eran constructiva o destructivamente. La
reducción total de la intensidad de recurrencia con el incremento en el retraso
de los pulsos es un a consecuen cia de la evolución de fase de la sup erposic ión
preparada inicialment e de niveles rot acionales en los paquetes de onda. Otro
interesante aspecto es visto cerca de la quinta y sexta recurrencia vibracional:
el signo de la amplitud de la recurrencia cambia de positiva a negativa. Este
resultado implica que la fase del paquete de ondas inicial ha evolucionado de
estar en fase a estar fuera de fase con referencia al paquete de ondas preparado
por el segundo pulso . El signo de la amplitud de recurrencia se invierte otra
vez después de 10 per iodos, como es visto en la gráfica intercalada. La fase
inversa es acomp añada por un desplaz amiento en el periodo regular de 300 fs
de la recurrencias. En particular, la separación de la señal positiva a negativa
para la quinta y sexta recurrencia es de alrededor de 450 fs, o 1.5 periodos.
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Figure 3.3: La figura (a) muestra un interferograma en fase detectado por flu­
orescencia. Dentro de la misma se muestra una ampliación del interferograma
mostrando los picos positivos y negativos generados por la int erferencia con­
structiva y destructiva respectivamente de los paquetes de ondas vibracionales
generados en el primer est ado excit ado electrónico. La figura (b) nos muestra
la deconvolución de (a) .
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Los experimentos descritos en el artículo de Scherer et al muestran que
el tener un control de las fases ópti cas entre pulsos en una secuencia de dos
pulsos puede ser usado par a controlar la amp litud de prob abilidad prepar ada
ópt icamente en la superficie de energía potencial del estado excitado. Con éste
control es posible reforzar o reducir la población de un est ado elect rónico se­
leccionado y la forma de la función de onda nuclear resultante en este estado
simplemente con seleccionar la fase relativa de los dos pulsos. Esto puede ser
muy útil en desarrollos posteriores de esquemas recientemente propuestos para
el cont rol de la dinámica molecular por aplicación de secuencias de pulsos ul­
t racortos. Un análisis teó rico de las ideas anteriores se presenta en la sección
(3.4).

A man era de resumen de este artículo se tiene lo siguiente :
1) Los picos en la seña l de tr ansición de fluorescencia aparecen en int ervalos

regular es con respecto al retraso entre los pulsos, 2) El signo de la amp litud de los
picos de transición de fluorescencia y su forma pueden ser alterados cambiando
el ángulo de la fase. Los picos de respuest a positivos y negativos corresponden a
incremento y decremento de intensidades, respectivamente, resultando de efectos
de interferencia, 3) Par a un ángulo de fase fija el signo de los picos de transició n
de fluorescencia cambian despu és de un tiempo (típicamente largo) de retraso
entre los pulsos, y 4) la forma del int erferograma de fluorescencia es más sensible
a cambios en la frecuencia de la fase fija más que a cambios en la frecuencia
portadora .

3.3 Preliminares

El oscilador armónico juega un papel cent ral en la teoría cuántica de los campos
electromagnéticos. Las características cuánt icas de estos campos han llegado a
incrementarse importantemente con el advenimiento reciente de amplificadores
a frecuencias ópticas (láseres) . Si consideramos un oscilador armónico clásico
unidimensional y de mas a unitaria descrito por una coordenada q y momento p
el hamiltoniano del sistema estará dado por ,

(3.1)

siendo el mismo para un oscilador cuánt ico sustituyendo p y q por los operadores
correspondientes. En términos de los operadores de creación at y aniquilación
aesta dado por,

H= TlW(ata+ ~ ) (3.2)

donde ti es la constante de Planck (dividida por 21l"), w es la frecuencia del
oscilador y [a,at ] = 1. El término r,~ es llamado la energía de punto cero del
oscilador.

De acuerdo a la interpret ación física de la Mecánica Cuántica, los eigenval­
ores del Hamiltoniano son los únicos valores obtenidos al medir experimental­
mente la energía. Para comparar la teoría y el experimento, debemos resolver
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la ecuación de eigenvalores,
HIE) = ElE) (3.3)

Debido a la conex ión simple ent re IV = ata (el operador I\ úme ro) y Hdado por
3.2 , el problema de eingenvalores para IV es,

IVln) = nln) (3.4)

De ésta podemos interp retar el estado In) (estados Fock) como un est ado con n
cuantos mientras que el estado [O) es llamado el estado de vacío, no tiene fotones
pero tiene una energía de t':: por modo. La teoría cuánt ica de la radiación
predice la existenci a de un campo elect romagnét ico de punto cero. Estos estados
sat isfacen las relaciones de orto normalidad y complet ez, es decir , forman un
conjunto completo. El estado de número define el número de fotones pero no la
fase del oscilador. Los estados de número son herr amientas muy importantes en
el campo de la física teórica y los estados cuánticos del campo electromagnét ico
pueden ser descritos como una combinación lineal de los estados de número.

Los estados coherent es tienen una relevancia física muy amplia. Fueron
descubiertos originalmente por Schrodinger, al ana lizar la solución del paqu ete
de ondas para el oscilador armónico, pero actua lmente son de interés en la
óptica cuántica y en el entendimiento del límit e clásico de la mecánica cuánt ica.
Existen muchas definiciones de los estados coherentes. Uno puede definir los
estados coherentes como eigenestados del operador de aniquilación ii [49], esto
es,

al o:) = 0: 10:) (3.5)

De est a definici ón , es fácil mostrar que el número promedio de fotones en un
estado coherente [o) está dado por

(3.6)

mientras que el valor promedio del campo eléctrico coincide con la expresión
clásica para un campo electromagnét ico con amplitud compleja 0: . Los estados
coherentes son lo más cercano a lo clásico por lo que resultarán , como se verá
más adelante, adecuados a nuestro est udio.

Los estados coherentes son est ados de mínima incertidumbre. En términos
de los estados de Fock, un estado coherente lo:) puede ser expresado como,

~ 00 o" la l2 00 (o:at )n
[o) = e- 2 ~ - In) = e- -r~ - - lO)

~ .fñ1 ~ n!
n=O yn: n =O

correspondiendo a la distribución del número de fotones

siendo esta un a distribución de Poisson, con varianza (6nf = (n) .
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Una segunda definición de un estado coherente para osciladores supone la
existencia de un operador unitario D (0,0*) , el "operador de desplazamiento" ,
definido de acuerdo a la fórmula

D( o , o*) = exp(o ¿¡t - 0*0.)

Se observa que el lado derecho de la ec.(3.9) implica que,

lo) = e- lol' / 2eoa
t

10) =
e- lol'/2 eoat e- Oa IO) =

ex p(o at - 0*0.)1 0) = b t«.0*)10)

(3.9)

(3 .10)

(3 .11)

Por lo tanto un esta do coherente puede ser obtenido aplicando el operador de
desplazamiento, D(0 , 0 *), al estado de vacío.

Finalmente algunas relaciones que cumplen los estados coherentes y que nos
serán útiles en los desar rollos subsecuentes son [49J,

1(0!o' )12 = e-lo-o'I'

~Jd
20!0)

(0! = i

con ~o == d(Rea )d(Im o ). La primera propiedad nos indica que los estados
coherent es no son ortogonales entre sí, mient ras que la segunda nos marca que
forman un conjunto completo (de hecho son un conjunto sobrecompleto ) y por
lo tanto pueden ser usados como base.

3.4 Caso semic1ásico

Consideremos el sist ema formado por una molécula diatómi ca interaccionando
con el campo eléctrico clásico de dos pulsos de radiación láser ultracortos. El
hamiltoniano del sistema está dado por ,

H= HM + V(t ), (3 .12)

donde HM es el hamiltoniano molecular. Puesto que suponemos que el ancho
de banda en frecuencia del pulso está dentro de la band a de absorción de la
transición electrónica 9 -+ e, podemos aproximar el hamiltoniano molecular
como,

(3.13)

donde 19) y le) son los estados base y excitado electrónicos en la aproximación de
Born-Oppenheimer; ñ, and Heson los hamiltonianos vibracionales del movimiento
nuclear o iónico en los respectivos est ados elect rónicos.

La interacción con los pulsos, V(t), está dada por,

V (t ) = -i: E (t )

43

(3 .14)



donde /1 es el operador de moment o dipolar eléctrico,

j¡ = (Ig) (el + le)(g\)¡1cg. (3.15)

En la aproximación Ca nda n /¡ es independiente de las coordenadas nucleares.
El campo eléct r ico clásico puede ser escrito como

(3.16)

donde los campos eléct ricos para los pulsos son considerados de t ipo Gaussiano,

(3.17)

Por simplicidad, los pulsos son considerados colineales a lo largo de ka, con
la misma intensidad y polarización (plana) , misma duración TL y la misma fre­
cuencia portadora n. Los tiempos de llegada en el punto espacial i son tp 1 < tp2

y consideramos que su tiempo de retraso td = t p2 - tpl es tal que los pulsos no se
traslapan. Las fases <P I y <P2 pueden tomar cualqui er valor pero es muy impor­
tante remarcar que sus diferencias pueden experimentalment e ser controladas
[23]; esto es en efecto uno de los logros técnicos más importantes necesarios
para realizar \VPI. Una importante suposición es la aproximación de longitud
de ond a larga, en la cual sólo consideramos campos con longitudes de onda >.
mucho mayores que el tamaño de la molécula amo Est o nos permite despreciar
el términow~ en la expresión par a el campo. Esta aproximación también será
relevante en la evaluación de las correcciones debido a la naturaleza cuántica
del campo del fotón. Despreciando los efectos de desfasamiento y relajación, la
evolución del estado molecular está dada por la ecuación de Schródinger en la
repr esentación de int eracción,

(3.18)

cuya solución puede escribirse de forma general como,

(3.19)

donde eT ~ la exponencial ordenada en el tiempo, y

(3.20)

El estado inicial es 11IJ(to ) ) = Ig, <pg), con I<pg ) el estado base vibracional del
estado base electrónico. La solución dada por la ecuación (3.19) nos muestra
un resultado que consist e de una evolución temporal , que simplemente cambia
la fase asociada al vector del estado inicial, seguida por un operador de inter­
acción que es el que crea la soperposición de los estados vibracionales en ambos
estados electrónicos de la molécula para finalmente obt ener una nueva evolución
temporal del estado que describe la superposición creada.
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(3.21)

La forma de la solución dada por la ec.(3.19) es partic ularmente aprop iada
para aplicar teoría de perturbaciones y encont ra r expresiones explícitas aproxi­
madas para la acción de los pulsos.

Para poder realizar un cálculo analít ico suponemos que las superficies de
energía potencial elect rónicos son del t ipo de oscilador armónico con la misma
frecuencia (consideramos que el mínimo de energía de la curva de energía po­
tencial del estado excitado electrónico e esta desplazado a una distancia Xo en
relación al de la curva de energía potencial del estado base electrónico g). De
esta forma los hamiltonianos vibracionales nucleares son

- 2 1
f¡ = L + _ mw2 x 2

9 2m 2
y

- ,p 1 2 2
He = 2m + 2mw (x - xo) + E. (3.22)

Una cant idad susceptible de ser medid a es el así llamado interferograma de
señal de fluorescencia. Esta es la fluorescencia total de la emisión espontánea
e -+ 9 como una función del tiempo de retr aso ent re los pulsos, t -a = t p2 - t pl .

Esta cant idad esta dada por la pob lación del estado excitado elect rónico para
el tiempo t , con t - tpl » TL ,

(3.23)

donde Ine ) son los eigenestados del hamil toni ano vibr acional He. En la segunda
línea se ha introducido la matriz de densidad molecular Pm(t) = Iw(t)) (w(t) \
para propósito de comparación con el caso de campo cuánt ico. En el presente
caso, el uso de la matriz de densidad es irrelevante puesto que el estado molecular
es puro. Sin embargo, en el caso de campo cuánt ico el estado molecular es
mezclado y debe ser descrito por una matriz de densidad .

Para encontrar las correcciones debido a la naturaleza cuánt ica de los campos
se necesitan desarrollos a segundo y tercer orden sobre los camp os, por lo que se
consideran hasta tales contribuciones en el propagador en ec.(3.19) . De acuerdo
con esto la matriz de densidad correspondiente a este orden es,

Pm = ( e- 1;iIM(t-tol - ~e- k ¡/¡"ft r dt; V¡(tl) ekilMto
il l;

+(_ ~ )2e-* ilM t r dt l ti dt2V¡(t¡)V¡(t2)ekilMto
i . i;

+(_~?e- kilMt 1~- I. dt2 l 2dt3V¡(tl )V¡(t2)V¡(t3)ekil MtO) \g, <!>g)

\ <!>g ,g\(ekilM(t -tol + ~e- k ilMto 1~ dtl V¡(t¡) ekil Mt
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+( *)Ze-r. ifMt
<> [ dt¡ [ ' dtzV¡(tZ)V¡ (t¡)er. ifMt

+(*)3e- r. ifMto l dt. , .{' dtzl2dt3V¡(t3 )V¡(tZ)v¡(t¡)e;\:¡iMt )

Distribuyendo te nemos los siguientes términos,

(3.24)

Pm = p¡ + pz + P3 + P4+ P5+ Pu + P7+ Ps + .09 + PIO + Pll + p¡Z

+P13 + P14 + Pl5 + PIG (3.25)

donde los subíndices indican cada uno de los términos de interacción que se
obti enen al hacer la distribución de la ecuación (3.24). No todos los términos
de la ecuación (3.25) será n considerados para nuest ro aná lisis. Así por ejemplo,
no se consid eran los términos correspondientes a, PIZ . PI S y P16 por ser de ord en
mayor al tercero en los campos. Por otro lado, como el estado inicial de la
molécula es-el estado base electrónico y nos interesa el término correspondiente
a (eIPm le), el cálcul o se reduce a sólo tres términos , P6' Ps Y p¡. Por ejemplo,
por un cálculo directo tenemos,

pero de acuerdo con la ecuac ión (3.13) que define al hamiltoniano HM se t iene
que (ele- kifM(t-tol Ig , 9g) = Ode donde por ecuación (3.26) tenemos,

(3.27)

Haciendo el cálculo de forma análoga con los términos restantes de la ecuac ión
(3.25) tenemos , como ya se había mencionado, que Pm se reduce a,

. . . ·t
Pm ::::: p« + Ps+ Ps

Considerando el término correspondiente a Pu,

(3.28)

P6 = -(!..? ¡t dt, ¡ tdt~e- *HM t e f,HMtl p . E(tde-f,HMtl ef,HMtolg,Og)
1i.. to to

(Og ,g l e- * HM to ekHMt~p. E (t~)e- kHM t~ e f,HMt(3.29 )

dond e en este caso E(t) corresponde a un campo eléct rico de dos pulsos, gaus­
siano . Entonces,

_(*)Z¡t dtl t dt; L (ne , ele-kHMté HMtl p. E(t¡ )e- kHMtl ek HMtolg,Og)
t to Jto n ,

(Og ,gle- kHMto ekHM t~ p . E (t;)e-kHMt~ ek HMtle, ne ) (3.30)
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de donde tenemos,

_ ( ~ ) 2 jt dt¡ JIdt~ ¿ (nele-irllcte f.lfctlflB(t¡)e- irllgtl e f.llgtU¡Og )
to to 1l t:

(Ogle- f. n , tue f. H Mt',JlE(t~ ) e - f. u .t; e f. /le t Ine) (3.31)

esto es,

_( ~? j t dt¡j t dt~ ¿(ne l e- folf" t e f.lf.t'IOg) e -i ~ (tl -tU )
ñ tu to

n.

ei~ (t; - tu)JlE(t~ )JlE(t¡ )(Og le- fo H. t; e fo lf•t Ine) (3.32)

Considerando a \Og) como un estado coherente la expresión anterior se puede
simplificar como, ver apéndice e,

¿ (nele- f. lfete f. H.t' \Og )(O gl e-f. Het;e¡¡Ilet ¡ne) =
n .

¿(neIV; xoe-iW(t- t,) )(V ; xOeiw(t;- t)lne )

n .

e =- f. e(t-t,) e - ~w(t-t¡)e- f.e(t; - t )e - ~ w(t; -t) =

(V; xoeiW(t; - t) lj ; xoeiw(t;-t») e f. ett e-~wt;e~ wtt e-~wt; =

(3.33)

Sustituyendo en ec.(3.32) tenemos,

¿ (nCl e!p6Ie,ne ) =

Sustituyendo los campos dados por eco (3.17) en la ecuación ante rior ten emos,

~)ne , e lp6 I e , ne ) = - ( ~? (JlEo)(JlEo ) x
n .t. dtl jt dt~ ( e - (t1 -tp¡)2 /2TlCos(f2 t l ) + e -(t t - tp2)2/ 2Tl Cos(f2 t ¡) )
tu tu

(e=-(t;_tp ¡)2/2T¿Cos(f2t~) + e-(t ; - t p 2)2/2T¿Cos(nt~ ))

(3.35)
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Considerando la aproximación de impulso podemos hacer TL << 1 de donde
las int egrales anteriores pueden simplificarse corno,

"'( - 1- I ) i 2 1 rn- 2Z:: n e, e p« e, n e ;:::: -( -Ti ) (-y 2irTLJlEo) x
¡ 2

n ..

[(e i!1!p! + e- i!1!,,, )et<tp! (ei!1! ,·! + e-i!1!p! )e - f <tp!

-l-e" ';';:'x~ (ei!1!pl + e - i!l!p!)et.<!,,! (ei!ltp2 + e- i!1!p2)e - t<t,,2 e- ';,';'x~e-iw (t,'2-!,,¡)

+e - ';hX~( eiíltp2 + e-i!l!p2)ef.<tp2 (e i!ltp! + e-i!l!p! )e- k<!p1 e- ';hx~e-iw(t p!- ! ,,2 )

+ ei!1tp2 + e-ifltp2)e t <tp2(ei!1!p2 + e-i!1!p2)e- t<t p2]

(3 .36)

Considerando la aproximación de onda rotante para aceptar sólo términos que
involucran resonancias con f! e identificando F = A¡1 ·EoTL tenemos que,

esto es, finalmente ,

¿(ne,elpijle, ne) ;:::: -2(~? F 2[1 + e - ~x~ e ';hx~ COSW(tp2-t¡) X

n ..

(3.38)

El siguiente término es PS que puede ser calculado en forma semejante al
anterior.

de donde,

PS = - (~)4 rdt~ rdt} r dt2 r: dt3
. i; i; i; t;

e-kHMtefHMt~p.. E(tDe-kHMt;efHMtoIg, Og)

(g,Ogle-fHMtoe*HMta p. . E(t3)e-i;HM!a ei;lf Mt2 p. . E(t2)e-flfMt2

efHMtlP. ' E(t¡) e-klfMtl ekHMt (3.40)
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Procediendo de manera muy semeja nte al cálculo para PGtenemos que,

¿)ne , elPsllle , e) = _(*)4¿ ( del r; j t
1

dt2 rt2
dt ',J

~ n r. ~ l/J e .Ito ./tu tu .lto

(nele-k H-telf H"t" ¡:Lo E (t; )e- kHgt;ekHgtoIOg)

(Og le- j¡ Hgt oe f;JIgta [l . E(t ',J) e- *Heta e* H e t2 j7. o E(t2)e- *u, t2

e* H9tl ¡:L . E (t¡ )e- kHet' eF.Hetlne) (3.41)

Considerando potenciales armónicos con eigenenergías dadas por ,

1
Eg = (n + 2)r/W

1
E e = (n + 2)r/w + E (3.42)

y considerando nuevamente transi ciones ent re estados coherentes, tenemos que
la ec.(3.41) se reduce a, ver apéndice A ,

¿ (ne, elpslne,e) = _ (* )4jt dt; j t dt1 jt
l

dt2jt2dt3
n o t to to to to

e*ft; e - /¡<ta e /¡ft2
e - /¡ft l (j1.E(t; ))(j1.E( t3))(j1.E(t2 ))(j1.E( ti))

-(J; xo(eiw(ta-t) - eiW(t2- t) + eiw(tl - t)IJ; xoe-iw(t-t' )) (3.43)

donde,

(J;~ xo(eiw(ta - t) - eiW(t2- t) + eiW ( t l- t) I J r;~ xoe- iw(t- t' )) =

e-TX~e- 2'':' x~(eosw(t3 -tI )- eosw(t3-t2)- eosw(t2-tl))
mw 2( - iw ( t3 - t ~ ) _ - iw ( t 2 - t ~ ) + - iw(t1-t; »)e 2K"xo e e e

de donde la ec.(3.43) se reduce a,

¿ (ne, elpslne,e) = _(*)4jt dt; jt dt 1 jtl dt2 (2 dt3
n

e
t to to to jto

e f ft; e - f <l3e k ft 2e - f ftl (j1.E(t;) )(j1.E (t3))(j1.E(t2))(j1.E (ti))
e- "¡.Wx~ e- ~X~(co8w(ta -1) )- C08W(ta -t2) - eo8w(t2-1)))

.I!!.!::!¿ 2( - iw (t3-t~ )_ - iW( t2-t~ )+ - i w ( t 1 - t ; »e 2h X o e e e

(3.44)

(3.45)

Considerando campos eléctricos gaussianos y utiliz ando la aproximación de im­
pulso para evaluar las integrales correspondientes (consideramos que las fun­
ciones gauss ianas son tan "delgadas" que sus efectos pueden ser aproximados
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como las de funciones delta de Dime), tenemos que la ec.(3.45) se reduce a,

de donde finalmente,

Expr esiones equivalentes pueden ser obtenidas del cálculo de p¡ así,

1 mw
cOS( -li (E -IiO)(tI'2 - tl'd + - Ti x6 sin w(tl'2 - tl'¡))

¡ 2 ¡
(3.48)

Considerand o la suma de estos términos, ecs. (3.38, 3.47 Y3.48), obtenemos
finalmente,

i 2 2 [ m w 2 mw 2 (t t)-2(-) P 1+ e - 21r Xoe21r XoCOSW p2-¡
h .

cos (~(E -hO)(tI'2 - tl'l) + ; x6 sin w(tl'2 - tl'l))]

-4(!. )4p4 [1 + e -~x~e 2:.' x~coSW(tp2 - tp ¡)
h

cos (~(E - TtO)(tr2 - tr I) + ; x6 sinw(tl'2 - trd) ]

i 4 4 [ m w 2 mw 2 (t t )- 4(-) F 1 + e - -'¡;- x o e -'¡;- XOcosw p2- p i

h

COS (~( E -TtO)(tr2 - tl'd +; x6sin w(tr2 - trI)) ]

de donde el resultado para el caso semiclásico es,
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En todo el cálcu lo hemos supu esto que el intervalo temporal ent re el tiempo
inicial y los tiempos de observación es mucho mayor que la duración del pu lso,
esto es, t - to >> TL . Esta última aproximación nos permite realizar la integrales
tempora les. En todas las ecuaciones se ha definido ,

(3.51)

En la deducci ón de arriba se ha colocado la fase relativa igual a cero sin
ninguna pérdida de generalidad. Debemos mencionar, sin embargo, que los
estados preparados son muy sensibles a la fase relativa de los pu lsos, permitiendo
la generació n de muy diversos paquetes de onda. La interferencia de los dos
paquetes de onda, preparados por los dos púlsos, se puede ver en los términos
oscilato rios en el coseno. La ampli tud de la señal es ta mbién afectada por la
interferencia. La simplicidad del resultado de arriba es una consecuencia de
la sup osición de que las superficies de energía electrónica son armónicas con
frecuencias iguales. Los términos proporcionales al deplazamiento XQ reflejan
el movimiento de los paquetes de onda en la región Franck-Condon. Debido a
las "severas" aproximac iones usadas es muy interesante notar que la extensión
a tercer orden en teoría de perturbación afecta sólamente la amplitud de los
términos proporcionales a F . El inter ferograma de fluorescencia experimental
de 12 obtenido por Scherer et al [23] fue ajustado por una expresión tal como
Sc(td), eco (3.50).

3.5 Estados coherentes de pulsos múltiples de
láser ultracortos

La cuantización del campo electromagnético en una caja cúbica de lado L nos
conduce a 1.!na expresión para el campo eléctrico en términos de los operadores
de creac ión y aniquilación [49,51],

con una expresión similar para el campo magnético,

H:. .L J;UJ)L ( . ik·f • t - ik.f)= -t --e- a- e - a - e
2L3 k,o k.o k,u

k,u

51

(3.52)

(3.53)



donde a~ y u¡::.a son los operadores de aniquilación y creac ión, respectiva-
te .o

ment e, para un fotón con vector de propagación f y polarización a = ± 1. Estos
operadores obedecen la relación de conmutac ión, [a ¡::.a, a~; .) = 8ü ;;8a.a,.

Denot amos por in¡:: .a) el estado con n¡:: .a fotones con momento nf, energía

n W k, Wk = ¡f le, y polarización a. Un estado coherente [52] del modo (f, a) está
dado por

t •
10 _ ) = eUk."ak ." -uk.oak·" IO_ ) (3.54)

k ,a k ,a

donde o¡::.a es un núm ero complejo arbitrario, y O¡::.a denota cero fotones con

(f, a). Denotamos como I!:ú un estado coherente del campo de radiación, es
decir ,

IQ.) = TI lo¡::)
¡::.a

(3.55)

Se ha mostrado que estos est ados coherentes representan bastante bien un
campo electromagnético clásico, t ales como un láser [49, 51J. Entre otras propiedades
una que es importante para nuestros propósitos, es el valor de expectación del
campo eléctrico en un estado coherent e de radiación,

donde

(3.56)

(3.57)

y con

HR = ~nWk (Ó~./ik,a +D (3.58)
k, a

el hamiltoniano de radiación (libre). Es claro que seleccionando apropiada­
mente los números complejos ó¡::.a uno puede reproducir la forma de un campo
"clásico". Así el objetivo es encontrar un conjunto de o' s tal que el valor de
expectación del campo eléctrico dado por eco (3.56) reproduzca el campo de dos
pulsos dado por eco (3.17) .

Primero, suponemos que los pulsos se propagan en la dirección ko, definida
por los ángulos esféricos (80, 1>0), de forma tal que estan polarizados de forma
lineal a lo largo, ' digamos, de la dirección a = +1. Por lo tanto , ó¡::,a = O si

a = -1 para todos los valores de k, o si k no está a lo largo de ko. Por lo tanto,
denotaremos como Ok los coeficientes diferentes de cero, siendo entendido que
a = +1 Y k = kko. Recalcando que en el límite de una caja "grande", uno
puede aproximar,

(3.59)
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Usando coorde nadas esféricas,

k = ~(cos 8z + sin 8 cosljJi: + sin 8 sin 4~Y)
e

se prop one una estruct ura para O:k como,

(3.60)

(3.61)

donde A Y f son a determinar para un caso en particular y O es un par ámetro
que estará relacionado con la frecuencia central de un campo de radiación elec­
tro magnético en particular. Con estas simplificaciones el valor de expectación,
eco (3.56), queda finalmente como

-:. L al 1 l OO ¡" ¡2"(g IE(t)lg) =(_)3 - 3- w 2dw sin 8d8 dljJ
21r 2L e o o o

(,¡w 2;' 8 8(8 - 8o)8(1jJ - ljJo)e¡;; SR(i f (w,O, to) ei (W~-wt)))
w wsm o

(3.62)

lo cual se simplifica a,

donde en ambos casos SR significa la parte real.
Clásicamente la expresión matemática para el campo eléctrico de un pulso

de radiación electromagnét ica, de duración TL , cent rado temporalmente en t p y
de frecuencia central O está dado por la eco (3.17). Tomando la transform ada
de Fourier tenemos,

de donde se tiene que la eco (3.17) se puede reescribir como,

esto es,

E(f, t) = .2-Eo (-OO dwSR(e-iwtE(f,w))
21r Jo

Comparando la ec.(3.63) y (3.66) se tiene,

2 - L 3 [h e¡;; «~)
21rEoE(r,w) = iA(21r) Vw-Zf(w ,O,to)e' W e
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de donde, consid erando que Ea = Eoea. obt enemos,

(3.68)

y

(3.69)

Por lo que el estado Q k queda finalmente para un pulso de rad iación electro­
magnética como,

Q ¡; = - i (21IicTL ¡--¡-ti1 L3Ea 2 ~ () ó(() - ()o)ó(1> - 1>0)V;¡;;;;;;¡;J Wk sin o

eiw t p (e il1t pc- (w+ I1)2rl/2 + c - ifl tpe- (w- I1)2r l/2) (3.70)

siendo este el estado coherente correspondiente un pulso de radiación elect ro­
magnética. Se puede generalizar el resultado ant erior para producir la form a
"clásica" de dos o varios pulsos láser centrados en el tiempo en diferentes valores
tpj:

(3.71)

Es intesante apuntar que si el tiempo de retr aso ent re pulsos es mucho mayor
que sus duraciones, la est ruc tura del estado coherente para varios pulsos es un
producto de estados coherentes, uno para cada pulso, ver eco (3.55)

3.6 Interferometría de paquetes de onda. Caso
Cuántico.

Consideremos el sistema en el cual , otra vez, una molécula diatómica inter­
acciona con un campo de radiación cuántico de dos pulsos ultracortos de ra­
diación láser de fase fija (resonante) . El propósito es primero calcular el estado
del sistema molécula - radiación y entonces estudiar separadamente las ma­
trices de densidad reducidas de la molécula y del campo. Las correcciones al
caso semiclásico, en el cual la molécula interacciona con el campo pero este
permanece inafectado, serán debidas al enredo del campo de radi ación con la
molécula. El hamiltoniano, fI , del sist ema molécula - radiación es,

(3.72)

donde fIM.es el hamiltoniano molecular , eco (3.13), HR es elharniltoniano de
radiación, eco (3.58) , y la interacción está dada por

(3.73)
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donde el operador de dip olo elect rónico es como en ec.(3.15) y el operador de
campo eléct rico como en ec.(3.52). La evolución del estado completo del siste ma
molécula - radiación es form almente idéntico al caso semiclásico, ec.(3 .19)

(3.74)

con

(3.75)

El est ado inicial que se considera ahora es,

(3.76)

con Ig} el estado base electrónico, l4>g} el esta do base vibr acional en el estado
base electrónico, y lae - iwt o } es el estado coherent e dado por ecs. (3.55) y (3.71)
evolucionado libremente en el tiempo too

En este caso valen las mismas considerac iones hechas en la sección (3.4)
con la diferencia de que se tiene al campo electromagnét ico como par te del
sistema total, esto es, el campo es cuántico. Así, la solución dada por la
ecuación (3.74) nos muestra un resultado que consiste de una evolución temp o­
ral, que simplemente cambia la fase asociada al vecto r de estado inicial, ecuac ión
(3.76) . En este caso, al terminar est a evolución, el est ado coherente que de­
scribe al campo de radiación es el mismo salvo una fase introducida, es decir ,
e*Iintol,q} = laeiwto} donde w es la frecuencia de cada uno de los modos asocia­
dos al campo electromagnét ico. El siguiente término en la ecuación (3.74) es un
operador de interacción que conlleva la interacción de la molécula con el campo
de radiación. Est e operador crea la sup erposición de los est ados vibracionales
en ambos estados electrónicos de la molécula pero además también modifica al
estado coherente inicial que describe al campo electromagnético, por lo que aqu i
se tiene una superposición de estados que no puede ser factorizada en un pro­
ducto de estados de cada sistema por separado, esto es, tenemos ya un estado
enredado, el cual puede ser representado de forma general como,

(3.77)
ng eg

con Ing } , Ine } estados vibracionales de la molécula y la} =1 LB} son est ados del
campo de radiación, por lo que el estado genera l, ecuación (3.77), no puede ser
factorizado. La última exponencial en la solución es simplemente una nueva
evolución temporal del est ado que describ e la superposición creada.

La situación física considerada es la siguiente: a un tiempo tiempo to en
el pasado, se tiene una molécula diatómica en el estado base vibracional del
estado base'elctr ónico, Además tenemos una secuencia de dos pulsos ultracortos
de radiación láser separados por un tiempo entrepulsos de td y alejados de
la molécula. Por lo tanto, al inicio podemos considerar a la molécula y a la
radiación como dos sistemas separados. Se Se hace int eraccionar a la molécula
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con los dos pulsos . Consideramos que tpl y tp2 son los tiempos respectivos de
llegad a de los pulsos a la molécula y por lo ta nto al inicio to << tpl'

En el presente trab ajo se est udia el estado molécula - radiación para t iempos
t gra ndes después del paso de los pulsos a través de la molécula. De nueva
cuenta se utili za teoría de perturbaciones a tercer orden en la interacción y
posteriormente la aproximación de longitud de onda larga así como la RvVA. La
cantidad a calcular es la matriz de densidad completa del sistema molécula ­
radiación,

p(t ) = 1\l1(t) )(\l1 (t )1 (3.78)

Por eliminac ión de, o haciendo la traza sobre, los estados de radiación se obtiene
la matriz de densidad reducida de la molécula . De forma análoga haciendo la
traza sobre los estados moleculares se obtiene la matriz de densidad reducida
de la radiación. Est as matrices de densidad describen esta dos mezclados debido
al enredo de la radiación con los estados moleculares. La matriz de densidad
completa obtenida por el cálculo con la función de onda completa a tercer orden
de la interacción entre los campos y la molécula, ecuación (3.74), es escrita
nuevamente como,

Pm = PI + P2 + i>3 + 134 + 135+ 136 + P7 + P8+ P9 + 1310 + 1311 + PI2
+P13+ PI4 + P15+ P16 (3.79)

donde los subíndices indican cada uno de los términos de interacción que se
obtienen alhacer la distribución de la ecuación (3.24) sólo que en este caso el
estado inicial está dado por (3.76) y el hamiltoniano referido es el dado por la
ecuación (3.72) .

Puesto que en el estado inicial la molécula est á en el estado base electrónico
no todos los términos en la ecución (3.79) contribuyen a la amplitud en la
componente del estado excitado electrónico, siendo el cálculo de este el prin cipal
interés a fin de elucidar el interferograma de fluorescencia. No se consideran para
el análisis que se está haciendo los términos correspondientes a, 1312, 1315 y 1316
puesto que representan términos de orden superior al tercero. Además, nos
interesa el cálculo de (elple) por lo que sólo consideramos a los términos, 136, P8
Y p¡. Valen los mismos comentarios hechos para la selección de los términos de
interés que se mencionaron en la sección (3.4) de la presente tesis.

3.6.1 Matriz de densidad reducida de la molecula

Puesto que el estado inicial del campo de radiación es un estado coherente, la
matriz de densidad reducida molecular puede ser obtenida haciendo la traza
sobre un conjunto completo de estados coherentes del campo de radiación. Es
decir, la matriz de densidad reducida molecular es

donde

Pmol = Jvfi (fil Plfi) ,
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(3.82)

con Iº-;.:) un estado coherente con vector de ond a de modo k y la int egral es

sobre las /3;.:,
d2 /3

'0/3 = TI-.l·
- 1r

;.:

La integral-sobre cada modo es bidimensional puesto que los /3;.: son números
complejos.

El int erés es solamente en los elementos de matriz del estado elect rónico
excitado,

(elPmol le) = (el .! V º- <º-I (P6 + PB+ p¡) Iº-) le) . (3.83)

Este es un cálculo muy largo pero directo . Sustituyendo el término correspondi­
ente al campo, ec.(3.52), en la evaluación de P6 +PB+ p¡ y utiliz ando la relación
de conmutación [ak, at, 1= Ók,k' al obtener la traza sobre los estados de radiación
se tiene una expresión que puede ser escrita como,

JVº- <º-I (P6 + PB+ p¡)Iº-) = Pclasica + Pno-conmutativa (3.84)

donde Pclasica contiene términos que pueden ser vistos como totalmente clásicos
que recuperan la expresión tratada en el caso semiclásico, eco (3.50) . Sin em­
bargo Pno-conmutativa conti ene términos que se derivan de la no conmutatividad
de los operadores ak y al. siendo esto totalmente cuánt ico. Así, por ejemplo, el
resultado a primer orden en los campos para P6 es,

10.\ r dt, r dt;e-kHM(t-t¡lp.. E(tl)e-kHM(t¡-tollg,Og)v s; i;
(Og, g!e- kHM(to-t¡lp. E(t; )e-*HM(t~-t)

1 lu» L 1t
-2" L ~ dt l dt; eiWk ( t ¡- t~ )

ti k 2L to to

-~HM (t- t ¡ ) , , - ~HM (t ¡ - to ) 1 O)e " J1.. eke " g, 9

(Og .gle-*H"dto-t~)p.. e'ke-kHM(t;-t) (3.85)

donde E(t) es el campo clásico de los dos pulsos , obtenido de la identificación
de Ok en términos de los campos dados por eco (3.17). Notamos que el primer
término en eco (3.85) es idéntico al término de primer orden de la matriz de
densidad molecular cuando los campos son considerados clásicos . El segundo
término en la eco (3.85) es una corrección constante de campo de punto cero
que será discutido más adelante. Por consiguiente, el resultado principal en este
punto es que a primer orden en los campos no hay corr ecciones cuánticas, es de­
cir, el espectro de fluorescencia es idéntico al clásico. Por otro lado , los términos
que contribuyen a un segundo orden en los campos no proporcionan correcciones
ni clásicas ni cuánticas al espectro de fluorescencia puesto que hemos visto que
sólo contribuyen los términos P6 ' PB, p¡ Y ningúno de ellos es de segundo orden.
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(3.86)

Ésta es la razón de por qué se tiene que seguir el cálculo hasta tercer orden en
los campos.

A tercer orden, se t ienen dos contribuciones principales, (i) una que recup era
la cont ribución clásica , la cua l aparece cuan do uno desprecia todos los términos
que resultan de la no commutativida d de los operadores, y (ii) un a segunda
contribución qu e cont iene todos los términos que res ultan deb ido a la naturaleza
no commutat iva de los operadores de creac ión y aniquilación. Las correcc iones
que se consideran son :

Jd2 (3 1 ¡ t ¡ t ¡ tI ¡t2
-= (ª-I p~on-comm l ª-) = (_)4 dt~ di, dt2 dt3 X

1r r¡ to to to to

[
" (rtwk' )JñWk J rl.Wk" (eiWk(tl - t3)g(k' t )g(k" t )f(k' k k" k)+
L 2L3 2L3 2L3 ' ¡ , 2 '"

k,k',k"

eiwdt,'-t2)g(k', t~ )g(k", t3)f( k', k, k" ,k) +

eiWk(t2- t3) g(k', t¡)g( k" ,t~)f (k' , k , k" , k) +

eiWk(t;- t3) g(k' , t¡ )g(k" ,h) f (k', k, k" , k) +

eiwd t¡-t2)g(k' , t¡)g (k" , t3)f(k' , k, k" ,k) +

eiwk(t, - t;)g(k' , t2)g(k" , t3)f(k' , k, k" , k ))

+2 " ( ñWk) 3/2 JñWk' ( eiwdt;-t3)a ei(k.r-wkt2) g(k' t )f(k k' k k)+L 2L3 2L3 k , ¡, , ,
k,k'

eiWk(t;- t3)akei(k.r-wdtlg(k' , t2)f(k, k, k', k) +

eiwk(t;- t2)a kei(k.r- wkttlg(k' , t3)f(k , k, k, k' ))

-L WkW~ (eiwd t;-t2) eiWk' (t, -tJ) f(k , k' , k, k')+
k,k l

eiWk(t;-t2)eiwk,(t,-t3)f(k , k',k',k) +

eiwk(t; -ttleiWkl(t2-t3) f(k , k , k', k'))

- 3~w~eiWk(t; -t)a~ei(k.,~-wkt2)ei(k'r-wkt3) f(k, k, k, k)]

donde el operador j (k¡ , k2 , k3, k4 ) está dado por ,

j(k1 , k2 , k3, k4 ) = e- kHM(t-t;)p. . ek,e- kHM(t;-to)Ig,Og)

( O 1
-k HM(tO-t3) ' • - kHM (t3- t2) ' • -k HM(t2-t¡j . • - kHM(t,-t)g, g e ti - eu; « • J1. ·ek2e J1.· ek,e

(3.87)

y la función g(k, t) es

g(k , t ) = ak ei(k.r-wkt) _ a~e-i( k . r-wk t ).
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La expresión es exacta para cualquier estado coherente y para cualquier modelo 
molecular. Se considera el estado de una molécula con dos estados electrónicos, 
con superficies armónicas despl(l7,adas de igual frecuencia como en las ecuaciones 
3.21 y 3.22. El interés es la población \.o1.al del estado electrónico excitado. Es\.o 

S{td) = Tr",deIPmol le) 

= L {nel (el Pmol le) I,,~) (3.89) 

donde Ine} son los eigenestados del hamiltoniano del estado electrónico excitado. 
Para la evaluación de la ecuación (3.89) de acuerdo con la eco (3.86) 00 han usado 
las aproximaciones de: 1) Aproximación de onda rotante, 2) Se ha supuesto 
que los pulsos estan separados por un tiempo de retrllOO mucho mayor que la 
duración entre los pulsos. t"" - tPI » TL. 3) Se ha supuesto que el tiempo inicial 
te es grande antes de la llegada de cualquiera de los pulsos, y que el tiempo 
de observación t es grande después del paso de los pulsos, así que podemos 
aproximar te .... -00 y t ..... oo. 4) Consideramos también el caso de longitud de 
onda larga. Estas cuatro aproximaciones, dentro de la teoría de perturbaciones 
permiten la evaluación de la.'! diversas integrales. Los cálculos se encuentran en 
detalle en los apéndices A , B Y D . La señal con estas aproximaciones es, 

S(t .. ) = -2{ ~)2 F2(I + 4{ ~)2 F 2) 
TI TI 

( 1 + e-~"!(I -'OfI"'( IJ )) C05I~«( _ hn)td + ~:l2 sinwtd]) 
T, 2T, " 

-2( *)4 p 2 e- "J;It,,~ ( ReA + [D(t .. )! cos( ~(f - fln)(td) + ArgD(t .. ))) 

(3.90) 

donde las expresiones para los coeficientes complejos A y D{t,¡) se encuentran 
en el apéndice D . Nótese que A es una constantes y D = D(tp2 - tPI) es una 
función del t iempo de retraso entre los pulsos, td = tp2 - tpl. La comparación 
de la expresión para la señal S{t .. ), eco (3.90), con La expresión cuando los pul­
sos son clásjcos Sc(td), ec.(3.50), muestran que las correciones cuánticas que se 
buscan están contenidas en el término que involucra los coclicientes A y D(t .. ). 
Se observa que no sólo la amplitud de la señal es modificada sino mas impor­
tantemente para los propósitos experimcntales, la fase es también afectada. 

Los coeficientes A y B(td), mostrados en el apéndice, son integrales que de­
penden tan\.o de las propiedades cuánticas de la radiación (campo de punto cero) 
}' de las propiedades de la molécula, tales como momento dipolar electrónico y 
detalles de las superficies de energía electrónica. Un término típico que con· 
t ribuye a aqucllos coeficientes es, 

, [j'" L ( IW~)(¡¡. é¡,)2 dt¡ dhet(·+~)(II-I,) 
k 2L -ce_DO 

(3.91) 
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Transform and o la suma sobre los modos en una integral,

(3.92)

se encuent ra que no se puede exte nder la integral desde w" = O -+ 00 debido
a que aparece una divergencia "ultravioleta" cua ndo W k: -+ oo. Este tip o de
divergencias es usu al en tr at amientos no relativist as del efecto de la radiación en
propiedades atómicas y moleculares, ta l como en el efecto Lamb [49] . La solución
es que debe introducirse un corte a altas frecuencias para conseguir librarse de
las muy pequeñas longitudes de onda del orden del t amaño de la molécula (una
aproximación que ya fue hecha al considerar los modos del pulso en longitudes
de onda larg a). El valor de la frecuencia de corte por lo ta nto será del orden
del tamaño-de la molécula. Sin embargo, puesto que el valor verdadero de este
t ipo de correcciones puede solamente ser rigur osament e encont rado con cálculos
de teoría cuá nt ica de campos no se intentará hacer tales cálculos y únicamente
se señalará como est as correcciones aparecen. Sin embargo la comparación de
la seña l clásica con la cuá ntica, eco (3.50) y eco (3.90), claramente muestran
el efecto del enredo del campo electromagnét ico cuánt ico de los pulsos láser
con la molécula y que es posible medirlo. Este efecto, por supuesto, será más
pronunciado cuanto más débil sean los pulsos.

Aparecen t ambién divergencias en la forma de polos, debido a resonancias ,
en el eje real del plano complejo de frecuencias que son removidas por un de­
splazamiento de los polos fuera del eje real por una cantidad igual al inverso del
t iempo de vida media de la emisión del estado excitado. Esto será discutido en
detalle en la sección 3.7.

3.6.2 Matriz de densidad reducida de la radiación

La matriz de densidad reducida del campo de radiación es obtenida tomando la
traza sobre los estados de la molécula , tanto electrónico como vibracional, esto
es,

(3.93)

donde Ing ) and Inc ) son los eigenstados vibracionales de los estados base y
excitado electrónico respectivament e.

En gener al, esta matriz de densidad reducida es muy complicada y sería
muy difícil describir en cual combinación de esta dos de radiación se encuentra
el campo, después de que los pulsos han interaccionado con la molécula. Aquí ,
a fin de mostrar el enredo del campo electromagnét ico con la molécula, se ha
escogido calcular un elemento de matriz que muestre la naturaleza cuántica
de la interacción. Esto es, si el campo de radiación fuera un campo externo
clásico , entonces la molécula sería afectada por el campo pero el campo no se
alteraría del todo. Puesto que se ha considerado que el campo antes de la
interacción con la molécula est á en un estado coherente , si éste no interactúa
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con la molécul a éste permanecerá en un estado coherente . Esto sugiere que
se calcule el valor de expectac ión de la matriz de densidad reducida , para un
tiempo t después de la interacción con la molécula, en el estado coherente en la
que el campo permanecería si no hubiera intera ccionado. Cualquier desviación
del valor unitario de este valor de expec tación se debe a la interacción con la
molécula.

Llamando lae-iw(t - to)} al estado coherente de dos pulsos propagado libre­
mente desde el tiempo inicial tn al tiempo de observación t, el valor de ex­
pectación en cuest ión es,

. (t) . () 2 m w 2 2(ae-'w -to !Pradla e- 'w t-to ) = 1 - n2e - ""7;h Xo F

_(4 (~)4 e- ';i:' x~ +_2_e- 3 ;;,W x~F2 Re(C»)n (nL)3
1

(1 + cos 1i(f - nO)td)' (3.94)

dond e el coeficiente C se encuent ra en el apéndice D, Yes de la misma naturaleza
que los que aparecen en la matriz de densidad molecular, discutido en la sección
anterior. Todos los términos en exceso al valor 1 se deben a la interacción con
la molécula como puede ser explícit ament e visto de los factores proporcionales
a F . Esta corrección puede ser medibl e haciendo interferir los pulsos que han
interaccionado con la molécula con otro par que viaje libremente durante el
mismo tiempo.

3.7 Estimación numérica de las expresiones en­
contradas

La ec.(3 .90) que representa la señal del interferograma de fluorescen cia se puede
calcular de forma explícita haciendo algúnas consideraciones sobre A y B(td)'
Si se considera que las exponenciales complejas dependientes de tI y t2 no intro­
ducen una divergencia extra y que por lo tanto pueden ser despreciadas tenemos
que la expresión para B(td) se reduc e a,

B(tp2 - tpI) = ~) ~~; )(jI . ek)2
k

exp [ -_ ; x~ ( eiW(tp2-tPtl)]100 dtl ¡Ooo dt2e-i;« -ñwkltle-f,«+ñwklt2 +

exp [; x~ (eiW(tP2-tPl») ] JO dtI 10 dt2ek«-ñwk)(tl-t2) +
- 00 ti

exp [~~ x~ (e iW(tP2- tpd)]¡Ooo di, J:~ dt2ek«+ñw)(t1-t2)

exp [mw x2cosw(t _ t )] Joo dt JO dt ef.«+hW)(t 1 -t2) +2ñ o p2 pI 1 2
- 00 -00
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Las integrales en el t iemp o divergen debido a que no se incluyeron efectos de
relajación, por lo que se debe intr oducir un ancho de línea 1 a la transición
electrónica representada por las integrales. Este es un término físico y no el
"truco" usual para hacer a este tipo de integrales convergente. Haciendo esto,
por ejemplo, para el segundo término de la ecuación (3.95) se tiene,

(3.96)

donde 1 es el ancho de línea natural, mencionado líneas arriba, de la transición
de la molécula de yodo entre el estado base electrónico y el primer estado exci­
tado elect rónico. Considerand o a k como una variable continua la suma sobre
k se puede transformar en una integral, esto es,

donde W m ax es la frecuencia de corte que como se mencionó líneas arrib a se
considera Wm ax = 2;cc con Ac >> aM siendo au el tamaño de la molécula. La
magnitud relativa de las frecuencias involucradas es Wm ax > K> 'Y por lo que
las integrales pueden realizarse y desarrollarse en cocientes de las frecuencias y
conservar las contribuciones más divergentes. El sexto término, bajo estas sim­
plificaciones, puede agruparse con el segundo término tratado arriba. Evaluando
numéricamente las cantidades involucradas se puede considerar como contribu­
ciones importantes a la suma los términos que involucran a w~ax y w~ax ' de
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donde,

(3.98)

El mismo pro cedimiento puede ser aplicado al resto de las integrales, con­
siderando s ólo las cont ribuciones de w;'¡ax y w~ax' para B(td).

A manera de evaluar numéricamente la expresión dada por la eco (3.90)
se consideran sólo los términos representativos de la expresión para S (td) de
dond e,

S(td) = 2 (~) 2 e - ';i' x~(l-coswtd)

(cas (~ (e - nD) td+;X6senwtd)

~:~~;;,/- 2; X~ cas c;x6senwtd) cos (~ (€ -nD)td +arctan (w;; x)) )

(3.99)

Podemos ver que la diferencia entre el primer término (clásico) y el segundo
término (cuántico) en la última ecuación no depende de la int ensidad del cam po
Eo implícita en la cantidad F. Evaluando el coeficiente del término cuántico
considerando valores experimentales típicos de la molécula de yodo [23, 50]para
cada una de las cantidades, Il = 0.461 X 10-18 statcoulomb cm, n= 1.054x 10- 27

erg seg, c = 3 X 1010 cm/seg, 'Y= 1.9 X 108 seg- 1 , wmax = 1.25 X 1018 seg- 1 y
';;;'X6 = 6.7. se tiene,

(3.100)

Esta es una contribución al término puramente clásico que no resulta despr ecia­
ble numéricamente y que por lo tanto es factible de observación . Las correcciones
cuánticas aparecen en F 2 , esto es, para pulsos muy débiles, este efecto puede ser
más grande que el orden correspondiente a F 4en el desarrollo semiclásico . De
esta forma un experimento de alta resolución con pulsos débiles puede mostrar
mejor este efecto.

Haciendo el mismo tratamiento para evaluar las integrales de e en la ex­
presión de (ae-iw(t -to) IPradlae-iw(t -to») , eco (3.90) , se obtiene para este caso ,

(ae-iw(t-to)\Pradlae-iw(t-to») ~ 1- r~2 e-7hX~F2
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(3.101)

En este caso, a manera de comenta rio, podemos ver que la probabilidad de que
el campo despu és de inte rac cionar con la molécula siga en el estado !ae- iw(t- to) )

(evolución libre) es diferente de 1. Un término que marca esta diferencia es la
función coseno la cual dep ende directamente del retraso entre los pulsos, td . El
experimento propuesto de hacer int erferir dos fuentes de pulsos láser , el que
interacciona con la molécula descrito por eco (3.101) y uno que evoluciona li­
bremente para el que la eco (3.101) es exactamente igual a 1, debe ser capaz de
registrar esta diferencia puesto que existen términ os que provocarán un inter­
ferogr ama propio de la situación bajo consideración.

3.8 Conclusiones.

En este capítulo se ha present ado el cálculo más simple del interferogr ama de
fluorescencia de una molécula diatómica después del paso de dos pulsos ultra­
cortos de radiación láser , tanto en la aproximación semiclásica para el campo
electromagnético como considerando su naturaleza cuánt ica. En el último caso,
el enr edo del campo del fotón con el estado molecular da origen a efectos que
pueden ser medibles en la señal de fluorescencia como en los pulsos láser mismos.

Los interferogramas de fluorescencia ya han sido medidos por varios grupos
[23]-[27] y su análisis puede ser reanalizado a la luz de los presentes resultados
a fin de verificar los efectos producidos por el enredo cuántico. Los resultados
muestran que la forma más fácil de detectar las correcciones cuánticas debidas
al campo se da al reducir las intensidades de los láseres. Esto debido a que esas
contribuciones se esp era sean pequeñas puesto que se originan como correcciones
de campo de punto cero (similares al corrimiento Lamb) .

Apuntamos que aun cuando el enredo cuántico puede observarse a ordenes
menores, de hecho a primer orden, las correciones cuá nt icas al interferograma
de fluorescencia no se observan sino hasta tercer orden. Como ya se había
mencionado, a primer orden no hay correcciones cuánticas al interferograma
clásico y el campo sigue viendose como clásico tal y como se observa de la
ecuación (3.94). Lamentablemente los términos que son de segundo orden en
los campos tampoco contribuyen al interferograma de fluorescencia puesto que
estos elementos son cero al considerar los productos (elp\e). Por lo tanto, es a
partir del tercer orden cua ndo se observan diferencias y estas se originan de la
no conmutatividad de los operadores de creación y aniquil ación de fotones, ii y
ii t respectivamente.

Un tipo más novedoso de medición es sugerido en los propios campos del
láser. Primero, deb e notarse que las características de la señal de fluorescencia
se deben a la interferencia de los diferentes paquetes moleculares los cuales
estan correlacionados debido a la interacción de la molécula con los pulsos láser.
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Por lo tanto, los pulsos láser también deben terminar en una superposición
de estados de radiación , enr edad os con los de la molécula. En ot ras palab ras,
las carac te ríst icas del interferograma de fluorescencia deben estar impresas en
los campos del láser. Esto fue encont rado en los cálculos present es, como se
espera ba, y el efecto debe ser medibl e por la interferencia de los pulsos que
pasan a través de la molécula con otros pulsos que viajen libremente.

Se han calculado las matrices de densidad reducida para la molécula y el
campo separadament e y, por lo tanto, las consecuencias del enredo se sugiere
sean medidas en forma indirecta. Sin embargo, del análisis uno encuent ra el
enredo total del estado molécula-campo y medidas más direct as y efectos pueden
ser previstos; esto puede ser el objetivo de invest igaciones ad icionales a lo largo
de estas líneas.
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Capítulo 4

Conclusiones generales

En la presente tesis se han tratado en particular dos problemas relacionados con
los fundamentos de la teoría cuánt ica que han sido de interés y de controversia
desde los comienzos de la mecánica cuá nt ica. Problemas como la medición y
los estados enredados, ligados entre sí, ofrecen desarroll os tecnológicos a futuro
tales como teleportación , computación y criptografía cuá nt ica [11]-[15].

Un a altern at iva al problema del colapso de la función de onda es propuesta
por van Kampen quien muestra que éste no es en realidad un postulado adicional
de la mecánica cuánt ica sino que puede deducirse de la ecuación de Schródinger
al considerar en conjunto el aparato de medida y el siste ma medido. Medi­
ante un mod elo sencillo se propo ne la const rucción de un apara to de medida
macroscópico que consiste de un átomo en un estado metaestable (por ejemplo el
2S) junto con el campo del fotón emit ido por éste átomo al sufrir una transición
al estado base. Se considera un aparato macroscópico por el número infinito de
modos del campo de radiación; además van Kampen refuerza el requerimiento
de irreversibilidad en el sentido macroscópico como una condición para una me­
dida. El aparato es puesto a int eraccionar con un electrón que pasa a través
de un par de rendijas para det ectar a través de cual rendija paso el electrón.
Van Kampen muestra como a partir de la ecuación de Schródínger del sistema
completo puede deducirse el colapso de la función de onda. Para esto propone
las ecuaciones que describen al sistema aparato de medida + electrón.

De acuerdo con el mod elo dado por van Kampen el colapso de la función de
onda ocurre cuando el aparato detecta al electrón y por lo tanto el átomo emite
un fotón siendo éste último un proc eso irreversible . El aparato es macroscópico
debido a los muchos grados de libertad metidos en los modos normales del fotón .
La función de onda rP que describe al electrón desde el inicio (sin detección) ya
no es la mism a después de que ocur re la detección sino que es reemplazada
por otra, '!/J. Esta nueva función de onda sale de forma natural al considerar la
ecuación de Schódinger del sist ema completo, aparato + electrón. Al considerar
la función de onda origin al del elect rón pareciera ser que "misteriosamente"
se ha colapsado en esta nueva función. Cabe mencionar que si el aparato no
detecta el electrón sigue siendo descrito por la función de onda original rP la cual
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va a través de las rendij as y por lo tanto present a un patrón de intefrerencia a
diferencia de la nueva función de onda 'Ij; que no lo present ará.

Las posibilidades numéricas analizadas en la present e tesis del modelo de
van Kampen fueron las siguientes : 1) El átomo detector se colocó cerca de una
de las rendijas y 2) el átomo detector se colocó enmedio de ambas rendijas. El
análisis de las gráficas nos reveló que en realidad no se elimina el postulado del
colapso de la función de onda con los argumentos dados por van Kampen. Est as
gráficas muestran que en todo momento el aparato detecta independientemente
de si se opta por ver o no ver por cual rendija pasó el electrón. La medición
alt era el estado medido de manera que el resultado es diferente del caso cuando
el aparato de medida no esta presente. Nuestro análisis muestra que la función
de onda que da la probabilidad de encontrar al electrón en la pantalla sin hab er
sido detectado contiene la información del aparato de medida, esto es, se obtiene
un patrón de interferencia modificado y esta modificación es precisamente en la
región donde se colocó el átomo. Variando las intensidades de la fuerza del átomo
vemos que cada gráfica cambia en mayor o menor medida, dependiendo de la
intensidad de la interacción, en el lugar donde fue colocado el átomo, ver figuras
(2.3 - 2.6). Se esperaría que , en principio, uno debería de ser capaz de eliminar
completamente los efectos del aparato de medición a fin de hallar una función
de onda que sea propi a del sistema medido siendo totalmente independient e del
aparato de medida . Sin embargo, con este análisis lo que se observa es que el
hecho de considerar el sist ema en conjunto, aparato de medida y sistema medido,
obliga a no poder separar el análisis del sistema medido (los dos sistemas quedan
acoplados, dependiendo uno del otro).

De lo anterior se concluye que el modelo propuesto por van Kampen resulta
ser ambigüo, esto es, no resulta ser concluyente en que momento se mide y en que
momento no se mide ya que los resultados obtenidos con este modelo no hacen
la separción respectiva. Por lo tanto consideramos que el modelo propuesto no
es una solución para omitir el colapso de la función de onda.

Por otra parte, la posibilidad de producir pulsos láser ultracortos ha con­
ducido a un interés incrementado en el comportamiento dinámico de los paquetes
de onda y su relación con la mecánica cuántica. Esta técnica permite realizar
experimentos relacionados con la interferometría de paquetes de onda para pro­
ducir un interferograma de fluorescencia . Este es un tipo de espectroscopía que
nos muestra un ejemplo de un análogo del experimento del paso de una partícula
a través de-una doble rendija

En este tipo de experimentos, la teoría siempre consideró a los campos elec­
tromagnéticos de los pulsos láser como clásicos. Sin embargo, el hecho de consid­
erar el problema totalmente cuántico, esto es molécula y campo electromagnético
cuánticos, permite obtener resul tados que no aparecen en el caso clásico (cam­
pos clásicos) y que son nociones fundamentales de la mecánica cuántica, tal
como el enredo cuántico. En el problema de interferometría de paquetes de on­
das conociendo la función de onda del sistema completo, (campo + molécula),
se hizo uso de la matriz de densidad y se obtuvieron las matrices de densidad
reducidas para cada uno de los dos subsistemas . Concluimos que el efecto de
la cuantización del campo sólo se observa en el interferograma de la molécula
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hast a un tercer orden en los campos en comparación con el caso en el cuál el
campo elect romagnét ico es clásico; aunque en realidad la correción aparecera
finalmente en el término dado por F2 (F = J"f ji. EOTd , esto es, para pulsos
muy débiles, el efecto cuánt ico puede ser más grande que el orden siguiente,
F 4

. Apuntamos que aun cuando el enredo cuánt ico puede observarse a ordenes
menores, de hecho a prim er orden, las correciones cuánt icas al interferograma
de fluorescencia no se observan sino hasta tercer ord en. Como ya se había men­
cionado , a primer orden no hay correcciones cuánt icas al interferograma clásico
y el campo sigue viendose como clásico tal y como se observa de la ecuación
(3.94). Lament ablement e los términos que son de segundo orden en los cam­
pos tampoco contribuyen al interferograma de fluorescencia puesto que estos
elementos son cero al considerar los productos (elple). Por lo tanto, es a par­
tir del tercer ord en cuando se observan diferencias y estas se originan de la no
conmutat ividad de los operadores de creación y aniquilación de fotones , a y at

respectivament e. Se observa que la corrección del caso clásico al caso cuánt ico
depende del ancho de línea de la transición elect rónica de la molécula consid­
erada, en nuestro caso 12 , y de una frecuencia de corte que se propone para
evitar divergencias en las expresiones matemáticas obtenidas, divergencias que
son usuales en los casos no relativistas, y cuyo orden de magnitud es de las
dimensiones de la molécula considerada. El valor numérico obt enido para esta
correción , consid erando valores reales, resulta ser relevante pudiendo ser medido
experimentalmente.

El otro punto interesante de esta teoría es la obtención de enredo cuántico
al considerar la interacción de la molécula y el campo. El enredo del campo
del fotón con el est ado de la molecula da origen a efectos que pueden ser me­
didos en el interferograma de fluorescencia de la molécula pero también son
observables en los propios pulsos del láser, es decir, los rasgos característicos
del interferograma de fluorescencia deben también aparecer en los campos del
láser. De hecho debe ser posible diseñar un experimento en el que los pulsos
que interaccionan con la molécula puedan hacerse interferir con otros pulsos que
viajaron libremente y que por lo t anto nunca interaccionaron con la molécula .
Se esperaría ver un patrón de interferencia que revele la diferencia entre uno y
otro campo de radiación.

En otros términos, la probabilidad de que el campo después de interaccionar
con la molécula siga en el estado lae-iw(t-to») (evolución libre) es diferente de
1. Un término que marca esta diferencia es la función coseno la cual depende
directamente del retraso entre los pulsos, t d. El experimento propuesto de hacer
interferir dos fuentes de pulsos láser, el que interacciona con la molécula descrito
por eco (3.101) y uno que evoluciona libremente para el que la eco (3.101) es
exactamente igual a 1, debe ser capaz de registrar esta diferencia puesto que
existen términos que provocaran un interferograma propio de la situación bajo
consideración.

Finalmente cabe mencionar que ambos problemas tratados en esta tesis, el
problema sobre el colapso de la función de onda y la interferometría de paque­
tes de ondas, están relacionados y conllevan necesariamente al enredo cuántico
tieniendo muchas vertientes de ser resueltas y de posibles aplicaciones.
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Capítulo 5

Apéndice

5.1 Apéndice A: Cálculo explícito de la traza
sobre Ps

Uno de los términos de inte rés tratado en el cálculo es Ps . Considerando la traza
sobre los estados de radiación par a este término se tiene,

de donde,

JcP f3 . ( i ) 4 ~ rr;;;;; rlWk'"

7l"-@P81~) = - h k,k,¡;:,k'" VW 2L3

Jr~l;' J~~ ¡t dt~ rdt1 r dt2 r dt3i; i; i; i;
• e-kHMt e*HMt~P.' eke-kHM t~ e * HM to l g , Og )

\ g, Og le-tIlA/to e*HMt3P. . ek,,,e-kHMt3ek HMt2 P. . ek"

e-kHMt2er.HMtlp.. e.k,e- kHMtleklfMt

Jd:~\f3eiwtl (akei(¡,:.r-wkt~) - ale-i(¡':'r-wkt~)) \aeiwto)
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(5.2)

Nótese que se ha evitado el uso del circunflejo sobreentendiéndose que a y at

son operadores. Consideremos el triple producto del término anterior y por
facailidad de cálculo omitimos las exponenciales asociadas redordando que se
tienen las siguientes asociaciones,k' -7 tI ,k" -7 t 2 Y k'li -7 t3, entonces,

(ak'" - al.",)(ak" - at,,,)(ak' - at ,) =
t t t t

ak",aklla]..~ 1 - ak,,,ak,,ak, - a k,"akllak' + ak" ,ak"ak,

-at",ak"ak' + at",ak"at, + at",at"ak' - at",at"at, (5.3)

Usando la regla de conmutación, [ak,at,] = c5k ,k ' , tenemos ,

(ak'" - at",)(ak" - at,,)(ak' - at,) =

ak'lJak"ak' - al,akIl1ak1l - a~:lIók'k'" - ak",ók'k"

t "t t t" t"- ak" ak",ak' - ak'Uk"k'" + ak"ak,ak'" + ak"uk'k'" + ak,uk"k'"
t t t t" tt ttt- ak",ak" ak' + ak",ak,ak" + ak",Uk'k" + ak",ak"ak' - ak",ak"ak,

entonces,

(5.4)

esto es,

(f3 f3 f3 e iwlc ," t e iwlc u t e iwkd F\¡* f3 f3 e-iwk'to eiwk'''teiwklltkilI kll k' - u.k' k'" #.:"

f3 eiw k ll t .r f3 eiWklllt.r Qt f3 f3 e-iwk"toeiwklllt e iwklt
- k" uk'k'" - k'" uk'k" - k" k '" k'
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(506)

-(Jk, eÚ.lJk lt6k"k'If + 0kUak, {Jklf, e- Ú.vJ,.Jlt o eiwkltO eiWk,"t + C'lk"e-iWklltOÓk lklll

+ *' - iWk,toÓ • (J (J - ú''''k" 1t U iWkllt iwk d +' . (JQk' C k lfk'" - 0k'" k" k' C . e . e ' Uk",Uk' k"

e - iWk" , t oe- iwJ.: / toeiwkll t + O'klll e -iwl...I11tOÓklkll + Qk'''Ok" {Jkl e -iwk,,,tue-iwk ,,tueiwkl t

-Ok",Qk"Ok,e-iWk"dOe - iWk"to e-iWk'tO ) \ Qeiwto l(Je iWt) \ (Je iwt lo e iWto )

Realizand o las integrales correspondie ntes en (J y definiendo,

f( k, k' , k" , k"') = e- r;Ih1 t
c*lfMt~ ¡i o ekc-t.

lfMt~ e irlfMtO Ig, Og)

\g,O gl e-t.lfMtoe r.lfMt3¡'l oe k",e-f. lfMt3ef. lfMt2 ¡'l 0e k"e - f, lfMt2

e t. lfMt l ¡'l oek,e- t lfMt leirlfMt

obt enemos finalmente,

(507)

Jd2Q ((JI,osl(J) = - (i)4 ~ / ;/,Wk
7r - - ñ L 213

k,k ' ,k" ,k'"

rdt~ rdt¡ ( tI dt2 ¡t2dt3 j(k,k"',k",k')
i; i; i: i;
( OkOk"'Qk" Qk' eiwkto e iw k' to eiwk"to eiWk'" to ei(kor-wkt~) ei(k'" or - wk'" t3)

e i(k" or- wk"t2)ei(k'or- wk't l)

-Ok Ok"'Qk" 0k, e iwk to e- iwk' to eiWk" to eiwk'" to ei(k - r-wkt~)ei(k'" -r-wk'" t3)

ei(k" or-wk" t 2)e- i (k' or - wk' tI)

'" '" e iWk toeiWk" to ei(kor-wk t~ )ei(k'" or - wk''' t3) ei(k" or - wk" t2) e -i(k' or-wk' t Jl Ó- u k u-kl l k'/.,;III

-QkOk'" e iwk to eiWk'" to ei(kor-wkt~) ei(k'" or - wk", t3)ei(k" or-wk"t2) e - i( k' or-wk' t I) Ók' k"

- O k Q k"' Qk" Q k' e iwk toeiWk' to e- iwk" toeiwk'" to ei(kor - wkt~) ei(k'" or - wk", t3)

e- i(k" or - wk" t2)e i(k' or - wk' t l )

'" '" eiwktoeiwkdoei(kor-wkt~ )ei(k'" or - wk'" t3)e - i (k" or - wk" t 2)e i (k' or - wktt Jl
ó- u ku- k' k"k' l l

+OkOk"'Qk"Ok,eiwk to e-iWk' toe -iWk" toeiWk"do ei ( k -r-wk t ~ ) e i(k''' -r - wk", t3)

e-i(k" or- wk" t 2)e- i (k' or-wk' tI )

+'" '"* eiwk toe -iWkdo ei(k or -wk t~) ei(k'" or - wk'" t3) e -i(k" or - wk" t 2)e -i(k' or-wktt Jl Ó
ukuk' k" k'"

- O k Q k'" Qk" 0k' e iWk to e iWk' toeiWk" to e-iwk'" toei(k or -wk t~ ) e -i(k'" or-wk'" t3)

e i( k" or - wk" t, )e i (k ' or - wk, t l )

+'" ",* '" ",* e iwktoe-iwkdoeiwk" to - iwk"'to ei(kor-wkt~ ) e- i (k"' or-wk"'t3 )u kuk""o<k"u k ' e
ei(k" or - wk" t2) e - i (k' or-wk' tI)

+'" ",* eiwk to e-iwk"' toei(k-r-wkt~ )e-i(k'" or-wk"tt3) e i (k" or-wk" t2)e-i(k' or - wkd l )óu.kU.k'" k" kIli
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+~k~ * ", * r\¡ eiwktO eiwJ"., t-U e -iW k. "to e-iwk''' to ei(k ' '-:-Wkt.~ )e - i ( k'" ·r - w k", t3 )
l.~ -U.k" ' U-k " u. k' ~

e-i(k" .,7_ Wk" t2) ei(k' .,7-Wk"I)

-~kr\l * n.* ",,* eúuktOe -iWI..dOe-iwkutUe-iWk'IItoei(k. r -wkt; )e-i (PU .r-Wk",t3)
\.4 ·U.k'"U.k"U.k'

e-i(k" .,7_ Wk" t2) e - i(k' .,7_ Wk' t,)

+~ ~. eiWk tOe -iwk"toei (k .r-wkt;)ei(k"' .r-Wk'''t3) - i (k" .r - Wk" t2) - i (k' .r - wk' t i ) r
~k~k" e e uk'k'

-OkQkIIIOkl'Q'k le - iw k t OeiWkJto e iWk" to e iWk'" to e- i ( k ' r-wk t~) et(k'" 'r - Wk'" t3)

ei(k" 'r - wk" t 2)ei(k' 'r-wk' t i)

~ ~ eiWk '¡o eiWk" to e-i(k.,7_ Wkt; )ei(k'"'r-wk'" t3)ei(k" ·r - Wk" t2)ei(k' 'r - wk'¡ l ) r-u.k'u, k" Ukk'll

-Ok' Ok",eiwk' t oe iWk",toe -i(k.r -wk t;) e i(k'" 'r - wk''' t3) ei(k" 'r-wk"t2)ei( k' 'r - wk' t l )6
kk

"

~ ~ e iWk"'toeiwk"toe - i (k .r-wkt'l ) i( k"' .r- wk"' t3)ei( k" .r - wk" t2)e i (k' .r - wk' t l ) r- u.k' '' ,,:k'' e ukk'

-2~ ~ e iWktOe iWk'¡ Oe-i (k .r - Wkt ; )ei(k' '' 'r - Wk'" t3)ei(k" .r -wk"t2)ei(k' .r - wk, t l ) r
U.kLLk' ukk" kili

- 20kOk" eiwkto e iWk" to e - i (k .r - w" t;) e i( k' " .,7- wk", t 3)ei (k" 'r - wk" t2)ei(k' .r - wk'¡ l )6
kk'k"

2~ ~ eiwktoeiwk"' to e -i (k .,7_ wkt") e i (k'''.r-wk'''t3) i(k" .r-Wk' , t2) i (k ' .r - wk'¡ l ) r
- ~k~k'" e e ukk'k

_3~2 e2 iwktOe-i (k .,7_wk t ; )ei (k'" .,7- wk", t3)ei (k" 'r -wk" t 2)e i(k' .r - Wk' t ¡) s
LA. k ukk'k"k'"

+ O k O k"' O k" O k ,e - iwkt oe - iWk' to eiwk" to e iwk", toe-i(k. ,7_ wkt ; )e i(k'" .,7- wk", t3)

ei(k" ' r - wk" t2 )e- i(k' .r - wk' t i)

+Ok' 0k" e-iwk,tOe iWk" toe- i (k .r - wk t; )e i( k'" 'r - wk''' t3) e i (k" .r - wk" t 2)e- i(k' .r - wk' ti) 6
k l

+Ok'0k'" e- iwk'¡Oeiwk", t oe - i(k.r-wkt ; )ei(k'" 'r-wk'" t3)eí(k" 'r-wk" t 2)e- i (k' .r - wk' t i ) 6
1

. . ' (k- - ') . -", - .( - " - .( -, -- 20 k O k,etWktoe - twk ,tOe-t " r - wkt l e ,( k .r - wk", t3)e t k .r - wk" t2)e - t k .r - wk,t¡) 6kk'

+ OkOk" e-iwk to e iWk" tOe-i(k.r -wk t;) ei( k'" ' r - wk",t3) eí( k" 'r - wk" t2) e -í(k' .r - wk, t l) 6
k,

k

+8k ,k ,,,6k k" e - i (k .r-Wkt ;) ei(k'" 'r - wk'" t3) eí(k" ·r- wk" t2)e- i (k' 'r-wk' ti)

+ OkOk'" e- iWk to e iw k'" toe- i (k .r-wkt; )ei(k'" 'r-wk'" t3) e i( k".r- wk"t2) e- í (k" r - wk' t i) 8
k,

+8k ,k" 8k k ' II e - i (k .r - wk t ; )e i(k"' .r-Wk' lIt3) ei(k" 'r- wk" t2 )e- i (k' 'r - Wk' t i)

+Ok0¡,:," 0k" 0k' e - iWktoe iWk' to e-iwk" to eiwk'" toe- i (k .r - wkl ; )e í( k'" 'r - wk'" t3)

e - í( k".r-wk"t2)ei(k'.r- wk,tl )

+Ok"0k,e- iwk" to e iWk' toe - i(k.r-wk t;) e i(k'" ·r - wk'" t3)e- i (k" ·r - wk" t2 )ei (k' .r - wk' ti) 8
ki

+Ok"0k'" e - iwk" to eiWk,1Ito e-í(k.r -wk t;) e i(k' " .r - wk,,, t3) e- i (k" 'r - wk" 12) ei(k' .r-Wk'¡I),

+20kOk"eiw ktoe - íwkllto e - i (k. r -wkt ; )e i (k" ' .r - Wk''' t3)e - i (k" 'r - wk', t o)ei(k' 'r-wk, t l )8
ki

+ O k O k' e - íWktoeiWk,to e - i (k .,7_ Wkt ; )e i (k'" .r - wk,,, t 3)e - i (k" ·r - wk" t2 )e í (k' ·r-wk'¡ l )8
k

" k'

+ Ji: Ji: e -i(k.r-w.t; )e i (k"' .r-wk"'¡3)e -i(k" .r - wk" tO)e i (k'. r - wk'¡¡)Uk"k"'Ukk'

-OkOk'" 0k" 0k' e- iWk toe-iwk' toe- iWk" toeiWk'" toe- i (k. r - wkt; )ei (k '" ·r - wk'" t3)

e-i(k" ·r - wk" l o) e- i (k' ·r - wk' ti)

. . ' (k- - ') ' (k- '" - ) '(k-" - ) ' (k-' - )-ak" Qk,e-tWklltOet Wk:ttoe-S ··r-wkt l el . ·r - w kutt3 e- t ·r-w k" t 2 e-t · 'r - w ktt l ¿
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_ ", * ", * e - iWktOe- iWkl f·Oe-i(k.r-w". t ~ )ei(km .r - w k'" t3) e- iCk" · i·~-Wk" t2) e-i (k' ·r - w"Jt ¡) s:
L.(.J.,;'-l.k ' U 1.:"1... ' 11

+",, * f\¿ * "" r\; e -iwk tueiw k' t'Ue iWk" t.U - iWk" l tu -i(k ' r7-wkt~) - i (k"l
·i' - w k", t 3 )

\AkUk"luk"u. k' e e e

e i (k" ·i' - wk" t 2)e i (k' ·,'-W•.' t, }

+~. ~ e-iWk'" tOe iw ktt oe -i( k .i'-wkt ', }e-i(k' '' ·i'- wk'" ta}ei( k" ·i' - wk" t2} ei( k' ·,' - wk' t¡) J:
U-k'll \.A. k' uJ..:k"

+~. ~ e-iWk'" to e iWk" to e-i(k " '-wkt~ )e - i (k'" ·i'- Wk'" ta}ei(k""' - Wk" t2 )ei(k' 'i' - wktt ¡) J:
U-k'IIu.k" uk k'

+2~ ~· e iwktoe - iw•.", l Oe -i(k.i'- wk I~ }e-i(k'" ·i'- wk'" ta) ei(k" ·i' - Wk" (2) e i( k' ·r -wk tt ¡) J:
U.J..:U.k'" Ukl.:' k"

f\¿*"'* r\, _ * e - iwktUe -iwkl tOeiwk"tOe -iwkl" tOe -i(k . r-wk t ~ )e-i( k' '' . r-WI.: ", t3 )
-uk ...... k'llu.k"uk'

ei(k" .r --:wk" t 2}e-i(k' 'r - wk' t ,}

~. ~. e -iwk" tt oe-iwktt oe -i (k'r-wkt~ )e- i( k'" .r - wk"' ta )ei(k" ·r - wk" t2} e -i(k' 'r - wktt , } J:-\...(.k'l /\...(.k' uk1.:"

~.~. e -iwktoe - iwk",to e-i(k" '-wkt~}e-i(k'" ·r - wk'" ta}ei(k" .,' -wk"t2} e -i(k' 'r-wk, t , } J:
- U.k u k'" uJ..:' k"

_~.~. ~. ~ e -iwktoeiwk,to e - iWk" to e- iwk"ttoe-i( k.r-wk t~ )e - i(k'''.r-wk",ta}
u.k U. k'" u: k" \.A k'

e-i(k" .r-wk" t2}e i(k' .r - wk' t ,}

_~. ~. e-iwk"to e -iWk'" tO e-i(k'r-wkt~ ) e- i (k'" ·,' - wk'" ta)e-i(k"'i'- wk" t,}ei (k' ·i'-wk' t, }J:
U-k" ,\.A.k" ukk '

+OkOk'" 0k" 0k,e- iWkto e - iWk' to e - iWk" to e - iwk''' to e -i(k.r-wk t~} e -i(k'" ·r - wk'" ta}

e -i(k"'r- wk"t2) e - i(k' 'r - wk' t,}

~.~. e-iwk"toe-iwktoe -i(k.r-w.t~ }ei(k'" 'r - wk", ta)e - i (k" .i'-wk,tt 2)e-i (k' .r-wk,t , } J: )
- U,kU,k " uJ.,;'k'"

(5.8)

donde se ha definido, Ókk'k" = 1 si k = k' = k" Y O de otra forma. Los
términos correspondientes a productos de cuatro o-'s pueden ser factorizados de
la siguiente forma,

(5.9)

Sin embargo de la Ok propuest a y susti tuyendo la j (k, k' , k", kili) el término
anterior puede ser reescrito como,
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(g, Og\ e- kHMto e r.HM t3¡1 0E(t3)e- kHMt 3ekH Mt2fj o E(t2)e- kHMt2

et. HMt1fj o E(t¡)e- klf o\f t1e/';IIMt (5010)

con el campo eléctrico totalmente clásicoo

El resto de los términos resul tan de la no conmutat ividad de ay at
o A pesar

de que estos términos par ecen no tener cont raparte clásica, al factorizarios se
pueden recup erar partes clásicas o

(Ok",ei( kií' or- Wk"d3l _ o k",e- i(k''' or- Wk''d3l) j (k, k' = k", kili)

+ L (~l~' )J~~~ J;;~~ e- iwk" t3eiwk"t2 (o kei(kor-wkt;l - ok e-i(kor- wkt;l)
k,k' ,k"

(ok ,ei(k'or-wkdtl - ok ,e- i(k'or-wkdtl)j(k, k" = kili, k')

+ '" (ñw k)Jñwk' J;1J.JJk" e-iwkt3eiwkt; (o ,ei(f' or-wkt;l _ 0* e- i(kor-wkt;l )
L 213 213 213 k k'

k ,k',k"

( i(k" or-wk"t2l * - i(k" or-wk"t2l)¡A(k - kili k' k")CXk"e - Qk" e - "

+ ",- (ñwk)Jñwk' 1iwk'" e-iwkt2eiwkt; (o ,ei(k'or- wkt;l _ o*, e-i(kor-wkt;l)
L 2L3 2L3 213 k k

k ,k',k'"

( i(kií'or-wk",t3l * -i(kií' or- Wk"' t3))¡A(k - k" k' kili)Qk1lle - Qk'lle - , ,

+ L (~~~ )J ;~l~' 1i;~;' eiwkt;e- iwkt
¡ (ok"ei(k7' or-wkt~l - ok"e-i(k7'

or- wk'

k ,k l/ ,k'"

( i(kií'o r- wk"d3) * -i(kií'or-wk",t3))¡"(k - k' k" kili)Qk"1e - Qk'lle - , ,

+2 "'(ñwk) ~ Jñwk' a oeiwkt;e-iwkt3ei(¡¿or-wkt2)
L 2L2 2L3 k
k,k'

(ok,ei(k' or-Wk,t¡) _ 0k ,e- i(f' or- wk'ttl)j(k = k" = kili, k')

+2 '" (ñwk)~ J ;1J.JJk" a eiwkt; e- iwkt3ei(ko r- wkt¡)
L 2L2 213 k
k,k"

( i(k"or-wk"t2) * - i(k" or- w." t2))¡"(k - k' - kili k")0k"e - o k"e - - ,
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(o ei(k;;' .r-Wk,,,ta) _ • -i(k:;;' .r-wk",t a))¡A(k _ k" _ ,/1 k' lI)
U-k'll O'k"' C _ , _ h . ,

- L Wk'Wkeiwkt; e-iwkt2eiw. ,t le - iwk.taj(k' = k"', k = k" )
k,k'

- L Wk'Wk eiwkt;e- iwkta eiwk,tle- iWk,t2j(k' = k" , k = k"')
k ,k '

- L wk"Wkeiwkt;e-iwktleiwk" t2e- iwk" taj(k" = k"', k = k')
k ,k"

+3L~~'Q%eiwkt; e- iwk t l ei(k.r-wkta )ei(k.r- wkt2)j(k = k' = k" = k ll' ) )

k

Reconstruyendo los campos eléct ricos asociados a las Q 'S que fueron factorizadas
tenemos,

Jd? f!. • ( i) 4¡t , ¡ t ¡tI ¡ t2-;- (f!. IP8noconmIf!.) = - ti dt l dt¡ dt2 dt3
¡ to to t o to

(~) ';;,~' )eiWk.t1e-iwk.t ae- f. HMtef. HMt; p. . E(t~)e- f.HMt; e f. HMtoIg, Og)
k '

(g ,Ogle-f.HMtoe/;HM t ap. . ih,e - t llMtae/; HMt2p. .E(t2)e- /; HM t2

ef, HMtlp. .ek,e- f. HMtlef. HMt

"r!Wk' . t .+ L.) 2L3 )e'Wk' 'e- lWk.t2
k '

e-f. HM te f. HM t;p. . E(t~ )e- f. HM t;ef. HMto Ig, Og)

(g, Ogl e-f.HMtoef,HMtap. . E(t3)e- f.HMtae f,HMt. p. . ek,e -f. HMt•

e /; HM.t1p. . ek,e - k HMtlet. HMt

"ñwk " . t .+L.) 2L3 )e- lWk" ae,wk"t2
k"

e- f.HMtek HM t;p. . E(tDe- f. HMt;et HMtoIg,Og)

(g, Ogle-tHMtoetHMta p. . ek"e- f. HMt3e f. HMt2p. . ek"e- f. HMt2

e /; HMtlp. . E(t¡)e-f,HMtl e f.HMt

"r!Wk . t' .+ L..,.( 2L3 )e'Wk 1 e- lWkt3

k

e- /;HMtek HMt;p.. eke - k HMt;e /; HMtolg,Og)

(g , Ogl e-kHMto ef.HMt3p. . eke- f. HMt3et HMt2p. . E(t2)e- f. HMt2

ef. HMtlp. . E(t¡)e- f.HMtlef. HM t

75

(5.11)



'""' hWk . t' .+ L...,. ( 2L3 )e'Wk ' e- lWkt2

k

e- irHMtet.HMt; [J. . eke- foHMt; e ir lfM t OIg, 09}

(g , Ogl e-f. HMtOef.HMta¡l. . E(t3) e-f.HM tae*HMt2 [J.eke- k HMt2

et. H Mt l [J. . E (tl )e- f; HMlt e ir HMt

'""' ;LWk . t' . t+ L...,.{ 2L3 )e'Wk l e- lWk'

k

e- t HMt e ir HMt ; [J. . eke- t HMt ; e t HMtolg , 09)

(g , Ogle- f; HMtoe t H Mta;1.E(t3)e- frHMtaet. H Mt 2;1.E(t
2

)e- irHM t2

e t HMt l [J. . ek e-k HM t, er. HMt

L ;LWk a . , . '(k- - )+2i (--)2 Q .e'Wkt ' e- 'Wk!ae' ·r - Wkt22L2 k
k

e-tHMteirHMt; JI. . eke - irHMt ; e t lfMtolg , 09)

(g , Ogl e- irHMto ef.H M t a ¡l. . eke- f. HMtaer. HMt2¡l. . eke - r.HM t2

e*HMtl[J.. E(tde-fiHMt ' etHMt

'""' ;LWk a . t' . t '(k- - )+2i L...,.(2L2 ) 2Qke' Wk 'e -'Wk ae' ·r - wkt2
k

e-tHMte irHMt~ [J..eke-ir HMt~ eirHMto lg , Og}

(g , Ogi e- f. HM tOeir HMta [J. . eke - t HMtaeir HMt2 [J. . E (t2)e- irHMt2

eir HM_t l [J. . eke-tHMtleirHMt

'""' ;LWk a . t" '(k- - t )+2i L...,.(2L2 ) 2Qke'Wk le-'Wkta e' ·r - Wk 2

k

e-ir HM tet. HM t; [J. . eke - ir HMt; eirlhlto lg , Og}

(g, Ogle- irHMtOeirHMta[J. . E(t3)e-ir HMtaeirHMt 2[J. . eke-ir HMt2

e irHM!t [J. ' eke-ir HMt le t HMt

+L Wk'Wkeiwkt; e-iwkt2eiwk,t, e-iWk.!a

k ,k'

e- t.HMte irHMt; [J. . eke- irHM t; e t HMto Ig,09)

(g , Og le-f.HMto e irHMta¡/.. ek, e- f.HMtaef.HMt2 [J. . eke- k HMt2

et. HMt l [J. . ek,e- ir HMt le irHMt

+L Wk'Wkeiwkt; e-iwktaeiwk,t l e- iWk' t2

k,k'

e-irHMt et.HMt; [J. . eke -f.HMt ; e irHMto lg , Og)

(g, Ogle-f.HMtoeirHMta [J..eke-ir HMtae f. HMt2 [J. . ek,e - ir HMt2
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e k HMt l p. . ck,e - f¡HMt1ef¡ HMt

+ L Wkll Wk Ciw kt'l e - iw k tl e iwk ll t2 e- iw kll t 3

k.J.:"

e- irHMte*HM t~ P. . Cke- f, HM t~ e* HMtolg , Og)

(g , Ogle- /; HMtOet H Mta p. . c lo:" e- 7; HMtaetIlMt2p. . Ck:" e- t HMt2

e k HM t l {L ' cke -f, HMt1ef; HM t

- 3LW~' Q~eiwk t ~ e- iwk t l e i ( k' i'-w k ta ) e i ( k ' i'-wk t2 ) j(k = k' = k" = kili))
lo:

(e- f,HM te k lfM t ~ ¡J ' c lo: e - f. lf M t ~ ef.- IlM to l g , Og )

(g ,Og\e- kHMtoekHMta¡1 . cke - k IlMta

ekHMhP. ' ck e-f¡ HMt2 ekHM tlP.' Clo:e- k HMt le k HM t ) (5.12)

De forma análoga podemos encontrar una expresión para J d:~{~IP¡noconml{D
que sería el complejo conjugado de la expresión anterior , junto con una expresión

d2
{3 . t

para J 7T- (~IP8Glasical~)
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5.2 Apéndice B : Expresiones de las trazas sobre
estados de radiación f3

Algunas expresiones út iles para el cálculo de la tr aza sobre estados de la ra­
diación (3 se muestran a cont inuac ión,

Jd2(3(3*(3 (3 e-iWkt e iwkrt TI e-lok-l3eiwk'12 ­
-;- k k'" k ll -

k

Cl:'kCl:k"'Cl:k" + Cl:k,,8kk'" + Cl:k",8kk" + 2 Cl:k8k k"k'"

Jd2(3 (3*(3 (3 (3 e-iWk!eiwk", teiwk" teiwk, t TI e-lok-l3eiwk'12 -
- k k'li kit k' -

rr k -

Cl:'kCl:k"'Cl:k"Cl:k ' + Cl:k"Cl:k ,8kk'" + Cl:k"'Cl:k , 8 kk" + Cl: k "'Cl:k,,8kk '

+Cl:~ , 8kk",8k" k' + Cl:~,8kk,,8k"'k' + Cl:~,,8kk, 8k"'k"

+2Cl:k Cl: k , 8 kk''' k'' + 2Cl:kCl:k,,8kk"'k' + 2Cl:kCl:k,,, 8 kk"k' + 3 Cl: k 8 kk"' k"k '
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5.3 Apéndice C: Cálculo de He y Hg sobre esta­
dos coherentes

Sabemos que,

(o li lo) = J2n Reo
mw

y

(0 1]310) = J 2nmw lmo

Para nuestro caso, 10 )g tenemos, Re(o ) = Im(o )
general tenemos,

10)g = IReo + ilmo)g

(5.18)

(5.19)

O. Por otra parte , en

(5.20)

Si consideramos que la función de onda transferid a al primer estado excitado
elect rónico es una "copia" del estado base elect rónico de la molécula y además
consideramos potenciales armónicos, el probl ema pu ede ser simplificado con­
siderando la traslación de ejes pertinentes. Así, el esta do coherente L6)e puede
ser escrito en términos del est ado coherente 10)g de la siguiente forma,

Re((3 ) = Re(o ) +J;Xo

Im((3) = Im(o)

Como caso particular tenemos que,

(5.21)

(5.22)

(5.23)

Lo anterior nos permite calcular de manera sencilla la aplicación de Hg y He
sobre estados coherentes. Así por ejemplo ,

e-kHe(t-t¡)IOg)g =
e-k He(t-tdl(3)e =

DO (3n
e-kHe(t-td e-!1 f:l12 L - In )e =

n=Ov;iT

e-!1f:l12e-ke(t-td f (3n e- kEne(t- tdln)e =
n=O v;iT

00 (3n
e- k· (t - tde-~ 1f:l12 L _ e- k[(n+4)liw](t- td ln )e =

n=O v;iT
00 (3n

e- k· (t- tde-~w (t- tde- ! 1 f:l 12 L __e-inw(t- td ln )e =
n=Ov;iT
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5.4 Apéndice D: Cálculo de los coeficientes A,
ByC

En la expresión para la seña l de fluorescencia, ec.(3.9ü), aparecen los coeficientes
A y B Y en la expresión pa ra el valor de expectación de la matri z de densidad
reducida de la radiación aparece el coeficient e C. Estos valores estan dados por ,

A = L(1iw~ )(¡1. e¡J2 [100 dt l J O dt2e-k [< - r,Wk ]t ¡e-k[<+tlWk]to
k 2L 0 -00

exp[- m: x~{1- e- iwto - e- iwt¡ + COSW(t2 - td - coswt2 - coswtd] +
21!

j o -L dt2ek[<-hwk ](t¡-tO)
- 00 - t¡

exp[- m: x~( -1 + eiwto - eiwt¡ - COSW(t2 - td - coswt2 + coswt d] +
2ft

¡OOO dt l J:~ dt2ek!<+liw.](t¡-to)

exp[- mw x~( -1 + e-iwt¡ - e- iwto - COSW(t2 - td - cos o r ¡ + cos wt2)]+
21i¡:dtl¡:dt 2ek! <+t1Wk](h- to)

exp ]- mw x 2(-1 + e- iw(to- td)]] (5.25)
21i o

y el coeficiente B = B(tp2 - tpI) , es una función solamente del intervalo entre
los dos pulsos,

""' Ttwk _ • 2
B(tp2 - tpl) = L.) 2L3)(P.· ek)

k

100 dt, JO dt2e-j,«-liwdt¡ e-t«+tlWk)to

° _ -00

exp [~x~ ( eiW(tpo-tP¡)(-1 + e- iwt¡ + e- iwtO) - COSW(t2 - tI) + coswt2 + coswtl)] +

j o di; rO dt2et«-hwk)(t¡- to)
-00 jt¡

exp [~~ x~ ( eiW(tpo-tpd (1 - eiwto + eiwt¡) + cos w(t2 - td + coswh - coswtl) ] +

J
o jt¡

- 00 dtl - 00 dt2ek«+r1W)(t¡-to)

exp [mw x2 ( eiW(tpo-tp¡)(1 + e- iwto _ e- iwt¡ ) + COSW(t2 - t d - cosWt2 + coswt1) ] +
21i o

¡: dtl ¡ooo dt2ek«+hw)(t,-tO)
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exp (; x~ ( e iwt 1( _1 + e - iW(tp2- t p¡) + e - iwt2) + cosw(tp2 - t p¡)) ] +

roo dt l JOdt2e - t. « -t'Wk )t¡ e - t. « +hwklt 2
Jo - 00

exp [; x~ ( e - iW(tP2- t pd ( - 1 + e - iwt2 + e - iwt , ) - COSW(t2 - t¡) - cosw t2 - cos

j o dt l r dt2 er, «-r,w)(t ,- t, )

-C() i.,
exp [; x~ ( e - iW(tP2-tp¡) (1 - e iwt2 + e iwt l ) + COS W(t2 - t¡) + coswt2 - cos wt1:

j o t.- 00 dt 1 - 00 dt2e r,« +hw )(t, - t2)

exp [mw x2 ( e-iW(tP2-t P¡)(1 _ e - iwt ¡ + e - iwt2) + COS W(t2 - t¡) - cos wt2 + cos «
21í o

JOO dtl r dt2e t. « (t, +t2)+t'W(t ,-t2))

- 00 Jt p ¡ -tp 2

exp [; x~ ( e-iwt ¡ (1 + e - iw(t p2- tpd - e iwt , ) - cOSW (tp2 - t p¡) + COSW(t2 + t p2

JOO dt l roo dt2ek «+t,W)(t , - t2)

-00 Jo
exp [; x~ ( e-iwtl(_l + e - iW(tP2- tpd + eiwt,) + cOSW(t p2 - t p¡) +COSW(t2 - t1

e = 2")¡l. Ck )2Wk ( r dt1JOdt2 e-t.« -hwdtl e -t.«+t'Wk)t2 e-~X~(COSW(t2-tl
k Jo - oo

+ JOdt, t" dt2ek« -r,wk)t¡ e- r.({ -r'Wk )t'e-~~~(COswtl-coswt,-cOSW(t2-h))
- 00 l ..

+[: dtl ¡t: dt2e-k({+/iWdt' ek({+hwk)tle-~X~(COswt'-cOSW(t,-td-coswt¡))

En lo que sigue se mostrara un cálculo explícito de uno de los términos
anteriores. Consideremos el primer término de la expresión exacta para la parte
no conmutativa de la matriz de densidad reducida ec.(3 .86) ,

'L}/Je,eIP primerol1/Jc , e) =
.p.

(')4 (Ti) ¡t ¡t ¡ tI ' t- * L ~~ (¡l . e"k) 2 dt~ dt 1 dt2 dt3
k' to to to to

- e- k« - /iW)tl e- t. «+/iW)t3 (pE(t~) ) (pE( t2))et.<t~ e t. <t,

e- TX~ e- ~x~(COSW(t3 - t , )- COSW(t3- t2)- COSW(t2 - t¡ ))
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(5.28)

(5.29)

Sustituyendo los pulsos gaussianos se obtiene,

I)Pe,eIP¡'211/Je, e) =
.pe

_(*)4L (~~) (¡i . éd2 j t dt~ j t dt-; JI, d t2 j t
2

dt3
k ' to to tu to

(t.' -t
P I

)2 ( t' - t P2 }2

e - * ( f - r,w)t l e -k(f+r'W)t3(pB o)(e-~Cos(nt~) + e-~Cos(f1t~))
_ ( t2 - t~ J ) 2 _(t2 -t~2)2 i , i

(J1.Eo )(e 2TL Cos( f1t 2) + e 2TL Cos(f1t2))ehftle hft2

e- TX~ e- VX~(C08W(t3 -tl )- C08W(t3- t2)- C08W(t2-tI»

~ 2( -iw ( t3-t~ )_ -iw(t2-t~)+ - iw( t l - t ~ »e 2ti. X o e e e

Haciendo las siguientes ident ificaciones,

f(t3 - t I , t 3 - t2, t2 - t d = e -~x~(cO.'W (t3 -t l)-C08W (t3 -t2) -C08W(t2 -t¡)

(
, , ') !!!..!=!x2(e-iw(t3 -t~ )_e-iw(t2-t~) +e-iw(tl-t~»

9 t3 - t¡, t2 - t I ' t I - t I = e 2ti o

(5.30)
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que es el equivalente de la aproximación de onda rotante, y la integral gaussiana
en eco (5.31) puede ser hecha al extender los límites t -> 00 y to -> - oo. Se
obtiene,

t ( _ ( t í - t~l )2 _ (tí -t~2 )2 ) i r

Ldt~ e 2T L + e 2T L Cos(nt~ ) e ¡¡<t l g( t3 - t~ , t 2 - t~ , t l - t~ )>:::;

iV21rrL ( e f,«-flfl)tP 1 g(t3 - tp1, t2 - tp 1 , tI - tp¡) +

ek« - liO)tP2 g(t3 - tp 2 , t2 - tp2 , tI - tp2)) (5.33)

De donde la eco (5.29) se redu ce a,

L (1/Je, ejPprimcrol1/Jc,e) =
'Í' .

(

. ) 4 Ti ¡t ¡ti ¡t2- !:.. L ( tW~ )(ji. e'k )2 dt1 dt2 dt3
Ti k ' 2L to to to

e- k« -liw)t l e- k «+f<W)t3(J-lEo?
iV21rrde F. «-liO)tp l g(t3 - tp1, t2 - tp1, tI - tp¡) +

e f, « - liO)t p2 g(t3 - tp2, t2 - tp2 ' tI - tp2))
_ ( '2 - '~ 1 )2 _ ( ' 2- ' ; 2)2 i

(e 2~L Cos(nt2) + e 2T L COs(nt2)) eK <t2

e - 'T.'x~ f(t 3 - t1,t3 - t2, t 2 - t¡) (5.34)

Para el cálculo de la integral triple se intercambia el orden de integración,

y se aplica la transformación,

de donde la eco (5.34) se convierte en,

L (1/Je,e\pl'2\1/Je, e) =
.p.
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e k(€ - Íl!1) t ,.2g ( t 3 + t2 - i -a, t 2 - tp2 ' t i + t 2 - t p2 ))

_(t2 - '~1 )2 _ !' 2- ' p )2 ,

(e 2TL C OS(!1t2 ) + e 2TL COS(!1t2 ) )e -r.€t2

trlw x 2
e - ""- u f (t 3 - t i , ( l. - t i ) (5.35)

El procedimiento para la integral sobre t z es similar al caso para t~ , de donde
se tiene,

I:) /Jc,elpl'217Pe,e}=
,pe

i 4 2 mw x 2~ T!Wk' 2- (-¡¡) F e- ""- O L) 20 )(jI . e'kl
k'

( [ 00 dt
l
JOdt3 e- k (€-hWk)t, e- f.«+f'Wk)t3

Jo - 00

e- T,¡!x~(COSW ( t3 - t , )- C08Wt3-C08Wt ,)e T,¡! x~ ( c - 'wt3 +c-'wt , - 1)

+ e -k(€-Ml)(tp2- t p¡) [ 00 dt
l
JOdt

3
e - k (€-f,wk )t' e - k (€H,wk) t 3

Jo - 00

!E:!:!JL 2 2 . ( t t ) ~%2 (e- iwt3 + e- i w tt 1)e- 2'li. Xo (COSW (t3 - t ¡) -Coswt3- coswtde~xoe- UJ P2- pI e 2h o -

+ ek«-hl1)(tP2-tp¡) [ 00 dt l JOdt3 e -k«-hwk)t' e-k«+hw.)t3

Jo -00

2 2 . ( t t ) ~:r;2( e-iw t3 + e -iwtl 1)e- ';';xo (cosw( t3 -t¡) - Coswt 3-coswt¡) e ';'; x oc,w P2- p' C u -

+ [ 00 dt
l
JOdt3e - f,«-hwk )t' e-k (€H,wk)t3

Jo - 00

e- ';'; x~ (COSW ( t3 - t , )-coswt3-coswt , )e T,¡! x~ ( e- 'wt3 +e - 'wt , -1))

Finalmente hacemos las siguientes identificaciones,

Al = ¿(~~ ) ( jI . e k )2 [ (X) dtl JO dt3 e -k«-hwk)t' e -k(€+hwk)t3

k Jo - oo

e- ';'; x~(cos W(t3-t¡)-coswt3-coswt¡) e ';'; x~(e-'W'3+e-'W'1 -1)

e, = ¿ (~~)(jI . e k )2 [ 00 dt l JO dt3 e- k«-hwk)tl e- k(€+ hwk)t3

k Jo - oo

e- ~x~(cosW(t 3- t I) -cos wt3 - cos wt l) e~x~e - ' w(' p2-'p l )(e - 'w'3 +e- ' '''' 1-1 )

C = ~( 1iwk ) ( - . e )2100

d t JO d t - k (€-hwk )t 'e - k(€+hwk )t3
1 L.J 20 J1. k I 3e

k 0 -00

e- ~x~(cos W(t3 - tI ) -c-cos wt3 - cos wt l) e T.\"x~ e '''' ('P2 -'pl )(e- 'w' 3 + e - '''' '1 -1)

(5.36)

donde se ha vuelto a considerar que t -+ 00 y to -+ -00 y se ha usado F =
~V2iiTL/-tEo. En este caso, Al es el primer término de A, ec(5 .25), B, y C I

corresponden al primero y quinto término en B, eco (5.26) . El resto de las
integrales puede ser hecho de la misma manera.
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5.5 Apéndice E: Programa de la doble rendija

Se utilizó el método del split - operator o método espectra l para resolver la
ecuación de Schr ódinger car tesiana bidimensional y adimcnsional,

.al/; 1 2
1 - = --\1 l/; + V(x y)l/;

Bt. 2M '

2 82 82

dond e \1 = ~ + [j:::'I '

El método del spfit - operator establece que,

(5.37)

(5.38)

En eco (5.38), los errores debido a la no conmutat it idad ent re p y x origin an el
término de orden 3 en b..t.

El efecto del operador,

(5.39)

sobre la función de onda al tiempo to, 'l/J (x, y , to), es equivalente a resolver la
ecuación de onda para la partícula libre,

(5.40)

a un tiempo ~t con precisamente, la 'l/J(x, y, to) como la función de onda inicial.
La solución a la ec.(5 .40) se obtiene utilizando la representación en series de
Fourier, esto es,

N / 2 N/2 2 .

'l/J (x, y , t) = L L 'l/Jmn (t)exp(~l ( mx + ny ) )
m =-N/2+1 n=-N/2+1

donde

( ót) ( (b..t ) (21ri)2 (2 2))'l/Jmn to +"2 = 'l/Jmn(tO)exp - i 4M L;; m + n

(5.41)

(5.42)

y Lo es la longitud de un lado del cuadrado del area computacional.
Resumiendo, el método del sp lit - operator se basa en la ecuación (5.38)

donde el lad o derecho es equivalente a realizar primero una propagación de una
partícula libre du rante un incremento de medio t iempo, a continuación viene un
camb io de fase debido a la acción de la función potencial aplicada sobre todo
un incremento de tiempo, y finalmente se tiene nuevamente una propagación
adicional de partícula libre.

El siguiente programa en Fortran calcula la evolución de la función de onda
de un electrón que pasa por un par de rendijas. La salida del programa son las
dos funciones <jJ(xo,y, to) Y 'l/J (xo, y, to) correspondientes a la sección (2.3). La
primer función de onda corresponde a un electrón que pasa por dos rendijas y
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que por lo tanto presenta interferencia mientras que la segunda función repre­
senta a un electron que fue detectado por un aparato de medición y que por lo
tanto no presenta el patrón de interferencia.

PROGRAM DOBLERENDIJ A

*************************************************************************

*
Programa que da la evolución de la función de onda de un *
electrón que pasa por dos rendijas. *
*
FI(I,S ) = Función de onda un electrón que pasa por dos *
rendijas y que por lo tanto present a interferencia *

*
PSI(I,s) = Función de onda de un electrón que fue visto *
por un aparato de medición y que por lo tanto no *
presenta interferencia. *

*
VARIABLES UTILIZADAS : *

*
L = Longitud de la caja bidimensional *
dT = Intervalos de tiempo . *
OMEGA = Energía del primer estado excitado del átomo. *
KA = Magnitud del vector de onda. *
VE = Constante de normalización de los modos del campo . *
PO = Momento de la onda inicial gaussiana. *
DY = Ancho de las rendijas. *
D = Separación entre las rendijas. *
Pot= Potencial producido por dos rendijas. *
NU = Número de iteraciones. *
DX = Extensión del potencial de las rendijas en dirección x *
M = Masa del electrón (en este caso = 1) * .
AMP= Amplitud del potencial de las rendijas. *
************************************************************************

complex*16 fimas(512,512), fimenos(512,512)
double precision x, y, pot(512 ,512), at(512,512) ,
dt , 1, m, p, d, dy, dx , omega, ka , ve, xn
COMPLEX*16 C1, C2, C3, A(512,512), B(512,512), G(512,512)
INTEGER 1, S, N, MAX, NU
NU = 10 .
MAX = 512
L = lO.OdO
M = l.OdO
P = 3.14159265359dO
D = O.ldO
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DY = O.5dO
DX = O.5dO
OMEGA = l. OdO
KA = 6.283l8530717959dO
VE = 1.OdO
PO = 1O.0dO
AMP = 500.0dO

*******************************************************************
SE DISCRETIZA EL PLA NO X-Y A MANERA DE TENER UN REJILLA O
RED *
EN DONDE SE EVALUAN LAS FUNCIONES. EXISTEN 512 * 512 PUN­
TOS . *
(MAX = 512 ). EL ORIGEN DEL SISTEMA SE CONSIDERA EN LA ES­
QUINA *
INFERIOR IZQUIERDA DEL CUADRADO EN CUESTION : L = 512 *
******************************************************************

xn = O.OdO
do 51 1=1, max
do 52 S=l , max
x = L*dble(I-l. )/dble(max)
fimas(I,S) = (l.OdO/
dSqrt(dSqrt(3.14159265359dO)*O.2dO))*
exp(-(l.OdO/(2.0dO*(O.2dO**2)) )*( (x-2.01l 71875dO)**2)+
(O.O,l.O)*PO*(x - 2.01171875dO))
fimenos(I ,S) = fimas(i ,s)
xn = xn + (O.5dO) *(abs(fimas(i,s))**2 +
abs(fimenos(i,s))**2 )
52 CONTINUE
51 CONTINUE

******************************************************************* *~

SUBRUTINA PARA NORMALIZAR A LA FUNCIÓN DE ONDA 4>. SE
TRATA *
DE UN PAQUETE DE ONDAS GAUSSIANO *
**********************************************************************

do i = r, max
do s = 1, max
fimas(i,s) = fimas(i ,s)/sqrt(xn)
fimenos(i ,s) = fimas(i ,s)
end do
end do

*******************************************************************
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FUNCIÓN QUE DESCRIBE EL POTENCIAL DE DOS RENDIJAS . *
******************************************************************

DO 23 1=1 , MAX
DO 24 S=l , MAX
X = L*dble(I-1. )jdble(MAX)
y = L*dble(s-1.)jdble(max)
IF ((( (Y.GE.(Lj 2.0dO - D )) .AND.
(Y.LE. (Lj2.0dO + D))).OR.
((Y.GE.(Lj 2.0dO + D + DY)) .AND.
(Y.LE.L)) .OR. ((Y.GE.(O.OdO)) .AND.
(Y.LE.(Lj2.0dO - D - DY)))).AND.
((X.GE.(3A9609375dO-dX) ).AND.
(X.LE.3 A9609375dO+dX)))TH EN
POT(I,S) = amp*Exp(-((x-3.49609375dO)**2)jO.05dO)
ELSE
P OT (I,S) = O.OdO
ENDIF
24 CONTINUE
23 CONTINUE

**********************************************************************
FUNCIÓN QUE DESCRIBE EL POTENCIAL DE UN ÁTOMO GAUSSIANO.

*
*********************************************************************

do 25 1=1 , max
do 26 S=l, "max
X = L*dble(I-1.) jdble(MAX)
y = L*dble(S-1.) jdble(MAX)

. if ( ((x .geA.1015625dO).and .(x.leA.4921875dO)).and .
* ((y.ge.2.55859375dO).and.(y.le.7.44140625dO))) t hen
AT(I ,S) = (150.0dO)*Exp(-((x - 4.296875dO)**2 +
* (y - 5.OdO)**2)jO.1dO)
else
at(i,s) = O.OdO
endif
26 continue
25 cont inue

******************************************************************
SE COMIENZA A ITERAR A INTERVALOS DE TIEMPO DADOS POR DT

*
EN ESTE CASO "NU" DETERMINA EL NÚMERO DE ITERACIONES *
*****************************************************************
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dT = O.OldO
do 111 n = 1, nu

****************************************************************
CÁLCULO DE FACT ORES PARA LA EVOLUCIÓN ESPACIAL. *
SE CONSIDERA AL ÁTOMO. *
***************************************************************

DO 27 1=1, MAX
DO 28 S=lJ MAX
A(I,S)= Exp(-(0.0,1.0)*dt *(omega+pot(i,s)+ at(i,s)))
B(I,S)= Exp(-(0.0,1.0)*dt*(omega+ pot (i,s)-at(i,s)))
2 8 CONTINUE
27 CONTINUE

********************************************************************
SE APLICA TRANSFORMADA RÁPIDA DE FOURIER A LAS FUNCIONES
FI *
Y PSI DISCRETIZADAS LINEAS ARRIBA. ESTA FUNCIÓN LA REALIZA

*
LA SUBRUTINA EVOLUCION(FI ,PSI,dT ) DONDE dT ES UN INTERVALO
DE *
TIEMPO FIJADO POR EL USUARIO. (dT = 0.01) *
*******************************************************************

call evolucion(fimas,fimenos,dT)

***************************************************************
FACTORES QUE INTERVIENEN EN EL POTENCIAL DEL ÁTOMO *
**********.***************************************************

do i=l, max
do s= l, max
fimas(i ,s) = a(i,s)*fimas(i,s)
fimenos(i,s) = b(i,s)*fimenos(i,s)
end do
end do

******************************************************************
UNA SEGUNDA EVOLUCIÓN LIBRE *
*****************************************************************

call evolucion(fimas,fimenos,dt)

******************************************************************
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COMPRO~ANDO LA NORMALIZACIÓN *
*****************************************************************

xn = O.OdO
do s = 1, max
do i = 1, max
xn = xn + abs((O.5dO)*(fimas(s ,i)+fimenos(s,i)))**2
end do
end do

******************************************************************
ARCHIVOS QUE GUARDAN LA NORMALIZACIÓN Y FUNCIO NES DE
ONDA *
*****************************************************************

write (7,*) xn
if (n.eq.10) then
do i = 1, rnax
do 34 S=l , max
write (8,*) i, s, abs(O.5dO*(fimas(240,s) +
fimenos(240,s)))* *2
write (9,*) i, s, abs(O.5dO*(O.OdO,1.0dO)*
(fimas(240,s) - fimenos(240 ,s)))**2
34 continue
end do
end if

111 conti nue

****************************************************************
FIN DEL PROGRAMA PRINCIPAL *
***************************************************************

STOP
END

*****************************************************************
SUBRUTINA PARA APLICAR EL OPERADOR EVOLUCIÓN SOBRE *
LOS VALORES DE FI Y PSI. *
****************************************************************

SUBROUTINE EVOLUCION(F Il,PSIl,dT)
REAL*16 X1,Y1, dT l, P, M, L1, VR1(524288), VR2(524288)
COMPLEX*16 Z, H(512,512), W(512,512), FIl(512,512),
PSIl(512,512), w1(512,512)
INTEGER J, K, maxl , V(2)
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}.1AXl = 512
L1 = 1O.0dO
}.1 = l.OdO _
P = 3.14159265359dO

*****************************************************************
CAMBIANDO A UN ARREGLO UNIDIMENSIONAL CON PARTE REAL *
E IMAGINARIA CONSECUTIVAS *
****************************************************************

call vector(fil ,psil ,vrl ,vr2 )

v(l ) = maxl
v(2) = maxl

******************************************************************
LLAMANDO AL ALGORITMO DE LA TRANSFORMADA RAPIDA DE
FOURIER *
BIDIMENSIONAL. *
*****************************************************************

CALL FOURN(VRl ,V,2,-1)
CALL F01JRN(VR2,V,2,-1)

******************************************************************
REGRESANDO LOS ARREGLOS UNIDIMENSIONALES A ARREGLOS BIDIM

*
SIONALES. EN ESTE CASO VRl ES GUARDADO EN FI(J ,K) Y VR2 EN *
PSI(J,K). * .
*****************************************************************

CALL ARREGLO(VRl ,VR2,FIl,PSIl)

******************************************************************
CONSTRUCCION DE EXPONENCIALES DE SPLIT OPERATOR *
*****************************************************************

xl = -l.OdO
DO 3 J = 1, MAXl/2 + 1
xl = xl + l.OdO
yl = -l.OdO
DO 4, K=l¡ MAXl/2 + 1
yl = yl + l.OdO
h(J,K) = Exp(-(O.OdO,l.OdO)*(O.OldO/4.0dO)*
((2.OdO*P/Ll)**2)*(xl**2 + yl **2))
filU ,k) = h(j ,k)*filU,k)
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psil(j ,k) = h(j,k) *psil(j ,k)
4 CONTINUE
3 CONTINUE

xl = -1.0dO
do 62 j = 1, maxl /2 + 1
xl = xl + 1.0dO
yl = dble(maxl )/ 2
do 63 k = ma.xl/2 + 2, ma.xl
yl = yl + 1.0dO
h(j ,k) = exp(-(O.OdO,1.0dO)*(O.01dO/4.0dO)*
((2.0dO*P /Ll )**2)*(xl**2 + (y l - dble(ma.xl))**2))
fil(j ,k) = fil(j ,k)*h(j,k)
psil(j,k) = psil(j ,k)*h(j ,k)
63 continue
62 continue

xl = dble(maxl)/2
do 64 j = ma.xl/2 + 2, maxl
xl = xl + 1.0dO
yl = -1.0dO
do 65 k = 1, maxl/2 + 1
yl = yl + i .OdO
h(j,k) = exp( -(O.OdO,1.0dO)*(O.01dO/4.0dO)*
((2 .0dO*P /Ll)**2)*((xl-dble(ma.xl))**2 + yl **2))
fil(j ,k) = fil(j,k) *h(j,k)
psil(j,k) = psil(j ,k)*h(j ,k)
65 continue
64 continue

xl = dble(ma.xl)/2
do 66 j = maxl/2 + 2, maxl
xl = xl + 1.0dO
yl = maxl/2 do 67 k = maxl/2 + 2, maxl
yl = yl + l.OdO
h(j,k) = exp(-(O.OdO,l.OdO)*(O.OldO/4.0dO)*
((2.0dO*P/Ll)**2)*((xl - dble(maxl))**2 +
(yl - dble(maxl))**2))
fil(j,k) = fil(j,k)*h(j ,k)
psil(j ,k) = psil(j,k)*h(j ,k)
67 continue
66 continue-

*****************************************************************
ANTITRAN8FORMADA DE FOURIER *
****************************************************************
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CALL VECTOR(FIl ,PSll ,VRl ,VR2)
CALL FOURN(VRl ,V,2,1)
CALL FOURN(VR2,V,2,1)
CALL ARREGLO(VRl ,VR2,FIl,PSll)

*****************************************************************
FABRICANDO FIl(J ,K) Y PSIl(J ,K) *
****************************************************************

DO 20 J=l , MAXl
DO 21 K=1, MAX1
FIl (J ,K) = FIl (J ,K)/ (dble(MAXl )*dble(MAXl ))
PSIl(J,K) = PSIl(J ,K)/(dble(MAXl)*dble(MAXl))
21 CONTINUE
20 CONTINUE

RETURN
END

*******~*******************************************************

SUBRUTIN A QUE CAMBIA UN ARREGLO BIDIMENSIONAL A UN AR­
REGLO *
UNIDIMENSIONAL. *
**************************************************************

SUBROUTINE VECTOR( FIl ,PSIl ,VEC1,VEC2)
COMPLEX*16 FIl(512,512), PSIl(512,512)
REAL*16 VEC1(524288), VEC2(524288)
INTEGER J , K, R, MAX2
MAX2 = 512
R=O
DO 5 J=1 , MAX2
DO 6 K=1, MAX2
R=R+1
VEC1(R)= REAL(FIl (K,J ))
VEC2(R)= REAL(PSIl (K,J ))
R=R+1
VEC1(R)= IMAG(FIl(K,J ))
VEC2(R) = .IMAG(PSIl (K,J ))
6 CONTINUE
5 CONTINUE
RETURN
END

***************************************************************
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- ---- - - - - - - - - -- - - - -

SUBRUTINA QUE CAMBIA UN VECTO R A UN ARREGLO BIDIMEN­
SIONAL. *
**************************************************************

SUBROUTINE ARREGLO(VECT1,VECT2,FI2,PSI2)
COMPLEX*16 FI2(512,5l2), PSI2(5l2 ,5l2)
REAL*16 Xl, X2, VECT1 (524288), VECT2(524288)
INTEG ER J , K, S, MAX3
MAX3 = 512
S=O
DO 7 J=l, MAX3
DO 8 K=l , MAX3
S = S+l
Xl = VECTl(2*S-1)
Yl = VECT1 (2*S)
X2 = VECT2(2*S-1)
Y2 = VECT2(2*S)
FI2(K ,J) = CMPLX(vectl(2*s-1),vectl(2*s))
PSI2(K,J) = CMPLX(vect2(2*s-1) ,vect2(2*s))
8 CONTINUE
7 CONTINUE
RETURN
END

*****************************************************************
SUBRUTINA QUE REEMPLAZA DATA POR SU TRANSFORMADA DE
FOURIER *
DISCRETA N-DIMENSIONAL SI ISIGN ES 1. SI ES -1 ES LA INVERSA . *
NN(NDIM) ES UN ARREGLO ENTERO QUE CONTIENE LA LONGITUD
DE *
CADA DIMENSION (EJEM. (32,64) IMPLICA 32*64 DATOS). *
DATA ES UN ARREGLO UNIDIMENSIONAL DE 2 VECES EL PRODUCTO

*
DE ESRAS LONGITUDES. *
****************************************************************

SUBROUTINE FOURN (DATA, NN, NDIM, ISIGN)
INTEGER ISIGN ,NDIM,NN(NDIM)
REAL*16 DATA(524288)
INTEGER Il,I2,I2REV,i3,I3REV,IBIT ,IDIM,IFPl,IFP2,IPl ,IP2,
IP3,Kl ,K2,N,NPREV,NREM,NTOT
REAL*16 TEMPI,TEMPR
DOUBLE PRECISION THETA,WI,WPI,WPR,WR,WTEMP
NTOT=l
DO 11 IDIM=l , NDIM
NTOT=NTOT*NN(IDIM)
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11 CONTINUE
NPREV = 1
DO 18 IDIM= l , NDIM
N=NN (IDIM)
NREM = NTOT/(N*NPREV)
IP1=2*NPREV
IP2=IP1*N
IP3=IP2*NREM
I2REV = 1
DO 14 I2=1 ,IP2 ,IP1
IF(I2 .LT.I2REV)THEN
DO 13 I1=I2,I2+lPl-2 ,2
DO 12 I3=I1 ,IP3,IP2
I3REV=I2REV+13-12
TEMPR=DATA(I3)
TEMPI=DATA(I3+1)
DATA(I3)=DATA(I3REV)
DATA(I3+1)=DATA(I3REV+ 1)
DATA(I3REV )=TEMPR
DATA(I3REV + 1)= TEM PI
12 CONTI NUE
13 CONTINU E
ENDIF
IBIT=IP2/2
1 IF ((IBIT.GE.IP 1).AND.(I2REV .GT.IBIT)) THEN
I2REV= I2REV-IBIT
IBIT=IBIT/2
GOTO 1
ENDIF
I2REV = I2REV + IBIT
14 CONTINUE
IFP1=IP1
2 IF (IFPl.LT.IP2) THEN
IFP2=2*IFP1
THETA=ISIGN*6.28318530717959DO/ (IFP 2/IP1)
WPR=-2.DO*SIN(O.5DO*THETA)**2
WPI=SIN(THETA)
WR=l.DO
WI=O.DO
DO 17 13=1, IFP1 ,IP1
DO 16 I1=I3,I3+IPl-2,2
DO 15 I2=I1 ,IP3,IFP2
K1=I2
K2=Kl+IFP1
TEMPR=SNGL(WR)*DATA(K2)-SNGL(WI)*DATA(K2+ 1)
TEMPI=SNGL(WR)*DATA(K2+ 1)+SNGL(WI)*DATA(K2)
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DATA(K2)=DATA(K1)-TEMPR
DATA(K2+1)=DATA(K1+ 1)-TEMPI
DATA(K1)=DATA(K1)+TEMPR
DATA(K1+ 1)=DATA(K1+ 1)+TEMPI
15 CONTINUE
16 CONTINUE
WTEMP=WR
WR=WR*WPR-WI*WPI+WR
WI=WI*WPR+WTEMP*WPI+ WI
17 CONTINUE
IFP1=IFP2
GOT02
ENDIF
NPREV=N*NPREV
18 CONTINUE
RETURN
END
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On the necessity of the postulate of the collapse of the wave

function: an explicit calculation of the "double-slit" problem.
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Abstract

Based on numerical calculations of the two-slit problem, we object van Kamp­

ens proposal that the collapse of the wave funct ion is an unnecessary postulate

of Quantum Mechanics if the measuring apparatus is included in a unitary

evolution of the system-apparatus. We argue that van Kampen's interpreta­

tion does not substitute the collapse postulate, it is not precise and it appears

impracticable.

Basados en cálculos numéricos del problema de las dos rejillas, objetamos la

propuesta de van Kampen de que el colapso de la función de onda sea un

postulado innecesario de la Mecánica Cuántica si el aparato de medición se

incluye en una evolución unitaria del conjunto sistema-aparato. Argüimos

que la interpretación de van Kampen no sustituye el postulado del colapso,

no es precisa y parece ser impracticable.

PACS: ü3.65.Bz
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It is already an old and unaba ted discussion the meaning of the collapse of the wave

function . In the formalism set up by von Neumann [1], and in fact already pointcd out by

Heisenberg [2], it is discussed that there is a need for an additional postulate that establishes

that once a measurement on a quantu m system has been performed, the unitary evolut ion

of the system wave vector ceases to be valid and the state suddcnly collapses and takes one

of the allowedeigenstates of the operator corresponding to the measur ed quantity. What

constitutes a measurement and how the system takes on the given value of the wave func­

tion are also aged questions and there is a plethora of discussions in the literature [3]. It is

certainly not our purpose to discuss them here. There is, howcver, an alternative point of

view very clearly summarized by van Kampen [4] and certainly advocated by oth er authors ,

in which it is argued that there is actu ally no need to stipulatc the additional postulate of

the collapse of the wave function. Instead, the alt ernative idea is based on the fact that

the measuring apparatus is also a quantum system and that the act of measuring is jus t

an interaction with the system under investigation . Therefore, the full description of the

combined system-apparatus should yield and explain the "collapse" of the wave funct ion.

The requirement for the measuring apparatus to be thus considered is that it should have

many degrees of freedom and that initially be prepared in a metastable state, such that the

measurement leaves it in a stable state and the transit ion becomes irreversible in the macro­

scopic sense. One first ambiguity on van Kampen's scheme is that th e macroscopic states

of the apparatus are not precisely defined, or identified, with single quantum eigenstates;

rather, they are loosely defined in terms of collections or densities of states. Because of

the many degrees of freedom involved, the macroscopic states tend to lose coherence among

themselves such that after a certain characteristic time (Le. the coherence tim e) the inter­

ference among those states is almost negligible. Hence, for times after the system-app aratu s

interaction took place, longer than the coherence time, the probabilities for occurrence of

the macroscopic states can be considered as "classical". Th at is, even though there may be

many possible macroscopic states, only one wil!occur without any possible interference frorn

the other macroscopic states. Since each macroscopic statc is entangled with a given state
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of the microscopic system under investigat ion, following van Kampen, one can identify that

when the interaction took place the wave function of the microscopic syste m collapsed: It

collapsed from the wave function before the interaction wit h the apparatus to that enta ngled

with the given macroscopic state of the apparat us.

Although the previous explanation is very appealing and appea rs to demote the postul ate

of the wave function collapse to a derivedconcept , we do not find it satisfactory. Th e purp ose

of this note is to raise a several-fold object ion to van Kampen's interpr etation of the collapse

of the wave function . In the same vein as van Karnpen 's it is not our intention to philosophy

about Quantum Mechanics , but ra ther to limit ourselves as to how Quantum Mechanics is

and should be used in understanding physical phenomena. It is mainly in this sense that we

find that van Kampen's interpretation does not substi tute the collapse postulate, it is not

precise, and it appears impossible to put in practice.

The collapse of the wave function and th e problem of measurement are intimat ely linked

but they are not exactly the same problem. The first is the necessary concept to make

contact between, on the one hand , theoret ical description s and predi ctions of the evolution

of a closed system under a given system Hamiltonian and , on the other hand, a given exper­

imental situation that is supposed to be able to extract t he eigenvalues and probabili t ies of

the different states of the system wíthout th e apparatus. Th e concept is necessary because

of the nature of the quantum mechanical description of natural phenofnena: The uncer­

tainty principie, the core of Quantum Mechanics, can only be consistent with a multi tude

of realizations rather than with a single one. Moreover, Quantum Mechanics is very precise

as to all the possible out comes of a given measurable variabl e and of their probabilities of

occurrence, but it is silent as to which of them will actually be realized. For the purposes

of discussing our objections to van Kamp en's arguments we would also like to pose the

concept of the collapse in an equivalent manner. That is, one can argue that one does not

need to follow the time evoluti on of the wave function and that what really matters are the

measurable quantiti es such as the eigenvalues of the observables and the transítíon proba­

bílítíes between gíven initial and final states (corresponding to a complete set of commuti ng
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observables, or, in the standard interpretation, to a complete set of specified measurements)

notwithstanding what happ ens in the interim. This is equivalent to the collapse since the

transition probabili ties indicate the multitude of the final states and in a given experiment

only one of them occurs.

The measurement problem deals more with the loss of coherence among macroscopic

states. That is, what van Kampen 's has clearly shown is that interaction of microscopic

systems with macroscopic objects leads, to a large extent, to a conversion of quantum

probabilities into classical probabilities and that this result can be used to understand how

a measuring apparat us works. Indeed, the Schródinger cal. "paradox" can easily be resolved

in this way: the cal. acts as a measuring apparatus for the decaying atom that tr iggers

the "killing" mechanism. Thus, van Kampen's measurement description is very helpful in

understanding how macroscopic, "classical" objects (such as ourselves) appear to fol1ow

the rules of classical probabilities (based on our ignorance) rather than those of quantum

mechanics with their "nonintuitive" interference effects.

In order to explicitely show our objections we shal1 analyze the Young two-slit problem

using a (streamlined) version of van Kampen's measuring apparatu s. We mention that

van Kampen himself [5] has given an approximate d ca1culation of his model, and for that

matter Feynman in his Lectures [6] also describes those results. Here we show an exact

(numerical) solution of the diffraction of a wave packet through a two-slit screen with and

without th e presence of a measuring apparat us. Let us briefiy review the model for the

two-slit experiment and th e typical explanat ion given when t rying to find out which slit

the particl e went through [7]. A two-dimensional "elect rón" initial1y prepared in a wave

packet state (or in a plane-wave state) incides normally on a screen with two "holes" and

its position is registered on a "photographic plate" placed on the other side of the screen,

see Fig. 1. Under these conditions the probability of finding the particle on the plate , al.

any given time, shows th e interference caused by the presence of the two slits. It is argued

that if one tries to "see" which hole the particle went th rough, the interference is destroyed.

(For definiteness, let us consider the case where one looks for the electron after it passes
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through the holes.) T he simplest explanation is that the measuring apparatus that detects

the position of the electron makes thc wavc function to collapse to that positio n and, from

there, a new wave function fans out. Since the detecto r is "on the other side" of the screen,

the new wave function does not pass through the holes and, therefore, shows no interferencc.

Van Kamp en argues that it is unnecessary to appeal to the collapse of the wave function.

Instead , he proposes that the measuring apparat us be considered as part of an ovcrall uni tary

system-apparatus description. Th e "collapse" is then taken into account by the observation

that the states of the detector , consistent when there is no detection, are orthogonal to the

states when ther e is detection. Even though the apparatus is in a superposition of states,

it is assumed that there can be no interference between those states by appealing to the

behavior of macroscopic systems . When there is detection , van Kampen shows generally [4]

that th e interaction with the apparatus acts as a "source" and a wave function indeed fans

out from th e position of the apparatus. In the process of "measuring" the detector makes an

irreversible transition that "permanently" registers the position of the electron. However,

and because of the unitarity of the evolution, we emphasize that for the cases when the

apparatus does not make th e irreversible tr ansition , and purposely does not detect , it still

does detecto That is, even when it is not "detected" the resulting electron wave function is

nevertheless modified from th e case when there was no detector at all. In our opinion this

poses a serious objection to van Kamp en's arguments [4] . van Kampen himself [4] points out

to this aspect but somehow plays it down and his argument is that, in any case, when the

"detection" is successful the collapse occurs. We shall discuss below that one can say that

in both cases, i.e. detection and no detection , the wave function collapses. We shall argue

that this ambiguity at the macroscopic level indicates that th e necessity of the collapse has

not been avoided. This fact, namely, that the detector infiuences the evolut ion of the system

even if th e det ection does not occur , has already been discussed by other authors, see Refs.

[8-10], in the search for a sati sfactory understanding of the measurement problem.

We now present the model and the exact (albeit numerical) results. As sta ted aboye

the syst em is one electron and a screen with two slits. The measuring apparatus is an atom
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together with the electromagnetic radiation field. Th e atom is initially prepared in an excited

state with a forbidden t ransition to the ground state. If thc elcctron passes near the atom,

the lat ter becomes polarized and the atomic transition is then possible with the emission of

a photon in any direction. The photon can be further registered but van Kampen indicates

that it is not necessary to include it since the decayed ato m acts as a permanent record of

the passage of th e electron; we return to this point below. Considering the energy of the

ato m in the ground state to be zero and n in the excited state, the Hamiltonian of the

system-apparatus is (h = e = m = 1)

H = _~V'2 + Vs(T) + ~n (1+ O"z) +~ ka~af - iu(r)O"x~ vf (af - aD , (1)
k k

where Vs(T) is th e potential of the two-slit screen; the third and the fourth ter ms represent

the atom and the radiation free Hamiltonians and the last term is the interaction between the

electron and the apparatus; a, are the Pauli matri ces. The interaction term is the product

of the electri c field t imes the dipole moment operato r and whose strength depends on the

function u(r); this , in turn, is supposed to be different from zero only in a small region of

space. The coefficients Vk involve the normalization of the field modes and the form factor

for the allowed values of k in th e dipole approximation.

The states of the overall system-app aratus may be written as,

IIlI(t)) = I/>(i, t) 1+; O) + I>h (i,t) 1-;k) . (2)
f

The state 1+; O) represents the atom in the excited state and no photons, while the state

1-;k) is the atom in the ground state and one photon with momentu m k. The amplitudes

I/>(i, t) and 1/Jf(i, t) are th e electron wave functions when there is no ato mic transition and

when there is, respectively. Th e orthogon ality of the atorn-radiat ion states guarantees no

interference between th ese electronic amplitudes. In this point we must assume that , in

practice, it would be very difficult to produce a furth er measurement on th e apparatus that

would yield interference between those states. Since both the measuring at om and the wave

packet have finite spatial ext ensions, there is a finite time durin g which the transition can

occur. This may be considered as the coherence time in this model.
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- --- - - - - - - - - - - - - - - -

Schródinger equation for this problem yields the following set of equations:

i :t </J = (- ~ \72+ v.,(f) + n) </J - iu(f) 2; Vf1ff
k

and

(3)

(4)

for all E. In arder to be able to perform explicit numerical calculations we now make further

assumptions on the apparatus. These assumptions, although making it lose some of its

genericity, preserve the main requirements to qualify it as an "apparatus" . These are: (a)

the atomic transition is very sharp in energy; that is, the width of the t ransition line is

considered much smaller than any other relevant energy parameter. This implies that as the

atom makes the transition with energy n, the frequency of the emit ted photon is k ~ n. (b)

The emission is isotropic; that is, there is equal probability for emission in any direction .

Assumptions (a) and (b) are implemente d throug h the value of the coupling coefficients vf.

Namely, we approximate uf = Uk ~ u if k ~ n, and vf ~ Ootherwise. Note that, still, there

are an infinite number of possible directions for the emitted photons, and thus, one still

faces an infinite number of equations (3) and (4). However, using a very particular choice of

initial conditions the problem can drastically be reduced to only two equations: Far in the

past ,' the overall state is such that the electron is in a state </J(T, t -+ - (0 ), th e atom in the

excited state 1+) , and the radiation field with no photons present,

1'lJ (t -+ - 00)) = </J(f,t -+ - 00) 1+ ;0). (5)

This implies that 1ff(f, t -+ -00) = Olor all k. \Ve now choose the initi al state of the

electron </J(f, t -+ (0) as a wave packet localized far away from the two-slit screen. Using
o

this initial condition in Eqs.(3) and (4) together with assumptions (a) and (b), it is very

easy to check that for all k i- n, 1f¡: (T' t) = Ofor all time. For IEI = n all 'I/J¡:(T, t) are indeed

different from zero, but they are all identical. In words this means that if the atom emits,

the probability of further finding the electron at a given position f is independent of the
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direction in which the photon was emitted. Thus , we need to salve only two equations of

the infinite set (3) and (4). This can clearly be secn if we sct

( )

- 1/ 2

1/J¡;(i, t) = 1/J (i, t) {;

and

( )

1/ 2

v=v L '
k=fl

(6)

(7)

where Lk=fl is the sum of all the electromagnetic modes with wave vector magnitude equal

to n. The coupled equations to be solved now are

(8)

and

(9)

subject to the aforementioned initial conditions. It can also be verified that while the overall

state is given by Eq.(2), the normalization condition reduces to

(10)

with 4> and 1/J being not orthogonal, in general. We stress that while the apparatus is still

macroscopic in the sense of having a very large number of degrees of freedom, the analytic

simplification to only two amplitudes is not only a consequence of assumptions (a) and (b)

aboye, but also a consequence of the peculiar initial condition. The irreversibility of the

measurement remains guaranteed, since once the atom emits it remains in the ground state

1-)·

We now proceed to discuss the numerical results of Eqs.(8) and (9). The equations were

solved using the split-operator method [11] . In Fig. 1 we show the position of the screen

with the slits and the position of the atom. In order to facilitate the numerical calculation ,

the "walls" of the screen are not infinite but rath er a vcry high and sharp Gaussian function .
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We have verified, not shown here, that the tunneling through those barr iers is completely

negligible for the times that we choose to ana lyze the wave functions. The strength function

u(r ) of the atom in Eqs.(8) and (9) is also ta ken to be a Gaussian function. The component

cP(r,O) of the initial state of the electro n is a minimum uncertainty wave packet in the

propagating direction x and constant in the y direction, paral!el to the screen. The center

of the wave packet moves initially with a given velocity pointing towards the screen. The

component "l/J (r, O) of the initial sta te is chosen to be zero. We chose arbit rary values for

al! variables such that the numerical procedure worked wel! and the results were easily

interpretable.

In the fol!owingset of figures we show the probabilities IcP(r,to) 12 and I"l/J(r, to)12 of finding

the electron at the position r = (xo, y) with Xo a fixed position to the right of the screen and

as a function of the vertical variable y. The time to is arbitrary but the same for all figures.

In Fig. 2 we show the probability IcP¡(r, toW for the case when there is no atom and ,

therefore, the component "l/J (r, t) equals zero al! the time. We can clearly see the expected

symmetric interference pattern, with sorne diffraction due to the finite width of the slits.

This is the result with which we shal! compare the fol!owing cases.

Figs. 3 shows the probabilities IcP(r,toW and I"l/J(r,toW when the detecting atom is

placed near one of the slits. The cases (A) and (B) correspond to different strengths of the

interaction of the electron with th e atom . We note that as the strength is increased the

wave function "l/J (r, to) of th e "detected" electron is more noticeable and , indeed, it shows no

interference (though again, sorne diffraction due to the finite size of the holes, see below). At

the same time , th e wave function cP(i, to) of the electron that was not "detected" becomes

more and more deformed precisely in the region where the detected part appears, clearly

showing the presence of the atom. This can easily be seen by comparing Figs. 2 and 3.

The set of Figs . 4 show th e probabilities IcP(r,toW and I"l/J(r,toW when the detectin g

at om is placed exactly in th e middl e between the slits. Again, t he different cases correspond

to increasing electron-atom interaction strength and, once more, the presence of the atom

in both probabili ty amplit udes is evident . For a clearer conclusion of this point we refer the
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reader to compare Fig. 2 with the probability 11'(i, toW of Figs. 3 and 4.

We would Iike to point out to thc small oscillations of the amplit ude of 1/; (1" , to) in Figs.

3 and 4. Th ese oscillat ions are due to the diffracti on caused by the finite sizes of the slits

and the detecting atom . Th at is, those oscillat ions are not a sign of interference of the wave

function passing through bot h slits . In Figs. 3A and 3B the diffract ion is more c1early

seen beeause th e atom is placed "asymmetrically" with respect to the slits (not icc tha t the

oscillations are also asymmetric). In Fig. 4A the effect is not seen at the scale of the plot

but in Fig. 48 the effect is again visible because of the larger intensity of the electron-ato m

interaction, and it is symmetric in this case.

It is also instructive to verify that if one chooses "not to see" whether the at om emitted

or not , the sum of the probabili ties 11'(i, toW + 11/;(i, toW does not equal the probability

11'¡ (i, toW when therc is no atom. Th at is, contrary to many pedagogical and qualitat ive

discussions, the result is different if the detector is present from the case when there is no

detector, whether one chooses to see or not , simply because the evolution of the system

occurs under different Hamiltonians. See Fig. 5.

Our main objecti on is that van Kampen 's connotation of collapse appli es equally well to

the case when the detection is successful and to the case when it is not , as opposed to his

stance that the collapse occurs only when th e deteetion act ually happened. In the figures

aboye one sees that the wave function 1'¡ (i, t) collapses to eiiher to 1'(i, t) or to 1/;(r, t) when

th e apparatus is presento This is more c1early seen in cases (B) of Figs. 3 and 4. To call

"collapse" only to the case when th ere is detection, because the wave function seerns to

spatially collapse to the position of the atom , is arbitrary: Th e usual connotation of the

concept of collapse refers to the reduction of an arbi trary wave function to an eigenstate

of the measured observables. The apparatus of van Kamp en is designed to measure the

position of the electron at the atom 's location and , it could be argued, th e collapse should

only apply to the case when the atom makes the transit ion. However, it is evident that the

wavefunction is modified in either case and there is no right to call one case a "measurement"

and not to the other one. This is a very important objection to van Kampen's arguments;

10



that is, for the case when there is no transition, even though the apparatus remains in a

metastable state, one must consider it as "stab le" as when the transition occurred. This is

the only way that one could a posteriori distinguish one case from the other and attach a

"classical" probability J dfJ7I'1 2 to the "successful" case and J di14>1 2 to the "unsuccessful''

one, However, even with this observation, van Kampen's idea still seems very attractive

because it appears to show that the interaction of a macroscopic system with a microscopic

one always "collapses" the wave function of the latter, in the sense that after the interaction

has taken place (and for times longer than the coherence time) the different macroscopic

states occur with "classical" probabilities . However, the origin of the probabilities is not

classical since there is no underlying dynamics that if we knew, we could in principie predict

the outcome with probability equal to one, It is impossible because the origin is quantum

mechanicaL In other words, the macroscopic states also collapse. We have seen that even

when the purported measurement did not take place, the apparatus itself also "collapsed"

to other of its macroscopic states, and we do not know to which one. And again, in a

given realization of the experiment, only one state will occur. Thus, we are still facing the

"problem" that we can only predict the transition probabilities between initial and final

states, which we have argued is equivalent to the concept of the collapse. It is the lack of

coherence between macroscopic states, and therefore of interference, what seems to free us

from the particle-wave dilemma and, thus, of the apparent need for the collapse. But the

collapse concept is concealed there and we have appealed to it in order to give meaning to

the realization of the different macroscopic states.

The second objection, not unrelated to the previous one, is that even if we accept that

the collapse happened only when the transition occurred, the result is manifestly apparatus­

and measurement-dependent. In van Kampen 's original treatment, Ref. [4], he plays down

the role of the photon that the atom emits. It is said that the photon can be registered

by a photographic plate that one needs not to include in the description since the decayed

atom acts as a permanent record. Indeed. However, if one includes the photographic plat e

into the unitary description , the interference patterns will be different from the case when

11



it is not included. Thus , we end IIp with a theory whose results depend on what we use

to measure them. Although this crit ique may seem more of a practical usage rather than

of a fundamental difficulty, we find that this interpretation, in a sense, defeats the purpose

of the theory of Quantum Mechanics. That is, as a theory, the measurable predictions of

Quantum Mechanics are not only the eigenvalues of the operators but also the probabili ties

of such measurements. The values of those probabilities 'are completely depend ent on the

Hamiltonian used to evolve the system. The actual probabilities in a given set of actual

experiments may serve to deduce, if not the whole state, at least a partial knowledge of it .

And in most practical cases one is interested in the probabilities (or states) corresponding

to the evolution under a given syst em Hamiltonian in the absence of the apparatus. In other

words, Quantum Mechanics is used in everyday problems (such as atomic spectra, specific

heats and superconductivity) to find out states of systems tha t have at tached a particular

system Hamiltonian. How one m easures the corresponding physical quantities in order to

extract the probabilities pertaining to a given state is not a problem of Quantum Mechanics,

but rather, it is part of our tasks to be able to subtract the effectof the measuring apparatus

and find out the state in the absence of th e detector. As a simple exampl e, we all believe it

is meaningful and useful to know the naturallinewidth of, say, an atomic transition; such a

knowledge can only be inferred from experiments that necessarily include the effects of the

surroundíngs (other than the electromagnetic vacuum) and the measuring apparatus. [12]

We find that van Kampen's analysis is an excellent example of an actual measuring

apparatus that shows that Quantum Mechanicscan indeed describe a measurement ; specially

the fact that in order to go from "quantum" to "classical" probabilities th e apparatus must

have a large number of degrees of freedom and that the partial knowledge of the whole wave

function yields an increase in entropy of the macroscopicstate. [4] And indeed, van Kampen 's

analysis refiects the fact that a measurement "collapses" the wave function. However, many

questions remain blurred and imprecise. For instance, when does exact ly the macroscopic

states lose their coherence? how precise and definite is this incoherence? how large a

system must be to be considered macroscopic? how rigorous and precise can we make these

12



statements as a matter of principie? We should not disregard the experimentalist ingenuity

in preparing macrostates with longer and longer coherence times. As a matter of fact , the

possible success of the quantum computers will rest on the ability of maintaining many

qubits coherent for a long time. [13]

To summarize, the point of van Kampen is whether the collapse follows from the rules of

Quantum Mechanics or not o Our point is that the "problem" of the collapse, and its need, is

a consequence of the uncertainty principle, the core of Quantum Mechanics, and we cannot

dispose of it within th e th eory. The collapse postulate is what tells us that only one of the

realizations occurs. For microscopic systems the collapse concept is more poignant because

the interference effects cannot be neglected, but it remains tru e for macroscopic systems.
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FIGURE CAPTIONS

Figure 1. A sketch of the system, showing the box where the evolut ion is calculat ed

indicating the position of the screen with the two slits . Th e two posit ions of the ato m refer

to the cases of Figs. 3 and 4. The dotted line is the posit ion Xo where the registering plate

is placed. To the left of the screen the initial wave packet is also sketched.

Figure 2. Probability 14>¡(xo ,y, toW of finding the electron at the registering plate placed

in xo, see Fig. 1, for the case when there is no atom.

Figures 3. Probabilities of finding the electron at the registering plate placed in xo, when

the atom is placed above one of the slits , see Fig. 1. 14>(xo , y, toW is the pattern when the

atom does not emit a photon, and 11/J(xo, y , toW is when the atom emits a photon. (A) and

(B) refer to different strengths tí of the electron-atom interaction.

Figures 4. Probabilities of finding th e electron at the registering plate placed in xo, when

the atom is placed in the center between the slits, see Fig. 1. 14>(xo , y , toW is the pattern

when the atom does not emit a photon , and 11/J(xo , y , toW is when the atom emits a photon .

(A) and (B) refer to different str engths vof the electron-atom interaction ,

Figure 5. Comparison of the probabilities 14>¡(xo, y, toW when there is no atom, with the

sum 14>(xo, y, to)12 + 11/J(xo , y, toW of Fig. 3A. The latter is the total probability of finding

th e electron at the plate, indep endently of whether the at om registers or noto Note that

these quantities are different.
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We study wave packet interferometry (WPI) cons idering the laser pulse fields both c1assical and
quantum mech anically. WPI occurs in a molec ule after subjecti ng it to the interaction with a
sequence of phase-Iocked ultrashort laser pulses . Typically, the measu red quantity is the
fluoresce nce of the molecule from an excited electronic state. This signa l has imprinted the
interference of the vibrational wave packets prepared by the different laser pulses of the sequence.
The consideration of the pulses as quantum entities in the analysis allows us to study the
entanglement of the laser pulse states with the molec ular sta tes. With a simple mode l for the
molecul ar system, plus several ju stified approx imatio ns, we solve for the fully quant um mechanical
molecule-e lectromagnetic field state . We then study the reduced density matrices of the molecule
and the laser pulses separately. We calculate measurable corrections to the case where the fields are
treated c1assically. © 2005 American lnstitute 01 Physics . [DOI : 10.1063/1.1852456]

1. INTRODUCTION

Wave packet interferometry (WP I) appears to be a viable
technique for man ipul ating and controlling motion at the
atomic and molecular leve!. On the molecul ar side , coherent
preparation of vibrational wave packets in differen t elec­
tronie states of diatomic molecules, by pairs of phase- Iocked
ultrashort laser pulses, has been the focus of intense research
both experimentally'Y and theoretically.6-16 Interference of
wave paekets of atomi e Rydberg sta tes, prepared by se­
quenc es of laser pulses as well , has also been shown to be a
viable tech nique for atomie contro!.17-22In the present paper
we concentr ate on molecular WPI. The basic idea of WPI is
that the passage of a single ultrashort laser pulse, in reso­
nance with an electronie trans ition, say from the ground elec­
tronie state g to an excited electr onic state e, makes a "co py"
of the vibra tional sta te of the g-state to the e-state, thus leav­
ing the molecule in a coheren t superposition of vibrational
wave packets in both electronie states. Further passage of
another laser pul se, phase-Iocked with the previous one, pre­
pares a superposition of wave packets both in the e state that
interfere with each other. The subsequent ñuorescence of the
molecule, in its dec ay to the ground electronic state, registers
sueh an interference and it may be used as an experimental
probe . The experiment al demonstration of this faet was first
reported by Scherer et al .1

In all the theoretical analyses of WPI so far, the prese nee
of the laser pulses is treated semiclassically. Namely, the
molecule is a quantum object while the pulse is an extemal
time-dependent c1assical field. This is eertain ly justified since
the inten sity of the laser pulses is strong enough. However,
both as a matter of principIe and as the possibility of explor­
ing different experimental situations, here we present a the­
oretical trea tment in whic h the laser pulses are neither exter-

a)Author lo whom correspondence should be addressed. Electronic mail:
romero@fisica.unam.mx

nal nor c1assica!. That is, we treat the laser pulses fully
quantum mechanically. To aehieve this goal, we need lO de­
velop the quantum represe ntation of laser pulses. This is
done first, and then , in order to keep the treatrnent anal yti­
eally manageable, we make several furthe r simplify ing as­
sumptio ns. These are, mainly, to eonsi der a diatomic mol­
ecule with harm onic electronic energy surfaces, the Condon ,
and the rotati ng-wave (RWA) approximations, and the use of
perturbation theory. We also neglect dephasing due to rota­
tions and relaxation effeets due to the interaetion with the
environment and due to the fluorescence itself. The qu ick
dephasing due to rotatio ns has been shown to be avoidable in
gases at low temperature andlor with selective preparation of
the initial sta tes .4,5

The notion of entanglement is basie and pervasive in
quantum physics. The previous problem must show the con ­
sequences of this effeet by taking into account the quantum
nature of the radiation field, That is, the molec ule-field co u­
pling leads to a quantum correlation between these two sys­
tems and creates quantum states of the molecule-field system
qui te similar to the correlated Einstein-Podolski- Rosen
(EPR) two-particle states .23 This correlation survives after
the molec ule and field radiations have been separated, a situ­
ation called entanglement. Any detection perforrned on the
molecule after its interaction with the radiation has an imme­
diate effect on the state of the field and vice versa , and must
lead to measurable corrections, As we shall see, the simplest
consequences can be seen in the fluorescence interferogram
of the molec ule, and we suggest ways to detect this interfer­
ence in the pulses themselves. The study of entanglement of
photons with matter has been mainly perforrned in cavity­
QED (QED, qua ntum electrodynamics) experi rnents between
single atom s and a few photons .i" Here, we propose an al­
ternative sche me that occurs naturally in molecular WPI.
This is a first attempt, and as we shall see, the analysi s is not
as simple as in the case of a two- level atom with a single
photon mode but rather involves the full molecular vibra-

0021-9606/2005/122(9)/094 101/111$22.50 122,094101 ·' © 2005 American Institute al Physics
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tiona l manifo ld and the full photon field. We hope that future
research along this line may yield interestin g applications.

This paper is organi zed as follows. In Sec oII we present
the semiclassical calculation of the fiuorescence interfero­
gram due to the interacti on of a sequence of two ultrashort
light pulses with a diat omic molecule. Section III deals with
the quantum radiation field representation of a sequence of
two phase-locked ultrashort laser pulses. In Seco IV we re­
anal yze the problem discussed in Seco II tak ing into account
the quantum nature of the radiation field. We calculate the
reduced molecular and radiation density matrices and we
find corrections to the serniclassical calculation of the fluo­
rescence interferogram. We point out experimental situations
in which it should be possiblc to measure effects on the laser
pulses due to the entan glement of the photon field with the
molecule. Final remarks are given in Sec oV.

11. WAVE PACKETINTERFEROMETRY:
SEMICLASSICAL CASE

such that the pulses do not overlap. The phases <PI and <P2
may take any value but it is very important to stres s that their
difference can be experimentally controlled; I this is in fact
onc of the most important technical achievements needed to
realize WPI. An important assumption is the long­

wavelength appro ximation, in which we only consider field
wavelengths Í\ much greater than the size of the molecule

aM' This amounts to neglect the terrn ko'FIc in the aboye
expressions, That is, since the electric field is evalu ated at the
variable rthat represents the position of the electroni c cloud
in the molecule , we are assuming that the field does not vary
over molecular length scales . Th is approximation will be
useful and relevant not only for the ca lculation of the semi­
classical fluorescence interferogram but also for the evalu a­
tion of the corrections due to the quantum nature of the pho­
ton field.

Neglecting dephasing and relaxati on effects, the evolu­
tion of the molecular state is given by the Schrodinger equa­
tion

Let us consider the system forrned by a diatomic mol­
ecule interacting with the classical electric field of two
phase-locked ultrashort laser pulses. The Hamiltonian of the
system is given by

a
ifi- I'I'(t» =H(I)i'l'(e» ,ae

(7)

(1) whose solution may be generally written as

where HM is the molecular Hamiltonian, Since we assume
that the frequency bandwidth of the pulse is within the ab­
sorption band of the electronic transition g -> e, we can ap­
proximate the molecular Hamiltonian as where e~") stands for time-ordered exponential, and

(8)

where Ig) and le) are the ground and excited electronic states
in the Born-Oppenheimer approximation; Hg and He are the
vibrational Hamiltonians govem ing nuclear motion in the
corresponding electronic state s.

The interaction with the pulses is given by

V(t) =- P... E(r,t) .

Here , p.. is the electronic dipole moment,

p..=(Ig)(el + le)(g\)¡L .

(2)

(3)

(4)

(9)

The initial state is 1'I'(to»=lg,<pg) , with I<pg) the ground vi­
brational state of the ground electronic state. The aboye forrn
of the solution, Eq. (8), is particul arly well suited for per­
forrning perturbation theory and for finding explicit approxi­
mate expression s for the action of the pulses.

In order to be able to perforrn an explicit anal ytic calcu­
lation we now assume that the potenti al electronic energy
surfaces are (displaced) harmonic oscillators with the same
frequency. Namely, the nuclear vibrational Hamiltonians are

In the Condon approximation ¡L is independent of the nuclear
coordinates. The classical electric field may be written as

(5)

where the fields for the pulse s are considered to be Gaussian
transform-Iimited,

En(r,e) =Eoe-(I/2T~)[t - (ko ' ; Ie) - tpi cos(n(e _ ko; r) + <Pn) .

(6)

For simplicity, the pulses are taken collin ear along ko, lin­
early polarized, wíth the same intensity, same duration 7¿,

and same carrier frequen cy .o. The times of arriva l at the

spatial point r are [ ep l- (ko · Fl c)] and [I p,- (ko·rl c)], with
Ipl < Ip,: we shall consider that their time delay Id=lp, -lpl is

(10)

and

(11)

Because corrections due to the quantum nature of the
fields appear, in the rnolecule -radiation wave function, to
second and third order in the fields, we shall consider up to
such a contributi on in the propag ator in Eq. (8). Here, we
briefly describe how the calculation is perforrned to first or­
der for one pulse only. To first order, the field only affects the
excited state, thus,
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(13)

(19)

(20 )

(18)

(17)

(16)

..... _..... .
E(t) =e(i/h)HR,Ee- (i /AlIIR' ,

Ig)= IIIai,u)'
k,u

and with

where

The quantization of the electromagnetic field in a cub ic
box of side L, leads to an expre ssion for the electric field in
terms of annihilation and creati on operators

26
•
27

<> •'" rr;;;;; _ _ ii.; • t -ii.')­
E =I~ \j 2iJei.u(ai,ce - ai,ue ,

k.e-

It is well known that these coherent states represent fairly
well a c1assical electromagnetic field, such as a laser.26

•
27

Among other properties, one that is important for our pur­
poses is the expectation value of the electric field in a radia­
tion coheren t state,

( IE()I )- .'" rr;;;;; e , (- - i(i.;-w>,l _ -! -ilk-;-w>,l)g t g - 1f' \j 2iJek.U ak.ce ak.ue ,
x;o

where ai,u is an arbitrary complex number, and Oi.u denotes
zero photons with (k,u). We shall denote as Ig) a coherent
state of the radiati on field, namel y,

where aLand ai,u are the creation and annihilati on opera­

tors for a photon with propagation vector f and polarization
u = ± l . These operators obey the Bose comm utation relation ,

[aku,a\ ]=8fk'Ouu"• le .o' .
Let us denote by Ini.u) the state with ni,u photons with

momentum ñi, energy ñWb wk=lkjc, and polarizat ion u . A

coherent state25 of the mode (f ,u) is given by

with a similar expre ssion for the magnetic field

-<> L ~Wk .r » t 'k- -H ' • ( • ,k·, • -,.')
= -1 _ 2L3 ei,u'.ai,ce - ai,ue ,

k.o

111. COHERENTSTATES OF MULTIPLE ULTRASHORT
LASER PULSES

cies. The terms proportional to the displacement Xo rcflect the
motion of the wave packets in the Franck-Condon region .
Due to the "severe" approximations used it is very interest­
ing to note that the cxtension to third -order perturbation
theory, i.e., to ¡;-4 in the signal, affects only the amplitude
terms. The experi mental fluorescence interferograms in I ~

obtained by Scherer et al.' were fitted with an express ion
such as Sc(td), Eq. (15), to first order in F2

.

In the following section we shall study the pulses quan­
tum mecha nically and in SecoIV we sha ll readdress the prob­
lem of this section using the quantum field picture. We shall
find that the corrections not only affect the amplitude of the
signal but also its phase.

(14)

S(td) = L ('i'(t)lm . ,e)(e,m. I'i'(t»)
m,

i _ - J' . '( 2 2= -¡;. . Eo dTe-(,/hlH, I-Tle-(II2 t¡)(T- 'pl

ñ 'o
Xcos(Ü T+ <f»e-(i/hlHg(7'-loll<f>g)

= ¡Fe-i(nlp+ 4>le-(i/hlH,(I-lple-(i/hlHg(lp-'oll<f>g), (12)

m,

where 1m.) are the eigens tates of the vibrational Hamiltonian
He- In the second line we have introduced the molecul ar
density matrix PM(t) = I'i'(t)('i'(t)\ for purposes of forthcom­
ing comparisons with the quanturn-field case. In the present
case the use of the dens ity rnatrix is irrelevan t since the mo­
lecular state is .pure . However, in the quantum-field case the
molecular state is mixed and must be described by a density
matrix.

A straigh tforward application of the approxirnations used
to obta in Eq . (12) leads to an expression for the signal S(td)
for at time t-t

P2
3> TL> up to third order in perturbati on theory

of the molecule wave function (namely, to fourth order in F
in the signa\), given by

Sc(td) = 2bF2( 1- 4~2F2)(1 + e-(mc.N2A)x~(I -<:os .,(Idl)

X COS[¡(E-ñÜ )(td) + ~:~sin W(td)]. (15)

In the derivation of the aboye expression we have set the
relative phases equal to zero for the purpo ses of this work,
however, we point out that the states prepared are very sen­
sitive to the relative phase of the pulses, allowing for the
generation of very diverse wave packets . The interference of
the two wave packets , prepared by the two pulses, is seen in
the oscillatory terms in the cosine. The amplitude of the sig­
nal is also affected by the interfe rence. The simplicity of the
aboye result is a consequence of the assumption that the
electronic energy surfaces are harm onic with equal frequen-

A quan tity susceptible to measurement is the so-called
fluorescence interferogram signal. This is the full fluores­
cence of the spontaneous emiss ion e-+ g as a function of the
time dela y between the pulses, td=tp2-tp , ' This quantity is
given by the population of the excited electronic state for a
time t, with t-tp23> TL>

where we have used the"RWA lo neglect nonresonant terms
and we assumed that the time span between the initi al and
the obse rvation times is much longer than the duration of the
pulse, that is t- to 3> TL' The latter approximation allows us to
perform the time integral. In Eq. (12) we have also defined

r; -
F = 'ti¡Í.· E oTL'

(el'i' (t» = - ie-(i'hlH,t(elrdTV/(T)lg)e(i/hl/ir'°I<f>g)

'o
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(23)
(29)

(28 )

(27)

p(t) = 1'I'(t)}('I'(t)l.

V¡{ , ) = é1h)Ho' V( ,)e '(i1h)Ho'.

The initial state we consider now is

with Ig) the ground electronic state, l4>g) the ground vibra­
tional state in the ground electronic state , and Iae·iw1o} is the
coherent state given by Eqs. (18) and (23) freely evolved at
time to '

The physical situatio n we consider is that at a time "back
in the past" t o -4; tPI the molecule is in its ground molecular
state and the radiation is two pulses separated by td= tP2

- t p l very far away from the molecule. We want to study the
radiation-molecular state for times t long after the passage of
the pulses through the molecule. Again, we shall use pertur­
bation theory up to third order in the interaction and later the
long-wavelength approximation as well as the RWA. The
quantity to calculate is the full density matrix of the
rad iation-molecule system,

with

where the electronic dipole operator is as in Eq. (4) and the
electric field operator as in Eq. (16).

The evolution of the full radiation-molecular state is for­
mally identical to the semiclass ical case, Eq. (8),

(22)

(2 1)HR =2: hWk(a,L,ak.O" + t)
k.a

one can show that the following values of the coe fficients
yield the classical form of two or severa! laser pulses cen­
tered in time at the different values tPj:

ak=- i(21T)3CTLEo ~ L
3

- 2 -~-tJ..O- 0o)tJ..4> - cfJo)
L 1ThWk wksm °0

X2: eiw¡1p¡(eifilp¡e-(Wk + 0)2,112 + e'ifilp¡e'(Wk , 11)2,1/2) .

j

the (free) radiat ion Hamilt onian .
It is thus clear that by appropriately choosing the com ­

plex numbers ak.O" one can reproduce the form of a classical
field . Thus, our goal is to find a set of a 's such that the
expectation value of the electric field given by Eq . (19) re­
produces the classical field of two pulses given by Eqs. (5)
and (6) .

First, we assume that the pulses propagate in the direc­

tion ka, defined by the (spherical) angles (°0 , cfJo) , and that
they are linear ly polarized along, say, direction 0'= + I.
Therefore, ak,o"=O if 0'= -1 for all values of k, or if k is not

along ka. Hence, we shall denote as ak the coeffici ent s dif­

ferent from zero, being understood that 0'= + I and k=kko.
By recalling that in the limit of a " large" box , one can

approximate

It is interesting to point out that if the time delay be­
tween pulses is much longer than their durations, the struc­
ture of the coherent state for the severa! pulses is a product
of coherent. states, one for every pulse, seeEq. (18).

IV. WAVE PACKET INTERFEROMETRY:
QUANTUM CASE

By a further elimination of the radiation states, i.e., by trae­
ing over them, we shall find the molec ular reduced density
matrix. Analogously, by tracing over the molecular states we
shall also find the radiation reduced dens ity matrix. The se
density matrices describe mixed states due to the entangle­
ment of the radiation with the molecular states .

The full density matrix obtained by calculating the full
wave function to third order in the interaction between the
fields and the molecule may be written as

Let us consider the sys tem in which, again, a diatomic
molecule interacts with the quantum radiation field of two
ultrashort phase-locked (resonant) laser pulses. The purpo se
here is, first, to calc ulate the radiation-molecular state and
then study separately the reduced density matrice s of the
molecule and of the field itself. The corrections to the semi­
classical case , where the molecule is acted upon by the field
but the latter rema ins unaffected, will be due to the entangle­
ment of the photon field with the mo lecule .

The Hamiltonian of the radiation-molecule system is

(30 )

where the subindices indicate the number of (product) inter ­
action terms . Since in the initial state the molecule is in its
ground electronic state, not all of the terms in Eq. (30) con­
trib ute to the amplitude in the excited electronic state com­
ponent. The calculation of the latter is our main interest in
order to elucidate the lIuorescence interferogram.

where HM is the molecular Hamiltonian, Eq. (2), HR is the
radi ation Hamilt onian, Eq. (2 1), and the interaction is given
by

V= -~ . É,

(24)

(25)

A. Molecular reduced density matrix

Since the initial state of the radiation field is a cohe rent
state, the molec ular reduced density matrix can be con ve­
nientl y found by tracing over a comp lete set of coherent
states of the radiati on field. That is, the molecul ar reduced
density matrix is
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Pmnl =JVf!.(f!.\P\f!) , (3 1) (33 )

where

If!.>=rr If!.¡) (32)

The integral over each mode is bidimensional since the co­
ef ficienlS f3i span the complex plane.

Our interest is only in the excited electronic state matrix
e1ement,

(34)

wilh ¡f3ó a coherent stateof Ihe wave vector mode k and the
integral is over the measure

This is a very lengthy but straightforward calculation. The
result to lowest order in the fields is

(35)

where É(t) is the classical field of the two pulses obtained from the identi fication of a l in terms of the fields given by Eq. (23) .
We note Ihat the first term in Eq. (35) is identical to the lowest-ord er term of the molecular density matrix when the fields are
considered classicaI. The second term in Eq. (35) is a constant zero-point-field correction that we shall discuss below.
Therefore, the main result at Ihis point is that at lowest order in the fields Ihere are no quantum corrections, and this is the
reason why we have to pursue the calculation to Ihird order in the fields, in Ihe full molecular-radiation wave function,
Eq. (26).

To Ihird order in the fields, see Eq. (26), we have two main contributions: (i) one that recovers the classical expression,
which appears when one neglects all the terms arising from the noncornmutation of Ihe operators and (ii) a second contributi on
tbat contains all the terms Ihat result due to the noncommutative nature of the creation and annihilati on operators. In what
follows we only write down the latter terms. These are the corrections we are looking for,

x [eiwk'(t¡ -t3)g(k,t;)g(k",t2)/(k' , ~',k' ,k) + eiw.(t¡-t2lg(k,t;)g(k",t3)/(k',k' , ~',k)

+ eiwt' (t2-t3)g(k,t; )g(~' ,t l )/(k",k',k',k) + i Wt·(t;-t3)g(k' ,t;)g(k",tN(k,k",k' ,k' )

+ eiwk' (tt-t2)g(k,t;)g(~',t3)/(k,k' ,~',k' ) + eiw••(t; -tt)g(k",t2)g(k',tJlJ(k' , ~',k, k)]

+~ (~;:) 3/2 ~~::' [eiwt<t ; -t3)a~i(i-;.WI.J2 )g(k' ,t¡)/(k' ,k,k, k)

+ eiWt(t;-t3)alei(i ,;-w¡ft)g(k',tN (k,k' ,k,k) + eiW.(t; -t2laléi-;-w¡ft)g(k' ,t3)/(k,k,k' ,k)]

- L Wlw~[eiw.(t ;-t2)eiWk' ( t t -t3)/(k' ,k,k' ,k) + eiw.(t;-t3)eiWk'(t ¡-t3)/(k' ,k' ,k,k)
k.e

+ eiw.(t; .ttleiwk'(t2-t3l/(k,k',k'.rn - 3~ w¡eiw.(t;-tla¡ei(i-;-Wt'2)ei(';' ;-Wt'3)/ (k,k,k ,k)] , {36 1
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i(í(, .k2.k3.k4)=e- lilhlHMlt, ,;)¡l . •\ e,li lhlHMII;"o)l g,Og)(g,Og le,(i1h)/IMllo-13)¡l. et,e -lilh)HM(lrI2 l

X ¡l . et / -(ilhlHM(/r/' )¡l . et le,lilhl/lM( /,- /) (37)

n,

Expression (36) is exact for any coherent state and for
any molecular model. We now specialize to our simple
model. Recall that we are considering a two-electronic state
molecule with displaced harmonic surfaces of equal frequen­
cie s, as in Secon. Our interest is in the total population of the
excited electronic state. Thi s is

(43)

(42)

we find that we cannot extend the integral from wm=O -> oo

because there appears an "ultraviolet" divergence when w

-> ce, This type of divergences is usual in nonrelativistic
treatments of the effect of the radiation on atomic and mo­
lecular properties, such as in the Lamb shift.26 Moreover,
since we have not taken into account the possibility of the
fluorescence process itself, there also appear divergences in
the fonn of poles, due to resonances, in the real axis of the
frequen cy complex planeo The solution to the latter is simpl y
to shift the poles out of the rea! axis by an amount equal to
the inverse of the emission lifetime of the excited state . The
solution to the ultraviolet divergence is that a cutoff should
be introduced at high frequencies to get rid of the very small
wavelengths of the order of the size of the molecule (an
approximation that was already performed by con sidering
modes of the pulse at long wavelengths only ).

Although the true value of this type of corrections can
only be found rigorously with a relativistic quantum field
theory calculation, and here we want to point out how these
corrections appear, we nevertheless present an estimate of
the order of magnitude of these terms. Let us evaluate the
expression given in Eq. (41) , First, we note that the integrand
oscillates in time with the vibrational frequency w around an
"average" value exp[(mw/2h}x~exp(iwtd}]. Since this term
does not introdu ce any extra divergence, we neglect the os­
cillat ions in time and obtain

B2 = ~ (~~; )(¡L. et )2exp[ ~:x~eiWld]

The integrals in time diverge because we did not inelude

B2=~ (~~; )Cü. et)2rdt,f dt2e-(ilh)(E-hw,)(I,-12)

x exp[ ~:x~(eiW/d(1 + eiW/2- el""l}+ cos W(t2- ti )

- cos wt2- cos wt1} ]. (41)

By transforming the sum over modes k into an integral over
frequency modes wm'

radiation (zero-point-field type ) and on properties of the mol­
ecule, such as the electronic dipoie moment and det ails of the
electronic energy surfaces. A typical term that contributes to
those coefficients is

(38 )

where the lengthy expressions of the complex coefficients A
and B(td) can be found in the Appendix. We note that A is a
constant and B=B(t

P2
- t

P I
} is a function only of the time

delay between the pulses, td=tp2-tp.- Comparison of the ex­
pression for the signal S(td), Eq. (40) , with the expression
when the pulses are elassical Sc(td}, Eq. (15), shows that the
quantum corrections that we were seeking are contained in
the term that involves the coefficients A and B(td)' We ob­
serve that not only the amplitude of the signal is modified but
the phase is also affected.

The coefficients A and B(td}' shown in the Appendix, are
integral s that depend both on the quantum properties of the

x (1 + e-(m<d2h)x~(I-cos w(ld»)

XCOS[! (E- hU)td+ mwx;sin wtd]h 2h

-2( -k)
4

F2e-<m..hVo[Re A + IB(td)1

xcos(-kk - hU}(td} + Arg B(td»)], (40)

where In,} are the vibrational eigenstates of the Hamiltonian
of the excited electronic state.

To evaluate the term (36) within (39), we use the follow­
ing approximations: (I) Rotating-wave approximation. (2)
We assume the pulses are separated for a delay time much
longer than the duration of the pulses themselves, t

P2
- tp ,

;;> TL' (3) We assume that the initia! time to is long before the
arriva! of any of the pulses, and that the observation time t is
long past the pulses, so that we can approximate to->-oo and
t->oo. And (4) we also consider the long-wavelength case .
These four approximations, within perturbation theory, allow
us to perform several integrals, We illustrate the approxima­
tions in the Appendix.

The signa! with a!l the approximations is

and the function g(k, r) is given by

g(k, t) =ate i(i .r,w,/)- a ;e-i(i-r. w>,).
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relaxation effects. Thus, we can introduce a linewidth y to
the electronic transition represented by the integral. This is a
physical terrn and not the usual trick to make this type of
integrals convergen!. After perforrning the lime integrals and
changing the sum over modes to an integral, we find

where the cutoff frequency may be taken as W e=27TCl he with
h e ;':' a M' The relative size of the frequencies involved is W e

> el ñ> y, therefore, we can integrate the last terrn and ex­
pand on ratios of the frequencies and keep the most divergent

contributions. The frequency integral thus approximates to

(w~+iw~l3y) , clearly diverging with Wc-

Following lhe procedure described aboye, we find that

the signal Eq. (40) can be approxirnated as

(45)

Thus, an upper bound to the ratio of the quantum correction
to the semiclassical result at F2 is approximately equal to

4 [mw 2]¡J-2w~
3(2 7T)3 exp - 2j¡xo hyc3 ' (46)

Using typical values of iodine1
,28 for the electronic dipole

moment ¡J-=0.5 D, the linewidth of the absorption lines X
...... 8 , y=(21T)(30-50) Mhz, and the ratio mw.;./2h=5-1O,
we find that the previous expression, Eq. (46), may yield
non-negligible valúes depending on the value of we• For in­
stance , for a cutoff frequeney correspond ing to a wavelength
he= 15 Á, we find the ratio to be approximately 0.1, namely,
a correction of 10%. This may be an optimistic calculation
but, nevertheless, i.t indicates that these corrections may be
relevant to consideroAnother important aspect to observe is
the fact that the quantum correct ion appears at the lowest­
order contribution in the fields F2• That is, for very weak
pulses, this effect may be larger than the next order pl in the
semiclassical expansiono Thus, a high resolution experiment
with weak pulses may better show this effec!. We further
discuss these contributions in the following section.

B. Radiation reduced density matrix

The reduced density matrix of the radiation field is ob­
tained by tracing over the molecular states, both electronic
and vibrational. This is

Prad = TrmoM) = 2: (ng,glplg ,ng)+ L (n"elple,n,),
ng n~

(47)

where Ing) and In,) are vibrational eigenstales of the ground
and excited electronic states, respectively.

In general , this reduced density matrix is very compli­
cated and it would be very difficult to describe in which
combinati on of radiation states the field is found, after the
pulses interacted with the molecule. Here, in order lo show
the enlanglement of the electromagnetic field with the mol-

ecule, we have chosen to calculate a particular rnatrix ele­
ment that shows the quantum nature of the interaction. That
is, if the radiation field were an external classical field, then
the molecule would be affected by the field but the field
would not be altered al all. Since we consider that the field
before the interaction with the molecule is in a coheren l
state, if it did not interact with the molecule it would remain
as a coherenl state. This suggests that we calculate the ex­
pectation value of the radiation.reduced density rnatrix, for a
time t after the interaction with the molecule, in the coherent
state that the field would remain in had not interacted. The
rationale is that any deviation from the value of unity of this
expectation value is due to the interaction with the molecule.

Let us call 1ae-iw(t-tol) the two-pulse coherent state frecly

propagated from the initia! time to to the observati on time t .

The expecta tion value in question is

(48)

where the coefficient e can be found in the Appendix , and is
of the same nature as those that appeared in the molecular
density matrix, as discussed in the preceding section. AH the
terrns in excess of the value 1 are due to the interaction with
the molecule, as can be explicitly seen from the factors pro­

portional to F= Mil' EOTL' This correction should be mea­
surable by making the pulses that interacted with the mol­
ecule interfere with another pair that traveled freely during
the same time.
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V. FINAL REMARKS

We have presented in this paper the simplest calculation
of the ñuorescence interferogram of a diatomic molecule af­
ter the passage of two phase-locked ultrashort laser pulses,
both in the semiclassical approximation for the electromag­
netic field and taking into account its full quantum nature. In
the latter case, the en tanglement of the photon field with the
molecular state gives rise to effects that can be measured in
the fluorescence signal as well as in the laser pulses them­
selves.

Fluorescence interferograms have been measured by
several groups already'"? and their analysis cou ld be reana­
Iyzed in the light of the present results in order to verify
these effects. It appears that the easiest detection of the quan­
tum field corrections could be achieved by reducing the in­
tensity of the lasers. This is because those contributions are
expected to be small since they originate as zero-point-field
corrections (similar to the Lamb shife6

•
27

) .

A more different type of measurement is suggested on
the laser fields themselves. We first note that the features of
the fluorescence signal are due to the interference of the dif­
ferent molecu lar wave packets which are correlated because

of the interaction of the molecule with the laser pulses .
Therefore, the laser pulses also end up in a superposition of
radiation states entangled with those of the molecule . In
other words, the ñuorescence interferogram features must be
imprinted in the laser fields as well . This was found in our
calcu lation, as expected, andthe effect shou ld be measurable
by interfering pulses that pass thro ugh the molecules with
others that travel freely .

We have here calculated the reduced density matrices for
the molecule and the field separately and, therefore, the con­
sequences of the entanglement are suggested to be measured
in indirect ways . However, from the analysis one finds the
full entangled molecular-field state and more direct measure­
ments and effects can be envisaged; this should be the goal
of further research along these lines .

APPENOIX: CALCULATION OF THE COEFFICIENTS
A, B, ANO e

In the expression for the fluorescence signal, Eq. (40),
there appear the coefficients A and B, and in the expression
for the expectation value of the radiation reduced density
matrix appears the coefficient C. These are given by

A = L ( ftW~) (iL ' ek)2[ f'"-f dt2e-(i,ñ)[E(t,+t2)-ñWk(t, -t2))exp[_ mwx~(l- e-iwt2- e- iwt¡ + cos W(t2- ti) - cos wt2
k U o_M

- cos wtl)] + JO dtlfO dt2e(i/ñ)[....ñWk](t' -t2)exp[ _ mw~(_ l + eiw'2_ eiwt,_ cos w(t2 - tI) - cos wt2+ cos wt l)]
_", t, 2ft

+I:dt, I~ dt2e(i/ñ)[ ñWk](t,-t2)exp[ - ~:x~(- l + e- iw" - e- iw'2 - cos W(t2 - ti) - COS wt¡ + cos wt2)]

+ L'" dtlJ'" dt2e(i/ñ)[ ñWk](t¡ -t2)exp[_ mw x~(-l + e-iw(t2~tl»]] (Al)
._'" _"' . 2ft

and the coefficient B=B(tp2-tpl), a function only of the interval between the two pulses,

B(tp2 - tpl) = ~ (~;~ )(iL • ek)2Io'" di ,I: dt2e-li'ñ)(<(t'+t2)-ñWk(t'-t2))exp[~:x~(eiw(tp2-tpl)(_ 1 + e- iwt, + e- iw(2)

- COS w(t2 - t I) + cos wt2 + cos wtl)] + I:", di,J~ dt2é'ñ)(....ñWk)(t'-t2)exp[ ~:x~(eiw(tp2-tpl)

x(l - eiwt2+ eiw'l) + cos w(t2 - ti) + cos wt2 - cos wtl)] + I:x dt, f~ dt2e(i/ñ)(...ñwk)(t¡-t2)

xexp[ ~:x~(eiw(tp2-tpl)(l + e-iwt2 - e- iw,,) + cos W(t2 - ti) + cos wt2 - cos wt l)]

+L:dt, I:x dt2e(i/ñ)(...ñWk)(,¡ - t2)exp[ ~:x~(eiwt,(_ 1 + e- iw('p2-tp')+ e- iw(2)+ cos W(tp2 - tPI»]

+ f '" dtlIO dt 2e-(i/ñ)(E(t¡+t2)-ñWk(' ¡-'2))exp[mwx~(e-iw(rprtp,)(_ l + e- iwt2+ e- iwt,) - cos W(t2 - (1)

o_M

+ cos wt2 + cos wt,) ] + I:x di, J~ dt2é,ñ)(E-ñWI)('¡-'2Iexp[ ~:x~(e-iw(tpr'p')(I - eiw'2+ eiwtl)
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+ cos W(12 - 11 ) + cos wI 2 - cos WII)] + f:xdt, f~~ dI2eUlh)(E+h,", )(II- ' l lcxp[ 1;:x;' (e-iw( lprlp')(I - e-iwl,

+ e-iwl l ) + cos W(12 - 11) - COS WI2 + cos WI I)] + fXdt, J O d t2elilh)(<(11+l2)+hw.{tI-lll)

_ :le 'pl-lp2

x exp[ ~:x~(eiWlI(I + eiw(tpl-Ipl ) - e- iWl2) - cos W(l p2 - tpl ) + cos W(12 + lp2 - Ip l) + cos wt2) ]

+r:dt, fa~ dI2e(ilA)(E+hW,)(I'-' 2)exp[~:X~(eiWII (_ I + e- iw(lprlp l) + e- iwll) + cos W(tp2 - Ipl)

- cos w(t2 - Ip l + Ip2) + cos W12)], (A2)

e = L (/L .e,)2w,f'" dllfO dI3eOlh)(....hw.)I ¡ e-(ilh )( E+hw.)13e-(mwl2h )x~lcos w(lr '¡)-COswlrcos Wl I)

k 0-00

+ L (/L. e,)2 w,fO-I dI2e(ilh) ( E-hw,)ll e-Ulh)(E-hW,)12e-(mwl2hlx~(cos wl¡-COSwI2-COSw(lr
'
¡»

k _ 00 11

(A3 )

In what folIows we show an explicit calculation of one of the tenns above. Consider the first tenn of the exact expression
or the noncommutative par! of the molecular reduced density inatrix , Eq. (36)

(i)4 ( hW') J' J' J " J '2¿ (n .,eIPjímln .. e) = - h L 2L~ (¡L.e, )2 dt; dt, dl2 dI3e-(i/A)(E-hw. )lle - (ilh )(E+hw. )13(J-LE(I;»

"t t ' 'o 'o 'o 'o

(A4)

;ubstituting the Gaussian pulses we obtain

(i)4 (hWI') J' J' J'I J ' 2 , "¿ (n . ,elp¡ irsrln.,e) = - h (J-LEo?¿ 2i! (¡L.e,)2 dI ; dt, dl2 dI3e- (ilh)(E-hw, )lle-(ilh)(E+hw, )13(e-[(I, - lpt /2T,]

"t 1" 0 'o 'o 'o

+ e-[(I; - lp/ I2.{J)c o s (fl l ; )(e -[(12-lp/ 12Ti ] + e-[(12- lp/I2.{1)cos(flI2)eOlh)" ;eU/A)"2

By making !he folIowing definitions:

/(13- 11, /3 - 12,12 -11) = e-(mwl2h)x~(cos w(lr'¡)-COs w(lr
'2)-co

s w(I,- II» ,

g(1 _ 1' 1 _ 1' 1 _ 1') _ (mwl2h)~(e-iw(tr';)_e-jw(12-1;l+e-jw(t l-':I)
3 l' 2 l ' I 1 - e ,

we can carry out !he integral over 1;,

rdI; (e -[(I; -lp/12.{1 + e-[(I; -lp,)'I2,.'J)cos(f}I;) e(ilh)";g(13 -1; ,12 - 1;, / 1 - 1; )

'o

=.!..e -0I2.{)I;I(e O/2TiX1PI +( ilh),z(l+ hU))'J' di ;e-0 12Ti){t; -Ip' - lilh)Til< + ho) l2g(1 -1' 1 -1 ' t _1' )
2 I 3 t- 2 "1 1

'o

+ e0 12Ti)(lpl + {i/h).{« - hU))'f' di ;e -(II21.)(I; - Ipl - (ilh)Ti(· - hU))' (r - t ' t - l' t - t ' )
I g 3 r- 2 i - 1 1

'o

+~e-0 I2 ,z)I;' ( e0 I2.{)(IP2 + (ilh),z(l+ hm l
2rdt;e-(I I21.)(I; -Ip' - (ilhlTi (l+ hu n

2
g(tJ -1; -t: - t; . r¡ - t ; )

'o

(A5)

(A 6)
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When the pulses are in resonance , we can app roxirnate

e-í T¿llf¡ 2J(E+hn)2:::::: O,

J . Chem. Phys. 122, 094101 (2005)

(A7 )

(A 8)

which is the equiva lenl of the RWA, and the Gaussian integral in Eq. (A7) can done by extending the limits 1-> oo and 10 ->

- 'Xl. One findsrdI ; (1.'-[(1; - Ip/nril + 1.'-[(1; - 'p/1hil) coS( íl l;)e(ilh)E1;g(l) - 1;,1 2 - 1; ,11 - 1; )

'o

== ! \ l2;r (é1h)(E-hfi)lp'g(1 - I I - I I - I ) + é 'h)(E-hfi) lp2g(1 - I 1 - I I - I ))2 L ) pI> 2 pi' 1 pi 3 p2' 2 , 2, 1 p2'

X ! r.¡;;r ( e(i1h}(E-hfi)lplg(1 - I I - I I - I ) + /ilh)(E-hIl) lp2g(1 - I I - I I - I ))2 'i L.1T L 3 p i, 2 p i ' I pi 3 p2' 2 p2, 1 p2

X(e-{(12-Ip/nril + e-{(12- Ip,)2nl¡,1)e(i1h) E12c0s(ílI2)e-(m"'A~f(l) - 11,1) - 12,12 - 1, ) .

Now, lo perform the remaining triple integral, the integration order is exchanged as

(A9)

(A IO)

(Al!)

(AI2)

and we make the following change of variables lransformation,

(11+ 12,12, 1) + (2) -> (11,12,13) '

Equation (AIO) now becomes

L (n . ,e lp firstln.,e) = - (* r (/LEo)2L ( ~:~' )(JL 'et j2f'd12f.1-
'
2dt, fOd13e-(i1h)(E-h W')l l e-(i1h}(€+hW')IJ~&rL

nt A:' fa O '0- '2

X ( e(iJh)(E-hfi )lplg (l ) + 12 - 1pl, 12- 1pl,l , + 12 - Ipl) + e(i1h)(E-hfi) lp2g(l) + 12- Ip2'12 - Ip2,11+ 12 - 1p2»

X(e-{(12 - Ip,)2n l¡,1+ e-{(12- Ip/nri l) e-(i1h)E12cos(íl I2) (A13)

X e-(m"'h)x~f(l) - 11,1), - (1) ,

The procedure for the integral over 12 is similar lo the case for 1; and one gets

L (n.,e lpfirstln . ,e) =- (*rF2e-(m"'h)x~L (~:~' ) (Ji .e,)2(2f.'" dllJO d1)e-(i1h)(E-hw.)I 'e-(i1h)(€+hfi. )IJ
nr e o _ 7;

+ e-<i1h)(E-hfi }(lp,-lp,l f.
X

di ,JOdI3e-(ilh)( E-Aw.)l l e-(i1h )(€+h~.)IJ
O -x

(A I4)

(A I5)
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where we have cons idered again 1-> :0 and lO--->-:o and wc

lave also used F=! &TLlLEo. The first term in Eq. (A 15) is

:he first tenn in A, Eq. (Al), and the second and third ones
in Eq. (A 15) corresponds to the first and fifth terms in B,
Eq. (A2) .
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