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Cagítulo 1 
INTRODUCCiÓN 

1. INTRODUCCiÓN. 

1.1 ¿QUÉ ES UN LODO? 

Un lodo puede ser considerado como una mezcla de algún fluido y partículas sólidas. 

Generalmente el término se asocia a una mezcla maloliente, contaminante y hasta peligrosa, sin 
embargo y de acuerdo a la descripción anterior podemos encontrar lodos en diferentes procesos y 
aplicaciones cotidianas de la industria alimenticia, farmacéutica, quimica, minera, procesos de 
potabilización del agua y tratamiento de las aguas residuales, entre otras. Algunos de estos lodos son 
parte de la vida cotidiana del ser humano, por ejemplo: la salsa catsup, y oghurt, mostaza, mayonesa, 
mantequilla, pasta dental, arcilla para alfarería, chocolate, algunas pinturas, asfalto, suspensiones 
acuosas de carbón, polímeros, pulpa de papel, plasma sanguíneo, suspensiones acuosas de arcilla 
suspensiones como medicamento, soluciones espesas de almidón, mezclas para la fabricación de 
medicamentos en sus diferentes formas (cápsulas y tabletas), mezclas para la fabricación de pastas en la 
industria de las frituras, soluciones espesas de almidón, mezclas de minerales preparadas desde el sitio 
de explotación para su transporte hasta su disposición final, sedimentos de los procesos de la 
potabilización del agua cruda y de la depuración de las aguas residuales, entre otros. 

De acuerdo a lo anterior, e xisten diferentes tipos d e lodos, a Igunos de ellos son necesarios como un 
beneficio y otros efectivamente dañinos a la sociedad, como los son los derivados del tratamiento de las 
aguas residuales y que en la actualidad tienen gran interés para diferentes estudios debido a su impacto 
ambiental, costos e infraestructura. 

Así pues es importante conocer los antecedentes que dieron origen al estudio del comportamiento de los 
lodos, desde el punto de vista hidráulico, dejando por ahora los efectos de algunos otros fenómenos 
inherentes a su comportamiento, tales como la transferencia de calor, de masa y los efectos quimico 
biológicos que pudieran incidir en cambios importantes en su comportamiento. 

1.2 ASPECTOS GENERALES DEL DISEÑO DE TUBERíAS PARA TRANSPORTAR LODOS. 

Los costos del transporte de los materiales desde las fuentes de disposición hasta su destino final han 
sido siempre un elemento significativo en los precios finales de estos en el mercado. Los depósitos de 
materiales más accesibles fueron los primeros en ser explotados mientras algunos otros depósitos fueron 
abandonados porque en ciertos casos, fueron considerados totalmente no manejables y de baja 
economía. Durante las últimas tres décadas del siglo pasado, donde la economía tomo gran importancia, 
se observó el crecimiento de una forma de transporte que ha tenido en primera instancia su aplicación en 
la industria de los minerales de una manera espectacular y de un gran alcance económico. 

En un lapso relativamente corto, el transporte a gran escala de sólidos a través de tuberías ha cambiado, 
de ser una posibilidad bastante riesgosa debido en algunos casos a la inaccesibilidad a los depósitos de 
explotación a ser en el presente, una alternativa viable y totalmente diferente a las formas de transporte 
convencionales. En la Tabla 1.1 se presenta un resumen de las tuberías de gran longitud más 
importantes de lodo hasta el día de hoy en operación en todo el mundo. Estas tuberías construidas en los 
últimos años son, en sí mismo, un testimonio de la "llegada" de la tecnología de las tuberias para 
transportar lodos. Indudablemente, la fuerte tendencia detrás del interés del transporte de sólidos en las 
tuberias ha sido principalmente la economía. Los aspectos económicos forman en conjunto un útil 
antecedente en el campo de las tuberias para lodos. Un buen ejemplo de posibles bajos costos en el 
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transporte al usar tuberías es la del Río Salvaje de la mina de hierro en Tasmania, Figura 1.1. La 
existencia de esta mina y depósito ha sido conocida por más de cien años y aunque se localizaba a sólo 
50 millas (80 Km.) de la costa, fue considerada inaccesible. De hecho, el terreno intermedio es 
sumamente escabroso. El uso de una tubería de lodos en 1970 permitió el desarrollo del cuerpo de la 
mina. 

Figura 1.1 Cruce de la tubería sobre el Río Salvaje, Mina de Hierro (Tasmania). 

En el mundo existen otras como la tubería de la Colina Negra en Arizona, (Figura 1.2) y es otro ejemplo 
del gran impacto del transporte por tubería en la economía de un proyecto. De 273 millas (440 kilómetros) 
y 18 pulgadas de diámetro (45.72 cm) esta línea transporta carbón a un estación de energía que produce 
1.5 millones de Kw en el Río Colorado. Su diseño permite colocar anualmente casi seis millones de 
toneladas de carbón, y representa uno de los primeros "desarrollos modernos" en campo en los años 
1950's. 

Antes de esto, aún cuando había grandes y muchas tuberías para lodos en operación, el concepto nunca 
se había usado para el transporte de sólidos en tuberías de gran longitud. Desde aquellos tiempos, el 
conocimiento técnico y de operación que, acoplado con la basta experiencia que existe para las líneas de 
corta longitud y para el manejo de los sistemas de lodos en general, ha avanzado en el diseño y la 
construcción de sistemas para estas distancias, de ser un arte a una tecnología que empieza a ser más 
estudiada. 

El transporte de cualquier sólido mediante tuberías requiere de mezclar algún fluido, generalmente agua 
y ha tenido una gran y variada aplicación. Aunque el desarrollo de este tipo de transporte ocurrió a la par 
con la explotación del carbón, cobre, hierro, fosfato, calizas y algunos otros minerales, actualmente se ha 
extendido a otras aplicaciones tal como la disposición de desechos sólidos, cenizas, mezclas de 
cemento, transporte de granos y lodos derivados de los procesos del tratamiento de las aguas residuales. 
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LONGITUD DIAMETRO CAPACIDAD OPERACION 

Millas Kilómetros Pulgadas 
Millones de toneladas por Año 

año 
CARBON 
Consolidación. 108 173 10 1.3 1957 
Mesa Negra. 273 440 18 4.8 1970 
Etsi. 1036 1668 38 25 1979 
Alton 180 290 24 10 1981 

HIERRO 
CONCENTRADO 
Rio Salvaje. 53 85 9 2.25 1967 
Waipipi 6 10 8 a 12 1.0 1971 
(Arenas de Hierro) 
Peña Colorada. 28 45 8 1.8 1974 
Las Truchas. 17 27 10 1.5 1976 
Sierra Grande. 20 32 8 2.1 1976 
Samarco. 253 407 20 12 1977 

COBRE 
CONCENTRADO 
Bouganville. 17 27 6 1.0 1972 
West Irian. 69 111 4 0.3 1972 
Pinto Valley. 11 ' 18 4 0.4 1974 

CALIZA 
Rugby. 57 92 10 1.7 1964 
Calaveras. 17 27 7 1.5 1971 

Tabla 1.1 Tuberías de lodo en operación en el mundo. 

En México, las principales aplicaciones de los sistemas diseñados para el transporte de sólidos se han 
tenido principalmente en la industria minera y en la siderurgia, entre los que se encuentran el desarrollo 
Peña Colorada y el de las Truchas en el puerto Lázaro Cárdenas, en el estado de Michoacán, ambos 
sistemas tienen el objetivo de transportar mineral de hierro. El sistema Peña Colorada tiene una longitud 
aproximada de 40 Km., un diámetro de 8" (aproximadamente 20 cm.) y una capacidad anual de 
transporte de 1.8 millones de toneladas, además de caracterizarse por ser un sistema de flujo por 
gravedad a diferencia de algunos otros que generalmente requieren d e algún sistema de bombeo. E I 
sistema de las Truchas tiene una longitud aproximada de 27 Km., un diámetro de 10 pulgadas 
(aproximadamente 25 cm.) y una capacidad anual de 1.5 millones de toneladas. Ambos sistemas 
entraron en operación en 1974 Y 1976 respectivamente. 

El siguiente resumen presenta las principales decisiones que involucran el diseño de una tubería es decir 
el perfil general de los requerimientos y consideraciones que se deben tomar en cuenta en el diseño de 
las tuberías que transportan lodos. 

Se debe tener en cuenta que aunque la hidráulica de los lodos es sólo una pequeña parte del la 
información total requerida, la exactitud con la que las condiciones del proceso pueden predecirse tienen 
gran influencia en muchas de las otras consideraciones de diseño. 

4 



INTRODUCCiÓN 

I_._._._._u:r~f!_._ 
I 
I 
I 

• Seligman 
• Williams 

• Flagstaff 

• Pre$Cott 

ARIZONA 

Figura 1.2 Tubería de lodos de carbón, Colina Negra, Arizona, E. U. 

1. Consideraciones del Proceso. 

A. Hidráulicas 

1. Selección del fluido portador. 
2. Selección del tamaño óptimo de la partícula, consistencia y concentración de sólidos. 
3. Determinación de la velocidad mínima de operación como una función de diámetro. 
4. Determinación de las pérdidas de fricción como una función de diámetro y la velocidad. 

B. Grados de corrosión y erosión. 

1. Establecer la vida útil de la tubería (normalmente de 20 a 50 años) 
2. Selección del inhibidor de corrosión y/o oxigenación y control del PH. 
3. Selección del material (metálico o algún otro) asignado a la tubería. 

a. Como una función de la velocidad. 
b. Como una función del tamaño de la partícula. 

C. Pruebas de abrasión para el desgaste de la bomba. 

D. Operabilidad y estabilidad. 

1. Establecer requisitos de paro y/o arranque y capacidad. 
2. Seleccionar la pendiente máxima aceptable de la tubería . 

E. Degradación o pulverización de la partícula. 

1. Establecer el efecto del bombeo sobre el tamaño de la partícula seleccionado (normalmente 
no se hace). 
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11. Consideraciones mecánicas. 

A. Selección del tipo de bombas, de desplazamiento positivo o centrífuga. 
B. Selección del número y ubicación de las estaciones de bombeo. 
C. Selección del tipo de controlador. 
D. Establecer la forma de construcción de la tubería, superficial o enterrada. 
E. Automatización del control de operación. 

1. Grado de automatización. 
2. Sincronización de la operación de la estación de bombeo. 

F. Control de pulsaciones y vibraciones (con el programa de diseño de la conducción a la estación 
de bombeo) 

111. Factores económicos. 

a. Inversión. 
b. Costos de operación. 

1. Mantenimiento de las bombas. 
2. Costo del inhibidor. 

c. Optimización del diámetro de la tubería y costos de energía. 

IV. Consideraciones de operación. 

a. Selección del modo de operación. 
b. Desarrollo de técnicas de paro y arranque. 
c. Selección de los procedimientos de emergencia. 
d. Requisitos de personal en situaciones aisladas. 

1.3 OBJETIVO. 

Aunque este trabajo está enfocado a presentar las diferentes consideraciones sobre el diseño hidráulico 
de una tubería para un caso específico de lodo, el objetivo principal es colocar este aspecto en conjunto 
con el contexto general del diseño de una tubería para cualquier tipo de lodos comerciales o no 
comerciales. Así como también el de enfatizar que en muchos casos la propia tubería de lodos es solo 
una sola fase de las muchas de lo que puede ser un proceso muy complejo y por consiguiente deberá 
evaluarse totalmente cualquier decisión realizada con respecto a la hidráulica de la tubería y sus efectos 
en las otras operaciones. 

Aunque h asta e I día de hoy I a aplicación de I a tecnología para el transporte d e lodos es dominada y 
reconocida por quien básicamente está ligado a este problema, día con día la recopilación y asimilación a 
futuro de los aspectos más importantes de este basto conocimiento es de hecho una tarea formidable, 
particularmente porque el éxito o el fracaso de un proyecto de una tubería para lodos dependen de ello. 

Un ingeniero que está poco familiarizado con la tecnología de lodos es probable a ser desalentado por la 
gran abundancia en la literatura de diversos estudios técnicos dirigidos a aspectos muy particulares de la 
mecánica de las mezclas sólido-líquido y de las correlaciones obtenidas hasta hoy, por lo que es 
necesario sensibilizar en la necesidad de realizar un trabajo que presente un panorama general de los 
estudios y conceptos existentes en la materia, y la aplicación a un problema particular de los muchos 
existentes en el país donde el transporte de sólidos tiene aplicabilidad. 

Por otra parte, es importante resaltar la necesidad de identificar tres fases distintas en la explotación y 
manejo de cualquier recurso. La primera es la fase de preparación, es decir, cuando el material es 
adquirido y procesado de tal forma que es conveniente para las fases siguientes. La segunda es el 
transporte, es decir, la tubería, y la tercera y última fase es la utilización, aprovechamiento o disposición 
final del producto. Es posible que el producto obtenido en la fase de preparación sea el óptimo para el 
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transporte y la fase d e u tilización. S in e mbargo, en la práctica e s improbable que éste s ea el c aso y 
normalmente será necesario lograr un equilibrio entre las tres fases. 

Este trabajo está dividido en 7 capítulos; en este primer capítulo se definen y presentan algunos 
conceptos generales al tema del transporte de lodos. En el capítulo dos se presentan, de forma breve los 
aspectos más importantes de la mecánica de fluidos que son aplicados y que afectan el diseño de una 
tubería que tiene como objetivo el transporte de lodos. Seleccionando solamente los temas que cubren, 
en algunos casos concretamente proporcionan un acercamiento físico simplificado y claro del fenómeno 
en cuestión. 

En el capítulo tres se presentan los métodos para estimar la velocidad de sustentación de las partículas 
sólidas y el coeficiente de arrastre en un sistema de lodos. 

En el capítulo cuatro se enumeran l<;Is propiedades más importantes de las suspensiones, la forma en 
cómo son medidas y su importancia en el diseño de una tubería diseñada para transportar lodos. 

En el capítulo cinco se discuten los aspectos técnicos del flujo de las suspensiones homogéneas. Esto 
incluye la revisión de las pruebas para determinar la homogeneidad, un resumen de los métodos para la 
predicción de las pérdidas de fricción en regímenes de flujo laminar y turbulento y una discusión sobre la 
velocidad de transición. Además, se examina cómo la selección del modelo reológico que caracteriza la 
suspensión afecta el diseño de la tubería. Se presentan sólo dos modelos reológicos, el modelo plástico 
de Bingham y el modelo de la Ley de Potencia. 

En el capítulo seis se presenta un resumen de los procedimientos disponibles para el diseño de tuberías 
para flujo heterogéneo, así como de las pruebas para determinar la heterogeneidad y de los métodos 
disponibles para la predicción de las pérdidas de fricción y la velocidad de deposición. 

Finalmente, en el capítulo 7 se presentan ejemplos de aplicación de los métodos propuestos por Wasp y 
del modelo de dos capas de Wilson, para el cálculo de las perdidas por fricción en una tubería con flujo 
de lodo heterogéneo. 
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ALGUNOS ASPECTOS DEL FLUJO DE FLUIDOS EN LAS TUBERíAS. 

CaQítulo 2 
ALGUNOS ASPECTOS DEL FLUJO DE FLUIDOS EN LAS TUBERíAS 

NOMENCLATURA 

D, 
E, 
L, 

Le' 
p, 
R, 

Re, 
V, 
D, 

u* , 
V, 

W, 

dv 
-
dy 

, 

1, 
h, 
1, 
r, 
u, 
, 

u , 
v, 
v~ , 
w, 
w', 

O, 
e, 

I1p, 
p, 
V, 

p, . , 
·w, 

diámetro de la tubería. 
viscosidad turbulenta. 
longitud de la tubería. 
longitud de la entrada. 

presión. 

radio de la tubería. 
número de Reynolds. 
velocidad media del flujo. 
velocidad media del flujo en la dirección de x. 
velocidad de fricción. 
velocidad media del flujo en la dirección de y. 
velocidad media del flujo en la dirección de z. 

gradiente de velocidad 

factor de fricción 

distancia media de la separación entre las placas paralelas 
longitud de mezcla. 
distancia radial desde el eje de la tubería. 
velocidad Instantánea en la dirección de x. 
componente de fluctuación de la velocidad en la dirección de x. 
velocidad Instantánea en la dirección de y. 
componente de fluctuación de la velocidad en la dirección de y. 
velocidad Instantánea en la dirección de z. 
componente de fluctuación de la velocidad en la dirección de z. 
espesor de la capa limite. 
rugosidad de la tubería. 
pérdida por fricción . 

viscosidad absoluta. 

viscosidad cinemática. 
densidad. 

esfuerzo cortante . 
esfuerzo cortante en la pared. 
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2. ALGUNOS ASPECTOS DEL FLUJO DE FLUIDOS EN LAS TUBERíAS. 

A continuación se presentan de forma breve los aspectos más importantes de la mecánica de los fluidos 
que son aplicados y que afectan el diseño de una tubería que tiene como objetivo el transporte de lodos. 
Se debe aclarar que siendo la mecánica de fluidos, claramente, un campo sumamente especializado 
sería imposible, por no decir temerario, intentar presentar una revisión completa y equilibrada del estado 
actual de su conocimiento. Por lo que sólo se presentan los temas que cubren y en algunos casos 
rigurosamente dan un acercamiento físico simplificado y claro del fenómeno en cuestión. 

2.1 PÉRDIDA DE ENERGíA EN EL FLUJO DE UNA TUBERíA. 

El flujo de un fluido comprende la energía potencial y la energía cinética. Durante el flujo la energía es 
perdida debido a la fricción con las paredes de la conducción, es decir una tubería o un cauce. La medida 
de esta pérdida de energía o pérdida debida a la fricción, se obtiene al comparar la energía total entre 
dos puntos a lo largo del flujo en la tubería. El "gradiente de presión" resultante es normalmente 
expresado como la diferencia de la presión relativa entre los dos puntos seleccionados en una sección de 
una tubería separados por una distancia L, es decir, !1p / L , Y sus unidades pueden variar de acuerdo al 

sistema de unidades utilizado, por ejemplo pueden ser kgf/m2 por metro de longitud, I bf/fe por pie de 
longitud o su equivalente en N/m2 (Pascal) por cada metro de longitud en el Sistema Internacional. En el 
diseño de una tubería el conocimiento de las pérdidas por fricción esperadas y el cambio de la energía 
potencial son esenciales porque éstas determinan el tamaño o potencia de la o las bombas. 

Si se considera el flujo establecido de un fluido a través de una tubería horizontal de sección transversal 
circular como la mostrada en la Figura 2.1. La velocidad media del flujo es V, el diámetro de la tubería es 
D y la diferencia de presión entre los puntos 1 y 2, separados por la distancia L, es (PI - P2 ). 

La caída de presión en el fluido refleja la fuerza aplicada a causa del flujo de dicho fluido y ya que el flujo 
está en equilibrio esta fuerza deberá compensarse por una fuerza cortante de igual magnitud en la pared 
de la tubería. Si llamamos esfuerzo cortante en la pared de la tubería a l' w ' entonces la fuerza que actúa 

en el fluido y en la pared de la tubería debe ser - 1'w X Area o - l' w x nDL, el signo negativo indica 
que la fuerza actúa en dirección opuesta a la dirección del flujo. La fuerza que actúa en el fluido debida a 

la diferencia de presión es entonces + (PI - pJ x Área o bien: 

donde: 
D , diámetro interior de la tubería. 
PI y P2 . son las presiones ,en I as secciones 1 y 2, respectivamente, como se muestra en la 
Figura 2.1. 
L , distancia entre las secciones 1 y 2. 

1W 

! f Pl-j ~P2 é O 

1 - 2 1w 

1.- l I 
Figura 2.1 Esquema del flujo en una tubería. 
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Puesto que las condiciones son estáticéls, la suma de estas dos fuerzas deberá ser cero, por lo que se 
puede escribir: 

o bien: 

(2.1 ) 

La ecuación 2.1 muestra que el esfuerzo cortante en las paredes de la tubería es precisamente otra 
forma de expresar la pérdida de fricción, ambos, el esfuerzo cortante de la pared y el gradiente de 
presión se utilizan para describir la pérdida de energía. El mismo razonamiento y de la misma forma se 
puede aplicar a la ecuación 2.1 para ,determinar el esfuerzo cortante para cualquier radio r de tal forma 
que: 

y qué puede volverse a escribirse como: 

tJ.pr .= 
2L 

para r < R 

r . =. - para r < R w R 

Claramente se deduce que el esfuerzo cortante al centro de la tubería es, cero. 

2.2 NÚMERO DE REYNOLDS y RÉGIMENES DE FLUJO. 

(2.1 a) 

Es conocido e importante el hecho de que la relación entre la pérdida de fricción y la velocidad para fluir 
en una tubería depende de la velocidad de flujo. Para una tubería dada, cuando la velocidad está por 
debajo de un cierto valor crítico, se desarrolla flujo laminar en la tubería; cuando la velocidad está por 
arriba de este valor crítico, el flujo se encuentra en régimen turbulento. Además existe una zona de 
transición entre estas dos condiciones de flujo descritas y cuyas características se describen más 
adelante. El cambio de flujo laminar a flujo turbulento es el resultado del gran incremento de la resistencia 
del flujo a fluir y también de un cambio en la pérdida de fricción de manera que varía con la velocidad 
media. 

Estos hechos tomaron importancia como resultado de un estudio sistemático de las pérdidas de carga 
asociadas con el flujo de agua a través de tuberías realizado por Reynolds en 1883. Antes de los 
experimentos de Reynolds, Hagen en 1839 y Poiseuille en 1840 ya habían establecido que bajo ciertas 
condiciones la pérdida de fricción variaba directamente con la velocidad. Poco después, Darcyen 1858 
demostró que esa pérdida de fricción era aproximadamente proporcional al cuadrado de la velocidad 
media. Los experimentos de Reynolds probaron que ambas teorías eran correctas, al mismo tiempo 
demostró que ambas leyes de flujo a pequeñas y grandes velocidades mostraban grandes diferencias, 
cuantitativas y cualitativas. En la figura 2.2 se muestra un diagrama del dispositivo experimental usado 
por Reynolds para realizar sus experimentos. 

La naturaleza del flujo se hacia visible inyectando una solución de tinta colorante en el tubo a través de 
su eje. Fue eminente que cuando la velocidad media del flujo estaba por debajo de un cierto valor, el 
rastro de tinta se extendió a través del tubo en una línea recta y no tuvo lugar ninguna forma de 
mezclado. La velocidad permanecía completamente axial en cualquier punto. Un movimiento de este tipo 
se llama laminar. Cuando la velocidad excedió el valor crítico, la condición del flujo fue irregular, y la tinta 
parecía esparcirse a lo largo del tubo. La velocidad axial era acompañada por fluctuaciones radiales de 
velocidad. Este tipo de movimiento se llama turbulento. 
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Reynolds aplicó el análisis dimensional a este fenómeno de alteración de flujo laminar a flujo turbulento y 
determinó lo que ocurrió en un arreglo de valores fijos de un grupo adimensional, el nuevo término en su 
honor se definió como Número de Reynolds: 

donde: 

R
' pVD VD fuerzas de inercia 

e = --- = ---- = --------------
j.J. v fuerzas viscosas 

p , densidad de fluido. 

V, velocidad media del flujo. 
v , viscosidad cinemática. 
j.J. , viscosidad absoluta o dinámica. 

D, diámetro de la tubería. 

Colorante 

, 

~ '-,,'-,,'-,,~ 

l.<l 

\" 
~ Tubo de vidrio 
r '" :::::. 

::::: 
::::: 
'-

Figura 2.2 Experimento de Reynolds. 

(2.2) 

A 

El número de Reynolds es la proporción de las fuerzas de inercia que actúan en un elemento fluido con 
respecto a las fuerzas viscosas que actúan en el mismo elemento. Para flujos aproximadamente 
geométricos en cuerpos similares, será similar la proporción de las fuerzas que actúan en una partícula 
fluida en puntos geométricamente similares y deberán tener una proporción fija . Para sistemas en los que 
pueden despreciarse las fuerzas de cuerpo, el flujo es gobernado por las fuerzas inerciales y viscosas. 
Por consiguiente, para la similitud del flujo en sistemas geométricamente similares, el Número de 
Reynolds debe ser constante. 

Para tuberías, el valor crítico de Re se toma usualmente entre 2300 y 2800. Aunque se han reportado 
valores para flujo laminar que exceden este rango; sin embargo, esto es excepcional y para la inmensa 
mayoría de las condiciones de flujo en las tuberías y para valores de Re > 2300, el flujo laminar se vuelve 
inestable con pequeñas perturbaciones y son suficientes para activar la transición a flujo turbulento. 

El valor de Re en la transición depende de la configuración geométrica a través de la cual el fluido está 
fluyendo. Por ejemplo, Davis y White(13) reportaron un valor crítico del Número de Reynolds para el flujo 
entre dos placas paralelas como: 

donde h es la separación media de las placas. 

~up =700 
j.J. 

Hasta el día de hoy, se han realizado varios esfuerzos para establecer un parámetro de estabilidad que 
sea más general que el número de Reynolds, es decir, uno que sea independiente de ciertas cosas tales 
como el cambio en I,a configuración del flujo. Lohrenz y Kurata(40) intentaron definir un diámetro 
equivalente que, cuando se usara en las definiciones convencionales del número de Reynolds, Re y del 
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factor de fricción f ' permitiera tener datos para flujo laminar en tuberías, placas paralelas y en flujo 
anular concéntrico, representados por una única relación. Este método que trata a las tuberías y a las 
placas paralelas como dos casos límite del flujo anular, da como resultado el uso de la llamada longitud 
de escala (D en la ecuación. 2.2): 

Para tuberías: 

Para placas paralelas: 

donde h es la separación media. 

Para flujo anular: 

donde: 

ro ' radio exterior. 

rm ' radio interno. 

D = D (diámetro) 

(
32)}'í 

D=h -
3 

La variación de la pérdida de fricción con la velocidad media del flujo en tuberías se muestra en la Figura 
2.3. La pérdida de energía se expresa en términos del esfuerzo cortante en la pared de la tubería "w' 

definido por la ecuación 2.1. 

log 

"w 

Turbulento 
Pendiente 1.75 

log V 

Figura 2.3 Pérdida de fricción contra velocidad del flujo en una tubería. 
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En la gráfica anterior se observa que a bajas velocidades, la respuesta es típicamente laminar: 
representada por una línea recta cuya pendiente es la unidad. Cuando la velocidad se incrementa, se 
encuentra el régimen de transición y si la velocidad del flujo aumenta aún más, el flujo entra en régimen 
turbulento representado por una resp~esta lineal con una pendiente aproximadamente igual a 1.75. 

2.3 ECUACiÓN DE DARCY y EL FACTOR DE FRICCiÓN. 

Lo qué nosotros llamamos la ecuación de Darcy-Weisbach combinada con el diagrama adicional de 
Moody (Figura 2.7b) hasta ahora ha sido el método más aceptado para calcular las pérdidas de energía 
que son el resultado del movimiento del fluido en las tuberías y otras conducciones cerradas. Cuando se 
usa junto con las ecuaciones de continuidad, energía y ecuaciones de pérdida menores, los sistemas de 
tuberlas pueden analizarse y diseñarse para cualquier fluido bajo la mayorla de las condiciones de diseño 
e interés. 

Para las condiciones más comunes, la ecuación de Darcy-Weisbach nos expresará la capacidad de una 
tubería, qué diámetro deberá instalarse o la calda de presión que ocurre en un conducto. En una palabra, 
es una fórmula indispensable si deseamos diseñar sistemas que mueven o transportan liquidas o 
cualquier otro fluido, por ejemplo, un gas de un punto a otro. 

La ingeniería de diseño requiere una relación que prediga h¡ como una función de la velocidad, el 

diámetro, longitud y el tipo de material de la tubería. Julius Weisbach (1806-1871) un nativo de Saxony, 
Francia, propuso en 1845 la ecuación que se usa hasta ahora, 

L V 2 

h =/ - . 
I D 2g 

(2.2a) 

Nótese que la ecuación 2.2a sólo predice las pérdidas debidas a la fricción en la pared de la tubería y el 
efecto de viscosidad del fluido y no incluye las pérdidas menores de las entradas, codos y otros 
accesorios. Mientras Weisbach presentó la ecuación 2.2a en la forma que se usa hasta hoy su relación 
para el factor de fricción se expresó como: 

f3 
/ =a- -~= 

Jv (2.2b) 

donde a y f3 son dos coeficientes de fricción que podrían variar con el diámetro y el material de la 
pared de la tubería. La ecuación 2.2b esta basada en un conjunto de datos relativamente pequeño. 
Weisbach informó solo 11 de sus propios experimentos, mientras que se tomaron 51 mediciones 
reportadas en los informes de Claude Couplet (1642-1722), Charles Bossut (1730-1799), Pierre Du Buat 
(1734-1809), Gaspard Riche de Prony (1755-1839) y Johann Eytelwein (1764-1848). 

La publicación de Weisbach inicialmente cubrió la mayoría de los problemas de ingeniería mecánica y 
discutiblemente puso después la norma para todos los libros de texto de ingeniería. Para 1848 se tradujo 
y publicó en América; un paso bastante notable durante ese tiempo. Sin embargo, su texto no tenía un 
impacto m uy claro en Francia, el centro contemporáneo para la investigación hidráulica. Ésta es una 
situación curiosa ya que se cree que el interés de Weisbach por la hidráulica, se desarrolló después de 
visitar París en la Exposición Industrial en 1839 y la Exposición Mundial de 1855, a la que también asistió. 
Puesto que la ecuación de Weisbach estaba principalmente basada en sus datos, quizás el francés 
puede haber creído que no proporcionaba mejora alguna sobre la ecuación de Prony, de amplio uso en 
ese momento, siendo esta: 

(2.2c) 
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donde a y b eran dos coeficientes empíricos. Sin embargo, los valores exactos de los coeficientes de 
Prony fueron discutidos, ya que hasta ese momento se creía que estos no eran función de la rugosidad 
de la tubería. 

Una diferencia notable entre las ecuaciones 2.2a y 2.2c es que Weisbach desarrolló una ecuación 
dimensionalmente homogénea. Por consiguiente, I es un número adimensional y puede usarse en 
cualquier sistema de unidades, como el sistema internacional o el sistema ingles. Ése no era el caso con 
Prony, los coeficientes de rugosidad, a y b suponen valores diferentes que dependían del sistema de 
unidades. Alojo moderno, Prony es dimensionalmente una ecuación no homogénea y grotesca, pero en 
1840 no había ninguna calculadora electrónica, y de hecho la regla de cálculo moderna todavía sería 
desarrollada. Así, la relación de Prony que requiere seis operaciones matemáticas tenia una ventaja 
práctica sobre Weisbach que requiere de ocho. Adicionalmente, era una práctica normal para el francés 
despreciar el primer término de velocidad, (aV) de la ecuación de Prony para obtener una relación 
aproximadamente equivalente a Weisbach que requería sólo de cuatro operaciones matemáticas 
(D'Aubuisson, 1834). 

Mientras Weisbach permanecía delante de la mayoría de los otros ingenieros, su ecuación no tenía 
precedente. Aproximadamente en 1770, Antaine Chézy (1718-1798) publicó una ecuación proporcional 
basada en los conceptos fundamentales para flujo uniforme en los canales abiertos, 

(2.2d) 

donde P es el perímetro mojado, S es la pendiente del cauce y A es el área de flujo. Chézy permitió que 
la proporcionalidad pudiera variar entre flujos. Es una cuestión simple para insertar un coeficiente de 
proporcionalidad, e y obtener, 

(2.2e) 

donde R es el radio hidráulico dado por, R = 1/p. Introduciendo la geometría de una tubería circular y 

haciendo notar que bajo la condición ~e flujo del uniforme S = h¡'L ' la ecuación 2.2e se transforma en: 

(2.2f) 

( 

La ecuación 2.2f puede ser considerada una forma dimensionalmente no homogénea de la ecuación 2.2a 

asociada a una de las otras presentadas como - ~_. = q . Desgraciadamente, el trabajo de Chézy 
,JI 8g 

estaba perdido hasta 1800 cuando su anterior estudiante Prony, publicó un informe describiéndolo. 
Sorprendentemente, el francés no continuó con su desarrollo, pero se cree que Weisbach estaba 
consciente del trabajo de Chézy y de la publicación de Prony (Rouse e Ince, 1957). 

La ecuación de Darcy-Weisbach (ecuación 2.2a) es considerada una fórmula racional ya que el equilibrio 

de fuerzas básico y el análisis dimensional dictan queh¡ a LD-1V2g-l
• Sin embargo, el factor de 

fricción, I es una función compleja de la rugosidad y el diámetro de la tubería, la viscosidad cinemática 

del fluido y la velocidad de flujo. Esa complejidad en f ' que es el resultado de la mecánica de la capa 

límite, oculta la relación válida y llevó al desarrollo de varias formulas empíricas irracionales y 
dimensionalmente no homogéneas. Weisbach dedujo la influencia de la rugosidad, el diámetro y la 
velocidad en f, pero la comunidad profesional al parecer ignoró sus conclusiones. Además, el efecto de 

las propiedades del fluido estaba habitualmente abandonado ya que en ese entonces el agua a 
temperaturas normales era la única y mayor preocupación. Tomaría casi cien años y la incursión de 
algunos otros desarrollos para que f fuera definido completamente. 
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Además del gradiente de presión y el esfuerzo cortante de la pared, la pérdida de fricción en el flujo de 
una tubería puede expresarse en formas adimensionales del factor de fricción. 

, 
Uno de estos factores es el determinado por J. T. Fanning (1837-1911) quien fue al parecer el primero en 
combinar adecuadamente la ecuación de Weisbach con las buenas estimaciones del factor de fricción de 
Darcy (Fanning, 1 877). En lugar de intentar u na nueva expresión algebraica para f, él s implemente 

publicó las tablas de valores de f tomadas de publicaciones francesas, americanas, inglesas y 

alemanas, siendo Darcy su fuente más importante. Un diseñador pOdría buscar entonces simplemente un 
valor de f de las tablas como una función del material de I a tubería, el diámetro y la velocidad. Sin 

embargo, debe notarse que Fanning uso el radio hidráulico de una tubería circular, Rh = Q en lugar del 
4 

diámetro D en la ecuación de fricción. De esta manera los valores de la "f de Fanning" son sólo Y. de 

los valores de la "f de Darcy". La forma de la ecuación de Fanning se mantiene aún en uso en algunos 

campos, como el diseño de los intercambiadores de calor dónde las tuberías son comúnmente no 
redondas. 

Debido a lo anterior, en algunos textos suele aparecer un diagrama alterno para el cálculo de los factores 
de fricción, como el presentado en las figura 2.7a, el cuál guarda la relación de Y. con respecto a los 
factores determinados con el diagrama tradicional de Moody, figura 2.7b, asl como las ecuaciones para 
determinar los factores de fricción guardaran la misma relación como se muestra más adelante. 

El factor de fricción de Fanning f, puede ser definido como: 

f= - 'W 
pV2 

2 

Desde el punto de vista dimensional, la ecuación 2.3 puede reordenarse como: 

f=~pD/4~ 
pV2 

2 

(2.3) 

(2.4) 

El numerador es representativo de la pérdida de fricción; el denominador puede verse como 
representativo de las fuerzas inerciales, por lo que f es la proporción de las fuerzas de fricción con 
respecto a las fuerzas inerciales. 

Para determinar la pérdida por fricción se considera la ecuación 2.4 que define el factor de fricción de 
Fanning: 

f= ~pPJ.1L 
pV2 

2 

de la que al despejar la pérdida por fricción por unidad de longitud ~ se tiene: 
L 

tlp 4jV2 
-- = ---- p 
L 2D 

si la densidad se expresa como: 

16 



ALGUNOS ASPECTOS DEL FLUJO DE FLUIDOS EN LAS TUBERIAS. 

r p= .. 
g 

al sustituir en la ecuación de pérdida se obtiene: 

IIp _ 4jV2 (rm) - - -- --
L 2gD ro 

o bien: 

IIp _ 4jV2 (Pm) -- - --- --
L 2gD Po 

(2.4b) 

(2.4c) 

La ecuación 2.4b O 2.4c permiten calcular la pérdida por fricción por unidad de longitud, conociendo el 
factor de fricción de Fanning f ' el cuál se obtiene del diagrama de la figura 2.7a, en función del número 

de Reynolds Re y de la rugosidad relativa E . 
D 

El valor de f depende de la condición de flujo, es decir, del valor del número de Reynolds. La figura 2.4 

es una gráfica de log f contra log Re. A números de Reynolds bajos, es decir, en régimen de flujo 

laminar, la respuesta f - Re es lineal y bastante inclinada. Cuando el número de Reynolds aumenta, el 

flujo entra en la región de transición y si el flujo aumenta aún más ocurre flujo turbulento. 

Log f 

Laminar 

I 
I 
I 

23001 

I / T Transición 

I 
I 
12800 

Log Re 

Turbulento 

Figura 2.4 Variación del factor de fricción con el número de Reynolds para tuberías lisas. 

2.3.1 Factores de fricción en flujo laminar. 

El mecanismo por el cual I os fluidos reales (es decir, viscosos) se resisten al movimiento involucra el 
cortante interno del fluido. La relación entre la fuerza cortante y la proporción aplicada del esfuerzo 
cortante determina como el fluido puede ser clasificado. Para un gran grupo de fluidos, la fuerza cortante 
es directamente proporcional al esfuerzo cortante. La figura 2.5 representa dos placas paralelas 
separadas por una distancia h. La placa de más abajo esta fija, mientras que la placa superior se mueve 
uniformemente con una velocidad V en su propio plano. Cuando se alcanza un estado de equilibrio y 
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considerando que e I flujo es laminar, s e encuentra que para esta clase de fluidos e xiste u n esfuerzo 

cortante 'w' desarrollado en la placa de abajo en la dirección de V, cuya magnitud está dada por: 

(2.5) 

La ecuación 2.5 a veces es llamada Ley de Newton, y el tipo de fluidos que se comportan según esta 
ecuación se llaman fluidos Newtonianos. La constante j.J. es el coeficiente de viscosidad (o simplemente 

viscosidad) y es constante para un fluido dado a una temperatura y presión constantes. 

Si se considera que la velocidad relativa entre el fluido y la frontera rígida en su superficie de contacto (es 
decir, la pared) es cero, el fluido en contacto con la placa de abajo deberá estar en reposo mientras que 
el fluido en contacto con la placa superior se moverá con una velocidad V. La velocidad varía 
linealmente entre las dos placas de tal forma que a cualquier distancia y del plano y la placa de abajo la 

velocidad u, paralela a V, esta dada por: 

V 
v=y - ' 

h 
(2.6) 

Ahora el gradiente de velocidad es: 

dv V -- = -_. 
dy h 

(2.7) 

Figura 2.5 Esquema que define el flujo laminar entre dos placas paralelas. 

Así, se puede ver a la ecuación 2.5 simplemente como una definición de la viscosidad, es decir, 

• w esfuerzo cortante j.J. = - = ._------_... . __ .. - - . 
dv proporción del cortante 

(2.8) 

dy 

Mientras que la forma de la ecuación 2.5 específicamente es para un flujo entre placas paralelas, la 
ecuación 2.8 es más general y se aplica sin considerar la geometría del flujo. Para flujo laminar en 
tuberías, es posible derivar la siguiente relación entre la pérdida de fricción y la velocidad media del flujo: 

flp 32j.J.V 
- = ---~ (2.9) 

La ecuación 2.9, es la fórmula de Hagen-Poiseuille, que puede reestructurarse en la siguiente forma: 
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!!.pD 
4L 'cW fL = ---- = ----
8V 8V 

(2.10) 
-- ----
D D 

que muestra claramente la relación del esfuerzo cortante en la pared para el gradiente de velocidad 
media y es la ecuación correspondiente para tuberías, similar a la ecuacíón 2.5 para el flujo de las placas 
paralelas. 

Como se vio anteriormente, a partir del factor de fricción de Fanning que se define como: 

que al sustituir en la ecuación 2.10 se obtiene: 

f=~ 
pV 
2 

f= ~~fL = ~ 
DVp Re 

(2.3) 

(2.11 ) 

Es decir, para flujo laminar en tuberías el factor de fricción tiene una relación simple con el número de 
Reynolds. 

Si ahora se multiplica y divide la ecuación de Hagen-Poiseuille por 2pgV, se tiene: 

pero !lp = Hp es la pérdida de carga ,primaria, luego: 
pg 

64 L V 2 

Hp = --- . - -. _. __ .. 
Re D 2g 

si se compara esta última ecuación con la de Darcy-Weisbach se deduce que: 

• 

f = 64.. 
Re (2.11a) 

La ecuación de Poiseuille demuestra que: 

La pérdida de carga en régimen laminar en tuberías tanto lisas como rugosas es directamente 
proporcional a la primera potencia de la velocidad. 

La deducción de la ecuación de Poiseuille supone que el fluido se mueve ordenadamente en cilindros 
coaxiales concéntricos, es decir que el flujo es laminar. Por tanto la teoría predice y la experiencia 
confirma dicha ecuación. ' 

- para Re < 2000 (número de Reynolds crítico inferior) siempre es válida. 
- para Re > 2000 sólo es válida si el flujo sigue siendo laminar (el número de Reynolds crítico 

superior es indeterminado). 

Por otra parte si se comparan las ecuaciones 2.11 y 2 .11 a se corrobora la correspondencia entre los 
factores de fricción de Fanning y de Darcy de !I... 
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Históricamente para 1830 las diferencias entre los flujos de baja y alta velocidad estaba haciéndose 
evidentes. Independientemente y casi simultáneamente, Jean Poiseuille (1799-1869) y Gotthilf Hagen 
(1797-1884) definieron el flujo de baja velocidad en tubos pequeños (Hagen, 1839; Poiseuille, 1841). 
Nótese sin embargo que ni Poiseuille ni Hagen usaron una variable explicita para la viscosidad, pero en 
cambio desarrollaron las funciones algebraicas con la primera y segunda potencia de la temperatura. El 
aspecto más importante de los resultados de Poiseuille y Hagen era su exactitud. Mientras la restricción a 
los tubos pequeños y baja velocidad fue comprendida, lo suyo fue la primera ecuación precisa y moderna 
hasta ese entonces de fricción. Cuando se comparó entre si, el trabajo de Hagen era teóricamente más 
sofisticado, mientras que Poiseuille tenía I as m edidas más precisas yo bservaba a los fluidos d e otra 
manera que el agua. 

En 1857 Darcy, también notó la similitud de sus experimentos en tuberías a bajas velocidades con el 
trabajo de Poiseuille. "Antes de buscar la ley para tuberías que relacionen el gradiente de la velocidad, 
haré una observación: esto muestra que a bajas velocidades, . en tuberfas de diámetro pequeño que la 
velocidad aumenta proporcionalmente al gradiente". 

Después él demostró explícitamente que su fórmula de fricción recientemente propuesta para tuberías 
limitaría a Poiseuille a flujos pequeños y diámetros pequeños. Él notó que " ... el resultado es bastante 
notable, ya que llegamos el Sr. Poíseui/le y yo, a esta expresión, por medio de experimentos realizados 
bajo circunstancias completamente diferentes". 

2.3.2 Factor de Fricción en Flujo Turbulento. 

Es útil diferenciar la conducta de los fluidos en flujo laminar con aquellos en flujo turbulento. En el primer 
caso los perfiles de velocidad muestran marcadas diferencias como se indican en la Figura 2.6. La forma 
del perfil de velocidad de flujo laminar es invariablemente parabólico con una relación de la velocidad 
media con la velocidad máxima de 0.5. Estos dos hechos se deducen directamente de la derivación de la 
ecuación de Hagen-Poiseuille. El perfil de velocidad turbulento es mucho m ás chato, y su forma real 
puede depender del número de Reynolds del flujo. Para números de Reynolds altos, la relación de la 
velocidad media con respecto a la velocidad máxima es aproximadamente 0.85. 

Segundo, la resistencia para fluir, es decir, la pérdida por fricción, es mayor en flujo turbulento que en 
flujo laminar. Como s e mencionó antes, la proporción del incremento en la pérdida de fricción con el 
aumento de la velocidad del flujo es mucho mayor para flujo turbulento. La pérdida de fricción varía con la 
primera potencia de la velocidad en flujo laminar, pero en el caso de las potencias de la velocidad en flujo 
turbulento, n es aproximadamente 1.75 para flujo en tuberías normales, pero puede ser tan alto como 
2.0. 

En tercer lugar, la pérdida de fricción en flujo turbulento es sensible a la rugosidad de la tubería, mientras 
que ese no es el caso en flujo laminar. Se ha encontrado que el efecto de la rugosidad puede ser del 
mismo tipo tanto en un flujo de lodo homogéneo como en el fluido transportador. 

En el flujo turbulento el factor de fricción se define exactamente con las mismas bases que en el flujo 
laminar, es decir, de acuerdo a la ecuación 2.3. Esta forma que se deriva de consideraciones 
dimensionales fue primero empleada por Darcy para flujo en tuberías. Poco después, Stanton y Pannell, 
1914 y Blasius en 1913 intentaron examinar la variación del "coeficiente de Darcy" con la variación del 
número de Reynolds. En los dos casos estos experimentos se realizaron en tuberías lisas. Blasius 
encontró que para valores de números de Reynolds por arriba de 80000, el factor de fricción se 
representa por la siguiente ecuación, usando la definición de Fanning: 

f = O .O~9 
ReO.25 (2.12) 
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O bien utilizando la definición del factor de fricción de Darcy: 

LAMINAR 

f = 0.316 
Re 0.25 

I 
I ' 

u Media 

uMax 

TURBULENTO 

Figura 2.6 Perfiles de velocidad en tuberías para flujo laminar y flujo turbulento. 

(2.12a) 

Los experimentos realizados más tarde por N ikuradse en 1932 confirmaron la ecuación 2.12a y se 
extendió el rango a valores de Re más allá de 3 x 106 en la siguiente forma: 

f = 0.0008 + 0.0553 
ReO.237 (2.13) 

La ecuación de Nikuradse en forma logarítmica es más conocida y está basada en la forma sugerida por 
Von Karman en 1930. 

_ 1 =4.01og(Re .7 )-0.40 
Jf (2.13a) 

Debido a que la rugosidad de la pared de la tubería afectaba al valor del factor de fricción establecido 
primero por Darcy y siguiendo esto, la investigación del flujo en una tubería rugosa prosiguió con esta 
considerable dificultad hasta el trabajo de Nikuradse en 1933. 

Estos experimentos en los que la rugosidad fue producida por arena (0.1 a 1.6 mm de diámetro) pegada 
en las paredes de una tubería establecieron que el factor de fricción también era una función de la 
"rugosidad relativa" de la tubería, es decir: 

f = fun ción ( Re, ~ ) (2.14 ) 

donde e es la longitud característica de la rugosidad y D es el diámetro de la tubería. 

Colebrook en 1939 propuso la siguiente ecuación empírica para las tuberías: 

1 D ( D J -c"" = 410g .-- + 3.48 - 410g 1 + 9.35 ··.c 

j f 2e 2eRe ¡/ 
(2.15) 
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La ecuación 2.15 ha sido utilizada ampliamente, y es la base de los diagramas actuales para obtener el 
factor de fricción. 

Se ha encontrado que a números de Reynolds altos el valor del factor de fricción se vuelve independiente 
del número de Reynolds. P ara esta región el último término del lado derecho de la ecuación 2.15 se 
vuelve insignificante por lo que el valor del factor de fricción se obtiene despreciando este término. El 
valor del número de Reynolds más allá de que el factor de fricción sea independiente del número de 
Reynolds esta dado por: 

(2.16) 

El diagrama del factor de fricción mostrado en la Figura 2.7a es la representación gráfica de las 
Ecuaciones 2.11, 2.13 Y 2.15 Y es utilizado ampliamente para los cálculos de flujo en tuberras. Sin 
embargo la figura 2,7b representa e I diagrama universal de M oody u tilizado m ás frecuentemente. Los 
valores de la rugosidad absoluta y relativa de una gran variedad de materiales de la tuberla fueron 
determinados por Moody en 1944 y se presentan en la Figura 2.8. 

Con la publicación de Moody, los colegas aceptaron la ecuación de Darcy-Weisbach y es dominante en 
muchos más campos de la ingeniería. Sus resultados son aplicados sin preguntar, por qué no puede ser 
apropiado para todas las condiciones. Las afirmaciones de verdadera exactitud son raras, pero basadas 
en su juicio personal de que la rugosidad de la tubería es dificil de definir, White (1994) declaro que el 
diagrama de Moody sólo es exacto' al ± 15%. Asr, es sorprendente que el diagrama no haya sido 
modificado o se haya reemplazado durante los últimos 61 años. 

Se han realizado esfuerzos por perfeccionar el procedimiento y eliminar el uso manual de gráficos. Esto 
resulta difícil y es responsable para el uso continuo de fórmulas empiricas menos exactas como la 
ecuación de Hazen-Wi"iams. Mientras que estas tienen un rango limitado del número de Reynolds, esas 
fórmulas irracionales son adecuadas para algunos problemas de diseño. Por consiguiente, el adelanto 
más notable en la aplicación de la ecuación de Darcy-Weisbach ha sido la publicación realizada por 
Swamee y Jain (1976 y 1993) de las ecuaciones explícitas para el diámetro de la tuberra, pérdida de 
carga y la descarga a través de una tuberia, basados en la ecuación Colebrook-White, ecuación 2.16a y 
2.16b. Las formulas de Swanee y Jain eliminan las desventajas actuales del uso de las ecuaciones 
empíricas de flujo en tuberias. Ya que, debido a su exactitud y su amplio margen de aplicación, la 
ecuación de Darcy-Weisbach debe ser considerada la norma y las otras deben dejarse para los 
historiadores. 

Si IxIO-6 
::;; !.- ::;; IxIo-2 y IxI03 

::;; Re ::;; IxI08 

D 

f = ___ ._. __ ~·3? ---- i 

log{~'!2 + ?~?} 
3.4 Reo.9 

o la ecuación propuesta en 1993: 

f = {( 64)8 + 9.S[ln(-C + 2:74 ) _(2S00)6]-16}O.125 
Re 3.7D Reo-9 Re 

(2.16a) 

(2.16b) 

22 



ALGUNOS ASPECTOS DEL FLUJO DE FLUIDOS EN LAS TUBERIAS. 

0.025 

0.0225 

0.020 

0.0175 

0.015 
0.014 
0.013 
0.012 
0.011 

=- 0.010 

z 
'0 

0.009 

Ü 
U 

0.008 

ii! 0.007 ... 
w 0.0065 
e 0.006 « o 0.0055 ... 
~ O.OOS 

0.0045 

0.004 

0.0035 

0.003 

0.0025 

0.00225 

0.002 

I f" --.- - 4.0 log (Re t f )- 0.40 
{f 

. . . 
'. 

:1 34568 

10
4 

':------- --------------- 0.05 

~----------------------------o.~ 
.~-------------------- 0.03 

-----------------O.~ 
------------~---- 0.015 

---------------- 0.01 
---------------- 0.008 
~--------------- 0.006 

---':""':-" '-•• -, ------------ 0.004 

------~---------------0.()()2 

", 

::3===5~========= 0.001 
0.0008 

, 0.0006 
----.......;~.''7,,------- 0.0004 

~---~ .... ,::-, ----- 0.0002 
" 

:::-----:':.:.,. ' ..... ---- 0.0001 

------• ...;" :.:.'...,...-- 0.00005 

REGION DE TRANSICION 

....... '" 

Q 0.00001 
2 3 4 56 8 :1 3 4 56 8 2 3 4 56 8 .~.~ 6 8 

105 106 lO' 0, ~ 108 

NUMERO DE REYNOLDS (Re . o~e.) 

-"le -

Figura 2.7a Factores de fricción de Fanning en tuberías para flujo turbulento (Modificado después 
por Moody, L. F., Trans. ASME, Vol. 66, P 671,1944). 

2.4 CAPA LíMITE Y TURBULENCIA: 

Hasta ahora, se han presentado brevemente los problemas de flujo en las tuberias en términos de lo que 
podría llamarse parámetros de valor medio. Es probable que el conocimiento sobre el flujo no pueda ser 
muy extenso más allá de las consideraciones de su naturaleza, e incluso en el campo de los flujos de 
mezclas o suspensiones, que también hasta la actualidad no están por ningún medio o fuente 
establecidos como en el caso del flujo de fluidos de una sola fase. Los grandes adelantos en la 
comprensión del flujo de los fluidos tuvieron lugar en el siglo antepasado y han sido el resultado del 
trabajo de los principios básicos de los mecanismos que controlan el flujo de los fluidos. 
Consecuentemente el progreso en el flujo de las suspensiones depende en gran magnitud de cómo se 
pueda incorporar este conocimiento en la estructura existente, en este contorno se presentan las facetas 
más importantes de lo que podría llamarse la "mecánica de fluidos moderna" y, hasta dónde sea posible, 
resaltar las áreas referentes al flujo de las suspensiones. 

2.4.1 Capa Límite. 

El estudio del flujo de los fluidos reales, está basado principalmente, en el empirismo. La ciencia de la 
hidrodinámica clásica podría producir un pequeño progreso en la predicción teórica de la conducta fluida 
sin el recurso del concepto de fluido no viscoso. En muchos casos esto producía una completa 
discordancia entre lo que podría observarse en la práctica y lo que predecía la teoría. Por ejemplo, la 
hidrodinámica clásica mostró que un cuerpo en movimiento a través de un fluido infinito no podría 
experimentar alguna fuerza de arrastre. 
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Figura 2.7b Coeficientes de fricción; diagrama universal de Moody. 
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Figura 2.8 Rugosida~ relativa de la tuberías (modificado después por Moody, LF., Trans ASME, 
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La reconciliación entre la teorra y la práctica se logró por medio de la teorra propuesta por Prandtl en 
1904, en la que postuló la existencia de la capa limite. Esta teoría, asume que cuando un fluido viscoso 
se mueve relativamente en una frontera sólida, la velocidad de la capa del fluido cercana a la superficie 
es retardada de forma relativa a la velocidad media del flujo. En la propia frontera, el fluido está en reposo 
relativo con respecto a la superficie. Existe una película o una capa delgada del fluido cercana a la 
frontera sólida en la que el flujo es laminar aunque el cuerpo fluido principal este en movimiento 
turbulento. En el borde exterior de la capa limite, el fluido tiene esencialmente la velocidad del flujo 
principal relativa a la superficie. Fuera de la capa del limite, el flujo puede tratarse como no viscoso, es 
decir, los efectos de la viscosidad necesariamente sólo serán considerados dentro de la capa del limite. 

La teoría de la capa límite es muy amplia; estaría más allá del alcance de este trabajo el discutir el asunto 
a gran detalle excepto quizás para el marco que sigue la física general de la capa límite. 

2.4.2 Desarrollo de la Capa Límite. 

Considere el ejemplo de una placa localizada en un fluido infinito y orientado paralelamente a la dirección 
media del flujo, Figura 2.9. 
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1 
¡ 
! 

CAPA LiMITE 
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Figura 2.9 Capa límite en un placa plana. 

.' 

Espesor de la 
Capa Limite 

Ya que el fluido es infinito, y como la región en la proximidad de la placa está completamente libre de los 
gradientes de velocidad. En la parte inicial de la placa, el flujo es laminar en la capa límite; es decir, es 
liso y se derivan perfiles aerodinámicos aproximadamente paralelos a la placa. En un cierto punto, tiene 
lugar una transición rápida a flujo turbulento. Previamente se han discutido las diferencias entre el flujo 
laminar y el flujo turbulento y cómo éstas afectan ciertas cosas, tales como la pérdida de fricción. Sin 
embargo, la principal diferencia entre los dos flujos es que el flujo laminar es considerado como 
aerodinámico y que en el flujo turbulento hay un movimiento general paralelo a la superficie, pero 
sobreponiéndose a estelas de rápidas fluctuaciones las cuales son aleatorias en magnitud y dirección. 

Existen importantes diferencias entre la capa límite laminar y la capa límite turbulenta. En el primer caso, 
como se muestra en la Figura 2.9, el perfil de velocidad para una capa límite turbulenta es casi uniforme 
por encima de su espesor total 0T' comparado con el perfil de velocidad para la capa laminar, que se 

puede comparar con la Figura 2.6. Por consiguiente, en la superficie de la placa el gradiente de velocidad 

du t' d - len e a ser mucho mayor en la capa turbulenta, y puesto que el esfuerzo cortante de la pared se 
dy 

define como: 

du 
r = Jl -- cuando y = O 

W dy (2.17) 

la pérdida de fricción también es mucho mayor. Esto, en parte, explica los comentarios anteriores con 
respecto a las pérdidas de fricción. 
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Y, secundariamente, debido a la naturaleza fluctuante del flujo turbulento, la capa límite turbulenta tiende 
a mezclarse más rápidamente con el flujo del chorro principal. Esto hace a la capa limite turbulenta más 
gruesa y más estable que la capa límite laminar. 

Volviendo a la conducción del flujo a través de una tubería, se puede observar que la capa límite crecerá 
en todas las direcciones con la distancia medida desde la entrada de la tubería. La Figura 2.10 muestra 
de forma aproximada cómo la capa límite (en este caso una capa límite laminar) crece o se "desarrolla" 
en una tubería de sección transversal constante. El flujo que entra a la tubería no presenta el gradiente 
de velocidad puesto que es ilimitado. En la parte inicial de la tubería se desarrolla la capa limite. Esta 
región de entrada de flujo se caracteriza por un perfil de velocidad continuamente cambiante con la 
distancia desde la entrada. Siguiendo a la región de entrada, la capa limite se desarrolla hasta ocupar 
completamente la tubería. En esta región el perfil de velocidad es constante y se dice que el flujO se ha 
"desarrollado totalmente". La distancia requerida para el establecimiento del flujO totalmente desarrollado 
depende de la condición de flujo, si es laminar o turbulento. En el flujo laminar la longitud de entrada Le, 
es una función del número de Reynolds y del diámetro de la tubería y está dada por: 

Le = O.028D Re (2.18) 

Para el flujo turbulento la longitud de entrada es independiente del Número de Reynolds y es 
aproximadamente igual a 50 diámetros de la tubería. El área de más interés en el diseño de la tubería es 
el comportamiento del flujo turbulento totalmente desarrollado de la tubería; por consiguiente, es 
importante hacer énfasis principalmente a realizar una breve revisión breve ciertos aspectos de flujo 
turbulento. 

-----
-----

F---------------l.------------~ 

Figura 2.10 Desarrollo de la capa límite en flujo laminar en una tubería. 

2.4.3 Velocidad de fricción. 

La velocidad de fricción es un parámetro que se emplea en la teoría y el análisis de flujo turbulento en 
tuberías. Puede ser considerado como una relación de la velocidad característica que para describir un 
flujo, se define como sigue: 

* rr~-u = --
'; p 

(2.19) 

El concepto de velocidad de fricción surgió del trabajo en flujo turbulento dirigido por Prandtl y otros 
autores, que se convencieron de la existencia de una ley universal que gobierna la distribución de 
velocidad en las tuberías. Blasius desarrolló la siguiente fórmula a partir de datos experimentales: 

(2.20) 

esta fue el punto de partida. Analizando la ecuación 2.20, Prandtl encontró particularmente difícil observar 
alguna conexión entre el esfuerzo cortante en la pared de la tubería y el radio R de la tubería. El problema 
simplemente era cómo eliminar R de la ecuación. 
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u 
Introduciendo el concepto de velocidad de fricción y empleando una relación de las velocidades U * Y 

una distancia relativa de la pared igual a: 

él pudo transformar la ecuación 2.19 y obtuvo: 

+ u* y 
y = - -

v 

(2.21 ) 

donde u es la velocidad del flujo a una distancia" y" de la pared. Ésta es una ley universal que relaciona 
la velocidad de un punto a una distancia desde ese punto hasta la pared de la tuberla. 

De la definición del factor de fricción y la definición de velocidad de fricción (ecuación 2.19), se puede 
obtener la siguiente relación entre la velocidad de fricción, el factor de fricción, y la velocidad media del 
flujo: 

(2.22) 

La utilidad del concepto de velocidad de fricción como una herramienta analítica se expondrá más 
claramente con el avance de este capitulo. Sin embargo, el valor flsico de u * también es de importancia, 
particularmente en el flujo de las suspensiones. Los datos de las mediciones de la turbulencia en un flujo 
totalmente desarrollado en una tuberla (por ejemplo, los datos obtenidos por Laufer(39» muestran que 
casi para toda la sección transversal de una tuberla la proporción media de la ralz cuadrada de las 
fluctuaciones de la velocidad en la dirección vertical con respecto a la velocidad de fricción son 
aproximadamente uno. Es razonable asumir que la magnitud de las fluctuaciones de velocidad verticales 
son significantes con respecto a la capacidad dada de un flujo para mantener las partlculas en 
suspensión. Por consiguiente, la medición simple relativa de u * puede ser un indicador útil en el flujo de 
lodos en las tuberías. . 

2.4.4 Esfuerzos de Reynolds. 

Si se pudiera tomar un registro continuo de la velocidad instantánea durante un cierto lapso de tiempo en 
un punto y en una sola dirección en un flujo turbulento, el resultado seria similar al mostrado en la Figura 
2.11, donde el trazo no es estable, y fluctúa al azar. Las fluctuaciones tienen lugar alrededor de un valor 
igual a la velocidad media del flujo y son tfpicamente del orden del 10% de la velocidad media. Por la 
aleatoriedad de las fluctuaciones que caracterizan al flujo turbulento sólo es posible realizar el análisis de 
la turbulencia con base en un análisis estadístico. A estas alturas se podría realizar la siguiente pregunta: 
¿Si el flujo turbulento difiere del flujo laminar sólo por estas elementales fluctuaciones bastante 
pequeñas, cómo se explican estás drásticas diferencias, es decir, en el comportamiento de la pérdida de 
fricción? La respuesta a esta pregunta se tiene al considerar los que se han llamado "Esfuerzos de 
Reynolds". La Figura 2 .12 representa un pequeño elemento fluido en un flujo turbulento. El flujo es 
unidireccional en la dirección de x (es decir, sólo tiene velocidad media en la dirección de x), pero 
claramente, puesto que el flujo se considera turbulento, ahí existirán componentes de velocidad debidos 
a las fluctuaciones en las direcciones de y y z. Refiriéndose a la Figura 2.11, se puede escribir la 
velocidad en cualquier instante como la suma de la velocidad media y un componente de fluctuación; por 
lo que en la Figura 2.12, la velocidad ~n la dirección de x en cualquier instante está dada por: 

u =u +u' (2.23) 

en la dirección de y: 

v = V +v'=v' (2.24) 
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y en la dirección de z: 

w=W +w'=w' (2.25) 

donde u, v y w son respectivamente los componentes de velocidad instantáneos en las direcciones de 
x, y y z. La velocidad media y los componentes de la velocidad de fluctuación se representan por las 
barras y el apostrofe, respectivamente. Si se considera el momento de transporte de la cara &&, es 
decir, en la dirección de y: el flujo de masa instantáneo es pv'&& dónde p es la densidad del fluido. El 

momento del flujo, o la proporción del momento de transporte a través de la cara, el cuál es en el 
trayecto, la fuerza que actúe en la cara && y que es igual al flujo de masa multiplicado por la velocidad. 
Puesto que se pueden distinguir los componentes de la velocidad, también se pueden identificar los tres 
componentes de las fuerzas en la cara, uno normal y uno tangencial, como: 

~ 
e 
~ 
o 
9 
w 
> 

(pv' &&)v' , (pv' && 'xU + u') y (pv' && )w' 

Velocidad Instantaneo 

~ Velocidad media 

TIEMP.O (t) 

Figura 2.11 Registro continuo de la velocidad instantánea en un punto en un flujo turbulento. 

w· 

. t r ~~----f'_ . . __ _ 
u:: Ü + u' 

/ 

/// x ~/ 
"-____ --Y-_ 'ti 

--,f,x--I/ 

Figura 2.12 Esquema para definir un elemento del fluido. 

Los esfuerzos medios en las caras se obtienen al dividir las fuerzas entre el área y tomando el promedio. 

Esto produce un esfuerzo normal p~'2, uno tangencial en la dirección de x jillv', y un esfuerzo en la 

dirección de z pv'w". 
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Si el mismo análisis se realiza para las otras dos caras, las magnitudes de los esfuerzos en las caras 
&~, &&son: 

y 
Pu'2 , pi/v' y pu'w' 

respectivamente. 

Así, además de los esfuerzos viscosos, tenemos los esfuerzos que generan las fluctuaciones de 
velocidad. Estos esfuerzos adicionales se llaman Esfuerzos de Reynolds. 

Es de utilidad examinar los esfuerzos de Reynolds en condiciones numéricas; esto sólo puede realizarse 
de una manera aproximada, pero demuestra un punto muy importante. Como se discutió en un punto 
anterior, la magnitud de las fluctuaciones turbulentas es típicamente ± 0.10 de V dónde Ves la velocidad 

media. Así, el u'v es del orden de: 

(O.lOVXO.IOV)= O.OlpV
2 

De la Ley de Newton, se pueden escribir los esfuerzos viscosos como: 

los cuáles son del orden de1 O veces .u( ~J . 
La proporción de los esfuerzos de R eynolds con respecto a los esfuerzos viscosos, e ntonces, e s del 

orden de 0.001 ( !?tp J o 0.001 Re. 'En el flujo de fluidos en las tuberías, los valores de Re del orden de 

10
5 

no son raros, por lo que los esfuerzos de Reynolds o los esfuerzos turbulentos son cien veces más 
grandes que aquellos que se calculan con las consideraciones completamente viscosas. Así, el efecto de 
las fluctuaciones relativamente pequeñas de la velocidad media en el flujo es bastante fuerte. 

Finalmente deben realizarse dos comentarios con respecto a los esfuerzos de Reynolds. Primero, el 
término esfuerzo de Reynolds, por ejemplo, {iü'v' son por convención normalmente escritos como una 

cantidad negativa, es decir - pu'v' . Esto es porque hay una fuerte correlación negativa entre u' y v', y 

por consiguiente pu'v' es positivo. Segundo, los esfuerzos de Reynolds nunca han sido adecuadamente 

medidos en el flujo de una suspensión, y es cierto que aún cuando las técnicas de medición continúan 
mejorando, la estructura del flujo turbulento de una suspensión se conocerá, no sólo a través de las 
covarianzas de la velocidad, sino también a través de las covarianzas de la concentración-velocidad. Por 
lo que se requiere mucho trabajo básico en esta área. 

2.4.5 Concepto de Longitud de Mezclado. 

En el desarrollo de las teorías que involucran transporte turbulento de momentum o cantidad de 
movimiento en los fluidos, los primeros trabajos utilizaron la teoría cinética de los gases. Razonando que 
los movimientos a gran escala de elementos fluidos en movimiento turbulento son análogos al 
movimiento aleatorio de las moléculas en los gases, la mayoría de los trabajos en este campo 
examinaron los efectos de postular una "longitud de mezcla" análogo a la trayectoria libre media en el 
movimiento molecular. 

Aquí sólo se hace referencia a la teoría de transporte de velocidad propuesta por Prandtl. Aunque existen 
otras, además de ser la primera, la teoría de Prandtl es la más simple y es tan buena como cualquiera por 
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su correlación de los resultados experimentales. La longitud de mezcla es considerada como una 
distancia media a la cual viaja un elemento flu ido y sobre la cual retiene sus propiedades originales (por 
ejemplo, su velocidad); a mayores distancias que la longitud de mezclado, el elemento fluido se mezcla 
con su entorno. 

Si se considera un flujo en el que la velocidad u sólo es una función de y , como el mostrado en la Figura 

2.13, la teoría de Prandtl dice que los elementos fluidos a la altura y se desplazarían a los planos (y + 1) 
y (y - L) una longitud 1, donde [ es la longitud de mezclado, reteniendo sus velocidades iniciales antes 
de mezclarse a una altura y. 

y 

T )1 
t----'-----W 

y 

I du 
u+ áy 

l~_u 
Figura 2.13 Esquema para definir la longitud de mezclado. 

Si la velocidad a la altura y es u, entonces si se asume que la longitud 1 es pequena: 

y 

du 
u(y -1) = u -1 ---

dy 

du 
u(y + 1) = u + 1 -

dy 

(2.26) 

Estas velocidades representan la cobertura global de las velocidades instantáneas en el punto y, es 
decir, 

u - '¡ ~,2 Y u + !~'2 

Por consiguiente, se tiene: 

(2.27) 

Ya que u' y v' generalmente son de signo contrario, y asumiendo que son del mismo orden, se pueden 
escribir los esfuerzos de Reynolds como: 

- , , [2 (dU JI du ¡' T = -pu v =constante x p -- -
dy dy l 

Si se incluye la consta[1te y 12 en la misma constante 11 , se puede escribir: 
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2 du Idu l 
T = P I1 ·-- 1--" 

dy ¡«y l 
(2.28) 

donde I1 es proporcional a la longitud d e m ezclado. Sil a ecuación 2.28 e s comparada con 1 a Ley d e 

Newton, ecuación 2.8, se puede ver que el término p 112 1 ~; 1 es equivalente a una viscosidad efectiva 

turbulenta E . Así el esfuerzo cortante total esta dado por: 

(E + jj ) _t!.~ 
dy 

(2.29) 

Si se considera la forma en que la longitud de mezclado I1 varía con la distancia de la pared, la 

suposición más simple que puede hacerse es una de proporcionalidad directa, es decir, 

Al sustituir en la ecuación 2.25 resulta, para du positivo, 
dy 

que puede volverse a escribirse como: 
du u* 
- = -
dy K)l 

Al integrar se obtiene: 

u 1 Y 
= - log e 

u * K Yo 
donde Yo es una constante. 

(2.30) 

(2.31) 

Así que para considerar la longitud de mezclado se ha obtenido la ecuación 2.31 lo que parece ser una 
descripción general del perfil de velocidad. Su valor depende sin embargo de dos cosas. Primero, ¿el 
concepto de longitud de mezclado es un término físico? Segundo, ¿qué tan buena es la suposición 
realizada en la ecuación 2.30? Las Figuras 2.14 y 2.15, las cuáles muestran los datos de Nikuradse en la 

forma !J. contra 2:'. proporcionan las respuestas a estas preguntas. Para números de Reynolds bajos 
r r 

(Figura 2 .14), la longitud de m ezclado m uestra u na ligera dependencia en el número de Reynolds. A 
números de Reynolds más altos (Figura 2.15) éste no es el caso. Puede concluirse de estos datos que el 
concepto de longitud de mezclado es particularmente adecuado para números de Reynolds altos, y 
puede aceptarse que es independiente de la rugosidad, el diámetro de la tubería, o la velocidad. Estas 
conclusiones pueden expresarse en una forma ligeramente diferente de los resultados que son 
pertinentes para el diseño de las tuberías. Considerando las ecuaciones 2.1 a y 2.25, el esfuerzo cortante 
en cualquier punto en una tubería puede escribirse (despreciando los esfuerzos viscosos) como: 

(2.32a) 
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o bien: 

(2.32b) 

Estas ecuaciones adimensionales establecen que para un valor constante de u *, el modelo de flujo 
turbulento será idéntico para cualquier diámetro de la tubería, rugosidad, etc. 

También es claro de las Figuras 2.14 y 2.15 que la relación supuesta en la ecuación 2.30 no puede ser 

considerada válida más allá de .¡;; = 0.2, es decir, más allá del 20% de la capa del límite interna. Así la 

ecuación 2.31 que describe el perfil de velocidad sólo puede aplicarse en una región cercana a la pared. 
Por esta razón la ecuación 2.31 es a veces llamada la ley logarítmica interna, yes una forma de la "ley de 
pared" a la que se referirá después. 

2.4.6 Ley de defecto de la velocidad. 

Si se asumiera que la ecuación 2.30 es válida para todo el desarrollo de la capa del límite, se podría, 
para el flujo en la tubería, sustituir las condiciones de frontera u = umáx Y y = r en la ecuación 2.31 para 
obtener: 

umax - U _ 1 I ( r) --- - - og -
u * K e y 

(2.33) 

Así, el defecto de la velocidad máxima está logarítmicamente relacionado con la distancia de la pared. De 
esta manera se ha llegado, aunque iQcorrectamente, a la ley de defecto de la velocidad o ley logarítmica 
externa del perfil de velocidad. K es la constante de Van Karman (igual a 0.4), y cambiando el logaritmo 
natural al de base 10 se obtiene: 

U max - U = 5.7510g(!.-) 
u * y 

(2.34) 

La ley del defecto formulada en la ecuación 2.31 no es aplicable a toda la capa límite sólo a una porción 
fuera de la pared. El valor de la ley de defecto de la velocidad es que describe el perfil de velocidad 
independientemente de la rugosidad, el diámetro de la tubería, etc., y de hecho puede expresarse en 
forma general como: 

umax - U = f(!'-) 
u* y 

(2.35) 

para cubrir toda la capa límite. Sin embargo no se conoce la naturaleza exacta de f . 

Stanton(59) sugirió, como se muestra en la Figura 2.16, su aplicación a los datos de Nikuradse que ilustran 
su validez sobre todo el diámetro de la tubería, y para un rango determinado de rugosidades de la 
tubería. El efecto de la rugosidad en el perfil de velocidad fue establecido por Fritsch(20). Trabajando con 
flujo uniforme a través de un canal, Fritsch demostró que el perfil de velocidad se vuelve menos achatado 
con el incremento de I a rugosidad Figura 2 .17. E I incremento de I a rugosidad de la tubería tiene dos 

efectos: deforma el perfil de velocidad tal que u/ disminuye y consecuentemente la velocidad cerca 
/ umax 

de la pared disminuye; y también produce un aumento en las pérdidas de fricción. 

La expresión de la velocidad local como un defecto de la máxima, normalizó la escala de velocidad 
característica u * , considerando estos cambios como se muestran en la Figura 2.16. 
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Figura 2.14 Curva de longitud de mezclado para números de Reynolds bajos (referencia 3). 
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Figura 2.15 Curva de longitud de mezclado para números de Reynolds altos (referencia 3). 
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Figura 2.16 Curva de la deficiencia de la velocidad (referencia 3). 

Figura 2.17 Curvas de velocidad para descarga constante y rugosidad variable: l. Muy rugoso; 11. 
Rugosidad media; 111. Liso. (de Fritsch, en Abhandlungen aus dem Aerodynamischen Institut un 
der Technischen Hochschule Aquisgrán, Heft 8) 
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2.4.7 Subcapa viscosa. 

La ley de pared normalmente se presenta de la forma: 

~ =f(u*y) 
u* v 

(2.36) 

e ilustra que la diferencia entre las leyes de velocidad externa e interna es de una importancia relativa de 
la viscosidad. La relación completa normalmente esta dada como: 

u (u * y) - =5.7510g --
u* v 

(2.37) 

en la Figura 2.18 se muestra en forma gráfica los datos de Nikuradse. La magnitud de la ley logarítmica 

interna se ve claramente así como también el hecho de que u * y ~ son respectivamente los factores de 
u 

escala apropiados para la velocidad y la longitud en la región de la pared. Sin embargo, existe, una 

región adyacente a la pared (para y+ < 11.6) donde la ley de pared no se mantiene. Esta es la llamada 

sub-capa viscosa. Esta capa es sumamente delgada y las fluctuaciones turbulentas de velocidad en 
condiciones absolutas pueden llegar a ser pequeñas (sin embargo, la intensidad de turbulencia local u'fu 
permanece grande). Por consiguiente, el esfuerzo cortante dominante en esta región es viscoso, y los 
esfuerzos de Reynolds tienen un efecto muy pequeño. El espesor de esta capa está dado por: 

v 
<5 = 11.6--

u* (2.38) 

El conocimiento de la capa sub-viscosa es de importancia por varias razones. Como se puede ver de la 
ecuación 2.38 si la velocidad del flujo disminuye (es decir, cuando u * disminuye), el espesor de la 
subcapa <5 se incrementa. De hecho, en flujo laminar <5 es tan grande como cualquier tamaño de los 
elementos de rugosidad inmersos y normalmente encontrados en las tuberías de flujo. Esto explica por 
qué la rugosidad no tiene efecto en los factores de fricción laminares; también sugiere que el tamaño de 
la subcapa inherente a los elementos de rugosidad sea de mayor importancia con respecto a la 
generación de la turbulencia. 

En el flujo de lodos, Thomas(71)(72) descifró un cambio en el mecanismo por el cuál las partículas 
permanecen en suspensión que depende de que si las partículas son más grandes o más pequeñas que 
la subcapa viscosa. 

Hasta aquí se han presentado de forma breve los aspectos más importantes de la mecánica de los 
fluidos que son aplicados y que afectan el diseño de una tubería que tiene como objetivo el transporte de 
lodos. En el capitulo siguiente se analizaran las fuerzas que actúan en un cuerpo sumergido en un fluido 
y que proporcionaran una visión más amplia del comportamiento del flujo de lodos en tuberías, 
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Figura 2.18 Demostración de la ley de defecto de la velocidad (referencia 3). 
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CaQítulo 3 
MOVIMIENTO RELATIVO DE FLUIDOS Y PARTíCULAS 

NOMENCLATURA. 

A, área proyectada de la esfera. 
e coeficiente de arrastre. 

D' 
D, diámetro del cilindro. 
F, fuerza de arrastre. 

Re, número de Reynolds. 

a,b,c, tres ejes mutuamente perpendiculares de una partícula 
siendo a el eje más largo y c es el eje más corto. 

d, diámetro de la partícula. 

d diámetro normal. 
n' 

e, volumen de la fracción de vacíos. 
g, aceleración debida a la gravedad. 
m, masa. 
r, · radio. 
t, tiempo. 

W, velocidad relativa entre el fluido y la partlcula. 
velocidad terminal de calda . 

W
ot

' velocidad de caída de una sola partícula en un fluido infinito. 

w
tD

, velocidad de calda de una partlcula en un cilindro de diámetro D. 

Jl, viscosidad dinámica del fluido. 

p, densidad del fluido. 

P densidad del sólido. s , 

ae , aceleración debida a la gravedad. 
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3. MOVIMIENTO RELATIVO DE FLUIDOS Y PARTíCULAS. 

Hasta aquí, se han considerado situaciones del flujo que son esencialmente unidireccionales, con el flujo 
del fluido a lo largo de una tubería o un canal. Ahora, se hará referencia a las fuerzas que actúan en un 
tuerpo sumergido en un fluido. Esto, introduce al problema aún más complejo del flujo en tres 
dimensiones, ya que en general el fluido se conducirá alrededor del cuerpo. 

El comportamiento de una partícula en un fluido es crucial en el diseño de los sistemas de transporte 
hidráulicos en los que los efectos inerciales del a p articula s on s ignificativos, es decir, p ara sistemas 
heterogéneos. Como en la mayoría de los aspectos de la dinámica de los fluidos, este tema no se presta 
al análisis teórico y los adelantos citados en este conocimiento están basados totalmente en la evidencia 
empírica. Este capítulo presenta los métodos para estimar la velocidad de sustentación de las partículas 
sólidas. . 

3.1 NATURALEZA DE ARRASTRE DE UN FLUIDO. 

En cualquier discusión de la naturaleza de la resistencia, o arrastre, las fuerzas experimentadas por un 
cuerpo con movimiento relativo a un fluido, se debe considerar el comportamiento de la capa limite 
formada cerca de la superficie del cuerpo. Ya se presentó que en un flujo viscoso fluyendo sobre una 
superficie, la velocidad de la capa del fluido cercana de la superficie es retardada relativamente con 
respecto de la velocidad media. Esta capa límite aumenta su espesor con el incremento de la distancia 
desde el borde de ataque de la superficie hasta algún punto, dependiendo de las condiciones del flujo, la 
capa limite puede desarrollarse lo suficiente, hasta lograr ser lo suficientemente inestable y separarse de 
la s uperficie. Esta separación produce I a formación d e u n remanso y la disipación consecuente del a 
energía. 

Se puede ver que las fuerzas que se desarrollan en el cuerpo, en el caso donde la capa límite se ha 
separado, deben ser de una naturaleza diferente a las que actúan en el cuerpo cuando la capa del límite 
aún no se ha separado. De hecho, la fuerza total de arrastre en un cuerpo sumergido en un fluido en 
movimiento tiene dos componentes, el arrastre viscoso (o fricción superficial) y la forma de arrastre. A 
pequeños gastos, más allá de que el cuerpo tenga una forma dada, no tiene lugar ninguna separación y 
el arrastre total es resultado de la fricción superficial. Cuando la velocidad se incrementa, la separación 
de la capa del límite ocurre y, ambas, la fricción superficial y la forma de arrastre contribuyen a la fuerza 
total de arrastre. Si la velocidad se incrementa continuamente, la fricción superficial se vuelve una 
relación continuamente decreciente de la fuerza total de arrastre. 

Hasta ahora la naturaleza laminar ha sido implícita en la consideración de la capa límite sobre la 
superficie del cuerpo. Sin embargo, es posible que el flujo dentro de la capa límite pueda cambiar de 
laminar a turbulento antes de que tenga lugar la separación. Esta transición de flujo laminar a flujo 
turbulento dentro de la capa límite puede ocurrir cuando las velocidades del fluido son muy altas o por 
rugosidades artificiales colocadas en la cara principal del cuerpo sumergido y es acompañada por una 
notable disminución de la fuerza total de arrastre. La razón de esto es que la compensación de la 
transferencia de momentum en el flujo turbulento es mucho mayor que en el flujo laminar. Por 
consiguiente, e I movimiento rápido del f luido e s capaz, por la misma transferencia de m omentum, de 
mantener el flujo al límite del movimiento hacia adelante, retardando la formación del remanso y así la 
separación. Si la separación ocurre, ésta ocupará un lugar más allá del borde de ataque, los remansos 
resultantes serán más pequeños y el arrastre total se reducirá al valor del flujo laminar. Como se verá 
después en este capítulo, la ocurrencia de esta transición e stá normalmente fuera de las condiciones 
experimentadas en los sistemas de tubería de lodos. 

3.2 FUERZA DE ARRASTRE EN UNA ESFERA. 

Antes de considerar las ecuaciones con las se pueden evaluar las fuerzas que actúan en los cuerpos 
sumergidos, puede ser útil realizar una suposición simplificada. La pieza básica de información requerida 
para el diseño de ingeniería es el coeficiente de arrastre de la partícula CD • El valor de CD se obtiene si 

se conoce la velocidad terminal de caída alcanzada por una partícula en agua y en reposo, es decir, bajo 
condiciones en las que. la fuerza externa exclusivamente es la gravedad. Por consiguiente, se enfocara la 

39 



MOVIMIENTO RELATIVO DE FLUIDOS Y PARTlcULAS. 

atención a este caso especifico y se asumirá en todos los casos considerados, a menos que se aclare 
otra cosa, que la fuerza externa actuante en la partícula es solamente la gravedad. 

3.2.1 Ley de Stokes. 

El único caso importante para el que el arrastre de un cuerpo sumergido puede ser calculado con base 
en consideraciones totalmente teóricas es el de una esfera que se mueve a baja velocidad a través de un 
fluido de magnitud infinita. El cálculo lo realizó por primera vez Stokes, quién obtuvo una solución de las 
ecuaciones generales de movimiento despreciando completamente las condiciones inerciales, es decir, 
suponiendo que la resistencia era 100% la fricción superficial. El resultado de este análisis generalmente 
es llamado Ley de Stokes y puede exponerse como: 

F = 67tJ.IIW (3.1 ) 

Una aplicación conocida de la ecuación 3.1 es la medición de la viscosidad de los fluidos a partir de las 

velocidades terminales de caida de las esferas. De hecho, si se expresa 67rJ.IIW como (47Z1'2,u)(3w/2r), 
de la ecuación 3.1 se obtiene: 

(3.2) 

La ecuación 3.2 es claramente la relación del esfuerzo cortante que actúa en la superficie de la esfera 
con respecto al gradiente de la velocidad media, es decir, es puramente la definición de la viscosidad 
para la configuración geométrica involucrada. 

La ley de Stokes, ecuación 3.1, también puede expresarse como sigue: 

(3.3) 

7«1 2 

donde A = - y es el área proyectada de la esfera. En la ecuación 3.3, se usa la densidad del fluido 
4 

( p), como una variable ficticia que ; es particularmente conveniente en la región de flujo involucrada, 

F es independiente de p. Si ahora se define el coeficiente de arrastre de manera normal, es decir, 

~/ F e = _-LL - -----
D pw2 / - pAw2 

/2 - -
2 

de la ecuación 3.3 se puede ver que el coeficiente de arrastre esta dado por: 

(3.4) 

(3.5) 

debe enfatizarse que la ecuación 3.5 sólo se aplica a las condiciones en las que la Ley de Stokes es 
aplicable, es decir para una esfera en un estado de flujo donde predominan los efectos viscosos. Esta 
región normalmente es llamada de Stokes o régimen laminar. La definición del coeficiente de arrastre, 
ecuación 3.4, debe compararse con la ecuación 2.3 que define el factor de fricción de Fanning. Se puede 
ver que la forma de cada ecuación es idéntica, siendo la proporción del esfuerzo cortante la 
experimentada con respecto al límite'de la energía cinética, expresada como carga de velocidad. Asi, el 
coeficiente de arrastre puede ser considerado como un "factor de fricción de la partícula" y al igual que el 
factor de fricción de Fanning toma en cuenta el diámetro de la tubería, las propiedades del fluido, la 
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rugosidad de la tubería, y la naturaleza del flujo, es decir si es, laminar, de transición o turbulento, lo que 
hace que el coeficiente de arrastre refleje los parámetros análogos en el caso de una partícula. 

También es conveniente expresar la relación entre el coeficiente de arrastre CD , y el número de Reynolds 
en forma gráfica, similar al factor de fricción de Fanning contra el Número de Reynolds como el dibujado 
en la Figura 2.4. Una gráfica de C D contra Número de Reynolds de la partícula para partículas esféricas 
se muestra en la Figura 3.1. la región sobre la que la ecuación 3.5 es aplicable se muestra en la figura 
como región a, y cubre valores de RI? menores que 1. Fuera del régimen de Stokes, se pueden apreciar 
tres distintos regímenes. la región b, para 1 < Re < 1000, conocida como ley de régimen intermedio, la 
región c para 1000 < Re < 2 x 105 Y es el régimen en el cual la transición laminar-turbulenta de la capa 
límite ha ocurrido, antes de la separación, es decir, ha pasado a la región d. la curva mostrada en la 
Figura 3.1 es de hecho continua y su división en cuatro regímenes es meramente un procedimiento de 
conveniencia para que puedan asignarse las ecuaciones a la curva. En la región a, se supone que la 
fricción superficial es exclusivamente la responsable para el arrastre; en las regiones c y d sólo la forma 
de arrastre está actuando. En realidad, ambas, la fricción superficial y la forma de arrastre están 
presentes para todos los valores del Número de Reynolds, pero las dos sólo son de una magnitud 
comparable en la región b. 
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Figura 3.1 Co contra Re para las partículas esféricas. 
, 

3.2.2 Teoría general. 

las ecuaciones que se han descrito son específicas para el régimen de la ley de Stokes. Ahora se 
considerará en términos generales el movimiento relativo de una esfera sumergida. Para una partícula de 
masa m , moviéndose debido a una fuerza externa F , a través de un fluido a una velocidad w, la fuerza 
resultante en la dirección de w es F , Y está dada por: 

(3.6) 
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donde F; es una fuerza de despla'zamiento en el fluido, F2 es la fuerza de flotación debida al 

desplazamiento de un fluido de densidad p por una particula de densidad Ps' Y F; es la fuerza de 
arrastre, la cual según la ecuación 3.4, es igual a: 

Por lo que la ecuación 3.6 puede volver a escribirse como: 

P pw2 
F=ma -ma - -CDA--

e e 2 
Ps 

Para el caso de las esferas en las que la fuerza externa exclusivamente es la gravedad. se tiene: 

mi 2 

A= -
4 

mi 3p, 
m= ---' 

6 

y puesto q ue la fuerza es proporcional al cambio d e m omentum, F se puede escribir como 

Sustituyendo en la ecuación 3.7, se llega a la ecuación de movimiento: 

(3.7) 

m( ddWt) . 

(3.8) 

Una partícula esférica que se establece en un fluido en reposo bajo la acción de la gravedad se acelerará 
hasta que a Icance u na velocidad constante w" conocida c amo velocidad terminal de caída, a la que 

fj-~ = O. Para la condición terminalla,ecuación 3.8 se vuelve: 
dt 

(3.9) 

con: CD = f(Re). 

Como se vio en la ecuación 3.5, el coeficiente de arrastre en el régimen de la Ley de Stokes tiene una 

relación simple con el número deReynolds de la particula CD = ~~ . Así, por sustitución en la ecuación 

3.9, la velocidad terminal de caída puede obtenerse como: 

W = g(p',. ::- p )d2 
, 18,u para Re <1 (3.10) 

En el régimen de la Ley de Newton, C D es una constante independiente de Re y es igual a 0.4. Por 
consiguiente, en esta región, la velocidad terminal de caída esta dada por: 
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(3.11 ) 

para 1000 < Re < 2 X 105
. 

la relación entre las velocidades terminales de caída de las esferas en ambos regímenes de la ley de 
Stokes y la ley de Newton corresponden al coeficiente de arrastre el cuál es fácilmente calculado por las 
ecuaciones 3.10 Y 3.11 . Si previamente w1 es conocida, C D puede calcularse sin conocer el diámetro de la 

partícula. En el régimen de la ley intermedia, se deberá tomar una aproximación ligeramente diferente. 
De la ecuación general 3.9, CD puede expresarse como sigue: 

Dividiendo entre Re se obtiene: 

Multiplicando por ( Re )2 se tiene: 

C
D 

= 4g(p'. - r:)el 
3pw1 

C D _ 4g(p', - P )j.J 
Re' - 3p2 w/ 

(3.12) 

(3.13) 

(3.14) 

$e nota que la ecuación 3.13 también conocida como del Número de Arquímedes, es independiente del 
diámetro de la partícula, mientras que la ecuación 3.14 es independiente de la velocidad terminal. Estas 
ecuaciones son generales y 5 e aplican para todos los valores den úmeros de R eynolds. los g ráticos 

pueden presentarse como se muestra en la Figura 3.2, de ~ y CD Re 2 como funciones de Re para 

partículas esféricas. De éstas, al conocer la velocidad terminal w1 permite el cálculo de CD de la 
Re 

ecuación 3.13, Re de la gráfica, 'y por lo tanto de C D' De conocer el diámetro de la partícula, 

e D Re 2 puede calcularse de la ecuación 3.14, Re de la gráfica, y también del C D • 

Así, para partículas esféricas, cuando la velocidad terminal de caída o el diámetro de la partícula son 
conocidos, el coeficiente de arrastre puede ser evaluado, Desde un punto de vista práctico, la partícula se 
caracteriza más rápidamente por una velocidad de caída en lugar de un diámetro y éste es el criterio más 
confiable en que se basan los cálculos del coeficiente de arrastre. 

3.3 CURVAS GENERALIZADAS DEL COEFICIENTE DE ARRASTRE. 

En la sección anterior se determinó que para las partículas esféricas, la evaluación del coeficiente de 
arrastre es relativamente clara, requiriendo sólo de conocer la velocidad terminal de caída de la esfera. 
Sin embargo, el análisis anterior es, en sí mismo, de poco uso en el diseño de ingeniería ya que 
raramente se encuentran esferas uniformes. En las aplicaciones de tuberías de lodos invariablemente se 
trata con sólidos de formas irregulares. la fuerza de arrastre en cualquier partícula, como se ha visto, es 
dependiente de la condición de la capa límite en la superficie de la partícula y que a su vez es 
dependiente de la forma de la partícula. 
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3.3.1 Factor de forma. 

Para generalizar la discusión anterior al caso práctico, se debe examinar cómo la forma de la partícula 
afecta al coeficiente de arrastre. Se han realizado muchos trabajos con partículas de formas regulares no 
esféricas como los estudios realizados por McNown, para los elipsoides, elipsoides que no eran 
simétricas con respecto a cada uno de tres ejes mutuamente perpendiculares, y en discos. La 
aproximación asumida por McNown es que la fuerza de arrastre en la partícula podría relacionarse a lo 
experimentado para una esfera en el régimen de la Ley de Stokes por la siguiente ecuación: 

(3.15) 

La ecuación 3.15 es simplemente la ecuación 3.1 multiplicada por un factor de corrección adimensional 
K el cuál McNown sugirió debería ser conocido como Número de Stokes. Pueden asignarse valores 
diferentes a K según las diferentes formas de partícula. Para los elipsoides, una solución teórica a las 
ecuaciones de movimiento es similar a la solución presentada por Stokes para las esferas por lo que 
pueden calcularse los valores de K para las elipsoides. McNown afirmó, basado en los resultados 
teóricos que el coeficiente de arrastre para un rango amplio de formas puede estimarse dentro valores no 
mayores a 0.1. 

Los coeficientes de arrastre asociados con las partículas de forma irregular son de mayor interés para el 
diseñador de una tubería. Albertson estudió el efecto de la forma de las partículas de arena gruesa y 
concluyó que mientras era improbable que la forma de la partícula pudiera considerarse alguna vez como 
un solo parámetro, definió un factor de forma S.F. como: 

e 
S.F. = r=;;¡-

" ab 
(3.16) 

Aparentemente proporciona una representación satisfactoria de la forma de la p articula, por lo menos 
para el grado de refinamiento que actualmente existe sobre este tema. Esta forma del factor de forma 
había sido previamente empleada en numerosos trabajos, incluso en los realizados por McNown. El 
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factor de forma definido en la ecuación 3.16 es aproximadamente equivalente a la esfericidad, y como fue 
el primero que se usó, el eje e siempre se tomó como el eje paralelo a la dirección del movimiento. En el 
régimen de Stokes esto puede ser importante ya que para Números de Reynolds bajos cualquier 
orientación es estable y se pueden obtener factores de forma mayores que la unidad. Sin embargo, fuera 
del régimen de la ley de Stokes las partículas descenderán y presentaran el área máxima proyectada al 
área normal al flujo. Por consiguiente, e siempre será el más corto de los tres ejes y los valores de SF. 
serán menores que la unidad. 

En el curso de un estudio minucioso, Albertson(1) se enfocó al problema de la caracterización de la 
máxima área proyectada y el volumeq de la partícula ambos para partículas de formas irregulares, ya que 
en los regímenes de flujo bajos las partículas en estudio cayeron con el área máxima proyectada normal 
al flujo. A1bertson razonó que el producto axial (a· b) debería de correlacionarse con esta área 
proyectada. Como se muestra en la Figura 3.3, una correlación razonable, de hecho, se obtuvo con los 
datos para partículas irregulares de arena gruesa que caen cerca de la línea calculada para las esferas. 
Un esfuerzo semejante por obtener una correlación del producto axial (a· b . e) con e I volumen de la 
partícula fue rechazado por Albertson debida a la excesiva dispersión presentada por los datos, como se 
muestra en la Figura 3.4. Sin embargo, desde un punto de vista práctico la Figura 3.4 puede usarse para 
obtener una estimación razonable del diámetro nominal de la partícula . 
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Figura 3.3 Relación entre la máxima área proyectada y los ejes a y b. (Albertson, Ret. 1). 

En la Figura 3.5 se muestran las principales conclusiones de los estudios de Albertson que consisten en 
una gráfica del coeficiente de arrastre contra el Número de Reynolds de la partícula para partículas con 
varios factores de forma. El número de Reynolds de la partícula que usa el diámetro nominal de la misma 
partícula como una relación de la longitud característica se define, como: 

Re= dnPWJ 
Ji 

(3.17) 
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donde dn es el diámetro de una esfera que tiene el mismo volumen de la propia particula. Los estudios 

de Albertson mostraron que el factor de forma definido por la ecuación 3.16 pudo caracterizar a la arena 
gruesa naturalmente desgastada y también a la arena gruesa pulverizada adecuadamente. Sin embargo, 
encontró que las lineas del factor de forma eran constantes para las partlculas naturalmente desgastadas 
y que para las partículas trituradas no coincidieron. 

10.0 
8 1--
6 

;: I I II 
.... ~ FACTOR DE FORMA = alJCfi 

4 

~ ~ J .. P. ...l. 
-- ---- t--

2 ~ t'-

'"' 
..... 

r--~ ::::::,:;- ••• !!-f' . . .! -
i' .......... 

0.7- - ,--
e 

-.......L. 1 6 ¡ ....J.:..O¡!!.." , 
4 

I 2 1 

J l 
2 4 6 8 .. 6 8 2 4 6 ~ 2 4 6 8 2 4 6 R 

~ 1.0 

0.1 

10 
IRe 

Figura 3.5 Coeficiente de arrastre contra número de Reynolds para diferentes factores de forma 
(Albertson, Ref. 1). 

3.3.2 Curvas generalizadas. 

El resultado final de la generalización de las esferas y de las partículas de formas irregulares es la gráfica 
de e D contra Re mostrada en la Figura 3.6. Esta gráfica emplea un factor de forma definido por la 

ecuación 3 .16, Y es u na versión extensiva del a Figura 3.5 Y s e refiere a las partículas naturalmente 
desgastadas. Sobrepuestos en las curvas de e D vs Re son los parámetros adicionales e

w 
y es donde: 
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3CD C = ---
w 4Re (3.18) 

(3.19) 

los parámetros Cw y Cs se relacionan con las ecuaciones 3.13 y 3.14 dadas previamente para partículas 

esféricas. Así, la Figura 3.6 es un arreglo bastante conveniente de mucha información y puede emplearse 
de varias maneras. Su principal ocupación en el diseno de una tubería es el cálculo de los coeficientes de 
arrastre. la importancia de conocer el factor de forma de la partícula es que permite la elección 
apropiada en las curvas C D - Re para las partículas bajo estudio. Sin embargo, además del factor de 

forma hay otras cinco variables, en la definición de la Figura 3.6; a saber, la densidad y viscosidad del 
fluido, la densidad de la partícula, el diámetro nominal y la velocidad de caída. Cualquier variable puede 
determinarse de la Figura 3.6 si las otras cinco son conocidas. 
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Figura 3.6 Relación del CD contra el número de Reynolds para partículas de formas irregulares 
(Referencia 49). 

En la mayoría de las aplicaciones en las tuberías de lodos, los sólidos se sujetan de alguna forma a la 
reducción de su tamaño, por lo que Albertson descubrió, que los coeficientes de arrastre para un factor 
de forma dado de las partículas trituradas no coincidían con los valores para los sedimentos naturalmente 
desgastados con e I mismo factor de forma. E sto n o e vita e I u so d e la Figura 3 .6 e n las aplicaciones 
prácticas; sin embargo, al usar la Figura 3.6, el ingeniero debe reconocer que es lo que está evaluando 
exactamente. El conocimiento del diámetro nominal y la velocidad terminal de caída para una partícula 
triturada permite calcular el coeficiente de arrastre C D y el número de Reynolds Re. Esto permite ubicar 

una línea del factor de forma de estas partículas. Esta línea corresponde a un factor de forma para una 
partícula "naturalmente desgastada" que no le dice nada del factor de forma real al ingeniero. En otras 
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palabras esto significa que dicha partícula se comporta hidráulicamente idéntica a una partícula 
naturalmente desgastada para un factor de forma dado por la Figura 3.6. 

3.3.3 Diámetro de caída. 

Otro concepto que a veces se usa para caracterizar el efecto de la forma en las velocida.des de ca~da de 
la partícula es el "diámetro de caída" que se define como el diámetro de una esfera de Igual densidad y 
que tiene la misma velocidad de caída que la partícula bajo consideración. La Figura 3.7 muestra la 
relación entre el diámetro nominal de la partícula y el diámetro de caída para varios factores de forma. En 
realidad, el diámetro de caída es meramente un substituto más del concepto básico de velocidad de 
caída. La relación del diámetro nominal con el diámetro de caída se ha usado como un factor de forma 
"hidráulico." Con base en esto, las esferas tendrían un factor de forma igual a la unidad, pero el 
incremento de la resistencia es indicado por valores mayores que la unidad opuesto al factor de forma 
definido por la ecuación 3.16 en la cual el incremento irregular es indicado por factores de forma menores 
de la unidad. 
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Figura 3.7 Relación entre el diámetro nominal de la partícula y el diámetro de caída. 

3.4 EFECTO DE LA TURBULENCIA EN EL ARRASTRE DEL FLUIDO. 

En las secciones anteriores se indicó cómo se puede caracterizar a las fuerzas de arrastre en una sola 
partícula cayendo a su velocidad terminal a través de un fluido en reposo. La naturaleza que existe en 
una tubería es evidentemente diferente del caso de un fluido inmóvil, habiendo complicaciones por 
factores tales como la rotación de las partículas, la presencia de más de una partícula y que el fluido 
invariablemente en su mayoría esté en una condición de flujo turbulento. 

El efecto del grado e intensidad de la turbulencia en las velocidades de caída parecerían ser en un área 
obvia de debilidad traduciendo la información de la velocidad de caída al caso del flujo de la tubería. En 
una revisión realizada por Grat<24) demostró que el impacto total de la turbulencia no es bien entendido, 
debido principalmente a las dificultades en el diseño y la ejecución de los experimentos en esta área. Un 
efecto que se establece relativamente bien es que el Número de Reynolds de la partícula en el que 
ocurre la transición deL régimen de la Ley del Newton a régimen turbulento de la capa de límite (es decir, 
al régimen (d) en la Figura 3.1) y puede reducirse del orden de 105 a aproximadamente 103 (74). 
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El efecto del arrastre debajo de la transición no es conocido, y la evidencia experimental es compleja en 
este punto. Algunos investigadores reportan incrementos, otros disminuciones, y otros ningún cambio en 
absoluto. Un estudio interesante sobre esto fue dirigido por Hau Wong HO(32) en el que la turbulencia de 
fluctuación fue modelada usando un fluido oscilante. En todos los casos, las velocidades de caída 
obtenidas fueron más bajas que aquéllas que se obtuvieron en un fluido en reposo; en la más alta 
frecuencia de oscilación, la reducción fue mayor para una partrcula dada. 

3.5 EFECTO DE LA CONCENTRACIÓN EN EL ARRASTRE. 

La discusión es hasta ahora aplicable a partículas aisladas y uniformes en fluidos infinitos. Cuando hay 
varias partículas dispersas en un fluido, la velocidad de caída de las partículas diferirá de una simple 
partícula, debido a la interferencia mutua. Cuando un grupo de partículas orientadas al azar se establece 
en un fluido, se encuentra que la velocidad del grupo es más grande que la de una partícula individual (12). 
Este fenómeno es diferente al de una aglomeración ya que el grupo de partículas no está en contacto, 
sólo cuando los grupos se estabilizan por la dinámica fluida del sistema. Cuando la concentración de la 
suspensión aumenta, I a aceleración d e la partícula debida a la formación d el grupo s e v uelve menos 
marcada así como el incremento del arrastre debido al retorno del flujo que inicia por la reducción de la 
velocidad del flujo aguas abajo. Más aún a altas concentraciones se establecen los sólidos como una 
masa con una interfase entre sólida y fluida . Este tipo de comportamiento se define como 
"comportamiento obstaculizado". . 

En esta condición, la velocidad disminuye con un incremento en la concentración de los sólidos. Para 
partículas que se establecen en la región de la Ley de Stokes, el efecto de la concentración esta dado por 
la siguiente ecuación: 

(3.20) 

En una suspensión compuesta por una mezcla de partículas de diferentes tamaños, las partículas 
gruesas se establecen en un arreglo más pequeño de partrculas. Para una mezcla binaria, Davies y 
Kaye(12) demostraron que la mezcla se establece sin segregación cuando la distancia entre las partículas 
más grandes es suficiente para atrapar a las partículas de tamaño más pequeñas. Así, la segregación de 
la partícula ocurrirá por arriba de la concentración crítica en la que las partículas más pequeñas 
permanecen atrapadas entre las partículas más grandes. 

Cuando se suspenden las partículas gruesas en una suspensión de partículas muy finas, la velocidad de 
los sólidos gruesos es apreciablemente reducida. La suspensión de partículas finas puede exhibir 
propiedades no Newtonianas. DuPlessis y Anselv(15) investigaron la forma en que se establecen las 
partículas en una suspensión de arcilla que presenta conducta plástica de Bingham. Ellos demostraron 
que la velocidad d e u na partícula disminuye mientras que e I e sfuerzo producido e n la suspensión de 
arcilla aumenta. 

3.6 EFECTO DE PARED CILíNDRICA DEL RECIPIENTE. 

Se ha encontrado que la velocidad de caída en un recipiente cilíndrico es menor que en un fluido de 
magnitud infinita. El efecto de la pared del recipiente se encuentra determinando la velocidad de caída de 
los sólidos en cilindros de diferentes diámetros. 

La velocidad terminal medida puede corregirse para el efecto de la pared del cilindro por la extrapolación 
de la gráficas de la velocidad de caída contra el recíproco del diámetro del cilindro (D ). e 

McNown(44) presentó una relación entre !!-. y _ll, es decir la proporción de la velocidad de caída de una 
D W'D 

esfera en un fluido de magnitud infinita y en uno confinado, en un cilindro de diámetro D . 
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(3.21 ) 

3.7 PROCEDIMIENTO RECOMENDADO. 

El procedimiento recomendado por obtener la información necesaria para el diseño es como sigue: 

• Fijar la velocidad terminal de caída para las partículas de interés por medio de experimentos. Ya que 
la mayoría de los lodos contienen partículas de una granulometría bastante amplia, esto involucrará la 
separación de los sólidos en los diferentes tamaños con las mallas respectivas, y la evaluación de la 
velocidad de caída para varios tamaños diferentes y finalmente los gruesos de la distribución del 
tamaño. 

• Calcular el diámetro nominal de la partícula dn para cada tamaño de las diferentes mallas. 

Normalmente se considera que éste es la media geométrica de las aberturas de las mallas entre las 
cuales las partículas se retienen. 

• Obtener el factor de forma de la Figura 3.6. Esto puede variar de una fracción de un tamaño a otro. 

• De las curvas determinadas para varios factores de forma, obtener los coeficientes de arrastre 
requeridos. 

Para trabajos en situaciones donde el conocimiento exacto de los factores de forma es crítico, puede ser 
necesario evaluar las velocidades de caída en un fluido de viscosidad igual a la del propio lodo. En la 
actualidad, no hay ningún método confiable para evaluar el efecto de turbulencia, particularmente en los 
flujos cortantes y ninguna recomendación puede hacerse con respecto a esto. 

la intención de este capítulo es la de presentar un método de cálculo general para los coeficientes de 
arrastre para el tipo de partícula encontrado en los trabajos de las tuberías de lodos. El coeficiente de 
arrastre que se obtiene puede modificarse cuando se usa en el flujo de las tuberías debido, por ejemplo, 
el efecto de la formación del obstáculo en la tubería descrito anteriormente, pero en sí mismo sigue 
siendo el parámetro más útil para la caracterización de la partícula. 
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Capítulo 4 
PROPIEDADES FíSICAS DE LAS SUSPENSIONES 

NOMENCLATURA. 

A, constante. 
B, constante. 

Cv ' porcentaje del volumen de sólidos. 

Cw ' porcentaje del peso de los sólidos. 

D, diámetro de la tubería. 

I K , 

K, 

K' , 
K] , 
K2 , 

K3 , 

L, 
M, 

Q, 

R, 

Rb , 

Re' 
Re, 
V, 

dv 
dr' 

dv 

dy' 
h, 

constante del instrumento 

consistencia del fluido de la Ley de 
Potencia 

K(j;;iJ 
constante. 

constante. 

constante. 

longitud. 
torque. 

gasto. 

radio de la tubería. 

radio de la garganta. 

radio de taza. 

número de Reynolds. 
velocidad media del flujo. 

proporción del cortante a la distancia 
radial r. 

proporción del cortante 
distancia y . 
altura de la garganta. 

a una 

n, índice de la Ley de Potencia. 
r, posición radial. 
u, velocidad local. 

!:lp, caída de presión. 

tP, Concentración volumétrica de los sólidos 
expresada en fracción. 

do concentración volumétrica máxima. 
'f'm' 

11 viscosidad dinámica de la suspensión. 
rm' 

J.1.o ' 
viscosidad dinámica del medio en suspensión. 

lIT, velocidad angular local. 

n, velocidad angular. 

p, densidad. 

" esfuerzo cortante. 

'0' 
esfuerzo de fluencia. 

' \V I 
esfuerzo cortante en la pared. 

r¡, coeficiente de rigidez. 

1, subíndice e indica líquido. 

m, subíndice e indica mezcla. 

s, subíndice e indica sólidos. 

rm' peso especifico de la mezcla. 

r, . peso especifico del fluido. 

r peso especifico de los sólidos. s • 
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4. PROPIEDADES FíSICAS DE LAS SUSPENSIONES. 

El diseño de una tubería para transportar lodos depende de que tan bien se determinen o evalúen las 
propiedades trsicas de los lodos. En algunos casos, por ejemplo en lodos de calizas finas, es posible 
considerar a los lodos como un medio continuo y basar el diseño de la tubería en las propiedades medias 
de este "fluido". Sin embargo, esto no siempre es posible ya que para otros tipos de lodos también 
deberán proporcionarse y determinarse las propiedades de los componentes individuales del lodo. A 
continuación se enumeran las propiedades más importantes de las suspensiones, la forma en cómo son 
medidas y su importancia en el diseño de una tubería hidrotransportadora de lodos. 

4.1 CONCENTRACiÓN. 

La concentración de una mezcla, es la cantidad de partículas contenidas dentro del fluido; se puede 
expresar en volumen e", o en peso ew ' siendo más fácil obtenerla en este último y se definen como: 

volumen de partículas sólidas e = -----_.- -. .- ____ o -----.---- - • 

v volumen de la mezcla 

e _ peso de las partículas sólidas 
w - ---p·~~~-de la ,~zc¡;---

(4.1 ) 

(4.2) 

para determinar la concentración en peso es necesario separar el material sólido y pesarlo, por lo que se 
tendrá que filtrar o decantar y no evaporar el líquido, ya que en este caso los sólidos quedarían también 
las sales disueltas en el fluido. 

4.2 PESO ESPECíFICO. 

El peso específico de la mezcla r m ' se puede determinar relacionando el peso de la mezcla, del líquido y 
de las partículas, o sea: 

donde: 

r , peso especifico (r = pg ) 

V, volumen. 

(4.3) 

Los subíndices m , l y s indican lo correspondiente a mezcla, fluido y partículas sólidas respectivamente. 

De la relación anterior se tiene: 

_ VI" f.o ) rlll - r, + V- V s - r, 
m 

(4.4) 

ya que: 

y como la concentración expresada en volumen de la mezcla es: 

e = ~~ 
" V 

111 

(4.5) 

Finalmente, la relación para determinar el peso específico de la mezcla se expresa como: 
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(4.6) 

4.3 DENSIDAD. 

En el caso de las suspensiones, existen tres formas de densidad involucradas en su especificación; a 
saber, la densidad de las p articulas, la densidad d el medio en suspensión y la densidad de I a propia 
suspensión. 

La densidad de los sólidos y del medio en suspensión puede ser evaluada por los métodos 
convencionales, como el de la técnica del recipiente para determinar la gravedad específica, cuidando su 
buen manejo para eliminar las posibles fuentes de error. Existen dos grandes orígenes de los errores 
experimentales en cuanto a suspensiones se refiere. Primero, si las partículas de los sólidos son finas, 
éstas tienden a actuar como una trampa para las burbujas de aire, que deberán eliminarse para evitar 
serios errores. El aire puede retirase por varios métodos como la agitación o la adición de una pequer'la 
cantidad de un agente hidratante a la mezcla. Segundo, si el material sólido a ser transportado será 
sujeto a alguna forma de pulverización, las medidas deberán realizarse en las fragmentos de tamar'lo que 
componen el material, es decir, en la misma forma en la que se transportarán. La razón para esto es que 
algunos materiales pueden exhibir una variación de la densidad como una función de su tamar'lo. Esto 
puede ser importante en el diser'lo de la tubería, porque en estas condiciones todavía no se puede 
determinar la densidad media del material no triturado. 

La densidad de la suspensión puede ser medida directamente con las técnicas convencionales. Sin 
embargo, se debe tener cuidado con los lodos en los que los sólidos tienden a depositarse rápidamente, 
para asegurar que cuando el material en exceso se coloque en el recipiente de gravedad específica, la 
suspensión todavía sea uniforme. Si el lodo se ha depositado, el material colocado así se compondrá 
principalmente del medio en suspensión, y las mediciones indicarán una densidad más alta que la 
verdadera densidad del lodo. 

En la práctica, e s bueno depender del as mediciones de la partícula y las densidades del fluido para 
definir la densidad de una suspensión para una concentración dada, y recíprocamente, para usar la 
densidad de la suspensión como una medida de la concentración . La densidad de una suspensión por lo 
que se refiere a sus densidades de los componentes esta dada por: 

(4.7) 

donde Cw ' es la concentración de sólidos expresada por unidad de peso en porcentaje, o bien: 

(4.7a) 

donde Cw ' es la concentración de sólidos expresada por unidad de peso en fracción . Sin embargo, la 
mecánica del flujo está directamente relacionada con el volumen presente de sólidos, y es común en el 

manejo de lodos hacer referencia al porcentaje de concentración volumétrica Cv ' y a la fracción de 

volumen rjJ, la cuál se define como: 

rjJ= _Cv . 

100 

La relación entre el porcentaje de volumen de sólidos, la gravedad específica de los sólidos, la gravedad 
especifica del medio en. suspensión y el porcentaje del peso de la concentración de sólidos está dada por 
las siguientes expresiones: 
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(4.8) 

(4.9) 

4.4 VISCOSIDAD. 

Un efecto importante de la adición de partículas sólidas a un fluido es su influencia en la viscosidad del 
sistema. La presencia de las partículas indudablemente aumentan la viscosidad de la suspensión a un 
valor mayor que la del propio fluido y en muchos de los casos resulta una suspensión de carácter no 
Newtoniano. 

La viscosidad de una suspensión ha sido una cuestión de las que de cierta manera han llevado a generar 
controversia. Esto es poco sorprendente cuando se examina la naturaleza bastante compleja de las 
suspensiones. De hecho, el concepto de viscosidad de una suspensión es en si mismo bastante dificil. 
Obligadamente, este no es quizás el caso cuando uno compara un lodo muy concentrado visualmente 
con el fluido transportador "puro", al igual que si uno comparara un aceite pesado con el agua. Sin 
embargo, el tema no es tan simple en el caso de una suspensión diluida con partlculas grandes. 

Desde el punto de vista de la ingenierla, es bueno visualizar la viscosidad de la suspensión, no como un 
"espesor" de la mezcla contra la del fluido transportador, pero de acuerdo a la ecuación 2.8, el parámetro 
de flujo laminar relaciona directamente el gradiente de velocidad con el esfuerzo cortante. Así que 
mientras es difIcil imaginar que un número pequeño de partículas grandes hacen un fluido más "espeso", 
es fácil aceptar que estas partículas pueden tener un efecto en la distribución de velocidad en un flujo 
laminar y por consiguiente en la viscosidad. 

En esta sección se considerara el caso de la viscosidad de las suspensiones de partículas esféricas 
uniformes que normalmente son de carácter Newtoniano. Este tipo de sistema es, en la práctica, 
relativamente raro, pero es de importancia ya que su viscosidad representa un valor mínimo para la 
"viscosidad" de las suspensiones no Newtonianas. 

4.4.1 Suspensiones diluidas. 

La viscosidad de la dilución de sólidos en las suspensiones era un asunto de análisis teórico; Einstein en 
1905 determinó que la viscosidad podía representarse como: 

6'-. = 1 + 2.5rjJ 
¡..Lo 

(4.10) 

Dicha ecuación se aplica al flujo laminar en suspensiones de esferas rígidas en las que las partículas son 
grandes comparadas con las dimensiones moleculares, pero pequeñas con respecto a la escala de la 
longitud característica del instrumento de medición. S e supone que I as suspensiones son sumamente 
diluidas; es decir, que no hay ninguna interacción de las partículas. 

Según T homas(70) I a mayoría d e los estudios teóricos concuerdan con I a ecuación 4 .10 Y a unque los 
valores de la constante son tan grandes, alrededor de 5.5, generalmente se acepta este valor como 
adecuado. La limitación de la ecuación 4.10 es que no es muy válida para concentraciones que exceden 
del 1.0 % de sólidos por unidad de volumen. 
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4.4.2 Suspensiones concentradas. 

La viscosidad de suspensiones muy concentradas debe tomar en cuenta los diversos tipos de 
interacciones de la partícula que pueden ocurrir. Thomas también revisó las expresiones teóricas y 
experimentales existentes para la viscosidad de la suspensión. Muchos toman la forma de una serie de 
Taylor desarrollada como sigue: 

J.Lm = 1 + Klrp + K2rp2 + K3rp3 + .... 
J.Lo 

(4.11 ) 

Generalmente se asume que el valor de KI es 2.5 y fue determinado por Einstein. Se han asignado con 

toda seguridad varios valores a K 2 por el registro de las interacciones: Guth y Simha(26) obtuvieron un 

valor de K 2 = 14.1. Sin embargo, los coeficientes de más alto orden no son fácilmente calculables. 

Según Thomas esto representa una limitación al uso de la ecuación 4.11 ya que la terminación de la serie 

después del término rjJ2 conduce a errores de más del 10% para suspensiones con valores mayores de 

rp == 0.20; la inclusión del término rjJ3 extiende la validez de la ecuación para rp == 0.40. 

Por el análisis y racionalización de una gran cantidad de datos, Thomas sugirió una ecuación de la forma: 

J.Lm = 1 + 2.5rp + lO.05rp2 + A exp(Brp) 
J.Lo 

(4.12) 

Las dos constantes ajustadas A y B tienen los siguientes valores: A = 0.00273 Y B = 16.6. Thomas 
encontró que la ecuación 4.10 proporciona un buen ajuste a los datos disponibles de viscosidad, así 
como una e cuación de la f arma de la ecuación 4.11 con tres o cuatro constantes ajustadas como se 
muestra en la Figura 4.1. 

Otra ecuación para obtener la viscosidad en suspensiones concentradas es la propuesta por Gay, 
Nelson, y Armstrong(21): 

(4.13) 

donde rpm es la concentración volumétrica máxima posible. Es interesante notar que debido a que el 

término rp /(rpm - rp) se puede volver a escribir como (_t) /(1 _1_.), la ecuación 4.13 expresa que la 
rp", rjJ", 

relación J.Ln~ solamente es una función de i -. 
J.Lo rpm 

Para valores pequeños de !L es decir, para suspensiones diluidas el desarrollo de la serie de la 
rpm 

ecuación 4.13 tiene la forma: 

J.Lm = 1 + 2.5 rp 
J.Lo rpm 

cuya forma es similar a la ecuación 4.10 de Einstein, excepto que se sustituye !L por rjJ . 
rpm 

(4.14) 
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FRACCiÓN DE VOLUMEN DE SÓLIDOS (4J) 

Figura 4.1 Viscosidad relativa reducida contra el volumen de la fracción de sólidos (Ref. 70). 

4.5 REOlOGíA NO NEWTONIANA. 

La definición de la viscosidad para los fluidos Newtonianos está dada por la siguiente ecuación: 

(2.8) 

Si de esta ecuación se grafica el esfuerzo cortante contra la proporción de cortante para un fluido 
Newtoniano en flujo laminar, se obtendrá una línea recta que pasa por el origen, la pendiente de dicha 
Ifnea es igual a la viscosidad. La conducta de esta clase de fluido en flujo laminar se caracteriza por un 
parámetro simple de flujo de viscosidad; de hecho, los fluidos Newtonianos son llamados fluidos de "un 
solo parámetro". 

Sin embargo, hay un grupo importante de fluidos cuyos diagramas de cortante o curvas de flujo, no se 
ajustan a la ecuación 2.8. Estos fluidos para los que la curva de flujo no es lineal a través del origen, son 
conocidos como fluidos no Newtonianos. Típicas de este grupo son ciertas soluciones de polfmeros y 
muchas suspensiones de sólidos en líquidos. 

El tipo de conducta no Newtoniana que normalmente se encuentra cuando se trata con lodos cae en una 
de las dos siguientes categorías generales: 

1. Fluidos tiempo independientes. 
2. Fluidos tiempo dependientes. 

4.5.1 Fluidos No Newtonianos Tiempo Independientes. 

Para los fluidos tiempo independientes ejl flujo laminar, el esfuerzo cortante es una función de la 
proporción aplicada del mismo esfuerzo cortante, es decir: 
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(4.15) 

La forma de la ecuación 4.15 es idéntica a la de la ecuación 2.8 para los fluidos Newtonianos. Sin 
dv 

embargo, considerando que para los fluidos Newtonianos la relación funcional entre • y ._- está 
dy 

completamente definida por un solo parámetro de viscosidad p. , en el caso de los fluidos no Newtonianos 
tiempo independientes, por lo menos se requiere de dos parámetros. Los parámetros requeridos para la 
caracterización del flujo son colectivamente conocidos de la reología del fluido o del Iodo. 

Además es posible subdividir a la categoría de los fluidos no Newtonianos tiempo independientes, 
dependiendo de la conducta que presentan en flujo laminar, en aquellos que presentan un esfuerzo de 
fluencia y aquellos que no lo hacen. La Figura 4.2 muestra las curvas típicas de flujo para los tipos más 
importantes de los fluidos no Newtonianos tiempo independientes. 

w ... z 
t! o:: 
o 
<J 

~ 
W 
::J 
u. 
m 

••••• 
•• 

NEWTONIANO 

CORTANTE (f) 

... 
# • 

•• 

Figura 4.2 Curvas típicas de esfuerzo cortante • cortante para fluidos no Newtonianos tiempo 
independientes. 

La primera curva es típica de I a respuesta d e un lodo que presenta un esfuerzo de fluencia, llamado 
plástico de Bingham. Un plástico de Bingham se caracteriza por una curva de flujo que es una línea recta 
que tiene un intercepción .0' en el eje del esfuerzo cortante. El esfuerzo de f1uencia .0' es una medida 
del esfuerzo que debe excederse para que inicie el flujo. La conducta del flujo es descrita por la ecuación: 

(4.16) 

La explicación de la conducta plástica de Bingham es que el fluido tiene en reposo una estructura 
tridimensional de suficiente rigidez para resistir cualquier esfuerzo menor que el esfuerzo de fluencia. Si 
el esfuerzo de fluencia se excede, esta estructura se desintegra y el material se comporta como un fluido 
Newtoniano bajo el esfuerzo cortante (. > ro). La estructura de fluencia se modifica cuando el esfuerzo 

cortante aplicado cae por debajo de ro. 
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En la práctica, existen muchas otras expresiones que intentan describir la conducta generala específica 
de las suspensiones que exhiben un esfuerzo de f1uencia, pero la ecuación 4.16 tal como otras, 
necesariamente es referida a un modelo reológico. 

Ejemplos de fluidos tipo Bingham son: la pasta de dientes, mantequilla, arcilla para alfarería, mostaza, 
mayonesa, chocolate, salsa catsup, algunas pinturas, asfalto, suspensiones acuosas de carbón, 
sedimentos de aguas residuales, entre otros. 

La curva número dos, de la Figura 4.2, muestra un fluido seudoplástico t1pico. Este fluido no presenta un 
esfuerzo de fluencia y tiene una curva de flujo cuya pendiente disminuye con el incremento del esfuerzo 
cortante hasta un valor muy grande y donde alcanza una pendiente limite. La reología de los 
seudoplásticos puede ser descrita por varios modelos, pero normalmente se usa el modelo de Ostwald 
de Waele, o Ley de Potencia: 

(4.17) 

para n < 1.0 

donde K Y n son constantes para un fluido en particular. La constante K es conocida como la 
"consistencia" del fluido; cuanto más alto es K más viscoso es el fluido. Cuando n = 1.0, la conducta 
corresponde a la de un fluido Newtonlano, K corresponde a la viscosidad Newtonlana. La constante n, 
es el "índice de flujo" y es una medida del grado de desviación de la conducta Newtoniana; finalmente 
cuando n tiene un valor mayor que la unidad son más acentuadas las propiedades no Newtonianas. Los 
fluidos seudoplásticos son t1picos para ciertas soluciones de polrmeros, pulpa de papel, algunas pinturas, 
plasma sanguíneo, suspensiones acuosas de arcilla, etc., pero el modelo de la Ley de Potencia puede 
usarse para describir la conducta de muchos lodos. 

La curva tres mostrada en la Figura 4.2 es la curva de flujo típica para los fluidos llamados dilatantes. 
Este tipo de fluidos raramente se encuentran en la práctica. Los fluidos dilatantes pueden ser descritos 
por la Ley de Potencia con un índice de flujo 11 > 1.0. Ejemplo de fluidos dilatantes de este tipo son las 
arenas movedizas, soluciones espesas de almidón, lodos de arena de playa, polvos finos en suspensión, 
fécula de maíz en etileno glicol, dióxido de titanio, etc. 

La curva cuatro mostrada en la Figura 4.2 es una curva de flujo típica para un material seudoplástico y 
que tiene un esfuerzo de f1uencia. 

Nuevamente debe enfatizarse que el modelo Plástico de Bingham y el modelo de la Ley de Potencia no 
son los únicos modelos reológicos para estas dos clases de fluidos tiempo independientes. 

Comparados con los fluidos Newtonianos que requieren de un conocimiento solamente de la viscosidad 
para la evaluación y la comparación de la conducta en flujo laminar, el tratamiento de los fluidos no 
Newtonianos es bastante más complejo. En particular, la determinación de lo que constituye 
convenientemente una "viscosidad", incluso en condiciones analíticas, es una cuestión en la que no hay 
ningún acuerdo general, varias definiciones de viscosidad han sido empleadas para la predicción y 
correlación del os datos de flujo del as tuberías, e amo s e s eñala en los párrafos siguientes. P ero e s 
posible definir una "viscosidad aparente", como: 

(4.18) 

En la Figura 4.3 se puede ver que el valor de ¡la varía, dependiendo del valor del esfuerzo cortante. En 

el caso de los plásticos de Bingham y seudoplásticos, el valor de f.1.a , disminuye con el incremento del 
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cortante aplicado. Por esta razón este tipo de fluidos son a veces llamados fluidos de "esfuerzo reducido". 
Los fluidos dilatantes por otro lado presentan un incremento de 11-(1 , con el incremento del cortante y son 

llamados flu idos de "cortante efectivo". Los fluidos Newtonianos, mantienen su viscosidad aparente l1-a 

constante, sin tomar en cuenta la magnitud aplicada del cortante. 

PLÁSTICO DE 
S'JNGHAM 

•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 

CORTANTE ('Y ) 

Figura 4.3 Viscosidad aparente contra cortante para fluidos no Newtonianos Tiempo 
Independientes. 

Los fluidos plásticos de Bingham pueden ser categorizados por el coeficiente de rigidez que es 
dimensionalmente igual que la viscosidad. En el caso del flujo en una tubería con flujo no Newtoniano, es 
posible definir una "viscosidad efectiva" l1-e , definida como la relación del esfuerzo cortante con respecto 
a la medida del cortante límite. Para las tuberías, esto es: 

'w 
Jie =v 

8-
D 

(4.19) 

Por otro lado, los resultados en los valores de l1-e , para los plásticos de Bingham y los seudoplásticos 
son: 

l1-e = ~[l + :~~ ] (4.20) 

Y 

{BVJ-l 
l1-e = K D (4.21 ) 
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Además, a valores altos de cortante se tiene un valor de la viscosidad limite JJa' con la que se puede 

caracterizar un fluido no Newtoniano (que puede o puede no ser igual para TI o JJe , dependiendo de la 
precisión de la medición instrumental). La opción anterior establece una viscosidad a conveniencia para 
la predicción de la conducta de la tubería se discutirá más adelante en el diseño de las tuberías. 

4.5.2 Fluidos Tiempo Dependientes. 

Estos materiales son normalmente clasificados como tixotrópicos o reopécticos y depende en si de la 
disminución o incremento del esfuerzo cortante con el tiempo para las condiciones dadas de la magnitud 
al aplicar el cortante y la temperatura. 

Los fluidos tixotrópicos presentan una disminución reversible en el esfuerzo cortante con el tiempo a una 
magnitud constante del cortante. Generalmente causado por la destrucción gradual de algunas 
estructuras tridimensionales en el material, el esfuerzo cortante se acerca a un valor de equilibrio que 
depende de las propiedades estructurales del fluido y de la magnitud del cortante aplicado. La estructura 
empieza a reconstruirse una vez que el esfuerzo cortante es retirado o reducido. Una curva típica de flujo 
para un fluido tixotrópico se muestra en la Figura 4.4. Se puede observar que la curva obtenida cuando 
se incrementa la magnitud del cortante no corresponde a la curva obtenida cuando disminuye el cortante 
aplicado, debido a que cuando el ciclo ascendente se completa las propiedades fluidas han cambiado 
dando lugar al ciclo de esfuerzo cortante mostrado. Ejemplo de este tipo de fluidos tixotrópicos son 
algunas pinturas, tintas de imprenta, salsa de tomate, lodos de perforaciones petroleras, algunos aceites 
de petróleo crudo, nylon y algunas jaleas. 

Generalmente se cree que los mecanismos internos son los responsables de la conducta tixotrópica y 
que son similares a los que causan la conducta seudoplástica, pero estos difieren con respecto a la 
escala de tiempo. Es decir, los mecanismos tixotrópicos son mucho más lentos que los mecanismos de 
los seudoplásticos. 

Los fluidos reopécticos son relativamente raros y presentan un cortante efectivo reversible con el tiempo 
a una aplicación constante del cortante. La reopexia fue definida por Julisburger y Pirquet(37) como "la 
solidificación de los cambios tixotrópicos por el movimiento suave y regular" y aunque el término se ha 
usado ampliamente, no debe ser en sentido estricto usada para los fluidos de los sistemas tixotrópicos. 
La arcilla bentonítica y el sulfato de calcio en suspensión (yeso) son ejemplo de este tipo de 
comportamiento. 

La reopexia se atribuye a la coagulación o floculación de las partículas cuando ésta es causada por el 
acercamiento debido al movimiento suave del fluido. La cantidad límite del cortante produce que las 
partículas estén más rápidamente en contacto de lo que lo harían bajo la influencia del movimiento 
Browniano con la suspensión en reposo. 

Reopexia y dilatancia son análogos en conducta, los mecanismos de control difieren además 
nuevamente en I a escala d e tiempo. E n e I caso d e u n fluido reopéctico, I a e structura tiene por virtud 
inducir a la producción de fuerzas de atracción cuando las partfculas están en una proximidad cercana, 
con una cierta estabilidad que se deteriora durante un período de tiempo. La conducta dilatante por otra 
parte no tiene tales fuerzas estabilizadoras y la estructura decae en cuanto las fuerzas cortantes se 
liberan. En la Figura 4.4 se muestra un diagrama de cortante, típico para un fluido reopéctico sujeto a una 
aplicación continúa y creciente del cortante seguido inmediatamente por una aplicación continua y 
decreciente del cortante. 

4.6 MEDICiÓN DE lA REOlOGíA. 

La evaluación del comportamiento del flujo de los sistemas no Newtonianos requiere una estimación de 
las diversas propiedades del sistema, tal como el coeficiente de rigidez, el esfuerzo producido para los 
plásticos de Bingham y el índice de consistencia de flujo para los pseudoplásticos. Las ecuaciones 
reológicas que se presentan generalmente como la 4.16 y 4.17, así como la 2.8, remotamente describen 
a estos fluidos ya que sólo son aplicables a una situación idealizada del flujo en dos dimensiones. En la 
tubería, la última situación de flujo de interés, no es en dos dimensiones, por lo que ni el más común de 
los viscosímetros podría realizar estas mediciones. Lo que es de interés para el diseñador de la tubería 

61 



PROPIEDADES FíSICAS DE LAS SUSPENSIONES. 

no ocurre en dos dimensiones, ni tampoco un funcionamiento puntual o específico, sino deber ser una 
función integral para la situación de flujo de interés específico. 

CORTANTE (duldy) 

Figura 4.4 Diagramas de cortante para fluidos Tixotrópicos y Reopécticos. 

Dado que las relaciones reológicas representan condiciones ideales. En la práctica, se ha encontrado 
que la reologra de un material no es única para una misma y amplia gama de esfuerzos cortantes. Es por 
consiguiente importante que los parámetros reológicos deban de ser evaluados para una suspensión 
dada y cubrir una amplia gama de magnitudes de cortante, incluso de la magnitud de cortante esperada 
en la tuberra real. 

4.6.1 Viscosímetro de tubo capilar. 

Este es un dispositivo cuya característica esencial es la medición de la pérdida de fricción asociada con 
el flujo laminar de un fluido de magnitud conocida a través de un tubo de dimensiones también conocidas. 
De una serie de mediciones que corresponden a un rango de gastos, es posible construir un diagrama de 
cortante para el fluido bajo el estudio (qué es claramente el objetivo de cualquier medición viscométrica). 
La construcción real y detallada del viscosrmetro de tubo capilar varía de instrumento a instrumento, pero 
el funcionamiento básico es general. Los tubos tienen diámetros de 1/32" a %,', las longitudes y la 
perforación interior deben ser realizadas con gran precisión. Los tubos generalmente son largos con 
respecto al diámetro, para eliminar la incertidumbre debida a los efectos de tanteo; Thomas(67) usó en sus 
mediciones una proporción de L/ D de 1000, pero se han reportado valores muchos más bajos. 

Los primeros resultados de un viscosímetro de tubo capilar es lo que se llama diagrama de seudo 
cortante, el cual es dibujado con el promedio de la magnitud del cortante contra el esfuerzo cortante en la 

pared del tubo, el cual es (ver ecuación 2.10) una gráfica de 8V contra .w. Este es conocido como 
D 

diagrama de seudo cortante para así distinguirlo de la gráfica de !!..~ contra •. El diagrama de cortante 
dr 

dv 
( - contra .) y el diagrama de seudo cortante se relacionan por la ecuación de Mooney-Rabinowitsch: 

dr 

(4.22) 
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donde: 

(~) , magnitud del cortante en la pared. 
dr w 

/).p, pérdida de fricción en la longitud 1, en una tubería de diámetro D . 
V , velocidad media del flujo. 

Ésta es una ecuación general, es decir, se deriva sin hacer suposiciones acerca de la conducta de la 
reología del lodo o del fluido, y el término final del lado derecho es la pendiente de una gráfica log-Iog del 

d· d di' I d 8V A' l' I d 8V bt' lagrama e seu o cortante para un va or partlcu ar e - . SI, para cua qUler va or e ._- se o lene 

un valor correspondiente de (dV) . 
dr IV 

4.6.2 Viscosímetro cilíndrico coaxial giratorio. 

D D 

También es un instrumento de uso común para la determinación de la reología y están comercialmente 
disponibles diversos tipos convencionales. Están diseñados para generar cortante en un fluido entre dos 
cilindros coaxiales uno de los cuales gira mientras el otro se mantiene fijo. La curva de flujo se obtiene de 
una serie de mediciones del torque resistente a la rotación a una velocidad angular conocida. La Figura 
4.5 muestra el principio de funcionamiento de un viscosímetro de tipo giratorio. En este ejemplo, el 
cilindro exterior (o taza) se mantiene fijo y el cilindro interno (o garganta) gira; el torque resistido en el 
tazón es medido por un alambre de torsión. 

l. , I I ! , , , , , , , I INDICADOR 
DE ESCALA 

ce> GARGANTA GIRATORIA 
A VELOCIDAD ro 

RB ' \::~ 
..... '::~~~(.~¡ 

:,',.;; .. 
'T' 
l .y 

Re 1::./:: 
.. .. ,." .. 

'l\(:,;;i' "i¡7';~¿: 
Figura 4.5 Viscosímetro cilíndrico concéntrico. 

Si se considera el caso de un fluido Newtoniano bajo prueba en este instrumento, donde la garganta gira 
en la taza, se desprecian los efectos finales, el torque externo M en el eje es m edido en la escala 
marcada, está dado por: 

M = área de la superficie x esfuerzo cortante x radio = 
= 27tRBh x z"w x R B = 2trRB 2h Z"W 

Ahora, en cualquier punto en el espacio anular, es decir, en el fluido bajo prueba, se puede escribir: 

(4.23) 

(4.24) 
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El esfuerzo cortante en cualquier punto, puesto que el flujo es laminar, esta dado por ecuación 2.8, es: 

pero para la configuración geométrica se tiene: 

dv 
r=I1- --

dy 

dv dOJ - -- = r ---
dy dr 

donde OJ es la velocidad angular de la garganta y r es la distancia del centro de rotación. Así que se 
puede expresar el esfuerzo cortante como una función de la relación del cambio de velocidad tangencial 
con respecto a la posición radial: 

Así, la resistencia al torque, por lo que se refiere al radio r , puede escribirse como: 

2 ( dO)) M = 2w hl1 - r -dr 

Reordenando se tiene: 

(4.25) 

que puede integrarse ahora sobre las condiciones apropiadas de frontera para OJ y r como sigue: 

(4.26) 

esta es conocida como la ecuación de Margules, y que en una gráfica de M contra n presenta una línea 
recta con una pendiente IkM, donde Ik es la constante del instrumento e involucra las dimensiones 

geométricas del sistema. En un instrumento comercial se predeterminan los valores de Ik para el 

sistema de la taza y la garganta dados, pero una buena práctica es la de verificar estos valores antes de 
iniciar las pruebas en otros sistemas. 

La integración de la función puntal para un plástico de Bingham presenta la siguiente solución: 

(4.27) 
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CORTANTE 

Figura 4.6 Diagrama del cortante contra esfuerzo cortante obtenido de un viscosímetro cilíndrico 
concéntrico. 

La ecuación 4.27 se reduce a la ecuación de Margules para 'Co = O Y es conocida como ecuación de 
Reiner y Riwlin, y representa el diagrama de seudocortante para un flujo bajo cortante rotatorio, cuya 
respuesta Upica se muestra en la Figura 4.6. La aplicación de la ecuación 4.27, supone que el cortante 
tiene lugar sobre todo el anillo y que el esfuerzo cortante en la pared exterior, es decir Re' es mayor que 

'Co ' En la Figura 4.6 se puede ver que la respuesta es realmente similar a la respuesta que uno esperaría 

con un diagrama de cortante de tubo capilar. El esfuerzo de fluencia 'Co ' esta dado por la intersección de 

la porción curva con el eje de 'C . La razón de la curvatura es que el esfuerzo cortante Re ha caído por 

debajo de ro y ese cortante no tiene lugar en todo el anillo. 

Debe notarse que la curvatura en el diagrama del cortante dado en la Figura 4.6 se debe solamente a la 
geometría del instrumento de medición y no refleja ninguna propiedad del fluido. 

La integración de la forma rotatoria para los fluidos seudoplástico proporciona la siguiente ecuación: 

(4.28) 

Esta ecuación se reduce a la ecuación de Margules para n =1. De los datos experimentales, se puede 
obtener n y M . M puede ser convertido a un esfuerzo en la pared de la garganta por la ecuación: 

M 
'C = ----

w 21lR 2 h 
b 

y se puede realizar una gráfica de In 'Cw ' contra In n , cuya pendiente proporciona el índice de flujo n. 

Es importante mencionar que la reología de una suspensión puede ser Newtoniana o no Newtoniana y 
que depende de las características del medio en suspensión y las características de los sólidos. El 
tamaño de la partícula, la forma, así como de la concentración de los sólidos, son los factores principales 
que afectan la viscosidad. Las suspensiones de partículas grandes simétricamente formadas 
(aproximadamente 50 'micras o más grandes) tiene las características Newtonianas. En la clase 
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Newtoniana, la viscosidad es una función de la concentración del volumen de sólidos. Las suspensiones 
de partículas más pequeñas o de partículas asimétricamente formadas poseen reología no Newtoniana. 

Además debe reconocerse que el agua contiene partículas que se vuelven una parte de los sólidos; la 
fracción del volumen de sólidos debe incrementarse como respuesta del contenido de sólidos en el agua. 
Este hecho es bastante importante por ejemplo para las partículas de carbón que tienen cantidades 
variables inherentes de humedad. La humedad inherente del carbón disminuye con un aumento en el 
grado o tendencia de coalificación. Por ejemplo, un carbón bituminoso contiene humedad inherente 
considerablemente menor comparada con un carbón de lignito, y por consiguiente un carbón bituminoso 
es más fluido comparado con el de lignito a la misma concentración del volumen de sólidos. 
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Cápítillo ·5 

FLUJO DE SUSPENSIONES HOMOGÉNEAS 

NOMENCLATURA 

coeficiente de la ecuación 5.21 . E, 
C/CA , 

relación de la concentración volumétrica en la cresta de la tubería con respecto a la mitad de la 

D, 
K, 

K'= 

tubería. 
diámetro de la tubería de la conducción. 
coeficiente de la Ley de Potencia. 

K( 4n )n 
3n+l 

K constante de la ecuación 5.8. 
l ' 

L, longitud. 

N número de Hedstrom. 
He 

N
pl

, número de plasticidad. 

Re, número de Reynolds. 
Re*, número de Reynolds generalizado (ecuación 5.19). 
Re

c
' número de Reynolds a la velocidad de transición crítica. 

R, radio de la tubería. 
V, velocidad media del flujo. 

V. velocidad crítica en la transición . 
T' 
Z, parámetro de estabilidad en la ecuación 5.10. 
b, índice en la ecuación 5.21 . 

dv 

dy' 

J, 

proporción del cortante. 

factor de fricción. 

n, índice de la Ley de Potencia. 
n'= n 
r, distancia radial desde el eje de la tubería. 

a
c

' relación del esfuerzo de cedencia en la pared de la tubería con respecto a la velocidad crítica de 
la transición. 

r = K,sn'-l 

J.ia' viscosidad aparente. 

11 viscosidad efectiva. 
re' 

J.i
a

, viscosidad a la proporción infinita del cortante. 

p, Densidad 

" esfuerzo cortante. 
'0' esfuerzo de cedencia . 

• w' esfuerzo cortante de la pared. 

r¡, coeficiente de rigidez. 
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5. FLUJO DE SUSPENSIONES HOMOGÉNEAS. 

Una vez limitados los problemas asociados con la caracterización de los sistemas líquido-sólido, es 
necesario discutir sobre los aspectos de la tecnología de lodos que son convenientes para el diser'lo de 
una tubería en un problema real. En términos hidráulicos los principales parámetros requeridos en el 
diseño de una tubería son, primero, la determinación y conocimiento de las pérdidas de fricción como una 
función de las variables del sistema, y segundo, el conocimiento del término de estabifidad de los lodos a 
lo largo de una tuberia bajo las condiciones de operación elegidas, elementos que están de alguna forma 
relacionados. 

El flujo de mezclas de sólidos y líquidos difiere del flujo de líquidos homogéneos de varias formas. 
Cuando se trata de liquidas es posible tener un rango completo de velocidades y la naturaleza del flujo 
(es decir, laminar, de transición, o turbulento) puede caracterizarse solo al conocer las propiedades 
físicas del fluido y el sistema de la tubería. La caracterización del flujo de lodos no es tan simple como en 
el flujo de líquidos por dos razones. Primero, porque se deben sobreponer a las propiedades del líquido, 
las propiedades de las partículas sólidas a ser consideradas y el efecto de las partículas en las 
propiedades de la mezcla. Segundo, el comportamiento de los lodos es posible que dependa de las 
condiciones particulares, por lo que pueden ser identificados dos tipos de flujo de lodos que pueden ser 
identificados: flujo homogéneo y flujo heterogéneo. 

En la Figura 5.1 se presenta la respuesta típica de la pérdida de fricción contra la velocidad de una 
suspensión homogénea. A mayor velocidad, el flujo es turbulento indicado por la curva lineal inclinada. 
Cuando la velocidad se reduce, se alcanza un punto donde el flujo cambia de turbulento a laminar; este 
punto corresponde al de la velocidad de transición viscosa. Por abajo de la velocidad de transición la 
variación de la pérdida de fricción en función de la velocidad es una curva plana, típica de la conducta 
laminar. M as a delante s e presentan los métodos para predecir I as pérdidas de fricción en regímenes 
laminar y turbulento. Sin embargo, sin algún criterio para la evaluación de la velocidad de transición, 
éstos serían limitados en su uso para el ingeniero ya que sería incapaz de decidir qué métodos serían 
aplicables. De hecho las tuberías del lodo generalmente operan en regímenes de flujo turbulento. Existen 
excepciones a esto con algunos materiales como las calizas muy finas transportadas a concentraciones 
cerca de la consolidación. Esto se debe a que en muchos casos las partículas tienen una tendencia lenta 
a depositarse en la tubería bajo condiciones de flujo laminar. Esto podría resultar una condición inestable 
(la caída de presión aumenta con el tiempo) durante la operación en un período de tiempo, 
particularmente en el caso de tuberías muy largas. Así, la predicción exacta de la velocidad de transición 
es doblemente importante. 

5.1 CRITERIO PARA DETERMINAR LA HOMOGENEIDAD. 

Un flujo puede ser homogéneo o heterogéneo, pero es importante señalar que esta clasificación se usa 
por conveniencia y que no es la única en uso. Otra clasificación consiste en diferenciar lodos "estables" y 
"no estables", sistema que puede tener ciertas ventajas. Sin embargo, es posible, que los lodos estables 
puedan comportarse homogéneamente bajo condiciones de alta velocidad y alta concentración, y 
heterogéneamente a baja velocidad y baja concentración. Puesto que de alguna forma se requiere un 
criterio que permita decidir cuáles procedimientos de diseño deben ser aplicados bajo ciertas condiciones 
dadas, esta terminología podría ser engar'losa. Hablando estrictamente, se puede aceptar que no existe 
un lodo verdaderamente homogéneo, por el hecho de que muchas de las mezclas se acercan 
estrictamente de la homogeneidad hacía la clasificación conveniente homogénea heterogénea de 
acuerdo a la experiencia del diseño de diversos tipos de tuberías para lodo. 

Una vez que se ha establecido la diferencia entre flujo homogéneo y heterogéneo, lo que sigue es 
cuantificar este punto de separación; en otros términos, se debe definir lo que es realmente un lodo 
homogéneo. En sentido estricto, la respuesta debe ser que un lodo homogéneo es aquel que no presenta 
una pendiente de concentración mensurable de los sólidos a lo largo del eje vertical de la tubería. Sin 
embargo, e n sentido práctico u na buena definición es aquella que e stablece que e n el lodo el efecto 
inercial de las partículas suspendidas es relativamente menor. 

De las consideraciones, anteriores, entre las condiciones de flujo homogéneo y flujo heterogéneo existe 
una región en la que ambos mecanismos son aproximadamente de igual magnitud. E n esta región el 
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sistema es sumamente sensible al despreciar los cambios en las condiciones de flujo, la clasificación de 
la partícula según su tamaño, etc., y se debe tener cuidado para asegurarse de que el diseño del sistema 
es suficientemente flexible para cubrir todos los posibles cambios. 

LAMINAR \ 

LOG:VT 

LOG V 

"'" TURBULENTO 

VELOCIDAD DE 
TRANSICiÓN 
VISCOSA 

Figura 5.1 Pérdida de fricción contra la velocidad para un lodo homogéneo. 

Es posible relacionar la condición de flujo, es decir, homogéneo, intermedio, o heterogéneo con la curva 
del coeficiente de arrastre contra el Número de Reynolds, Figura 3.1. Un sistema cuyas partículas están 
gobernadas por la Ley de Stokes (región (a) en la Figura 3.1) normalmente llevará flujo homogéneo sobre 
un intervalo normal de velocidades en la tubería, mientras que para las partículas gobernadas por la Ley 
de Newton (región c) será notablemente heterogéneo. La condición de flujo intermedio generalmente 
coincide con sistemas de partículas cuya constitución esta gobernada por la ley intermedia. La tabla 5.1 
ilustra este punto. 

Material Gravedad Tamaño Concentración Diámetro Velocidad Máxima Número Número 
específica máximo de sólidos. dela de diseño fracción de de 

de los dela tubería. dela de CICA. Reynolds Reynolds 
sólidos. partícula. tubería. de la de la 

partícula. tubería. 
(mm) (%) (in) (ftls) 

CARBON 1.40 1.000 50 10.020 5.00 0.625 0.2730 26,000 
CALIZA 2.70 0.295 65 10.750 3.50 0.653 0.0923 21,000 
MAGNETITA 4.90 0.147 60 9.625 6.00 0.812 0.1410 92,000 
DRAGADO 2.65 0.470 15 12.750 18.00 0.001 4912 1,843,000 

Tabla 5.1 Resumen de diferentes lodos comerciales. 

5.2 DETERMINACiÓN DE LA VELOCIDAD EN LA TRANSICiÓN. 

La velocidad a la que ocurre la transición de flujo laminar a turbulento en lodos homogéneos, está dictada 
por el Número de Reynolds considerado. La mayoría de los lodos homogéneos presentan características 
no Newtonianas, por lo que sólo se considerara en esta sección este comportamiento puesto que el flujo 
Newtoniano se discutió con anterioridad. La definición del Número de Reynolds para un fluido no 
Newtoniano o una suspensión puede estar basada en varias viscosidades: 

• La viscosidad aparente /-la definida como: 
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(4.18) 

• La viscosidad efectiva en la tubería se define como: 

• La viscosidad a altas proporciones de cortante, f.1a (que puede ser igual que el coeficiente de rigidez 

17 para los fluidos descritos por el modelo plástico de Bingham). 

Dependiendo de cuál viscosidad sea usada el calculo del número de Reynolds en la transición, el número 
de Reynolds crítico tendrá valores numéricos diferentes. A continuación se presentarán varios métodos 
para la predicción de velocidades de transición para plásticos de Bingham y fluidos de la Ley de Potencia. 

5.2.1 Fluidos Plásticos de Bingham. 

El trabajo de Hanks(29) es un esfuerzo realizado para obtener un parámetro generalizado de estabilidad, 
es decir, un parámetro para diferentes Números de Reynolds que sería el mismo para cualquier reología 
o configuración geométrica, y que proporciona lo que probablemente es el mejor método de predicción de 
las velocidades de transición en los sistemas representados por el modelo plástico de Bingham. Hanks 

encontró que esta transición dependía del grupo adimensional ('!..()Pf2 ) que antes había sido propuesto 
17 -

entre otros por Hedstrom(31), en su trabajo en flujo laminar para plásticos de Bingham. Este número de 
Hedstrom así llamado puede rescribirse como sigue: 

(5.1 ) 

El primer término en la ecuación 5.1 es el Número de Reynolds definido en base al coeficiente de rigidez 
17 (17 a' p ara u n plástico de B ingham). E I segundo término e s conocido como número de Plasticidad, 

normalmente dado por el símbolo Npl • El numerador y el denominador de Np1 tienen unidades s-\ es 

decir, unidades de esfuerzo cortante. El término (~) se relaciona a la magnitud del cortante medio en la 

pared de la tubería el cual se define comoU~), por lo que Np1 puede ser considerado como una 

relación de una propiedad del esfuerzo interno del fluido (~) con respecto a las condiciones del 

esfuerzo cortante que prevalecen en la tubería. La ecuación 5.1 a veces se escribe como: 

NHE = Re x Npl (5.1a) 

Hanks y Pratt(27) realizaron el análisis de una gran cantidad de datos sobre el flujo de una suspensión en 
tuberías circulares, sus resultados se resumen en la Figura 5.2 en una gráfica del Número de Reynolds 
crítico como una función del Número de Hedstrom. Los puntos señalados con una leyenda corresponden 
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de los datos del sistema; la línea recta es calculada con base al parámetro de estabilidad propuesto por 
Hanks usando las siguientes ecuaciones: 

'" e 
z 

o 
~ 

,t:: 
o:: 
o 
CII o ... 
o 

~ 
o:: 
w 
o 
o o:: 
w 
::E 

.::1 
Z 

41 4 l- - a + - a 3 e 3 e 
.-=---~- . N He 

N He = 16800 (' a" ')3 
l-ac 

(5.2) 

(5.3) 

(5.4) 

105~ ________________________________________________________________ ~ 

4 
10 

3 
10 

103 

LEYENDA: 

o Lodos de cemento, 

A Lodos de barro de río. 

O Lodos de arcilla. 

CiII Fango de alcantarilla. 

• Lodos de ThO 2 

• Lodos de limo. 

• 
O 

10~ 

NUMERO DE HEDSTROM (NHe) 

Figura 5.2 Variación de Re c con NHe para flujo de Bingham en tuberías (Ref. 27) 

El término ac ' es la relación del esfuerzo de fluencia con respecto al esfuerzo cortante de la pared en la 

transición, el subindice e indica condiciones criticas, y es la relación del radio del núcleo central de la 
tuberia con respecto al radio e fectivo de la t uberia. L as ecuaciones a nteriores permiten el cálculo del 
Número de Reynolds critico Rec ' y el Número de Hedstrom N He ' con sólo conocer las propiedades 

fisicas del fluido y de la tuberia. 

Un método alternativo de calcular el Número de Reynolds critico es por medio del Número de Plasticidad. 
La Figura 5.3 muestra la variación del Número de Reynolds Rec con el Número de Plasticidad Np/. 
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Figura 5.3 Número de Reynolds crítico contra Número de Plasticidad. 

Se debe notar que en estos métodos el Número de Reynolds es definido por el uso del coeficiente de 
rigidez como un término de viscosidad. Thomas(62) demostró esto empleando una viscosidad efectiva ¡..Le' 

para definir el Número de Reynolds Rec ' Como se vio en la ecuación 4.19, la viscosidad efectiva en la 
tubería se define como: 

(4.19) 

para condiciones de flujo laminar. Por otra parte el flujo laminar de los plásticos de Bingham son descritos 
por I a ecuación de B uckingham en la que sil as condiciones del acuarta potencia son despreciadas, 
puede escribirse como: 

r = r¡(~V::) + ~ r 
w D 3 o (4.19a) 

Rescribiendo se obtiene: 

(5.5) 

Sustituyendo para r w ' de la ecuación 4.19a y simplificando se obtiene la viscosidad efectiva como: 

(5.6) 
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En las aplicaciones de las tuberías comerciales el término ,,,De es mucho mayor que la unidad y 
67JV 

despreciando el término unitario da una expresión aproximada para f..le : 

que aplicada a la transición: 

,,,D 
f..le = 6V 

r 
(5.7) 

donde Vr es la velocidad en la transición viscosa. Sustituyendo en la expresión para el Número de 

Reynolds crítico: 

o bien: 

2 
Re = DVrP = 6Vr P 

e 
f..le 'o 

Si se supone que la transición ocurre a un valor específico del Número de Reynolds, esto se transforma 
como: 

(5.8) 

donde K es una constante. Para Rec = 2100, K¡ = 19; para Rec = 3000, K¡ = 22. Así, con la ecuación 

5.7 es posible aproximar la velocidad de transición con la condición de que el esfuerzo de f1uencia del 
lodo sea conocido. Además es importante notar que la ecuación 5.8 no contiene ninguna viscosidad del 
lodo (o coeficiente de rigidez) ni diámetro de la tubería. El trabajo experimental ha demostrado de hecho 
que Vr depende de ambas variables pero en cada caso la dependencia funcional es muy débil. La 

ecuación 5.8 puede proporcionar una valiosa y primera estimación de la velocidad de transición. 

Usando la viscosidad efectiva dada por la ecuación 5.6 para calcular el número de Reynolds, la velocidad 
crítica puede estimarse asumiendo que para la velocidad crítica el valor del número de Reynolds es 2000. 
Esto proporciona la siguiente ecuación propuesta por Durand(16): 

(5.9) 

Un ejemplo del uso de ambas técnicas del Número de Hedstrom y de la ecuación 5.8 ha sido 
proporcionado por Wasp, usando los datos presentados por Walker(79) para suspensiones de yeso. Se 
emplearon ambas técnicas para predecir los valores observados de la velocidad de transición. Como se 
muestra en la Tabla 5.2 el método del Número de Hedstrom proporcionó una buena correlación para todo 
el intervalo obtenido con la ecuación 5.8. Sin embargo es claro que este es un orden de magnitud 
bastante útil en el procedimiento de la ecuación 5.8. 
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Velocidad de transición. 
Calculada. 

Porcentaje de peso Densidad Observada. Hedstrom De la ecuación 5.8 
de los sólidos. (Fig.5.2) 

(Ib/fe) (dinas/cm~) (poise) 
41.0 84.2 24 0.07(0.05)" 4.2 3.5 (3.4)" 2.6 
47.0 88.6 100 0.08 7.0 7.0 5.2 
51.5 92.4 200 0.11 (0.13)" 8.2 9.5 (8.0)" 7.3 
55.0 95.5 320 0.20 11.5 11.0 9.0 

• Datos ajustados 

Tabla 5.2 Velocidades de transición viscosas para suspensiones de la caliza en una tubería de 1 % 
pulgadas (Ref. 79). 

5.2.2 Ley de Potencia de los Fluidos. 

Antes de considerar la transición laminar-turbulenta para los fluidos de la Ley de Potencia, es necesario 
discutir la estabilidad de los lodos a más detalle. Ryan y Johnson(50) propusieron un parámetro de 
estabilidad Z, dado por: 

Dup 

Z=[2rw (d~dY)J (5.10) 

Se debe notar que Z tiene la forma de un Número de Reynolds, sólo que no supone nada acerca de la 
conducta reológica del fluido. Este parámetro de estabilidad es muy similar al que más tarde fue 
propuesto por Hanks.(29) 

Z será cero en la pared de la tubería puesto que en este punto u también es cero. También será cero 

en el eje de la tubería puesto que av = O en este punto. Por consiguiente Z debe presentar un valor 
& 

máximo en algún punto entre la pared y el eje de la tubería. Si la variación de la velocidad como una 
función de la distancia radial (es decir, el perfil de velocidad) es conocido, puede calcularse el valor de 
Zmax . Para un fluido Newtoniano puede demostrarse que Zmax está dado por: 

Z . = " ~.~~ 
lIIax \j 27 JI. (5.11 ) 

y que este máximo ocurre en un punto dado por: 

Asumiendo un valor de 2100 para el Número de Reynolds en la transición se obtiene (Z . ) = 808 Y 
t max e t 

puesto que este parámetro es general se puede asumir que se aplica a todos los fluidos tiempo 
independientes, es decir, no tixotrópicos. 

Aplicando un procedimiento similar generalizado a un fluido de la Ley de Potencia: 

(4.17a) 
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puede demostrarse que: 

donde: 

(4.17b) 

de la definición del factor de fricción, Z se transforma entonces en: 

(5.12) 

Si ahora se toma Ze = 808, se obtiene una expresión para el factor de fricción en la transición: 

l' = 2~(n) 
le 808 (5.13) 

16 
Así, si se conoce sólo el índice de flujo, es posible calcular el valor de fc y puesto que f = --- para flujo 

Re 
laminar, se puede calcular la velocidad a la que el flujo laminar se vuelve turbulento. 

En la tabla 5.3 se presenta el cálculo de los factores de fricción para diferentes valores de Número de 
Reynolds, en la transición Re = 2100, estos resultados comprueban la afirmación de varios autores de 
que el factor de fricción es aproximadamente constante para todos los fluidos y diferentes valores de n. 

Transición 

íNDICE DE Re Zmax Re Zmax Re Zmax Re Zm.x 

FLUJO 1500 577.35 2100 808.29 2500 962.25 3000 1154.70 

~(n) 
~(n) 

~(n) 
~(n) 

~(n) ¡; = ~(n) ~(n) ¡; = ~(n2 n 
fe =288.67 fe = 404 e 481 e 577 

1.0 3.0792 0.0107 3.0792 0.0076 3.0792 0.0064 3.0792 0.0053 
0.8 2.9127 0.0101 2.9127 0.0072 2.9127 0.0061 2.9127 0.0050 
0.6 2.7659 0.0096 2.7659 0.0068 2.7659 0.0057 2.7659 0.0048 
0.4 2.6977 0.0093 2.6977 0.0067 2.6977 0.0056 2.6977 0.0047 
0.2 3.0160 0.0104 3.0160 0.0075 3.0160 0.0063 3.0160 0.0052 

Tabla 5.3 Variación del factor de fricción crítico fe con el índice de flujo n para diferentes números 

de Reynolds. 

En un problema práctico es posible usar este procedimiento para obtener la velocida~ de transición de un 

fluido de la Ley de Potencia. Una vez que n es determinado de las mediciones reológicas, fe puede 

calcularse y después el Número de Reynolds critico Ree . Hanks(29) comparó este método con una gran 

cantidad de datos de las tuberías. Los resultados se muestran en la Figura 5.4 en la forma de Ree , como 

una función del índice de flujo n. Los datos incluyen fluidos seudoplásticos, Newtonianos y dilatantes y la 
concordancia entre la observación y la predicción es muy buena. 

Aunque se presenta una buena dispersión en la distribución cuando se examina la cobertura de los datos 
para fluidos Newtonianos, se puede observar que el esparcimiento de los datos para los no Newtonianos 
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no es muy grande. Asr, la Figura 5.4 proporciona el procedimiento más apropiado por medio del cuál se 
obtiene el Número de Reynolds en la transición directamente del valor medido de n . 

Debe notarse que en el caso de los fluidos de la Ley de Potencia el Número de Reynolds se define con 

base en una viscosidad efectiva, es decir Re = P!/? . La viscosidad efectiva se obtiene exactamente de 
f.1.c 

la misma forma como con un plástico de Bingham. De la Ecuación 4.19: 
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(4.19b) 

MATERIAL 
Carboxlmetllcelulosa. 

Carboxlmetllcelulosa. 

Carbopol. 

Arcilla Attasol 

Suspensiones de Latex • 

Lodos cemento . 
Suspensión de Celulosa nitrada. 

Agua. 

1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 

Figura 5.4 Comparación del número de Reynolds crítico calculado con los datos experimentales 
en tuberías para fluidos de la ley de potencia (Ref. 27) 

5.3 FLUJO LAMINAR. 

En esta sección se repasarán brevemente los métodos de cálculo para las pérdidas por fricción para flujo 
laminar en fluidos no Newtonianos y además se discutirá el uso de las llamadas correlaciones 
generalizadas. 

5.3.1 Fluidos Plásticos de Bingham. 

La integración de la función reológica en un punto para los plásticos de Bingham y las correspondientes 
condiciones de frontera de una tubería circular da como resultado la ecuación de Buckingham: 
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(5.13a) 

La ecuación 5.13a no se puede resolver directamente para 'w; sin embargo si se desprecia el término de 
la cuarta potencia, se obtiene una solución aproximada dada por: 

• =r¡(8Y )+~. 
w D 3 o (5.13b) 

Las soluciones exactas de la ecuación 5.13a se deben a McMillen(41 l y en particular a Hedstrom(31l, 
asumiendo la llamada forma funcional: 

Ap = rfJ(D,L,v,p,r¡,.J 

Hedstrom encontró del análisis dimensional que: 

[ 
(r~(g/ ] ¡=?(DvP) j q _ 

I ('1)' (Tj~ 
(5.14 ) 

(5.15) 

donde el segundo término en las ecuaciones 5.14 y 5.15 se conocen como el Número de Plasticidad N PI 

Y el Número de Hedstrom N He ' respectivamente. 

La función rfJ2 en ecuación 5.15 puede expresarse como sigue: 

(5.16) 

La ecuación 5.16 puede expresarse en forma gráfica como lo muestra la Figura 5.5 con un arreglo de 
f contra Re y con N He' como un parámetro en la región de flujo laminar. También puede prepararse 

una familia de curvas similar usando el número de plasticidad N PI como un parámetro adicional. La 

transición de flujo laminar a flujo turbulento ocurre en la cercanía de la intersección de la curva de flujo 
laminar y la curva de flujo turbulento para los fluidos Newtonianos, la ubicación exacta se puede obtener 
con el método presentado en la sección 5.2. 

5.3.2 Ley de Potencia de los Fluidos. 

La relación entre la pérdida por fricción y la velocidad para los fluidos de la Ley de Potencia esta dada por 
la ecuación: 

'w = K(8V)" ( 4n )" 
D 3n+l 

(5.16a) 
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donde K Y n son constantes reológicas. En una forma diferente, los datos para flujo laminar pueden 
expresarse por: 

donde: 

y 

16 f = ---
Re 

Re=PVp 
JLe 

JL, =K(~~)"-1 ( _~~)n 
e D 3n + 1 

1.00...,--------------_ 

s: 
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Z 
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Figura 5.5 Diagrama del número de Reynolds para plásticos de Bingham (Ref. 83) 
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5.3.3 Correlación generalizada. 

Para cualquier fluido tiempo independiente, ?~- es únicamente función de 1'w' (ecuación 4.19). Muchos 

trabajos están basados en esto, pero es preferible un acercamiento generalizado a la correlación de 
datos en la aplicación de los modelos específicos. La mayoría de las correlaciones generalizadas asumen 
una relación similar a la de la Ley de Potencia, es decir, 

(5.17) 

donde K' y n' no necesariamente son constantes. Así en una gráfica logarítmica de 1'w contra S;; , la 

8V 
ecuación 5.17 representa la tangente a la curva para cualquier valor dado de -- . 

Puesto que el factor de fricción de Fanning se define como: 

f-~---(p~'J 
si se sustituye l' w de la ecuación 5.17 en la ecuación anterior, se obtiene: 

K,(8V: Jn. 
D 16y 

f= pV2 / 7 - = DI/'V~ 
, 2 

D 

(5.18) 

Dónde y = K'8n'- J 
• Si se supone que el fluido bajo estud io es Newtoniano, la ecuación 5.18 se reduce a 

la ecuación conocida para flujo laminar. Por analogía con la ecuación 5.18, Metzner y Reed(45) definieron 
un Número de Reynolds generalizado adimensional como: 

(5.19) 

Puesto que el Número de Reynolds se define según la Ecuación 5.19, todos los fluidos tiempo 
independientes deben conformar una relación Newtoniana convencional en flujo laminar, es decir: 

16 f= __ o 

Re* 
(5.20) 

La Figura 5.6 muestra la aplicación de esta correlación generalizada a diversos datos publicados 
realizada por Metzner y Reed. La concordancia en régimen para flujo laminar es excelente. El uso de 
este procedimiento tiene ventajas sobre la ecuación convencional del Número de Reynolds, ya que no se 
realiza ninguna suposición acerca de las constantes K' y n' . El uso de esta correlación generalizada en 
flujo turbulento no es muy satisfactorio. 

5.4 FLUJO TURBULENTO. 

Desde el punto de vista de las tuberías, la predicción exacta o precisa de la conducta del flujo turbulento 
es de más interés que ,la predicción de la conducta laminar. Esto es porque las tuberías generalmente 
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operan en este régimen. A continuación se presentan los métodos por medio de los cuáles se pueden 
predecir las pérdidas por fricción para flujo turbulento. 

5.4.1 Fluidos Plásticos Bingham. 

Los métodos para predecir 1 as pérdidas por fricción en flujo turbulento d e suspensiones homogéneas 
difieren principalmente en su definición del número de Reynolds, es decir, de la elección de la viscosidad. 
Previamente se estableció que pueden ser usadas dos viscosidades para determinar la velocidad de 
transición viscosa para un fluido plástico de Bingham, el coeficiente de rigidez 1], el cuál es igual que ¡..Le 

para un plástico de Bingham y la viscosidad efectiva ¡..Le' Ahora se analizará el uso de estas viscosidades 

para una correlación de datos para flujo turbulento y para plásticos de Bingham. 

1.0 
r'-. 

E , 
(!) 
z 
Z 
Z 
el: 
u. 

0.10 w 
Q 

Z 
'0 
Ü o 
o:; 
u. 
w 
Q 

0.01 o:: 
O .... 
~ 1---
u. 

0.0002 
20 

, 
"- 1" 

~ ..... ~ 
"~ 

"'" ~ f' 
"-f', ~ 0!!J140 1-

'-~"""" C' -- -, Q r.:i!( ~ .fY " , Rp. ) 0.32 
I '-"" ',",,;,;; , , , 

RANGO DE DATOS ACTUALES ,,;' 

11,1 I 1 1 1,1 I I I 
I I 

100 1,000 10,000 

On' V2-n'p 
NÚMERO DE REYNOLDS I 

'Y 

,- , 

100,000 

Figura 5.6 Correlación del factor de fricción y el número de Reynolds para fluidos no Newtonianos 
(Ref.45). 

Trabajos realizados en este campo han determinado que si el número de Reynolds es definido en base al 
coeficiente de rigidez, entonces el factor de fricción en régimen turbulento se puede correlacionar en una 
gráfica convencional Newtoniana, es decir el diagrama de Moody, para una rugosidad particular de la 
tuberla. Esto es claramente un acercamiento muy atractivo desde el punto de vista de la ingenierla ya 
que el valor de 1] es relativamente simple de obtener y generalmente se esta familiarizado con el 

diagrama de Moody. 

Por otra parte existe una complicación involucrada en el uso de este simple procedimiento con la que el 
diseñador debe estar familiarizado. Es sabido que la presencia de partículas en un fluido tiende a suprimir 
el valor del coeficiente de Van Karman K. El resultado desde este punto de vista para la predicción de 
las pérdidas por fricción en flujo turbulento, es que el uso de la curva Newtoniana daría factores de 
fricción más altos que los que se observarían en la práctica. Un ejemplo de esto se presenta en la Figura 
5.7a, Éste no es un problema serio ya que cualquier error introducido provocaría un diseño del sistema 
más conservador. Sin embargo, en casos dónde es necesario ajustar el diseño se debe tener algunos 
medios para estimar el grado de suprimir K . 
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De los resultados de sus pruebas con las suspensiones de óxido de torium, Thomas(63) concluyó que para 
las suspensiones con 'l'o < 0.5 Ibf/fe (240 dinas/cm2), los factores de fricción tienden a acercarse a 

aquellos de la curva Newtoniana cuandoRese incrementa, Figura 5.7a; para 'l'o > 0.5 Ib/fe (240 

dinas/cm2), los factores de fricción tienden a divergir. Thomas(66) propuso un tipo de relación de Blasius 
para el cálculo de los factores de fricción: 

(5.21 ) 

y recomendó un procedimiento por el cuál los coeficientes By b pueden calcularse con las propiedades 
del sistema. 

Thomas(6.6) también demostró el efecto de usar una viscosidad efectiva definida como: 

(5.6) 

en la correlación del factor de fricción en flujo turbulento, como se muestra en la Figura 5.7(b). 

Comparando la Figura 5 .7a con 5. 7b, s e pueden o bservar algunas diferencias. Primero, como era de 
esperarse, el uso de Jl.e , daría una única correlación en régimen laminar opuesto al uso de 1] (o Jl.a)· 

Segundo, contrariamente es verdad que en régimen turbulento, el uso de Jl.e' produce un efecto en el 

diámetro. A menos que se realice un comentario sobre la "exactitud", debe aquf aclararse que el 
diseñador es libre de elegir cualquier método que le parezca más conveniente. 

5.4.2 Ley de Potencia de los Fluidos. 

Quizás la correlación mejor conocida de flujo turbulento para los fluidos de la Ley de Potencia es la 
correlación generalizada presentada por Dodge y Metzner(14). Esta correlación ya se presento en la 
sección 5.3 con respecto al flujo laminar. El Número de Reynolds definido así es: 

(5.19) 

la generalización de la correlación al régimen turbulento se indica en la Figura 5.8. Como era de 
esperarse s e presenta u na única línea de correlación para régimen laminar; en régimen turbulento el 
resultado es una familia de curvas, la posición de cualquier curva depende del valor del Indice de flujo n' . 

Este procedimiento fue desarrollado primero para fluidos de la Ley de Potencia pero también es válido 
para fluidos que no cumplen con esta ley con la previa y correcta evaluación de n' y K' con 'el esfuerzo 
cortante en la pared de la tubería. Ya que normalmente ésta es I a cantidad que e s calculada, deben 
adoptarse ensayos y procedimientos de error, que generalmente tienden a converger rápidamente y no 
deben representar un gran problema. 

Esta correlación generalizada no realiza ninguna suposición acerca de la conducta reológica real de un 
lodo dado, y se ha propuesto para el análisis de sistemas que presentan un esfuerzo de fluencia, así 
como para los fluidos de la Ley de Potencia. Diversos trabajos han demostrado que el concepto 
proporciona un acercamiento universal al flujo no Newtoniano, sin tener en cuenta las diferencias en la 
conducta fluida. H anks y Ricks(28) propusieron una modificación a I modelo del ongitud d e mezcla q ue 
concuerda acertadamente con las pérdidas de fricción medidas para una amplia variedad de fluidos 
seudoplásticos. Sin embargo, cuando dicho procedimiento tiene en ciertos casos incongruencias por 
ejemplo cuando se aplica a lodos de óxido de torium que presentan un esfuerzo de fluencia, el método no 
tiene correlación con las pérdidas de fricción medidas. 
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Figura 5.7 Gráfica del factor de fricción contra el número de Reynolds para una suspensión típica 
no Newtoniana que ilustra el efecto del diámetro del tubo cuando la viscosidad efectiva es usada 
en el cálculo del Número de Reynolds. (Ref. 63) 
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5.5 SELECCiÓN DEL PROCEDIMIENTO DE DISEÑO. 

Si es posible determinar si en un sistema en particular fluye un plástico de Bingham o un fluido de la Ley 
de Potencia, los conceptos anteriores permitirán predecir las pérdidas de fricción que pueden ser 
esperadas en cualquier flujo en la tubería. Si, como ocurre a menudo, un sistema en particular puede 
tratar de ser descrito de forma adecuada por cualquier modelo, se presentara un dilema en el que a pesar 
de sus buenas intenciones, los métodos de diseño generalizados no responderán totalmente. Se ha 
escrito una gran cantidad s obre cual e s el modelo reológico más "bueno" o que "correcta" viscosidad 
debe ser usada y hasta ahora todavía habrá que investigar y agregar bastante sobre este tema. 
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Figura 6.8 Gráfica del Factor de Fricción último de diseño para fluidos Newtonianos y fluidos no 
Newtonianos (Ref. 14) 

5.5.1 Selección de la Viscosidad. 

Al seleccionar una viscosidad para ser utilizada en el diseño es claro que el acercamiento más simple es 
a partir del uso de J.1.a . Esto rápidamente permite el acceso al conocido diagrama de Moody en el cálculo 
de los factores de fricción. También se atribuye una viscosidad constante a una suspensión la cuál 
concibe una clasificación de las suspensiones relativamente simple (es decir, el diseñador sabe 
inmediatamente que u na suspensión con J.1.a de 2 O c entipoises s e bombeara m ás fácilmente que u na 

suspensión con J.1.a de 100 centipoises). La viscosidad efectiva varía, de acuerdo a la magnitud del 

cortante, es decir, de la velocidad de la tubería, lo que hace difícil presentar diferentes comparaciones 

entre los sistemas de flujo. Los valores absolutos de J.1.e y J.1.a son también valores notables. Pa se 

relaciona rápidamente con la viscosidad Newtoniana del medio en suspensión; los valores de 7] para los 

sistemas comerciales son típicamente de 10 a 100 centipoises. Los valores de J.1.e , necesarios para 
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producir valores adecuados, es decir, Re* en la Ecuación 5.19 y la Figura 5.8 son típicamente entre 100 
y 1000 centipoises, es decir, estos son totalmente incoherentes a los valores Newtonianos. 

La física del flujo turbulento de las suspensiones no Newtonianas no esta bien definida. Eissenberg(18) 
encontró que podía tener una correlación entre el factor de fricción turbulenta para plásticos de Bingham 
usando el coeficiente de rigidez. Además con la adición de un dispersante poderoso al sistema que 
destruía la estructura de cedencia (es decir '0 = O), encontró que a pesar de esto todavía podía tener una 
correlación de los factores de fricción. La implicación de esto es que la acción de la turbulencia, es en 
efecto, destruir la estructura de cedencia y provocar que el fluido se comporte como un fluido Newtoniano 
con f.l = r¡ , apoyado en el uso de una viscosidad f.la constante para tener una correlación en los flujos 
turbulentos. Por ejemplo, otros trabajos como el de Wilkinson(92) en el que prefirió ver este tipo de 
fenómeno como un fin de la escala, es decir, " ...... estos estudios no se han preocupado por fluidos que 
exhiben propiedades acentuadas no Newtonianas a relaciones del cortante que prevalecen bajo las 
condiciones del flujo turbulento estudiado, sino con la conducta Newtoniana turbulenta de fluidos que a 
más bajas relaciones del cortante muestran desviaciones muy marcadas de las propiedades 
Newtonianas". 

No cabe ninguna duda de que el mecanismo del problema se precisara más aún en el futuro. Sin 
embargo, de momento es suficiente para un diseñador saber que prácticamente todos los sistemas 
comerciales se comportan de tal forma que un valor adecuado de f.la describe la conducta de flujo 
turbulento, por lo menos para los lodos estudiados hasta la actualidad. 

5.5.2 Elección del Modelo Reológico. 

La elección de un modelo reológico, es decir, de los plásticos de Bingham o de la Ley de Potencia, 
depende fuertemente de las preferencias del diseñador. No hay ninguna evidencia concluyente para 
sugerir que cualquiera de los dos es más bueno que el otro y remotamente una última correlación de 
datos. Hay sin embargo algunas cuestiones menores que quizás hacen al modelo de Bingham más 
simple en su uso. 

Primero, la forma de la correlación del factor de fricción y el Número de Reynolds deben ser examinados. 
Usando una correlación generalizada de la Ley de Potencia (Figura 5.8) se tiene una correlación simple 
en régimen laminar y una familia de curvas (dependiendo de non') en régimen turbulento. Usando una 
correlación como la de H edstrom, b asada e n el modelo plástico de Bingham, s e tiene u na familia de 
curvas en régimen laminar y una sola correlación en régimen turbulento. Así mientras que la Ley de 
Potencia posee ventajas en régimen laminar, en régimen turbulento que es el régimen de mayor interés 
su uso es un poco más difícil. Estas dificultades se deben un poco al hecho de que las curvas f - Re 
dadas en la Figura 5.8 no han sido totalmente determinadas para todo los el rango de flujo, y en muchos 
casos es necesario acudir a las curvas extrapoladas. 

Segundo, el significado físico de los parámetros reológicos n y K no es rápidamente probado como en 
el caso del coeficiente de rigidez y el esfuerzo de fluencia. También las unidades de K son expresadas 
en términos del exponente n; por ejemplo, para un fluido con n = 0.7, K se expresaría en Ib,s°.7Jft2 y si 
n = 0.4, K se expresa en Ibfs°.4Jff. Las constantes en el modelo de Bingham, por otro lado, se expresan 
en términos que son familiares para el ingeniero, es decir términos de viscosidad y esfuerzo. 
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Capítulo 6 
FLUJO DE SUSPENSIONES HETEROGÉNEAS 

NOMENCLATURA 

e coeficiente de arrastre. 
D' 

e / eA' relación de la concentración volumétrica de los sólidos a 0.08D de la cresta al eje de la tubería. 

D, diámetro de la tubería. 
F coeficiente en la Ecuación 6.3. 

L' 

F ' coeficiente en la Ecuación 6.6 
L' 

K, constante. 
V, velocidad media del flujo. 

VD' velocidad crítica de deposición. 

d, diámetro de la partícula. 

dS5 ' diámetro de la partícula, tal que el 85% del peso de las partículas son más pequeñas que el dS5 • 

g, aceleración debida a la gravedad. 

/¡, factor de fricción para el líquido. 

1m' factor de fricción para el lodo (mezcla). 

u *, velocidad de fricción. 

u * e' velocidad de fricción a la deposición para el lodo a una concentración dada. 

u *0' velocidad de fricción a la deposición para el caso límite de dilución infinita. 

w, velocidad de deposición de los sólidos bajo condiciones estáticas. 
fJ, proporción del coeficiente de transferencia de masa con respecto al coeficiente de transferencia 

de momentum o cantidad de movimiento. 
!!.p, pérdida de fricción por unidad de longitud. 

<5, espesor de la subcapa laminar. 

11 viscosidad del lodo. rm' 

¡'¡'o' viscosidad del fluido en suspensión. 

K, constante del Von Karman. 
v, viscosidad cinemática del agua. 
r/J, volumen de la fracción de sólidos en el lodo. 

PI' densidad del líquido. 

P densidad de los sólidos. 
s ' 

e, volumen de la fracción de sólidos. 
constante, cuyo valor oscila entre 80 a 150, en la ecuación 6.8. 
pérdida de carga. 

/ 

P.~: ,densidad relativa de los sólidos. 
, PI 

coeficiente adimensional en la ecuación 6.11 . 

factor de fricción del fluido en condiciones normales de flujo. 

factor de fricción de las partículas sólidas. 

/;2' factor de fricci?n en la fase hipotética interfacial entre las dos capas, figura 6.13. 
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Al' área de la sección transversal de la capa superior en el modelo de dos capas. 

A
2

, área de la sección transversal de la capa baja en el modelo de dos capas. 

e fracción de la concentración volumétrica de los sól idos en la mezcla. 
v' 

concentración volumétrica de los sólidos de la mezcla en la capa superior en el modelo de dos 
capas, ecuación 6.14, figura 6.13. 
concentración volumétrica de los sólidos de la mezcla en la capa inferior en el modelo de dos 
capas, ecuación 6.14, figura 6.14. 
concentración más alta de sólidos de la capa más baja en el modelo de dos capas, figura 6.13. 

carga de contacto del flujo y físicamente representa la concentración media volumétrica de las 

partículas que contribuyen a la fricción de Couloumb al flujo, también definida como: e2A2 

A 

er , t' . d'd " t e e e, A2 concen raclon me I a In SI u: r = 1 + . -.... 
A 

Ar, número de Arquímedes, ecuación 6.20. 
SI' perímetro parcial de contacto de la capa superior con la tubería, figura 6.13. 

S2' perímetro parcial de contacto de la capa inferior con la tubería, figura 6.13. 

S12' perímetro parcial de contacto entre la fase hipotética interfacial de las dos capas, figura 6.13. 

e, ángulo de inclinación de la tubería. 
17., coeficiente de fricción entre la partícula y la pared de la tubería. 

Q gasto de los sólidos . . ' 
QL' gasto de la fase liquida. 
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6. FLUJO DE SUSPENSIONES HETEROGÉNEAS. 

Los lodos que tienen propiedades heterogéneas pueden ser conside·rados como una representación del 
extremo opuesto del caso de flujo homogéneo. En el caso de las suspensiones heterogéneas la 
orientación del eje de la tubería es importante. En tuberías horizontales o casi horizontales, las 
condiciones de flujo son muy complicadas debido a la influencia de la fuerza de gravedad en las 
partículas. En este capítulo se considera, a menos que se aclare, flujo en una tubería horizontal. 
Cualquier mecanismo que describa flujo heterogéneo d e u na s uspensión deberá tomar en cuenta los 
efectos inerciales de las partículas puesto que son un factor significativo. El flujo heterogéneo se 
caracteriza por una pendiente pronunciada de la concentración de sólidos a lo largo del eje vertical de la 
tubería y se encuentra en una gran variedad de aplicaciones que van desde los lodos producid~s por el 
dragado hasta el transporte de carbón. 

La Figura 6.1 muestra la respuesta típica de la pérdida de fricción contra la velocidad de un flujo de lodo 
heterogéneo. Se pueden observar ciertas diferencias importantes con respecto a la respuesta típica 
homogénea (Figura 5.1). A altas velocidades (punto A) la curva tiende a ser paralela a la respuesta de un 
fluido simple, es decir, cuando la velocidad se incrementa, la pendiente de concentración es menos 
pronunciada y el sistema tiende hacia la homogeneidad. Cuando la velocidad se reduce desde el punto A 
hasta el B, la distribución media de los sólidos en la tubería se vuelve más cada vez más pronunciada y 
una capa de partículas estacionaras o corredizas se deposita en la tubería. La velocidad a la que esto 
ocurre es llamada velocidad de deposición. Existen otras condiciones y definiciones que describen la 
velocidad de deposición, algunas de los cuales se presentarán más adelante. Para sistemas que tienen 
partículas clasificadas uniformemente según su tamaño, la velocidad de deposición coincide con el punto 
mínimo en la curva pérdida de fricción-velocidad. Si la velocidad es reducida más allá del punto B, 
empieza a formarse una cama de sólidos en la tuberfa y la pérdida de fricción aumenta debido a la 
reducción del área efectiva del flujo. Esta región de flujo puede ser relativamente inestable para que la 
ubicación exacta de la curva I1p - V pueda ser tiempo-dependiente. 

o... 
<1 
(!) 

o 
...J 

LOG V 

VELOCIDAD DE 
DEPOSICiÓN 

Figura 6.1 Pérdida de fricción contra la velocidad para un lodo heterogéneo. 

Contraria a la velocidad de transición de una suspensión homogénea que corresponde al inicio entre el 
flujo laminar y el flujo turbulento, la velocidad de deposición es estrictamente un fenómeno de flujo 
turbulento. A la velocidad de deposición la tendencia de las partículas a depositarse por acción de las 
fuerzas gravitatorias, excede la fuerza de turbulencia que tiende a mantener a las partículas en 
suspensión. La Figura 6.2 muestra la comparación de la respuesta típica de la pérdida de fricción contra 
la velocidad para ambos sistemas: homogéneo y heterogéneo. La curva A es típica para un lodo 
heterogéneo y la curva B muestra la respuesta para una suspensión homogénea. Además, presenta el 
comportamiento de las partículas sólidas para cada condición y la diferencia entre la velocidad de 
deposición y la velocidad de transición. 
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Si se reexamina el criterio básico de diseño, se puede ver que es necesario predecir no sólo la respuesta 
de la pérdida de fricción-velocidad de un sistema, sino también la velocidad de deposición esperada. En 
términos prácticos, la operación a velocidades por debajo de la de deposición no es aceptable. Aparte del 
peligroso riesgo de tapar la tubería, produciría también u na excesiva corrosión en la parte baja del a 
misma, y para un sistema que contiene partículas de una amplia granulometría, puede ocurrir que las 
partículas más grandes se depositen en la línea con las partículas más pequeñas que permanecen en 
suspensión, es decir, la tubería actuará como una especie de clasificador. Así, el término "estabilidad de 
un flujo heterogéneo" depende de una predicción confiable de la velocidad de deposición. 

Vo - velocidad critica de deposición. 
Vr - velocidad critica de transición viscosa. 

log VELOCIDAD 

DEPOSICiÓN CONTROLADA EN EL LODO TRANSICiÓN VISCOSA CONTROLADA EN EL LODO 

SUSPENSiÓN COMPLETA 

: , ~ , , ~~>~ ~,~c~: JI 
.. . ' . . . . ' . . . "( '. ~ ;' , '.. , . ....:-... ... ~ ... - ." ': .'.: 

MOVIMIENTO TOTAL TURBULENCIA TOTAL 

VELOCIDAD SUBCRITICA 

1 
1: ..... :.: ..... '., '," •. " .. o,' . , ' ,, ' , " 

I 
I 

I 

:...f 
FORMACION DE LA CAMA - VD TRANSICiÓN DE FLUJO LAMINAR - Vr 

. Figura 6.2 Velocidades criticas en sistemas de lodos. 
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6.1 CRITERIO PARA DETERMINAR LA HETEROGENEIDAD. 

Una suspensión heterogénea presenta una pendiente apreciable de la concentración de sólidos a través 
de una sección vertical de la tubería. Para proponer una definición simple que se ajuste a esto, se debe 
reconocer que es esencial realizar una descripción completa de algunos criterios por los cuales puede ser 
definida una pendiente de "apreciable" concentración. Por otra parte, es posible identificar por lo menos 
tres condiciones de flujo: homogéneo, donde predominan las fuerzas viscosas; heterogéneo, donde la 
inercia de la partícula es el factor dominante y una región donde ambas fuerzas son significativas. En 
cada caso la condición de flujo puede caracterizarse por un valor específico de la relación de la 
concentración volumétrica de los sólidos e / e A a 0.08 D, medida desde la parte más alta hasta el eje 

de la tubería. Para suspensiones homogéneas se esperaría un valor de e / e A de 0.8 o mayor y por el 

mismo razonamiento, al examinar la Figura 6.3 indica que esta heterogeneidad puede definirse por un 
valor de e/eA de 0.1 o menor. 

Wasp revisó datos publicados con respecto al flujo de suspension~s heterogéneas para lodos de carbón 
y encontró que para todos los datos examinados, el valor de e/eA basado en el diámetro medio de la 

partícula e indicó que los sistemas reportados como heterogéneos tenían un valor de e / e A de 0.10 o 

menor, así, comprobó la validez del uso del criterio de e / e A para determinar la heterogeneidad. 

~ 

1.0 ,..-___ --.;;;::::::---------, 

0.8 

0.6 

0.4 

Diámetro Interno de la Tuberla. 12.0 pulgadas 
0.2 Concentración de lolldoa· 50% de aólldo. 

V.locldad d.1 fluJo· 6.0 Ns 

o4-------,-------,---~~~ 
10 J.( 100J.( l,OOO¡..L 10,OOO¡..L 

DIÁMETRO DE LA PARTíCULA (micras). 

Figura 6.3 Efecto del tamaño de la partícula en CICA para lodos de carbón según revisión 
realizada por Wasp (Ref.82). 

Actualmente, el criterio de la relación e / e A probablemente sigue siendo la prueba más confiable para 

determinar la homogeneidad o la heterogeneidad, su cálculo depende de conocer previamente el valor 

de la velocidad de fricción u* = V J: . Pero debido a la falta de datos existentes de la pérdida por 

fricción, esto parece demandar una investigación más completa, ya que el cálculo de las pérdidas de 
fricción requiere hacer una suposición acerca de la heterogeneidad u homogeneidad. Este problema 
puede sobreponerse por medio de un procedimiento iterativo de cálculo, como se expone en el capítulo 
7. Sin embargo, existen otras pruebas para determinar la heterogeneidad, las cuales no son generales o 
tan completas como la prueba de e / eA' pero son una guía útil acerca del tipo de sistema bajo estudio. 
Durand(17) propuso un criterio simple basado en el tamaño de las partículas, en el cual las partículas más 
grand~~ y hasta 200 .micras se transportarían co~o un flujo heterogéneo. Sin embarpo, este criterio es 
especifico para los sistemas agua arena y no aplicable a otros sistemas. Thomas(64 revisó y comentó 
sobre el criterio de Durand y sugirió una prueba más general en la que sólo se proporciona el valor de 
w/u *, es decir, la relación de la velocidad de caída de la partícula con respecto a la velocidad de 
fricción. Thomas propu~o que para que las partículas se transporten como una suspensión homogénea 
se debe cumplir que: 
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w 
·- >0.2 
u* 

Charles(9) sugirió que la ecuación 6.1 debería ser modificada como: 

w 
-.. >0.13 
u* 

(6.1 ) 

(6.1 a) 

Es interesante notar que ambos criterios el de Thomas y la modificación de Charles en esencia son 
iguales a la prueba de C/C A y tomando como base en la ecuación de Ismail aplicada a canales 

cerrados: 

(6.1 b) 

Si se asume que f3 es igual a 1 y que la constante de Von Karman, K = 0.4, se tiene: 

log ~ = -4.5(-~-) 
CA u* 

(6.2) 

Así, se puede ver que el criterio de Thomas para w/u * > 0.2 corresponde al criterio de CICA < 0.13; Y 

la sugerencia de Charles se iguala con CICA < 0.27. 

6.2 DETERMINACiÓN DE LA VELOCIDAD DE DEPOSICiÓN. 

La velocidad de deposición de un sistema de lodo representa la velocidad más baja a la que el sistema 
puede operar tal que prevalezcan las condiciones establecidas de flujo de lodo. La definición e 
identificación de la velocidad de deposición se han tomado con diferente significado. Thomas(64) definió 
una "velocidad de transporte mlnima" como la velocidad a la que una capa de partrculas estacionarias o 
móviles aparecía en la superficie baja de la tubería. Durand (17) utilizó una "velocidad límite de depósito" y 
que identificó por la aparición de "un régimen de depósito" en la tubería. Grar25

) definió una "velocidad 
crítica de depósito" como la velocidad a la que las partículas sólidas se depositan fuera de la suspensión 
y forman una cama estacionaria. 

Si se considera el comportamiento de un sistema de lodo que inicialmente está en reposo con los sólidos 
totalmente depositados en el fondo de la tubería, al incrementarse gradualmente la velocidad alcanzará 
un punto tal que la cama empezará a deformarse y si la velocidad sigue aumentando, pueden 
identificarse varias fases . Primera, la cama formará ondas y dunas y entonces entrará en una condición 
de cama móvil con saltos y, eventualmente, el sistema pasará al régimen de una suspensión. En el caso 
de una tubería con un flujo de lodo ya establecido, el proceso se invierte subsecuentemente a medida 
que la velocidad disminuye, ya que nuestro punto de partida es la condición de suspensión. La elección 
de I a velocidad crítica e s totalmente dependiente d e q ue a specto o m ecanismo e s d e interés e n u na 
aplicación específica, es decir, no existe ninguna definición absoluta para cada situación. Sin embargo, 
se pueden definir velocidades críticas únicamente para situaciones específicas en una tubería para lodo. 
Para una tubería de lodo, la intención principal es transportar los sólidos en suspensión. Cuando las 
partículas no son transportadas en suspensión, se esta operando por debajo de la velocidad crítica y la 
cama así formada se está o no moviendo o es estacionaria. 

Desde el punto de vista de diseño es aconsejable operar a una velocidad mayor que la velocidad de 
deposición. Aunque esta acción provoca el aumento de las pérdidas por fricción, proporciona una medida 
de seguridad al procedimiento de predicción y evita las condiciones heterogéneas cercanas a la 
velocidad de deposición, además de reducir la corrosión en la tubería por la disminución del contacto de 
las partículas sólidas y l?ls paredes de la tubería por menor tiempo 
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6.2.1 Partículas uniformemente clasificadas según su tamaño. 

Se ha tratado de presentar una correlación generalizada para determinar la, velocidad de deposición, 
quizás la más conocida es la de Durand(17) que se expresa como: 

(6.3) 

Donde el término FL es una constante para un sistema dado, pero varía de acuerdo al sistema como una 

función del tamaño de la partícula y la concentración de sólidos. Se puede reestructurar la ecuación 6.3 
en la forma siguiente: 

(6.4) 

en la cual se ve que el término FL es de hecho un Número de Froude pero modificado en la condición de 
deposición. Así, mientras que la velocidad de transición depende del Número de Reynolds, la velocidad 
de deposición depende del Número de Fraude. Durand estableció la forma en que FL varía con la 

concentración y el tamaño de la partícula como se muestra en la Figura 6.4. Para tamaños de partícula 
por debajo de 1 mm, la concentración y el diámetro de la partícula tienen un efecto en el valor de FL . 

Para partículas; mayores que 1 mm, la dependencia se v uelve más débil, para partículas grandes, el 
valor de FL es constante sin tomar en cuenta las propiedades del sistema. Así, para un sistema dado de 
partículas más grandes digamos de 2 mm, la velocidad de deposición está dada por la ecuación 6.3 y es 
función solo del diámetro de la tubería, mientras varía con la raíz cuadrada de D. 

2 

ev = 10% Cy = 15% 

~ 
, -
'ev = 2% 

Cy = 5% 

o 
o 2 3 

DIÁMETRO DE LA PARTICULA (mm) 

Figura 6.4 Variación del parámetro FL como una función del diámetro de la Partícula (Ref. 17). 

Wasp presentó en forma gráfica una revisión de los datos para diferentes velocidades de deposición. La 
Figura 6.5 muestra la gráfica de FL contra la concentración de sólidos para lodos de agua arena e incluye 
los datos de Durand(17), Sinclair(56), Yotsukura(95), y Wicks,(91) junto con la línea obtenida de la correlación 
dada por ecuación 6.3 y la Figura 6.4. La correlación de Durand proporciona una excelente predicción de 
los datos con excepción de aquellos de Wicks que fueron para bajas concentraciones de sólidos (1 % por 
unidad de volumen), densidad y viscosidad del fluido variables. Para los datos de Wicks puede derivarse 
la siguiente ecuación para determinar la velocidad de deposición de suspensiones diluidas en flujo 
totalmente turbulento: 
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Figura 6.5 Correlación de la velocidad de deposición para suspensiones de arena (Ref. 83) 
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Figura 6.6 Correlación de la velocidad de deposición para suspensiones de arena (Ref. 83). 

Si se admite que la ecuación 6.5 describe el comportamiento de las suspensiones diluidas y también el 
efecto del diámetro de la partícula y aceptando que la forma de la correlación de Durand representa 
adecuadamente el efe'Cto de la concentración, Wasp(83) dedujo que una ecuación de la forma: 
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r ( J] ~2 1/ VD = F' LI2gD F,,' - .f'L ( r!.- )/6 
L PI \. D 

(6.6) 

podría demostrar ser una posible herramienta de la correlación. La Figura 6.6 muestra los resultados de 
graficar F' L contra la concentración de sólidos, además de los datos de Wicks(91), Sinclair(56) y 
Yotsukura(95) que se adecuan a la linea obtenida de la forma general de la correlación de Durand. 

Entonces se puede cuestionar por qué, en vista de la correlación lograda para los lodos de arena (Figura 
6.5), necesariamente debe existir un manejo de la correlación de Durand. La Figura 6.7 proporciona la 
respuesta. Hasta ahora sólo se han considerado lodos que contienen partículas de arena graduadas y, 
de hecho, éste es el sistema que comúnmente se escoge para su estudio. Sinclair(56) es uno de los pocos 
investigadores que han variado sistemáticamente y ampliamente la densidad de las partículas 
suspendidas. La Figura 6.7 es una grafica de FL contra la concentración para suspensiones de carbón y 
partículas de hierro con los datos reportados por Sinclair, además de la correlación de Durand. En este 
caso se puede observar que la correlación de Durand es inadecuada y puede concluirse que la ecuación 
6.3 no describe totalmente la función de densidad relativa y cómo esto afecta a la velocidad de 
deposición. 

10.0..,.----------------, 

-s. 
¡--¡ 

7"1-' CORRELACiÓN DE DURAND 

~ ~ ~~----~~-~1.0- ...... ¿r L.._-¡. ~ ~ ~ Wie ~ 0 000 

'O 
> 
....J 

U. 

• Carbón - Sinclair (Ref. 20) 
O Hierro - Sinclair (Ref. 20) 

0.1+---------,--1------1 
1.0 10.0 50.0 

CONCENTRACiÓN DE SOLIDOS, Cv (% volumen) 

Figura 6.7 Velocidad de deposición para carbón y suspensiones de hierro (Ret. 83). 

Lo anterior justifica que se requiere un trabajo extenso para determinar la dependencia funcional exacta 
de la velocidad de deposición VD sobre la densidad de los sólidos Ps y del líquido PI ' Sin embargo la 
mayoría de los autores recomiendan el uso de la correlación de Durand (o una correlación de forma 
similar como la ecuación 6.6) ya que se usa para predecir en suspensiones de arena, que aplicadas a 
otros sistemas son conservadoras. 

D. G. Thomas, presentó una serie de trabajos titulados "Características del Transporte de 
S . ..(64)(65)(68) t · . . 

uspenslones y represen a un acercamiento general a una comparaclon interesante basada en 
las formulaciones anteriores. Considerando que las correlaciones de las ecuaciones 6.3 y 6.6 
repr~sentan un pequeño esfuerzo o casi nulo por describir la naturaleza del mecanismo que prevalece en 
los sistemas de lodos, Thomas intentó presentar una visión general del transporte de lodos. Al estimar la 
velocidad de deposición, Thomas consideró totalmente este asunto con respecto a otros fenómenos, 
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como el movimiento inicial de la cama de partículas. Trabajando con suspensiones de cuentas de vidrio, 
Thomas(64) derivó la siguiente relación para la condición de transporte mínima: 

( )( )
o.G[ ]0.23 

.~ :0 = 4.90 ~l!~*.'1 Ji * 0- e,~EL (6.7a) 

u * ( w )1,3 1 __ ..E.. = 1 + 2.8 __ .__ rjJ '2 

u* u* o o 

(6.7b) 

La ecuación 6.7a describe la condición de transporte mínimo para el caso de una dilución infinita y la 
ecuación 6.7b describe el efecto de la concentración. Esta correlación fue encontrada al aplicarla a varios 
sistemas de lodo y también a sistemas de transporte neumático, la única limitación es que se refiere a 
sistemas en los que las partrculas son más grandes que el espesor de la subcapa viscosa. De este 
estudio Thomas concluyó que sólo un mecanismo era responsable al iniciar del transporte de la partrcula, 
y éste puede identificarse con las fuerzas de Bernoulli que acompañan a las fluctuaciones de velocidad 
turbulentas y puede confinarse a la capa intermedia. En el caso de partículas más pequei'\as que el 
espesor de subcapa laminar, Thomas obtuvo la siguiente ecuación y es independiente del diámetro de la 
tubería y la concentración del lodo (para suspensiones diluidas, rjJ < 0.18): 

w (dU *)2.71 
- =0.01 - -
u* v 

(6.7c) 

El uso de las ecuaciones 6.7 requiere previamente de la predicción de u * como una función de la 
velocidad. El procedimiento involucra, primero, la determinación de la pérdida de fricción como una 
función de la velocidad y, después, se establece el valor de la velocidad de deposición usando las 
ecuaciones 6.7. 

La correlación de Thomas unifica varios fenómenos del fluido de partículas. Un aspecto semejante es el 
del punto de movimiento inicial de las partículas. Para el flujo de canales abiertos este punto se describe 
por la curva conocida d e las envolventes ( Figura 6 .8) que e s esencialmente una gráfica d el esfuerzo 

cortante crítico contra e I N úmero de Reynolds (d~,_ ). Como se vio anteriormente, e I espesor de la 

subcapa viscosa ésta dada por: 

v 
8 = 11 .6 --

u* (2.38) 

así que los términos del Número de Reynolds son efectivamente la relación del diámetro de la partícula 

con respecto al espesor de la subcapa, es decir, 11 .6 1 . Además, puede observarse de la curva de la 
8 

envolvente, que el esfuerzo cortante crítico presenta un mínimo para números de Reynolds para la 

partícula de aproximadamente 10, es decir, para un valor de ~ alrededor de la unidad. Así, la 
8 

importancia de la restricción en las ecuaciones 6.7a y 6.7b de que ~ > 1.0 se vuelve evidente yen efecto 
8 

Thomas usó los mismos parámetros para definir el transporte mínimo para identificar el movimiento 
inicial. Más allá del extenso trabajo que cubre la formación de ondas y las dunas, dirigido por Thomas(68), 
la culminación de este trabajo fue la formulación de un diagrama generalizado de las fases para el 
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W du*() L l' transporte de suspensiones (Figura 6.9). Este consiste en una gráfica de - *- contra --- - . a Inea es 
u o v 

d * el punto de movimiento inicial y en el intervalo 2 < _~--l!.. <100, corresponde a la curva de la envolvente. 
v 

También s e presentan las regiones en las cuales s e forman I as ondas transversales y longitudinales, 
además de las regiones de flujo homogéneo y heterogéneo. 

1.0§f-_' ~~~~-~- 11 
4+-~f-~~K~~+W+---~~~H4~--4-~+4~~---t-i-rTt~ 

1" 
+--+- H-PH+-H- ---+-+-+-+++H+--t-t-t+t-t+tt- MOVIMIENTO 4-1-+;-++I 

'ol~ .ID;:: §~~III~~~~I~·-~-.~~. --~""~-' Im~~tl'-~--~I 
6 - r-. CURVA ENVOLVENTE +:~=--t-.-\oo;r""--I-t+H-H 

4~±lliillC±tl~~~~~ 3 L.+---t.-+-I-I-H+tt-----l-i--1rt 1- -- H+lI---+---I~:-+++ttH 
2+--+-+-~~~--}-~++~--~~HHiTIt--t~I\~~ 

NO MOVIMIENTO 

I I I " 0.01+--I--+-I--4-4J+--+-+-f--L-f-Lf-Lt--+
2 
-1

3
-+, -Y6-lfa T--t2-j3H.-l...j6~8 

2 3 4 6 a 1.0 2 3. 6 8 10 100 1000 0.1 

u.d 
v 

Figura 6.8 Diagrama de la envolvente; esfuerzo cortante critico adimensional contra número de 
Reynolds cortante. 

6.2.2 Partículas de tamaños mixtos. 

Las partículas de tamaño uniforme raramente se encuentran en la práctica. Cuando se encuentran 
partículas de tamaí'los mixtos, la predicción de la velocidad crítica de deposición se vuelve más 
complicada. No puede haber un valor mínimo bien definido en la curva de pérdida de fricción-velocidad. 
La velocidad de deposición para un lodo que contiene tamaños de partícula mixtos generalmente es 
estimada asignando un tamaño medio de las partículas a la suspensión. 

Para arenas mixtas de más de 0.44 mm de diámetro, Condolios y Chapus(10) desarrollaron una 
correlación entre la velocidad de deposición y la concentración del lodo como se muestra en la Figura 
6.10 , independiente del diámetro de la partícula . 

Sinclair(56) y Spells(58) utilizaron el diámetro das como tamaño de la partícula en sus correlaciones. Donde 

el diámetro dss representa el diámetro de la partícula tal que el 85% del peso de las partículas es más 
pequeño que el diámetro das' 

6.3 PREDICCiÓN DE LAS PÉRDIDAS DE FRICCiÓN. 

Como se mencionó en el capitulo 4; la presencia de los sólidos en un flujo heterogéneo sólo tiene un 
efecto menor en la reología del sistema, a saber, sólo un ligero aumento en la viscosidad de la 
suspensión dada por la relación de Einstein o alguna forma de ésta: 

!!:.."!.. = 1 + 2.5tJ 
¡.Lo (4.10) 
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Figura 6.9 Diagrama generalizado de tases para el transporte de suspensiones (Rango de f3, r, y 

e aplicado a las tases a una proporción de densidad p p -~~ = 1.65 ) (Ret. 65). 
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Figura 6.10 Velocida~ crítica de deposición VD ' para arenas graduadas y mezcladas de más de 
0.44 mm. (Ret. 10). 
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En la práctica, el problema de la predicción de las pérdidas de fricción para un flujo heterogéneo se 
restringe al régimen de flujo turbulento, ya que el medio transportador invariablemente es agua y nunca 
se encontrará en flujo laminar bajo las condiciones de diámetro y velocidad encontradas en las 
aplicaciones en las tuberías. En esta sección se considerarán tres casos de flujo heterogéneo; primero, 
un sistema que contiene partículas esencialmente de un tamaño; segundo, un sistema que contiene un 
intervalo de tamaños de la partícula tal que el sistema completo se comporta todavía heterogéneamente; 
y en tercer lugar, un sistema en el que el intervalo de la granulometría es tan amplio que para las 
partículas más pequeñas resulta un flujo homogéneo y posiblemente conducta no Newtoniana mientras 
que para las partículas más grandes producen conducta heterogénea, ambos efectos ocurren 
simultáneamente. En cada caso el trabajo de Durand(17) es de gran importancia. 

6.3.1 Sistemas heterogéneos de partículas de tamaño uniforme. 

La mayoría de los trabajos sobre flujo heterogéneo emplean partículas que han sido graduadas para que 
sean esencialmente de un solo tamaño. Aunque ésta es una idealización de una situación práctica, 
produce información que representa una ayuda inestimable al analizar situaciones más complejas 
encontradas en la práctica, el trabajo de Durand,(17) el cual en el mundo empírico del diseño de las 
tuberías de lodo ha llegado a ser considerado como un estudio clásico, es quizás el mejor ejemplo. El 
trabajo de Durand, presentado en 1952, proporcionó lo que es aún hoy el procedimiento de diseño más 
efectivo para el análisis de flujos heterogéneos. El trabajo cubre una amplia gama de condiciones con 
diferentes diámetros de tubería que varían de los 3/4 a las 23 pulgadas, tamaños de partícula desde las 
100 micras hasta una pulgada y velocidades en la tubería de 2 a 20 ftlsec (0.61 a 6.10 mIs). La última 
correlación encontrada para flujos horizontales heterogéneos dentro de estos intervalos puede 
expresarse como sigue: 

(6.8) 

La ecuación 6.8 es aplicable a todos los puntos a la derecha del valor mínimo en la curva /).p - V (Figura 
6.1), es decir, para todas las velocidades mayores que la velocidad de deposición. La ecuación 6.8 puede 
rescribirse como sigue: 

(6.9) 

y muestra que el incremento en la pérdida de fricción del lodo sobre la del fluido portador bajo las mismas 
condiciones, está expresada como u na fracción d e la pérdida de fricción del fluido portador y es u na 
función del número de Froude, la concentración de sólidos, la densidad relativa y el coeficiente de 
arrastre de la partícula. Esta "sobre presión" dada por la ecuación 6.9 es válida para flujo horizontal y es 
resultado de la distribución media de los sólidos a través de la tubería. Para flujos en tuberías verticales, 
este gradiente de la concentración no ocurre ya que la velocidad de flujo es mayor que la velocidad de 
caída de las partículas y la pérdida de fricción se calcula como en una suspensión homogénea, mientras 
se emplee la gravedad específica y las condiciones correctas de viscosidad. 

La ecuación 6.9 puede graficarse como se muestra en la Figura 6.11. Una gráfica de la sobre presión en 
términos de: 

contra 

b,-.h 
¡;c 
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los resultados muestran una línea recta de pendiente -3/2, en un papel doble logarítmico. 

10.0 

SoO 

0.5 

~1+---r-~-+-rH4~----~-T~~ 
0.5 1.0 5.0 10.0 50.0 100.0 

V2 PI 
. 90 PI-PI v'éO 

Figura 6.11 ¡;~--t contra (t~ )(Ps~ pJfC~ 
6.3.2 Sistemas heterogéneos de partículas con múltiples tamaños. 

Durand realizó su trabajo usando fragmentos de partícula de tamaños estrechamente graduados y aparte 
de alguna discordancia en el valor numérico atribuido a las constantes en las ecuaciones 6.8 y 6.9, el 
trabajo generalmente es aceptado. Ahora se verá cómo la correlación de Durand puede aplicarse a una 
situación más real de un flujo heterogéneo en el que el tamaño de la partícula varía en una gama amplia 
de tamaños. Finalmente y de forma clara se puede deducir que el problema es cómo atribuir el valor 
correcto a cada tamaño de la partícula. 

Condolios y Chapus(10) propusieron que este problema se atacara calculando un valor medio pesado del 
coeficiente de arrastre para la distribución de sólidos, y empleando este valor de CD en la ecuación 6.8. 
Algunos autores creen que este método no es exacto. Un procedimiento más confiable ha sido 
perfeccionado por Wasp en el que cada fragmento de tamaño se trata como una entidad discreta. 
Utilizando el coeficiente de arrastre para un fragmento de un tamaño dado, la sobrepresión es calculada 
para este fragmento usando la ecuación 6.9. Nótese que el coeficiente de arrastre utilizado es para una 
sola partícula que cae en un fluido y C es la concentración del fragmento en particular, expresado con 
base en un volumen. Este procedimiento se repite entonces para cada fragmento de tamaño y la suma 
de las contribuciones individuales proporciona una estimación de la sobrepresión. 

6.3.3 Sistema Compuesto. 

El último caso de interés en flujo heterogéneo es el sistema compuesto. A veces llamado flujo de sistema 
mixto o flujo hetero-homogéneo, éste es quizás el tipo más importante de flujo de lodo encontrado. Se 
fundamenta en que en varios sistemas, previamente al transporte en la tubería, los sólidos se sujetan a 
alguna forma de pulverización. El intervalo de la granulometría de las partículas así producidas puede ser 
tal que se presenta una situación en la que flujo homogéneo y el flujo heterogéneo ocurren 
simultáneamente. En otros términos, el lodo consiste en una suspensión heterogénea de sólidos en una 
homogénea, normalmente no Newtoniana, denominado vehículo de lodo. 
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Lo que probablemente hasta hace algunos años y tal vez hasta la actualidad es considerado el mejor 
método para analizar el sistema compuesto se debe a Wasp(81)(84) que empleo el concepto de un 
"vehículo de dos fases". Según este concepto, la concentración y la distribución del tamaño de las 
partículas que se deslizan en la cresta de la tubería pueden ser consideradas que existen en otros puntos 
en la tubería, es decir, estas representan el flujo homogéneo o la porción del "vehículo del Iodo". El resto 
de los sólidos es considerado como una suspensión heterogénea transportada por este vehículo. La 
pérdida de fricción total es la suma de la pérdida de fricción del vehículo y la sobrepresión debida a la 
heterogeneidad del resto de los sólidos. Para efectuar un análisis basado en las hipótesis anteriores es 
necesario: 

i) Haber establecido las propiedades de la suspensión y sus componentes. 
ii) Tener un total conocimiento activo de los procedimientos de diseño para los flujos homogéneos y 

heterogéneos. 
iii) Obtener una estimación de cómo cada fragmento del tamaño de los sólidos suspendidos es 

separado entre el vehículo y la porción heterogénea ("cama', que a su vez requiere de un 
conocimiento de los métodos disponibles para la predicción de los gradientes de la concentración. 

Una de las características centrales de la correlación de Wasp es la determinación de la separación entre 
el vehículo y la porción heterogénea del Iodo. Esto se realiza por medio de la ecuación: 

e (w) log CA = -1.8 jj~' * 

que asegura que el procedimiento tenga un medio incorporado que permita, por el hecho de que la 
cantidad de material fino en el vehículo se incrementa, tener la capacidad de transporte de los sólidos 
gruesos. También, el propio método exige no realizar ninguna suposición acerca del grado de 
heterogeneidad u homogeneidad a ser esperada en la suspensión para calcular las pérdidas de fricción . 
Los extremos de la conducta de lodo pueden ser bien e igualmente manejados. Esto no quiere decir que 
este aspecto no es importante, ya que aún se deja al criterio del ingeniero para decidir sobre la velocidad 
crítica, es decir, acerca de que si el sistema es de deposición o de transición controlada, en orden para 
identificar el intervalo de aplicabilidad del método. 

6.4 EL MODELO DE DOS CAPAS PARA LA PREDICCiÓN DE LAS PÉRDIDAS DE FRICCiÓN. 

6.4.1 Origen del modelo. 

El flujo de mezclas de partículas gruesas fue descrito por Newitt en 1955 con la ecuación 6.10. Al 
contrario de otras expresiones anteriores para determinar la pérdida de carga, esta ecuación tiene un 
origen teórico pensado inicialmente para aplicarla a tuberías de diferentes tamaños, como una ecuación 
de diseño, pero su utilidad se limitó a un caso particular y que es bastante raro: "el flujo con saltación o 
con una cama movible". Estos flujos claramente son, muy estratificados, pero la deducción realizada no 
tuvo en cuenta esta segregación. 

(6.10) 

Los experimentos originales de Newitt sobre partículas gruesas usaron comparativamente bajas 
concentraciones para que en términos del incremento debido a la presencia de los sólidos algunas veces 
fuera pequeño. Un adelanto significativo ocurrió cuando Streat y Santin (1972) usaron en el transporte 
concentraciones muy altas de partículas gruesas y midieron in situ la concentración, así como la pérdida 
de carga. Estos resultados a alta concentración proporcionaron una prueba importante de la deducción 
de Wilson (1972). La deducción era importante porque era funcional. Además, el análisis de Wilson 
mostró por qué el coeficiente 0.8 en la ecuación de Newitt variaba con la concentración para flujos muy 
estratificados. 
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La deducción de Wilson difirió profundamente de la de Newitt porque considera la estratificación del flujo 
como su característica central. Por otro lado, la ecuación de Gaessler (ecuación 6.11) puede verse como 
un esfuerzo por generalizar la ecuación de Newitt agregando condiciones para responder sobre los 
efectos omitidos en la ecuación de Newitt sin tener en cuenta la naturaleza inherente de segregación de 
un flujo horizontal no homogéneo. 

(6.11 ) 

, 
La afirmación del modelo de Wilson aplicada a una mezcla con partículas muy variadas fue restringida a 
partículas muy gruesas. Es interesante porque al realizar dicha afirmación no la incluyo al deducir una 
constante empírica de flujo. Él empleó un coeficiente de fricción cinemática conceptualmente similar al 
coeficiente de fricción partícula-pared 1]. definido por la ecuación 6.12,1], se asumía que era una 
constante que podría determinarse a partir de pruebas de fricción simples que usan un método basado 
en las variables mostradas en la Figura 6.12, en una sección inclinada de la tubería y ubicando el punto 
en el que ocurre el deslizamiento continuo. Los estudios subsecuentes han demostrado que el modelo es 
capaz de ser extendido y aplicado a partículas más finas y mezclas de sólidos gruesos y finos. 

('.,ry) pared = ('-,rr ) pared 1] s 
(6.12) 

El modelo aquí presentado es esencialmente el de Wilson (1970, 1976), que además de incorporar 
resultados experimentales subsecuentes, se presenta en una forma que es más fácil de seguir o 
modificar. El modelo puede usarse para estimar las pérdidas de carga como una alternativa a las 
correlaciones hasta ahora mostradas. También puede usarse para calibrar mediciones experimentales en 
tuberías más grandes. 

Fx ---

Figura 6.12 Experimento simple de cortante directo. (Ref. 7) 

6.4.2 El modelo de dos capas. 

El modelo supone que el lodo que fluye en una tubería horizontal o inclinada se visualiza en forma de dos 
capas separadas por una interfaz horizontal hipotética. Esto se muestra esquemáticamente en la Figura 
6.13a. Dentro de cada región, las variaciones de la concentración de los sólidos y velocidad son 
despreciadas cuando se estima el esfuerzo límite y el esfuerzo en la interfaz. Considerando el caso 
usual, cuando las partículas son más densas que el fluido, se asume que la capa superior contiene sólo 
partículas cuyo peso sumergido es soportado por las fuerzas de sustentación del fluido. 

La mezcla en la capa superior tiene una concentración volumétrica de los sólidos el y se comporta 

esencialmente como un líquido hasta donde el esfuerzo cortante de la pared se lo permite. 
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La capa más b aja (Figura 6 .13b) s e supone que tiene la concentración m ás alta d e sólidos C lim . S e 

asume que el incremento de C2 se debe a las partículas cuyo peso sumergido se transmite a la pared de 

la tubería por el contacto entre partículas. Además, se supone que la fricción de Coulomb ocurre al 
contacto entre la pared y la capa más baja. 

De acuerdo al modelo, C lim es una cantidad e specífica. En I a formulación original, C¡im fue designada 

como la concentración de una cama suelta condensada que podría determinarse de las mediciones fuera 
del flujo. Por esta razón, se describen a veces modelos de este tipo como modelos de cama movible. 
Debe notarse que el flujo con una cama no cortante es raro en tuberías grandes, pero como se verá, la 
naturaleza del flujo en la capa más baja es menos importante que el mecanismo de transmisión del 
esfuerzo. Afortunadamente, las predicciones realizadas de pérdida de carga para partículas gruesas son 
bastante insensibles al valor de C lim , por lo que un valor de 0.60 puede usarse a menos que la 

distribución del tamaño sea muy amplia y la concentración media sea muy alta . 

El modelo emplea balances de masa que relacionan las variables de diseño más usuales, la velocidad V 
y la concentración volumétrica Cv ' cantidades definidas en la Figura 6.13. El gasto de la mezcla es: 

(6.13) 

Para los sólidos, se desprecia la caída local de la velocidad de las partículas relativas al fluido para que el 
gasto de sólidos sea: 

a 

I 
I 
I---C 2-
I 
I 
I 

b 

(6.14) 

Figura 6.13 (a) Corte transversal de la tubería, idealización en el modelo. (b) variación de la 
concentración con la elevación, según el modelo de dos capas. 

Cl se consideró cero en la formulación original, pero debido a que se quería usar el método con 

partículas más finas, se debió emplear un método (derivado de resultados experimentales) para predecir 

Cl . Esto normalmente se hace para determinar la relación c;~AJ , cantidad descrita a veces como "carga 

de contacto" del flujo , denotada como Ce . Físicamente Ce ' representa la concentración media volumétrica 

de las partículas que contribuyen a la fricción de Coulomb al flujo 
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Inicialmente se intento generalizar el modelo buscando relacionar Ce con la concentración entregada Cv ' 

definida en la ecuación 6.15: 

(6.15) 

Esto era conveniente, pero, puesto que la relación Ce puede exceder la unidad cerca de cuando ocurre 
Cv 

la deposición, es preferible relacionar Ce ' a la concentración media in situ Cr ' definida en la ecuación 
6.16. 

Cr =(~)LCdA 

En términos de las cantidades mostradas en la Figura 6.13, la definición de Cr ' se vuelve: 

Por lo que se refiere a Ce : 

Una correlación tentativa para Ce es: 

C -C C2A2 - 1+ 
r A 

C = C2A2_ 
e A 

donde Ar es el número de Arquímedes para una partícula que se establece en el fluido: 

(6.16) 

(6.17) 

(6.18) 

(6.19) 

(6.20) 

Para distribuciones limitadas en tamaños, los valores tentativos de los coeficientes son, por lo menos 
para Ar menores que 3 x 105

, (Shook, 1986). 

al = 0.124, a 2 = -0.061, a 3 = 0.028, a 4 = -0.431 Y as = -0.272 

El modelo emplea ecuaciones de momentum para cada capa. Éstas son escritas en términos de los 
esfuerzos límite e interfaciales. Para la capa superior en flujo establecido, se tiene una fórmula 
modificada de la ecuación de momentum: 

(6.21 ) 
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La ecuación 6.21 supone, en efecto, que el esfuerzo interfacial "12 se opone al movimiento de la capa 1 

del mismo modo que el esfuerzo ") lo hace. Esto implica que V2 es menor que V¡. Para la capa más 

baja, la ecuación de momentum correspondiente es: 

_ ~_(p~ P2~h) = __ !I2cS'g_ ::-_"J~~ 
dx A2 

(6.22) 

El signo del término ")2 en la ecuación 6.22 refleja el hecho de que el esfuerzo interfacial tiene un efecto 
impelente en la capa más baja. Si los términos de los esfuerzos interfaciales se eliminan entre las 
ecuaciones 6.21 y 6.22, se tiene el equilibrio de fuerzas en conjunto para la tubería dada como: 

d(P + Pmgh) ")S) + "2S2 . = 
dx A 

(6.23) 

El esfuerzo ")' se evalúa con la ecuación 6.24, usando la velocidad y la densidad de la capa superior: 

(6.24) 

Estrictamente hablando, el factor de fricción debe calcularse con la viscosidad y la densidad de la mezcla 
en la capa superior y el diámetro hidráulico equivalente de la sección. Sin embargo, para valores 
menores de Cr de aproximadamente 0.35 y partículas más grandes que 0.18 mm (dso), aparece un 
pequeño efecto de la concentración sobre la viscosidad efectiva usada en el modelo. Así, el factor de 
fricción puede ser estimado de las propiedades del fluido y la velocidad media. El último es a menudo 
especificado en una parte del diseño, es decir: 

y 1; se evalúa usando las ecuaciones de Church ill : 

6.24a 

donde: 

6.24b 

y 

6.24c 

El esfuerzo ")2 se preasume es el resultado de la diferencia de la velocidades e ntre las dos capas. El 
esfuerzo es calculado con la densidad de la capa superior: 

(6 .25) 
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La interfaz es visualizada como una frontera cuya rugosidad depende del diámetro de las partículas. De 
nuevo, una aproximación elimina el diámetro hidráulico equivalente de la capa superior, ¡;2 es calculado 

con la ecuación modificada del factor de fricción de Colebrook: 

2(1 + y) ¡;2 = .... ... .. 2 

[410g lO ( d) + 3.36] 

(6.26) 

donde: Y = O para ~ < 0.0015 Y Y = 4 + 1.4210gI0(h) para 0.00015 < ~ < 0.15 . Esta expresión se ha 

deducido de datos tomados para Ar < 3 x 105 
. 

En la frontera S2 de la capa más baja, dos mecanismos contribuyen a la resistencia por fricción: 

(6.27) 

El fluido Y los sólidos suspendidos contribuyen un esfuerzo dependiente de la velocidad de la capa más 
baja. Esto es estimado del factor de fricción ¡; y la densidad PI : 

(6.28) 

La carga de contacto de los sólidos contribuye a la velocidad independiente que se opone al esfuerzo '2s 

en el limite de S2. Por lo que se refiere a la resistencia a la fricción en la frontera depende del esfuerzo 

radial entre partículas 'srr mostrado en la Figura 6.14. Nótese que B y f3 son medidos desde los ejes 
desplazados 90 grados. 

a 

7r 
2 

'2.s2 = Dr¡,. f'srr dB 

/" 

(1 
¡J 

/" 

I T srr 

I 
I 

'" /" 

B:7r;-P 

b 

Figura 6.14. Corte transversal de la tubería. 

(6.29) 

El esfuerzo 'srr refleja el equilibrio de las fuerzas en la dirección vertical en la capa más baja para el 

fluido, las partículas suspendidas, y la carga de contacto de las partículas. Estas fuerzas se obtienen del 
análisis de las ecuaciones de conservación de flujo unidimensional : 
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(
!)p (?(~v,) + v,a(cv)j = _( 1) a(cp) _ Psg a~ + f sL + f ss + f slV 
e s al ox) e ax ax 

(6 .30) 

y 

(6.31) 

y asumiendo que 

1. Ninguna fuerza inercial o fuerza vertical derivada de la pared actúa sobre el fluido o la carga de 
contacto de las partículas suspendidas; 

2. Ninguna fuerza de arrastre del fluido actúa en la carga de contacto de las partículas. 

Con y medido hacia abajo, el equilibrio para estos tres componentes puede escribirse como: 

dp 
O = -- + PI g + fLSy 

dy 

dp 
O = - - - + Psg + f SLy 

dy 

dp 
0= - .. - + P g + t dy s J ssy 

En la ecuación 6.34, la fuerza f ss)' se vuelve f swyen la pared de la tubería. 

(6.32) 

(6.33) 

(6.34) 

Las fuerzas interfaciales entre el fluido y la carga de las partículas suspendidas se deben equilibrar. La 
condición de arrastre recíproco para esta situación particular debe ser rescrita como: 

Usando esto con las ecuaciones 6.32 y 6.33, se encuentra una expresión para el gradiente de presión 
vertical. Sustituyendo esto en la ecuación 6.34, se encuentra I a fuerza entre partículas por unidad de 
volumen: 

(6.35) 

La ecuación 6.35 muestra que el efecto de los sólidos suspendidos (fracción de volumen el) es el de 

reducir la fuerza transmitida a la pared por el incremento del efecto flotante en la carga del contacto de 
las partículas. 

Si la contribución inercial es pequeña, la fuerza fswy puede expresarse en términos del esfuerzo efectivo 

entre partículas: 

(6.36) 
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En términos de los esfuerzos cortantes en la ecuación 6.36 estos son despreciados sobre la superficie en 
los que la capa de carga de contacto de los sólidos es poco profunda comparada con su ancho. La Figura 
6.15 sugiere que en este caso los esfuerzos entre partículas se incrementan linealmente con la 

profundidad. Si 'syy = O yen la interfase y = O se .tiene: 

(6 .37) 

Si se supone que el esfuerzo radial ' srr es igual a ' syy y usando esto en la ecuación 6.29 se obtiene: 

(6.38) 

Los perímetros parciales SI ' SI 2 y S2' son función del ángulo (J el cual define la ubicación de la interfase. 

Entonces para predecir y determinar la caída de presión se puede usar una solución iterativa para 
resolver las ecuaciones anteriores para predecir la caída de presión, por ejemplo, con el programa en 
lenguaje BASIC descrito en la tabla A-2 del anexo al final de este trabajo, en el que se describe a detalle 
el procedimiento. Para ilustrar el método y proporcionar un juego de resultados para el uso del mismo en 
el siguiente capitulo se realiza un ejemplo de cálculo. 

Además antes de determinar la predicción de la caída de presión primero es necesario comparar la 
velocidad de operación con la velocidad de deposición pronosticada, para ello se utiliza el nomograma 
para estimar la velocidad de deposición (Figura 6.16). 

o~---------------------------------, 

2 

y/D 
3 

0.5 

4 

5+-------~------~r_------------J-~ 
O 2 

Figura 6.15 Esfuerzos medios axiales adimensionales, como una función de la profundidad en un 
flujo de lodo. 
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6.4.3 Ejemplo de cálculo: modelo de dos capas. 

Ejemplo 6.1 

Se pretende evaluar la caída de presión para un lodo de arena, con diámetro medio dso = 0.5 mm, 

velocidad de diseño de 4.0 mIs en una tubería de diámetro interno de 0.25 m, si la concentración 
volumétrica entregada es del 20%. 

La rugosidad de la tubería k es de 45 j1f1l Y el fluido es agua a una temperatura de 20°C. Se sugiere que 

el coeficiente de fricción entre la partícula y la pared de la tubería 'ls puede tomarse como 0.50. 

Para iniciar el cálculo, la velocidad de operación primero debe ser comparada con la velocidad de 
deposición pronosticada. Usando el nomograma para estimar la velocidad de deposición, figura 6.16, del 
cual se determina una velocidad de deposición de 3.4 mis por lo que la velocidad de operación propuesta 
de 4 mIs es razonable. Puesto que la concentración volumétrica esperada el' es especificada y er se 

requiere para el cálculo, es necesario asumir un valor de e" por lo que inicialmente se supone 

er = 0.22. Con este primer valor y con el programa de cálculo en lenguaje BASIC se obtienen los 

resultados que se presentan en la tabla 6.1 . 

La forma en como introducir los datos al programa de cálculo para este ejemplo en particular, se presenta 
a continuación: 

DATA 0.25, 0.5, 0.001, 2650 : REM dtuberia, etas, visl, rs 
DATA 0.6,999,0.02,0.5: REM clim,rf,el,d3 
DATA O: REM tetad 
DATA 1: REM printflg 

De los resultados obtenidos en la tabla 6.1, se pueden verificar algunos valores con la siguiente 
secuencia de cálculo: 

Densidad relativa de los sólidos. 

Número de Arquímedes. 

Número de Froude. 

Carga de contacto ee . 

Ss = P, = 2650 = 2.65 
PI, 1000 

4(9.81 X2650 - 1000)1000(0.0005)3 = 2697.75 

3(0.00Iy 

= 3261.977 
9.81xO.0005 

De la ecuación 6.19 y usando los valores anteriores: 
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c, = ex{ -0.124(2697.75)""" (3261.977)""( °iii5f'" (2.65 _1) ... ·'" }.22 = 0.0649 ~ 0.0650 

Solución del modelo de dos capas 

Entrada de datos: 
Teta = O grados 
Diámetro de la partícula = .0005 m 
Concentración in situ = 0.22 
Velocidad = 4.0 mis 

Resultados calculados: 

Carga de contacto = 0.0649308 
Número de Arquímedes = 2963.937 
Concentración volumétrica de la capa superior c1 .1550692 
Concentración volumétrica de la capa inferior c2 .4449308 
beta = .935968 radianes 
Número de Reynolds = 1255019 
Factor de fricción para la capa superior f1 = 3.53892E-03 
Factor de fricción en la interfaz que separa las capas 1 y 2 f12 

Inicio de Iteración de Velocidad: 

P1 beta V1 v2 
4.773425E - 02 0.935968 4 4 
.1025077 0.935968 4.5 1.073807 
9.100671E-02 0.935968 4.43768 1.438526 
.2207807 0.935968 4.93768 -1.487666 
9.359524E-02 0 . 935968 4.4523 56 1.352639 
. 2258841 0.935968 4 .952356 -1.573554 
9.437987E-02 0.935968 4.456674 1.32737 
.2273996 0.935968 4 .956674 -1.598823 
9.460667E-02 0.935968 4 . 457979 1.319729 

----La Solución ha Converg ido----

Gradiente de Presión = 9.495009E-02 m fluido/m tubería 
Pérdida de carga por fricción = 9.495009E-02 m flui do/m tubería 
Concentración entregada = .1 76492 

1 . 165197E-02 

q1 
.4076194 
5.126492E-02 
.1156369 
-.593734 
.1009896 
-.6230146 
9.662 013E-02 
-.6317309 
9.529352E-02 

Tabla 6.1 Resultados obtenidos para ejemplo 6.1, aplicando el modelo de dos capas con el 
programa en BASIC (Tabla A-2 del Anexo). 

Concentración de la capa superior. 

A partir de la ecuación 6.17: 

al despejar a el se obtiene: 

e,A, 
el = e, - -- -i""'- = e,. - ee = 0.22 - 0.065 = 0.155 
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Concentración de la capa inferior. 

Puesto que la concentración de la capa inferior C2 es igual a la diferencia entre la concentración más alta 

de sólidos de la capa inferior Clim (propuesta generalmente igual al 60%) y la concentración de la capa 

superior CI , ver figura 6.13b, resulta: 

C2 = Clim -CI= 0.60 - 0.155 = 0.445 

A 
La ecuación 6.18 proporciona la relación de áreas _ 2 = 0.14459 por medio de la cual se puede 

A 
encontrar el ángulo f3 que define la ubicación de la interfaz hipotética (línea imaginaría que separa a las 
dos capas), ver Figura 6.14, a su vez las ecuaciones 6.13, 6.22 Y 6.23 pueden resolverse 

simultáneamente para obtener la variación de la presión - rjp (este termino también suele representarse 
dx 

como i), V; y V2 • Este proceso iterativo lo realiza el programa en BASIC de la tabla A-2 del anexo de 

este trabajo, hasta lograr la convergencia de los resultados. 

Finalmente los valores obtenidos son f3 = 0.9360, V; = 4.46 mi s, V2 = 1.32 mi s, e i = 0.096 mi m. Esto 

permite calcular la concentración volumétrica C v con la ecuación 6.14 y comparar con el valor 

especificado de 0.20, el resultado es Cv = 0.177 , el cuál indica que el valor supuesto de la concentración 

media in situ Cr supuesta inicialmente, fue baja. 

Por lo anterior se debe proponer un nuevo valor de Cr y repetir el cálculo puede ser repetido, hasta 

lograr la concentración volumétrica esperada C v = 0.20. Una segunda iteración con Cr = 0.245 , da como 

resultado f3 = 0.990, V; = 4.52 mi s, V2 = 1.43 mi s, e i = 0.102 mlm. 

Se nota que V2 es considerablemente menor que V; y esto refleja el hecho de que la velocidad de 
operación está justamente cerca de la de deposición. La condición de deposición no habría de esperarse 
que corresponda a la condición dónde V2 = O puesto que la capa más baja normalmente es mucho más 
gruesa que uno o dos diámetros de la partícula, el grueso del primer depósito estacionario. Aunque el 
modelo en la forma aquí mostrada no realiza ninguna predicción de la deposición, los valores indican 
hasta donde la deposición puede llegar a ser más probable. 

Así, por ejemplo, cuando la concentración se incrementa, el modelo sugiere que la velocidad de 
deposición deberá bajar. En la Figura 6.17, lo anterior, puede ser ajustado con precisión en las curvas 
paramétricas a bajas velocidades, pero el modelo indica una disminución en Ve' lo que concuerda con 
las observaciones experimentales reportadas para este tipo de lodos. 

6.4.4 Avances en el modelo de dos capas. 

Se podría esperar que las ecuaciones 6.19 y 6.26 fueran mejoradas con base en la divulgación y 
expansión de más datos. En la versión anterior de la ecuación 6.19, desarrollada para lodos de arena con 

O .15 mm < d" < 2.5 mm y e, < O .35, el parametro ( .;~ r se ha reemplazado por un grupo consistente 

de la velocidad V y la velocidad de deposición (( r. Ahora los nuevos coeficientes son: 

~I =0.122, a 2 =-0.12, a4 =-0.510, as =-0.255 y a ó =0.300 
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Figura 6.16 Nomograma para estimar la velocidad de deposición (Wilson, 1979) 
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Figura 6.17. Pre~icción de la pérdida de carga para lodos de arena (d = 0.05 mm, 0= 0.25 m). 
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Si la carga de contacto de la concentración en un lodo es muy pequeña, la convergencia de la subrutina 
para obtener la ubicación de la interfaz entre las dos capas en el programa en lenguaje Basic descrito en 
el anexo será muy lenta. Si la convergencia es muy lenta, o si no se obtiene ninguna convergencia, se 
puede concluir que el modelo de dos capas no es el método apropiado para predecir la pérdida de carga 
en un caso particular. En ese caso, deberán usarse un modelo homogéneo, y si la reologia puede 
determinarse, un modelo de aproximación seudo homogénea. 

La figura 6.17 muestra un mínimo en las relaciones velocidad-pérdida de carga a altas concentraciones. 
Se nota que el minimo ocurre alrededor de la velocidad de deposición. Tales mínimos se han obtenido de 
informes sobre estudios experimentales. El modelo sugiere que el considerar una pérdida de carga contra 
una relación de velocidad es un método poco satisfactorio para predecir dónde puede ocurrir la 
deposición. 

Reconsiderando las ecuaciones que comprenden al modelo, se puede ver que las ecuaciones 6.19 y 6.26 
contienen resultados de los experimentos del flujo de lodos. La concentración supuesta en la capa más 
baja es físicamente inaceptable para los lodos de partrculas finas y las correlaciones de las ecuaciones 
6.19 y 6.26 deben compensar este problema. Si se establecen buenos modelos, se requieren entonces 
métodos para predecir la distribución de la concentración en los lodos. Con partículas muy gruesas, sería 
deseable permitir la caída en la capa más baja. 

Es importante dar énfasis a que el modelo aquí presentado se ha desarrollado en experimentos utilizando 
partículas con distribuciones de tamaño bastante limitadas. Muchos tipos de lodos industriales contienen 
cantidades significantes de partículas gruesas y finas que afectarían la viscosidad del fluido. El empleo 
del modelo con una extensa y amplia distribución de tamaños de partículas, podrían separar los sólidos 
totales contenidos a priori en dos fracciones: los finos y el resto de los sólidos. 

Las partículas más finas habrían de contribuir a la viscosidad del fluido y la densidad como en la 
extensión de Wasp o Faddick de la ecuación de Durand-Condolios descrita en este mismo capitulo (inciso 
6.3.3 Sistema compuesto). El resto de los sólidos contribuiría a CI y C2 en el modelo de dos capas. Seria 
deseable la comprobación experimental de las predicciones de pérdida de carga realizadas con este tipo 
de aproximación. 

A pesar de estas deficiencias y reconociendo la necesidad del gran trabajo experimental con lodos de 
partículas finas o muy gruesas, y estos a su vez con distribuciones de tamaño muy amplias, el modelo es 
útil para predecir o calibrar modelos y tuberías aún en operación. También es útil si se requieren 
predicciones para circunstancias las cuáles no se hayan cubierto en experimentos, el modelo es 
probablemente aún más preferible que las correlaciones empíricas. 

Es importante mencionar que a partir del modelo de Wilson se han producido muchos modelos similares 
con una variante, la carga de contacto de los sólidos se supone comprende una completa "cama móvil" 
con algunos sólidos suspendidos, (ejemplo, el modelo de Doron"s, 1987). En otra versión, se considera 
que algunas de las cargas de contacto de los sólidos están presentes en la capa superior. La cantidad de 
estos sólidos depende del esfuerzo i l2 (Wilson, 1988). En cada caso, la interfase tiene algún significado 

físico, en contraste con el modelo que se ha descrito. Es importante reiterar, que la interfaz entre las dos 
capas es esencialmente hipotética en el modelo aquí mostrado. 

Es importante recordar que los coeficientes y las ecuaciones que los usan son deducidas de los datos del 
flujo para usarse con el modelo presentado y no deben ser usados con otro modelo. 

6.4.5 Efectos del diámetro de la partícula y la viscosidad del fluido. 

La figura 6.18 ha sido realizada aplicando el modelo para ilustrar los efectos del diámetro de la partícula 
en las pérdidas de carga en el lodo. Es aplicable a lodos de arena con un 20% de concentración y en 
tuberías de diámetro interno de 0.25 m. El modelo sugiere que estas pérdidas de carga aumentan 
continuamente con el diámetro de la partícula, eventualmente acercando el valor límite de e a e . Esto e r 
es algo difícil en comparación con las predicciones con datos experimentales para flujo de partículas 
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gruesas. En condiciones experimentales estos resultados de hecho tienen a menudo una documentación 
inadecuada. Además de fallar al tratar de determinar el valor de 7]s' los investigadores raramente han 
informado de distribuciones completas del tamaño de las partículas. Usando partículas con distribuciones 
del tamaño limitadas, Carleton (1978) encontró que las pérdidas de carga disminuyen con diámetros de 
la partícula alrededor de 5 mm. Esto pOdría reflejar la influencia de una fuerza adicional de sustentación 
como la fuerza descrita por Magnus.(7) 

El modelo presenta que el efecto de la temperatura (viscosidad fluida) es pequeño para lodos de 
partículas gruesas. Para ilustrar esto, si se considera el efecto de aumentar la temperatura del agua, en 
el ejemplo 6.1, de 20°C a 60°C. 

La densidad y la v iscosidad del fluido son alteradas y las o tras cantidades permanecen intactas. Con 
Cr = 0.25, se obtiene i = 0.109 mlm, ~ = 4.62 mI s, V2 = 1.36 mi s, y Cv = 0.196, por lo que el efecto 

sobre i es muy pequeño. 

Con partículas finas, el efecto de la viscosidad del fluido en las pérdidas de carga es sustancial, 
especialmente en tuberías largas. Las pequeñas cargas de contacto se incrementan con la velocidad de 
caída terminal Va y su efecto en tuberías grandes es a menudo considerable. 

Los lodos con altas concentraciones y amplias distribuciones de tamaño de partículas pueden contener 
suficientes partículas finas que requieran que la mezcla en la capa superior pueda ser representada 
como fluido no Newtoniano. Una alternativa al modelo de dos capas para cada tipo de lodo en ocasiones 
considera que las partículas gruesas fluyen como un tapón n o cortante en e I centro y que puede ser 
concéntrico (Brown, 1988) o excéntrico (Tatsis, 1990). El cortante tiene lugar en el fluido transportador en 
el espacio entre el centro y la pared de la tubería. El flujo del fluido transportador se supone laminar. La 
relación de la velocidad y la pérdida de carga para estas mezclas son bastante similares a las mostradas 
en la figura 6.17. 

6.4.6 Flujos en tuberías inclinadas. 

Continuando con el ejemplo, 6.1, si se considera el efecto de la inclinación de la tubería a una 
temperatura de 20°C. Los resultados se dan en forma tabulada para un valor constante de Cr = 0.25. 

Angula de inclinación. V¡ V2 
Pérdida por fricción. Cv 

(grados) (mIs) (mIs) (m/m) 

+10 4.65 0.90 0.104 0.193 
+5 4.60 1.16 0.103 0.198 
O 4.54 1.45 0.103 0.203 
-5 4.47 1.78 0.102 0.209 

-10 4.39 2.17 0.102 0.216 

Estas predicciones concuerdan con la tendencia de la correlación obtenida por Roca en 1977 para flujo 
inclinado como se observa en las figuras 6.19, 6.20 Y 6.21, Y es reflejado en los valores de V2 • 

6.4.7 Tuberías inclinadas y con cierre instantáneo. 

Si el flujo cesa en una tubería que contiene un lodo, tiene lugar el inicio de la deposición de las partículas. 
Una región de baja concentración y baja densidad se forma en la cresta de la tubería mientras que una 
región de alta concentración y alta densidad se forma en el fondo. Si la tubería es inclinada, el flujo fluye 
libremente convectivamente. Este flujo transporta partículas sólidas hacia aguas abajo con ángulos 
pequeños de inclinación. Sería deseable poder predecir la conducta del este flujo libre convectivo. 

Entonces se puede hacer un análisis aproximado asumiendo que la región que contiene el lodo fluido es 
homogéneo y de la misma concentración como del lodo original. Su densidad es P2 y su velocidad media 
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v
2

• Se asume que la capa superior será de fluido limpio (densidad PI) con velocidad media V;. En la 
dirección de la inclinación se ubica el eje positivo x. Un diagrama del flujo idealizado se muestra en la 
figura 6.22. 
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Figura 6.18 Predicción del efecto del diámetro del la partícula en la pérdida de carga (Cv = 0.20 , 

D = 0.25 m). 

1.1 
Ve 

(mis) 

1.0 
/ji Cw~ 1"10 

O 5"10 

• 10% 
0.9 () 200/0 

e 30% 
10'Yo 

t:. 46.5% 
~ 60% 

0.8 

5% 

0.7 

0.6 

0.5 \---L.. __ ~_.L....JUL..._--'-__ -1-__ .l....-_....J..~ 

-30 -20 -10 O 10 20 30 
8 

Figura 6.19 Efecto de la inclinación sobre la velocidad de deposición en lodos de ceniza volátil 
(Ss = 2.3, dso = 78¡.on) en una tubería de 100 mm de diámetro. (Roco, 1977) 
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Figura 6.20 Efecto de la inclinación sobre la velocidad de deposición en lodos de arena 
(d so = 360,um) en una tubería de 100 mm de diámetro. (Roco, 1977) 
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Figura 6.21 Correlación de Wilson-Tse para el efecto de la inclinación sobre la velocidad de 
deposición. (Wilson y Tse, 1984, Proc. Hydrotransport 9 Cont., Pág. 161) 

El área de la capa superior varía debido a que el flujo axial y la deposición ocurre en la interfaz (usando la 
simbología que se definió previamente en la figura 6.13a). 
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La condición de conservación de masa para la capa 1 es: 

(6.39) 

Si la formación de la capa establecida en el fondo y el proceso de flujo proceden independientemente, la 
velocidad de la interfaz 1i;2 puede estimarse o puede medirse previamente en un programa de pruebas 

establecidas. Para la capa de lodo en movimiento (capa 2) la ecuación correspondiente es: 

(6.40) 

Cal)(l de lodo en movimlellto (2) 

• Calm establecida (3) 

Figura. 6.22 Sección idealizada de un flujo de lodo en una tubería inclinada. 

donde S23 define las interfaz entre la capa 2 y el sedimento estacionario. 

Si ocurre la compactación en la capa del sedimento, esto se describirá con la ecuación de Wallis (1969). 
Sin embargo, se pueden despreciar estos cambios en la concentración. 

El gasto neto es cero: 

(6.41 ) 

Las ecuaciones de momentum para las dos fases móviles son: 

D1i; _ rSp 'ISI + '12S12 PI --- - - -- - P gsenB - -----.. -----
Di & I Al (6.42) 

(6.43) 
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Los esfuerzos '1 y '12 son negativos, y se oponen a V¡. Los esfuerzos '23 y '2 se oponen a la velocidad 

V2 y son por consiguiente positivos. Los términos inerciales serán probablemente menores en las dos 

ecuaciones de momentum. 

Si se resuelven estas ecuaciones, proporcionan una predicción de la última posición de la interfaz 
superior como una función de x. Cualitativamente, se puede ver que Al V¡ aumenta con (P2 - PI )senB . 

Usando las predicciones de Masliyah y Shook (1978) para esfuerzos cortantes en flujo laminar 

Newtoniano, se encuentra que el gasto varía en función de p4 . Esto significa que dicho fenómeno crece 
Jil 

en importancia cuando aumenta el tamaño de la tubería. Para altas concentraciones de lodo, con la capa 
1 ocupando una pequeña fracción de la sección transversal, la relación de la viscosidad de las dos capas 
no es un factor importante. La figura 6.23 muestra la distribución de la velocidad, como función de la 
posición, para un flujo de este tipo en el que los efectos inerciales son despreciables. La velocidad es 
muy alta en la capa superior. 
Una investigación de la sedimentación combinada y el proceso de flujo para un lodo en contacto con un 
plano inclinado fueron dada por Nir y Acrivos en 1990. 
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Figura 6.23. Velocidad local adimensional (4VxJi2 / D2p2gsenB) en el plano medio de un flujo neto 
cero en el cierre de una tubería inclinada. (De Masliyah y Shook, 1978. Can J. Chem. Eng. 56; Pág. 
171.) 

6.4.8 Deposíción y el modelo de dos capas. 

El mecanismo del modelo también permite entender la incursión de la deposición. Considere el modelo 
de tre~. capas mostrado en .Ia figura 6.24 y, por simplicidad, se restringe el análisis al flujo horizontal. La 
ecuaclon 6.21 se conserva Inalterada, pero la ecuación 6.22 es ahora: 

(6.44) 

y para la capa del fondo la ecuación de momentum correspondiente es: 
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dp -1'23823 +1'38 3 - - = -------
d.x A3 

(6.45) 

Las fuerzas resistentes por unidad de longitud de la tubería, 1'282 Y 1'23823' pueden calcularse de forma 

aproximada usando la ecuación 6.38. 1'282 depende de la velocidad V2 , la concentración e2 y los ángulos 

fJI y fJ2' l' 23S23 depende de la diferencia de la velocidad (V2 - V3 ), e2 , fJI y fJ2 ' El coeficiente Tls se 

aplica a la fricción en el perímetro parcial S2' pero a lo largo del perímetro S23' el coeficiente apropiado 

debe definirse con la ecuación: 
1'syx 

tanr/J= --
1'syy 

donde r/J es el ángulo de fricción interna. 

3 

Figura 6.24. Modelo de tres capas para interpretar la deposición en el flujo de una tubería de lodo. 
Las concentraciones de las capas son el , e2 ye3 respectivamente. 

Puesto que el interés se centra en la deposición incipiente, se asume que dentro de la capa del fondo no 
existe ninguna suspensión debida a las fuerzas de sustentación del fluido, es decir, dentro de la capa 3. 

(6.46) 

donde y se mide en dirección hacia abajo. 

La ecuación 6.46 puede integrarse para obtener la distribución de esfuerzos en la capa del fondo. Esto, a 
su vez, puede s er u sado para encontrar l' 3S3 . A demás del efecto d e la carga d e contacto, habrá un 

esfuerzo en la frontera fluida el cual depende de la velocidad de la capa del fondo. 

El examinar el caso de la deposición incipiente, se elige un valor pequeño pero finito para fJ2 y se 

permite aproximar V3 a cero. Las ecuaciones 6.13 y 6.14 se aplican, con V = Ve Y la ecuación 6.17 se 

transforma en: 

Si se supone que e2, e 3 y los factores de fricción interfacial J;2 y 123 son predecibles, se puede ver que 

se tiene una ecuació!1 adicional de momentum (ecuación 6.45) y una variable adicional Ve' 

119 



FLUJO DE SUSPENSIONES HETEROGÉNEAS. 

Además de indicar la importancia de la distribución de la concentración, este modelo de capas sugiere 
que una variable adicional (tan rp) deberá ser medida si la velocidad de deposición será explicada 
mecánicamente. 

Puesto que 17., es determinado experimentalmente en una prueba realizada a bajas de velocidades, su 

uso es apropiado para el análisis del flujo cerca de la deposición. De hecho el mecanismo de interacción 
de las partículas y la pared a altas velocidades incluyen partículas desplazándose, rodando y con 
saltación donde las fuerzas de lubricación pueden jugar un papel importante. Algunos flujos realmente 
dependen del coeficiente de fricción admitido, es así como hasta ahora el modelo está interesado en la 
expresión para obtener Ce . 
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Capítulo 7 
EJEMPLOS DE APLICACiÓN 

7. EJEMPLOS DE APLICACiÓN. 

7.1 MODELO DE WASP, SISTEMA COMPUESTO. 

7.1.1 Ejemplo N° 1. Determinación de la pérdida de carga para un lodo de magnetita. 

7.1.1.1 Consideraciones generales de cálculo. 

Este método considera que cada fracción de los tamaños de las partículas que componen los sólidos de 
la mezcla de lodo, deben ser consideradas como un flujo independiente y aplicar para cada una de ellas 
la relación de Durand y su correspondiente coeficiente de arrastre, es decir, cada fracción de las 
partículas contribuye en una porción y de forma independiente a la pérdida total debida a la fricción en la 
tubería. 

A continuación se muestra la aplicación del modelo de Wasp, para el cálculo de las pérdidas de fricción 
en una tubería a presión con flujo de lodos; parámetro importante para determinar las características del 
sistema de bombeo. Además es importante recalcar que previamente se requiere realizar un estudio 
reológico (caracterización reológica) con la finalidad de establecer las propiedades de los lodos 
considerados a ser transportados en la tubería, así como proponer las características del tipo y material 
de la tubería a util izar. 

a) Tubería. 

Tomando en cuenta la consideración de no usar tuberías de diámetro menor a 6" (aproximadamente 15 
cm) para evitar obstrucciones y facilitar su limpieza, se propone una tubería de acero de 6", rugosidad 
absoluta de la tubería 8 =0.0012 in (0.03048 mm o 0.00003048 m) y tubería horizontal. 

b) Partículas sólidas. 

Para este ejemplo se considera un factor de forma igual a 1.0; sin embargo es importante determinar el 
factor de forma real en alguna prueba de laboratorio. 

Gravedad específica: 4.73 
Factor de forma: 1.0 

Consistencia de tamaño (Granulometría): 

Malla 

+200 
200 - 270 
270 - 325 

-325 

% en peso. 

3.81 
4.13 
3.81 

88.25 
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c) Fluido transportador. 

Agua como fluido transportador a una temperatura promedio de 20°C. 

d) Propiedades de la suspensión o mezcla (Iodo). 

Concentración de sólidos ( Cw ): 1 56 % en peso. 

Temperatura: 120°C 

Viscosidad del lodo: 

Peso % Viscosidad (cp) 
40 2.7 
50 3.0 
60 14.4 

e) Velocidad de transporte. 

Se establece una velocidad de diseño V = 5 tUs = 1.524 mIs. 

7.1.1.2 Solución. 

Primera Hipótesis. 

Considerando la mezcla totalmente homogénea. 

Debido a que generalmente se desconoce el comportamiento de la mezcla en la tuberra, es decir si se 
trata de flujo homogéneo o heterogéneo y con objeto de aplicar este método para el cálculo de las 
pérdidas, inicialmente se supone que todos los sólidos están perfectamente mezclados en el fluido (flujo 
homogéneo) y que ninguna parte de ellos se arrastra por el fondo, es decir no existe la formación de una 
cama de sólidos en la tuberra, por lo que las pérdidas pueden ser calculadas sin considerar las pérdidas 
debidas a la formación de dicha cama. 

Primera iteración. 

Puesto que el vehículo (mezcla de sólidos y liquido que no se deposita en el fondo de la tubería) y la 
parte heterogénea (cama) de los sólidos no son conocidos, se supone que todos los sólidos llegan a ser 
parte del medio transportador (vehículo), es decir en esta primera iteración no habrá ninguna carda de 
presión debida a la cama de sólidos en el fondo de la tubería. En otras palabras se considera la mezcla 
totalmente homogénea. 

El dato de la concentración de los sólidos en la mezcla Cw esta dado en peso, por lo que primero se 

aplica la ecuación 4.7 para determinar la densidad de la mezcla Pm : 

Si la gravedad especifica de los sólidos S.G = 4.73, entonces Ps = 4730 k~ siendo la densidad del agua 
m 

Pm = ----~~~.- .... = - -- 1~0 ... = 179085 kg 
Cw 100-Cw 56 100-56 . m3 
--- + _._ ..... _-- - --- + 
Ps PI 4730 1000 

en la ecuación anteri~r el valor de la concentración en peso Cw está expresado en porcentaje. 
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Utilizando la ecuación 4.8 se determina la concentración volumétrica: 

e = CwPm = 56x1790.8~ = 21.20% 
v P. 4730 

Fracción de volumen: 

~ = _~ = 3.!:20 = 0.212 
100 100 

Gravedad específica del la mezcla: 

Densidad de la mezcla: 

SGn¡ = rjJ x SGs + (1 - rjJ) = 0.212 x 4.73 + (1- 0.212) = 1.791 

kg 
Pm =SGm Po =1.791xl000=1791 -

3 m 

valor que coincide al obtenido con la ecuación 4.7 Y usando la concentración en peso de los sólidos. 

ft m Se considera que la velocidad del flujo para diseño: V = 5 - = 1.524 --- Y el diámetro de la tubería 
s s 

D = 6"= 0.1524m . 

Determinación del número de Reynolds de la mezcla. 

Es necesario calcular la viscosidad dinámica de la mezcla, por lo que se utilizan los valores obtenidos 
previamente al realizar el estudio reológico de la misma. Por interpolación, para una concentración en 
peso del 56% se obtiene una viscosidad de 6.4 centipoise. 

J1m = 6.4cp = 0.064 poise = 0.064 -~-- = 0.0064 Pa . s 
cm·s 

Viscosidad cinemática de la mezcla: 

Un¡ = J1m = Q.006~ = 0.00000357342 m
2 

Pm 1791 s 

Número de Reynolds de la mezcla: 

Rugosidad relativa de la tubería : 

Coeficiente de fricción f : 

Re = VI!.. = 1.524xO.l?24 = 64995.84 
U 0.00000357342 

c 0.0348 mm 
- = ---- ----- -- = 0.0002 
D 6"x25.4mm 

De la figura 2.7a: f = 0.0051 (Factor de fricción de Fanning). 
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De la figura 2.7b: f = 0.0205 (Factor de fricción de Darcy). 

Con las ecuaciones de Swanee y Jain: 

Ecuación 2.16a: 

f={(!~)' +9.sH3.;D + ~:,~ )-e~~o)'rT'" = 

{( 
64 )8 95[1 (0.00003048 5.74) ( 2500 )6]_16}0.125 _ 002048 

64995.84 +. n 3.7 x 0.1524 + (64995.84)°·9 - 64995.84 - . 

Ecuación 2.16b: 

f = o 0.25 = o 0.25 2 = 0.02030 

10g{r~ + ~.39}2 10g{_0.0_00?30_4.~~.1524 + 5.39 } 
3.4 ReO.9 3.4 (64995.84)°·9 

Velocidad de fricción u * . 

Utilizando el factor de fricción de Fanning f = 0.0051. 

u* = V f7 = 1.524 /2:2051 = 0.07966 m f 2' I¡ 2 s 

Con el factor de fricción de Darcy del diagrama de Moody: f = 0.0205 figura 2.7b. 

u* = V _ 17 = 1.524 r§~O}§j = 0.1543 112 
'v 2 IJ 2 s 

Utilizando los factores de fricción obtenidos con I as ecuaciones 2.16a y 2.16b de S wanee y Jain y la 
ecuación de Darcy: 

Con f = 0.02048 : 

* rT r6.02048 m 
u = V ~2' = 1.524{ . -2' 000 - = 0.1542 ~-

Con f = 0.02030 : 

u*=V .rz =1.524Io.0~030 =0.1535!'l 
V2 \ 2 s 
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Pérdida por fricción por unidad de longitud. 

Para determinar la pérdida por fricción por unidad de longitud se considera la ecuación 2.4c y el factor de 
fricción de Fanning, figura 2.7a: 

/),P_ = ~~~_ = ~{9~9~~1Xl_)~~y. = 0.01584 nt~"!. 
L 2gD 2x9.81xO.1524 m 

d I 
. d mcm 

expresada en metros de mezcla por cada metro e ongltu ---- . 
m 

expresada en metros de agua por cada metro de longitud .'!!..c:!... 
m 

Considerando la ecuación de Darcy-Weisbach: 

Con el factor de fricción de Darcy del diagrama de Moody: f = 0.0205 figura 2.7b. 

hf /),p V 2 (1.524)2 mcm 
.- = - = f -- = 0.0205 -----···-- = 0.01592--· 
L L D2g 0.1524x2x9.81 m 

expresada en metros de mezcla por cada metro de longitud ,!!:cm . 
m 

hf = /),P = f .V2 (Pm) = 0.0205 - Q '?_~~L_(!?91) = 0.02851 '!!..ca 
L L D2g Po 0.1524x2x9.81 1000 m 

expresada en metros de agua por cada metro de longitud '!!:.'!.'!:.. 
m 

Utilizando los factores de fricción obtenidos con I as ecuaciones 2.16a y 2 .16b de S wanee y Jain y la 
ecuación de Darcy: 

Con f = 0.02048: 

hf /),P V 2 (1.524)2 mcm 
-- = -- = f -- = 0.02048 --- ---- -- ----- = 0.01591 - . 
L L D2g 0.1524x2x9.81 m 

expresada en metros de mezcla por cada metro de longitud !!lcm _ 
m 

!!L = ~!! = f _v.~_ (Pm ) = 0.02048 .. __ (1.5~~2 __ (.t 7?J) = 0.02849 mca 
L L D2g Po 0.1524x2x9.81 1000 m 

expresada en metros de agua por cada metro de longitud _'!1:~~ . 
. m 
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Con f = 0.02030 : 

hf!J.p V2 (1.524)2 _ mcm -- = ---- = f -- - = 0.02030 --- -------- -- -- - 0.01577 --
L L D2g 0.1524x2x9.81 m 

d I . d mcm expresada en metros de mezcla por cada metro e ongltu --- . 
m 

hf = !J.p = f ~~(Pm) = 0.02030 (1.524)2 (1791) = 0.02824 mc.f!. 
L L D2g Po 0.1524x2x9.81 1000 m 

expresada en metros de agua por cada metro de longitud !!l_C!..C!-.. 
m 

Segunda hipótesis. 

Considerando la mezcla como heterogénea. 

Ahora se obtendrán las pérdidas considerando que una parte de las partículas viajan en suspensión y 
otra parte desplazándose por el fondo del a tubería. Para este caso, se deben tomar como punto de 
partida los resultados obtenidos del primer caso (flujo homogéneo) y posteriormente ajustarlos hasta 
llegar a la condición de flujO heterogéneo, es decir se obtienen las pérdidas para cada una de las 
fracciones de tamaños de partículas tanto para las que viajan en suspensión como las que se desplazan 
por el fondo formando una cama a lo largo de la tubería. Para este caso el cálculo es un procedimiento 
que se realiza en forma iterativa, siendo conveniente elaborar una tabla de cálculo (tabla 7.1). 

El proceso iterativo de cálculo termina cuando el resultado obtenido de las pérdidas de dos iteraciones 
consecutivas resultan iguales, concluyendo con ello el cálculo de la pérdida. 

Segunda iteración. 

Ahora se verifica la parte del vehículo y de la cama para cada tamaño de sólidos usando el criterio de la 
relación entre la concentración volumétrica de los sól idos a 0.080 medido desde la cresta hasta el eje de 

la tubería, CIC' Ó criterio de Thomas. Es decir: 
/ A 

Se asume que fJ es igual a 1 y que la constante de Von Karman, K = 0.4. 

Consideraciones de cálculo: 

• 

• 
• 
• 

Para cada fracción de tamaño, la parte del vehículo se supone igual al producto de %A por el 

intervalo de la fracción del tamaño y el volumen de esa misma fracción de tamaño. 
Se asume que el resto de los sólidos es distribuido heterogéneamente 
La velocidad de deposición w es estimada usando las propiedades del vehículo. 
La caída presión debida a la cama en el fondo de la tubería se estima utilizando la ecuación de 
Ourand·s. 

_ . gD s-] 
[ 

( 
)]

1.5 

!J.p cama - 82 X !J.p agua X rPcama -V-2~rc;; 
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• En la ecuación de Durand's, el valor del coeficiente de arrastre es calculado usando las 
propiedades del agua. 

Inicio del cálculo: 

. Caída de la presión debida al agua I:1p agua' 

Número de Reynolds. 

Para la temperatura de 20°C la viscosidad cinemática del agua es: 

2 

U = 9.905xl0-7 m_ 
s 

Re = VD = !:524! 0.:.!~34 = 234485.21 
u 0.000009905 

8 
la rugosidad relativa calculada previamente: - = 0.0002 

D 

Con la ecuación 2.16a de Swanee y Jain: 

/ = {( 6~)8 + 9.5[ln(-~- + 2.74 ) _(2500)6]-J6}O.J25 
Re 3.7 D Reo.9 Re 

Pérdida por fricción debida al fluido agua. 

h/ V 2 (1.524)2 mea 
I:1p gua = - =/ - · =0.01678 · =0.0130 -

a L D2g O.l524 x 2 x 9.81 m 

expresada en metros de agua por cada metro de longitud. 

Simplificando la ecuación de Durand's, para este caso en particular y al sustituir la pérdida por fricción 

debida al agua I:1Pagua = 0.0130 mea se obtiene: 
m 

[ ]
1.5 [( )]1.5 _ gD(s-l) _ 9.81xO.15244.73-1 

I:1Pcama - 82 x I:1Pagua x t/lcama --¡¡=- - 82 x 0.0130 x t/lcama --(- --)-2 --," _.. ..... = 
V '.f CD 1.524 íl CD 

la caída de presión debida a la cama de sólidos en el fondo de la tubería, se calcula con esta última 
ecuación, para cada fracción de tamaño obtenido con la caracterización de los sólidos en pruebas de 
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granulometría y (1cama debe estar expresado como una fracción y no en porcentaje. Los valores 

calculados se dan en la tabla 7.1, en la cuál se observa que para la segunda iteración la caída de presión 
mea 

debida a cada fracción de tamaño de los sólidos en la cama es igual a 0.001440 ____ . . 
m 

Cálculo para determinar la caída de presión debida a la mezcla (vehículo). 

En la tabla 7.1 se observa que para la segunda iteración: 

La concentración volumétrica de los sólidos en la mezcla es del 20.72 %. 

Gravedad específica del la mezcla: 

SGm = (1 x SGs + (1- (1) = 0.2072 x 4.73 + (1- 0.2072) = 1.772 

Densidad de la mezcla: 

kg 
Pm = SGm Po = 1.772 x 1000 = 1772 --'3-

m 

La correspondiente concentración volumétrica en peso y porcentaje de sólidos en la mezcla se determina 
utilizando la ecuación 4.9: 

Nuevamente es necesario calcular la viscosidad dinámica de la mezcla, por lo que se utilizan los valores 
obtenidos previamente al realizar el estudio reológico de la misma. Por interpolación, para una 
concentración en peso del 53.81 % se obtiene una viscosidad de 5.1 centipoise. 

f.im = 5.lcp = 0.051poise = 0.051 --fL- = 0.0051 Pa· s 
em ·s 

Viscosidad cinemática de la mezcla: 

Um = f.im = O .O~?-.! = 0.000002878 _'!!. ~ 
Pm 1772 s 

Número de Reynolds de la mezcla: 

Rugosidad relativa de la tubería: 

.E. = _ 0.0~~8 mm._ = 0.0002 
D 6" x 25.4 mm 
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Coeficiente de fricción f: 

Con la ecuación 2.16a de Swanee y Jain: 

f = {( 64)8 + 9.5[ln(~- + _~~4. ) _ (~~22)6]-16}O. 125 = 
Re 3.7 D Reo.9 Re 

8 6 
64 + 95 In 0.00003048 + 5.74 _ 2500 = 0.01970 

{ 

_16}O.125 

(80698.13) . [ (3.7 x 0.1524 (80698.13)"') (80698.13)] 

Con f = 0.01970: 

hf = f ~ = 0.01970 (1.524)2 = 0.01530 me~ 
L D2g 0.1524x2x9.81 m 

I 't d mem expresada en metros de mezcla por cada metro de ongl u - - . 
m 

hf = !1p = f ~(Pm) = 0.01970 ---- ~1- .~2~~-(1772) = 0.0271 ~~~ 
L L D2g Po 0.1524x2x9.81 1000 m 

expresada en metros de agua por cada metro de longitud mea . 
m 

La pérdida total debida a la fricción debido al transporte del lodo será: 

Tercera iteración. 

!1Plodo = !1PcamG + !1Pvehiculo 

mea 
!1Plodo = 0.001440 + 0.0271 = 0.0285 -

m 

Considerando que el resultado obtenido de segunda iteración 2 fue !1Plodo = 0.02854 m~a , el coeficiente 
m 

de fricción para el lodo será: 

f = !1PI el D?:...~. (f!.!'... ) = 0.02854 ~}.?}4 ~ ? x __ ~:~!(~.2Q.~) = 0.0207 mea 
o o V 2 Pm (1.524)2 1772 m 

La velocidad de fricción: 

* rl /6.0207 m u =V ,I- =1.524 , - .. - =0.1550 --
2 ~ 2 s 
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El próximo cálculo con la aplicación del criterio de Thomas, es decir % A Y la caída de presión debida a 

la cama en el fondo de la tubería /).Pcamll también se presenta en la tabla 7.1 donde resulta que: 

mea 
/).Plodo = 0.001424 + 0.0271 = 0.02852 -

m 

Si comparamos el resultado de la segunda y tercera iteración, la diferencia entre los dos resultados es 
prácticamente nula concluyendo que la perdida por fricción debida al transporte del lodo en la tubería 

sería de /).Plodo = 0.02852 mea. 
m 

ITERACiÓN MALLAS % PESO DIÁMETRO MEDIO 
VELOCIDAD DE VELOCIDAD DE % OEL VOLUMEN DE z= -_O!.. ~=lOI'Z 

CAloA CAíDA SÓLIDOS /3zU "'CA 

promedio de las 
aberturas de las mallas 

cm m cmls mis 
1 2 3 4 4 5 5 6 7 8 

+200 3.81 0.0111 0.000111 0.30785 0.003078 0.81 · · 
1 

200 x 270 4.13 0 .0063 0.000063 0.14783 0.001478 0.88 · · 
270 x 325 3.81 0.0048 0.000048 0 .08595 0.000860 0 .81 · · 

·325 88.25 0.0021 0.000021 0.01646 0.000165 18.71 · · 
21.20 

+200 3.81 0.0111 0.000111 0 .30785 0.003078 0.81 0.0498782 0.8132411 

200 x 270 4.13 0.0063 0.000063 0 .14783 0.001478 0.88 0.0239514 0.9054980 

2 270 x 325 3.81 0.0048 0.000048 0.08595 0.000860 0.81 0.0139264 0.9439142 

·325 88.25 0 .0021 0.000021 0 .01646 0.000165 18.71 0.0026668 0.9890081 
21 .20 

+200 3 .81 0.0111 0.000111 0.30785 0.003078 0 .81 0 .0492399 0.8153952 

3 
200 x 270 4.13 0.0063 0.000063 0.14783 0.001478 0 .88 0.0236449 0.9066489 
270 x 325 3.81 0.0048 0.000048 0 .08595 0.000860 0.81 0.0137482 0.9446116 

·325 88.25 0.0021 0.000021 0 .01646 0.000165 18.71 0.0026326 0.9891480 

21.20 

Gráfica 32 

100; veh/culo 100;camll VELOCIDAD DE CAlDA. Re ¿Ro>1? CdRo' Cd = 24/Ro CI) C ;I, 
/) 

IIp r.mnn Ap.·dlit:tJk1 t.p~<" 

., -lt(P,; . .& W 
solo si solo 51 

6 x 8 6·9 mis Re> 1 Re< 1 
9 10 11 12 13 14 lS 16 17 18 19 20 

0.81 O 0.025287 2.8338 si 71.5 8.90 0.19401 O 
0.88 O 0.008146 0.5181 no 46.1338 46.1338 0.05649 O 
0.81 O 0.004729 0.2292 no 104.3079 104.3079 0.03064 O 
18.71 O 0.000905 0.0192 no 1245.6130 1245.6130 0.00477 O 
21.20 O 0.0285 0.0285 

0.656871092 0.15 0.025287 2.8338 si 71.5 8.90 0.19401 0.001161 
0.792817822 0.08 0.008146 0.5181 no 46.1338 46.1338 0.05649 0.000185 

0.76241838 0.05 0.004729 0.2292 no 104.3079 104.3079 0.03064 0.000055 
18.50335237 0.21 0.000905 0.0192 no 1245.6130 1245.6130 0.00477 0.000039 

20.71546 0.48 0.001440 0.0271 0.02854 

0.658610992 0.15 0.025287 2.8338 si 71 .5 8.90 0.19401 0.001147 
0.793825541 0.08 0.008146 0.5181 no 46.1338 46.1338 0.05649 0.000183 
0.762981695 0.04 0.004729 0.2292 no 104.3079 104.3079 0.03064 0.000054 
18.50596949 0.20 0.000905 0.0192 no 1245.6130 1245.6130 0.00477 0.000038 
20.7213877 0.48 0.001423 0.0271 0.02852 

Tabla 7.1 Tabla de cálculo para obtener la pérdida de carga en un lodo de magnetita, criterio de 
Wasp, sistema compuesto. Ejemplo 1. 
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7.1.2 Ejemplo W 2. Determinación de la pérdida de carga para un lodo obtenido de la planta de 
tratamiento de aguas residuales de Ciudad Universitaria. 

7.1.2.1 ¿Por qué analizar el comportamiento hidráulico de un lodo de una planta de tratamiento de 
aguas residuales? 

Por qué en la actualidad el tratamiento de las aguas en las plantas potabilizadoras o en las plantas de 
tratamiento de aguas residuales genera, una serie de productos, denominados genéricamente 
"biosólidos" o "Iodos", constituidos principalmente por los elementos que componen el efluente, los 
aditivos químicos usados en el proceso y la masa bacteriana que participa en el tratamiento. 

Desde este punto de vista los lodos son compuestos orgánicos sólidos, semisólidos o líquidos producidos 
durante el proceso de tratamiento mecánico, biológico y/o químico de la potabilización o tratamiento de 
las aguas residuales. Con este tipo de plantas de tratamiento se buscan reducir los efectos 
contaminantes de las aguas residuales, pero se generan importantes cantidades de lodos, situación que 
crea el problema de ¿qué hacer con ellos? Esta es una práctica común en países desarrollados, 
existiendo abundante información con respecto a sus efectos y límites máximos de aplicación. 
Actualmente la puesta en funcionamiento de plantas de tratamiento de aguas en el país está generando 
cantidades crecientes de lodos, los cuales deben ser eliminados adecuadamente para evitar problemas 
ambientales mayores. 

En el caso de las plantas de tratamiento de aguas residuales, la tecnología más común para su 
tratamiento, es el proceso de lodos activos, un proceso biológico que consume grandes cantidades de 
energía y genera grandes cantidades de lodos orgánicos. Estos Iodos, separados del agua tratada en la 
última etapa del proceso, contienen más del 90 % de agua y son altamente biodegradables. Para facilitar 
su manejo y eliminación a estos lodos se suelen aplicar procesos como el de desecación. Hasta ahora, 
las principales vías de eliminación ha sido el transporte de los lodos a rellenos, esparcirlos en la tierra, 
verterlos al mar o incinerarlos, principalmente a través de camiones de volteo, generando un gran 
desembolso por este tipo de manejo en su disposición final. 

Sin embargo, a ctualmente e stán a pareciendo restricciones s obre todas I as vías d e e liminación de los 
lodos. La legislación ambiental actual sobre la eliminación de residuos es más restrictiva, junto con la 
preocupación por los posibles riesgos medioambientales y sanitarios que conlleva el problema de la 
eliminación de los lodos. Simultáneamente, continúan construyéndose plantas de tratamiento de aguas 
residuales con lodos activos o algún otro método de tratamiento, en cumplimiento de la directrices sobre 
las aguas residuales, y, previsiblemente, continuarán funcionando como "fábricas de lodos" a largo plazo, 
con una producción imparable. Es, por tanto, esencial encontrar modos de eliminación factible, segura y 
económicamente sostenible para los lodos residuales, por ejemplo sistema de bombeo debidamente 
operado y económicamente factible que reduzcan el contacto directo con la población y un ahorro en su 
operación. 

Hace unos años se prohibia el vertido al mar y a las corrientes superficiales de los lodos procedentes del 
tratamiento de aguas residuales. Las restricciones que se están proponiendo sobre el transporte a 
rellenos pretenden excluir todo residuo orgánico de esta via de eliminación. Potencialmente, la opción 
más atractiva sería la de esparcir los lodos en terrenos agrícolas, porque podrían reciclar nutrientes y ser 
útiles desde el punto de vista agronómico. Sin embargo, debido a los procesos físico-químicos que 
intervienen en el método de lodos activados para el tratamiento de aguas residuales, el lodo tiende a 
concentrar trazas de metales pesados y compuestos orgánicos, poco biodegradables, por ejemplo, 
plaguicidas, productos químicos domésticos, etc., presentes en las aguas residuales. Ello suscita 
problemas tanto para el medio ambiente como para la salud pública. Otro problema sería la existencia de 
suficiente terreno agrícola en las proximidades de los centros de producción de lodos, para evitar gastos 
de transporte. 

Lo que a menudo se pasa por alto es el costo del manejo de las grandes cantidades de lodos producidos 
por las grandes plantas de tratamiento necesarias para tratar enormes volúmenes de aguas residuales, y 
cómo se pueden manejar los lodos de forma segura, práctica y sostenible. En algunos casos, ~I 
tratamiento y la eliminación de los lodos suponen hasta la mitad de los costos globales del tratamiento de 
aguas residuales(38). 
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Por lo que es precisa una nueva y seria reconsideración del problema. Hay que alcanzar estándares de 
calidad para los lodos y sobre todo se deben considerar tratamientos y técnicas de eliminación 
alternativos para otros tipos de lodos. 

7.1.2.2 Obtención y caracterización de las muestras. 

Se tomaron tres muestras de lodo de cada uno de los sedimentadores de la planta de tratamiento de 
aguas residuales de Ciudad Universitaria, ubicada en la Universidad Nacional Autónoma de México. 
Cada una de las muestras fue secada a temperatura ambiente y los resultados de su caracterización se 
muestran en la siguiente tabla: 

MUESTRA t W mu • • tr• W nato Volmazcla "rmezcla WSÓlldOS V.Ólldos "rsólldos Cw Cv 
N° oC kg kg m3 kg/m3 kg m3 kg/m3 % % 

1 20.20 9.415 8.99 0.00889 1011 .068 0.376 0.000298 1259.837 0.0418 4.18 0 .0336 3.36 
2 20.00 9.608 9.183 0.00902 1017.878 0.216 0 .000173 1250.090 0.0235 2.35 0.0192 1.92 
3 19.80 6.825 6.4 0.00607 1053.965 0.235 0 .000196 1196.845 0.0367 3.67 0.0323 3.23 

Tabla 7.2 Datos obtenidos para las tres muestras de lodo obtenidas de los sedimentadores de la 
planta de tratamiento de aguas residuales de Ciudad Universitaria. 

Posteriormente s e decidió trabajar sólo con I a muestra número 1 , a la cual s e s ometió a u na prueba 
granulométrica cuyos resultados se muestran en la Figura 7.2 y la Tabla 7.3. En el anexo B se presenta 
una secuencia fotográfica de la prueba granulométrica. 

Malla Abertura W malla W malla + W mua1tra W retenldo Retenido Retenido acumulado Porcentaje que pasa 
N° mm 9 9 9 % % % 
4 4.75 O O O O O 100 
8 2.390 483.73 547.52 63.79 16.95 16.95 83.05 
12 1.680 403.30 508.93 105.63 28.06 45.01 54.99 
18 1.000 473.52 552.52 79.00 20.99 66.00 34.00 
30 0.595 459.95 496.98 37.03 9.84 75.84 24.16 
50 0.297 472.85 514.59 41 .74 11 .09 86.93 13.07 
100 0.149 402.41 423.78 21.37 5.68 92.61 7.39 
200 0.074 374.90 383.50 8.60 2.28 94.89 5.11 
325 0.044 383.99 393.02 9.03 2.40 97.29 2.71 

Charola 282.61 292.80 10.19 2.71 100.00 0.00 
r 376.38 100 

Tabla 7.3 Resultados de la prueba granulométrica de la muestra de lodo número 1, obtenida de la 
planta de tratamiento de aguas residuales de C. U. 

7.1.2.3 Consideraciones generales de cálculo. 

Las mismas del ejemplo 1 en las que se considera que cada fracción de los tamaños de las partículas 
que componen los sólidos de la mezcla de lodo, son consideradas como un flujo independiente y que al 
aplicar para cada una de ellas la relación de Durand y su correspondiente coeficiente de arrastre, cada 
fracción de las partículas contribuye en una porción y de forma independiente a la pérdida total debida a 
la fricción en la tubería. 

a) Tubería. 

Se propone nuevamente una tubería de acero de 6", rugosidad absoluta de la tubería [; =0.0014 in 
(0.03556 mm o 0.00003556 m). 

133 



EJEMPLOS DE APLICACiÓN. 

b) ParUculas sólidas. 

Para este ejemplo se considera un factor de forma igual a 1.0; sin embargo es importante determinar a 
futuro el factor de forma real con alguna prueba adicional de laboratorio. 

Gravedad específica: 

Planta de tratamiento de aguas residuales, Ciudad Universitaria, U. N. A. M. 

100 - l-r-,--,---.-,-- ---,-------

90 

----'-rT-- r r----r- ----
r- --- 1 -- -- --- -- - - - - -r - -- - 1I - ---+--+--+--- ¡------- ---

80 H-t-+-t-t--+--+-+\\r-----+t--t-t-t-+-t-J--- ------H-t-t-t-+--t- --r- ~ 
70 ++4-t~-+--+--+-~----+~~-+-+-t-----+--~~-r+-t---t----+--t-

o 
¡ 60 ++++-+--+--+--+--+1\\-- .. -+++~-+-+--t---+---+t-t--t-t-+-+--t--1 
e \ ' I 
: 50 1 . t-r-~- - ~ 

! :: ++_H-f-+-t--¡"---I-r--~----+- _--~l\_· rl 1: [_-----~_t_I----.- -_-_t-t-t-r-tl_-rt----r-__ . -_ ~---~ 
20 +++t-+-+--+--+_-r-T: __ -+~i'+J'._-Ir--._-f'x-t I 1 _____ _ 

10 ++++-+--+--+--+--+-l -.-- - t+- -~~ --1 !I. --- ---
I I ~ 

O +-L.J-L-l -"----'_-'----'-_1 I 1 ____ I -----¡-;.. ..... rwr-r- ~~----J 
10 

I 

d50=1.6 mm 
Diámetro en mm 

0.1 0.01 

Figura 7.1 Curva granulométrica obtenida para la muestra de lodo número 1, obtenida de la planta 
de tratamiento de aguas residuales de C. U., obsérvese que dso = 1.6 mm. 

Consistencia de tamaño (Granulometría). 

De los resultados de laboratorio se obtuvo la siguiente distribución granulométrica en cada una de las 
mallas utilizadas: 

Malla % en peso. 

8 16.95 
12 28.06 
18 20.99 
30 9.84 
50 11 .09 
100 5.68 
200 2.28 
325 2.40 
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c) Fluido transportador. 

Agua como fluido transportador a una temperatura promedio de 20°C. 

d) Propiedades de la suspensión o mezcla (Iodo). 

Concentración de sólidos ( Cw ): 4.18 % en peso. 

Temperatura de la mezcla: 20°C 

e) Velocidad de transporte. 

Se establece una velocidad de diseño V = 2.0 mIs. 

7.1.2.4 Solución. 

Primera Hipótesis. 

Considerando la mezcla totalmente homogénea. 

Primera iteración. 

El dato de la concentración de los sólidos en la mezcla Cw esta dado en peso, por lo que primero se 

aplica la ecuación 4.7 para determinar la densidad de la mezcla Pm : 

Si la gravedad especifica de los sólidos S.G = 1.26, entonces Ps = 1260 k~ siendo la densidad del agua 
m 

kg 
PI =1000 - 3 m 

100 
Pm = C 100-C 
~+ w 

Ps PI 

100 kg 
= 4.18 100-4.18 =1008.70 ;l 

- - + 
1260 1000 

en la ecuación anterior el valor de la concentración en peso Cw está expresado en porcentaje. 

Utilizando la ecuación 4.8 se determina la concentración volumétrica: 

Fracción de volumen: 

rjJ = ~--"- = ~~~~ = 0.0335 
100 100 

Gravedad específica del la mezcla: 

SGm = rjJ x SGs + (1- rjJ) = 0.0335 x1.26 + (1- 0.0335) = 1.00871 

Densidad de la mezcla: 

Pm =SGm Po =1.00871xIOOO=I008.71 k~ 
m 

valor que coincide al obtenido con la ecuación 4.7 y usando la concentración en peso de los sólidos. 
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Se considera que la velocidad del flujo para diseño: V = 2.0 m y el diámetro de la tubería 
s 

D = 6"= 0.1524m. 

Determinación del número de Reynolds de la mezcla. 

Es necesario calcular la viscosidad dinámica de la mezcla, por lo que se utilizan la ecuación 4.12 
propuesta por Thomas, para una concentración en peso Cw del 4.18%, t/J = 0.0335 ,viscosidad dinámica 

del agua fJ.o = 0.001 Pa · s para una temperatura de 20°C, se obtiene una viscosidad de la mezcla igual 

a: 
fJ.m = (1 + 2.5t/J + 10.05t/J + 0.00273e I6

.
6

; )fJ.o 

fJ.m = (1 + 2.5(0.0335)+ 10.05(0.0335)+ 0.00273e I6
.
6

(0 .0335) ~.001 

fJ.m = 0.001425 Pa· s 

Viscosidad cinemática de la mezcla: 

U
m 

= Jim = 0.001425 = 0.000001413 m
2 

Pm 1008.71 s 

Número de Reynolds de la mezcla: 

Rugosidad relativa de la tubería: 

Coeficiente de fricción f: 

.~ = 0.03556 m,!!_ = 0.000233 
D 6" x 25.4 mm 

Con la ecuación 2.16a de Swamee y Jain: 

f={(64)8 +9.5[ln(~_ +~.7~)_(250Q)6 ] -16} 0. 125 = 
Re 3.7 D ReO.9 Re 

{ [ 

_16} 0. 125 

(_~ __ ._)8 + 9.5 ln(g.:.~0035~?_ + ___ ~.:.?~ _ ) _(_ 25.2.Q.._ )6] = 0.01719 
215729.64 3.7 xO.1524 215729.64°·9 215729.64 

Velocidad de fricción u * . 

u* = V If = 2.0,J~·ÓI?l? = 0.1854 ~ 
~ 2 2 s 
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Pérdida por fricción por unidad de longitud. 

Utilizando el factor de fricción obtenido con la ecuación 2.16a de Swanee y Jain y la ecuación de Oarcy: 

hf!:ip V2 (2.0)2 mem - = -- = f - - -= 0.01719 - ----- --- -- = 0.02299 ------
L L D2g O.l524x2 x 9.81 m 

expresada en metros de mezcla por cada metro de longitud !!,!em . 
m 

hf = !:ip =f ~(Pm)=0.01764 _ _ (~0)2 __ (1008 .7~)=0.02319 ~e~ 
L L D2g Po O.l524 x 2 x 9.81 1000 m 

expresada en metros de agua por cada metro de longitud mea . 
m 

Segunda hipótesis. 

Considerando la mezcla como heterogénea. 

Al igual que en el ejemplo número 1, se obtendrán las pérdidas considerando que una parte de las 
partículas viajan en suspensión y otra parte desplazándose por el fondo de la tubería. El proceso iterativo 
de cálculo termina cuando el resultado obtenido de las pérdidas en un número de iteraciones 
consecutivas resultan iguales, concluyendo con ello el cálculo de la pérdida. 

Segunda iteración. 

Se verifica la parte del vehículo y de la cama para cada tamaño de sólidos usando el criterio de la 
relación entre la concentración volumétrica de los sólidos a 0.080 medido desde la cresta hasta el eje de 

la tubería, ;;c ó criterio de Thomas. Es decir: 
_ A 

log §; = -I.{j~-* ) 
Se asume que f3 es igual a 1 y que la constante de Von Karman, K = 0.4. 

Inicio del cálculo: 

Caída de la presión debida al agua !:in . 'r agua 

Número de Reynolds. 

Para la temperatura de 20°C la viscosidad cinemática del agua es: 

2 

U = 9.905xl0-7 !!!-
S 

Re = YP = _~. O x_O.1524 = 306331 .66 
u 0.000009905 
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la rugosidad relativa calculada previamente: 

Con la ecuación 2.16a de Swanee y Jain: 

~ =0.000233 
D 

f = {( ~)' + 9{ m( i~D + i~~1) -u~~on'T'" = 

{( 
64 )8 95[1 (0.00003556 5.74 ) ( 2500 )6]_16}0.125 -001653 

306331.66 +. n 3.7 xO.1524 + (306331.66)°·9 - 306331.66 - . 

Pérdida por fricción debida al fluido agua. 

hf V 2 (2.0)2 mea 
I1p = - = f -- = 0.01653 --------- = 0.02211 --. 

agua L D2g 0.1524x2x9.81 m 

expresada en metros de agua por cada metro de longitud. 

Simplificando la ecuación de Durand 's, para este caso en particular y al sustituir la pérdida por fricción 

debida al agua I1p agua = 0.02211 ·~ea se obtiene: 
m 

_ [gD(S_I)]1.5 _ . [9.81XO.1524(1.260-1)]1.5 
I1Pcama - 82 x I1Pagua x ifJcama V2 JC;- - 82 x 0.02211 x ifJcama ---(2.0)2JC~---- - = 

la caída de presión debida a la cama de sólidos en el fondo de la tubería, se calcula con esta última 
ecuación, para cada fracción de tamaño obtenido con la granulometría mostrada en la tabla 7.2 y ifJcama 

debe estar expresado como una fracción y no en porcentaje. Los valores calculados se dan en la tabla 
7.4, en la cuál se observa que para la segunda iteración la caída de presión debida a cada fracción de 

tamaño de los sólidos en la cama es igual a 0.001908 mea. 
m 

Cálculo para determinar la caída de presión debida a la mezcla (vehículo). 

En la tabla 7.4 se observa que para la segunda iteración: 

La concentración volumétrica de los sólidos en la mezcla se redujo considerablemente al 0.427 %. 

Gravedad específica del la mezcla: 

SGm = ifJ x SGs + (1- ifJ) = 0.00427 x 1.26 + (1- 0.00427) = 1.00111 
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Densidad de la mezcla: 
kg 

Pm = SG", Po = 1.00111 x 1000 = 1001.11 -3 m 

La correspondiente concentración volumétrica en peso y porcentaje de sólidos en la mezcla se determina 
utilizando la ecuación 4.9: 

C
w 

= ~~P.:'- = 0.427 x 13~~ = 0.5374% 
Pm 1001.11 

Nuevamente es necesario calcular la viscosidad dinámica de la mezcla, por lo que se utilizan la ecuación 
4.12 propuesta por Thomas, para una concentración en pesoCwdel 0.5374%, q}= 0.00427 , viscosidad 

dinámica d el a gua J..Lo = 0.001 Pa· s p ara una temperatura de 20°C, s e o btiene una viscosidad d e la 
mezcla igual a: 

J..L", = (1 + 2.5q} + 10.05q} + 0.00273eI6 6
¡l )J..Lo 

J..Lm = (1 + 2.5(0.00427)+ 10.05(0.00427)+ 0.00273e I6
.
6(o.o0427)p.00l 

J..Lm =0.001056Pa· s 

Viscosidad cinemática de la mezcla: 

Um = !!m = ~_.001~~_~ = 0.000001055 ~~ 
p", 1001.1 1 s 

Número de Reynolds de la mezcla: 

Re= ~D = 2.0 x O . 152~_ =288814.79 
u 0.000001055 

Rugosidad relativa de la tubería: 

e 0.0348 mm = -----.--.-- = 0.0002 
D 6" x 25.4 mm 

Coeficiente de fricción f: 

Con la ecuación 2.16a de Swanee y Jain: 

f = {( 64)8 + 9.5[ln(_ e + 2-.74_) _(3?_q~)6 1 - ' 6 } o.'25 = 
Re 3.7D Reo.9 Re 

~__ + 9.5 In _0.000~_3048 + ____ 2:?~ _.__ _ ~O~ __ 6 _ 

{ 

8 [( _16}O.125 
(288814.79) 3.7 x 0.1524 (288814.79)0.9 ) C 88814.79)] - 0.01663 
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Con f = 0.01663: 

hf = f!"~ = 0.01663 __ <3:_0)2 = 0.02225 mem 
L D2g O.l524x2x9.81 m 

. d mem 
expresada en metros de mezcla por cada metro de longltu ---

m 

hf = IIp_ = f ~(Pm) = 0.01663 __ J~~0)~ __ (1001.11) = 0.02227 !!!~-~ 
L L D2g Po O.l524x2x9.81 1000 m 

. mea 
expresada en metros de agua por cada metro de longitud 

m 

La pérdida total debida a la fricción debido al transporte del lodo será: 

Tercera iteración. 

mea 
t::.Plodo = 0.001908 + 0.02227 = 0.02418 -

m 

mea 
Considerando que el resultado obtenido de la segunda iteración es t::.Plodo = 0.02418 -- ,el nuevo valor 

m 
del coeficiente de fricción para el lodo, calculado con la ecuación de Darcy será: 

D2g(po) 0.1524 x 2 x 9.81( 1000 ) mea f = t::.Plodo 7 P
m 

= 0.02418 -- (2~Ol- -- 100i~i = 0.01805 m 

La velocidad de fricción: 

* f 0.01805 m rz ~
-----

u =VV-Z =2.0 , ---i --- =0.1900 -.; 

El próximo cálculo con la aplicación del criterio de Thomas, es decir CIrC y la caída de presión debida a 
/ A 

la cama en el fondo de la tubería t::.Pcama también se presenta en la tabla 7.4 en la tercera iteración donde 

resulta que: 
mea 

t::.Plodo = 0.001906 + 0.02227 = 0.02418 - -
m 

Si comparamos el resultado de la segunda y tercera iteración, la diferencia entre los dos resultados es 
nula concluyendo que la perdida por fricción debida al transporte del lodo en la tubería sería de 

mea 
t::.Plodo = 0.02418 -- , por lo que así acaba el proceso de cálculo 

m 
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IOL D""" VELOCIDAD DE VELOCIDAD DE % DEL VOLUMEN DE Z = I>JI _C = 10IUl l.""..l vehiclllo 
ITERACiÓN MALLAS I ~ r~~v DIÁMETRO MEDIO CAlDA CAíOA SÓLIDOS p,(~' CA I'~" 

2 

3 

100; cama 

(6)-(9) 
10 

O 
O 
O 
O 
O 
O 
O 
O 
O 

0.567500 
0.937418 
0.689337 
0.298432 
0.257204 
0.061821 
0.012378 
0.008092 
2.832182 

0.567435 
0.937020 
0.687957 
0.296599 
0.253895 
0.060594 
0.012103 
0.007906 
2.82351 

1 

se 
10 
200 
325 

3 
5 
100 
200 
325 

8 
12 
18 
30 
5Cl 
100 
200 
325 

.. ~. 
16. 
28. 

9.6 
1 
5.6 

2.4 

16.95 
28.06 
20.99 
1.64 

.09 
5.68 
2.28 
2.4 

16.95 
28.06 
20.99 
9.64 

1.09 
5.68 
2.28 
2.4 

promedio de las 
aberturas de las mallas 

cm 

1.202C 

0.04332 
),02166 

0.01082 

0.00440 

~ 
-º'.~ 
O. 7858 

. 4332 

. 2166 
_0. 1082 
~ 

1.00440 

1.2020( 
1.1320( 
07651 

1.0433; 
0.02161 

_(), 082 
_1) .()0565 
~044C 

m 

.OC 02 

.Q0132 
lQ.QQQ786 
10.000433 

1.000: 
10.000108 

10.000044 

).00202 
--º'ººill. 

10.000766 
10.000433 
10.000: 

0.000'1011 
~05 
10.000044 

00 
0013, 

1.00 
.00l43 

1.001 
I.OO( 08 

I 5.85E-05 
1 0.ooC:>44 

cmls 
5 

13.3568 
10.5449 
7. l219 
4. 
2 

O. 
1.18981 

13.35689 
10.54492 
7.02994 
4.21797 
2.10898 
0.70299 
0.31635 
0.18981 

.35689 

.54492 
02994 

797 
10898 
70299 

0.11635 
0.18981 

VELOCIDAD DE CAlDA. Re ¿Re>l? CdRe' 

( ) d' ,,=.L e....::...e. _ 
18 P. y 

solo si 
mis Re> 1 
11 12 13 14 

0.583738 1190.4605 si 500000 
0.249266 332.1870 si 60000 
0.088325 70.0671 si 6000 
0.026847 11.7416 si 420 
0.006712 1.4677 si 40 
0.001675 0.1830 no 
0.000490 0.0289 no 
0 .000277 0.0123 no · 

0.563736 1190.4605 si 500000.0 
0.249266 332.1870 si 60000 
0.088325 70.0671 51 6000 
0.026847 11.7416 si 420 
0 .006712 1.4677 si 40 
0.001675 0.1830 no -
0.000490 0 .0289 no · 
0.000277 0 .0123 no · 

0.583738 1190.4605 si 500000.0 
0.249266 332.1870 si 60000 
0 .088325 70.0671 si 6000 
0.026647 11 .7416 si 420 
0.006712 1.4677 si 40 
0.001675 0.1830 no 
0.000490 0.0289 no 
0.000277 0 .0123 no 

mis 
5 

0.133569 
0,105449 
0.070299 
0.04218C 
0.0210SC 
0.007030 
0.003163 
0.001898 

0.133569 
0.105449 
0.070299 
0.04218C 
0.021000 
0.007030 
0.003163 
0.00 1898 

156! 
i44! 

1.07'129! 
1.04. 181 
1.021091 

0.007030 
0.003163 
0.001898 

Cd = 24/Re 

solo si 
Re < 1 

15 

· 
· 
· -
· 

130.6456 
826.6257 
1942.7570 

-

· 
· 

130.6456 
826.6257 
1942.7570 

· 
· -
· 

130.6456 
826.6257 
1942.7570 

CD 

16 

0.35 
0.54 
1.22 
3.05 
18.57 

130.65 
826.63 

0.57 

O. 
0.33 
0.37 
0.19 
0.08 
0.08 
3.26 

0.5: 
0.9< 
0.71 
0.3: 
0.3: 
0.19 
0.08 
0.08 
3.26 

57 
94 
70 
33 

1.37 
.19 

0.08 
1.08 
.26 

C y. 
O 

17 
2.18446 
1.57929 
0.86032 
0 .43366 
0.11179 
0 .02588 
0.00649 

1942.76 0 .00342 

0.35 2.18446 
0.54 1.57929 
1.22 0 .86032 
3.05 0 .43366 
18.57 0 .11179 

130.65 0.02588 
826.63 0.00649 
1942.76 0.00342 

0.35 2.18446 
0.54 1.57929 
1.22 0.86032 
3.05 0.43366 
18.57 0.11179 

130.65 0 .02588 
826.63 0.00649 
1942.76 0.00342 

· 
· 
· 

----· 
· 
· 

. J10S' 
4219141 

.9479427 

0.0426574 

8 

----· 
· 
· 

----· 
· 
· 

).0005 

0.00275 
).01966 
~ 
0.307868 
~03 

1.83794: 
1.899352 

t61x t81 
9 

0.5: 
0.94 
0.7C 
0.33 
l.3: 

19 
08 

l.08 
1.26 

1. O. 

1. 07 
~7~ o. 115: l7949 
~ MIl, 

1.2774976 1 .3~S.~ 0.117619764 
~ 0.129666415 

. 0.4357062 

IIp <a"", 6P vt:/lil'u/o 6fJ-,. 

18 19 20 

O 
O 
O 
O 
O 
O 
O 
O 
O 0.02319 0 .02319 

0.00068087 
0.00081311 
0.00032572 
0 .00007108 
0.00001579 
0.00000088 
0.00000004 
0.00000002 

0.001908 0.02227 0 .02418 

0.00068079 
0.00081276 
0.00032507 
0.00007064 
0.00001559 
0.00000086 
0.00000004 
0.00000001 

0.001906 0.02227 0 .02418 

Tabla 7.4 Tabla de cálculo para obtener la pérdida de carga en la muestra de lodo número 1 
obtenida de la plan~ de tratamiento de aguas residuales de Ciudad Universitaria, UNAM, criterio 
de Wasp, sistema compuesto. Ejemplo 2. 
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7.1.3 DESCRIPCiÓN, ACLARACIONES Y COMENTARIOS SOBRE LA TABLA DE CÁLCULO. 

Primera Iteración. 

En la primera iteración se considera que todos los sólidos están homogéneamente mezclados en el agua. 
El cálculo de las pérdidas bajo esta consideración se realizó como en el primer caso (flujo homogéneo), 
sin embargo en esta iteración además se obtienen las propiedades del vehlculo necesarias para realizar 
las siguientes iteraciones. 

En la columna (1) se anota el número de iteración. 

En la columna (2) se coloca la descripción de las mallas utilizadas en el análisis granulométrico de la 
muestra de sólidos. 

En la columna (3) se coloca el porcentaje en peso retenido en cada una de las mallas utilizadas en la 
determinación de la granulometrla de los sólidos. 

En la columna (4) se coloca el diámetro medio de las partículas que pasan cada una de las mallas, es 
decir el promedio de la abertura de todas las mallas utilizadas. El diámetro la abertura de cada malla se 
obtiene de la tabla A-1 en el anexo de este trabajo. 

En la columna (S) se anota la velocidad de caída de las partículas (OJ), dentro de la mezcla y para cada 
uno de los diámetros. Se determina con las figuras. A-1, A-2 Y A-3 del anexo A de este trabajo y para 
utilizarlas se requiere conocer la densidad del vehlculo y la diferencia de ésta con la de los sólidos para 
cada una de las fracciones de partlculas, calculándose éstas con las expresiones siguientes: 

tJ.p = Ps - P 

En la columna (6) se coloca el porcentaje de volumen de sólidos obtenido a partir del porcentaje en peso 
multiplicado por la concentración en volumen. 

En la columna (7) se calcula el factor Z = -~- que representa la proporción de la tendencia del 
P;r;u * 

establecimiento de las partículas OJ al grupo f3xu *, como una medida de la intensidad de la turbulencia 
en el flujo. 

Para este caso se considera que la relación entre los coeficientes de transferencia de masa y de 
momentum p, es igual a la unidad y la constante de Von Karman K es igual a 0.4. 

La velocidad de fricción u* = V # deberá ser calculada previamente. 

(. 

En la columna (8) se calcula la relación de concentraciones CA = 1O-18Z (ecuación 6.1 b). 
e 

Las columnas (7) y (8) no se calculan en la primera iteración, ya que ambas son para el caso de mezclas 
heterogéneas. 

La columna (9) se obtiene multiplicando las columnas (6) por (8), el resultado e s la concentración en 
volumen de cada fracción de las partículas que viajan en suspensión . Para la primera iteración esta 
columna es igual a la (6) ya que se considera que todas las partículas viajan en suspensión. 
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La columna (10) es la diferencia de las columnas (6) menos (9) yes la concentración en volumen de cada 
fracción de las partículas que se desplazan por el fondo de la tubería. En la primera iteración el valor es 
cero por considerar inicialmente flujo homogéneo. 

La columna (11) es el cálculo de la velocidad de caída de las partículas dentro del fluido (agua), para lo 

cual: 

donde: 

(j) , velocidad de caída. 
g , aceleración de la gravedad. 

Ps ' densidad de sólidos. 

Pa' densidad del agua. 

v, viscosidad cinemática del agua. 
d , diámetro medio de las partículas. 

En la columna (12) se calcula el número de Reynolds para cada diámetro medio de las partículas: 

donde: 

Re = OJd 

v 

OJ, es la velocidad de caída calculada en la columna anterior. 
d , es el diámetro medio de las partículas. 
v , es la viscosidad cinemática del fluido transportador (agua). 

En la columna (13) se verifica si el número de Reynolds calculado es mayor a la unidad, si esto ocurre se 

determina el valor del producto CD Re2 con las curvas generalizadas para determinar el coeficiente de 
arrastre para cada tamaño de partícula (Figura 3.2) y se anota en la columna (14). Se despeja el valor el 
coeficiente de arrastre C D y se anota en la columna (16). 

Si el número de Reynolds es menor que la unidad el coeficiente de arrastre se calcula como C D = 3.~ y 
Re 

se anota en la columna (16) 

En la columna (17) se obtiene e D% . 

En la columna (18) se obtienen las pérdidas correspondientes a las partículas que se desplazan por el 
fondo en la cama, por medio de la ecuación: 

_ gD s-l 
[ 

( 
)]

1.5 

I:!.p cama - 82 X I:!.p agua X tPcama --2 r;:;
V ,ICD 

En la primera iteración son nulas o cero ya que inicialmente así se suponen. 

La columna (19) son las pérdidas debidas a las partículas en suspensión, su cálculo es igual al del primer 
caso. 

La columna (20) es la suma de las columnas (18) y (19) yel resultado es igual a la pérdida total del lodo 
por unidad de longitud en columna de agua por unidad de longitud. 
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Para las siguientes iteraciones: 

Las columnas (1) a (6) son iguales a las de la primera. 

Para la columna (5) se calcula Z, utilizando la velocidad al cortante (U *) calculada en la iteración 
inmediata anterior. 

Las columnas (11), (12), (13), (14), (15), (16) Y (17) son iguales a las de la primera iteración, 

En la columna (18) se calcula nuevamente tlPcama con la ecuación: 

[ 

( 
)]

1.5 

gD s-l 
tlPcama =82xtlPagua x tPcama V 2 JC

D 

La columna (19) son las pérdidas debidas a las partículas en suspensión, su cálculo es igual al del primer 
caso. 

La columna (20) es la suma de las columnas (18) y (19) Y el resultado es igual a la pérdida total del lodo 
por unidad de longitud en columna de agua por unidad de longitud. 

7.2 APLICACiÓN DEL MODELO DE DOS CAPAS. 

7.2.1 Ejemplo N° 3. Determinación de la pérdida de carga para un lodo de magnetita. 

7.2.1.1 Consideraciones generales de cálculo. 

Se requiere calcular la caída de presión p ara un lodo de magnetita con las siguientes características: 
velocidad de diseño de 1.524 mIs en una tubería horizontal de diámetro interno de 6" (0.1524 m), si la 
concentración volumétrica final entregada es del 20.72%. (Ver tabla 7.1, iteración 3). Dichas 
características son las mismas del ejemplo 1, inciso 7.1.1. 

La rugosidad de la tubería & es de 0.03048 mm y el fluido es agua a una temperatura de 20°C. Se 
sugiere tomar un valor del coeficiente de fricción entre la pared y I as partículas 17s igual a 0.50 y u na 

concentración máxima en la capa más baja C1im del 60%. 

El diámetro medio d50 se estima con base en los datos disponibles de la granulometría de la siguiente 

forma: debido a que solo se dispone del tipo de malla y el porcentaje de peso retenido en cada una de las 
mallas utilizadas en la prueba granulométrica de las particulas sólidas para el lodo de magnetita, estos 
datos resultan insuficientes p ara o btener una adecuada curva g ranulométrica y por consecuencia con 
precisión el diámetro medio de las partículas. 

Debido a que el modelo de dos capas requiere el diámetro medio de las partículas para obtener la 
pérdida de carga en la tubería y a falta de más datos como primera alternativa se optó por promediar las 
aberturas de las mallas utilizadas en la prueba granulométrica, tabla 7.5 y utilizar este valor como 
diámetro medio, d50 = 0.006075 cm = 0.00006075 m. 

Sin embargo, al usar el nomograma propuesto por Wilson en 1979, para estimar la velocidad de 
deposición (figura 6.16), se observa que el diámetro mínimo requerido de las partículas es de 0.10 mm, 
por lo que para los cálculos de este ejemplo se decidió finalmente utilizar este valor como diámetro medio 
d50 = 0.1 mm = 0.00001 m. Con este valor, el diámetro de la tubería y la densidad relativa de los sólidos, 
en el nomograma resulta una velocidad de deposición de 2.5 mIs, que resulta mayor a la velocidad de 
diseño propuesta de 1.524 mis, lo que sugiere inicialmente incrementar la velocidad de diseño. Lo 
anterior se ve reflejado al realizar los cálculos con el programa en lenguaje BASIC del modelo de dos 
capas propuesto por'Wilson y cuyos resultados se presentan y analizan a continuación. 
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Malla Abertura 
cm m 

200 0.0111 0.000111 
200 - 270 0.0063 0.000063 

270 - 325 0.0048 0.000048 

-325 0.0021 0.000021 
Promedio 0.006075 0.00006075 

Tabla 7.5 Promedio de las aberturas de las mallas utilizadas en la prueba granulométrica del lodo 
de magnetita. Referencia 90. 

7.2.1.2 Solución. 

Si se mantiene la velocidad propuesta de diseño de 1.524 mIs, los resultados obtenidos con el programa 
descrito en la tabla A-2 del anexo, se presentan en la tabla 7.6, en la cual se observa una concentración 
entregada del 20.76%, valor aproximado al obtenido con el criterio de Wasp en el ejemplo 1, y una 
pérdida por fricción de 0.067 metros de columna de agua por cada metro de tubería, sin embargo, la 
velocidad de la capa inferior resulta negativa, V2 = -1.049553 mIs e indica que se alcanzó la velocidad de 

deposición y aunque la velocidad de la capa superior tenga un valor positivo V; = 1.806681 mIs, lo 

anterior refleja el hecho de que la velocidad de operación es mucho menor justamente a la de deposición 
estimada con el criterio de Wilson y e I modelo de dos capas sugiere que I a velocidad de diseño s ea 
cambiado a un valor por arriba de la velocidad de deposición estimada. Además de esta forma se 
confirma que aunque el modelo no realiza directamente ninguna predicción de la deposición, los valores 
de velocidad obtenidos indican cuando la deposición puede llegar a ocurrir. 

Tomando en cuenta lo anterior se decidió modificar la velocidad de diseño a 3.0 mIs, lo resultados se 
presentan en la tabla 7.7, en la que aproximadamente para la misma concentración del 20.73 % se 
obtiene una perdida por fricción aún mayor de 0.108 m de columna de agua por cada metro de tubería, la 
velocidad en la capa inferior resulta ya con un valor positivo V2 = 0.3997 mIs y en la capa superior 

V; = 3.205789, y aunque la velocidad V2 es mucho menor que la velocidad V; aún esta condición refleja 

el hecho de que la velocidad de operación esta muy cerca de la de deposición, por lo que ahora el 
modelo sugiere que dicha velocidad se debe incrementar aún más y lograr valores de velocidad dentro de 
una margen de seguridad y q ue nos permitan operan sin riesgo de que se presente deposición en el 
fondo de la tubería. 

Finalmente se puede concluir que para este tipo de lodo de magnetita no sería válida una comparación 
entre la pérdida obtenida con el criterio de Wasp en el ejemplo 1 y la obtenida con el modelo de dos 
capas, ya que mientras que e I primero a cepta una velocidad de diseño m enor a la de deposición, el 
segundo sugiere incrementarla. 

7.2.2 Ejemplo N° 4. Determinación de la pérdida de carga para un lodo de agua residual de la 
planta de tratamiento de Ciudad Universitaria. 

7.2.2.1 Consideraciones generales de cálculo. 

Determine la perdida de carga para un lodo con las mismas características presentadas en el ejemplo 2: 
velocidad de diseño de 2.0 mIs, diámetro de la tubería de 6" (0.1524 m), concentración volumétrica final 
entregada es del 2.8%. (Ver tabla 7.4, iteración 3), rugosidad de la tubería e = 0.03048 mm, agua como 
fluido transportador a una temperatura de 20°C, coeficiente de fricción entre la pared y las partículas 
'l7s = 0.50 Y una concentración máxima en la capa más baja Clim del 60% y una densidad de sólidos de 
1.26. 

De la curva granulométrica de la figura 7.1, se obtiene el diámetro medio de la partícula d so = 1.6 mm, 

con este valor, el diámetro de la tubería de 6" (0.1524 m), la densidad relativa de sólidos de 1.26 y de 
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acuerdo al nomograma propuesto por W ilson (figura 6.16), resulta que la velocidad de deposición es 
como mínimo igual a 1.0 mIs, por lo que al comparar la velocidad de diseño propuesta de 2.0 mIs esta 
resulta razonable. 

7.2.2.2 Solución. 

Los resultados obtenidos con el programa de cálculo en lenguaje BASIC (ver anexo A) se presentan en la 
tabla 7.8. en la que se muestra una concentración entregada del 2.82% y una pérdida por fricción de 
0.022 metros de columna de agua por cada metro de tubería, valores aproximado a los obtenidos con el 
criterio de Wasp en el ejemplo 2, la velocidad de la capa superior resulta V¡ = 2.015707 mIs, velocidad de 

la capa inferior V2 = 1.3737 mIs. y ambos valores indican poca posibilidad de que exista deposición en el 
modelo. 

Es importante mencionar que la aplicación del modelo de dos capas pide previamente especificar una 
concentración volumétrica entregada Cv y realizar una estimación de la concentración media C, que 
inicialmente es propuesta para el inicio del cálculo y que permite al mismo tiempo calibrar el modelo hasta 
obtener la concentración volumétrica deseada. Lo anterior tiene como consecuencia que se requiera de 
demasiados cálculos hasta lograr el definitivo, e s por ello q ue tablas 7 .6, 7 .7 Y 7.8 solo muestran los 
valores finales obtenidos para las condiciones de concentración establecidas. 
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Solución del modelo de dos capas 

Entrada de datos : 

Teta = O grados 
Diámetro de la partícula . 0001 m 
Concentración in situ = 0.269 
Velocidad = 1.524 mis 

Resultados calculados: 

Carga de contacto = 3.635726E-02 
Número de Arquímedes = 48.73866 
Concentración volumétrica de la capa superior c1 .2326427 
Concentración volumétrica de la capa inferior c2 .3673573 
beta = .8103014 radianes 
Número de Reynolds = 433800.8 
Factor de fricción para la capa superior f1 = 3.871696E-03 
Factor de fricción en la interfaz que separa las capas 1 y 2 f12 

Inicio de Iteración de Velocidad: 

P1 beta v1 v2 

1.852328E-02 0.8103014 1. 524 1. 524 
.1588641 0.8103014 2.024 -3.028049 
3.537252E-02 0.8103014 1.683114 7.540751E-02 
.2572986 0.8103014 2.183115 -4.476642 
.0483689 0.8103014 1. 74272 -.4672433 
.3008572 0.8103014 2.24272 -5.019293 
5.658987E-02 0.8103014 1. 773796 -.7501683 
.3250124 0.8103014 2.273796 -5 . 302216 
6.123535E-02 0.8103014 1. 789886 -.8966514 
. 3379079 0.8103014 2.289886 -5.4487 
6 . 373604E-02 0.8103014 1.798188 -.9722301 
.344653 0.8103014 2.298188 -5.52428 
6.505187 0.8103014 1. 802464 -1.011165 
.3481739 0.8103014 2.302464 -5.563213 
6.573648E-02 0.8103014 1. 804666 -1.031206 
.3499872 0.8103014 2.304666 -5.583254 
.0660907 0.8103014 1.805789 -1.041518 
.3509222 0.8103014 2.305798 -5.593567 
6.627342E-02 0.8103014 1.806381 -1.046823 
.3514037 0.8103014 2.306381 -5 . 598872 
6.636757E-02 0.8103014 1.806681 -1 . 049553 

----La Solución ha Convergido----

Gradiente de Presión = 6.690677E-02 m fluido/m tubería 
Pérdida de carga por fricción = 6.690677E-02 m fluido/m tubería 
Concentración entregada = .2076041 

7.723483E-03 

q1 
.5210775 
-.9178053 
.3462611 
-2.039713 
.2371141 
-2.547166 
.1615119 
-2.830582 
.1172943 
-2.982397 
9 . 312594E-02 
-3.062081 
8.031569E-02 
-3.103489 
7.362649E-02 
-3.124899 
7.015919 
-3.135941 
6.836887E-02 
-3.141628 
6.744595E-02 

Tabla 7.6 Resultados obtenidos para el ejemplo 3, con el modelo de dos capas programado en 
lenguaje BASle descrito en el anexo A, velocidad de diseño 1.524 mIs. 
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Solución del modelo de dos capas 

Entrada de datos: 

Teta = O grados 
Diámetro de la partícula .0001 m 
Concentración in situ = 0.2325 
Velocidad = 3.0 mis 

Resultados calculados: 

Carga de contacto = 2.908465E-02 
Número de Arquímedes = 48.73866 
Concentración volumétrica de la capa superior c1 .2034154 
Concentración volumétrica de la capa inferior c2 . 3965847 
beta = . 7269871 radianes 
Número de Reynolds = 804095.6 
Factor de fricción para la capa superior f1 = 3 . 688279E-03 
Factor de fricción en la interfaz que separa las capas 1 y 2 f12 

Inicio de Iteración de Velocidad: 

P1 beta v1 v2 

6.484276E-02 0.7269871 3 3 
.2812865 0.7269871 3.5 -3.317768 
7.882112E-02 0 . 7269871 3.109035 1. 62229 
.3802375 0.7269871 3 . 609035 -4.695477 
8.970499E-02 0 . 7269871 3.153018 1. 066529 
.4253988 0.7269871 3.653018 -5.251238 
9.651378E-02 0.7269871 3.175756 .7792258 
.4499275 0.7269871 3.675756 -5.538541 
.1006463 0.7269871 3.188393 .6195518 
.4639081 0.7269871 3 . 688393 -5.698215 
.1031324 0.7269871 3.195652 .5278379 
.4720509 0.7269871 3.695652 -5.789929 
.1046231 0.7269871 3.199893 .4742477 
.4768469 0.7269871 3.699893 -5.84352 
.1055157 0.7269871 3.202395 .442634 
.4796892 0.7269871 3.702395 -5.875133 
.1060497 0.7269871 3.203879 .4238839 
.4813797 0.7269871 3.703879 -5.893883 
.106369 0.7269871 3.204762 .4127285 
.482387 0.7269871 3.704762 -5.905039 
.1065599 0.7269871 3.205288 .4060798 
.482988 0.7269871 3.705288 -5.911687 
.106674 0.7269871 3.205602 .4021122 
.4833468 0.7269871 3.705602 -5.915655 
.1067423 0.7269871 3.205789 .3097414 

----La Solución ha Convergido----

Gradiente de Presión = .1073908 m fluido/m tubería 
Pérdida de carga por fricción = .1073908 m fluido/m tubería 
Concentración entregada = .2072908 

7.723483E-03 

q1 
.7635024 
-2.223901 
.4729718 
-3 . 706228 
.3195639 
-4.399303 
. 2320967 
-4.779033 
.1810803 
-4.996392 
. 1510005 
-5.12328 
.1331618 
-5.191812 
.1225478 
-5.242495 
. 1162208 
-5.268902 
.1124452 
-5.284643 
.110191 
-5.294035 
. 1088444 
-5.299643 
.1080392 

Tabla 7.7 Resultados obtenidos para el ejemplo 3, con el modelo de dos capas programado en 
lenguaje BASIC descrito en el anexo A, velocidad de diseño 3.0 mIs. 
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Solución del modelo de dos capas 

Entrada de datos: 

Teta = O grados 
Diámetro de la partícula = .0016 m 
Concentración in situ = 0.03269 
Velocidad = 2.0 mis 

Resultados calculados: 

Carga de contacto = 0.0142273 
Número de Arquímedes = 13915.48 
Concentración volumétrica de la capa superior c1 .0184627 
Concentración volumétrica de la capa inferior c2 .5815373 
beta = .4947088 radianes 
Número de Reynolds = 306263.1 
Factor de fricción para la capa superior f1 = 4.075642E-03 
Factor de fricción en la interfaz que separa las capas 1 y 2 f12 

P1 
0.0189451 
3.029124 
1.896538E-02 
3.037927 
1.899754E-02 
3.135361 
2.012793E-02 
3.192158 
2.140026E-02 
3.209963 
2.188595E-02 
3.217217 
2.209531E-02 
3.219691 
2.216923E-02 
3.220761 
2.220004E-02 
3.220791 
2.220089E-02 
3.220817 
2.220165E-02 
3.22084 
.022024 
3.220864 
2.220307E-02 
3.20885 
2.220372E-02 

Inicio de Iteración de Velocidad: 

beta 
0.4947088 
0.4947088 
0.4947088 
0.4947088 
0.4947088 
0.4947088 
0.4947088 
0.4947088 
0.4947088 
0.4947088 
0.4947088 
0.4947088 
0.4947088 
0.4947088 
0.4947088 
0.4947088 
0.4947088 
0.4947088 
0.4947088 
0.4947088 
0.4947088 
0.4947088 
0.4947088 
0.4947088 
0.4947088 
0.4947088 
0.4947088 

v1 
2 
2.5 
2.000732 
2.500732 
2.001445 
2.50876 
2.009169 
2.513383 
2.023535 
2.514823 
2.014884 
2.515409 
2.01543 
2.515609 
2 . 015617 
2.515695 
2.015697 
2.515697 
2.015699 
2.015699 
2.015701 
2.515701 
2.015703 
2.515703 
2.015705 
2.515705 
2.015707 

v2 
1.999997 
-17.93737 
1. 97082 
-17.96655 
1.942376 
-18.28669 
1. 634382 
-18.471 
1. 460311 
-18.52844 
1.406521 
-18.5518 
1.384712 
-18.55976 
1.377287 
-18.5632 
1.374074 
-18.5633 
1.373988 
-18.56338 
1. 373912 
-18.56346 
1.373836 
-18.56353 
1.373769 
-18.5636 
1.373703 

----La Solución ha Convergido----

Gradiente de Presión = 2.241824E-02 m fluido/m tubería 
Pérdida de carga por fricción = 2.241824E-02 m fluido/m tubería 
Concentración entregada = 2.823474E-02 

3.445148E-03 

q1 
.2152406 
-130.8882 
.210895 
-131.2755 
.206223 
-135.5628 
.1281146 
-138.0622 
6.168248E-02 
-138.8459 
3.789885E-02 
-139.1651 
2.781806E-02 
-139.274 
2.432839E-02 
-139.3211 
2.280901E-02 
-139.3224 
2.276851E-02 
-139.3236 
2.273249E-02 
-139.3246 
2.269645E-02 
-139.3257 
2.266487E-02 
-139.3266 
2.263336E-02 

Tabla 7.8 Resultados obtenidos para el ejemplo 4, con el modelo de dos capas programado en 
lenguaje BASIC descrito en el anexo A, velocidad de diseño 2.0 mIs. 
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8. CONCLUSIONES Y COMENTARIOS. 

Aunque la estructura de este trabajo está enfocado a presentar las diferentes consideraciones sobre el 
diseño hidráulico de una tubería a presión para un caso muy específico de lodo y además tiene objetivo 
principal presentar de forma general algunos aspectos del diseño de una tubería para transportar 
cualquier tipo de lodos, es preciso realizar algunas acotaciones. 

- Aunque la tubería es una venerable y preferida forma de transporte o acarreo para varios líquidos y 
gases, también lo es para muchos sólidos. En la actualidad, esto ha tomado importancia no solo en 
el país sino en todo el mundo debido al incremento de la generación y la necesidad para 
transportar cientos de sólidos tales como el carbón, minerales, materiales de la construcción, 
plásticos, fertilizantes, comida, lodos de aguas residuales, etc. 

- Por otra parte, es importante mencionar que la propia tubería destinada al transporte de lodos 
representa solo una sola fase, de todas las que intervienen en lo que puede ser un proceso muy 
complejo y por consiguiente siempre deberá evaluarse totalmente cualquier decisión tomada con 
respecto a la hidráulica de la tubería y sus efectos en las otras operaciones. 

- Existen diferentes factores que hacen de una tubería un medio atractivo para su utilización, estos 
son su costo, seguridad y confiabilidad. De estos factores el más importante en el diseño de una 
tubería es el costo debido al transporte, ya que este representa a menudo sólo una pequeña 
porción del costo comparado con el transporte por otro medio, por ejemplo, camión o tren. Por 
consiguiente, se deberá realizar alguna evaluación sobre los grandes ahorros en costos que 
pueden ser logrados utilizando tuberías en lugar de camiones o trenes para transportar lodos. 

- Por otra parte las tuberías son el modo más seguro del transporte de materiales sólidos, por 
ejemplo en el caso del transporte de lodos de aguas residuales se evitaría el contacto directo de la 
población, reduciendo as! el riesgo de enfermedades. 

- Su confiabilidad radica e n que I as tuberías generalmente son subterráneas y por lo t anta están 
protegidas del mal tiempo y operan las 24 horas del día y los 365 días del año. Por lo que las hace 
el modo más confiable de transporte. 

Sin embargo a pesar de la gran economía, seguridad y las ventajas medioambientales que representa el 
uso de I as tuberías en el transporte, y a pesar de los grandes a vances tecnológicos realizados e n el 
campo de las tuberías en las últimas décadas, muchos ingenieros y proyectistas tienen un conocimiento 
inadecuado de esta forma de transporte, siendo la causas principales de este problema la falta de: 

- Una adecuada preparación del tema en la formación académica del ingeniero por lo que es 
deseable mejorar la educación enfocada a las tuberías a nivel de la universidad y no sólo preparar 
a los estudiantes de ingeniería para ocuparse de estás solo si se cree que en un futuro se 
dedicaran y relacionara en algunos trabajos con ellas, pero también para entrenar una nueva 
generación de ingenieros capaces de mejorar las tecnologías de las tuberías en el orden de 
beneficiar al público y mejorar el medio ambiente. 

- Conocimiento de los principales problemas donde interviene el transporte de materiales sólidos y 
de su aplicación práctica 

- Conocimiento de los diferentes métodos para obtener las características físico-químicas de los 
lodos, a sí c amo s u r eología y q ue directamente influyen e n s u comportamiento hidráulico del a 
tubería. 

Apoyo a la investigación experimental a través de programas de trabajo en modelos de laboratorio. 

Además el flujo de lodo en tuberías es un problema aún más complejo de analizar, debido a las hipótesis 
que se tienen que realizar por la presencia de partículas sólidas dentro del fluido, por ejemplo la 
consideración de flujo unidimensional ya no es tan válida, siendo necesario considerar flujo 
tridimensional. 
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Por otras parte, de las variables que intervienen en el diseño de una tubería, las más importantes son 
aquellas que caracterizan principalmente a las partículas sólidas que componen el lodo a transportar y el 
fluido transportador, agua en la mayoría de los casos, y que inciden directamente en el comportamiento 
hidráulico de la misma, a saber dichas propiedades son: la densidad de los sólidos y del fluido, la 
concentración volumétrica o en peso del lodo, la distribución granulométrica de los sólidos, la 
temperatura, etc. 

En el capitulo seis se presentaron dos métodos hasta ahora aceptados para el cálculo de las pérdidas por 
fricción en una tubería con flujo heterogéneo de lodo, es decir con partículas de distinta naturaleza, el 
primero basado en el criterio de Durand y modificado por W asp y el segundo método propuesto por 
Wilson, denominado Modelo de dos capas, ambos representan una primera alternativa para dar solución 
a un problema especifico, sin embargo es importante hacer hincapié en la necesidad e importancia de 
contar con algún modelo experimental en laboratorio que permita no solo corroborar estos resultados, 
sino que también daría validez a las hipótesis planteadas en cada uno de los modelos teóricos 
planteados. 

Es importante mencionar que los ejemplos del capitulo seis sólo consideran el comportamiento hidráulico 
del flujo en tuberías horizontales, en el caso tuberías inclinadas se debe considerar el efecto del ángulo 
de inclinación de la tubería en el cálculo de las pérdidas por fricción . 

Los ejemplos dos y cuatro del capitulo seis aplican los métodos para el cálculo de pérdidas por fricción a 
un lodo derivado de aguas residuales, debido a que se considera que este campo de aplicación es de 
inmediata atención por el gran impacto que actualmente causa el incremento de las grandes generadoras 
de lodos, como lo son las plantas de tratamiento de aguas residuales y que en algunos casos lIe~an a 
producir hasta cincuenta toneladas diarias o más, dependiendo de su magnitud o tamaño(3 . Es 
necesario entonces, realizar estudios a fondo en este tipo de residuos sólidos, su reología y 
comportamiento hidráulico en las tuberías, sobre todo si se pretende algún día utilizarlas como medio de 
transporte hasta su disposición final con la intención de ahorro en costos de transporte y evitar el 
contacto directo con los mismos. 

Adicional a lo anterior el modelo experimental presentaría un campo abierto a otro tipo de estudios que 
darían mayor certeza al estudio de este tipo de flujo, por ejemplo, estudios sobre perfiles de velocidad, 
concentración, efecto del tiempo sobre las diferentes variables que afectan este tipo de flujo, corrosión y 
abrasión en la tubería, reología de algún tipo especifico de lodo, taponamientos de la tubería, fenómenos 
transitorios debidos a la operación de un sistema de bombeo y efectos dañinos sobre las bombas, 
preparación y manejo de lodos para su bombeo, efecto de la temperatura en la viscosidad, economía de 
un proyecto de bombeo con este tipo de flujo, factibilidad de aplicación en algunos campos de la 
ingeniería civil, como es el caso de la disposición final de los lodos obtenidos de las plantas residuales a 
través de bombeo o de la explotación de hidrocarburos, entre otros . 

Dicho modelo deberá estar diseñado de tal forma que permita controlar todas las posibles variables que 
intervienen en el comportamiento del flujo de lodos a través de la tubería, una primera propuesta se 
presenta a continuación: 

INTERCAMBIA DaR DE CALOR 

MEDIDOR DE FLUJO " \ 
SENSOR DE TEMPERATURA \ \ 

L-c.. ___ -" ', ___ ~ 

VÁLVULA DE CONTRqL '\ \.\ ' 

~,~, 

I" j I 
" /~ TANQUE PARA LODOS 

CONJUNTO MOTOR.f3~MB~V' , 

,_, b:.!::'I' 1*: 
I 

SECCiÓN DE OBSER\'ACIÓN MEDIDOR DE DENSIDAD 

TUBERiA 

! 
, J 
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ANEXOA. 

Velocidad de caída de los sólidos en el vehículo. 

El procedimiento iterativo para calcular las pérdidas por fricción en el flujo de lodo en tuberías a presión 
aplicado en el capítulo 7 de este trabajo, requiere del cálculo de la velocidad de caída de las partículas 
sólidas en el vehículo. Este cálculo puede fácilmente ser llevado a cabo usando las figuras A-1, A-2 Y A3 
de este anexo. 
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ANEXO A. 

DESIGNACION ABERTURA DIAMETRO NOMINAL DEL ALAMBRE DESIGNACION 

ESTANDAR ALTERNATIVO in mm cm in mm cm EQUIVALENTE 
TAYLOR 

1 107.6 mm 4.24 in 4.2362 107.6 10.7600 0.2520 6.400 0.640 
2 101.6 mm 4.00 in 4.0000 101.6 10.1600 0.2480 6.300 0.630 
3 90.5 mm 3 1/2 in 3.5630 90.5 9.0500 0.2394 6.080 0.608 
4 76.1 mm 3.00 in 2.9961 76.1 7.6100 0.2283 5.800 0.580 
5 64.0 mm 2 1/2 in 2.5197 64.0 6.4000 0.2165 5.500 0.550 

6 53.8 mm 2.12 in 2.1181 53.8 5.3800 0.2028 5.150 0.515 
7 50.8 mm 2.00 in 2.0000 50.8 5.0800 0.1988 5.050 0.505 
8 45.3 mm 1 3/4 in 1.7835 45.3 4.5300 0.1909 4.850 0.485 
9 38.1 mm 1 1/2 in 1.5000 38.1 3.8100 0.1807 4.590 0.459 
10 32.0 mm 1 1/4 in 1.2596 32.0 3.2000 0.1665 4.230 0.423 
11 26.9 mm 1.06 in 1.0591 26.9 2.6900 0.1535 3.900 0.390 1.050 in 
12 25.4 mm 1.00 in 1.0000 25.4 2.5400 0.1496 3.800 0.380 
13 22.6 mm 7/8 in 0.8898 22.6 2.2600 0.1378 3.500 0.350 0.883 in 
14 19.0 mm 3/4 in 0.7480 19.0 1.9000 0.1299 3.300 0.330 0.742 in 
15 16.0 mm 5/8 in 0.6299 16.0 1.6000 0.1181 3.000 0.300 0.624 in 

16 13.5 mm 0.530 in 0.5315 13.5 1.3500 0.1083 2.750 0.275 0.525 in 
17 12.7 mm 1/2 in 0.5000 12.7 1.2700 0.1051 2.670 0.267 
18 11.2 mm 7/16 in 0.4409 11 .2 1.1200 0.0965 2.450 0.245 0.441 in 
19 9.51 mm 3/8 in 0.3744 9.51 0.9510 0.0894 2.270 0.227 0.371 in 
20 8.00 mm 5/16 in 0.3150 8.00 0.8000 0.0815 2.070 0.207 21/2 
21 6.73 mm 0.265 in 0.2650 6 .73 0.6730 0.0736 1.870 0.187 3 
22 6.35 mm 1/4 in 0.2500 6.35 0.6350 0.0717 1.820 0.182 
23 5.66 mm W 31/2 in 0.2228 5.66 0.5660 0.0661 1.680 0.168 31/2 
24 4.76 mm N°4 0.1874 4.76 0.4760 0.0606 1.540 0.154 4 
25 4.00 mm W5 0.1575 4.00 0.4000 0.0539 1.370 0.137 5 
26 3.36 mm W6 0.1323 3.36 0.3360 0.0484 1.230 0.123 6 
27 2.83 mm W7 0.1114 2.83 0.2830 0.0433 1.100 0.110 7 
28 2.38 mm W8 0.0937 2.38 0.2380 0.0394 1.000 0.100 8 
29 2.00 mm N°10 0.0787 2.00 0.2000 0.0354 0.900 0.090 9 
30 1.68 mm N°12 0.0661 1.68 0.1680 0.0319 0.810 0.081 10 
31 1.41 mm W 14 0.0555 1.41 0.1410 0.0285 0.725 0.073 12 
32 1.19 mm N°16 0.0469 1.19 0.1190 0.0256 0 .650 0.065 14 
33 1.00 mm W 18 0.0394 1.00 0.1000 0.0228 0.580 0.058 16 
34 841 micrones N° 20 0.0331 0.841 0.0841 0.0201 0.510 0.051 20 
35 707 micrones N° 25 0.0278 0.707 0.0707 0.0177 0.450 0.045 24 
36 595 micrones N° 30 0.0234 0.595 0.0595 0.0154 0.390 0.039 28 
37 500 micrones W35 0.0197 0.5 0.0500 0.0134 0.340 0.034 32 
38 420 micrones N° 40 0.0165 0.42 0.0420 0.0114 0.290 0.029 35 
39 354 micrones W45 0.0139 0.354 0.0354 0.0097 0.247 0.025 42 
40 297 micrones W50 0.0117 0.297 0.0297 0.0085 0.215 0.022 48 
41 250 micrones N" 60 0.0098 0.25 0.0250 0.0071 0.180 0.018 60 
42 210 micrones W70 0.0083 0.21 0.0210 0.0060 0.152 0.015 65 
43 177 micrones W80 0.0070 0.177 0.0177 0.0052 0.131 0.013 80 
44 149 micrones N° 100 0.0059 0.149 0.0149 0.0043 0.110 0.011 100 
45 125 micrones N°120 0.0049 0.125 0.0125 0.0036 0.091 0.009 115 
46 105 micrones W 140 0.0041 0.105 0.0105 0.0030 0.076 0.008 150 
47 88 micrones N° 170 0.0035 0.088 0.0088 0.0025 0.064 0.006 170 
48 74 micrones N" 200 0.0029 0.074 0.0074 0.0021 0.053 0.005 200 
49 63 micrones W230 0.0025 0.063 0.0063 0.0017 0.044 0.004 250 
50 53 micrones W270 0.0021 0.053 0.0053 0.0015 0.037 0.004 270 
51 44 micrones N° 325 0.0017 0.044 0.0044 0.0012 0.030 0.003 325 
52 37 micrones W400 0.0015 0.037 0.0037 0.0010 0.025 0.003 400 

Tabla A-1. Abertura de las mallas y sus equivalencias en designación de Taylor (ASTM E-11-61) 
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ANEXO A. 

TABLA A-2 Descripción del programa para la aplicación del modelo de dos capas en lenguaje de 
programación BASIC. 

Antes de iniciar la descripción d el programa, e s necesario e stablecer la r elación entre I a s imbología u sada e n el 
capitulo 6 y la empleada en el programa que se presenta a continuación . 

Símbolo. 
Capítulo 6. Programa. Capítulo 6. Programa. Capítulo 6. Programa. 

Ps 
rs D dtuberia 

/11 
visl 

PI 
rl d dp ~L t1 

p,g 

PI 
r1 g 9.81 1"12 

t12 

p¡g 

P2 
r2 17s 

etas r2~ 
t4 

p,g 

Pm 
rm Ss S dh sin(teta) 

dx 

(-~~) 
p1 

t _dx} 
q1 

p,g p¡g 
en la capa superior. en la capa inferior. 

PROGRAMA DESCRIPCION DE LOS CALCULOS O EJECUCION DE COMANDOS. 
REM +++ UNIVERSIDAD NACIONAL 
AUTONOMA DE MÉXICO +++ 

Identificación del programa. 

REM +++ FACULTAD DE INGENIERIA +++ Identificación del programa. 
REM +++ DIVISION DE ESTUDIOS DE Identificación del programa. 
POSGRADO +++ 
REM +++ MAURICIO DE LOS SANTOS Identificación del programa. 
HERNANDEZ +++ 
REM +++ MODELO DE DOS CAPAS +++ Identificación del programa. 
REM "Cálculo de las pérdidas de fricción" Identificación del programa. 
REM "Tubería a presión con fluio de lodo" Identificación del proqrama. 
REM Inicie, lea las definiciones de variables Identificación del programa. 
o datos al final del proqrama. 
READ dp, v, k, cr Lectura de datos. 
READ dtuberia, etas, visl, rs Lectura de datos. 
READ clim, rf, e1, d3: REM e1 es usado en la Lectura de datos. 
convergencia de la prueba. 
READ tetad: REM tetad es el ángulo de Lectura del ángulo de inclinación. 
inclinación, en grados. 
READ printflg: REM Si la impresión es Lectura de dato para impresión. 
deseada, printflg = 1 
pi = 4· ATN(1) Ajuste del valor de 1C , en radianes. 

REM --------Inician cálculos ------ Inicio de cálculos. 
IF prlntflg = 1 THEN Impresión de datos. 
LPRINT TAB(30); "Solución del modelo de Impresión de datos. 
dos capas" 
LPRINT: LPRINT Impresión de datos. 
LPRINT TAB(30); "Entrada de datos:": Impresión de datos. 
LPRINT 
LPRINT "Teta="; tetad; "grados" Impresión de datos. 
LPRINT "Diámetro de la Partícula="; dO; "m" Impresión de datos. 
LPRINT "Concentración in situ="; cr Impresión de datos. 
LPRINT "Velocidad="; v; "mIs" Impresión de datos. 
LPRINT Impresión de datos. 
ENDIF 
ar = 4 • rf· (rs - rf) • dp " 3 • 9.81 visl 11 2/3 

4 ( - ) d3 

Número de Arquímedes, ecuación 3.14: Ar = e
D 

Re2 = gp, P~, PI, 
3/1L 

fr = v " 2 I 9.8 I dp V2 

Número de Froude al cuadrado: Fr 2 = .' ._. 
gd 

v 



ANEXO A. 

s=rs/rf Ps 
Relación entre la densidad de los sólidos y el fluido: Ss = 

PL 
REM +++ Cálculo de la carga de contacto Inicia cálculo de la carga de contacto. 
+++ 
term = .124 * ar" -.061 * fr" .028 Termino que involucra los parámetros al =0.124, a 2 = -0.061 y 

a 3 =0.028 propuestos por Shook en 1986 en la ecuación 6.19, para el cálculo de la 

carga de contacto. Para facilitar la programación de la ecuación 6.1 9 se calcula por 
partes. 

term = a l Ara2 Fr aJ = 0.124Ar-o.06IFro.028 

term = term * (dp I dtuberia) " -.431 Actualización del termino calculado en la secuencia anterior y que involucra el parámetro 

a 4 = 0.431, propuesto por Shook en 1986 en la ecuación 6.19, para el cálculo de la 

carga de contacto. 

term = term * d, = term * d~ ( r (f'" D dplpe 

term = term * (s -1) " -.272 Actualización del termino calculado en la secuencia anterior y que involucra el parámetro 

a 5 = -0.272, propuesto por Shook en 1986 en la ecuación 6.19, para el cálculo de 

la carga de contacto. 

term = term * (Ss _l)as t * ( 1 tO.0272 = erm s-

yc = EXP(-term) Calculo de: 

[ (VT(dr ] ye = exp - a lAr a2 gd D (Ss _l)as = exp(-term») 

cc = cr * yc Determinación de la carga de contacto: 

C, ~ cr{exp[ -a,Arat~ ru~r (Ss _I)a,]} ~ Cr' yc 

donde er es la concentración media obtenida in situ y ee es la "carga por contacto" o 
bien la concentración media volumétrica de las particulas que contribuyen a la fricción de 
Coulomb del fluio. 

c1 = cr - cc Concentración volumétrica de los sólidos en la capa superior: el = er - ee 
c2 = clim c1 Concentración volumétrica de los sólidos en la capa inferior: e2 = elim-e1 
IF prlntfig - 1 THEN Impresión de resultados. 
LPRINT TAB(30); "Resultados Calculados:": Impresión de resultados. 
LPRINT 
LPRINT "Caraa de contacto="; cc, "ar="; ar Impresión de resultados. 
LPRINT "c1="; c1, "c2 _"; c2 Impresión de resul tados. 
ENDIF Impresión de resultados. 
PRINT "Concentración in sltu", cr, Impresión de resultados. 
"Velocidad"; v; "mIs" 
PRINT "Carga de contacto", cc, "ar", ar Impresión de resultados. 
PRINT "c1", c1, "c2", c2 Impresión de resultados. 
a = .25 * pi * dtuberia " 2 Já)2 

Determinación del área de la sección transversal de la tuberia: A= 
4 

r1 = rf * (1 + c1 * (s -1)) 
Cálculo de la densidad de la capa 1: PI = PL (1 + el (Ss -1)) 

r2 - rf* (1 + clim *(s -1)) 
Cálculo de la densidad de la capa 2: P2 = PL (1 + e lim(Ss -1)) 

rm = rf * (1 + cr * (s 1) 
Cálculo de la densidad de la mezcla: P III = PL (I + cr(Ss -1)) 
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ANEXO A. 

teta = (tetad 1180) • pi 

Determinación del ángulo teta en radianes, ver figura 6.14: e = ( e d - )JZ" donde 
180 

e d es el ángulo de inclinación de la tuberia. 

REM Buscando el área de la capa más baja. Inicia la determinación del área de la capa más baja. 
a2 = a· ce 1 c2 ACc 

Cálculo del área de la capa más baja: A2 = --'-
C2 

arat = a21 a A 
Relación entre el área de la capa más baja y el área de la tuberia: _ l _ 

A 
REM Prueba para carga de contacto muy Inicia prueba para determinar si la carga de contacto es muy pequeña o no. 
~ueña 
IF arat < .002 THEN PRINT "La carga de Si la relación del área de la capa más baja y el área de la tubería es menor a 0.002 
contacto es muy pequeña, Intenta con el implica que la carga de contacto es muy pequeña y se recomienda utilizar un modelo 
modelo homogéneo". para un flujo de lodo o mezcla homogénea. 
GOSUBsbet Si la relación del área de la capa más baja y el área de la tubería es mayor a 0.002 

entonces el cálculo puede contínuar y pasar a la subrutina Sbet. 
betd = 180· beta 1 pi 18013 

Cálculo del ángulo: f3d = ----
JZ" 

IF printflg = 1 THEN : LPRINT "beta="; beta; Se imprime en papel el valor de 13 ' en radianes. 
"radianes" 
PRINT "beta, rad"; beta Se imprime en pantalla el valor de 13 ' en radianes. 

REM Limites para buscador Se establecen limites para buscador 
u9 =0 

U 9 = O 
t9 = O t9 = O 
REM Evaluaci6n de la fracci6n de área y los Inicía cálculo del área de la capa superior y los factores de fricción. 
factores de frlccl6n. 
a1 = a - a2 

Cálculo del área de la capa superior: Al = A - A2 
rk1 = k 1 dtuberia k 

Determinación de la rugosidad relativa: - donde k es la rugosídad absoluta que 
D 

depende del material de la tuberia. 
rey1 = dtuberia • v • r1 1 visl 

DVp, 
Cálculo del número de Reynolds de la capa 1: Re, --

f.1., 
Inicia el cálculo del factor de fricción con la ecuación de Churchill, ecuaciones 6.24a, b y 

[( 8 r t c: f = 2 Re + (A + BtJ.5 donde: 

{ [( 7 r 027k r e7530r A = - 2.457 In + y B = 
Re D Re 

term1 = ((7 1 rey1) 1\ .9 + .27 • rk1) Para facilitar la programación se calculan por partes, de la ecuación 6.24b: 

( 7 f9 0.27k 
terml = R~ + - --

D 

term2 = LOG(1 1 term1) term2 = In(term1) 
fa = (-2.475 • term2) 1\ 16 Calculo de la ecuación 6.24b: 

{ " A= -2457In[(:.)" + O~k]} = (- 2.475 * term2y6 

b = (37530/rey1) 1\ 16 

"",," ""',m'", "",,ió, 6.24" B = ( 3~¿~ r = e75 30 r 
Re reyl 

IF printflg 1 THEN : LPRINT "Número de Impresión del número de Reynolds de la capa 1 en papel. 

Vll 



ANEXO A. 

Reynolds = "; rey1 
PRINT "Nú!llero de Reynolds = "; rey1 - Impresión del número de Reynolds de la capa 1 en pantalla. 
IF rey1 > 2100 THEN Compara el número de Reynolds , si es m~or a 2100 entonces; 
fact = O Asigna el valor a la variable: f act = O 
ELSE Si es menor a 2100 entonces; 
fact = (8 / rey1) A 12 

( 8 }2 Calcula la variable: fact = Re 
ENDIF Termina comparación. 
f = (fact + 1/ (fa + b) A 1.5) A .08333 [ r Cálculo del término: f = fact + (A + Bt5 112 
f1 = 2· f Cálculo del factor de fricción en la capa 1: 

1 

J. = {(:J +(A+Bt"] " =21 

y=O Asigna valor: y = O 
IF (dp / dtuberla) < .0015 THEN Compara la relación del diámetro de la particula y el de la tuberia; si es menor a 0.0015 

entonces: 
y=O y=O 
ELSE Si no cumple la condición anterior calcula: 
y = 4 + (1.42· (LOG(dp / dtuberla) / LOG(10))) 

y = 4 + 1.4210g I0 (i5) 
ENDIF Termina la com~aración. 
f12 = 2 • (1 + y) / «(4 • LOG(dtuberia / dp) / Calcula el factor de fricción en la interfaz hipotética entre las dos capas, ecuación 6.26: 
LOG(10» + 3.36) A 2) ¡; __ ~l+Y) ___ 

" - [410g .. ( ¡) + 3.36 J 
PRINT "f1"; f1 . "f12"; f12 Imprime en pantalla los valores de los factores de fricción ¡; y f12 
IF prlntflg = 1 THEN Imprime en papel los factores de fricción. 
LPRINT "f1="; f1. "f12="; f12 Imprime en papel los factores de fricción. 
LPRINT: LPRINT TAB(30); "Inicio de Imprime en papel el "Inicio de la iteración de velocidad" 
Iteracl6n de Velocidad:": LPRINT 
LPRINT "p1 t1

, libela", "v1", "v2", "q1" Imprime las variables a calcular "p1", "beta", "v1", "v2", "9.1". 
ENDIF Termina comparación e impresión. 
REM Evaluar perímetros. Inicia cálculo de los~erimetros. 
s2 = beta· dtuberla 

Cálculo del perimetro de la capa 2: S 2 = fJD 
PRINT "52"; 52 

Imprime en pantalla el perímetro S 2 . 

51 = (pi· beta) • dtuberia 
Cálculo del perimetro de la capa 1: S, = (Jr - fJ)D 

s12 = SIN(beta)· dtuberia 
Cálculo del perlmetro de contacto entre las dos capas: S 12 =senfJD 

v1 = v Asigna el valor de la velocidad de diseño a la capa 1. 
REM Iteraciones de velocidad. Inicia el cálculo iterativo jl8ra obtener la velocidad del fluio en cada una de las capas. 
REM Los esfuerzos son divididos por la Para el cálculo los esfuerzos en las superficies de contacto son divididos entre la 
densidad del fluido y g. densidad del fluidoy la aceleración de laj1!"avedad. 
again: Subrutina again. 
v2 = (a • v - a1 • v1) / a2 i AV - A,VI ) 

Cálculo de la velocidad de la capa 2: V, = ---- __ o 

- A2 
t12 = f12 • (v1 • v2) • ABS (v1 • v2) • r1 / rf Cálculo del esfuerzo producido entre las dos capas, ecuación 6.25: 

" 2 =t.t;2(V¡ - VJv¡ - V2!p, 
t12 = t12/2/9.8 Finalmente el esfuerzo dividido entre la densidad del fluido y la aceleración de la 

gravedad es, ecuación 6.25: ' 12 1 .t;2 (V¡ - V2 ~V¡ - V2!p, = - . . ------ -- . 
gPL 2 gPL 

t1 = f1 • v1 • ABS(v1) • r1 / rf /2 /9.8 Cálculo del esfuerzo producido por la capa más baja , ecuación 6.24: 

Vlll 



t4 = f1 * v2 * ABS(v2) * r1 / rf / 2 / 9.8 

p1 =(t1*51 +t12*512)/a1 

p1 = p1 + r1 * SIN(teta) / rf 

m = (rs - rf) * c2 * (1 - c1 - c2) * dtuberia 1\ 2 

m = m* eta5 * .5 * COS(teta) / rf / (1 - c2) 

q2 = (SIN(beta) - beta * COS(beta» * m 

q1 =(q2 + t4 * 52 - t12 *512) / a2 

q1 = q1 + r2 * SIN(teta) / rf 

REM Prueba de p1 y q1. 
u1 = q1 - p1 

u2 = u1 - p1 

IF ABS(u2) < e1 GOTO converged 

REM Si son demasiadas iteraciones, cc se 
aproxima a cero. 
IF printf1g = 1 THEN LPRINT p1, beta, v1, v2, 
q1 
PRINT p1, beta, v1, v2, q1 
u3 = u1 * u9 

IF u3 < -.0000005 THEN 

ANEXO A. 

1'1 = k f. Vi Ivl lpl que dividido entre la densidad del fluido y la aceleración de la 

1'1 1 JI Vi IVl lpl 
gravedad queda como: ------ = -- -------

PLg 2 
Cálculo del esfuerzo debido al fluido y los sólidos suspendidos (ecuación 6.28) 

dependiente de la velocidad de la capa más baja y del factor de fricción f. y la 

1 
densidad PI: l' 2m ="2 f. V2 1 V2 1 PI . que dividido entre la densidad del fluido y la 

1'2m 1 ¡;V2 IV2 iPI 
aceleración de la gravedad queda como: = --

PLg 2 PLg 

Solución de la ecuación de momentum (ecuación 6.21) para la capa superior a flujo 

. 1'I S I + 1'12 S 2 
establecido, para este caso: PI = .- --- .. ---

Al 

Actualizando el valor de PI Y dividiendo entre P L g finalmente resulta que: 

_.t!E 
.~. = ~~~::!¡~s!..2 + PJ... sene. 
PLg A¡ PL 

Cálculo de: m = (Ps - PI.)e2 (1- el - e 2 )D 2 
término parcial de la ecuación 

6.21 . 

Mg1Js O.5cose M1Js O.5cose .. . 
Cálculo de: m = ----------- = ------ actualizaCión del termino 

(1- e2 )PI.g (1- e2 )PL 

parcial de la ecuación 6.21 al nuevo valor de m , dividiendo entre P L g Y tomando en 

cuenta la inclinación de la tuberia e . 

Solución de la ecuación de momentum para la capa inferior, ecuación 6.22, para este 

-.12 S I2 +·ZS2 
caso:ql = . - A y ·ZS2 = ·2m +·2s S 2 

2 

Actualizando el valor de q I Y dividiendo entre P L g finalmente resulta que: 

_ dp 

dx. = -=-~J~. + ~ ~ ~].. + f2 sen e ecuación 6.22 

PLg A2 PL 
Inicia prueba de comparación entre la capa superior e inferior. 

Asigna valor a: u¡ = q¡ - PI 

Asigna valor a: U2 = U I - PI 

Compara el valor absoluto de U 2 con la tolerancia el establecida como dato, si es 

menor pasa a la subrutina converqed. 

Si no la carga de contacto Ce se aproxima a cero. 

Imprime en papel las variables p1 , beta, v1, v2, q1 . 

Imprime en pantalla las variables p1, beta, v1, v2, q1 . 

Compara el valor de U 3 contra -0.0000005 si esto se cumple entonces calcula la 
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velocidad VI' 
v1 = v1 + (t9 • v1) • u1 / (u1 • u9) VI +~9 - VI )ul V. - ------- ._- ,- - -

I - (U I - U
9

) 

ELSE 
u9 = u1 Asigna el nuevo valor: U 9 = U I 

t9 = v1 Asigna el nuevo valor: t9 = V¡ 
v1 = v1 + d3· ABS(u1) / u1 d 31ud 

Calcula el valor de la velocidad como: T~=V,+ -- ,-
UI 

ENDIF Termina la comparación. 
GOTOagaln RElgresa a la subrutina again. 

REM Impresión de convergencia de Imprime la convergencia de resultados. 
resultados. 
converged: Subrutina converged. 
pm =.5· (p1 + q1) 1 

Cálculo del gradiente de presión: pm = - (PI + ql ) 
2 

h = pm • (rm / rf) • SIN(teta) 

C",," , •• pé".' ,,,""" h = pm - ( ~: )seno 
cv = (a • c1 • v + a2 • c2 • v2) / a / v \ACIV + A2C2V~) 

Cálculo de la concentración entregada: Cv = --- - ---, _. ~. 
AV 

PRINT p1, beta, v1, v2, q1 h'T1Ql'ime en.Q.antalla p1, beta, v1 , v2, q1 . 
PRINT "Gradiente de presión"; pm; "m Imprime en pantalla: "Gradiente de presión"; pm; "m fluido/m tuberia" 
fluido/m tubería" 
PRINT "Pérdida de carga por fricción"; h; "m imprime en pantalla: "Pérdida de carga por fricción"; h; "m fluido/m tuberla" 
fluido/m tuberia 
PRINT "Concentración entregada"; cv Imprime en pantalla la concentración entregada CV . 
IF printflg = 1 THEN Comando de comparación para impresión en papel. 
LPRINT 
LPRINT p1, beta, v1, v2, q1 : LPRINT Imprime en papel p1, beta, v1, v2, q1. 
LPRINT: LPRINT TAB(30); "-·La Solución Imprime en papel: "La solución ha convergido" 
ha Convergido·-·": LPRINT 
LPRINT "Gradiente de Presión ="; pm; "m Imprime en papel: "Gradiente de presión"; pm; "m fluido/m tuberia" 
fluido/m tubería" 
LPRINT "Pérdida de carga por fricción ="; h; Imprime en papel: "Pérdida de carga por fricción"; h; "m flu ido/m tuberia" 
"m fluido/m tuberia' 
LPRINT "Concentración entregada ="; cv imprime en papel la concentración entregada CV. 
ENDIF Termina comparación. 
END Fin del programa. 
REM ..... Subrutina Sbet ..... Inicia la subrutina Sbet 
REM Técnica de partición del intervalo para inicia la aplicación de la técnica de partición del intervalo para encontrar la raíz. 
encontrar la raíz. 
sbet: Subrutina sbet. 
tol = .0000001: REM Límite de Error. Se establece un limite de error o tolerancia de 0.000001 
beta O = O: REM Buscando intervalo. Se supone un ángulo 13 = O 
beta1 = pi Se supone un ángulo 13 = 1( 

REM Checando el intervalo para raíz. Se revisa el intervalo para obtener la raiz. 
IF a2 < O THEN PRINT "a2 negativo": STOP Se verifica el valor del área de la capa más baja, si resulta menor a cero el cálculo se 

detiene pues es una incongruencia. 
IF a2 > a THEN PRINT "a2 > a": STOP Se verifica el valor del área de la capa más baja, si resulta mayor al área de la tuberia 

también el cálculo se detiene, pues también seria incol19.ruente. 
search: Subrutina search. 
beta = (beta O + beta1) /2 

Se calcula el ángulo beta : 13 = !!o :!:'.f!1 
2 

aest = .25 • dtubería • dtuberia • (beta - Cálculo del área de la capa restante en función de 13 : 
COS(beta) • SIN(beta) 

I D 2 
Aest = --, (13 - (cos fJXsenf3)) 

I 4 
IF ABS(a2 • aest) < tol GOTO worked: REM Se compara la diferencia en valor absoluto del área de la capa más baja y el área 
Solución dentro de la tolerancia. restante con respecto a la tolerancia, si esta diferencia es menor, la solución esta dentro 

x 



ANEXOA. 

de la tolerancia . 
IF aest < a2 THEN Si el área restante resulta menor que el área de la capa más baja, se pasa a la siguiente 

secuencia de cálculo. 
betaO = beta 

Entonces se iguala /30 =/3 

ELSE 
beta1 = beta y /31 = /3 
ENDIF Finaliza la com~aración . 
GOTOsearch Regresa a la rutina search. 
REM La solución ha convergido, retorna a la Si la solución converge se retorna a la rutina de llamada. 
rutina de llamada. 
worked: Subrutina worked . 
PRINT "a2"; a2 

Imprime el valor del área de la capa más baja a2 a 

RETURN Retorna a la secuencia de cálculo original. 

REM Declaración de datos. Declaración de datos. 
DATA 0.0005, 4.0, 0.000045, 0.22: REM dp, v, Datos en el siguiente orden: dp . diámetro de la particula, V velocidad de disei'\o, 
k, cr 

k rugosidad absoluta de acuerdo al tipo de material de la tuberia y la concentración 

volumétrica medida in situ Cr . 
DATA 0.25, 0.5, 0.001, 2650: REM dtuberia, 

Datos en el siguiente orden: D (dtuberia), diámetro de la tuberia, r¡ s (etas) coeficiente etas, vlsl, rs 

de fricción partlcula-pared, J.l L (visl) viscosidad dinámica del fluido y la densidad de los 

sólidos Ps (rs). 

DATA 0.6,999, 0.02, 0.5: REM cllm,rf,el,d3 Datos en el siguiente orden: C lim , concentración más alta de los sólidos de la capa 

baja, generalmente se considera igual a 0.6, P L densidad del fluido, el y d 3 valores 

utilizados para J2grar la convergencia en las iteraciones deljJrClflrama. 
DATA O: REM tetad tetad, e es el ángulo de inclinación de la tubería. 
DATA 1: REM prlntflg Si el dato es igual a 1 se obtiene la im...Ql'esión automática en ~el al correr el programa. 
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ANEXO B 
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Muestra W 1 

Muestra W 2 

Muestra W 3 

Fotografías 1-8. Muestras de lodo, Planta de Tratamiento de Aguas Residuales de Ciudad 
Universitaria. 
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Fotografía 2. Mallas utilizadas en la prueba granulométrica. 

Fotografía 3. Sólidos retenidos en algunas mallas. 

Fotografía 4. Obtención del peso retenido en algunas mallas utilizadas en la prueba 
granulométrica. 
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