{
83,

““Nusmm NACHOINAL AUTONOMA o MEx
e\

ONGD

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA
DE MEXICO

DIVISION DE ESTUDIOS DE POSGRADC
FACULTAD DE INGENIERIA

USO DE LA ESTIMACION DE LA DISTRIBUCION DE
PROBABILIDAD PARA MUESTRAS PEQUENAS Y DE LA
SIMULACION EN LA INFERENCIA DE CARTERAS DE
SEGUROS

T E S I S

QUE PARA OBTENER EL GRADO DE

MAESTRO EN INGENIERIA
(INVESTIGACION DE OPERACIONES)
P R E S E N T A !

JUAN CARLOS VARGAS AGUILAR

DRECTORA DE TESIS: M.l. ISABEL PATRICIA AGUILAR JUAREZ

CD. UNIVERSITARIA, MEXICO, D. F, JUNIO 2005.

M 3%655’0



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



A mis padres, por su carifio y amor.

A mis hermanos Elizabeth y Osvaldo,
por todos los momentos felices que

hemos pasado juntos.



AGRADECIMIENTOS

A Dios por darme la oportunidad de estudiar.

A la M. |. Isabel Patricia Aguilar Juarez mi directora de tesis, por compartirme sus

conocimientos, su tiempo, su paciencia y su amistad.

A los sinodales, por su apoyo y comentarios que alentaron este trabajo que hoy

se concreta.

Al Consejo Nacional de Ciencia y Tecnologia (CONACYT), por el apoyo que me

proporcion6 durante el periodo que curse mis estudios de posgrado.

A la Universidad Nacional Autbnoma de México, por haberme permitido ser

alumno de esta Maxima Casa de Estudios.



Titulo:

Objetivos:

Problematica
en el Sector
Asegurador:

Importancia
para el Sector
Asegurador:

RESENA

Uso de la Estimacion de la Distribucion de Probabilidad para Muestras
Pequenas y de la Simulacién en la Inferencia de Carteras de Seguros.

Objetivo General

Mostrar las ventajas del uso de las técnicas de estimacién de
distribuciones empiricas para muestras pequefias y de la simulacién en
la inferencia de carteras de seguros. Aportando asi, un método para
hacer inferencias de la cartera a pesar de que los datos de ésta no
cumplan el supuesto de provenir de una muestra suficientemente
grande. Finalmente, ilustrar la aplicacién de la metodologia propuesta
mediante un ejemplo en el que se determina la cuota base para el
seguro de Responsabilidad Civil Agentes de Seguros.

Objetivos Particulares

Presentar a los elementos necesarios que emplea la técnica propuesta
por este trabajo:

o Estadistica descriptiva.

Distribuciones de probabilidad para variables aleatorias discretas y
continuas.

Construccién de distribuciones empiricas para muestras pequefias.
Pruebas de bondad de ajuste.

Determinacion del tamafio de muestra.

Modelado de sistemas.

Simulacién.

llustrar la metodologia propuesta mediante un caso practico.

La probabilidad empirica o ley de los grandes numeros, uno de los
conceptos mas fuertes en la teoria del seguro, asume la existencia de
una muestra suficientemente grande pero, ;coémo debe proceder el
asegurador cuando su informaciéon estadistica es insuficiente? o
¢como corregir ésta deficiencia para hacer inferencias que causen
impacto positivo en la toma de decisiones o en la elaboracion de tarifas
de seguros?

El presente trabajo representa una alternativa de solucion a la
problematica detallada en el punto anterior, permitiendo el desarrollo
de inferencias que causen impacto positivo en la toma de decisiones o
en la elaboracién de tarifas de seguros.
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INTRODUCCION

Dia a dia en el campo del seguro surgen nuevas necesidades de proteccion, mismas que
provocan que quienes laboran en esta industria tengan que trabajar con pocos datos y
con base en éstos estudiar los riesgos a cubrir, tomar decisiones, planear y calcular tarifas

que permitan determinar el costo o la prima del seguro en cuestion.

Sin embargo, si los profesionistas del seguro no utilizan bases técnicas para obtener el
mejor provecho de estos datos insuficientes, el seguro se convierte en un juego de azar
que puede colapsar la estabilidad financiera de la empresa y consecuentemente impedir

las obligaciones de ésta con el publico usuario de estos servicios.

En busca de dar solucion a la problematica antes mencionada se elabora la presente tesis
que conjunta el uso de dos técnicas, la estimacion de la distribucion de probabilidad para
muestras pequefas primero, y la simulaciéon de eventos discretos después, mismas que
permiten la elaboracion de inferencias de carteras de seguros que causen impacto

positivo a las entidades aseguradoras.

Previo a la realizacién de esta tesis, se observd que en nuestro pais no existen escritos
acerca de la aplicacion de estos métodos en los campos del seguro, por lo que con el fin
de hacer este trabajo accesible al mayor numero de profesionistas del seguro, asi como a
los estudiantes de este tipo de técnicas, se decidié que este trabajo se desarrollara de
manera gradual; tratando que los conceptos y los métodos sean claros y concisos,

apoyandose en algunos casos en la exposicion de ejemplos.

Este escrito se divide en cinco capitulos, en el primero se estudiara la coleccién, la
agrupacion y el analisis previo de datos, es decir lo que se conoce como estadistica

descriptiva.

En el segundo capitulo se hablard de la probabilidad, de las variables aleatorias y
finalmente de las distribuciones de probabilidad, ya que seria muy dificil utilizarlas sin

saber qué son.



En el tercer capitulo se estudiara el método del rango mediano; ya que éste permite
estimar una distribucion de probabilidad a partir de un conjunto de datos pequefio o
limitado; y se mostraran el uso de dos pruebas importantes en estadistica que permiten
comprobar la bondad de los ajustes de las distribuciones estimadas por este método;
ademas se estudiard como determinar el tamafio de muestra ya que la simulacion es una

metodologia que realiza experimentos de muestreo mediante un modelo del sistema.

En el cuarto capitulo se hablara del modelado de sistemas y de la simulaciéon de eventos

discretos.

En el quinto capitulo se ejempilificara la metodologia propuesta que ademas se conjunta
con la matematica del seguro mediante la elaboracién de una nota técnica, en la que se
determinaran las cuotas base para el seguro de responsabilidad civil agentes de seguros
(personas fisicas); producto del cual existe o existia muy poca informacion estadistica y
que ademas que en afos anteriores a que se volviera un seguro obligatorio se observaba
la falta de homogeneidad en el sector respecto a los precios calculados por diferentes
compafiias, lo que pone en tela de juicio las metodologias utilizadas por éstas para

calcular sus tarifas ante la carencia de datos.
Finalmente, se realizaran las conclusiones de esta tesis.

Por lo tanto, este trabajo desea mostrar de manera gfadual, clara y concisa las ventajas
del uso de la estimacion de distribuciones empiricas para muestras pequefas y de la
simulacién en carteras de seguros. Aportando asi, un método para hacer inferencias de la
cartera a pesar de que los datos de ésta no cumplan el supuesto de provenir de una

muestra suficientemente grande.



CAPITULO 1
ESTADISTICA DESCRIPTIVA

El estudio de la estadistica se puede dividir en tres partes: reunir datos, analizarlos y, a
partir de ellos, hacer inferencias. En este capitulo se tratara principalmente, el analisis de
datos, es decir, la organizacion y el reporte de los mismos; ya que la elaboracién de éste,

es un requisito indispensable para hacer inferencias del conjunto de datos estudiado.

El presente capitulo, se integra de siete subcapitulos, los seis primeros explican algunos
conceptos y métodos de la estadistica descriptiva; mientras que en el ultimo se ilustra

mediante un ejemplo lo estudiado en los anteriores.
1.1 Estadistica Descriptiva e Inferencia Estadistica’

“La estadistica descriptiva comprende las técnicas que se emplean para resumir vy
describir datos numéricos”.? Estos métodos pueden ser graficos o implicar el calculo de

medidas numéricas.
“La inferencia estadistica trata de generalizaciones basadas en muestras de datos”.
1.2  Poblacion y Muestra

Antes de estudiar descripciones estadisticas particulares, permitamos hacer la siguiente

diferencia.

La poblacion es la colecciéon de toda la posible informacidon que caracteriza
un fenbmeno. En estadistica, la poblaciébn es un concepto mucho mas
general del que tiene la acepciéon comln de esta palabra. En este sentido,
una poblacion es cualquier coleccibn ya sea de un numero finito de
mediciones o una coleccidn grande, virtualmente infinita, de datos acerca

! Algunas técnicas de inferencia estadistica seran estudiadas en el capitulo 3.

2 KAZMIER, Leonard J., Estadistica Aplicada a la Administracion y a la Economia,
p. 1.

® MILLER, Irwin, John E. FREUD y Richard A. JOHNSON, Probabilidad v Estadistica para
Ingenieros, p. 2.




de algo de interés. Por otro lado, la muestra es un subconjunto
representativo seleccionado de una poblacion.*

Poblacion Muestra

Tamano N Tamafon

n<N

1.3  Tipo de Datos

Los datos pueden ser cuantitativos, con valores expresados numeéricamente, o cualitativos

en cuyo caso se tabulan las caracteristicas de las observaciones.®
1.4 Distribuciéon de Frecuencias

Es una técnica usual en la estadistica que permite el anadlisis de conjuntos grandes de

datos.®
1.4.1 Tabla de Distribucion de Frecuencias

“Una tabla de distribucion de frecuencias es una clasificacion de los datos (numéricos) en

clases o categorias de acuerdo a sus valores”.’

Los datos organizados en una distribucién de frecuencias se llaman datos agrupados. En
contraste con ello, en el caso de los datos no agrupados se enlistan todos los valores

observados.®

Un ejemplo tipico de una tabla de distribucion de frecuencias es el que se muestra en el

subcapitulo 1.7.

* CANAVOS C. George, Probabilidad v Estadistica Aplicaciones y Métodos, p. 1.

> KAZMIER, op. cit. p. 1

® Cfr. AGUILAR Juérez, Isabel Patricia y Leonardo BANUELOS Saucedo, Notas del Curso
Propedéutico de Probabilidad vy Estadistica, p. 1-2.

" Ibid. p. 2.

$ KAZMIER, op. cit. p. 9.




El contenido de una tabla completa de distribucion de frecuencias, asi como los

elementos necesarios para su elaboracion se explican en el siguiente subcapitulo.

Si se acepta que en la construccién de una tabla de distribucién de frecuencias se realiza
una clasificacion de datos, resuita indispensable contar primeramente con el criterio de
clasificacion a utilizar, mismo que se define a través de los limites de clase o mediante las

fronteras de la clase.
1.4.2 Intervalos de Clase

“El intervalo de clase identifica el rango de valores incluidos dentro de una clase y puede
determinarse restando el limite exacto de la clase superior el limite exacto de la clase

inferior”.®

Algunos autores manejan que el nimero, k, de intervalos que se deben considerar en una
tabla de distribucion de frecuencias, esta dado por la férmula empirica que a continuacion
se presenta: '

K z{\/ﬁ si n no es muy grande. 1)

1+3.22log(n)  enotrocaso.

Para la construccion de una tabla de distribucién de frecuencias es conveniente tomar en

consideracion las siguientes recomendaciones empiricas: '

1. La tabla de distribucidén de frecuencias constara de entre 5y 20 clases.

2. Todas las clases seran de la misma longitud.

Para efectos de calculo, considerando la recomendacion 2, la siguiente formula puede

emplearse para determinar el intervalo de clase aproximado por usar:*

9
Idem.
' MARIN Diazaraque, Juan Miguel, Apuntes de Estadistica — Estadistica Descriptiva, p. 8.
"' AGUILAR Juarez, Isabel Patricia y Leonardo BANUELOS Saucedo, op. cit. p. 4.
2 KAZMIER, op. cit. p. 9.




[mayor valor en datos no agrupados]— [menor valor en datos no agrupados] (2)
namero de clases deseadas

Intervalo aproximado =

1.4.2.1 Limites Nominales de Clase

“Los limites nominales de clase inferior y superior indican los valores incluidos dentro de

la clase”."

Los limites de clase nominales o simplemente de clase tendran la misma aproximacidn
que los datos y el limite superior de una clase diferird del limite inferior de la clase

siguiente, en una unidad de aproximacion, es decir.™*

Diferencia
Datos Limites (lim. inf. de la clase siguiente - lim. sup. de la clase)
Enteros Enteros 1
Décimas Décimas 0.1
Centésimas Centésimas 0.01

1.4.2.2 Fronteras de Clase

Las fronteras de clase o limites exactos de clase, son los puntos especificos que sirven
para separar clases adyacentes en una escala de medicién de variables continuas. Las
fronteras de clase pueden determinarse identificando los puntos intermedios entre los

limites nominales de clase superior e inferior, respectivamente de clases adyacentes.’

1.4.2.3 Longitud de la Clase (c)

“Se denota por c y es la diferencia entre la frontera superior y la inferior de la clase”.'®

'3 Cfr. AGUILAR Juarez, Isabel Patricia y Leonardo BANUELOS Saucedo, op. cit. p. 2.
* AGUILAR Juédrez, Isabel Patricia y Leonardo BANUELOS Saucedo, op. cit. p. 2.

'S Cfr. KAZMIER, op. cit. p. 9.

'® AGUILAR Juarez, Isabel Patricia y Leonardo BANUELOS Saucedo, op. cit. p. 4.



1.4.2.4 Marca de Clase (x;)

“Las marcas de clase de una distribucién de frecuencias se obtienen promediando los

limites nominales de clase consecutivos o las fronteras de clases sucesivas”."”

1.4.3 Frecuencia (f)

Es el numero de datos de la muestra que corresponden a la clase en cuestién. Para
determinar la frecuencia de una clase, basta con realizar un conteo del nimero de
observaciones en la muestra que se encuentra en ésta; ya sea por sus limites nominales
o por sus fronteras, esto Ultimo es debido a que ambos (limites y fronteras) determinan

exactamente la misma clasificacion.'®

1.4.4 Frecuencia Acumulada (F)

“Es el numero de datos en la muestra cuyo valor no excede la frontera superior de la clase
en cuestién. Para calcular F; basta contabilizar las frecuencias observadas en la clase de

interés y en las anteriores”."

1.4.5 Frecuencia Relativa (f*)

“Es la proporcidén de los datos en la muestra que pertenecen a la clase en cuestién. Si

denotamos por n al nimero de datos en la muestra y a i como al nimero de la clase, la

frecuencia relativa se expresa como sigue”:*

goo o i
o0 Y (3)
Vi

" Cfr. MILLER, Irwin, John E. FREUD y Richard A. JOHNSON, op. cit. p. 10.

'® Cfr. AGUILAR Juarez, Isabel Patricia y Leonardo BANUELOS Saucedo, op. cit. p. 3.
° Idem.

% Idem.



1.4.6 Frecuencia Relativa Acumulada (F*)

“Es la proporcion de datos en la muestra que no exceden la frontera de la clase en

cuestion”.?!

1.5 Descripcion Grafica de los Datos

Las propiedades de las distribuciones de frecuencias relacionadas con su forma se hacen
mas evidentes por medio de graficas, y en este subcapitulo introduciremos algunas
formas mas comunes de representar graficamente la informacién proporcionada por los

datos.
1.5.1 Histograma de Frecuencias

“El histograma de frecuencias se construye con rectangulos adyacentes, las alturas de los

rectangulos representan las frecuencias de la clase y sus bases se extienden en fronteras

de clases sucesivas”.?

Las marcas sobre la escala horizontal pueden ser los limites de la clase, las fronteras de

la clase, las marcas de clase (que resulta ser lo mas comun) o valores claves arbitrarios.
1.5.2 Poligono de Frecuencias

En el poligono de frecuencias las frecuencias de clase son trazadas sobre las marcas de

clase, esto es, se dibujan los puntos (x;,f) donde x; es la marca de la clase de la i

ésima clase y f, es la frecuencia correspondiente y los puntos sucesivos se unen por

' Idem.
*2 MILLER, Irwin, John E. FREUD y Richard A. JOHNSON, op. cit. p. 12.



medio de lineas rectas después de haber agregado clases con frecuencia cero en los

puntos limite de la distribucién.?®

1.5.3 Curvas de Frecuencia

“Una curva de frecuencia es un poligono de frecuencias suavizado”.*

1.5.4 Ojiva

“Las distribuciones acumuladas por lo general se representan graficamente en forma de
ojivas”, ° las cuales son similares a los poligonos de frecuencias acumuladas sobre las
fronteras de clase en lugar de dibujar las frecuencias ordinarias sobre las marcas de

clase.
1.6 Medidas Numéricas Descriptivas

En los subcapitulos anteriores se plantearon las técnicas graficas para describir los
patrones de distribucidén ocultos en un conjunto de datos. En éste se definen algunas

medidas numéricas que se emplean comunmente para describir conjuntos de datos.

En estadistica, una medida descriptiva de una poblacién, o parametros de poblacion, se
representa por lo general con alguna de las letras del alfabeto griego, mientras que una
medida descriptiva de una muestra, o estadistica muestral, se representa por alguna de

las letras del alfabeto latino. Esto lo notara el lector mas adelante.

1.6.1 Medidas de Tendencia Central?®

La tendencia central de un conjunto de datos es la disposicion de éstos para agruparse ya

sea alrededor del centro o de ciertos valores numéricos.

% Ibid. p. 13.

2 KAZMIER, op. cit. p. 11.

* MILLER, Irwin, John E. FREUD y Richard A. JOHNSON, op. cit. p. 15.
% CANAVOS, op. cit. p. 12.



Existen principalmente tres medidas de tendencia central: la media aritmética, la mediana

y la moda. Mismas que a continuacién se detallan.
1.6.1.1 Media Aritmética®

a) Si x4,X5,..., X, sOn los datos contenidos en la muestra y se encuentran sin agrupar,

entonces la media aritmética sera:

Donde n es el tamano de la muestra.

b) Silos datos se encuentran agrupados en una tabla de distribucién de frecuencias, y se
utiliza el mismo concepto que para los datos sin agrupar, se define la media aritmética

CcComo:

« (6)

m f
X=-—=% xf* puestoque - =f,
; n

= NuUmero de clases
X;= Marcade laclase i
= Frecuencia de la clase |
n = Numero total de datos

1.6.1.2 Mediana

La mediana de un conjunto de observaciones es el valor para el cual, cuando todas las
observaciones se ordenan de manera creciente, la mitad de éstas es menor que este

valor y la otra mitad mayor.

Si el numero de observaciones en el conjunto es impar, la mediana es el valor de la
observacion que se encuentra a la mitad del conjunto ordenado. Si el nimero es par se
considera la mediana como el promedio aritmético de los valores de las dos

observaciones que se encuentran a la mitad del conjunto ordenado.

* AGUILAR Juarez, Isabel Patricia y Leonardo BANUELOS Saucedo, op. cit. p. 9 — 10.
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1.6.1.3 Moda

La moda de un conjunto de observaciones es el valor de la observacion que ocurre con

mayor frecuencia en el conjunto.
1.6.2 Medidas de Variabilidad

“Las medidas de variabilidad o dispersién, se ocupan de la descripcion de la variabilidad

entre los valores”.?®

Se dispone de diversas técnicas para medir el grado de variabilidad en un conjunto de
datos. Las que describiremos en este subcapitulo son el rango, la varianza, la desviacién

estandar y el coeficiente de variacion.
1.6.2.1 Rango

“El rango o R, es la diferencia entre los valores mas alto y mas bajo incluidos en el

conjunto de datos”.*® Asi, cuando My representa el mayor valor del grupoy Mn al menor,

el rango de datos no agrupados es:
R=My-Mn (7)

1.6.2.2 Varianza

“La varianza de las observaciones x4,Xo,..., X, €S, en esencia, el promedio del cuadrado

de las distancias entre cada observacién y la media del conjunto de observaciones”.® La

varianza se denota por:**

n
2
Varianza de la poblacién: 2 (x =) (8)

0.2 _ =1
N

% KAZMIER, Leonard J., op. cit. p. 51.

% Idem.

* CANAVOS, op. cit. p. 15

% Estas formulas son aplicables a poblaciones finitas.
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n
=\2
X; — X
Varianza de la muestra: ;( =%) (9)
S [ —

n-1

1.6.2.3 Desviacion Estandar

La raiz cuadrada positiva de la varianza recibe el nombre de desviacion estandar? y se

denota por:*

Desviacion estandar de la poblacion:

Desviacién estandar de la muestra:

1.6.2.4 Coeficiente de Variacion (CV)

“El coeficiente de variacion indica la magnitud relativa de la desviacion estandar en
comparacion con la media de la distribucion de las medidas, expresada como

porcentaje”.® Asi, las férmulas son:

. ., ., o
Coeficiente de Variacion de la Poblacién: m x 100 (12)

Coeficiente de Variaciéon de la Muestra: g x100 (13)
X

%2 |dem.
* Estas formulas son aplicables a poblaciones finitas.
% KAZMIER, op. cit. p.57.
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1.7 Ejemplo de Estadistica Descriptiva

Un gimnasio durante los 4 primeros meses del afio recolecté datos de 55 clientes

referentes a la frecuencia con que se presentaron a realizar algun tipo actividad fisica, el

numero de dias que cada uno de ellos se presento se lista a continuacion:

4, 27,100, 33, 32, 57,77, 3, 45, 79, 10, 80, 4, 47, 35, 25, 90, 38, 6, 68, 57, 46, 40, 47, 87,
67, 66, 78, 80, 92, 68, 79, 78, 100, 76, 88, 89, 94, 48, 34, 90, 90, 22, 78, 56, 100, 91, 25,
80, 23, 5, 93, 30, 90 y 45.

Se pide lo siguiente:

1. Elaborar la tabla de distribucion de frecuencias.

2. Elaborar la descripcidn grafica de los datos.

3. Calcular las medidas numéricas descriptivas.

Solucién:

1. Elaborar la tabla de distribucién de frecuencias.

a)

Determinar el numero k de intervalos:

Para esto se utilizara la ecuaciéon 1; ademas el nimero de datos n, es de 55.
k ~1+3.22log(n) =k =1+3.22l0g(55)=6.60 = 7

7 es un numero de intervalos aceptable ya que se encuentra ente 5 y 20.
Determinar el intervalo de clase aproximado:
Para esto se utilizara la ecuacion 2; ademas en los datos en la muestra se observa

que el menor es 3 y el mayor 100.

[mayor valor en datos no agrupados |- [menor valor en datos no agrupados |

Intervalo aproximado = -
niamero de clases deseadas

entonces,

100-3

Intervalo aproximado = =13.86

Una vez lo anterior, se siguieron las definiciones proporcionadas en los
subcapitulos 1.4.2.1 al 1.4.2.4 para calcular a las clases los limites nominales, las
fronteras, su longitud y sus marca de clase; los conceptos 1.4.3 y 1.4.4 para

calcular las frecuencias y las frecuencias absolutas, en cada una de las clases;
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2.

mientras que las ecuaciones 3 y 4 se utilizaron para calcularles su frecuencia

relativa y su frecuencia relativa acumulada, respectivamente. Obteniéndose

finalmente, la siguiente tabla de distribucion de frecuencias:

TABLA DE DISTRIBUCION DE FRECUENCIAS

Frecuencia
Marcas Frecuencia |Frecuencia Relativa

Intervalos de Clase |de Clase|Frecuencia |Acumulada Relativa | Acumulada
Limites | Fronteras X; f; F; fi* F

3 16] 25 165 9.5 6 6 0.10909 0.10909

17 30| 16.5 30.5] 23.5 6 12 0.10909 0.21818

31 44| 305 445| 375 6 18 0.10909 0.32727

45 58| 445 585| 515 9 27 0.16364 0.49091

59 72| 585 725| 655 4 31 0.07273 0.56364

73 86| 725 86.5| 795 10 41 0.18182 0.74545

87 100| 86.5 100.5] 93.5 14 55 0.25455 1.00000

55 1.00000

Elaborar la descripcién grafica de los datos.

a) Histograma de frecuencias

Clientes

9.5

HISTOGRAMA DE FRECUENCIAS

235

37.5

51.5

65.5

79.5

93.5

Dias de Asistencia al Gimnasio
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b) Poligono de frecuencias

Clientes

POLIGONO DE FRECUENCIAS

SNNWAOONROO-_2NWS

I TR TUN TN SN TR TR S N T W

-4.5 9.5 235 375 515 655 795 935 1075

Dias de Asistencia al Gimnasio

c) Curva de Frecuencias

Clientes

CURVA DE FRECUENCIAS

S aaa

NWHENONDOONWH
L T e T e MY et LY S, L S I

T T T T T

-4.5 9.5 235 375 515 655 795 935 1075

Dias de Asistencia al Gimnasio
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3.

d) Ojiva

OJIVA

Clientes

2.5 16.5 30.5 445 58.5 72.5 86.5 100.5

Dias de Asistencia al Gimnasio

Calcular las medidas numéricas descriptivas.
a) Media Aritmética
Para calcularla se utilizd la ecuacién 6, obteniéndose el siguiente resultado:

Sx

X =" =58.04
n

b) Mediana _
Siguiendo el concepto presentado en el subcapitulo 1.6.1.2, se realiza lo siguiente:
Se ordenan los datos en forma creciente, como se tiene un numero de datos impar
(55), la mediana serd el valor de la observacion que se encuentra a la mitad del

conjunto ordenado es decir el dato 28:

Dato |30:32:33:34:35:38:40:45: 45: 46. 47

Orden | 23:24:25:26:27:28:29:30: 31: 32! 33

.........................................................

Dato [47:48166157:57:66: 67. 68 68. 76: 77

Orden [ 34:35:36:37:38:39:40:41: 42: 43: 44

Dato 78 78 78: 79 79 80: 80: 80 87: 88: 89

Orden | 45:46:47:48:49:50:51: 52! 53: 54. 55

..........................................................

Dato |90 90 90: 0: §1: 927931 84} 100: 100: 100

Por lo tanto, la mediana es 66.

16



c) Moda
Siguiendo el concepto presentado en el subcapitulo 1.6.1.2, se obtuvo que ésta es
90, ya que es el dato con mayor frecuencia (4).
d) Rango
Para calcularlo se utilizé la ecuacién 7, obteniéndose el siguiente resultado:
R=My-Mn=100-3 =97
e) Varianza

Para calcularla se utilizé la ecuacién 9, obteniéndose el siguiente resultado:

n

Z(Xi _)_(-)2
s? =i=171=898.11
n-

f) Desviacion Estandar

Para calcularla se utilizé la ecuacion 11, obteniéndose el siguiente resultado:

,Ii(xi _7)2
s=1"1t——— =29.97
i n-1

g) Coeficiente de Variacion
Para calcularlo se utilizé la ecuacidén 13, obteniéndose el siguiente resultado:

S 4100 = 51.64%
X

Del ejercicio anterior, se puede decir que la representacidén grafica de los datos es
asimétrica, las medidas de tendencia central media aritmética, mediana y moda se
calcularon en 58.04, 60 y 90, lo que confirma la carencia de simetria de los datos, ademas
se observa dispersidn alta en los datos, situacién que se confirma con los resultados

obtenidos por el rango, la desviacién estandar y el coeficiente de variacion.

En este subcapitulo se ejemplificé lo que se mostré de manera teérica en los anteriores,
esperando que el lector al final de este capitulo pueda efectuar el analisis previo a la
realizacion de inferencias; sin embargo para que éstas sean desarrolladas, es necesario
profundizar en el conocimiento de las distribuciéon de probabilidad y; por lo tanto, éste sera

el objetivo del capitulo siguiente.
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CAPITULO 2
DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD

En este capitulo se estudiard de manera breve qué es probabilidad, sus enfoques y su
definicion formal; esto porque {a probabilidad tiene un papel crucial en la aplicaciéon de la

inferencia estadistica.

De igual modo, se examinara qué es una variable aleatoria, concepto relacionado con
eventos numeéricos cuyo valor se determina por medio de un proceso aleatorio; asi mismo,
se diferenciard a las variables aleatorias: discretas y continuas; y a partir de estos
conceptos se definirdn las distribuciones de probabilidad y se estudiardn las
caracteristicas mas importantes de éstas. Finalmente, se aprenderd sobre algunas
distribuciones especificas de probabilidad: discretas y continuas; mismas que han
demostrado empiricamente ser modelos (tiles para diversos problemas préacticos y se
discutiran algunas areas de aplicacibn de cada modelo, con io que se pretende
proporcionar al lector una idea y comprension suficiente para utilizar los modelos de

manera apropiada.

2.1. Definiciones Basicas de Probabilidad’

Histéricamente se han desarrollado tres enfoques conceptuales para definir la
probabilidad y determinar valores de probabilidad: los enfoques clasico, empirico (de

frecuencia relativa) y el subjetivo.

2.1.1 Definicion Clasica de Probabilidad

“Dado un experimento cualquiera, que puede dar lugar a varios sucesos elementales

«igualmente posibles» se define como probabilidad de un suceso, A, al cociente entre el

numero de sucesos favorables, m, y el nimero de sucesos elementales posibles n".?

' En este subcapitulo se manejaran intuitivamente las palabras suceso y/o evento, pero
estas seran definidas de manera formal en el subcapitulo 2.2.
2 ENCICLOPEDIA CIENTIFICA CULTURAL — VOLUMEN ESTADISTICA p. 55.
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_ numero de sucesos favorables 4 _m

P(4)=—" .
numero de sucesos posibles n

Ejemplo 2.1.1 Sea el experimento aleatorio consistente en lanzar al aire una moneda
legal, es decir que los sucesos elementales “que salga sol” y “que salga aguila® son

igualmente posibles.

Si se designa mediante |a ietra A, el suceso que salga sol, se tiene que:

P(4)= numero de sucesos favorables 4 _ 1 _ 0.5
nimero de sucesos posibles 2

2.1.2 Definicion Empirica de Probabilidad

Dado un experimento aleatorio cualquiera, que puede dar lugar a varios sSuCesos
elementales, se define como probabilidad empirica de un suceso, A, a la frecuencia
relativa de aparicion de dicho suceso, cuando el nimero de observaciones crece
indefinidamente.®

P(A)=1m, *(4)

Ejemplo 2.1.2 Sea el experimento aleatorio del ejemplo anterior que consiste en lanzar
una moneda al aire. Los dos sucesos posibles: son “que salga sol” y “que salga aguila“.

Si en 500 lanzamientos ha salido 263 veces sol, la probabilidad del suceso:
A ="“que salga sol’, sera:

P(A)=1 *(4)= %63 -0.526

% Cfr. Ibid, p. 56
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2.1.3 Definicion Subjetiva de Probabilidad

La probabilidad de un evento es el grado de certidumbre que un individuo concede a la

ocurrencia del evento, con base de todas las evidencias de que dispone.”

Ejemplo 2.1.3 Un comentarista deportivo considera que existe una probabilidad de 0.7 de

que el equipo X gane el campeonato.
2.2. Desarrollo Axiomatico de la Probabilidad®

Para formalizar la definicibn de probabilidad, a través de axiomas, se repasaran

brevemente las definiciones de los conceptos siguientes:

Definicion 2.2.1 El conjunto de todos los posibles resultados de un experimento aleatorio
recibe el nombre de espacio muestral.

El conjunto de todos los posibles resultados puede ser finito, infinito numerable o infinito
no numerable. Por ejemplo, el niumero de reservaciones sin cancelar de un vuelo
comercial constituye un espacio muestral finito, dado que este numero nunca excedera la
capacidad del avién, que es finita. El nimero de llegadas al servicio constituye un espacio
muestral infinito numerable porque es posible colocar los resultados en una
correspondencia uno a uno con los enteros positivos. El peso del equipaje constituye un
espacio muestral infinito innumerable. A continuacidn se proporcionan las siguientes

definiciones.

Definicion 2.2.2 Se dice que un espacio muestral es discreto si sus resultados pueden

ponerse en correspondencia uno a uno con el conjunto de los enteros positivos.

Definicion 2.2.3 Se dice que el espacio muestral es continuo si sus resultados consisten

en un intervalo de nimeros reales.

* Cfr. KAZMIER, Leonard J., Estadistica Aplicada a la_Administracion v a la_Economia,
p. 65.
> CANAVOS C. George, Probabilidad y Estadistica Aplicaciones y Métodos, p. 32 — 36.
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Ejemplo 2.2.1 Considerando ta representacién de las fichas de un domino abajo

mostrada, diga qué tipo de espacio muestral es éste.

6o o o o6 0o ¢ 0
b 1 2 3 4 "5 T8
s S S N E
T 2 3 & 5 s
2z 2 2 2 2

2 3 4 53 b

3 4 5 6

4 4 4

4 5 6

S 5

5 6

Soluciébn: Discreto.

Con respecto a los resultados de un espacio muestral, se puede estar interesado en un

subconjunto de éstos. De esta manera se tienen las siguientes definiciones.

Definicién 2.2.4 Un evento del espacio muestral es un grupo de resultados contenidos en

este espacio, cuyos miembros tiene una caracteristica comun.

Por caracteristica comin debe entenderse que Unicamente un grupo de resultados en
particular satisface la caracteristica y los restantes, contenidos en el espacio muestral, no;
Se dice que un evento ha ocurrido si los resultados del experimento aleatorio incluyen a
algunos de los que definen al evento. En este contexto, el espacio muestral, evento en si
mismo, puede entenderse como un evento seguro, puesto que se tiene un 100% de
certidumbre de que ocurrird un resultado del espacio muestral cuando el experimento se
lleve a cabo.

Ejemplo 2.2.4 ; De cuantos resultados consta el evento de que al seleccionar una ficha en
el domind del ejemplo 2.2.1 aparezca un uno?

Solucién: De siete y son los siguientes:
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olo

'y L0 0 06 g
o 1] 2 3 4 s

1]
S 6

A
4

1 1
3

Definicién 2.2.5 El evento que contiene a ningn resultado del espacio muestral recibe el

nombre de evento nulo o vacio.

El evento nulo o vacio se representa mediante el siguiente simbolo: @

Ejemplo 2.2.5 De un ejemplo de un evento nulo, considerando el domino del ejemplo
2.2.1.

Solucioén: £l vacio.

Sean E, y E, cualesquiera dos eventos que se encuentren en un espacio muestral dado

denotado por § . Valiéndose de estos se indican las siguientes definiciones:

Definiciéon 2.2.6 El evento formado por todos los posibles resultados en E, o E, o en

ambos, recibe el nombre de la uniénde E, y E, y se denota por £, U E,.

Ejemplo 2.2.6 Considere el domino del ejemplo 2.2.1, ;De cuantos elementos esta
formado E, U E, st E| es el conjunto de todas las fichas que tienen 0y E, las fichas que

tienen 17?

Solucién: De 13 elementos y son los siguientes:

O
[ K

Definicion 2.2.7 El evento formado por todos los resultados comunes tanto a £, como a

E, o enambos, recibe el nombre de la interseccion de E, y E, y se denotapor E, N E,.
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Ejemplo 2.2.7 ;De cuantos elementos esta formado £, N E, si £,y E, son los eventos

que se describen en el ejemplo anterior?

Solucién: De un elemento.

Definicién 2.2.8 Se dice que los eventos £, y E, son mutuamente excluyentes o
disjuntos si no tienen resultados en comun; en otras palabras E, N E, = ® =evento

vacio.

Ejemplo 2.2.8 Utilizando el domino del ejemplo 2.2.1, diga dos eventos mutuamente
excluyentes.
Solucién:

E,: Ef conjunto de todas las fichas con 0.

E,: El conjunto de fichas en las que los puntos de cada una suman por lo menos 7.

o o o o _o _o _of
o 1 2 3 4 5 &
e T i
T "2 "3 Ta 5 [|[e
2 2 2 ||2 _2
2 3 4 || s
3 | 3 _3]
3 ||l4 5 6
[ 4 _4 _4]
A4 5 6
| S _S|
5 6

Definicion 2.2.9  Si cualquier resuitado de E, también es un resultado de E,, se dice que

el evento E, esta contenido en E, y se denota por E, C E,.

Ejemplo 2.2.9 Utilizando el domind del ejemplo 2.2.1, dé dos eventos en los que uno esté
contenido en otro.
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Solucion:

E,: El conjunto de fichas en que los puntos de cada una suman por lo menos 7.

E,: El conjunto de fichas en las que los puntos de cada una suman exactamente 7.

6 o o6 0o 0o 0o _0
o 1 2 3 4 5 8
e e S N | LB
1 2 3 5

2 2 2z |2y _2

2 4 || 50 6

S 13y &2 3

3 ||l4 5 6

|4 4 4

4 5 6

|5 S

5 &

Definicién 2.2.10 El complemento de un evento £ con respecto al espacio muestral S, es
aquel que contiene todos los resultados de S que no se encuentran en E, y se denota

por E .

Ejemplo 2.2.10 Utilizando el espacio muestral del ejemplo 2.2.1, dé un evento y €l
complemento de éste.

Solucién:
E: El conjunto de fichas en las que los puntos de cada una suman por lo menos 7.

E : El conjunto de fichas en las que los puntos de cada una suman menos de 7.
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N
w
o
ol

(4 4 4
4 5 6
(5 5
5 6

\ [& )

Antes de formalizar la definicion de probabilidad, se dird que ésta es un nimero real que

mide la posibilidad colectiva, de ocurrencia, de los resultados del evento cuando se lleve a
efecto el experimento. A continuacidn se da la definicion axiomatica de |la probabilidad.

Definicién 2.2.11 Sea S cualquier espacio muestral y £ cualquier evento de éste. Se
llamaré funcién de probabilidad sobre el espacio muestral S a P(E) si satisface los
siguientes axiomas:

1. P(E)20

2. P(S)=1

3. Siparaloseventos E,, E,, E,, ...

E.NE;,=® paratodai=# |, entonces

P(E,UE,u..)=P(E )+ P(E,)+.

25



Los siguientes teoremas® son consecuencias de estos tres axiomas:

Teorema 1. P(®)=0.

Teorema 2.Para cualquier evento £c §, 0< P(E)<1.
Teorema 3.Sea § un espacio muestral que contiene a cualesquiera dos eventos 4 y B

entonces,

P(4 U B)= P(4)+ P(B)- P(4n B)
2.3  El Concepto de Variable Aleatoria’

El propésito de una variable aleatoria es transformar cada punto de un espacio muestral
en un punto de un eje real, de tal manera que dicha transformacién sea una funcién. De

manera formal, este concepto se define en el siguiente parrafo.

Definicion 2.3.1 Sea § un espacio muestral sobre ef que se encuentra definida una
funcién de probabilidad. Sea X una funcién de valor real definida sobre S, de manera
que transforme los resultados de S en puntos scbre la recta de los reales. Se dice

entonces que X es una variable aleatoria.

Ya que una variable aleatoria es una caracterizacién cuantitativa de los resultados de un
espacic muestral, ésta posee intrinsecamente la naturaleza discreta o continua de este

espacio.

Definicion 2.3.2 Se dice que una variable aleatoria X es discreta si el nimero de valores
que puede tomar es contable (ya sea finito o infinito), y si éstos pueden arreglarse en una

secuencia que corresponde con los enteros positivos.

® Las demostraciones de estos teoremas pueden ser consultadas en Ia bibliografia citada
para este subcaplitulo.
" CANAVOS, op. cit. p. 52 - 53.

26



Los siguientes son ejemplos tipicos de variables aleatorias discretas:
1. El nimero de tornillos defectuosos en una muestra de 10 extraida de
una produccién industrial.
2. Elnamero de personas que esperan en la oficina de un doctor.

Definiciébn 2.3.3 Se dice que una variable aleatoria X es continua si sus valores

consisten en uno o Mas intervalos de la recta de los reales.

Los siguientes son ejemplos tipicos de variables zleatorias continuas:
1. La estatura de una persona.
2. La cantidad de azucar en una mandarina.

2.4 Distribuciones de Probabilidad de Variables Aleatorias Discretas®

En general, una variable aleatoria discreta X representa los resultados de un espacio
muestral en forma tal que por P(X = x) se entender la probabilidad de que X tome el
valor de x. De esta forma, al considerar los valores de una variable aleatoria es posible
desarrollar una funcién matematica que asigne una probabilidad a cada realizacion x de
la variable aleatoria X . Esta funcién recibe el nombre de funcién de probabilidad® de la
variable aleatoria X . El Término mas general, distribucién de probabilidad, se refiere a la
coleccion de valores de la variable aleatoria y a la distribucién de probabilidades entre
éstos. Sin embargo, hacer referencia a la distribucidon de probabilidad de X no soélo
implica la existencia de la funcién de probabilidad, sino también la existencia de la funcién

de distribucién acumulativa de X .

Definicion 2.4.1 Sea X una variable discreta. Se llamara a p(x)= P(X = x) funcién de
probabilidad de la variable aleatoria X', si satisface las siguientes propiedades:

1. p(x)z 0 para todos los valores de x de X ;

2. zxp(x)z L.

® Ibid, 53 — 57.
® El nombre completo de esta funcion es el de funcién de masa de probabilidad de una
variable aleatoria discreta.
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3. p(x( SXSX})= ip(x)
Y=x,

Definicién 2.4.2 La funcion de distribuciéon acumulativa de la variable aleatoria X es la

probabilidad de que X sea menor o igual a un valor especifico x y esta dada por:

F(x)= P(X <x)= Zp(x,.)

RS ¢

Por lo tanto, en el caso discreto, una variable aleatoria X estd caracterizada por la

funcién de probabilidad puntual p(x). la cual determina la probabilidad puntual de que
X =x, y por la funcién de distribucion acumulativa de F (x) la que representa la suma

de las probabilidades puntuales hasta el valor de x de X inclusive.

En general, la funcién de distribucién acumulativa F(x) de una variable aleatoria discreta
es una funcion no decreciente de los valores de X, de tal manera que

1. 0< F(x)<1 para cualquier x;

2. F(x,.)z F(x}.) six; 2x;

3. P(X>x)=1-F(x)
Ademas, puede establecerse que para variables aleatorias de valor entero se tiene que:

4. P(X =x)=F(x)- F(x-1);
5. Ply, <X 2x,)=Flx;)- Fx, - 1)
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Ejemplo 2.4.1 El nUmero de vagonetas solicitadas en renta a una agencia de alquiler en

un periodo de 50 dias se identifica en la siguiente tabla:

Demanda posibie | NOmero de

X Dias p(x) P(X =x)

3 3 0.06 0.06
4 7 0.14 0.20
5 12 0.24 0.44
6 14 0.28 0.72
7 10 0.20 0.92
8 4 0.08 1.00

50 1.00

2.5 Distribuciones de Probabilidad de Variabies Aleatorias Continuas'®

En el caso continuo, la probabilidad de gue una variable aleatoria X tome un valor

especifico x es cero.

La distribucién de probabilidad de una variable aleatoria continua X esté caracterizada
por una funcién f(x) que recibe el nombre de funcion de densidad de probabilidad. Esta
funcion f(x) no es la misma funcion de probabilidad que para el caso discreto. Como la

probabilidad de que X tome e! valor especifico x es cero, la funcion de densidad de
probabilidad no representa {a probabilidad de que X = x. Mas bien, ésta proporciona un

medio para determinar la probabilidad de un intervalo a < X <b.

La funcidén de densidad de probabilidad de una variable aleatoria continua X se define

formalmente de la siguiente manera:

Si existe una funcién f(x) tal que

1. f(x)20, —0<x <o,

2. _Tf(x}zr =1,y

" Ibid, p. 57 — 62.

29



para cualesquiera a y b, entonces f(x) es la funcién de densidad de probabilidad de la

variable aleatoria continua X .

Al igual que en el caso de una variable aleatoria discreta, la funcién de distribucion
acumulativa F(x) de una variable aleatoria continua X es la probabilidad de que X

tome un valor menor o igual a algun x especifico. Esto es,

P(X < x)=F(x)= j 1y,

en donde t es una variable artificial de integracion.

Dado que para cualquier variable aleatoria continua X,

X

P(x =x)= [fle}t =0,

entonces:
P(X <x)=P(X <x)=F(x).

La distribucién acumulativa F(x), es una funcién lisa no decreciente de los valores de la

variable aleatoria con las siguientes propiedades:

1. F(-0)=0;

2. Fleo)=1;

3. Pla<X<b)=F(b)-Fla);
4. dF(x)/dx = f(x).
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Ejemplo 2.5.1 El tiempo requerido por los estudiantes para presentar un examen de una

hora es una variable aleatoria con funcién de densidad dada por

f(x)=

0 en ofro caso

a) Determinar el valor de ¢ que hace de f{x) una funcién de densidad.

b) Una vez calculada c, obtener F(x)

Solucion:

1

a) J(cxz +xJix =1, de donde

[

¢ 1 3
~—+—-=]l>c=—
3 2
3, Poox?
by F(x)= {—1'+1Jdt=x—+x—, 0<x<1
L2 2 2
Finatmente,

0 , x<0
F(x)= —+% 0<x<1

| x>1

2.6 Valor Medio y Varianza de Distribucién

En lugar de usar la caracterizacion completa de una distribucidn, por lo regular es
suficiente con describirla (aunque incompletamente), en términos de ciertas cantidades

que caracterizan propiedades generales de dicha distribucion. Las dos cantidades mas

importantes son el valor medio o media u vy |a varianza o’ ; y a continuacion se definen.

31



2.6.1 Valor Medio de una Distribucion'

El valor medio o media de una distribucién se representara por u. En el caso de una

distribucién discreta se define como
E(x)= H= inp(xi)

y en el caso de una distribucién continua por

Ex)= p= j[xf(x)ix.

2.6.2 Varianza de una Distribuciéon'

La varianza de una distribucion se representa por ¢’ . En el caso discreto se define segin

la férmula

Var(x) =c’ = Z(X,- —.U)zp(x:)

y en el caso continuo mediante la férmula

Var(x)=0o" = e]‘(r — u) f(x)dx.

2.7  Algunas Distribuciones de Probabilidad

Este subcapitulo esta dedicado al conocimiento de las principales distribuciones de

probabilidad, tanto discretas como continuas.
2.7.1 Distribuciones Discretas

Se consideraran tres distribuciones discretas que tienen mucha importancia en

estadistica. Estas son, la distribucién binomial, la de Poisson y la hipergeomeétrica.

" Cfr. KREYSZIG, Erwin, Introduccion a la Estadistica Aplicada Principios y Métodos,
p. S7.
2 Cfr. Ibid, p. 97.
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2.7.1.1 Distribucién Binomial

Es una de las distribuciones discretas de probabilidad mas Utiles. Sus areas de aplicacién
incluyen inspeccion de calidad, ventas, mercadotecnia, medicina, investigacion de

opiniones y otras.*

La distribucién binomial es un modelo aplicable para situaciones de toma de decisiones
en las que puede suponerse que un proceso de muestreo responde a un proceso

Bernoulli. Un proceso Bernoulli es un proceso de muestreo en el que:

1. En cada ensayo u observacion sélo son posibles dos resultados mutuamente
excluyentes. Por convencidn éstos resultados se llaman éxito y fracaso.

2. Los resultados de la serie de ensayos, u observaciones, constituyen eventos
independientes.

3. La probabilidad de éxito de cada ensayo, indicada por p, es constante de un

ensayo a otro. Esto es, el proceso es estacionario.

La distribucién binomial puede servir para determinar la probabilidad de obtener un

numero establecido de éxitos en un proceso Bernoulli. Se requiere de tres valores: el

nimero establecido de éxitos (x); el nimero de ensayos, u observaciones (n), y la

probabilidad de éxito en cada ensayo (p)."

Para resolver problemas que satisfacen las condiciones enunciadas en el parrafo anterior,

se utilizard una férmula que se obtendra de la siguiente forma: si p y 1-p son
probabilidades de éxito y fracaso en cada ensayo, entonces la probabilidad de obtener x
éxitos y n—x fracasos en algun orden especifico es p*(1— p)™*: claramente, en este
producto de las p's y de las (1- p)'s hay un factor p para cada éxito, un factor 1— p
para cada fracaso, y los x factores p ylos n—x factores 1- p son multiplicados todos a

la vez. En vista de que esta probabilidad se aplica a cualquier punto def espacio muestral

que representa x éxitos y n—x fracasos (en cualquier orden especifico), sélo tenemos

3 CANAVOS op. cit. p. 89.
" KAZMIER op. cit. p. 96.
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que contar cuantos puntos de esta clase existen, y multiplicar entonces p*(1- p)'™ por

este niUmero. Evidentemente, el numero de formas en que podemos obtener x éxitos en

n ensayos es el nimero de combinaciones de x objetos seleccionados de un conjunto

n
de n objetos [ ] asi llegamos al siguiente resultado.'
X

Funcion de Probabilidad Parametros
n _ .
p(x;n,p)=[ ]p*(l -p) " n , entero positivo
x p,.0<p<l
x=0,1,2,..,n
Media Varfanza
np npq
n=35p=0.2 n=>5p=02= n=23 p=20.5
0.4 - O.AL O_AL
~ 03 0.3 0.3—
= 0.2 0.2+ 0.2+
0.1+ o_\‘ | ‘ 0.1’— ‘
| ( 1 1 |
01 2 3 4 8§ o1l 2 3 a4 s 01 2 3 4 35 x

FIGURA 2.1. Graficas de la funcion binomial de probabilidad. '

2.7.1.2 Distribucién de Poisson

La distribuciéon de Poisson puede utilizarse para determinar la probabilidad de ocurrencia
de un numero establecido de eventos cuando éstos ocurren en un continuum temporal o
espacial. Este proceso se llama proceso de Poisson; aungue semejante al proceso
Bernoulli,'” se distingue de él en que los eventos ocurren a lo largo de un continuum
(durante un intervalo temporal, por ejemplo) y en que no se dan ensayos propiamente
dichos. Un ejempio de un proceso de este tipo seria el nimero de personas que llegan a
una tienda de autoservicio en un tiempo determinado, el niumero de bacterias en un

cultivo, etcétera. Como en el caso del proceso Bernoulli, se supone que los eventos son

'S MILLER, Irwin, John E. FREUND y Richard A. JOHNSON, Probabilidad y Estadistica
para Ingenieros, p. 93 — 94.

'® CANAVOS op. cit. p. 91.

7 Vid. 2.7.1.1
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independientes y el proceso es estacionario.

Para determinar la probabilidad de ocurrencia de un nimero establecido de eventos en un
proceso de Poisson s6lo se requiere de un valor: el nUmero medio de eventos a largo
plazo en la dimensién temporal o espacial especifica de interés. Por lo general esta media

se representa como A, 0 en ocasiones como u. La féormula para determinar la

probabilidad de un nGmero establecido de éxitos x en una distribucién de Poisson es:'"®

Funcion de Probabilidad Parametro
-2 X
e A
xA)=
p( ) x! A>0
x=0,1,2,..
Media Varianza
A 2
= = A=4
0.4 A= 04 =2 0.4
0.3F 0.3F 0.3
2 02F 0.2F 0.2
[-N
0.1F ‘ 0.1F 0.t}
012345 0123456 01234567809 .

FIGURA 2.2 Graficas de la funcion de probabilidad de Poisson.™

2.7.1.3 Distribucion Hipergeométrica

Cuando el muestreo se realiza sin reemplazo de cada elemento muestreado tomado de
una poblacion finita de elementos, no se aplica el proceso Bernoulli, porque cuando se
eliminan elementos de la poblacién existe un cambio sistematico en la probabilidad de
éxito. Cuando en una situacién que de otro modo corresponderia a un proceso Bernoulli,

se hace uso del muestreo sin reemplazo, la distribucidn discreta adecuada es la
distribucién hipergeométrica.

8 KAZMIER op. cit. p. 99.
¥ CANAVOS op. cit. p. 100.
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Concediendo que x és el nimero establecido de éxitos, N el nimero total de elementos
de la poblacién, k el numero total de éxitos incluidos en la poblacién y »n el numero de

elementos de la muestra, la férmula para determinar probabilidades hipergeométricas

es®
Funcion de Probabilidad Parametros
p(x;N,n,k)zu_ N, n, k, enteros positivos
(NJ l<n<N; 1<k<N:
n N=12,..
x=0,1,2,..,n
x<k, n—x<N-k
Media Varianza
) nk(N — k)N — n)
N NN -1)
0.4 n= 0.4[ n<a
k= k=
0.3 0.3F
=
Q 0‘2 . 0_2 L
0121345 0112 34x

FIGURA 2.3 Gréficas de la funcién hipergeométrica de probabilidad.?!
2.7.2 Distribuciones Continuas

De manera especifica en este subcapitulo se estudiaran los siguientes modelos de
probabilidad: normal, uniforme, gama, de Weibull, exponencial negativa y beta.

2 KAZMIER op. cit. p. 98.
#' CANAVOS op. cit. p. 110.
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2.7.2.1 Distribucion Normal

La distribucion normal de probabilidad es una distribucién de probabilidad continua. La
curva de probabilidad que representa a la distribucion normal de probabilidad tiene forma
de campana, como lo ejemplifican las curvas de probabilidad de la siguiente figura.

fEx)

0.3

{
|
|
0.1 — !
l

p=10 x

FIGURA 2.4 Gréficas de fa funcién de densidad normal para diferentes valores de u y o 2

La distribucion normal de probabilidad es importante para la inferencia estadistica por tres
razones:
1. Se sabe que las medidas obtenidas por muchos procesos aleatorios
siguen esta distribucion.
2. Las probabilidades normales suelen servir para aproximar otras
distribuciones de probabilidad, como las distribuciones binomial y
Poisson.
3. Las distribuciones estadisticas como la media muestral y la proporcién
muestral tiene distribucién normal cuando el tamafo de muestra es
grande, independientemente de la poblacidn origen.

2 CANAVOS op. cit. p. 132.
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Como sucede en todas las distribuciones continuas de probabilidad, un valor de

probabilidad de una variable aleatoria continua sélo puede determinarse para un intervalo

de valores.

Se dice que una variable aleatoria X se encuentra normalmente distribuida si su funcion

de densidad de probabilidad esta dada por:

Funcion de Densidad de Probabilidad Parametros
s 1,0) = Ao B
NOYT
g, o>0
—0CX<
Media Varianza
H ol

Puesto que toda diferente combinacién de x4 y o generaria una distribucién normal de
probabilidad diferente, las tablas de probabilidad normales se basan en una distribucién
en particular: la distribucién normal estandar. Esta es la distribucion normal de
probabilidad con =0y o=1. Todo valor de x precedente de una poblacibn con
distribucidon normal puede convertirse en el equivalente valor esténdar de z mediante la

formula:

Un valor de z reformula el valor x original en términos del nltmero de unidades de la
desviacion estandar por las cuales el valor original difiere de la media de la distribucion.

Un valor negativo z indicaria que el valor x original estaba por debajo de la media.®

2 KAZMIER op. cit. p. 115.
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Jx)y

J(z)

FIGURA 2.5 Correspondencia entre las probabilidades de X y de .
2.7.2.2 Distribucién Uniforme

Supbngase que ocurre un evento en que una variable aleatoria toma valores de un
intervalo infinito, de manera que éstos se encuentran distribuidos igualmente sobre el
intervalo. Esto es, la probabilidad de que la variable aleatoria tome un valor en cada
subintervalo de igual longitud es la misma. Se dice entonces que la variable aleatoria se

encuentra distribuida uniformemente sobre el intervalo.

La distribucidén uniforme proporciona una representacién adecuada para redondear
diferencias que surgen al medir cantidades fisicas entre los vafores observados y los

reales. Por ejemplo, si el peso de un individuo se redondea al kilogramo mas cercano.

Se dice que una variable aleatoria X esta distribuida uniformemente sobre el intervalo

(a,b) si su funcién de densidad esta dada por:®

* Ibid, p. 137.
= Ibid, p. 143 — 147.
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Funciéon de Densidad de Probabilidad Parametros

1
(b‘a) asxs<bh a, -0 <a—<w
f(X;a,b)=ﬂ
0 paracualquier otro caso b, —0<b<w0
Media Varianza
(a+b) (b_a)z
2 12
f(x)
j [
) |
| |
| |
a b x

FIGURA 2.6 Grafica de la funcion de densidad de probabilidad uniforme.?

2.7.2.3 Distribucién Gama®

Esta distribucidn se emplea de manera extensa en una gran diversidad de areas; por
ejemplo, para representar el tiempo aleatorio de la falla sélo si de manera exacta los
componentes fallan y fa falla de cada componente ocurre a una frecuencia constante
A =1/8 por unidad de tiempo. También se emplea en problemas de lineas de espera para
representar el intervalo (de tiempo) total para completar una reparacién si ésta se lleva a
cabo en subestaciones; completar la reparacion de cada subestacién es un evento
independiente que ocurre a una frecuencia constante igual a 1 =1/8. Existen algunos
ejemplos que no siguen el patrén anterior pero se aproximan de manera adecuada

mediante el empleo de la distribucidon gama, como (os ingresos familiares y la edad del
hombre al contraer matrimonio por primera vez.

% [bid, p. 144.
2 Ibid, p. 152 — 159.
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Se dice que la variable aleatoria X tiene una distribuciéon gama si su funcién de densidad

de probabilidad esta dada por:

Funcion de Densidad de Probabilidad Parametros
! x* e_%
I(a)o" x>0 a, a>0
S a,0)=1
0 para cualguier otro caso g, 6>0
Media Varjianza
ab af?

Donde: F(a)= jx""e"dx, a>0

0

Algunas propiedades de esta funcién son:

1. T()=1

2. Ma+l)=all(a)
3. Te+l)=a!
a. F[%]:[—;—l]!
5, r[é}ﬁ.”

La distribucion gama es muy versatil puesto que exhibe varios perfiles que dependen del

valor del parametro ¢ . En la siguiente figura se ilustran distintos perfiles de la funcion de

densidad gama para distintos valores de o y €. Como puede observarse, para « £1, la

distribucion gama tiene un perfil en forma de J transpuesta. Para a > 1, presenta un pico

que ocurre en x = 9((1 - 1). Para un valor fijo 8, el perfil basico de {a distribucion gama no

se altera si el valor @ cambia. Lo anterior da como resultado que las cantidades a y 8

son los factores de forma y de escala, de |a distribucién gama.

% KREYSZIG op. ¢it. p. 164 — 165.
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f(x)

0.7
0.6
0.5

0.4

FIGURA 2.7 Gréaficas de la funcién de densidad gama para distintos valores de « y & 2

Cuando «a es un entero positivo, la distribucion gama se conoce también como
distribucion de Erlang; por otro lado, si =1, la distribucién Erlang (gama) se reduce a o

gue se conoce como la distribucion exponencial negativa.

Otro caso especial del modelo de probabilidad gama es la distribucién chi-cuadrado™

cuando o =v/2 y 6 =2, esta distribucion se encuentra caracterizada por un mismo

parametro v, que recibe el nombre de grados de libertad.

2 CANAVOS op. cit. p. 152.
*® {a funcién de densidad de probabilidad de una variable aleatoria chi—cuadrado se

determina por:
X
3

l v/2-)

F(v/2)f2’/2 x

0 para cualquier otro caso.

x>0

e

JIEVER

Como se vera, esta distribucion interviene en la inferencia estadistica y de manera
especial al hacer inferencia respecto a las varianzas.
Vid: Ibid, p. 158.
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2.7.2.4 Distribucion de Weibult*'

En los ultimos 25 afios esta distribucion se empled como modelo para situaciones de
tiempo—falla y con el objetivo de lograr una amplia variedad de componentes mecanicos y

eléctricos.

Se dice que una variable aleatoria X tiene una distribucion de Weibull si su funcién de
densidad de probabilidad esta dada por:

Funcién de Densidad de Probabilidad Parametros
. o
124 a-} _(EJ
—X &
B¢ x>0 a, a0
f50,0)=
0 para cualguier otro caso g, 6> 0
Media Varianza

i f-2--2]

La distribucién Weibull es una familia de distribuciones que dependen de dos parametros:
el de forma, o y el de escala, €. En la siguiente figura se muestran varias graficas de la
distribucidn Weibull para distintos valores de o y 8; y como puede observarse, esta
distribucién tiene distintos perfiles dependiendo del valor « . Por ejemplo, si a <1, tiene

una forma de J transpuesta, y si & > 1, fa funcidén de densidad presenta un pico Unico.

FIGURA 2.8 Graficas de la funcién de densidad de Weibull para distintos valores de @ y 6 22

% Ibid, p. 159 — 163.
%2 jbid, p. 160.
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Existen dos casos especiales en la distribucion de Weibull que merecen mencion
especial. Cuando el parametro de forma es igual a uno, la distribucion de Weibull (al igual

que la gama), se reduce a la distribucién exponencial negativa. Cuando a =2 vy el

parametro de escala 8 se reemplaza por V20, la funcién de densidad de Weibull se

reduce a lo que se conoce como distribucién de Rayleigh.®
2.7.2.5 Distribucién Exponencial Negativa™

Se ha notado con anterioridad que la distribucién exponencial (negativa) es un caso
especial de los modelos de Weibull y gama. Ya que es un caso especial de (a distribucién
gama (Erlang), la variable aleatoria exponencial es el tiempo que transcurre hasta que se
da el primer evento de Poisson. Es decir, la distribucién exponencial puede modelar el
lapso entre dos eventos consecutivos de Poisson que ocurren de manera independiente y
a una frecuencia constante: esta distribucion se emplea con bastante frecuencia con
objeto de modelar problemas del tipo tiempo-falla y como modelo para el intervalo en
problemas de lineas de espera.

Si una variable aleatoria X tiene una distribucion exponencial, su funcién de densidad
esta dada por:

* La funcion de densidad de probabilidad de una variable Rayleigh se determina por:

x>0

0 para cualquier otro caso.

Esta distribucion es utilizada en problemas de ruido asociados con sistemas de
comunicacion.
Vid: BILLINTON, Roy y Ronald N. ALLAN, Reliability Evaluation of Engineering
Systems Concepts and Technigues, p. 192.
¥ CANAVOS op. cit. p. 163 — 167.




Funcién de Densidad de Probabilidad Parametro

1 {3

03 x>0
S(x:6)=1 9, 6> 0
0 para cualquier otro caso
Media Varianza
6 f?

La distribucion exponencial se caracteriza por un parametro 8. que representa el {apso
promedio de tiempo entre dos eventos independientes de Poisson. En el contexto de la

confiabilidad, & recibe el nombre de tiempo promedio entre fallas; y 1/6 es la frecuencia

de la falla.

fx)

N
7,

X

FIGURA 2.9 Gréafica de la funcion de densidad exponencial.
2.7.2.6 Distribucion Beta®®

Una distribucidon que permite representar una gran variedad de perfiles es la distribuciéon
beta. Se ha utilizado para representar variables fisicas cuyos valores se encuentran
restringidos a un intervalo de longitud finita y para encontrar ciertas cantidades que se
conocen como limiles de tolerancia sin necesidad de la hipétesis de una distribucion

normal. Ademas, la distribucion beta juega un gran papel en la estadistica bayesiana.

Se dice que una variable aleatoria X posee una distribucion beta si su funcién de

densidad de probabilidad esta dada por:

% Crf. MILLER, Irwin, John E. FREUND y Richard A. JOHNSON, op. cit. p. 161.
% CANAVOS op. cit. p. 147 - 151.

45



Funcién de Densidad de Probabilidad Parametros

r(a +ﬁ) a-1(y _ \B-!
Mar(p)” (1-x) 0<x<] " o
f(x6)=
0 para cualquier otro caso B B0
|
Media Varfanza
(44 aﬁ
(a+,8) (a+,8)2(a+/3+1)

Las cantidades & y B de la distribucién beta son, ambas, parametros de perfil. Valores
distintos de « y B daran distintos perfiles para la funcién de densidad beta. Si tanto o
como S son menores que uno, la distribucién beta tiene un perfil en forma de U. Si a <1
y B 21, la distribucion tiene un perfil de J transpuesta; y si S <1y a =1, el perfil es una
J. Cuando tanto o y S son ambos menores que uno, la distribucién presenta un pico en
x=(a-1)/{a+ B -2). Finamente, la distribucion beta es simétrica cuando a = 8. En la
siguiente figura observe los perfiles de esta distribucion.

f(x)— f(x)

1.6 a=0.5 a=| 1.6

1.2 1.2

0.8 0.8

0.4 0.4

| ]
0.2 04 065 0.8 x 0.2 04 06 0.8 x

FIGURA 2.10 Gréfica de la funcién de densidad beta para distintos valores de o y 8.7

En este capitulo se estudiaron las principales distribuciones de probabilidad y se
discutieron algunas areas de aplicacién de cada modelo, sin embargo el lector debe de
considerar que para un experimento aleatorio siempre se elegird la distribucion de
probabilidad que mejor se ajuste a este, para tal eieccién en el siguiente capitulo se
muestran algunas pruebas de bondad de ajuste asi como algunos métodos de inferencia

estadistica.

37 CANAVOS op. cit. p. 148.
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CAPITULO 3
ESTIMACION DE DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD PARA DATOS EMPIRICOS Y
LA DETERMINACION DEL TAMANO DE MUESTRA

En numerosas ocasiones la informacibn con gue se cuenta para analizar el
comportamiento de cierto experimento, o para intentar hacer un pronéstico, es tan poca,
que resulta insuficiente si se intenta utilizar las técnicas clasicas. Sin embargo, ante la
cotidianeidad con gque se presenta esta problematica se han desarrollado otras técnicas

que permiten librar la situacién.

Por esta razén, el objetivo de este capitulo es el de estudiar los métodos de estimacion de
la distribucion de probabifidad para datos empiricos, entre los que se destaca el método
del rango mediano que sirve para taf fin cuando se cuenta con una muestra pequena o
insuficiente; asi como los métodos de determinacion det tamafo de muestra, ya que ésta
debe de ser lo suficientemente grande para que las inferencias elaboradas en una

poblacién o estudio, —como lo es el de simulacién— se apeguen a la realidad.

3.1 Estimacion de la Distribucién de Probabilidad para Datos Empiricos’

Datos Empiricos -

Representacién Grafica de la Distribucion de
Probabilidad de los Datos Empiricos

Seleccién de la Distribucion de
Probabilidad Tedrica

Estimacién de Parametros de 1a
Distribucidn de Probabilidad Téorica

Prueba de Bondad de Ajuste |

Distribucién de
Probabilidad Seleccionada

FIGURA 3.1 Algoritmo para la Estimacién de la Distribucién de Probabilidad para Datos

Empiricos.?

' KNEZEVIC, Jezdimir, Reliability, Maintainability and Supportability a Probabilistic

Approach p. 150 - 151,
2 Ibid. p. 151,
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El algoritmo anterior muestra los pasos a seguir para estimar la distribucion de

probabilidad de los datos empiricos obtenidos.

Es necesario hacer énfasis en que el término experimento abarca un gran nimero de
actividades cuyo objetivo es generar y coleccionar datos (pruebas de laboratorio, datos de

campo, reportes de usuario; y otros similares).

A continuaciéon se explican los pasos dej algoritmo anterior.

3.1.1 Representacion de la Distribucidn de Probabilidad de los Datos Empiricos

Existen dos métodos para representar —o aproximar— la distribucién de probabilidad de los
datos empiricos dependiendo del numero total de resultados disponibles y son los
siguientes:

e Método del Rango Mediano.

o Método de Frecuencias Relevantes.

El primero es aplicable en casos donde el numero de datos es menor a 50, mientras que
el segundo se recomienda en el caso contrario. Ambos métodos son descritos para una

variable aleatoria X .

3.1.1.1 Método del Rango Mediano para la Estimacion de la Distribucién de

Probabilidad para Muestras Pequenas®

De acuerdo con el teorema de Bernoulli, la probabilidad de ocurrencia de un evento se
define por la razon de su frecuencia entre el numero total de resultados, n, cuando ésta se
aproxima a infinito, pero cuando el nimero de casos es insuficiente los datos no pueden
ser agrupados y consecuentemente no se puede determinar de esta manera su

distribucién de probabilidad. Ante este problema se han desarrollado algunos métodos

® En este caso se considera muestra pequena a aquella que consta de menos de 50
datos, esto porque existen unas tablas que proporcionan las probabilidades acumuladas
de los datos (en orden ascendente) correspondientes al rango bajo consideracion; estas
probabilidades son calculadas mediante el método del rango mediano RM aqui
explicado cuya aproximacién es correcta al valor en tablas con 1% de error para 4 datos
y de 0.1% para mas de 50.
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para estimar la distribucion de probabilidad; entre éstos destaca el método del rango

mediano el cual es el mas utilizado y se presenta a continuacion.

El rango mediano (RM) representa la proporcion acumulada de los datos

correspondientes al rango bajo consideracion, la funcion de distribucion acumulada de

datos empiricos F' () puede determinarse para la variable aleatoria X, como sigue:

F‘(x.):RM(xi)=% (3.1)

y la funcién de densidad de los datos empiricos f'():

1n(xi)=( !

n+0.4)x(x,, - X;)

(3.2)

Es necesario mencionar que para aplicar estas expresiones a fos datos empiricos, estos
deben de ser ordenados en forma ascendente, i.e. i=1 corresponde al resultado con el

valor numérico mas bajo.*

Para aclarar este método y hacer los célculos de manera facil se presenta el siguiente

ejemplo.

Ejemplo 1.3.1.1 El tiempo de falla de nueve dispositivos probados se lista a continuacién;
85, 35, 38, 100, 52, 70, 27, 49y 104.

Calcule y trace la grafica de la distribucion de probabilidad.

Solucién: El primer paso es ordenar en forma ascendente los datos:

X |27)135|38(49|52|70]85|100| 104

* Ibid. p. 151 -156.
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Una vez ordenados los datos se calculan F'(x;) y f(x,) con las ecuaciones 3.1 y 3.2

respectivamente, considerando que el tamafio de muestraes n=9.

X;

F'(x,)

f'(x,)

27

0.0745

0.013298

35

0.1809

0.035461

38

0.2872

0.009671

49

0.3936

0.035461

52

0.5000

0.005910

70

0.6064

0.007092

85

0.7128

0.007092

100

0.8191

0.026596

O | N| O O B W | —

104

0.9255

Finalmente, con los resultados de la tabla anterior se traza la grafica de la distribucion de

probabilidad para los datos de este ejemplo.

DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD

0.040000

0.030000 -
f(x;) 0.020000 -
0.010000 -
0.000000

60

Xj

80

100

120

3.1.1.2 Método de Frecuencias Relevantes para la Estimacién de la Distribucién de

Probabilidad

Este método es el que se explicod en los subcapitulos 1.4 a 1.6.

Un ejemplo detallado de esta metodologia se encuentra en el subcapitulo 1.7.

En el ejemplo mencionado los datos son el numero de dias que cada uno de 55 clientes
asistié a un gimnasio durante os 4 primeros meses del ario.
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A partir de los datos, se obtuvo una tabla de distribucion de frecuencias y un histograma

de frecuencias, mismos que se muestran a continuacion:

TABLA DE DISTRIBUCION DE FRECUENCIAS

Frecuencia
Marcas Frecuencia |Frecuencia Relativa
Intervalos de Clase |de Clase|Frecuencia |Acumulada Relativa Acumulada
Limites | Fronteras X; f, F; fi* F

3 16| 25 185 95 6 6 0.10909 0.10809
17 30| 165 30.5| 23.5 6 12 0.1090¢ 0.21818
31 44| 30.5 445| 375 6 18 0.10809 0.32727
45 58| 445 585| 615 9 27 0.16364 0.49091

59 72| 585 725] 655 4 31 0.07273 0.56364

73 86| 725 86.5] 795 10 41 0.18182 0.74545

87 100| 86.5 100.5| 93.5 14 55 0.25455 1.00000
55 1.00000

HISTOGRAMA DE FRECUENCIAS

Clientes

9.5 23.5 3758 51.5 65.5 79.5 93.5

Dias de Asistencia al Gimnasio

De igual modo se calcularon las medidas numéricas descriptivas de los datos, algunas de

éstas son las siguientes:

Media Aritmética: X = =L — = 58.04

Z(XI ‘7)2
Varianza: s? = _”n—‘l =898.11
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3.1.2 Seleccién de la Distribucion de Probabilidad Teérica®

En esta fase, se debe seleccionar una distribucion de probabilidad que represente tan
cerca como sea posible a los datos empiricos. Ulilizando lenguaje esfadistico este

proceso se conoce como planteamiento de la hipotesis.

Es dificil seleccionar una distribucién de probabilidad tedrica en particular que esté
asociada a los datos empiricos, especialmente cuando la muestra es pequefa. El
principal indicador sera la gréafica de estos datos obtenida en el paso anterior, la cual
puede compararse con las distribuciones de probabilidad que se estudiaron de manera

breve en el capitulo 2.

Algunas recomendaciones para asistir el proceso de seleccidon de la distribucion de

probabilidad te6rica asociada a los datos empiricos son las siguientes:

e Silos valores de 1a desviacidén estandar y la media son relativamente cercanos, es un
buen indicador de que la variable aleatoria obedece una distribucion exponencial.

s« Como la distribucion normal es simétrica, i. e. la media, la mediana y la moda tienen el
mismo valor, en los casos en que estas medidas centrales posean valores
razonablemente cercanos, la distribucién recomendada es ia normal.

e Si las primeras condiciones no se cumplen, y la grafica de la distribucién de
probabilidad empirica no es simétrica posiblemente se tenga una distribucion de
Weibull.

¢« Sj ninguna de las condiciones anteriores se satisface posiblemente los datos no
pertenece al mismo experimento o proceso, i. €. posiblemente se esta tratando con
una distribucién mezclada. En este caso los datos empiricos deberan ser nuevamente
examinados y si existen evidencias de una mezcla de datos serd necesario

separarlos; y repetir el procedimiento para cada conjunto de datos.

Una vez hecha la hipétesis sobre la distribucién de probabilidad que siguen los datos,
sera necesario determinar los pardmetros de ésta. El método que en el siguiente

subcapitulo se presenta servird para tal objetivo.

> Ibid. p. 166 — 184.
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Ejemplo 3.1.2 Mediante ta comparacion del histograma del subcapitulo 1.7 (mismo que se
muestra nuevamente en el subcapitulo 3.1.1.2) con las distribuciones de probabilidad
continuas estudiadas en el subcapitulo 2.7.2 se formula la hipétesis de que tal conjunto de

datos obedece una distribucion gama.

3.1.3 Método de los Momentos para la Estimacion de Parametros de una
Distribucion de Probabilidad

Quiza este método sea el méas antiguo para la estimacién de parametros. Este consiste en
igualar los momentos apropiados de la poblacién con los correspondientes momentos

muestrales para estimar un parametro desconocido de la distribucién.

Definicién 3.1.3 Sea X, X,,... X, una muestra aleatoria de una distribucién con funcién

(masa) de probabilidad f (x; 0) El r—ésimo momento alrededor del cero se define como

ColS
M,_géx;

Ejemplo 3.1.3 Con la media aritmética y la varianza calculadas en 1.7 (mismos que se
muestra nuevamente en el subcapitulo 3.1.1.2) obtenga los parametros® de una

distribucidn gama, utilizando el método de ios momentos.

Solucién:

media = 58.04 =ab 8= 154749
Varianza = 898.11 =ab? a= 3.7503

® Cuando un parametro es estimado, a éste se le coloca el simbolo * .
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3.1.4 Introduccién a las Pruebas de Hipotesis Estadisticas’

Una hipotesis estadistica es una afirmacién con respecto a alguna caracteristica
desconocida de una poblacion de interés. La esencia de probar una hipbtesis estadistica
es el decidir si la afirmacion se encuentra apoyada por la evidencia experimental que se
obtiene a través de una variable aleatoria. En forma general, la afirmacion involucra ya
sea algun parametro o a alguna forma funcional no conocida de la distribucion de interés
a partir de la cual se obtiene una muestra aleatoria. La decisién acerca de si los datos
muestrales apoyan estadisticamente la afirmacion se toma con base a la probabilidad, vy,

si esta es minima, entonces sera rechazada.®

Se han desarrollado tres procedimientos distintos para la prueba de hipotesis, todos los
cuales conducen a las mismas decisiones cuando se emplean los mismos estandares de
probabilidad (y riesgo). El método del valor critico para la prueba de hipbtesis, de acuerdo
con este procedimiento, se determinan los asi llamados valores criticos de la estadistica
de prueba que dictarian el rechazo de una hipotesis, tras de lo cual la estadistica de
prueba observada se compara con los valores criticos. Este fue el primer método en
desarrollarse, motivo por el cual buena parte de la terminologia de las pruebas de
hipotesis se deriva de él. Mas recientemente, el método del valor P ha cobrado
popularidad a causa de ser el mas faciimente aplicable a software de computo. Este
método se basa en la determinacién de la probabilidad condicional de que el valor
observado de una estadistica muestral pueda ocurrir al azar, dado que un supuesto
particular sobre el valor del parametro poblacional asociado sea en efecto correcto.
Finalmente, el método de intervalos de confianza se basa en la observacién de si el valor
supuesto de un pardmetro poblacional esta incluido en el rango de valores que define a

un intervalo de confianza para ese parametro.

Pero mas alld del método de prueba de hipétesis que se use, debe hacerse notar que si
un valor hipotético no se rechaza, y por lo tanto se acepta, ello no constituye una "prueba”

de que sea correcto. La aceptacién de un valor supuesto de un paradmetro indica

" KAZMIER, Leonard J., Estadistica Aplicada a la Administracidn v a la Economia,
p. 164 - 165.
® CANAVOS C. George, Probabilidad v Estadistica Aplicaciones y Métodos, p. 303.
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simplemente gue se trata de un valor verosimil, con base en el valor observado de la

estadistica muestral.

En este subcapitulo se describira Gnicamente el método del valor critico para la prueba de

hipotesis, porque las pruebas de bondad de ajuste que se estudiaran en el siguiente

utilizan esta metodologia.

Los pasos basicos de la prueba de hipotesis con el Método del Valor Critico son los

siguientes:

Paso 1.

Paso 2.

Formular la hipbtesis nula y fa hipdtesis alternativa. La hipotesis nula (H,) es el

valor paramétrico hipotético que se compara con el resuitado muestral. Se le

rechaza solo si es poco probable que el resultado muestral haya ocurrido dado lo
correcto de la hipétesis. La hipétesis alternativa (H, ) se acepta sélo si la hipotesis

nula es rechazada. En muchos libros de texto la hipdiesis aiternativa también se

designa como H, :

Especificar el nivel de significancia por aplicar. El nivel de significancia es el
estandar estadistico que se especifica para rechazar la hipétesis nula. Si se
especifica un nivel de significancia de 5%, la hipétesis nula se rechaza sélo si el
resultado muestral es tan diferente del valor hipotético que una diferencia por ese
monto 0 un monto superior ocurriria al azar con una probabilidad de 0.05 o

menos.

Nétese que si se usa el nivel de significancia de 5%, hay una probabilidad de 0.05 de
rechazar la hipétesis nula aun siendo efectivamente cierta. Esto se llama error tipo 1. La
probabilidad del error tipo | siempre es igual al nivel de significancia empleado como
estandar para rechazar la hipotesis nula; se le designa oon la letra griega minGscula a
(alfa), de modo que a designa también al nivel de significancia. Los niveles de

significancia de uso més frecuente en ta prueba de hipdtesis son los de 5% y 1%.
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Ocurre un eror tipo ! si la hipotesis nula no se rechaza, y es por o tanto aceptada,
cuando en realidad es falsa. En la siguiente tabla se resumen !os tipos de decisiones

y las posibles consecuencias de las decisiones tomadas en pruebas de hipotesis.

Estados Posibles
Decision posible Hipotesis nula cierta | Hipdtesis nula falsa
No rechazo de la hipbtesis nula | Aceptacion correcta Error tipo |l
Rechazo de la hipbtesis nula Error tipo | Rechazo correcto

Paso 3.

Paso 4.

Paso 5.

Paso 6.

TABLA 3.1 Consecuencias de decisiones en pruebas de hipétesis.®

Seleccion de la estadistica de prueba. La estadistica de prueba sera ya sea la
estadistica muestral (el estimador insesgado del parametro a prueba) o una version
estandarizada de la estadistica muestral. Por ejemplo, para probar un valor hipotético
de la media poblacional, la media de una muestra aleatoria tomada de esa poblacién
podria servir como la estadistica de prueba. Sin embargo, si la distribucion de
muestreo de la media es normal, el valor de la media muestral se convierte
usualmente en un valor z, ef cual funge entonces como la estadistica de prueba.

Establecer el valor o valores criticos de la estadistica de prueba. Habiendo especificado
la hipdtesis nula, el nivel de significancia y la estadistica de prueba por usar, se
establece(n) entonces el(los) valor(es) critico(s) de la estadistica de prueba.’® En
cualguier caso, un valor critico identifica el valor de la estadistica de prueba requerido
para rechazar la hipétesis nula.

Determinar el valor de la estadistica de prueba. Por ejemplo, al probar un valor
hipotético de la media poblacional, se recolecta una muestra aleatoria y se determina
el valor de la media muestral. Si el valor critico fue establecido como un valor z, la

media muestral se convierte a un valor z

Tomar la decision. El valor observado de la estadistica muestral se compara con &f valor
critico de Ja estadistica de prueba. Se rechaza o no entonces la hipotesis nula. Si la

hipétesis nula es rechazada, no se rechazara la hipdtesis alternativa,

® KAZ
% Esto

MIER, op. cil. p. 164.
s valores pueden ser uno o dos, dependiendo de si estAn implicadas las asi

llamadas pruebas unitaterales o bilaterales.
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3.1.4.1 Pruebas de Bondad de Ajuste

“Las pruebas de bondad de ajuste'' se emplean para decidir cuando un conjunto de datos

se apega a una distribucion de probabifidad dada”."

3.1.4.1.1 Prueba de Bondad de Ajuste Chi—Cuadrado

Entre la distribucion real y la que se ha supuesto existen siempre diferencias. Para que la
sustitucién de la primera por la segunda sea legitima, hay que averiguar si estas
diferencias pueden ser debidas al azar.

Para ello se tomara en cuenta el hecho de que la variable suma de cuadrados de la
diferencia de efectivos -frecuencia observada (f}~ divididos por fos efectivos tebricos
—frecuencia tedrica calculada (f)}— es decir

ro S (-1
f

<

=N

L
esta distribuida segin una ley de y° (ley chi—cuadrado) cuando estas diferencias son

aleatorias.

Para emplear las tablas y?, se fija previamente el error 0 umbral de probabilidad, de

acuerdo con las necesidades del problema. Si el perjuicio que ocasiona tomar como malo
un ajuste, no siéndolo, es pequeno, convendrda tomar un nivel de significancia a
(probabilidad de rechazar un ajuste bueno) grande, 5%. Solamente si el perjuicio es

grande, se tomara a=1% 6 a=0.1%.

Como grados de libertad v (para manejar las tablas Zz ) se toma el numero de pares de
valores efectivos k (después de agrupar para que f, > 5), disminuido en el nimero m de

parametros estimados, todo esto menos 1, es decir

v=k-m-1.

"' La calidad del ajuste de una curva se basa principaimente en el criterio del error
cuadratico, el cual se define como la suma de {f, * —f,}’ sobre todos los intervalos del

histograma. El ajuste que tenga menor error cuadratico sera el que se elija.
2. CANAVOS, op. cit. p. 363.
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Si el valor resultante R es inferior al valor de y° correspondiente a a y a los grados de

fibertad v, no se rechaza la hipdtesis. Si es superior se rechaza la hipétesis y por

consiguiente habra de buscar otra distribucion."

Ejemplo 3.1.4.1.1

Con la tabla de distribucién de frecuencias obtenida en 1.7 (misma

gue se muestra nuevamente en e! subcapitulo 3.1.1.2); y por medio de la prueba de

chi—cuadrado con a=0.5% demuestre gue el ajuste obedece a una distribucién gama

con los parametros estimados en el ejemplo anterior.

Solucioén:

A partir de lo anterior se plantea la siguiente hipdtesis:

15.4749

3.7503

H0: H1:
Los datos se distribuyen Gama con: Los datos no se distribuyen Gama con:
6= 15.4749 vs 6=
0= 3.7503 Q=
Después, se construyd la siguiente tabla:
Probabilldad

Marcas Frecuencla | Acumulada | Probabilldad | Frecuencia

Intervalos de Clase |de Clase|Frecuencla |Acumulada Tedrica Tedrica Tebrica

Limites Fronteras X fi F Ax) f(x) f

3 16 25 165 9.5 6 6 0.0336 0.0336 1.85
17 30| 165 305| 235 6 12 0.1724 0.1388 7.63
31 44| 305 445 375 6 18 0.3760 0.2036 11.20
45 58| 44.5 585 515 9 27 0.5747 0.1987 10.93
59 72| 585 725 655 4 31 0.7315 0.1568 8.62
73 88| 725 BB.5| 795 10 41 0.8401 0.1086 5.97
87 100| 86.5 100.5| 93.5 14 55 0.8090 0.0688 3.79
101 114] 100.5 114.5| 107.5 0 55 0.8501 0.0411 2.26
115 128| 114.5 128.5| 121.5 0 55 0.8734 0.0233 128
129 142| 128.5 142.5| 1355 0 55 0.8862 0.0128 0.70
143 156| 142.5 156.5| 149.5 0 55 0.8930 0.0068 0.37
157 170| 156.5 170.5| 163.5 0 55 0.9965 0.0035 0.19
171 184]| 170.5 184.5| 177.5 0 55 0.9983 0.0018 0.10
185 198| 184.5 198.5| 181.5 0 55 0.8992 0.0009 0.05
199 212| 1985 212,5| 205.5 0 55 0.9996 0.0004 0.02
213 226| 212.5 226.5| 2185 0 55 0.9998 0.0002 0.01
227 240| 226.5 240.5| 233.5 0 55 0.9999 0.0001 0.01
241 254 240.5 254.5| 2475 0 55 1.0000 0.0000 0.00
55 55.00

'* ENCICLOPEDIA CIENTIFICA CULTURAL — VOLUMEN ESTADISTICA p. 133.
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y a partir de ésta se construy6 la siguiente:

Frecuencia
Frecuencia Tedrica (f,- sz

Fronteras f, f, f>5 f,

25 165 6 1.85

16.5 30.5 6} 12 7.63} 9.48 0.6679
305 445 6 6]11.20] 11.20 2.4126
445 585 9 9] 10.83] 10.93 0.3404
585 725 4 4] 8.62 8.62 2.4786
72.5 86.5| 10 10| 5.97 5.97 2.7135
86.5 100.5| 14 3.79
100.5 1145 0 2.26
1145 1285 0 1.28
128.5 142.5 0 0.70
1425 156.5 0 0.37
156.5 170.5 0 0.19
1705 1845 0|/ 0.10|
184.5 198.5 0 0.05
1985 212.5 0 0.02
212.5 226.5 0 0.01
226.5 240.5 0 0.01
240.5 254.5 0], 14| 0.00(, 8.79 3.0865

55 55.00 R= 11.6995

Considerando que, v=K-m—-1=6-2-1=3 se obtiene que y’(0005) =12.8381.

Como R < y*@.0005) la hipbtesis nula Hy no se rechaza.

Por lo tanto, se puede tomar este ajuste como bueno.

3.1.4.1.2 Prueba de Bondad de Ajuste de Koimogorov

La prueba de ,1/2 para la verificacién de la legitimidad de un ajuste tiene el inconveniente
ya mencionado de exigir frecuencias teéricas de cierto tamano (f, >5), por lo que no

siempre puede utilizarse por insuficiencia de los mismos.
A partir de la ley de Kolmogorov, que estudia las diferencias entre las frecuencias

acumuladas para jos vaiores de la muestra con respecto a las probabilidades acumuladas

correspondientes a la funcion de distribucidn acumulativa de la variable teérica, se ha
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ideado una prueba que permite verificar la bondad de un ajuste independientemente del

numero de efectivos —frecuencia observada (f;)— que se disponga.
La prueba consta de las siguientes fases:

Fase 1. Se calcula el valor D,
D, = max|F *-F(x)]
en donde F * son las frecuencias relativas acumuladas para cada uno de los n valores de

la muestra y F(x)™ son las probabilidades tedricas acumuladas correspondientes a los

mismos valores.

Fase 2. Se compara el valor de D, encontrado en la fase anterior con el valor de
D,.(1-a) limite proporcionado en las tablas de la prueba de Kolmogorov para un

determinado nivel de confianza 1-a.

Fase 3. Si D, encontrado < Dn(‘l—d) en tablas = H,, no se rechaza con un nivel de

confianza 1-q.

Si D, encontrado > D, (1-a) en tablas = H,, se rechaza con un margen de error a (q,

generalmente es igual a 5% 6 1%)."

Ejemplo 3.1.4.2 Con la tabla de distribucidn de frecuencias obtenida en 1.7 (misma gue
se muestra nuevamente en el subcapitulo 3.1.1.2), y por medio de la prueba de
Kolmogorov con a=5% demuestre que el ajuste obedece a una distribucién gama con

los parametros estimados en el ejemplo 3.1.3.

" Funcién de Distribucion Acumulativa.
Vid: Subcapitulos 2.4y 2.5.
S Ibid. p. 129.
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Solucion:

A partir de lo anterior se plantea la siguiente hipotesis:

Ho: H,:
Los datos se distribuyen Gama con: Los datos no se distribuyen Gama con:
8- 15.4749 VS 8= 15.4749
Q= 3.7503 @ = 3.7503

Después, se consiruyd la siguiente tabla:

Frecuencia | Probabilidad
Marcas Frecuencia |Refativa Acumuiada
Intervalos de Clase |de Clase|Frecuencia |Acumulada |Acumulada Tebrica
Limites | Fronteras X f; F F¢* F(x) max|F,*- F(x) |
3 16 25 165/ 65 6 6 0.1091 0.0336 0.075]
17 30| 165 305 235 8 12 0.2182 0.1724 0.046
31 44| 305 445 375 6 18 0.3273 0.3760 0.049
45 58] 445 6585 515 9 27 0.4909 0.5747 0.084
59 72| 585 725| 655 4 31 0.5636 07315 0.168
73 86| 725 865 785 10 41 0.7455 0.8401 0.095
87 100] 86.5 100.5| 983.5 14 55 1.0000 0.9080 0.091
101 114] 100.5 114.5| 107.5 0 S5 1.0000 0.9501 0.050
115 128| 114.5 128.5| 121.5 0 55 1.0000 0.8734 0.027
129 142 128.5 142.5] 1355 0 55 1.0000 0.9882 0.014
143 156 1425 156.5| 149.5 0 55 1.0000 0.9930 0.007
157 170]| 156.5 170.5| 163.5 0 S5 1.0000 0.9865 0.004
171 184]| 170.5 184.5| 177.5 0 55 1.0000 0.9983 0.002
185 198]| 1845 198.5] 1815 0 585 1.0000 0.9992 0.001
199 212| 198.5 212.5| 205.5 0 55 1.0000 0.9896 0.000
213 226| 212.5 226.5| 219.5 0 55 1.0000 0.9998 0.000
227 240| 226.5 240.5| 2335 0 55 1.0000 0.8999 0.000
241 254| 240.5 254.5| 2475 0 55 1.0000 1.0000 0.000
55 Dn= 0.168

Considerando que, n =18 se obtiene que D,,(0.95)=0.318.

Como D,, <D,;(0.95)la hipétesis nula Hy no se rechaza.

Por lo tanto, se puede tomar este ajuste como bueno.

Tanto la prueba chi—cuadrado como la de Kolmogorov calificaron este ajuste como bueno,
sin embargo posiblemente existan otras distribuciones de probabilidad que satisfagan las
pruebas de bondad de ajuste, por lo que se elegira a la distribucion que tenga el menor

error cuadratico, como se menciond en 3.1.4.1.
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3.2 Determinacién del Tamafo de Muestra'®

Un estimador puntual es el valor numérico de una estadistica muestral empleada para
estimar (o aproximar) el valor de un parametro de la poblacién o proceso. Una de las
caracteristicas mas importantes de un estimador es que sea insesgado. Un estimador
insesgado es una estadistica muestral cuyo valor esperado es igual al parametro por
estimar. Un valor esperado es el promedio a largo plazo de la estadistica muestral. La
eliminacion de todo sesgo sistematico esta asegurada cuando la estadistica muestral
corresponde a una muestra aleatoria tomada de una poblacion o a un subgrupo racional
tomado de un proceso. Ambos métodos de muestreo garantizan que la muestra sea

insesgada, aunque no eliminan la variabilidad del muestreo, o error de muestreo.

En la tabla siguiente se presentan algunos de los estimadores puntuales de parametros

de la poblaciéon de uso mas frecuente.

Estimadores Puntuales de Uso mas frecuente

Parametros de la Poblacion Estimador
Media, y X
Proporcion, = b
Varianza, o’ s?
Desviacion estandar, o s

TABLA 3.1 Estimadores puntuales de uso mas frecuente."’

3.2.1 Determinacion del Tamano de Muestra Requerido para la Estimacién de la
Media"

Supongamos gue se especifican el tamano deseado de un intervalo de confianza y ef
nivel de confianza asociado con él. Si o es conocida 0 puede estimarse —a partir de los
estudios similares por ejemplo—, el tamano de muestra reguerido con base en el uso de fa
distribucién normal es

'® KAZMIER, op. cit. p. 133.
7 jdem.
"8 Ibid. p. 133 - 139.
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[ Cuando lo que se busca determinar es el tamafo de la muestra,
> | {odo resultado fraccionario se redondea siempre ai valor inmediato
~[-} superior. Adicionaimente, todo tamafio de muestra calcuiado por
debajo de 30 debe ser incrementado a 30 porgue la férmula se basa

en la distribucién normal.

Donde:

z= Es el valor utilizado para el nivel de confianza especificado.

o = Es la desviacién estandar de la poblacién (o su estimacion).

E= Es el error de muestreo de “‘mas o de menos” permitido en el
intervalo.

Ademas, considérese lo siguiente:

z (ndmero de unidades de desviacion | Proporcion de area en el intervalo
estandar respecto a la media) HEzo
1.645 0.90
1.96 0.95
2.58 0.99

Cuando el error de muestreo no se conoce este puede ser estimado con la férmula que a

continuacién se presenta;

Exoy=—+
b
Jn
En este caso n se refiere al nUmero de elementos en la muestra preliminar al muestreo

que se va realizar.

Ejemplo 3.2.1 Un administrador de recursos humanos desea estimar el nUmero medio de
horas de capacitacion al ano para los supervisores con un margen de error inferior a 2
horas (de mas o de menos) y confianza de 80%. Con base en datos de anos previos el
administrador estima que la desviacién estandar es ¢ = 20 horas. El tamano de muestra
requerido es:

n {ﬂ}z =(ﬁ-§45_)(2_0)]2 =(32_'9J2 =173.18 =174

E 2.5 2.5
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3.2.2 Determinacion del Tamano de Muestra Requerido para la Estimacion de la

Proporcién'®

El tamano de muestra minimo requerido puede determinarse especificando el nivel de
confianza requerido y el error de muestreo aceptable y haciendo una estimacién inicial
(subjetiva) de 7, la proporciéon poblacional desconocida;

Cuando lo que se busca determinar es el tamano de la muestra,
2 todo resultado fraccionario se redondea siempre al valor inmediato
z rr(l—fr) . . N
n=——— superior. Adicionalmente, todo tamario de muestra calculado por
E” debajo de 100 se debe de incrementar a 100 porque la formula se
basa en la distribucién normal.
Donde

z= Es el valor utilizado para el nivel de confianza especificado.
= Es la estimacién inicial de la proporcién pobtacional
E = Es el error de muestreo “de mas o de menos” permitido en el intervalo
(siempre la mitad del intervalo de confianza completo).

Si no es posible determinar un estimado inicial de 7, se le debera estimar en 0.50. Esta
estimacién es conservadora en tanto que representa el valor para el que se requeriria el

tamano de muestra mayor.

Cuando el error de muestreo no se conoce este puede ser estimado con la formufa del

error estandar que a continuacion se presenta:

Exs, = Pi=p)
n

En este caso r se refiere al nUmero de elementos en la muestra preliminar al muestreo

que se va realizas.

Ejemplo 3.2.2 El director administrativo de una universidad desea estimar, con un
margen de error inferior a +0.05 y confianza del 90%, la proporcién de estudiantes
inscritos en programas de maestria en ingenieria de sistemas hayan cursado la carrera de
actuaria. ;Cual serfa el tamafio de muestra minimo si los datos e informacidén previos

indican que la proporcién no sera mayor a 0.307

' Ibid, p. 152 — 153.
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Solucién:

[\]

Py 2
G 2a(l-n) _(1.645)(030X0.70) o4 < 50g

E? (0.05)°

Con este ejemplo, se concluye la teoria necesaria para efectuar el analisis de datos de un
fenémeno o de varios; y con el cual se obtienen conjeturas y/o caracteristicas de éstos,
mismas que pueden ser representadas con un modelo del sistema; y con el uso de otra
metodologia conduce a la elaboracién de inferencias del sistema, la metodologia que esta

tesis presenta es [a de simulacién y se expone en el siguiente capitulo.

65



CAPITULO 4
SIMULACION

El modelado de simulaciones se basa principalmente en la computacion, la probabilidad y
la estadistica, las bases necesarias de éstas dos dltimas fueron presentadas en los
capitulos previos, por esta razén en este capitulo se complementa a estos elementos, con
el modelado de sistemas, esto para poder realizar experimentos de muestreo sobre un

modelo del sistema, es decir realizar simulacién.

4.1 Teoria General de Sistemas

La teoria General de Sistemas (TGS) se presenta como una forma sistematica y cientifica
de aproximacién y representacion de la realidad y, al mismo tiempo, como una orientacién

hacia una practica estimulante para formas de trabajo multidisciplinarias.

En la TGS lo importante son las relaciones y los conjuntos que a partir de ellas emergen;
ofreciendo un ambiente adecuado para la interrelacién y comunicacién entre especialistas

y especialidades.

Los objetivos originales de la Teoria General de Sistemas son los siguientes:

e |Impulsar el desarrollo de una terminologia general que permita describir las
caracteristicas, funciones y comportamientos sistémicos.

e Desarrollar un conjunto de leyes aplicables a todos estos comportamientos.

e Promover una formalizacion (matematica) de estas leyes.’

' RINCON, Juana, Cooperacion del Personal Académico: Mecanismo para la Integracion
del Sistema Universitario Nacional. http://members.tripod.com/~gepsea/sistema.htm
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4.2 El Sistemay Otros Conceptos Relacionados con éste’

En este subcapitulo se expondran de manera conceptual las relaciones y los conjuntos

importantes de un sistema.

Sistema: Conjunto de entidades caracterizadas por algunos atributos que tienen
relaciones entre si y que estan localizadas en un ambiente de acuerdo
con un cierto objetivo.

Entidad: Objeto concreto o abstracto de interés en el sistema sobre el que se
recoge informacion que se representa en el sistema.

Atributos: Caracteristicas necesarias para describir completamente a cada tipo de
entidad.

Relacién: Asociacién natural entre dos 0 méas entidades o entre sus atributos.

Ambiente: Condiciones o circunstancias que favorecen o no al sistema.

Objetivo: Actividad proyectada o planeada que se ha seleccionado antes de su

ejecucion y esta basada tanto en apreciaciones subjetivas como en
razonamientos técnicos de acuerdo con las caracteristicas que posee el

sistema.
Sistemas Son aquellos que importan y procesan elementos de sus ambientes.’
Abiertos:
Sistemas Son aquellos en los cuales ningun elemento de afuera entra y ninguno
Cerrados: sale del sistema.*

Subsistemas: Se entiende por éstos a un conjunto de elementos y relaciones que
responden a estructuras y funciones especializadas dentro de un sistema
mayor. En términos generales, los subsistemas tienen las mismas
propiedades que los sistemas.

Modelo del Es una representacién del sistema o de una parte de éste.
Sistema:

2 Cfr. Ibid.

® Esta es una caracteristica propia de todos los seres vivos. Que un sistema sea abierto
significa que establece intercambios permanentes con su ambiente, intercambios que
determinan su equilibrio, capacidad reproductiva o continuidad, es decir su viabilidad o
permanencia en el entorno.

* Estos alcanzan su estado de maximo equilibrio al igualarse con el medio. En ocasiones
el termino sistema cerrado es también aplicado a sistemas que se comportan de una
manera fija, ritmica o sin variaciones.
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FIGURA 4.1 Rompimiento entre la Realidad y el Modelo.”

La figura anterior ilustra la relacién entre el modelo y la realidad donde se aprecia un
rompimiento entre ellos, este rompimiento se da en el proceso de abstraccion al
seleccionar los “elementos mas importantes”, y en la determinacion de las reglas o leyes
de relaciéon entre dichos elementos, de ahi el sumo cuidado que el investigador debe

procurar para la construccién del modelo.®
4.3 Simulacién

Desde el punto de vista de la investigacién de operaciones, la simulacion es una técnica de
muestreo estadistico controlada para estimar el desempefio de sistemas estocasticos
complejos cuando los modelos analiticos no son suficientes. Mas que describir el
comportamiento global de un sistema directamente, el modelo de simulacion describe la
operacion del mismo en términos de los eventos individuales de cada una de las
componentes del sistema. En particular, el sistema se divide en elementos cuyo
comportamiento se puede predecir, al menos en téminos de distribuciones de probabilidad
para cada uno de los diferentes estados posibles del sistema y sus insumos. También se

construyen dentro del modelo las interrelaciones entre esos elementos.

Entonces, la simulacién proporciona un medio para dividir el trabajo de construir un modelo en

componentes mas pequefias que se pueden formular con mayor facilidad (por ejemplo, una

’ SAUTTO Vallejo, José Maclovio, La técnica de la Simulacién Digital en la Investigacion
de Operaciones. p. 10.
® Idem.
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componente puede ser un sistema de lineas de espera sencillo) y después combina estas
componentes en su orden natural. Una vez construido el modelo se activa usando numeros
aleatorios para generar los eventos simulados a través del tiempo, de acuerdo con las
distribuciones de probabilidad apropiadas. El resuttado es una simulacion de la operacion del
sistema real a través del tiempo en la que se puede registrar su comportamiento agregado. Si
este proceso se repite para las diferentes configuraciones del disefio y las politicas de
operacién del sistema y se compara su desempefio, se pueden identificar las configuraciones
que mas prometen. Debido al error estadistico, es imposible garantizar que la configuracion que
produzca el mejor comportamiento simulado sea la 6ptima pero al menos debe ser cercana a la

optima si el experimento de simulacion estuvo bien disefiado.

Asi, la simulacion, en general, no es ofra cosa que la técnica de realizar experimentos de
muestreo sobre el modelo del sistema. Los experimentos se llevan a cabo en el modelo en
lugar de hacerlo en el propio sistema real ya que esto Ultimo resultaria inconveniente, muy caro y
muy tardado. Por lo demas, los experimentos simulados deben considerarse en esencia
iguales a los experimentos estadisticos comunes, por lo que también deberan tener como

fundamento la teoria estadistica formal.’

4.4 Etapas de un Estudio de Simulacién®

Resultaria limitante o redundante dar una serie de pasos a seguir al resolver problemas
de simulacion, sin embargo algunos autores que escriben al respecto proponen ciertos
pasos de acuerdo a su experiencia personal, a continuacién se compilan algunos de estos

NO COMO una secuencia a seguir, sino como una referencia de la cual partir:

1. Definicion del Sistema. Para tener una definicién exacta del sistema, se debe de hacer
un analisis en el que se determine, cuales son las entidades del mismo,
consecuentemente sus atributos, relaciones y el ambiente.

2. Coleccion y Analisis de Datos. Una vez definido lo anterior, se deben recolectar datos
sobre cada uno de los componentes del sistema; después proceder a un analisis

estadistico de éstos; ya que los resultados de éste facilitaran el siguiente paso.

7 HILLER, Frederick S. y Gerald J. LIEBERMAN, Introducciéon a la Investigacion de
Operaciones, p. 900-802.
® Cfr. COSS Bu, Raul, Simulacién un Enfoque Practico, p. 12—14.
SAUTTO op. cit. 12-14.
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3. Formulacion del Modelo. Definir y construir el modelo con el cual se espera obtener
los resultados deseados.

4. Implementar el Modelo en la Computadora. En este paso el modelo del sistema se
lleva a la computadora, ya sea que éste se programe en algun lenguaje de
computacién o utilizando un paquete.

5. Validacién y Calibracién. En este paso el modelo se alimenta con ciertas condiciones
conocidas del sistema, se comparan los resultados obtenidos con los esperados, en
caso de que estos difieran, se mueven los parametros de calibracion del sistema hasta
obtener los resultados esperados. Este proceso conduce con frecuencia a un ciclo que
puede conducir al paso 3.

6. Experimentacion. Consiste en generar los datos deseados. En esta etapa se
contestan las siguientes preguntas: ;Qué grado de precisibn requiere? y
consecuentemente ; Tamafno de Muestra? '

7. Interpretaciéon. En esta etapa se interpretan los resultados que arroja la simulacion y
se elaboran las sugerencias.

8. Implementacidén de la Solucién. Una vez aprobadas las sugerencias se procede a su

implementacion.
4.5 Ejemplo de Simulacién

Considere el modelo M/M/1 de teoria de colas (entradas Poisson, tiempo de servicio

exponencial y un solo servidor). En particular, suponga que los valores de la tasa de

llegadas A y la tasa de servicio # son:
J=3porhora #=9porhora

Para resumir la operacion fisica del sistema, los clientes que llegan se unen a una cola,
eventualmente son servidos y después se van. Es necesario que el modelo de simulacién

describa y sincronice la llegada de los clientes y el servicio de los mismos.
Comenzando en el tiempo O, el reloj simulador registra el tiempo (simulado) f que ha

transcurrido hasta ahora durante la corrida de simulacién. La informacion sobre el sistema

de colas que define el estado actual, es decir, el estado del sistema es
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N(t) =Numero de clientes en el sistema en el tiempo t.

Los eventos que cambian el estado del sistema son la llegada de un cliente o la
terminacién del servicio del cliente que se esta atendiendo en este momento (si lo hay). El
mecanismo generador de eventos se describira un poco mas adelante. EI mecanismo de

transicion de estados es

N()+1, Si ocurre una llegada en el tiempo .

Restablecer N(¢)=
© © 2 N(t)-1, Si termina un servicio en el tiempo .

Existen métodos para hacer que avance el reloj simulador y registrar la operaciéon del
sistema. Ahora se describira e ilustraran de incrementos de tiempo fijo que sirve para

avanzar el tiempo.

En el mecanismo de incrementos de tiempo fijo se usa repetidamente el siguiente

procedimiento de dos pasos:
Resumen de Incrementos de Tiempo Fijo

Se avanza el tiempo una cantidad fija pequeia.
2. Se actualiza el sistema determinando los eventos que ocurrieron durante este lapso y
el estado del sistema que resulta. También se registra la informacién deseada sobre el

comportamiento del sistema.

En el caso del modelo de lineas de espera que se analiza ahora, sélo pueden ocurrir dos
tipos de eventos durante cada uno de estos intervalos, a saber, una 0 mas llegadas y una
0 mas terminaciones de servicio. Es mas, la probabilidad de que ocurran dos o mas
llegadas o dos o mas terminaciones de servicio durante una unidad de tiempo es
despreciable para este modelo si la unidad de tiempo es relativamente pequefa.
Entonces, los Unicos dos eventos posibles en esa unidad de tiempo, que se tienen que
investigar son la llegada de un cliente y la terminacién de servicio de un cliente. Cada uno

de estos eventos tiene una probabilidad conocida.
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A manera de ejemplo se usara 0.1 horas (6 minutos) como la cantidad fija pequefia en
que se avanza el reloj cada vez. (Normalmente se usaria un intervalo mucho mas chico
para que en realidad sea despreciable la probabilidad de llegadas o terminaciones de
servicio multiples, pero esta eleccion creara mas movimientos con el fin de ejemplificar).
Debido a que tanto los tiempos entre llegadas como los de servicio tienen una distribucion

exponencial, la probabilidad P,, de que un intervalo de 0.1 horas incluya una llegada es
P, =1-¢7"""=0.259,
y la probabilidad P, de que incluya una salida (terminacién de servicio), dado que se

estaba sirviendo un cliente al inicio del intervalo es

P,=1-¢7"°=0393.

Para generar aleatoriamente cualquiera de los dos eventos de acuerdo a estas
probabilidades. La computadora se usa para generar un numero aleatorio uniforme en el

intervalo (0,1), es decir, se tiene una observacién aleatoria a partir de una distribucién

uniforme entre O y 1. Si este nimero aleatorio se denota por r,, ,

r, <0259 = ocurre una llegada
r, 20259 = no ocurre una llegada,

De igual manera, con otro nimero aleatorio uniforme r,

re <0.393 = ocurre una salida
re 20393 = no ocurre una salida,

dado que habia un cliente en servicio al principio del intervalo. Sin clientes en servicio (es
decir, sin clientes en el sistema) se supone que no pueden ocurrir salidas durante el
intervalo aunque haya ocurrido una llegada.

La siguiente tabla, muestra los resultados al usar este enfoque para 10 iteraciones del
procedimiento de incrementos de tiempo fijo comenzando sin clientes en el sistema y
usando minutos como unidad de tiempo.
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t tiempo ¢Llegada en el ¢;Salida en el

(min) ry intervalo? rs intervalo? N(t)
0o - - - - 0=0
6 0.722 No - - 0+0-0= 0
12 0.577 No - - 0+0-0= 0
18 0.138 Si 0.389 Si 0+1-1= 0
24 0.410 No - - 0+0-0= 0
30 0.845 No - - 0+0-1= 0
36 0.931 No - - 0+0-0= 0
42 0.014 Si- 0.768 No 0+1-0= 1
48 0.026 Si 0.097 Si 1+1-1= 1
54 0.557 No 0.210 Si 1+0-1= 0
60 0.228 Si 0.689 No 0+1-0= 0

Como se observé en la tabla, el siguiente paso del procedimiento (actualizar el sistema)
incluye el registro de las medidas de desempefio deseadas sobre el comportamiento

agregado al sistema durante este intervalo.®

En el ejemplo anterior se aprecié que en simulacién es necesario tener conocimiento de lo

siguiente:

1. Generacion de numeros aleatorios uniformes en el intervalo (0,1).
2. Generacion de variables aleatorias no—uniformes.

3. Conocer la notaciéon empleada en teoria de colas.
Por esta razon, en los siguientes subcapitulos se desarrollan estos temas.

4.6 Meétodo Congruencial Mixto para la Generacion de Numeros Aleatorios con

Distribucion Uniforme en el Intervalo (0,1)

Los generadores congrueneciales lineales generan una secuencia de numeros
pseudoaleatorios en la cual el préximo numero pseudoaleatorio es determinado a partir

del ultimo nimero generado, es decir el nUmero pseudoaleatorio X ., es derivado a partir

n+l

del numero pseudoaleatorio X, .

® HILLER, op. cit. p. 904-906.
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Para el caso particular del generador congruencial mixto, la relacién de recurrencia es la
siguiente:
X0 = (aX,l +c)mod m

n+l

X, = lasemila (X, >0)
= el multiplicador (a > 0)
¢= constante aditiva (¢ > 0)
m=Elmodulo (m>X,,m>aym>c)

Esta relacién de recurrencia dice que X, ,, es el residuo de dividir aX, +c¢ entre el

n+l

modulo. Lo anterior significa que los valores posibles de X,,, son 0, 1, 2, ..., m-1, es

decir m representa el numero posible de valores diferentes que pueden ser generados.

Con el propésito de ilustrar la generacién de nimeros pseudoaleatorios a través de este

método, suponga que se tiene un generador en el cual los valores de los parametros son:

a=5,¢c=7,X,=4ym=8.

Para estos valores, la secuencia de numeros pseudoaleatorios y numeros uniformes

(X /m) son mostrados en la siguiente tabla, el periodo del generador es 8.%°

n+l

Ndameros
n | X, | (6X,+7)/8| X, +1] Uniformes
0 4 3+3/8 3 3/8
1 3 2+6/8 6 6/8
2 6 4+5/8 5 5/8
3 5 4+0/8 0 0
4 0 0+7/8 7 718
5 7 5+2/8 2 2/8
6 2 2+1/8 1 1/8
7 1 1+4/8 4 4/8

' COSS, op. cit. p. 19 - 29.
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4.7 Método de la Transformada Inversa para la Generacion de Variables Aleatorias

No—Uniformes"

F(x)

%V

El método de la transformada inversa utiliza la distribucion acumulada F(x) de la
distribucién que se va a simular. Puesto que F(x) esta definida en el intervalo (0,1), se

puede generar un numero aleatorio uniforme R vy tratar de determinar el valor de la

variable aleatoria para la cual su distribucién acumulada es igual a R, es decir, el valor
simulado de la variable aleatoria que sigue una distribucién de probabilidad f(x), se
determina al resolver la siguiente ecuacién:

F(x)=R=x=F"'(R)

La dificultad principal de este método descansa en el hecho de que en algunas ocasiones

es dificil encontrar la transformada inversa.
Ejemplo 4.7 Distribucion exponencial

Se desea generar numeros al azar que sigan la siguiente distribucién de probabilidad:

‘LX .
f(x):{/le S-IXZO
0 six<0

La distribucion acumulada de esta distribucién es:

F(x) = jle’“dt =1-e™*
0

" Ibid. p. 49 ~ 53.
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y utilizando el método de la transformada inversa, es decir, igualando la distribucion

acumulada con el numero uniforme R, se obtiene:

Pero si R sigue una distribucién uniforme, entonces 1-R también sigue esta

distribucién. Por consiguiente:

4.8 Notacion Utilizada en Teoria de Colas

Debido a que la simulacién es una técnica que se aplica frecuentemente en teoria de

colas, se proporciona la notacién empleada en esta area:

Caracteristica Simbolo Explicacién
Distribucién de tiempo entre M Exponencial o Poisson
llegadas (A) D Deterministica

Ek Erlang

G1 General independiente
Distribucién de tiempo de M Exponencial o Poisson
servicio (B) D Deterministica

Ek Erlang

G General
NUmero de estaciones 1,2, ..., X

paralelas (X)

Restricciones de capacidad 1,2, .., X

del sistema (Y)

Disciplina de espera (Z) FIFO Primero en entrar Primero en salir
LIFO Ultimo en entrar Ultimo en salir
SIRO Servicio en forma aleatoria
PRI Prioridad
GD Disciplina General
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La representacién de una cola es de la siguiente forma A/B/X/Y/Z.

Normalmente se utilizan los primeros tres simbolos, omitiéndose los simbolos Y y Z. Asi
M/D/2 representa un sistema de espera con tiempo entre llegadas exponencial, servicio
deterministico, dos estaciones de servicio, ningln limite en la capacidad del servicio y

como disciplina primero en llegar primero en servicio.™

En los capitulos previos asi como en este, se han desarrollado y analizado los conceptos
y herramientas requeridas para el uso de la estimacién de la distribucion de probabilidad y
de la simulacién; por consiguiente en el capitulo precedente se avanzard con una

aplicacién en el que se conjunten éstas técnicas.

2 SAUTTO, op. cit. p. 143.
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CAPITULO 5
CASO PRACTICO: DETERMINACION DE LAS CUOTAS DE TARIFA PARA EL SEGURO
DE RESPONSABILIDAD CIVIL AGENTES DE SEGUROS (PERSONAS FISICAS)

En el presente capitulo se conjunta a los elementos de la Matemética del Seguro con los que
se presentaron en las paginas previas, para determinar sobre bases técnicas, las primas netas
de riesgo a fin de garantizar con un elevado grado de certidumbre, el cumplimiento de las
obligaciones que contraigan con sus asegurados las instituciones de seguros, estas bases
deben de ser presentadas en una nota técnica, como lo mencionan los articulos 36 y 36-A
entre otros de la Ley General de Instituciones y Sociedades Mutualistas de Seguros’.

Se entiende por nota técnica a “la documentacion que integra el conjunto de procedimientos
técnicos esenciales en el disefio de un seguro para efectos de su registro; ya sea que se trate

de un seguro nuevo o de la sustitucién de uno previamente registrado”.?

En nuestro pais es la Comision Nacional de Seguros y Fianzas (C.N.S.F.) el organismo
encargado de conocer y resolver sobre fos registros, control, revisién, supervision, etcétera de
cualqguier actividad aseguradora; entre éstos el procedimiento para el registro de un seguro o

nota técnica.

La CNSF hace del conocimiento de los sectores supervisados, los consumidores y el publico
en general, las disposiciones especificas que emite con base en un marco juridico aplicable, a
través de circulares que se publican en ef Diario Oficial de la Federacién (DOF) y dentro de
éstas, se encuentran fas que regulan el registro de Tarifas y Documentacién Contractual, entre
las que se destaca a la circular $—8.1% en la que se sefala la forma y términos para el registro
de productos de seguros, la disposicidon décima segunda menciona los datos que éstas
deberan contener segun apliquen para la operacién, ramo y seguro que se trate. Atendiendo
ésas disposiciones se elabor6 el presente capitulo ef cual corresponde a una nota técnica para
el Seguro de Responsabilidad Civil Agentes de Seguros (Personas Fisicas), misma que a
continuacioén se presenta.

' Ley General de Instituciones y Sociedades Mutualistas de Sequros.

2VARGAS Aguilar, Juan Carlos, Fundamentos para el Desarrollo de Productos en Dafios,
p. 96.

3 Diario Oficial de la Federacion, 20 de Febrero de 2004,
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i CARACTERISTICAS GENERALES DEL PLAN

i.1 Nombre Comercial del Plan

El plan que se envia a ustedes para efectos de registro y vigilancia se denomina
SEGURO DE RESPONSABILIDAD CiVIL PARA AGENTES DE SEGUROS (Personas

Fisicas).

i.2 Descripcion de la Cobertura Basica

La Compaiiia se obliga a reparar o, a su eleccion, indemnizar los danos y perjuicios que el
Asegurado cause al publico, conforme a la legislacién en materia de responsabilidad civil
vigente en los Estados Unidos Mexicanos, por actos negligentes o imperitos (acciones u
omisiones); resultantes de su actividad de agente de seguros, ocurridos y reclamados al
Asegurado durante la vigencia de esta podliza, amparandose las siguientes

responsabilidades:

1. La responsabilidad por dafos directos al patrimonio:

Se entenderan bajo este concepto. Los danos en sentido estricto (pérdidas o
menoscabos sufridos en e} patrimonio), asi como los perjuicios (privaciones de
ganancia licita que necesariamente se hubiese obtenido de no haberse presentado (os
dafios) que se causen a los clientes del Asegurado, sin incluir dafios corporales o

danos materales a sus propiedades o un perjuicio consecuencial a ambos.

La responsabilidad de la Compania empieza después de la aplicaciéon del deducible a

cargo del Asegurado.
2. Laresponsabilidad por pérdida o destruccién de documentos:
La responsabilidad civil legal por danos y perjuicios que sufran los clientes del

Asegurado por dafos materiales destruccion o pérdidas de documentos que los

clientes le hayan entregado para el desarrollo de las actividades encomendadas.
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No se incluyen bajo ef concepto de documentos, dinero, moneda extranjera, otros
signos pecuniarios, metales amonedados, titulos de crédito, valores, cualquier otro
titulo representativo de dinero, mercancias, valores o promesas, por Ultimo, archivos o

almacenamientos para el procesamiento electronico de datos.

Las reclamaciones contra este concepto procederan de acuerdo con el orden

siguiente:

Primero

En el caso de pérdida de documentos, el Asegurado procederd a una busqueda

diligente y de ella levantara una constancia circunstanciada.

Segundo

En los demas casos la Compafia determinara si procede efectuar gestiones
exirajudiciales, judiciales o técnicas para obtener la restauracién o la reposicion de
documentos; los gastos y costos seran por cuenta de la Compania, después de aplicar
el deducible a cargo del Asegurado.

Tercero

Después de agotar las posibilidades de encuentro, restauraciébn o reposicion, la
Compania determinara la procedencia y extremos de la responsabilidad civil legal,
para proceder a indemnizar al cliente del Asegurado; después de la aplicacién gel

deducible a cargo de éste.
La responsabilidad civil legal personal de los empleados y trabajadores del Asegurado

frente al publico (quienes se consideraran Asegurados), derivada del ejercicio de fa
actividad materia de este seguro.
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i.3 Temporalidad dei Plan
La vigencia de este plan puede ser menor o igual a un afio.’
i.4 Operacion y Ramo en el que se Registrara

Este plan se utilizara dentro de las operaciones de DANOS, en el ramo de
RESPONSABILIDAD CIVIL Y RIESGOS PROFESIONALES.

ii HIPOTESIS ESTADISTICAS Y FINANCIERAS

La Compania cuenta con una cartera escasa para este tipo de seguros, ya que tiempo
antes no era obligatorio para los agentes de seguros contratar una poéliza por errores u
omisiones, por este motivo cuando se han suscrito negocios de este tipo se ha hecho
siguiendo las medidas recomendadas por nuestro reasegurador (reaseguro facultativo) en
el ramo de responsabilidad civil.

ii.] Hipotesis Estadisticas

La informacidon de nuestra cartera para los anos 1998, 1998 y 2000 misma que se
muestra en el anexo 1; aunque escasa permite hacer inferencias con impacto positivo,
con el uso de los métodos que se detallan en procedimientos técnicos.

ii.2 Hipotesis Financieras

ii.2.1 Utilidad Técnica

La utilidad técnica minima esperada es del 5%.°

3 Generalmente en los seguros para operaciones en dahos se otorga la cobertura menor o
igual a un ano.

® Es la utilidad que espera (planea y desea) obtener el asegurador después del pago de
los siniestros y de los gastos de administracién y de adquisicién.
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iii PROCEDIMIENTOS TECNICOS

iii.1 Gastos de Administracion

Los Gastos de Administracion considerados seran del 15%.

iii.2 Gastos de Adquisicion

Los Gastos de Adquisicion considerados seran del 9%.

iii.3 Gastos Totales

Gastos Totales = Gastos de Administracion + Gastos de Adquisicién + Utilidad Técnica.

iii.4 Procedimientos para {a Generacion de Datos Mediante Simutaclién

Estocastica

Debido a que los datos de la cartera no constituyen una muestra suficientemente grande,
estos seran utilizados como referencia para generar mas datos con el supuesto de
provenir de la misma funcién de distribucion, para tal objetivo los procedimientos

utilizados seran:

> Definicién del Sistema.
> Andélisis de Datos:
s Estimar la Distribucién de Probabilidad del Volumen de Prima Intermediada por
Agente.
» Estimar la Distribucién de Probabilidad Empirica de los Siniestros utilizando el
Método del Rango Mediano para Muestras Peguenas.
» Determinar las Probabilidades de Siniestro para Diferentes Montos de Prima
Intermediada.
> Formulacién del Modelo.
> Implementar el Modelo en la Computadora.
> Experimentacion.

¢ Determinar el Tamano de Muestra Reguerido.



o Generacidon de Carteras del Seguro de Responsabilidad Civil Agentes de Seguros

(Personas Fisicas) Utilizando Simulacion Estocastica.

> Interpretacion de los Resultados.

iii.4.1 Definicion del Sistema’

MODELO DEL SISTEMA

Agente de Seguros |

Contrato

[Compaiiia de Seguros

Dafio

Tercero Afectado |

En la figura anterior se muestra un modelo gel sistema, en este mismo se aprecia que el

contrato de seguro cubrira al asegurado por errores u omisiones gque éste cause a

terceros en su actividad de agente de seguros.®

Para entender mejor el sistema observe la siguiente tabla:

RELACIONES EN EL SISTEMA

Entidad Atributo Relaciones con:
Comparnia de Entidad Financiera que asegura al Agente | Agente de Seguros
Seguros de seguros mediante ef pago de una prima | Tercero Afectado

y consecuentemente pagara los danos que

éste cause a un tercero hasta el limite de

responsabitidad coniratado.
Agente de Intermediario (para asesoria y venta de | Compania de Seguros
Seguros seguros) entre la Companiia y el publico en | Tercero Afectado

general.

Tercero Afectado

Persona a quien le causa un dafo el
asegurado (agente de seguros) y que se
conoce al momento del siniestro.

Agente de Seguros
Compania de Seguros

7 Vid: 4.2 El Sistema y Otros Conceptos Relacionados con éste.
8 Vid: i.2 Descripcién de la Cobertura Basica.
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iii.4.2 Analisis de Datos

iii.4.2.1 Estimar la Distribucion de Probabilidad del Volumen de Prima Intermediada

por Agente®

Se utilizd el software Arena para estimar la Distribucién de Probabilidad que mejor se

ajusta a los datos del Anexo 2 obteniéndose los siguientes resultados:

Distribution Summary Function Sq Error
Distribution: Exponential'® Erlang 0.011
Expression: 0.988 + EXPO(1.32e+006) Exponential 0.011
Square Error:  0.011007 Beta 0.0152
Weibull 0.0442
Chi Square Test'' Gamma 0.159
Number of intervals = 4 Normal 0.237
Degrees of freedom =2 Lognormal 0.278
Test Statistic =8.07 Triangular 0.329
Corresponding p-value = 0.0193 Uniform 0.388

Kolmogorov-Smirnov Test'
Test Statistic =0.499
Corresponding p-value < 0.01

Data Summary

Number of Data Points = 168

Min Data Value =1

Max Data Value = 1.42e+007

Sample Mean = 1.32e+006

Sample Std Dev = 2.38e+006
Histogram Summary

Histogram Range =0.999 to 1.42e+007

Number of Intervals =12

® Vig: Capitulo 1 Estadistica Descriptiva.

' Vig: 2.2.7.5 Distribucién Exponencial Negativa.

" Vid: 3.1.4.1.1 Prueba de Bondad de Ajuste Chi—-Cuadrado.
"2 Vid: 3.1.4.1.2 Prueba de Bondad de Ajuste de Kolmogorov.
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Es decir que ta Distribucion de Probabilidad que mejor aproxima el Volumen de Prima

Intermediada por Agente es:

f(x;8)=0.999 +
0

x>0
donde: 6 =1'320,000
para cualquier otro caso

iii.4.2.2 Estimar la Distribucion de Probabilidad Empirica de los Siniestros

Utilizando el Método del Rango Mediano para Muestras Pequenas™

En la siguiente tabla se muestran los siniestros presentados en los afios de 1998 al 2000

y cuyas cifras estan en moneda nacional:

SINIESTRO
ANO EN QUE SE
PRESENTO MONTO
1998 2,000.00
1998 10,250.40
1999 427.845.73
2000 238,501.00
2000 30,404.61

A estos datos se les aplico el método del rango mediano para muestras pequenas

obteniéndose lo siguiente:

iNDICE

SINIESTRO

MONTO F’(x)) f(x,)

2,000.00 | 0.1796 | 0.00002245

10,250.40 | 0.3648 | 0.00000919

30,404.61 | 0.5500 | 0.00000089

238,501,00 | 0.7352 | 0.00000098

G H|WIN|=

427,845.73 | 0.9204

** Vid: 3.1.1.1 Método del Rango Mediano para la Estimacion de la Distribucién de
Probabilidad para Muestras Pequefas.
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DISTRIBUCION EMPIRICA DE SINIESTROS

0,00002500 _— B S —
0.00002000 +\-

0.00001500
0.00001000
0.00000500

0.00000000 - - - — - | S
0 50.000 100.000 150.000 200,000 250.000 300.000

MONTO DE SINIESTROS

—
bas

—

>

Una vez que a los datos se les aplicd la metodologia para muestras peguenas y se obtuvo
el grafico arriba mostrado, después se utilizé el software Arena para determinar qué
funcién de distribucidon se aproximaba mas; el resultado fue una distribucion gama, sin

embargo esto se tiene que probar.

Distribution Summary Function Sq Error
Distribution: Gamma"* Gamma 0.292
Expression: -0.001+GAMM(8.29e+003, Exponential 0.298
0.121) Erlang 0.298
Square Error: 0.291965 Uniform 0.3

Weibull 0.306
Kolmogorov-Smirnov Test'® Lognormal 0.345
Test Statistic = 1.23e+003 Normal 0.364
Corresponding p-value < 0.01 Triangular 0.416
Beta -1.4J
Data Summary
Number of Data Points = 2
Min Data Value =0
Max Data Value = 2e+003
Sample Mean = 1e+003
Sample Std Dev = 1.41e+003

Histogram Summary

Histogram Range = -0.001 to 2e+003
Nurmber of Intervals = 5

" Vid: 2.7.2.3 Distribucién Gama.
"> Vid: 3.1.4.1.2 Prueba de Bondad de Ajuste de Kolmogorov.
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A partir de lo anterior se plantea la siguiente hipotesis:

Ho: Hy:
Los siniestros se distribuyen Gama v Los siniestros no se distribuyen Gama

Para probar lo anterior debemos estimar los pardmetros de esta distribucion, recordemos

lo siguiente:

Se dice que la variable aleatoria X tiene una distribucién gama si su funcién de densidad

de probabilidad esta dada por:

Funcién de Densidad de Probabilidad Parametros
1 PG a>0
f(X;d;e)=— a x“ 19( %) 8>0
r(Gb x>0
Media Varianza
ab 062

Utilizando el método de los momentos'® se estimaron los pardmetros que a continuacion
se presentan:

media = X = 141,800.35 =ab 8= 247,586.69

2

Varianza= s = 35,107'878,306 =08’ d= 0.5727301

Con los parametros anteriores se obtienen las Probabilidades Teéricas Acumuladas F(x;),

y aplicando la prueba de Kotmogorov — Smirnov'’ se llega a la siguiente tabla:

PRUEBA DE HIPOTESIS

[Siniesto | F(xi) | Foa) | Dn |
2.000,00  0,17962963 0,07086374 0,10876589
10.250,40  0,36481481 0,17850845 0,18630636
30.404,61  0,55000000 0,32321123 0,22678877

238.501,00  0,73518519 0,80490556 0,06972038

427.84573  0,92037037 0,92327200 0,00290163

' Vid: 3.1.3 Método de los Momentos para la Estimacién de Pardmetros de una
Distribucién de Probabilidad.
"7 Vid: 3.1.4.1.2 Prueba de Bondad de Ajuste de Kolmogorov.
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De la tabla anterior, se tiene que:

Dn encontrado 0.227
Dn(a) de Kolmogorov —~ Smirnov
a=5% (1-G=95%) 0.565

Como Dn encontrado < Dn(a) de Kolmogorov — Smirnov, no se rechaza la hipotesis nula.

Por lo tanto, la Distribucion de Probabilidad estimada de los siniestros para este seguro

es:

O X0 & =0.5727301
f(x;a,8) = donde:
0 para cualquier otro caso 6 =247,586.69

iii.4.2.3 Determinar las Probabilidades de Siniestro para Diferentes Montos de Prima

Intermediada

Se ordenaron los datos de las tres carteras de mayor a menor con el supuesto de que el
Monto de Suma Asegurada es igual (o muy semejante) al Monto de Prima Intermediada,
se calculd la frecuencia de siniestros y se considero ésta como probabilidad.

Obteniéndose los siguientes resultados.

| Monto Promedio de Prima Intermediada |  Probabilidad de Siniestro |
Hasta $1'500,000.00 0.0217
Mayora  $1'500,000.00 0.0732
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iii.4.3 Formulacion del Modelo™

Con los datos obtenidos en el subcapitulo iii.4.2 Anélisis de Datos se cred el modelo de

las carteras de la siguiente forma:

1. Se generaran tres numeros aleatorios a, b, y ¢, mismos gue siguen una Distribucion
de Probabilidad Uniforme, y su uso es el siguiente:

a. Determinar el Volumen de Prima Promegio Intermediada por Agente.
b. Determinar si se presento o no un siniestro.
c. Determinar el Monto del Siniestro.

2. El Limite de Responsabilidad que se otorgara sera de $100,000.00 por esta razdn se
haréa constante para todos los elementos en la cartera.

3. El Volumen de Prima Promedio Intermediada por Agente se obtendra a partir del
numero aleatorio a, el cual se asume como probabilidad y por medio de la funcion
inversa de la siguiente distribucidén de probabilidad:

x

62 ke] x>0

f(x;8)=0.999 + 1 donde: 8 =1'320,000.

0 para cualquier otro caso

\

4. La existencia o no de siniestro se determinara utilizando ta siguiente regla:

1 sib=<0.0217 y el Volumen Promedio de Prima Intermediada < $1'500,000.00
Siniestro = <1 si b £0.0732 y el Volumen Promedio de Prima Intermediada > $1'500,000.00
0 e.o.c

5. EI Monto del Siniestro se obtiene a partir del nimero aleatorio ¢, el cual se asume
como probabilidad y por medio de la de la funcién inversa de la siguiente distribucion
de probabilidad:

x>0 a=0.5727301
f(x;a,8) = - donde:
0 para cualquier otro caso 8 =247,586.69

' Vid: 4.4 Etapas de un Estudio de Simulacién — 3.
4.5 Ejemplo de Simulacién.
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iii.4.4 Implementar el Modelo en la Computadora™

En este caso el modelo se ejecutara en hoja de calculo, atendiendo que entre sus
funciones se encuentran las necesarias para imptementar el modelo y permite almacenar
los datos en un archivo electrénico.

iii.4.5 Experimentacion®

iii.4.5.1 Determinar el Tamano de Muestra®'

Para determinar el tamano de muestra, se toma como base fa siguiente informacién;

Afio
1998] 1999 2000
Siniestros 1 2 2
Elementos en la cartera 37 39 57

Frecuencia 0,02703 0,05128 0,03509

Frecuencia mas Probable 0,03780 = 2/53

Con la siguiente formula calcularemos el error estandar estimado de la proporcion es,

p =0.03780
n=53

Sustituyendo estos valores se obtiene lo siguiente:
E = 0.02617498

'® Vid: 4.4 Etapas de un Estudio de Simulacion — 4.
2 \/jid: 4.4 Etapas de un Estudio de Simulacion — 6.
' Vid: 3.2.2 Determinacion del Tamario de Muestra Requerido para la Estimacion de la
Proporcién.
2 En la matematica del seguro, la frecuencia mas probable es el promedio de las
frecuencias.
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Para determinar el tamano de muestra se utilizara la siguiente férmula:

- 2271'(1 ~ 7[)
E2

Donde, z es el valor usado para el intervalo de confianza especificado, 77 es la
estimacion inicial de la proporciéon pablacional y E es el error de muestreo “de mas o de

menos” permitido en el intervalo.

z = 1.96 (para un intervalo del 95% de confianza)
7~ =0.03780
E =0.02617498

Sustituyendo estos valores se obtiene lo siguiente:

n =203.6048 ~ 204
Es decir que, empleando |2 frecuencia mas probable como proporcién se determiné el
tamano de muestra requerido para un intervalo de confianza de! 95%, el cual fue de 204

carteras con 53 elementos cada una y el nimero esperado de siniestros (de fas 204

carteras) sera de 2.
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iii.4.5.2 Generacion de Carteras del Seguro de Responsabilidad Civil Agentes de

Seguros (Personas Fisicas) Utilizando Simulacién Estocastica

Las 204 carteras

como ejemplo:?

(muestras) fueron generadas y una parte de una de éstas se presenta

Corrida : 10
Numero Aleatorio Limite de Volumen de Prima Siniestro
Dato| a | b ¢ Responsabilidad | Promedia Intermadlada | Si=1; No=0|  Monto
1 060701 0.28362 0.87833 $100,000.00 $1,232,846.78 0 $0.00
2 0.01593 0.48260 0.67002 $100.000.00 $21,202.37 0 $0.00
3 061458 0.74905 0.69245 $100,000.00 $1,258,500.62 0 80.00
4 087556 0.36539 0.95287 $100,000.00 $2,750,841.19 0 $0.00
5 0.22355 0.93883 0.13336 $100.,000.00 $333,884.80 0 $0.00
13 0.32089 0.80674 (024424 $100,000.00 $510,812.80 0 $0.00
14 0.83043 0.85914 0.71354 $100,000.00 $2,342,363.40 0 $0.00
15 0.68382 0.42638 0.90787 $100,000.00 $1,519,921.82 0 $0.00
18 0.74583 0.09648 0.04296 $100,000.00 $1.808,095.98 0 $0.00
17 0.70071 0.66475 0.04963 $100.000.60 $1,592,365.31 0 $£0.00
18 0.60689 0.00075 0.86659 $100,000.00 $1,232,427.17 i $313,740.97
19 007316 0.83342 0.44348 $100.000.00 $100,284.62 0 $0.00
20 0.65819 0.78660 0.69581 $100,000.00 $1,417,032.28 0 $0.00
21 0.23762 031606 0.32421 $100,000.00 $358,123.58 0 $0.00
22 0.14671 0.77476 0.84020 $100.000.00 $209,419.53 0 $0.00
47 0.81860 0.91850 0.50501 $100.000.00 $2,253,323.60 0 $0.00
48 0.28000 0.56115 0.70373 $100,000.00 $433,622.41 0 $0.00
49 0.88254 0.71406 0.07092 $100,000.00 $5,342,789.70 0 $0.00
50 0.00521 0.67292 0.68969 $100.000.00 $6.891.30 0 $0.00
51 0.80741 0.84845 0.34504 $100,000.00 $2.174,278.30 1} $0.00
52 0.85123 0.01114 0.76253 $100.000.00 $1,390,3398.55 1 $200.826.36
53 0.33116  0.98585 0.90488 $100,000.00 $530,911.48 0 $0.00
TOTAL $5,300,000.00 2 $514,667.33

= Et lector podra ver las 204 carteras en el anexo electrénico.
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iii.4.6 Interpretacion de los Resultados®

Siguiendo los pasos anteriores se simularon 204 carteras tal y como se determiné en el
subcapitulo iii.4.5.1; cada cartera consta de 53 elementos (pdlizas) y con base a los datos
generados se cred la siguiente tabla que proporciona un resumen de éstos:

Clase Ndmero Monto

de Siniestros Acumulado | Efectivos Efectivos | Acumulado
$0 $10.000 399 71 $286.092,73 $57.401.254,00
$10.000 $20.000 328 36 $547.608,06 $57.115.161,27
$20.000 $30.000 292 24 $5983.402,98 $56.567.553,21
$30.000 $40.000 268 20 $721.008,39 $55.874.150,23
$40.000 $50.000 248 24 $1.100.897,71 $55.253.143,83
$50.000 $60.000 224 17 $936.760,75 $54.152.246,12
$60.000 $70.000 207 12 $766.512,16 $53.215.485,36
$70.000 $80.000 195 9 $674.462 47 $52.448.973 21
$80.000 $90.000 186 8 $764.009,36 $51.774.510,74
$90.000 $100.000 177 7 $662.1861,26 $51.010.501,38
$100.000 $200.000 170 82 $8.765.547,13 $50.348.340,12
$200.000 $300.000 108 43 $10.515.121,22 $41.582.793,00
$300.000 $400.000 85 28 $10.013.586,28 $31.067.671,78
$400.000 $500.000 36 11 $4.909.818,98 $21.054.085,49
$500.000 $600.000 25 14 $7.559.375,76 $16.144.268,51
$600.000 $700.000 11 5 $3.244.993,69 $8.584.892,75
$700.000 $800.000 6 3 $2.263.908,39 $5.339.899,06
$800.000 $900.000 3 1 $855.760,57 $3.075.990,68
$900.000  $1.000.000 2 0 $0,00 $2.220.230,10
$1.000.000 $1.100.000 2 1 $1.053.123,47 $2.220.230,10
$1.100.000  $1.200.000 1 1 $1.167.106,63 $1.167.106,63

Estos resultados seran utilizados para el calculo de cuotas mismo que se explica en el

siguiente punto.

% Vid: 4.4 Etapas de un Estudio de Simulacion - 7.
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iii.5 Procedimientos para Calculo de Cuotas

Para el calculo de cuotas se utilizaran las formulas que a continuacién se presentan.

Monto en Primas Puras = P

m
Suma de Siniestros = Zs,
=1

De donde,

o
n
s
o
=

[0
ey

Por otro lado, la Probabilidad de Siniestro q se calculara con la siguiente formula:

2. (2)

Donde,

Grado del Dafo®= g,

% Una gran parte de los objetos asegurados afectados por siniestros sufre sélo una
pérdida parcial, es decir no se destruye v (limite de responsabilidad o suma asegurada,
dependiendo del seguro) en su totalidad, sino sélo una parte de v, la cual suele ser

expresada, av, en donde a es la fracciéon destruida de v; y es llamada grado del darno.

Si av = s es la fraccidn de la pérgida econdmica causada por un siniestro, tendremos

casos donde s = vy la relacién entre el dano y el valor del objeto sera Sy , quedando
v
asi definida la pérdida total. En la mayoria de los casos sera s = 0 y también S_0.En
A"

. . S . - .
los casos intermedios, s < v, por lo que — sera una expresion decimal entre 0 y 1,
\%

quedando asi definida la pérdida parcial.
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La Desviacion Estandar del Gasto Total por Siniestros ¢ es:

Las Primas de Riesgo P, se calculan de la siguiente forma:

P =P+o0 (4)
En nuestro caso g9 =1.

La Cuota de Riesgo = se obtiene como sigue:

P

S ©

T =

Mientras que la Cuota de Tarifa 1, se calcula de la siguiente forma:

T

T”=1—(g1+52 +£3+£4) (®)
Donde,
& = Gastos de Administracién
;= Gastos de Adquisicion
&= Otros Gastos
&= Utilidad
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iii.5.1 Calculo de Cuotas sin Deducible

Con base a la siguiente estadistica se calculan P, P, r y t, considerando que el valor

total del riesgo es de zvi =1,081’200,000.00, donde v =100,000 y n = 10,812.%

i=1

i=)

m Acumulados
M m
Clase Z il m, Z s; Z am a?m
1=1 ¢ Si
=1 =
$0  $10.000 399 71 $286.092,73 $24.023.088,61 2,8608 0.,1886
$10.000 $20.000 328 36 $547.608,06 $23.736.985,88 5,4761 0.8703
$20.000 $30.000 292 24 $593.402,98 $23.189.387,81 5,9340 1,4814
$30.000 $40.000 268 20 $691.181,12 $22.505.984,83 6.9118 2,4025
$40.000 $50.000 248 24 $1.100.897.71 $21.904.803,71 11,0090 5,0675
$50.000 $60.000 224 17 $936.760.75 $20.803.905,88 9,3676 517798
$60.000 $70.000 207 12 $766.512,16 $19.867.145,24 7.6651 49032
$70.000 $80.000 195 9 $674.462 47 $19.100.633,08 86,7446 5,0643
$80.000 $90.000 186 9 $764.009,36 $18.426.170,62 7.6401 6.4521
$80.000 $100.000 177 | 177 | $17.662.161,26 | $17.662.161,26 | 176,6216 | 176,2686
240,2309 | 207,9262
De la tabla anterior y de las ecuaciones presentadas en iii.5 se obtiene:
) >
m o8 a
P=Y5=24023.088.61 q=ii 290209 _qpp, Ly 2079202 o
10,812 240.2309

n
1

>a

=100,000,/(10,812)0.0222)0.8655 - 0.0222) = 1423,336.15

% Para elaborar ésta tabla, se consideré que en el caso de los siniestros mayores a
$100,000.00 solo se paga ésta cantidad ya que el exceso queda a cargo del asegurado;
en el caso de tener un siniestro menor a esta cantidad se paga el valor del siniestro. Lo
anterior porque en el Ramo de Responsabilidad Civil los seguros se otorgan a primer

riesgo.

“El seguro a primer riesgo es una modalidad que consiste en asegurar un bien por un
valor determinado hasta el cual queda cubierto el riesgo”.
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P, =P +0 =24'023088.61+1423336.15 = 25'446.424.76

P, 25'446,424.76

n - 1081200,000.00

v

i=1

=23.54 %o

rT=

Con base a ia siguiente tabla se calcula la cuota de tarifa:

Gastos de Administraciéon = ¢ = 15%
Gastos de Adquisicién = g = 9%
Utilidad Minima Esperada = g = 5%
. T _ 23.54 ~33.15 9,

T

B 1—(51+52 +f:4)_1—(0.15+0‘09+0.05)

Finaimente, se construyd una escala de peligrosidad haciendo uso de las probabilidades

encontradas en iii.4.2.3, obteniéndose la Tarifa siguiente:

Cuota Aplicable al
Monto Promedio de Limite de Responsabilidad Prima en
Prima Intermediada $100,000.00 M. N. Pesos M. N.
Hasta $1'500,000.00 19.23%o $1,923.00
Mayora $1°500,000.00 64.64%0 $6,464.00

Las cuotas obtenidas, se aplicaron a las carteras que previamente se simularon, los
resultados de dicha aplicacion causaron impacto positivo; y se concluye que permiten la

sana operacién de éste seguro.

Vid: VARGAS, op. cit. p. 140.
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iii.5.2 Calculo de Cuotas con Deducible

Con base a ta siguiente estadistica en la que se maneja un deducible de $7,500.00 se
el valor total del riesgo es de

calculan P, P,
N

Y T

considerando que

zvi =1,081'200,000.00, donde v =100,000y n = 10,812.

i=1

Acumulados

Clase m m "
Después de Z m | m, 2 S 2 s am a’m
Aplicar Deducible | 5 =1 ~ '
1=
$0  $2.500 341 13 $16.985,62 | $21.293.981,50 0,1836 0,0034
$2.500 $12.500 328 | 36 $277.608,06 | $21.276.995,88 3,0012 0,2938
$12.500 $22.500 292 | 24 $413.402,98 | $20.999.387,81 4,4692 0,8605
$22.500 $32.500 268 | 20 $541.181,12 | $20.585.984,83 5.8506 1,7276
$32.500 $42.500 248 | 24 $820.897,71 | $20.044.803,71 9,0557 4,1503
$42.500 $52.500 224 17 $809.260,75 | $19.123.905,99 8,7488 4,5211
$52.500 $62.500 207 | 12 $676.512,16 | $18.314.645.24 7,3136 4,4657
$62.500 §72.500 185 8 $606.962,47 | $17.638.133,08 6,5618 4,7955
$72.500 $82.500 186 9 $696.509,36 | $17.031.170,62 7.5298 56,3074
$82.500 $92.500 177 | 177 | $16.334.661,26 | $16.334.661,26 | 176,5909 | 176,2116
230,2052 | 203,3368
De la tabla anterior y de las ecuaciones presentadas en iii.5 se obtiene:
> >
a, a
m
P=35=21293,08150 q=m 2302052 5514 it 2033368 ) gg33
10,812 0 230.2052

i=1

P, =P +0 =21293,981.50 + 1408,670.92 = 22702,652.42

g

[0
-

=100,000,/(10,812)0.0213)0.8833 - 0.0213) = 1'408,670.92

P, 22702,652.42

~ 4,081'200,000.00

=21.00 %o
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Con base a la siguiente tabla se calcula la cuota de tarifa:

Gastos de Administracion = g =  15%
Gastos de Adquisicidon = g, = 5%
Utilidad Minima Esperada = g = 5%
r = T 21.00 _ 20,57 o,

1—(c,+¢, +£4) 1-(0.15+0.09 +0.05)

Finalmente, se construydé una escala de peligrosidad haciendo uso de las probabilidades

encontradas en iii.4.2.3, obteniéndose la Tarifa siguiente:

Cuota Aplicable al
Monto Promedio de Limite de Responsabilidad Prima en
Prima Intermediada $100,000.00 M. N. Pesos M. N.
Hasta $1'500,000.00 17.10%0 $1,710.00
Mayor a $1'500,000.00 57.56% $5,756.00

Las cuotas obtenidas, se aplicaron a las carteras que previamente se simularon, los
resultados de dicha aplicacion causaron impacto positivo; y se concluye que permiten la

sana operacion de éste seguro.

La aplicacién del deducible propuesto permite que exista un descuento de casi el 11%

respecto a las cuotas manejadas sin deducible.

Los resultados de la metodologia propuesta en este trabajo, resultaron ser satisfactorios
para la problematica de este seguro, ya que permitirdn a la compafiia tener una tarifa
justa y no tener problemas de insuficiencia de primas para el pago de siniestros; asi como
hacer frente a los gastos de administracion y de adquisicién; ademas la institucion tendra
la posibilidad de obtener utilidad.

Con esta nota técnica se ejemplificd, en un caso real las ventajas def uso de la Estimacion
de la Distribucidn de Probabilidad para Muestras Pequenas y de la Simulacion en la
Inferencia de Carteras de Seguros. Aportando asi, un método que permite hacer
inferencias de la cartera a pesar de que los datos de ésta no cumplan el supuesto de

provenir de una muestra lo suficientemente grande.

Finalmente, en las siguientes paginas se procedera a exponer las conclusiones de la

presente tesis.
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ANEXO 1
DE NOTA TECNICA
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CARTERA 1998
RESPONSABILIDAD CIVIL AGENTES DE SEGUROS
CIFRAS EN MONEDA NACIONAL

LIMITE DE SINIESTROS
POLIZA | RESPONSABILIDAD | NUMERO| MONTO

1 29,998,500 0 0
2 25,392,900 0 0
3 8,816,400 0 0
4 3,000,000 0 0
5 8,068,100 0 0
6 175,000 0 0
7 100,000 0 0
8 16,136,200 0 0
9 1,000,000 0 0
10 5,000,000 0 0
11 4,244,900 0 0
12 100,000 0 0
13 902,000 0 0
14 150,000 0 0
15 12,000,000 0 0
16 1,019,330 0 0
17 162,000 0 0
18 19,999,000 0 0
19 1,000,000 0 0
20 250,000 0 0
21 2,000,000 0 0
22 75,000 0 0
23 75,000 0 0
24 100,000 0 0
25 300,000 0 0
26 75,000 0 0
27 1,000,000 0 0
28 250,000 0 0
29 1,150,000 1 2,000
30 250,000 0 0
31 500,000 0 0
32 75,000 0 0
33 75,000 0 0
34 75,000 0 0
35 1,000,000 0 0
36 592,000 0 0
37 500,000 0 0
TOTAL 145,606,330 1 2,000
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CARTERA 1999
RESPONSABILIDAD CIVIL AGENTES DE SEGUROS
CIFRAS EN MONEDA NACIONAL

LIMITE DE SINIESTROS
POLIZA | RESPONSABILIDAD | NUMERO| MONTO

1 28,296,000 0 0
2 28,332,300 0 0
3 9,432,000 0 0
4 9,687,200 0 0
5 100,000 0 0
6 418,000 0 0
7 420,000 0 0
8 100,000 0 0
9 5,000,000 0 0
10 4,622,350 0 0
11 2,000,000 0 0
12 1,366,292 0 0
13 1,000,000 0 0
14 150,000 0 0
15 11,000,000 0 0
16 9,385,000 0 0
17 934,830 0 0
18 1,000,000 0 0
19 162,000 0 0
20 19,250,000 1 427,846
21 420,000 0 0
22 2,000,000 0 0
23 1,000,000 0 0
24 175,000 0 0
25 75,000 0 0
26 200,000 0 0
27 1,000,000 0 0
28 1,000,000 0 0
29 3,000,000 0 0
30 75,000 0 0
31 3,000,000 0 0
32 1,150,000 0 0
33 250,000 0 0
34 75,000 0 0
35 1,000,000 0 0
36 125,000 0 0
37 1,000,000 0 0
38 1,481,246 1 10,250
39 500,000 0 0
TOTAL 150,182,218 2 438,096
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CARTERA 2000
RESPONSABILIDAD CIVIL AGENTES DE SEGUROS
CIFRAS EN MONEDA NACIONAL

LIMITE DE SINIESTROS
POLIZA | RESPONSABILIDAD [ NUMERO| MONTO

1 100,000 0 0
2 9,498,600 0 0
3 28,246,500 0 0
4 9,415,500 0 0
5 9,611,000 0 0
6 3,000,000 0 0
7 9,511,000 0 0
8 49,121,500 0 0
9 3,000,000 0 0
10 100,000 0 0
11 100,000 0 0
12 100,000 0 0
13 500,000 0 0
14 5,000,000 0 0
15 1,000,000 0 0
16 500,000 0 0
17 4,706,350 0 0
18 2,500,000 1 30,405
19 500,000 0 0
20 1,000,000 0 0
21 150,000 0 0
22 5,000,000 0 0
23 2,000,000 1 238,501
24 200,000 0 0
25 944,590 0 0
26 - 500,000 0 0
27 19,128,400 0 0
28 162,000 0 0
29 500,000 0 0
30 420,000 0 0
31 175,000 0 0
32 1,000,000 0 0
33 2,000,000 0 0
34 500,000 0 0
35 300,000 0 0
36 500,000 0 0
37 1,000,000 0 0
38 75,000 0 0
39 500,000 0 0
40 500,000 0 0
41 250,000 0 0
42 1,370,000 0 0
43 75,000 0 0
44 100,000 0 0
45 1,150,000 0 0
46 75,000 0 0
47 5,000,000 0 0
48 1,000,000 0 0
49 200,000 0 0
50 200,000 0 0
51 200,000 0 0
52 125,000 0 0
53 1,000,000 0 0
54 1,766,586 0 0
55 500,000 0 0
56 250,000 0 0
57 500,000 0 0
TOTAL 186,727,026 2 268,906
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DE NOTA TECNICA

106



ESTADISTICA 1999 - 2002
Cifras en Moneda Nacional

Volumen de

Prima Promedio Nimero de
Intermediada Agentes
40,781 1,253
85,088 842
116,947 681
164,614 493
212,054 417
260,076 356
305,364 250
334,692 215
406,709 182
424,805 153
444,697 144
538,323 110
618,191 104
628,205 76
623,741 80
829,021 39
784,463 47
791,900 56
716,144 40
1,004,473 42
965,833 30
929,940 27
1,102,811 31
1,280,641 30
962,514 27
1,125,519 20
1,070,391 19
1,411,220 20
1,229,467 16
1,170,140 12
1,715,853 10
1,346,394 11
1,284,556 9
1,651,606 10
1,778,352 8
1,191,824 5
1,461,960 11
1,636,713 6
1,657,805 7
1,877,224 7
2,573,612 5
2,188,574 5
2,768,045 5
2,152,758 9
3,211,147 3
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ESTADISTICA 1999 - 2002
Cifras en Moneda Nacional

Volumen de
Prima Promedio Numero de
Intermediada Agentes

2,743,185 5
2,748,725 3
1,806,382 3
1,922,538 3
2,131,275 1
1,803,425 1
2,336,643 4
2,265,370 2
1,214,540 1
1,732,305 1
2,994,966 5
3,458,190 2
4,101,368 3
3,152,309 5
6,719,605 1
2,269,985 3
4,023,990 1
5,321,472 3
3
3
1
1
1
1
1
1
1
2
1
2
1
1
1
1
1
1
1
1
1
7

2,548,482
3,803,252
1,454,335
3,384,760
7,333,795
3,674,620
2,012,715
3,013,220
10,868,885
1,465,768
14,245,380
1,624,933
6,149,430
3,236,355
3,102,965
5,378,095
8,836,350
6,981,670
7,949,690
12,755,430
9,510,265
Total 221,051,850 5,99
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ANEXO ELECTRONICO
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CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

En el presente trabajo se estudié de manera previa el tema de estadistica descriptiva ya
que el paso inicial de toda investigacion es coleccionar, agrupar y analizar los datos con

los que se desea trabajar o simplemente con los que se trabajara.

Una vez hecho lo anterior, el siguiente paso consiste en hacer inferencias sobre el
comportamiento de los datos; motivo por el cual esta tesis dedico el segundo capitulo ai
tema de distribuciones de probabilidad, ya que a través de estas se pueden hacer

conjeturas sobre los datos cuando éstos forman un conjunto suficientemente grande.

Ante el problema de trabajar con pocos datos, situacion comin en el campo del seguro,’
en este trabajo se explicé el método del rango mediano ya que este permite estimar una
distribucién de probabilidad a pesar de que los datos no sean de una muestra
suficientemente grande; ademas se mostraron dos pruebas Utiles para acreditar que los

datos se ajustan a la distribucién estimada.

Asi mismo, para calcular el niumero de veces que se trabajara con el modelo simulado se

mostrdé como determinar el tamarno de muestra.

También, se hablé de la simulacién y para entenderla mejor se estudié el modelado de

sistemas porque con esta técnica se simula realmente un modelo del sistema.

Finalmente, la metodologia expuesta por esta tesis se ejemplifico con una nota técnica en
la que se calculan las cuotas base para el seguro de responsabilidad civil agentes de
seguros, producto que carecia de homogeneidad respecto a los precios calculados por
diferentes compariias aseguradoras y consecuentemente se observaba la carencia de

técnica para extraer el mayor provecho como sea posible a pocos datos.

Como dato adicional, cuando se calcularon las cuotas para seguro del que se habla en el
capitulo cinco, se contaba con la tarifa que el reasegurador entregd a la compaiiia que
proporciond los datos, los costos para diferentes limites de responsabilidad publicados por
otra comparia de seguros (informaciéon de dominio publico) y con los pocos datos de la

cartera proporcionada por la compaiiia.
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Mediante el uso de la metodologia aqui propuesta, se observé que la tarifa entregada por
el reasegurador y la publicada por la otra compafiia llevan a numeros rojos, mientras que
la que se desarrolla en este trabajo con el uso de las técnicas propuestas proporciona las
consecuencias positivas implicitas de un buen calculo, hacer frente a los siniestros,
utilidad para la empresa y el pago de los gastos de administracién y adquisicion,

observandose que la construccion del modelo y los supuestos del mismo son buenos.

Se recomienda a las personas que deseen emplear esta técnica tomen en cuenta lo

siguiente:

1. La construccidn del modelo juega un papel importante en los resultados que se
obtengan por el uso de éstas técnicas.

2. Esta metodologia sélo puede emplearse por cada riesgo del que se tenga informacion,
aunque ésta sea escasa.

3. Esta metodologia s6lo puede aplicarse a cada grupo o clase de riesgos de los que se
tenga informacion.

4. Siempre serd mejor trabajar con una muestra lo suficientemente grande, claro que

ante la carencia de datos esta metodologia es una buena opcién.

o

Independientemente de la aplicaciéon final de los datos obtenidos con estas técnicas,
tal aplicacion debe de ser supervisada una vez puesta en practica para evitar desvios
respecto a lo planeado y en caso contrario nuevamente estudiar el riesgo para disefar
programas correctivos; esta recomendacién constituye un paso obligado

independientemente de las técnicas utilizadas.

La realidad, es que el uso de nuevas técnicas en campos especializados y con
innovadoras exigencias, —como lo es el del seguro— permite la consolidacién de vinculos
entre estos, cultivando lazos fructiferos en este manantial inextinguible de siempre nuevos

conocimientos por aprender.
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NOTA FINAL

La compariia de seguros que proporcioné su informacién para el calculo de la tarifa del
Seguro de Responsabilidad Civil Agentes de Seguros (Persona Fisicas), determinaba las
primas para este riesgo con una tarifa proporcionada por el resaegurador, el método de
cotizacién que éste propone se conoce como pay back ademas de un descuento en el
caso de deducible, el pay back se da en un intervalo permisible que indica el nimero de
pdélizas que se deben de vender para hacer frente a un siniestro. A los elementos de las
carteras simuladas se les aplicé esta metodologia para hacer comparacion con el
propuesto por esta tesis, el resultado fue que el pay back deberia de ser menor; lo que
implica que las primas deberian de ser mayores; ademas de que haciendo uso del
deducible no se podia dar el descuento propuesto, por lo tanto hacer uso de la tarifa
propuesta por el reasegurador para este riesgo llevara a numeros rojos a la compafiia de

seguros.

La tarifa publicada por una empresa competidora es mas baja que la propuesta por esta
tesis, lo que implica que no permite pagar los siniestros que se presenten, ademas
tampoco permite hacer frente a los gastos de administracion, los de adquisicién y la
compafiia de seguros no obtendra utilidad, por lo tanto las primas de la competencia

llevaran a nimeros rojos a la empresa competidora.
Finalmente, la tarifa calculada con la metodologia propuesta por esta tesis garantiza la

solvencia del asegurador, ya que el uso de ésta permite hacer frente a todos los

compromisos que se adquieren con la venta de seguros para este riesgo.
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