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Introducción 

El presente es un trabajo de exploración sobre el área de 

teoría de gráficas. 

Se comienza con cualquier gráfica, a la cual se asocian 

ciertas matrices. Hecho esto, se consideran las siguientes 

preguntas, ¿qué operaciones entre dichas matrices están 

defmidas? Las operaciones entre estas matrices, ¿producen una 

nueva gráfica? ¿Cuál es la relación entre la primera gráfica y 

ésta última? 

Se termina demostrando los resultados que se obtuvieron 

en el desarrollo de este trabajo. 

Se escribirá gráfica en cursiva para referirse a la digráfica 

que se encontró, antes de definirla formalmente. 

En el capítulo l, se definen conceptos afines a la teoría de 

gráficas. 
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En el capítulo 2 , se definen las matrices que se asociarán a 

cualquier gráfica y después de estudiar varios ejemplos, se 

concluye con cuáles de estas matrices se trabajará en el 

capítulo siguiente. 

En el capítulo 3 , se define la digráfica asociada a una 

matriz en la primera sección; y se demuestran formalmente las 

observaciones que se hicieron en la sección anterior junto con 

otros resultados que se desprenden de éstas. 

Por último, en el apéndice se aplican los resultados que se 

demostraron en el capítulo anterior (sección 3.2), mostrando 

diversos ejemplos. 
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Capítulo 1 

Conceptos iniciales 

En este primer capítulo se introducen algunas definiciones 

básicas de teoría de gráficas. 

Definición 1.1 Una gráfica G, consta de un conjunto finito, 

no vacío, con p elementos llamados vértices de G, que 

denotamos con V(G), y de un conjunto de pares no ordenados 

de distintos elementos de V(G), llamados aristas de G, que 

denotamos con E(G). Para abreviar escribimos G=(V(G), E(G)) Y 

si no hay confusión, únicamente G. Si ek={vi, Vj} € E(G) con Vi y 

Vj € V(G), decimos que: Vi y ek inciden, Vj y ek inciden y que Vi es 

adyacente a Vj , y lo abreviamos con Vi ady Vj. Si esto no ocurre 

decimos que Vi no es adyacente a Vj, y lo abreviamos con Vi no 

ady Vj. 
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CAPÍTULO I 

En la figura 1.1 se muestra la gráfica Gl, etiquetada, con 8 

vértices y 11 aristas, esto es, todos los elementos de Gl tienen 

nombre. 

Figura 1.1 

Definición 1.2 Si en una gráfica G, todo par de vértices es 

adyacente, decimos que G es completa, y la denotamos por Kp, 

donde p es el número de vértices de G. Los ejemplos de la figura 

1.2 son gráficas completas. 

- 2 -



CAPÍTULO I 

Ks 

Figura 1.2 

Definición 1.3 En una gráfica G, un camino, es una sucesión 

alternada de vértices y aristas de G como sigue: 

(Vi,{Vi,Vj},Vj,{Vj,Vk},Vk, ... ,Vrn,{Vrn,Vn},Vn), y lo abreviamos con 

(Vi,Vj,Vk, ... ,Vrn,Vn), o con (er,es, ... ,ez), donde er=eij={vi,Vj}, 

es=ejk={Vj,Vk}, ... , ez=ernn={vrn,vn}, y donde r representa el nombre 

de la única arista que une al vértice i con el j. En la gráfica de la 

figura 1.1, (Vl,V2, va,vl,v2,V3,V6) = (e2,es,el,e2,e7,ea) es un camino. 

Definición 1.4 Si en un camino Vi = Vn, esto es, su vértice 

inicial coincide con su vértice fmal, entonces es un camino 

cerrado, y abierto en otro caso. 

Definición 1.5 Un camino cerrado con al menos tres vértices 

y todos sus vértices distintos a excepción del primero y el 

último, es un ciclo. La longitud de un ciclo es el número de 

aristas que contiene. Si un ciclo tiene n aristas, entonces tiene 

n vértices y la longitud del ciclo es igual a n. En la gráfica de la 

- 3 -



CAPÍTULO I 

figura 1.1, (VS,V2,V3,V6,VS) = (es,e7,es,e6) y (V3,V6,VS,V3) = (es,elO,ell) 

son ciclos de longitud 4 y 3 respectivamente. 

Definición 1.6 En una gráfica O, una trayectoria es un 

camino que no repite vértices, (por consiguiente, tampoco sus 

aristas) . En la gráfica de la figura 1.1, una trayectoria es 

(VS,V7,V6,vs)=(e3,e4,elO). 

Definición 1.7 Una gráfica O es conexa, si para todo par de 

vértices en O existe una trayectoria que los une, si esto no 

ocurre, decimos que O es disconexa; la gráfica de la figura 1. 1 

es una gráfica conexa y la gráfica de la figura 1.4 es disconexa. 

Definición 1.8 Un árbol, es una gráfica O, conexa y sin 

ciclos. La gráfica 02 de la figura 1.3 es un árbol. 

V6 

V2 

Figura 1.3 
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CAPÍTULO 1 

Definición 1.9 Un conjunto de corte en una gráfica conexa 

G, es el mínimo conjunto de aristas de E(G) que al quitarlo, 

hace disconexa a G. En la gráfica G2 de la figura 1.3, cualquier 

conjunto de la forma ek={vi,Vj} E: E(G2) donde Vi,Vj E: V(G2), es un 

conjunto de corte de G2. 

- 5 -



Capítulo 2 

Matrices asociadas a gráficas 

Se definirán cinco maneras de asociar una matriz a una 

gráfica cualquiera y se aplicarán estas definiciones a ejemplos 

concretos para averiguar bajo que condiciones es aplicable la 

suma y multiplicación de matrices a estas matrices asociadas. 

A continuación un breve recordatorio de la suma y 

multiplicación de matrices. 

Sean X Y Y matrices sobre un campo W. 

X es de tamaño mxn, si X tiene m renglones y n columnas. 

X se llama matriz cuadrada, sí m = n. 
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CAPÍTULO 2 

Sean X Y Y dos matrices de igual tamaño, digamos mxn. 

La suma X + Y es la matriz donde cada entrada Zij es el 

resultado de sumar las entradas correspondientes: Zij = Xij + yij. 

Ahora, supongamos que X = (Xij) y y = (yij) son dos 

matrices, en donde, el número de columnas de X es igual al 

número de renglones de Y. Si X tiene tamaño mxp, se escribirá 

X=(Xij)mxp, y si Y tiene tamaño pxn, se escribirá Y=(yij)pxn, 

entonces el producto X* y es una matriz de tamaño mxn, donde 

cada entrada Zij es el resultado de la suma siguiente: 

P 

Zij = Xii * yij + Xi2 * y2j + ... +Xip * ypj = L Xik * ykj 
K=l 

Cuando X es de tamaño mxr y Y de tamaño sxn, donde 

r;ts, el producto X* y no está definido. 

En lo sucesivo, se supone una gráfica G con p vértices y q 

aristas con q ;é O. Con esta última condición, se asegura que las 

últimas 4 matrices de las cinco siguientes, estén bien defmidas. 
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CAPÍTULO 2 

Definición 2.1 La matriz de adyacencia A=(aij) de una 

gráfica G, es la matriz en la cual a ij = 1 si Vi es adyacente con Vj 

en G, con Vi,Vje: V(G), y aij = O en otro caso. 

pxp. 

Observación 2.1.a. 

Observación 2.1.b 

Observación 2.1.c. 

A = (aij) es simétrica, es decir, a ij = aji. 

La diagonal aii =0. 

A es una matriz cuadrada de tamaño 

Definición 2.2 La matriz de incidencia de una gráfica G, es 

la matriz B=(bij), en la cual bij = 1 si Vi y ej inciden en G, 

Vi e:V(G) y ej e:E(G), y bij=O en otro caso. 

Observación 2.2.a Cada columna de 8= (bij) tiene, a lo 

más, dos unidades enteras. 

Observación 2.2.b. 8 es una matriz de tamaño pxq. 

Sea G una gráfica con sus ciclos etiquetados. 

Definición 2.3 La matriz de ciclos C= (Cij) de una 

gráfica G, es la matriz en la cual Cij = 1, si el i-ésimo ciclo de G 

contiene a ej e: E(G), y Cij =0 en otro caso. 

- 8 -



CAPíTULO 2 

Sea G una gráfica con sus conjuntos de corte etiquetados. 

Definición 2.4 La matriz de conjuntos de corte K=(kij) de una 

gráfica G, es la matriz en la cual kij = 1 si el i-ésÍIno conjunto de 

corte de G contiene a ej € E(G), Y kij =0 en otro caso. 

Sea G una gráfica conexa. 

Definición 2.5 Para todo par de vértices distintos U,V€V(G), la 

matriz de trayectorias Tuv = (tij) de una gráfica G, tiene un 

renglón por cada trayectoria entre u y v, y una columna por 

cada arista en E(G), en la cual, tir 1 si la j-ésima arista es un 

miembro de la i-ésÍIna trayectoria entre u y v en G, y tij =0 en 

otro caso. 

Enseguida, se listan algunos ejemplos concretos, aplicando 

las defmiciones anteriores. 

- 9 -



CAPíTULO 2 

Ejemplo 1: Sea GI la siguiente gráfica conexa con p=6 y 

q= 7. 

G¡: VI V5 

/0 o~ 
V2 e4 

~ 
O V6 

e5 e6 

O O 
V3 e3 V4 

Aplicando la definición 2. 1, la matriz de adyacencia 

asociada a GI es una matriz de tamaño 6x6 que queda así: 

VI V2 V3 V4 Vs V6 

VI O 1 1 1 O O 

V2 1 O 1 O O O 

A = (aij)6x6 = 
V3 1 1 O 1 O O 

V4 1 O 1 O 1 O 

Vs O O O 1 O 1 

V6 O O O O 1 O 

Observemos que A es simétrica y que la diagonal principal 
es igual a cero. 

- 10 -



CAPíTULO 2 

Aplicando la definición 2.2, la matriz de incidencia 

asociada a GI es una matriz de tamaño 6x7, como sigue: 

el e2 e3 e4 es e6 e7 

VI 1 O O 1 1 O O 

V2 1 1 O O O O O 
B = (bij)6x7 = V3 O 1 1 O 1 O O 

V4 O O 1 1 O 1 O 

Vs O O O O O 1 1 

V6 O O O O O O 1 

Observemos que en B hay a lo más dos unidades por 

columna. 

Ahora es el turno para la defmición 2.3. Antes de obtener 

la matriz de ciclos, se etiquetan los ciclos de GI : 

CI = (el,e2,es) 

C2 = (e3,e4,es) 

C3 = (el,e2,e3,e4) 

- 11 -



CAPÍTULO 2 

Luego, la matriz de ciclos asociada a Gl es: 

Cl 1 1 o 
e = (Cij)3x7 = 

C2 o o 1 

C3 1 1 1 

o 100 

1 100 

1 o o o 

La definición 2.4 requiere de conocer primero los conjuntos 

de corte de Gl: 

kl ={el ,e4,es} 

k2={e2,e3,es} 

k3={el,e2} 

k4={e3,e4} 

ks={el,e3,es} 

k6={e2,e4,es} 

k7={e6} 

ks={e7} 

Entonces, la matriz de conjuntos de corte asociada a Gl 

resulta así: 
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CAPíTULO 2 

el e2 e3 e4 es e6 e7 

kl 1 O O 1 1 O O 

k2 O 1 1 O 1 O O 

k3 1 1 O O O O O 

K = (kij)8x7 = k4 O O 1 1 O O O 

ks 1 O 1 O 1 O O 

k6 O 1 O 1 1 O O 

k7 O O O O O 1 O 

k8 O O O O O O 1 

Por último, la definición 2.5 se aplica a gráficas conexas; 

GI es conexa, si se consideran los vértices VI, V3 e:V(Gl), las 

trayectorias que unen a Vl con V3 son: 

h=(el,e2) 

t2=(e4,e3) 

13= (es) 

- 13 -



CAPÍTULO 2 

La matriz de trayectorias asociada a Gl es: 

e l e2 e3 e4 es e6 e7 

ti 

[~ 
1 O O O O 

~l Tv1v3=(tij)3x7 = t2 O 1 1 O O 

t3 O O O 1 O 

Del primer ejemplo conviene extraer la siguiente 

información: 

A es de tamaño 6x6 , 

B es de tamaño 6x7, 

e es de tamaño 3x7, 

K es de tamaño 8x7 y 

Tvlv3 es de tamaño 3x7. 

Las posibles operaciones que están definidas entre las 

matrices asociadas a Gl, son la multiplicación A*B y la suma 

e + Tv l v3. 

Este modo de proceder, que consiste en asociar las cinco 

matrices a una gráfica y al fmal saber las operaciones definidas 

entre ellas, se trabajará en los siguientes ejemplos de gráficas 

con características específicas. 

- 14 -



CAPÍTULO 2 

Ejemplo 2: Sea G2 un ciclo con p=5 y q =5. 

VI el V3 

G2: 
O o~ 

e4 /. 
V5 

O o 
V4 e2 V2 

La matriz de adyacencia para G2, según la definición 2.1 
es: 

VI V2 V3 V4 Vs 

VI O O 1 1 O 

V2 O O O 1 1 

A = (aij)SxS = V3 1 O O O 1 

V4 1 1 O O O 

Vs O 1 1 O O 

La matriz de incidencia para G2 según la defmición 2 .2 es: 

el e2 e3 e4 es 

VI 1 O O 1 O 

V2 O 1 O O 1 

B=(bij)SxS= V3 1 O 1 O O 

V4 O 1 O 1 O 

Vs O O 1 O 1 
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CAPÍTULO 2 

La gráfica G2 sólo tiene un ciclo que es ella misma. Sea 

Cl = (el,e2,e3,e4,es), luego, la matriz de ciclos asociada a G2 es: 

Los conjuntos de corte de G2 son: 

k 1={el,e2} k6={el,e4} 

k2={e2,e3} k7={e4,e2} 

k3={e3,e4} ka={e2,es} 

k4={e4,es} kg={es,e3} 

ks={es,el} klO={e3,el} 

La matriz de conjuntos de corte correspondiente a G2 es: 

el e2 e3 e4 es 

kl 1 1 O O O 

k2 O 1 1 O O 

k3 O O 1 1 O 

k4 O O O 1 1 
K=(kij) lOxS= 

ks 1 O O O 1 

k6 1 O O 1 O 

k7 O 1 O 1 O 

ka O 1 O O 1 

kg O O 1 O 1 

klO 1 O 1 O O 
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CAPÍTULO 2 

Para la matriz de trayectorias, se toman en cuenta los 

vértices VI,V2 € V(G2); las trayectorias que unen a VI con V2 son: 

tl=(el,e3,es) y b=(e4,e2). 

Así, 
el 

Tv1v2=(tij)2xS= tI [~ b 

Para el ejemplo 2, se tiene que: 

A es de tamaño 5x5, 

B es de tamaño 5x5, 

e es de tamaño lx5, 

K es de tamaño 10x5 y 

Tv lv2 es de tamaño 2x5. 

e2 
O 
1 

Luego, sólo A*B y A+B están definidas. 

¡Otro ejemplo! 

e3 e4 
1 O 
O 1 

Ejemplo 3: Sea G3 una gráfica completa con p=4 y q=6. 

- 17 -
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CAPiTULO 2 

La matriz de adyacencia asociada a G3 es: 

VI V2 V3 V4 

VI O 1 1 1 

A=(aij)4x4= V2 1 O 1 1 

V3 1 1 O 1 

V4 1 1 1 O 

La matriz de incidencia asociada a G3 es: 

el e2 e3 e4 es e6 

VI 1 O O 1 O 1 

B=(bij)4x6 = V2 1 1 O O 1 O 

V3 O 1 1 O O 1 

V4 O O 1 1 1 O 

Los ciclos de la gráfica G3, se muestran junto con su matriz de 

ciclos C=(Cij)7x6: 

el e2 e3 e4 es e6 

Cl =(el,e2,e3,e4) 
1 1 1 1 O O 

C2=(el,e2,e6) 1 1 O O O 1 

C3=(e3,e4,e6) O O 1 1 O 1 

C4=(el,e4,eS) 1 O O 1 1 O 

CS=(e2,e3,eS) O 1 1 O 1 O 
C6=(e6,e2,eS,e4) O 1 O 1 1 1 
C7=(e3,e6,el,eS) 1 O 1 O 1 1 
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CAPÍTULO 2 

Los conjuntos de corte de G3 y su matriz conjunto de corte 

K=(kij)6x6, es lo que se ve enseguida: 

el e2 e3 e4 es e6 

k 1={el,e4,e6} 1 O O 1 O 1 

k2={e3,e4,eS} O O 1 1 1 O 

k3={e2,e3,e6} O 1 1 O O 1 

k4={e 1,e2,eS} 1 1 O O 1 O 

kS={e2,e4,eS,e6} O 1 O 1 1 1 

k6={el,e3,eS,e6} 1 O 1 O 1 1 

Sean Vi, V4 €V(G3), las trayectorias que unen estos vértices 

y la matriz de trayectorias Tvlv4=(tij)Sx6 de G3 son: 

el e2 e3 e4 es e6 

tl=(el,eS) 1 O O O 1 O 

12=( el ,e2,e3) 1 1 1 O O O 

b=(e6,e3) O O 1 O O 1 

t4=(e4) O O O 1 O O 

ts=( e6,e2,eS) O 1 O O 1 1 

A es de tamaño 4x4, 
B es de tamaño 4x6, 
C es de tamaño 7x6, 
K es de tamaño 6x6 y 
Tvlv4 es de tamaño 5x6. 

Las operaciones posibles son: A*B, B*K, C*K, T*K. 
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jUno más! 
Ejemplo 4: Sea G4 un árbol con p=5 y q=4. 

La matriz de adyacencia asociada a G4 es: 

VI V2 V3 V4 Vs 

VI O 1 O O O 

V2 1 O 1 1 1 
A=(aij)SxS= V3 O 1 O O O 

V4 O 1 O O O 

Vs O 1 O O O 

La matriz de incidencia asociada a G4 es: 

el e2 e3 e4 

VI 1 O O O 

V2 1 1 1 1 

B=(bij)SX4= V3 O O O 1 

V4 O 1 O O 

Vs O O 1 O 
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La gráfica G4, por definición, no tiene ciclos, luego, C=(Cij) 

asociada a G4 no existe. 

Los conjuntos de corte de G4 y su correspondiente matriz 

K=(kij)4x4 son: 

el e2 e3 e4 

k1={el} 1 O O O 
k2={e2} O 1 O O 
k3={e3} O O 1 O 
k4={e4} O O O 1 

Sean V4,VS € V(G4), las trayectorias de V4 a Vs y la matriz de 

trayectorias Tv4vS=(tij)Ix4 de G4 quedan así: 

A es de tamaño 5x5, 
B es de tamaño 5x4, 
K es de tamaño 4x4 y 
T v4vS es de tamaño lx4 . 

1 1 OJ 

Luego, las operaciones definidas en este ejemplo son: A*B, 

B*K Y T*K. 
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¡No hay quinto malo! 

Ejemplo 5: Sea Gs una gráfica disconexa con p=4 y q=3. 

Gs: 

o V3 

La matriz de adyacencia asociada a Gs es: 

VI V2 V3 V4 

VI O 1 O 1 

V2 1 O O 1 
A=(aij)4x4 = 

V3 O O O O 

V4 1 1 O O 

La matriz de incidencia asociada a Gs es: 

el e2 e3 

VI 1 O 1 

B=(bij)4x3 = V2 1 1 O 

V3 O O O 

V4 O 1 1 
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La gráfica Gs solo tiene un ciclo, a saber, cl=(el,e2,e3) y la 

matriz de ciclos asociada a Gs es: 

C=(Cij) lx3 = 
Cl [1 1 1 ] 

Como los conjuntos de corte sólo están definidos para 

gráficas conexas, se tiene que la matriz de conjuntos de corte K 

asociada a Gs no existe; lo mismo sucede con la matriz de 

trayectorias T uv que para obtenerla se requiere de una gráfica 

conexa. Con esto la única operación posible para Gs es A *B. 

El análisis que sigue, lo podemos concluir a partir de la 

defmición de cada una de las matrices que se manejaron aquí, 

pero lo precisamos como sigue: 

Consideramos que los ejemplos mostrados hasta aquí, son 

los básicos para que podamos deducir lo siguiente: para las 

matrices K,C y T uv, no hay un número fijo de renglones, o 

simplemente no existen dichas matrices, lo que produce que no 

siempre podamos hacer operaciones con ellas como sucede con 

las matrices asociadas a las gráficas G4 y Gs (ejemplos 4 y 5) . No 
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es así, para las matrices A y B porque están definidas para 

cualquier gráfica y a diferencia de las anteriores, tienen un 

número fijo de renglones y de columnas. Además, notemos que 

A*B es la operación común en todos los ejemplos; y por otro 

lado, la suma de matrices solo se da en casos como en los 

ejemplos 1 y 2; que por la primera razón dada, solo sobrevive la 

suma A+B como en el ejemplo 2, descartando el caso restante. 

Básicamente ahora sabemos, que no todas estas matrices 

se pueden sumar o multiplicar; sin embargo, este inconveniente 

desaparece si consideramos trabajar únicamente con la suma y 

la multiplicación de las matrices A y B. 
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Capítulo 3 

Digráficas asociadas a matrices 

En este capitulo, sección 3.1, se define la digráfica 

asociada a una matriz, estimando 3 casos en los que se 

aplicarán ejemplos. En la sección 3.2, se hace un análisis de la 

relación entre una gráfica y su digráfica asociada a través de 

una matriz; y por último, se demuestran los resultados de este 

análisis. 

Sección 3.1 

En esta sección se definen, 3 tipos de digráficas que se 

asociarán a la multiplicación y suma de las matrices de 

adyacencia e incidencia, haciendo un análisis con el número de 

vértices y aristas de una gráfica G. 

· 25 · 



SECCIÓN J . I CAPiTIJLOJ 

Comencemos por definir 10 siguiente: 

Sea G~(V(GI , E(G)) una gráfica con p vértices y q aristas, y 

sean A =(aü)pxp y B=(bij)pxq, la matriz de adyacencia y la matriz 

de incidencia de G respectivamente. 

La matri2: product o M* ""(Pij )pxq, es la matriz que resulta de 

multiplicar la matriz A por la matriz B, y diremos, la matriz 

producto asociada a G, o sólo, M' de G~(V(GI , E(G)) , y 

escribiremos: 

A*B = M*, o también, (aij)pxp * (bij)pxq = (Pij)pxq 

La matr i2: suma M+ =(Sij)pxp, es la matriz que resulta de 

sumar las matrices A y B, Y diremos, la matriz suma asociada a 

G, o sólo, W de G~(V(GI,E(G)) , y escribiremos: 

A+B=M+, o también, (aij)pxp + (bij)pxq "" (Sij)pxp donde p=q. 

Inmediatamente percibimos que nuestro análisis se puede 

dividir en casos: 

Caso 1: p"# q 

il p>q 

ii) p<q 

Caso 11: p~ q 
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Estudiaremos cada uno de ellos, utilizando ejemplos que 

harán práctico el desarrollo. 

Vl 

V2 

V3 

V4 

Caso 1: p;é q 

i) p>q 

Ejemplo 3.a. Supongamos Gl con p=4 y q=1. 

VI 

O 

V4 O 

(aij)4X4 * (bij)4xl = (Pij)4xl: 

Vl V2 V3 V4 

O O O O 

O O O 1 

O O O O 

O 1 O O 

* 
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Notamos que M* de Gl, es la misma matriz que B asociada 

a Gl y sabemos que esta matriz ya tiene gráfica asociada, a 

saber, la propia Gl . 

Veamos el siguiente ejemplo. 

Ejemplo 3.b. Supongamos G2 con p=5 y q=3 . 

V2 
VI 

o~ 
O V5 

O 

V3 ---=----e2 O V4 

(aij)sxs * (bij)sx3 = (Pij)Sx3: 

VI V2 V3 V4 V5 el e2 e3 el e2 e3 

VI O O O O 1 VI O O 1 VI O O 1 
V2 O O 1 O O V2 1 O O V2 1 1 O 
V3 O 1 O 1 O * V3 1 1 O = V3 1 1 O 
V4 O O 1 O O V4 O 1 O V4 1 1 O 
V5 1 O O O O V5 O O 1 V5 O O 1 

Digamos que queremos asignarle una gráfica a M* de G2; 

de manera informal, pongamos como vértices el conjunto de 

índices para los renglones de M* y, para las aristas, diremos, si 
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Pij "" 1, entonces Vi es adyacente a Vj con esa dirección y si Pij ~ 1, 

los vértices no son adyacentes, y la gráfica asociada a M* de 0 2 

queda como en la figura 3.1. 

VI " _ __ ·0+ V2 

o · ~Vl 

o 
v. 

Figura 3.1 

La gráfica que acabamos de encontrar, en teOIía de 

gráficas se conoce como pseudodigráfica. 

Conviene, pues, en este momento, introducir conceptos 

relacionados con las digráficas. 

Definición 3.La Una digráflca o gráfica dirigida O es un par 

ordenado de conjuntos (N(D) ,F(D)) , donde N(D) es finito, no 

vacio y F(D) un conjunto de pares ordenados de distintos 

elementos de N(D), a los elementos de F(D) les llamamos flechas 

y a los de N(D). nodos. No es 10 mismo {n i, nj} que {nj, n i}, ambas 

flechas tie nen sentido contrario. La figura 3.2 es una digráfica . 
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Definición 3.1.b Una subdigráfica H de una digráfica D es 

una digráfica, tal que, V(H)~V(D) y F(H)~F(D). 

Definición 3.1.c A una flecha que va de un nodo a él mismo, 

se le conoce como lazo, es decir, es una flecha de la forma 

f={ni,n¡}€F(D) con n¡€N(D) en D. En la figura 3 .3, {n3,n3} es un 

lazo. 

nI O ----~. O n2 

1 ~/on3 
n5 o ____ ~. O 

Figura 3.2 

Definición 3.1. d U na pseudodigráfica es una digráfica en la 

que se permiten las repeticiones de flechas y los lazos. La figura 

3.3. es una pseudodigráfica. 

0,.l1li-____ -----'0 

/30~ 

n5 ~ 

Figura 3.3 
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Definición 3.1.e.1 En una digráfica D, una flecha es 

.imétrica si f"'{ni,nj}EF(D), entonces {nj,ni}€F(D). En la digréifica 

de la figura 3.2, {I13,n4} y {n4 ,n3} son flechas simétricas. Una 

digráfica simétrica D es aquella que tiene todas sus flechas 

simétricas. 

Definición 3.1.e.2 En una digráfica D, una flecha es 

asimétrica si {ni,nj}€F(D), entonces {nj,n¡}El:F(D) . En la digrá.fica 

de la figura 3.2, {nl,n2} es una flecha asimétrica. Una digráfica 

asimétrica D es aquella que tiene todas sus flechas 

asimétricas. 

Definición 3 .1.C.1 Un camino dirigido en una digráfica D, es 

una sucesión alternada de nodos y flechas como s igue: 

En la 

digráfica de la figura 3.2, (n l,n2,n5,n4,I1.3,n4) es un camino 

dirigido. 

Definición 3.1.f.2 Un camino cerrado dirigido es un camino 

dirigido donde ni"'ns, esto es, el primer nodo es igual al último. 

Definición 3.1.f.3 Un ciclo dirigido es un camino cerrado 

dirigido que no repite nodos, sólo el primero y el último. La 

longitud de un ciclo dirigido es el número de flechas que 

contiene. 
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Ahora es momento de defin ir, lo que va a significar una 

gráfica asociada a una matriz. 

Sea M* la matriz producto de G=(V(G),E(GII con p * q y p>q. 

Definición 3.1.1 La m*-digráfica O, O la digráfica O 

asociada a la matriz M*, es un par ordenado de conjuntos 

(N(D),F(DII, donde N(D) es un conjunto fmito, no vacio, con p 

elementos llamados nodos de O, y F{D) su conjunto de flechas 

descritas como sigue: 

Sean n i, nj € N{D) Y Pij € M*. 

(n"n) E F(D) 

(n"nj) '" F(D) 

siPij:::::lconi#j y 

en cualquier otro caso. 

En lo que resta de este trabajo, por m*-digráfica D(GJ . 

entenderemos que es la digráfica O asociada a la gráfica G a 

través de M*, y si no hay confusión sólo D(O). 

Ilustremos con un ejemplo. 

- 32 -
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Ejemplo 3.l.a Supongamos G3=(V(G3),E(G3)) con p=5 y q=4 . 

V2 

O~el VI 
O _____ V3 

O 

-----~ 
V50 ______ /e3 

O 
e4 V4 

(aij)sxs * (bij)Sx4 = (Pij)SX4 : 

VI V2 V3 V4 Vs el e2 

VI O O O O O VI O O 

V2 O O 1 O O V2 1 O 

V3 O 1 O 1 1 * V3 1 1 

V4 O O 1 O 1 V4 O O 

Vs O O 1 1 O Vs O 1 

e.¡ e2 e3 e4 

VI O O O O 

V2 1 1 1 O 

V3 1 1 1 2 

V4 1 2 1 1 

Vs 1 1 2 1 
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Por lo tanto, la m*-digráfica D(G3) es: 

D(G3): nl o • 

a~ ! ° n3 
n5 ° -------. o~ 

14 

Notemos que D(G3) tiene una flecha simétrica f={n2,n3}, no 

tiene lazos, pero sí un camino dirigido de ns a nI que pasa por 

todos los vértices. 

Si en una digráfica O, el conjunto N(D) de nodos, es un 

conjunto muy grande, es posible que encontremos un número 

de flechas simétricas muy grande, así que, para evitar una 

digráfica engorrosa, en vez de • ~ pondremos ~. 

Veamos otro ejemplo. 

Ejemplo 3.l.b. Supongamos G4 con p=6 y q=5. 

el V2 e2 

VIO ° a O 10 :: 
V6 ____ ---J..J._ ---------' V4 

es e4 vs 
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(aij)6x6 * (bij)6xS = (Pij)6xS : 

VI V2 V3 V4 Vs V6 el e2 e3 e4 es 

VI O 1 O O O O VI 1 O O O O 

V2 1 O 1 O O O V2 1 1 O O O 

V3 O 1 O 1 O O * V3 O 1 1 O O = 

V4 O O 1 O 1 O V4 O O 1 1 O 

Vs O O O 1 O 1 Vs O O O 1 1 

V6 O O O O 1 O V6 O O O O 1 

el e2 e3 e4 es 

VI 1 1 O O O 

V2 1 1 1 O O 

V3 1 1 1 1 O 

V4 O 1 1 1 1 

Vs O O 1 1 1 

V6 O O O 1 1 

La m*-digráfica D(G4) es: 

D(G4): 
02 

DIO ... 00x1"3 
11(;0 .0... .0rL¡ 

Os 
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Aquí, notemos un camino dirigido de n6 a n i que pasa por 

todos los vértices, pero con esto todavía no nos atrevemos a 

hacer una observación para extraer un resultado general, así 

que, sigamos explorando. 

Continuemos con nuestro anális is. 

Caso 1: P"q 

ii) p<q 

Consideremos el siguiente ejemplo con la condición p<q. 

Ejemplo 3.1.c. Supongamos G con p=6 y q=8. 

V I e, v, 
G: e, 

V6 
VJ 

e, 
es eJ 

vs v. 
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V¡ V2 V3 V4 V5 V6 e¡ e2 e3 e4 e5 e6 e7 es 

V¡ O 1 O 1 O 1 V¡ 1 O O O O 1 O 1 

V2 1 O 1 O 1 O V2 1 1 O O O O 1 O 

V3 O 1 O 1 O O * V3 O 1 1 O O O O O 

V4 1 O 1 O 1 O V4 O O 1 1 O O O 1 

V5 O 1 O 1 O 1 V5 O O O 1 1 O 1 O 

V6 1 O O O 1 O V6 O O O O 1 1 O O 

el e2 e3 e4 es e6 e7 es 

VI 1 1 1 1 1 1 1 1 

V2 1 1 1 1 1 1 1 1 

= V3 1 1 1 1 O O 1 1 

V4 1 1 1 1 1 1 1 1 

Vs 1 1 1 1 1 1 1 1 

V6 1 O O 1 1 1 1 1 
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Según la definición 3.1.1, N(O) es un conjunto con seIS 

nodos, si comenzamos con las adyacencias del nodo nI . La 

m*-digráfica O(G) empieza así: 

o 

"' 

", ")' ~::~------~·'o 

o ", 

o 

"' 

o ", 

Nos percatamos de que no podemos terminar D(O) , pues 

PI .7 €M* de G, indica que, {nl,n7}e:F(0) en 0(0) por la defmición 

3 .1.1 , pero n,€N(D) y n,E;I'N(D). 

Si procedemos como en la defmición 3.1.1 para asignar 

una gráfica a una matriz M* de una gráfica G, pero ahora con la 

condición de que p<q, una manera natural de pensar es que, en 

vez de tomar el número de vértices de G como nodos de D(G), 

tomamos el número de aristas de G como el número de nodos 

de D(G). 

Así , la gráfica asociada a una matriz con la nueva 

condición, se define como sigue: 
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Sea M' la matriz producto de G=(V(G),E(G)) con p#q y p<q. 

Definición 3.1.2 La m*-digráfica O, o la digráfica O 

asociada a la matriz M*, es un par ordenado de conjuntos 

(N(D),F(D)) donde N(D) es un conjunto fmito , no vacío, con q 

elementos llamados nodos de O, y F(O) su conjunto de flechas 

descritas como sigue: 

Sean ni,nj E N(O) y Pij EM*. 

(n;,nj)€F(D) 

(n;,nj)!l'F(D) 

siPij =lconi;<!'j y 

en cualquier otro caso. 

En lo que resta de nuestro trabajo, por m*-digráfica 0(0), 

entenderemos que es la digráfica O asociada a la gráfica O a 

través de M*, y si no hay confusión sólo 0(0). 

Es importante aclarar que la defmición de gráfica O en el 

capítulo 1, permite que E(O) =0, aunque en el capítulo 2, se 

pone como condición para defmir las matrices asociadas a una 

grafica O que q#O. Con esto, la m*-digrafica 0(0) con p<q, está 

bien definida. 
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Retomando el ejemplo 3.1.c, a la matriz M* aplicamos la 

definición 3.1.2 para obtener la siguiente m*-digráfica, en donde 

omitimos algunas flechas, pues nos interesa mostrar lo que se 

ve con flechas negritas. 

D(G): 

..•..•... : ..... . ~.~ ... / .... 
O 

ng 

··:v···· 

", " ~ 
'. . ,. 

'~T 
o 
n7 

Observemos que G tiene un ciclo de longitud 6 y en D(G) 

tenemos un ciclo dirigido simétrico de la misma longitud, bien 

podríamos pensar en la posibilidad de extraer de aquí, un 

resultado general. Prestemos atención al siguiente caso. 

Ejemplo 3.1.d. Una gráfica G con p=8 y q=12. 

G: VI el e2 V3 

~ lO 
el1 V8 7 V

' e12 

o 
V7 e6 V6 es V5 
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(aij)8x8 * (bij)8x12 = (Pij)8x12 : 

Vi V2 V3 V4 V5 V6 V7 V8 

Vi O 1 O O O 1 O 1 

V2 1 O 1 O O 1 O O 

V3 O 1 O 1 1 O O O 

V4 O O 1 O 1 O O 1 * 
V5 O O 1 1 O 1 O O 

V6 1 1 O O 1 O 1 O 

V7 O O O O O 1 O 1 

V8 1 O O 1 O O 1 O 

el e2 e3 e4 e5 e6 e7 e8 e9 elO ell e12 

VI 1 O O O O O O 1 1 O O O 

V2 1 1 O O O O O O O 1 O O 

V3 O 1 1 O O O O O O O 1 O 

V4 O O 1 1 O O O O O O O 1 = 
V5 O O O 1 1 O O O O O 1 O 

V6 O O O O 1 1 O O 1 1 O O 

V7 O O O O O 1 1 O O O O O 

V8 O O O O O O 1 1 O O O 1 
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el e2 e3 e4 es e6 e7 es e9 elO ell el2 

VI 1 1 O O 1 1 1 1 1 2 O 1 

V2 1 1 1 O 1 1 O 1 2 1 1 O 

V3 1 1 1 2 1 O O O O 1 1 1 

V4 O 1 1 1 1 O 1 1 O O 2 1 

Vs O 1 2 1 1 1 O O 1 1 1 1 

V6 2 1 O 1 1 1 1 1 1 1 1 O 

V7 O O O O 1 1 1 1 1 1 O 1 

Vs 1 O 1 1 O 1 1 1 1 O O 1 

En la siguiente m * -digráfica D(G), quitamos algunas 

adyacencias que no afectan el resultado que queremos mostrar, 

que es el que se ve con flechas negritas. 

4 '/' 
Oll o 

: ..... 
. .(' 

..... / ............. /: 

./~/ 
o 

010 

08 
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Notemos que P3,4 ~ 1, además, G tiene un ciclo de longitud 

8 y D(G) un ciclo asimétrico de la misma longitud. Sin dejar de 

lado este último hecho, continuemos explorando. 

¿Qué pasa con una gráfica completa? 

Ejemplo 3.2.a. Sea Ks una gráfica completa con p=5 y 

q=lO. 

VI 

G: 

V5 

e3 

(aij)sxs * (bij)SxI0 = (Pij)SxlO: 

VI V2 V3 V4 Vs 

VI O 1 1 1 1 

V2 1 O 1 1 1 

V3 1 1 O 1 1 * 
V4 1 1 1 O 1 

Vs 1 1 1 1 O 
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Vs O 

el 

VI 1 

V2 1 

V3 2 

V4 2 

Vs 2 

O 

1 

1 

O 

O 

e2 

2 

1 

1 

2 

2 

Luego, D(Ks) es: 

nI 

O 

O 

1 

1 

O 

e3 

2 

2 

1 

1 

2 

O 

O 

O 

1 

1 

e4 

2 

2 

2 

1 

1 

1 

O 

O 

O 

1 

es 

1 

2 

2 

2 

1 

n8 

- 44-

1 

O 

O 

1 

O 

e6 

1 

2 

2 

1 

2 

1 

O 

1 

O 

O 

e7 

1 

2 

1 

2 

2 

O 

1 

O 

O 

1 

e8 

2 

1 

2 

2 

1 

CAPÍTULO 3 

O 

O 

1 

O 

1 

eg 

2 

2 

1 

2 

1 

O 

1 

O 

1 

O 

. ~ 
- . O 

Il6 

= 

elO 

2 

1 

2 

1 

2 
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Como una primera observación, la gráfica completa Ks del 

ejemplo 3.2.a, tiene la propiedad de que su matriz M* es igual a 

su matriz B módulo 2, además, D(Ks) contiene un ciclo 

asimétrico cuya longitud es igual a 5. 

Hagamos otro ejemplo. 

Ejemplo 3.2.b. Sea G una gráfica disconexa con p=5 y q=6. 

G: VI 

0",,
es o V3 

0'--____ ---"-' 

V5 V4 

VI O 1 O 1 1 VIlO O 1 1 O 

V2 1 O O 1 1 * V2 1 1 O O O 1 = 

V3 O O O O O V3 O O O O O O 

V4 1 1 O O 1 V4 O 1 1 O 1 O 

Vs 1 1 O 1 O Vs O O 1 1 O 1 
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el e2 e3 e4 es e6 

VI 1 2 2 1 1 2 

V2 1 1 2 2 2 1 

V3 O O O O O O 

V4 2 1 1 2 1 2 

Vs 2 2 1 1 2 1 

Así, la m*-digráfica D(G} es: 

02 03 
o 

En las m*-digráficas asociadas a las gráficas de los 

ejemplos 3.l.a y 3 .1.b, observamos un camino dirigido que pasa 

por todos los vértices, el ejemplo 3.2.b nos indica que esto no 

siempre sucede. 

Sigamos con nuestro análisis. 

- 46 -



SECCiÓN J.! CAPíTUlO J 

Caso 1I: p = q 

Hagamos un breve razonamiento, sabemos que, si p>q y 

p<q, entonces p=q , 10 que implica, en dicho caso, que para la 

multiplicación como cumple ambas condiciones, podemos 

aplicar ambas defmiciones 3.1.1 y 3.1.2 de manera indistinta; 

para la suma no es diferente pues tenemos el mismo número de 

renglones que de columnas tanto para A como para B, pero falta 

definirla formalmente . 

Sea M' la matriz suma de G=(V(G),E(G)) con p=q. 

Definición 3 . 1.3 La m'-dlgráflca D, o la digráfica D 

asociada a la matriz Mi", es un par ordenado de conjuntos 

(N(D),F(D)) donde N(D) es un conjunto finito, no vado, con p 

elementos llamados nodos de D, y F(D) un conjunto de flechas 

descritas como sigue: 

Sean n i,nj €N(D) y S ij € Mi" 

(n;,nj)(F(D) 

(n;,nj) <i"F(D) 

si SU"" 1 con iFj y 

en cualquier otro caso. 
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A partir de ahora, por m+-digráfica D(G), entenderemos que 

es la digráfica D asociada a la gráfica G a través de M + . 

El empleo de esta defmición es análogo a las dos 

anteriores, solo que, esta vez, trabajaremos con matrices 

cuadradas. 

Ejemplo 3.3.a. Supongamos una gráfica G con p=5 y q=5. 

VI el V2 
o 

o~ G: 

e4 o V3 

o /. 
V4 

(aij)sxs =A: (bij)sxs=B: 

VI V2 V3 V4 Vs el e2 e3 e4 es 

VI O 1 O O O VI 1 O O O O 

V2 1 O 1 1 1 V2 1 1 O 1 1 

V3 O 1 O 1 O V3 O 1 1 O O 

V4 O 1 1 O O V4 O O 1 1 O 

Vs O 1 O O O Vs O O O O 1 
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(Pij)pxq = M*: (Sij)pxp=M+ : 

el e2 e3 e4 es VI V2 V3 V4 Vs 

VI 1 1 O 1 1 VI 1 1 O O O 

V2 1 1 2 1 1 V2 2 1 1 2 2 

V3 1 1 1 2 1 V3 O 2 1 1 O 

V4 1 2 1 1 1 V4 O 1 2 1 O 

Vs 1 1 O 1 1 Vs O 1 O O 1 

Sus respectivas digráficas son: 

m*-digráfica D(G): m+-digráfica D(G): 

nI 
0 ______ .' 

Notemos que G tiene un ciclo de longitud 3, además, en la 

m*-digráfica D(G) hay varios ciclos dirigidos de longitud 3 y la 

m+-digráfica D(G) tiene un ciclo dirigido de longitud 3. 
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¿Qué pasa con un ciclo? 

Ejemplo 3.3.b. Supongamos e un ciclo de longitud 6. 

c: VI el V2 

~O O~ 

V6~ /.V3 
O O 

V5 e4 V4 

Sus matrices de adyacencia, incidencia, producto y suma 

respectivamente son: 

A=(aij)6x6 : B=(bij)6x6: 

VI V2 V3 V4 Vs V6 el e2 e3 e4 es e6 

VI O 1 O O O 1 VI 1 O O O O 1 

V2 1 O 1 O O O V2 1 1 O O O O 

V3 O 1 O 1 O O V3 O 1 1 O O O 

V4 O O 1 O 1 O V4 O O 1 1 O O 

Vs O O O 1 O 1 V5 O O O 1 1 O 

V6 1 O O O 1 O V6 O O O O 1 1 
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M* =(Pij)pxq : M+ =(Sij)pxp : 

el e2 e3 e4 es e6 VI V2 V3 V4 Vs V6 

VI 1 1 O O 1 1 VI 1 1 O O O 2 

V2 1 1 1 O O 1 V2 2 1 1 O O O 

V3 1 1 1 1 O O V3 O 2 1 1 O O 

V4 O 1 1 1 1 O V4 O O 2 1 1 O 

Vs O O 1 1 1 1 Vs O O O 2 1 1 

V6 1 O O 1 1 1 V6 1 O O O 2 1 

Las digráficas para la matriz producto y la matriz suma 

son: 

m*-digráfica D(C): 

... -., 
nI O .... ~t------... ~2 ~ ····~~3 

.............. ~ ~ ..... . 
..... _ ................ . •......• 

............. .. ~ ..... 
. ~ ....... . 

• ............. .. 
... ..•..•..•.•..•. 

'>:' .. 
....... ....... .. 

,' .... ~ ,/'...... . ..... . 

. ........ ............... . .... ,........... / ...... -/ --

' ;4 , 

.............. 

O .... ~t-------....... o .... ~t---------1.~o 
l1{i .. n 5 __ • IL¡ 

~_ .......................... . .......................... _ ..... . 
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Como una segunda observación, la m*-digráfica D(C) del 

ejemplo 3.3.b, contiene un ciclo dirigido simétrico de la misma 

longitud que C. 

m ' -digráfica DIe¡ : 

0 1 0 2 0 3 Ou _____ • o _____ •• o 

l_~ O --.-o, 1 
o, 

Como una tercera observación, la m"-digráfica D(C) es un 

ciclo dirigido asimétrico de la misma longitud que C. 

Consideremos nuevamente la gráfica del ejercicio 

3.3.b, ¿qué ocurre si cambiamos el orden de los nombres en 

los elementos de la gráfica C? Supongamos el siguiente: 

Ejemplo 3.3.c. 

VI V2 

V6 
V3 

e, e, 

V, V, 
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A=(aij)6x6: B=(bij)6x6: 
VI V2 V3 V4 V5 V6 el e2 e3 e4 e5 e6 

VI O 1 O O O 1 VI O O 1 O 1 O 

V2 1 O 1 O O O V2 O O 1 O O 1 

V3 O 1 O 1 O O V3 1 O O O O 1 

V4 O O 1 O 1 O V4 1 O O 1 O O 

V5 O O O 1 O 1 V5 O 1 O 1 O O 

V6 1 O O O 1 O V6 O 1 O O 1 O 

M* =(Pij)pxq: M+ =(Sij)pxp: 
el e2 e3 e4 e5 e6 VI V2 V3 V4 V5 V6 

VI O 1 1 O 1 1 VI O 1 1 O 1 1 

V2 1 O 1 O 1 1 V2 1 O 2 O O 1 

V3 1 O 1 1 O 1 V3 1 1 O 1 O 1 

V4 1 1 O 1 O O V4 1 O 1 1 1 O 

V5 1 1 O 1 1 O V5 O 1 O 2 O 1 

V6 O 1 1 1 1 O V6 1 1 O O 2 O 

m*-digráfica D(C): 

0 _____ -. '----____ --.~ o 
Il(i 114 
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m+-digráfica D(C): 

n 3 
+-------0 

+-----'--' .--J 

CAPÍTULO 3 

Podemos apreciar que el resultado del ejemplo 3 .3.c no es 

el mismo que el que se obtuvo en el ejemplo 3.3.b. Ahora 

tenemos que, el orden de los nombres en un ciclo, es 

importante. 

Sección 3.2 

Se formalizarán las observaciones de la sección anterior 

para demostrarlas y se estudiarán las condiciones para 

generalizarlas en otros resultados que se desprenderán de las 

mismas y al mismo tiempo se obtendrá la relación entre una 

gráfica y su digráfica asociada a través de una matriz. 

Enseguida, se define el orden en los nombres de los 

vértices y las aristas de un ciclo de longitud n . 
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Sea G una gráfica con p vértices y q aristas. 

Definición 3.2.1 Un ciclo de longitud n en G. con 3snsp. 

diremos que es un o-ciclo de G. o también, ciclo ordenado de 

longitud n , si tiene el siguiente orden: 

l . Los vértices están numerados de manera consecutiva: 

(Vi.Vi+l.Vi+2 •.. . ,Vj,Vj+l=vi) con vkE:V(G) y isksj, en el 

sentido de las manecillas del reloj . 

2. Las aristas tienen la forma ek = {vk,Vk+I}EE(G) con isksj 

donde e¡ es la primera arista y ej la n-ésirna arista del 

o-ciclo de longitud n . 

El o-ciclo de longitud n en G, es 

(Vi.ei.V¡+ 1 ,ej+ 1.Vi+2 .ei+2 •...• Vk.ek, ...• Vj.ej,Vj+ 1 "'Vi). que abreviamos 

con. (Vi. Vi+ 1, Vi+2 •...• Vk •...• Vj. v¡). 

En la figura 3 .2.1. la gráfica (al con p=4 es un o-ciclo de 

longitud 4: (vI,el,v2.e2,v3,e3,V4,et.Vl); la gráfica (b) con p=6 tiene 

un o-ciclo de longitud 3, a saber. (v3,e3,v4.e4.vS.eS,v3); y la gráfica 

(el con p=8 tiene dos o-ciclos de longitud igual a 3 cada uno. 

que son: (v2,e2.v3.e3.v4,e4,v2) y (V6,~,v7,e7,v8,e8,v6) . 
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VI el V2 V2 
O O ° 

VI 

e4 e2 V4 

O O 
V4 e3 V3 V6 e7 V5 

(a) (b) 

V8 el VI e5 v2 

/0 o 

K e4 V3 
v7~e8 

o ~ 
V6 elO V5 e9 V4 

( e) 
Figura 3.2.1 

Sea G una gráfica con p vértices, q aristas y matriz de 

incidencia B. 

Si G contiene un o-ciclo e de longitud n con 3snsp, 

entonces la matriz de incidencia B' de e es una submatriz de B, 

donde B' tiene la siguiente forma: 
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ei ei+l ei+2 

Vi 1 O O 

Vi+l 1 1 O 

Vi+2 O 1 1 

• 
• 
• 

Vj-l O O O 

Vj O O O 

Observación 3.2.1.1 

• • • ej-l 

O 

O 

O 

1 

• • • 1 

La diagonal b'k+l.k = 1 

La diagonal b'k.k+l = O 

La diagonal b'k.k =1 

con isksj, j+ 1 =i. 

CAPÍTULO 3 

ej 

1 

O 

O 

• 
• 
• 
O 

1 

Lo anterior se sigue de la definición de o-ciclo y de la 

observación 2.2.a. Por la defmición 3.2.1, inciso 2, tenemos que 

ek={vk,Vk+l} y sabemos que la matriz de incidencia no repite 

aristas y une a lo más dos vértices. 

Un caso particular de o-ciclo es el siguiente. 

Sea G una gráfica con p vértices y q aristas, suponiendo 

que G es un o-ciclo de longitud p, quedará como en la figura 

3.2.2. 
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VI el V2 

{ ~ Vp V3 O 

ep-l • 
Vp-l • • 

Figura 3.2.2 

Con este orden, las matrices de adyacencia e incidencia de 

G, un o-ciclo de longitud p, tienen características particulares 

aparte de las que ya fueron mencionadas en las observaciones 

2.1 a, by c, yen 2.2 a y b, para cualquier gráfica. 

Las matrices A de adyacencia y B de incidencia, para G, 

un o-ciclo de longitud p, tienen la 

respectivamente. 
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VI V2 V3 V4 • • • Vp-l Vp 
VI O 1 O O O 1 

V2 1 O 1 O O O 

V3 O 1 O 1 O O 

V4 O O 1 O O O 

• • 
• • 
• • 

Vp-l O O O O O 1 

Vp 1 O O O • • • 1 O 

Observación 3.2.1.a : 

1. La diagonal ai,i+l =1 con l:5i:5p. 

2. La diagonal ai+l,i = 1 con l:5i:5p. 

3. La diagonal ai,i+2 = O con l:5i:5p. 
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el e2 e3 e4 es • • • ~-l ep 
VI 1 O O O O O 1 

V2 1 1 O O O O O 

V3 O 1 1 O O O O 

V4 O O 1 1 O O O 

Vs O O O 1 1 O O 

• • • • 
• • 

Vp-l O O O O O 1 O 

Vp O O O O O • • • 1 1 

Observación 3.2.l.b: 

1. La diagonal bü =1 con lsisp. 

2. La diagonal bi+l,i = 1 con lsisp. 

3. La diagonal bi,i+l =0 con lsisp. 

Resultado 1: Sea C un o-ciclo de longitud p con p>3. 

La m*-digráfica D(C) contiene un ciclo dirigido 

simétrico de la misma longitud que C. 
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Demostración: Sean (au) y (bij) las matrices de adyacencia e 

incidencia del o-ciclo e respectivamente y sean Pi,i+l EM* Y 

Pi+l ,i €M* de e con l sisp y p>3 donde p+ 1 ""1 

Por demostrar que: Si Pi,i+1 =1 "" Pi+l,i, entonces 

(n"n,.,}€F{D) y (n ,. " n ,}€F{D) en la mO-digráfica D{C). 

Fijémonos en el renglón i de (aij) y en la columna i+ 1 de 

(bij), entonces, 

p 

Pi,i+ 1 = L aik * bk,i+ 1 

k- ' 

"" (aid * (b l,i+ ¡) + (ai2) * (b2,i+l ) + ... + 

(a"i+l) * (bi .. ¡,i+ ¡) +(ai,i+2)* (bi"2,¡"l) + ... + 

(aip)*(bp,i+l ) 

: 0+0+ ... + (IOI) + (OOI) + ... +0 :1, 

esto es, por las observaciones 3.2.1 a y b . 
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Fijémonos esta vez, en el renglón i+ 1 de (aij) y en la 

columna i de (bij). entonces tenemos que, 

p 

Pi.I ,i = I a i+l,k'* bki 
1<= 1 

=(ai+l ,t) * (b l¡) + (a ;+1,2) * (b 2;) + ... + 

(a;+I ,; ) * (bii ) + (a;+I ,;+¡) * (bi+l,i ) + ... + (ai+I,p ) * (bpi 1 

= O + O + ... + (1'1) + (0'1)+ ... + O = 1, 

por las observaciones 3.2.1 a y b. 

Por lo tanto, por la definición 3.1.1, en la m*-digráfica D(C) , 

existen p flechas simétricas. _ 

Resultado 2 : Sea C un o-ciclo de longitud p. 

La m+-digráfica D(C) es un ciclo dirigido 

asimétrico de la misma longitud de C. 

Demostración: Sean (aij) y (b¡j) las matrices de adyacencia e 

incidencia de e respectivamente y sea SijEM+- de C. 
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Por demostrar que: {ni,ni+J)EF(D), o que, {ni+ 1 ,n i}EF(O) en la 

m <-digrafica D(C). 

Contamos con tres casos que son las únicas diagonales de 

(aij) y (bij) en las que tenemos valores. Por las observaciones 

3.2.1 a y b, tenemos lo siguiente, con 1sisp, p+ 1 "" 1. 

Caso 1: Si, i+l "" a;,;+1 + bi,i+] =1 + O =1. 

Caso 2: S¡¡ = a ii + b i¡= O +1 =1. 

Caso 3: Si+l,¡ = a ¡+l,i + bi+l.i = 1+1 =2. 

Los casos 2 y 3 quedan descartados por la deftnición 3.1.3. 

Por lo tanto, la m+-digrafica O(C) , tiene únicamente p 

flechas asimétricas . • 

Una consecuencia inmediata de estos dos resultados, es el 

resultado 3. 

Resultado 3 : Sea C un o-ciclo de longitud p con p>3. 

La m +-digrafica O(C) es una subdigrafica 

de la m*-digráfica O(C). 

Demostración: De la definición de subdigráfica y por los 

resultados 1 y 2 .• 
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¿Qué sucede en el caso p=3? 

En particular, el o-ciclo e de longitud 3, es también una 

gráfica completa K3 y aunque sus matrices de adyacencia e 

incidencia son las mismas que las de un o-ciclo cualquiera, no 

cumple con los resultados 1 y 3 , pero sí con el 2: 

VI 

K3: 

V3~ 
V2 

VI V2 V3 el e2 e3 

VI O 1 1 VI 1 O 1 

A= V2 1 O 1 B= V2 1 1 O 

V3 1 1 O V3 O 1 1 

m*-digráfica D(K3): 
el e2 e3 

VI 1 2 1 

M*= V2 1 1 2 

V3 2 1 1 

n 3 
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Resultado 4: 

CAPIl1JLQ 3 

Sea Kp una gráfica completa y sean A y 

B sus matrices de adyacencia e 

incidencia respectivamente. 

La matriz producto M* de Kp es congruente 

con B módulo 2. 

Demostración: Sabemos que en Kp todo par de vértices son 

adyacentes, luego, únicamente la diagonal a ü =0 en A. 

Sean Pij€M* Y bij€B, por demostrar que si bit"O, entonces 

Pij=2. 

- 65 -



SECCIÓN 3. 2 CAPiTUlO J 

Caso 1: bij :: O 

Pij = a ¡1 * blj + a i2 * b2j + + 

a¡¡ * b ij + ... + aip * bpj. 

e 1*()+ 1* ()+ ... +(O) (0)+ ... +1*() = 2 

La justificación es que solo hay dos unidades enteras por 

columna en B. Los paréntesis vacíos indican que ahí puede 

haber un 1 o un O. 

Análogamente para el siguiente caso: 

Caso 2: bij = 1 

Pij = ai} * b lj + a i2 * 'b:2j + ... +a ü * b ij + ... +aip * b pj 

= (1) () + (1) () + ... + (O) (1) + ... + (1) () = 1 

Esto implica, que con solo obtener la matriz de incidencia 

B de Kp, podemos graficar directamente sobre B .• 

Resultado 5: Si Kp contiene n o-ciclos, entonces la 

m*-digráfica D(Kp) contiene n ciclos dirigidos 

asimétricos de la misma longitud que cada 

o-ciclo de Kp. 
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Demostración: 

Sea Cj un o-ciclo de Kp de longitud k' con lsjsn y 3sk'sp y 

sean B y B' las matrices de incidencia de Kp y Cj 

respectivamente. 

Como Cj es un o-ciclo de longitud k', tenemos que B' tiene 

a lo más k' aristas. Por la observación 3.2.1.1, sabemos que, 

bk .. ¡,k =1 Y bk,k"¡ =0. Por el resultado 4 , tenemos que M* de Kp es 

igual a B módulo 2 y sabemos que B' es submatriz de B, esto 

implica que B' es submatriz de M* de Kp, aplicando la definición 

3.1.2 a B', obtenemos un ciclo dirigido asimétrico de la misma 

longitud que Cj en la m*-digráfica D(Kp) con Isjsn .• 

De este último resultado, bien podriamos pensar en 

obtener algo parecido al resultado 3, pero existe un 

inconveniente que exponemos enseguida. Regresemos por un 

momento al ejemplo 3.2.a, por el resultado 5, el o-ciclo 

C=(Vl,V2,V3,V4,VS) de Ks está en la m*-digráfica D(Ks), llamémosle 

a este último C'. Si obtenemos la m"-digráfica D(C), observamos 

que las flechas de ésta tienen dirección contraria a C' como lo 

muestra la figura 3.2.3. Luego, concluimos que la m"-digráfica 

D(C} no es una subdigráfica de la m*-digráfica O(Ks). Para que 

esto s uceda es preciso que definamos un nuevo orden en un 

ciclo. 
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c: VI m +-digráfica D(C): 

V5 
V2 

o ·0-----'0-----'0-----'0 
0 1 ~ ~ ~ ~ 

Figura 3.2.3 

Definición 3.2.2 Un r-ciclo, al que denotamos con Cr, es 

un o-ciclo cuyas aristas están recorridas hacia la izquierda, de 

tal manera, que la primera arista está justo a la izquierda del 

primer vértice del o-ciclo. El r-ciclo se ve así: 

Con esto, una gráfica G puede tener o-ciclos y r-ciclos. 

La matriz de incidencia B" de un r-ciclo es la misma que la 

de un o-ciclo pero recorriendo los renglones como sigue: 
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ei ei+l ei+2 ei+3 ej-l ej · .. 
Vi 1 1 O O O O · .. 

Vi+l O 1 1 O O O · .. 
Vi+2 O O 1 1 O O · .. 
. . . . . . . .. . .. . . . · .. . .. . .. 
Vj-2 O O O O 1 O · .. 
Vj-l O O O O 1 1 · .. 
Vj 1 O O O O 1 · .. 

Observación 3.2.2. 1 La diagonal b" k,k+ 1 = 1 

Con i:;;k:;;j, j+ 1 = 1 

Resultado 6: 

Demostración: 

La m+-digráfica D(Cj) es una subdigráfica de la 

m*-digráfica D(Kp) con l:;;j:;;n, si Crj es un r-ciclo 

de Kp y Cj su correspondiente o-ciclo con l:;;j:;;n. 

Sea Crj de longitud k" en Kp con l:;;j:;;n, 3:;;k":;;p y sean B" y 

B las matrices de incidencia de Crj y Kp respectivamente. 

Por el resultado 2, si Cj es de longitud k", entonces la 

m+-digráfica D(Cj) es de longitud k", además, este resultado nos 

indica que debemos demostrar que {nk,nk+l} E F(D) en la 

m*-digráfica D(Kp). 
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Por la observación 3.2.2.1, sabemos que, b"k,k+ I=l , como 

S" es submatriz de S , tenemos bk,k+ l'" 1 Y por el resultado 4 , 

S==M* de Kp módulo 2, luego, Pk,k+I"" 1. Como Crj es de longitud 

k", tenemos que S " tiene a lo más k " aristas. Luego, por la 

definición 3.1.2 en la m*-digrMica D(Kp) existe un ciclo dirigido 

de longitud a 10 más k" flechas, tal que, cada flecha tiene la 

dirección {nk,nk+I}. 

Por lo tanto, la m +-digrMica D(Cj) es una subdigrMica de la 

m*-digráfica D(Kp) con lsjsn .• 

Un resultado que es consecuencia de todos los anteriores, 

es el siguiente. 

Resultado 7: Sea G una gráfica con p vértices y q aristas. Si G 

contiene w o-ciclos, entonces la m*-digráfica 

D(G) contiene w ciclos dirigidos asimétricos 

de la misma longitud que cada o-ciclo de G. 

Demostración: 

Sea Cu un o-ciclo de G de longitud n con lsusw y 3snsp, 

donde w es el número de o-ciclos de G. Sean A y B las matrices 

de adyacencia e incidencia de G y S ' la matriz de incidencia 

del o-ciclo Cu . 
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Sea Cu=(Vi,ei,Vi+l,ei+l .... ,Vk,ek, ... ,Vj,ej,Vi) con n aristas. 

VIIV2 l ... Vi IVi+1 1 ... IVk IVk+1 1 ... IVj Vj+I! ... !Vp_I !Vp 

VI 

V2 AII AI2 AI3 

... 
Vi O 1 
-
Vi+1 A21 1 O A22 A23 

-
A= ... 

v;;- O 1 
-
Vk+1 1 O 
-
... 
v;- O 
Vj+1 
r---
... A31 fu2 A33 

f-::--:--
Vp-I 

rv;;-

Figura 3.2.4 

Dividiendo A Y B en bloques, de tal fonna, que exista un 

bloque por cada o-ciclo Cu, tanto en A como en B, y que, esté 

definido el producto por bloques de A por B, obtenemos las 

matrices de las figuras 3.2.4 y 3.2 .5. 
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SECCIÓN 3.2 CAPíTULO 3 

el I e2 l ... ei I ei+1 l ... I ek l... I ej ej+1 I ... I e q 

VI 

v:;- 8 11 812 813 
-
... 
Vi 1 O 
~ 

Vi+1 1 1 
-

8 21 822 823 

B= 
r---
Vk 1 
r:-:--
Vk+1 1 
r---
... 
~ 1 
Vj+1 
r---

831 832 833 
r---
V p_1 

rv;:-

Figura 3.2.5 

Fijémonos en los bloques de A y de B donde estén los 

elementos del o-ciclo Cu para hacer las siguientes operaciones 

en las que la clave, es encontrar las dos unidades de cada 

columna de B'. 
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SECCiÓN 3.2 

Caso 1: 

j 

Pk+l,k = L ak+l ,h * b h,k con i:!!>lc!:;j 

h"i 

::: (B.k+l ,;) * (bi,k) + (B.k+l ,i+ l) * (bi+¡,k) + ... 

+ (B.k+l ,k) * (bk,k) + (ak+¡,k+l) * (bk+l,k) + ... 

+ (B.k+l j) * (bj,k) 

:ak'l ,k '(1) + (O)' (1) : 1 

CAPiTULO 3 

Estos valores los obtenemos de la observación 3.2.1.1, 

además, por la deftnición 3 .2.1 de o-ciclo, tenemos que 

ek={vk,Vk+l}, esto significa que Vk es adyacente con Vk+l en G, 

entonces ak,k+l =1 y porque A es simétrica, ak+l ,k::: 1. 

Caso 2: 

Pk,k+l = L B.k,h * bh,k+l con isksj 
h=i 

:: (élk,i) * (bi,k+l ) + (Cik,i+l ) * (b¡+l ,k+ l) + ... 

(Cik,k) * (bk,k+ l) + (ak,k+t) * (bk-+¡,k+¡) + 

(ruc,k+2) * (bk+2,k+ ¡) + ... + (élkJ) * (bj,k-+ t). 

:()'(O) + ()'(O) + ... 

+ (O) '(O) + (1)' (1) + 

(ak,k" )' (1) + '" + () , (O). 
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SECCiÓN J .! CAPiTuLO 3 

Subcaso 2.1: Si ak,k+2 =0, entonces Pk,k+¡'" 1. 

Por lo tanto, en la m*-digráfica O(G) existe un ciclo C'u 

dirigido simetrico y como 8' tiene a lo mas n aristas, entonces 

C'u tiene a lo mas n flechas. 

Subcaso 2 .2: Si ak,k+2"'1, entonces Pk,kH "'2. 

Por lo tanto, en la m*-digráfica O(G) existe un ciclo C'u 

dirigido asimétrico y como B' tiene n aristas, entonces C'u tiene 

n flechas .• 

Por lo tanto, la longitud de cualquier o-ciclo en G, la 

hereda su respectiva D(G) a través de M*. 
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Conclusión 

El proceso de este trabajo, exigió atender diversos detalles, 

en el instante en que se defmieron algunos conceptos propios 

del mismo, como los casos siguientes: la m*-digráfica y la 

m+-digráfica tuvieron modificaciones en su notación, pues se 

trataba de encontrar la más entendible; en el caso del ciclo 

ordenado, hubo que redefinirlo, ya que, la defmición original no 

era suficiente para demostrar el resultado 5, pues se había 

restringido esta definición, pensando solo en el caso particular 

en que G fuera un ciclo, así que, se necesitaba una definición 

más general y no sólo eso, había que cambiar la defmición de 

camino en una gráfica a algo igualmente más general. El r-ciclo, 

fue más sencillo de defmir, pues ésta depende de la defmición 

de o-ciclo. 
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Por otro lado, en el momento en que se recurrió a una 

defmición informal para encontrar una gráfica asociada a una 

matriz M*, se presentó el hecho de que dicha gráfica es 

conocida como pseudodigráfica (para algunos autores es la 

defmición de una digráfica. Ver 2 y 6 de la bibliografia pp.85 y 

97 respectivamente), aquí se hizo necesario recurrir a las 

herramientas disponibles, y la teoría conocida en los cursos de 

licenciatura, trabaja con digráficas, tal y como se ha planteado 

aquí. 

También, es claro que la m*-digráfica D(G) no es la única 

manera de asociar una gráfica a una matriz M*, sin embargo, 

esta fue la que dio resultados; por ejemplo e informalmente: Sea 

G una gráfica y sea M* su matriz producto, los vértices de la 

gráfica H asociada a G, serán los vértices de G y sus 

adyacencias serán flechas como sigue: 

{ni,nj}€F(H) 

{ni,nj}ElF(H) 

si Pij=2 y 

si Pij ~ 2 

Si en M* de G, no existe Pij = 2, en la gráfica H no existe 

ninguna adyacencia entre sus vértices, si en cambio, se 

considera una gráfica completa, sí se consigue una gráfica H, no 

tan simple como el caso anterior. Luego, esta defmición informal 
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dejaría sin estudio muchas matrices M* de gráficas distintas a 

cualquier Kp. 

Finalmente, como otro hecho, SI G es un o-ciclo de 

longitud 4 o 5 , entonces D(G) a través de M* es una gráfica 

completa dirigida con 4 o 5 nodos respectivamente como se 

muestra en el apéndice con los ejemplos A.3.1 y A.3.2. 
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Apéndice 
El apéndice está dividido en tres seCCIOnes: sección A.l 

que contiene un ejemplo de una gráfica con p>q, sección A.2 

que contiene ejemplos de gráficas con p<q y la sección A.3 que 

contiene ejemplos de gráficas con p=q. 

Sección A.l 

Una gráfica G disconexa con p=9, q=8 Y un o-ciclo: 

(V4,V5,V6,V7,V8,V4) . 

G: 
V5 

O 

V7~---+~r---~ü 

V4 V6 

V8 
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V2 

V9 



SECCIÓN Al 

La matriz de adyacencia A=(aij)9x9: 

Vl IV2 IV3 V4 IVs IV6 IV7 IVs V9 
Vl O 1 1 O O O O O O 

1----

V2 1 O O O O O O O 1 
1----

V3 1 O O O O O O O O 

V4 O O O O 1 O O 1 O 
1----

Vs O O O 1 O 1 O O O 
1----

V6 O O O O 1 O 1 O O 
1---
V7 O O O O O 1 O 1 O 
1---
Vs O O O 1 O O 1 O O 

V9 O 1 O O O O O O O 

La matriz de incidencia B=(bij)9xS: 

el I e2 I e3 
Vl 1 1 O 

V2 O 1 1 
V3 1 O O 

V4 O O O 

Vs O O O 

V6 O O O 

V7 O O O 

Vs O O O 

V9 O O 1 O 

e4 I es I e6 I e7 I es 
O O O O O 

O O O O O 

O O O O O 

1 O O O 1 
1 1 O O O 

O 1 1 O O 

O O 1 1 O 

O O O 1 1 

O O O O 

ESTA TESIS NO SAll 
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VI 
1----
V2 
f--

V3 

M*= V4 
1----
Vs 
f--

V6 
1----
V7 
1----
Vs 

V9 

m*-digráfica D(G): 

o 
n9 

el 
1 

1 

1 

O 

O 

O 

O 

O 

O 

le2 le3 e4 
1 1 O 

1 1 O 

1 O O 

O O 1 

O O 1 

O O 1 

O O O 

O O 1 

1 1 O 

08 
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SECCIÓN Al 

les le6 le7 les 
O O O O 

O O O O 

O O O O 

1 O 1 1 

1 1 O 1 

1 1 1 O 

1 1 1 1 

O 1 1 1 

O O O O 

04 

05 

n7 n6 



Sección A.2 

Ejemplo A.2.1. Una gráfica G conexa con p=10, q=15 Y con 3 

o-ciclos: (Vl,V2,V3,V4,Vl), (VS,V6,V7,VS) y (VS,V9,VlO,VS). 

G: 

e3 el5 
el 

V3~ ________________ -+ __________________ ~V2 

el4 

V6 
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SECCIÓN A2 

VI IV2 IV3 IV4 Vs IV6 IV? Va IV9 IVlO 

VI O 1 O 1 O O O 1 O O 
c-----
V2 1 O 1 O 1 O O O O O 
c--
V3 O 1 O 1 O O 1 O O O 

~ 1 O 1 O O O O O 1 O 

A= Vs O 1 O O O 1 1 O O O 
c-----
V6 O O O O 1 O 1 O O 1 

~ O O 1 O 1 1 O O O O 

Va 1 O O O O O O O 1 1 
c-----
V9 O O O 1 O O O 1 O 1 
r--
VlO O O O O O 1 O 1 1 O 

el le21e31e4 es le6 le? ea I e9 lelO e11 I el2 I el3 I el4 I elS 

VI 1 O O 1 O O O O O O 1 O O O O 

~ 1 1 O O O O O O O O O O 1 O O 

~ O 1 1 O O O O O O O O O O 1 O 

B= ry;- O O 1 1 O O O O O O O 1 O O O 

Vs O O O O 1 O 1 O O O O O 1 O O 
r--
V6 O O O O 1 1 O O O O O O O O 1 

v:;- O O O O O 1 1 O O O O O O 1 O 

Va O O O O O O O 1 O 1 1 O O O O 

v;- O O O O O O O 1 1 O O 1 O O O 
-::-::--
VlO O O O O O O O O 1 1 O O O O 1 
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SECCIÓN A.2 

el I e2 I e3 I e4 e5 le6 le7 ea le9 lelO elJ I el2 I el3 I el4 I el5 

VI 1 1 1 1 O O O 1 O 1 1 1 1 O O 
v;- 1 1 1 1 1 O 1 O O O 1 O 1 1 O 
-
V3 1 1 1 1 O 1 1 O O O O 1 1 1 O 

M* v:;- 1 1 1 1 O O O 1 1 O 1 1 O 1 O 

V5 1 1 O O 1 2 1 O O O O O 1 1 1 
-
V6 O O O O 1 1 2 O 1 1 O O 1 1 1 

-
V7 O 1 1 O 2 1 1 O O O O O 1 1 1 

Va 1 O O 1 O O O 1 2 1 1 1 O O 1 
v;- O O 1 1 O O O 1 1 2 1 1 O O 1 
-
VIO O O O O 1 1 O 2 1 1 1 1 O O 1 

m*-digráfica D(G)l: 

n1a O n2 n6

1
... O n7 

1 X'" ~ 1 'Y .. ,"', ...... , ..... . 

-" .. 

o... ~o n3 n5 
n4 • __ "_ . " . _ / .................... /" 

••• . • •••••••• - :';:-- --,.. - ~ .0" 

........ -.. -._- ....... : ..... -....... ;: •..... -.... . 
" _ ......... ::."':::.:.... ",....... .,/ /~~:::: .. ":P"'::; ............. _ ......•.. : .... ~.~ .. . 

............... .. .......... "".. . ....... / -
. . .. -...... r '''- .......... -.::::::........ .. ... a 

..... , .... " ._/:: :~~~:'.:;>:.:.~:_ . .:;~._,. . .. / .' n9 
. .- . -.. . ............... .... .•... : .. /. ,,/ ...... -' 

.......... ~>......... ............. .......... " 

o·/~·" 4 : ' i ' '.. ' ~ ,.".' .. ... ~ .. /// 

n8 

n15 n14 n13 n12 nll 

l.Se quitaron algunas aristas que dificultaban la claridad del resultado a mostrar. 
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SECCIÓN A2 

Ejemplo A.2.2. Una gráfica completa con p=8 y q=28; un 

o-ciclo: (Vl,V2,V3,V4,VI) y un r-ciclo: (es,e6,e7,es,es) . 

V2 

~~-4--------~~--------~+---------~~----~----~ V5 V4'" 

V7 
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SECCiÓN A.2 

el I e2 I e3 I e4 e5 le6 le7 jes e91elO lell lel2 lel3 lel4 

V¡ 1 O O 1 O O O O O O O O O O 

v;- 1 1 O O O O O O O O 1 1 1 1 

-v;- O 1 1 O O O O O 1 O O O O O 
-

B = V4 O O 1 1 O O O O O 1 O O O O 

V5 O O O O 1 1 O O 1 O 1 O O O 

~ O O O O O 1 1 O O O O 1 O O 
r---
V7 O O O O O O 1 1 O O O O 1 O 

-
Vs O O O O 1 O O 1 O 1 O O O 1 

Continuación de la matriz B: 

el51 el6 I el7 I elS I el9j e20 I e21 I e22 I e23 I e24 I e25 I e26 I e27 I e2S 

VI O 1 1 1 1 1 O O O O O O O O 

v;- 1 O O O O O O O O O O O O O 
-
V3 O 1 O O O O O O O 1 O 1 O 1 
-
V4 1 O O O O O 1 1 1 O O O O O 

V5 O O 1 O O O 1 O O O O O 1 O 

v;:- O O O 1 O O O 1 O O 1 O O 1 
-
V7 O O O O 1 O O O 1 O O 1 1 O 
-
Vs O O O O O 1 O O O 1 1 O O O 
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SECCiÓN A2 

m*-digráfica D(G)2: 

~ .... , .. 
ni n2 ........... . n9 .'., 

O . 
nlO 

O 
nll 

.. " O 
0 .... II1II1-----0 .. / 

", ..... ~. 
........ 

"". 

. /.... ~: .. : ... 

. .. 
. ..........• ~: ..... . ./ 

~ ...... . . .................. , 

O ___ ~.~O 

. ,\, .............. . 

,;///. \.... ................ '..'..\.-... 
O O O 

n4 n3 ...... ~. 

o 
n19 
~.j 

n21 ,. 

O 

/ 

\ ... 

....... ~ 

• 

~ 
n22 
o 

\ ..... • n26 

O 

n1 2 .. n13 n14 
" " 

n7 
. .....,:~ ... . 

... f......... ..................... .... .. . ..... "' ... 
........ / 

.... , .... /.... ~ ........... . 

n2d ~///,.:/~ n;4 ·" .. ".;"·'." n2d i 

\ ,. n27./ 
O 

./ 

~.~ .... // 
... ..... 

2 . Se omitieron algunas aristas que dificultaban la claridad del resultado a mostrar. 
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Sección A.3. 

Ejemplo A.3.1 Un o-ciclo de longitud 4: (Vi,V2,V3,V4) 

G: VI el V2 

O O 

e4 e2 

O O 
V4 V5 

e3 

Vi O 1 O 1 Vi 1 O O 1 

A= V2 1 O 1 O B= V2 1 1 O O 

V3 O 1 O 1 V3 O 1 1 O 

V4 1 O 1 O V4 O O 1 1 

Vi 1 1 1 1 Vi 1 1 O 2 

M* V2 1 1 1 1 

V3 1 1 1 1 V3 O 2 1 1 

V4 1 1 1 1 
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SECCIÓN A3 

m*-digráfica D(G): m+-digráfica D(G): 

nI n2 
Oc--------.·O 

o ... o.~----_o 
n4 n3 n4 n3 

Ejemplo A.3.2 Un o-ciclo de longitud 5: (Vl,V2,V3,V4,VS). 

VI 

G: 

V5 V2 

V4 V3 
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A 

M* 

VI O 1 

V2 1 O 

V3 O 1 

V4 O O 

V5 1 O 

O O 

1 O 

O 1 

1 O 

O 1 

1 

O 

O 

1 

O 

VIII O 1 1 

V2 1 1 1 O 1 

V3 1 1 1 1 O 

V4 O 1 1 1 1 

V5 1 O 1 1 1 
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SECCIÓN A.3 

VIlO O O 1 

B V2 1 1 O O O 

V3 O 1 1 O O 

V4 O O 1 1 O 

V5 O O O 1 1 

VI V2 V3 V4 V5 

VIII O O 2 

M+ = V2 2 1 1 O O 

V3 O 2 1 1 O 

V4 O O 2 1 1 

V5 1 O O 2 1 



SECCIÓN A. 3 

m*-digráfica D(G): 

m+-digráfica D(G): 

nI 
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Ejemplo A.3.3 Un 

(Vl ,V2,V3, V4, VS,V6,V7 ,Va, V9,VlO). 

G: 

VI 

o 
VIO 

A = 

el 

Vl 

V2 

V3 

V4 

Vs 

V6 

V7 

Va 

V9 

VlO 

V2 

O 

Vl 

O 

1 

O 

O 

O 

O 

O 

O 

O 

1 

e2 

V2 

1 

O 

1 

O 

O 

O 

O 

O 

O 

O 

V3 

O 

O 

Vg 

V3 V4 

O O 

1 O 

O 1 

1 O 

O 1 

O O 

O O 

O O 

O O 

O O 
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SECCIÓN A3 

o-ciclo de longitud 10: 

e3 V4 e4 Vs 
O O 

Vs V6 V7 Va V9 VlO 

O O O O O 1 

O O O O O O 

O O O O O O 

1 O O O O O 

O 1 O O O O 

1 O 1 O O O 

O 1 O 1 O O 

O O 1 O 1 O 

O O O 1 O 1 

O O O O 1 O 



SECCIÓN A3 

el e2 e3 e4 es e6 e7 es eg elO 

VI 1 O O O O O O O O 1 

V2 1 1 O O O O O O O O 

V3 O 1 1 O O O O O O O 

B = V4 O O 1 1 O O O O O O 

Vs O O O 1 1 O O O O O 

V6 O O O O 1 1 O O O O 

V7 O O O O O 1 1 O O O 

Vs O O O O O O 1 1 O O 
Vg O O O O O O O 1 1 O 

VlQ O O O O O O O O 1 1 

el e2 e3 e4 es e6 e7 es eg elO 

VI 1 1 O O O O O O 1 1 

V2 1 1 1 O O O O O O 1 

V3 1 1 1 1 O O O O O O 

V4 O 1 1 1 1 O O O O O 

M* = Vs O O 1 1 1 1 O O O O 

V6 O O O 1 1 1 1 O O O 

V7 O O O O 1 1 1 1 O O 

Vs O O O O O 1 1 1 1 O 

Vg O O O O O O 1 1 1 1 

VlO 1 O O O O O O 1 1 1 
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VI V2 V3 V4 Vs 
VI 1 1 O O O 

V2 2 1 1 O O 

V3 O 2 1 1 O 

M+= V4 O O 2 1 1 

Vs O O O 2 1 

V6 O O O O 2 

V7 O O O O O 

Va O O O O O 

V9 O O O O O 

VIO 1 O O O O 

m*-digráfica D(G): 
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V6 V7 Va 
O O O 

O O O 

O O O 

O O O 

1 O O 

1 1 O 

2 1 1 

O 2 1 

O O 2 

O O O 

SECCiÓN A3 

V9 
O 

O 

O 

O 

O 

O 

O 

1 

1 

2 

llS 
~o 

VIO 
2 

O 

O 

O 

O 

O 

O 

O 

1 

1 



SECCIÓN A3 

m+-digráfica D(G): 

02 03 I1¡ Os 

0--------·.0 -------.·O-------.·O~------··O 

o ~~~----__ O~~------~O.~------~O~~~------~O 
08 116 
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