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Introduccion

El presente es un trabajo de exploracion sobre el area de

teoria de graficas.

Se comienza con cualquier grafica, a la cual se asocian
ciertas matrices. Hecho esto, se consideran las siguientes
preguntas, ¢qué operaciones entre dichas matrices estan
definidas? Las operaciones entre estas matrices, ¢producen una
nueva grdfica? ¢Cual es la relacion entre la primera grafica y

ésta ultima?.

Se termina demostrando los resultados que se obtuvieron

en el desarrollo de este trabajo.

Se escribird grdfica en cursiva para referirse a la digrafica

que se encontro, antes de definirla formalmente.

En el capitulo 1, se definen conceptos afines a la teoria de

graficas.



En el capitulo 2, se definen las matrices que se asociaran a
cualquier grafica y después de estudiar varios ejemplos, se
concluye con cuales de estas matrices se trabajara en el

capitulo siguiente.

En el capitulo 3, se define la digrafica asociada a una
matriz en la primera seccion; y se demuestran formalmente las
observaciones que se hicieron en la seccion anterior junto con

otros resultados que se desprenden de éstas.
Por ultimo, en el apéndice se aplican los resultados que se

demostraron en el capitulo anterior (seccion 3.2), mostrando

diversos ejemplos.

-1i-



Capitulo 1

Conceptos iniciales

En este primer capitulo se introducen algunas definiciones

basicas de teoria de graficas.

Definicion 1.1 Una grafica G, consta de un conjunto finito,
no vacio, con p elementos llamados vértices de G, que
denotamos con V(G), y de un conjunto de pares no ordenados
de distintos elementos de V(G), llamados aristas de G, que
denotamos con E(G). Para abreviar escribimos G=(V(G}, E(G)} y

si no hay confusién, Gnicamente G. Si ex={v;, vj} € E(G) con viy
vi € V(G), decimos que: vi y ex inciden, vj y ex inciden y que vi es
adyacente a vj, y lo abreviamos con v; ady vj. Si esto no ocurre
decimos que vi no es adyacente a vj, y lo abreviamos con vi no

ady v;.



CAPITULO |

En la figura 1.1 se muestra la grafica Gi, etiquetada, con 8
vértices y 11 aristas, esto es, todos los elementos de G tienen

nombre.

€3

Vs €6

€4

OV,

€10

Vs

Figura 1.1

Definicion 1.2 Si en una grafica G, todo par de vértices es
adyacente, decimos que G es completa, y la denotamos por Kp,
donde p es el nimero de vértices de G. Los ejemplos de la figura

1.2 son graficas completas.



CAPITULO 1

y

Ks Kaq

Figura 1.2

Definicion 1.3 En una grafica G, un camino, es una sucesion

alternada de vértices y aristas de G como sigue:

(Vi, {vi, Vi}, Vi, Vi, Vi}, Vi, - .,V fVm,va,vn), vy lo  abreviamos con
(Vi,Vj,Vi,...,Vm,Vn), O con (er,es,...,6;), donde er~e;={vivj},
es=ejx={Vj,Vk}, ... , €2=€mn={Vm,Vn}, y donde r representa el nombre

de la Ginica arista que une al vértice i con el j. En la grafica de la

figura 1.1, (v1,v2, vs,v1,v2,v3,Ve) = (€2,€5,€1,€2,€7,€8) €S UN camino.

Definicion 1.4 Si en un camino vi = vp, €sto es, su vértice
inicial coincide con su vértice final, entonces es un camino

cerrado, y abierto en otro caso.

Definicion 1.5 Un camino cerrado con al menos tres vértices
y todos sus vertices distintos a excepciéon del primero y el
ultimo, es un ciclo. La longitud de un ciclo es el numero de
aristas que contiene. Si un ciclo tiene n aristas, entonces tiene

n vértices y la longitud del ciclo es igual a n. En la grafica de la



CAPITULO 1

figura 1.1, (vs,v2,v3,ve,vs) = (es,e7,es,e6) ¥ (V3,V6,Vs5,V3) = (€8,€10,€11)

son ciclos de longitud 4 y 3 respectivamente.

Definicion 1.6 En una grafica G, una trayectoria es un
camino que no repite vértices, (por consiguiente, tampoco sus
aristas). En la grafica de la figura 1.1, una trayectoria es

(vs,v7,Ve,Vs)=(€3,e4,€10).

Definicion 1.7  Una grafica G es conexa, si para todo par de
vértices en G existe una trayectoria que los une, si esto no
ocurre, decimos que G es disconexa; la grafica de la figura 1.1

es una grafica conexa y la grafica de la figura 1.4 es disconexa.

Definicion 1.8 Un arbol, es una grafica G, conexa y sin

ciclos. La grafica Gz de la figura 1.3 es un arbol.

% €5 V7 € V6
o O ¢}
Go: v3 /8
Vi QO
& / ©s oV
e/
O
V2 V4
€7
) o) Vo9
Figura 1.3



CAPITULO 1

Definicion 1.9  Un conjunto de corte en una grafica conexa
G, es el minimo conjunto de aristas de E(G) que al quitarlo,
hace disconexa a G. En la grafica G2 de la figura 1.3, cualquier
conjunto de la forma ex={vi,v;} € E(G2) donde vi,v; € V(G2), es un

conjunto de corte de Go.

!
G: V2
O
] e
s o
\7[e) 0O V5 V3
€4 €3 Vi
V6
Figura 1.4



Capitulo 2

Matrices asociadas a graficas

Se definiran cinco maneras de asociar una matriz a una
grafica cualquiera y se aplicaran estas definiciones a ejemplos
concretos para averiguar bajo que condiciones es aplicable la

suma y multiplicacion de matrices a estas matrices asociadas.

A continuacion un breve recordatorio de la suma y

multiplicacion de matrices.

Sean Xy Y matrices sobre un campo W.
X es de tamaifio mxn, si X tiene m renglones y n columnas.

X se llama matriz cuadrada, si m = n.



CAPITULO 2

Sean X y Y dos matrices de igual tamano, digamos mxn.
La suma X + Y es la matriz donde cada entrada z; es el

resultado de sumar las entradas correspondientes: zj = X + yi.

Ahora, supongamos que X = (x5) ¥y Y = (vy) son dos
matrices, en donde, el numero de columnas de X es igual al
numero de renglones de Y. Si X tiene tamafno mxp, se escribira
X=(Xij)mxp, ¥ si Y tiene tamarfio pxn, se escribirda Y=(yij)pxn,
entonces el producto X* Y es una matriz de tamano mxn, donde
cada entrada z; es el resultado de la suma siguiente:

Xik * Vi
1

~M s

Zij = Xi1 ¥y * Xi2 ¥ yoj + ... +Xip * ypj =

Cuando X es de tamafo mxr y Y de tamano sxn, donde

r#s, el producto X* Y no esta definido.

En lo sucesivo, se supone una grafica G con p vértices y q
aristas con q # 0. Con esta ultima condicién, se asegura que las

ultimas 4 matrices de las cinco siguientes, estén bien definidas.



CAPITULO 2

Definiciéon 2.1 La matriz de adyacencia A=(a;) de una
grafica G, es la matriz en la cual a; = 1 si v; es adyacente con v;

en G, con v;,vi€ V(G), y a; = 0 en otro caso.

Observacion 2.1.a. A = (aj) es simétrica, es decir, a; = aji.
Observacion 2.1.b  La diagonal a; =0.

Observacion 2.1.c. A es una matriz cuadrada de tamano

PXp.

Definicion 2.2 La matriz de incidencia de una grafica G, es
la matriz B=(by), enla cual by=1 si viy e inciden en G,

vi €V(G) y e; €E(G), y b;=0 en otro caso.

Observacion 2.2.a Cada columna de B=(bj) tiene, a lo
mas, dos unidades enteras.

Observacion 2.2.b. B es una matriz de tamaro pxq.

Sea G una grafica con sus ciclos etiquetados.

Definicion 2.3 La matriz de ciclos C= (cj) de una

grafica G, es la matriz en la cual c¢; = 1, si el i-ésimo ciclo de G

contiene a e; € E(G), y c; =0 en otro caso.
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Sea G una grafica con sus conjuntos de corte etiquetados.

Definicion 2.4 La matriz de conjuntos de corte K=(k;) de una
grafica G, es la matriz en la cual k;j= 1 si el i-€simo conjunto de

corte de G contiene a e; € E(G), y k; =0 en otro caso.

Sea G una grafica conexa.

Definicion 2.5 Para todo par de vértices distintos u,veV(G), la
matriz de trayectorias T., =(t;) de una grafica G, tiene un
renglon por cada trayectoria entre u y v, y una columna por
cada arista en E(G), en la cual, ty= 1 si la j-ésima arista es un
miembro de la i-ésima trayectoria entre uy ven G, y tj =0 en

otro caso.

Enseguida, se listan algunos ejemplos concretos, aplicando

Jas definiciones anteriores.



CAPITULO 2

Ejemplo 1: Sea G la siguiente grafica conexa con p=6 y

q=7.

G 1 Vi \'A]
e/ 9 €7
\) €4 O V6
€; €6
€2
@]
V3 €3 V4

Aplicando la definiciébn 2.1, la matriz de adyacencia

asociada a G: es una matriz de tamano 6x6 que queda asi:

Vi (0 1 1 1 0 0
V|1 0 1 0 0 0
A = (25)ons = Vs|1 1 0 1 0 O
Va1l 0 1 0 1 0
Vs | O 0 0 1 0 1
V¢ \O O O O 1 0

Observemos que A es simétrica y que la diagonal principal
es igual a cero.

- 10 -



CAPITULO 2

Aplicando la definiciébn 2.2, la matriz de incidencia

asociada a G1 es una matriz de tamano 6x7, como sigue:

€1 €2 €3 €4 €es €6 €7

vifi 0 0 1 1 0 0)
V2|1 1.0 0 0 0 O
B=Mgexr=  v;l0 1 1 0 1 0 o
ValO 0 1 1 0 1 0
Vs|[0O 0 0 0 0 1 1
VelO 0 0 0 0 0 1)

Observemos que en B hay a lo mas dos unidades por

columna.

Ahora es el turno para la definicién 2.3. Antes de obtener

la matriz de ciclos, se etiquetan los ciclos de Gi:

c1 = (e1,e2,es)
C2 = (e3,€4,€5)

c3 = (e1,e2,€3,€4)

=11 -



CAPITULO 2

Luego, la matriz de ciclos asociada a G es:

€1 e €3 €1 €s es €7
cag {1 1 0 O 1 0 O

(Ci)axz |0 0 1 1 1 0 0

ca |1 1 1 1 0 O O

La definicion 2.4 requiere de conocer primero los conjuntos
de corte de Gu:

ki={e1,es,es} ks={e1,es,es}
ko={ez,es,es} ke={e2,e4,e5}
ks={ei,e2} k7={es}
ka={es,ea} ks={e7}

Entonces, la matriz de conjuntos de corte asociada a Gi

resulta asi:

- 12 -



CAPITULO 2

€1 €2 €3 €4 €s €6 €7
kf1 0 0 1 1 0 0 }
kelO 1 1 0 1 0 0
ksf1 1 0 0 0 0 0

K= (Kij)sx7 = ksfO O 1 1 O O O

kel 0O 1 0 1 1 0 O

kzf/ 0 0 O O O 1 O

kg\0000001)

Por ultimo, la definiciéon 2.5 se aplica a graficas conexas;
G1 es conexa, si se consideran los vértices vi, va €V(Gi), las

trayectorias que unen a vi con vs son:
ti1=(e1,e2)

ta=(e4,e3)

ts=(es)

- 13 -



CAPITULO 2

La matriz de trayectorias asociada a G: es:

€1 ex e3 e es e e7
(1 1 O O O O O
Tewa=(ti)axr= 2|0 O 1 1 0 O
ts |0 0 O O 1 O

Del primer ejemplo conviene extraer la siguiente

informacion:

A es de tamano 6x6,
B es de tamano 6x7,
C es de tamafio 3x7,
K es de tamano 8x7 y

Tviva es de tamano 3x7.

Las posibles operaciones que estan definidas entre las

matrices asociadas a Gi, son la multiplicacion A*B y la suma
C+ Tvlv3 .

Este modo de proceder, que consiste en asociar las cinco
matrices a una grafica y al final saber las operaciones definidas
entre ellas, se trabajara en los siguientes ejemplos de graficas

con caracteristicas especificas.

- 14 -
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Ejemplo 2: Sea G2 un ciclo con p=5y q =5.

G2:

Vi

€1

O

€4

O

V4

€2

V3

CAPITULO 2

La matriz de adyacencia para G2, segin la definiciéon 2.1

A = (ajj)sxs =

Vi

= =0 o

_ = O O

—_ O O O =

O O O = =

La matriz de incidencia para G2 segun la definicién 2.2 es:

(bij)sxs=

- 15 -

S = O = O

—= O = O O

S = O O

€s
0
1
0
0
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CAPITULO 2

La grafica G2 solo tiene un ciclo que es ella misma. Sea

c1 = (e1,e2,e3,e4,es), luego, la matriz de ciclos asociada a G2 es:

Los conjuntos de corte de G2 son:

ki={e1,e2}
ko={e2,es}
ks={e3,ea}
ka={es,es}

ks={es,e1}

el
C=(cij)1xs = a [

ke={e1,e4}
k7={es,e2}
ks={e>,es}
ko={es,es}

kio={es,e1}

€2
1

es
1

€es
1

es
1]

La matriz de conjuntos de corte correspondiente a G2 es:

ka2

ka
ks
ke
k7
ks
ko
kio

K=(kj)10x5=

- 16 -

€1

/1

- O O O

—

o © O

€2

€3

€4 €s
0 0)
0 o0
1 0
11
0 1
1 0
1 0
0o 1
0o 1
0 0



CAPITULO 2

Para la matriz de trayectorias, se toman en cuenta los
vértices vi,v2 € V(Gz); las trayectorias que unen a vi con vz son:

ti1=(e1,es,es) y ta=(e4,e2).

Asi,

Toivo=(ti)oxs= [1 0O 1 O 1}
to

Para el ejemplo 2, se tiene que:

A es de tamafio 5x5,
B es de tamano 5x5,
C es de tamano 1x5,
K es de tamarfio 10x5 y
Tviva s de tamarno 2x5.

Luego, s6lo A*B y A+B estan definidas.

jOtro ejemplo!

Ejemplo 3: Sea Gz una grafica completa con p=4 y q=6.

Ga: vi &1 w2
3:
€6
es €s e2
va C___ = 0O y3
€3

=17 -



La matriz de adyacencia asociada a G3 es:

A=(ajj)axa=

B

(bij)axe =

Vi
V2
Vs
V4

S )

—_ = O =

€3

—

o O

CAPITULO 2

Va
1
1
1
0
€s €6
N
0 1
1 0
0 1
1 0
S

Los ciclos de la grafica Gs, se muestran junto con su matriz de

ciclos C=(cjj)7xe:

c1=(e1,€2,€3,€4)

Co=
C3
4
5
6=
C7=

€1,€2,€6)
€3,€4,E6)

(
(
(
(e1,€4,€5)
(
(
(

(!

o

]

@)

€2,€3,€5)

@)

€6,€2,€5,€4)
€3,€6,€1,€5)

- 18 -
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CAPITULO 2

Los conjuntos de corte de Gz y su matriz conjunto de corte

K=(kij)exs, €s lo que se ve enseguida:

p el €2 € e es es\
ki={e1,€4,€6) 1 0 0 1 0 1
ko={e3,€4,€5} 0 0 1 1 1 0
k3={e2’e3’e6} 0 1 1 0 0 1
k4={el,62’es} 1 1 0 0 1 0
ks={e2,e4,€5,€6} 0 1 0 1 1 1
ke={e1,es,es,e6f | 1 0 1 0 1 1)

Sean vi, v4 €V(Gs), las trayectorias que unen estos vértices

y la matriz de trayectorias Tviva=(tij)sxe de Ga son:

ti=(e1,es) 1 0 0 0 1 0
ta=(e1,ez,e3) | | 1 1 0 0 0
ta=(es,€3) 0 0 1 0 0 1
ta=(ea) 0 0 0 1 0 0

( 0 1 0 0 1 1

ts=(ee,€2,€5)

A es de tamano 4x4,

B es de tamano 4x6,

C es de tamano 7x6,

K es de tamano 6x6 y
Tviva €s de tamano 5x6.

Las operaciones posibles son: A*B, B*K, C*K, T*K.

- 19 -



CAPITULO 2

jUno mas!
Ejemplo 4: Sea G4 un arbol con p=5y q=4.

QGa:

e
RN

O s
La matriz de adyacencia asociada a G4 es:
Vi Va2 Vs Va Vs
~
vi o 1 o o0 o0
V2 1 0 1 1 1
A=@gss= v o 1 0 0 0
Va |0 1 0 0 0
Vs |0 1 0 0 0
\ J
La matriz de incidencia asociada a G4 es:
€1 €2 €3 €4
vi (1 0 0 0)
Va 1 1 1 1
B=(by)sxa= v; | 0 0 0 1
Vs 0 1 0 0
Vs L 0 0 1 0 )

920 -



CAPITULO 2

La grafica G4, por definicion, no tiene ciclos, luego, C=(cy)

asociada a G4 no existe.

Los conjuntos de corte de G4 y su correspondiente matriz

K=(kj)4xs son:

€1 e €3 €4
ki={e1} 1 0 0 0
ko={ea} | O 1 0 0
ka={es} 0 0 1 0
ka={ea} | o 0 0 1

Sean va4,vs € V(Ga), las trayectorias de va a vs y la matriz de

trayectorias Tvavs=(tij)1x4 de Ga quedan asi:

€1 €2 €3 €4

ti=(ez,e3) [ O 1 1 0 ]

A es de tamano 5x5,

B es de tamano 5x4,

K es de tamano 4x4 y
Tvavs es de tamario 1x4.

Luego, las operaciones definidas en este ejemplo son: A*B,
B*K y T*K.
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CAPITULO 2

iNo hay quinto malo!

Ejemplo 5: Sea Gs una grafica disconexa con p=4 y q=3.

e)
\ V2
O @)
Gsl
€3 €2
O V3
\Zlhe)

La matriz de adyacencia asociada a Gs es:

Vi 0 1 0 1
Va 1 0 0 1
A=(a;j =

e A Y S S
Vs 1 1 0 0

La matriz de incidencia asociada a Gs es:
e €2 €3
Vi 1 0 1
B=(bjj)axs = V2 1 1 0
Vs 0 0 0
Va 0 1 1

00 -



CAPITULO 2

La grafica Gs solo tiene un ciclo, a saber, ci1=(e1,e2,e3) y la

matriz de ciclos asociada a Gs es:

€ €2 €3

a L1 1 1 ]

C=(cjj)1x3 =

Como los conjuntos de corte sbélo estan definidos para
graficas conexas, se tiene que la matriz de conjuntos de corte K
asociada a Gs no existe; lo mismo sucede con la matriz de
trayectorias Tuv que para obtenerla se requiere de una grafica

conexa. Con esto la Ginica operacion posible para Gs es A*B.

El analisis que sigue, lo podemos concluir a partir de la
definiciéon de cada una de las matrices que se manejaron aqui,

pero lo precisamos como sigue:

Consideramos que los ejemplos mostrados hasta aqui, son
los basicos para que podamos deducir lo siguiente: para las
matrices K,C y Tuw, no hay un numero fijo de renglones, o
simplemente no existen dichas matrices, lo que produce que no
siempre podamos hacer operaciones con ellas como sucede con

las matrices asociadas a las graficas Gs y Gs (ejemplos 4 y 5). No
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CAPITULO 2

es asi, para las matrices A y B porque estan definidas para
cualquier grafica y a diferencia de las anteriores, tienen un
numero fijjo de renglones y de columnas. Ademas, notemos que
A*B es la operacion comun en todos los ejemplos; y por otro
lado, la suma de matrices solo se da en casos como en los
ejemplos 1 y 2; que por la primera razon dada, solo sobrevive la

suma A+B como en el ejemplo 2, descartando el caso restante.

Basicamente ahora sabemos, que no todas estas matrices
se pueden sumar o multiplicar; sin embargo, este inconveniente
desaparece si consideramos trabajar unicamente con la suma y

la multiplicacion de las matrices A y B.
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Capitulo 3

Digraficas asociadas a matrices

En este capitulo, seccion 3.1, se define la digrafica
asociada a una matriz, estimando 3 casos en los que se
aplicaran ejemplos. En la seccion 3.2, se hace un analisis de la
relacion entre una grafica y su digrafica asociada a través de
una matriz; y por ultimo, se demuestran los resultados de este

analisis.

Seccion 3.1

En esta seccion se definen, 3 tipos de digraficas que se
asociaran a la multiplicacion y suma de las matrices de
adyacencia e incidencia, haciendo un analisis con el namero de

vértices y aristas de una grafica G.

S



SECCION 3.1 CAPITULO 3

Comencemos por definir lo siguiente:
Sea G=(V(G),E(G)) una grafica con p vértices y q aristas, y
sean A =(ai)pxp ¥ B=(bij)pxq, la matriz de adyacencia y la matriz

de incidencia de G respectivamente.

La matriz producto M* =(P;j)pxq, es la matriz que resulta de
multiplicar la matriz A por la matriz B, y diremos, la matriz
producto asociada a G, o sélo, M* de G=(V(G),E(Q)), y

escribiremos:
A*B = M*, o también, (ai)pxp * (Dij)pxq = (Pij)pxq

La matriz suma M* =(Sj)mp, es la matriz que resulta de
sumar las matrices A y B, y diremos, la matriz suma asociada a

G, o solo, M* de G=(V(G),E(G)), y escribiremos:

A+B=M*, o también, (aij)pxp + (bij)pxq = (Sij)pxp donde p=q.

Inmediatamente percibimos que nuestro analisis se puede

dividir en casos:

Casol: p#q
i) p>q
i) p<q
CasoIl: p=q
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SECCION 3.1 CAPITULO 3

Estudiaremos cada uno de ellos, utilizando ejemplos que

haran practico el desarrollo.

Casol: p#q
i) p>q

Ejemplo 3.a. Supongamos Gi1 con p=4y q=1.

v Vi V2
Gi: o) o)
€1
Vi O o V3

(aij)axs * (bijJax1 = (Pij)ax1:

Vi Vo Vi Vq el (31
vifo 0 0 0) v, (0) Vi (0)
V20 0 0 1 - Va |1 = V2 |1
Va0 0 0 © Vs |0 Vs [0
vilo 1 0 o va (1) va (1)

N



SECCION 3.1 CAPITULO 3

Notamos que M* de Gi, es la misma matriz que B asociada
a Gi1 y sabemos que esta matriz ya tiene grafica asociada, a
saber, la propia Gi.

Veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.b. Supongamos G2 con p=5y q=3.

V2

Vi
Ga: o
€3
€1 \
Vs
o]
\\

V3 e2 o V4
(aiij)sxs * (bij)sxa = (Pj)sxa:

Vl V2 V3 v4 V5 e, €2 €3 €; €2 €3
vilp 0 0 0 1 vifo 0 1) vifo 0 1)
V2l0 0 1 0 O V2|1 0 V211 1 0
Vilp0 1 01 0 * V3lt 1 0 = V(1 10
V4alo 01 0 O Valo 1 0 V4all 1 0
V5 V5

\10009 VSQOIJ \901)

Digamos que queremos asignarle una grdfica a M* de Go;
de manera informal, pongamos como vértices el conjunto de

indices para los renglones de M* y, para las aristas, diremos, si
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P; = 1, entonces v; es adyacente a vj con esa direccion y si P #1,
los vértices no son adyacentes, y la grdfica asociada a M* de G2

queda como en la figura 3.1.

. A}
" oY v2

Vi

\'Al

0]
V4

Figura 3.1

La grafica que acabamos de encontrar, en teoria de

graficas se conoce como pseudodigrafica.

Conviene, pues, en este momento, introducir conceptos

relacionados con las digraficas.

Definicion 3.1.a Una digrafica o grafica dirigida D es un par
ordenado de conjuntos (N(D),F(D)), donde N(D) es finito, no
vacio y F(D) un conjunto de pares ordenados de distintos
elementos de N(D), a los elementos de F(D) les llamamos flechas
y a los de N(D), nodos. No es lo mismo {n;,nj} que {n;,ni}, ambas

flechas tienen sentido contrario. La figura 3.2 es una digrafica.
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Definiciéon 3.1.b Una subdigrafica H de una digrafica D es

una digrafica, tal que, V(H)<V(D) y F(H)<SF(D).

Definicion 3.1.c A una flecha que va de un nodo a €l mismo,
se le conoce como lazo, es decir, es una flecha de la forma
f=fni,n;j}€F(D) con nieN(D) en D. En la figura 3.3, {n3,ns} es un

lazo.

ns ©O — 5 O

Figura 3.2

Definicion 3.1.d Una pseudodigrafica es una digrafica en la
que se permiten las repeticiones de flechas y los lazos. La figura
3.3. es una pseudodigrafica.

m

"

ns Ny
Figura 3.3
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SECCION 3.1 CAPITULO 3

Definicion 3.l.e.1 En una digrafica D, una flecha es
simétrica si f={n;,nj}€F(D), entonces {n;,ni}€F(D). En la digrafica
de la figura 3.2, {ns,ns} y {ns4,nz} son flechas simétricas. Una
digrafica simétrica D es aquella que tiene todas sus flechas
simétricas.

Definicion 3.l.e.2 En una digrafica D, una flecha es
asimétrica si {n;,n;}€eF(D), entonces {n;,n}¢F(D). En la digrafica
de la figura 3.2, {n1,n2} es una flecha asimétrica. Una digrafica
asimétrica D es aquella que tiene todas sus flechas
asimétricas.

Definicion 3.1.f.1 Un camino dirigido en una digrafica D, es
una sucesion alternada de nodos y flechas como sigue:

(ni, {ni,nj},nj, {nj, Nk}, Nk, ..., N, {0, Ns},Ns)=(ni,nj, Nx,...,Nr,Ns). En la
digrafica de la figura 3.2, (ni,n2,ns,nsnsns €s un camino

dirigido.

Definicion 3.1.f.2 Un camino cerrado dirigido es un camino
dirigido donde ni=ns, esto es, el primer nodo es igual al ultimo.

Definicion 3.1.f.3 Un ciclo dirigido es un camino cerrado
dirigido que no repite nodos, sélo el primero y el ultimo. La
longitud de un ciclo dirigido es el numero de flechas que

contiene.
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Ahora es momento de definir, lo que va a significar una

grdfica asociada a una matriz.

Sea M* la matriz producto de G=(V(G),E(G)) con p#q y p>q.

Definicion 3.1.1 La m*-digrafica D, o la digrafica D
asociada a la matriz M*, es un par ordenado de conjuntos
(N(D),F(D)), donde N(D) es un conjunto finito, no vacio, con p
elementos llamados nodos de D, y F(D) su conjunto de flechas

descritas como sigue:

Sean n;, nj € N(D) y Pj € M*.

{ni,n;} € F(D) siPj=lconi#j y

{ni,nj} &€ F(D) en cualquier otro caso.

En lo que resta de este trabajo, por m*-digrafica D(G),
entenderemos que es la digrafica D asociada a la grafica G a

través de M*, y si no hay confusion sélo D(G).

[lustremos con un ejemplo.
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CAPITULO 3

Ejemplo 3.1.a Supongamos G3=(V(Gs),E(Gs)) con p=5y q=4.

Ga: Yo \ oV
€2
€3
v
- €4 34
(ai))sxs * (bij)sxa = (Pij)sx4 :

Vi Vo V3 V4 Vs el €2
vifo 0 0 0 0 vifo o
V20 O 1 0 O V2|1l O
V3|0 1 0 1 1 * Va|l 1
V4O 0 1 0 1 V4|0 O
Vs\0 0 1 1 0 Vs \‘0 1

€e1 e e3 e4
vifo o o0 0
V2|1 1 1 0
Va |l 1 1 2
Va |l 2 1 1
vs4 1 2 1

-33 -
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SECCION 3.1 CAPITULO 3

Por lo tanto, la m*-digrafica D(Gs) es:

Notemos que D(Gs) tiene una flecha simétrica f={n2,ns}, no

D(Gs):

tiene lazos, pero si un camino dirigido de ns a n1 que pasa por

todos los vértices.

Si en una digrafica D, el conjunto N(D) de nodos, es un
conjunto muy grande, es posible que encontremos un numero
de flechas simétricas muy grande, asi que, para evitar una

digrafica engorrosa, en vez de —» pondremos <+—» .

Veamos otro ejemplo.

Ejemplo 3.1.b. Supongamos G4 con p=6 y q=5.

qu

c

0] O
4]8‘
B O

V6 es e V4
V5

Vi

>
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(aij)exs * (bij)exs = (Pij)exs :

Vi Vo Vs Vi Vs Ve €1 €2 €3 €3 €s
vifo 1 0 0 0 0 vif1 0 0 0 0
V2/]1 0 1 0 0 © V2|1 1 0 0 0
Val0 1 0 1 0 O * VslO 1 1 0 o] =
ValO 0 1 0 1 O ValO 0 1 1 0
VsilO 0 0 1 0 1 Vs|lO 0 0 1 1
Velo 0 0 0 1 0 velo 0 0 0

€] €2 €3 €4 €5

Vifi 1 0 0 0
Vo1 1 1 0 0
Va1 1 1 1 0
VafO 1 1 1 1
Vs|0 0 1 1 1
Vel0 0 0 1 1

La m*-digrafica D(Gs) es:

D(Ga):

15]
MmO «—» O O n;

!

O 5 0 pOm

T B o
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Aqui, notemos un camino dirigido de ns a n1 que pasa por
todos los vértices, pero con esto todavia no nos atrevemos a
hacer una observacion para extraer un resultado general, asi

que, sigamos explorando.

Continuemos con nuestro analisis.

Caso I: p#q
ii) p<q

Consideremos el siguiente ejemplo con la condicion p<q.

Ejemplo 3.1.c. Supongamos G con p=6 y q=8.

Vi e V2
= Q
G. x

€3

V3
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SECCION 3.1

(aij)exe *(bij)exs = (Pij)exs :

€ €7 €s

€2 €3 €4 €5

€

Vo Vi Vg Vs Vg

Vi

© N
- O O ~ O O
c - © © —~ O
- O O O O ™~
C O O O ™ -
O O = ~ O
© O - —~ © O
o -~ ~ O O O
fllUOOO&
s 2 s 2 8B
*

-~
-~ O O O —~ O
QO ~ O = O -
- O -~ O ~ ©
o ~ O - O O
- O ~ O = QO
e - e = 9° =
5 5 % N

€ €7 €8

€4 €5

€2 €3

€1

Vi

Va

Vs

Vs
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Segun la definicion 3.1.1, N(D) es un conjunto con seis
nodos, si comenzamos con las adyacencias del nodo ni. La

m*-digrafica D(G) empieza asi:

n| -

Ng o)

O ns

Nos percatamos de que no podemos terminar D(G), pues

P17 eEM* de G, indica que, {ni1,n7}€F(D) en D(G) por la definicion
3.1.1, pero m€N(D) y n7&N(D).

Si procedemos como en la definicion 3.1.1 para asignar
una grdafica a una matriz M* de una grafica G, pero ahora con la
condicion de que p<q, una manera natural de pensar es que, en
vez de tomar el namero de vértices de G como nodos de D(G),
tomamos el namero de aristas de G como el nimero de nodos
de D(G).

Asi, la grdfica asociada a una matriz con la nueva

condicion, se define como sigue:
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Sea M* la matriz producto de G=(V(G),E(G)) con p#q y p<q.

Definicion 3.1.2 La m*-digrafica D, o la digrafica D
asociada a la matriz M*, es un par ordenado de conjuntos
(N(D),F(D)) donde N(D) es un conjunto finito, no vacio, con q
elementos llamados nodos de D, y F(D) su conjunto de flechas

descritas como sigue:

Sean ni,nj € N(D) y P;j eM*.

{ni,n;}€F(D) siPj=1coni# y

{ni,n;}¢F(D) en cualquier otro caso.

En lo que resta de nuestro trabajo, por m*-digrafica D(G),
entenderemos que es la digrafica D asociada a la grafica G a

través de M*, y si no hay confusiéon sélo D(G).

Es importante aclarar que la definicion de grafica G en el
capitulo 1, permite que E(G) =9, aunque en el capitulo 2, se
pone como condicién para definir las matrices asociadas a una

grafica G que g#0. Con esto, la m*-digrafica D(G) con p<q, esta

bien definida.
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Retomando el ejemplo 3.1.c, a la matriz M* aplicamos la
definicién 3.1.2 para obtener la siguiente m*-digrafica, en donde
omitimos algunas flechas, pues nos interesa mostrar lo que se

ve con flechas negritas.

D(G): s  v—t

Observemos que G tiene un ciclo de longitud 6 y en D(G)
tenemos un ciclo dirigido simétrico de la misma longitud, bien
podriamos pensar en la posibilidad de extraer de aqui, un

resultado general. Prestemos atencion al siguiente caso.

Ejemplo 3.1.d. Una grafica G con p=8 y q=12.

G: Vi € V2 € V3
O
€g €3
e €10
V8 d € \'Z]
€12

€7 =

@)

V7 €4 Vé6 €5 V5
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SECCION 3.1

(aij)sxs * (bij)sxi2 = (Pij)sx12 :

Vo Vs Vs Vs Vg Vz Vs

Vi

1)

Y

0

0

Vi

V2

Vs

Vs

Vs

Ve

V7

Vg

e2 e3 e4 e5 e6 e7 e8 €9 el0 ell el2
0O 0 0 O 0 O 0\

el
(1

0

0O 0 0 0 0 0 O 1

1

0

0
0
0

0O 0 O O

1
1

0 0 0 1

0

Y

0O 0 O O

V1

V2

V3

V4

V5

vé6 |0
V7

V8@
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€1 €2 €3 €4 €65 €es €7 €esg €9 €0 €11 €12
vif1 1 0 0o 1 1 1 1 1 o 1)
Va1 i 1 0 1 1 0 1 2 1 1 0
Va| 1 1 1 2 1 0 0 0 O 1 1 1
Va| O 1 1 1 1 0 1 1 0 0 2 1
Vs| 0 1 2 1 1 1 0 0 1 1 1 1
Ve | 2 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 0
Vz | 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 0 1
Vs \ 1 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1 )

En la siguiente m*-digrafica D(G), quitamos algunas
adyacencias que no afectan el resultado que queremos mostrar,

que es el que se ve con flechas negritas.

n
P —
/ NS
Ny O‘
‘//—‘I = 4
A F
n, © /
“”/ o
r
(@]
Mo
\
Ol
Ig
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Notemos que P34 # 1, ademas, G tiene un ciclo de longitud
8 y D(G) un ciclo asimétrico de la misma longitud. Sin dejar de

lado este ultimo hecho, continuemos explorando.

¢Qué pasa con una grafica completa?

Ejemplo 3.2.a. Sea Ks una grafica completa con p=5 y
q=10.

Vi
G:
€5 €1
€ €7
V2
Vs / eg \
€9 €10
€
€4 2
V4 V3
€3

(aij)sxs * (bij)sx10 = (Py)sx10:

Vi V2 Vs Vs Vs
Vi 0 1 1 1 1
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€1 €2 €3 €4 €s €6 e7 es €9 €10

Vit o o 0o 1 1 1 0 0 O
V21 1 0 0 0 0 0 1 0 1| =
V2 {0 1 1 0 0 0 1 0 1 0
Vi{O 0 1 1 0 1 0 0 0 1
vs{o o 0o 1 1 0 0 1 1 0

€1 €2 €3 €4 €s €6 €7 €s €9 €10
Vil o 2 2
Vo | 1 1 2 2
Vs 2

2
Vy | 2 2 1 1
Vs | 2

Luego, D(Ks) es:

Ny Ng nNg ny Ng
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Como una primera observacion, la grafica completa Ks del
ejemplo 3.2.a, tiene la propiedad de que su matriz M* es igual a
su matriz B médulo 2, ademas, D(Ks) contiene un ciclo

asimétrico cuya longitud es igual a 5.

Hagamos otro ejemplo.

Ejemplo 3.2.b. Sea G una grafica disconexa con p=5 y q=6.

G: %! € V2
e %6 o V3
€4 &
Vs e V4
(ay)sxs *(bij)sxe =(Pij)sx6:
Vi Vo Vz Vi Vs €1 €e2 ez eis €s €s
2 N s i
Vi |0 1 0 1 1 vVijl 0 O 1 1 O
V2|1 0 0 1 1] * V2|1 1 0 O O 1| =
V30O 0 0 O O V3|0 0O 0 0 O O
Va |1l 1 0 O 1 V4|0 1 1 0 1 0
Vs U 1 O 1 0 Vs\ 0 0 1 1 0 U
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€1 €2 €3 €4 es es

'8 A
vil|l 2 2 1 1 2
V2 |1 1 2 2 2 1
V(0O 0 O O O 0
Vs 1 1 2 1 2
Vsi2 2 1 1 2 Y

Asi, la m*-digrafica D(G) es:

m n; n3
< - '%

0O < O < »O

Ng ns Ny

En las m*-digraficas asociadas a las graficas de los
ejemplos 3.1.a y 3.1.b, observamos un camino dirigido que pasa
por todos los vértices, el ejemplo 3.2.b nos indica que esto no

siempre sucede.

Sigamos con nuestro analisis.
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Casoll: p=q

Hagamos un breve razonamiento, sabemos que, si p>qy
p<q, entonces p=q, lo que implica, en dicho caso, que para la
multiplicaciéon como cumple ambas condiciones, podemos
aplicar ambas definiciones 3.1.1 y 3.1.2 de manera indistinta;
para la suma no es diferente pues tenemos el mismo numero de
renglones que de columnas tanto para A como para B, pero falta

definirla formalmente.

Sea M* la matriz suma de G=(V(G),E(G)) con p=q.

Definicion 3.1.3 La m'-digrafica D, o la digrafica D
asociada a la matriz M*, es un par ordenado de conjuntos
(N(D),F(D)) donde N(D) es un conjunto finito, no vacio, con p
elementos llamados nodos de D, y F(D) un conjunto de flechas

descritas como sigue:

Sean ni,nj EN(D) y S;j € M*

fni,n;}eF(D) siSij=lconi# y

{ni,n;} €F(D) en cualquier otro caso.

- 47 -



SECCION 3.1 CAPITULO 3

A partir de ahora, por m*-digrafica D(G), entenderemos que
es la digrafica D asociada a la grafica G a través de M*.

El empleo de esta definicion es analogo a las dos
anteriores, solo que, esta vez, trabajaremos con matrices

cuadradas.

Ejemplo 3.3.a. Supongamos una grafica G con p=5y q=5.

Vi € V2
O Y
G \
€ e O V3
ry
. 4
(aij)sxs =A: (bij)sxs=B:
Vi V2 Vi Vg4 Vs €1 €2 e3 €3 €s
. N ( )
VifO 1 0 0 0 vVi|]l 0 O O O
Va1l 0 1 1 1 V2| 1 1 0 1 1
V3|0 1 0 1 O V3|0 1 1 0 O
VaiO 1 1 0 O V4O O 1 1 O
Vs KO 1 0 O (b Vs &0 0O 0 O 1)
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(Pi)pxq =M*: (Si)pxp=M":
€1 €2 €3 €4 es Vi Va2 Vs V4 Vs
( W ( A
Vit 1 0 1 1 vijt 1. 0 0 O
V2|1l 1 2 1 1 V22 1 1 2 2
Vzjl 1 1 2 1 Va0 2 1 1 O
Val|l 2 1 1 Va0 1 2 1 0
Vs \_1 1 0 1 l) Vs @ 1 0 0 1 y
Sus respectivas digraficas son:
m*-digrafica D(G): m*-digrafica D(G):
nz

m o d—bo n

X /AK

Notemos que G tiene un ciclo de longitud 3, ademas, en la

m*-digrafica D(G) hay varios ciclos dirigidos de longitud 3 y la
m*-digrafica D(G) tiene un ciclo dirigido de longitud 3.
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¢Qué pasa con un ciclo?

Ejemplo 3.3.b. Supongamos C un ciclo de longitud 6.

C: % € V2
O 0]
€6
2
V6 V3
€5 €3
O (@]
V5 €4 V4

Sus matrices de adyacencia, incidencia, producto y suma

respectivamente son:

A=(ajj)exs : B=(bij)exs:

Vi Va2 Vs V4 Vs Vg €1 €2 €3 €ei €5 €6
Vi (0 1 0 0 O D Vi (1 0O 0 0 O 1\
V2|1 0 1 0 O O V2|1 1. 0 0 O O
V3|0 1 0 1 0 O Vz|0 1 1 0 0 O
V4O O 1 0 1 O V4O 0O 1 1 O O
Vs|0O 0O 0 1 0 1 V50 0 0 1 1 O
Ve\l 0 O O 1 0 Vs \.0 0O 0 0 1 1)

= B0 -



SECCION 3.1

M* =(Pjj)pxq :

€1 €2 €3 €4 €es €p
vifi 1 0 0 1 1) Vi
V21 1 1 0 0 1 Va
Vsl 1 1 1 0 0O Va
ValO 1 1 1 1 0 Vs
Vs|0O O 1 1 1 1 Vs
Vell 0 0 1 1 1) Ve

M

Vi
(1

U

* =(Sij)pxp

V2 Vi Vq

S O© © N
S O N =
S N = = O

CAPITULO 3
Vs Ve
0 2)
0O O

0 0

1 0

1 1

2 1 )

Las digraficas para la matriz producto y la matriz suma

m*-digrafica D(C):

/

4 o E
| n n3
10 4 z 01 - ~
.m‘\.\ /’ ‘ u
.“""‘x /-",.-"( h ‘."""-\ 4 /'/
""/’ "“»-..__“_‘ ;’.’_... E \-.._\
/ »O < "
I]ﬁ -._..__..__.... e ——— ns ' n4

TS



SECCION 3.1 CAPITULO 3

Como una segunda observacion, la m*-digrafica D(C) del
ejemplo 3.3.b, contiene un ciclo dirigido simétrico de la misma

longitud que C.

m*-digrafica D(C):

n n; n3
Q > (@] > (o]
< O < O

Ng ns N4

Como una tercera observaciéon, la m*-digrafica D(C) es un

ciclo dirigido asimétrico de la misma longitud que C.

Consideremos nuevamente la grafica del ejercicio
3.3.b, ¢qué ocurre si cambiamos el orden de los nombres en
los elementos de la grafica C? Supongamos el siguiente:

Ejemplo 3.3.c.

Vi €3 V2

Vs €4 V4
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SECCION 3.1

€5 ©s6

(bij)exs:
€3 €4

€2

B
el

(aij)6x6:
Vo Vi Vi Vs Vg

A:
Vi

" i It
o -~ ~ © O O
- O O O O
o O O =~ =~ O
- =~ O © © O
cC O o O —~ ~

.,r.U o ~ —~ O 0\
— o™ ] <+ T3] 0
== e e

b= N
- O O © —~ O
o O O ~ O —~
o © ~ O ~ O
© -~ © =~ ©o o
-~ O ~ O O O

O - O O O ~,
- o m « n 0
= e

Vs Vs Vs

M* =(Si)pxp:
Va2 V3

Vi

=(Ps)pxq:
€1 €2 €3 €4 es €s

M*

— - - O 0)
- O O = O
c © - = O O
- N O - O O
- O = O @~ -
o o~ = o =,
— ™ m o w 0
=== G
N
- - - O O O
- = 0O O —~
O O —~ —~ - -
- - - O O -
- O O @~ - -
0 — i L] — (e ]
/
i [a] L) < It] O
e .

m*-digrafica D(C):

n
O

Ns
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SECCION 3.1 CAPITULO 3

m*-digrafica D(C):

n n3

n2‘
> 5«

O
(@]

O

. DJ
-

Ng ns

2

Podemos apreciar que el resultado del ejemplo 3.3.c no es
el mismo que el que se obtuvo en el ejemplo 3.3.b. Ahora
tenemos que, el orden de los nombres en un ciclo, es

importante.

Seccion 3.2

Se formalizaran las observaciones de la seccion anterior
para demostrarlas y se estudiaran las condiciones para
generalizarlas en otros resultados que se desprenderan de las
mismas y al mismo tiempo se obtendra la relacion entre una

grafica y su digrafica asociada a través de una matriz.

Enseguida, se define el orden en los nombres de los

vértices y las aristas de un ciclo de longitud n.
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SECCION 3.2 CAPITULO 3

Sea G una grafica con p vértices y q aristas.

Definicion 3.2.1 Un ciclo de longitud n en G, con 3<ns<p,
diremos que es un o-ciclo de G, o también, ciclo ordenado de

longitud n, si tiene el siguiente orden:

1. Los vértices estan numerados de manera consecutiva:
(Vi,Vi+1,Vis2,...,Vj,Vi+1=Vi) con vVvk€V(G) y isksj, en el

sentido de las manecillas del reloj.

2. Las aristas tienen la forma ex = {vk vk+1}€E(G) con isksj
donde e; es la primera arista y e; la n-ésima arista del

o-ciclo de longitud n.

El o-ciclo de longitud n en G, es
(Vi,€i,Vi+1,€i+1,Vi+2,€i42,...,Vk,€k,...,Vj,&,Vi+1=Vi), que abreviamos

con, (Vi,Vi+1,Vi+2,...,Vk,...,Vj,Vi).

En la figura 3.2.1, la grafica (a) con p=4 es un o-ciclo de
longitud 4: (vi,e1,vz2,e2,v3,e3,va,e4,v1); la grafica (b) con p=6 tiene
un o-ciclo de longitud 3, a saber, (vs,es,va,es,s,es,v3); y la grafica
(c) con p=8 tiene dos o-ciclos de longitud igual a 3 cada uno,

que son: (v2,e2,v3,es,va,e4,v2) y (ve,e6,V7,67,V8,€8,Ve).
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Vi e W V2 € V3
le o)
€3
Vi
€ & €2 es V4
€ €4
o0
Ve e; V3 V6 e; V5
(a) (b)
V8 € Vi es V2
/ ° N 2
€7
VIQ es €4 V3
\o o) o €3

V6 €9 Vs e V4

(©)
Figura 3.2.1

Sea G una grafica con p vértices, q aristas y matriz de

incidencia B.

Si G contiene un o-ciclo C de longitud n con 3sn<p,
entonces la matriz de incidencia B’ de C es una submatriz de B,

donde B’ tiene la siguiente forma:
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SECCION 3.2 CAPITULO 3

€i €i+1  |€i+2 ® ® e |G1 |6

Vi 1 0 0 1
Vier |1 1 0 0
Viiz |0 1 1 0 0
PY ®
L @
® ®
Via |0 0 0 | 0
\7 0 e |e o |1 1

Observacion 3.2.1.1 La diagonal b’k+1 k=1
La diagonal bxx+1=0
La diagonal b’k =1

con isksj, j+1=i

Lo anterior se sigue de la definicion de o-ciclo y de la
observacion 2.2.a. Por la definicion 3.2.1, inciso 2, tenemos que
ex={vk,Vk+1} ¥ sabemos que la matriz de incidencia no repite

aristas y une a lo mas dos vértices.

Un caso particular de o-ciclo es el siguiente.

Sea G una grafica con p vértices y q aristas, suponiendo
que G es un o-ciclo de longitud p, quedara como en la figura
3:2.9.
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SECCION 3.2 CAPITULO 3

Vi e V2
0. Q
Cp \
Vp o V3
€p-1 ®
Vp-1 e o
Figura 3.2.2

Con este orden, las matrices de adyacencia e incidencia de
G, un o-ciclo de longitud p, tienen caracteristicas particulares
aparte de las que ya fueron mencionadas en las observaciones

2.1a,byc,yen 2.2 ay b, para cualquier grafica.

Las matrices A de adyacencia y B de incidencia, para G,
un o-ciclo de longitud p, tienen Ila siguiente forma

respectivamente.
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A=(aij)pxp:
Vi [Vz2 |Va |Va | g e o Vp1 [Vp
Vi o (1 (0 |0 0 1
Va2 1 (0 |1 |0 0 0
Vs |0 |1 |0 |1 0 0
Vo [0 |0 |1 |O 0 0
® ®
® ®
e @
Vp-1 |0 |0 [0 |0 0 1
vp |1 |0 [0 |O ol oo |1 0

Observacion 3.2.1.a:

1. La diagonal aji+1 =1 con lsis<p.
2. La diagonal aj+1,i=1 con l<i<p.
3. La diagonal aji+2 = 0 con 1<i<p.
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B={b§j) pxq-
e] €2 €3 €4 €s ® & ® €p-1 |€p
Vi 1 0 0 0 0 0 1
Va 1 1 0 0 0 0 0
Vs |0 1 1 0 0 0 0
Vs |0 0 1 1 0 0 0
Vs |0 0 0 1 1 0 0
° ®
Py £
° ®
Vpi |0 [0 [0 [0 [0 1|0
v, 0 [0 o [o o e | (o |1 |1

Observacion 3.2.1.b:

La diagonal bjj =1 con 1s<i<p.
2. La diagonal bij+1,i= 1 con ls<isp.
3. La diagonal b;i+1 =0 con l<i<p.

Resultado 1: Sea C un o-ciclo de longitud p con p>3.
La m*-digrafica D(C) contiene un ciclo dirigido

simétrico de la misma longitud que C.
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Demostracion: Sean (aj) y (bj) las matrices de adyacencia e
incidencia del o-ciclo C respectivamente y sean Pji1 €M* y

Pi+1,; €M* de C con 1<isp y p>3 donde p+1 =1

Por demostrar que: Si Pii:1 =1 = Pis1,;, entonces

ni,ni+1}€F(D) y {ni+1, n}e F(D) en la m*-digrafica D(C).

Fijémonos en el rengléon i de (aj) vy en la columna i+1 de

(bj), entonces,

p
Pii+1 =) ai * bkin
k=1

= (ail) * (bl,i+1] + (ag) x (b2.i+l) + ...+

(aii+1) * (bir1,i+1) +(@iiv2)* (biszit1) + ... +

(@ip)*(bp,i+1)

= 0+0+...+ (1*1) + (0*1) +...+0 =1,

esto es, por las observaciones 3.2.1 ay b.

<B1 =



SECCION 3.2 CAPITULO 3

[

Fijémonos esta vez, en el renglon i+l de (aj y en la
columna i de (b;), entonces tenemos que,

p
Pi1i =Y ais1x* b
k=1

=(ai+1,1) * (b)) + (@ #1,2) * (b 21) +...+

(@i+1,i) * (bii ) + (Qisr,ie1) * (bie1,i ) +...+ (Qis1,p ) * (Dpi )

=0+0+ ..+ (1*])+ (0*1)+ ...+ 0 =1,

por las observaciones 3.2.1 ay b.
Por lo tanto, por la definicion 3.1.1, en la m*-digrafica D(C),

existen p flechas simétricas. g

Resultado 2: Sea C un o-ciclo de longitud p.
La m*-digrafica D(C) es un ciclo dirigido

asimétrico de la misma longitud de C.

Demostracion: Sean (aj) y (bj) las matrices de adyacencia e

incidencia de C respectivamente y sea S;eM* de C.
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Por demostrar que: {n;,ni+1}€F(D), o que, {ni+1,n}€F(D) en la
m*-digrafica D(C).

Contamos con tres casos que son las Unicas diagonales de
(@aj) y (bj) en las que tenemos valores. Por las observaciones

3.2.1 ay b, tenemos lo siguiente, con 1<i<p, p+1=1.

Caso 1: Siis1=aii+1 + biisn1 =1 +0=1.
Caso 2: Si= ai+bi=0+1-=1.

Caso 3: Si+1,i = ais1,i + bis1,i = 1+1 =2.

Los casos 2 y 3 quedan descartados por la definicion 3.1.3.

Por lo tanto, la m*-digrafica D(C), tiene uUnicamente p

flechas asimétricas. -

Una consecuencia inmediata de estos dos resultados, es el

resultado 3.

Resultado 3: Sea C un o-ciclo de longitud p con p>3.
La m*-digrafica D(C) es una subdigrafica
de la m*-digrafica D(C).

Demostracion: De la definicion de subdigrafica y por los

resultados 1y 2.m

-63 -



SECCION 3.2 CAPITULO 3

¢Qué sucede en el caso p=3?

En particular, el o-ciclo C de longitud 3, es también una
grafica completa Ks y aunque sus matrices de adyacencia e
incidencia son las mismas que las de un o-ciclo cualquiera, no

cumple con los resultados 1 y 3, pero si con el 2:

\%
Ks:
€3 €
V3 s
€2
Vi Vo V3 er e es
Vi|0 1 1 vVijl 0 1
A= V2|1 0 1 B= V2| 1 1 O
Vall 1 O Val 0 1 1
m*-digrafica D(K3):
€1 €2 e3
1 ) n;
Vil 2 1

n3
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CAPITULO 3
Vi Va2 Vs m*-digrafica D(Ks):
Viil 1 2
n; 1
M= V212 1 1
Va[1 2 1
O
n3
Resultado 4: Sea Kp una grafica completa y sean A y

B sus matrices de adyacencia e
incidencia respectivamente.
La matriz producto M* de Kp es congruente

con B médulo 2.

Demostracion: Sabemos que en Kp todo par de vértices son

adyacentes, luego, inicamente la diagonal aii =0 en A.

Sean P;eM* y b;eB, por demostrar que si b;=0, entonces
Pi=2.
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Caso 1: b;j =0
Py = an*bjj+ap*by+ ...+
ai*bj+..+aip?* by

=1*()+ 1* ()+...4(0) (O)+...+1%() = 2

La justificacion es que solo hay dos unidades enteras por
columna en B. Los paréntesis vacios indican que ahi puede

haber un 1 o un 0.

Analogamente para el siguiente caso:

Caso 2: b;j=1
Pj =ai1 *byj+aic *baj + ...4a i * bj + ... +aip * by

=MO+@MO+...+0@)+...+1)()=1

Esto implica, que con solo obtener la matriz de incidencia
B de Kp, podemos graficar directamente sobre B.g

Resultado 5: Si Kp contiene n o-ciclos, entonces la
m*-digrafica D(Kp) contiene n ciclos dirigidos
asimétricos de la misma longitud que cada

o-ciclo de Kp.

- 66 -



SECCION 3.2 CAPITULO 3

Demostracion:
Sea C; un o-ciclo de Kp de longitud k’ con 1<jsn y 3<k’sp y
sean B y B’ las matrices de incidencia de Kp y C;j

respectivamente.

Como C; es un o-ciclo de longitud k’, tenemos que B’ tiene
a lo mas k’ aristas. Por la observacion 3.2.1.1, sabemos que,
brs1x =1 y bri+1 =0. Por el resultado 4, tenemos que M* de Kp es
igual a B médulo 2 y sabemos que B’ es submatriz de B, esto
implica que B’ es submatriz de M* de Kp, aplicando la definicion
3.1.2 a B’, obtenemos un ciclo dirigido asimétrico de la misma

longitud que C; en la m*-digrafica D(Kp) con l<jsn.g

De este ultimo resultado, bien podriamos pensar en
obtener algo parecido al resultado 3, pero existe un
inconveniente que exponemos enseguida. Regresemos por un
momento al ejemplo 3.2.a, por el resultado 5, el o-ciclo
C=(v1,v2,v3,vs,vs) de Ks esta en la m*-digrafica D(Ks), llamémosle
a este ultimo C’. Si obtenemos la m*-digrafica D(C), observamos
que las flechas de ésta tienen direccion contraria a C’ como lo
muestra la figura 3.2.3. Luego, concluimos que la m*-digrafica
D(C) no es una subdigrafica de la m*-digrafica D(Ks). Para que
esto suceda es preciso que definamos un nuevo orden en un

ciclo.
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c: vl m*-digrafica D(C):
€s €
A% V2
ey € g ®g—¥g—Po—"0
n ny n3 ny ns
\Z! e \E
Figura 3.2.3

Definicion 3.2.2 Un r-ciclo, al que denotamos con Cr, es
un o-ciclo cuyas aristas estan recorridas hacia la izquierda, de
tal manera, que la primera arista esta justo a la izquierda del
primer vértice del o-ciclo. El r-ciclo se ve asi:
(Vi,€i,Vi,€i+1,Vi+1,€i+2,Vi+2, ..,€k,Vk,...,€,V)) y lo abreviamos con

(ei,ei+1,€i+2,...,€k,...,€,€i).

Con esto, una grafica G puede tener o-ciclos y r-ciclos.

La matriz de incidencia B” de un r-ciclo es la misma que la

de un o-ciclo pero recorriendo los renglones como sigue:
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ei ei+1 €i+2 | €is3 . €1 e

Vi 1 1 0 o | [ o 0
Vi1 | O 1 1 o | | o 0
Vie | O 0 1 1 | .| o 0
Vi | 0 0 0 0 1 0
Vii | 0 0 1 1
Vi 1 0 0 0 0 1

Observacion 3.2.2.1 La diagonal bk x+1 =1
Con isksj, j+1=1

Resultado 6: La m*-digrafica D(Cj) es una subdigrafica de la
m*-digrafica D(Kp) con 1<j<n, si Cfjes un r-ciclo

de Kp y Cjsu correspondiente o-ciclo con l<js<n.

Demostracion:
Sea Crj de longitud k” en Kp con l<j<n, 3sk”<sp y sean B” y

B las matrices de incidencia de Crj y Kp respectivamente.

Por el resultado 2, si C; es de longitud k”, entonces la
m*-digrafica D(C;) es de longitud k”, ademas, este resultado nos

indica que debemos demostrar que {ng,nk+1} € F(D) en la
m*-digrafica D(Kp).

-69 -



SECCION 3.2 CAPITULO 3

Por la observacion 3.2.2.1, sabemos que, b”kx+1=1, como
B” es submatriz de B, tenemos bxx+1=1 y por el resultado 4,
B=M* de Kp médulo 2, luego, Pxx«1=1. Como Crj es de longitud
k”, tenemos que B” tiene a lo mas k” aristas. Luego, por la
definiciéon 3.1.2 en la m*-digrafica D(Kp) existe un ciclo dirigido
de longitud a lo mas k” flechas, tal que, cada flecha tiene la

direccion {nk,Ni+1}.

Por lo tanto, la m*-digrafica D(C;) es una subdigrafica de la
m*-digrafica D(Kp) con 1<jsn.m

Un resultado que es consecuencia de todos los anteriores,

es el siguiente.

Resultado 7: Sea G una grafica con p vértices y q aristas. Si G
contiene w o-ciclos, entonces la m*-digrafica
D(G) contiene w ciclos dirigidos asimétricos

de la misma longitud que cada o-ciclo de G.

Demostracion:

Sea Cu un o-ciclo de G de longitud n con lsusw y 3<ns<p,
donde w es el namero de o-ciclos de G. Sean A y B las matrices
de adyacencia e incidencia de G y B’ la matriz de incidencia

del o-ciclo Cu.
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Sea Cu=(vi,€i,Vi+1,€i+1,...,Vk,€k,...,Vj,6,Vi) CON n aristas.

V:lVg |_" Vi |Vj+1 ,__‘qum |“_|Vj Vj-l-'ll__.‘Vp-l ‘Vp

Vi

Vz Au A'l:t A13

;}i. 01

Vin Az 10 A2z Azs
A =|...

Vi 01

Vies1 1 0

Vj 0

Vj+1

. Az Aszs Aas

Vpa

Vp

Figura 3.2.4

Dividiendo A y B en bloques, de tal forma, que exista un
bloque por cada o-ciclo Cu, tanto en A como en B, y que, esté
definido el producto por bloques de A por B, obtenemos las
matrices de las figuras 3.2.4 y 3.2.5.
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e | e | ei

—_ 1 €k I“. |Cj €j+1

Vi
Va2 Bn Bi2 Bis

Vi 1 0
Vis 1 1
Ba; Baz B2

Bas Baz Bas

Figura 3.2.5

Fijémonos en los bloques de A y de B donde estén los
elementos del o-ciclo Cu para hacer las siguientes operaciones
en las que la clave, es encontrar las dos unidades de cada

columna de B’.
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Caso 1:

i
Peiik = ) akan®* brnx  con isksj
hei
= (ak+1,i) * (bix) + (Aws1,i+1) * (bisr ) + ...
+ (ar1k) * (bxk)+  (Ax+1x+1) * (brerx) + ...

+ (ax+1,4) * (bix)

=ack*(1) + (0)* (1) =1

Estos valores los obtenemos de la observacion 3.2.1.1,
ademas, por la definicion 3.2.1 de o-ciclo, tenemos que
ex={vik,vk+1}, esto significa que vk es adyacente con vk+1 en G,

entonces axx+1 =1 y porque A es simétrica, ak+1,x=1.

Caso 2:
]
Pixs1 =) akh* bnks1  con isksj

=i

= (ak,i) * (bix+1) + (axi+1) * (bis1ke1) + ...
(akk) * (brx+1) + (Akk+1) * (brsrker) +
(Axk+2) * (brezke1) + ... + (Axj) * (bjx+1).

={1*%@ * )0 +..
+(0) *(0) + (1) * (1) +
(akk+2) * (1) + ... + () * (0).
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Subcaso 2.1: Si akx+2 =0, entonces Py x+1=1.
Por lo tanto, en la m*-digrafica D(G) existe un ciclo C
dirigido simétrico y como B’ tiene a lo mas n aristas, entonces

C’, tiene a lo mas n flechas.

Subcaso 2.2: Si akk+2=1, entonces Pxx+1=2.
Por lo tanto, en la m*-digrafica D(G) existe un ciclo Ck
dirigido asimétrico y como B’ tiene n aristas, entonces C’y tiene

n flechas.®

Por lo tanto, la longitud de cualquier o-ciclo en G, la

hereda su respectiva D(G) a través de M*.

-74 -



Conclusion

El proceso de este trabajo, exigio atender diversos detalles,
en el instante en que se definieron algunos conceptos propios
del mismo, como los casos siguientes: la m*-digrafica y la
m*-digrafica tuvieron modificaciones en su notacion, pues se
trataba de encontrar la mas entendible; en el caso del ciclo
ordenado, hubo que redefinirlo, ya que, la definicién original no
era suficiente para demostrar el resultado 5, pues se habia
restringido esta definicién, pensando solo en el caso particular
en que G fuera un ciclo, asi que, se necesitaba una definicion
mas general y no sélo eso, habia que cambiar la definicion de
camino en una grafica a algo igualmente mas general. El r-ciclo,
fue mas sencillo de definir, pues ésta depende de la definicién

de o-ciclo.
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Por otro lado, en el momento en que se recurri6 a una
definicién informal para encontrar una grdfica asociada a una
matriz M*, se presenté6 el hecho de que dicha grdfica es
conocida como pseudodigrafica (para algunos autores es la
definicién de una digrafica. Ver 2 y 6 de la bibliografia pp.85 y
97 respectivamente), aqui se hizo necesario recurrir a las
herramientas disponibles, y la teoria conocida en los cursos de
licenciatura, trabaja con digraficas, tal y como se ha planteado

aqui.

También, es claro que la m*-digrafica D(G) no es la unica
manera de asociar una grdfica a una matriz M*, sin embargo,
esta fue la que dio resultados; por ejemplo e informalmente: Sea
G una grafica y sea M* su matriz producto, los vértices de la
grdfica H asociada a G, seran los vértices de G y sus

adyacencias seran flechas como sigue:

{n;,n;}eF(H) si Pij=2 vy
{ni,n;}¢F(H) si Pij # 2

Si en M* de G, no existe Pij = 2, en la grdfica H no existe
ninguna adyacencia entre sus vértices, si en cambio, se
considera una grafica completa, si se consigue una grafica H, no

tan simple como €l caso anterior. Luego, esta definicién informal
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dejaria sin estudio muchas matrices M* de graficas distintas a

cualquier Kp.

Finalmente, como otro hecho, si G es un o-ciclo de
longitud 4 o 5, entonces D(G) a través de M* es una grafica
completa dirigida con 4 o 5 nodos respectivamente como se

muestra en el apéndice con los ejemplos A.3.1 y A.3.2.
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Apéndice

El apéndice esta dividido en tres secciones: seccion A.l
que contiene un ejemplo de una grafica con p>q, seccion A.2
que contiene ejemplos de graficas con p<q y la seccion A.3 que

contiene ejemplos de graficas con p=q.

Seccion A.1

Una grafica G disconexa con p=9, q=8 y un o-ciclo:

(v4,Vs,ve,v7,Vs,Va).

G . \
) 5 o
O el
vr. ¢ /\ Ve S 2 Vo
A V3
eb ¢ e3
ed e5 O
V2
O
V4 V6
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SECCION A1

(aij)oxo:

La matriz de adyacencia A

Vi [V2 [Vs [Va [Vs |Ve [V Vs |Vo

Vi

Va2

Vs

V34

Vs

Vs

V7

Vs

Vo

(bij)oxs:

La matriz de incidencia B

€4 ‘ €s ‘ €6 ‘ €7 ‘ €s

€1 l €2 ‘ €3

Vi

Va2

Vs

Va4

Vs

Ve

V7

Vs

\'Z)
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SECCION A.1

€s

€7

€6

€s

€4

€3

€2

€1

Vi

Va2

Vs

\2

Vs

Ve

V7

Vs

Vo

M‘k

m*-digrafica D(QG):

n6

n7

n9
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Seccion A.2

Ejemplo A.2.1.  Una grafica G conexa con p=10, g=15y con 3

o-ciclos: (v1,v2,v3,va,v1), (Vs,Ve,v7,Vs) ¥ (V8,V9,V10,V8).

G:
V10
e9 9 el0
A%
V9
e8
el2 ell
ed
V4 1
6 X
e3 el5
el
V30 V2
e2
eld el3
e7
\'24
V5
5
e6 O ¢
Vé
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SECCION A2

€15

€14

€13

€12

€11

0

0
0
0
0

0

Vi TV: ‘V3 ‘vq Vs ‘Vs ‘V7 Vs \Vg ‘Vlo

0

0 0 O

0O 0 0

0

1
1

1

1

0 0 0|0 O O

60 0 0|0 0 O

1
1

1

0

1
1

00 0O

1

Vi

Va

Vs

Va

Ve

V7

Vs

Vo

Vio |0

€2 |€3 €4 |€5 |€6 (€7 |€8 |€9 [€10

0 O

1

€1

1

1
1

0 0|0 0 OO0 O O

00 0 0|0 O O

1
1

1

0 O

0 0 0 O
0 0 0 O

0 0 0 010

0 0 6 0|0 0 O
0 0 6 0|0 0 O

Vi

Va

Vi

Vs

Ve

V7

Vs

Vo

Vie|/O O O 0 /O 0 0O

B =V
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SECCION A2

0

0

0

10
0 0 O
0 0 O
1

0 0 O

0 0 O
1
1

2

0 0 0

1
1

0 0 0
1
1

0

1

2

210

1
1

1

0 0 O
0 0 O

1

0 |2

1

€ ‘62 [Ca ‘64 €s [Cs ‘67 €s ‘69 ‘CIO €n ‘612 ‘613 ‘614 ’615

1

1
0 0
0 0 0 O

0 |2

1
1

0 0

1

0 0

Vi

V,

Vs

Vs

Ve

V7

Vs

Vo

Vio|/O O 0 O

M* =|V4

m*-digrafica D(G)!:

nll

nl2

nl3

nl4

nl5

1.Se quitaron algunas aristas que dificultaban la claridad del resultado a mostrar.

-83-



SECCION A2

Ejemplo A.2.2. Una grafica completa con p=8 y q=28; un

o-ciclo: (v1,v2,v3,v4,v1) y un r-ciclo: (es,es,e7,es,€s).
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SECCION A2

€14

€13

€12

€1

0

0

1

1

0

0

0

0

€5 |€6 |€7 |€8 |[€9 [€10

0 0 0 0|0 O

0 0 0 0|0

1 0 O

1

1 0|0 O

1

1

0 o0

1

€1 (€2 [€3 [€4

1

0 0

0O 0|0 0O 0 00O

1

1

00 0 0 O

1

1

1

0 0

0 0 0 O

00 0 0|0

00 0 0|0 O

0 0 0 O

Vi

Vo

Vs

Vs

Ve

\'%

Vs

=V

Continuacion de la matriz B:

€15 |€16 |€17 |€18 [€19 |€20 |€21 |€22 [€23 ‘624 ‘625 ‘626 €27 |Cas

0 O

Vi

Va

V3

Va

Vs

Ve

\'%

Vs
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SECCION A.2

m*-digrafica D(G)2:

nl n2 n9~-~ ni0 nll

2. Se omitieron algunas aristas que dificultaban la claridad del resultado a mostrar.
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Seccion A.3.

Ejemplo A.3.1 Un o-ciclo de longitud 4: (vi1,v2,v3,v4)

G: Vi o] v
Q O
ed e2
@] O
Vi V5
e3
Vi Vo V3 Vg4 €1 e e3 e
N N
V; (0 1 0 1 Vi (1 0O 0 1
A= Vo |1 0 1 O B= V|1 1 0 O
Vs 0 1 0 1 V3|0 1 1 0
Vol 0 1 o) Vs Lo 0o 1 1}
€1 €2 e3 e4 Vi Vo Vi Vi
- -
vif1 1 1 1) vi[1 1 o 2)
M* = Vo1 1 1 1 M: = Vo|2 1 1 0
Vall 1 1 1 Va0 2 1 1
1
vall 11y Vel 0 2 1
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SECCION A3

m*-digrafica D(G): m*-digrafica D(G):
nl n2 n(]) ‘>n02
[N >0 A
04—’0 O < O
n4 n3 n4 n3

Ejemplo A.3.2 Un o-ciclo de longitud 5: (vi,v2,v3,va,vs).

\%
G: o5
el
\ V2
e4 e2
O 3 O
va © V3
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M*

Va

Vs

Va

V3

Vs

Vi

€1

b

Va

€2

V3

€3

Va4

€4

SECCION A3

Vs €1 €2 €3 €4 €5
3\ - N\
1 Vi{1l1 0 0 0 1
0 B= V|1 100 O
0 V| 0O 1 1 0 0
1 V4| 0O 01 1 0
0 ) Vs \O 0 0 1 1)
es Vi Va2 V3 Vg Vs
A . A
1 Vil 1 0 0 2
1 M= V2|2 1 1 0 O
0 V|0 2 1 1 O
1 V4O O 2 1 1
1) Vs \1 0O 0 2 1/
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m*-digrafica D(G):

N

O<—>O
n4 n3
m*-digrafica D(G):
nl
/v > \
s O\ o n2
Og42—— O
n4 n3
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Ejemplo

G:

€10

SECCION A3

A.3.3 Un o-ciclo de longitud 10:
(V1,v2,V3,V4,V5,V6,V7,V8,V9,V10).
V, €1 Vv, V; €3 V. €4 Vs
O O O O O
€s
O O O O O
Ve © Vs Ve e7 v, €6 v,
Vi V2 V3 Vs Vs Ve Vz Vg Vo Vi
vifo 1 0 0 0 0 0 0 O 1)
v2f1 0 1 o0 O O O O o0 ©O
V3|0 1 O 1 O O O O o0 O
V40 OO0 1 0 1 O O o0 o0 o
A vs|O 0 O 1 o0 1 o0 o0 0 O
V¢|OO O O O 1 O 1 O O ©O
vzJ0O 0 O O O 1 0o 1 o0 O
VOO O 0 O O O 1 O 1 O
V9O O O O O O O 1 0 1
V{1l 0 0 O O O O o0 1 0

—
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SECCION A3

€10
1)

€1 €2 €3 €4 €5 €6 €7 €8 €9
Vi (1
Va

0

0

1

0

0

V3

Vs

Ve

V7

Vs

Vo

Vio\ O

€10
1)

€2 €3 €4 €s €6 €7 €s €9

€1

1

0

0

1

W,

0

Vi

Vo

V3

A\

Vs

M'k

Ve

V7

Vs

Vg

Vio \1
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SECCION A3

=
<
[}
<
W
<
N
<
wn
<
o)}
<
<
[ve)
<
O

7 Vio

i
<
H

M+

<
o
O O O O O O O N

Vo
Vio
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O N = = O O O O O O
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O O O O O O O N —=
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OO0 O N~ 4~ OO0 0O O

/
—

m*-digrafica D(G):
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SECCION A3

m+_digréﬁCa D(G) .

n

ny n; n N
I S N
O 0 5 . :
A
v
O 4 O« O4 Oq .
o no N o
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