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Resumen

El balanceo estático para una plataforma espacial de seis grados de libertad es
desarrollado en está tesis . La arquitectura de dicha plataforma consta de una base
móvil conectada a la base fija por medio de tres cadenas cinemáticas idénticas de
eslabonamiento de cinco barras.

Con base en lo desarrollado en está tesis es posible definir al balanceo estático como
un sistema de ecuaciones que relacionan parámetros geométricos e inerciales de
la plataforma. Dichos parámetros al ser satisfechos permiten que el peso de los
eslabones, que conforman la plataforma, no produzcan torque o fuerza en las juntas
del la misma. Cuando está se encuentra en reposo.

La plataforma espacial caso de estudio, presenta una arquitectura particular que
ocasiono complicaciones para determinar las condiciones asociadas con el balanceo
estático.

Por lo tanto, la problemática es planteada y resuelta satisfactoriamente al adicionar
eslabones a la plataforma.

El balanceo estático de la plataforma espacial es obtenido al satisfacer el sistema de
ecuaciones mediante elementos elásticos y contrapesos.

Previo al balanceo estático es desarrollado un análisis cinemática para la plataforma
espacial, obteniendo posición y velocidad.

Por medio de un análisis estático se demuestra que los parámetros geométricos e
inerciales al ser modificados generan el equilibrio estático de las fuerzas externas
que actúan sobre la plataforma espacial.
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Capítulo 1

Generalidades

En este capítulo se plantea la justificación y problemática del tema a desarrollar, así como
el objetivo general y la metodología a seguir. Además de que serán descritos algunos conceptos
bás icos referentes al movimiento y la arquitectura de esta plataforma.

1.1. Definición del Problema

Dada la estructura cinemática de una plataforma espacial de seis grados de libert ad, deducir
las condic iones asociadas con el balanceo estático de la misma, al adicionar elementos elásticos
al sistema.

1.2. Restricciones

• Únicamente será desarrollado el análisis de balanceo desde el punto de vista estático.

• La obtención de las condiciones asociadas con el balanceo estático de la plataforma espacial
será por medio de un método energético.

1
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1.3. Hipótesis

Las condiciones asociadas con el balanceo estát ico de la plataforma espacial son deducidas
de la energía potencial total del sistema.

Así que, "El satisfacer plenamente cada una de las condiciones, ocasionará el
balanceo estático de la plataforma espacial."

1.4. Justificación

El balanceo estático de mecanismos ha sido un tema de investigación por varios años [26], el
cual presenta una ventaja al generar un torque/fuerza cero en las junt as actuadas del mecanis­
mo, cuando este permanece en reposo, debido a que la energía potencia l del sistema se mantiene
constante para cualquier configuración del sistema.

La mayoría de los mecanismos analizados por investigadores de este tema, presentan ar­
quitecturas que permiten simplificar el análisis del mismo debido a que actúan en un plano
vertical, lo cual facilit a la aplicación de la metodología desarrollad a para el balanceo est át ico.

En está tes is se ha seleccionado una plataforma de movimiento espac ial que admite la
explorac ión del balanceo estático para casos donde tal arquitectura no actúa en un plano
vertical de movimiento.

Así es como surge la iniciativa de aplicar y demostrar la veracidad del balanceo estáti­
co, dando origen al tema de tesis "Balanceo E stático de un Mecanismo Espacial de
Paralelogramo."

1.5. Objetivo General

Establecer un sistema de ecuaciones que generen el balanceo estático de la plataforma es­
pacial, para cualquier configuración posible de la misma.

1.6. Objetivos Específicos

• Resolver la cinemática inversa de la plataforma espacial mediante la creación de ecuaciones
de forma cerrada, usando matrices de transformación homogéneas.

• Obtener la velocidad de cada eslabón de la plataforma, derivando con respecto al t iempo
las ecuaciones de posición.
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• Determinar la energía potencial debido a la gravedad y a los elementos elásticos del
sistema.

• Agrupar los parámetros que form an la energía potencial total del sistema, en función de
los ángulos que varían con respecto al tiempo. Para determinar las condiciones asociadas
con el balanceo estático de la plataforma espacial.

• Construir la expresión que determina el trabajo virtual para la plataforma espacial.

• Demostrar que los parámetros modificados en el balanceo estático, al ser sustituidos en la
expresión del trabajo virtual, generan el equilibrio estático de fuerzas externas que actúan
sobre la plataforma espacial.

1.7. Metodología

1.8 .

1. Análisis cinemát ico.

a) Análisis de posición.

b) Análisis de velocidad.

2. Balanceo est át ico.

a) Determinar la energía potencial tot al del sistema.

b) Obtener condiciones de balanceo.

3. Análisis estático.

a) Desarrollar los desplazamientos virt uales.

b) Obtener ecuaciones de equilibrio estático.

M ecanismos en Parale lo

Existen sistemas mecánicos complejos que son formados por muchos componentes inter­
conectados por juntas y element os de fuerza como resortes, amortiguadores y actuadores. La
literatura moderna [31], se refiere a este tipo de sistemas como sistema de multicuerpos. Algunos
ejemplos de estos sistemas de multicuerpos pueden ser mecanismos, robots, vehículos, estruc­
turas espaciales y sistemas biomecánicos. Actualmente se desarrollan centros de maquinado
multigrados con alta velocidad y precisión.

Una plataforma espacial típica consiste en un plato móvil que está conectado a una base fija,
por medio de varias cadenas cinemáticas, las cuales son controladas por actuadores acoplados
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a la base fija. Debido a que la carga externa puede ser distribuida entre los actuadores tienen
gran capacidad de carga.

El diseño de mecanismos muy similares llamados manipuladores en paralelo data de 1962,
cuando Gough y Whitehall [2], inventan la maquina universal para prueba de neumáticos.
St ewart [3] , diseña una plataforma para usarse como simulador de vuelo en 1965. Hunt [4],
hace un est udio sistemáti co de la cinemát ica de manipuladores en paralelo. Desde entonces, el
estudio de los manipuladores en paralelo ha sido t ema de estudio para varios investigadores.

1.9. Movimiento y Restricciones

Sist emas tales como mecanismos, robots, vehículos, estructuras espaciales y biomecánicas
están formados por varios cuerpos conectados por diferentes tipos de juntas y elementos de
fuerza. Las juntas son comúnmente usadas para cont rolar la movilidad del sistema y restringir
dichos movimientos solo en las direcciones deseadas. Los elementos de fuerza son componentes
adicionados al sistema tales como resortes, amortiguadores y actuadores. Con la combinación
de tales juntas y elementos de fuerzas es posible diseñar sist emas de multicuerpos capaces de
desarrollar ciertas t areas , las cuales pueden tener un nivel de complejidad. Por t anto el correcto
estudio del movimiento de los cuerpos del sistema, es una parte crucial en la fase del diseño.

Los sistemas mecánicos en general son diseñados para operaciones específicas establecidas
por su arquitectura. Los cuerpos que integran dichos sistemas no son libres de tener un
desplazamiento arbitrario debido a las restricciones ocasionadas por las juntas o elementos de
fuerzas que los unen. Un elemento de fuerza no reduce el número de coordenadas inde­
pendientes necesarias para describir la configuración del sistema, contrario a lo que ocasionan
las juntas debido a que impiden el movimiento en algunas direcciones. La plataforma caso de
estudio solo hace uso de juntas de tipo rotacional.

La figura 1-1, hace mención a este t ipo de junta, es común representarla con la letra R y es
definida como la unión de dos elementos donde uno rota con respecto al otro alrededor de un
eje definido por la geomet ría de la junta. En esta tesis se usará el término eslabón para hacer
referencia a los elementos que est án unidos por las juntas.

Eslabónj

Figura 1-1 Ju nta rotacional
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1.10. Arquitectura

La siguiente plataforma mostrada en la figura 1-2 presenta una estructura cinemática muy
similar al diseño original expuesto por Inoue, Tsusaka y Fukuizumi [1], el cual consiste en un
arreglo en paralelo de tres cadenas cinemáticas idénticas de eslabonamiento de pantógrafo, que
están distribuidas en forma de un triangulo equilátero (Base fija) en un ar reglo angular de 00

,

1200 Y 2400 (bId en el otro extremo de cada pantógrafo existe una junta esférica que une cada
uno de los vértices de un triangulo (Base móvil), al eslabonamiento de pantógrafo. Originando
así la plataforma en paralelo caso de estudio en esta tesis.

Debido a que, las tres cadenas cinemáticas son idénticas, solo será descrita a detalle una
de ellas . En la figura 1-3, es mostrado dicho eslabonamiento, se usan números para diferenciar
entre cada uno de los eslabo nes e irán acompañados de un iterador i, que tomará valores del 1
al 3, para hacer referencia a que cadena cinemática pertenece.

Cadena
cinemática 2

Base fija

Eslabón 3i

Eslabón Di

Base móvil

Eslabón l i

Cadena
cinemática 1

Eslabón 2 i

Cadena
cinemática 3

Eslabón s,
...:..-+-f-f----+++-----I!HIHI

Figura 1-2 Plataforma espacial
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La figura 1-3, muestra el eslabonamiento de pantógrafo, que es comúnmente analizado como
un mecanismo de cinco barras con eslabones de longitud igual. Además muestra los ángulos que
describen el movimiento de los eslabones. La tabla siguiente hace referencia a la nomenclatura
usada para describir los componentes y datos del mecanismo

Eslabón

ode la cadena i
1 de la cadena i
2 de la cadena i
3 de la cadena i
4 de la cadena i

D ist ancia

d5 de la cadena i
ds de la cadena i
dll de la cadena i
d~ de la cadena i
d~ 1 de la cadena i

Figura 1-3 Eslabonamiento de cinco barras
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1.11. Grados de Libertad

Los grados de libertad (GDL) E del mecanismo en paralelo, caso de estudio, puede ser
determinada con la aplicación de la formula de Chebyshev-Grübler-Kutzbach:

E = 6 (b - 9 - 1) + Lfk
k

(1.1)

donde, by 9 son respectivamente, número de cuerpos (incluyendo la base), número de juntas
del mecanismo y fk el número de grados de libertad de la junta k. Dada la particular estructura
de la plataforma es necesario hacer la siguiente consideración según [26], cada eslabonamiento
de cinco barras es cinemáticamente equivalente a un eslabonamiento plano RR, la figura 1-4
hace referencia a esto.

Cuerpo 1 i

Figura 1-4 Grados de libertad

De la figura 1-4 se tiene los siguientes datos:

b 11

9 12

s:» 18
k

sustituyendo en ec.(1.1):

E 6 (11 - 12 - 1) + 18

6

Por lo tanto la plataforma espacial, caso de estudio es un mecanismo de seis grados de
libertad.



Capítulo 2

Cinemática

2.1. Introducción

El análisis cinemático se enfoca a los aspectos geométricos de los eslabones y su movimiento,
sin importarle las causas que lo originan En este capítulo solamente se desarrolla el análisis
de posición y velocidad de la plataforma espacial, debido a que el análisis estático mediante
el método de trabajo virtual que más tarde será desarrollado, no requiere de expresiones que
descr iban la aceleración de los elementos del sistema y solo requiere del análisis de posición.y
velocidad. La determinación de la posición y orientación de los eslabones del sistema es de­
sarrollado en el análisis de posición. En este primer paso todas las variables requeridas por
los desplazamientos son determinadas. El segundo paso es el análisis de velocidad. Donde las
expresiones obtenidas en el análisis de posición son derivadas con respecto al tiempo, para así
determinar la velocidad de los elementos del sistema.

La plataforma espacial puede ser representada esquemáticamente desde un punto de vista
mecánico, como una cadena cinemática de cuerpos rígidos (eslabones) conectados por juntas.
Un extremo de la cadena esta unida a la base, mientras un efector final es adicionado al otro
extremo. El problema de la cinemática inversa es desarrollado y resuelto mediante el uso de
matrices de t ransformación homogéneas, por ser un arreglo en paralelo es posible dejar las
expresiones algebraicas generalizadas por medio del iterador i que tomará valores de 1, 2 Y
3 para hacer referencia a la cadena cinemática correspondiente. Se presentan gráficas que
describen el comportamiento de cada ángulo de las cadenas cinemáticas. Un polinomio de
quinto grado fue empleado para suavizar la trayectoria propuesta para la plataforma espacial,
las ecuaciones son desarrolladas en el Apéndice B.

8
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2 .2. P osición

La posición de un cuerpo rígido en el espacio es expresada en términos de la posición de un
punto del cuerpo con respecto a un marco de referencia (traslación), mientras la orientación está
expresada en términos de las componentes de los vectores unitarios de un marco de referencia
adherido al cuerpo con respecto a otro marco de referencia (rotación).

A continuación son definidas las matrices de transformación homogéneas empleadas en este
análisis:

Matrices de traslación

(2.1)

Matrices de rotación

T'4(eI)~ r~
O O

~J
r ce

y
O

sOy

~J
r~x -sex O OJ

cOx -sOx O 1 O
Tx6(ex)~ l cOz O O

sOx cOx T z5(Oy)= -sOy O cOy O 1 O
O O O O O O O 1

(2.2)

2.2.1. M arcos de Referencia
El análisis inicia relacionando todos los eslabones del sistema con respecto al marco de

referencia inercial (xo, Yo , zo), lo cual se logra con la creación de bases adheridas a cada eslabón
del sistema, que serán llamadas "bases locales" (Xji , Yji, Zji). Donde j = número de base,
i = número de cadena cinemática.

Las matrices de traslación ec.(2.1) son usadas para describir la distancia entre bases y las
de rotación ec.(2.2) son usadas cuando es necesario cambiar de dirección. El uso de matrices
homogéneas es sistemático, basta con ir ordenando los productos de estas, mientras se recorre
la arquitectura de la plataforma. Estos productos son agrupados en parejas y renombrados por
la letra T (transformación) se adiciona un subíndice que Indica las bases involucradas.

Como ejemplo, se desarrolla el uso de las transformaciones homogéneas para llegar a la base
local 4i , partiendo del marco de referencia inercial (ver figura 2-1):

1. Para formar la base (Xli , Yli, Zli) a partir de la base (xo, Yo , zo), se alinea hacia una de
las cadenas de la plataforma, girando alrededor del eje Zo el ángulo Ó1i, esto es T z6 (Óli ) .
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2. Para formar la base (X2i, Y2 i , Z2i ) a partir de la base (Xli, Y1i , Z l i ) , se desplaza una
distancia d2i a través del eje Xli, esto es T z 1 (d2i ) .

3. Para formar la base (X3i, Y3 i, Z3i) a partir de la base (X2i , Y 2i , Z 2i) , se desplaza una
distancia d3i a través del eje Z 2i , esto es T z3(d3i ) .

4. Para formar la base (X4i , Y4i , Z4 i) a partir de la base (X3i, Y 3i , Z3i ) , se gira un ángulo - ()4i

(regla de la mano derecha) alrededor del eje Y3 i, esto es T z6 ( - ()4i ) .

Finalmente, ya es posible escribir:

T D2i T z6 (81i) T z1(d2i )

T 24i T z 3(d3i ) T z5 ( -()4i )

A continuación son mostradas una serie de figuras que descr iben la arquitectura de una
de las cadenas cinemáticas de la plataforma espacial. Dichas figuras presentan la ubicación de
cada una de las bases locales generadas, para desarrollar el análisis de posición. La figura 2-1,
muestra la base fija de la plataforma espacial, el eslabón Di, el eslabón 1i , el marco de referencia
inercial y las seis posteriores bases locales. La distancia d5i es un desplazamiento a través del
eje Z4i , la distancia d6i es una desplazamiento a través del eje X 5i. Como se puede observar en
la figura este ocurre en sentido negativo, -d6i .

Figura 2-1 Base local (O - 6i )
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La figura 2-2, muestra los eslabones Di, l i, 2i Y los ángulos ()7i' ()lOi Y - ()12i (regla de la
mano derecha). Este último es la primer rotación de la junta esférica, que une al mecanismo
de pantógrafo con la base móvil. La distancia dSi es un desplazamiento a t ravés del eje Y7i, la
distancia d9i ocurre a través del eje XSi en sentido negativo, esto es -d9i - Finalmente la distancia
dlli es a través del eje YlOi .

Figura 2-2 Base local (6i - 12J
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La figura 2-3, muestra los eslabones 2;, 5,, 6;, la base móvil y los ángulos 0
14

; y 0
, 61

, que SOn
los dos giros restantes de la junta esférica. La distancia d", es a través del eje X'2' y la distanciad15i es a través del eje Z14i.

Figura 2-3 Base local (12
i

- 15
i
)

La figura 2-4, present a el plato móvil con su base local (XM , YM, ZM) , los ángulos J
17

, y

0
16

, . Cabe menciouar que las bases locales (XI 8; , Y18; , Z18;) = (XI 61, Y16i , ZI 6i). La distancia d
l8i

OCurre a través del eje X l7i .

Figura 2-4 Base local (M - 18
i

)



Cinemática

De las figuras anteriores se tiene lo siguiente:

13

T 02i

T 24i

T 46i

T 68i

T 810i

T lO12i

T 121 4i

T 1416i

T OM

T M18i

T z6(Óli )Tzl (d2d
T z3(d3i)Tz5( - (}4i)

- T z3( dSi) T zl ( - cki)
T z4( (}7i)T z2(d8i)

- T z1( - d 9i)T z4((}lOi)

- T z2(d lli )Tz4( - (}1 2i)

T z1(d13dT z5((}14i)

T z3(d15i )T z6((}16i)

T z1( x )Tz2(y) T z3(z )T z4('l/J)Tz5( (}) T z6 ( </J)

- T z6(Ól7i )Tz l ( d 18i )

A continuación se define el prob lema cinemático inverso:

Cinemática inver sa .- Dada la posición (x, y , z) del cent roide de la base móvil y los ángulos
de Euler ('l/J , (} : cP) que definen la orientación de la misma. Hallar los ángulos (}4i , (}7i ' (}lOi , (} 12i ,

(}14i Y (}1 6i que definen el movimiento de las juntas.

Por lo tanto, se tiene lo siguiente:
Datos: Óli , d2i , d3i:d5i : d6i : d 8i : d9i , dlli , d13i , d 15i , Ól7i Y d 18i ·

Incógnitas: (}4i, (}7i : (}lOi: (}1 2i : (}14i, Y (}1 6i·

Como se puede ver los ángulos ((}) son parámetros que no son constantes, por lo tanto
en las subsecciones siguientes son determinadas las expresiones algebraicas que describen el
movimiento de cada uno de estos ángulos.

2.2.2. Ángulo (}4i

Para dete rminar el movimiento de la junta rotacional descrita por (}4i , se genera el vector
r Di· La figura 2-5, que describe la ubicación de este vector.

Se tiene lo siguiente:

T M18i

(2.3)

(2.4)

Es necesario determinar la proyección del mecanismo de pantógrafo, sobre la plataforma fija, la
cual será considera como un triangu ló equilátero. Para esto se muestran las figuras 2-6 y 2-7.
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Figu ra 2-5

Centro de la
junta esfé rica

Cadena cinemática r Di

Centro de la
ju nta esféri~ca=-- -r_"'T

14

Figura 2-6 Proyección z - x

Con base en las figuras 2-5, 2-6 Y 2-7 se determina el siguiente sistema de ecuaciones, donde
s = seno, C = coseno y t = tangente.

XDi (d2i + x~J C81i - y'ni s8¡¡

YDi (d2i + X~i) S81i + y'ni C81i
(2.5)t oi =

d3i + Z'niZ Di

1 1

donde:

X Di x + d18i c() C (8l7i + </J) c'lj; - d15i c'lj; s() - d18i s (8l7i + 1J) s'lj;

YDi y + d18i c'lj; s (8l7i + 1J) + d18i c() C (817i + 1J) s'lj; - d15i s() s'lj;

Z Di Z - d15i c() - d18i e (Ól7i + 1J) s()
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Centro de la
esférica

Figura 2-7 Proyección y - x

de ec.(2.5) se obtiene:

15

(d2i + X~i ) c8li - Y~i s81i

(d2i + X~i) s81; + Y~i c81;

d3i + Z~i

de ec.(2.6) se resuelve para y 'rJi'

X Di

Y Di

(2.6)

(2.7)

(2.8)

(2.9)

sust it uyendo ec.(2.9) en ec.(2.7)

(d . ') !< ( X Di - (d2i + X'rJi ) c8li ) -
21 + X Di s Uli + - COI;

- S Oli

(
, ) ( _ (e 8li)2) c81;

d2i + X Di SO li + 8 - - -- X Di -
S li S OIi

resolviendo para X~i'

cÓlY Di + 1 X Di
S O¡;

YDi

YDi

(2.10)
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sustituyendo ec.(2 .10) en ec.(2.9) para determinar y'vi

Y~i = - S:¡; (XDi - (XVi CÓ li + YDi SólJ có¡;)

(
2 151 1) s

XDi --' - - + YDi cuI ;

SÓli SÓI ;

16

,
YDi (2.11)

y de eco (2.8) obtenemos:
Z'vi = ZDi - d3i

por lo tanto e4i queda definida por la expresión:

Se tienen los datos siguientes:

(2.12)

(2.13)

1511 = 15171 = 00

Ó12 = Ó172 = 1200

15 13 = 15173 = 2400

d21 = d181 = 0.2 m
d22 = d182 = 0.2 m
d23 = d183 = 0.2 m

d3 1 = 0.55 m
d32 = 0.55 m
d33 = 0.55 m

En la figura 2-8 se muestra la gráfica que describe el comportamiento de los ángulos e4i de la
plataforma espacial, al recorrer la trayectoria descrita en el Apéndice B en un tiempo de 10 seg.
La línea negra corresponde a 841 , la línea gris a 842 y la punteada es para 843 .

;; - 20

......
.. .••......•.•

-40 L..-__~ ~---:;=:="-J

o o."- 4 6
t (s )

8 10

Figura 2-8 Posición 84i
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2.2.3. Ángulo BlOi

Para determinar el movimiento de la junta rotacional descrita por OlOi' se genera el vector
rJi, el cual ocupa la misma posición que el vector rDi (ver figura 2-9). Se usa la siguiente
igualdad:

(2.14)

donde

r Ji T 02i T 24i T 46i T 68i T 810i T l 012i r d13i

Figura 2-9 Cadena cinemática rli

De la ec.(2.14) se conocen las primeras tres t ransformaciones del lado izquierdo. Para hayar
OlOi ' se pasan est as transformaciones al lado derecho quedando:

d13i - d9i

d8i C0 7; + dlli ( COlOiC07; - SOlO i S07J

d8i S 0 7; + dlli (c07;SOlO; + COlO;S07J

1

11
Yr Di

1

(2.15)
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El lazo derecho de la ec.(2.15) , ya es conocido y se renombra para simplificar los cálculos,
quedando como:

X~Di = d6i - (d3i - z + d15i C() + dlSi C(Ó17i + cP) S())S()4i + C()4i( -d2i + XCÓli + YSÓli + c ( Óli - '1/;)
( d lSi cBc (Ó l7i + cP) - d 15i SO) + d 18i S (Ó 17i + cP) s (Óli - '1/;))

Z:~Di - d5i - C()4i (d3i - Z + d 15iC()+ dlSiC (Ól7i + cP) s()) - S04i( -d2i + XCÓli + YSÓli + C (Ól i - '1/;)
(dl Si c() C (Ól7i + cP) - d15i s()) + dl Si s (Ól7i + cP) s (Óli - '1/;))

de la ec.(2.15) se utilizan las componentes "y" y "z":

dSi C()7; + d ll i ( COlO; C()7; - SOlO; S()7J

dSi S0 7; + d ll i ( C07; SOlO ; + C()lO; S()7J -

se elevan al cuadrado las ecuaciones (2.16) y (2.17):

( d 8i C()7; + d ll i (C()lO; C07; - SOlO; S07J ) 2

(d Si S()7; + d ll i (COi ; S()lO; + COlO; S()7J)2

sumando ambas ecuaciones:

"YrDi

"Zr Di

( " )2u-i»
( " )2Z7'Di

(2.16)

(2.17)

(2.18)

despejando COlO; :

O
_ ( (Y~DJ 2 + (Z~DJ 2 - ((dSif - (dlli)2) )

C 10 -
, 2 (d8i d lli)

apartir de la identidad C2
()1O¡ + S2 0 1O; = 1, se obtiene S()lO;:

SOlO; = JI - C2()l O¡

(2.19)

(2.20)

(2.21)

usando las ecs. (2.20) y (2.21) se obtiene la función t angente, QlOi = tan"! (::::: ) con base en la

figura 1-3 se determina 01O¡:

(2.22)

Se tienen los datos siguientes:

dll l = dei = 0.15 m
d 1l2 = d S2 = 0.15 m
d1l3 = d83 = 0.15 m

d9l = 0.0177 m
d92 = 0.0177 m
d93 = 0.0177 m

d131 = 0.02635 m
d 132 = 0.02635 m
d133 = 0.02635 m
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La figura 2-10, muestra la gráfica que describe el comportamiento de los ángulos (}lOi de la
plataforma espacial, al recorrer la trayectoria descrita en el Apéndice B en un tiempo de 10 seg.
La línea negra corresponde a (}101, la línea gris a (}102 y la punteada es para (}103·

1086
t (s)

......••.. '.'••............. .".

4o

300

.....-•..-..".
~ 2 60 ~......

'-.

-tr:

~
~ .280
.""'0

Figura 2-10 Posición (}lOi

2.2.4 . Ángulo (hi

Una vez calculado (}lOi mediante la eco (2.22), la junta rotacional descrit a por (}7ies determi­
nada por medio de las ecs (2.16) y (2.17). Las cuales son agrupadas para C()7; Y S (}7; quedando:

(dSi + dl1 i C(}lOJ C()7; - (dl1 i S()lOJ S ()7;

(dl1 i S (}lOJ C()7; + (dSi + dlli C()lOJ S ()7;

11

YrDi
If

Zr Di

renombrando términos conocidos:

Ai C()7; - Bi S (}7;

B i C()7; + A i S (}7;

11

Y rD i
11

zrDi

(2.23)

(2.24)

donde:

A i dSi + d1li c()10;

ts, dlli S (}lO;

a partir de ecs. (2.23) y (2.24), respectivamente se t iene lo siguiente:

C(}7; (A(~)~ : ~~i;;Di) (2.25)

S()7; (A(~)~: ~;ir;Di) (2.26)
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finalmente se obtiene 87; :

20

(2.27)~ 87i = tan-
1 (*) ~

En la figura 2-11 se muestra la gráfica que describe el comportamiento de los ángulos 87i de
la plataforma espacial, al recorrer la trayectoria descrita en el Apéndice B.en un tiempo de 10
seg. La línea negra corresponde a 8n , la línea gris a 872 y la punteada es para 873 ,

......
. ..

160

{J';

11,0::::--v
~
~ 120r «
'-'

r 100:::::

80

O :2 ;, 6
t (s)

8 10

Figura 2-11 Posición 87i

2. 2. 5. Á ngulo B12i

Par a determinar el movimiento de la junta rot acional descri ta por 8 12i, se usa la siguiente
igualdad:

(2.28)

como ya son conocidas las primeras cinco transformaciones del lado izquierdo, es posible sim­
plificar ec.(2.28). Pasando dichas transformaciones al otro extremo, esto es:

1L l ü12i 1L 1214i 1L 1416i

l
al1i a12i a1 3i a 14i ]

a 2li a22i a 23i a24i

a3li a32i a 33i a34i

O O O 1

(2.29)

de la ec.(2.29) se toman los elementos (2,4) y (3,4) , donde h24i

h34i = d15i C8 12;c8 14i ' se obtienen las siguientes ecuaciones:

dU i + d15i C8 14i S 8 12i a24i

d15i C8 12;c8 14i - a34i

(2.30)

(2.31)
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donde los datos conocidos son:

a24i = -d8i COlOi - X(SOlOi(COli C07i S04i - SOliS07i) + COlOi(C07iSOli + COliS04iS07i)) - d5i

S(OlOi + 07i) - d3iC04iS(01Oi + 07i) + ZC04iS(01Oi + 07i) + d2iS4iS(01Oi + 07i) + Y(COli

C(OlOi + 07i) - SOli S04i S(OlOi + 07i)) + d18i C0l7i( - C04i ccfy sO S(OlOi + 07i ) + (COli

C(OlOi + 07i) - SOli S04i S(OlOi + 07i)(Clj; scfy + cO ccfys7j;) - (SOlOi(COliC07iS04i - SOli

S07i) + COlOi(C07iSOli + COli S04iS07i))(CO ccfyc7j; - scfys7j;)) + d18iS017i(C04iSOS(01Oi +
07dscfy + (SOlOi(COli dhiS04i - SOliS07d + COlOi(C07iSOli + C01iS04iS07i)) (cOClj;scfy +
C</Js7j;) + (C01iC(01Oi + 07i) - SOliS04iS(01Oi + 07i) (ccfyc7j; - cOscfys7j;))

21

a34i d8iSOlOi + s (OlOi + 07i) (-YC01i + XSOli - d18iC (Oli - 7j; ) S (0l7i - cfy) + d18iCOC(0l7i ­

</J) S (Oli - 7j; ) - C (OlOi + 07i) (d5i + C04i(d3i - Z + d18iC (Ol7i - cfy) sO + S04i( - d2i + x

COli + d18iCOC (017i - cfy) C (Oli - 7j;) + YSOli + d18iS(017i - cfy) + cfys (Oli - 7j;)))

de ec.(2.3l) obtenemos,

(2.32)

sustituyendo ec.(2 .32) en ec.(2.30)

(2.33)

finalmente se obtiene 012;:

(2.34)

Se tienen los datos siguientes:
d5l = 0.1 m
d52 = 0.1 m
d53 = 0.1 m

d151 = 0.060875 m
d152 = 0.060875 m
d153 = 0.060875 m

La figura 2-12, muestra la gráfica que describe el comportamiento de los ángulos 012i de la
plataforma espacial, al recorrer la trayectoria descrita en el Apéndice B.en un tiempo de 10 seg.
La línea negra corresponde a 0121, la línea gris a 0122 y la punteada es para 0123 ,

2.2 .6. Ángulo e14i
Para determinar el movimiento de la junta rotacional descrita por 014i, de la ec.(2 .29) se

igualan los elementos (1,4) y (3,4), donde h14i = d13i + d15i S014i obteniéndose las siguientes
ecuaciones:

d13i + d15i S014i

d15i C012i C014i

(2.35)

(2.36)
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Figura 2-12 Posición ()12i

donde:

a14i d6i + dgi - (d3i - z + d18i C (Ol7i + cP ) S())S()4i + C()4i( -d2i + X COli + d18i C()

C (017i + cP) C (Oh - 'ljJ ) + Y S01 i + d18i S (0l7i + cP) s (Oh - 'ljJ )) (2.37)

despejando S ()14i y C0 14i de ecs.(2.35) y (2.36) se obtiene:

a14i - d13i

d15i
a34i

finalmente se obt iene ()14;:

() -1 ((a1 4i - d13;) C()12i )
14i = tan

a34i
(2.38)

Se tienen los datos siguientes:
d61 = 0.00865 m
d62 = 0.00865 m
d63 = 0.00865 m

La figura 2-13 muestra la gráfica que describe el comportamiento de los ángulos 01 4i de la
plataforma espacial, al recorrer la trayectoria descrita en el Apé ndice B.en un tiempo de 10 seg.
La línea negra corresponde a 0141 , la línea gris a 0 142 y la punteada es para 0 143.

2.2.7. Ángulo fh6i
Para determinar el movimiento de la junta rotacional descrita por ()16i ' de la ec.(2.29) se

igualan los elementos (2,1) y (3,1), donde h2li = C0 12i C01 6i - C0 16i S012i S 0 14i Y h3li = - C()12i
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40

- 40
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Figura 2-13 Posición 014i

e016i S014i - SOI2i S016i obteniéndose las siguientes ecuaciones :

- eOl6i SOI2; S014i + e012i S016i

- e012; e016; S014i - S012; SOI6;

donde:

(2.39)

(2.40)

Q,2li eÓ17i (-(e04i cifJsOs (OlOi + 07;)) + e (Ó1i - 'lj;) (- (eOeq;s04;s (OlOi + 07;)) + e (010; + 07i)

sq; ) - (cOe (OlOi + 07i) eifJ + S04iS (010; + 07;) sq;)s (Óli - 'lj; )) + SÓl7i (e04isO(SOlO; + 07i)

sq; + (e (010; + 07i) SOli + CÓ1i S04iS (010; + 07;)) (eOc1jJsq; + cifJs'lj; ) + (eÓli e (010; + 07;)

- SÓliS04iS(01Oi + 07i)) (eq;e'lj; - eOsq;s'lj; )) (2.41)

Q,31i SÓ17i (e04; c (OlOi + 07i) sOsq; + e (Ó1; - 'lj;) (-(Cq;S(O lOi + 07;) + eOe (OlOi + 07i) S04i Sq;)

-(e (OlOi + 07i) eifJ S04i + eOs (010; + 07;) sq;) s (Óli - 'lj; )) + eÓ17i(-(e04;e (OlOi + (J7i) eq;

sO) - (e (O lOi + 07;) SÓ1i S04i + eÓli s (010; + (J7;))(e'lj; sifJ + e(J eifJs'lj;) + (- (eÓlie(010; +
07;S(J4i) + SÓliS (010; + 07i)) (eOeifJc'lj; - sq;s'IjJ )) (2.42)

resolviendo para e(J 16; y SOI6; de ecs.(2.39) y (2.40) respectivamente:

1
- -0- (a31 C(J12i + Q,21 S012;)

s 14i
a2l e012; - Q,31 S(J 12i

finalmente se obtiene 016¡:

- 1 ( SOI6i)016i = tan -O-
c 16i

(2.43)
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La figura 2-14 muestra la gráfica que describe el comportamiento de los ángulos 016i de la
plataforma espacial, al recorrer la trayectoria descrita en el Apéndice B.en un tiempo de 10 seg.
La línea negra corresponde a 0 161, la línea gris a 0 162 y la punteada es para 0 163,
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Figura 2-14 Posición 016i

De est á manera es como se desarrolló el análisis de posición para la plataforma espacial y
ahora ya son conocidas las ecuaciones que describen la orientación de cada uno de los eslabones
del sistema.

2.3. Velocidad

El problema cinemático inverso para la velocidad es:

Dada la velocidad (x, iJ , z) del centroide de la base móvil y la velocidades angulares (;P, é,
~) que definen la velocidad angular de la misma. Hallar la velocidad de los ángulos é4i, o.; élOi ,

é12i ; e.; Y é16i que definen la velocidad de las juntas.

En el análisis de velocidad, se asume que la posición y la orientación de los cuerpos ya son
totalmente conocidos y que son resultado del análisis de posición . La velocidad de un punto o
un cuerpo rígido que experimenta movimiento, puede ser obtenida por la derivada respecto al
tiempo. Con base en las ecuaciones obtenidas en el análisis de posición, se obtendrá la velocidad
al derivar con respecto al tiempo cada una de ellas.
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2.3.1. Velocidad de (}4i

De la ec.(2 .13):

( , )- 1 ZDi 1f
f)4i = tan -,- - -

X Di 2

25

se t iene:

- cot f)4i

,
ZDi

x'Di,
zDi

I
X Di

I
zDi

I
X Di

Resolviendo para X~i :

al derivar ec.(2.44) respecto al ti empo:

(2.44)

•
resolviendo para f)4i :

(2.45)

(2.46)

lo cual también es igual a:

quedando finalmente:

donde:

COi

I
X Di

.'
X Di

I
zDi

.'
ZDi

I
z Di

XDi CÓli + Y Di SÓ1i - d 2i

; Di CÓlí + YDi S Ólí

ZDi - d 3i

•
ZDi

(2.47)

A cont inuación se determinan ;Di l YDi Y ;Di. Se tiene la ecuación y su derivada respecto al
tiempo:

X Di X - d 1Si C'l/JSf) + d 18iSÓl7i( - cf)c'l/Js cP - c cPs'l/J) + d18iCÓl7i(Cf)ccPc'l/J - s cPs'l/J)

• ••••••
X D¡ Cu x + C2i y + C3i Z + C4i 'l/J + CSi f) + C6i cP (2.48)
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donde:

se tiene:

C1i 1

C2i O

C3i O

C4i -d18i c'lj; s(Ó l7i + c/J) + ( -d18i ce c(Ól7i + c/J) + d15iSe) s'lj;

C5i -c'lj;(d15iCe + d18iC(Ól7i + c/J)se)

C6i - d18i (Ce c'IjJ s(Ó l7i + c/J) + c(Ól7i + c/J)s'lj;)
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YDi Y - d15ises'lj; + d18iCÓ17i(c'ljJSc/J + cecc/Js'lj;) + d18iSÓ17i(Cc/Jc'IjJ - cesc/Js'lj;)

• ••••••
YDi D1i x + D2i y + D3i z + D4i 'Ij; + D5i e + D6i c/J (2.49)

donde:

D1i O
D2i 1

D3i O

D4i c'lj;(d18i cec(Ól7i + c/J) - d15i se) - d18i s(Ól7i + c/J )s'lj;

D5i -(d15i ce + d18i c(Ól7i + c/J) se) s'ljJ

D6i d18i(C(Ól7i + c/J )c'ljJ - ce S(017i + c/J)S'l1')

se tiene:

donde:

z - d15i ce - d18i COl7i cc/J se + d18i sÓ17i se sc/J
• • • • • •

E1i x + E2i y + E3i z + E4i 'ljJ + E5i e + E6i c/J

e; O

E2i O

E3i 1

E4i O
E5i -d18i ce c(o17i + c/J) + d15i se

E6i d18i se s( Ó17i + c/J)

(2.50)

finalmente la velocidad de e4i es obtenida sustituyendo ecs.(2.48), (2.49) y (2.50) en (2.47):

• • • •
e4i = F1i ;; + F2i y+ F3i ~ + F4i 'ljJ + F5i e + F6i c/J (2.51)
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donde:

r; COi (Cl i CÓli + o; SÓli + e; t()4i)

F2i COi (C2i CÓli + D 2i SÓli + E2i t()4i)

F3i COi (C3i CÓli + D3i SÓli + E3i t()4i)

F4i COi (C4i CÓli + D4i SÓli + E4i t()4i)

F5i COi (C5i CÓli + D5i SÓli + E5i t()4i)

F6i COi (C6i CÓl i + D6i SÓli + E6i t()4i)

La figura 2-15 muestra la gráfica que describe la velocidad de los ángulos ()4i de la plataforma
espacial, al recorrer la trayectoria descrita en el Apéndice B.en un tiempo de 10 seg. La línea

• • •
negra corresponde a ()4l, la línea gris a ()42 y la punteada es para ()43 '
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Figura 2-15 Velocidad ()4i

2.3.2. Velocidad de 810i
De ec.(2.20)

se tiene:

al derivar:
• • •

-2(d8i dll i ) S()lOi ()lOi = 2(Y~Di y"rDi + Z~Di Z"rDJ

•
resolviendo para (hoi :

• •• ,,// +" 11

() _ YrDi Y rDi zrDi Z rDi
10 · -

• -(d8i dlli ) S()lO i
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qued ando finalmente:

donde:

• • •e ( " " "")10; = Cli YrD; Y -o, + ZrD; Z -o,

28

(2.52)

1
Cli =

(d8i dlli ) Se io,

." ." .
A continuación se determinan ü-t» Y zrDi . Se tiene la ecuación y su derivada respecto al
tiempo:

Y;:Di YCOli - XSOl i + d18iC (Oli - 'ljJ ) s (017i + </J) + (-d18iCeC (017i + </J) + d15iSeS (Oli - 'ljJ)
." .
Y,·Di H li x + H2i y + H3i Z+ H4i 'ljJ + H5i e + H6i </J + H7i e4i . (2.53)

donde:

H li - SOl i

H2i COli
H3i O

H4i C(Oli - 'ljJ )(dI8i ce C(017i + </J) - d15i se) + d18i S(017i + </J )S(Oli - 'ljJ )

H5i (dl5i ce + d18i C(Ol7i + </J) se) S(Oli - 'ljJ )

H6i dI8i( C(017i + </J) C(Oli - 'ljJ ) + ce S(Ol7i + </J) S(Oli - 'ljJ ))

H7i O

se tiene:

Z;:Di -d5i - Ce4i (d3i - Z + d15i ce + d18i C(Ol7i + </J) + </J se) - Se4i( -d2i + x COli +
y SOl i + C(Oli - 'ljJ )(d18i ce C(Ol7i + </J) - d15i se) + d18i S(Ol7i + </J) S(Oli - 'ljJ ))

. I! • • •••• •

ZTDi !¡i x + 12i y + Isi Z+ 14i 'ljJ + Isi B+ h i </J + 17i B4i (2.54)

donde:

11i -COli Se4i
hi - sÓ li Se4i

Isi Ce4i
14i Se4i(d18i C(Ó1i - 'ljJ ) s(Ol7i + </J) + (d18i ce C(017i + </J) + d15i se)S(Ó1i - VJ))
Isi dI8iCÓl7iC</J(- CBCe4i + C(Ó1i - 'ljJ )SBSe4i ) + Ce4i (d15i se + d18i ce SÓ17i s</J) +

C(Ó1i - 'ljJ ) Se4i(dl5i ce - d18i S017i s</J)

hi dI8i((Ce4i se + ce c(Óli - 'ljJ ) Se4i ) s(Ól7i + </J) - C(017i + </J) Se4iS(Oli - 'ljJ ) )

hi (d31+ d15i di + d18i c(Ól7i + </J) se) S()4i + Ce4i(d2i + C(Oli - 'ljJ)( - dl8i c()c

(Ó17i + </J) + d15iSe) - d18iS(017i + </J)s(Ol7i + </J)S(Oli - 'ljJ )) - Ce4i(COli x +
s cÓ li y) - Se4i Z

finalmente la velocidad de elOi es obtenida sustituyendo ec.(2.51), (2.53) y (2.54) en (2.52):

(2.55)
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donde:

cli(H1i Y:~D; + I 1i Z~D; + F1i (I7i Z~DJ)

cli(H2i Y~D ' + hi Z~D' + F2i (I7i Z~D)), , ,

Cli(H3i Y~D; + hi Z~D; + F3i (I7i Z~DJ)

Cli(H4i Y~D; + 14i Z~D; + F4i (I7i Z~DJ)

Cli(H5i Y~D; + t.; Z~D; + F5i (I7i Z~DJ)

Cli(H6i Y~D; + hi Z~D; + F6i (I7i Z~DJ)

29

La figura 2-16 muestra la gráfica que describe la velocidad de los ángulos (}lOi de la plataforma
espacial, al recorrer la trayectoria descrita en el Apéndice B.en un tiempo de 10 seg. La línea

• • •
negra corresponde a (}101, la línea gris a (}102 y la punteada es para (}103.
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~ 0.2.,...
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- 0·4
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Figura 2-16 Velocida d (}lOi

2.3.3 . Velocidad de 87i

De ec.(2.24) B, C(}7; + A i S(}7; = <Di ' Se tiene lo siguiente B, C(}7; + Ai S(}7; - z;Di = O,
sustituyendo los valores Ai = dSi + dll i C(}lO; Y B¡ = dlli S(}lO; queda:

dll i S(}lO; C(}7i + (dSi +dll i C(}lOJ S(}7; - Z~Di = O

al derivar:
. . . ..I!

dll i C(}7;C(}lOJ i lO; - dll i S (}1O;S (}7;(}1O; + (dSi + dlli C(}lOJ C(}7; (}7; - dU i s (}1O;S (}7;(}7; - zrDi (2.56)

finalmente la velocidad de (}7i es obtenida sustituyendo ecs.(2.51), (2.54) y (2.55) en (2.56):

• 1 . . . . . .)
(}7i = -- ( K 1i x + K 2i y + K 3i Z + K 4i 'ljJ + K 5i (} + K 6i cP

C2i
(2.57)



Cinemática

donde:

K li dll i J1i C(01Oi + 0 7i ) - 1li - Fli h i

K 2i dll i J2i C(01Oi + 07i ) - 12i - F2i 17i

K 3i dlli J3i C( 01Oi + 0 7i ) - h i - F3i 17i

K 4i dll i J4i C(010i + 07i ) - 14i - F4i h i

K 5i - dll i J5i C(01Oi + 07i ) - 15i - F5i 17i

K 6i dll i J6i C(010i + 07i ) - h i - F6i h i

C2i - d8i C07i + dll i C(01Oi + 07i)
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La figura 2-17 muestra la gráfica que describ e la velocidad de los ángulos 07i de la plataforma
espacial, al recorrer la trayectoria descrita en el Apéndice B.en un tiempo de 10 seg. La línea

• • •
negra corresponde a 0 71, la línea gris a 0 72 y la punteada es para 0 73,

0.5
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~
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""~ on-"- .".-:::
~

ce 0.1
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. ~
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Figura 2-17 Velocidad 07i

2.3.4. Velocidad de B12i
De ec.(2.33):

derivando:

•
y resolviendo para 012i:

~ _ á24i - á34i te12i
U12'

t - a 34i sec? 0 12i

es necesario determinar á24i y á34i . Derivando a24i:

• • • • • •
á24i = L 1i X+ L 2iy+ L3i~ + L 4i 'l/J + L 5iO+ L 6i <P + L 7i04i + L 8i07i + L9iO lOi

(2.58)

(2.59)
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donde:
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L4i d 18iC (Ó1i - '1/;) C(JC ((JIOi + (J7i) C(Ól7i - </J) + S(J4iS ((JlOi + (J7i) s (617i - </J ) + d 18i( - c(Jc (6 l7i

- </J )S(}4iS ((}lOi + (}7i) + C((JlOi + (J7i)S (Ó17i - </J ) )S (Óli - '1/;)

L6i - d 18i(S ((JlOi + (J7i ) ((C(J4iS(J + C(JC (6li - '1/;) S(J4i)S (6l7i - </J) - C (Ó17i - </J ) S(J4iS (Óli - '1/;) +
C(S ((JIOi + (J7i) (C (6l7i - </J) C(61i - '1/;) + c(Js (Ól7i - </J) S (Óli - '1/;)))

L7i S ((JIOi + (J7i) ((d3i + d 18iC (617i - </J) S(JS(J4i + C(J4i (d 2i - d 18i( C(JC (6l7i - </J) C(Óli - '1/; ) + s

(6 l7i - </J) S (Ó1i - '1/;))) - C(J4i(CÓli X + SÓ1 iY) - S(J4iZ )

L 8i - C(J IOi (C(J7i (dSi + C(J4i(d3i + d 18iC (Ó17i - c/J) s (J ) + S(J4i( - d 2i + d18iC'I/; (cÓl7iCÓli C(JC</J + c</J

s 6 l7i sÓli - cólic(JsÓl7iS</J + CÓ17iSÓliS</J) ) ) + d 18ic'I/;S(J7i( - c(JcÓl7i + c/JsÓli + cÓli sÓ l7i +
1» ) + S(JlOi(S(J7i(dsi + ( -d2i + d 18ic'l/J(CÓ li C(J cÓ17i + </J + c1> SÓl7i SÓli)) S(J4i + C(J4i(d3i ­

d 18i S617iS(J s</J)) + d18iCÓl7i(c8c87iC</Jc'l/JSÓli + S87i(c84ic1>s8 + C¡f;SÓ1iS84i S1» ) - d 18iC87i

c'I/; ( c8 SÓ17iSÓliS</J + CÓliSÓl7i + 1» ) - d18i(C(JCÓl7i + 1>(C8 1Oi + 87iSÓliS84i + CÓli S810i +
8 7i + (- cÓli C8 10i + 87iS84i + SÓ1iS81Oi + 8 7i)SÓl7i + 1>) s 'l/J + (-C6 li C8 1Oi + 87iS84i + SÓli

S8 10i + 87i )X - (C8 1Oi + 87iSÓ1iS(J4i + CÓ1iS81Oi + 8 7i )y + C84i(JIOi + 87iZ

L 9i - C8 1Oi (c87i (d si + C84i(d3i + d 18i c6l7i + 1>s8 ) + S84i( - d 2i + d 18i c'l/J (CÓl7i CÓ1i c8c</J + c</J

sÓl7i s Óli - C6li c8s6l7is</J + CÓl7iSÓ 1iS</J))) + d18ic'l/Js87i( - c8 cÓl7i + </JSÓli + CÓli SÓ17i +
</J) + S8 1Oi(d8i + S87i (d si + ( ~d2i + d18iC'l/J(c6liC8 cÓl7i + </J + c </JSÓl7i SÓ1i)) S(J4i + C(J4i(d3i

- d 18iSÓ17iS(J s</J)) + d18iCÓ17iC(J C87iCcjJ c'l/J S6 li + S87i(c84iCcjJs8 + C'l/JS61 iS84i ScjJ - d18iC87i

c'I/;(c(J sól7isóliscjJ + c81is Ól7i + cjJ ) ) - d 18i(c8 c6l7i + </J (C8 1Oi + 87iSÓl iS84 i + C6li S(JlOi +
(J7i) + ( -C6liC81Oi + 87iS(J4i + SÓ1iS(JlOi + 8 7i)SÓl7i + </J ) s'I/; + (- cÓli c8 1Oi + 87iS(J4i + SÓ1i

SOlOi + 87i ) x - (C(JlOi + 87i SÓli S04i + CÓ1i SOl Oi + (J7i y + C84iC81Oi + 07i Z

Derivando a34(
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donde:
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1I13i d}4i COHJi + 07i

M 4i 1/4 d1Si(( CO CÓl7i + <fJ( (( -CÓ1i - OlOi - 04i - 07i - 'I/J ) + CÓ1i - OlOi + 04i - 07i - 'I/J ­

CÓl i + OlOi - 04i + 07i - 'I/J + CÓli + OlOi + 04i + 07i - 'I/J - 4 CÓli - 'I/J SOlOi + 07i)) + 4

sÓm + <fJ((C(}IOi + (}7i CÓli - 'l/JS(}4i - SOIOi + 07 iSÓli - 'I/J))))

1I16i d l Si( - CÓm + <fJ (CÓli - 'I/J SOIOi + 07i + COlOi + 07i S04iSÓli - 'I/J ) + s Ól7i + <fJ(COlOi + 07i

(C04iSO+ COCÓ li - 'l/JS04i) - C(}SOIOi + 07iSÓli '- 'I/J ) )

1I17i C(OlOi + 07i)( (d3i + d lSi c(Ól7i - <fJ ) SO)S04 i + C04i (d2i - d lSi (CO c Ól7i + <fJ CÓli - 'I/J + s

Ól7i + <fJSÓli - 'I/J ) ) - C04i(CÓliX + SÓl iY) - S04i Z )

1I1Si C07iSOlOi (dsi + d 3iC04i - d 2iS0 4i ) + ClOi(dsi + d3iC04i) S07i - d 2iCO lOi S0 4iS07i + dlSiCO lOi

C<fJc'ljJSÓl7iSÓliS04iS07i + dlSiCÓliCOCÓm + <fJc'l/JS04iSOlOi + 07i + dl SiCOc'I/JSÓl7iSÓli SOlOiS

07i S<fJ - dl SiCOlOiC04iSÓm S7iSO s<fJ + d lSiC07iSÓl7i(c<fJC'l/J0 - SÓli SOlOi S04i - (C(} lOiCOc'I/JS

Óli + C04iSelOiSe)s<fJ) + dlSiCÓl7i(CelOi + e 7icec<fJc<fJsóli + SelOi + 07i(Ce4ic<fJsO + c'l/JsÓ li

s e 4i s<fJ ) ) - dl SiCÓ liCelOi + e 7ic'I/J s Óm + <fJ - dlSi(CeCÓl7i + <fJ (CÓl i COlOi + e7i - ÓliSe4i S

e lOi + e 7i) + ( Ce lOi + 07i SÓli + CÓliSe4 iSelOi + e 7i)SÓl7i + <fJ )s 'I/J + ( Ce lOi + 07i SÓli + C

Óli S04i SelOi + e 7i) X + (-CÓli Ce lOi + e 7i + SÓl i S04i SelOi + e 7;) y - C04iSelOi + e 7iZ

finalmente la velocidad de 012i es obtenida susti tuyendo ecs.(2.51), (2.55), (2.57), (2.59) y (2.60)
en (2.58):

donde:

• • • •
e 12i = N li; + N 2iy+ N 3i; + N 4i'I/J + N SiO + N 6i<fJ

Nli (C3i(-(Kl i L si ) + C2i( L l i + Fli L 7i + J liL9i) - (- (KliNfsi ) +
C2i(Mli + Fli M 7i + J li M gi ))teI2i))/C2i

N 2i (c3i(-(K2iL si ) + C2i (L2i + F2iL 7i + J 2iL9i) - (-(K2iM si ) +
C2i(M2i + F l iM 7i + J 2i M gi )) t eI2i))/C2i

N 3i (C3i( - (K 3iL si ) + C2i(L 3i + F3iL 7i + hi L9i) - (-(K3i M si ) +
C2i( M 3i + F li M 7i + J 3i1l1g;))teI2i))/C2i

(2.61)
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N4i (C3i( - (K4iLsi) + C2i(L4i + F4iL7i + J4iL9i) - (-(K4iMsi) +
C2i(M4i + F1iM7i + J4iM9i))t(}12i))/C2i

NSi (C3i( -(KSiLsi) + C2i(L5i + F5iL7i + J5iL9i) - (-(K5iMsi) +
C2i(M5i + F1iM7i + J5iM9i))t812i))/C2i

N6i (C3i(- (K6iLsi) + C2i (L6i + F6iL7i + J6iL9i) - (-(K6iMsi) +
C2i(M6i + Fli M7i + J6iM9i ))t812i)) /C2i

La figura 2-18 muestra la gráfica que describe la velocidad de los ángulos 812i de la plataforma
espacial, al recorrer la trayectoria descrita en el Apéndice B.en un tiempo de 10 seg. La línea

• • •
negra corresponde a 8121 , la línea gris a 8122 y la punteada es para 8123 .
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2.3.5 . Velo cidad de B14i
De ec (2.35)

derivando resp ecto al ti empo:

•
resolviendo para 814i

Figura 2-18 Velocidad 812i

•
d15i C814i 814i -

sec 814i ~14i

d15i

(2.62)

(2.63)
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derivando la ec.(2.37):
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(2.64)

donde:

C4i -

S1i

S2i

S 3i

S4i

S5i

S 6i -

S7i

sec 014i

d 15i

O

O

O

d 18i C04i( - C01i - '1/; S (Ol7i + cP) + c O c (Ol7i + cP) SOli - '1/;)

-d18i c(Ol7i + cP) (C0 4i COli - '1/; sO + c O S04i)

d 18i( - c O C04i c (01i + '1/; ) + sO S04i ) s (Ol7i + cP) + d18iC04i c (017i + cP) s (01i + '1/;)

- C0 4i (d3i + d 18i e (<517i + cP) sO) + S04i (d2i - d 18i (cO C (<517i + cP) c (01i + '1/;) +
s (Ol7i + cP) s (01i + '1/;) - S04i( C<5 li x + S01i y) + C04i Z

finalmente la velocidad de 014i es obtenida sustituyendo ec.(2.51) y (2.64) en (2.63):

(2.65)

donde:

T1i C4i S1i + C4i F1i S7i

T2i C4i S 2i + C4i F2i S7i

T3i C4i S 3i + C4i F3i S7i

T4i C4i S4i + C4i F4i S7i

T5i C4i S 5i + C4i F5i S7i

T6i C4i S 6i + C4i F6i S7i

La figura 2-19 muestra la gráfica que describe la velocidad de los ángulos 014i de la plataforma
espacial, al recorrer la trayectoria descrita en el Apéndice B.en un tiempo de 10 seg. La línea

• • •
negra corresponde a 0 141, la línea gris a 0 142 y la punteada es para 0 143.

2. 3. 6 . Velocidad de e16i

De ec.(2 .39)

derivando respecto al tiempo:

• • • • •
S016iS012iS014i016i - C016iC012iS014i012i - C0 16iS0 12iC0 14i 0 14i 0 16i - S012iS016i012i + C012iC016i

(2.66)
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Figura 2-19 Velocidad e14i

•
resolviendo para e16i

finalmente:

• ••
e16i = c6i(a; 1+ (Ce12iCe16iSe14i + Se12iSe16i ) e12i + Ce14iCe16iSe12ie14i) (2.67)

donde:

derivando la ec.(2.41) :

donde:

Qli O
Q2i O

Q3i O
Q4i s8l7i (c (8li - 'lj;) (CcjJSe4iS (e1Oi + e7i) - eñe (e10i + e7i) scjJ) + (Ce1Oi + e7iCcjJ + CeSe4iS

e10i + e7i scjJ)s (81i - 'lj; )) + c8l7i(c'lj;(ceccjJ(cbliCelOi + e7i - Sb1iSe4iS (elOi + e7i)) +
(c (e10i + e7d Sb1i + cbli Se4i s (e10i + e7i))ScjJ) + (ceccjJ(c (e10i + e7i) Sb1i + Cb1iSe4iS

(elOi + e7i)) + (-Cb1iCe lOi + e7i + Sb1iSe4i (elOi + e7i))ScjJ)s'lj;)



Cinemática 36

Q6i sÓl7i (cfJ4iccjJs()s (()lOi + ()7d + c (Ól i - 'I/J) (C()CcjJS()4i S(()lOi + ()7i) - c (()lOi + ()7i) ScjJ) +
(ce c (e lOi + e7i) ccjJ + S()4i s (e lOi + ()7i))S (Óli - 'I/J)) + cÓl7i (c cjJs Ól7i ( - C'I/JS()4i S()10i +
e7i + C(()lOi + e7i) s'ljJ) + scjJ (Ce4i se s (elOi + e 7i) + ce SÓli(C(()lOi + e7i) c'ljJ + Se4iS

(e lOi + ()7i) s'ljJ) + COli(S()4iS (e lOi + e 7i) (cec'I/JscjJ + ccjJs'ljJ) + c (()lOi + e7i) (ccjJc'ljJ - c()

scjJs'ljJ)))

QSi S0 17i (Ce4iC (()lOi + ()7i) s()scjJ + c (Oli - 'I/J ) ( - ccjJs (e lOi + e 7i) + cec (()lOi + ()7i) S()4iScjJ)

- (c (e lOi + e 7i) CcjJSe4i + C()S()lOi + e 7iScjJ) s (Oli - 'ljJ)) + cb"l7i (Se lOi(Ce4iCcjJ se S()7i +
c (Oli - 'ljJ ) (cBCcjJSe4iSB7i - CB7iScjJ) + (cBcB7iCcjJ + SB4iSB7iScjJ)S (Oli - 'ljJ)) + Cel Oi ( ­

CB4i CB7i ccjJse + c'ljJ(cBccjJ( -cÓlicB7iSB4i + SOlisB7i) - (CB7i SOli SB4i + COli SB7i) s<jJ)

- ( cB CcjJ(CB7i SOli SB4i + COliSB7i) + (- cOlicB7iSB4i + SOliSB7i)S<jJ)S'ljJ))

finalmente la velocidad de e 16i es obtenida sustituyendo ecs. (2.51), (2.55), (2.57), (2.61), (2.65)
y (2.68) en (2.67):

(2.69)

donde:

R li CSi(Qli + Fl i Q7i + Jl i QSi - (Kli QSi)/C2i + T1i CB 14i

CB16i SB 12i + N1i CB12i Ce 16i SB14i + N 1i SB12i SB16i)

R 2i - CSi(Q2i + F2i Q7i + J2i QSi - (K2i QSi)/C2i + T2i Ce14i

CB16i SB 12i + N2i CB12i CB16i SB14i + N2i SB12i SB16i)

R3i CSi(Q3i + F3i Q7i + J3i QSi - (K3i QSi)/C2i + T3i C()14i

CB16i SB12i + N3i CB12i CB16i SB14i + N3i SB12i Se16d

R4i CSi(Q4i + F4i Q7i + J4i QSi - (K4i QSi)/C2i + T4i CB14i

Ce16i Se12i + N4i Ce12i Ce16i SB14i + N4i SB12i sB16d

RSi CSi(QSi + FSi Q7i + JSi Q8i - (K5i QSi)/C2i + TSi CB14i

Ce16i S()12i + N5i CB12i CB16i S()14i + NSi SB12i sB16d

~i - CSi(Q6i + F6i Q7i + J6i QSi - (K6i Q8i)/C2i + T6i CB14i

CB 16i SB12i + N6i Ce12i CB16i SB14i + N6i Se12i SB16d
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La figura 2-20 muestra la gráfica que describe la velocidad de los ángulos fh6i de la plataforma
espacial, al recorrer la trayectoria descrita en el Apéndice B en un tiempo de 10 seg. La línea

• • •
negra corresponde a 0161 , la línea gris a 0162 y la punteada es para 0163 .
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Figura 2-20 Velocidad el 6i

2.4. Mecanismo Adicional (MA)

El análisis cinemático en sus dos primeras et apas ya estaría terminado en este punto, sin
embargo la obtención de las condiciones de balanceo para la arquitectura original propuesta
de la plataforma espacial, no generaron ecuaciones que permitieran su equilibrio estático. Esto
debido a que las ecuaciones que determinan la energía potencial de los elementos elásticos no
permiten relacionar el peso de los eslabones con los resortes en planos distintos. Estas ecuaciones
funcionan correctamente si ambos elementos se encuentran en el mismo plano de movimiento.
Por lo tanto es necesario que todos los eslabones a los cuales les serán adicionados elementos
elásticos se encuentren en un mismo plano.

Es así como se genera un mecanismo adicional que hace la tarea de cambiar rotaciones del
plano (y - z) al plano (x - z), dicho mecanismo es un arreglo de dos barras unidas a un extremo
del eslabon li o 3i, como se puede ver en la figura 2-21. La longitud de cada barra es resultado
de la síntesis del mecanismo adicional (MA) y como se muestra a continuación el anexar este
mecanismo a la plataforma espacial no afecta los grados de libertad de la misma.

Solo es necesario demostrar que al incluir el mecanismo adicional al eslabonamiento de
cinco barras no agrega o resta grados de libertad a dicho arreglo, para deducir que la platafor­
ma espacial seguirá necesitando de 6 entradas de movimiento para lograr una configuración
completa.



Cinemática 38

Cuerpo 4

Cuerpo 2 --tIl::tl

Rotacional (2) ----:::í;j1!~¡.;.
Cuerpo 1

Hooke (5) -_-.:....-i~Q;~t==Oi)---ESfériCa (6)

I)L[==-:-;~~-Cuerpo 5

Cuerpo 6 Rotacional (4)

Figura 2-21 Mecanismo ad icional

Se usar á la ec.íLl ) y será necesario hacer la misma consideración que en el capitulo uno ,
"cada eslabonamiento de cin co barras es cinemáticamente equivalente a un eslabonamiento plano
RR." A simple vista podemos determinar que los GDL de mecanismo plano RR al adicionarle
la rotación B4i , lo hace un mecanismo de t res grados de libertad, con esto en mente, el resultado
del análisis de GDL del mecanismo propuesto en la figura 2-21 debe de ser 3-DGL.

E = 6 (b - 9 - 1) + L/k
k

donde:

b = 6, 9 = 6, Lfk = 9
k

por lo t anto:
¡; = 3

2.4.1. Posición y Velocidad del MA (eslabón 3J
La figura 2-22 muestra las bases locales generadas para el MA, como las transformaciones

necesarias para llegar a la base local 6i ya son conocidas, tales bases no aparecen. De la figura
se puede deducir lo siguiente:

(2.70)

donde:

T 020í

T~6i

rd24i

T z6(Ó19i) T zl (d20i)

T z3 (d5i)Tzl (d6¡)

[O, O, d24i , l]T

T2022i = T z6( -Ó21i) T z3(d22i)

rp3i = [XP3i , - S3i , O, l]T

U Bi = vector unitario
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Yo

z ,.
7 1.

Figura 2-22 MA con eslabón 3i
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La propuesta de la ec.(2.7Ü) facilita el análisis del MA ya que la junt a esférica y hooke ya
no serán evaluadas como tales. La eco de posición del ángulo 823i l se obtienen a partir de la
magnitud de la barra B (dBi) de la manera siguiente:

(2.71)

donde:

entonces:

II dBiU Bi l1 - IIUII

V (dBiUBif (dBiU Bi) V(uf (U)

(dBi)2(U Bi)T (U Bi) (U)T (U )
(U)T (U) - (dBi)2 - O (2.72)
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sustituyendo las definiciones de las transformaciones de ec.(2 .71) en ec.(2.72) y factorizando
para el ángulo (}23i tomando como conocidos ()4i Y (}7i :

(2.73)

donde:

G2i d 24i (-2(d2Oi CÓ21i + S3i Cf37i s (Ól9i - Óli - Ó21i)) + 2C(Ó19i - Óli - Ó21i)(d2i + (d6i +

X P3i )C(}4i - d 5iS(}4i + S3i Sf3 7iS(}4i))

G 3i (d~Oi + d~4i + d~i + (d22i - d 3i) 2 + d~i - d~i + S~i + (d6i + XP3if - 2 d 5i S3i Sf3 7i + 2c

(}4i(( - d 22i + d 3i)d5i + d 2i(d6i + XP3i ) + (d22i - d 3ds3i Sf37i) + 2d20iS3iCf37i S(Ó1 9i - Óli) +
2(( - d 2id 5i - (d22i - d 3i) (d6i + XP3i ) + d 2i S3isf37i)S(}4i - 2d20iC (Ó19i - Óli) ((d2i + (d6i +

XP3i) C ((}4i) - dSi S(}4i + s 3iSf3 7iS (}4i )

finalmente (}23i queda expresado por la ecuación' siguient e:

(
G ) /() t -1 2i ± - 1

23i = an - cos ----;= = = = = =
e; \J(G1i ) 2 + ( G 2i )2 /

(2.74)

La figura 2-23 muestra la gráfica que describe el comport amient o de los ángulos (}23i de la
plataforma espacial, al recorrer la trayect or ia descrit a en el Apéndice B en un ti empo de 10 seg.
La línea negra corresponde a (}23b la línea gr is a (}232 y la punteada es para (}233·
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Figura 2-23 Posición (}23i

Ila solución para ecuaciones de está form a, se descr ibe en el Apéndice A.
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Ahora se determina la velocidad, derivando la ec.(2.73):

• • • • •
G 1i C (023i) - G 1i s (023i) 02 3i + G 2i s (023i) + G 2i c (023i) 023i + G 3i = O

donde:

• • ¡ •

Gli 2d24i S3i C{37i C04i{37i - 2d24i((d6i + X P3i )C04i + ( -d5i + S3i S{37i)S04J 04i

41

(2.75)

• •
G 2i 2 d 24i S3i(S (819i - 8 1i - 82li ) S{37i + C(819i - 8 1i - 821i ) C{37iS04i) (37i - 2d24i c (8 19i -

•
8 1i - 821i)(C04i(d5i - s3i S{37i) + (d6i + X P3i ) S0 4i )0 4i

•
G 3i -2S3i(d20i S (819i - 8 1i) S{37i + C{37i(d5i + ( -d22i + d3 i)C04i + ( -d2i + d20i(c819i - 8 1i))

•
S04J){37i - 2 (C0 4i (d2i d 5i + (d22i - d 3i)(d6i + XP3i) - d 2i S3i S{37i + d 20iC (8 19i - 8 1i)

( - d 5i + S3i S{37i)) + (( - d 22i + d 3i)d5i + d 2i(~i + X P3i ) - d 20i(d 6i + X P3i ) C(8 19i - 81i )

•
+(d22i - d 3i) S3i S{37i) S04i)04i

al agrupar ec.(2.75) en función de cada parámetro que varía con respecto al tiempo tenemos:

• • •
G 4i04i + G 5i{37i + G6i023i = O

donde:

• ••
{37i 07 i + 0 lOi

•
sustituyendo (37i en ec.(2.75) :

(2.76)

•
resolviendo para 023i:

(2.77)

donde:

G 4i = -2(C04i(d2i d 5i + (d22i - d 3i) (d6i + X P3i ) + d24i(d6i + XP3i) C023i - d 2iS3is{37i + (d5i ­

S3i S{37i) ( -d20ic(819i - 8 1i) + d 24i(c819i - 8 1i - 8 21i)S023i)) + (-d22id5i + d 3id5i + d 2i

d 6i + d 2i XP3i - d24id5iC023i + S3i(d22i - d 3i + d24iC023i )S{37i + (d6i + XP3i)( -d20i(c819i

-81i) + d 24i C(819i - 8li - 8 21i) S023i))S04J
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G5i = -S3i(2s{37i(d20iS (Ó19i - Ó1i) - d 24iS (Ó19i - Óli - Ó21i) S(}23i) + 2C{37i(d5i - (d22i - d 3i

+d24iC(}23i)C(}4i - (d2i - d2QiC(Ó19i - Óli) + d 24iC(Ó19i - Óli - Ó2li)S(}23i))S(}4i))

• • • •
La velocidad de (}23i queda expresada al sustituir (}4i ' (}7i Y (}lOi en ec.(2.77) y agrupando en x,
• • •• •
y, Z 1 'I/J, (} y cjJ:

donde:

· ( · · ·01 • • •(}23i = G6i G7i x + G8i y + G9i Z + GlOi 'I/J + GIl i (} + G12i cjJ (2.78)

2.4.2. Posición y Velocidad del MA (eslabón li)
La figura 2-24 muestra las bases locales generadas para el MA, como las transformaciones

necesarias para llegar a la base local 6i ya son conocidas , tales bases no aparecen. De la figura
se puede deducir lo siguiente:

donde:

(2.79)

T 026i

rd30i

T z6 ( Ó25i) T zl (d26i )

[0, 0, d30i , Ir

T 2628i = T z6 ( -Ó27i) T z13(d28d

rpli = [-XPli , - Sli , O, l]T

U Di vector unitario

La propuesta de la ec.(2 .79) facilita el análisis del MA ya que la junta esférica y hooke ya
no serán evaluadas como tales. La ecode posición del ángulo (}29i' se obtienen a partir de la
magnitud de la barra D (dD i ) de la manera siguiente:
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Figura 2-24 MA con eslabón i ,

donde:

entonces:

(2.80)
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Susti tuyendo las definiciones de las transformaciones de ec.(2.79) en ec.(2.80) y factorizando
para el ángulo B29i t omando como conocidos B4i y B7i :

(2.81)

donde:

G13i - 2 d 30i(d28i - d 3i + (d6i + XPli) S B4i + CB4i ( - d 5i + S li SB7i))

Gl4i 2d30i ( -d26iCÓ27i + Sli c B7i S (Ó 1i - Ó25i + Ó27i ) + C( Óli - Ó25i + Ó27i)(d2i - (d6i + XPli)

CB4i - d 5i S B4i + S li S B4i S B7i))

G15i d~6i + d~i + d~Oi + (d28i - d 3i) 2 + d~i - d 1 i + Sii+ (d6i + X P 1i ? - 2(d28id5i - d 3id5i

+d2i(~i + X P 1i ) )cB4i - 2 d 26i S liCÓ25i CB7i SÓli - 2(d2id5i - (d28i - d3i)(~i + XP1i))S

B4i + 2d26i SÓ1i S Ó25i ( - d 2i + (d6i + XP1i )cB4i + d 5iSB4i) - 2S1i(d5i + (-d28i + d 3i)cB4i

-d2i S B4i + d 26i SÓ1i SÓ25i SB4i ) sB7i - 2d26i CÓli ( -(Sli CB7i SÓ25 i + CÓ25i ( d 2i - (d6i +
XP 1i )cB4i - d 5iSB4i + S li s B4i S B7i) )

finalmente B29i queda expresado por la ecuación siguiente :

(2.82)

La figura 2-25 muestra la gráfica que describe el comportamiento de los ángulos B29i de la
plat aform a espacial, al recorrer la trayectoria descrita en el Apéndice B en un t iempo de 10 seg.
La línea negra corresponde a B291, la línea gris a B292 y la punteada es para B293.
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Figura 2-25 Posición B29i
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Ahora se determina la velocidad , derivando la ec.(2.81):

• • • • •
G13i C ( {}29i ) - G13i s ({}29i) {}29i + G14i s ( (}29i) + G14i C({}29i) {}29i + G15i = O

donde:
• ••
G13i = (2d30i(dtii + XPli)C{}4i + S{}4i ( d 5i - S li )S{}7i ) {}4i + 2d30iS li C{}4i C{}7i{}7i

45

(2.83)

• •
G14i - (d 30i C ( Óli - Ó25i + Ó27i) (-2(d6i + XPli)S {}4i + 2 C{}4i(d5i - Sl i S{}7i)){}4i + 2d3oiSli

•
(c (Ó 1i - Ó25i + Ó27i) C{}7i S{}4i - s ( Óli - Ó25i + Ó27i)S{}7i){}7i

•
G15i -2 (S{}4i(( - d 28i + d 3¡)d5i - d 2i(d6i + X P li ) + d26i(d6i + XPli)C (Óli - Ó25i) + (d28i -

d 3i) Sli S{}7i) + C{}4i( d 2i d 5i - (d28i - d 3i)(d6i + XPli) - d 2iS1i S{}7i + d 26i C (Ó li - Ó2Si)

•
( -dSi + Sli S{}7i))){}4i - 2S 1i (C07i(ds i + (-d28i + d 3i)C{}4i + ( -d2i + d 26i c(Óli - Ó25i

•
) S{}4i ) - d 26iS (Óli - Ó25i) S{}7i)B7i

al agrupar ec.(2.83) en función de cada parámetro que varia con respecto al tiempo se tiene:

•
resolviendo para {}29i :

donde:

• • •
G16i {}4i + G17i {}7i + G18i {}29i = O (2.84)

(2.85)

G16i -2(( - ( ( d 28i - d 3i)d5i) - d 2i(d6i + XPli) - d 30id5iC{}29i - (d6i + XPli)( - (d 26i C(Óli ­

Ó25i + d 30i)C (Óli - Ó25i + Ó27¡) S{}29i) ) S{}4i + Sli(d28i - d 3i + d 3oiC{}29i) S{}4i S{}7i + C{}4i

(d2i dSi - (d28i - d 3i)(d6i + XPli) - d 30i (d6i + X Pl i )C{}29i - d2i S 1i S{}7i + (d26i C( Ól i ­

Ó25i) - d30iC (Ó li - Ó25i + Ó27i ) S{}29i)( - dSi + Sli S{}7i) ))

G17i -(sli ( 2c{}7i( d 5i - ( d 28i - d3i + d 30i C{}29i)C{}4i - (d2i - d 26iC(Óli - Ó25i) + d3oi C( Óli ­

Ó2Si + Ó27i) S{}29i) S{}4¡) + 2(-(d26i s (Ó1i - Ó2S¡) + d30i S(Ó1i - Ó2Si + Ó27i) S{}29i)S{}7i))

• • • •
La velocidad de {}29i queda expresada al susti tuir {}4i , {}7i Y (}lOi en ec.(2 .85) y agrupando en x,
• • •• •
y, Z , 7/J , {} y 4>:

• 1 (. • • • • .)
{}29i = G

18i
G19i x + G20i y + G21i Z + G22i 7/J + G23i {} + G24i 4> (2.86)
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C19i
CZi

Cm K Zi _ F
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CZi
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3i

C
16iCZ1i

CZi

Cm K 4i _ F
4i

C
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CZi

Cm K 5i _ F
5i

C
16iCZ3i

CZi

Cm K 6i _ F
6i

C
16iCZ4i

CZi
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Capítulo 3

Balanceo Estático

3.1. Introducción

Las primeras aplicaciones para estructuras en paralelo fueron los simuladores de
movimiento y la máquina universal de pruebas para neumáticos [13] y [14] poste­
riormente en robótica [15] y [16]. Las características principales de los mecanismos
en paralelo son que su efector final está unido a la base por medio de varias cadenas
cinemáticas y que todos sus actuadores pueden ser colocados sobre o alrededor de
su base. Esto les permite desplazar grandes cargas y presentan propiedades dinámi­
cas muy aceptables. Es común que dichos mecanismos requieran de poderosos
actuadores para mover dichas cargas, además del peso de sus eslabones. Una de sus
aplicaciones más comerciales son los simuladores de vuelo, los cuales requiere que
la plataforma móvil, permanezca en equilibrio lo que demanda que los actuadores
induzcan una fuerza considerable. Reducir dichas fuerzas es posible con el balanceo
estático.

En este capítulo, se plantea el balanceo estático para un mecanismo espacial de
paralelogramo de seis grados de libertad, primeramente se define que es el balanceo
estático, para posteriormente desarrollar la metodología que permite deducir las
condiciones asociadas con el balanceo del mecanismo.

47
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3.2. B alanceo Estático de Mecanismos

Según [12], el balanceo de mecanismos ha sido un tema de investigación muy importante por
varias décadas [17]. Se dice que un mecanismo tiene sus fuerzas en equilibrio cuando el total
de fuerzas aplicadas sobre la base es constante para cualquier movimiento del mecanismo. En
otras palabras, un mecanismo está balanceado cuando su centro global de masa permanece fijo,
para cualquier movimiento . Estas condiciones son muy importantes en maquinaria, debido a
que el desequilibrio ocasionaría vibraciones, mismas que inducirían efectos indeseables. Den­
tro de este contexto, un mecanismo o un manipulador se dice que tiene un balanceo estático,
cuando el peso de los eslabones no produce algún torque (o fuerza) en los actuadores bajo
las condiciones de equilibrio, para cualquier configuración del mecanismo o manipulador. Estas
condiciones también son llamadas como compensación gmvitacional. Manipuladores seriales con
compensadores gravitacionales fueron diseñados en [18]-[22] usando contrapesos, resortes, y al­
gunos levas y/o poleas. Manipuladores paralelos planos fueron balanceados usando contrapesos
en [23]. Un compensador gravitacional híbrido fue diseñado en [24] . Una aproximación general
para el equilibrio de eslabones en el plano usando resortes fue presentado en [25]. Cuando son
usados resortes, el balanceo estático puede ser definido como el conjunto de condiciones para
los cuales el total de energía potencial en el mecanismo, incluyendo la energía gravitacional y la
energía acumulada en los resortes, son constantes para cualquier configuración del mecanismo.

Generalmente [12], un mecanismo espacial de n-GDL está formado por n-cuerpos móviles
y un eslabón fijo. Por otra parte, el vector de posición del centro de masa de cada eslabón móvil
con respecto al marco de referencia fijo será definido por R C j i Y la masa del i-ésimo eslabón
móvil por mji . El vector de posición del centro de masa del mecanismo con respecto al marco
de referencia fijo, será denotado por R¿ Y puede ser escrito como:

donde Al es la masa total de los eslabones móviles,

nb

.M = ¿mji

i=l

En general, el vector R c será una función de la configuración del mecanismo, es decir,

R c= R c (9)

(3.1)

(3.2)

(3.3)

donde 9 es el vector que incluye todas las coordenadas de las juntas del mecanismo. Siguiendo
con esta notación, las condiciones para el equilibrio de las fuerzas del mecanismo pueden ser
escritas como:

R c = R Ct (3.4)

donde R Ct es un vector constante arbitrario, es decir , un vector que es independiente de las
coordenadas de las juntas del vector 9 . De la misma forma, si elementos no elásticos son usados,
las condiciones para el balanceo estático pueden ser escritas como:

(3.5)
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donde R¿ es una constante arbitraria, y ez es un vector orientado en la dirección de la gravedad.
Cuando elementos elásticos son usados, el total de la energía potencial del mecanismo, es de­
notado por VT y es definida como la suma de la energía potencial gravitacional y la energía
potencial de los elementos elásticos y se puede escribir como:

n b 1 n s

~T = geT
""m --Rc --+ - ""k - (s - - SO)2z L J1 J1 2 L J J J

i= I j=I

(3.6)

donde 9 es la magnitud de la aceleración de la gravedad, n; es el número de elementos lineal­
ment e elást icos en el sistema, kj es la rigidez del j-ésimo elemento elástico, Sj es la longitud del
j - ésimo elemento elást ico, y s~ es la longitud sin deformar. Como se menciono anteriormente,
cuando elementos elásticos son usados, la condición de balanceo estático hace que la energía
potencial total del sistema permanezca constante, lo cual puede ser escrito como:

(3.7)
donde v~ es una constante arbitraria .

En sist emas mecánicos articulados, los componentes elást icos pueden ser resortes, los cuales
pueden proveer una compensación exacta de las fuerzas gravitacionales para todas las configu­
raciones [18], [20]. Esta compensación usualmente requiere que la longitud efect iva sin deformar
del resorte sea igual a cero. Como es mostrado en [20], est a suposición no representa un problema
en particular y es generalmente simple de implementar en un sistema práctico.

3.3. Balanceo Estático de la Plataforma

El balanceo estático de plataformas en par alelo es planteado por Streit [28] , Wang [29] , por
Ebert-Uphoff y Gosselin [27]. Estos art ículos discut en varios métodos de cómo lograr el balanceo
y dan sugerencias para la construcción de tales mecanismos . Todos requieren de la deducción de
ecuaciones de balanceo. El balanceo est ático de la plataforma caso de estudio, es determinado
de manera independiente o seccionada. Para esto es necesario crear un sistema equivalente . En
las secciones siguientes se describe a detalle cómo es que se obtiene el balanceo estático de este
sistema equivalent e y por lo tanto el balanceo estático de la plataforma espacial. La figura 3-1,
hace mención al sistema a balancear .

3.3.1. Sistema Equivalente
El primer paso es redistribuir la masa total de la base móvil entre los tres mecanismos

de pantógrafo, de forma tal, que cada uno tenga una fracción equivalente de esta masa. La
figura 3-2, hace mención a esta acción. Los valores a determinar son mI, m2 Y m 3. Aplicando
el concepto de centro de masa se tiene:

(3.7)

mp (3.8)
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Figura 3-1 Sistema equivalente
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Para este caso los vectores fGl , f G2 , f G3 Y la masa mp, son datos obtenidos del diseño. La
relación siguiente genera la distribución de la masa:

resolviendo para mI, m2 Y m3 de ec.(3.9) se t iene:

(3.9)

(mp( Xp(Y2 - Y3) + X2(Y3 - yp) + X3 (-Y2 + yp)))

(X3(Yl - Y2 ) + Xl (Y2 - Y3) + X2(- Yl + Y3))

(mp( xp( - Yl + Y3 ) + X3 (Yl - yp) + X l( - Y3+ yp)))

(X3(Yl - Y2) + X l (Y2 - Y3) + X2 (-Yl + Y3))

(mp( Xp(Yl - Y2 ) + Xl(Y2 - yp) + X2( -Yl + yp)))

(X3(Yl - Y2 ) + Xl (Y2 - Y3) + X2 (- Yl + Y3))

se tiene los datos siguientes:

mr. = 2.61085 kg
Xp = O
u» = O
Zp = -0.060875 m

X l = 0.2 ID c<511 X2 = 0.2 m C<5 l 2 X3 = 0.2 ID CÓ13

Yl = 0.2 ID 8 <511 Y2 = 0.2 m 8<512 Y3 = 0.2 m 8<513

Zl = -0.060875 m Z2 = -0.060875 ID Z3 = -0.060875 m

Por lo tanto la masa equivalente del plato móvil es:

mI = m2 = m3 = 0.870283 kg
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Figura 3-2 Distribución de la masa

3.3.2. Energía Potencial Debido a la Gravedad
La energía potencial correspondiente a la gravedad es denotado por V; , la cual es la suma de

los vectores que hacen referencia al centro de gravedad de cada eslabón medido desde el marco
de referencia inercial por el peso del eslabón correspondiente. A continuación con base en las
figuras 3-3 y 3-4 se desarrolla esta suma:

Vg = W if¡ R COi +W~ R C li +W~ R C2i + W r R C3i + W r R C4i +
Wf¡ R C5i +W~iRcAi +W~iRcBi +W~iRcCi + W b iRC D i

donde:

R COi T 02i T 24i r COi

r COi [XCOi ' Y COi , z c oi ,l f

W Oi - [0, 0, m Oi , of

R C li T 02i T 24i T 46i T z4 (B7i ) r C l i

r C li [XCli, Y C li , z C li , l ]T

W li [0, 0, mli, O]T

R C2i - T 02i T 24i T 46i T 68i T 810i r C2i

r C 2i [XC2il Y C2i , z C 2i , l f

W 2i [0, 0, m« , O]T

R C3i T 02i T 24i T 46 P i T z4 (f3 7i ) r C3i

r C3i [X C 3i , Y C3i , z C3i , l f

W 3i [0, 0, m3i, o f

(3.10)
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Yo

TGoi

TGBi

Figura 3-3 Vector de gravedad (a)

P 3i _ T 02iT24iT46 PiTz4 ({37J r p 3i

r p 3i _ t - XP3i , - S3i , 0, 1)

R C 4i _ T 02iT24iT46PiT68PiT 810P irC 4i

r C4i _ tX 4i , Y 4i , z 4i , l f

W 4i - tO, 0, rn4i, of
R C5i _ T 02iT 24iT46iT68iT810iT I 012ird13i

r.ns : _ td13i ' 0, 0 , l IT

W 5i - tO, 0, rn5i , of

ro" = masa equivalente de plato móvil + masa de la junt a esférica
donde:
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Figura 3-4 Vector de gravedad (b)
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R C B i

D C B i

W B i

T 020i T 2022i T z5 (823i ) r d24i + dcei D C Bi

(P 3i - P 4i)

dB i

[0, 0, mBi, O]T

R C A i T 020i T 2022i T z5 (823i ) r C Ai

r C Ai [XCAi, YCAi, Z C A i , Ir
W A i - [0, 0, mAi, Or

P 4i T 020i T 2022i T z5 (823i ) r d24i

rd24i [0, 0, d24i , 1]

R C D i

DC D i

W Di

T 026i T 2628i T z5 (829i ) r d30i + deo. D C D i

(P li - P 2i )

dD i

[0, 0, mDi , Or
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Además:

R cc i

r C Ci

W Ci

rd30i

T 026iT2628iTz5 (029i) roe.

[XCCi' Y C Ci , Z CCi , Ir
[O, O, mCi, O]T

T 02i T 24i T46i T z4 (07i) rpli

[-XP l i , - s-, , O, Ir

T 026i T 2628i T z5 (029i) r d30i

[O, O, d 30i l Ir
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Vg = 9 mOi(d3i + ZCOi C0 4i + XCOi S04i) + 9 mli(d3i + d 5i C04i + ZCli C04i C07 i - d 6i S84i +

XC Ii s 8 4i + YCl i C84i S 0 7i ) + 9 m2i(d3i + d 5i C84i - d 6i S84i - d 9i S04i + X C 2i S04i +

d 8i C8 4i S07i + YC2i (c8 4i C0 7i S 8 10i + COlOi C04i S 0 7i ) + ZC2 i(c81Oi C04i C0 7i - C8 4i S810i

S 8 7i ) ) + 9 m 3i(d3i + d Si C04i + zC3i C84i C(81Oi + 8 7i) + d 6i S84i + x C3i S84i + Y C3i C84i
S( 8 1Oi + 07i)) + 9 m 4i(d3i + d Si C04i + d 6i S 04 i + d 9i S 8 4i + XC4i S04i + d 8i C04i S ( OlOi +

0 7d + YC4i( - ( C8 4i C( OlOi + 8 7i ) S OlOi) + COlOi C04i S ( OlOi + 07i)) + ZC4i (COlOi C04 i c(8l(n

+87i) + d)4i S8 10i S( OlOi + 0 7i )) ) + 9 m 5i(d3i + d 5i C04 i + d 13i S84i - d 6i S84i - d 9i S04i

+ d 8i C84i S07i + dUi(C04i c07i S OlOi + COlOi C84i S 8 7i ) ) + 9 mAi(d22i + ZCAi C823i - X C Ai

S 8 23i) + 9 m Bi (d22i + d 24i C823i + ( d C B i( -d22i + d 3i - d 24i C023i + d 5i C8 4i + d 6i S04i +

XP3i S 04i - YP3i C84i S ( OlOi + 8 7i) )) /dBi ) + 9 mCi( d 28i + ZCCi C029i - XCCi S 8 29i ) + 9 moi

( d 28i + d 30i C0 29i + (dC Di( -d28i + d 3i - d 30i C829i + d Si C0 4i - d 6i S04 i - X P l i S04i - YPli

C8 4i s 8 7d ) / dDi )

(3.11)

3. 3.3. Energía Pot encial Debido a los Resortes
Los resortes adicionados a la plat aforma espacial son mostrados en las figuras (3-5)-(3-7),

los cuales son introducidos ent re un eslabón y la base fija. A continuación se muestra la nomen­
clatura usada para det erminar los par ámetros usados para obtener la energía potencial debid a
a los element os elásticos:

hj i - línea formada entre los puntos A y B.
S ji - línea formada ent re los punt os A y el punto C.
e j i - línea formada ent re los puntos B y el punto C.
kji- coeficiente de rigidez del resorte.
I j i - ángulo formado entre las líneas hj i y Sji ­

oai - ángulo formado ent re la horizontal y la línea hai

Óai- ángulo formado ent re el eje X4i Y la línea Sai
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Con base en la figura 3-5 el ángulo 'Oi' queda expresado de la manera siguiente:

0 4i + ÓOi - CXOi + 'Oi

'Oi - 0 4i + ÓOi - O:Oi

__---c

o o

Figura 3-5 Resorte eslabón O,
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(3.12)

Con base en la figuras 3-6 y 3-7 se det ermina que ' Ai Y Te: son iguales al ángulo que
determina su orientación, debido a que esta variación es medida con respecto al eje" z ." por
lo tanto, se tiene que:

(3.13)

(3.14)
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31-

o
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r'-'-----------">.--=-- """'--'l.,--B

Figura 3-6 Resorte eslabón 3i

P.
41-
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Por lo tanto, la expresión que determina la energía potencial de los elementos elást icos
adicionados a la plataforma espacial es la siguiente:

donde la longitud del resorte es denotada por la distancia eji ' la cual puede ser expresada
en función del ángulo Iji' donde: j = 0, A , e, i = 1, 2, 3. Usando la ley de cósenos se tiene:

e 6i (hOi ) 2 + (SOi)2 - 2 (hOi SOi) COS(¡Oi)

e~i (hAi ) 2 + ( S Ai)2 - 2 (hAi S Ai ) COS(023i)

eti (hCi ) 2 + ( SCi)2 - 2 (hCi SCi) COS(029i)
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sustituyendo:

A-r"'i\1~ ___

B

Figura 3-7 Resorte eslabón I,

o
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y,:. = ~(kOi( (hoi)2 + (SOi)2 - 2(hoi SOi) C(84i + 60i - aOi) + kAi(( hAi)2 + (SAi )2 ­

2 (hAi SAi) C823i) + kCi((hcd2+ (SCi)2 - 2 (hCi SCi) c829i»)

La energía potencial total es la suma de ec.(3.11) y (3.15).

(3.15)

(3.16)
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3.3.4. Condiciones de Balanceo
Las condiciones de balanceo, son ecuaciones que surgen al ir agrupando términos que de­

penden de una misma variable (ángulo que varía con respecto al tiempo) , a continuación se
escribe la energía potencial total en función de las junt as del mecanismo.

Vr To + T1i e (e4i) s (e lOi) s (e7i) + T2i e ( e lOi) e (e4i) s (e7i) + T3i e (e4i) s (e7i ) +
T4i e (e4i) e (e7i) s (elOd + TSi e ( e lOi) e (e4i) e (e7i) + ni e (e4i) e (e7i ) +
T7i s (e4i) +T8i s (e29i) + T9i e ( e 23i) + T lOi e (e4i) + T1i e (e29i) + T12i s (e23i )

(3.17)

donde:

To
(hOi ) 2 kOi (hAi ) 2 kAi (hCi ) 2 kc.

2 + 2 + 2 + d3i 9 Tno i + d3i 9 mli + d3i 9 m 2i +
d3i 9 m 3i + d3i 9 m4i + d3i 9 mSi + d 3i 9 mOi + d3i 9 mli + d3i 9 m 2i + d 3i 9

d
d22i d C S i 9 tne,

m3i + d 3i 9 m 4i + d 3i gmSi + d22i 9 m Ai + 22i 9 m S i - d +
S i

d 3i d C S i 9 m S i d d d 28i dC Di 9 mDi d3i d C D i 9 mDi

d + 28i 9 m c i + 28i g m Di - d + d +
& m m

kOi ( SOi)2 + kAi (SAi) 2 + kCi (SCi )2 (3.18)
2 2 2

T1i 9(m 2i ZC 2i + m 3i ZC 3i ) (3.19)

T2i
( d 8i m 4i + dll i m Si - (dC S i m B i s3d ) (3.20)9 d + m2i Y C2i + m 3i Y C 3i

Bi

T3i
(d8i dDi ( m 2i + mSi) - d C Di tn o . Sli + d Di mli yGli + dDi m 4i YC4d

(3.21)9 dDi

T4i T2i (3.22)

TSi T1i (3.23)

T6i 9(mli ZCli + m 4i ZC 4i ) (3.24)
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T7i = (g(d9i d B idD i(m2i - m4i + m 5i ) + d 6idDi (dBi(ml i + m2i - m3i - m4i + m5i) ­

den. mBi) + d 6i d B i deo. tno. d B i d Di ( dI 3i m 5i + mOi x COi + mIi XCIi + m2i

X C 2i + m 3i XC3i + m 4i XC4i ) + d B i deo. m Di X P Ii - do. den: mBi x P3d + d B i

do, hOi kOi SOi s (aOi - ÓOi)) / (dBidD i ) (3.25)

TSi - g me, XCCi (3.26)

T lOi (d5i g(dB i dDi(mIi + m2i + m3i + m4i + m5i ) + d D i des, mBi + d B i dci» mDi) +
d B i d D i gmoi ZCOi - d B i di» hOi kOi SOi e ( aOi - ÓOi) )/(dBidD i) (3.28)

TI 2i = -gmAi XCAi

(3.29)

(3.30)

Cuando todos los coeficientes que multiplican a las variables que dependen del tiempo se
hacen cero, la energía potencial tot al llega a ser const ante para cualqui er configuración del
mecanismo. Es decir:

VT =To

Las condiciones de balanceo para la plataforma espacial pueden ser escritas como:

3.4.

Tj i O

J 1, ..., 12

2 1,2 ,3

Datos de la Plataforma Espacial

(3.31)

Recordar que para el balanceo estáti co de la plataforma se determinaron ecuaciones que
resuelven para un sistema equivalente a la plataforma espacial. Así que el balanceo estático de
la misma será cuando el iterador i sea desarrollado para todos sus valores

Del sistema de ecuaciones que determinan el balanceo estático del sistema equivalente hay
dos ecuaciones que se repiten (3.22 y 3.23). Por lo tanto, el sistema ahora es de 10 ecuaciones.
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Este sistema de ecuaciones solo se puede resolver para un máximo de 10 incógnitas así que hay
que definir bien cuales serán.

Los coeficientes de rigidez son las incógnitas principales para el balanceo est át ico (kOi ' kAi

y kCi ) ecs.(3.28) , (3.27) y (3.29) respectivamente.

Si la arquitect ura de la plataforma espacial permitiera el balanceo estático, solo restaría
sustituir todos los datos físicos de la mism a y así las 7 ecuaciones restantes serian igual a cero
y se comprobaría que la plataforma espacial est aría balanceada estáticamente. Pero para este
caso no ocurrió así, entonces es necesario satisfacer esas ecuaciones. Se optó por modificar los
centros de gravedad de algunos eslabones (contrapesos). Con base en este criterio, es como se
determinan que los datos siguientes son datos fijos:

61 i = 0°,
625i = O,
d5i = 0.1 m ,

dlli = 0.15 m,
d18i = 0.2 m,
d26i = 0.09 m,
dc e: = deo, = 0.06976 m,
m2i = 0.11278 kg,
mAi = 0.21524kg,
XPli = 0.0277 m,
9 = 9.81m/ s2

,

SOi. = 0.04 m,

617i = 0°,
627i = O,
d6i = 0.00865 m,
d3i = 0.055 m,
d20i = 0.28 m,
d28i = -0.03466 m,
dctn = 0.06976 m,
m 3i = 0.17295 kg,
mBi = 0.13037 kg,
S l i = 0.07 ID,

hOi = 0.14 m,
SAi = 0.045 m,

619i = 0°,
d2i = 0.2 m,
d8i = 0.15 m,
d13i = 0.02635 m,
d22i = -0.034662 m,
d30i = 0.164682 m,
mOi = 0.17031 kg,
m4i = 0.11278 kg,
mCi = 0.21523 kg,
X P3i = 0.0277 m,
hAi = 0.05034 m,
SCi = 0.045 m,

621 i = 0°,
60i = 270°,
d9i = 0.0177 m
dI5i = 0.060875 ID,

d24i = 0.164682 m,
dBi = dD i = 0.13953 m,
mli = 0.17296 kg,
m 5i = 0.87028 kg,
m i» = 0.13037 kg,
S 3i = 0.07 m,
be. = 0.05034 m
OOi = 270°

Por lo tanto las ecuaciones quedan en función de las distancias del cent ro de gravedad de los
eslabo nes, de la manera siguiente:

Tres ecuac iones que dependen de distancias en el eje "x" :
XCAi = O
X C Ci = O

2.0766 X 10- 18 + XCOi + 1.0155 XC Ii + 0.6622 XC2i + 1.0155 XC3i + 0.6622 X C4i = O

Dos ecuaciones que dependen de distancias en el eje "y" :

0.8262 + Y C li + 0.6520 YC4i O

1.267 + YC2i + 1.5335 YC3i O

Dos ecuaciones que dependen de distancias en el eje "z" :

ZC 2i + 1.5336 ZC3i O

ZCIi + 0.6520 ZC4i O

Tres ecuaciones que resuelven para los coeficient es de rigidez:

kOi 275.4018 + 298.3466 ZCOi

k Ai 46.4924 + 932.0933 ZCAi

kc i 46.4924 + 932.09334 ZCCi



Balanceo Estático 61

Debido a la arquitectura que posee la plataforma espacial se considera que los contrapesos
deben ubicarse en los eslabones 2 y 4i , por lo tanto se sustituyen los datos siguientes para dejar
que las ecuaciones resuelvan para los nuevos centros de gravedad de dichos eslabones.

X C ii = -0.0120,
X C3i = 0.0120,
YC1 i = 0.0413 ,
YC3i = 0.0413,
ZC Oi = 0.0410 ,

Se obtiene la matriz de solución siguiente:

ZC 1i = O,
ZC 3i = O,
ZC Ai = 0.0562 ,
ZC Ci = 0.0562,
X C 2i = O

ZC2i = O

ZC 4i = O

XCCi = O

1.3304 + Y C2i = O

1.3304 + Y C4i = O

1.3304 + YC2i = O

3.1358 X 10- 18 + X C4i = O

k Ai = 98.882

kc i = 98.882

kQi = 287.653

(3.31)

Finalmente se determina un sistema de ecuaciones que se resuelve para los coeficientes de
rigidez de los resortes y determinan la ubicación de los cent ros de gravedad para los eslabones
correspondient es. Esta misma información es susti tuida en el análisis estático a desarrollar en
el capítulo siguiente y con ello es demostrado el balanceo estático de la plataforma espacial.

En el apéndice e, es desarrollado un nuevo análisis para las condiciones de balanceo.
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Capítulo 4

Análisis Estático

4.1. Introducción

El principio del trabajo virtual representa una poderosa herramienta para derivar
las ecuaciones estáticas y dinámicas de los sistemas de multicuerpos [31]. Establece
que si un cuerpo rígido está en equilibrio bajo la acción de varias fuerzas externas
y se le aplica un desplazamiento arbitrario a partir de la posición de equilibrio,
el trabajo realizado por las fuerzas externas durante el desplazamiento será cero.
El principio del trabajo virtual es desarrollado en este capítulo para demostrar el
equilibrio estático de las fuerzas externas que actúan sobre la plataforma espacial,
al sustituir los valores obtenidos en el balanceo estático.

4.2. El Principio del Trabajo Virtual

El principio del trabajo virtual [31], representa una gran herramienta para derivar ecuaciones
estáticas y dinámicas de sistemas de multicuerpos. A diferencia de la mecánica Newtoniana, el
principio del trabajo virtual no requiere considerar las fuerzas de restricción o de reacción, solo
requiere cantidades de trabajo escalar para definir las ecuaciones ecuaciones estáticas y dinámi­
cas. Este principio puede ser usado para derivar sistemáticamente un mínimo de ecuaciones de
movimiento de sistemas de multicuerpos mediante la eliminación de las fuerzas de restricción.
En el uso del principio de trabajo virtual, la importancia de los conceptos de desplazamiento
virtual y fuerzas generalizadas deben ser tomadas en cuenta y usadas para formular las fuerzas

62
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generalizadas de varios elementos de fuerza, tales como resortes, amortiguadores y fuerzas de 
fricción. El principio de t rabajo virtual puede ser usado para obtener un número de ecua­
ciones igual al número de grados de Ji bertad del sistema, de este modo provee un procedimiento 
sistemático para obtener la forma reducida de las ecuaciones de movimiento del sistema mecáni­
cO.El principio del trabajo virtual para un análisis dinámico 132J. es escrito para un sistema de 
cuerpos en la forma: 

donde: 

" I: {(F, - m¡aif óR.¡ + (M, - (I,w, + w, x Lw,) f ó<P.} = O 
i=1 

n-número de cuerpos. 

F i fuerza externa aplicada al cuerpo i. 

M i momento externo aplicado al cuerpo i. 

óR; - desplazamiento virtual traslacionaJ de] centro de 

masa del cuerpo. 

Ól.p¡ = desplazamiento virtual rotacional del cuerpo. 

(4.1) 

La ecuación anterior declara que un sistema de cuerpos lleva a cabo un movimiento tal, 
como para mantener la suma algebraica del trabajo virtual de todos los efectos de trabajo e 
inercia igual a cero. Las fuerzas que producen trabajos son todas las fuerzas aplicadas, incluso 
las fuerzas de fricción. Para el análisis estático la ec.(4.1) se define como: 

" I: {F; óR.¡ + Mi ó<p,} = O 
i=1 

4.2.1. Desplazamiento Virtual 
El desplazamiento virtual es definido como un desplazamiento infinitesimal que es compati­

ble con las restricciones cinemáticas impuestas al movimiento del sistema. Los desplazamientos 
virtuales son imaginarios en el sentido de que se asume que ocurren cuando el tiempo per­
manece fijo[31]. Esto es, que para el caso de la plataforma espacial la configuración de la misma 
depende solamente de sus juntas variables y no explícitamente del tiempo. Considere el ejemplo 
mostrado en la figura 4-1. El vector de posición para un punto arbitrario P sobre el cuerpo 
rígido i está dado por: 

R,. = R + R ,s(O) r, (4.2) 

donde R es el vector de posición de la base (XI, y¡, z¡) con respecto a la base ("o, Yo, Zo), r 2 
es el vector de posición del punto P con respecto a la base (X2. Y2, Z2 ) Y R z5 (O) es la matriz 
de transformación dada por: 

[

el! OSO] 
R ,s (O) = O 1 O 

-sO O el! 
(4.3) 
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Figura 4-1

o

Desplazamiento virtual
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donde () es el ángulo que define la orientación del cuerpo. Un cambio virtual en el vector de
posición del punto P de la ec.(4.2) es expresado como oRp y est á dado por:

donde:

(4.4)

[

-s() so O
ÓRz5 (19) = O O

- c() Ó() O

la eco(4.4) puede ser escrit a como:

c() ó() ]

-s~ so
~ cg ] so = éJR~~ (()) so
O - s ()

(4.5)

donde óR = O, ya que este vector no dep ende de variables de desplazamiento lineal o angular.

Las variables que generan despl azamiento son ()4i' ()7i' fJ7i , ()lOi' fJ lOi ' ()12i' ()14i , ()16i ' 1923i

Y ()29i . Por lo tanto, los desplazamientos virtuales solo exist irán para aquellos vectores que
dependen de estas variables. A continuación se definen las matrices de rotación y su respectivo
desplazamiento virtual, las cuales serán utilizadas posteriormente.

(4.6)
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Vista Frontal
Plano Yo-zo
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[ eO, - sOz nR z6(Oz ) sOz cOz
O O

8R z4(Ox)
aao

x
R z4(Ox) 80x

8Rz5 ( Oy)
a (4.7)ao R z5(Oy) 80y

y

8R z6(OJ
a

- ao
z
R z6(Oz) 80z

Figura 4-2 Vectores (a)
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aRz4(Ox) [~
O

-~X j- sOxe« cOx -sex

aRz5(Oy) [ -~8y O
~Y jO (4.8)oe, -cOy O -sOy

aRz6(Oz) [ -s8, -cOz

~joe, cOz -sOz
O O

Vista Frontal
Plano u:»:

o

Figura 4-3 Vectores (b)

Con ayuda de las figuras (4-2)-(4-4) se desarrolla la siguiente sumatoria, donde son rela­
cionadas todas las fuerza y torques que actúan en la plataforma espacial:
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63333

6W LL (Wjif 8RW j i +L (W Aif 6R w Ai +L (W Bif 8R w B i +L (Wcif 6Rw Ci +
j=Oi=l i=l i=l i=l

3 3 3

L (W Dif 8R w Di + (Wp)T 8R w p + L (F ROif 8R ROi + L (F RAif 8R R_4i +
i=l i=l i=l

3 3 3

L (FRCif 8R RCi + L (T1i)T so; + L (T3J T 883i (4.9)
i=l i=l i=l

w .
Ot

-_.5..--+--t-t-R
R A i

F R . RA~RCi oz •

Figura 4-4 Vectores (e)

donde:

W ji Peso del eslabón j de la cadena i

W Ai - Peso del eslabón A de la cadena i

W Bi Peso del eslabón B de la cadena i

W Ci Peso del eslabón e de la cadena i

W Di Peso del eslabón D de la cadena i
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W p

F ROi

F R Ai

F R e i

Tli

T 3i

Peso de la plataforma móvil

- Fuerza en el resorte del eslabón °de la cadena i

Fuerza en el resorte del eslabón A de la cadena i

Fuerza en el resorte del eslabón e de la cadena i

Torque en la barra 1 de la cadena i

Torque en la barra 3 de la cadena i
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4.3. D esplazam iento Virtual de los Vectores

Con base en el ejemplo desarrollado en la sección desplazamiento virtual, es como son
determinados los desplazamientos virtuales para la ec.(4.9) los cuales son desarrollados en el
orden que aparecen en esta ecuación , comenzando por la siguiente suma:

(4.10)

5 3

LL (Wji)T óR W j i

j =O i=l

3 3 3

L (Woif óRW Oi +L (Wlif óR W li +L (W2i)T ÓRW 2i +
j =l i= l i= l

3 3 3

L (w3if ÓRW 3i +L (W4i f ÓR W 4i +L (W5i)T ÓRW 5i +
i=l i= l i=l

3 3

L (WAi f ÓRW Ai +L (W Bif ÓR W B i

i=l i=l

4 .3.1. Desplazamiento V irtual del Vector R W Oi

(4.11)

donde:

rd2i [d2i , 0, of
rd3i [0, 0, d3if

rwo. [X COi , Y COi , ZCOi]T

R d2i R z6(Ó1i ) r d2i

R d3i R z6(Óli)rd3i

R~Oi - R z6(Ó1;) R z5 ( - 04;) r WOi
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el desplazamiento virtual para la eco(4.11) es:
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óRW Oi ÓR ;VOi

R z6(ÓIi) b R z5 ( -04i) rWOi

V Ii r W Oi b 0 4i (4.12)

4.3.2. · Desplazamiento Virtual del Vector RW 1i

R W Ii = R d2i + R d3i + R d5i + R d6i +R~li

donde:

rd5i [O, 0, d5i f

r d6i [- d6i , 0, of
r W Ii - [X C I i , YCIi , z C li f

R d5i R z6(ÓIi) R z5(- 84i) r d5i

R d6i R z6(ÓIi) R z5(-04i ) r d6i

R~VI i R z6(ÓId R z5( - 0 4i) R z4(8 7i) r W Ii

el desplazamiento virtual para la ec.(4.13) es:

donde:

ÓR d5i R z6(ÓIi) óRz5( - 0 4i ) r d5i

- VIi r d5i ó84i

ÓR d6i R z6(Óli) bRz5(-84d r d6i

VI i r d6i se;

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

-R 'O Cli R z6(bli ) b R z5( - 84d R z4(87i) r CIi + R z6(ÓI¡) R z5(- 84¡) óRz4(87i) r CIi

V 2i r CIi Ó84i + V 3i r CIi Ó07i (4.17)

R z6(ÓIi ) ( 8~4i R Z5(-04i )) R z4(87i)

R z6(Óli) R z5( - 84i) ( 8~7i R Z4(87i))
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sustituyendo ecs.(4.15), (4.16) y (4.17) en (4.14)

U Ii rd5i Ó84i + U Ii rd6i Ó84i + U 2i rCIi Ó84i + U 3i rCIi Ó87i

(U 1i (r d5i + rd6i) + U 2i r C li) 684i + U 3i rC1i Ó87i

4.3.3. D esplazamiento Virtual del Vector R W 2i

donde:

rd8i [O , d8i , or
rd9i [-d9i 1 O, o r

rW2i [XC2i , YC2i , ZC2i r

R d8i R z6(Óli) R z5( - 84i) R z4(87i) rd8i

R d9i - R z6(Óli ) R z5( -84;) R z4(87i ) rd9i

R~2i R z6(Óli ) R z5( -84i) R z4(87i) R z4(8 1Oi) rW2i

R z6(Ó1i) R z5 ( -84i) R z4(87i + 8 1Oi) rW2i

el desplazamiento virt ual para la eco (4.19) es:

donde:

ÓR d8i R z6(Óli ) ÓRz5(- 84i) R z4(8 7i ) r d8i + R z6 (Ó1i) R z5( -84i) ÓRz4(87i ) r d8i

U 2i rd8i Ó84i + U 3i rd8i Ó87i

ÓRd9i R z6(Ó1i) ÓRz5( - 84i ) R z4(87i ) r d8i + R z6 (Ó1i) R z5( -84i) óRz4(87i) rd9i

U 2i r d9i Ó84i + U 3i rd9i se;
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(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)

-R'Ó W2i R z6 (e5 1i ) ÓRz5( -84i) R z4 (87i + 8 1Oi) r W2i + R z6(e51i) R z5( -84i ) e5Rz4 (87i + 8 1Oi) rW2i

U 4i rW2i 684i + U 5i rW2i (687i + e58 1Oi) (4.23)

R z 6 ( e5li ) (a~4i R z5 ( - 84i ) ) R z4 (87i + 81Oi )

R z6(Ó1i) R z5(-84i ) (a (8
7i

: 8
1Oi)R

z4 (87i + 810;))

sustituyendo ecs.(4.15), (4.16), (4.21), (4.22) y (4.23) en (4.20):
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bR w2i - U Ii r d5i 6éJ4i + U Ii r d6i b(J4i + U 2i r dSi b841 + U 3i rd8i bfJ7i + U 2i r d9j Ó84i + 
U3i r d9i 6éJ7i + U4i r W2i ÓfJ4i + US; r W2i (bfJ7i + bfJ10d 

- (U Ii (rd5' + r do; ) + U " (r dS' + r d9i) + U" rW" ) óO" + (U,,( r dS' + rdO') + 
U 5i r W2i) b87i + U Si r W2i b81O; (4.24) 

4.3.4. Desplazamiento Virtual del Vector RW3i 

RW3; = R d2i + R dli + R d5i + R :Wi + R~3i 

donde: 

R :rei = R zs(b 1i ) R zs ( -84i ) r~i 

R~V3i = R zs(b li ) R zs (-84i ) R~4(.B7¡) rW3i 

el desplazamiento virt ual para la ec.(4.25) es: 

donde: 

bRc3i = óRd5; + ÓR~6i + bR~V3; 

óR'd6' = R ,6(ÓIi) óR,,(-O,,) r;';, 
= U Ji r :rei MJ4i 

con base en la figura 1-3, se obtiene la relación siguiente: 

f3" (O" + 010,) - 2" 

= (3'" - 2" 

donde: 

el desplazamiento virtual para (i7i es: 

óf3;, = óO" + ÓOIO' 

Asf: 

óR;v" - R ,6(ÓIi) óR,,(-O,,) R ,. (f3,,) rIV3, + R '6(ÓIi) R ,,(-O,,) óR,.(f3,,) r1V3, 

(4.25) 

(4.26) 

(4.27) 

- U 6i rW3i Ó04i + U 7i rW3i b(j~i (4.28) 

U o; - R ,6(ÓIi) ( a~" R,,( - O .. )) R ,.(f3,,) 

U " = R ,6(ÓIi)R ,,( -O .. ) (a!;, R '4(f3,,) ) 
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sustituyendo ecs.(4.15), (4.27) y (4.28) en (4.26):

4.3.5. Desplazamiento Virtual del Vector R W 4i

R W 4i = R d2i + R d3i + R d5i +R~6i +R~i + R~9i + R~4i

con base en la figura 1-3, se obt iene la relación siguiente:

por otra parte al hacer la suma f37i + f3 lOi se tiene:

(87i + 8 10i - 2n ) + (2n - 8 1Oi )

87i

donde:

r~9i [d9i , O, Or
r W 4i [X G4i , YG4i, ZG4ir

R~8i R z6 ( Ó1i ) R z5 ( - 8 4i ) R z4 ( f37i ) rdSi

R~9i R z6 ( Ó1i ) R z5 ( - ()4i ) R z4 (f37J r~9i

R~4i R z6 (Óli ) R z5 ( - ()4i ) R z4 ( f37i + f3lOi) r W 4i

R z6 (Óli ) R z5 ( - ()4i ) R z4( ()7i ) r W 4i

el desplazamiento virt ual para la ec.(4.30) es:

donde:
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(4.29)

(4.30)

(4.31)

-R 'o d8i

-R 'o d9i

R z6(Ó1i ) ÓRz5 ( -84i ) R z4 ( f37i ) f dSi + R z6(Ó1i) R z5 ( - 84i ) ó R z4CB7i ) f dSi

- U 6i r dSi Ó8 4i + U 7i r dSi Óf3;i

U 6i f d8i Ó8 4i + U 7i f dSi (Ó87i + Ó8 1Oi ) (4.32)

R z6(Ó1i ) ÓRz5(-84i ) R z4(f37i ) f~i + R z6(Óli) R z5( - ()4i ) ÓRz4 (f37i ) f~9i

U 6i f~9i Ó8 4i + U 7i f~9i se;
U 6i f~9i Ó8 4i + U 7i r~9i (Ó87i + Ó8 1Oi ) (4.33)
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óR;"4i - R,,(ó¡;) ÓR'5( -O,;) R,,(O,;) rc,; + R,,(ó¡;) R '5( - O,;) óR ,,(O,;) rw,; 

U 2i f W4i Ó(}4; + U 3; fW4i Ó(}7i (4.34 ) 

sust ituyendo ecs.(4.15), (4.27), (4.32) , (4.33) y (4.34) en (4.31): 

ÓR IV4; = Vii f dSi Ó04i + U Ii f~6i Ó04i + U 6i f d8i 1504; + U 7i f dSi (1507; + Ó(}10i) + U 6i f~ 1504; + 
U 7i f :ni (b07i + ÓOlOi) + U 2; fW4i 1504; + U 3i f W4i Ó07i 

- (U Ii ( f dSi + f :rei) + V 6i ( f dS; + f~;) + U 2i fW4i) Ó(}4i + 
(U 7i (fdS; + f~i) + U 3i fW4i) Ó(}7i + U 7i (r dSi + r~¡) ÓOlOi (4.35) 

4.3 .6 . Desplazamiento Virtual del Vector RW5i 

donde: 

R WSi = R d2i + R dJi + RtSi + R d6i + Ras, + Rd9i + R dlli + R.i13i (4.36) 

f dll> [O, dlli , o( 
l'dI3; [d3i , O, of 

R dlli - R .. 6 (Óli) R zS ( - 04;) R z4 (07i + 010i) f dlli 

Rd13; R z6 (Ó li ) R zS ( - 04;) Rz 4 (07i + 010i) R z4 ( - 012i) f dl3i 

R z6 (Óli) R zs ( - 04¡) R z4 (07; + 010i) fdl 3; 

el desplazamiento virtual para la ec .(4 .36) es: 

ó R WSi = ÓRttsi + ó R d6i + ÓRtsi + óR d9i + óRt¡¡ i + ÓR dl3i (4.37) 

donde: 

óR dll ; R ,,(ó¡;)óR'5( -O,;)R" (O,; + OU);) r 'Ih + R,6( Ó¡;)R ,5( - O,;)óR" (O" + OU);) rd¡1i 
U 4i f dlli Ó(}4i + U Si f dlli (b87i + ó8 10i ) (4.38) 

óR.13; - R,6(Óli)óR '5( -o,;)R" (07; + OU);) rd!3; + R,,(ó¡;)R ,5( -O,;)óR" (O,; + 010;) rdl3; 

- U" rdlli óO,; + U 5; rd13; (óO,; + ÓOlO;) (4.39) 

sust ituyendo ec5.(4 .15), (4.16), (4.21), (4.22), (4.38) Y (4.39) en (4.37): 

ó R w s, = Uli f dSiÓ04i + U li r d6iÓ04i + U2if dS,Ó04i + U 3if dSiÓ07i + U 2i fd9iÓ04i + U 3; f d9ib87i + 
U 4i f dllió04i + U Sir dlli (1507; + óO lOi ) + U4i fd1 3iÓ8 4i + U Si f dl3i (ó07• + 15010;) 

- (U li ( f dSi + r d6i) + U 2i (r dai + r d9i) + U4i (rdlli + r d13i))Ó04i + (U3¡(f d8i + r d9i) + 
USi (rdlli + f dI3i))ó87i + (USi (r dlh + f d13i))ÓB lOi (4.40) 
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4.3.7. Desplazamiento Virtual del Vector R W Ai

R W Ai = R d20i + R d22i +R~Ai

donde:
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(Ec. 29)

r d20i

r d2li

r GW o4i

R d20i

R d22i

R~o4i

[d2Di , O, of
[O, O, d2 lif
[XGAi , YGAi, ZGAi f

R z6(Ó19i ) r d20i

R z6(Ó19i ) R z6( -Ó21i) rd2li

- R z6(Ó19¡) R z6( - Ó21i) R z5( - 823i) r W Ai

el desp lazamiento virtual para la ec.(Ec. 29) es:

ó R wo4i = óR~Ai

donde:

ÓR;VAi - R z6(Ó19i) R z6( -02li) ÓR z5( - 823i ) rWAi

- U Si r GW i Ó823i

USi = R z6(019i ) R z6(-021i) ( a~3i R z5(- 823i ) )

sustituyendo ec.(4.42) en (4.41):

4.3.8. Desplazamiento Virtual del Vector R W Bi

R w Bi = R d20i + R d22i + R d24i + dwBiU W Bi

donde (los puntos P3i Y P4i' con base en la figura 3-6):

rd24i [O , O, d24 i f

r p 3i [X s3i l - Y s3i, O]T

R d2i + R d3i + R d5i +R~6i + R p 3i

R d2üi + R d22i + R d24i

(4.41)

(4.42)

(4.43)

(4.44)

(4.45)

(4.46)

U W B i

R z6(Ó19i ) R z6( - Ó21i) R z5( -823i ) r d24i

1
-d (P3i - P 4i)

Bi

- R z6(01i ) R z5( - 84i ) R z4( ,87i) r p 3i
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el desplazamiento virtual para la eco (4.44) es

óRw Bi = ÓRd24i + dw Bi óU W Bi

donde:
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(4.47)

R z6 ( ÓI 9i ) R z6 ( - Ó2I i ) óRz5(-023i) rd24i

U Si r d24i Ó02 3i (4.48)

1
ÓUW Bi = -d (ÓP 3i - ÓP4i)

Bi

El desplazamiento virtual para la eco (4.45) es:

ÓP 3i = ÓRd5i + ÓR~i + ÓRp 3i

donde:

(4.49)

(4.50)

R z6 ( ÓId óRz5( -04i) R z4(JJ7i) rp3i + R z6 ( Óli ) R z5 ( - e 4i ) óRz4(JJ7i) rp3i

U 6i rp3i ó"e4i + U 7i rp3i (Óe7i + Óe IOi) (4.51)

sustituyendo ecs.(4.I5) , (4.27) y (4.51) en (4.50):

U I i rd5i Ó04i + U Ii r~6i Óe 4i + U 6i rp3i ó(J4i + U 7i rp3i ÓJJ~i

(U I i ( r d5i + r~6i) + U 6i rp3i)ó"e4i + U 7i rp3i (Óe7i + Óe lOi)

El desplazamiento virtual para la ec.(4.46) es:

(4.52)

ÓP4i

sustituyendo eco (4.52) y (4.53) en (4.49):

ÓRd24i

U Si r d24i Óe 23i (4.53)

ÓUW Bi = dI [(U Ii ( r d5i + r~6J + U 6i rp3i)Óe4i + U 7i rp3i (Óe7i + ÓelOi) - U Si rd24i Óe 23d
Bi

(4.54)

sustituyendo ec.(4.48) y (4.54) en (4.47):

ÓRW Bi = U Si rd24i Óe 23i +

dd
W Bi

[(U li ( r d5i + r~6i) + U 6i r p3dó04i + U 7i rp3i (Óe7i + Óe lOi) - U Si rd24i 15"823i }
Bi

(
dwBi ) dw Bi [( ( I ) ) - UI - d

Bi
U Si rd24i c5e23i + d

B i
U li rd5i + r d6i + U 6i rp3i Oe 4i + 7i r p 3i

(Óe7i + Óe lOi)] (4.55)
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4.3.9. Desplazamiento Virtual del Vector RWG; 

RWCi = Rd26i + R d28i + R~Ci 
donde: 

r d26i - [d,.;, 0, of 
r d28i [O, 0, d28;f 

r WCi [XeCi, yec;, ZeCir 

~6i R z6 (b25i) I"d26i 

R d28i - R z6 (b25i) R z6 (-ó27i) 1"d28i 

R~Ci - R z6 (Ó25i) Rz6 ( -Ó27i) R z5 ( - 629i ) r WCi 

el desplazamiento virtual para la ec.(4.56) es: 

ÓR\VCi - ÓR '\VCi 

R"(6,,,,) R ,,( -6,,;) 6R,,( -8,.,) r\Ve; 

U 9i r ¡.vCi ófh9i 

4.3.10. Desplazamiento Virtual del Vector Rwv; 

R WDi = R d26i + R d28i + Rd3o• + dlVDiUWDI 

donde (los puntos P1¡ y P2i , con base en la figura 3-7): 

r d30i - [O , 0, d30if 
I" Pli [-Xslí, - Ysli , O]T 

P Ii R d2i + Rd3i + R d5i + R d6i + R pli 

P 2i - R d26i + R d28i + R d30i 

Rd30i 

U IVDi 

el desplazamiento virtual para la ec.(4.59) es: 

óR W D¡ = óRd30i + dWOi bU IVDi 

76 

(4.56) 

( 4.57) 

(4.58) 

(4.59) 

(4.60) 

(4 .61 ) 

(4.62) 
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donde: 

8UWDi = 

R,,(ó,s;) R,,( -.127;) ÓR'5( -O".) r_ 

Ug¡ r d3(h 6829>, 

1 
-d (ÓP I; - óp ,.) 

v; 

el desplazamiento virtual para la ec.(4.60) es: 

óP li - ÓRctsi + óR.tt;¡ + óR pli 

óR pl; - R,, (ó,;) óR.5(-O,;) R .,(O,;) rpl;+ R,'(ÓI;) R .5(- 0,,) óR •• (O,;) r pl; 
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(4.63) 

(4.64) 

(4.65) 

- U 2i r pl-i Ó841 + U 3i r pli MJ7; (4.66) 

sustituyendo ecs.(4.15) . (4.16) y (4.66) en (4.65): 

óP t; - V h r d5i ó84; + Uli r d6i Ó(}4i + U 2i rpli Ó(}4i + U 31 r pli Ó07; 

(U h(rdSi + I"d6i) + U 2i r ph)ó04; + U 31 I" PIi Ó071 (4.67) 

el desplazamiento virtual para la ec.(4.61 ) es: 

óP 2i - óR d3{h 
- U !}¡ r d30i Ó0291 (4.68) 

sustit uyendo ec.(4.67) y (4.68) en (4.64): 

1 
óU W D • = -d [(UI;(rd5; + rdO;) + U,; r pl;)óO,. + U3; r p,; .lO,. - U9; rd3(); .1029;[ (4.69) 

v; 

sustituyendo ec.(4.63) y (4.69) en (4.62): 

_ (1 - d..d v; ) Uo; r"", 50". + d..v; [(U" (r,,,; + r.,;) + U,; r p,;)óO,; + U3; r p,; Mu} 
DI dI)¡ 

(4.70) 

4.3.11. D esplazamiento Virtual d el Vector R wp 

Rw p = RoM + RWM (4.71) 
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donde: 

RoM - Ix, y, z¡r 
RWM - R .,(Ib) R.,(O)R.,(4» r lVM 

el desplazamiento virtual para la ec.(4.71) es: 

oRw P = oRoM + oRIV M 

donde: 

oRoM - lox, oy , oz¡r 

78 

(4.72) 

(4.73) 

- (~ R.,( Ib )olb ) R.,(O)R.,( 4» r w M + R .,(Ib) ( ! R.,(O)OO) R,,(4))r w Al + R .,( lb) 

R.,(O) ( :4>R.,(q,)Oq,) rW AI (4 .74) 

sustituyendo ec.(4.73) y (4.74) en (4.72), 

oRIVP = oRoM + (~ R.,(Ib)olb ) R .,(O)R .,(.p) r IVM + R.,(Ib) ( ! R.,(O)OO) R.,(4))rwM + 

R.,( lb) R., (O) (:4> R,.(q,)o4> ) rw Al 

- ÓRoM+ U 1M rW M Ó1f; + V 2M rWM Ó()+ U 3M r WM óf/J (4.75) 

U 1M - (~R • .(,¡,)) R.,(O)R •• (q,) 

U 2M - R •• (Ib) (:OR.,(O)) R • .(q,) 

U3M - R .S(Ib )R.,(O) (:q, R •• (4)) ) 

4.3.12. Desplazamiento Virtual del Vector R ROi 

r POi - 10, 0, - d, .. f 

R nni R d2. + R d3i + R POi (4.76) 

R POi - R •• (Oli) R.,( - O,,) " POi 
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el desplazamiento virtual para la eco (4.76) es:

ÓRROi - ÓR p Oi

R z6(Ól i )óRz5( -B4i ) f POi

u , f p Oi Ó84i

4 .3.13. Desplazamiento Virtual del Vector RRAi

R d20i + R d22i + R P Ai

R z6(Ó19i) R z6( - Ó2li ) R z5(- 823i ) f p Ai

el desplazamiento virtual para la ec.(4.78) es:
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(4.77)

(4.78)

(4.79)

ÓR p A i

R z6(Ó19i ) R z6( -Ó2li) óR z5( - 823i ) f p Ai

V 8i fpA i Ó823i (4.80)

4.3.14. Desplazamiento Virtual del Vector R RCi

R d26i + R d28i + R p Ci

R z6(Ó25i) R z6( -Ó27i) R z5(-829i) r PCi

el desplazamiento virtual para la eco(4.81) es:

(4.81)

6R p Ci

R z6(<>25i ) R z6( -Ó27i) ÓR z5( -829i ) t rci

V 9i f PCi Ó829i (4.82)

4.3.15. Desplazamiento Virtual para los Torques
Los desplazamientos virtuales están asociados al vector de velocidad angular de la siguiente

manera [33]:

n

M)

(4.83)

ESTA TESIS NO SAl..}.
OE lA BIBlIOTECA
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donde q son las coordenadas generalizadas. Obteniendo el desplazamiento virtual de Wli: 

Wli - (Wli X7;:) 

• 
- ()7i X7i 

• 
- ()7i (R" (ÓIi) R,s (-O,,) Xo) 

Ó()li 
8w¡¡ Ó 8W li c5 - - . - q¡ + - .- '12 
&q¡ &q, 

(4.84) 

(4.85) 

• 
f3" (R,,(ó¡;)R ,,( - O,,) xo) 

{J7i - (O" + 010;) - 21T 
• 
f37i - (

d07; dOlO; ) -+--
dt dt 

-

Ó()3i -

(4.86) 

4.4. Expresión para el Trabajo Virtual 

El primer paso es desarrollar la ec.( 4.9) Para después sustituir los desplazamientos virtuales 
obtenidos en la sección anterior. Ec. (4.9) es igual a: 
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3 3 3 3

óW L (Wüif ÓR WOi +L (W1if ÓR W1i+ L (W2if bR w 2i + L (W 3if bRw 3i +
j=1 i=1 i=1 i=1
333 3

¿ (W 4if ÓR W4i + ¿ (W 5i )T bR w 5i +L (WAi f bRw Ai + ¿ (W Bi f bR w Bi +
i=1 i=1 i=1 i=1
3 3 3

¿ (WCdT bRw Ci + ¿ (WDif bR w Di + (Wpf bRw p +¿ (FRüif bRRüi +
i=1 i=1 i=1
3 3 3 3

L (FRAi)T bR RAi + L (FRCi)T bR RCi + ¿ (Tlif MJ1i + ¿ (T 3if MJ3i
i=1 i=1 i=1 i=1

(4.87)

sustituyendo ecs.(4.12), (4.18), (4.24), (4.29), (4.35), (4.40), (4.43), (4.55), (4.58), (4.70),
(4.75), (4.77), (4.80), (4.82), (4.85) y (4.86) en (4.87):

3

c51V = ¿ (Wüif (VIi r Wüi Ó84i) +
i=l

3

¿ (W 1if ((V 1i( rd5i + r d6i) + U 2i r Wli )<504i + V 3i r Wli <507i) +
;=1

3

¿ (W 2i )T [(V 1i (r d5i + r d6i ) + V 2i (rd8i + r d9i) + V 4i r W2i) b84i + (V 3i( rd8i + r d9i) +
i=l
V 5i r W2i )Ó87i + V 5i r W2i Ó81Oi] +

3

¿ (W 3if ((V 1i( rd5i + r~6i) + U 6i rW3i)<504i + V 7i r W3i tse; + ó81Od ) +
i=l

3

¿ (W 4i )T [(VI i (rd5i + r~6i ) + V 6i (rd8i + r~9i ) + V 2i r W4d Ó84i + (V 7i (rd8i + r~9;) +
i=l

V 3i r W4i )<507i + V 7i (rd8i + r~9i ) Ó81Oi] +
3

¿ (W 5if [(V Ii (rd5i + rd6i) + V 2i (rd8i + r d9i) + V 4i (r dlli + r dI3i)) Ó84i + (V3i
i=l

(rdSi + r d9i) + V 5i (rdlli + r d13;) ) <587i + V 5i (rdlli + r dl3i) <581Oi] +
3

¿ (WAif (USi rWAi Ó823i) +
i=1

3

¿ (W Bif [(1 - d~VBi ) V 8i r d24i <5023i +
i=l Bl

dd
WBi

((V 1i( rd5i + r~6;) + V 6i r p3i )b84i + V 7i rp3i (Ó87i + b81Oi))]+
B i
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3 

¿ (W c;)T (V .. rWC; M29;) + 
i=1 

3 

'" T ( dWo;) dwD; ;S' (W 0;) [ 1 - dI); Vo; r .no; 80,.,; + dI); ((V I;(r d5; + r dij;) + V ,; r PI;)M,; + 

U 3i rpli Ó07i)] + 
(W p¡T 8RoM + 
(W p¡T (V IM rIV M 8'¡' + V 'M r WAI 80 + U 3M rWAI 81» + 

3 

¿ (FJlj);)T (VI; r PQ; 80,;) + 

3 

¿ (FRA;¡T (Ua; r pA; 8023;) + 
i=1 

3 

¿ (FRC;)T (Uo; r pc; 80,.,;) + 
;=1 

3 

¿ (TI; x ,;¡T (x" 80,,) + 
i=1 

3 

¿ (T3; x;f (x;, (88,; + 8810,)) 

1= 1 

Agrupando en función de los desplazamientos virtuales de las juntas de la PE: 

3 

8W ~ ¿[( (W of (V .. r IVo,) + 
1=1 

T (W1¡) (U 1i(rdSi + rd6¡) + U 2i r\.VIi) + 
(W 2if (U 1i (rdSi + rd6i) + U2i (rda' + rd9i) + U4i rW2i) + 
(W3if (U 1i (rd51 + r:roi) + U6• rW3i) + 
(W 4if (U Ii (rdSi + r:roJ + U6i (rdSi + r~J + U 2i rlV4i) + 
(Wsif (U Ii (rdSi + rd6i) + U2i (rdai + ra9¡) + U 4i (rdlli + rO:I3i)) + 

(W s;¡T ( d~:~; (U., ( r d5; + r:",) + Uo; r n ;)) + 

T ( dIVO; ) (W 1);) do; (UI;(rd5; + r",,) + V " rpl;) + 

(FRQi¡TV .. rPQ; ) M,,+ 

(4.88) 
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donde: 

«W,.f (U,; r w,;) + 
(W,;{ (U" r IV';) + 
(W 4;)T (U 7; (rdl» + rdO;» + 
(W ,;)T (U,. (r dll; + r dl3;» + 

)T(dIVm )8 (W Si d
Bi 

U 71 [" P3i 6 101' + 

«W C;)T (U o; r lVc.) + 
T( dIVO; ) (W 0;) I - d

D
; U9; r "", + 

(FRC;{ (U o; r pc;» 8829;] + 

(W pf óRo,,+ 
(W p)T(U IM r lV") 8.p+ 

(W p)T(U 'M r IV"') 88+ 

(W pf(U'M r IVAl) 8<p+ , , 
¿ T" 887; + ¿T,; (88,. + 8810;) 

-=1 i=l 

(X7;{ (X7.) 1 

(x~.{ (x;;) - 1 

83 

(4.89) 
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quedando finalmente:

84

3

b"VV = ¿[h1i 604i + h2i 607i + h3i 6010i + h4i 6023i + hSi 6029i]+ h6i 67j; + h7i 60 + h8i be/> +
i=l

donde:

3 3

(Wp)T 6RoM + ¿TIi 607i + ¿T3i (607i + 601Oi)
i =1 i=1

tvu - (Woif (U1i rWOi) +
(W1if (U1i(rdSi+ rd6i) + U 2i rWli) +
(W2if (U1i(rdSi + rd6i ) + U 2i (rd8i + rd9i) + U 4i rW2i) +
(W3if (U Ii(rd5i + r~6J + U 6i rW3i) +
(W4if (UIi (rd5i + r~6i) + U 6i (rd8i + r~9i) + U 2i rW4i) +
(Wsif (U Ii (rd5i + rd6i) + U 2i (rd8i+ rd9i) + U 4i (rdlli + rdI3i)) +

(WBif (d::~i(Uli(rd5i +r~6i) + U 6i r p3i)) +

(WDif (d~~i (U 1i(rd5i + rd6i) + U 2i r p1i)) +

(F ROif U 1i r POi

h2i (WIi)TU 3i rWli +
(W2if (U 3i(rd8i + rd9i) + U Si rW2i) +
(W3if (U7i rW3i) +
(W4if (U7i (rd8i + r~9i) + U 3i rW4i) +
(W5if (U3i (rd8i + rd9) + USi (rdlli + rdI3i)) +

(WBif (d~:~i U 7i r p3i) +

(WDif (d~:~i U 3i r P li )

h3i (W2i)T (USi rW2i) +
(W3i)T (U 7i rW3i) +
(W4if (U7i (rd8i + r~9i)) +
(WsifUSi (rdlli + rd13i) +

(WBif (dV¿~i U 7i r p3i)

(4.90)
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h5i - (W Ci{ (U9i r W Ci ) +

( )T ( dWDi )W Di 1 - d
Di

U9i r d30i +

(FRCi { (U9i r p Ci )

17,6 - (W p)T(U 1M r W M )

85

17,8

3

L [h 1i l h2i , b« . i-: h5i ]

i=l

Ó04i

Ó07i

Ó010i +
Ó023i

Ó0 29i

+

ó071

Ó071 + Ó0101

óOn
se.; + Ó0102

óOn
ó873 + Ó8103

(4.91)

finalm ente la expresión que define el trabajo virtual para la PE es:

3

ÓW = Lhai Óri + h, Óp + T Ós

i=l

(4.92)
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donde:

h ai [ h1i , h2i , h3i , h4i , h5i ]

h b [ W p , h6 , h7 , h8 ]

T [ Tu , T31 , T12 , T32 , T13 , T33 ]

Óe4i
Óx so.;

se; Óy Óen + óBI01

Óri óBIOi Óp=
Óz

Ós=
Óen

Óe23i
Ó1/; Óen + ÓeI02

Ó()29 i
Óe óB73

ó4> Óen + Óe1ü3

Como se puede ver en la ec.(4.92) para tener complet a toda la información que agrupa esta
expres ión, es necesario determinar los desplazamientos virtuales para los ángulos que requiere,
para ello haremos uso de la siguiente definición [33]:

6 ae
se = L -. Óqj (4.93)

j=l aqj

donde ql = X , q2 = y, q3 = Z, q4 = 1/;, q 5 = e y q6 = 4>. Por lo tanto para determinar el
desplazamiento virtual de un ángulo, hay que obtener la derivada parcial de la velocidad del
mismo con respecto a la variable q. Así que serán usadas las expresiones obtenidas en el análisis
de velocidad para cada ángulo, ecs.(2 .51), (2.57) , (2.55), (2.78) Y (2.86) respectivamente:

1
(

• • .)• • •-- K 1i x + K2i y+ K3i Z + K4i 1/;+ K5i e+ K6i 4> .
C2i

1 • • • • • •
-G G7i x + G8i y+ G9i Z + GIOi 1/;+ GIl i e+ G12i 4>

6i

1 ( . • • • • .)G
18i

G19i x + G2üi y+ G21i Z + G22i 1/;+ G23i e+ G24i 4>
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• 
aplicando definición (4.93), para O,;: 

• • • • • • ao,;, ao,;, ao", ao,; './, ao,; 'O DO,;,~ 
- oX + - ay + - az + - a'/' + - a + - a '/' 
ax ay a; a~ aÍ; a~ 

(4.94) 

por lo tanto el desplazamiento virtual para los ángulos restantes queda como: 

1 
-- (K¡; OX + K,; oy + K,; OZ + K4; 01/1 + K5; 00 + K,; oq,) (4.95) 

C2i 
M17i 

00". 

Ó823i 
1 

G,; (G,;ox + G,;oy + G"oz + G1o;o1/1+ GIhOB + GI2ioq,) (4.97) 

Ó029i -
1 

-G (G I9 ;OX + G,o;oy + G'liOZ + G,,;o1/1 + G,,;oO + G,.;óq,) (4.98) 
lSi 

además: 

donde: 

4.5. Determinación del Equilibrio Estático 

Todos los desplazamientos virtuales del sistema han sido determinados, por lo tanto la 
expresión final para el trabajo virtual es construida. La cual se resuelve para la magnitud de 
los torques (T ). 

Al sustituir todos los datos físicos de la plataforma y condiciones obtenidas del balanceo 
estático dentro de esta expresión final determinan que las fuerzas externas que actúan sobre 
la plataforma espacial están en equili brio estático y con ello es demostrada la veracidad de los 
datos obtenidos en el capítulo 3. 
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Se tiene lo siguiente:

ÓB4i
Ó87i

Óri Ó810i
Ó823i
Ó829i

F1i S» + F2i Óy + F3i Óz + F4i Ó'lj; + F5i Ó8 + F6i ÓcjJ

-~(Kli Óx + K 2i Óy + K 3i Óz + K 4i Ó'lj; + K 5i se + K 6i ÓcjJ)
C2i

J1i Óx + J2i Óy + J3i s, + J4i Ó'lj; + J5i 58 + J6i ÓcjJ

_1_(G7i Óx + GSiÓy + G9i ÓZ + G10iÓ'lj; + G l1iÓ8 + G 12iÓcjJ)
G6i
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donde:

F1i F2i F3i F4i F5i F6i
K 1i K 2i K 3i K 4i K 5i K 6i

C2i C2i C2i C2i C2i C2i

M e1i
J1i h i J3i J4i J5i J6i
G7i G8i G9i GlOi Glli G12i
- - - -- -- --
G6i G6i G6i G6i G6i G6i
G19i G2üi G21i G22i G23i G24i
- - -- -- -- -- --
G18i G18i G18i G18i G18i G18i

Óx
Óy

Óp
Óz
ó1j;
be
ÓcjJ

Además se tiene lo siguiente:

Ós =



finalmente:

[1 Ó8 = M e2 Óp ~ (4.101)

donde:

K ll K 21 K 31 K41 K 51 K61

C21 C21 C21 C21 C21 C21
511 521 531 541 551 561
K 12 K 22 K 32 K 42 K 52 K 62

M e2 = C22 C22 C22 C22 C22 C22
512 522 532 542 552 562
K 13 K 23 K33 K43 K 53 K63

C23 C23 C23 C23 C23 C23
513 523 533 543 553 563
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Óp=

sustituyendo ec.(4.100) y (4.101) en (4.92)

3

ÓW = ¿ h aí M elí Óp + h, Óp + T M e2 Óp = °
í=l

ya que Óp -=1= 0, se tiene:

3

¿hai M e li + h, + T M e2 = O
í=l

resolviendo para T:

T Me' (M,,)-l - (t,hOi M di + hb) (M,,) -l

T = - (th"i M 'li + hb) (M,,)-l

finalmente el torque T queda expresado por

Se tienen las siguientes definiciones:

(4.102)

(4.103)

(4.104)

Wj i

W Aí

~VBí

WCí

W D i

vVp

[0, 0,

[0, 0,

[0, 0,

[0, 0,

[0, 0,

[0, 0,

- m ·· g]T- J l

- mAi gr
_ mBí g]T

- mCl gr
- m». gr-mpgr

(4.105)

(4.106)

(4.107)

(4.108)

(4.109)

(4.110)

Con base en la figura 4-4, es posible deducir lo siguiente:
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4.5.1. Vector F ROi : 

F ROi - fROi U R" 
- ko¡(eI -e;) U ROi 

- ko; (el) U no; 

- (ko; eo;) Uno; 

Uno; 
(Ro; - R no;) 

-
eo, 

F RO¡ 
(Ro; - R RO;) 

- (k .. eo;) 
eo; 

ko; (Ro; - R no;) (4.1ll) 

donde: 

Ro; - Ix .. , !Jo, , Zo;( 
R RO; - R,n; + RdJ, + R po; 

4.5.2. Vector F RA, : 

FRAt - IRAt U RAl 

- (kA1 eAi) U RA; 

V RA1 
(R A, - R R.';) 

-
eA; 

FRA; - kA; (RAi - R Rth) (4.112) 

donde: 

R Aí - [XAi. YA" ZAif 

R RAi - Rd2(), + R d221 + R pA1 

4.5.3. Vector F Re,: 

F RC1 - ¡Re. U Rei 

- (kc, ec;) URC; 

U RC; 
(R .. c; - R RC.) 

eco 
F Reí - kCi (Rei - RRCi) 
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donde:

[XCi , Y Ci , ZCi ]T

R d26i + R d28i + R p Ci

93

A continuación son mostrados los datos sustituidos en la formulación del método del t ra­
bajo virtual.

Anaiisis Estático.nb

:" ! <· ~i: ~ Off(General : : 'spell"),

611 = O;

6 12 .:: 120. D..egree ;

6 13 ::: 240 .. J>egr e e ;

d21 = d22 = d23 = 2 0 0 ! 1000 ;

d31 = d32 = d3 3 = 5 5 ! 1 0 00 ,

d51 = d 52 = d 53 = lOO! 1000 ;

d 6 1 = d 62 = d63 = 8 .ti5 / 1000 ;

dB l = d82 = d8 3 = 0 .15 ,

d 'H = d92 = d 9 3 = 1 7. 7/ 1 0 0 0 ;

d l ll = dl12 = dl13 = 0 .1 5 ,

d 1 3 1 = d132 = d133 = 2 6 . 3 5 ¡ 1000 ,

d 1 5 1 = d152 = dl53 = 60. B75 ! 1 000 ;

d22 1 = d22 2 = d22 3 = -0 .03466191 8 631715 96:

d2U = d242 = d2 43 = 0 .16468154440J. 9577 9 ;

d201 = d202 = d203 = 280 i 1 0 00,

d 2 6 1 = d2 62 = d263 = 120 / 1000:

d281 = d28 2 = d283 = -0 .034661':01663171596;

d 3 0 1 = d 3 0 2 = d303 = 0.164681544401 9577 9 :

dB l = dB2 = dB3 = 0 .1395299046141606;

dDl = dD 2 = dD3 = 0 .1395299046141606 :

yPl l = y P12 = yP1 3 = 7 0 / 1 0 0 0 ,

yP31 = y P32 = yP33 = 7 0 / 1 0 0 0 ,

xP11 = xP12 = xP13 = 27 .7 J 1000 ;

xP3 1 = x p 32 = x P33 = 2 7 . 7 J 1000 ;

1371 = (e71 • e 101) - 2 . Pi ;

1372 = (e72 - e1 02) - :2 . Pi ;

/37 3 = (673 -610 3) - 2 . Pi ;

6 171::: o:
6172 ::: 120 .. Deq-ree ;

6 17 3 -= 24 0 . Degree :

6191 =0,

61 92::: 120" D~ee;

6 193 = 240. Degree ;

6 2 11 = 6212 = 6213 = O,

62 51= 0 ;

6 2 5 2 ::: 120 .. Degree ;

6253::: 2 4 0 . Degree ;

6271 = 6 2 7 2 = 6273 = O;

d 1 8 1 = d182 = dl83 = 200! 1000 ;

Datosl:::: {

grav -+ 9 .81,
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mOl --> 0 .17031000997 , m02 --> 0 .17031000997, m03 --> 0. 1 7031000997,

m11 --> 0.17295 7214 2 2, m12 --> 0 .17295721422 , m13 --> 0 . 1 7295 7 2 142 2,

m21 --> 0 .11278087 1 10, m22 --> 0. 1 1 2 7 808 7 110 , m23 --> 0 . 1 127 8087 1 10,

m31 --> 0. 172 9 5 7 21 4 2 2 , m32 --> 0 .17295721422, m33 --> 0. 1 7 2957 2 1 422,

m41 --> 0. 1 1 27 808 7 1 10, m42 --> 0 .11278087110, m43 --> 0 . 112 78087 1 10 ,

m51 --> 0 . 07598201246 , m52 --> 0. 0 7598201246, m5 3 --> 0.07598201 246.

mAl --> 0. 2 1 5 2 3 6 60 5 9 2 , mA2 --> 0 .21 523660592, mJ\.3 --> 0 . 2 152 3 660 5 9 2,

mBl --> 0 . 13037270907, mB2 --> 0 . 130372 7090 7 , mB3 --> 0. 1 303 7 2 70 907,

mCl --> 0 . 2 1 523660592 , mC2 --> 0 . 2 1523660592, mC3 --> 0 . 2 1 5 23 6605 92 ,

mDl --> 0 . 1 3 037 2 7 0907, mD2 --> 0. 13037270907 , mD3 --> 0.130 3 7 2 7 0907,

xGOl--> O. x G02 --> O, x G0 3--> O,

yG Ol -> O, yG0 2 --> O, y G0 3 --> O,

2:G01 ..., 0 .041 06351 4 75, 2:G02 --> 0 .041063514 75, z G03 -> 0.041063 5 1 4 7 5,

xGll-> - 0 . 0 1 202047 5 37 , x G12-> - 0 . 0 1 2 0 2 0 47 5 37 , x G1 3--> - 0. 012 02 047 5 37 ,

yG1 1..., O . 0 4133159593. ~lG12 -> 0 .04133159593 , yG13 -+ 0.04133159593 ,

zGll -> O, z G1 2--> O , zG13-> O,

xG 21-+ O, x G22 -+ O, x G2 3 -> O,

yG2 1-> - 1. 3 3 04 1 64 02 3 8 6 8 3 6 1 ,

yG22 -> -1. 3 3 0 41 6 4 0 2 3 8 6 8 3 61 , yG23 --> -1.330416 4023868361 ,

zG2 1 ..., O, z G2 2 --> O, zG23 --> O,

xG3 1 -> 0.01 20204 7537, xG32 --> 0 .01202041531 , xG33 --> 0 .01 2 0204 7 537,

yG31 --> 0 .04133159593, yG32 --> 0 . 0 4 1 3 31 5 9 5 9 3. yG33 -> 0 .0 4133159593 ,

zG31-> O, zG32 --> 0 , z G3 3 --> O.

x G41 -+ O, x G4 2 --> O, x G4 3 --> 0),

yG41 -> -1. 33041 6 402 3868361,

yG42 -+ - 1. 330416 4023868361, y G43 --> - 1 .3304 16 4023868361.

z G4·1 .... O , z G4 2 --> O, zG43 --> O.

x G51 --> O, x G5 2 --> 0, xG53 --> O,

yG5 1 --> O. y G5 2 --> O, yG53 --> O.

zG5 1 .... O. zG52 --> 0 , zG53 --> O.

x GA1 ..., O, x GA2 --> O , xGA3 -> O,

yGAl -> O, yGA2 --> 0 , yGA3 --> O.

z GA1--> 0. 05620634017, zGA2 --> 0 .056206 34017, zGA3 --> 0 . 0 5 62 063 4 0 17 ,

x GC1 -> O, x GC2 -+ O, xGC3 --> O .

yGC1 --> O, y GC2 --> O, yGC3 --> O,

z GCl 0 .0562063 4017, zGC2 --> 0.05620634017, zGC3 --> 0.0562 0 6 3 401 7,

x sl1 27 .1 / 1 0 0 0 , x s 1 2 --> 2 1 . 7 ,110 0 0 , x s 1 3 --> 2 7 . 7/ 1000,

ysl 1 7 0 /1 0 0 0 , ys1 2 ..., 7 0 ! 1000 , ys13 --> 10 /1000.

x s 31-> 2 7 . 7 / 1 0 0 0 , x s 3 2 ... 27 .7 /1 0 0 0, xs33--> 2 7.1 /1000 ,

ys3 1 '" 10 ¡ 1 0 0 0 , ys32 --> 7 0 ! 1000, ys33 ... 7 0 /1000 .

ds01 4 0 / 1 0 0 0, ds02 ... 40/1000 , d 503--> 4 0 / 1000,

dsAl 45 /10 0 0 , dsA2 --> 45 /1 000, dsA3 --> 4 5 i 1000,

dsC1 45 ¡ 1000 , dsG2 ... 4 5 / 1 0 0 0 , d5C3 .... 4 5 /1000 .

:nP --> 2 . 3 8 2902925 1 5,

xGM ... O ,

yGM --> O ,

z GM'" - 0. 0 6 0 8 7 4 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 ,

x 1P1 -> 27 .7 /1000, x l P2 -+ 2 1 .7 ¡ 1000, xl P 3 ... 21 .1 /1 0 0 0 ,

5 1 1 --> 7 0 /1 0 0 0 , s12 -+ 7 0 / 1 0 0 0 , 5 13 '" 70 ¡ 1000 ,

5 31 --> 7 0 i 1000 , :932 ... 7 0 /10 0 0 , 533 .... 10/1000 ,

dGBl .... 0 .0 6975900298, d GB2 ... 0 .069759002 98 , d GB3 ... 0 .0697 5900298 ,
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dGDl ~ 0 .06975900296, dGD2 ~ 0. 0 6 9 1 59002 98. d GD3 ~ 0 .06975900298 ,

1 1
xOl ~ 2 00 /10 0 0. x02 ~ - - , x 0 3 ~ - - ,

1 0 10
r-:

... 3 ... 3
yOl ~ O, y02 ~ 10 ' y 03 -+ -10 '

11 1 7
zO l-+ - 8 5 íl OOO. z O?- --. z03~--.

2 0 0 200
kOl -+ 2 6 1 . 6530 2 8 75737 495 . k 02 ~ 28 7 .653028757 3 7 4 95, k 03 ... 287.65302875137495.

kAl'" 9 B . 8 B1 95 4 2 769 7 7 32. ltA2 ~ 98. 881 95427 691732, kA3 98 .88195427697732 ,

k Cl .. 9 8 .68195 4 2 7 6 9 7 7 3 2 , ;,;C2 ~ 98.8819542 7697 7 3 2 , kC3 9 8. 8 8 1 9 5 4 27 6 9 7 7 3 2,

7 7
JeAl .. 2 6 0 /1000 . y.A2 ~ - - - , xA3-+ - - ,

5 0 SO

7 -{3 7-{3
yAl ... O. yA2 ... -so-' yA3 ... - -so- .

1 7 17
z-l),.1-+ - 8 5 / 10 0 0 . zA.2_ - - , zA3 ... - - ,

200 2 0 0
3 3

xC1 ... 120 /1000 . x C2 .. - -- , xC3 .. - - ,
50 SO

3 -{3 3 -{3
YCl'" O. YC2 .. -so-' y C3 ... -"'"50 '

11 17
z Cl ~ - 13 5 / 1 0 0 0 , z c 2 -... - - . z C3 --+ - - .

2 0 0 200
d 211 ~ - 0.0 34661 91 8 6 3 17159 6 .

d2 1 2 ~ -0 . 03466191 8831 71 596. d2 13 ~ - 0. 0 3 46 6191863171596

} ;

3

95

De la figura 4-5 se puede deducir que la magnitud de los torques requeridos para mantener
el equilibrio estático de la plataforma espacial es casi cero, cuando está recorre la trayectoria
descrita en el Apéndice B en un tiempo de 10 seg. Al ya estar balanceada estáticamente la
plataforma.

0,001

0.0005
.­-

o

- 0.0005

I

4 6
t (seg)

8 10

Figu ra 4-5 Equilibrio estático
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A continuación se muestra la figura 4-6, que describe el comportamiento de los torques TI
y T 3 de la plataforma espacial, al recorrer la trayectoria descr ita en el Apéndice B. La línea
negra corresponde T ll y T 31 , la línea punteada a T I 2 y T 32 Y la línea gris a T I 3 y T 33 .

o

- 5 ><1(r 7

" ~ • • " . .•• .
1,..,/ ,,·,/··..·

"~'>.<.
.

• •V _ -=.,. ..-"''''",<. '""" .~~" ' ~"'.' ~..-
• • •

'0""" ,;,.,•..• 4-

•
"'c i "'~ ".,, <.

'l'
~'t-_p4U:

~-
••-_0,. ••>,,",,

~~~. •
'<, •.<, V~'~

'" ""'. ..:;!"/

•

.. • • • • •• .,

6

t. (seg)

Figura 4-6 Torq ues

8 10

Como se puede ver en las figuras 4-5 y 4-6 los valores para los torques pueden ser
considerados como cero, los datos obtenidos del balanceo est át ico permiten equilibrar las fuerzas
externas que actúan sobre la plataforma espacial, logrando con ello que el centro global de masa
del sistema permanezca fijo para cualquier configuración posible de la misma.



Conclusiones

El problema cinemático inverso para la plataforma espacial es resuelto en el capítulo
2, mediante el uso de matrices de transformación homogéneas. Obteniendo posición
y velocidad por medio de expresiones cerradas.

La arquitectura original de la plataforma espacial es modificada, esto es desarrollado
en la sección 2.4. Mecanismo Adicional.

Dichas modificaciones permiten que los parámetros que forman la energía potencial
total del sistema, al ser agrupados en función de los ángulos que varían con respecto
al tiempo, originen un sistema de ecuaciones para el balanceo estático, posible de
satisfacer.

Al resolver tales ecuaciones son obtenidos valores de centros de gravedad, masa y
coeficientes de rigidez.

El equilibrio estático de las fuerzas externas que actúan sobre la plataforma espacial,
es demostrado al sustituir los datos físicos de la plataforma junto con los valores
obtenidos en el balanceo estático en la expresión del trabajo virtual del sistema. Lo
cual es más evidente al ver la gráfica en la figura 4-5.

Con la certeza de que este sistema de ecuaciones resuelve satisfactoriamente para
el balanceo estático de la plataforma espacial, es como en el Apéndice C
es desarrollado un nuevo análisis de los parámetros involucrados en el balanceo
estático y con ello se presenta una posible arquitectura para la plataforma espacial
balanceada estáticamente.

Por lo tanto es posible concluir que la arquitectura que finalmente se muestra aquí,
no requiere de alguna fuerza externa para mantener su equilibrio estático con
respectó a una orientación en particular.
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Ecuación Trascendental

Considerando la ecuación:

se t iene:

ACI/J + B s'I/J = e (A.l)

A B e
----,=::;;==:::::;:::::::;; c'l/J + s'I/J = (A.2)
y' A2 + B 2 J A2 + B 2 J A2 + B2

por lo tanto, considerando el triángulo rectángulo mostrado en la figura A-lse tiene:

B

A

Figura A-l

c8

s8

siendo s

A

J A2 + B 2
seno, e = coseno

(A .3)

(AA)

98
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de donde:

C(1/J - Ó) CE

C(1/J - Ó) - C(- E)

debido a que 1/J - Ó = E ti enen el mismo coseno, por lo tanto:

99

arc cos c(1/J - Ó)

1/J - Ó
1/J - Ó

'l/J = Ó± E

arc COS ( CE)

-E (A.5)

(A.6)

t ambién:

donde:

e
CE = -VrA:;::;;2:=+===;:B:::;¡:2

de ec.(A.4):

are cos lce)
e

are eos( )
"JA2 + B2

e
are cos( J )

A2+B2
(A.7)

sÓ

eÓ

tan6

B
A
B
A

Ó = are tan (~) (A.8)

sustituyendo ec.(A.7) y (A.8) en (A.6), se obtiene la ecuación de transformación en términos
del ángulo de salida:
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Generación de Trayectoria

El propósito de generar una trayectoria [30], es establecer los puntos de referencia, al sistema
de control de movimiento del mecanismo. Lo cual asegura que el mecanismo recorrerá el camino
planeado. Esto consiste en generar una sucesión del tiempo para los valores obtenidos por la
interpolación de una ecuación polinomial de la trayectoria deseada. Se usa un polinomio de
quinto grado para suavizar la trayectoria:

s(t)

s(t)
s(t)

para t = to se tienen los valores:

2 3 t4 t5ao+ alt + a2t + a3 t + a4 + a5

al + 2a2t + 3a3e + 4a4t3+ 5a5t4

2a2 + 6a3t + l2a4t2 + 20a5t3
(B.l)

s(to)
s(to)

s(to)

al sustituirlos en las euaciones B.l se tiene:

o
O

O

(B.2)

O

O

O

para t = t¡ se tienen los valores :

s(t¡ )

s(t¡)
s(t¡ )

a¿ ==} ao = O

al ==} al = O

2a2 ==} a2 = O

Jlp¡ - pi ll
O

O

(B.3)

(B.4)
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al sustituirlos euaciones B.2, B.3 Y B.4en B.1 se tiene:

101

Ilpf - Pi 11

O

O

a3t3+ a4t4+ a5t5

3a3t2 + 4a4t3 + 5a5t4

6a3t + 12a4t2 + 20a5t3

el sistema de ecuaciones queda de la manera siguiente:

(

t} tj t}) ( a3 ) ( IIpJ - Pi 11 )
3 t} 4 t}2 5 tj

3
a4 = ~ .

6 tJ 12 tI 20 tI a5

al resolver el sistema de la ec.(B.5) se tiene lo siguiente:

a3 10 e:)'
a 4 -15 c:r
a5 =

6 c:Y
Finalmente son obtenidas las ecuaciones que suavizan la trayectoria:

5(t ) IIp! - Pi11 [10 e:) 3 -15 G!) 4 + 6 e:)']
s(t) IIpJ - Pill [30 ~: - 60 ~; + 30 ~:]

J J I

s(t) = IIpJ - Pi 11 [60 t~ - 180 ~: + 120 ::]
I J I

(B.5)

(B.6)

donde la trayectoria planeada es una recta, que const a de un punto inicial (Pi) y un punto final
(PI), las ecuaciones que describen una rect a, según [30] son:

p(t)

v(t)

a(t)

s(t)
Pi + 11 11 (pJ - Pi)

PJ - Pi

s(t)
11 11 (PI - Pi)
PI - Pi

s(t )
11 11 (PI - Pi)
PI - Pi

(B.7)
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Finalmente las ecuaciones de la trayectoria ya suavizadas resultan a sustituir en ecs.(B.7)las 
ecs. (B.6): 

p(t) (B.8) 

v(t) [ 
t' t' t' ] 30 - - 60 - + 30 - (PI - p') 
t3 t4 t3 1 I , , 

(B.9) 

[60 t; -180 :: + 120 ::] (p, - p;) 
, I I 

a(t) = (B.1O) 

donde p; = (x;, y;, z;) y P, = (X" y" z,) 

Para la orientación: 

'I'(t) (B.ll) 

",( t) [ 
t' t3 t'] 30 -- 60 -+30 - (f3, -f3) t3 ~ t3 t , I , 

(B.12) 

<p(t) = [ t t' t'] 60,. - 180 4 + 120 ,. (f3, - f3; ) t, tI t, (B.13) 
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Matriz de Solución

En esta sección se muestran los resultados obtenidos al modificar los datos físicos de la
plataform a espacial, para obtener una arquitectura que cumpla con las restricciones físicas y
que sea posible la construcción de cada elemento de la misma.

El primer paso es simplificar lo más posible la geometría de los eslabones. Debido a que el
sistema de ecuaciones (3.31) es tajante al declarar que el centro de gravedad de los eslabones
no debe variar en los ejes x y z sino tan solo en el eje y . Así que primeramente serán evaluados
eslabones de geometría muy simple.

Como es de suponerse, existen muchos parámetros que conforman la plataforma espacial,
en la tabla siguiente son citados aquellos considerados como datos que no deben cambiar , las
distancias son en metros y la gravedad en mis2.

Ó11 = 0°, Ó17i=O°, Ól 9i = 0°, Ó21i = 0°,

Ó25i = 0°, Ó27i = 0°, d2i = 0.2, d3i = 0.055,

d5i = 0.1, d6i = 0.039, d8i = 0.15, d.gi = 0.017,

d11i = 0.15, d13i = 0.022, d15i = 0.057175, d18i = 0.2,

d20i = 0.28, d22i = -0.0349, d24i = 0.134, d26i = 0.12,

d28i = -0.0349, d30i = 0.134, dBi = 0.12237, dDi= 0.12237,

9 = 9.81, Óai = 270°, CYai = 270°, X C Oi = O,

X C Ii = O, ZCli = O, XC3i = O, ZC3i = O

103
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Ahora estos datos son sustituidos en las ecs.(3.19) - (3.30). Se tienen expresiones que depen­
den de la masa, distancias del centro de gravedad de los eslabones y de los parámetros de los 
resortes. Se han eliminado dos ecuaciones que aparecen repetidas, por lo tanto las ecuaciones 
restantes son las siguientes: 

Cuatro ecuaciones que exigen que la distancia del centro de gravedad para el eje correspon­
diente sea cero. 

m2. ZC2; O 

m4i ZC4i - O 

mAi XCAi O 

mC; XCCi - O (C.l) 

'fres ecuaciones que están en función de datos de masas y distancias: 

ml¡ + 8.1719 dcOi. mm + ffi2i(0.5641 - 25.641 XC2i) - m3i + 0.5641 m4i + 8.1719 deB; mBi + 
25.641 ffi4i XC4i 

m2i + mSi + 6.6666 ffili YCIi + 6.6666 m4i YC4i 54.4796 deDi mOi. YPli 

m4. + mSi + 6.6666 ffi2i YG2i + 6.6666 m3i YC3i - 54.4796 dCBi mBi YP3i (C.2) 

y finalmente tres ecuaciones que determinan el coeficiente de rigidez. para los resortes: 

(1.3147 - 10.7439 dCB') mB' + 9.81 mA' ZCA' 

(1.3147 - 10.7439 dCDi) mm + 9.81 mc, ZCC' 

0.981 m¡¡+0.981 m,,+0.981 m,,+0.981 m,,+ 

hA; kA; SAi 

hCi kCi Sei (C.3) 

0.981 mSi+8.0166 deBi mBi+8.0166 deoi mOi+9.81 Tnoi ZCOi = hOi kOi SOl 

Como se puede ver, el sistema de ecuaciones no permite el uso exclusivo de resortes para 
lograr el balanceo estático de la plataforma. Por lo tanto es necesario el uso de contrapeso y 
serán alterados los valores de masa y centros de gravedad para las ecuaciones que lo permiten. 

los datos siguientes, hacen que la plataforma espacial pueda ser construida: 

dCB, = 0.0805, dCD' = 0.0805, >no, = 0.17031, m1i = 0.1844, m2i = 0.1, 

ffi3i = 0.1844, ffi4i = 0.1, ffiS; = 0.15, mA' = 0.21524, mBi = 0.4134, 

mc, = 0.21524, mOi = 0.4134, YPli = 0.09, YP3i = 0.09, ZCOi = 0.041, 

Yc¡, = -0.04888, Yc" = -0.04888, ZCA' = 0.05621, ZeCi = 0.05621, ha; = 0.13, 

hA' = 0.0728, he, = 0.0728, Sa; = 0.072, SAi = 0.03, Sc, = 0.03 
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Al sustituir estos datos en las ecs.(C.1) , (C.2 ) y (C.3) finalmente obtenemos la siguiente
matriz de soluciones:

ZC2i O
ZC4i O

XCAi O
XCCi - O

0.0401 + YC4i - O
(CA)

0.0401 + YC2i O
XC2i + XC4i O

kAi - 139A895
kc . - 139A895
kOi 139.6700

Finalmente son presentados los dibujos de det alle de los eslabones de la plataforma espacial
que cumplen con las restricciones físicas que cita la matriz de soluciones (CA ).



Apéndice e----
Dibujos de detalle

y ensamble

De la plataforma espacial balanceada
estáticamente con resortes y contrapesos
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DIBUJO: JS[

EL: 15/05/05

UNIVERSIDAD NACIONAL
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DIBUJO: JS[
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a" > ·~ UNIVERSIDAD NACIONAL
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