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Resumen

El balanceo estdtico para una plataforma espacial de seis grados de libertad es
desarrollado en est4 tesis. La arquitectura de dicha plataforma consta de una base
moévil conectada a la base fija por medio de tres cadenas cineméticas idénticas de
eslabonamiento de cinco barras.

Con base en lo desarrollado en est4 tesis es posible definir al balanceo estdtico como
un sistema de ecuaciones que relacionan parametros geométricos e inerciales de
la plataforma. Dichos parametros al ser satisfechos permiten que el peso de los
eslabones, que conforman la plataforma, no produzcan torque o fuerza en las juntas
del la misma. Cuando esta se encuentra en reposo.

La plataforma espacial caso de estudio, presenta una arquitectura particular que
ocasiono complicaciones para determinar las condiciones asociadas con el balanceo
estatico.

Por lo tanto, la problemética es planteada y resuelta satisfactoriamente al adicionar
eslabones a la plataforma.

Fl balanceo estdtico de la plataforma espacial es obtenido al satisfacer el sistema de
ecuaciones mediante elementos eldsticos y contrapesos.

Previo al balanceo estético es desarrollado un andlisis cinemdtico para la plataforma
espacial, obteniendo posicién y velocidad.

Por medio de un andlisis estdtico se demuestra que los pardmetros geométricos e
inerciales al ser modificados generan el equilibrio estdtico de las fuerzas externas
que actian sobre la plataforma espacial.

Vi
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Capitulo 1

Generalidades

En este capitulo se plantea la justificacién y problematica del tema a desarrollar, asi como
el objetivo general y la metodologia a seguir. Ademas de que serdn descritos algunos conceptos
bésicos referentes al movimiento y la arquitectura de esta plataforma.

1.1. Definicién del Problema

Dada la estructura cinemadtica de una plataforma espacial de seis grados de libertad, deducir
las condiciones asociadas con el balanceo estatico de la misma, al adicionar elementos eldsticos
al sistemna.

1.2. Restricciones

= Unicamente serd desarrollado el analisis de balanceo desde el punto de vista estdtico.

= La obtencion de las condiciones asociadas con el balanceo estatico de la plataforma espacial
serd por medio de un método energético.
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1.3. Hipétesis

Las condiciones asociadas con el balanceo estético de la plataforma espacial son deducidas
de la energia potencial total del sistema.

Asi que, “El satisfacer plenamente cada una de las condiciones, ocasionara el
balanceo estdtico de la plataforma espacial.”

1.4. Justificaciéon

El balanceo estatico de mecanismos ha sido un tema de investigacién por varios anos [26], el
cual presenta una ventaja al generar un torque/fuerza cero en las juntas actuadas del mecanis-
mo, cuando este permanece en reposo, debido a que la energia potencial del sistema se mantiene
constante para cualquier configuracion del sistema.

La mayoria de los mecanismos analizados por investigadores de este tema, presentan ar-
quitecturas que permiten simplificar el analisis del mismo debido a que actian en un plano
vertical, lo cual facilita la aplicacién de la metodologia desarrollada para el balanceo estético.

En estd tesis se ha seleccionado una plataforma de movimiento espacial que admite la
exploracién del balanceo estdtico para casos donde tal arquitectura no actia en un plano
vertical de movimiento.

Asi es como surge la iniciativa de aplicar y demostrar la veracidad del balanceo estéti-
co, dando origen al tema de tesis “Balanceo Estatico de un Mecanismo Espacial de
Paralelogramo.”

1.5. Objetivo General

Establecer un sistema de ecuaciones que generen el balanceo estatico de la plataforma es-
pacial, para cualquier configuracion posible de la misma.

1.6. Objetivos Especificos
= Resolver la cinemadtica inversa de la plataforma espacial mediante la creacién de ecuaciones
de forma cerrada, usando matrices de transformacion homogéneas.

= Obtener la velocidad de cada eslabén de la plataforma, derivando con respecto al tiempo
las ecuaciones de posicion.
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= Determinar la energia potencial debido a la gravedad y a los elementos eldsticos del
sistema.

= Agrupar los pardmetros que forman la energia potencial total del sistema, en funcién de
los angulos que varfan con respecto al tiempo. Para determinar las condiciones asociadas
con el balanceo estdtico de la plataforma espacial.

= Construir la expresién que determina el trabajo virtual para la plataforma espacial.

= Demostrar que los pardmetros modificados en el balanceo estético, al ser sustituidos en la
expresion del trabajo virtual, generan el equilibrio estético de fuerzas externas que actian
sobre la plataforma espacial.

1.7. Metodologia

1. Analisis cinemaético.

a) Anélisis de posicién.
b) Anélisis de velocidad.

2. Balanceo estatico.

a) Determinar la energia potencial total del sistema.

b) Obtener condiciones de balanceo.
3. Analisis estdtico.

a) Desarrollar los desplazamientos virtuales.

b) Obtener ecuaciones de equilibrio estético.

1.8. Mecanismos en Paralelo

Eixisten sistemas mecdnicos complejos que son formados por muchos componentes inter-
conectados por juntas y elementos de fuerza como resortes, amortiguadores y actuadores. La
literatura moderna [31], se refiere a este tipo de sistemas como sistema de multicuerpos. Algunos
ejemplos de estos sistemas de multicuerpos pueden ser mecanismos, robots, vehiculos, estruc-
turas espaciales y sistemas biomecénicos. Actualmente se desarrollan centros de maquinado
multigrados con alta velocidad y precision.

Una plataforma espacial tipica consiste en un plato mévil que estd conectado a una base fija,
por medio de varias cadenas cinemaéticas, las cuales son controladas por actuadores acoplados
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a la base fija. Debido a que la carga externa puede ser distribuida entre los actuadores tienen
gran capacidad de carga.

El disenno de mecanismos muy similares llamados manipuladores en paralelo data de 1962,
cuando Gough y Whitehall [2], inventan la maquina universal para prueba de neumdticos.
Stewart [3], disefia una plataforma para usarse como simulador de vuelo en 1965. Hunt (4],
hace un estudio sistemético de la cinemética de manipuladores en paralelo. Desde entonces, el
estudio de los manipuladores en paralelo ha sido tema de estudio para varios investigadores.

1.9. Movimiento y Restricciones

Sistemas tales como mecanismos, robots, vehiculos, estructuras espaciales y biomecénicas
estan formados por varios cuerpos conectados por diferentes tipos de juntas y elementos de
fuerza. Las juntas son comunmente usadas para controlar la movilidad del sistema y restringir
dichos movimientos solo en las direcciones deseadas. Los elementos de fuerza son componentes
adicionados al sistema tales como resortes, amortiguadores y actuadores. Con la combinacién
de tales juntas y elementos de fuerzas es posible disenar sistemas de multicuerpos capaces de
desarrollar ciertas tareas, las cuales pueden tener un nivel de complejidad. Por tanto el correcto
estudio del movimiento de los cuerpos del sistema, es una parte crucial en la fase del diseno.

Los sistemas mecdnicos en general son disenados para operaciones especificas establecidas
por su arquitectura. Los cuerpos que integran dichos sistemas no son libres de tener un
desplazamiento arbitrario debido a las restricciones ocasionadas por las juntas o elementos de
fuerzas que los unen. Un elemento de fuerza no reduce el numero de coordenadas inde-
pendientes necesarias para describir la configuracién del sistema, contrario a lo que ocasionan
las juntas debido a que impiden el movimiento en algunas direcciones. La plataforma caso de
estudio solo hace uso de juntas de tipo rotacional. '

La figura 1-1, hace mencion a este tipo de junta, es comun representarla con la letra R y es
definida como la unién de dos elementos donde uno rota con respecto al otro alrededor de un
eje definido por la geometria de la junta. En esta tesis se usard el término eslabén para hacer
referencia a los elementos que estdn unidos por las juntas.

Eslabén 1

Eslaboén j

Figura 1-1 Junta rotacional
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1.10. Arquitectura

La siguiente plataforma mostrada en la figura 1-2 presenta una estructura cinemdtica muy
similar al disefio original expuesto por Inoue, Tsusaka y Fukuizumi [1], el cual consiste en un
arreglo en paralelo de tres cadenas cinematicas idénticas de eslabonamiento de pantégrafo, que
estan distribuidas en forma de un triangulo equildtero (Base fija) en un arreglo angular de 0°,
120° y 240° (d);) en el otro extremo de cada pantégrafo existe una junta esférica que une cada
uno de los vértices de un triangulo (Base moévil), al eslabonamiento de pantégrafo. Originando
asf la plataforma en paralelo caso de estudio en esta tesis.

Debido a que, las tres cadenas cinemadticas son idénticas, solo serd descrita a detalle una
de ellas. En la figura 1-3, es mostrado dicho eslabonamiento, se usan niumeros para diferenciar
entre cada uno de los eslabones e irdn acompanados de un iterador ¢, que tomar4 valores del 1
al 3, para hacer referencia a que cadena cinemaética pertenece.

Eslabon 5,

N
Eslabon 2, é@ ,

Cadena
cinematica 3

Eslabon 6,

--\'I

A o

\\ ‘_‘ ) Eslabon g4,
Ny )\ ¥

/’f % ot

Cadena
cinematica 2

Eslabén 1,

Base fija

Cadena Eslabon 3,

cinematica 1

Eslabén o,

Figura 1-2 Plataforma espacial
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La figura 1-3, muestra el eslabonamiento de pantégrafo, que es cominmente analizado como
un mecanismo de cinco barras con eslabones de longitud igual. Ademds muestra los dngulos que
describen el movimiento de los eslabones. La tabla siguiente hace referencia a la nomenclatura
usada para describir los componentes y datos del mecanismo

‘ Eslabén

Distancia |

| 0delacadena s
1 de la cadena ¢
2 de la cadena 1
3 de la cadena 7
4 de la cadena 2

ds de la cadena 7
dg de la cadena 7
dy; de la cadena
dg de la cadena i
d}, de la cadena ¢

Figura 1-3  Eslabonamiento de cinco barras
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1.11. Grados de Libertad

Los grados de libertad (GDL) £ del mecanismo en paralelo, caso de estudio, puede ser
determinada con la aplicacién de la formula de Chebyshev-Griibler-Kutzbach:

£=6(b-g-1)+Yf (L1)

donde, b y g son respectivamente, nimero de cuerpos (incluyendo la base), nimero de juntas
del mecanismo y f; el nimero de grados de libertad de la junta k. Dada la particular estructura
de la plataforma es necesario hacer la siguiente consideracién segin [26], cada eslabonamiento
de cinco barras es cinematicamente equivalente a un eslabonamiento plano RR, la figura 1-4

hace referencia a esto.
) Cuerpo 10 (1}
l T
/ ) N /

Esférica ;

Rotacional 3;

Figura 1-4 Grados de libertad

De la figura 1-4 se tiene los siguientes datos:

b = 11

g = 12
>fe = 18
k

sustituyendo en ec.(1.1):

£ = 6(11-12—1)+18
= 6

Por lo tanto la plataforma espacial, caso de estudio es un mecanismo de seis grados de
libertad.
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Cinematica

2.1. Introduccion

El analsis cinemético se enfoca a los aspectos geométricos de los eslabones y su movimiento,
sin importarle las causas que lo originan En este capftulo solamente se desarrolia el anélisis
de posicién y velocidad de la plataforma espacial, debido a que el analisis est4tico mediante
el método de trabajo virtual que mas tarde serd desarrollado, no requiere de expresiones que
describan la aceleracién de los elementos del sistema y solo requiere del andlisis de posicion.y
velocidad. La determinacién de la posicién y orientacién de los eslabones del sisterna es de-
sarrollado en el andlisis de posicion. En este primer paso todas las variables requeridas por
los desplazamientos son determinadas. El segundo paso es el anilisis de velocidad. Donde las
expresiones obtenidas en el andlisis de posicién son derivadas con respecto al tiempo, para asi
determinar la velocidad de los elementos del sistema.

La plataforma espacial puede ser representada esquerniticamente desde un punto de wista
mecdnico, como una cadena cinemética de cuerpos rigidos (eslabones) conectados por juntas.
Un extremo de la cadena esta unida a la base, mientras un efector final es adicionado al otro
extremo. E) problema de la cinemética inversa es desarrollado y resuelto mediante el uso de
matrices de transformacién homogéneas, por ser un arreglo en paralelo es posible dejar las
expresiones algebraicas generalizadas por medio del iterador i que tomard valores de 1, 2 y
3 para hacer referencia a la cadena cinemética correspondiente. Se presentan graficas que
describen el comportamiento de cada dngulo de las cadenas cinem4ticas. Un polinomio de
quinto grado fue empleado para suavizar la trayectoria propuesta para la plataforma espacial,
las ecuaciones son desarrolladas en el Apéndice B.
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2.2. Posicion

La posicién de un cuerpo rigido en el espacio es expresada en términos de la posicién de un
punto del cuerpo con respecto a un marco de referencia (traslacién), mientras la orientacién esté
expresada en términos de las componentes de los vectores unitarios de un marco de referencia
adherido al cuerpo con respecto a otro marco de referencia (rotacion).

A continuacién son definidas las matrices de transformacién homogéneas empleadas en este
andlisis:

Matrices de traslacién

1 00 =z 1 000 1 000 2.1)
01 0090 010 0100 .
Tale)=|g 491 9| Te2W@= 0013 T (=109 01 2
0001 0 001 00 0 1
Matrices de rotaciéon
1 0 0 0 cd, 0 s8, 0 cd, —s8, 0
0 c0, —s6, O 0 1 0 0 s0 cf 0
T.4(0;)= g z T,5(0,)= T,6(0.)= § g
0= 0 . o5, o 5(0y) ~s6, 0 ¢, O o(0:) 0o 0 1
0 0 0 1 0O 0 0 1 0 0 O
(2.2)

2.2.1. Marcos de Referencia

El analisis inicia relacionando todos los eslabones del sistema con respecto al marco de
referencia inercial (xo, Yo, 2o), lo cual se logra con la creacién de bases adheridas a cada eslabén
del sistema, que seran llamadas "bases locales" (xji, ¥j, 2;;). Donde 7 = mimero de base,
1 = nudmero de cadena cinematica.

Las matrices de traslacion ec.(2.1) son usadas para describir Ja distancia entre bases y las
de rotacién ec.(2.2) son usadas cuando es necesario cambiar de direccion. El uso de matrices
homogéneas es sistematico, basta con ir ordenando los productos de estas, mientras se recorre
la arquitectura de la plataforma. Estos productos son agrupados en parejas y renombrados por
la letra T (transformacién) se adiciona un subfndice que indica las bases involucradas.

Como ejemplo, se desarrolla el uso de las transformaciones homogéneas para llegar a la base
local 4;, partiendo del marco de referencia inercial (ver figura 2-1):

1. Para formar la base (x:, y1:, 21:) 2 partir de la base (xq, Yo, 20), se alinea hacia una de
tas cadenas de la plataforma, girando alrededor del eje zg el angulo dy;, esto es T,5(d);)-

—_0 O O



Cinematica 10

2. Para formar la base (xa;, y2i, Z2;) a partir de la base (X1, Y1, Z1:), se desplaza una
distancia dy; a través del eje xy;, esto es T,y (da;).

3. Para formar la base (xai, y3i, 23;) a partir de la base (xo;, yai, z2:), se desplaza una
distancia d3; a través del eje zy;, esto es T,3(ds;)-

4. Para formar la base (x4;, Y4, 24;) & partir de la base (xs;, y3i, 23i), Se gira un dngulo —8,;
(regla de la mano derecha) alrededor del eje ys;, esto es T 5(—84;)-

Finalmente, ya es posible escribir:

Tozi = T.e(01:) Tar(d)
Toui = Tu3(dai) Tus(—b4:)

A continuacién son mostradas una serie de figuras que describen la arquitectura de una
de Jas cadenas cinemadticas de la plataforma espacial. Dichas figuras presentan la ubicacién de
cada una de las bases locales generadas, para desarrollar el andlisis de posicién. La figura 2-1,
muestra la base fija de la plataforma espacial, el eslabén 0;, el eslabén 1;, el marco de referencia
mercial y las seis posteriores bases locales. La distancia ds; es un desplazamiento a través del
e)e z4;, la distancia dg; es una desplazamiento a través del eje xs;. Como se puede observar en
la figura este ocurre en sentido negativo, —d;.

dg; Lg;
zZ Lo
61 Zsi 61
7 - z Z .
o 42 231 "
zlz 4%
=\ d . 941
51
L,
'-—"’" ~ :l:Bi
- Yai
| — 11 ] -
mll d
27|\ © 21
o — d °

3%

Figura 2-1 Base local (0 —6,)
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La figura 2-2, muestra los eslabones 0;, 1;, 2; y los angulos 67, O10; ¥y —62s (regla de la
mano derecha). Este ultimo es la primer rotacién de la junta esférica, que une al mecanismo
de pantégrafo con la base mévil. La distancia dg; es un desplazamiento a través del eje y7;, la

distancia ds, ocurre a través del eje xg; en sentido negativo, esto es —dy;. Finalmente la distancia
dqy; €s a través del eje yg;:-

1tz

122

Yei

i

71

N

Figura 2-2 Base local (6; — 12;)
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La figura 2-3, muestra los eslabones 2,, 5;, 6;, la base mévil y los dngulos #4; ¥ 616:, Que son
los dos giros restantes de Ja junta esférica. La distancia d;a; es a través del eje x,2; y la distancia
dy5 es a través del eje z,4;.

Figura 2-3 Base local (12; — 15;)

La figura 2-4, presenta el plato moévil con su base local (xpr, Yar, Zp), los éngulos 8,7; y
016i- Cabe mencionar que Jas bases locales (x1gi, Yisi, Z18i) = (X16i, Y16i» Z16:)- La distancia dyg;
ocurre a través del eje x,7;.

Figura 2-4 Base local (M — 18;)
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De las figuras anteriores se tiene lo siguiente:

Ty = T.6(01,)T,, (dz)
Toi = Tas(ds)T 5( — Oui)
Tiei = Tua(dsi))T,,(— desi)
Tosi = T.4(07:)T,,(dsi)

Tai0i = To( — doi)T,,{010:)

Tinz = Toa(di)T,,(— 6r2)

T.1(dy3i) T, (8141)

Tiei = Tz3(d15i)T26(016i)
Tom = Tzl(I)ng(y)TZ3(z)T24(¢)T25(9)Tze(¢)

Tansi = T.e(617:)7T,,(d1si)

H
i

A continuacién se define e} problema cinematico inverso:

Cinematica inversa.- Dada la posicién (z, y, z) del centroide de la base mévil y los dngulos
de Euler (v, 8, ¢) que definen la orientacion de la misma. Hallar los dngulos 8y:, 87, 0304, 612,
014 ¥ 016, que definen e) movimiento de las juntas.

Por lo tanto, se tiene lo siguiente:
Datos: 0y;, do;. dai. dsi, dei, dai, dos. dii, di3iy disi, 0175 y dhsi-
Incégnitas: 04, 07, 8,05, 0121; 014, Y Orei-

Como se puede ver los dangulos (8) son pardmetros que no son constantes, por lo tanto
en las subsecciones siguientes son determinadas las expresiones algebraicas que describen el
movimiento de cada uno de estos angulos.

2.2.2. Angulo 6,

Para determinar el movimiento de la junta rotacional descrita por 6y, se genera el vector
rpi- La figura 2-5, que describe la ubicacién de este vector.
Se tiene lo siguiente:

Tow = Tal(x) T.a(y) Tus(z) T.e(v) Tos(0) Te6(9) (2.3)
Tang: = Tu(61m)7T,,(disi) (2.4)
tasi = (0,0, —disi, 1)
rp. = Tom Tansi Tze( — brei) Tars;

Es necesario determinar la proyeccion del mecanismo de pantégrafo, sobre la plataforma fija, la
cual serd considera como un triangul6 equildtero. Para esto se muestran las figuras 2-6 y 2-7.
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y Cenuodela
junta esférica

Figura 2-5 Cadena cinemitica rp;

Centro de la
junta eslérica

Tp;= dy + Tp;
Figura 2-6 Proyecciéon z — z

Con base en las figuras 2-5, 2-6 y 2-7 se determina el siguiente sistema de ecuaciones, donde
$ = seno, ¢ — coseno y ! — tangente.

Ipi (d2i + lJDv;) 661i - y’Di 551:
YDi dy; + Tp;) 80, + yp, €0,
Tp; = _ ( 2 D ) Yon 1 (25)
Zpi d3, + 2
1 1

donde:

rpi = T+ dig €0 c(brzi + ¢) Y — dis, P O — dygi 5 (617 + @) Y
Ypi y+ disi cp s (017 + @) + dysi 0 ¢ (by7i + @) 59 — dysi 5O s
ZDh zZ - d|5, ct — dlgi C((Sw, + qb) s6

il
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Centro de la
esférica T

Figura 2-7 Proyeccién y — z

de ec.(2.5) se obtiene:

(d?i + I/Di) Céli - y.’Dz S(Sn = I
(in + let) 351.' + lei (.'5“ = YbDi
da; + lei = Zp

de ec.(2.6) se resuelve para yp;,

. zpi — (doi + ;) €O,
yDi — '_361,

sustituyendo ec.(2.9) en ec.(2.7)

(doi + Zp,) 80, + ( r;

2
e e )Ty ey
(d% +IDi) (3517 + S(SI, ) 351.‘ o

zpi — (dai + Tpy) C‘Sn) 5.

1y

N /
resolviendo para z'p,,

C61i
Yoi + —— Tpi

doi + Tp; = 2 2
50, + (¢ 9u)
N 36“
I/Di = ZITpi C(S” + Ypi Séh — dy;

YDi

YDi

15

(2.6)
(2.7)
(2.8)

(2.9)

(2.10)
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sustituyendo ec.(2.10) en ec.(2.9) para determinar /.

; 1

i = —5(20i = (B 68, +ypi $0,) <b)
A6, 1
= - L 3 ch, .
(%, s«s,..) o
lei = Ypi C(S).' — Zpi 351;‘ (211)
y de ec.(2.8) obtenemos:
Zp, = Zpi — ds; (2.12)
por Jo tanto 04 queda definida por la expresién:
2z P
B4 = tan™! b}y O 2.13
R C 219
Se tienen los datos siguientes:
oy =bn= 0°
012 = dyrp = 120°
O13 = di73 = 240°

dyn =dzp = 02m
d22 = d182 = 02m
dgg = dlg;g = 02m

dg] = (.95 m
d32 = 0.59 m
d33 = 0.55m

En la figura 2-8 se muestra la grafica que describe el comportamiento de los angulos 84 de la
plataforma espacial, al recorrer la trayectoria descrita en el Apéndice B en un tiempo de 10 seg.
La linea negra corresponde a 841, la linea gris a 042 y la punteada es para 8,3.

04 (Crados)

Figura 2-8 Posicion 04,
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2.2.3. Angulo 6y

17

Para determinar el movimiento de la junta rotacional descrita por 8,¢;, se genera el vector
ry, €l cual ocupa la misma posicién que el vector rp; (ver figura 2-9). Se usa la siguiente

igualdad:
r; =Tpi
donde
r, = T2 Tasi Taei Tes Tsr0: Tro12: Tarsi
_ T
rgin = [di3:,0,0,1)

Al centro de la
esférica

Figura 2-9  Cadena cinemética ry;

(2.14)

De la ec.(2.14) se conocen las primeras tres transformaciones del lado izquierdo. Para hayar

010, Se pasan estas transformaciones al Jado derecho quedando:

Tee: Lo TrorziTarzi = (Tasi)”' (Toar)”" (Toz) ™' TomrTansi Toe(—016i) a5
dy3; — dy; z’p,
ds.cl7, + diy, (cbi0,¢87, — 610,567, .
8.CU7 11 ( 10; CO7 10; U7 ) _ YrD (2‘15)
d&'597i + d“,‘ (697i8910i + 6910i567|) Z,’.’D,-

1 1
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El lazo derecho de la ec.(2.15), ya es conocido y se remombra para simplificar los célculos,
quedando como:

"

T.pi = (iez - (dg,‘ -z d15,'66 + d)g-,'C (5171 + ¢) 30)3945 + 094,;(—(12.,' + IC(SH + y8(515 + 6(51" - ’t/))
(dlg,-cﬁc (517;' + QS) - d15-;89) -+ d]g.‘S ((517,‘ + 45) S (517; - ‘l,/)))

y,”D, = ¢b—z $0) -+ dys; 6(51,' - ‘t,[)) 5(517, + ¢) + (—dlg,' cf C((S]ﬁ + ¢) + dis; 89)5 (512 - 1,/))

2y = —dsi — Bai(ds, ~ 2 + digicl + dygic (857 + @) $0) — s0si(—dai + £cdy; + ysbui + ¢ (61: — V)
(digi €0 c(O17: + @) — dys; ) + dygi s (617 + B) 5 (65 — )

de la ec.(2.15) se utilizan las componentes "y" y "z":

dg; cf7; + dyy, (cbho, 87, — s010; $07,) Y, i (2.16)
dg,‘ 397,. + d“i (097; 39)0.- + 6910‘. 397.') = Z:m (217)

fl

se elevan al cuadrado las ecuaciones (2.16) y (2.17):

(d& 097, + d; (0010,- 697,. - 8910i 397,))2 = (y:'lDi)2

(dsi s87, + dy1; (b7, sbho, + chho, 597,.))2 = (zi’Dt)2 (2.18)
sumando ambas ecuaciones:
(dss)? + (d11:)” +2 (das dss) cro, = (4'n,)" + (20p,)° (2.19)
despejando cb),:
(Vp)" + (25)° ~ ((dsi)” = (du)?)
cbio, = : ' 2.20
. ( 2 (das ) (2:20)

apartir de la identidad 26,9, -+ 520,9, = 1, se obtiene 56,

5610, = /1~ c*h, (2.21)

usando las ecs.(2.20) y (2.21) se obtiene la funcién tangente, cjp, = tan™! (m)con base en la

oo
figura 1-3 se determina 6, :

H 010: = 27 — oy | (2.22)

Se tienen los datos siguientes:

dlll = dBl = 0.15m
duz = dgg = 0.15m
d113 = dgg = 0.195m

dgy = 0.0177 m
dgg = 0.0177 m
d131 = 002635 m
dizp = 0.02635 m

dias = 0.02635 m
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La figura 2-10, muestra la gréafica que describe el comportamiento de Jos dngulos 8)¢; de la
plataforma espacial, al recorrer la trayectoria descrita en el Apéndice B en un tiempo de 10 seg.
La linea pegra corresponde a 805, la linea gris a )92 y la punteada es para ;3.

300
;S
E 280
S 260
;240 “ . i ...‘-"‘
0 2 4 6 8 10
t (s)

Figura 2-10 Posicién 8,g;

2.2.4. Angulo 6y
Una vez calculado 8,p; mediante la ec.(2.22), la junta rotacional descrita por 07; es determi-
nada por medio de las ecs (2.16) y (2.17). Las cuales son agrupadas para cf7, y s¢7, quedando:

(dsi + dyyi cbro,) cbz, — (dvis sb10,) 507, = y/p;

(di1; s610,) cf7, + (dg; + dyy; cbyo;) S0, = z,p;

renombrando términos conocidos:

A; 697I — B,‘ 807I = y’,’D,- (223)

B; cbr. + A, 597I = Z.p; (2.24)

donde:

A, = dg +dyyi cby,
B = dy, 5910.

a partir de ecs.(2.23) y (2.24), respectivamente se tiene lo siguiente:

"o B; .
(A)° + (By)
A,‘ Z” s Bt .:., 3
07, = ( D yzD) (2.26)
(A:)" +(By)
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finalmente se obtiene 87,:

567‘ 3

7, 2.27
ceml (2-27)

G+ = tan~1 (

En la figura 2-11 se muestra la grafica que describe el comportamiento de los éngulos 67; de
la plataforma espacial, al recorrer la trayectoria descrita en el Apéndice B.en un tiempo de 10
seg. La linea negra corresponde a 6, la linea gris a 87» y la punteada es para §73.

E 120} ' .
; 100 .
30 .
0 2 ;6 . 10
to(s)

Figura 2-11 Posicion 65,

2.2.5. Angulo 8y

Para determinar el movimiento de la junta rotacional descrita por 8)4;, se usa la siguiente

1gualdag:
To2i Tasi Tasi Tos: Ts10. Tror2: T1214i Trare: = Torr Tansi (2.28)

como ya son conocidas [as primeras cinco transformaciones del lado izquierdo, es posible sim-
plificar ec.(2.28). Pasando dichas transformaciones al otro extremo, esto es:

Tinz Ting Tiaer = (Tsioi) ™" (Tesi) " (Tasi) " (T2a) ™" (Toz) ™ Tons Tariss

by hiai hisi haag Qi1 Q12i Q13 Q4
hayi hooi hosi hogi — a21i Q22 QA23i Q244 (2 29)
h3y, haz has  hag az;i Q3n 433 Q3ai ‘

0 0 0 1 0 0 0 1

de la ec.(2.29) se toman los elementos (2,4) y (3,4), donde hoy; = di1, + disy Brai 012 Y
hasi = dys, ¢By2,c614;, se obtienen las siguientes ecuaciones:

dii + disi €Oy s0h2i = Qg (2.30)
disi 6912.-0914:' = Q344 (2-31)
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donde los datos conocidos son:

au; = —dgi chroi — 2(5010i(chri O 50a; — 561,807 + cBr0i(cB7:561: + €61:804,807;)) — dsi
${(0r01 4 O7) — d3ich4:5(610i + O7:) + 2cB4is(010i + O7i) + daisais(Or0. + O07:) + y(cri
c(010i + 07:) — 5615 804 $(010i + 07:)) + drgi cdr7i(—cbai cd s8 5(610u + 67,) + (cOus
c(6r0i + 07:) — 5015 $Oa; $(010, + O7:) (¥ s + b cdpsrp) — ($810i(co1:07:504 — 3bqi
507;) + cBr0:(cO1:881; + by 504:507;))(cO copcy — spsip)) + dygisdy7i(chais05(6r0: +
82.)5¢ + (5610i(cdy; 07:504 — $61:507;) + cHr0:(ch7:50); + €01:884i507;)) (cOchsd +
cpsp) 4 (cbric{br0i + 07i) — 561i80435(010i + b7:)(cdcyy — BDspsip))

az; = dg;is6yoi + 5 (010 + O7:) (—ycdy, + 2561 — dagic (615 — ) s (617 — @) + disiclc(b17i —
®) s (91 — ) — c(010: + 67:) (ds + Bai(ds, — 2 + drgic (637 — @) 80 + 504 (—doi + =
C(S)i -+ dlgi69€ (5175 — ¢) C((Sli — ’l,f)) + ysél,- -+ d13i3(5171 - Qb) - ¢S ((51:’ - w)))

de ec.(2.31) obtenemos,

344
O = ——— 2.32
1 dys;i cOho; ( )
sustituyendo ec.(2.32) en ec.(2.30)
dy1s + azui tan 619 = any; (2.33)
finalmente se obtiene 6,5,
+ — dhy;
O12i = tan™! ((1247“) (2.34)
@34i
Se tienen los datos siguientes:
ds] = 0.1m
d52 = 0.1m
d53 = 0.1m
d151 = 0.060875 m
dyso = 0.060875 m

d]53 = 0.060875 m

La figura 2-12, muestra la gréafica que describe el commportamiento de los dangulos 6,2; de la
plataforma espacial, al recorrer la trayectoria descrita en el Apéndice B.en un tiempo de 10 seg.
La )inea negra corresponde a 8141, la linea gris a 8,22 y la punteada es para 6,23.

2.2.6. Angulo 0141'

Para determinar e] movimiento de la junta rotacional descrita por 84, de la ec.(2.29) se
igualan los elementos (1,4) y (3,4), donde hy4; = dy3; + dis: s614; obteniéndose las siguientes
ecuaciones:

dig, + dis: sbhyi = ayai (2.35)
dysi €0y2i COy1ai = G (2-36)
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.“.“..“QCADA
L
«?®
.

f

rrados)
|
0o
[Ny

((;
|

o,

(.

G2

- 100} | :

Figura 2-12  Posicién 85

donde:

47 = ds,' + dg{ - (dg.; -z + dig,C ((517; + (,ﬁ) 89)804,' + C04i(*d2.; + 26515 + d13,‘69
¢ (017 + @) c(d1i — W) + ysoy, + digis (Sr7i + @) 5 (810 — %)) (2.37)

despejando s8\4, y cf4; de ecs.(2.35) y (2.36) se obtiene:

Qi — dya,
b = ———
S dys;
34,
Dryi = ———
. dxsi cOr2i
finalmente se obtiene 64,
14 — di3) €012
8y4; = tan™) ((a” 1) 12 ) (2.38)
344

Se tienen los datos siguientes:
dg1 = 0.00865 m
deg = 0.00865 m

La figura 2-13 muestra la grifica que describe el comportamiento de los dngulos 6,4; de la
plataforma espacial, al recorrer la trayectoria descrita en el Apéndice B.en un tiempo de 10 seg.
La linea negra corresponde a )43, la linea gris a 0142 y la punteada es para 6)43.

2.2.7.  Angulo 6

Para determinar el movimiento de la junta rotacional descrita por ¢, de la ec.(2.29) se
igualan los elementos (2,1) y (3,1), donde hyy; = cfy2 cbhai — Hrsi $Oy0i stha ¥ hag = —cbya
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40}

20

-20

01, (Grados)
S

_40

()

Figura 2-13  Posicién 0,4,

cOy6i 3014 —sb12; SOy obteniéndose las siguientes ecuaciones:

—cOy6i $8)2i $014i + chyo s0h6i = an (2.39)
—cByn, 0916i 8914:‘ - 5912s 36161‘ = axn (2-40)

donde:

an; = Oyr(—(chai cdsfs (6r0i + 07:)) + c(01i — ) (—(cOesbyis (Br0i + 07i)) + ¢ (010i + 07)
5¢) — (cOc (B10i + 07:) cd + $84;5 (0105 + 67.) 56)8 (01 — 1)) + 5617:(cO4:50(5610: + O7:)
sd + (c(6r0i + 07:) 501: + by 50435 (6105 + 07:))(cOchsd + chsp) + (¢byi ¢ (030: + G7:)
—561:864i5(610; + 07)) (cpcyp — clspsy)) (2.41)

az;; = 807, (cBai ¢ (O10, + 07;) 50 s+ ¢ (51; — ¥) (—{cds(010: + 07;) + cOc(0y0; + 67;) $84i50)
—(c (810i + 07;) cp 504; + cBs (010i + 07,) sD)s (81 — ) + 0y7:(—(chaic (8100 + O7:) ¢
50) — (¢ (B0 + 07i) 8015 S04 + cO1; s (010 + 072:)) (W s + c8 codsy) + (—{(cnc(61oi +
07:584;) + 3818 (6105 + 07:))(cOecpc) — s¢si)) (2.42)

resolviendo para cfg; y 56)6; de ecs.(2.39) y (2.40) respectivarnente:

1

chei = Y (a3y cbrai + a2 sbh2:)
141

sbisi = a1 o — azm SOy

finalmente se obtiene 6,¢,:

016, = Lan™! (561&') (2.43)

6616{
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La figura 2-14 muestra la grafica que describe el comportamiento de los dngulos 6y de la
plataforma espacial, al recorrer la trayectoria descrita en el Apéndice B.en un tiempo de 10 seg.
La linea negra corresponde 2 8¢, la lfnea gris a 6,42 y la punteada es para 6;g3.

0=
-2.5}
_5.
-7.5%
— 10t
-12.5
_15 .,
—17.5} R

fli (Grados)

t (8)
Figura 2-14 Posicidn 61g;

De estd manera es como se desarrolls el analisis de posicién para la plataforma espacial y
ahora ya son conocidas las ecuaciones que describen la orientacién de cada uno de los eslabones
del sistema.

2.3. Velocidad

El problema cinemético inverso para la velocidad es:

Dada la velocidad (z, y, 2) del centroide de la base mévil y la velocidades angulares (1/) 0,
¢) que definen la velocidad angular de la misma. Hallar la velocidad de los d4ngulos 94,, 87;, 610:,
012,, O14; Yy 016 que definen la velocidad de las juntas.

En el anélisis de velocidad, se asume que la posicién y la orientacién de los cuerpos ya son
totalmente conocidos y que son resultado del anilisis de posicién. La velocidad de un punto o
un cuerpo rigido que experimenta movimiento, puede ser obtenida por la derivada respecto al
tiempo. Con base en las ecuaciones obtenidas en el andlisis de posicién, se obtendrd la velocidad
al derivar con respecto al tiempo cada una de ellas.
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2.3.1. Velocidad de 04
De la ec.(2.13):

se tiene:
i 2)
1 (0 i+ —) = b
T Tp;
Zn;
—cotfy = 2
C 4t I’D.,
1 2
Resolviendo para z'p;:
Tpi = —Zp; thai (2.44)

al derivar ec.(2.44) respecto al tiempo:
I.ZIID,- = _-‘;’Dt t94,' — ZlDi 560294,' 94,‘ (245)

resolviendo para §y; :

.I .’
o Tpi +2zp, 104,

B = 2.46
a — 2, sec?by; ( )
lo cual también es igual a:
® —C26 i [ 'y
64i: ; 4 (IDi+zDi 1941>
Zpi
quedando finalmente:
" o’ o/
94,‘ = Co: (ID‘f + 2 pi t94,-) (247)
donde:
—(,’204{
Di
I’D1 = Ipi Céh' + YpDi 351,‘ - dQ‘i
2'/]){ = Zp — d31
= o

. .. . ° . ° . ., .
A continuacién se determinan zp,, yp; Y zpi- Se tiene la ecuacidn y su derivada respecto al
tiempo:

IZpi = I — d]550’¢'$6 + d181’35171(‘*000¢3¢) - C¢S¢) + d18iC§l7i(CGC¢mp - SQSSQ/J)

zpi = Cy 5;—{—02'-?:14-03{%4—04;1/)+C5"9+05f¢ (248)
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donde:
Ch' = 1
Cy =0
Csi = 0
Cii = —digi c s(01n + @) + (—disi 0 c(617: + @) + d15:58) s
Csi = —cp(disich + digic(817: + ¢)s6)
Coi = —dgi(cl c s(6yms + Q3) + (17 + ¢)S¢)
se tiene:
Yp: = Y — dls,sﬁsw =+ dlgzcélh(C%bSCb + CHC¢S'¢) + dm-;S(Sn,(C(bC’l/) 093¢SQ/))
?;Di = Dl, I+D21 :l,l'l‘D3,Z‘|'D41 ¢+D51 6+D6|¢ (249)
donde:
Dl-,' = 0
DQ,‘ 1
Dy = 0
Dy = cp(digi cOc(d17i + @) — disi s0) — dig, s(17: + D) sy
Ds; = —(disi @+ digs c(817: + @) s6) s
Dsi = digi(c(d17: + @)cyp = cf s(817: + &) s¢)
se tiene:
Zpy, = z—dis, @ — dyg; ¢y C(b 88 + dys; 36] 7i 80 SQS
‘.ZDz - El‘l $+EZz y+E31 Z+E41 w+E5z 6+E6| ¢ (250)
donde:

Ey =0
Ey = 0
Ey =1
Ey =0
Esi = —digi 0 c(br7i + @) + dys; s8

Esi = dig s0 s(6y7; + @)

finalmente la velocidad de 84; es obtenida sustituyendo ecs.(2.48), (2.49) y (2.50) en (2.47):

83 = Fui £+ Fy y+ Fy 2+F4ML+F5;'5+F6;<;5 (2:51)
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donde:
Fii = c0i (Cri ¢b1i + Dy 861i + By t04:)
Foi = c0i (Coy €byi + Doi 801 + Eo; 104;)
Fyi = coi (Cai €65 + Dag 88y + Eyi thy;)
Fyi = c0i(Cai b1 + Dy 381 + By t04)
Fs; = cpi(Csi cb1i + Dsi 561 + Es; 104;)

Foi = ¢0:(Ce 68y, + Dgi 501i + Egi t04;)

La figura 2-15 muestra la gréifica que describe la velocidad de los dngulos f4; de la plataforma
espacial, al recorrer la. trayectoria descrlta en e] Apéndice B.en un tiempo de 10 seg. La linea

negra corresponde a 04 1, 1a lfoea gris a 4942 y la punteada es para 043

0.05
= —0.05
:1‘ :
D .1
\.”‘,n‘
0 2 ] 6 8 10

{8

Figura 2-15 Velocidad 8,;

2.3.2. Velocidad de 8,

De ec.(2.20)
- (( r,D;)2 + (Z;'D;)z - ((d&')2 + (d111)2)>
I 2 (dsi dii)
se tiene:
2(ds; divi) cbhro, = (:L,/;'D',)2 + (z:'D‘_)2 — ((d&-)Q + (dm)e)
al derivar:

_2(d8'i dll‘i) 3010‘- 9106 = 2(y':‘lD, y”rD; + ZLID,' ZHTDE)
resolviendo para 6yg,:

é yTD y D|' + Z:"D; z”TDi
0;
’ —{(dg dy1:) Sbho,
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quedando finalmente:

910.- = Cli(y'r'D.- y”'rD; + erIDi Z"rD.) (2‘52)

donde:
1

(dsi dy3:) s050;

Cii = —

ol

. . . ot . .. .
A continuacién se determinan y,,; Y z,p;. Se tiene la ecuacién y su derivada respecto al
tlempo:

Yrpi = Ycbyi — 286y + digic (81 — ¥) s (017 + @) + (—disichc (817i + @) + drsisOs (61 — P)

.II . . ° * [ 2 [ ] [ ]
Yrpi = Hli T+ H?i y-+ H31‘ z+ H4i ’l/) + Hsi g+ Hﬁi¢+ H7i 94‘; (253)
donde:
H]-i = —351.,'
Hy = by
Hyy = 0

Hyi = (0 — ¥)(digi 8 c(617: + @) — disi s8) + dygi 5(617: + @) s(d1; — %)
Hs; = (dis, ¢80+ dysi (017, + @) s8) s(61: — )
Hei = disi(c(d17i + @) c(bri ~ %) + ¢ (017 + ¢) s(61: — ¥))

H'],‘ = 0
se tiene:
Z:D-i = —ds, — 0045 (dgi —z+ dlSi 09 4+ d]g,,‘ C((517, + ¢) + ¢ 89) — 304,'(-d2,' +z C(S],‘ +
y s0y; + c(01; — P)(d1s b c(8y7, + @) — disi $0) + disi $(617: + @) (61 — )
;TID; = Liz+Iy 3.J+]3i z+ Iy 12}"'15{ (;+16i ¢+ I 04 (2.54)
donde:
I;; = ~cdy;i $04;
Iy = —sby; 04
[31 = 0641'

Ii = 56ai(disi (61 — ) s(6yz: + @) + (digi 8 c(817: + @) + dizi 50)s(6ri — )

Isi = digichrizicd(—clchai + (81, — ) s0504;) + ci(dysi 50 + digi b $817i s¢) +
81i — ) sbai(drsi 0 — digi 5617, 59)

Isi = digi((chai 50+ cf c(6ri — ) s04) 5(017i + @) ~ c(b17i + @) $6ai5(81i — ¥))

Izi = (d3y + dysi ¢ + dygi c(b17i + @) 50) 504i + cBa,(day + ¢(61; — ¥ )(—chsi cbe
(837i + @) + di5isO) — dysis(617: + @)s(0vzi + P)s(61: — %)) — char(cdyi = +
s cb1; y) — sy 2

finalmente la velocidad de 6y4, es obtenida sustituyendo ec.(2.51), (2.53) y (2.54) en (2.52):

91.0,; = Ju Z.L'-I- Joi ].j-l- J3; 5’-!- Jui ’l;J-l— Js; é-l— Joi (,;5 (2'55)
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donde:

Ju = en(H yp, + I 2/p, + Fiulln 2p,))
Ian culHai yrp, + I Zp, + Faillni 2.p,))
Jy = cu(Hs ylp, + I ;’D + F3i(I7 2,p,))
)
)

N

I

Jai cre(Ha yrD + 14 2 rD + Fai(17
Jsi ai(Hsi y'p, + Isi 2 rD + F5i(I7: Z:-ID)
JSi = C‘Lz(H& yrD + ]61 TD + FB;(IT: rD ))

l

La figura 2-16 muestra la gréfica que describe la velocidad de los 4ngulos 8,¢; de la plataforma
espacial, al recorrer ]a trayectoria d%crlta en el Apéndice B.en un tlempo de 10 seg. La linea

negra corresponde a 6101, la linea gris a 9102 y la punteada es para 0303

91oi Itadiaries)

Figura 2-16 Velocidad 8,;

2.3.3. Velocidad de 6
De ec.(2.24)  B; cfs, + A; s81. = z/p,. Se tiene lo siguiente B; cfl7, + A; s07, — 2/p; = 0,
sustituyendo los valores A; = dg; + di; ¢80, v B: = di; s010, queda:

dn; s6ho, cB7, + (ds: + diii cB1o,) 07, — 2.p; =0
al derivar:
dyrichs, Br0.010, — dayisBuo. 507010, + (ds: -+ d1yichro, )chr. 0, — dinishro, 07,07, — 2ops  (2.56)
finalmente la velocidad de 6+; es obtenida sustituyendo ecs.(2.51), (2.54) y (2.55) en (2.56):

® 1 [ . . . . °
97,-=—c— (KHI+K2;y+K3;Z+K4M/)+K566+K& ¢> (2.57)
2
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donde:

Kiu = dyi Jui c(br0i + 07) — i — Fii In
Ko dyu Jai (100 + ) — 1oi — Foy I,
K dyyi J3i c(Oroi + 67i) — I3 — F3i I
Kai = du; Jai c{bro +07) — Li — Fai In,
Ksi = di Jsi c{broi + O0n) — Isi — Fsi In;
Kgi = dni Joi ¢(bro + 02) — Toi — Foi 12
Coi = dgi 7 + di; ¢(br0: + 07:)

30

La figura 2-17 muestra la gréfica que describe la velocidad de los dngulos 67; de la plataforma
espacial, al recorrer la trayectoria descrita en el Apéndice B.en un tiempo de 10 seg. La lfnea

negra corresponde a 871, la lfnea gris a 67, y la punteada es para 873.

0.5~ -
0.4
T 03 Sk
2 0.2 ,.‘.
< g o
~ ol 0..'
A_':-—""-\ Rl 1 PN
- 0k -
@ /
-0.1
-0.2 L . )
0 2 ] b & 10
t (9)

Figura 2-17 Velocidad 6;

2.3.4. Velocidad de 8,;
De ec.(2.33):

dy: + az4; 012 = Qo4

derivando: .
azai 012 + azas sec” 0y B2 = aza;

y resolviendo para (.912,-:
Qogs — Qz4i 10;0;
aza; 5ec? 019

[ ]
912-5 =

. - L ] L] .
es necesano determinar asq; y azqi. Derivando aog,:

gui = Ly + Logy + Lyiz + Lagth + Lsi8 + Leid + L7i04i + Lgi07 + LoiB)os

(2.58)

(2.59)
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donde:

L)i

L 27

Ls;

LQ-(

cby:504;s (010 + 67)
chricthoi + O7; — $61:504i5 (B10: + 07:)
cBais (Oroi + 07:)

digic (015 — ) cOc (010, + 07i) ¢ (6175 — @) + 564i5 (Bhr0i + O7:) 5 (037 — @) + dygi(—cOc(0)7:
—0)584,5 (B10i + 07.) + c(B10i + 07)s (617 — B))s (63 — ¥)

dig:C (017 — B) ((—cbcbay + ¢ (81, — ¥) 50504,)5 (010 + 07:) + ¢ (G100 + O7:) s85 (81 — ¥))

dysi(s (6o, + %) ((694:'39 + ¢cOc(6y; — P) 564.)s (0vee — &) — ¢ (817: — &) 504,58 (61i — ) +
(s (0hoi + 07) (c (12 — @) c(b1; — ) + cOs (617: — B) 5 (615 — ¥)))

5 (6y0: + 87:) ((d31' + dygic (517i — @) s0504; + Cedi(in — dysi(cfc (8,7 — ) ¢ (511‘ - ¢) +s
(6178 = @) 5 (6): — ¥))) — cOui(chriz + sb1iy) — $04i2)

—c0y0i(cO7 (dsi + €Oy, (dsi + digic (917, — @) $60) + $04i(—da, + digicip(cdyzicdriclcd + cod
5017i 015 — €61:€05017:5¢ + €017:501,80))) + digicthsO7i(—clcdyz, + @561 + cby; 617 +

@) + 5610i(507:(ds, + (—dai + digicp(cdrich cdiz, + &+ cd $817:88):))584; + cOar(ds; —

disi $017:50 5¢)) + dygicdy7i(chchricocysd i + 507:(cOricds + csd1i504:50)) — disichz
cp(cO $617:501:50 + 01,8017 + @) — dygi(cOcbi7i + d(cOr0i + 6115011504 -+ cbri $0)y0;i +
O7: + (—cdyi chroi + 07:504; + 5056010, + O07:)$617; + @) s + (—cd1icBroi + 87:504i + $01;
s010i + 07,)x — (O + 07:561:504; + c61,5010; + 07:)y + Baibr0i + O7:2

—cO10i(cB7i(dsy + cOx(dai + drgi cby17i + @36) + 504i(—dy; + dygi P(cdrzi cbyi cOed + co
§0y7; 801; — €Oy 0801759 + €017:861;80))) + drgicpsO7;(—cf b7 + Psb1, + cb138817; +
B) + 5810i(ds. + 507;(dsi + (—doi + drgic(cdyich cdy7: + @ + cdsb17,5017)) 504 + cai(dai
—dy8:5017:50 @) + dygicdyrich cOricd b 56y, -+ 507 (cO4:¢050 + 561350450 ~ drgichsi
cp(ch $617i801i8¢ + c0155617; + @) — drai(cl chini + P(chro + 07i561:884 + cdri s6h0i +
B7:) + (—cd1iCOr0i + 07:504 + 861550105 + 07:) 50175 + D)5t + (—cbrichioi + 073504 + sby;
5010i + 07:) 2 — (cbroi + 07 $01; 884 + c0ri 50y0i + O7: y + cB4ichioi + 072

Derivando asg;:

(.1»34,' = Mh‘:;,‘ + M2i£{ + Mg,‘% + M4,"l?) + M;Né + J‘/ls‘,(; + M7i04i + .[ng67, - Mg,’gloi (260)
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donde:

My =

M =
]dei =

]V]sl‘ ==

Ms =

f‘flﬂ ==

32

697i(551i5910i - 051.'09105394,) + (6910i851i + C51i3910i394i)397i
—chr0i + 07:861:504; —~ €61:5010: + 07

cBaictyoi + Oz

1/4 dygi((cO cdrzi + $(((—cd1s — O108 — Oay — 07 — P) + ¢b3i — Oron + Oy — O — 2 —
s + 010 — Oy + 07; — Y + ¢O1i + Orpi + 04 + 07 — Y — 4c6\i — P 610, + 7)) + 4
5617 + ¢((cOr0: + O7: cri — P504; — 5010; + 07;361; — ¥))))

—dygi €017 + ¢ (Bron + G7i(c0ch4i — cd1i — 150504,) + 505010; + 67,5015 — )

dygi(—cby7; + &(chri — ¥ 8010i + O7i + cBi0; + 07i 504i30); — ) + 5817 + P(chroi + O
(604,-59 + CHC(S[,' - ‘(/)564{) — 698910; + 07;5(51; — ‘(‘[)))

c(010i + 07:)((ds; + drgi ¢ (617: — @) 56)504; + cOsi(dni — disi(cO cdr7i + & cbri — Y+ 5
Ovzi + @by — ) — cBai(cdnz + sd1y) — 504i2)

67:8010: (dsi + d3icls; — d2,504:) + Croi(dsi + d,04i) 507, — d2ic010i504i 507 + dygichoi
0056",/)-95171'5515594;597{ + dyg:c01;c0cdr7: + Q5C'</)594i5510i + 07 + d181'C90'¢,D5617i5615591055
07i5¢ — d18,¢010i04:5017.57:50 s + 41&‘0971'5517.'(0(!50100 — 50yi5010i504i — (Celoxcgws
8)i + 04;5610,80)58) + di8icd17:(cbroi + BricOchedsdy; + $010; + 07:{cOaicdsl + epsdy;
504i5¢)) — digicdrichroi + Onc s817i + ¢ — disi(cOcdin, + $(cdrichron + Oz — 8155048
Or00 + 07:) + (cOroi + G501 + €011504i5610i + O7:) 8617 + )5 + (chroi + 075 $61; + ¢
O1i 804 $0y0; + 07:)x + (—cdy; cbyo; + O7; + $6); 804; $010; + 07i) y — c04i5610i + 0252

finalmente la velocidad de 6,2, es obtenida sustituyendo ecs.(2.51), (2.55), (2.57), (2.59) y (2.60)

en (2.58):

donde:

9121’ = ]\/'1{3.: + Ngg:l; -+ N3i§ + Nq,“g[) + N5;9 “+ N6i¢) H (261)

Nu = (csi(—(KuLsi) + ol Lyi + Frilai + JiiLes) — (—(K1iMagi) +
Cai( My + FaiMa; + J1iMg;))t012:)) [ cai

Nyy = (csi(~(KaiLgi) + cai(Loi + FoiLi 4 JoiLo;) — (= (Ko M) +
Coi( Mai + Fyi My + JouMs,))1012:)) [ cai

N3, = (csi(—(KaiLsi) + coi( Las + F3 Lyi + Js Lo;) — (—( K Msgi) +
Coi( Mai + Frildz + Jai My;))1012i)) / cas
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N4i =

Nei =

C3 =

33

(cai(—(KaiLgi) + cai{ Las + Fay Ly + JaiLoi) — (= (K4 Ms:) +
Coi( Mai + FriM7; + JuaMg:) 1012:)) [C2i
(c3i(=(KsiLgi) + coi( Lsi + Fsilai + JsiLoi) — (—(KsiMsi) +
2i(Msi + FyiMa; + J5i Ma;) Y16h2:)) / cas
(cai(—(KeiLsi) + ca(Lei + FeiLai + JoiLoi) — (—(KeiMs:) +
i Me; + Fy, Ma; + Joi Mo;) )1612:)) / cas

1/(01341' 8602 9)2;‘)

La figura 2-18 muestra la gréfica que describe la velocidad de los angulos 8,9; de la plataforma
espacial, al recorrer la. trayectoria dascnta en el Apéndice B.en un tlempo de 10 seg. La linea

negra corresponde a 0121, la linea gris a 9,22 y la punteada es para 0123

(Hadiunes)

0 2 4 6 8 10
Lo(8)

Figura 2-18 Velocidad 89;

2.3.5. Velocidad de 8,4;

De ec {2.35)

derivando respecto al

resolviendo para 8)4;

dizi + disi 5014 = arad

tiempo:
disi €014i 6hai = &m (2-62)
® sec 0)4; &141'
Oy = '—d—
153

= C4i Q14 (2.63)
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derivando la ec.(2.37):

Q14i = S T+ Sp y + S5 2 + Sy ?z) + 5 6+ Sei <;H‘ 57 éth’ (2.64)
donde:
_ secly
Cyi = dis:
Sei = 0
Sz = 0
S = dig gi(—cbri — P s (617 + @) + b c (617, + P) s61i — )
Ssi = —dygi c(b17i + @) (cOqi cby; — 3 sO + cO s04;)
Sei = dig(—cO cO4; c(81; + ) + 56 504;) s (617 + P) + dygsicByi ¢ (017: + D) 5 (8y; + %)

57, = '"0041' (d3i ~- d]gi C((Sn,‘ + ¢5) 89) + 504,‘ (d;),, - dl&' (09 C(5]7,‘ -+ 45) C(J].,' -+ 1,/)) +
S (010 + @) s (8y; + %) — s04(co1i =+ 8815 y) + cBas =

finalmente la velocidad de 8),; es obtenida sustituyendo ec.(2.51) y (2.64) en (2.63):

l O14: = T); T+ T l'J + T3y z+ Ty 0+ T5: 0+ T6: ¢ (2.65)
donde:
Tvi = ¢4 Sii+ca By, Sui
Toi = cas S+ cai Fo Sn
T3 = cai Ssi+cai F3 Soi
Ty = ca5 Sgo+ Cai Fay S7
Tsi = cai Ssi+cai Fsy Sui
Toi = cai Sei+ cai Foi S

La figura 2-19 muestra la grafica que describe la velocidad de los éngulos 6)4; de la plataforma
espacial, al recorrer la trayectoria descrita en el Apéndice B.en un tiempo de 10 seg. La linea

negra corresponde a 04, la linea gris a 8,43 y la punteada es para 0,43.

2.3.6. Velocidad de 644;
De ec.(2.39)
—~cOr6; $012; $6)4i + €012, $O16: = Q9):

derivando respecto al tiempo:

$016:5012:5014:016: — 0916509121‘39141'912{ - C616i3612i6914i014i916€ — 5012i86h6:012i + cOr2icOi6i = a;u
(2.66)
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resolviendo para 8,g;

finalmente:

donde:

derivando la ec.(2.41):

35
0.8F ) ) ‘.-'5“0-.‘
0.2 o
E 01 v"..;." AN .
E 0 b ..-f"".' ‘._‘?_._..,_
faad
o =01}
N
D _pe
-0.3}, X : - . . . R
0 2 y 5 8 10
t(8)
Figura 2-19 Velocidad 6)4;
9'6 _ (@21 + (c012i€016:5014i + 5012i50161) Gr2i + O14,cD1615012:0145)
168 =
(6912,-6916, + 8912;8014.i3616¢')
Or6i = Csi{az) + (cBr2icBigisOrai + 5012:5036:) Orai + CB1aiCO16:5012i0145) (2.67)
Coi = 1
" (cBia cBrei + 5012i $O14i $O16:)
ani = Quz + Quy + Q3.2 + Qutp + Qs5:0 + Qeid + Qribai + Qsifri + Qgibion (2.68)

donde:

Qi =
Qa2 =
Qs
Qai =

0

0

0

5017i(c{81i — ) (csbais (Broi + O7:) — cBc (Br05 + 07:) 5b) + (cOroi + 07, + 5O
Or0i + 07; 59)s (615 — ) + cdy7i(cyp(ched(cdrichros + 75 ~ 561:504i8 (Or0i + 07:)) +
(¢ (By0i + 87:) 8815 + cbri 504, 5 (Dros + 07:))50) + (chcd(c (0100 + 02:) 801i + cOrisb4is
(8100 + 07.)) + (—b1,¢010i + O7i + 561,564 (Br0: + 07:))sb) %)
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Qs =

Qsi =

Qn =
Qs =

36

C((Sn, -+ ¢) ((—00 694,' + 051,' - ’(/) s0 894i)8 (910,- 4 67,;) + 691(),‘ -+ 97,‘ sl s ((511' - 1/)))

5517i(094i6¢’895 (910i + 971‘) + 6(511' — 1) (CGC¢59418(9101' + 975) —C (910i + 97i) 305) +
(cB ¢ (010i + 07:) cd + 584i s (0105 + 07:))s (015 — ) + chr7i(cdsdizi(—csb4is010: +
07, + c(030i + 07:) %) + 50 (cbai 0 5(Or0i + 07:) + 0 $61:(c(Or0i + 07:) cp + O4;s
(Ovgi + 07;) s9) + cd1:(804:5 (B10; + 07;) (cBchsd + cpsip) + ¢ (010 + 07:) (cpcp — b
s¢sy)))

$ (010i + 67:) (¢ (617i + @) (—cOcBaic (61 — ) + $0504;) — Oais (brns + @) s (015 —~ )

50v7i(cB4:¢ (0100 + 02:) s05¢ + ¢ (615 — ) (—cds (Br0i + 07;) + cOc(8y0; + 07:) 504i59)
—(c(610i + O7.) cdsOa; + cBsO10; + 87:50) 5 (61; — %)) + cbr7: (5010i(cOacd $6 507 +
c (815 — ) (cOcdsB4is07; — cb7;50) + (cBchricd + 504:507:8¢)s (61i — ) + cbroi (—
cBa; B, csh + cp(cOcd(—cd1;c07;504; + $61:887:) — (c7; $01, $Oai + by, $67.) sp)
—(c cp(chz; $01, 804 + €613507;) + (—b1:007,504, + $01:807:)5P)sY))

finalmente la velocidad de 6s; es obtenida sustituyendo ecs. {2.51), (2.55), (2.57), (2.61), (2.65)
y (2.68) en (2.67):

donde:

O = Rui & + Ryt §+ Rai 3+ Res ¥+ Rei 0+ Res & (2.69)

Rii = 6i(Qyi + Fri Q7i + Ju Qs — (K1, Qsi)/ci + Thi b
cbhe; $6y2; + Ny; cOy2; cbrei $014i + Ny; $612i s016:)

Ry = ¢5.(Qni + Fo; Qi + Joi Qi — (Koi Qsi)/coi + Tos b
cB1gi 50)2i + Nai Oy9; b6 SO14i + Nai 5012i 5616:)

Ra, = ¢5i(Qa + Fai Qn + J3i Qsi — (Kai Qsi)/ca + T3i chhan
cBy6; $612i + Na; O12;i cBigi 5014 + Nai 5012i 5016:)

Ry = ¢5(Qui+ Fy Qri + Jui Qai — (Kui Qsi)/c2i + Ti cbras
c6y6i 8012, + Nyi cbhoi chrgi sO14i + Nai 5019 5016i)

R&' = C.Si(QSi + Fﬁi Q7i + J5i QBi - (KSz QBi)/CQi + Tsi cbhai
cbri $019; + Ns; cOrai cOiei 5014i + Nsi $612i 50163)

Rei = c5:(Qei + Foi Qri + Joi Qas — (Ko: Qsi)/c2i + Toi chras
cBi6: 5012; + Nei c0yi Bi6i 014 + Nei $012i 5616:)
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La figura 2-20 muestra la grafica que describe la velocidad de los dngulos 036; de la plataforma
espacial, al recorrer la trayectoria descrita en el Apéndice B en un tiempo de 10 seg. La linea

negra corresponde a 634, la linea gris a 014 y la punteada es para 6163
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v 2 y 6 8 10

Figura 2-20 Velocidad 04¢;

2.4. Mecanismo Adicional (MA)

El andlisis cinemdtico en sus dos primeras etapas ya estaria terminado en este punto, sin
embargo la obtencién de las condiciones de balanceo para la arquitectura original propuesta
de la plataforma espacial, no generaron ecuaciones que permitieran su equilibrio estatico. Esto
debido a que las ecuaciones que determinan la energfa potencial de los elementos eldsticos no
permiten relacionar el peso de los eslabones con los resortes en planos distintos. Estas ecuaciones
funcionan correctamente si ambos elementos se encuentran en el mismo plano de movimiento.
Por lo tanto es necesario que todos los eslabones a los cuales les serdn adicionados elementos
eldsticos se encuentren en un mismo plano.

Fs asi como se genera un mecanismo adicional que hace la tarea de cambiar rotaciones del
plano (y — z) al plano (z — z), dicho mecanismo es un arreglo de dos barras unidas a un extremo
del eslabon 12 o 3z, como se puede ver en la figura 2-21. La longitud de cada barra es resultado
de la sintesis del mecanismo adicional (MA) y como se muestra a continuacién el anexar este
mecanismo a la plataforma espacial no afecta los grados de libertad de la misma.

Solo es necesario demostrar que al incluir el mecanismo adicional al eslabonamiento de
cinco barras no agrega o resta grados de libertad a dicho arreglo, para deducir que la platafor-
ma espacial seguird necesitando de 6 entradas de movimiento para lograr una configuracién
completa.
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Figura 2-21 Mecanismo adicional

Se usard la ec.(1.1) y sera necesario hacer la misma consideracién que en e) capitulo uno,
“cada eslabonamiento de cinco barras es cinemdéticamente equivalente a un eslabonamiento plano
RR.” A simple vista podemos determinar que los GDL de mecanismo plano RR al adicionarle
la rotacién fy;, 1o hace un mecanismo de tres grados de libertad, con esto en mente, el resultado
del andlisis de GDL del mecanismo propuesto en la figura 2-21 debe de ser 3-DGL.

L£=6(0b—g-1)+2/fk

donde:

por Jo tanto:

2.4.1. Posicién y Velocidad del MA (eslabén 3;)

La figura 2-22 muestra, las bases locales generadas para el MA, como las transformaciones
necesarias para llegar a la base local 61 ya son conocidas, tales bases no aparecen. De la figura
se puede deducir lo siguiente:

T020iT20225T25(—9235)1‘&41' +dpiUp; = TO'ZiTNiT::&iTzA(ﬁh)rPZ% (2-70)
donde:
Towi = Tw(010:) T.1(dos) Tag22i = Ta6(—0621:) T23(d22i)
TZaex = TzB(dSi)Tzl(d6i) Up3; = [IP31', ~ 833, 0, 1]T

raei = [0, 0, daai, 1|7 Ui = vector unitario
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Figura 2-22  MA con eslabdn 3;

La propuesta de la ec.(2.70) facilita el analisis del MA ya que la junta esférica y hooke ya
no seran evaluadas como tales. La ec. de posicién del angulo 6,s,, Se obtienen a partir de la
magnitud de la barra B (dg;) de la manera siguiente:

|25 Usill = | To2i T4 Te; T2 (B85 )r p3i — Tao0i T2020: T zs{ — 023 )r azail (2.71)
donde:
U = T2 T24: T T4 (B7:)r p3i — To20i T2022i Tes (— 8231 ) Taoai
entonces:
ldsiUg| = (Ul
\/(dBiUB-i)T (deiUs) = /(U)" (U)

(ds:)’ (Us)" (Ug) = (U) (U)
(U (U) — (dg:)* = 0 (2.72)
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sustituyendo las definiciones de las transformaciones de ec.(2.71) en ec.(2.72) y factorizando
para el dngulo 653; tomando como conocidos 84; y 07 :

G 6(623‘.) + Go; 5 (923.—) + Gy =0 (273)
donde:
Gy = 2d/24i (dgz,‘ — da,-, + cB4; (—ds,' + 534 3/37,') - (dﬁi + J7P1’>z')39‘1!')
Ggi = dy; (—2((1202' C(S‘Z]i + s3; 6671‘ S (6191 - 51( - 52111)) + 26(51% - 51?' - 521“')((12" + (dﬁi +
T p3i)cBai — d5i504; + $3:507:504:))
Ga = (5o + iy + d5; + (doms — dss)* + d5; — dip; + 55+ (doi + Tpai)® = 2 doi 53 5By, +2¢

B4i({—dazi + dai)ds: + doi(de: + Tpai) + (dozi — d3i)s3:587;) + 2d20,53:¢87;5(019, — 01:) +
2((—daidsi — (dao: — dsi)(dsi + Tpa:) + d2i53:587;) 804 — 2dooic (619, — 61i) ({do; + (dei +
2p3;)¢ (0a;) — dsi 845 + $3:507:564.)

finalmente f,3; queda expresado por la ecuacién! siguiente:

6231‘ =ton~! (

G%

Gy

_C%i

)“"5*' /

(2.74)

Gli)2 + (025)2

La figura 2-23 muestra la grifica que describe el comportamiento de los dngulos 653 de la
plataforma espacial, al recorrer la trayectoria descrita en el Apéndice B en un tiempo de 10 seg.
La linea negra corresponde a 6,31, la linea gris a 8,32 y la punteada es para @a33.

-15 '.0"'--
-,
=~ =20 e
2 :
S 25 \
5 —30 \ .
- - *..‘
0 2 Y 6 8 10
t (s)

Figura 2-23  Posicion fa3;

"a solucién para ecuaciones de est4 forma, se describe en el Apéndice A.
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Ahora se determina la velocidad, derivando la ec.(2.73):

éli ¢ (093;) — Ghi s (023:) é23i + ézi 5(023:) + Gai c(023:) 023i + G5 = 0 (2.75)

Gii = 2daa; $3i ¢Bq; €BaiB7; — 2d24i((dei + Tpai)char + (—dsi + 33: 587;)504:)04

Ga = 2 dosi 53,(5 (0191 — 610 — b21i) 887 + c(610: — 613 — 0215) €B7;584i) By — 2d4i c(S19i —
61i — 8915)(cBai(dsi — 83i587;) + (doi + T p3i) 5043)04s

Gy = ——-233,~(d20i 5 (8y9i — 51,') sBq, + C,B-hv(d& + (—dzg,' + dgi)ce4,' + (—d% + dapi(cdre: — 6li))

$04i)) B2 — 2 (cBai (dan dsi + (dogi — da;)(dei + Tp3:) — dos s3i 887; + daoic (dre: — b13)
(—ds, + s3i 8B7;)) + ((—daai + dsi)dsi + dai(dsi + 2p3.) — dooi(dsi + Tpa)c(S10i — O1)

+(dazi — dss) s3i 8B7;) 504i)0s

al agrupar ec.(2.75) en funcién de cada pardmetro que varia con respecto al tiempo tenemos:

G4ié4i + an'.éw + G6ié23i =0
donde:

B = (0n+6)— 27

,371' = 97-+9]0i

sustituyendo S3;; en ec.(2.75):

G4ié4i + Gs; (97i + 0101') + Ggiflozi = 0 (2.76)
resolviendo para égg,‘i
» 1 Y - a
023 = e (G4i94f + Gsi (97i + Gnm)) (2.77)
6
donde:
Gu = —2(cbai(dy; dsi + (daoi — dai)(de;i + Tpai) + doai(des + T p3i)cl23i — dai 83587 + (dsi —

53 $07:)(—d20ic(010i — 01:) + daas(cOrai — 015 — 0215)5023:)) + (—d22.ds; + dzids; + dos
dgi + doiTpai — doaydsicOo3; + S3i(dani — dai + d24iCh23:)587; + (dex + Tpai) (—daoi{cros
—01:) + dogi € (6198 — 615 — b231) 3523:‘))3941')
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Gsi = —53i(2587;(da0es (819i — 01i) — daais (819 — 61i — da1i) $23:) + 2¢B7;(dsi — (dozi — dai
+dw6923i)694z‘ - (th - dzoic(519i - 51.‘) + d24i0(5191‘ -6 — 521;‘)39231'))394«'))

Gei = 023:Ga — G1;5023;

La velocidad de 893; queda expresada al sustituir (.?4,-, 07 y émz- en ec.(2.77) y agrupando en i,
&1 E$ ¢\ 0 y ¢:

by = 2= (67,- 3+ Gai 9+ Goi 3+ Groy ¥+ Gus 0+ Gy é) (2.78)
donde:
Gr = S5 kg, -cn
C2i
Gy = Gﬁ;:( %~ Py, Gai — Gsi Ju
Goi = GS;;(:“ — F3i Gai — Gs; Ja
Gy = % — F4i G4 — G5 Jgi
Gui = % — F5i G4 — Gsi Jsi
G = GSLQXKB" — Foi Gai — Gsi Joi

2.4.2. Posicién y Velocidad del MA (eslabén 1;)

La figura 2-24 muestra las bases locales generadas para el MA, como las transformaciones
necesarias para llegar a la base local 61 ya son conocidas, tales bases no aparecen. De la figura
se puede deducir lo siguiente:

To26: T2628i T25(—028i ) Tmoi + dpiUpi = To2iT24iTaei T24(07:)r p1i (2.79)
donde:
Tossi = T.e(025:) Tar{doei) Tasosi = Tao6(—d27i) Tora(dosi)
rooi = [0, 0, dao,, 1)7 rpi = [~zpii, —su, 0, 1]7
Up; = vector unitano

La propuesta de la ec.(2.79) facilita el andlisis del MA ya que la junta esférica y hooke ya
no seran evaluadas como tales. La ec. de posicién del dngulo §4;, se obtienen a partir de la
magnitud de la barra D (dp,) de la manera siguiente:
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20
z1gz‘
Yo
g
52572
Figura 2-24 MA con eslabén 1;
ldpi O pall = [ To2: T24i Tagi T24(07:)T pri — To26i T2628i T 25( =20 ) T azoil|
donde:
V' = T2 T24: Ta6:T24(07:)r pre — Too6: T 2628: T 25 (—029:) T asoi
entonces:
lepiUpill = VIl
VidoUn)T (do:Un) = (V)7 (V)

(do:)? (Up)T (Upi) = (V)T(V)
(W (V) - (dpi)® = 0 (2.80)
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Sustituyendo las definiciones de las transformaciones de ec.(2.79) en ec.(2.80) y factorizando
para el dngulo €9, tomando como conocidos f4; y 07; :

Ghai €(02g;) + Gra; s (020i) + Grsi =0 (2.81)

Grsi = 2 daoi(dagi — dai + (dgs + zpy;) $0a; + Bai(—dsi + 515 507))

Grai = 2dao(—dasicoori + 515¢07:8 (81i — b2si + 2:) + c(01i — das, + 827:)(dai — (doi + zp1i)
04 — ds;i 884; + 515 504; 507;))

Gisi = dag; + do; + d2; + (dagi — dni)? + d2 — d2; + %, + (dgs + zp1i)? — 2(dagidsi — daidsi
+do;(des + Zp1,))Clai — 2 dos, 51iC025, CO7:88y; — 2(d21’d5i — (dagi — d3i)(ds: + IPu))S
O4i + 2d26i 581i5025:(—doi + (dei + Tp1:)cOai + ds5is04i) — 251,(dsi + (—dogi + dai) s
—dy; 584i + dasi 015 $025; $04i)507i — 2daei cO1i(—(81i ch7i Sbasi + chasi(doi — (dei +
Tp1i)COs — dsisOs: + 515504i502:))

finalmente 0,9; queda expresado por la ecuacién siguiente:

fo, = tan™ (i) + cos™! —Chsi (2.82)
' \/(613;)2 + (Ghai)*

La figura 2-25 muestra la grafica que describe el comportamiento de Jos dngulos 00; de la
plataforma espacial, al recorrer la trayectoria descrita en el Apéndice B en un tiempo de 10 seg.
La linea negra corresponde a 849), la linea gris a 0297 y la punteada es para fy9;.
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Figura 2-25 Posicion 8a9;
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Ahora se determina la velocidad, derivando la ec.(2.81):

C.;L?n' ¢ (020:) ~ G 5 (0295) c'.9291‘ + ém 5 (020:) + Ghai ¢ (0201) é?ﬁi + C';]si =0 (2.83)
donde: . . .
Gisi = (2d30:(dsi + Tp1,)cbai + 504 (dsi — 51)807:) O + 2d20:51:¢04i¢07:07;
C.:m = —(dg0i ¢ (01i — O25: + G27:) (—2(dei + Tp1:)50ai + 2 cOa;{dsi — s1: 5971'))54:‘ + 2d305 514
(c (815 — b2si + 0o7i) €07:504i — s(81; — asi + 527&)897057&
Crsi = 2 (504i((—dasi + d3i)ds; — doy (dsi + Tp1.) + dagi(dsi + 2pr1i)c (615 — S25i) + (dogi —

ds;) 81i 807:) + 04 (daidsi — (dogi — d3i)(dsi + Zp1:) — doisri 07 + dagi ¢ (81, — b25,)
(—dsi + $1i507:)))04; — 2515 (cO7i(dsi + (—das, + dz:)cha, + (—do; + dosi c(8); — Fos;
)$04i) — dasis (81: — b23:) 567,)0 7

al agrupar ec.(2.83) en funcion de cada pardmetro que varia con respecto al tiempo se tiene:

Ghrgi O4i + Gyzi 87+ Gigi 02 =0 (2.84)
resolviendo para égg,’i
° 1 ° °
O20i = . (Gl&' Bai + G 971) (2.85)
18:
donde:
Gisi = —2((—((d2si — dsi)dsi) — dai(dei + Tp1;) — d30.dsicha0; — (doi + zp1:) (—(dagic(d1i —
doss + d30:)C (O3; — d2s5 + 027;) 5029:)) 5045 + 51:(dagi — da; + d3gicha0:)$04i507; + O
(doi ds; — {dasi — dsi)(dey + zp1i) — daoi(de: + Zp1s)cO20i — d2:51:507 + (dagic(6r. —
825:) — dagic (61: — 25, + 027:) 5Oa9: ) (—dsi + $1:507:)))
Gin = —(-91;(2097;(d5i - (d’zsi — d3; + d30i0929i)094i - (dz.' - d26ic(§li - 525i) + d301C(51i -

825i + 0271)5020:)804i) + 2(—(dass 5 (81i — G25i) + daoi (017 — 025, + 027:)50207)507:))

GlSi = i Gm‘ - Gl3i 8929i

La velocidad de 6,0; queda expresada al sustituir 84, 67; v 610: en ec.{2.85) y agrupando en z,

Yy, 2, %, 0y &

Oogi = —— (Glgi T+ Gaoi ?:r + Goy; 7+ Gaoi % + Gagi 0 + Gogsi d’Ul (2.86)
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donde:

Gr7i Kii
C2;
Girni Ky

Co;
Gyn Ks;

Ca;

Gl71' Kth‘

Cai

Gr7i Ksi

Coi

Gl?i Kﬁ'&

Coi

- Fli Glﬁl
- Fyi Gii
— F3; Grei
~ Fy; Ghai
- F-S‘i GISi

— Foi Ghsi
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Capitulo 3

Balanceo Estatico

3.1. Introduccién

Las primeras aplicaciones para estructuras en paralelo fueron los simuladores de
movimiento y la mdquina universal de pruebas para neumaticos [13] y [14] poste-
riormente en robética [15] y [16]. Las caracteristicas principales de los mecanismos
en paralelo son que su efector final esta unido a la base por medio de varias cadenas
cinemadticas y que todos sus actuadores pueden ser colocados sobre o alrededor de
su base. Esto les permite desplazar grandes cargas y presentan propiedades dindmi-
cas muy aceptables. Es comuin que dichos mecanismos requieran de poderosos
actuadores para mover dichas cargas, ademéds del peso de sus eslabones. Una de sus
aplicaciones mas comerciales son los simuladores de vuelo, los cuales requiere que
la plataforma moévil, permanezca en equilibrio lo que demanda que los actuadores
induzcan una fuerza considerable. Reducir dichas fuerzas es posible con el balanceo
estatico.

En este capitulo, se plantea el balanceo estatico para un mecanismo espacial de
paralelogramo de seis grados de libertad, primeramente se define que es el balanceo
estatico, para posteriormente desarrollar la metodologia que permite deducir las
condiciones asociadas con el balanceo del mecanismo.
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3.2. Balanceo Estatico de Mecanismos

Segtn [12], el balanceo de mecanismos ha sido un tema de investigacién muy importante por
varias décadas [17]. Se dice que un mecanismo tiene sus fuerzas en equilibrio cuando el total
de fuerzas aplicadas sobre la base es constante para cualquier movimiento del mecanismo. En
otras palabras, un mecanismo est4 balanceado cuando su centro global de masa permanece fijo,
para cualquier movimiento . Estas condiciones son muy importantes en maquinaria, debido a
que el desequilibrio ocasionarfa vibraciones, mismas que inducirian efectos indeseables. Den-
tro de este contexto, un mecanismo o un manipulador se dice que tiene un balanceo estdtico,
cuando el peso de los eslabones no produce algin torque (o fuerza) en los actuadores bajo
las condiciones de equilibrio, para cualquier configuracién del mecanismo o manipulador. Estas
condiciones también son llamadas como compensacion gravitacional. Manipuladores seriales con
compensadores gravitacionales fueron disehados en [18]-[22] usando contrapesos, resortes, y al-
gunos levas y/o poleas. Manipuladores paralelos planos fueron balanceados usando contrapesos
en [23]. Un compensador gravitacional hibrido fue diseriado en [24]. Una aproximacioén general
para el equilibrio de eslabones en el plano usando resortes fue presentado en [25]. Cuando son
usados resortes, el balanceo estatico puede ser definido como el conjunto de condiciones para
los cuales el total de energia potencial en el mecanismo, incluyendo la energia gravitacional y la
energia acumulada en los resortes, son constantes para cualquier configuracién del mecanismo.

Generalmente [12], un mecanismo espacial de n—GDL estd formado por n—cuerpos méviles
y un eslabén fijo. Por otra parte, el vector de posicién del centro de masa de cada eslabén mévil
con respecto al marco de referencia fijo sera definido por Rgj; y la masa del i—ésimo eslabén
movil por mj;. El vector de posicién del centro de masa del mecanismo con respecto al marco
de referencia fijo, serd denotado por R¢ y puede ser escrito como:

1 &
RG:HZmﬁRGji (3-1)

=1
donde M es la masa total de los eslabones méviles,

ny

En general, el vector R serd una funcién de la configuracién del mecanismo, es decir,
Rs= Rg (0) (3.3)

donde @ es el vector que incluye todas las coordenadas de las juntas del mecanismo. Siguiendo
con esta notacién, las condiciones para el equilibrio de las fuerzas del mecanismo pueden ser
escritas como:

R = Ry (3.4)

donde Rg; es un vector constante arbitrario, es decir, un vector que es independiente de las
coordenadas de las juntas del vector 8. De la misma forma, si elementos no eldsticos son usados,
las condiciones para el balanceo estatico pueden ser escritas como:

e’Rs = R, (3.5)
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donde R, es una constante arbitraria, y e, es un vector orientado en la direccién de la gravedad.
Cuando elementos eldsticos son usados, el total de la energia potencial del mecanismo, es de-
notado por Vr y es definida como la suma de la energia potencial gravitacional y la energia
potencial de los elementos elésticos y se puede escribir como:

np 1 s
VT = gemeﬁRGﬁ + EZ]{] (Sj - 59)2 (36)
i=1 j=1

donde g es la magnitud de la aceleracién de la gravedad, ng es el nimero de elementos lineal-
mente eldsticos en el sistema, k; es la rigidez del j—ésimo elemento eldstico, s; es la longitud del
J—ésimo elemento eldstico, y s? es la longitud sin deformar. Como se menciono anteriormente,
cuando elementos eldsticos son usados, la condicién de balanceo estatico hace que la energia
potencial total del sistema permanezca constante, lo cual puede ser escrito como:

Vp =V, (3.7)

donde V, es una constante arbitraria.

En sistemas mecdnicos articulados, los componentes eldsticos pueden ser resortes, los cuales
pueden proveer una compensacion exacta de las fuerzas gravitacionales para todas las configu-
raciones [18], [20]. Esta compensacién usualmente requiere que la longitud efectiva sin deformar
del resorte sea igual a cero. Como es mostrado en [20], esta suposicién no representa un problema
en particular y es generalmente simple de implementar en un sistema practico.

3.3. Balanceo Estatico de la Plataforma

El balanceo estatico de plataformas en paralelo es planteado por Streit [28], Wang [29], por
Ebert-Uphoff y Gosselin [27]. Estos articulos discuten varios métodos de como lograr el balanceo
y dan sugerencias para la construccién de tales mecanismos. Todos requieren de la deduccién de
ecuaciones de balanceo. El balanceo estatico de la plataforma caso de estudio, es determinado
de manera independiente o seccionada. Para esto es necesario crear un sistema equivalente. En
las secciones siguientes se describe a detalle como es que se obtiene el balanceo estatico de este
sistema equivalente y por lo tanto el balanceo estatico de la plataforma espacial. La figura 3-1,
hace mencién al sistema a balancear.

3.3.1. Sistema Equivalente

El primer paso es redistribuir la masa total de la base moévil entre los tres mecanismos
de pantdgrafo, de forma tal, que cada uno tenga una fraccién equivalente de esta masa. La
figura 3-2, hace mencién a esta accién. Los valores a determinar son mj, me y ms. Aplicando
el concepto de centro de masa se tiene:

mpYgp = M I'gl+ Mg Iga+ M3 Igs (3.7)

mp = my+mg+my (3:8)
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Masa equivalente
del plato movil

Figura 3-1 Sistema equivalente

Para este caso los vectores rgy, rgs, ros v la masa mp, son datos obtenidos del diseno. La
relacién siguiente genera la distribucién de la masa:

Tp 3| ) 3
mpyp | =T | Y | tme| Y2 | T3 | Y3 (3.9)
zZp 2] z9 Z3

resolviendo para my, my y ms de ec.(3.9) se tiene:

(mp(zp(y2 — y3) + zays — yp) + z3(—y2 + yp)))

™o (z3(y1 — y2) + 21 (y2 — y3) + z2(—11 + ¥3))
o~ (me(zp(=y +ys) + a3y —yp) + 21 (—ys + yr)))
? (z3(y1 ~ y2) + z1(y2 — y3) + z2(—v1 + ¥3))
m (mp(zp(y1 — y2) + z1(y2 — yp) + z2(—41 + yP)))
’ (z3(y1 — v2) + z1(y2 — y3) + z2(—v1 + ¥3))

se tiene los datos siguientes:

mp = 2.61085 kg

zp =0 21=02mcedéy; 22=02mcde  z3=0.2m ch3
yp=20 y1=02msdy;  y=02msd2 Y3 =02m sd3
zp = -0.060875 m z1 =-0.060875 m 2z =-0.060875 m 23 =-0.060875 m

Por lo tanto la masa equivalente del plato mévil es:

my = Mg = Mg = 0.870283 kg
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Figura 3-2  Distribucion de la masa

3.3.2. Energia Potencial Debido a la Gravedad

La energia potencial correspondiente a la gravedad es denotado por Vi, la cual es la suma de
los vectores que hacen referencia al centro de gravedad de cada eslabén medido desde el marco
de referencia inercial por el peso del eslabén correspondiente. A continuacién con base en las
figuras 3-3 y 3-4 se desarrolla esta suma:

V, = W& Reoi + W R + W2 Reo + WL Rea + Wi Roas +

WI Resi + WELRGa + WL Res: + WL RGe: + WL Rep: (3.10)
donde:
Rcoi = Tou Tosrco
T
reoi = |XGoi, YGoi» ZGoi, 1]
WOi = [07 07 Mo, 0]T

RGli = T02i T24i T462’ Tz4 (072') r'cii

T
rcii — [Xclz‘, Yacii, ZGli;l]
Wi = [0, 0, my, 07

Reoi = Togi Tosi Tusi Tesi Taioi rooi

T
g — [Xczz‘, Yca, ZGQi,l]
Wy = [0, 0, mg;, 0]

Rey = Tooi Toai Tagp: Toa (B7,) Tom
res = [Xg3i, Yo, Zczi,l]T
W3'i - [01 01 ma;, O]T
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msi
m4i
R .
Gs1 P
RG4% Gy
m3z~
A Rg
o T
) G3i
Rep:
R, ™o
01 Mp; Ter:
Ly
TGoi
R = ]
yo GA: / m,,
Tcai
Figura 3-3  Vector de gravedad (a)
Ps, = T2iT:TaepToa (B7;) rps
rps = |—Xps, —Su, 0, 1]
Reai = To2:T24Taspi LegpiTar0pr Gai
rGa; [Xai, Yai, Zm',l}T
Wy = [0, 0, my, O]T
Resi = To2iT24:Ta6: TosiLs10: Tror2itars
ras = |dis;, 0, 0, 1}T
Ws = [0= 0, ms;, D}T
donde:

ms; = masa. equivalente de plato moévil + masa de la junta esférica
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Figura:3-4  Vector de gravedad (b)

Reei = Tooo Toaoozi Tis (023i) Tazai +desi Uens
(P3: — Py;)

dp;
Wg = [0, 0, mg;, 07

Ugs: =

Reai = Toooi Too2i Tis (023:) roas
rcaw = [XcAi, Ycai, ZGAiyl]T
Wy = [0, 0, my,, O]T

Py = Toooi Too22i Tos(023i) Tavas
roa; = [0, 0, dog, 1]

RGDi = T026i T2628i TzS (9291') T'a30q + dG’Di UG’Di
(Py — Py)

dp;
Wp, = [0, 0, mp;, 07
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Reei = TozsiTososiTes (020i) Yoc
reei = [Xcoi, Yeoi chz',l]T
Wei = [0, 0, mey, 0]

P1; = To2 Toa Tagi Toa (07:) rpu

rpi = [~Xpu, —su, 0, 1|7

Py = Toxg Tasosi Tos (020:) Tasoi
ragsoc = [0, 0, dso, I]T

Ademss:

Vo = gmo(ds + 2c0i cai + Tgo: $04) + g mai(das + dsi cOai + 2615 Osi cO7; — dei 5045 +
Ton $04i + You O s07:) + g moi(ds; + ds; cOs — de; 5045 — doi 5043 + Tg2s 045 +
dg; cO4; 807; + 9621(0941' cl7; s010; + cbig; cOa; 897i) + ZG21'(C9101' cBa; cB7; — cly; s610:
s807)) + g mai(da; + ds; cOas + 2G3i cOas (010 + O7:) + dei SO4s + Te3s Oas + Ygzi Bai
5(6hoi + 07:)) + g mai(dsi + ds; s + dei Os; + doi 5045 + Tas SOsi + dgs Bai 5(0100 +
07:) + yoai(—(clai (010 + 07:) 5010:) + cbroi cBai 5(010i + 07:)) + 2gai(cO10: cOai c(b10:
+07) + cbai $010i $(O10 + 07:))) + g Msi(das + dsi Oy + drzi 504 — des 045 — doi 504;
+dgi cla; 807 + di1:(CcOai Oz 50100 + ch100 Oai $07:)) + g Mai(dozi + zgai oz — Toa
5843:) + g mpi(dozs + doai cO23: + (dgpi(—dooi + d3s — dogs 023 + dsi COss + dei 5045 +
zp3iS0a;i — yp3i cOai $(6hoi + 07:)))/dBi) + g mei(dasi + zge: cO200 — Taer s020:) + g My
(dogi + dsoi cf20i + (depi(—dasi + dsi — dagi Oa0:i + ds; Oa; — dsi 504s — Tp1s 5045 — Yp1
B4 $07:))/dDr)

(3.11)

3.3.3. Energia Potencial Debido a los Resortes
Los resortes adicionados a la plataforma espacial son mostrados en las figuras (3-5)-(3-7),
los cuales son introducidos entre un eslabén y la base fija. A continuacién se muestra la nomen-

clatura usada para determinar los parametros usados para obtener la energia potencial debida
a los elementos eldsticos:

h;i— linea formada entre los puntos A y B.

s;;— linea formada entre los puntos A y el punto C.
e;i— linea formada entre los puntos B y el punto C.
k;;—coeficiente de rigidez del resorte.

7v,:— &ngulo formado entre las lineas hj; y sj;.

i —angulo formado entre la horizontal y la linea h,;
dq.:—4angulo formado entre el eje x4; y la linea sg;
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Con base en la figura 3-5 el d4ngulo v, queda expresado de la manera siguiente:

Oai + 00i = o + Yo
Yoi = Oai+doi — au (3.12)

Figura 3-5 Resorte eslabdn 0;

Con base en la figuras 3-6 y 3-7 se determina que y,; ¥ 7; son iguales al dngulo que

43 ”

determina su orientacién, debido a que esta variacién es medida con respecto al eje “ z .” por
lo tanto, se tiene que:

Yai = O (3.13)

"‘/Ci = 9291' (314)
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Figura 3-6 Resorte eslabén 3;

Por lo tanto, la expresién que determina la energia potencial de los elementos eldsticos

adicionados a la plataforma espacial es la siguiente:

3
‘/,- = Z (k’(}L 6(2)1- + kAi 6?41- + k'Ci GQCi)
i=1

DN =

donde la longitud del resorte es denotada por la distancia ej;, la cual puede ser expresada
en funcion del dngulo ;;, donde: 7 =0, A, C, i =1, 2, 3. Usando la ley de cdsenos se tiene:

3(2)1' = (hOi)2 + (801')2 — 2 (hoi s0:) cos(7g;)
€2Ai = (hAi)2 + (SAi)2 — 2 (hai sai) cos(fa3;)

32&' = (hCi)2 + (SCi)2 — 2 (hei sci) cos(bag)
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7Cz’

Figura 3-7 Resorte eslabon 1,

sustituyendo:

1
Vi = 5(1501'((]101')2 + (50:)* = 2(ho: s0:) c(Bai + Soi — i) + kas((ha)” + (s4:)* —

2 (has S4i) cBazi) + kesl(hes)® + (s)” = 2 (Rex sci) Ba9:))
(3.15)

La energia potencial total es la suma de ec.(3.11) y (3.15).

Vr=V,+V: (3.16)
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3.3.4.

Condiciones de Balanceo

Las condiciones de balanceo, son ecuaciones que surgen al ir agrupando términos que de-
penden de una misma variable (4ngulo que varfa con respecto al tiempo), a continuacién se
escribe la energia potencial total en funcién de las juntas del mecanismo.

Vi = To + Ty ¢(04:) s (010:) s (07:) + T ¢ (010:) ¢ (04:) s (07:) + Ts ¢ (04s) s (07:) +

donde:

Tui ¢(045) c(07:) s (6r0:) + Tsi ¢(610i) ¢ (0ai) c(6r:)) + Toi c(04) c(67:) +
Tri 5 (04:) + Tgi s (020i) + Toi ¢ (023:) + Thoi ¢ (0as) + Thi ¢ (O20:) + Thos s (023:)
(3.17)

(hoo)” koi , (has)® ks, (heo)” ke
2 2 2

d3i g ma; +dsi g Mag +dsi g Ms; +dsi g Moi +dzi g +ds g Mo+ dai g

daoi dgpi g Mps

+ds; g mo; +dzi g Mas +dy g Moy +

m3; + dzi g ma; + ds; gms; +daoi g ma; +dao g Mpi —

dp:
d3; dgpi i dosi dGpi i ds; dgpi 9 Mp;
3 4GB g B ¥ dog g Mes + doss gps — 28: 4GDi § b1, 43 ¢Di g Mpi |
dp; dp; dp;
koi (SOi)2 kai (SAi)2 kci (SCi)2
3.18
2 + 2 + 2 ( )
9(mo; zgoi + ms;i zg3i) (3.19)
dimi+d1—m,-—d i T p; 534
< Ll = 2 (dop: mp: s3:) + mo; Yoo + M3; ycsn) (3.20)
Bi
(dsi dpi(ma; +ms:) — dep: mpi s1: + dpi m1i YGri + dpi Mas Yoai) (3.21)
dp;
15 (3.22)
T (3.23)

glmai 261 + Mai 264i) (3.24)
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T = (9(dei dpidpi(me; — ma; + ms;) + deidpi(dpi(mas + ma; — Mg — Mg + ms;) —
depi Mp:) + dsi dpi dgpi mp; dpi dpi(disi ms; + Mo; Teo: + M Ter + Mo
Tgai + Mai Taai + Ma; Teas) + dpi depi Mp: Tp1i — dpi dei Mp: Tpsi) + dpi

dpi hoi koi Soi s (c0: — 00:))/(dBidps) \ (3.25)
Ts; = —gmei zgei (3.26)
To = (d24i(dBi - dGBi)Q mBi)/dBi — hai kai 54i + g Ma; 2GA: (3-27)
Tioi = (dsi 9(dBi dpi(ma; +mo; + mg; + ma; + ms;) + dps depi mpi + dpi depi Mpi) +

dpi dpi gmoi 2G6oi — dp:i dpi hoi koi s0: ¢ (o — d0:))/(dBidpi) | (3.28)
Tii = (dsoi(dpi — dgpi)g mps)/dDi — hei kei sci + g mei 2cc (3.29)
Tis = —gma zoa (3.30)

Cuando todos los coeficientes que multiplican a las variables que dependen del tiempo se
hacen cero, la energia potencial total llega a ser constante para cualquier configuracién del
mecanismo. Es decir:

V=T,
Las condiciones de balanceo para la plataforma espacial pueden ser escritas como:

T = 0 (3.31)
jo= 1.
i = 1,2,3

3.4. Datos de la Plataforma Espacial

Recordar que para el balanceo estatico de la plataforma se determinaron ecuaciones que
resuelven para un sistema equivalente a la plataforma espacial. Asi que el balanceo estatico de
la misma serd cuando el iterador ¢ sea desarrollado para todos sus valores

Del sistema de ecuaciones que determinan el balanceo estético del sistema equivalente hay
dos ecuaciones que se repiten (3.22 y 3.23). Por lo tanto, el sistema ahora es de 10 ecuaciones.
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Este sistema de ecuaciones solo se puede resolver para un mdximo de 10 incoégnitas asi que hay
que definir bien cuales seran.

Los coeficientes de rigidez son las incégnitas principales para el balanceo estatico (ko;, ka;
y kei) ecs.(3.28), (3.27) y (3.29) respectivamente.

Si la arquitectura de la plataforma espacial permitiera el balanceo estdtico, solo restarfa
sustituir todos los datos fisicos de la misma y asf las 7 ecuaciones restantes serian igual a cero
y se comprobaria que la plataforma espacial estaria balanceada estdticamente. Pero para este
caso no ocurrié asi, entonces es necesario satisfacer esas ecuaciones. Se opté por modificar los
centros de gravedad de algunos eslabones (contrapesos). Con base en este criterio, es como se
determinan que los datos siguientes son datos fijos:

611’ = Ooa 5171’ = OO, 5191’ = 007 5211’ = 007

5251' = O, (5271' == O, dgi =0.2 m, (50,‘ = 2700,

d51' = 0.1 m, dﬁi = 0.00865 m, dg,’ =0.15 m, dgi = 0.0177 m
d]]i = 0.15 m, d3i = 0.055 m, d131' = 0.02635 m, d15.i = 0.060875 m,
d]gi = 0.2 m, dg()i = (.28 m, d22,‘ = -0.034662 m, d24i = (0.164682 m,
dzﬁi = 0.09 m, dg&' = -0.03466 m, d301' = (0.164682 m, dBi = dDi = 0.13953 m,
dGBi = dGDi = 0.06976 m, dG’Di = 0.06976 m, mMmo; = 0.17031 kg, my; = 0.17296 kg,
ma; = 0.11278 kg, ma; = 0.17295 kg, my; = 0.11278 kg,  ms; = 0.87028 ke,
ma; = 0.21524kg, mp; = 0.13037 kg, me; = 0.21523 kg, mp; = 0.13037 kg,
Tpy = 0.0277 m, 513 = 0.07 m, Ip3: — 0.0277 m, 53; = 0.07 m,

g = 9.81m/s?, ho; = 0.14 m, h.a; = 0.05034 m, hei = 0.05034 m
Sp; = 0.04 m, Sa; = 0.045 m, sc; = 0.045 m, og; = 270°

Por lo tanto las ecuaciones quedan en funcién de las distancias del centro de gravedad de los
eslabones, de la manera siguiente:
Tres ecuaciones que dependen de distancias en el eje “x”:
zcai =0
zgei =0
2.0766 x 107" + zgo; + 1.0155 z¢1; + 0.6622 zgo; + 1.0155 zg3; + 0.6622 164 = 0

Dos ecuaciones que dependen de distancias en el eje “y”:

0.8262 + yg1: + 06520 ygas = 0
1.267 + ygoi + 1.9335 ygs3i = 0

Dos ecuaciones que dependen de distancias en el eje “z”:

zeoi +1.0336 z2¢3;, = O
zZcu + 0.6520 2G4 — 0

Tres ecuaciones que resuelven para los coeficientes de rigidez:

ko = 275.4018 + 298.3466 zco;
ka = 46.4924 + 932.0933 zga;
ke; = 46.4924 + 932.09334 zgc;
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Debido a la arquitectura que posee la plataforma espacial se considera que los contrapesos
deben ubicarse en los eslabones 2 y 4;, por lo tanto se sustituyen los datos siguientes para dejar
que las ecuaciones resuelvan para los nuevos centros de gravedad de dichos eslabones.

zc1 = -0.0120, ze1: =0,
zg3i = 0.0120, zga =0,
Yo = 0.0413, zga: = 0.0562,
ye3i = 0.0413, zaci = 0.0562,
2601 — 00410, TG — 0

Se obtiene la matriz de solucién siguiente:

[ 2G2i = 0 i
2G4i =0
zgci = 0

1.3304 4+ yG2: = 0

1.3304 + yg4: = 0

1.3304 + ygo: = 0
3.1358 x 107*® + zg4; = 0

(3.31)

ka: = 98.882
ki = 98.882
L ko, = 287.653

Finalmente se determina un sistema de ecuaciones que se resuelve para los coeficientes de
rigidez de los resortes y determinan la ubicacién de los centros de gravedad para los eslabones
correspondientes. Esta misma informacién es sustituida en el andlisis estdtico a desarrollar en
el capitulo siguiente y con ello es demostrado el balanceo estatico de la plataforma espacial.

En el apéndice C, es desarrollado un nuevo analisis para las condiciones de balanceo.



Capitulo 4

Analisis Estatico

4.1. Introduccion

El principio del trabajo virtual representa una poderosa herramienta para derivar
las ecuaciones estéticas y dindmicas de los sistemas de multicuerpos [31]. Establece
que si un cuerpo rigido est4 en equilibrio bajo la accién de varias fuerzas externas
y se le aplica un desplazamiento arbitrario a partir de la posicién de equilibrio,
el trabajo realizado por las fuerzas externas durante el desplazamiento serd cero.
El principio del trabajo virtual es desarrollado en este capftulo para demostrar el
equilibrio estético de las fuerzas externas que actidan sobre la plataforma espacial,
al sustituir los valores obtenidos en el balanceo estético.

4.2. E] Principio del Trabajo Virtual

El principio del trabajo virtual [31], representa una gran herramienta para derivar ecuaciones
estdticas y dindmicas de sistemas de multicuerpos. A diferencia de la mecinica Newtoniana, e
principio del trabajo virtual no requiere considerar las fuerzas de restriccién o de reaccién, solo
requiere cantidades de trabajo escalar para definir las ecuaciones ecuaciones estaticas y dindmi-
cas. Este principio puede ser usado para derivar sisteméticamente un minimo de ecuaciones de
movimiento de sistemas de multicuerpos mediante la eliminacién de las fuerzas de restriccién.
En e] uso del principio de trabajo virtual, la importancia de los conceptos de desplazamiento
virtual y fuerzas generalizadas deben ser tomadas en cuenta y usadas para formular las fuerzas

62
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generalizadas de varios elementos de fuerza, tales como resortes, amortiguadores y fuerzas de
friccién. El principio de trabajo virtual puede ser usado para obtener un nimero de ecua-
ciones igual al nimero de grados de libertad del sistema, de este modo provee un procedimiento
sistemdtico para obtener la forma reducida de las ecuaciones de movimiento del sistema mecani-
co.El principio del trabajo virtual para un andlisis dindmico [32], es escrito para un sistema de
cuerpos en la forma:

n

Z {(Fl - miai)TJR.; + (M, — (I,-w,- + w; X I,-w,-))T Jtp,} =0 (41)
=1
donde:
n = nimero de cuerpos.
F; = fuerza ederna aplicada al cuerpo i.
M; = momento externo aplicado al cuerpo .
0R; = desplazamiento virtual traslacional del centro de
masa del cuerpo.
b, = desplazamiento virtual rotacional del cuerpo.

La ecuacién anterior declara que un sistema de cuerpos lleva a cabo un movimiento tal,
como para mantener la suma algebraica del trabajo virtvual de todos los efectos de trabajo e
inercia igual a cero. Las fuerzas que producen trabajos son todas las fuerzas aplicadas, incluso
las fuerzas de friccién.Para el andlisis estdtico la ec.(4.1) se define como:

> {FT 6R; + M] bp,} =0

=1

4.2.1. Desplazamiento Virtual

El desplazamiento virtual es definido como un desplazamiento infinitesimal que es compati-
ble con las restricciones cinemdticas impuestas al movimiento del sistema. Los desplazamientos
virtuales son imaginarios en el sentido de que se asume que ocurren cuando el tiempo per-
manece fijo|31]. Esto es, que para el caso de la plataforma espacial la configuracién de la misma
depende solamente de sus juntas variables y no explicitamente del tiempo. Considere el ejemplo
mostrado en la figura 4-1. El vector de posicién para un punto arbitrario P sobre el cuerpo
rigido ¢ estd dado por:

R,=R + R;5(0) ra (4.2)

donde R es el vector de posicién de la base (x;, y), z1) con respecto a la base (xXq, Yo, 2o), r2
es el vector de posicién del punto P con respecto a la base (xa, y3, z2) ¥y Res(8) es la matriz
de transformacién dada por:

R.s (0) = 0 1 0 (4.3)
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W
8

o
V4
3

J g )

Figura 4-1 Desplazamiento virtual

donde 8 es el dngulo que define la orientacién del cuerpo. Un cambio virtual en el vector de
posicién del punto P de la ec.(4.2) es expresado como §R,, y estd dado por:

donde:
5080 0 cbf o -3 0 b
IR,
0R.5 (0) = 0 0 0 = 0 0 O 00 = 5—59(@ o0
—cB 60 0 —s0 60 - O —s0

la ec.(4.4) puede ser escrita como:

OR.;5 ()
06

OR .5 (6)
o6

donde 6R = 0, ya que este vector no depende de variables de desplazamiento lineal o angular.

SR, = 6R + 186 = ry 56 (4.5)

Las variables que generan desplazamiento son 84, 67i, Bz, 610i, Bioir Pr2is 0141, Or6i, O2si
y O29;. Por lo tanto, los desplazamientos virtuales solo existirdn para aguellos vectores que
dependen de estas variables. A continuacién se definen las matrices de rotacién y su respectivo
desplazamiento virtual, las cuales serdn utilizadas posteriormente.

1 0 0
R.(6,) = 0 cb, —s0,
0 s0, cb,

by 0 sb, i
Rs(d) = | 0 1 0 (4.6)
| —s6, 0 b, |
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cd, —sf, 0O
Rze(ﬁz) = 50, C@z 0

0 0 1
0
OR.4(62) —86—R14(9I) 00,
d
FRus(8,) = 5o-Rus(6,) 00, (4.7)
Yy
0
5R26(02) = aTRzﬁ(gz) 582

= :r
Vista Frontal
Plano y,-z,

Figura 4-2 Vectores (a)
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0 0 0
%5;9(9’) — |0 —s8, —cb,
z i 0 b, —sO, |
[ —s0, 0 of
ey _ [0 "
%y | o, 0 —sb, |
6R26 (92) . - .;02 - CZZ g
80, A
z | 0 0 0]
Vista Frontal
Plano y-z,

11

Figura 4-3 Vectores ()

Con ayuda de las figuras (4-2)-(4-4) se desarrolla la siguiente sumatoria, donde son rela-
cionadas todas las fuerza y torques que actian en la plataforma espacial:
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6 3 3 3 3
W = > (W) Ry + > (Wa) 6Rw i + > (W) 0Rwp:i + Y (Wa)T 6Rwe: +

3=0i=) i=1 i=1 i=1

3 3
Z (WDi)T5RWDi -+ (WP)T SRwp + Z (FRDi)T ORpo: + Z (FRAi)T 0Rpas +
i=1 =1 i=1

3 3 3
D (Fac)) Reci + Y (T1) 66k + > (Ts:) 605 (4.9)

=) =1 i=1

o
:BO
— o
Figura 4-4 Vectores (c)

donde:
W;; = Peso del eslabén j de la cadena i
Wy = Peso del eslabon A de la cadena i
Wpg; = Peso del eslabon B de )a cadena 2
We, = Peso del eslabén C de la cadena ¢

Wpi = Peso del eslabén D de la cadena ¢
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Wp = Peso de la plataforma mévil
Froi = Fuerza en el resorte del eslabén 0 de la cadena ¢
Frai = Fuerza en el resorte del eslabén A de la cadena :
Frei = Fuerza en el resorte del eslabén C de la cadena ¢
T); = Torque en la barra 1 de la cadena 2
T3 = Torque en la barra 3 de la cadena ¢

4.3. Desplazamiento Virtual de los Vectores

Con base en el ejemplo desarrollado en la seccién desplazamiento virtual, es como son
determinados los desplazamientos virtuales para la ec.(4.9) los cuales son desarrollados en el
orden que aparecen en esta ecuacién, comenzando por la siguiente suma:

5 3 3 3 3
ZZ (W;:)" 6Rwji = Z (Wo:)" 6Rwo;i + Z (W) 6Rw1i + Z (W2)" 6Ruwa; +
3=01i=1 7= i=1 =1

3 3 3
> (W) SRwa + > (W) 6Rwar + Y (Wsi)” 6Ruys; +

=) =1 i=1

3 3
Z (W 4)T 6Rwps + Z (W:)" dRw s (4.10)

=) =1

4.3.1. Desplazamiento Virtual del Vector Ry

Rwo; = Razi + Rasi + Ry, (4.11)
donde:
ray = [da, 0, 0]
tai = [0, 0, dy)”
Twoi = [Tcoi. Yoo zGOi]T

Raupi = Rzﬁ(fs]i)rd‘zi
R R.6(01i)rasi
RI\'VOi = R'26<(5h') st(“94i) T'wo:

I
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el desplazamiento virtual para la ec.(4.11) es:

6Rwoi = ORjyyy
Rz6(6li) 5Rz5(—94i) T'woi
dRwo: = Uy rwoi 604 (4.12)

0
Ui = Rue(di) (%st(—fhi))

4.3.2. Desplazamiento Virtual del Vector Ry;

Rw1i = Rao, + Rusi + Ras. + Ragi + Ry (4.13)
donde:

rasi = |0, 0, dsi]T
= |-de, 0, 0]

T
rwy = [336113 Yci, zG‘]i]

T 461

Ryesi = Rz6(51;) st(_04i) Cdsi
Ris, = R.6(61:) Raos(—04i) raei
Iwu = st(51i) st(—afﬁ) R;4(57i) Ty

el desplazamiento virtual para la ec.(4.13) es:
SRwni = 0Rusi + 6Rugi + ORyy; (4.14)

donde:

SRusi = Rue(01i) 0R.s5(—04:) Tas:
= Ui Tgsi 804 (4.15)

SRusi = Rue(1i) 0R,5(—04:) ras:
= Uy; 1o 864 (4-16)

SRy = Rus(01) 0Rus(—0s) Rea(6n) reni -+ Ras(61i) Raos(—04:) SR.a(0%) Tou
= Uy re1i 604 + Us; roy; 867, (4.17)

0

Uy = Rus(6y) (507

R,s(-eﬁ)) Ros(67)

o
Uy = R’zﬁ(‘sli) R‘ZS(_041) ('a*Q:RZ‘?(G”))
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sustituyendo ecs.(4.15), (4.16) y (4.17) en (4.14)

ORg1, = Ui rasi 8804 + Uy rag; 004 + Uy rns 604: + Us; xeoy; 667
= (Usi(rasi + ras:) + Uz ro1s) 604; + Us; reri 864

4.3.3. Desplazamiento Virtual del Vector Ryyo;

Rw2 = Ruazi + Rasi + Rusi + Ruagi + Rusi + Raoi + Riyy;

donde:
Tagi = [0» dg;, O]T
ras = [—doi, 0, 0]
Two = [Iczx, Y621, zc2i]T

Rugi = Rus(61i) Ras(—04i) Roa(67) Tasi
Ry = R26(51.) zs( 941) Rz4(671) Tgo:
= Rau(dn) R

R.(0n) R

(—04) R.4(87) R24(610i) Two
94)) Rz4(9¢t + 9102) T'w2i

1
W2 z6 5l¢

26 011
el desplazamiento virtual para la ec.(4.19) es:
SRz = 6Rus; + ORusi + 0Rasi + 6Ruaai + 0Ruyo;

donde:

6Rus; = Rus(01:) OR.5(—04) Roa(07:) ras. + Ras (611) Rus(—0a) SR.a(07:) Tas:
= Uy ragi 604; + Uy; rys; 007,

0Rae, = R.s(01:) OR.5{—64;) R.a(07:) rasi + Rus (61:) R.s(—04i) OR,4(07:) rao:
= Uy rag, 004, + Us; rao 607

70

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)

ORiwei = Rug(01i) SRus(—04:) Roa (07 + 016:) twa:i + Rag(S1:) Rus(—04i) 6Ryq (07 + B10s) Twa

= Uy rwo; 604; + Us; rwy; (807 + 5610:)

9
6941

Us; = R(dyn) st(_94i)(

U4‘i = RZG(JH) ( st(_94§)> R’Z4 (97(’ + 9]02')

0

—R,4 (07 + v
9 (07; + 6107) 1 ‘”)

sustituyendo ecs.(4.15), (4.18), (4.21), (4.22) y (4.23) en (4.20):

(4.23)
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0Rw2 = Uy tas; 604 + Uy, rasi 04 + Uy rag; 604; + Us; Tags 607 + Uy vag; 664; +
Us;i raoi 06+ + Uy vy, 804 + Ui vy (667 + 06,0:)

= (Up(rasi + rasi ) + Uz (Yas: + Taoi) + Usi twoi ) 604 + (Usi(rasi + Tagi ) +
Us; rwai ) 607; + Us; rwe, 6610: (4.24)

4.3.4. Desplazamiento Virtual del Vector Rwya;

Rwa. = Ruoi + Rasi + Rus, + Rl + Riys; (4.25)
donde:
’ T
rdﬁ{ = [dﬁ-i> O) 0]

T
Twsi = [IGSS) YG3i» 2636]

:iﬁ: = Rys(01i) Ros(—0s) Ty
R-'W:;i = Rz6(‘5li) st(-94i) R—z4(r87z') Tw3a;
el desplazamiento virtual para la ec.(4.25) es:
6R.C,‘3i = 5Rd_5,‘ + JR;& + 5R,‘_v3i (426)
donde:
Ry = R.s(d1:) OR5(—04:) rig;
= U],‘ r:'lﬁi 694, (427)
con base en la figura 1-3, se obtiene la relacién siguiente:
Bri = (074 b)) — 27
= B2
donde:
By; = 07+ Oros
el desplazamiento virtual para /3, es:
0% = 867 + 661oi
Asf:
0Rys = Rus(61) OR.s(—04:) Raal(Bs:) rwsi + Raop(d1:) Ras(—04i) 0Rz4(87) Tws,s
= Us: Twai 604; + Uy rwas 667 (4.28)

9

Ug = Rs(0n:) (E

st(—94,-)) R.4(87)

U; = R.s(6u)Ras(—04) (6—2_ij4(57;))
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sustituyendo ecs.(4.15), (4.27) y (4.28) en (4.26):

SRwsi = Ul ras 004 + Uy Tlyg; 804 + Usgs Twa; 804 + Uzi twas 60,

= (Ulz' (rd51' + 1‘&61- ) + U@,' rw3i)594¢ + Uz rws; (597,‘ + 5010,-) (429)

4.3.5. Desplazamiento Virtual del Vector Ryyy;

RW4,‘ = Rd‘;{ ‘I" Rd_3»; ‘l‘ Rdsi + R‘:I&i + R. + R + RW4i (4-30)
con base en la figura 1-3, se obtiene la relacién siguiente:
Broi = 27 — Ohoi

por otra parte al hacer la suma 3,; 4 ); se tiene:

Bz +Broi = (024010 —27) + (27 — 615)
= by

donde:

rl;igf = [dSia 0, O]T

_ T
Ywy = |To4i, You, 2G4

:131‘ = Ru(61:) Ras(— 64;) R.a(Br;) rasi
R:K)i = R.s(d15) 25( 4i) RZ“(:B'H,) 1‘2{9{
,Wdi = R.6(61.) Rus(—04:) Rea(B7, + Broi) Twai
= Rzﬁ(élx) 25( 941) R24(97u)rw4i
el desplazamiento virtual para la ec.{4.30) es:
5R.W4i = 6Rd5, + 5R + éRd& +- (Y.R.Idg{ + b—R»I‘/vm- (431)

donde:

5R218i = R;‘.G(éli) 5R25(_64i) Rz4(B7i) T'gg, + Rzﬁ(éli) Rzﬁ(_glli) 6Rz4(ﬁ7i) T'48;
= Us; ragi 004; + Uz, Tas, 607
= Usg; ragi 604i + Uz, Tagi (007; + 6010,) (4.32)

SRl = Rus(61:) SR.s(—04) Rea(Br) T + Rus(81i) Ras(—04:) SR.4(B7:) X
Us;i Tl 004; + Un; thye; 57
Usi Tigg; 604 + Ui £g; (067, + 6610:) (4.33)

I
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JRlW:ﬁ = Rzﬁ(‘sli) 5st(*94‘) Rz4(97i) TGy + Rz6(51i) st(—em') 5Rz4(67i) Loy 4q
= Uy rwai 0604; + Uz tywy; 604 (4.34)
sustituyendo ecs.(4.15), (4.27), (4.32), (4.33) y (4.34) en (4.31):

Ry = Ulg | TN 504.; + Uy; I‘:,Gl- 00,; + Ue,‘ L 4gi 594,‘ + Uy T 48i (597,‘ + 5010,-) -+ U6¢ l'ldgi 5(94,' +
Uy; rg; (607 + 0610i) + Us;i twa, 804; + Usi rwy; 8607

= (Uyi (rasi + ;) + Usi (rass + Tig;) + Ui Tivg;) 604 +
(U7 (rasi + Yig;) + Usi twa;) 607 + Uz (rass + i) 6610 (4.35)

4.3.6. Desplazamiento Virtual del Vector Rys;

Ruwsi = Rasi + Razi + Rasi + Rue: + Rasi + Rasi + Ranns + Rawss (4.36)
donde:

L4131 = [01 dlli} O]T
Tqizi = [dai, 0, O]T

Ra. = Rue(61n) Ras(—04:) Roa (07 4 810:) rany
Raizi = R.e(01:) Rius(—04) Rog (07 + 616i) Roa(—012i) ransi
= R.s6(1;) Ros(—04:) Roa (07 + 010:) tanz

el desplazamiento virtual para la ec.(4.36) es:

ORwsi = 0Rys; + 0Rgg; + 0Rugi + 0Ruaoi + 6Rani + 6Raas (4.37)

Ran = Rus(61:)0R.s(—04i)Rea (87 + 610:) remi + Rz6(015)Ras (—04:)0R 4 (87i + b10i) Ty
= U45 WIS BF 534; + Usi o (5971' + (591(;,‘) (4-38)

0Rm3i = R.s(61i)0R5(—04i) Ry (O + 0r0i) ranzi + Rue(61:)Res(—64:)0R 24 (97 + O10:) Tarai
= Ui ra13 604, + Us; tars; (667, + 66ha.) (4.39)
sustituyendo ecs.(4.15), (4.16), (4.21), (4.22), (4.38) y (4.39) en (4.37):

ORws: = UyiTgsib0s + Urirasi084; + Upirgs;i68ai + Usirag;607; + Unir 40:604i + Usikaei667: +
Ugirg11:004 + Usiv 1, (607; + 8610:) + Usgira13:684; + Usixays; (007; + 6610:)

= (Uy; (rasi + ragi) + Ug; (ras, + rags) + Ugi (Tans + rasi)) 604 + (Uss (rags + raoi) +
Us;i (tanni + taiai))0607; + (Us; (tarns + tar3i)) 8610 (4.40)
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4.3.7. Desplazamiento Virtual del Vector Ry 4;

Rw ai = Rpoi + Raai + Riy 4

donde:
Tooi = [dyy 0, 0)7
ron = (0,0, d,.)"
rewai = [IcAf, YG A, ZGAi]T

Raoi = R.e(b19i) Taooi
R R.6(610i) Rae(—dn1i)rani
‘WAg R.6(d101) Rze(—521;) st(_ﬁmi) Tw ai
el desplazamiento virtual para la ec.(Ec. 29) es:

ORw 4 = JRIWA,'

]

donde:

5RIWAi = Rz6(519i) st(‘(szn) 5R—25(_62'3'i) L\ 4i
= Usgi row; 6093,

0
Usi = Ras(dia) Res(—d211) (60—23_st(*9231‘)>

sustituyendo ec.(4.42) en (4.41):
6Rcai = Ugi rgai 0093

4.3.8. Desplazamiento Virtual del Vector Ry p;

Rwsi = Raooi + Raai + Rusgi + dwsi Uwas,
donde (los puntos Ps; y Py, con base en la figura 3-6):
raai = [0, 0, d,, ]T

Ip3; = [Oissf-, = Ys3i O]T

Pis; = Ruu + Rasi + Rasi + R, + Rops;
Psi = Rupoi + R + Ranai

R—d24i = Rz6(519i) st(—(5211‘) st(_eﬁx‘) Cd2a:

1
d._& (P3; — Puy;)

Rpsi = Rus(01:) Res(—04:) Raa(Be;) Trai

74

(Ec. 29)

(4.41)

(4.42)

(4.43)

(4.44)

(4.45)
(4.46)
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el desplazamiento virtual para la ec.(4.44) es
0Rwpi = Roui + dwpi 6Uwp: (4.47)
donde:

dRasi = Rus(d10i) Rus(—021:) R 5(—023i) raoai
= Usg, ra; 6023 (4‘48)

1
00wp; = d—B(JP:sf—éP4,) (4.49)

El desplazamiento virtual para la ec.(4.45) es:
0P3; = 6Rysi + 0R Y, + SR pa; (4.50)
donde:

ORpgi = Rus(d1i) OR,5(—04) Roa(B7) reas + Ras(d1,) Rus(—04) R4 (B7) Trai
= Usg; rpsi 004 + Uz vpai (887, + d610,) (4.51)
sustituyendo ecs.(4.15), (4.27) y (4.51) en (4.50):

0Py = Uy rusi 004 + Uy, riyg; 604 + Ug, rp3; 804, + Uz rp3; 667
= (Ui(ras: +rys,) + Usi Tp3i)60ai + Uz 1pgi (867 + 0610:) (4.52)
El desplazamiento virtual para Ja ec.(4.46) es:
0Psi = O0Rupss
= Us; rqoai 0693 (4-53)
sustituyendo ec.(4.52) y (4.53) en (4.49):

. 1 .
00wp; = [(Uyi(ras: + i) + Usi Tp3.)664; + Uzi rpa, (8607 + 6610i) — Usi Tazar 8623

api
(4.54)

sustituyendo ec.(4.48) y (4.54) en (4.47):

dRwai = Us; rooa 0023 +
dyw B,
d g

[(Uli(ras: + Xiyg;) + Ugi Tp3;)004i + Uzi rp3; (807 + 6010i) — Us, Faoai 6023

dw gi . dw B, /
= (1 - (‘;B ) Usi Tgoai 0023i + %[(Uli(rdﬁi + ryg;) + Ugi rp3:)804; + Uz Tpa;
Bi Bi

(607 + 66,0:)] (4.55)
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4.3.9. Desplazamiento Virtual del Vector Ry¢;

donde:

Ta261
T 284

Twci

Rd26i
Raogi
Riyci

Rwei = Rasei + Runsi + Ry

[dasi, O, O]T
[0, 0, dagi]”

[IGCi, Yo iy ch:‘]T

R (52& ) Tg26:
R.5(d25:) Re(—027) rass:
R.5(625:) Ras(—0275) Ros(—020i) Twes

el desplazamiento virtual para la ec.(4.56) es:

SRwe;

Up;

I

{l

SRy
R.s(625,) R.6(—027i) R .5(—b09:) Twi
Ug; Twei 0029

0

R o(525:) Ros( 627 (%

st(—929i)>

4.3.10. Desplazamiento Virtual del Vector Riyp;

Rwp: = Rassi + Raogs + Rasoi + dwpiUwpy

donde (los puntos Py; y Py, con base en la figura 3-7):

T'd30i

Tpyi

Py
P2x

Rasoi

Uwpi

RPh

0, 0, dso:]”

[—Jisli, — Ys1i, O]T

Ra + Rasi + Rasi + Rasi + Rpy
Riei + Raog + Razon

Rz6(625i) st('—527i) st(‘“9291) Y 430i

1
E (P1; — Py)

R.5(61:) Ros5(—04) Ros(07:) rpvi

el desplazamiento virtual para la ec.(4.59) es:

SRwp, = 0Ru0 + dwp, 6Uwpi

76

(4.56)

(4.57)

(4.58)

(4.59)

(4.60)
(4.61)

(4.62)
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donde:

SRasoi = Rye(dasi) Rus(—021) OR.s5(—020i) Tazoi
= Ug.,‘ T 430i (5029{ (463)

1
&UWDi = -d—Di(OPU—éPQ,') (464)

el desplazamiento virtual para la ec.(4.60) es:
P = ORusi+0Rasi + ORpy; (4.65)
SRpii = Rus(dhi) SRus(—04;) Rus(67%) tpri + Rop(01:) Ras(—bai) 6R.a(07:) rev
= Uy rpyi 6604 + Us; rpy; 067 (4.66)
sustituyendo ecs.(4.15), (4.16) y (4.66) en (4.65):

8Py = Uy rasi 604 + Uy i 604 + Uy, Ty 664 + Us, tpy; 007,
= (Uji(rasi + rasi) + Usi Tp1:)084i + Uz, rpy 664, (4.67)

el desplazamiento virtual para Ja ec.(4.61) es:

0Py = ORupoi
= U9i T d30i 59291 (4-68)

sustituyendo ec.(4.67) y (4.68) en (4.64):

1
0Uwpi = — [(Uyirasi + ras:) + Uzi 151:)004; + Usi tp1; 802 — U, Tazo, 5630i) (4.69)

sustituyendo ec.(4.63) y (4.69) en (4.62):

6Rwp:i = Ugi ragoi 0629: +

% [(Uyi(ras: + ragi) + Uz £p1;)004; + Us; oy, 687 — Ugi Lazos 6629i

= (1 = d'dmi) Ug; Taz0i 0629; + % (Unilrgs: + rasi) + Us; tp1:)804 + Us; tpi 007
Di Di

(4.70)

4.3.11. Desplazamiento Virtual del Vector Ry/p

Rwpe = Roy +Rwn (4.71)
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donde:

T
Twy = [ICM, Yeur ZGM]

Roy = [z, v, z]T
R'Wf\/f = Rzﬁ(dJ) R25(9)R26(¢) Tw nM

el desplazamiento virtual para la ec.(4.71) es

donde:

SRom = [6z, 8y, 82" (4.73)

SRy = OR.6(1)Res(0)Ras(d)rwar + Rus(¥)0R.5(0)Rus(d)rwar + Raog(¥)Ras(8)0R6(4)rwas

= (%Rzﬁ(d))éw) Rz5(0)R25((Z))1'WM + Rzﬁ(w) (g

00
R, (9) (6(15 (¢)5¢> TwM (4-74)

sustituyendo ec.(4.73) y (4.74) en (4.72):

st(e)(ge) RZB(QS)I'WM + RZG(‘t/))

SRwp = O0Rom + (:l/) Ls(l/))&l,[)) R.s(O)R.6(d)rwar + R.6(?) <}%st(9)59) R.s(o)rwa +

d
9¢

= 6Rom + U, twa 6% + Ugps riwns 80 + Uz Tivpy 66 (4.75)

Rze(if))st(‘g) ( 26(975)5@5) TwM

U = (g Ra®)) ResO)Rl0)

ogs
Un = Rualt) { g5Rs)) R0
Usmw = Rus(¥)R:s(0) (6(1 z6(¢))

4.3.12. Desplazamiento Virtual del Vector Rpp;

rpoi = [0, 0, —dso)”
Rpoi = Rgu+ Rasi +Rpps (4.76)
Rpe: = st(ah) st(—94i) T po;



Andlisis estético

el desplazamiento virtual para la ec.(4.76) es:

0Rpoi = 6Rpy
= R.6(6).)0R:5(—04i)r poi
Ui Tpo: 884

4.3.13. Desplazamiento Virtual del Vector Rpzg;

Fpai = [0, 0, ’"dsAi]T

Rrai = Ruazoi + Rai+ Rpa
Rpa. = Rug(drei) Ros(—d21:) Res(—023i) rpas

el desplazamiento virtual para la ec.(4.78) es:
dRRrai = ORpu

= R.6(619:) Rus(—021:) 6R5{—023:) rpai
Us; rp.y; 6023,

Il

4.3.14. Desplazamiento Virtual del Vector Rgc;

pc: = [0 0) —dSCi]T

Rrci = Rasi + Rawi + Rpci
Rpci = Rue(dasi) Ru(—d27:) Ros(—020i) Tpci

el desplazamiento virtual para Ja ec.{4.81) es:

0Rgei = O0Rpei
R.6(62s5i) Rus(—0627i) OR.5(—02:) rpci
= Uy rpci 002

4.3.15. Desplazamiento Virtual para los Torques

79

(4.77)

(4.78)
(4.79)

(4.80)

(4.81)

(4.82)

Los desplazamientos virtuales estan asociados al vector de velocidad angular de la sigwente

manera [33]:

50 = Y B g
i=l1

3u.),--
DIkl
dq,

3=)
L i—;-_p._.-v‘ A TV
gy LA

.

y PN R |
i 1 A s 1 a2 d RN
I LA APALRRE AN
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80

donde ¢ son las coordenadas generalizadas. Obteniendo el desplazamiento virtual de wy;:

donde q = 04; Ya = 07,
06,;

ahora wy;:

w3,

ﬁ7|’
:éh'

663

4.4. Expresién para el Trabajo Virtual

Wy = (wu X7i)

= 87 Xz

= é'ii (st (‘511') R.s (—94i) Xo)

8w1,- 6&)1.;

06 = — 0+ —— 0
dq, 8‘]2
au.)li 004; + & 607;
004, 08+
? (éﬁ X7i) 084; + *2— (én‘ X7i) 867
064,‘ 807«‘
X7; 007
("-’35 XI?{)
B, x5

Bz (Rae(61i)Ras(—04) Xo)

(07; + 6voi) — 27

df;;  dfyo;
(T )

é?i + é 100
&:’31‘ 500 + 00.)3; 56,
8042 aﬁ?i
0 . , 0 . ,
e (ﬁn X71‘) 004 + —— (:871' X?i) 0B+;
804,‘ 5,871-
X{I-i 6ﬁ7)

= x5 (607; + 8010:)

(4.84)

(4.85)

(4.86)

El primer paso es desarrollar Ja ec.(4.9) Para después sustituir los desplazamientos virtuales
obtenidos en Ja seccién anterior. Ec. (4.9) es igual a:
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3 3 3 3
oW = Z (Woi) 6Rwes + Z (W1)T 0Rw; + Z (Wa) 0Rwas + Z (W3:)T 6Ryws; +
3=1 i=1 i=1 i=1
3 3 3 3
Z (W) 6Rwa + Z (Wsi)” 6Ruys; + Z (W) 8R4 + Z (W5)T 6Ruw i +
i=1 i=1 i=1 i=1
3 3 3
> (We) 0Rwei + Y (Woi) 6Rwpi +(Wp) dRwe + D (Fros)” 6R i +
i=1 =1 =1
3 3 3 3
> (Fra) 6Raa+ Y (Fac)  6Raci + > (T1) 601+ > (T3:)" 665,
i=] =1 i=] =1

(4.87)

sustituyendo ecs.(4.12), (4.18), (4.24), (4.29), (4.35), (4.40), (4.43), (4.55), (4.58), (4.70),
(4.75), (4.77), (4.80), (4.82), (4.85) y (4.86) en (4.87):

3
W = Z (Wo,-)T (Ui twoi 004;) +
i=1

3
Z (Wn)T ((Urilrasi + ras:) + Uy rw3)804: + Uy Ty 0607,) +

1=]

3
Z (W2:)" [(Urilrasi + rasi ) + Uszi (rasi + Taor) + U rw2i)804; + (Usi(ras: + Tase) +
=1
Us; rw2:)087; + Us, rwa; 6010i] +
3
Z (W3i)T ((Uyi(ras + rg) + Us; Tiws:i)60ai + Uz, rwai (8607 + 6650:)) +

1=]

3
Z (Wm‘)T (U (ras: + Tig;) + Usi (rasi + riag;) + Uz Tavai) 604, + (Ui (tass + rig;) +

1=1

Us;i rwai)d07; + Uz, (ras + i) 66hoi] +

3
Z (W) [(Uyi (ras. + rasi) + Uz (Tass + raoi) + Uy (vanys + Taras)) 004i + (Us;
=1
(rggs +ra0i) + Us, (Yain + rasi))007 + Usi (Yawn + raizs) 0610.] +
3

Z (W 4:)" (Ug; row as 06a3;) +

i=]
3

dw pi
E (WBi)T[(l - ;VB ) Us; Yaoai 6023: +
B

=1
dl'VBi
dp;

((Uyi{rasi + xig;) + Ugi Tp3:)804; + Uz, vpsi (867 + 8610:)))+
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3
Y (W) (Us: rwes 6620:) +

i=]

3

d 1 d /D1
Z (WDz) [(1 -2 U91 T304 69291 WD ((Uh(rd_Si + l‘ds‘;) + UQi I‘Ph")c‘;ﬂ‘(i +
i=1 dp; dp,
Uz rpy; 6604)) +
(WP)T SRop +
(WP)T(UlM twar 0% + Uop twar 88 + Uspy rwas 80) +
3
> (Fror) " (Uni rpos 684:) +
1=]
3
Z (Fras)” (Usi rpa; 6623;) +
i=1
3
> (Fre))" (Usi trcy 6620:) +
i=1
3
Z (Th; X7i)T (x7; 867) +
=1
3
D (Tsi x5)" (5, (67 + 8010)) (4.88)

=1

Agrupando en funcién de los desplazamientos virtuales de las juntas de la PE:

3
SW = Z[( (WOi)T(Uli Fwoi) +

1=}

(Wn) (U (rgs: + rasi) + Un ;) +

(WQ.) (Uyi(ras: + rass) + Ua; (rasi + raoi) + Uy rwa,) +
)

(W31) (Ulz(rdf» + I‘d51 + Ugi rwai) +
W5,) (Uyi (rasi + rde) + Uy (ras: + rdg,) + Ui (tari +raizi)) +

d i
W37 T( V5 lw(rd.51 [ rdﬁ,) + U61 rl’31)) +

d X
(WDx ( Vol (Uyi(ras: + tagi) + Uy rPh)) -+

(Fm) Uy, I‘POi) 864+
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donde:

(W x) Us; T +
(W -)T (Usi(rasi + rasi) + Us; rws;) +
(W3i)" (Ui rom) +
(Wai)T (Uzi (rasi + riggg) -+ Usi rwras) +
(W5|)T (Usi (ras: + Tagi) + Usi (ranni + raw)) +
(W (%2 U ) +

. dw s i
(Wpa) " ( Z)Dl Us; FP15>)097; +

—

sz) (Usi rwai) +

Uz rwsi) +

Uy (ras: + raoi)) +
Usi (rain +rars)) +

dw p;
WBw‘)T ( Z: Uy !‘Psi))(m]m 4

— — /g Pt e N
F-9
@
45T
S

((W'A‘)T (U&' Ly, 'h,) +
dvv g
(WBS)T (1 - B ) Ug; Tozy, +

(FRA:')T (UBi rP:h))dOQE»l

((Wc;)T (Usi twen) +

) dw pi
(WDf)T (1 - ;VD ) Ug; Taz0i +
Di

(Frci)” (Usi tpei)) 80201 +

(WP)T 0RoM +

(Wp) (Ui rwnr) o +
(W) (Uaps rurns) 66 +
( P) T (Usn TWM) 0o +

ZTH 807 + ZTJ, (607 + 6616:)

i=1

(i) (x5) = 1

) (xh) = 1

83

(4.89)
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quedando finalmente:

3
W = lhui 80ai + hai 862: -+ ha; 6610i + hag 602 + hs; 8020:) + hes 89 -+ hry 66 + hgi 6¢ +
i=1
3 3
(Wp)" 6Rowm + _Thi 607, + Y Ty (667 + 6610:) (4.90)
=1 i=1
donde:
by = (Wo)T (Uys twos) +
(Wn‘)T (Uyi{rasi + rgei) + Uz twne) +
(Wai)” (Upi(case + rasi ) + Usi (Tasi + Faos) + Ui xyai) +
(sz)T (Uni(rass + rig) + Uei rwa:) +
(th')T (Uyi (rasi + tigs;) + Uss (rasi + ;) + Ui rwas) +
(W)™ (Uys (£ass + tosi) + Usi (Casi + Taos) + Usi (Tanye + Tanze)) +
dw Bi
(WBi) ( ;VB (U]x(rd.‘i'l + rdﬁl) + Uﬁ'l rPS?.))
Ba

dw bi
(Wp)" ( ;‘;é (Uyi(ras, + rae) + Uy rPli)) +

(FR[):)T Uli r po;

hay = (Wli)TU.u rwy, -+
(W) (Usi(ras, + rasi) + Us; ;) +
(W3:)" (Uri rws) +
(W) (U (rasi + rye;) + Usi tyvas) +
(Ws:)" (Usi (ragi + v ) + Usi (Tarsi + Tana)) +

dw B
(W)™ ( (:VB Uy rP3i) -+
Bi

dw D»
(WDi)T ( (‘;,Dl_) Us; FPu)

hy = (sz) (Usi rwai) +
(Wib.) (Uxn l‘wst)
(W) (Uni (rasi + rho;)) +
(WSi)TUSi (rani + rasi) +

dw Bi
(WBi)T ( ;VB Uy PPsx)

B
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hi = (W) (Ug twa) +
dw Bi
(Wg;)” (1 - VB ) Usgi Taai +
dp;
(Frai)” (Ugi rpai)
hs, = (We)T (Ugi twei) +
dvo
(Wp,)" (1 - Wm) Ui raso: +
dpi
(Fres)” (Ug; thes)
h*6 = (WP)T(UlM l‘WM)
h—] = (WP)T(UQM er)W)
hs = (Wp)"(Usp rwar)
004
" 087;
W = Z [ hli; }),2,', h&i, h4n hSi ] 5610f +
=1 66‘232
0029,
]
oy
6z
[ WP) h67 h’71 hS ] 6,!1[) +
60
L 00
[ 86+ 1
681y + 60101
Y
[ T, Ta, T2, Ts2o Ths, T | 507, +7;'9102
8073
i 5973 + 56103 i

finalmente la expresién que define el trabajo virtual para la PE es:

3
SW = hy; or;+ by 5p + T 65

=1

85

(4.91)

(4.92)
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donde:
h, = [ hyi, hai, hai, has, hs, ]

hy = [Wp, hs, hr, hg ]

T = [Tu, Ta, T, Tn, Ts T

604 | o o
66';1 5y 5671 + 50101
o 1I _ 62 _ 6672
§r; = gzmz bp = ) ds= 6072 + 66,02
233
8025 o e
| 0029; | | 56 | | 6073 + 60103 |

Como se puede ver en la ec.(4.92) para tener completa toda la informacién que agrupa esta
expresion, es necesario determinar los desplazamientos virtuales para los d4ngulos que requiere,
para ello haremos vso de la siguiente definicién [33]:

[
50=""

J=1

% s, (4.93)
9q;

donde ¢ =z, =y, g3 = 2,95 =%, gs =8y gs = ¢ Por lo tanto para determinar el
desplazamiento virtual de un 4dngulo, hay que obtener la derivada parcial de la velocidad del
mismo con respecto a la variable g. Asi que seran usadas las expresiones obtenidas en el andlisis
de velocidad para cada dngulo, ecs.(2.51), (2.57), (2.55), (2.78) y (2.86) respectivamente:

O = Fuz+Fuy+Fuz+Fav+Fs0+F

e 1 . - . . [
67i = —c—' <K],$+K2, y+K31 Z+I(4i'§b+K5, 6+K61‘ ¢>
21

0y = J1i9.3+J253.}+J3i5+J4112)+J5ié+J6a‘é>

. 1 - . - . e -
Oa3i = G_G71'I+GSiy+GQi 2+ G ¥+ Gni 0+ G ¢
6i

. 1 - [ 3 L ] . .
B29; (GIQ:' T+ Gomi Y+ Goyi 2+ Gogy Y+ Gozi 0+ Gagi ¢>

GlSt'
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aplicando definicién (4.93), para 0:“:

06.7: 9.i .i .i .1’ 'i
80y = — 5x+af 5y+89f 5z+69f S + 69;’ 66+09f b¢
oz Ay 0z oY o6 ¢
= F]z' Sz + FQ.; 5],1 + F3i oz + Fm‘ (5‘1!) + Fs,‘ 60 + Fe,’ 6¢ (494)

por lo tanto el desplazamiento virtual para los dngulos restantes queda como:

1
607 = _C_ (Kh‘ oz + Ky, (5y + K3 6z + Ky 09 + Ks; 00 + K (5Q5) (495)
22
(5610,' = J],' ¥ + JQ,' 53/ + J3,‘ JZ <+ J4i 52ﬁ + J51 50 + J(;i 5(}5 (496)
1
0053 = 'G,— (G7i513 -+ Ggi5y+ Godz + G)(},‘(Siﬂ + Gy,00 + Gm{éﬁﬁ) (4.97)
62
1
60r9; = o (Glgiéa: + Ggo,'(sy + Goidz + G0t + Go3:00 + G24i6¢) (498)
18:
ademis:
802 + 6010, = (Jh- - K_l) 6z + (Jz,- - K”) Sy + (Jg,- - Ke"') 5z +
Coy Co; Co;
(JM - K“) S+ (J& - KS") 50+ (J&- - &) 5
Cai C2i Coi
= Sy dézx+ Sy dy+ S, 0z + S4; 69 + Ssi 60 + Sei 69 (499)
donde:

Ky K, Ks;

Sy = (Jh' - c_;) Soi = (J2i = CQ ) Sa; = (JBi - c; )
; 2% ;
Ks; Ks; Ky;

Ssi = (JSi - = > Sei = (Js.' S ) Si = (J4f - )
Cos Coi Co

4.5. Determinacién del Equilibrio Estatico

Todos los desplazamientos virtuales del sistema han sido determinados, por lo tanto la
expresidn final para el trabajo virtual es construida. La cual se resuelve para la magnitud de
los torques (T).

Al sustituir todos los datos fisicos de la plataforma y condiciones obtenidas del balanceo
estitico dentro de esta expresién final determinan que las fuerzas externas que actian sobre
la plataforma espacial estdn en equilibrio est4tico y con ello es demostrada la veracidad de los
datos obtenidos en el capitulo 3.
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Se tiene lo siguiente:

[ 864
087
or; 5310{
08,3;
| 0020 |
i Fi; 0z + Fy (5y + Fy 6z + Fy 5’tfl + F, 00
—i(Kh' oz -+ KQ-,' 5y -+ ](3,' 02 -+ in 51ﬁ 4 K5,‘ 60
€2
Ju 5.’1? + JQ; Jy + Jg,' 52 + qu 5'(,[) + J5-, 59
1 _
G—(Gnéz + Gg,'éy + Gg,éz Gm,‘()”l!) + G”,OG
6i
1
F(Glgi5I + Gayidy + Gpdz Goiby) + Ga3,00
L Gsi
por lo tanto:
[ Fu Fy Fa; Fy Fs; Foo 1
oz
Ki Ku Ky Ko Ke Ku
C2 Co C2 C2i C2i Cy 3y
J1i Jos Jsi ’ Jai Js, y/S bz
(5['1'=
G Gy; Gos Guwi Gui G o
Gei Gei Gei Gei Gei Gei 50
Gioi Gai G2 G Gai Gos )
Gisi G G Gisi G G | 0¢
finalmente:

” or; = M.y; 6p [

-

-+

+

Fsi 6¢ |
Ksi 0¢)
Jo; 06

Gr2i69)

G24i6¢)

(4.100)
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donde:

Fy B F Fy; Fy; Fe;i
Ky Ky Ky Ky Ksi Hei
C2i Cos Cog Cos C2i C2;
M - Jli J21 J3t' Jdi ’-]Si ’-]65
eld G7i % g&l GlOi Glli G] 27
Gei Goi Go Goi Gei Gei
Cio. Guwi Gaw GCox GCom  Com
Grgi

GlBi Gle' G181' GlBi GlSi

ox
oy
bz
op = 5
66
6¢

Ademis se tiene lo siguiente:
[ 597]

007y + 00,01
5972

és =

5972 + 59102

5073

| 5973 + (59103 i

89
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donde Js, es igual a :

1 .
—C—(Ku oz + Kgl Oy + Kgl bz + K41 5110 + KSI 60
21
Su oz + 521 5y + 531 dz + 341 52,[) 4 551 40
1
“—(K_[Q oz + Koy 5y 4+ K36z + Kpg by + Kso 60
ds = 22
S12 0z +  Sp 5y + S30z + S 5’{/) + Syq 06
1 B
—C—(K13 0z + K'zg éy + K33 bz + K43 52,[) + K53 o0
23
513 éx -+ 523 5y + 533 0z + 543 (5’!!) + 553 0
[ Kn  Ka K Kg _Ks K ]
C2) Co1 o) €21 C2) o) _ -
0z
Snh Sa S31 Sa Ss) Ser
oy
K Kn K K Ky  Ke
B €2 93 €22 C22 C22 C22 bz
S12 S S32 Sz Ss2 Se2 o
K Ka  Kiz  Kais Ky Kes 56
€23 €23 C23 C23 C23 Ca3 .
| 09 |
\_ Sia Sa3 Sa3 Sa3 Ss3 Se3
finalmente:
[ vatn]
donde:
_Ku _K21 _K3l _K41 _K.S] _Kel i
n (3 €21 €21 %) C21
1 S NEY Say Ss1 Se1
_Kl2 _Kn _Kn _K42 _Ksz _Ksz
M, = C22 Ca2 C22 C22 €22 2
12 S22 32 Suz Ss2 Se2
_Kis K Kiz  Kg Kss Kes
€23 C23 C23 C23 C23 a3
Si3 S23 S33 Saa Ss3 Se3

+

+

_|_

+

+

90

Ks1 6¢)
Se1 0¢
Kez 0¢)
Se2 09

Kz 60)

S53 66 |

(4.101)
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ox
oy
6z
o3
50
0¢

sustituyendo ec.(4.100) y (4.101) en (4.92)

3
SW = > hyi Moy, 6p +hy p+ T M., 6p =0

=1

3
(X)MMm+m+TNm)w=o

=1

I

ya que ép # 0, se tiene:

3
Zhai Meii +hy +T M, =0

1=1

resolviendo para T:

3
T MeQ (MEZ)_I = - (Zhai Me]i + hb) (Me2)F1

=1
3

T = -— (th Meli +hbj (MEQ)_l
1=1

finalmente el torque T queda expresado por

[ T= = (hai Moty + ha Mojs + hag Mas +hy) (M) |

Se tienen las siguientes definiciones:

Wj,- = [0, 0, — My ng
Wa = [0,0, —mumgl
Wsi = [0,0, —mgg]
Wei = (0,0, —mer g
Wpi = (0,0, —mp;g|”
Wp = [0,0, —mpg]"

Con base en la figura 4-4, es posible deducir lo siguiente:

91

(4.102)

(4.103)

(4.104)

(4.105)
(4.106)

(4.107)

(4.108)
(4.109)
(4.110)
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4.5.1. Vector Fpy;:

F RO

I

donde:

Rpoi =

4.5.2. Vector Fpy;:

Frai

donde:

4.5.3. Vector Fgei:

Frei

U rei

Frei

= kai (R4 — Rrai)

92

froi Uroi

koi (7 — &) Unroi
koi (£7) Upor
(Kos 60:‘) U ro:

(R'OI - RRUr )
€pi
(ko ) B~ Rros)
€y

koi (Roi — Rpoi) (4.111)

T
11”0:, You, Zrh']
R + Rusi + Rpo;

= fRA.‘ U
= (k.»h eA:) URgai

(R',‘h = RR.-H )
EAi

(4.112)

T
[I/h'\ y/\n Z.-h]
Rao: + Razoi + Rpa;

fres Ure

- (kG t""Cf) Ugci

(Raci — Rrei)
€Ci

= ki (Rei — Raci)
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donde:

Rei = [zei yoi, zes
Re: + Rassi + Rpci

ll

Rre:

]T

93

A continuacién son mostrados los datos sustituidos en la formulacién del método del tra-

bajo virtual.

Anailsis Esionico.nd

Off [Genexal: :"spell™]:

511 =0;

612 2 120« Degree:

613 = 240~ Dugree:

421 = d22 2323 2200/ 1000:

d31 = 632 = dd3 = 55 /1000

dS1 £ 652 =453 = 10071001 ;

d61 = 462 = d63 = 8.65/1000;

del 2 a02 = d83 = 0.15:

d@) = d%2 =d¥) - 17.7/1000"
dill = d112 = 4113 = 0.15:

dl31 = d132 £ d133=26.35/1000;
di51 54152 = 4153 = 60. K75 21000,

d22) =d222 = d223 = -0.034661918831712556:

d24) = 4247 = d243 : 0.164681544401235770;
Adz01 = 4202 = d203 - 280/ 1000;
d26) = d262 = 4263 = 120/1000:

d28) 2 d262 = d20) = -0.024661916831715%%;

d301 = d302 = d303 = 0.1646815444012577);
dpRl = dB2 = dBJ3 = 0.1395299046141608:
dD) = db2 = dDJ = 0.1395299046141606:
yPIl = yP1Z = yP13 = 70/ 1000;

yP3I1l = yP32 = yFI3 = 70/1000;

xP1l = xP12 = xP13 = 27.7/100D:

%31 = xP32 = xP33 = 27.7/1000,

371 = (871 ~9101) - 2»Pi:

472 = (972 -0102) - 2. 94:

P13 2 (673 - 6103) -2« Pi:

8171 = 0.

6172 = 120 v DegTee:

3173 = 240 s Degree:

8191 = 0;

6192 z 120 = Degree:

5193 = 240 « D2gTea

G211 = 6212 = 6213 =0:

8251 =0:

6252 = 120 - Degxee;

3253 = 240 ~ Degree:

527 = 6272 = 8273 : 0;

d18] = d182 = d192 = 200/ 1000

Davxos} = {
grav - 9.81,
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Anaiisis Esidnco.nd

w

@01 - 0.17031000997, m02 » 0.17031000%997, m03 » 0.17031000997,
mll ~ 0.17295721422, ©12 -+ 0.17295721422, m13 - 0.17295721422,
m2y ~ 0.11278087110, m22 + 0.212768087110, m23 - 0.11278087110,
w31 ~» 0.17295721422, m32 + 0.17295721422, m33 5 0.17295721422,
Al - 0.11278087110, m42 ~» 0.11278087110, m43 -+ 0.112798087110,
mSI » 0.07598201246, m52 - 0.07598201246, m53 » 0.07598201246,
mAl 5 0.21523660592, mA2 + 0,215236605%2, mA3 ~» 0.21523550592,
mBl » 0.13037270%07, mB2 - 0.13037270907, mB3 - 0.13037270907,
mCl » 0.21523660592, mC2 » 0.21523660592, mC3 » 0.21522660592,

mDl -+ 0.13037270907, mb2Z - 0.13037270507, mD3 ~» 0.13037270907,
xG0L » 0, xG02 - 0, xG02 -~ O,

yG01 » 0, yG02 - 0, yG03 - 0,

zZGO1l - 0.04106351475, 2602 » 0.04106351475, 2603 » 0.04106351475,
xGll »+ -0.017202047537, xG12 > -0.01202047537, xG13 - -0.01202047537,
yGll - 0.04133159593, yG12 + 0.04133159593, yG13 ~» 0.04133158593,
zGll > 0, 2G12 - 0, zG13 -~ O,

xG21 » 0, xG22 -0, x323 -+ O,

Y21 -+ -1.3304164023868361,

yG22 -+ -1.3304164023868361, yG23 » -1.330416402386836),

zG21 » 0, 2G22 - 0, zG23 - 0,

xG31 ~» 0.01202047537, xG32 -5 0.01202047537, xG33 ~» 0.01202047537,
yG31 » 0.0413315959), yG32 > 0.04133159593, yG333 » 0.0413315585%3,
231 » 0, 2632~ 0, 2G33 -~ 0,

xG4l » 0, xG42 ~» 0, 2G43 > 0.

Y64l » -1.32304164023860361%,
yG42 - -1.3304164023868362, yG43 » -1.33041564023868361,

zG4l - 0, zGA2 ~ 0, =G43 - 0.
xG51 » 0, xG52 » U, xG53 » D,
Y651 =+ 0, yG52 = 0, yG53 ~ 0.
zG51 = 0, zG52 » 0, 2G53 - 0.
XGAl » 0, xGAZ —+ 0, XGR3 -~ O,
yGAL = O, yGA2Z = 0, yGA3 = 0.

zGAl - 0.05620634017, zGAR - 0.05620634017, zGA3 » 0.05620634017,
xGClL » 0, xGCZ » 0, xGC3 - V.

y6Cl » 0, yG82 » 0, yGC3 ~ 0,

2GC1l -» 0.05620634017, 26C2 ~» 0.058206340L7. 2GC3 » 0.05526634017,
%81t » 27.,7/1000, xs12 - 27.7/1000, xs13 = 27.7/2000,

70/ 31000, ys12 5 70/1000, y=s13 - 70/1000.

xs3) » 27.7/1000, xs32 ~» 27.7/1000, x233 ~ 27.7/1000,

ys31 » 70/1000, ys32 = 7071000, ys33 » 70/1000.

ds01 - 40/1000, ds02 - 4071000, dsD3 » 40/1000,

dsAL — 45/ 1000. dsAZ - 4571000, dsA3 + 4572000,

dsCl —» 4571000, dsC2 » 4571000, 35C3 = 45/1000,

mP -+ 2.3B290292515,

xGM - 0,

yeM ~» 0,

2GM ~+ -0.06087499999999955,

21Fl =~ 27.7/1000, x2P2 ~ 27.7/1000, x1P3 ~ 27.7/1000,

sll—~ 7071000, s12 -~ 70/1000, s13 - 70/ 1000.

€31 = 70 /1000, 332 » 70 /1000, s33 ~ 70/1000,

JdGBY » 0.069759%0029%98, dGB2 » 0.06975500298. 4GB3 » 0.06975900258,

ysll

B
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Araiiss Estrico.nb 3

dGOL = 0.06975900258, dGD2 — 0.068759600298, 26D3 — 0.06975900298,

1 1
x01 = 20071000, xO?—-——l—B-. %03 -+ - —

107
A oK)
Y01l =0, y02 = v, yGI 5 =,
10 10
17
200’
%01 —» 287.65302875737495, k02 ~ 287, 65302825737495, X03 -» 287.65302025737445,
KAL = 98.881954276977132, XA2 ~ 960.88195827697732, kA3 » 96.90195427697732.
XC) = 99.88195427697732, xC2 ~ 98,88195427657732, k¢ » dB.89195427697732,

17
=0} » -85/1000, 202~ - ———, 203 ~ -
2

7 7
¥AL > 280/ 1000. XA2 4 - —— . xA3 ~ - —,
50 50
AY [} A2 .’-J; A3 7\/3
y - 5o YT T T T
17 12
zAY » -85/1000, z2AZ ~ - ——, 2R3 = - ——,
200 200
3 3
XCL = 120/1000, xC2 = = -=-, XC3 ~ = e ,
50 50
o1 0. yez 33 s )
20, yeza ) “- ,
0 Y 50

17 17
2Cl » -8571000. 2C2 -» = =, ZCA ~ ~ ——
200 200

d2)) - -0.03466192883171596.
d212 ~ ~0.22466191683171595, A213 ~ -0.034661918831715946

De la figura 4-5 se puede deducir que la magnitud de los torques requeridos para mantener
el equilibrio estdtico de la plataforma espacial es casi cero, cuando estd recorre la trayectoria
descrita en el Apéndice B en un tiempo de 10 seg. Al ya estar balanceada estdticamente la
plataforma.

0.001

0.0005

T (N v}

-0.0006

6 o 8 | 10
t (seg)

e
N

Figura 45 Equilibrio eststico
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A continuacién se muestra la figura 4-6, que describe el comportarniento de los torques T
y T3 de la plataforma espacial, al recorrer la trayectoria descrita en el Apéndice B. La linea
negra corresponde Ty y Ty, la linea punteada a Ty y T3y y la linea gris a T3 y Tss.

1% 107§ — ——— T T
B : . . . V,’-——_‘
5:(10—1 '.e;.-____—’l'--h. —— v . —_
Lo 3 s )
0L .
R s e
= | .
O _ixioe — 2 - ]
~ e ,,_4-"“7
-1.5%10° e
-Ow g *© 4 . s o & 00
o e ]
2 J 6 8 I
t 1seq)

Figura 4-6 Torques

Como se puede ver en las figuras 4-5 y 4-6 los valores para los torques pueden ser
considerados como cero, los datos obtenidos del balanceo estatico permiten equilibrar las fuerzas
externas que actian sobre la plataforma espacial, logrando con ello que el centro global de masa
del sistema permanezca fijo para cualquier configuracién posible de la misma.



Conclusiones

El problema cinemadtico inverso para la plataforma espacial es resuelto en el capitulo
2, mediante el uso de matrices de transformacion homogéneas. Obteniendo posicién
y velocidad por medio de expresiones cerradas.

La arquitectura original de la plataforma espacial es modificada, esto es desarrollado
en Ja seccién 2.4. Mecanismo Adicional.

Dichas modificaciones permiten que los parametros que forman la energia potencial
total del sistema, al ser agrupados en funcién de los dngulos que varian con respecto
al tlempo, originen un sistema de ecuaciones para el balanceo estatico, posible de
satisfacer.

Al resolver tales ecuaciones son obtenidos valores de centros de gravedad, masa y
coeficientes de rigidez.

Fl equilibrio estatico de las fuerzas externas que actuan sobre la plataforma espacial,
es demostrado al sustituir los datos fisicos de la plataforma junto con los valores
obtenidos en el balanceo estatico en la expresién del trabajo virtual del sistema. Lo
cual es mas evidente al ver la grafica en la figura 4-5.

Con la certeza de que este sistema de ecuaciones resuelve satisfactoriamente para
el balanceo estdtico de la plataforma espacial, es como en el Apéndice C
es desarrollado un nuevo analisis de los pardmetros involucrados en el balanceo
estético y con ello se presenta una posible arquitectura para la plataforma espacial
balanceada estdticamente.

Por lo tanto es posible concluir que la arquitectura que finalmente se muestra aqui,
no requiere de alguna fuerza externa para mantener su equilibrio estatico con
respectd a una orientacién en particular.
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Ecuacion Trascendental

Considerando Ja ecuacién:

Acp+ Bsp =C (A1)
se tiene: 4 B c
——cy + sY = A2
Ny e Ay (A-2)
por lo tanto, considerando el tridngulo rectdngulo mostrado en la figura A-1se tiene:
B
A
Figura A-1
A
o = = A3
D (A-3)
B
8 = — A4
VA? + B? (A4)
stendo s = seno, ¢ = COSENO
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de donde:

C
cdch + cdsyp = ﬁ
c(p—8) = ce

(-5 = c(~¢)

debido 2 que 3 — & = € tienen el mismo coseno, por lo tanto:

también:

donde:

de ec.(A.4):

sustituyendo ec.(A.7) y

del 4ngulo de salida:

arc cos c(ip — ) = arc cos(ce)

(V)
P —90

€

—€

Yw=0=%e¢

C
T VATt B?

)
)

arc cos(ce) = arc cos(

_v
SR
,/ B?

¢ = arc cos(————=

s
co

SRR lvY

tand =

0= tan(—
arc an(A)
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(A.5)

(A-6)

(A7)

(A.8)

(A.8) en (A.6), se obtiene la ecuacién de transformacién en términos

B C
15 = arc tan (Z) + arc cos (\/ﬁ

)

(A.9)
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Generacion de Trayectoria

El propésito de generar una trayectoria [30], es establecer los puntos de referencia, al sistema
de control de movimiento del mecanismo. Lo cual asegura que el mecanismo recorrerd el camino
planeado. Esto consiste en generar una sucesion del tiempo para los valores obtenidos por la
interpolacién de una ecuacién polinomial de la trayectoria deseada. Se usa un polinomio de
quinto grado para suavizar la trayectoria:

s(t) = ap+ ayl + 0ot + azt® + agt? + ast®
$(t) = a1+ 20t + 3ast? + 4ast® + Sast? (B.1)
§(t) = 2ay + Bast + 12a4t* + 20ast’
para t = ty se tienen los valores:
S(to) =0
s{te) = 0 (B.2)
s(lp) = 0O
al sustituirlos en las euvaciones B.1 se tiene:
0 = a,=>4a,=0
0 = ag=>0,=0 (B:.)))
0 = 2a==>09=0
para ¢ = {; se tienen los valores:
s(ty) = lps —aill
s(ty) = 0 (B.4)
5{ty) 0

il
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al sustituirlos evaciones B.2, B.3 y B.4en B.1 se tiene:

lof = pill = ast® + agt* + ast®
0 3ast? + da,td + 5ast?
0 = 60,3t —+ 12&4£2 -+ 20&513

el sistema de ecuaciones queda de la manera siguiente:

(R I

Lo o lps — pil

315 444 51t as | = 0 (B.5)
6t; 12t 20¢) as 0

al resolver el sistema de la ec.(B.5) se tiene lo siguiente:

3
t
a3 = 10 (—-‘)
iy
15 : 4
ag = — —
4 tj
5
1
0
ly

Finalmente son obtenidas las ecuaciones que suavizan la trayectona:

[ £\° +\* £\°
s) = oy~ |10 (r) 1 (r) +e(t_)}
L\l s s
. [ £ 44
sty = |lpy —pill 130 ol 60 ) + 30 ] (B.6)
| ] J /
.. [ ! tQ t3
(1) = |lps — il 60F_180t7+120z"5
| f J J

donde la trayectoria planeada es una recta, que consta de un punto inicial (p;) y un punto final
(ps), las ecuaciones que describen una recta, segin [30] son:

s(¥)

p(t) = pﬁm(m—pi)

_ sl B,
v(t) = 1ip/—pxli(p’ pi) (B.7)
a(t) = i@f—l’a)

ey — mill
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Finalmente las ecuaciones de la trayectoria ya suavizadas resultan a sustituir en ecs.(B.7)las

ecs. (B.6):
$\* t\* t\°
WE) = pit [10 (—j 15 (—) +6 (—) ] (57 - 20 (B.3)
iy iy Ly
[ g2 3 4
R ty ty
a(t) = 601—180ﬁ+120£ (py — p1) (B.10)
= £ i S '

donde p; = (Ii, Ui, Zi) Y pr= (I/, Yr, Z/)

Para la orientacién:

$\?3 1 \* i\°
J J J
% £ 4
o(t) = |30 =5 60 =+ 30 3 (8, - 8,) (B.12)
Y i f
o(t) = |60 53- —~ 180 §+ 120 z—il (B, - B:) (B.13)
LY J /

donde 6) = (?:b'h 61': (bz) Yy ‘6/ = (llx[)fv Gfl ¢j)
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Matriz de Solucion

En esta seccién se muestran los resultados obtenidos al modificar los datos fisicos de la
plataforma espacial, para obtener una arquitectura que cumpla con las restncciones ffsicas y
que sea posible la construccién de cada elemento de la misma.

El primer paso es simplificar lo mds posible la geometrfa de los eslabones. Debido a que el
sistema de ecuaciones (3.31) es tajante al declarar que el centro de gravedad de los eslabones
no debe variar en los ejes x y z sino tan solo en el eje y. Asi que primeramente serdn evaluados
eslabones de geometria muy simple.

Como es de suponerse, existen muchos pardmetros que conforman la plataforma espacial,
en la tabla siguiente son citados aquellos considerados como datos que no deben cambiar, las
distancias son en metros y la gravedad en m/s”.

oy = 0°, 0y = 0°, e = 0°, on; = 0°,

B9z = 0°, a7 = 0°, dy = 0.2, da; = 0.095,
ds; = 0.1, dg, = 0.039, dg; = 0.15, do; = 0.017,
di; = 0.15, g = 0.022, dysi = 0.057175,  dige = 0.2,
dog; = 0.28, dy; =-0.0349,  dpq; = 0.134, dysi = 0.12,
dys: = -0.0349, daoi = 0.134, dg; = 0.12237, dpi= 0.12237,
g = 9.81, 0ai = 270°, Qg = 270°, zgoi = 0,
zcii = 0, 261 = 0, zgs = 0, 263 =0
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Ahora estos datos son sustituidos en las ecs.(3.19) - (3.30). Se tienen expresiones que depen-
den de la masa, distancias del centro de gravedad de los eslabones y de los pardmetros de los
resortes. Se han eliminado dos ecuaciones que aparecen repetidas, por lo tanto las ecuaciones
restantes son las siguientes:

Cuatro ecuaciones que exigen que la distancia del centro de gravedad para el eje correspon-
diente sea cero.

M2 2G2

M4i 2G44

I}

|
o o o o

Ma; TGA:

(C.1)

mei Tocci =

Tres ecuaciones que estan en funcién de datos de masas y distancias:

my; + 8.1719 dgpi mp; + m9i{0.5641 - 25.641 z5y;) = ma, + 0.5641 my; +8.1719 dgps mp; +
20.641 my; zgys
Mo + Ms, + 6.6666 my; yo1; + 6.6666 my; yga, = 54.4796 depi mp: yrii
my4; + ms; + 6.6666 ma; yoo; + 6.6666 ma; yoa; = 94.4796 dopi mpi Ypss (C.2)

Y finalmente tres ecuaciones que determinan el coeficiente de rigidez para los resortes:

(1.3147 - 10.7439 dgp;) mp; + 9.81 ma; zoai = hai kai sai
(1.3147 - 10.7439 dGDi) mpi + 9.81 me, Zcoi = h(;,‘ kic-; SCi (03)

0.981 1m,1;+0.981 my;+0.981 m3;-+0.981 my,+
0.981 ms;-+8.0166 dGBi mp; +8.0166 dgps mD,-+9.81 mp; 260; = hoi ko; Soi

Como se puede ver, el sistema. de ecuaciones no permite el uso exclusivo de resortes para
lograr el balanceo estdtico de la plataforma. Por lo tanto es necesario el uso de contrapeso y
seran alterados los valores de masa y centros de gravedad para las ecuaciones que lo permiten.

los datos siguientes, hacen que la plataforma espacial pueda ser construida:

dgs; = 0.0805, dep: = 0.0805, mo, = 0.17031, my; = 0.1844, my; = 0.1,
s = 0.1844, ma = 0.1, ms, = 0.15, ma; = 0.21524, mg; = 0.4134,
me, = 0.21524, mp; = 0.4134, yp1: = 0.09, ypa; = 0.09, zgoi = 0.041,
yon = -0.04888,  yca = -0.04888, zgai = 0.05621, zgci = 0.05621, h,; = 0.13,
ha; = 0.0728, he, = 0.0728, Sqai = 0.072, s, = 0.03, sgi = 0.03
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Al sustituir estos datos en las ecs.(C.1), (C.2) y (C.3) finalmente obtenemos la siguiente
matriz de soluclones:

262,

2G43

TCA;

M Yelo

0.0401 + yc4s
00401 + Yo 2
Zon + Teai

K ai

kCz

kos

fl {
SCoococooo

{

1

(C4)

|

139.4895
139.4895
139.6700 |

Finalmente son presentados los dibujos de detalle de los eslabones de la plataforma espacial
que cumplen con las restricciones fisicas que cita la matriz de soluciones (C.4).
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Dibujos de detalle
y ensamble
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De la plataforma espacial balanceada
estaticamente con resortes y contrapesos
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