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Introduccion

Para lograr mayores avances tecnologicos en electro-Optica, los compuestos cristalinos
que absorben y emiten las diferentes longitudes de onda, en la regién optica, deben ser
sinterizados y estudiados para optimizarlos. Para ello, es necesario crecer cristales en
cuyas redes cristalinas al ser introducidos iones de naturaleza diferente a los iones que
constituyen tal red, alteren su campo cristalino y tal modificacién genere respuestas mas
favorables de transmision y emisién 6ptica.

El primer paso es disefiar métodos de obtencion de cristales, por ello en el Capitulo I se
describen brevemente algunas de las técnicas de crecimiento cristalinos més conocidas.
De todos ellos, en esta tesis, se empled una variante de la técnica Czochralski, el de
control de pérdida de pesos, en el Capitulo Il se describen los fundamentos de esta
técnica.

El segundo paso es describir la absorcion y emision de iones de tierras raras, para
nuestro caso el Nd**, en los éxidos metalicos Bi12SiOs0 y BisSi3040. En el Capitulo III
se presentan las bases tedricas que describen las interacciones Coulombiana y Spin-
Orbita en iones £ y las bases de la teoria del modelo Judd-Ofelt también son
presentadas.

En el tercer paso, Capitulo 1V, se presentan los resultados experimentales de la emision
y absorcién de Nd**, asi como el célculo de los parametros Judd-Ofelt que permiten

determinar la calidad laser de los cristales Biy;SiOz0:Nd** y BisSizOz0:Nd™.



CAPITULO 1

Meétodos de Crecimiento de Cristales.

1.1. Introduccién.
Los cristales crecidos de manera artificial estan jugando un papel importante en la
investigacion del estado solido. Un notable ejemplo donde la investigacion de cristales
permiti6 comprender una parte fundamental del estado sélido, fue la conductividad
eléctrica de semiconductores, hecho importante en el desarrollo de la Electronica.
Ejemplos de esta creciente aplicacion tecnolégica de los sélidos cristalinos son: la
estabilizacion de frecuencias en elementos piezoeléctricos, los detectores de radiacion,
los laseres y maseres y por ello se estd demandando nuevos cristales.

Mas aplicaciones especificas se enlistan a continuacion:

. Transistores: Si, Ge, GaAs.

Diodos Tunel, diodos paramétricos, por ejemplo: GaAs.
Filtros sintonizadores, Ytrio-Hierro “garnet”
Laser de CaWQ,, CaF,, Rubi, GaAs, InP, InSb, InAs, Ga(AsP).

Detectores de radiacion ionizante, KCl, Si, GaAs, Nal impurificado con Talio,

h s W N

Ge con Li, BaSr, Niobatos y Germantos y Sulfatos de Bi.
6. Amplificadores ultras6nicos, a partir de CdS
7. Rectificadores: Si y Ge.
8. Laseres de oscilacion paramétrica, moduladores de Laser, generadores
arménicos: KDP, LiNbO;, LiTa0;, BaSrNbO; BaNaNbOs.
9. Dispositivos electroluminicentes: GaP, GaAs, Ga(AsP). Etc.
De aqui, el interés de crear métodos adecuados para la obtencién y el estudio de
cristales.
Los métodos de crecimiento de cristales mas comunes se encuentran resumidos a
continuacién:
A. Sélido-Sélido
1. Deformacion por calentamiento
2. Desvitrificacién

3. Cambio de fase polimoérfico



B. Liquido-Sélido
. Conservativos
a) Solidificacion direccional (Bridgman-Stocbarger)
b) Semilla enfriada (Kyropoulos)
c) Jalado (Czochralski)
2. No conservativos
a) Por zona (horizontal, vertical, zona flotante, crecimiento en
pedestal)
b) Verneuil (fusion por flama, plasma, arco)
C. Gas-Sélido
1. Sublimacién-condensacion
2. Sputtering
Para este trabajo, la ruta de interés es:

Mono-componente — Liquido-sélido —Conservativo— Czochralski.

1.2. Termodinamica del Crecimiento Liquido-sélido.
Para el crecimiento de un cristal se debe conocer:
a) La fase estable del sélido,
b) La solubilidad o la constante de equilibrio involucrada en la formacion.
¢) La solubilidad de otras componentes en la fase solida estable.
Para el crecimiento de cristales mono-componentes, solo a) y b) son relevantes.
Para que una fase sélida cristalice, por lo general se debe efectuar bajo equilibrio
termodindmico de presién y temperatura. Aunque existen casos que pueden ocurrir
cristalizaciones bajo condiciones meta-estables.
Solamente se mencionaran los crecimientos que se realizan bajo un equilibrio

termodinamico.



1.2.1. Equilibrie Liquido- Sélido

Durante el crecimiento liquido-sélido, la dependencia del punto de fusién con la
presion juega un papel fundamental durante el proceso de equilibrio.

Es conocido que durante el proceso de fundido tanto la entropia (S) como el
calor de fusion (H), aumentan a causa de ser un proceso endotérmico. Si AS>0 en el
proceso de fundido, el calor de fusién también es positivo, AH > 0. Por eso, la energia
libre de Gibbs, AG = 0, y la temperatura

T =
AS

con H la entalpia, T la temperatura de equilibrio (punto de fusion). Como AH y AS son
funciones del tiempo a presion constante, se concluye que el punto de fusién es tnico
para una presion dada.

Esta afirmacion es solo valida en las transiciones de primer orden. Por ello, en una fase
s6lido-liquido en equilibrio el punto de fusion sera constante.

Una superficie solida no puede elevar su temperatura por arriba de su temperatura de
fusién (sobrecalentamiento) sin fundirse, pero es mas facil producir un liquido mds puro
a muchos grados por debajo de su temperatura de congelamiento (sobreenfriamiento),
sin congelarse. Sin embargo, en la presencia de una semilla, un muy ligero
sobreenfriamiento provoca crecimiento. Por consiguiente para lograr un crecimiento
cristalino a partir de una fase liquido-sélido, serd fundamental la realizacién de un

sobreenfriamiento.

1.2.2.  Coeficiente de Solubilidad

Un hecho importante para el equilibrio durante el crecimiento en la interfase liquido-
s6lido es la solubilidad de las impurezas en el solido.

El coeficiente de solubilidad o de distribucién se comporta diferente en crecimientos de
muchas componentes que en crecimientos de una sola componente.

En los crecimientos monocomponentes [1, 2], se puede definir el coeficiente de

solubilidad de la componente como:
KO - as / al
Donde g, es la actividad en el liquido y a, la actividad en el solido y se miden en

equilibrio. La actividad de una componente estd relacionada con la fraccién molar

(z,-), a,=y,x:,siendo y el coeficiente de actividad.



En soluciones diluidas Ky se puede expresar,
I<0 - Cs/C/ = Zs/ll

Siendo C; y C, las concentraciones sélido y liquido en la interfase, respectivamente.
Usualmente se ha observado que a velocidades bajas de crecimiento, el coeficiente

efectivo de solubilidad Kes tiende a Kq, por ello:
Kef T Cs,’ C/
Cy’y C, son las concentraciones en las dos fases.

El valor de K, depende de la razén de crecimiento, de la constante de difusién y del
ancho de capa de la difusion.

Para Ko > 0, C; > C, se tendra que la concentracion de impurezas disminuird en la

region cercana del crecimiento. Por lo tanto, cuando el fundente es rico en impurezas en
la zona cercana del crecido, la difusién de ellas serd hacia el cristal.

Si Ko< 0, la difusion de la impureza sera efectuada en una zona lejana a la del
crecimiento.

Determinar la concentracién de impurezas en la zona cercana al crecimiento es una
tarea dificil, es mas conveniente el empleo de K¢r Logrando esto cuando C; = C’, es

decir Ker, — Ko cuando G — C, .

El ancho de la capa de difusion depende de la viscosidad del fundente y del grado de
agitacion y por consiguiente K¢r dependera de la velocidad de agitacion, mientras que la
razén de cristalizacion dependera de la direccion cristalografica, siempre que la energia
libre dependa de la orientacion. Cuando la razén de crecimiento es limitada por el
proceso de difusion, el perfil de concentracion a través de la capa de difusién y el
espesor de la misma debera ser diferente en fases de crecido a distintas razones.

Por lo tanto C, en la interfase sera diferente en fases de no igual orientacién y Keg

dependerd de la orientacion cristalografica. Cuando K es independiente de la
velocidad de agitacion, de la direccion cristalogréfica y de la razon de crecimiento, el
sistema se puede considerar muy cercano al equilibrio, tal que K¢ = Ko
Sorprendentemente la situacion anterior es alcanzada, en muchos sistemas, cuando se
tiene razones de crecimiento bastante altas.

El valor de Ko depende fuertemente de la concentracion de otras impurezas en el

sistema. Las impurezas entran al cristal de manera intersticial o sustitucionalmente. Para



entrar sustitucionalmente, el radio i6nico o atémico debe ser aproximadamente igual al
radio del elemento que desplazara.

Si el radio de la impureza es del orden al £15% del radio del que sera desplazado, la
sustitucion sera facil y si la carga del atomo desplazante y desplazado es igual, Ko
tendra un valor muy proximo a la unidad. Si la carga no es la misma la sustitucion es
mas complicada.

Si las impurezas entran a la red de manera intersticial, la incorporacion sera diferente.

1.2.3. Procesos Conservativos y No-Conservativos.
La manera en que se efectie el enfriamiento de la interfase s6lido-liquido, en €l proceso
de crecido, influird drasticamente en la concentracion de impurezas en el cristal.
Los procesos de crecimiento, pueden ser conservativo y el no-conservativo.
En el conservativo durante el proceso de crecimiento, a la fase sélida 6 liquida no se
agrega o pierde material.
En el proceso no-conservativo se puede agregar a la fase liquida (fundente), material o
se puede quitar material del fundente por otros procesos diferentes al enfriado.
Entre los procesos de crecimiento conservativos se encuentran varios procesos por
“enfriado-normal”, siendo los mas caracteristicos:

a) Bridgman-Stockbager.

b) Czochralski o técnica de tirado del cristal.

¢) Kiropoulios
Y un proceso representativo de los no-conservativos es:

a) Fundido por zona
Estos métodos se caracterizan porque el volumen total es liquido al inicio del
crecimiento y el cristal se va formando al ir solidificando la fase liquida. Para ello, es
fundamental que la interfase liquido-s6lido se mueva a través del fundido de forma
controlada.

En este proceso la distribucién de impurezas en el cristal puede ser facilmente predicho.

1.2.3.1 Técnica Bridgman-Stockbarger.
En esencia, estd técnica consiste en producir nucleacién en una interfase sélida-liquida
al llevarla a través de un gradiente de temperatura de cristalizacién. El material a

cristalizar es contenido en un crisol cilindrico, €l cual es bajando a través de un

11



gradiente de temperatura, de forma tal, que el enfriamiento ocurre primeramente en la
punta del crisol, ver Fig.1.1.

Por ello la interfase solido-liquido se mueve a lo largo del fundente. Siendo usualmente
un monocristal formado en la punta del crisol o en caso contrario se origina una
nucleacion de varios cristalitos cuando se genera un répido crecido de la interfase. En
ocasiones se coloca la semilla en la punta del crisol para que sirva como punto de

nucleacién.
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Fig.1.1. Esquema de una crecedora tipo Bridgman-Stockbarger.

1.2.3.2 Técnica Czochralski.

En esta técnica el fundente esta contenido en un crisol. El calentamiento se realiza de
forma isotérmica y ademds existe un gradiente que debe ser negativo por arriba del
fundente. Ver Fig.1.2. Una semilla es puesta en contacto con la interfase del fundente y

una fraccién de ella se funde.



De forma tal que al jalar ligeramente hacia arriba y si el perfil de temperaturas es

adecuado, se establecerd una interfase sélido-liquido ligeramente por arriba del nivel del

TTiro
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B
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[ J
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/” ° \
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Fig.1.2. Esquema para crecimiento Czochralski.

Establecido el contacto se procede con un jalado convenido de la semilla durante varias
horas.

Es necesario mencionar que muy a menudo, ademas del tirado, la semilla se rota a una
velocidad angular uniforme.

Como en el presente trabajo se empleo esta técmica, en el siguiente capitulo se

presentardn mas detalles.



1.2.33 Técnica Kiropoulos.

Consiste en la introduccion de una semilla en un fundente contenido en un crisol. El
perfil de temperaturas es tal que el crecimiento se efectia solamente en la interfase
fundente-semilla. Por ello, por lo general, la semilla es enfriada asi como el fundente en
su totalidad, mientras que un gradiente de temperatura es mantenido, ver figl.3.

Si las condiciones son favorables, el fundente es completamente cristalizado y por lo
tanto se obtiene un monocristal.

En los métodos conservativos, la distribucion de impurezas es descrito por la ecuacion,

ver [3],

d(lnl'l)
GNE) e 1.1
d(InN,) Ko~

X, es la fraccion atédmica de la impureza en el fundente, N, es el total de impureza

contenida en el fundente y Ko es la constante de solubilidad en equilibrio.
Experimentalmente se ha observado que la ecuacion 1.1 es adecuada para todo
crecimiento conservativo pero es dificil de aplicar cuando el enfriamiento se efectia de
manera no convencional. En este tipo de enfriamiento no se puede conocer que fraccion
de fundente quedd en fase liquido después de haberse solidificad una regién dada. Atn
en enfriamiento convencional en el método Kiropoulos es usual que no se conozca que
fraccién se solidifico cuando una region dada se cristalizd. La ecuacion 1.1 tiene
aplicacion mas adecuada en Bridgman y Czochralski debido a que la fraccion de
solidificacién en cualquier tiempo, durante el crecimiento, puede ser deterrninada por
consideraciones geométricas sencillas.

Pfann en 1952, ver [4,5,6], presenté la distribucion de impurezas en el sélido, durante
un enfriamiento, en funcién de la fraccion solidificada para diferentes valores de K¢,
Ver Fig.1.4.



e Sistemna de
s Enfriamiento

Fundente

Fig.1.3. Crecimiento Kiropoulos.

Ella fue obtenida por la ecuacion,

C, = K,Cp(l-g)* 1.2
Valida si K¢r = Ko, Cs es la concentracion de impurezas en el sélido, C,, es la
concentracion inicial de impurezas en el fundente y g es la fraccion solidificada.
Bajo la hipétesis de que la densidad del sélido y liquido son iguales y por la sustitucion

de la concentracion por la concentraci6n atémica, la Ec.1.2, puede ser derivada de la

ecuacion diferencial 1.1.
Cuando exista pérdida de masa del fundente, a causa de la evaporacion, se dird que el

sistema es no conservativo.
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Fig.1.4. Distribucién de impurezas en un s6lido durante un proceso de enfriado

conservativo, como funcion de la solidificacion fraccionaria.



1.2.3.4. Fundido por zona.

Un ejemplo caracteristico de sistema no conservativo es el método creado por Pfann en
1952, el “fundido por zona”; este método es a menudo empleado para purificacion y
crecimiento de monocristales. En Fig.1.5a, se esquematiza un proceso de fundido por
zona horizontal, en un recipiente se contiene al material y el perfil de temperatura es

diseflado de forma que se genere una zona angosta de fundido.

Y

Fig.1.5. Crecimiento de fundido por zona

Cuando la zona angosta se mueve lentamente a lo largo de todo el contenido con el fin
de obtener una buena purificacién o en algunos casos una distribucién homogénea de la
impureza. Si se desea obtener un monocristal por esta técnica se coloca una semilla en
el extremo del recipiente, cuidando que la temperatura sea adecuada para no fundir
completa la semilla, Fig. 5a

Otra técnica no conservativa es la denominada Zona de Flotacion [7-9].Tiene la ventaja
de poder efectuarse sin la necesidad de confinar al material en un crisol que puede
introducir impurezas no deseadas. Por lo tanto, la zona fundida serd mantenida en
flotacion por tension superficial, ver Fig.1.5b.

Si la zona de fundido se mantiene fija en el espacio y el bloque por fundir es empujado a
esta zona mientras que el cristal crecido es jalado fuera de la zona, el didmetro del
cristal dependera de la razén existe en la velocidad de empujado y la velocidad de tiro,
ver Fig.1.5b. A este método se le conoce como crecimiento por pedestal o por
empujado, el cual puede se considerado como una variante de método de jalado o zona
de flotacién.

La distribucién de impurezas en procesos no conservativos estd dado [3], por:

dling,) J{zm —Lf_}[de_] K, -1

d(fll_N,j Zi dN,



Ysm €8 la fraccién molar de impurezas en el sélido fundido y en al interfase liquida-
solida, ys es la fraccion molar de la impureza en el sélido congelado en la interfase
enfriada, N, es el nimero total de moles en la fase liquida y Ny, s el nimero total de

moles en el sélido fundido.
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Fig.1.6.  Distribucion de impurezas en un sélido, enfriamiento no
conservativo por fundido por zona como funcién de la longitud de zona

solidificada, para varias constantes de distribucion.

En la técnica fundido por zona, donde el cristal y el lingote fundido son del mismo
diametro, en 1966 Pfann demostro [9], que la concentracion de impurezas en cualquier

punto que se encuentre después de la zona purificada es dada por:

C, = Co(s)ll (- Ko)e[_Ko{%]]] 13



Cqs) es la concentracion inicial en el lingote, L es la distancia recorrida por la zona y Z
es su longitud.

Para la obtencién de Ec 1.3, se supone que la densidad del liquido y del sélido son
iguales.

En la figura.|.6, se muestra la grafica que corresponde a la Ec.1.3, donde se supone K¢
= Ko.

Al comparar Fig.1.4 con Fig.1.6, se observa que difiere la distribucion de impurezas que
se obtiene en los procesos conservativos y en los no-conservativos. En el conservativo,
después del enfriado, el contenido de impurezas es menor (si Ker<l), que el no-

conservativo.



CAPITULO II

Crecimiento por Técnica Czochralski.

2.1. Introduccion.
Uno de los métodos de mayor uso comercial es probablemente el crecimiento a partir de
la fase liquido-sélido. Cuando se desea obtener crecimientos cristalinos donde es bésico
el enfriado controlado, se emplea el crecido por fase liquido-sélido.
Algunas de las causas que impiden la aplicacion de las técnicas sustentadas en la fase
liquido-sélido son:
a) El material sufre descomposicion quimica antes de llegar al punto de fusién
b) Se origina su sublimacion antes de alcanzar el punto de fusion,
¢) El punto de fusién sea tan alto que la técnica experimental se complique.
d) Las condiciones de crecido no son adecuadas a la introduccién de impurezas
al crecimiento.
De las técnicas liquido-sélido que fueron descritas brevemente en capitulo anterior,

solamente se describird la de Czochralski, que es la que se empleo en este trabajo.

2.2. Técnica Czochralski.

En 1917 Czochralski [10], dio origen al método de crecimiento de cristales que
lleva su nombre. Logrando el crecimiento de metales de bajo punto de fusién (estafio,
zinc y plomo).

La técnica consiste en poner en contacto una semilla cristalina con la interfase liquido-

sblido, de forma tal, que después de varias horas se obtiene un cristal de varios

centimetros de largo y ancho.

Para lograr un crecido 6ptimo, el método debe cumplir con los siguientes requisitos:

1) El cristal y sus impurezas deben constituir un fundente congruente y no deben sufrir
descomposiciones quimicas.

2) El fundente no debe reaccionar con las paredes de su contenedor, crisol, asi como
tampoco con el medio ambiente. Para evitar esto iltimo, a menudo se emplea una
atmosfera inerte.

3) La temperatura del fundido de las componentes debe ser menor a la del cristal.

4) Es fundamental establecer una relacién entre la razon de tiro y el gradiente de
temperatura en el fundente.
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Para un buen control durante el crecimiento Czochralski la técnica debe permitir la
observacion directa de la semilla y el crecimiento cristalino ya que la experiencia visual

facilita establecer condiciones satisfactorias que conduzcan a cristales de buena calidad.

2.2.1. Equipo empleado.
Para la implementaci6n de la técnica Czochralski se necesita basicamente el siguiente
equipo:

i) Medios que permitan calentar el material por crecer hasta su punto de fusion, asi

como medidores de temperatura del fundente y del gradiente.

ii) Contenedor del fundente

iii) Medios de sujecion, rotacion y jalado de la semilla.

iv) Controlador de la atmosfera bajo la que se crece, si el medio no es aire.
Para lograr que se alcance el punto de fusién se emplea, por lo general, un calentador
por radiofrecuencia (rf) o una resistencia eléctrica. Una frecuencia cominmente
empleada es la de 450KHz y una potencia de SKW, con ella se logra calentar un crisol
de cuarzo, 50 cm’.
Una frecuencia similar es suficiente para fundir compuestos inorgdnicos contenidos en
crisoles metalicos, pero se necesitan mas de 20KW para fundir un granate de ytrio-
aluminio (punto de fusién ~1900°C), contenido en un crisol de iridio de tamafio similar.
Los materiales mas empleados en la fabricacion de crisoles son la silica vitrea, grafito y
metales nobles. La silica no se acopla al campo de las radiofrecuencias, asi que se tiene
que emplear contenedor de grafito. Si el fundente es conductor una vez que sea
calentado el contenedor, se acoplara a la rf; si no lo es, el contenedor debera calentar al
fundente durante todo el experimento. Por ello los crisoles de grafito son los mas
empleados. Para prevenir la oxidacion de crisol y su contendor, se sumergen en una
atmosfera inerte, también para este fin, se emplea un cilindro de silica vitrea y ademas
tiene la ventaja que permite ver al cristal durante su crecimiento.
El intervalo de buen uso en el que se puede emplear un crisol de Si0 es de alrededor de
1000°C, por ello, silicio y germanio pueden ser crecidos en un crisol de silica.
Los crisoles de grafito se acoplan al campo rf y son muy utiles a temperaturas elevadas,
por arriba de 2500°C.
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Los crisoles hechos de metales nobles tienen tres buenas ventajas: se acoplan
convenientemente al campo rf, quimicamente son muy inertes y tienen un alto
intervalo, en temperatura, de uso:

Pt hasta 1500°C empleado en atmdsferas oxidantes y reducidas

Pt-20%Ir  1700°C empleado en atmésferas oxidantes y reducidas

Ir 2100°C algo volatil- severamente entre 1000-1500°C a

causa de la formacion de oxido volatil.

Rubin y Van Uitert en 1966, ver [11], incrementaron la vida de los crisoles de Ir por el
rociado a la flama de ZrO, en sus paredes externas.
El sistema de jalado del cristal debe producir un movimiento constante hacia arriba y
ademds generar, sin vibracion, agitacion rotacional del fundente. El disefio deberd
permitir la colocacién manual de la semilla a un nivel donde se desee dar inicio al
crecimiento.
Las velocidades de crecimiento varian segtin el tipo de compuesto, las mds comunes
van de entre 0.5 a 1.0 cm por hora y la velocidad de agitacion son de unas cuantas
decenas de revoluciones por minuto. Jalados lentos son algunas veces ftiles para la
obtencién de materiales dificiles de crecer. Unos cuantos centimetros por hora son
requeridos para crecer sistemas policomponentes, mientras que velocidades altas de

jalado se emplean en la creacién de dendritas.

2.2.2 Condiciones Generales de Crecido Czochralski.

La base del método consiste en lograr un balance en la velocidad de tiro y las
condiciones de temperatura, que permiten la realizacién del proceso donde la semilla
esté en contacto con el fundente, de forma tal que se obtenga un cristal “cilindrico
recto”. Las imperfecciones tales como las dislocaciones y policristalinidad son
generadas, muy a menudo durante el crecimiento, por los remanentes del crecido, asi es
muy importante iniciar con una semilla altamente simétrica.

Los gradientes de temperatura a través del didmetro del crisol en la region cercana a la
semilla y el gradiente de temperatura normal a la interfase de crecimiento son de vital
importancia para la forma y perfeccion del cristal [12], en esta referencia Rhodes
discute el efecto de los pardmetros que intervienen en la obtencién del cristal.

El gradiente de temperatura normal a la interfase de crecimiento estd controlado por:
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I) Arreglo del calefactor.

En el calentamiento por rf, es importante la forma que se le da al alambre de
calefaccién, asl como la posicién del crisol dentro del enrollado, el material por crecer,
el didmetro del crisol y el susceptor,

En el calentamiento por resistencia eléctrica, se debe tener en cuenta la geometria del

elemento resistivo y la posicién del crisol en el calefactor.

1) Pérdidas de calor al medio ambiente.

Causado por la cercania del crisol al extremo del enrollado rf o al extremo del homo, a
la temperatura mas baja en el laboratorio, al tamafio del crisol, a la conductividad
térmica del cristal, a la eficiencia del contacto térmico del sujetador al resto de la
crecedora, a la emisividad de la superficie fundida, la reflectancia de las paredes del

homo y la trayectoria dptica del horno la cual determina la pérdida por radiacion.

11T) Profundidad del fundente en el crisol.
Este hecho muy a menudo no es considerado. Cuando ¢l crisol es parcialmente llenado,
las paredes del crisol que estin por arriba del fundente pueden servir como un

postcalentador.

V) La velocidad de tiro y el calor latente de fusién.

La rotacién del cristal durante su crecido tiene dos finalidades, lograr una uniformidad
promedio en la simetria radiat de la temperatura del medio, asi como lograr una buena
distribucién de impurezas en el fundente. Ademas, cuando existe el problema de la
reaccién del fundente con las paredes del crisol, en algunos casos se disminuye tal
efecto por la rotacién conjunta de Ja semilla y el crisol a la misma velocidad.
Carreuthers y Nassan, ver [13), observaron regiones dentro del fundente (celdas), que
se mezclan entre si muy poco y que esta formacién de celdas se generan bajo ciertas
condiciones de rotacion de semilla y crisol. Un pobre mezclado, de este tipo, puede
explicar la inesperada distribucion de impurezas en el crecimiento cristalino.

Al poner en contacto la semilla con e] fundente, se debe considerar que este dltimo debe
estar a una temperatura ligeramente mayor a la del punto de fusién. Una fraccién de la
semilla se fundird y esto asegurard que ¢l crecimiento inicie en una superficie limpia.
Dando inicio el crecido cuando la temperatara del fundente se disminuye por el

decremento de la potencia
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La realizacion de un buen contacto depende de la experiencia del experimentador.
Realizado el contacto adecuadamente entre la semilla y el fundente, se da inicio al
jalado.

El didmetro del cristal dependera fuertemente del control térmico del horno. Para
concluir con el crecido se aumenta la temperatura del fundente o la rapidez del jalado
del cristal, siendo preferible esta altima.

Para evitar imperfecciones del cristal es necesario evitar cambios rapidos de su
diametro. Un control en la temperatura del horno de +2°C es suficiente para la etapa
inicial de jalado, mientras que cambios de +0.5°C es suficiente para obtener cristales
con alto grado de simetria.

En 1958 Slichter y Burton [14], mostraron que fluctuaciones de 1°C cerca de la
interfase puede generar cambios de 1.8 mm/s en la razén de crecido.

Si se considera que el flujo de calor es esencialmente en la direccién del crecimiento (x)
y el flujo radial es despreciable, se cumple

‘;: —k y ‘;T_ -0 2.1
donde T es la temperatura, x la medida a lo largo del crecimiento, r es la direccion radial
y k es una constante. Por lo tanto, €l calor serd transmitido del fundente al crisol y
disipado por conduccion a lo largo del cristal a la varilla de jalado y por radiacion por
las paredes del crisol hacia el medio circundante. La velocidad de disipacion de calor
determinara la maxima velocidad de crecimiento permitido. Cuando se logra crecer de
manera controlada la interfase no cambia, por lo tanto la velocidad de tiro serd igual a la
velocidad de crecimiento.

En la practica dT/dr no es despreciable, se ha observado en situaciones donde se realizé
un calentamiento del crisol por rf, sin un precalentamiento de €él, que las pérdidas de
calor a través del crisol son severas.

En el caso de crecimientos por calentamiento rf y precalentamiento o crecimientos por
calentamiento por resistencia eléctrica, si el crisol es colocado dentro del horno
correctamente disefiado, la pérdida de calor por radiacién del crecimiento cristalino
puede ser disminuida de manera importante. En las Figs.2.1a y 2.1b, se presentan las

tres direcciones basicas por donde se pierde calor.
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Fig.2.1a Direcciones principales por donde se pierde calor

A es el calor perdido a través de la interfase liquido-solido y es perdido principalmente
por radiacion.

B es el calor perdido por las paredes del cristal y es causado también por radiacion y
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Fig.2.1b Direcciones principales por donde se pierde calor
C es el calor perdido a lo largo del erisol y es transmitido por conduccién. La geometria

de la isoterma, (concavidad o convexidad de la interfase), dependera de la manera en

que fluyan las tres anteriores.
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Q

Fig. 2.2. Esquema del flujo de calor por varias partes del cristal en una regidn

muy cercana a la interfase de crecimiento.

En la Fig.2.2, se esquematiza el flujo de calor por varias partes del didmetro del cristal
en una regidén muy cercana a la interfase de crecimiento.

Sea Q) el calor que proviene de la interfase y entra al cristal, supongase que es el mismo
a lo largo del cuerpo del cristal.

Si Q; es el flujo radial de calor, la direccion de é1 dependeré de la magnitud de los flujos
Q. y Qc, donde Q. es el flujo de calor que se transmite por el centro (eje del cristal) del
cristal y Q.esel calor que fluye sobre las caras paralelas del crecimiento. Por lo tanto,
si Qc > Q., Q; fluird del eje del cristal hacia las paredes del crisol, de forma que la
isoterma T, y la interfase serdn concavas. Por lo contrario Q. < Q., Q, ira de las paredes

del crisol al eje del cristal y por ello T y la interfase serd convexa.
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Si Q.= Q. implica que Q, serd cero y la interfase sera una superficie plana. El papel del
postcalentamiento en el control de la forma de la interfase es el control de Q.

Consideremos con mas detalle el flujo Q,., él se puede expresar como

Q1 :Qr. +QM 22
Q.es el calor latente de cristalizacion, y Ques el calor que fluye del fundente, ellos a

su vez se pueden expresar de la manera siguiente:
dx
=Ap L 23
0,=4p, [ dt ]

A es el 4rea externa del cristal, p; es la densidad del cristal, L la longitud del cristal y

dx/dt es la velocidad de crecimiento.

QuzAKr.(ij] 24
s

K¢ es la conductividad térmica del liquido o fundente (si no hay conveccion) y dT/dxres
el gradiente térmico en el fundente. Q, es también el flujo de calor hacia abajo del

cristal, y estd dado por la ecuacidn:

dr

Q‘:AK'{EX_.] 2.5

3

K; es la conductividad térmica del cristal y dT/dx; es el gradiente térmico en el cristal.
La Ec. 2.2, adquiere la forma

4| T =ApJL[c-iI-]+AKL & 2.6
dr, dt dx,

L ]e(E) ()]

Si la velocidad de tiro es mayor que dx/dt, por Ec.2.7, el cristal serd jalado del fundente.
Si es menor que el dado por Ec.2.7, la seccién transversal del cristal tenderd a
aumentar,

Si consideramos [12],

Q] ZQP _Qc; 2.8
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donde Qp es el calor por la interfase y Qg es el calor ganado por el sistema, el drea del
cristal estard inversamente relacionada a la razén de jalado y se incrementard por un
decremento en Q;.

Conforme a la Ec. 2.7, si dT/dx,, tiende a cero, se tendré que dx/dt serd méxima, y por lo

(). A (a),

Si dT/dx;< 0 el liquido sufrird un sobreenfriamiento y se generard un crecimiento
dendritico.

tanto

Para la obtencion de altos gradientes de temperatura en el sélido, se introducen de
manera intencional grandes salidas de calor del crecimiento cristalino, como son un
sistema de enfriamiento por circulacion de agua a través de la varilla de jalado a la cual
va sujeta la semilla. Observandose que altas velocidades de crecido no son adecuadas,
ya que los cristales obtenidos bajo tales condiciones tienen un alto grado de
imperfeccion.
En 1958 Slichter y Burton, ver [14], realizaron un estudio sobre la distribucién de
temperaturas en crecimientos de germanio y obtuvieron,

k(g{]_yl‘i;g 2.10
k es el coeficiente de difusion de calor, k = K/p;C,, K es la conductividad térmica, C; la
capacidad calorifica a presion constate, p; la densidad del liquido y V, la velocidades de
crecimiento. La Ec. 2.10 fue obtenida bajo la suposicion de que el didmetro de rotacion
es grande y el gradiente de temperatura despreciable.
Si ademas de considerar la transferencia en la interfase del crecimiento, se toma en
cuenta el transporte de soluto, se tendra una mayor dificultad para la comprensién del
transporte real del calor.
Billiny en 1955, Wilcox en 1965, y Reed en 1967, [135, 16 ,17], discutieron la influencia
del calor radiado en el crecimiento, logrando derivar expresiones de transferencia de
calor, para procesos de crecimiento, donde la radiacion de calor es importante.
Para obtener cristales de alta calidad es necesario contar con un sistema que permita una
razén de crecimiento bajo, estabilidad térmica, cambios en el gradiente de temperatura
que originen cambios adecuados en la velocidad de crecido, para ello, serd fundamental

tener un control 6ptimo de temperatura.
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Ademas de Jos factores mencionados anteriormente, existe un otro tipo de variacion en
la temperatura del fundente; la conveccion térmica no uniforme. Este efecto fue
estudiado por Muller en 1964 y por Wilcox en 19635, al crecer CaFa [16 y 18], En 1963
Hurle registré fluctuaciones de temperatura en el fundente y los analizé en términos de
la circulacién del fluido.

Wilcox y Fulmer, mostraron que tales fluctuaciones térmicas disminuian a menudo que
se aleja de la interfase del crecimiento. La magnitud de las fluctuaciones se incrementa
cuando la temperatura de crecido se incremente, se incrementa cuando el gradiente de
temperatura en el fundente se incremente, y también se incrementa con el aumento del
gradiente de teroperatura por arriba del fundente. Por consiguiente, cambios de
temperatura en el fundente en al zona cercana a la interfase sélido-liquido, provocan
cambios en la velocidad de crecido y estos cambios generan que la distribucién de
impurezas no sea uniforme.

Las fluctuaciones térmicas causadas por flujos de conduccién no uniforme se ilustran en

la Fig.2.3., que se presenta a continuacion,
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Fig.2.3. Fluctuaciones térmicas por flujos de conduccién no uniforme

Se observa que las corrientes de conveccién tienden a incrementarse cerca de las
paredes del crisol y caen cerca del centro del fundente.

Generdandose apreciables convecciones cuando la diferencia de temperaturas (AT,) entre
la parte superior e inferior del fundente es grande. Pudiéndose imaginar estos flujos
convectivos como originados por una sucesion de pequefios volimenes de liquido
V1,V2,V3,..., ver Fig.2.4, que tienden a subir a la superficie y entrar en contacto con ella,
se enfriardn al ceder de manera radiativa su calor al medio ambiente, la rapidez con que

se enfrian dependerd del gradiente de temperatura que exista por encima del fundente.

31



\CRISOL

Fig. 2.4. Representacion de flujos convectivos

Cuando el volumen es enfriado tal que la densidad es grande, se hunde y es
remplazado por otro volumen de liquido. Por ello, si se logra reducir o eliminar el
gradiente de temperatura en y sobre del fundente y previniendo chimeneas, efc, s¢
lograra reducir estas fluctuaciones termales.

Otra manera de reducir estas fluctuaciones es agitar el fundente lo suficientemente
violento, de forma tal que dicha agitacion elimine las fluctuaciones azarosas de la
temperatura.

Sin embargo, Wilcox y Fullmer demostraron que las velocidades de agitacion
empleadas comiinmente no eliminan las convecciones, por lo que tuvieron que alterar
los alrededores térmicos mediante disefios especiales de hornos, observando que un
precalentamiento es la mejor manera de solucionar este problema.

La convecci6n irregular puede dar lugar a la formacién de bandas paralelas a la cara del
crecimiento, y si a este fenémeno se le conjuga con el problema de sobre enfriado, se
dar4 origen al crecimiento dendritico.

Por lo tanto, en crecimientos donde la conveccion irregular y sobre enfriado son
problemiticos, el control sobre el gradiente térmico puede resultar ineficiente durante el

crecido. Sin embargo, si el sistema es arreglado de manera que la regién superior del
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fundente estd mas caliente que la regién inferior, la conveccion no tendra lugar sin hacer
caso la magnitud del gradiente de temperatura.
Cuando la formacién de bandas es un problema se deberia considerar como alternativa

¢l método de Bridgman-Stockbarge.

2.3. Crecimiento Czochralski: Método de control de pérdida de pesos.

2.3.1 Introduccion.

El método de control de la pérdida de peso fue patentado por Livison [19], en 1959 y
Rummel [20], en 1966. Sin embargo las caracteristicas de su equipo no fueron
satisfactorias para las condiciones requeridas en la obtencién de cristales
semiconductores del grupo 11 de la tabla periddica de los elementos quimicos.

Bardsley y colaboradores [21-23], fueron los pioneros en el logro de la optimizacion del
método de control de pérdida peso para el crecimiento cristalino de materiales
semiconductores.

Presentaron un estudio amplio del proceso de crecido, llegando a establecer expresiones
analiticas que predicen la evolucién del crecimiento en funcion de los parametros fisicos
relevantes en el proceso (altura del menisco, radio del cristal y d4ngulo de contacto).

Con base en el trabajo de Bardsley, Hurle y colaboradores [23, 24], extendieron el
andlisis del proceso de crecimiento al considerar un facto importante, la temperatura en
la interfase sélido-liquido, logrando establecer funciones de transferencia entre los
diferentes paridmetros relevantes en la obtencién de monocristales. Estos autores
disefiaron equipo que les permitié controlar de manera analdgica la pérdida de peso del
fundente y por consiguiente lograron un crecimiento automético. Obtuvieron buenos
resultados al crecer monocristales de germanio.

En 1986, H. Johansen [25], en contraste con los trabajos cldsicos de Badsley presentd
un estudio tedrico mas general. Obtuvo una expresién exacta de la altura del menisco
en funcién del radio del cristal, del éngulo de contacto y la altura del menisco.

En 1993 Hirata y colaboradores [26] desarrollaron una simulacién del crecimiento
Czochralski, demostrando que la forma geométrica de la interfase cristal-fundente jucga
un papel fundamental en la obtencién de cristales de alta calidad. Donde la forma de la
interfase estd directamente relacionada con el fendmeno de convecci6n generado al
interior del fundente.
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Basandose en los resultados de Hirata, Santos y colaboradores [26, 27], en 1994
lograron obtener buenos resultados al crecer LINDO; (LN), BijnGeOsy (BGO) y
Bi138i04 (BSO).

Y en 1997, Jeong y colaboradores [28] realizaron un estudio analitico para poder
entender el efecto que generan varias condiciones de operacion en la geometria de la
interfase solido-liquido, en el proceso Czochralski. Lograron derivar expresiones
algebraicas que predicen el grado de concavidad o convexidad de la interfase en funcion
de las condiciones de operacion.

Para la obtencion de crecimientos cristalinos se han creado sistemas digitales para
controlar automaticamente la pérdida de peso del fundente [18-31]. En estos sistemas
se emplea una balanza digital y las decisiones de control son efectuadas por un

programa de cémputo.

2.3.2 Método por conirol de peso del fundente.

Un cristal de buena calidad serd aquel que esté libre de defectos estructurales y tenga
una distribucién uniforme de impurezas. Para lograr tener un cristal con estas
caracteristicas se debe contar con un método especial, y el adecuado para ello es el de
crecimiento por control de didmetro o pérdida de peso.

Este método difiere del tradicional método de Czochralski en que en el primero se tiene
un estricto control de la razén de pérdida de peso del fundente. Mediante él se han
logrado crecer cristales semiconductores y oxidos, entre ellos estin noebatos y
sallinitas, por ejemplo el Bi;;GeOx.

Para lograr adecuadas razones de pérdida peso, varios autores han desarrolladas
técnicas experimentales, sustentadas en modelos matematicos, que han permitido
identificar, cuantificar y optimizar los pardmetros fisicos que tienen una mayor accion
durante el proceso de crecido, siendo estos:

i) el volumen del menisco

i) velocidad de tiro o jalado

iii)  tension superficial

iv)  flujos de conveccion al el interior del fundente.

V) velocidad angular que se imprime a la semilla y

vi)  flujos de calor por la interfase liquida-solida.
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Dada la cantidad de factores fisicos que participan en el proceso de crecimiento, es una
tarea muy complicada obtener relaciones analiticas entre los parametros fisicos que
influyen en el proceso de crecimiento por pérdidas de peso.

Existe una basta cantidad de investigaciones que presentan resultados cualitativos y
cuantitativos acerca de las relaciones entre los parametros anteriores.

A continuacién solamente se presenta de manera detallada el estudio analitico del factor
volumen del menisco, y de manera breve otro factor importante: convecciones en el
interior del fundente, que han realizado varios autores, con el fin de entender como

afectan estos parametros fisicos al crecimiento cristalino.

2.3.3. Volumen del Menisco.

La forma del cristal est4 determinada por la geometria del menisco generado cuando la
semilla cristalina hace contacto con el material fundido. Como el proceso estd
fundamentalmente gobernado por el movimiento relativo del tiro y la solidificacion, y
como la sensibilidad a las fluctuaciones de las condiciones experimentales es muy
grande, el método Czochralski necesita ser continuamente supervisado.

Se han creado numerosos sistemas automdticos para el control de la forma del cristal,
muchos de ellos emplean métodos de monitoreo 6ptico tales como deteccion infrarroja
de la brillantez del anillo del menisco [32], reflexion por parte del menisco de un haz
Idser [33], y observacion de la imagen de la interfase de crecimiento por T.V [34, 35] o
por arreglos de exploracion de rayos X [36]. Estas técnicas de observacion Optica
proporcionan una observacién relativamente directa del estado de cristalizacion, y los
datos registrados pueden ser aprovechados en el mejoramiento de procesos de control.
Existe una segunda clase de amplia aplicacion, los sistemas de monitoreo basados en la
deteccion de fuerza donde una balanza es adaptada como registradora del peso del
cristal o del peso del fundente [29, 37]. Adaptando el método de pesado a un
procedimiento comiin se asume que la razén de cambio en la fuerza representa la
transferencia de masa, de fundente al cristal, en el proceso de crecido. Un didmetro
instantneo del cristal es derivado en las fases de consideraciones de balance de masa
[38]. Esto puede ser justificado para el caso especial de un cilindro recto de crecimiento
estacionario, cuando la geometria de menisco permanece sin cambios. Sin embargo,
para el caso no estacionario, la componente adicional de capilaridad afecta la variacion
en la fuerza y complica la interpretacién de la sefial detectada. Este fenémeno fue
tratado por Bardsley y colaboradores [21], ellos mostraron que los efectos de
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capilaridad son particularmente importantes en materiales que se expanden cuando se
solidifican. Al trabajar con germanio, mostraron [22], de manera experimental que la
forma de estabilizacién puede ser cualitativamente mejorada por la estimacién de este
efecto de estrategias de control.

El clasico trabajo de Bardsley [21], en la base de su teoria, fue limitado al suponer que
* el crecimiento fue de forma circular recto bajo un régimen muy cercano al régimen
estacionario. La importancia préctica del efecto de capilaridad, la cual es muy
significativa en velocidades de crecido bajos, implica un desarrollo teérico adicional.

En 1980 H. Johansen [25], derivé la expresion analitica para el volumen del menisco en
funcién del radio del cristal R,, del 4ngulo de contacto 8y, del cristal con la superficie
del fundente para interfase plana con simetria axial, y la altura del propio menisco h, ver
Fig.2.6.

Cristal

v 3 v 3

Fundente —  p —

Fig.2.6 Geometria del menisco

Las nuevas relaciones obtenidas le permitieron encontrar de forma analitica las
contribuciones que proporciona la capilaridad a la velocidad de cambio en la fuerza.

La forma de un menisco estitico por lo general resulta del equilibrio entre la fuerza de
gravedad y las fuerzas interfaciales como fue expresado por la formula de Laplace-
Young. Si los efectos dindmicos que se originan por la rotacion del cristal/crisol y por
los flujos térmicos de conveccion en el fundente son ignorados, el perfil del menisco en
la configuracién de Czochralski estd dado por la ecuacién de capilaridad de Euler-
Laplacé,
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z(r)"—'{ L z 2.11

3 1
(l+-z."2 )2 r(l+;:'2 )1
z y r son las coordenadas vertical y radial, respectivamente. Y a es la constante de
Laplace o longitud de capilaridad, definida como:
a= 20-!.(.‘
218

2.12

oLe s la tensién superficial liquido/gas, py. es la densidad del fundente, y g la
aceleracion debida a la gravedad.
Si se aplican las condiciones de frontera, r(z=h)=R y r(z=0)=x, a la Ec.2.11 se
obtendra la relacion de h en funcion de Ry 9,
h=h(R,6,) 2.13
Si durante el crecimiento la interfase se mantiene plana, la fuerza registrada por la
balanza sera dada por
F=m,g-p, ghnR*-2nc, . Reosh, 2.14
El primer término indica la carga estética inicial, my, es la masa total del fundente. Los
otros dos términos son causados por la fuerzas de contacto del tiro de la interfase
sélido/liquido y consiste en una presion hidrodindmica y de la componente vertical de la
tension superficial [21].
Si el crisol es suficientemente amplio para que la superficie del grueso del fundente
tenga nivel horizontal bien definido, entonces la mayor parte del volumen es igual al
volumen total del fundente menos el volumen del menisco Ve, €n consecuencia la
fuerza registrada por la balanza también se puede expresar como
F=g(m,-p,V,.) 2.15
Igualando Ec.2.14 con Ec.2.15 y considerando Ec.2.12, se llega a
Vo =aR*h+ma* Rcos, 2.16
Ahora el objetivo sera expresar el volumen del menisco en funcién de h, Ry 6,. La
solucion de la ecuaci6n, Ec.2.11, no ha sido resuelta de manera exacta, pero se han
realizado excelentes aproximaciones numéricas. Una de las mas citadas es la debida a
Tsivinskii [38]
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La cual describe bastante bien al menisco para valores de R grandes y da resultados

correctos en el limite [39]

I
HR — 0)=all-send,): 2.18
al compararlas con los resultados obtenidos por cilculo numérico [40], se observa una
buena aproximacion para las dos soluciones anteriores. Ademds, sobre un amplio rango

de pardmetros de crecimiento de R y Oy, el volumen del menisco es expresado por

1
2 a il 3 2
V,.(R0)=7 R*ail -sen @, + 4—]éc059,_ e R cos 6, 219

2.3.3.1 Ecuacion bisica de fuerza.

Es necesario relacionar la masa con el incremento de volumen del menisco durante

crecimiento del cristal. Un cambio infinitesimal en la forma del menisco altera la

longitud del cristal y el cambio en dicho incremento es dado por, ver Fig.2.7,
dl=dz+dz’~dh 2.20

dz y dz’ son los desplazamientos de tiro y caida del nivel del fundente, respectivamente.

t+dt

dz’l

Fig.2.7 Desplazamientos de tiro y caida del nivel del fundente
Si la evaporacion del fundente, durante el crecimiento, se considera despreciable,
entonces el balance de masa es dado por
dm =-dm, =—dm,~dm,,, 2.21
dmg, dmy, dmy, y dmpe son los cambios en la masa del cristal, del fundente, del
grueso del fundente y del menisco, respectivamente.
Si suponemos que el volumen del menisco es un cilindro recto de radio r y altura h,

empleando la ecuacion 2.17, la altura del menisco serd

H =E+Rcos 8, 222

r
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vy la ecuacion 2.21 adquiere la forma

p.xR?dl=p, xR dz—p,nr’dH,,, 2.23
Re es el radio del crisol y ps es la densidad del cristal y py, es la densidad del fundente.
Al despejar dl en Ec.2.23 y sustituir Ec.2.20 resulta

do'= LRI(‘i’j""’}*_fz dh,, 224
R.—pR*

con p= Ps
P

Si diferenciamos la Ec.2.15,

~dF=—dm,=gpdV,, =p, xR} dz 225
sustituyendo dz” de Ec.2.24 en Ec.2.25, se obtiene
-
R r
—dF wgp,,fr[l—p[ R—,H {pdz_pdh + ( i ] dﬂm] 226
2

Notdndose de esta tiltima ecuaci6n, la diferencial de fuerza consta de dos términos:

i) La contribuci6n estacionaria generada por el crecimiento del drea de la interfase
y por el movimiento de jalado.

i) Los términos originados por la capilaridad, expresados por parametros
caracteristicos del menisco.

Derivando respecto al tiempo la ecuacién 2.25

—dF _ e Rj A dz_ df.,..'_'z_ "‘fH_mJ 2.27
a o R? Pa Pa R a )
Como h=h(R6,)y H,.=H,.(R8,),entonces
‘L":(Q’!J (_‘iRJJ, Oh [‘f_"’f-.) 2.28
di \oR),\ dt 86, ),\ dt
@ﬂﬂ.[@ﬁ!ﬂ_] (dR)+ BHM._M._ [ff_%) 2.29
dt orR )\ di 06, ).\ dt
De ecuacion 2.17 obtenemos que la altura tenga como expresion
2
Hm:hﬁ;-+Rco59L
-
Realizando las derivadas parciales
2
[%) =(5J [@} + 2R | oo, 230
arR ), \a)\6R ), r
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oH RY( on
e _Jj [J R sen®
[ aal Jn (rJ [66! ]R+ o ’

2.31

si se sustituyen las ecuaciones, Ec.2.28 y Ec.2.29, en Ec.2.27 con sus respectivas

consideraciones de Ec.2.30 y Ec.2.31, y después de varias operaciones algebraicas se

obtiene.

8]« [o-ol3), %+ (o]

dh rt do,
Ali=pl=-| = L
+ {([ p(aet]n Rsenﬂl]( dr)
rRY'
Con, A=pginR’ l—;{ ] ]
Re

Si se definen

oR R R°

2
x,,(Rﬂ,.Hl—p)["’—*’] +2, 7 cosh,
'l

oh '
2(R8, )=(1»p{ 39;_ ],, - r_R senf,

la Ec.2.32 adquiere la forma

dr dR do
S N Lotd o
dt [phx“ ( dt ) X '( dt H

V=‘-;— es la velocidad de tiro.

dr
di

)+

2.33

2.34

2.35

2.32

La ecuacién 2.35 es la expresion general que describe la dindamica del crecimiento,

mientras que las ecuaciones 2.33 y 2.34 estdn asociadas con las variaciones en el radio y

en el dngulo de contacto, respectivamente. Ellos pueden ser determinados

completamente en funcién de R y 0y, a partir de la relacién de la altura del menisco. En

las figuras 2.8 y 2.9 se muestran la variacion de yr y Xo en un intervalo amplio de R y

0.

40



Il 1 L L 1 L 1 . |

-80  -60 -40 -20 0 20 40 60 80
6. (Grados)

Fig. 2.8 Dependencia de 7 en funcion de x.
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Se observa que los coeficientes %gr y %o dependen solamente de las constantes r y p.
Mientas que el didmetro del crisol R tiene un efecto trivial y la velocidad de tiro V es
una cantidad que puede ser determinada durante todo ¢l proceso de crecido cristalino y
por consiguiente, las razones de cambios dindmico se reducen a la cuantificacion de las
variaciones durante el proceso de Ry 0.

Es de importancia central contar con un detector que permita alertar cuando el proceso
de crecido cambia de un régimen estacionario a un estado no estacionario. De la
ecuacion 2.26, se deduce que si se cuenta con una balanza con una sensibilidad capaz
de detectar cambios del angulo de contacto, en principio, serd posible detectar las
nuevas condiciones en que se efectia el crecimiento aln antes de haber sucedido un
cambio en el radio del cristal. El cambio en el angulo es el efecto precursor de la fuerza
de capilaridad [41, 42, 43] y en realidad es la caracteristica inherente que permite el
monitoreo del sistema. Los efectos de capilaridad son representados por el
comportamiento de xg representado en la Fig.2.8.

Observandose en las graficas de la Fig.2.8, una caracteristica interesante, todas la curvas
se cruzan en un punto en comin muy cercano al origen, 8. El valor de g en este punto
es pequefio y del orden yp ~ (p - 1)/2. Para cristales que son bafiados completamente
por el fundente (cristales que cumplen con la condicion para ser crecidos con geometria
cilindrica recta, 8;.= 0", = 0), el efecto generado por el cambio en el angulo de contacto
en régimen estacionario es probablemente no significativo. Mientras que, para
velocidades de tiro muy lenta la capilaridad es un factor dominante.

Para materiales que se expanden durante la solidificacién se observa que %o < 0 en un
intervalo amplio para R y 0, Por consiguiente, a menos que se disefic un
procesamiento especial de la sefial, no se lograra tener éxito en el control de didmetro
para velocidades de jalado pequefias, V.

Existen materiales que presentan la propiedad de “bafiado” incompleto por el fundente
con dngulos 0% ~7°-12° [44,45]. Cuando 0y, > 0, la situacin es en realidad alin mas
compleja, dado que sustancias con ps >p;, se puede generar facilmente deteccion
inestable de la sefial de pérdida de peso. Para sustancias con ps< pr, y 8" > 0, la parte
andmala de la sefial puede ser considerable, esta sefial fue detectada por Bardsley y
colaboradores [22] en crecimientos cristalinos de germanio.

Para estados lejos de régimen estacionario la magnitud de s, manteniendo 0y, fija,

disminuye de forma monétona mientras R aumente. Ademads, si la R/r no es muy
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grande, el coeficiente aumenta al alejarse el crecimiento de la geometria cilindrica
recta. Por tanto se concluye, el comportamiento complejo de g y en particular los
cambios ocurridos en signo en el perfil de pardmetros, frecuentemente se presentan en
situaciones reales de tiro, implicando que el término y%ed6, afecte de forma nada simple.
Esto trae como consecuencia, la especial atencion en el disefio de estrategias de control,
principalmente en procesos de crecido a bajas velocidades de tiro.

Consideremos ahora los efectos generados por las variaciones del didmetro del cristal,
los cuales estan determinadas por el coeficiente g cuyo comportamiento se presenta en
la Fig.2.9. Es xg >0 para todo el intervalo de los parametros de crecimiento. Por ello,
sus componentes contribuyen de forma tal que siempre es posible una correccién
continua.

La razén de densidades no cambia el signo de x. y no afecta su magnitud
apreciablemente. Para radios pequefios, R ~2r, el coeficiente yx ~1 si el crecimiento se
efectiia muy cerca de régimen estacionario, y el término 3z dR tendrd una contribucién
importante en la sefial total, y la correccion dependera de su magnitud comparada con el
término pV. De la Fig.2.9, se puede observar que y disminuye al aumentar Ry ©,.
Por lo que un método 6ptimo de crecido sera aquel que emplee un sistema de servo-

control con una variedad de factores Gptimos.

2.3.4 Los flujos de conveccion en el interior del fundente.

En el método de Czochralski la cristalizacion es efectuada cuando son jaladas por el
cristal capas sucesivas del fundente. Para ello es necesario poner en contacto al cristal
con la superficie del material fundido, generandose una interfase liquido-sélido. La
diferencia de temperatura entre la pared del crisol y esta interfase producen un flujo de
conveccion (un movimiento incesante del fundente), cuyas lineas de movimiento
empiezan de manera ascendente a lo largo de la pared del crisol y para caer después por
debajo del cristal. Si al cristal se le proporciona una velocidad de rotacién, ella dara
origen a una nueva conveccion, la conveccion forzada, la cual se desea que este en
direccién opuesta a la de la conveccion libre o “natural”. El predominio de una u otra
dependen de las condiciones fisicas del sistema, pudiéndose afirmar, con cierta
aproximacion, que en el fundente existe:

i) conveccion libre solamente cuando el didmetro del cristal es mucho més pequefio

que el del crisol y cuando la velocidad de rotacién del cristal es muy lenta, y
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ii) existird conveccion forzada solamente si la diferencia de temperatura entre la pared
del crisol y la interfase sélido-liquido fuese muy pequefta.

En el proceso real de crecido estas condiciones no son cumplidas cabalmente y es
observado un flujo de conveccion muy complejo. Estos flujos son afectados por los
parametros fisicos del sistema crisol-fundente-cristal y por lo tanto también su
direccion del movimiento, velocidad y sitio donde se origina el flujo resultante de
conveccion.

La conveccion resultante continuamente “corre” sobre la interfase s¢lido-liquido y se
genera en ella un intercambio de calor, determinando su forma y estabilidad con el
tiempo. La estabilidad y la forma de la interfase juegan un papel fundamental en la
calidad del cristal formado. Para una buena calidad cristalina sera necesario determinar
la geometria de la interfase s6lido-liquido y por consiguiente las caracteristicas de flujo
de conveccion resultante que gener6 la forma de la interfase. Por ello es necesario
cuantificar y optimizar los parametros fisicos que intervienen en el proceso de
crecimiento.

Un gran nimero de investigaciones han reportado que para obtener cristales de alta
calidad fue necesario crecerlos bajo condiciones que permitan que la interfase sélido-
liquido se mantenga plana durante el proceso. Por ejemplo, Zydzik [45] y Miyazawa
[46] mostraron que en crecimiento de Y;AlsOp; y DysAlsOyz, con una interfase
convexa hacia el fundente, se generaron monocristales con facetas en su parte central. Y
que al realizar los crecimientos con interfase plana, dichas facetas desaparecen. La
aparicion de estas caras, también fueron reportaron en crecimientos de MgAlL Oy [47] y
GdsGasO,, [48-50] al ser crecidos en interfase convexa. Ademés Brandle [49]
demostré que la forma de la interfase afecta el namero y sitios de dislocaciones en el
cristal.  Observando un pequefio namero de dislocaciones cuando logré crecer
monocristales en interfase plana.

En varios crecimientos de 6xidos, obtenidos con crisol de didmetro constante, se han
observado cambios drasticos en el aumento de didmetro del cristal inmerso en fundente,
cuando se alcanza un didgmetro critico [51-53] Por ejemplo, Cockyne y colaboradores
[51] determinaron que el abrupto cambio en la geometria de la interfase, en Gd;GasO2,
es causado por la rapida disminucién del peso del cristal (debido a que la parte
“solidificada” convexa se funde antes de cristalizar) y este refundido es causado por el
incremento abrupto de la temperatura en el fundente que se encuentra inmediatamente



por debajo del cristal. Esto tltimo fue observado en crecimientos de B}2SiO, incluso
cuando se intensifica el efecto se provoca que el cristal se despegue del fundente [52,53]
En adicion a los cambios abruptos en la distribucién de temperatura en el fundente, la
transicion de interfase convexa a plana esta acompafiada por cambios caracteristicos en
el patron de conveccion en la superficie del fundente [48,53] Cuando el cristal tiene un
didmetro mds pequefio a un valor critico, las lineas de flujo irdn de la pared del crisol al
cristal. Cuando el cristal alcance el didmetro critico, se originan ondas asimétricas en
direccion opuesta y a lo largo de su borde. Y con un aumento mayor en didmetro,
crecen en nimero y tamafio las ondas y alcanzan la pared del crisol.

Por consiguiente, los cambios notorios en el cardcter del flujo de conveccion en el
fundente pueden ser asociados a los cambios realizados para alcanzar el valor critico en
didmetro o a la velocidad de rotacién del cristal.

La observacion directa del flujo resultante, en un crecimiento real, no es posible y por
ello se han realizados simulaciones fisicas [49,54-61] o numéricas [62-64] para poder
lograr “mirarlo”.

Carruthers fue el pionero en la simulacién hidrodindmica [13] del proceso de crecido
usando como modelo de fundente una mezcla de agua con glicerol. Empleo un disco
metdlico como imitador del cristal y al hacerlo girar sobre la mezcla liquida logro
determinar el cardcter del flujo de conveccion en funcién de la velocidad de rotacion.
Cuando la velocidad de rotacién es cero solo existe la conveccién libre, cuyo flujo es
simétricamente axial, sube a lo largo de la pared del crisol y cae después por debajo del
cristal, moviéndose de su periferia a su centro. Mientras que al girar al disco simulador
la conveccién forzada creard un flujo de direccion contraria al de la conveccion libre,
del centro a la periferia del cristal.

La velocidad de rotacion del cristal es el factor que determinard los limites entre los dos
flujos de conveccion. Para velocidades altas, toda la parte superior del volumen del
“fundente” es ocupada por el flujo de convecci6n forzada. Shiroki [55] estudio
detalladamente el comportamiento de los flujos de conveccién en funcién de la
velocidad de rotacion y la viscosidad del liquido.

Kobayashi y Langlois [63,64] determinaron, por simulacién numérica, la relacion entre
el flujo de conveccion y la distribucion de temperatura en el fundente, y por lo tanto, la
dependencia de la interfase sélido-liquido de la velocidad de rotacién ¢ del didmetro del
cristal. Llegandose a la conclusion: La interfase sélido-liquido plana es la 6ptima para

crecimientos monocristalinos por el método Czochralski, y es obtenida cuando en la
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region que esta debajo del cristal hay un flujo ascendente de conveccion forzada, el cual
viaja del centro a la periferia de la seccion transversal del cristal.

Credndose dicha superficie plana solo a determinada velocidad de rotacion critica del
cristal, es decir, con un cristal con didmetro critico cuando la velocidad de rotacion es
constante.

Se han realizado estudios en varios crecimientos de 6xidos metélicos, Y;AlsOy [45],
Dy;AlsO2 [46], MgALO; [47], Gd;GasO; [48, 50,51], PbsGe;Oy; [66], TeO: [67] ¥
Bi28i0y [52,53]. Y se determino la velocidad de rotacion, para diferentes diametros
de cristal, que se necesito para mantener la interfase solido-liquido plana. En base a los
datos obtenidos, la relacién entre la velocidad de rotacion y algunos pardmetros del
sistema fueron propuestos por Brice y Carruthers [52 y 65]. Sin embargo, estas
relaciones son solo vilidas para las condiciones y fundentes empleados.

Relaciones mas generales referentes a la velocidad de rotacion critica son obtenidas por
simulacién fisica o simulacién numérica. Tales relaciones son usualmente correlaciones
entre nimeros adimensionales que caracterizan a la distribucién de temperatura y los

flujos de conveccion. Estos niimeros son:
" X v
i) nimero de Prandtl, P, =—

a

ii) nimero de Reynolds, Re={'_w
v

3
iii) niimero de Grashof, Grzﬂ,li)-
8

( s )AT(R{. -
iv) nimero de Marangoni, Ma=-——"——

i
Eo T(R{_. ~.r)

v) namero de Biot, H=
k, AT

vi) nimero de Nusselt, Nu:'t'tf_r

vii)niimero de Pldcet, Pe=""
[#4

viii)  radio y profundidad del crisol, =1 g Hy=—
R R,
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g es la aceleracion debida a la gravedad, P es el coeficiente de expansion térmica, v la
velocidad de tiro, AT es la diferencia en temperatura entre el cristal y el crisol, hy, es el
espesor del fundente, hs es el coeficiente de transferencia convectiva de calor en el
cristal, v la viscosidad cinemdtica del fundente, r es el radio del cristal, o la velocidad
de rotacion del cristal, o la difusividad térmica, p el coeficiente de viscosidad, y la
tension superficial, € la emisividad, o la constante de Stefan-Boltzmann, Ty, €l punto de
fusion, R el radio del crisol, y kg, y ks la conductividad térmica del liquido y sélido,
respectivamente.

Estas cantidades permiten clasificar los flujos en varios tipos de fundentes [68,69]. Si el
flujo es causado por variacion de temperatura, los niimeros de Grashof y de Maragoni
son definidos. El nimero de Grashof es una medida del flujo originado por fuerzas de
flotaci6n, y el nimero de Maragoni es la medida de tension superficial causada por
flujos. Si se genera flujos forzados por rotacién del cristal y/o por rotacion del crisol, ¢l
niimero de Reynolds serd el importante en estos tipos de flujos.

Mientras que el campo de temperatura en el fundente serd caracterizado mediante los
niimeros de Prandtl y el de Biot. El primero es una medida de la importancia relativa de
la transferencia de calor por conduccién y por conveccion, y el nimero de Biot es la de
la disipacion de calor de la superficie libre del fundente. Encontrar la relaciéon general
entre todos estos factores es una tarea bastante compleja. Y por lo general las
correlaciones presentadas en la literatura son usualmente relaciones entre los niimeros
de Reynolds y el de Grashof. En tabla 1, se presentan las correlaciones propuestas por
varios autores. Las diferencias entre estas relaciones pueden ser debidas al hecho de que
cada una de ellas fue investigada en diferentes y muy angostos intervalos de los valores
de Re y Gr.

Donde d es el didmetro del cristal medida en cm, D es el didmetro del crisol en cm, v
es medida en cm”.s”, la gravedad en m.s?, Ben °C", AT en°C y la velocidad critica ®
enrads”.

En 1988, Nicolov y colaboradores [70,71] realizaron una simulacion fisica que les
permiti6 encontrar una correlacién més general que las presentadas en tabla 1, la cual,
es valida en un intervalo lo suficientemente amplio de pardmetros que determinan las
propiedades hidrodindmicas y los mencionados nimeros adimensionales en toda clase
de 6xidos metdlicos. Nikolov [70] realizd la simulacién para todas las posibles

combinaciones de los diferentes parametros que intervienen en el proceso, tamafios de

47



crisol, alturas de fundente, etc. Cada experimento fue realizado con valores
preestablecidos de g, r, Re, B, AT, v, hy. Observo el patrén de conveccion y midio el
flujo descendente, Wy, a lo largo del eje del cristal.

Relacion propuestay | Intervalo de validez | Relaciones de Rotacion critica Vs.
referencia. transformacion Pardmetros del
sistema
Reg, Gr=(1.5-2.1)x10” Reurie = Oerie /v = 22400 | 00 =22400vd™°
=npD’0/2n=1400 Re=(1.0-2.6)x10"
[49]
Gr=Ré’ Gr~10° Re.=0.1125 G |y =0.1125(gpAT)"?
[68] Re~10" pHd
Gr,/Re™ =0.1 Gr=10—10" Re. =4.35Gr " Wei=4.35(gBAT™
[64] Re=10"-10° N
Re=0.007 G Gr=(2 - 10)x10° Reg =0.0062 Gr" " | ., =0.0062(gpAT)" ™
[59] Re=(0.4 — 4.0)x10* Doy 0420
Reqi =2nr'w/60v=320 | Gr=5 x 10° Rewi =1300 e =1300vd ™"
[61] Re=(0.1 —2.0)x10°

Tabla 1. Relaciones entre la rotacion critica del eristal y los pardmetros del sistema
crisol-fundente-cristal, obtenidas por diferentes investigadores.

De acuerdo a Carruthers [72] y Nicolov [70], los éxidos metélicos presentan un patron
de conveccion libre inestable para valores criticos de Grashof del mismo orden de
magnitud (Gr > 7x10° y Gr~ 4x10°, respectivamente). Donde los periodos de
fluctuacion de la velocidad de flujo dependen del Gre.e, y del didmetro del crisol.

La conveccion es forzada y esta caracterizada por tres factores, i) la distancia del cristal,
medida a lo largo del eje del crisol, al cual se origina el flujo de conveccion por debajo
del mismo; ii) la distancia, del centro del cristal a la pared del crisol, alcanzada por el
flujo; y iii) la velocidad del flujo. Kobayashi y Arizumi [73,74] conjuntamente
determinaron que el flujo de conveccion forzada consta de tres componentes la axial,
radial y azimutal. El valor de la velocidad en cada punto del fundente depende del
nimero de Reynolds y de las coordenadas. El valor de la componente axial se
incrementa continuamente a lo largo del flujo cima de cero a un valor méximo después

de alcanzar la capa limite que esta por debajo del cristal. La velocidad axial media fue
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determinada por la division del flujo cima entre el tiempo promedio requerido para
trazar el movimiento ascendente de una particula a lo largo del eje del flujo para cubrir
la distancia correspondiente al flujo cima.

Por el hecho de que los flujos de conveccién libre y forzada tienen direcciones opuestas,
implica que para la formacion de interfase plana la conveccion forzada que corre por
debajo del cristal deberd tener un flujo ascendente igual a la velocidad del flujo
descendente de la conveccion libre, es decir, la condicién que determina la forma
deseada de la interfase solido-liquido serd w; = wy.

La velocidad critica puede también ser calculada por la simulacién fisica donde tanto la
conveccidn libre y la forzada estén presentes de manera simultanea, es decir cuando el

flujo resultante de la interaccion entre las dos convecciones, se anulen.

2.3.5 Interfase sélido-liquido plana, en crecimientos de By2GeQy y ByGe;0y,.

Berkowski y colaboradores [75] lograron establecer las condiciones necesarias para que
la interfase sélido-liquido, en crecimientos cristalinos de Bj2GeOq v BsGe;0), fuese
plana. Primeramente el radio del crisol fue fijado y mantenido constante durante todo el
proceso, ello se logro con un dispositivo que controlaba de manera continua el peso del
fundente contenido en el crisol. Emplearon dos crisoles de Platino con diametros de 34
¥ 52 mm y alturas de 36 y 54mm, respectivamente. En el primer crisol el didmetro del
cristal fue de 14.3 mm y en el segundo de 22.1 mm, por lo tanto todo el proceso fue
realizado con (r/R)=0.42 constante. Los cristales fueron tirados con una velocidad de 6
mm/h, mediante una semilla orientada en direccion cristalografica <111>. La posicion
del crisol respecto al calefactor fue elegida de forma tal que el fundente que se
encuentra en la superficie y cerca de la pared del crisol estuviese a la temperatura
mayor. Ya que este hecho hace que las condiciones experimentales sean bastante
cercanas a las condiciones en que se realizé la simulacion con la soluci6n agua-glicerol.
La determinacién de la velocidad de rotacion critica ... fue de la manera siguiente:
Después de que se tuvo el radio deseado, el crecimiento se mantuvo a una velocidad de
rotacion preestablecida hasta que una altura definida del fundente fue alcanzada en el
crisol. Alcanzado tal nivel, el cristal es rapidamente despejado del fundente y la forma
de la interfase es observada por un sistema Gptico. Si la interfase resulta ser convexa, el
cristal es sumergido en el fundente y se aumenta la velocidad de rotacin de 1 a 2 rpm,
y después de un tiempo suficiente para la estabilizacion del nuevo régimen, se despega
nuevamente el cristal del fundente para observar la nueva geometria de la interfase. Esta

49



operacion se repite el niimero de veces que sea necesario para obtener la interfase plana.
Y por consiguiente la @, serd el promedio que resulte de los experimentos que sean
realizados bajo las mismas condiciones. La altura de la capa del fundente, después de
haber logrado la interfase plan, fue calculada por la medida de la pedida de peso
registrada por la balanza. Al lograr la interfase plana, procedieron a medir el gradiente
de temperatura en el fundente. Para ello se colocaron termopares a diferentes
profundidades en el fundente. Para eliminas las corrientes de induccion se empleo un
filtro R-C.

En base a lo mencionados anteriormente, se implementaron procedimientos propios de
crecimiento de nuestros cristales y actualmente se sigue investigando las mejores

condiciones para obtener cristales con mejor estructura cristalina.
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CAPITULO 111

Interaccién Coulombiana y Spin-Orbita para tres electrones f

3.1. Introduccién.

Las tierras raras, también conocidas como lantanidos, despertaron bastante interés
desde la década de los 50°s hasta nuestros dias, por que sus iones se usan como
emisores ldser. Son 14 elementos del Lantano (Z = 57) al Ytrio (Z = 70) . Estrictamente
hablando, ¢l Lantano por lo general no es considerado en la discusion de las
propiedades del grupo de las tierras raras.

El grupo de las tierras raras se va generando conforme la capa electronica 4f se va
llenando. La mayoria de estos elementos tiene dicha capa muy en su interior, lo que
causa que el momento angular asociado sea altamente localizado. Esta localizacion
genera que las tierras raras tengan una estructura electronica tal que al ser introducidas
en una red cristalina, dé origen a propiedades fisicas interesantes. Por lo que su
comportamiento es de gran interés para fisicos, quimicos y metalurgistas.

En realidad el nombre de tierras raras es un nombre histérico, ya que en la actualidad se
sabe que su abundancia es comparable con elementos tales como la plata, estafio,
mercurio y tungsteno.

Las tierras raras son divididas en dos grupos, las ligeras (La, Ce, Pr, Nd, Sm y Eu) y las
pesadas (Gd, Tb, Dy, Ho, Er, Tm, Yb), los cuales presentan propiedades marcadamente
diferentes. El Ce presenta un comportamiento distinto a las demas tierras raras y
frecuentemente es estudiado en forma separada. El Pr tiene un estado natural radiactivo
de vida media relativamente corta y existen pocos estudios sobre €l. Es importante
mencionar que los clementos escandio (Z = 21) e ytrio (Z = 39), son a menudo
considerados cn la discusion de las tierras raras, ya que ambos tienen una configuracion
electronica similar a las tierras raras pesadas. El Sc e Y, poseen un solo electrén-d en el
interior de una capa-s cerrada.

Un espectro de absorcién de un ion de tierras en un cristal se caracteriza por una serie
de lineas agudas en su mayoria intensas. En este capitulo se presenta en la seccién 3.3 la
teoria relacionada con las energias asociadas a los picos de estos espectros. En la
seccion 3.4 se discute los aspectos tedricos relacionados con las intensidades de estos
picos dentro de la teoria de Judd-Ofelt. En ambos desarrollos es necesario el uso de
operadores tensoriales para el cdlculo de elementos de matriz reducida por lo que en la

seccion 3.2 se presentan estos aspectos.
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3.2 Operadores Tensoriales. Calculo de elementos de matriz reducida
3.2.1 Operadores Tensoriales

El operador tensorial irreducible de rango k , T* es definido como un conjunto
de 2k+1 operadores tensoriales T; con q =k, k-1,...,7k, tales que transforman con el

operador momentum angular de la misma forma que los arménicos esféricos, es decir:

[JS’T:] = qT:

3.1
(o Ty 1 =[kk + 1)~ glg £ D] T,

Los elementos de matriz del operador T: se calculan usando el teorema de Wigner-

Eckart:

(|7 ]y’J'L):(—l)“’[_JJ: : j)(yJT‘ o) 32

donde J y J° son los momentos angulares totales para dos estados, J, J", son las
componentes zde J, J°, y y " son dos niimeros cuédnticos adicionales necesarios para la
definicién de los estados. ()41 | T:- 7’J’) son los elementos de matriz reducida y
[ F 2 !,J son los simbolos 3-j.

—m q m
Particularmente se usaré el operador tensorial u: cuyos elementos de matriz reducidos

son expresados por

(lmlu;lm')=(-l)"“(" ’ "] 33

-m q m
es decir, la ecuacion anterior representa los elementos de matriz que vincula a dos

estados de singulete de particulas con el mismo valor de 7, cumpliéndose ademas:

Uut J1)=1
En varios trabajos, Racah [76, 77, 78], desarrollé las propiedades de los operadores
tensoriales, y los aplicé en el calculo de los elementos de matriz de la interaccion de

Coulomb existente entre electrones equivalentes. Mientras que Edmons [79] presentd

varios ejemplos del uso de operadores tensoriales.
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La importancia de los operadores tensoriales radica en el empleo que tienen en el
célculo de los niveles de energia de un i6n colocado en una red cristalina. Para ello, es
conveniente expandir el potencial eléctrico, que siente tal ion a causa de los otros iones

que existen alrededor de él, en una serie de armonicos esféricos, de aqui, que sean

requeridos los elementos de matriz del operador tensorial irreducible ™

32.2 Elementos de matriz para .
En este trabajo se obtienen espectros de absorcion para el Nd*, ellos estan relacionados

con elementos de matriz del tipo

[Fz:S'UJt}U ;‘ iPr’SL’J'} . 3.4
Aqui T y T son nimeros cudnticos adicionales que se necesitan para clasificar a los
estados. El operador tensorial £ ; es la suma de tres operadores u; .

Los elementos de matriz son evaluados por las ecuaciones siguientes, las cuales fueron

obtenidas por Elliot, Judd y Runciman [80].
, : J kJ - =
(13aSLJJ,1’-U;\r'S'L'J'J,)= 5(8, 87X~ 1)“'[ % ](Frsu ﬂ U -13T'SLJ]
| — T q )
w']
y

M U Hw) =3% (fwdw ) ) oL + oL ) {J‘ ’; i} 35

Donde

[z’zsuﬂU*!Fr'sw'):{— l)“*””’[(zJ+1)(2J'+1)]%{j. ; f}(wiju '

y representa al conjunto TSL, (wﬂw) son los coeficientes de parentesco fraccionario y

i representa el estado de parentesco. El empleo de teoria de grupos tiene la gran

ventaja que permite la clasificacion satisfactoria de los estados. En el caso de *, los

coeficientes de parentesco fraccionario son dados por

(r*wust|rwost) = [f%s{ 798 + fwuwo + f\ULOT + £) 3.6
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v ¥ v son los niimeros de sefiorio asociados con W y W. La ecuacion 3.6 fue resuelta
por Racah en sus articulos famosos [76, 77 y 78]. Los coeficientes (W{W] obtenidos por

Judd [81] en base a los resultados de Racah, se presentan en Tabla 3.4.

why 's P D *F 'G *H I
(111)(00)S 1

210)(11)P 521 Va* 11/42*

(111)(20)D 37t 2/9* 22/63*

(210)(20)D 3/49 8/49*  [7/18*  [33/98 22/441
(210)21)D 11/49  [33/98 8/49 27/98*

(111)(10)F 1/14 2/3* 11/42

(100)(10)F [2/7  [1/14*  [5/126* |1/6* 1/14* 11/42*  [13/126*
(210)21)F 11728  [55/252* 4/77* 328+ [91/39
(111)(20)G 11/42 2/9* 65/126*
(210)(20)G 11/294* [55/294 |7/18*  |125/1078*[65/882 |13/66
(210)21)G 65/196* | 13/1764 52/147  [3/196* [5/36
210)(1HH 10/189 [ %* 65/462 91/297*
(210)21)H 13/54 8/33* A* 5/297*
(1o 2/9* 79

(210)20)1 7/18*  [322 1/9* /11
21D)2DK 8/33 vi* 17/66*
@21)@21HL A A

Tabla. 3.4. Coeficientes de parentesco fraccionario (wﬂq?)] para f.

Para evitar la frecuente escritura de paréntesis y raiz cuadrada, se tabulan los
coeficientes (w{gv)’ en la tabla 3.4; el asterisco indica que el valor corresponde a una

raiz negativa. Con la ayuda de esta tabla y las tablas que contienen los coeficientes de

Racah calculados por Biedenharn [82], la suma sobre los estados # se puede realizar, y
los elementos de matriz reducidos (w I u* H w') pueden ser evaluados.

El primer paso en el calculo es encontrar expresiones algebraicas manejables
para los coeficientes de parentesco fraccionario. Teniendo éxito en ello Redmond [83],
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al encontrar expresiones para ellos, en sus expresiones considero el estado definido

como “buen pariente” 6 pariente principal. La expresion para él es la siguiente

Pzl SEIN gy = S(E.2)5(5,5) +

|
S 3.7
225 +1)2L + 1L +1)]2{2 2 it L}

i & T

(S5 B Rl o=

Los niimeros con tilde corresponden a estado del pariente principal. El simbolo

N (5:) €8 la constante de normalizacién la cual es determinada por
S (Pse{srresiis) = o v p(s.s) 38
T

Para poder realizar los calculos se inicia con la eleccién de un estado particular
como “pariente principal” y con la ayuda de las ecuaciones 3.7 y 3.8 se determinan
los coeficientes de parentesco fraccionario correspondientes a las S y L. Enseguida

se selecciona un segundo estado como “pariente principal” y también se obtienen

sus coeficientes. Si en la configuracion / " solamente existe un término con valores
particulares en S y L, entonces el segundo conjunto de coeficientes de parentesco
fraccionario es una combinacién lineal del primero. En general, si existen x términos
de determinada clase, entonces x “parientes principales” deben ser elegidos; los x
conjuntos de coeficientes de parentesco fraccionario serdn en general linealmente
independientes. El procedimiento anterior, realizado por Edmonds [79], no hace uso
de teoria de grupos, y el problema fundamental consiste en determinar cual
combinacion lineal de los conjuntos de coeficientes de paternidad fraccionaria
debera ser formada.

Para pequefios valores de / los coeficientes de parentesco fraccionario para
cuartetes se obtiene de manera relativamente simple, ya que hasta que / toma el
valor de 4 aparecen los dos términos con el mismo valor en L. Para [/ = 3 es muy

conveniente elegir § =1, L = 1, para que las condiciones triangulares del simbolo

6-j no sean cero y asi todos los cuartetes para ! " sean considerados. Para ellos, la

ecuacion 3.7 adquiere la forma

(eSS o =5(§,1{f5(z,1)2[(y+1)(2£ +1)]«”£{: ! fH 39
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Es posible hacer L =/ solo cuando / es impar, no existentes estados en la
configuracién /*para los cuales S =1y L =/ cuando / es par. Para /= 1, °P es el inico
pariente de S* y ¢l caso es trivial, ya que el coeficiente de parentesco fraccionario es

uno. Para /=5, y para valores impares mayores en [, la ecuacién 3.9 sirve para estados

SL de /' para los cuales § = %2 ¥ L < 2I. Para estos casos deben ser considerados
otros “parientes principales” que permitan separar términos de la misma clase.

Las expresiones andlogas a 3.9 para los dobletes son mas complicadas.
Solamente hay que considerar a los parientes principales con § = 0; ello asegura que
los conjuntos de coeficientes de parentesco fraccionario resultantes no contienen
combinaciones lineales de conjuntos apropiados a estados de cuartetes de / ' En el caso

de P, los términos 'D, 'G y 'I son considerados como parientes principales. En este

caso la ecuacion 3.30 tiene la forma
_ k3 3 3
(PestirSE oy = [T + 1)]-{3 . I}

mientras que para cualquier par de términos semejantes para f°, uno de ellos es cero en
la columna de tabla 3.4 encabezada por °F. Cualquier combinacién lineal de los
conjunto de coeficientes de parentesco fraccionarios generados por los estados de
parientes principales deben ser seleccionados de forma tal que los ceros aparezcan en el
lugar apropiado en la tabla 3.4; para los dos conjuntos generados por L, y L, se

necesita solamente multiplicar por los respectivos términos

(I’zSL{i’SL)Nﬁ;.(m‘[(21:3"'1)]'2{3 : 3}

S 45

(PTSL{FE)N&(EIJ = [(2}:' * l)lli{i ‘:j‘ Ezu}

y restar un conjunto del otro. Los conjuntos de coeficientes de parentesco fraccionarios
que son obtenidos de la manera anterior tienen la desventaja de que L, y L, aparecen

de manera explicita en la ccuacién; debido a esta desventaja el empleo de los

coeficientes para determinar los elementos [WH U *B W'J no es compatible con el

método en que se usa las ecuaciones 3.5. Sin embargo, para obtener el conjunto de
coeficientes ortogonales se multiplica a los dos conjuntos generados por L, y L,, de

manera respectiva, por las expresiones siguientes
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ez, + )] 1 oL, 015 4

3 LI T 5
Para después sumarlos; en estc caso la seleccion explicita del estado de “pariente

principal” puede ser eliminada por sumar sobre todos los conjuntos que pueden ser

generados de este modo. Entonces, de 3.7

IE;’N&(HJ(I%SL{PEIIXZE+I)!'4'{: i {;}:

(2L +1)"5{; i ?}[5(5.0)+§(2S+1)-'=(_ 1y a(s, 1))+ 3.10

L1 (25 1)L +1) 280, £)8(S, 1)
La ecuacién anterior sirve para definir la secuencia de estados dobles para la cual
L < 21 en cualquier configuracién I°.
Las formas explicitas para los coeficientes de parentesco fraccionario se
sustituyen en 3.5 y la suma es efectuada. Tal suma es efectuada por las técnicas del

dlgebra de Racah. Edmonds [83] describio tal método. Los términos de matriz reducida

son dados por
[:,-;,Lj Uo Ir', s ,L) =laaf2L + )2L+1)]2x 311
donde
X:(—I)“"'f f I; +(—1)‘”'{f f IE}Y 3.12
11
y

r:(-l)’-'*‘-**”{l k :}_{1 L 1}_[1 i I]J{%(ZH]),. -

7 ST [ VA

Para calcular los simbolos 9-j se puede recurrir a las tablas dadas por Stephenson y

Smith [84]. Los coeficiente @ y a’ surgen del factor de normalizacién N (). Ellos son

obtenidos por la aplicacion de

[;SL“UO

r’SL'J =38(c, 2)5(L, L)2L +1)2(21 + 1)

Los resultados para | =3 y k = 2,4 y 6 de cuartetes y dobletes pueden ser consultados
en [81].
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3.3 TEORIA DE NIVELES DE ENERGIA PARA LA CONFIGURACION f
3.3.1 Teoria del ién libre.
Los iones de tierras raras son divalentes o trivalentes. Su configuracion

electronica es 4f"5s’5p® 6 4" 155?55 respectivamente. .

Término | lon libre | LaF; LaCl; | LaBr; | ECS |ErChL.6H, O | Y»0s

(cm™)
s 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
Tisn 6485 | 6480 | 6481 | 6475 6 458
hin 10123 | 10123 | 10111 10113 10 109 10073

*lon 12345 | 12350 | 12351 | 12338 | 12 366 12 349 12 287
“Fon 15182 | 15235 | 15175 | 15149 | 15207 15182 15071
“S3n 18299 | 18353 | 18290 | 18260 | 18 327 18 284 18 072
"Hin 19010 19 087 19055 18 931
“Frn 20494 | 20492 20 457 20 426 20 267
“Fsn 22181 | 20161 | 22067 | 22021 | 22 121 22078 21 894
*Fin 22453 | 22494 | 22409 | 24 369 | 22 461 22436 22207

"Hop | 24475 | 24526 | 24433 24515 | 24464 24 304
*‘Gun | 26376 | 26368 | 26271 | 26180 | 26348 | 26297 26 074
*Gop | 27319 | 27412 27159 | 27360 | 27285

Kisn | 27584 27660 | 27649

*Gy, | 27825 | 28081 27970 | 27940

2?3;1 31414 31501 31384 | 31284 | 31480 31186
*Pin 32630

Kisn 32 960

‘Gspn 33250

*Gn | 33849 | 33995 33930 33 697
Dsp 34810

*Gon 36 370

" E{(C,HsS04):H,0

Tabla 3.1. Niveles de energia para La’", Er** y Y*' y sus niveles de energia en

diferentes huéspedes cristalinos.
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La configuracién electronica de los iones de tierras raras (T.R.) tienen como base la
estructura del Xendn, (1s* 2s* 2p° 3s” 3p® 3d'" 4s? 4p° 4d" 557 5p°), con la capa 4f al
menos parcialmente llena, y con dos o tres electrones exteriores en 6s”.

Los electrones 4f no son los mds externos, ellos son “apantallados™ por las capas
electronicas, Ss y 5p, las cuales son de mayor extension radial, por ellos, los electrones
4f son perturbados débilmente por las cargas eléctricas de su entorno.

Los niveles de energia para la configuracion 4f para los iones trivalente de T.R, fueron
obtenidos por espectroscopia de arco para Pr'' [85], Gd*' [86] y Er*' [87].

En la tabla 3.1 se presentan los valores experimentales de los niveles de energia junto
con los centros de gravedad de cada término para La**, Er'", Y*" en varios materiales
huésped.

Un hecho importante de los datos contenidos en la tabla 3.1 es que la posicion de los
términos en el i6n libre y en los huéspedes i6nicos difieren en unos pocos cientos de
niimeros de onda y en raros casos la diferencia es de alrededor de los 200 cm” o més, lo
que es una indicacion de la poca influencia del entorno.

La interpretacién de los datos experimentales en términos de la mecénica cudntica, es
usualmente separada en dos partes. Una consiste en resolver la parte angular de la
ecuacioén de Schrodinger, y si la simetria del problema es conocida, esto puede hacerse
de manera exacta, aunque por un procedimiento engafioso. Pero nos provee de
informacién sobre el niimero de niveles de energia esperados, su ordenamiento relativo
y de las reglas de seleccion para las transiciones posibles. La segunda involucra la parte
radial de la funcién de onda, para lo cual se necesita el conocimiento de la magnitud

exacta de la funcién de onda y esto es mas dificil hacerlo.

3.3.2 La aproximacion de campo central.

Para simplificar el problema, se considera que los N electrones 4f se encuentran
sometidos a un potencial central. Esto se justifica ya que todas as las capas electrénicas,
excepto la 4f, estin llenas y se pueden considerar esféricamente simétricas. Esta es la
aproximacion de campo central.

En esta aproximacion el Hamiltoniano no relativista que determina los niveles de
energia 4f se puede escribir como:

hz N N zt 2 N 2 N
He— o 3V -3 5543 + () 5. 3.14

f=] =1 7 i<ty ]
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Los dos Gltimos términos, representan la interaccién Coulombiana entre electrones 4f
(Hc) ¥ la interacci6n spin—6rbita (Hy,), v son los responsables de la estructura de los
niveles de energia de los electrones 4f. N = 1,2,...14 es el nimero de electrones 4f,

(Z*e) es la carga apantallada del niicleo y £(r;) es la funcién de acoplamiento spin-orbita

)= [f’ﬂ(’r_)) 3.15

2mic*r\  dh,

Siendo U(r;) el potencial de un campo central en el cual el electrén i se mueve. El

primer término de Ec.3.14, es la energia cinética de los electrones 4f, el segundo

término representa su interaccién coulombiana con el nicleo. Estos términos son
esféricamente simétricos y por consiguiente no remueven ninguna degeneracion de la
configuracion de los electrones 4f.

Dependiendo de la magnitud relativa de los términos H. y H,,, se tienen dos casos

limites:

a) H; >> H;, se corresponde al acoplamiento Russell-Saunders, donde la interaccion
spin-orbita es solo una pequefia perturbacion de la estructura de los niveles de
energia la cual estd determinada por la diagonalizacion de H,. Esta aproximacion es
solo valida para elementos ligeros.

b) H. << Hy, se aplica el acoplamiento j-j.

Ambos casos son relativamente féciles de tratar tericamente y pueden ser resueltos por

la teoria de perturbaciones. En tierras raras, desafortunadamente, H. y Hg, son del

mismo orden y por consiguiente se tiene que emplear otro tipo de acoplamiento para
determinar los niveles de energia, el acoplamiento intermedio.

En la aproximacién de un electrén, cuando la correlacion entre electrones es

despreciada, se tiene que calcular los niveles de energia mediante el acoplamiento

intermedio, los elementos de matriz para el Hamiltoniano son:
H =H.+ Hgg 3.16

Es comiin usar como base a un conjunto de eigenfunciones de Russell-Saunders. H; es

diagonal en J, y por lo tanto la matriz de energias para la configuracion 4f N puede ser
dividida en submatrices para estados con el mismo J. Estos términos son degenerados

en M; y son una combinacién lineal de estados con diferentes L y S pero la misma J.



Bajo el acople Russell-Saunders los estados posibles para este sistema de electrones

2
3L, a4 los cuales

equivalentes, tienen un L y S bien definido y se denotan como

llamamos términos.

Por ejemplo en la configuracion £ los términos posibles son ', JH, G, 3F, 'D y 's.

Al considerar la interaccion spin-Orbita se debe tener en cuenta que es el momentum

angular total J el tinico momentum angular que se conserva. Es decir que los estados

deben ser caracterizados por un valor particular de J. En este caso, los estados finales se

denominan multipletes y se denotan como *''L,.

Las reglas de Hund permiten predecir cual término corresponde al estado base.

i) El estado més bajo en energia tiene el maximo niimero de electrones con spines
paralelos, es decir el mayor S posible.

ii) Sujeto al inciso anterior, el estado base tiene un L lo més grande posible.

La primera regla de Hund esta de acuerdo con el Principio de exclusion de Pauli y

favorece spines paralelos. Sucede a menudo, para algunos casos correspondientes a

configuraciones de estado base se tenga que realizar modificar para lograr el méximo

nimero de electrones con spin paralelo, por ejemplo para el Eu' en lugar del (4f°) le

corresponde ¢l 4f 7. En el caso de capa electrénica semillena, por ejemplo para el

Gd*'(4f"), basta con la primer regla para determinar L, ya que todos los orbitales (21+1)

son ocupados por un Gnico electron, tal que para cualquier +my hay un —m, es decir L =

0. La segunda regla puede también hacerse plausible. Si L es maximo, significa que

todos los |; son paralelos, asi que todos los electrones giran alrededor del nicleo en la

misma direccion, y bajo tal giro se crea la mas favorable condicién que permitira a los

electrones mantenerse apartados. Ambas reglas son validas para todos los iones.

Por ejemplo aplicando las reglas de Hund para la configuracion £ se tiene que *Hy es el

estado base.
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3.3.3 Acoplamiento Intermedio para la Interaccion Coulombiana

3.3.3.1 Cilculo de la parte angular

El desdoblamiento de los niveles de energia es causado por la interaccién entre
los electrones. Para las tierras raras, tal desdoblamiento es originado preferentemente
por la interaccion entre los electrones 4f.

Mediante la aplicacion de los operadores tensoriales mencionados en seccién 3.1, se
logra determinar los elementos de matriz para las interacciones Coulombiana.
Los elementos de la matriz de energia para la interaccion de Coulomb son de la

forma

2
(F2SLM M, | & | £ S LM M) 3.17
ha
es decir que solo se debe tomar en cuenta los niimeros cuanticos S y L . Por esta razén

para este cdlculo es suficiente considerar los términos (y no los multipletes)
involucrados en el problema de interés.

Si se desarrolla 1/ry; en términos de polinomios de Legendre, se obtiene

N

1 il
L5 o deonn) 18
k\ N
k
r.y r» son el radio menor y el radio mayor de entre los dos electrones, y

Peoso){ 17 SR (0 )V (5r0) 319

Siendo Y\q los arménicos esféricos. Si definimos al operador

|
4r \2
C.=| —|F 3.20
H [2&44] ke

Entonces 3.19, se transforma en

P, (cos o)=Y (1} (C,,()C,, @EC,1}C,(2) 321

Y los elementos de la matriz Coulombiano son
ez '}t iz 2
YUEESLM M | S (G (D) S LM M, ) 3.22
' ] /
Entonces:
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(2 sLM M, S [ PS LM M) = T8, () L, (e ). .
r,

12

= Y (5,8, 8.6, 4 L FUile 1)
B Z K L2 0 My, S8 MMy i ! L V[L k ” :'J

_ L (3 &k 3Y[3 3 &
—gﬂ(—l) at.rﬂ‘s,,,m,5&\-5“,”.‘,(7) (0 0 0] {3 3 3 3.23

La obtenci6n del altimo resultado se detalla en el apéndice Al, donde se muestran los
célculos para dos electrones f.

Siendo fi (r) la integral radial dada por:

&
f, ("‘):Ft =e? ( '?,i }R:: ("1 )R:r ('"3 )drl dr, 3.24

h

Para £, usando las tablas de Rotenberg y colaboradores [88], las energias W, del factor
Coulombiano en el Hamiltoniano resultan:

W.(*H)=F,- 25F,~ 51F,~13F,
W,.(*F)=F,~10F,~33 F,—286F,
w.('G)=F, —30F - 97F, +78F,
W ('D)=F, -19F, —99F, + 71F,
W, (*P)=F, +45F, +33F, - 1287F,
w,('1)=F, +25F, +9F, + F,
W.('S)=F, + 60F, +198F, +1716F,
Donde
F'=F,, F?=225F,, F'=1089F,, F°=(18,4041/25)F,

Los céleulos explicitos de las ecuaciones anteriores se presentan en el apéndice A2.
Para determinar la separacion de los niveles de energia es necesario calcular las
integrales radiales de Slater F*(4f,4f), ver [89, 90].



Para configuraciones N >2 la técnica se vuelve un serio problema. Nielsen y Koster [91]
calcularon la configuracién £* y los resultados estan contenidas en tablas.
Racah logré escribir los elementos de matriz coulombiana en términos de otros

parametros mas convenientes, para ello definié

3
E=)e,E" 3.25
k=0
Con

ED = Fu - IDF! - 33F4 - 286 F(,
E' =1/9(70F; +231F, +2002 Fg)
E? =1/9(F;, —3F, + 7F¢) 3.26

E® =1/3(5F, + 6Fs —91Fs)

La conversién entre los E* y los Fy es
Fo= ;—(71-:" +9E")

Fy= 4—'2(5' F143E7 +11E°) 327

F,= %(E‘ ~130E2 +4E°)

_ 2 _ g
F6-462(E +35E* - 7E°)

3.3.3.2 La funcién de onda radial

La colocacién de los electrones 4f al inicio de la serie de los lanténidos, tiene el
significado que su carga nuclear es muy intensa. Sin embargo, se puede suponer que los
electrones 4f ocupan los orbitales mas externos, pero las evidencias experimentales
indican que ellos estan apantallados por la capa 5s.
El enlace de los electrones 4f puede ser entendido en términos del apantallamiento del
nucleo por parte de los otros electrones, El célculo tipo Hartree del potencial de los
otros electrones da resultados no satisfactorios. La formulacién de Thomas-Fermi que
evitd la anterior dificultad, proponiendo potenciales centrales més adecuados. Latter
[92], Coulson y Sharma [93] aplicaron este método a los electrones de la capa 4f, y los

resultados obtenidos por ellos se muestran en las figuras, 3.1 y 3.2.



Se espera que un electrén 4f este ligado cuando su energia de enlace este por debajo de
su potencial de ionizacién, y esto ocurre cuando Z = 60 lo cual coincide de manera
razonable con el inicio de la serie de los lantanidos. El célculo de la distribucion de
carga radial, Fig.3.2, presenta que el méaximo alcanzado, entre Z=60y Z = 61, en la
distribucion radial de carga de los electrones de 55”5p°5d' 6s” se mueve marcadamente
de afuera hacia dentro, lo que coincide con los resultados observados.

A causa de que los electrones 4f estan apantallados (ver Fig. 3.3), la valencia electrénica
esta en el estado 5d'6s”. En las sales, estos electrones son radiativamente transferidos a
otros iones, mientras que en metales forman la banda de conduccién. Por ello, en
muchos casos los iones de tierras raras son trivalentes positivos, en tales casos todos los
electrones estdn en capas cerradas, y por consiguiente inactivos, a excepcion de los
electrones 4f.

0 49—0—0——0 .
"’mm#‘ﬂ“l.._.‘._‘a-&lo-@u
‘\
3. 3
: ‘o\l\.
5] Na
, e
“om,
S
ou
b
-3 — & Tk v = F & v T )
52 54 56 58 60 62 64 66 B8 70

Numero atémico Z

Fig. 3.1 Energia de electrones 4f en funcién Z, cdlculos obtenidos por el método de
Thomas —Fermi. La curva con cuadros obscuros son los resultados obtenidos por
Coulson y Sharma; la representada por circulos vacios, los cilculos por Latter; los
circulos llenos indican los resultados experimentales para el potencial de
ionizacion.

65



16 — — — -—jﬂO
|70
-160

10 850

40

Radio Efectivo

—30

Posicion del Miximo (u.a)
@

—— e ——— -
-

Numero Atémico (Z)

Fig. 3.2. Calculos tipo Thomas Fermi del radio de la capa 4f como funcién del
niimero atémico [93). La curva punteada da el radio para el cual rRy(r) tiene el
mdximo valor. Y la curva silida da el radio para el cual la funcion rRy(r) se hace

muy pequeiio.
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Fig.3.3 Densidades radiales Hartree-Fock para electrones 4f, 5s, 5p y 6s
para Gd"".

Para determinar tedricamente los niveles de energia, es necesario contar con la parte
radial de la funcién de onda Ry la cual permite valorar integrales de expectacion para
varias interacciones. Estas integrales son usualmente consideradas como pardmetros
empiricos, pero el célculo de las funciones Ry para las tierras raras son de gran interés.
Estos calculos se pueden realizar basicamente por varios métodos: i) por funciones de
tipo hidrégeno con pardmetros empiricos, ii) por el método Hartree, ¢) por Hatree-Fock
y d) por funcionales de la densidad.
La forma de la parte radial de la funcion de onda 4f, empleada por Arajs y Colvin [94],
tipo hidrogenoide tiene la forma

R, =(06.35) " (z-0)"rPe" 328
o es el pardmetro de apantallamiento que tiene los valores entre 32 < o < 26 que fueron
obtenidos de forma aproximada con las integrales para la energia. Mas a menudo, se
emplea la representacion obtenida por Slater [95]; ver también Burns [96].
Las ecuaciones de Hartree fueron resueltas por Ridley [97], para Pr'" y Tm®', Judd y
Lindgren [98] ajustaron una funcién empirica a sus resultados para r grandes.
Soluciones para las ecuaciones de Hariree-Fock fueron calculadas por Freeman y
Watson [99], para Ce*' Pe*', Nd* Sm*' Eu’*,Gd*' Er' y Yb*. Para ello propusieron
funciones de onda normalizadas

67



R=YCrie™

Los valores para C; y Z; pueden ser encontrados en Sover [100]

3.29

En la figura 3.3, se presenta la grafica para la densidad de carga radial (rRy) contra r

para los electrones 4f, 5s, 5p y 6s del Gd*', obtenidas por Freeman y Watson [99].

Donde se demuestra que los electrones 4f estan embebidos en el ion.

Como la carga nuclear Z se incrementa al avanzar en la serie de tierras raras, el

potencial visto por los electrones 4f hace que sus 6rbitas muestren una contraccion

sistematica en su radio, efecto conocido como la contraccion lantanido.

Tal contraccion se puede observar en tabla 3.2, en ella también se presenta el maximo

valor de la funcion de onda radial Ry calculado por las funciones propuestas por

Freeman y Watson [99].

Z R R" (<r’>4)"® | Estado Base| Radio Ionico

A R* A
La | 57 | 5d'65 5s° 5p° 0.610 'So 1.061
Ce | 58 | 4f76s” 4 T55%5p° 0.578 Fsn 1.034
Pr | 59 | 4f 65 4 55°5p° 0.550 "Hy 1.013
Nd | 60 | 4f¥6s 4f*5575p° 0.528 *lon 0.995
Pm | 61 | 4f 65 4f¥5575p° 0511 1y 0.979
Sm | 62 | 4f%6s 4f> 5¢675p° 0.496 ®*Hsn 0.964
Eu | 63 | 4f76s° 4f°5s75p° 0.480 Fo 0.950
Gd | 64 | 4f'sd'6s” | 4f7S5s°5p° 0.468 Son 0.938
Tb | 65 | 4f 65 4f* 5575p° 0.458 "Fe 0.923
Dy | 66 | 4f6s 4F7 5575p° 0.450 *Hisn 0.908
Ho | 67 | 4f"6s’ | 4f"5s%5p° 0.440 *Ig 0.894
Er | 68 | 4f76s° 4f 1 55%5p° 0.431 Mise 0.881
Tm | 69 | 4f"6s° | 4f755°5p° 0.421 *He 0.869
Yb | 70 [ 4f76sT | 4fT5s5p° 0.413 TFon 0.858
Lu | 71 [4f™5d'6s™ [ 4f™5s75p° 0.405 'Sy 0.848

Tabla 3.2. Configuracion, estado base, y tamafio de las fierras raras.
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3.3.4 ACOPLAMIENTO ESPIN-ORBITA

El acoplamiento individual del spin s; y el momento angular orbital /; entre los

electrones, es un efecto relativista. En la teoria de campo central la interaccion tiene la

forma siguiente:

N
Hyoo Y 2 NSi ;) 330
i=l
donde r; es la distancia radial
R du(ry)
" —— 331
f( t)_ I c’q d}}'

La interaccion coulombiana para iones de tierras raras es mas intensa que la interaccion
spin-orbita. Los efectos de la interaccién spin-orbita estan contenidos en el
acoplamiento de L y S conforme al esquema Russell-Saunders, L+S = J, siendo J el
momento angular total. Esta interaccién eleva la degeneracion del nivel. Resultando

niveles con multiplicidad (2J+1).
El desdoblamiento total de multipletes, a causa de Hso, por lo general es mucho menor
que la energia de separacion de los términos. Las funciones de onda ‘¥(L, S, J, M;)
describen los estados de energia resultantes que pueden ser expresados en términos de
estados base P(L,S,M,,M;) es decir:

¥(L,S, My Y CP(L S, M. Mg) 3.32

M, M,

C son los coeficientes de Clebsch-Gordon o coeficientes de Wigner.
Los desdoblamientos de los multipletes son dados por la evaluaci6n de los elementos de

lamatriz Hso entre funciones de onda /,,s,,m,, m,) de estados de un electron.

El Hamiltoniano para el acoplamiento spin-Orbita X&(r;) (si.l;) es un ejemplo de
un producto tensorial, cada tensor es de rango uno. Uno actlia solo sobre el spin, y el
otro solamente en la parte orbital. Al aplicar las formulas A.6 y A.13 del apéndice Al,

se obtiene
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Siendo u, un operador tensorial normalizado, este operador se multiplica por el
correspondiente elemento de matriz normalizada de A.6 del apéndice Al, mientras la
normalizacién del operador S esta contenida en el calculo de V|, Los elementos de
matriz para el operador Vy; fueron obtenidos por Nielson y Koster [91].

Suponiendo que todos los electrones 4f son equivalentes entonces se tendrd que los
parametros spin-Orbita seran también los mismos para todos los electrones 4f, los cuales

son definidos por

;’(r)z h2 E“;'ZR_‘r (r}f(r)dr 3.34

La constante de acoplamiento spin-Orbita (4 a menudo es considerada como
parametro empirico, los valores para los lantdnidos, calculados por Hartrre (H), Hartrre-
Fock (HF), y Lindgre, se muestran en la tabla 3.3.

Los valores experimentales, contenidos en tabla. 3.3, fueron obtenidos para iones
trivalentes contenidos en sales o en solucién, y dichos célculos son ligeramente
afectados por sus alrededores. Notindose que el valor de 4 determinado por Hartree
estd en mejor aproximacion con los resultados experimentales, respecto a los obtenidos
por Hartree-Fock.

Los elementos de matriz del acoplamiento spin-6rbita son generados por la mezcla de
estados con la misma J pero diferente L y S. Los elementos diagonales de la matriz son

obtenidos mediante
(vB- ‘Hmiva-'->= ;’(%)[J(JH)— L(zv)-s(s+1)] 335

A es la constante correspondiente al estado dado de L y S. Los niveles de energia
obtenidas por 3.35 conducen al ordenamiento establecido por la regla de Landé, es
decir, que en un multiplete tipo Russell-Saunders el intervalo entre términos vecinos es

proporcional al mayo J del par.
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lon Car(em™ ) <r>(a,")
H HF EXP. HF Exp. Efec. |Lingren
Ce" 830 640 | 4.72 417 | 3.66
Prt 785 980 750 537 | 506 | 476 | 426
Na** 1130 | 900 6.03 | 564+ | 535 | 4.86
Pm™ 1070 6.18 | 595 | 5.46
Sm™" 1480 | 1200 | 736 | 672 | 656 | 6.07
Eu’ 1320 728 | 722 | 6.70
Gd™ 1620 | 884 | 78 | 790 | 7.35
b 1700 3.53 8.60 8.03
Dy 2310 | 1900 | 1034 | 920 | 932 | 8.74
Ho™ 2160 991 | 1018 | 9.50
Er” 2830 | 2440 | 12.01 | 106+ | 10.89 | 10.32
Tm™ | 2740 2640 11.72 | 1173 | 11.20
Yb™ 3400 | 2880 | 13.83 | 12.50= | 12.63 | 12.18

Tabla 3.3. Valores para la constante de acoplamiento spin-6rbita, y las integrales

radiales correspondientes a iones trivalentes.

Para calcular los niveles de energia de una configuracion 4f se debe construir la matriz

para cada J que contenga todos los términos coulombianos y de spin-6rbita.

Los parametros Fa, Fs, Fs, y Cap, son pardmetros que son ajustados a los niveles de

energia obtenidos experimentalmente.

Una buena aproximacion para estos pardametros es obtenida mediante el uso de
funciones tipo hidrogenoide, ella es adecuada para las comparaciones Fy/ F2 y Fe/ Fa, las
cuales son relativamente independientes de la funcion de onda empleada. Por costumbre

se suele presentar los niveles de energia en términos de la integral de Slater, Fs.

Por ejemplo, si se considera el caso de N = 2 (configuracién ), al aplicar la 3.33, se

obtiene los elementos de la matriz spin-6rbita, correspondiente a la variedad J = 4,
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Para determinar los elementos de matriz coulombiana se emplea Fy/ F» =0.138 y F¢/ F>

=0.0151. Si se considera que para el Pr' el F,=310cm”, se llega a,
W.(*H)=-32.3F,=-9982 cm™

W, (*F)=-18.9F, =—5859 cm™
W.('G)=-154F, =-4774cm™

Para Pr'* la constante de acoplamiento spin-6rbita es £ =750 cm™.

Si se introducen las energias de Coulomb y el valor de £ a la matriz, se notaré que los
elementos fuera de la diagonal no serin despreciables respecto a los valores de la
diagonal, lo que significa, que para poder obtener los valores de las energias se tendrd
que diagonalizar la matriz. Los célculos explicitos para * son dados en el apéndice A2.
En apéndice A3 y A4 se presentan de manera explicita los calculos para la
configuracion p’ y d’. En esta Gltima configuracion se presenta la necesidad de
introducir un par de nuevos nimeros cudnticos, el parentesco fraccionario y el sefiorio
que permiten caracterizar estados pertenecientes a configuraciones con mayor namero
de electrones.

El Neodimio tiene tres electrones en la capa 4f, para caracterizar los
eigenestados correspondientes a configuracion Russell-Saunders ya no basta con los
niimeros L y S. Los términos ’D, °F, ’G y *H, ocurren dos veces y es necesario
introducir otro n(imero cudntico que nos permita diferenciarlos.

Ishiduzu y Obi [102] lograron determinar los elementos de matriz pertenecientes a la
interaccion spin-Orbita mediante el uso de un nuevo ntimero cuédntico llamado sefiorio,
el nimero fue creado por Racah [77]. El nimero de sefiorio permitié diferenciar a los
dos términos °F, pero para los demés no fue de gran ayuda debido a que *D, ’G, y *H
tienen el mismo sefiorio. A causa de ello, Racah [78] se vio en la necesidad de
considerar, para la caracterizacion de los tres términos anteriores, dos nuevos niimeros

cuanticos, WU, los cuales son caracterizados por las propiedades de los grupos Ry y Gz,
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respectivamente. La teoria de espectros de tierras raras mediante el uso de la anterior
clasificacion fue desarrollada por Racah [78], Elliot, Judd y Runcima [80] y por Judd
[103].

Los elementos de matriz para la interaccion spin-6rbita fueron obtenidos por

Elliot y colaboradores [80], y la formula fundamental que determinaron para tal fin fue

{ LWUSLI, Egi (S; . l,.]‘ rwusLry, ] =-9.128 (4,0)(7., 7. ) x

Zl2L + 1)L +1)2s + 125 +1)] 2 (- 1)""'"'-‘2[{ ; f}x A

D0 A

1 3 U

\y, representa al conjunto WUSL. Los coeficientes de parentesco fraccionario fueron
obtenidos por Judd [101], ver tabla 3.4. Los resultados obtenidos por Judd para los
diferentes elementos de matriz para la interaccion spin-Orbita son presentados en las
tablas contenidas en [103] .

3.3.5 PERTURBACION DEL CAMPO CRISTALINO
La perturbacion debido a un campo cristalino es expresada por:

H,, :Zl:ey[r‘.j
Al introducir un ion libre en un cristal se genera un desdoblamiento de la representacion

Dj; en componentes, cada una de las cuales es una representacion irreducible de un grupo

de simetria la cual deja inalteradoa H.,, .

La Dj se expresa como

la representacion T, indica el estado del un sistema, y su degeneracién es dado por la
dimensién de T,.
Por similitud podemos decir que en un ion libre el M. especifica una funcién dentro de

la Dy el nliimero M especifica una funci6n perteneciente a la representacién I". Es
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decir, a causa del campo cristalino, el ion libre va de la representacion |JJ. ) ala
representacion [TM ).

En un cristal cada multiplete se desdoblard en niveles de energia dependiendo de la

simetria del entorno, esto se esquematiza en la figura 3.4

4 Fq ) rs

T Te

. \ I,

4 F-; i ]-—7

. I

r,

4F5 r;

i I,

4 F3

—2 ) I,

Multipletes Y
e Niveles de energia

ion libre &

del ion en un campo
cristalino déhil

Fig.3.4 Un espectro del *F en un campo cristalino octaedral.
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3.4 PROBABILIDADES DE TRANSICION ELECTRONICA

Teoria de Judd-Ofelt

Dada la importancia que en los dltimos afios han tenido los iones trivalentes de
tierras raras embebidas en matrices laser, se han seguido refinando los resultados
pioneros de Van Vleck [104] sobre el estudio de las transiciones electrénicas que se
generan a causa de las interacciones generadas cuando el ién de tierra rara esta rodeado
de cicrta simetria cristalina.

Van Vleck discutié la naturaleza de las transiciones, concluyendo que estas
transiciones pueden ser del tipo dipolar eléctrica, dipolar magnética o cuadrupolar
eléctrica. Sin embargo, posteriormente su conclusién fue corregida por Broer y
colaboradores [105] quienes demostraron que las intensidades de transicién observadas
son basicamente de origen dipolar eléctrico. Estos resultados se consideran como
semicuantitativos.

Experimentalmente algunas probabilidades de transicién pueden ser obtenidas
fécilmente, a diferencia de otras transiciones que son muy dificiles de observar. Por ello,
es necesario encontrar un camino que permita obtener algunas de las transiciones
dificiles a partir de algunos datos experimentales observados.

De manera simultdnea fueron publicados los resultados por Judd y Ofelt [106,
107] quienes encontraron las probabilidades de transicion entre subniveles Stark de un
ion de tierra rara. Dichas probabilidades las obtuvieron en base a tres parametros
experimentales, los famosos pardmetros de Judd-Ofelt (€2;, (, £)). Estos parametros se
obtienen mediante un ajuste por minimos cuadrados de algunas probabilidades de
transicion.

La teorfa Judd-Ofelt demuestra que las probabilidades de transicién se pueden expresar
como la combinacion lineal de los parametros Judd-Ofelt.

Peacock [108] asegura que las linas observadas en espectros opticos de un ion
de tierra rara en una red cristalina son el resultado de transiciones dipolares forzadas
entre subniveles de configuraci6n 41" de esto iones.

Por lo tanto, el operador de momento dipolar serd el causante de que la intensidad de
oscilacién correspondiente a la transicion del nivel del estado base i de un i6n a un

nivel excitado f, es dado por

e

s
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m es la masa del electrén, h la constante de Planck, v es la frecuencia de la linea y y es
la correccion del campo de Lorentz para la refractividad del medio, la cual a su vez se

expresa como %, = (n” + 2)/9n, con n como el indice de refraccién del medio.

D" se expresa en términos de coordenadas polares para un electrén j,

D.f”=2ﬂ'fc.f”(9p Jl

1
() 4 |2
Ci,9, F[im] Y. 0,4)
Para evaluar los elementos de matriz de la ecuacion 3.38, es necesario describir los

estados i y f . Considerando la componente i del estado base de la configuracién /", a
primera aproximacion, se puede expresar como la combinacién lineal

A=) (I"wIMa,
M representa la proyeccion J, de J. y representa el numero cuéntico necesario para

definir un nivel tunico.

De igual forma, se expresa
:A. :'J'EZ,, a 'y Im
Si los estados (4 y |4') son construidos con la misma configuracién /" y con la misma
paridad, al remplazar rj por *-I'j se encuentra que DY cambia a —DY. v por
consiguiente se cumple:
(ADY A0

esta es la regla de Laporte, la que asegura que a primera aproximacién la transicion

dipolar eléctrica no ocurre. Para lograr que los elementos de matriz de las componentes

de D sean distintos de cero, es necesario que los estado (4] y |4") sean mezclados a

partir configuraciones /" de paridad opuesta.
En aproximacion Russell-Saunders los autoestados del ion libre para 4 se representan

como | a SLJ). Esta aproximacion es vélida si no existe mezcla de los diferentes

términos LS. Pero, realmente los términos con diferentes LS estdn muy cercanos para
que la aproximacién Russell-Saunders sea valida y existen estados con el mismo J pero
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de diferentes LS. Para ellos se recurre al acoplamiento intermedio, bajo este

acoplamiento los autoestados se representan como | f " a[SL]Jf'J. Estos pueden ser

expresados en términos de los estados Russell-Saunders de la manera siguiente

|fMwd)=|fYalSL)s) =Y A(S,L) f"a SLJ). 3.39

En la transicion dipolar forzada la configuracion 4f se mezcla con otra
configuraciéon que tenga paridad opuesta. La mezcla de configuraciones de partida
opuesta se efectda si la interaccion entre los electrones del i6n con el campo eléctrico de
la red contiene términos de paridad impar. Por consiguiente, el operador responsable de

esta interaccion es el operador de campo cristalino
N ) = (e}
v=34,3nY) =Y 4D 339
Lp ] “p

Para t impar se tiene una transicion dipolar eléctrica forzada. 4, es la componente del
campo cristalino.

Si se considera al campo cristalino como una perturbacion de primer orden y
esta constituido por una mezcla de estados, de los cuales, el de mayor energia tiene una
configuracion opuesta (n/), denotado como |y’ = |nla’[S"L”]J"M™), y el estado
base y el estado excitado son dados por

; v v IMVecly)
|A):|fNWJM)+ZLL_W' ,_‘“%,
r Elast)- £
WS IMV e v)
|B) =| rMypam)+ Y i Tt
& Elari)- )

k, representa a todos los nimeros de la configuracion excitada, entonces la intensidad

3.40

2

D= <A|D:l] | B> , para la transicion del estado base al estado excitado se
puede expresar por
_ (f "y JM‘DS’} v )(M Df,'] Iy J’M') 17
D=|e3 4, Bar*)- B »

ki,p <fNWMiD£1} W”> <W.1D‘§|] fNW.J.M.>
+
E{4f"J)- E@")
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6 de manera simple
D= [D; + Dy ]2

Finalmente D, se puede expresar como

D, = Ty (1" M|Z(CY) |y ly ECO)rry m) 3.42

X(4f|r|nlYnl|r'|4 fv(E(ez 1Y) - E@)!
Con
({Af|rt|nl) = J: R(ni)* R(n1)ar
Si se considera que la configuracion excitada es completamente degenerada, es decir,

las energias de la configuracion solo dependen de n y /, se puede aplicar la propiedad

de cerradura:
(f WM'Z( O)lv IZ( )| s ) =
Py (COIEICO) v n
y el primer término de la ecuacion 3.42 se transforma en

Y. (e m[R(CO) |y (S (CO) £ mr) =

a S LTI 3 43
- | A t i ) 0 e =
-1y ‘[A(q e p)(f”wM;Z (Cg"C,f“)‘_H! ream)
Siendo [2] = (22 + 1)
Mediante el empleo de la teorfa de operadores tensoriales desarrollada por Judd, la

ecuacion 3.43 adquiere la forma

ey 2o SePiachy
x<waJM’U_p q|f w'I'M >

3.4

En lo anterior se considero que (/¥ = Y. U i) y (a1 || n) = 8(n,m)o(11)
i

Para obtener una expresion simple que nos permita evaluar D, se considera una

segunda aproximacion: igualan los denominadores de 3.42,
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E@rrr)- B )y Elr7)- Bp)
y son sustituidos por el promedio AE(y ™).
Bajo esta aproximacion se tiene que los términos Dy y Dy, se diferencian solamente en su

simbolo 3-j y mediante la relacion de simetria de los 3-j

[1 A IJ:(—I)““'[' A IJ
g9 —p—q p P —-pP-q9 9

se concluye que Dy y Dy, son iguales si A es par y se hacen cero para A impar. Y por las
propiedades de los 6-j solo A puede tomar valores menores ¢ iguales a 6. Por lo anterior

la expresion para D es dado por

2

e Y (1), + IE(,lz{; yl ,]

D= pot.d= par = =g P 3-45
(rry m (US| fryam)
Con
=(. 1) = o At a0 a01mlco]
gA)=23 (1Y @s +1K2I+1){f , f}-.lf [cO i) ) f »

x(4f |r| nlYnl|r'| 4 £)AE(y")"

Los elementos de matriz de la ecuacion anterior se reducen mediante el empleo del
teorema de Wigner-Eckart, por lo que, la ecuacion para fuerza de oscilador queda dada
por

PD,F=1[8”2;:WI Y (- 1)""(2/1+1)Aw[; _ ' !H

p.t, A= par P—q p

J A I o o _—
(e L ety

—-q

347

Esta ecuacion se puede expresar
2
Py, = x[s» ;’“"]v >, (fMasth|U ‘*’i frafsrhyer+1)t 348
A=246

Con

= [AIX |4, =2, A)2e + 1) 3.49
P

Esta iiltima ecuacion representa a los parametros de Judd-Ofelt.
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Se define la intensidad de linea para una transicion dipolar forzada entre subniveles del

tipo 4f' y se expresa en términos de los parimetros de Judd-Ofelt de la manera siguiente
S@I)= Y ,lfralstplU® V”a{.S'L']!'f:-’ 3.50
A=2.4,0

la cual se relaciona con la probabilidad de transicién entre los estados J y J'.

Mientras las probabilidades de emisién espontinea, para la transicién de J a J” se
expresan en términos de pardametros de Judd-Ofelt mediante la siguiente ecuacion

2
A= z[s";:c”} v Y, alstplU W, frafs it (27 +1)° 3.51
1=24,6 !

Los célculos de las probabilidades de transicion para los sistemas BSO(2:3)Nd™ y
BSO(6:1)Nd*, son presentados en el capitulo siguiente.
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CAPITULO IV
Resultados Experimentales

4.1. Introduccion

En el laboratorio de crecimiento cristales, de Instituto de Fisica de la UNAM, se ha
disefiado y construido una variante del horno tipo Czochralski clasico, “pérdida de
peso”, para el crecimiento de monocristales de 6xidos metélico contaminados con
tierras raras, en particular, para este trabajo se obtuvieron cristales de Bi;;SiOx» ¥y
BisSi;0y2 (BSO, sillenita) dopados con Nd**.

Para la obtencién de monocristales con buenas caracteristicas fisicas adecuadas para su
estudio éptico y sus posibles aplicaciones en avances tecnolégicos, se han desarrollado
técnicas sofisticadas en varias partes del mundo. Una de las técnicas mas empleadas, es
la variante a la de Czochralski, la de control de pérdida de peso del fundente 6 control
de didmetro.

Por ejemplo, los cristales de sillenitas Bi;2Si0 (6:1) y BiySi30y3 (2:3), son materiales
cuyas propiedades Opticas han permitido ser aplicados para procesamientos de
informacion y en computacion Gptica, tales como almacenamiento hologréfico [109], en
memorias Opticas del tipo Pockels (PROM) [110] entre muchas otras aplicaciones [111,
112]. Para ello, es necesario contar con cristales con buena calidad 6ptica.

Un cristal de buena calidad serd aquel que no posea grietas ni distribucion no
homogénea de impurezas, burbujas de aire, etc. Experimentalmente se ha observado que
para evilar estos efectos no deseados, es fundamental que durante el proceso de
crecimiento la interfase sélida-liquida sea lo mas plana posible, para ello, necesita
contar con un dispositivo que permita “observar” y controlar los pardmetros que
intervienen en los procesos hidrodindmicos que se originan, cuando esta en marcha el
crecimiento en el sistema cristal-fundente-medio ambiente.

La forma de la geometria de la interfase es el resultado de la interaccién entre la
conveccion forzada causada por la rotacién del cristal y la conveccién libre originada
por la diferencia de temperatura en el volumen del fundente. El flujo resultante de los
dos anteriores tendrd una velocidad y direccion que al incidir en la interfase
determinarén la forma de ella. Por ello, es fundamental tener un buen control en la
velocidad de giro, en la velocidad de tiro, en el gradiente de temperatura, etc.

En el caso particular de sillenitas, se ha observado que la calidad de estos materiales se
ve fuertemente afectado por la tendencia a generar facetas durante la solidificacion
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debido a los efectos cinéticos asociados con las diferentes direcciones cristalograficas
de crecimiento [113, 114,115].

4.2. Descripcién de horno para crecimiento Czochralski.

Como se indic6 anteriormente, en el grupo de propiedades Opticas del departamento de
Estado Sélido del IFUNAM, se disefio y creé un equipo para crecer cristales. En la Fig.
4.1, se presenta una fotografia de horno, en ella se observa que consta de un cilindro de
aluminio de un dizmetro de 40cm y 45 cm de altura. Para evitar un sobrecalentamiento
del sistema, el cilindro es de doble capa por el cual circula agua.

Fig.4.1. Horno de crecimiento Czochralski.
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Al interior del cilindro se encuentra el calefactor, también cilindrico, de carburo de
silicio, el cual genera el calor suficiente para fundir los compuestos y a su vez, al
interior del calefactor se encuentra un tubo de silica que tiene la funcion de pedestal, en
la parte superior de €l se coloca el crisol de platino mientras que la parte inferior se fija
al plato de la balanza analitica. Otra parte importante del sistema es el subsistema de
tiro, consta de una barra hueca de 25c¢m construida en acero inoxidable, la barra es
enfriada también por agua circulatoria. El extremo superior de la barra estd conectada a
una sistema de engranes los cuales al ser movidos por una par de motores de paso
permiten que la barra suba, baje y ademas gire. En el extremo inferior de la barra se

coloca el sujetador de semilla o un pequefio cilindro de platino.

4.3. Obtencién experimental de BSO:Nd*"

Para obtener los monocristales de Bi|,SiOx:Nd** y BisSi;0,2:Nd™ es necesario
en primer lugar lograr la sinterizacion de la fase sillenita y eulitita, ver figura 4.2, para
ello es necesario mezclar los oxidos BiO; y SiO; en la proporcion 6:1 para el
Bi;2Si04, y en la proporcién 2:3 para el BiySi;0,2. mientras que como dopante se
agrega un 2% en peso de 6xido de neodimio, es decir, un ién de Nd*' sustituye a uno de
los 33 iones de Bi** en el 6:1 y en el 2:3 uno Nd** sustituye a uno de los 30 iones de
Bi’.

e e 8 7
- B _ - - A
il Liguido R
R —————
£ Iy
NN |
N
L \\\\ 8105  (mone) + Lig |
~ . -~
~ b
S =
700 B, Biy03 (mone) - —
/'
\ Biz05 {mono) m A ]
ono H:@l

| A’*“:Ohj /" {cibco
4 \\ (cttsics + Bi;SI05 |

! | 1 | | | i |

0 o o 30 a0

Bia0s Mol X 50>

Fig.4.2 Diagrama de fases para el sistema Bi,03-Si0;
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Mezclados los 6xidos se colocan en el crisol y durante 8 horas se les aplica un
precalentamiento a 800 °C. Posteriormente, se eleva la temperatura por arriba punto de
fusién que es =890 °C para el BSO(6:1) y de ~960 °C para el BSO(2:3), resultando un
compuesto fundido, en Fig.4.3a se muestra el compuesto BSO solidificado.

Una vez fundida la mezcla se baja la barra de tiro, hasta que la semilla se pone en
contacto con el fundente. Antes de iniciar el tiro se espera a que el equilibrio en
temperatura del sistema fundente-barra de tiro sea alcanzado.

Fig. 4.3a Crisol de platino con fundente

Realizado un buen contacto, s¢ procede a jalar la varilla a velocidad constante por un
motor de pasos, al ir subiendo la varilla se ird solidificando fundente al cilindro de
platino de forma tal que si se logra un equilibrio termodinamico, en la interfase cristal-
fundente, se logrard que la transformacion de fundente a cristal sea de manera uniforme
y por lo tanto se obtendrd un cristal de forma cilindrica. Durante el proceso de
transformacion de fundente a cristal, el crisol con el material fundido ird perdiendo peso
y tal pérdida se registra mediante una balanza digital. Por lo tanto, si el proceso de

crecimiento se logra llevar a una razén de pérdida de peso uniforme, los cristales seran
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cilindros bien definidos y si la impureza se agregd satisfactoriamente, entonces los
cristales serdn adecuados para el estudio su 6ptico.

Para Bi;2SiOy se observé que en tal equilibrio no existieron variaciones significativas
de la razon de la pérdida de peso registrados por la balanza.

A continuaci6n en la tabla 4.1 se presenta la historia del crecimiento para el Bi;28i0z0,
es decir de como evolucionaron los parimetros fisicos importante para el proceso, como
son: la altura del cristal, el tiempo de crecido, la razon de pérdida de peso AM/, la

temperatura de la interfase y la velocidad de tiro.

Tiempo | Pérdida AM /t |Temperatura| Cristal AH/t
(min) de Peso (g/hr) (°0) Crecido | (cm/hr)
(2 (em)

0 49.98 0.00 970 29.35* 0
15 49.93 0.20 970 29.25 0.4
30 49.89 0.16 970 29.15 0.4
45 49.78 0.44 967.5 29.05 0.4
60 49.63 0.60 967.5 28.00 0.2
75 49.42 0.84 967.5 28.95 0.2
90 49.29 0.52 969 28.85 0.2
105 49.15 0.56 969 28.75 02
120 48.93 0.88 969 28.70 0.2
135 48.67 1.04 969 28.65 02
150 48.37 1.20 969 28.55 0.4
165 48.06 1.24 969 28.45 0.4
180 47.69 1.32 969 28.40 0.2
195 47.22 2.82 969 28.30 0.4
210 46.75 1.88 969 28.20 0.4
225 46.12 2.52 969 27.85 1.4
240 45.62 2.00 969 27.70 0.6
255 45.14 1.92 969 27.55 0.6
270 44.69 1.80 969 27.40 0.6
285 44.15 2.16 969 27.25 0.6
300 43.62 2.00 969 27.15 0.4
315 43.16 1.96 969 27.00 0.6
330 42.63 2.12 969 26.80 0.8
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345 42.07 2.24 969 26.65 0.6
360 41.45 2.48 969 26.55 0.4
375 40.95 2.00 969 26.35 0.8
390 40.25 2.80 969 26.20 0.6
405 39.48 3.08 971 26.05 0.6
420 38.65 332 971 25.90 0.6
435 37.98 2.68 972 25.75 0.6
450 37.73 1.00 972 25.60 0.6
465 37.23 2.00 971 25.50 0.4
480 36.73 2.00 970 25.40 0.4
495 36.33 1.60 970 25.30 0.4
510 36.22 0.44 966 25.20 0.4
525 35.82 1.60 965 25.00 0.8
540 35.49 1.32 965 24.80 0.8
555 35.17 1.28 965 24.70 0.4
570 34.85 1.28 965 24.60 0.4
585 34.49 1.44 967 24.45 0.6
600 34.13 1.44 967 2425 0.8

* Corresponde al origen en la regleta de medicion del tiro.

Tabla 4.1. Pardmetros de control durante el crecimiento de Bi;3SiO4

Los valores de la tercer columna, AM/t, se obtienen de la resta de los valores contenidos
en la columna 2, es decir: del valor contenido en la celda anterior menos el valor de la
celda inmediata posterior, entre el intervalo de tiempo en que se realizé cada medida, es
decir 15 min. Para los valores contenidos en la columna quinta (AH/) se realiza un
proceso similar, pero ahora la resla se efectia con los valores contenidos en las celdas
de la quinta columna.

Los cristales fueron jalados durante todo el proceso con una la velocidad de tiro
promedio de 5 mm/h, y con una velocidad de rotacion de 20 rpm. De la columna quinta
de tabla 4.1 se puede determinar que la longitud del cristal es de aproximadamente 2.3

cm.

Al graficar la pérdida de peso registrado por la balanza en funcién del tiempo de
crecido, se obtiene la gréfica 4.1. De ella se concluye, que la pérdida de peso respecto al



tiempo es uniforme, lo cual, es una de las condicién para obtener cristales satisfactorios
para su estudio dptico.

—e— Pérdida de Peso Vs Tiempo
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Graf. 4.1. Pérdida de peso en funtién del tiempo de crecido para Bi;SiOz puro.

En la gréfica 4.2 se presenta la razon de pérdida de peso en funcién del tiempo. De ella
solamente se verifica la conclusion de la grafica 4.1.

Otra condici6n para la obtencién un crecimiento cristalino satisfactorio, en la grafica 4.3
se muestra la evolucién temporal de la temperatura. Se nota que el cambio en la
temperatura es pricticamente constante.

—=a&—Razén de Pérdida de Peso Vs Tiempo

254 o990,

e
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Graf. 4.2. Razon de pérdida de peso en funcién del tiempo de crecido para
BiuSiOm puro.
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Temperatura (°C)

Graf. 4.3.
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Graf. 4.4. Crecimiento longitudinal en el tiempo para Bi;;SiOz puro.
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Graf. 4.5. Razon de crecimiento longitudinal en el tiempo para Bi;SiOg
puro.
De forma similar se obtuvieron las graficas para Bi2Si00-Nd** y los crecimientos para
Bi4S;02 puro y en solucién solida con Nd**.
En la figura siguiente se podra apreciar el tipo de cristal obtenido.

Eed

Fig.4.3b. Cristal de Bi;;Si05:Nd**



4.4. Espectroscopia del Bi;;8i0;:Nd* y BiSi;0,,:Nd*".

El i6n Nd** es uno de las tierras raras de mayor empleo espectroscépico. Su uso como
activador laser es muy amplio.

Como se ha mencionado anteriormente, para obtener los términos de la configuracién
de tres electrones 4f se aplica la teoria tensorial de adicién de momentos angulares asi
como la teorfa de grupos. De esta teoria se deduce que el i6n Nd™* posee 41 términos,

los cuales se muestran en la tabla 4.2

J Términos

1/2 2p,*D

32 P, D, ID, *S,*D, ‘F
5/2 R, 2P, D, 'F, ‘G, D, D
772 G, 1G, ‘D, 'F.*G, IF, JF
9/2 1H,JH,'F,'G,'1, G, }G
1172 M, LG T
13/2 e M
15/2 L o A |
172 L

Tabla. 4.2. Términos pertenecientes al Nd*".

Al considerar la interaccion spin-Orbita, cada uno de los términos anteriores se

desdoblaran, por ejemplo, el término ‘F se desdobla en *F,, ‘F%, ‘Fys ‘F%.




4.5 Elion Nd*" en Bi;;Si0Oy y BiSizOp;
Los compuestos de Bi;3Si0Oz y BisSis0y; poseen una estructura cristalogrifica cilibica

centrada en el cuerpo, con grupo espacial 723 (grupo puntual m3(23)) y /43 (grupo
_ o
puntual 43m ), respectivamente. Con un pardmetro de red 2=10.104A para el 6:1 y para

el 2:3 de a=10.495R Abrahams y colaboradores [116] concluyeron que en estas

estructuras se pueden incorporar una variedad de cationes, en nuestro caso de Ng**

(radio i6nico = 0.99 R), ya que el tetraedro formado por los oxigenos que rodean al
catén huésped (Bi’*) puede alterar su tamafio sin afectar apreciablemente al resto de la
estructura. Este hecho tiene una consecuencia importante, se pueden incorporar en la
red varios tipos de cationes que al entrar a esta, se mantendrd la estructura tipo sillenita.

En ambas estructuras el Si* (radio i6nico = 0.4 A ) esté coordinado por cuatro oxigenos

0% los cuales forman un tetraedro. Mientras que en el 6:1 los iones Bi** (radio i6nico =

0.96 A) estén rodeados por un tetraedro constituido por siete iones de 0”, de modo que
en la esquina de un octaedro en lugar de existir un oxigeno coexisten dos (Abrahams y
colaboradores [117], ver Fig.4.4a y b, gencrandose asi un octaedro distorsionado, es
decir, todas las distancias Bi-O y los 4ngulos O-Bi-O son diferentes.

.= Oxigeno . =Bismuto  ®= Silicio

Fig. 4.4a, b. Bismuto y Silicio coordinader por Oxigeno en BSO (6:1).
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Fig. 4.4d. Representaci6n de las posiciones atomicas del Bismuto en la celda
unidad del Bi;;SiO ( . = Bismuto; ¢= oxigeno).
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En el BisSisOy5, el ion Bi** estd coordinado por seis iones O constituyendo un
octaedro distorsionado; dicho i6n ocupa el lugar espacial nimero 16 en la celda unidad
de la estructura 2:3 ,ver Fig. 4.5a (ver Segal [118] y Kaminskii [119]). El tetraedro
formado por los oxigenos alrededor del ion Si**, se muestra en la Fig.4.5b. En Fig.4.5¢,
se presenta la estructura cristalografica del BSO (2:3).

i
\J

Fig. 4.5a. Bismuto rodeado por oxigenos en BSO (2:3)

. = Bismuto @ = ssilicio . = Oxigeno

Fig. 4.5b. Tetraedro alrededor del Silicio en BSO (2:3)
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Fig. 4.5¢c. Estructura del BSO (2:3)
Como la celda unidad esta constituida por 79 4tomos, 48 son dtomos de oxigeno.

De los 16 iones de Bi** 4, se sittian en la diagonal de la celda unidad, ver Fig. 4.5d.

e ©
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® o .
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: ® ©
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Fig. 4.5d. Estructura cristalogréifica del BSO (2:3)
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4.6. Absorcion bptica del BSO.

Para obtener los niveles de energia del Nd** en BSO es necesario obtener los
espectros de absorcién a baja temperatura (18 K) y asf eliminar las transiciones
térmicas. Por medio de los espectros de absorcién es posible identificar varios
subniveles de energia de la configuracién 4f* del neodimio.

ASSOROON CPTTARm ')
£

T . P T T T T T T » 1 T T T T 3 T T T Y
== S M 93 SN SN SW M &1 M3 ER WS L] s - - E_} E ] e - L]
14 LONGMTUS OF OHDA e LT T LOWGITUD DE OHD A ]

W ek B sl G ek em TR T8 TR

LOWGITUD OF QWD A fs | LONGITUD OE OMDA men |

Graf.4.6a. Espectros de absorcién del BSO (6:1) Nd3*, obtenidos a 20K.

En las gréficas 4.6a y 4.6b se observan las absorciones Gpticas que se generan cuando se
ocurren las transiciones del estado base del Nd** (*Ioz) a sus diferente estados de mayor
energia en el Bij;;SiOy. Mientras que en las gréficas 4.7a y 4.7b corresponden a las
absorciones que se efectuan en el sistema Bi;Si;0,2.

En la grafica 4.7c, se conjunta las absorciones en ambos sistemas, en ella se pueden
visualizar las diferencias entre ambas sefiales.

En 4.7d, al igual que 4.7¢ pero ahora la comparacion se hace de manera particular para
zonas selectas del espectro, en ella se pueden comparar los efectos del campo cristalino
sobre los niveles electrénicos ***'L. '
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Graf.4.7a. Espectros de absorcion del BSO (2:3) Nd3", obtenidos a 13K
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Graf.4.7b. Espectros de absorcién del BSO (2:3) Nd3', obtenidos a 13K
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Graf.4.7c. Espectros de absorcion del Nd** en BSO (2:3), y BSO(6:1), a 13K
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Graf.4.7d. Comparacién por zona de los espectros de absorcién para Nd** en
BSO (2:3), y BSO (6:1), a 13K
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4.7. Fotoluminiscencia del BSO.

La fotoluminiscencia consiste en un proceso mediante el cual un sistema ptico

absorbe una determinada longitud de onda, para después emitirla a longitudes de onda
generalmente mayores a la de la luz incidente. El estudio de tales emisiones permite
entender porque el BSO es un material con caracteristicas favorables foto-conductivas,
foto-refractivas, electro-Opticas y magneto-Opticas. Por lo que, el BSO en su estado
cristalino es potencialmente empleado como material léser.
Para ello, uno de los pasos experimentales principales es la obtencion de espectros de
excitacién y de emisién. El primero consiste en variar la longitud onda que absorbe la
muestra y fijando la longitud de onda de deteccién de la luz emitida por la misma
muestra; y la segunda se basa en fijar la longitud de onda absorbida por el cristal y
variar la longitud de onda de detecci6n de la luz emitida por la muestra.

Para obtener los espectros de emisi6n para (6:1), se empleo un laser tipo IV de
He-Ar, Spectra-Physics, modelo 2020, excitando a la muestra con diferentes longitudes
de onda A, = 476.5 nm, 488.5 nm, 496.5 nm y 514.5 nm; con una potencia promedio
a20mw.

El arreglo instrumental y 6ptico empleado en la obtencién de espectros de emisién se
esquematiza en la Fig.4.6
Cristal

Lente Convergente

Detector

Monocromador

Locking

Fig.4.6. Esquema empleado para registro experimental de espectros de emision.



Las gréficas 4.8a 4.8b y 4.8¢c presenta los espectros de emisién pertenecientes a las
transiciones del estado *Fs», a los estados *lon, *Iyiny *Ii3n, para el BSO(6:1). De igual
manera, en graficas 4.9a, 4.9b, 4.9c y 4.9d se ilustran los espectros de emisién de las
transiciones del primer estado excitado *Fys a los estados *lon, *luz y an, para el
BSO (2:3), respectivamente.

BSO(6:1)
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Graf.4.8a. Transiciones del estado “Fi; a los estados *Ioz, “Iizy *Lisn, para el
BSO (6:1).
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Graf.4.8b. Transiciones del estado *Fs;; al estado *“Iop, para BSO(6:1).
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Graf.4.8c. Transiciones del estado *Fy al estado Y10, para BSO(6:1).
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Graf.4.9a. Transiciones del estado *Fs; a los estados “Ioz, *I;iny *Iisn, para el
BSO (2:3).

102



i Fi—"1,,, Nd:BiSi,0, §
_ --o-- 18K &
3000 = = DRk TA

INTENSIDAD DE LUZ (Unid. Relat.)

8'}0 ( 8&0 ‘ 8;0 I Nliﬂ ‘ 9‘;0 I 920
LONGITUD DE ONDA (nm)

Graf.4.10b. Transiciones del estado ‘Fy; al estado *Iop, para BSO (2:3).
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Graf.4.9c. Transiciones del estado ‘Fs; al estado ‘I;1, para BSO (2:3).
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Graf.4.9d. Transiciones del estado *‘Fs al estado “Iyz;, para BSO (2:3).

En la grafica complementaria 4.10, se presenta la comparacion de espectros de emisién
y absorcién para BSO(2:3), y como comparativo se adjunta la comparacién con el BGO
que es un compuesto isomorfo al BSO. El BGO (BisGe;0)2) es otro compuesto que
también ha sido estudiado en el grupo de propiedades de Gpticas del [FUNAM.
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Graf.4.10. Comparacion de espectros de emision con especto de absorcion para
BisSiz012:Nd™".



En grafica siguiente (4.11), es el resultado de la union de las graficas 4.9a y 4.10a.
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Graf. 4.11. Emisién de BSO (2:3) y BSO (6:1)

4.8. Determinacion de los pardmetros de Judd-Ofelt.

Para estimar los parametros Judd-Ofelt, se analizan los espectros de absorcion
Optica obtenidos a medio ambiente de las muestras cristalinas de interés. En primer
lugar, de los espectros de absorcién se mide la absorbancia integrada I, y T, para las
diferentes bandas de absorcion presentes. En las Fig. 4.12 y Fig.4.13 se observan los
espectros de absorcion para el BSO (2:3) y el BSO (6:1).
La absorcion 6ptica en un medio es caracterizado por su coeficiente de absorcion c. Es
definido como la fracci6n de la potencia absorbida por unidad.de longitud del medio. Si
el haz de luz se propaga en al direccion z, y la intensidad en la posicién z es I(z), el
decremento en la intensidad de haz al cruzar un pequefio elemento dz es dl=—aI(z)dz,

de donde se obtiene la ley de Beer

I(z)=Ipge™%? 4.1
La absorcién optica en un medio también es cuantificada en términos de la densidad
Optica 6 absorbancia (I'), ella se define como:
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[=— Iogw( [(I)J 4.2
Iy
| es la longitud del medio de absorcion.
Para determinar la absorbancia de una banda especifica serd necesario determinar el

drea bajo la curva de la misma, para ello se conjunta las ecuaciones 4.1 y 4.2, resultando

I = [a(a)dz = H] | In[lféfi )] dA 43

siendo A la longitud de onda, L es el espesor de la muestra, I, la intensidad incidente, y
I(A) la intensidad transmitida. Para determinar la intensidad de absorcion de cada banda

de absorcion, 8(J,J°), se aplica la ecuacién que la relaciona con I', tal ecuacion es:

4n*Na, A (n* + 2

e i 1o o, .
327 +1pn

N = concentracion del ion Nd’*, o = constante de estructura fina, 4= longitud de onda

promedio correspondiente a | transicion J—J" y n = indice de refraccion del cristal bajo

. r_+2r :
estudio. Loemheim y colaboradores [120] mostraron que I' = % 3 , Al combinar

los factores de absorbancia integrada con los del indice de refraccion ordinario y
extraordinario, mediante la ecuacién de Séller, se calculan las intensidades de linea
experimental, Seyp.

El indice de refaccion para el BSO (2:3) lo obtuvieron Bortfeld y Meier [121], y para el
BSO (6:1) por Aldrich y colaboradores [122], ambos indices se calcularon entre los 400
nm a 650 nm. Los datos obtenidos por ellos se ajustan mediante la ecuacion de
Sellmeir:

1= S
T 45
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Graf.4.12. Espectros de absorcion para el BSO(2:3).
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Graf.4.13 Espectro de absorciéon para el BSO (6:1).
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Mediante el empleo del programa de computo Origin se ajusta la ecuacion anterior para

los datos obtenidos por los autores anteriores para ambas fases del BSO, resultando

=1+ |(4_67225599,1= )4 - 58403.20 ,,,,,z)"J

".'n-sa(s:l)w"

1+ 282351002222 - 28235.11nm? )" |

”w:(z.;)w"
La estimacion de la concentracion del ion Nd*', fue de 2.4x10” jones/cm’ para BSO
(2:3) y 6 x10" iones/cm’ para BSO(6:1).
Al sustituir los valore en la ecuacidén 4.2, y realizar las operaciones algebraicas se
obtienen los valores para SC., Al introducir estos valores experimentales, a un
programa de computo se evalian los SCre, Y por un ajuste por minimos cuadrados se
minimiza la cantidad
¥ 2
A= Z [(S'C‘ ]u:p. = (SC: )mi.]
i=1 4.7
con respecto a los parametros €2y, €, €. Y ello se logra al diferenciar la cantidad
anterior respecto a los (,, es decir,

N 3
_i.z (sc).,. -2ua, |=0
aﬂzr t=1 J=1 4.8

Con 1= 1, 2, 3. Esto genera tres ecuaciones con tres incognitas cuyas soluciones
corresponden a los mejores valores para los pardmetros Qa, Q4 y Q.

Los parametros Judd-Ofelt para el BSO (2:3)Nd*’ se pueden ver en el iiltimo renglon de
la tabla 4.4. Mientras que para ¢l BSO (6:1)Nd™" en la tabla 4.6.

En la tabla 4.3, se presentan los centros de gravedad para las diferentes lineas del i6n

Nd*, en diferentes matrices obtenidos por diferentes investigadores.
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a B G D E F G h
Configuracion | Energia | Energia | Energia Encr%ia Energia | Encrgia Encr%ia Encrgia
(em™) | em™) | em™) | (em") | (em™) | (em™) | (em) | (em’)
g 2030
Mp 4014 4010 4089 3875
sk 6064 5950
Fin 11400 | 11439 | 11613 | 11232 | 11524 | 11414 | 11400 | 11303
Fan 12477 | 12466 | 12610 | 12277 | 12607 | 12480 | 12404 | 12337
"H2,, 12625 | 12618 | 12707 | 12527 | 12612 | 12590
S 13439 | 13437 13113 | 13452 | 13500 | 13402 | 13326
Fora 13526 | 13524 | 13646 | 13268 | 13611 | 13500
Fin 14628 | 14722 | 14849 | 14587 | 14903 | 14700 | 14 604
‘H2y1 15954 | 15935 | 16050 | 15864 | 15985 15875
Gy 17138 | 17135 | 17328 | 16879 | 17356 17068 | 16915
Gl 17253 17551 | 17044 | 17354
"Gon 19044 | 19020 | 19239 | 18823 | 19320
Gosy 19489 | 19434 | 19700 | 19260 | 19720 19151 | 1879
i 19592 18803 | 18978
*Glon 21062 | 21056 20879 | 21255
*‘Dlan 21191 | 21129 21041 | 21247
Gy 21432 21059
K 21584 21027
Gun 21426 21272 | 21826
*Pin 23207 | 23214 | 23468 | 22903 | 23147 23191
‘Dlsp 23776 | 23780 23549 | 23880
Py 26158 | 26160 26047 | 26348
*Dip 27988 | 27981 27945 | 28641 28 240
*Dsn 28137 28164 | 28836
Din 28514 | 28505 28511 | 29276
Tiin 29326 28320 | 28694
L 30166 29074 | 29413
"Dy 30239 30190 | 31004
“lysn 30712 29655 | 30070
Lizii 31646 30562 | 30932
"Hlgy 32744 32334
D23 33212 33219
‘D2sn 34083 34488
Hye 34130 33629

Tabla 4.3. Niveles de energia para Nd** en: a) YVOy, ver Lomheim y Deshacer [120].
b) LaCls, ¢) LaF;, ver Carnall y colaboradores [123]. d) HaClO4-DCIQs, ver Carnall y
colaboradores [124], f) BGO(2:3), ver C.A. Morrison y R.P. Leavitt [125],

g) nuestros resultados [BSO(2:3)Nd*'| y h) nuestros resultados [BSO(6:1)Nd*']
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Configuracién AMom) | Mem™) | e w/(o’+2)* | ram) SCexp (cm?) SCeul (ﬁm\" _‘
i
Fin 37716 11 400 1.58269 0.05636 2.45599 0.87806 1.228526
4 2 ==l — T
+
Fip+ Hop 806.21 12 403 1.987900 0.05612 | 11.07348 4.28876 3.882589
4S +-1F pl ) = | l e T =
2 it 746.14 13 402 ‘ 1.99358 0.05585 ] 8.54308 ‘ 3.55823 3.823028
. | ( ' : |
it 684.72 14 604 200111 0.0555 0.98007 0.44204 0.2680994
. T | ?. |
v 629.91 15 875 2.00993 0.0551 0.28947 0.14088 6.966212E-02 _J
| 1
1 z [ \
+*(l. .
G’-" Glys 585.9 17 068 2.01905 0,05468 16.08284 | 83514 8.337537
4 4 2_- T ___ T |
ot Gy + K
G+ G+ Ky, 522.16 19 151 | 2.03708 0.05186 | 2.98824 1.71515 1.974344
(2 .2 1= 1 TN [ 1 = i
+°0, .+ +7 A,
Clon+ Pyt Gzt Busn | 4y 55 [ 21059 | 205613 0.05301 0.74172 0.46076 0.39715%%
\ |
P‘f? ‘ 431.20 \ 23 191 1 2.080464 0.05194 0.31093 0.2084 0.1659763
4 4 i T | | |
+ . \
D+ Dy 3541 28 230 ‘ 2.155 0.04882 ‘ 1.83995 ‘ 141136 1.271179 ‘
4 =5 T3TE-20 cm’;  Q, = 4038E-20 em”; (4= 5.503E-20 cm”; RMS = 00529 J

Tabla 4.4. Datos necesarios para el calculo de las probabilidades de trapsiciones del ién Nd** en BSO (2:3).
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Configuracién AMoom) | A(em™) n n/(n’ +2)° | I'(nm) §Cexp (cm?) SCea (crn’)
A i
W 884.72 1 11303 2.46044 0.03792 [ 1.2722 0.22192 0.1429589
4 2
Fot™Hon 810.56 12 337 | 2.47489 0.03749 1.84498 0.34409 0.4315813
4 3 —= —_ e I e P e |
+*F,
Sy2 B2 750.41 ‘ 13326 I 2.49325 0.03693 2.36232 0.47158 | 0.4099469
|
1 | | |
§/1 ‘
I | ; | | '
‘H2
112 [ |
4 J_2 | [ 1 - — |
Gep+'Clap 591.19 16013 2.5707 0.03469 6.00009 1.42331 }.42246
‘Gm +* gy an;z

532.02 | 187%¢ 2.63605 003292 l 5.34842 ‘ 2.85000 2.20200

2 2 2 2 . |
Glop+ Dy +7°Gyp+ Ky, |

0, = 6.8395E-20 cm®; 0, =7.494E-20 em’; (=11.4t6E-20 cn®; RMS = 0.457

Tabla 4.5, Datos necesarios para el cdlculo de las probabilidades de transiciones del idn Nd** en BSO(6:1).
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Huésped Q, Qy Qq Q,/Q¢ | RMS |Referencia

Y3AL0), 0.2 2.7 5.0 0.54 [126]
YAIO; 1.24 | 4.68 5.85 0.80 [127]
YVO, 588 | 4.08 5.11 0.80 1128]
YAG 0.2 2.7 5.0 0.54 [129]
YAL(BO3), 1.79 | 2.44 325 0.75 [130]
YAlL(BOs)4 3.09 | 5.04 311 1.62 0.5 [131]
La;Be, 05 2.11 4.39 6.06 0.72 [132]
Ca¥Y;Mg,Ge; 02 [ 093 | 2.94 4.41 0.67 [133]
Gd;Gas0y, 0.05 | 3.25 3.66 0.89 [132]
Gd;Gas0y; 0 33 3.7 0.89 [133]
GdyGas0y2 0 3.7 37 1.00 [134]
CaF, 0.87 | 3.44 9.47 0.36 [135]
Bi;28i0; 106.767 | 3.385 | 8.386 | 0.404 | 0.941 [136]
BisGe;0y; 10.567 | 7.765 | 13.949 | 0.557 | 0.0578 [137]

Bi2S8i0z9 1.128 | 0.483 | 0.586 | 0.656 | 0.4570 | Nuestro

BiSi;0; 5.737 | 4.038 | 5503 | 0.733 | 0.05291 | Nuestro

Tabla. 4.6. Valores para los parimetros de Judd-Ofelt para Nd** a 300 K,

contenido en varios huéspedes (unidades de 10*’cm?).
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Resultados y discusion

El funcionamiento de la crecedora de cristales del Laboratorio de Propiedades Opticas
de Sélidos del IFUNAM (ver figura 4.1) fue satisfactoria, permitio obtener cristales de
BSO con buena calidad optica. Con tal disefio, se logré obtener pérdidas de pesos
uniformes, ello puede ser constatado del analisis de la grafica 4.1, la pendiente calculada

fue de 0.03g/min, es decir de alrededor de los 2 gramos por hora.

Para obtener un buen cristal es fundamental mantener la temperatura en la interfase
sélido-liquido y limitar sus variaciones al minimo, la grafica 4.3 es una constancia de

ello, las variaciones de temperatura en nuestras muestras fue de alrededor de +1°C.

Los cristales de BSO(6:1) demandan una metodologia de crecimiento con mayor control
que la correspondiente al del BSO(2:3), los cristales obtenido para €l BSO(6:1) fueron
de menor calidad optica que los correspondientes a los del BSO(2:3). Una causa posible
es que la estructura cristalografica del BSO(6:1) es mas complicada que la del
BSO(2:3). Atn asi, los cristales obtenidos para el BSO(6:1) muestran una geometria
aproximadamente cilindrica, ver figura 4.3b. Del analisis de la grafica 4.4 se llega a que
el cristal del BSO(6:1) fue obtenido bajo una velocidad de crecimiento longitudinal de

alrededor de los 5 mm por hora.

En la grafica 4.12 se observa que el borde de absorcion para BSO(2:3) esté4 alrededor
de los 300nm y en la Fig.4.13 notara que para el BSO(6:1) lo est4 en los 500nm. Al
excitar con una longitud de onda cerca al perfil de absorcion se genera una emision
intrinseca debida a la transicion interna del ion Bi**, ver Weber y colaboradores, [138].
En ambas figuras se pueden observar los grupos de lineas correspondientes a las
transiciones electrénicas del estado base del Nd**, *Lys, a los estados excitados de Ia
configuracion electrénica 4 (*lon—*Fapn, ‘Fspt?Hon, *Sant+*Fan, ete). Dichos estados
corresponden a las caracterizaciones realizadas por otros autores, los cuales estin
contenidos en Ja tabla 4.3. En las dos tltimas columnas de tabla 4.3 estdn contenidos
los centros de gravedad para las lineas de absorcion del BSO(2:3) y BSO(6:1),
notandose que los centros de gravedad para el 6:1, por lo general, tienen un centro de
gravedad a longitudes de onda mayores, respecto a las correspondientes al 2:3. Aunque

para el 6:1, debido a su perfil de absorcion no fue posible detectar las bandas
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correspondientes a, ‘Gsz + *Gluz; *Grn + *Gon + Kizn; *Glon + *Dsn + *Grin + *Kisn;
Pin y Dsp + ‘Dsp. Mientras que las bandas W H,;, no son detectadas. Estas
dltimas ausencias en el 6:1 son a causa de que el ion Nd’* no se incorpor6 con la misma
eficiencia que en el crecimiento 2:3 y por consiguiente su espectro de absorcién

correspondiente es de una intensidad muy débil.

En las gréficas 4.7d, se presentan regiones selectas de emisién de los espectros del ion
Nd**, en BSO(2:3) y BSO(6:1), sobre todo se puede observar en la transicion
F3,[on, que la separacion entre niveles es mayor en el BSO(6:1) que en BSO(2:3)

debido a que en el primero la intensidad del campo cristalino en mayor que el existente
en el 2:3.

En grafica 4.10 se sustenta el hecho de que el proceso de transferencia entre la red

huésped (BSO) y el ion de la impureza (Nd**) ocurre en nuestros cristales.

La grafica 4.11 est4 de acuerdo con el resultado de 4.7d, se observa claramente como las
transiciones en el BSO(6:1) ocurren a mayo longitud de onda, consecuencia de los
diferentes simetrias de campo cristalino existentes, en ambos crecimientos, alrededor

del ion Nd.

Las tablas 4.4 y 4.5, contienen los valores que se emplearon para obtener los pardmetros
de Judd-Ofelt (€, Q4, ). En el renglén inferior de ambas tablas se presentan los
valores para estos parametros. Si aplicamos el criterio creado por Kaminskii [139] para
determinar la calidad espectroscdpica de un cristal, resulta que el factor Qy/ Q4 para el
BSO(6:1): Nd** es igual 0.656, mientras que para el BSO{(6:1): Nd** le corresponde
0.73, ver tabla 4.6.

La tabla 4.6, contiene los parametros Judd-Ofelt para el Nd** en varias estructuras
cristalograficas, si se comparan los valores (Q4/Q¢) de los demas compuestos con lo
valores obtenidos para nuestros cristales, se podra notar que son valores que en su

mayoria son similares.
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Conclusiones

El equipo disefiado, para crecer cristales de 6xidos metélicos impurificados con tierras
raras, fue eficiente para tal fin.

En el cristal del BisSi;O;, se logré incorporar al interior de su red el i6n Nd*,
observando, por absorcion Optica, la mayor parte de multipletes en la region de los
400nm a 890nm. Las emisiones caracteristicas desde el nivel *Fs a los primeros tres
multipletes 1 fueron satisfactoriamente registradas a baja temperatura. Un anélisis de
los espectros de absorcién a temperatura ambiente nos ha permitido evaluar los
pardmetros de Judd-Ofelt para el Nd’* en este cristal.

Los cristales de Bi;2SiOz no fueron de igual calidad a los de BiSi;Oi2, en la regién
préxima a su borde de absorcién no fue posible observar claramente los multipletes.
Lograr que el Nd** se incorpore a la red es mas complicado en el Bi;»SiOy que en el
Bi4Si302, a causade la menor simetria cristalografica en el primero.

Para verificar que la “menor calidad optica” de nuestro cristal de Bi|28iOz0, respecto a
la del Bi4Si30,, es consecuencia del proceso de crecido serd necesario optimizar su
obtencién mediante un control mas estricto de los cambios en la temperatura en la
interfase solido-liquido, asi como un estudio mas detallado de las velocidades de giro de
cristal.

En base a los parametros Judd-Ofelt (€ / Q) tanto el BisSi30,2 como el Bi 2810y, son
candidatos adecuados para ser empleados como materiales laser, a causa de la mejor
calida cristalina del BSO(2:3), éste le lleva una ventaja al BSO(6:1).

Al comparar estos dos sistemas, se observan diferencias en los desdoblamientos de
cada multiplete, a causa de que el Nd** entra en diferentes sitios de la red y al desplazar
alion Bi’" se generan diferentes simetrias de campo cristalino.

De los espectros de emision y absorcion, se deduce que solo existe un sitio
cristalogréfico donde se coloca el Nd** en fos dos tipos de red.

Estos resultados nos motivan a seguir con el crecimiento y caracterizacién optica de
otro tipo de cristales de 6xidos metalicos, dopados con iones de tierras raras trivalentes,

por ejemplo: BGO:Tb, BSO:Tb, BTO:Nd, etc.
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APENDICE Al

Se presentan los calculos para los elementos de matriz de Coulomb para dos electrones {2. Es
necesario el manejo de los operadores tensoriales que a continuacién se presentan.

Si se desea calcular los elementos de matriz del operador tensorial dado por la Ec.3.20, es
necesario determinar sus relaciones de conmutacion con Jx, Jy y Jz, para ellos solamente basta
encontrarlas para el operador de momento angular (I) debido a que este operador es el tinico que no
conmuta con Cy,; partiendo de

L=(E)(£) v k=e®x(Z vicotd) Al

op

Considerando las siguientes reglas de conmutacion
ViCigl=qCiq Y [5,Cig] = [k(k+ 1) = g £ D7 Ci A2

Se definen los operadores Ty, 0 Ui, que similarmente cumplen con las reglas de conmutacion
anteriores,

VeTl =qTy Y W Tag) = [k(k+1) —q(g = 1)]7 Tigur A3

Para el caso mas simple se tiene elementos de matriz, entre dos estados, con momentum j y su
proyeccion m. La dependencia en la proyeccion de m es calculada por el teorema de Wigner-Eckart:

. e Jj kT
(vjml: Tygly'j'm™) = (-1 (Y]|Tk|7])( ) A4

-m q m

Tkq es la matriz reducida y el Gltimo factor es el simbolo 3j. se mantiene para todos los nimeros
cuénticos en los cuales el operador tensorial no actiia. Por lo tanto el problema se reduce a calcular
los elementos de la matriz reducida. Se normaliza,

UTill') = 1 A
I es el momento angular de un electron. Otras normalizaciones tiles son:
ANy = sp i+ DRI+ 1)]?
(sllslls) = 8o [s(s + 1)(2s + 1)]¥ A6

(I”C*W')=(—1)’[(21+1)(2z'+1)1*( (I) g 10 )

A menudo es necesario calcular los elementos de matriz de un operador que actia solamente
sobre una parte especifica del sistema. Por ejemplo, el operador del campo cristalino actiia solo
sobre el momento angular orbital y es diagonal para la interaccion spin-6rbita. El caso masgeneral de
esta situacion es cuando se tiene un producto de operadores tensoriales, uno de los cuales actia
sobre solo en una parte del sistema y el otro en el resto. Para este caso, el producto tensorial es dado
por:

117



, k ke K
Xko = 3 Thag Uy 2k + 1 F (= Dyl 5172 A7
Q1 g2 —Q

Donde T4, actia solamente en la parte | (momento angular orbital), y Uy, lo hace en la parte
2 (en la parte de espin). Xxp cumple con las relaciones de conmutacion

Xkl = QXko  y  [eXkol = [K(K+ 1) - Q(Q % 1)]* Xen A8

Si ki = ky = k, se define el producto escalar de dos operadores tensoriales por:

(Tis Ur) = 3 (1)1 TqUiyq A9

(T o Us) = DAk + 1) {Te s Usdgo A.10

Para calcular los elementos de matriz de XKQ la parte que contiene la proyeccién del nimero
cuantico Q puede ser obtenido por el teorema de Wigner-Ekart:

(Vjv2IMil Xkolly J "2 M y) = (=1)

J K J
X (vl Xeolly 5 v2J)y Al
( -M; QO M, )

Los elementos de la matriz reducida pueden ser expresados en productos de elementos de las
matrices reducidas Ty, y Us,.

vl Xkolly 5 v 20 = 200 W Tk 1y 570 2 lUk, Y 572)

1 J k
K2+ DK+ DT+ DYE o 2 ke A12
J J K

Siendo el ultimo factor el simbolo 9j. Si k1 = k» = k, entonces K = 0, y usando la definicién de
para el producto escalar la A.12, se simplifica

W V2IMillTh s Udlly 5y 20 M ) = (=1Y"8 1580w,
Jv j2 J :
x{ o }Zmlnm Iy 5 V)@ 2l Uk, 1y S 2) A3
J2 1

Aqui, el factor { } es el simbolo 6j.
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Empleando la A.12, con el fin de que el operador Ty actle solo sobre la parte 1 y Uy solo en la
parte 2 del mismo sistema; haciendo k| = &k, = 0 se llega a:

WU Telly U 2)) = 8o (F1Y 92T + 12T + 1)}

J k J )
x< i Txlyy o A.l4
Jv J2 N
G N Uy i 20 )8y (1Y 39,2 + 1) + 1)) T
J kK J

x< . rdTxlri2) A.l5
J2 )2
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APENDICE A2
INTERACCION COULOMBIANA Y ESPIN-ORBITA.

Partimos de

Hso = D &(ri)sidi

es un operador tensorial. Por lo tanto, para un término particular

>

s 8
(YSLIM|si dLilySILIJIM ;) = (—1)5’+L+15(J,J/)5(MJMJ){ R }

x 22 (rSIs ly S LI Ny L)

La funcion delta en la ecuacién anterior indica que Hs—o. es diagonal respecto a J y M. Cuando
S’=SyL=L,

1Sl S 81 _ JAD=S(S+)-L{L+1)
(— ) - N

L L J [S(2S+1)(2542)LQL+1)(2L{2)]?
Si se considera la configuracion f2.

\ . [
(Sl 1157) =<—1>?*%”+'<[S][S/]}?{ . }(snsus)
2 2 2

(LininLn =(—1)3+3+S'”{[L][L’]}%{ § ; L; }(lllllll)

Similares expresiones se cumplen para el segundo electrén. Donde,

AN = fd+ DRI+ D]E (21)% para 1=3
(slislls) = [s(s+ D(2s + 1) (%) 2 para s= +

Para f2. se encuentra que,

(PSLIMAH o ASILIIM ) = 6YTAL(—1)S* 4 ([STSLILI} +6(,J)6(My, M)
S &1 S S 1 L L1
X
ORI

§ = [Ru(r)ERm(r)dr

donde

120



Para calcular los diferentes términos de energia, se emplean las propiedades siguientes para el
simbolo6-j:

a) El simbolo 6-j es invariante bajo cualquier permutacién de columnas.

vy | _ )2 s
1| 12 13 12 ll 13

b) Es invariante bajo el intercambio de arguementos superiores e inferiores en cualquier par de

dos columnas.
Jvjrjs | ) L b3
L L L J1 j2 s

ab c | 1
{ 0 ¢ b }=(—1)S|: (2b+|)(2c+l):|

d)

L
~— (_1\S (s-2b)(s-2¢+1) 7
} =(-1) |: (26+1)(2b42)2¢(2c+1) :|

€)

a b c _ (—l)%[ (s+1)(s-2a) ]‘ZL
1 e bh- L 2b(2b+1)2c(2c+1)
2 2

a b ¢ —(-1 )5[ s(s+1)(s—2a-1)(s-2a) ]%
1 c=1 b-1 - (26-1)2bQ2b+1)(2c-1)2c(2c+1)

a b ¢ | ) 5[ s+ 1)(s-2a)(s-2b)(s-2c+1) ]%
{ c—1 b =(-1) 26(2b+1)(2642)(2¢~1)2¢(2c+1)

121



h)

a b ¢ _ _l)s[ (s-26-1)(s=2b)(s=2¢+1 )(s-2¢+2) L
1 =1 b+1 = ( (26+1)(2b+2)(2b+3)(2c-1)2e(2c+ 1) |~

ab ¢ _ (—1)S|: 2a(ar1)-b(b+1)-c(ct1)] i|
1 ¢ b [2b(2b+1)(2b42)20(2c+1)(2c+2)] T

Por ejemplo para J=J’=4, el célculo de los términos son dados a continuacion

Ne-"lg=>J=J=6,S=8=0;L=L=6.

00 1 0 0 1 6 6 1
=0
6 6 6 5 5+ T 333

ya que:

001 = 660 =(_l)|2 6(7)-6(7)-0
6 6 6 10 6 B

o-"He = /=N =6S=0,L=6 y §=1L=5

01 1 0 1 1 65 1 _ 1ot
56 6 L4t 333 [ 2

debido a:

}=<—1>Z[wr

6 5 1 3 33 6 I 1 L
{3 3 3}_{1 5 3}=(_l) [(7)(8)(1‘1)]
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Para *H¢-*Hs = J=J =6,S=8'=5,L = L/ = 5.

I o1 sl s,
556 Lol 333 [ 2

para ello:

O O N A T
556 1115 :[m(n)(m]

—
w
W a
LI-)_‘
e
Il
—r
— 2
W W
W

1
3}=[ms§<—m]z

resultando la matrix

WCHOT =30 ()70 0
(M) mloo ()
0 (4)7¢ WCR) -3¢

Los elementos de matriz puede ser calculados por las razones hidrogendéides
£L = 0.138,25 = 0.0151
Siendo para Pr** , F, = 310cm™".
Obteniendose

W (PHy) = -3.2F; = 9981cm™
W(3F4) = ~18.9F, = 5859cm™!
W ('Gs) = —154F, = 4774cm™!
De igual manera se obtienen las ecuaciones seculares para la configuracién .

1

le  3He
1 1
N
3Hy \ 67¢ H+5¢
JHS

=5 CHs (H-0)
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J=3

J=

J=1

J=0

3H, G, 3F,
|

3H, H-6 =2(2)7%¢ o
G| ()i 6 2T
Fy 0 32)7¢  F+3¢
3}:‘3
Fy (F=()
‘P 'Ds ’p,
3Fa F-40 =2(6)1¢ 0
‘D, | 26)t¢ D 3@
*P, 0 3Q)E¢ P+¢
3PI
P (P-0)
3Po ISg

*Po P-20 —4(3)%¢
'So \ -a(3)1¢ S
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APENDICE A3
Electrones equivalentes; coeficientes de parentezco fraccionario:

Al sumar tres momentos angulares, surgen varios términos con la misma L y S. Siendo

neccesario una caracterizacion completa para especificar el tipo de acoplamiento.
En primer lugar se acoplaj y j» para depués acoplar la J resultante con un j3, para ello, las

eigenfunciones son:

v )IM)

i

%![/O’U’zf M)p(jsm3).(JT3M m3lJ j3IM)
228G 1m 1 )G 2m2)(3m3 ) yamima| jrja2d MO J3sM m3l j3IM)

mymamM’ Ec.l

Si se acoplan priemro j; con j3 y laJ” resultante con i, entonces
v (1, Jos( ), IM) = 200 m )pGam2)p(3ms Yjajsmams| jajs)” M YT miM 7| jiJ IM)
mymemyM Ec.2
La transformacion unitaria de ambas representaciones es dada por
G2 Y3 jrojais( ) D = 20 (T3IM) Jj3sM ms3)(jj2J M| jij2mima)

mymmM M~
(FafsmamsM’’| jojsJ "M )i J 'myM”’| j1J'IM). Ee3
La cual después de cierta algebra se tranforma a
GV Vsl jrjais( )d) = [+ 1)) + DT GajsIJ)  Eed

Donde W es dado por:

3 _ [ (arb-e)(are-b)(b+e-a){c+d—e)(c+e—d)({d+e—c ) (atc=Ni(atf—c ) (ctf-a) (brd=Ni(b+/~d)(dH~b) .
W(ade ef) [ (a+b+e+|)|(c~zd+e+lm+c+f+l)l(b+d+f+l)| :Iw(ade ) ef)

w(ade ef) E( 1) (a+b-e—z)1(c+d-e-z)I{a+c~f~z)\(b+d—f~z )1 zI(etf-a—d+z)|(e+f~b—ciz)

En ocasiones es necesario considerar un cambio de acoplamiento con el cambio en el orden de

vectores, y para ello se tiene,

Gua Vsl jus( Yad) = [ + 1)) + DTS ajad "3 Jjr) Ec5

125



Para tres electrones la transformacion entre los diferentes parientes, en acoplamiento LS, son
extensiones de las ecuaciones 4 y 5, es decir

(s1lis2la(S'L7)s303SLs 11, s2025303(S " L"), SL) = [(2S"+ 1)(2S” + 1)L + [)(2L"" + NE
(51528538 S YW(I L L, UL
Ec.6
El acoplamiento de dos electrones equivalentes genera eigenfunciones antisimétricas o
simétricas dependiendo de si S+L es par o impar; las eigenfunciones con L+S par son las
eigenfunciones normalizadas de las funciones para los estados /? permitidos.
Si se suman los estados permitidos de /2 a un tercer electron /, resultaran por lo general funciones

antisimétricas para los primeros electrones, pero no para el tercer electron.Si aplicamos a
w(2(S"L")ISL) la transformacion

w(I2(S'LHYSL) = ZS..L., w(LU(S L )SLY(LU(S L), SLIA(S"L)SL) Ec.7
la matriz de transformacion dada por Ec.6, al aplicarla en Ec.7 genera valores permitidos y no

pemitidas y por ello w(/2(S"L")ISL) no puede ser eigenfuncion de /2.
Y la combinacidn como la siguiente

W(PaSL) = ¥, w(R(S'L )ISLY(A(S'L YISL])PaSL) Ec.$
puede ser una eigenfuncion de I para la cual los coeficientes (/2(S'L")SL]]*aSL) se hacen cero
para cualquier valor prohibido para §""L"" después de aplicar la tranformacion dada por Ec.8. Los

coeficientes de parentezco fraccionario (12(S"L")ISL]|PaSL)(12(S'L")ISL]IaSL) debe satisfacer la
relacion

3o (UGS L), SLIP(S'LYISL) (S L SLIVPaSL) = 0 siS” + L = impar ~ Ec9

Ejemplifiquemos este método calculando la eigenfuncién para el término p2D, apliquems la
Ec.7

y(p’CP)p D) = Xogp - w(p.p*(S7L)D) (p.p* (S L), *DIp* CP)p* D)

y(p*(*P)p 2D) = v (p,p*(*D)* D) (p,p*(* D), Dlp*(*P)p*D)
+y(p.p2('D)’D) (p,p*(' D),2Dp*(*P)p*D)  Ec.10
+w(p.p*('P)’D) (p,p*('P),?DIp*(*P)p*D)
+y(p.p?(*P)’D) (p.p*(*P),*DIp*(*P)p*D)

Para calcular los términos (p,p?(S”"L""), 2D|p*(} P)p*D) aplicamos la Ec.6

Calculo de (p,p2(3D),2D|p2(3P)p2D); SL=2D, S'L'=3P, y S,,L,,:3D X
(p.p*(*D),2DIP*(*P)p' D) = [(3)(3)3)(S) 1T W (L 3L+ 1) W(112112) = (§5)

Caleulo de (p,p*(' D), DIp*(*P)p*D); SL=D, S'L'=’P, y S"L"'='D
(P,pZ(lD),2D|p2(3p)pZD) = [(3)(1)(3)(5)]%‘W(%%%%,1()) w(1121;12) = %
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Calculo de (p,p*('P),”DIp*CP)p?D); SL="D,S'L'=*P, yS"L"='D
P.p*('D),2DP*(CP)pD) = [BY)BYSI W (S + £ 4:10) w(12111) = ~(&)”

Calculo de (p,p*(3P), *D|p*(PP)p*D); SL=2D,S'L'=3p, yS"'L"'=*P
(P.p*CP),? DI CPYpPD)Y = [(B)G)IO)TW (L L L L) wnn iy = -4

Sustituyendo estos valores en Ec.10

v CP)p D) = (&) *w(pp?CD)'D) - () Ty (p.r*('P)D)
+(2) v(.p2('D)’D) ~(+) w(p.r?CP)’D)
y de igual forma se obtiene
v Dp D) = (&) Ty (p.p?CD)’D) - (&) 2y (p.p*('P)’D)

+(1) w@.p*('D)’D) +(3) w(p.p*(P)’D)
Como

Y(p’’D) = xy(p*(*P)p*D) + yy (p*(' D)p*D)
ya que los coeficientes y(p,p>(*D), D) y w(p,p*(*P),2D) son cero.
Finalmente se obtiene
1
¥(p’?D) = (1) *ly@*CP)p’D) - y(p*(' D)p?D)]
Los elementos de la matriz para interaccién de Columb para un sistema de tres electrones (ab)c

son dados por:
W[abe;(Sas,La)SLA(S apL a)S'L7) = (SMs, LM| Y, (£) S0, LM )

= (SMs,LM| SIMIs, LM + (SMis, LM| & |S/M1s, /M)

£ |SIMs, LMY + (SMs, LM| £

= (M5, LM| 2, (£5)CW(1).COQ@) | M5, M1 ) + (SMs, LM| 3, (55 )CW(1).CO3) [sMrs, Lim

ktﬂ kﬁ*l

+ (Sns, M| T ( FICWQ).COE3) [simrs, L)
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El primer término se expresa como:

(SMS,LM{Ek( )CO().COQ)|S' M, L'M' ) = 8(L,L)SM, M )S(S,S)8(Ms, M) (Lab, Liy)

”
HH

X 6(Map, M a6)5(Sab, Sip )6 (Ms,,, Ms, )2l + 1)(21s + 1)

L 1, k Iy Iy k lo Iy La
-1 Lap F"a,b+
()Z*(ooo)(ooo){nlak}()
2
la lb k la lb Lab
— )5 G*a,b)
()E*(ooo){lal,,k}(

El segundo y tercer término son corresponden al reacoplamiento de los parentajes [(ab)c).
El segundo término corresponde al reacoplamiento del estado
[(ab)c) como el |(ac)b),resultando:

(SMS,LM|Zk( : )CW(1).CH(3) lS’M’S,L’M’) = 8(L,L)S(M, M)3(S, S )6 (Ms, Ms)(Lac, L)

X 8(Mac, M 3c)8(Sac, Sac )6 (Ms,., My, (2l + 1)(2L: + 1)[(2Las + 1)(2L L, + 1)]%

o o k L 1. k L I L
(=1)E (S, S,
) 2 000 00 0 La L'y &
Las L., k
X b Fab F*(a,c) +
la I Iy

2
! s LS, lo Iy k
H=1) [0S0 + 1)(2S + 1)]7 . ,b 2 b
s, 000

|-

. 1, k
x< L L, I »G¥ac)
Lab lb la
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El tercer término corresponde al reacoplamiento del estado |(ab)c) como |a(bc)),

(M5, LM, (5)COQ@).COG) S M, L'M') = 8L, LIS M IS, S Wo(Ms, MOS(Le, L)

X 8(Mpe, M 50)8(Sbe, Sy )8(Mss,,, M, ) (215 + 1)(20c + 1)[(2Lap + 1)(2L05 + 1)] T

o Iy I, k I 1.k ly 1, k
-1 la+Lab+Lab+L6 Sab,S;
¢ (SobSes) 2 000 00 0 La L., 1,
Lo L. &
x{ O fab FA(b,¢) +
le 1. L

-

2
X L L1 Sab lb I. k
(=152 [(28,5 + 1)(2SL, + 1)]7< 2 2 ‘
()[(b)(b)]%sgbzkooo
Iy . k
X la L:;[; lb Gk(b7c)
Lab L lc

Los elementos diagonales de la matriz de energia en el esquema Russell-Saunders sera dada por:

L Lk .
E[abe; (Sap, Las)SL] = W[abC;(Sab,Lab)]—ZW,ES)|:FO(I'J)— %( 0 (; 0 )G“(i,j)j|

Los elementos fuera de la matriz son,

E[abc; (Sasy Las)SL : (Sips Liy )SL] = W[abc; (Savy Las)SL = (S, Loy )SL]
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9x

Ejemplo:

Calculemos el elementos de matriz para las configuraciones (sp)p’, s(pp’)

Para (sp)p’= I, = 0,l, = 1,I. = 1.

Para el término W/ (*P) “D] = Lap=Ly=1; S =8p=1,L=28=2

Al sustituir estos valores en ecuaciones anteriores,

o222

0 0 k

W[(3P) “D]:sx 0o

0 1
+(_l)lzk(00
i 11k 11k 00
(I)Z"{ll2}{001}(00
51 I 0 &

DG T > 2]

7 7 1 D

Y 11 k 11k
(I)Zk{llo}{ll2}(

27x

(-1)23{

w[— mf—
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000
2
k
)

h

01 1
G*(s
Olk} (sp)
L) oy
S,
000 P




Para k=0;

w[(3P) “D] = 3x

_(_|)3110 1 10 000
11 2 001 000
(-')2(3){
110 110
—1)4
e H |
(—1)23{

Al calcular los 3-j y 6-j,

(500)-(:s
{

[N N
= =
—_ N -
- - o
o = O
N

27x

[SYEREN]E
== ST
~ o —

Il «—
o

—_ o —
Yoy

N = =
o

- - ©
o
o

N

[T ENT B
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Para k=1,

00 11 o1 1|
(1)(000)(000){101}F(SP)+
w[(JP) “D] = 3x )
01 1 011
s (2L Tow

3 101 2
123)< * 7! 211 O 1) G
T 110 000

(=1)* 111 111 [ [ Flpp') +
1 10 112 000 000 v

27x L 111 2
+ 20 000
121
Donde,
111_0 I L0 T A 111
000 000 ¥ 12 6 110
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9x

Para k=2,

002
1!
()(000

+ (—1)‘(

w[eP)*p] =3x

PR 112
(1){112}{001}(

eu%n{

2 112
(_l){llo}{llz

[NYEN (W)

ST B

[ —
—_ N =

27x

Siendo,

112 2\ d 01
= (&)

000 00

L2 112

112 30 110

Moo

011
){1 02 }FQ(SP)+

2
01 2 011

G2(s
000){0|2} 2
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Al sustitur estos valore se obtiene:
W[CP) ‘D] = F@p) - Gep) - +G'(sp) - LGlsp") + L Fop") + 4GP ")
Y los elementos de matriz son:

— 2
I I k
ELspp’s (1,1)32] = Mpp's(LD] -2 e F"(i,f')—%z:k( oo j G"(u)}

E[spp’;(1,1)32] = F(pp") - G°(pp’) - 1 G'(sp) - %G(spz') + 2= F2(pp) + 5 GXpp) -

. Ll ok
Daren| PN =324

Gk(i,j
0 0 0 (5))]

E[spp’s(1,1)32] = Fp") - G°p’) = $:G'(sp) = $G(sp") + 35 F(pp’) + 3 G*(pp’)

) 010 Lo | o2,

FO(SP)+2(OOOJG(SP)+2(OOO)G(SP)+2(OOO G*(sp)
-~ ’ 1 0o Ofon’ 1 011 1 , 1 012 G(sp’
FO(Sp)+2(0OojG(Sp)+2(000)G(SP)+2(O00) (sp")

1 1 12
-f°(pp')+%( X (') g )GO(pp')ﬁ ((') (‘) (') )G'(pp')ﬁ( Do )GZ(pp')

Calculando los 3+j, y sumando términos semejantes se llega a:
E[(P) D] = £P(pp) - 1G'(sp) - £G'(p') - £G°p) + £ G*(pp')
= [F(sp) + FOsp") + Fo(pp")]

De manera similar se obtienen los otros términos para la configuracion.
Si se realizan los calculos, pero ahora acoplando primeramente (pp'), se obtine

E[¢D) ‘D] = LP(p') - +G'(sp) - 1G'(sp') - £G°wp') + 2 GXop')
Observandose que los cuartetes coinciden.Sin embargo, para términos con la misma S y L, pero
diferente parentezco, la matriz de energia es no diagonal y los elementos de la diagonal asi como los

de fuera de la diagonal son diferentes en las configuraciones (sp)p” y s(pp’). Cuando la matriz es
diagonalizada, los terminos son los mismos para ambas configuraciones.
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La configuracion (a%c) puede ser deducida de los resultados previos de la configuraci6 general
para tres electrones (ab)c. Reduciéndose la expresion general a:
W(a%c; (Saps Lab)SL : (Shp, Lip)S'L'] = (L, L")S(M, M)S(S, S )5(Ms, Ms)
2
X{8(L aas L) 5(Maas ' 00)8(Saar S} Ms.,, Ms,,) S5

L 1. k L, 1.k
x[ 1+ (=1)kotSa T Lot e e F*a,a) +
[()]()Z"ooo 000()
+68(Lac, Loc)5(Mac, Mye)8(Sac, Sac )8 (Ms,., M, )2(2a + 1)(2Le + 1) _
Laa Lby k Laa L., k
6 Saa,S:m _1 Ltla aa aa
( =D Z"{ L, 1, 1}{ L I L}

a < lC k
N I Fa.c)
000 000

X [(Laa + 1)2L4 + 1)]7 ,
+H(=1)tert e [(28 00 + 1)(2560 + 1)]

ral—
I_H

(=T
N—
Q
=
—
82
o
~—

la L I, 1
X2, Lo Lb Lo (0 0
L L I

Los elementos de la matriz de energia son dados por:

2
. la 1o k
E[a2¢; (Saar Laa)SL] = W[aC; (Saas Laa)SL] — FO(a,a) + 524, ZM( 0 0o ) F¥(a,a)

2
la 1. k
_2F°(a,c)+zk( 0 0 0 ) G*(a,c¢)

Los elementos fuera de la diagonal son,
E[a%¢; (Saa» Laa)SL & (Stas Lina YSL] =W[a?¢; (Saar Laa)SL + (SaasLaa)SL)
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Por ejemplo, el elemento fuera de la diagonal E[a’zp;(’D)zP : ('S)zP] se calcula,

Paraly=2, le=1, Lao =2, Saa =0, Ly =0, St =0, L=1, § = L.

E[¢p:('D)’P - (18)’P] =

@)5)B)5) T {
+

ISTERE YRS
o o
[SS I NS )
—_ e =
_ N —

IR

>
K_H
= |
[N
[] []
H_/
[y}
< —
[\ I V]
N N
oN
< —
S W
N~~~
[ ]
Q
A‘J
8
=
N’

_ ¥
_ﬁﬁ(d’p - TGl(d’p) - 353%/-7‘ Gj(drp)
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APENDICE A4

Otra forma de tratar a tres electrones equivalentes

Las funciones de onda para los términos con la misma L y S pero diferente parentezco son
combinacion lineal de las funciones correspondientes a las del parentezco pura, cada una
multiplicada por un factor que es obtenido por la diagonalizacion de la matriz de energia.

Por ejemplo los tres términos 2P de la configuracon p2p” tiene las funciones,

¥(1,2P) = any[ CP)’P | +any[('D)’P] +any[('P)*P]
W(1,2P) = any[ CP)’P | + any[ ('D)’P | + any[ ('P)’P] Ecs.1
¥(1,2P) = any[ (CP)’P | + any[('D)’P ] + any[('P)’P]

siendo las ylas funciones pertenecientes a una parentezco pura. Los terminos a;; son los
elememtos de la matriz unitaria NxN que la diagonalizan, siendo N los diferentes términos con los
mismos L y S. A estos coeficientes se les llama COEFICIENTES DE PARENTEZCO MEZCLADO.

El problema de parentezco aparece a partir de las configuraciones contres 0 mas electrones
en capa abierta.

La funcién de onda para un sistema de tres electrones es dada por:

1
| abe; (Sab Lab)SMs ML) = (_1 )‘;‘+Ia+’b+,c*sab‘Lal)_M.\'—M [(2S+1)(2H+ D)(2Sap+1)2Lap+1)] 2

Nap
L9
XY 3 (1 )MebtMsy Ly I L Sab
Mab me -M MS,,;, Msc _MS
lo Iy L, T 7 S
X33 b b 2 2 a ®(a,b,c;1,2,3)
my, mp _Mab Msq Mgp —Msnb
Ec.2

donde N=lsia # by Ny = 2sia=b, y®(a,b,c;1,2,3) un determinate de Slater.
Empleando las siguientes propiedades para los simbolos 3j y 6},

Z JuoJ2 s Jju J2 s _ 8(3j3)0(mym’s) Ec3
myma m , - 23+l c.
| my mj m; my; my

> (1Yl 1) J1v Jj2 Js o b Js | _ s Ecd.
b L B L Jr b I3 L L Js
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y considerando todas la posibles permutaciones equivalentes, se obtiene
(abc; (SapLlas)SL | abe; (S abs L ab)SL) = 8(Laby L ab)0(Sab,S ab) EcS
(a*¢;(Saalaa)SL | @*¢;(S aas L’ aa)SL) = 8(LaasL 2a)8(SuarS aa)[ 1 + (=1)"*= ]  Ec.6

(ab?;(SasLas)SL | ab?;(S"ab, L ap)SL) = (Labs L’ ab)(Sabs S ab)
+ (~1)LatSatlatSar(Qf 44 1)(28m + 1)(2L a6 + 1)(28 as + 1)

5 Sa la 1y L'
S Sa[; L lb L,ab

Ec.7

i o

(03;(SaaLaa)SL | 03;(S’M,L'aa)SL) = S(LaaaLlaa)S(Saays’aa)

+2[(2Lan + 1)(2S0a + 1)2L aa + 1)(25 aa + 1)] 7
1 S L Iy L
2 b Ec8
S Saa L lb L,aa

X

Nl |-

Las funciones de onda LSM para las configuraciones abc y a*c son funciones ortogonales.Para
el caso ab? las funciones de onda son ficilmente ortogonalizadas por un reacoplamiento de (bb) y

. - - . -L
introduciendo una constante de renormalizacion (Na,) T = (%) :
La Ec.8 se reduce a la Ec.7 mediante el empleo de Ec.4 y de Ec.9, dada a continuacion,

Y @+ i+ AL G T Ec.9.
J3 1| 12 13 1| 12 1’3

Para tres electrones equivalentes la situacion es mas complicada y la ortogonalidad entre las
funciones de onda por un reacoplamiento no puede ser efectuado por un reacoplamiento debido a
que los diferentes acoplamientos posibles no son distingibles. El tercer electron como acoplado a los
otros dos electrones, y la funcion de onda los para tres electrones equivalentes se puede expresar
como una combinacién lineal de los estados [a%a; (SoLo)SL) como

la®;(SoLo)aSL) = 3, .« A(S'L")|a’a; (S'L)SL) Ec.10.
donde A(S"L") son los llamdos coeficientes de parentezco fraccionario. En cierto grado estos
coeficientes son analogos a los coeficientes A ;.
Los A(S'L’) corresponden a la notacién empleada por Racah (a*aSL{|a%S’L",a). Al multiplicar
Ec.10 por (a%a; (S""L"")SL| y empleado las Ec.5 y Ec.8, se llega a:

YN (@PaSL{a?S'L’,a) = 8(Lo, L )5(S0,S") + 2[(2Lo + 1)(2So + 1)L + 1)(2S" + 1)]%

L Ly L Iy L
x4 22 b Ec.11
% S So L 1, Ly
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La constante de normalizacién es dada por

8(Lo,L')8(S0,S") +2[(2Lo + 1)(2S0 + 1)(2L" + 1)(2S" + 1)]*
IN=%, ¢ ¥ LS lo Iy L Ec.12
S 8o L I, Lo

Coeficientes de parentezco fraccionario para la configuracion p*.

NS -

Pa la configuracion de p® hay tres términos parientes (S'L"), 3P,'D y 'S, cualquiera de los tres
puede ser elejido como pariente principal para determinar si tal o cual eleccion genera coeficientes
de parentezco fraccionario independientes y diferentes de cero para todos los términos
Russell-Saunders de p3. Apliquemos la Ec.10,

la3; (SoLo)aSL) = ZL.S (@aSL{a’S’L’,a)|a*a; (S'L")SL)
Si consideramos a 3P como pariente principal, es decir Lo = So = 1,

[P*CPY'S) = 30,0 “S{PS'L .p) PP (S'L)*S)
= (0 “S{p* 'S.p) [P ('9)*S) + (0* *S{? *P.p) |P*p; CP)'S)
+ (p* *S{p? ' D.p)|p’p; ('D)'S)
Ec.13.

0
rrol
! 011
110 010 L
yaque{o 1 1}={1 [ 1}2(1)2%(3)&;%)2:0

Ly=S=1,L'=8=1,L=085=2

Apliquemos Ec.11

L0=S0=1,L'=S'=0,L=0S=%

IN (P *S{p? 'S,p) = 0+ 2[(3)(3)1%{

NS
rofus rofm

B
<
ta
fatn)
,.BN
~
K
el
il
+
~
=
~—~
>
=
~—~
>
=
o
/_#\
No|— 8-
e N~
——
{_H
\_w_/
Il
W

ol =

{

e o)—
—_—
Il
—_— -
N o]
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YN (p* *S{|p? 'D,p) = 2[(3)(3)0)(5)]%{

= -
(ST STE
_ O
H_/
/—H
o —
—_ N
H,_/
It
(=]

debido a que

EL2 0 012 a0
{0|1} {]l]} ChEE=]=0

Para calcular el coeficiente de normalizacion al aplicar Ec.12, se llega a

YN =3

Por lo tanto la funcion de onda ortogonal para el término *S, la Ec.13 adquiere la forma
Ip%CP)'s) = |p?p; CP)'S)

De la misma forma se encuentra

NP 2P{p?'S,p) = -1 YN, (0 2P{IpPiPp) = 2 N2 (pP 2P{|p?'D.p) = &
Nz =]+ = Tg J_ = i_—
P CP2P) = i [2]ppi( 5 P3 3|2 CPYP) - 45 |2 ('D)P) ]

Y para |p3;(3P)2D), se obtiene

Iy (@ 2D{|p*'S,p) =0 YNs (0’ 2D{|p**P.p) = & {N;(p* *D{|p*'D,p) = -2
Ny = %%/7

P CPY'D) = ($) [ |p?m CPY'D) - |pp:('DYD) ]

La eleccion de 'S 6 '.D como pariente principal dan cero para los coeficientes de parentezco
fraccionaro del término |p3*S), la Ec.10 adquiere la forma
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Configuracion d*

Para esta configuracion los parientes (L'S") son 'S, 3P, D, 3F, G, si se elige como pariente
principal (LoSo) a *P,esdecir Lo = Sp = |
La Ec.10 adquiere la forma

|5 CPY'P) = X, (d*2P{dS'L , d)|d?d: (S'L')2P)
= (& 2P{d* 'S,d)|d2d; (' S)* P) + (d* *P{d* *P,d)|d’d; (*P)’S)
+ (d*2P{|d* ' D,d)|d*d;('D)’P) + (d* *P{|d* *F,d)|d*d; (*F)*P)
+ (& 2P{|d? 'G,d)|d*d: ('G)*P)

Al aplicar Ec.11 y Ec.12, se obtiene

|2%CP)2P) = (&) T[()F |2d: CP)*P) + (15)% |@2a: (\D)*P) - (8)*

d*d;(*’F)*P) |
Ec.14.

Otros términos son

[2:0P)'P) = (35) F[®)F [, CP)'P) + (1) | CFY'P) |

|@%(P)’D) = (&) 7

i -2|d?d; (*$)’D) +5|d%d; (*P)’D) - (5)* |d*d: (' D)’ D)
+4|d*d;('G)’ D)

Ec.15. a
| 217 |aRd: 3PYPF) - (10)7 |d2d; (' D) F) + (7)®
|d3’(3P)2F) = (—%) : | ) | 2 )
-5|d*d;('G)’F)

|d%CP)'F) = (1) %[|_d2d; CP)'F) -2|dd,CF)'F) ]

d*d;CF)*F)

y dado que |d3; (3P)2G) =0y |a'3;(3P)2H) = 0, esto implica que pueden elejirse como
pariente

principales a otros términos.

Considerando a 'S como pariente pricipal (Lo = Sy = 0), todos los coeficientes de parentezco
fraccionario son cero, excepto para 2D,

INT(@2D|d 'S,d) = £ YN (b D{|d? *P,d) = -+ {Ni (2D 'D,d) = -8

S

INI (@D *Fod) = - {F(@?D{|& 'G,d) = -+

S

siendo

w=2(3)
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y

| 4l@d(1S)D) - 3|a2d: (CP)*D) - {5 |d*d; (' D)*D

—{2T|d, CF)’D) - 3|d%d:('G)’ D)
Si comparamos esta ultima expresion con la Ec.15, se notara que estas dos funciones no son
ortogonales ya que
1
(450D | &5CP)'D) = —(3)
Para ortogonalizar se aplica el hecho de que si A y B son dos vectores no ortogonales ellos

pueden ser ortogonalizados al fijar uno de ellos y rotar el otro. Por ejemplo el vector B'=B-(A.B)A
es ortogonal a A. Por ellos,

|, CP)'D) = |d(3PY*D) + (&) | (' D)D)

1 7|d*d;(*P)’D) - 345 |dd; (' D)’ D) - (21)7 |d?d; (*F)’ D)
10¥21 +5|a2d; ('G)*D)

y normalizada

pyip) = | IEECPID) 35| (DYD) - @I C D)
Vi +5|a?d; (' G)*D)

Si ahora consideramos a ' D como el pariente principal (Lo = 2, So = 0), los tnicos términos
sobrevijvientes son,

AN (2P| 'S,d) = 0 YN (2P| 3P,d) =B N7 (P 2P{d? 'D,d) = +
W@ ?P{| Fod) = -2 YN (Y| 'G,d)

siendo Ny =&

y ademads
|a%('D)’P) = (3%)%[(7)%|d2d;(31>)2p) +(15)F|d%d; ('D)’P) - (8) 7 |d*d; CF)*P) ]

Si se compara con Ec.14, notard que no son iguales, por lo tanto no se genera nuevo estado
independiente.
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Sea ahora ?F el pariente principal

|d% R P) = -(;—0)%[(7)%|aﬂd;(31))2}>) +(15)7|dd;('D)*P) - (8) |d*d: (*F)*P) |
= -|&*(°P)*P)

|5 CF)'P) = ~(45) T[®)F |2d: CP)'P) + (1)F [d CF)*P) ] = | d% (OP)'P)

2021)|d:(1$)2D) +40( 2 ) Pd:('D)*D

|d3;(3F)2D)=—“% | ) (15) X
~15|dd;(*F)*D) - 3(2) T |d%d;('G)* D)

27)7 |d¥d; (PP)'F) - (10) 7 |d?d; (' D)’ F)
(M)t |d2d;CFY'F) - 5|d*d; ('G)*F)

|4 CF)'F) = (%){ } = |4 CP)Y'F)

@5CRE) = (£ [ CPYF) -2l CRF) ] - [ Cry)

| —0)T|@a ('D)Y*G) + (21) T |Pd CF)'G
|d3;(3F)2G)=(%)1|: (10)7|dd; ('D)°G) + 21)* | CF) )}

(117 |d?d;('G)*G)

[5G H) = (4) [ | 0Py ) - | (' 6)'H) ]

como (d3;('S)2D | d3;(3F)2D) =- y77—0 sera necesario ortogonalizar

7|d*d;(*P)*D) - 3(5)7|d*d; (' D)’ D)
~(21)%|d’d; CF)’D) +5|d%d;('G)*D)

|#:CFF) = —(W{ } e

De o anterior se deduce que *F es el pariente principal.
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