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Abstract

The Robust Coloring Problem (RCP) is a generalization of the Graph Coloring Problem, in
which we seek for a sturdy coloring that remains valid when extra edges were added. The
RCP is used to schedule events susceptible to last minute changes, stable frequency assign
of the electromagnetic spectrum and robust register allocation in microprocessors. It has
been proved that it is a NP-Hard kind of Problem and heuristic techniques are needed for
big instances. In this research two algorithms were developed: a GRASP and a Scatter-
Search/GRASP Algorithm. Both of them were tested against some proposed instances used
in previously developed algorithms such as Simulated Annealing, Taboo Search, Genetic
and Partial Enumeration Techniques. Our GRASP is the fastest, with high quality solutions
and our SS/GRASP Algorithm gives the best known solutions to the problem.

Keywords: Graph Coloring, Robust Coloring, Scatter Search, Heuristics.

Resumen

El Problema de Coloracion Robusta (PCR) es una generalizacion del problema de
coloracion de grafos, donde el objetivo es crear una solucion que permanezca valida al
agregar aristas adicionales. El PCR se utiliza para calendarizar eventos con posibles
cambios de ultimo momento, asignacion estable de frecuencias del espectro
electromagnético y para la asignacion robusta de registros en microprocesadores. Este
problema es del tipo NP-Duro y para instancias grandes es necesario utilizar técnicas
heuristicas. En este trabajo se desarrollaron dos algoritmos: un GRASP y un Algoritmo de
Busqueda Dispersa. Se comparan los resultados experimentales obtenidos con ambos
algoritmos propuestos, contra técnicas creadas con anterioridad, tales como Recocido
Simulado, Bisqueda Tabu, Algoritmos Genéticos, y Enumeracion Parcial. Nuestro GRASP
es el mas rapido de los algoritmos que generan soluciones de alta calidad y nuestro
Algoritmo de Busqueda Dispersa da las mejores soluciones al dia de hoy para el problema.

Palabras Clave: Coloracion de Grafos, Coloracion Robusta, Biusqueda Dispersa,
Heuristicas.
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Ground rules.- The: greatest ob)ection that has been raised ebout. our
Junar rveniezvous plan is thet it does not cdonform to the "ground rules™
Tkis to me 1s rozssnsz; the imperant question is, "Do we vant 1o get t_o_
thd mcon -or nst?”, end, if 5o, why. d.o we have t¢ reésirict our thinking
cloag & :;c:v’.;..n'rarrow'cn ncl. I feeld very fortunete that I do nct have
©o confine ry thinking to e*wirran]y set up gromd rules wnich only serve
to constrain ané preclude possitle equally good or perbeps better epproaches.

John C. Houbolt, Associate Chief.
NASA Langley Research Center. November 15, 1961

La optimizacion esta intimamente ligada a la raza humana desde sus origenes: siempre es
deseable realizar una actividad consumiendo el minimo de recursos o maximizando el
beneficio por su realizacion. Ya sea una pequeiia tribu utilizando al maximo sus reservas de
comida para sobrevivir el invierno hace 20,000 afios, o medio millon de personas
administrando sus recursos para llegar a la Luna en un tiempo minimo, es evidente que la
optimizacion es parte de la naturaleza humana.

Los problemas de optimizacion matematica se dividen en dos categorias: problemas con
variables continuas y problemas con variables discretas. Estos ultimos son llamados
problemas de optimizacion combinatoria. Por ejemplo, deseamos visitar n ciudades, y
queremos encontrar en que orden lo debemos hacer para que la distancia recorrida o el
costo final sean minimos. Resolviendo un modelo conocido como el Problema del Agente
Viajero podemos encontrar dicho recorrido. Si lo que deseamos es minimizar el nimero de
metros de cable requeridos para abastecer de electricidad a un conjunto de poblaciones, lo
podemos modelar como un Arbol de Expansion Minima. Estos son solo un par de ejemplos
de los muchos que existen dentro del mundo de la Optimizacion Combinatoria.

Los problemas combinatorios se pueden dividir en “faciles” y “dificiles”: los faciles son
aquellos para los que se conoce un algoritmo que se ejecuta en “tiempo polinomial”' para
encontrar el valor 6ptimo; ejemplos de estos problemas combinatorios son el Arbol de
Expansion Minima y el de Ruta Mas Corta. Los problemas dificiles son aquellos en los
cuales no se ha encontrado un algoritmo de solucion acotado por una funcién polinomial, y
se les ha llamado NP-Duros. En estos problemas a medida que el tamafio de la instancia
aumenta, el tiempo de ejecucion para encontrar el valor 6ptimo se vuelve prohibitivamente
grande; ejemplos de este tipo son el Problema del Agente Viajero y el Problema de la
Mochila.

' Es decir, existe un algoritmo de solucion que obtiene el valor optimo y su tiempo de ejecucion respecto del
tamaiio de la instancia estd acotado por una funcién polinomial.
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Como ejemplo de estos problemas “NP-Duros”, en [Gutiérrez, 1991] se menciona que si
tenemos un problema con n! soluciones (# es el tamafio de la instancia) y si pudiéramos
explorar un billon de ellas por segundo, para n=23 la computadora terminaria su tarea en
820 afios y para n=24 terminaria en 19,624 afios. Los algoritmos exactos para problemas
NP-Duros no se encuentran muy lejos de estos nimeros. Es mas practico tener una técnica
que permita encontrar un conjunto de muy buenas soluciones y no estar en la busqueda de
“El Optimo”, el cual puede dejar de serlo al introducir algin cambio en nuestro modelo
matematico.

Un problema combinatorio NP-Duro muy famoso es el Problema Generalizado de
Coloracion, en donde dado un cierto grafo, si dos vértices comparten una arista, estos
vértices deben estar pintados con distintos colores. El Problema de Coloracion Minima
(PCM) consiste en encontrar una coloracion valida utilizando el minimo de colores. Este
enfoque no toma en cuenta modificaciones, ya que al agregar alguna arista adicional al
modelo, la coloracion se puede invalidar, tirando por la borda todo el trabajo previo.

El Problema de Coloracion Robusta (PCR) toma en cuenta esta ultima posibilidad, ya que
ademas de encontrar una coloracion valida (con el minimo de colores o no), se busca que
dicha coloracion sea robusta, es decir, que sea una coloracién “dura de matar” al agregar
aristas adicionales. Algunas de las aplicaciones mas usuales son la calendarizacion de
eventos, asignacion de frecuencias y asignacion de memoria en microprocesadores. Se ha
demostrado que el PCR es también un problema NP-Duro [Ramirez, 2003], por lo que el
uso de un método aproximado, es necesario a medida que aumenta el nimero de vértices.
En este sentido, para encontrar buenas soluciones, aunque no necesariamente c’>£)timas de
los problemas NP-Duros, se han desarrollado las técnicas llamadas heuristicas” y meta-
heuristicas.

Las Técnicas Heuristicas nos permiten encontrar una buena solucién, usando una regla de
sentido comun. Por ejemplo, si quiero comprar el “mejor traje de vestir”, un criterio
heuristico de compra seria adquirir el traje mas caro, o el de la marca mas prestigiada, el
traje adquirido puede o no ser “el mejor traje” (Aunque habria que especificar en qué
consiste ser “el mejor”), pero muy probablemente adquiririamos un traje de tela agradable
al tacto, hipoalergénica y de buen aspecto, esto sin hacer un estudio profundo sobre calidad
de telas, las alergias comunes en el pais o la moda de vestir actual.

Las heuristicas son tan antiguas como el Universo mismo”, pero la invencién de las técnicas
heuristicas se atribuye al matematico George Polya, el cual en su libro de 1945 “How to
Solve It”, menciona: “El objetivo de las heuristicas es estudiar los métodos y reglas de los
descubrimientos y las invenciones”, ademas dice que las heuristicas deben ser “rapidas y

? Heuristico viene de la misma raiz griega que la palabra “eurcka” (“evpioxw”), que significa “encontrar”,
“heuristico” podria traducirse como “lo que se utiliza para descubrir”.

? Los atomos al combinarse, buscan encontrarse en estados de “casi” minima energia (valores muy cercanos al
valor de minima energia). Por otra parte, la vida en el planeta Tierra ha llevado a cabo un experimento en
Optimizacién Combinatoria Heuristica sobre el ADN que ha durado mas de 4 mil millones de afios y ha
logrado la biodiversidad actual del planeta Tierra.
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frugales”. Un ejemplo de las heuristicas aplicadas a problemas combinatorios son los
algoritmos glotones, donde se van acumulando soluciones sin recapacitar en las decisiones
previas que se han tomado.

Las meta-heuristicas son técnicas que, como su nombre lo indica, van mas alla de los
resultados “rapidos y frugales” de las heuristicas. Son verdaderos “planes de batalla” con
los cuales, tomamos los resultados de una heuristica y mejoramos estas soluciones.
Ejemplos de estas técnicas son la Busqueda Local, GRASP, Algoritmos Genéticos,
Recocido Simulado, Busqueda Tabu y Bisqueda Dispersa.

Una técnica que recientemente ha gozado de gran popularidad, son los algoritmos GRASP?,
que obtienen buenas soluciones con rapidez. Se usan para obtener una solucion rapida, o
bien, para generar soluciones iniciales de alguna meta-heuristica mas compleja. Esta
técnica trabaja en dos fases: una fase de construccion y una de mejora. Sus resultados son
buenos y rapidos, pero técnicas mas complejas obtienen mejores resultados. Una de las
mejores y mas recientes de las metaheuristicas “complejas” es la técnica de Busqueda
Dispersa.

La Técnica de Busqueda Dispersa fue propuesta en su forma actual en [Glover, 1998]. Esta
técnica ha sido utilizada en una gran variedad de problemas, principalmente en modelos
combinatorios y no lineales®. La Blisqueda Dispersa es una técnica evolutiva que construye
nuevas soluciones combinando los mejores resultados previos.

Regresando al tema de esta investigacion, el problema de Coloracion Robusta se ha
estudiado para instancias pequefias, tanto con técnicas exactas como con técnicas
heuristicas, hasta un tamafio maximo de 30 vértices. Es deseable desarrollar un par de
algoritmos, uno que encuentre buenas soluciones muy rapidamente y otro que sea altamente
eficiente, y que encuentre las mejores soluciones posibles en instancias grandes.

Un GRASP se podria ocupar de instancias de hasta mil vértices, gracias a su rapidez. Por
otro lado, un Algoritmo de Busqueda Dispersa nos podria ofrecer las mejores soluciones en
instancias de cien y quizas hasta ciento cincuenta vértices. En ambos algoritmos el trabajo
se justifica por los buenos resultados que han tenido estas técnicas en problemas
combinatorios en general, y para el problema de coloracidon minima en particular como se
ve en [Laguna, 2001] y [Hamiez, 2002].

* GRASP viene de “Greedy Randomized Adaptive Search Procedure” y fue desarrollada por Feo y Resende
en 1995. Para una referencia completa de sus aplicaciones se puede consultar [Resende, 2003].

® Para una referencia completa de los problemas resueltos mediante esta técnica se pueden consuliar las
referencias [Glover, 1999] y [Glover”, 2004].
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Presentaciéon de la Investigacion

El objetivo general de este trabajo fue desarrollar dos algoritmos eficientes que resuelven el
Problema de Coloracion Robusta de Grafos. Los objetivos particulares son:

e Generar un Algoritmo Gloton Mejorado (GRASP) que encuentre soluciones
rapidamente para instancias muy grandes.

e Desarrollar un Algoritmo de Busqueda Dispersa para instancias grandes.

e Extender el estudio del Problema de Coloracién Robusta para instancias desde 30
hasta mas de 100 vértices con Busqueda Dispersa y para instancias hasta 1000
vértices con el GRASP.

e Implementar en la computadora codigos eficientes para ambas técnicas que
resuelvan el Problema de Coloracion Robusta.

e Motivar y difundir las técnicas GRASP y Busqueda Dispersa para su aplicacion en
problemas combinatorios en general y en el Problema de Coloracion Robusta en
particular.

e Motivar y difundir el Problema de Coloracién Robusta como una alternativa mas
apegada a la realidad que el conocido Problema de Coloracion Minima.

Este trabajo esta dividido en seis capitulos:

El Capitulo 1 trata sobre el Problema de Coloracion Robusta. Se menciona primero el
problema de coloracion minima, que es el fundamento original del PCR. Después se hace
una revision del problema de Coloracion Robusta y se dan dos ejemplos de aplicacion.

El Capitulo 2 muestra los modelos y técnicas de solucion utilizadas previamente para
resolver el PCR. Se explica un Modelo Exacto Binario, y los algoritmos heuristicos de
Enumeracion Parcial, Genético, Busqueda Tabi y Recocido Simulado, ademas, se presenta
un algoritmo que puede generar cotas superior e inferior del valor minimo de rigidez de la

coloracion de un cierto grafo. Finalmente se presenta un sumario de los resultados
obtenidos con ellos.

El Capitulo 3 presenta el marco tedrico de las técnicas GRASP y Busqueda Dispersa
aplicadas a problemas combinatorios. Se explican las dos fases de la técnica GRASP y los
cinco elementos que componen la Busqueda Dispersa, asi como sus respectivos algoritmos
genéricos. Se muestran finalmente ejemplos orientados a problemas combinatorios.

En el Capitulo 4 se explica el disefio de las técnicas GRASP y de Busqueda Dispersa para
resolver el Problema de Coloracion Robusta, objetivo central de este trabajo. Se hace

ademas un estudio sobre cuales fueron los procedimientos y parametros mas eficientes que
se encontraron.
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En el Capitulo 5 se muestra la implementacion de los algoritmos. Se presentan diagramas y
pseudo cddigos de ambos, se muestra la convergencia de soluciones en el Algoritmo de
Busqueda Dispersa y un ejemplo de aplicacion paso a paso en una instancia robusta
pequeiia que se resuelve con ambas técnicas.

En el Capitulo 6 se presenta la experiencia computacional obtenida con los algoritmos
realizados en esta investigacion y se hace un estudio comparativo de los mismos contra la
experiencia previa en Coloracion Robusta y en Coloracion Minima, observandose que el
algoritmo de Busqueda Dispersa realizado, da las mejores soluciones conocidas al dia de
hoy para el Problema de Coloracion Robusta, que ambos tienen un buen desempefio para
encontrar coloraciones minimas; ademas que el GRASP genera soluciones de alta calidad
mas rapido que cualquier otro algoritmo anterior.

Al final, se dan las conclusiones y se muestran las aportaciones mas importantes de este
trabajo.



Capitulo 1. Problema de Coloracion Robusta.

El Problema de Coloracion Robusta es utilizado para la asignacion estable de
frecuencias (en teléfonos celulares, internet inaldmbrico, de frecuencias en control
de trdfico aéreo, etc.); para problemas de calendarizacion que permiten cambios
posteriores (asignar el numero de bloques de tiempo en que se utilizardn maquinas
o recursos, o el nimero de dias en que se realizardn las conferencias en un
congreso, elc.); y para asignacion robusta de registros (cémo utilizar la memoria
interna de un microprocesador minimizando el uso o sin recurrir a la memoria
externa RAM y asi realizar mas rdapidamente los cdlculos).

El Problema de Coloracion de Grafos asocia a un conjunto de eventos, llamados
vértices (frecuencias, asignaturas, recursos, etc.) un grupo de incompatibilidades,
llamadas aristas (cuando dos asignaturas que no se pueden impartir
simultdneamente, dos recursos que no se pueden utilizar simultdneamente, etc.), con
vértices y aristas generamos un grafo. Si dos vértices comparten una arista, dichos
vértices deben de ser pintados con colores diferentes. El objetivo es pintar todos los
vértices del grafo sin incompatibilidades de colores.

En el Problema de Coloracion Robusta, ademds de pintar vdlidamente los vértices,
se busca estabilidad, es decir, la coloracion se debe mantener vigente ante la
inclusion de aristas adicionales en el grafo. Este enfoque es mds apegado a la
realidad porque es comiin que una vez que se ha encontrado una solucion, se hacen
modificaciones, y cualquier arista adicional al grafo lo puede invalidar. Al buscar
la coloracion mas robusta, buscamos la coloracion  menos susceptible a
modificaciones para una cantidad de colores dada, sea el minimo de colores o no.
Dicho de una manera mas formal, el Problema de Coloracion Robusta busca pintar
vdlidamente un grafo, minimizando la suma de los pesos de las aristas del grafo
complementario cuyos vértices comparten el mismo color.

En este capitulo se hace una revision del problema de Coloracién Robusta de
Grafos. En la seccion 1.1 se presenta el problema de Coloracion Minima, el cual es
el antecesor directo del Problema de Coloracién Robusta; en la seccidn 1.2 se hace
una revision del problema de Coloracion Robusta, con un ejemplo ilustrativo. En la
Seccion 1.3 se presentan dos ejemplos de aplicacion. Definiciones de los términos
utilizados en este capitulo se encuentran en el apéndice.



1. Coloracion Robusta Antecedentes

1.1. Antecedentes: Problema de Coloracion Minima.

El Problema de Coloracion Minima (PCM) es uno de los problemas mas conocidos en la
Optimizacion Combinatoria. En este problema, dado un cierto grafo, si dos vértices
comparten una arista, estos vértices deben estar pintados con colores diferentes. El PCM
consiste en encontrar una coloracion valida utilizando el minimo de colores.

Ejemplo de Calendarizacion de Exdmenes.

Supongamos que estamos haciendo los horarios de examenes finales del semestre y
queremos evitar que un alumno haga mas de un examen cada dia. Designemos a los siete
cursos por 4, B, C,...G. En la Tabla 1.1 un asterisco en la entrada i, j significa que el curso i
y el curso j tienen, por lo menos, un estudiante en comin, y por tanto, no se puede
calendarizar el mismo dia. ;Cual es el nimero minimo de dias necesarios para programar
todos los examenes?

Tabla 1.1. Si dos cursos comparten al menos un estudiante, se prohibe realizar el mismo
dia el examen (se prohibe que ambos vértices tengan el mismo color)

A B C D E F G
A * * * * *
B * * *
C * *
D * * *
E *
F * *
G * *

Veamos como modelar este problema como uno de coloracion minima: tenemos los cursos
A, B,..G y una tabla en la cual si hay un asterisco, entonces dos estudiantes comparten el
mismo curso y por lo tanto no pueden hacer el examen el mismo dia. Haremos un grafo
donde los vértices representan los cursos, y si dos cursos comparten por lo menos un
estudiante, dichos cursos se conectan con una arista. Si coloreamos ese grafo, dos cursos
que son adyacentes tendran distintos colores. El objetivo es utilizar el minimo de ellos.

Figura 1.1. Grafo asociado al ejemplo del Problema de Calendarizacion:
cada vértice simboliza un curso, y cada arista representa al menos un estudiante que
presenta dos exdmenes.




1. Coloracion Robusta Antecedentes

Como el grafo es pequefio, podemos resolverlo por ensayo y error, y encontraremos que su
numero cromatico es 4, es decir, necesitamos por lo menos cuatro dias para efectuar los
examenes.

Tabla 1.2. Calendarizacion con el minimo de dias, asociada al grafo de la figura 1.1.

Dia 1 Examen Ay E
Dia 2 Examen B y D
Dia 3 Examen Cy F
Dia 4 Examen G

Si generamos un vector donde la primera entrada representa el dia en que se realizara el
examen A4, la segunda cuando se realizara el B etc, el vector de coloracion (cada color
indica en que dia se aplicara el examen) es:

(1)2)3,2)1)3’4)

Esta es una soluciéon posible, pero existen otras mas. Dicho sea de paso: Aqui estamos
considerando el minimo de colores (dias), pero si nos dan toda la semana (5 dias = 5
colores), tendriamos muchas mas opciones de solucion, y podriamos considerar algin otro
factor para realizar nuestra programacion de examenes.

En este ejemplo es facil encontrar una solucion por ensayo y error, pero para instancias mas
grandes se requieren algoritmos especializados. Para medir la habilidad de los algoritmos
para encontrar coloraciones minimas y con que rapidez, se han desarrollado instancias de
prueba como las que se describen a continuacion.

Instancias Clasicas de Coloracion Minima. (Grafos DIMACS)

Para probar le eficiencia de los algoritmos que resuelven el problema de coloracion
Minima, se desarrollaron en 1993 las primeras instancias DIMACS'. Desde entonces hasta
ahora se han agregado nuevas instancias y en la actualidad de todas ellas se sabe su nimero
cromatico o al menos una cota superior del mismo. Estas instancias son muy utiles ya que
estan basadas en instancias reales o bien, son grafos disefiados especificamente para ser
dificiles de resolver.

En practicamente todos los articulos recientes en donde se trata heuristicamente este
problema se incluyen estos grafos (por ejemplo, [Ribeiro, 1999], [Galinier, 1999], [Eiben,
1998], [Laguna, 2001] y [Hamiez, 2001] por citar algunos). Estas instancias se pueden
obtener de la pagina de Michael Trick: “Graph Coloring Instances™:

'Las iniciales DIMACS vienen de “Center for Discrete Mathematics and Theoretical Computer Science”, y
fueron propuestos originalmente por David Johnson (AT&T Bell Laboratories) y Michael Trick (Universidad
Carnegie Mellon) para motivar el uso del Problema de Coloraciéon Minima.
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http://mat.gsia.cmu.edu/COLOR/instances. html

Se describen brevemente los grafos utilizados en este trabajo:

MYC: Estos grafos son dificiles de colorear minimamente ya que estan libres de
triangulos (no tienen clanes de orden 3), y el nimero cromatico se incrementa al
aumentar el tamafio del problema. En la figura I.2a se muestra un grafo de este tipo.
(instancias Mycielski 3-7)

SGB: En esta base de datos encontramos cuatro tipos de grafos:

o Grafos de libros. Dado un trabajo de literatura, creamos un grafo donde cada
vértice es una letra o simbolo. Dos vértices estan conectados por una arista si
los caracteres correspondientes se encuentran uno al lado del otro en el texto.
Se usan los grafos de cuatro libros clasicos: Anna Karenina de Leon Tolstoi;
David Copperfield de Charles Dickens; Huckleberry Finn de Mark Twain; y
Les Miserables, de Victor Hugo.

o Grafos de Reinas. Dado un tablero de ajedrez de tamafio nxn, un grafo de
Reinas es un grafo donde cada vértice corresponde a un cuadrado del tablero.
Dos vértices estan conectados por una arista, si los cuadrados correspondientes
estan en la misma fila, columna o diagonal. Este problema tiene una
interpretacion natural: dado un tablero, ;jes posible colocar n reinas de tal
forma que no se encuentren en la misma fila, columna o diagonal? La
respuesta a esta pregunta es afirmativa, si se puede pintar validamente con n
colores (n>k). en la figura 1.2b se muestra la solucién para el caso de un
tablero de 5x5, (instancias Queen Graph 5x5-14x14)

51413121
312(11]5|4
1/5]4]3]2
41312]1|5
21115143
() ®)
Ejemplo de grafo libre Una coloracion valida
de triangulos del grafo de reinas, caso n=5

Figura 1.2. Ejemplo de un grafo tipo Mycielski y solucion asociada a
colorear un tablero de reinas con n=>5

o Grafos de Distancias. Los vértices representan un conjunto de ciudades de
Estados Unidos y dos vértices estan unidos por una arista si la distancia entre
ambas ciudades es menor o igual que una cierta cota. Aunque este ejemplo no
tiene un aplicacion directa, esta basado en datos reales de distancias y se
pueden generar conglomerados con distintos umbrales de distancia a. Se dan
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las siguientes cotas: a = 250, 500, 750, 1000 y 1500 millas. (instancias Miles
Graph 250-1500)

o Grafos de Juegos. En este grafo, cada vértice representa un equipo en la Liga de
Futbol Americano Colegial de EUA. Si dos equipos compitieron entre si durante
la temporada, son unidos por una arista. Este grafo se basa en datos reales de la
liga de 1990. (instancias College Football).

SCH: Grafos de calendarizacion de cursos en la Universidad de Wisconsin, cada curso es
un vértice y cada arista un estudiante. Se consideran dos casos: incluyendo salas de estudio
y sin ellas (instancias Class Scheduling).

REG: Problemas basados en asignacion de registros para variables en programas reales
(instancias zeroin.i. 1-3, mulsol.i. 1-5, fpsol2.i. 1-3, inithx.i. 1-3).

LEI: Grafos Leighton con nimero cromatico garantizado (instancias Leighton 450 5-25).

1.2. Problema de Coloracion Robusta: Definicion y Ejemplos.

Este problema, que es un caso particular del Problema Generalizado de Coloracién de
Grafos, se justifica en [Ramirez, 2000] de la siguiente forma:

“En algunas circunstancias, el planteamiento del minimo nimero de colores no es
critico, sino que interesa una solucion al problema que sea estable, en el sentido que al
afiadir o cambiar aristas al grafo, la coloracion contimie siendo vdlida. Estas
consideraciones muestran que el problema de coloracion minima es muy restrictivo
para este tipo de problemas”.

En el modelo de Coloracion Robusta (PCR), consideramos dos grafos, el original, el cual
se debe pintar validamente, y su grafo complementario asociado (es decir, todas las aristas
no incluidas en el grafo original). Cada arista en el grafo complementario tiene una
penalizacién (por ejemplo, la posibilidad de que esa arista posteriormente sea incluida en el
grafo original), si ambos extremos de la arista complementaria comparten vértices con el
mismo color, la penalizacion correspondiente a esa arista se agrega a la funcion de rigidez.

Para las definiciones formales de los términos asociados, se puede consultar el apéndice al
final de este documento.

Asi, el PCR considera a la rigidez del grafo complementario como una especie de funcion
objetivo por minimizar, y la validez de la coloracion en el grafo original cumple las veces
de un conjunto de restricciones.

Tomemos por ejemplo, el problema de asignacién de registros de memoria, en donde el
numero de colores utilizado estd asociado al nimero de registros que se necesitan
simultaneamente para ejecutar algin programa. Supongamos que tenemos una camara
digital cuyos programas de codificacion y decodificacion requieren unicamente 69 y 97

11
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“colores” cada uno. Como el microprocesador solo se vende con un tamaifio fijo de 128
registrosz, buscando minimizar el nimero de registros de memoria estamos dejando sin
utilizar el 46% y el 24% de los mismos respectivamente. ;Por qué no en estos casos, se
utilizan 128 “colores” para pintar el grafo asociado y se busca una coloraciéon que minimice
los cambios entre los modos de codificacion y decodificacion? Asi, de todas las
coloraciones posibles del grafo asociado, algunas generan menos cambios que otras. La que
genera menor modificaciones es la coloracion mas robusta.

El PCR se puede reducir al Problema de Coloracion Minima, cuando pintamos el grafo con
el nimero cromatico de colores (la minima cantidad de colores que permite una coloraciéon
valida en el grafo original), y todas las penalizaciones en el grafo complementario las
hacemos cero. El PCM es un caso especial del PCR.

Un ejemplo ilustrativo para el Problema de Coloracion Robusta.

. . - , 3 . . ,
Supongamos que hay cinco aeronaves en una cierta region geografica™. Si dos aviones estan
los suficientemente cerca, y sus equipos estuvieran sintonizados a la misma frecuencia, se
causaran interferencia entre ellos, por lo que se deben utilizar distintas frecuencias.

En un modelo de coloracion de grafos asociado a este problema, si dos aeronaves se causan
interferencia, debemos unir ambos vértices (aviones) con una arista y, en ese caso, debemos
usar distintos colores (distintas frecuencias) entre ellas. Considérese el grafo de la figura
1.3a, como el modelo de interferencia actual entre los equipos y su grafo complementario
penalizado (figura 1.3b), nos muestra la probabilidad de que en los proximos veinte
minutos otros aviones se interfieran entre si.

@ @ ll 0.5

(@ ®)

Grafo Original Grafo complementario penalizado

Figura 1.3. Coloracion valida en el grafo original y una rigidez en el grafo
complementario de 0.8, utilizando 3 colores.

? Debido a que el niimero de registros con que se venden los procesadores es en tamaiios 2", es decir, 2, 4, 8,
16, 32, 64, 128, etc.

’ El ejemplo es igualmente valido si consideramos usuarios de teléfonos celulares, radios de dos vias o
internet inalambrico, o cualquier otro grupo de usuarios del espectro electromagnético.
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Podemos pintar este grafo con un minimo de tres colores (debemos utilizar 3 frecuencias
como minimo) como se muestra en la figura 1.3 (los nimeros indican un color). Para esta
coloracion, las aristas del grafo complementario penalizadas con 0.3 y 0.5 contribuyen a la
rigidez (ambos extremos de esta arista comparten el mismo color);, asi, en esta
configuracion, tenemos una rigidez de 0.8. Una solucion alternativa, mostrada en la figura
1.4, que utiliza los mismos tres colores y una rigidez de tan solo 0.5, se muestra a
continuacion:

rT T T~
(OO,
0.3/ N
! \
105
OO}
©

Figura 1.4. Coloracion valida en el grafo original y una rigidez de 0.5,
utilizando tres colores

Finalmente, si se nos permite utilizar cuatro frecuencias, la rigidez disminuye hasta 0.2:

/_—_‘~~_
‘==L @
0.3/ =S
i \
05
® ®;,
o

Figura 1.5. Coloracion vdlida en el grafo original y una rigidez de 0.2, que
utiliza cuatro colores

Obviamente, si en este grafo de cinco vértices se nos permite utilizar cinco colores, la
rigidez se vuelve cero.

1.3. Aplicaciones. (|[Ramirez, 2000] y [Ramirez 2003])

Como se ha dicho anteriormente, el problema de coloracion robusta implica dos aspectos:
una coloracion obligatoria que debe ser satisfecha (no necesariamente minima) y una
coloracion “deseable” que incluya la minimizacién (maximizacion) de rigidez en el grafo
complementario, segun sea el caso. Los siguientes ejemplos de aplicacion siguen esta idea.

Programacion de Examenes.

De nuevo en [Ramirez, 2000] se define este problema:

“Se necesita programar los examenes en una Universidad. Si dos asignaturas
comparten al menos un alumno, no se programaran el mismo dia. Teniendo en
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cuenta esta restriccion, se puede construir el grafo de incompatibilidad G = (V, E)
cuyos vértices son las asignaturas. La arista {i, j} que pertenece a F indica que hay
al menos un estudiante inscrito en las asignaturas iy j que pertenecen a V.

Este es un problema tipico de planificacion de recursos, los elementos a planificar
son las asignaturas y el recurso que determina la incompatibilidad entre las
asignaturas es el dia en que se realizardn los correspondientes exdmenes”.

Supongamos que asociado a nuestro problema debemos programar 6 examenes diferentes
(a b, c, d evyf), con el grafo de incompatibilidades mostrado en la figura 1.6a y su grafo
complementario asociado mostrado en la figura 1.6b, aun sin considerar penalizaciones.

(a)
Figura 1.6. Grafos original y complementario (sin penalizaciones todavia),
para un problema de programacion de examenes.

Para este grafo, el nimero cromatico es 3 (es decir, tres colores es el nimero minimo de
colores para pintarlo). En nuestro problema esto quiere decir que se requieren por lo menos
tres dias para realizar los examenes.

Ahora, supongamos que una vez fijado el calendario un alumno cambia una asignatura no
prevista por la coloracion de nuestro modelo (por ejemplo, que ahora sus materias sean la b
y la d), nuestra coloracion se invalidaria. Mediante una coloracién robusta buscariamos
minimizar la posibilidad de que esto ocurra.

Supongamos que hay 50 alumnos, cada uno de los cuales escoge s6lo dos materias y que el
namero de alumnos en cada asignatura es el siguiente:

n,=5,n,=30;n=10; n,=30,n,=20; n, =5

si consideramos que la posibilidad de que ocurra un cambio aumenta con el nimero de
alumnos inscritos n, (es decir, es mas probable que en un grupo grande alguno deserte, o

que llegue un nuevo alumno desde otro grupo), es un buen criterio considerar que las
probabilidades p,, de afiadir la arista £, j} del grafo complementario aumentan con n, y

n, . Podemos construir la siguiente tabla donde tenemos ademas de los productos », xn ,
incluimos las posibilidades normalizadas:
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Tabla 1.3.
{i,jteE nxn, P())
{a.e) 100 0.0506
{af) 25 00127
{b,d} 900 0.4557
{b,e} 600 0.3038
{(c.d} 300 0.1519
{c.f} 50 0.0253

Y teniendo 3 dias para programar los examenes, el problema se podria enunciar de la
siguiente manera:

“Encontrar una 3-coloracion que minimice la probabilidad de afiadir una arista
con los dos extremos con la misma coloracion.”

Lo que buscamos es una coloracion que siga siendo valida al afiadir alguna arista.
Suponiendo la independencia de estos sucesos, es decir, el cambio de asignatura, la
probabilidad (es decir, minimizar la rigidez, ver apéndice) de que se afiada una arista al
grafo complementario que no invalide la coloracion, es:

[1a-pt»

(iL,)eE , C(H=C())

En nuestro ejemplo, con las penalizaciones consideradas tenemos:

Figura 1.7. Grafo pintado con tres colores, con las penalizaciones asociadas al ejemplo de
programacion de examenes, en las aristas del grafo complementario,
con funcion objetivo de 0.5037

Con esta coloracidn obtenemos:
(1-0.0506)*(1-0.4557)*(1-0.0253) = 0.5037

Ahora consideremos la coloracion:
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Figura 1.8. Grafo pintado con tres colores y probabilidad de 0.5829

La probabilidad es ahora:

(1-0.0127)*(1-0.3038)*(1-0.1519) = 0.5829

La cual es mejor a la anterior.

Si nos permiten programar los examenes en cuatro dias, podemos realizar la siguiente
coloracion:

Figura 1.9. Grafo pintado con 4 colores, y una probabilidad de 0.9254

La probabilidad de que se conserve valida esta coloracion es ahora:
(1-0.0506)*(1-0.0253)=0.9254

Como se ve en este problema de maximizacion de posibilidades, encontrar una coloracién

de mayor posibilidad de éxito puede aumentar al incrementar el numero de colores
disponibles.
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Asignacion de registros en microprocesadores
(Determinacion de conglomerados, modificado de [Ramirez, 2000])

En el problema de conglomerados, particionamos un conjunto de elementos {/,2,....n} en
clases, de forma que dos elementos de la misma clase estan mas cerca uno del otro, que dos
elementos de clase diferente. Para determinar la “cercania” se define una distancia d entre
todos los elementos del conjunto y de un umbral a > 0 fijado previamente: asi, dos
elementos se consideran proximos, si su disimilitud es menor o igual que dicho umbral a.

Podemos modelar este problema como uno de coloracion, uniendo a dos elementos cuando
su disimilitud sea mayor que el umbral a fijado (d(i,j) > «). Cualquier coloracion vélida del
grafo induce un conglomerado en el que las clases estan definidas por los vértices que estan
igualmente coloreados. El menor nimero de clases del conglomerado se asocia asi, al
nimero cromatico del grafo. Podemos buscar una coloracién valida robusta que siga siendo
valida para valores mayores del umbral a.

Ejemplo: Dentro de un microprocesador contamos con algunas celdas de memoria,
llamadas registros, donde se guardan los valores de las variables de los programas. Si estos
registros no son suficientes, se debe recurrir a la memoria externa, conocida cominmente
como RAM. El problema es que el tiempo requerido para asignar una variable a la memoria
RAM es entre 10 y 100 veces mayor, por lo que es deseable tener el mayor nimero de
registros, pero el microprocesador se vuelve mucho mas caro a medida que aumentamos su
numero de registros.

Podemos generar una matriz de penalizaciones en donde encontramos el tiempo adicional
de ejecucion de un programa si las variables i y j comparten el mismo registro y dado el
caso en que se usen simultaneamente, se deba “exportar” uno de ellos a la memoria RAM.
El objetivo sera entonces, encontrar una coloraciéon de » variables en un programa, con k&
registros (colores) disponibles dentro del microprocesador y la rigidez asociada indica el
tiempo adicional de ejecucion al considerar esa coloracion.

Consideremos una subrutina, la cual cuenta con 5 variables, con una matriz de tiempo
adicional de ejecucion (en segundos) como se muestra en la tabla 1.4.; supongamos que
solamente tenemos dos registros para utilizarse al mismo tiempo:

Tabla 1.4. Matriz de tiempo adicional de ejecucion

a b c d e
- 001 002 005 004

a

- 0.04 003 004 |p
- 006 007|c

- 003|d

I
®

Asi, para distintos valores de a se obtienen distintos grafos y coloraciones. Por ejemplo, si
se nos prohibe tener tiempos de retardo superiores o iguales a o = 0.07 segs, el grafo
asociado a nuestro problema tiene una sola arista: {c,e}, como se muestra en la figura 1.10:
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®-

Rigidez=0.21s

Figura 1.10. Coloracion no robusta de dos registros que no tiene retrasos mayores o >
0.07 segs. (arista punteada) con una penalizacion en tiempo (rigidez) de 0.21 segundos

Si consideramos el orden de los vértices (a,b,c,d,e) y haciendo blanco=1 y negro=2, el
vector de coloracion asociado a la figura 1.10 es (1,1,1,1,2). Esta forma de asignar registros
nos da una rigidez de 0.21. La rigidez en este problema representa el tiempo de ejecucion
adicional, en segundos, por cada ciclo del proceso.

'r.(_(
Oe

Figura 1.11. Coloracion Robusta de también dos colores que no solo es valida para a =
0.07 sino es lo suficientemente robusta para aceptar o. = 0.05 segs (aristas punteadas).

Rigidez=0.10s

Considerando la coloracion (1,1,1,2,2) (figura 1.11), que utiliza los mismos dos registros,
tenemos un retraso de poco menos de la mitad al reducirlo a 0.10 segundos de penalizacion
por cada vez que se ejecuta la subrutina.

Si nos podemos dar el lujo de comprar un microprocesador con tres registros’ (colorear el
grafo con tres colores), una coloracion robusta seria (2,1,2,1,3), la cual tiene una rigidez de
0.05 segundos, como se muestra en la figura 1.12:

* Aunque la regla de 2" registros es siempre valida de 8 registros en adelante, se suelen hacer
microprocesadores con 3, 5 o 6 registros. En algunas otras ocasiones se rompe esta regla (por ejemplo, hay
procesadores especializados en video con 144 registros).
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Rigidez=0.05s

Figura 1.12. Coloracion Robusta con tres colores, que no tiene retrasos mayores a 0.03
segundos por cada par de variables.

Esta coloracion es tan robusta que sigue siendo valida para umbrales de a = 0.03 segs (es
decir, dadas dos variables, jamas se genera con ellas un retraso mayor a 0.03 segundos de
ejecucion de la subrutina). Las aristas punteadas son aquellas que tienen un retraso mayor a
lo mencionado, y generan un “grafo original” valido.

Si ahora se nos permite pintar con 4 colores, podemos encontrar una coloracién robusta con
rigidez = 0.01 segundos, asociada a la figura 1.13 cuyo vector de coloracion seria
(1,1,2,3,4).

‘ e  Rigidez=0.01s

Figura 1.13. Coloracion Robusta con cuatro colores, que jamas tiene penalizaciones entre
variables mayores a 0.02 segs y tiene una rigidez de una centésima de segundo.

Si podemos costear microprocesadores que tienen 5 registros, nuestra subrutina no tiene
tiempos de retraso, tenemos tantas variables como registros y, nuestro modelo en este caso,
carece de sentido.

Una vez presentado el Problema de Coloracion Robusta con un par de ejemplos, objetivo
de este capitulo, el siguiente paso es mostrar que técnicas de solucién que se han utilizado
en el problema, el cual es el objetivo del proximo capitulo de esta tesis.



Capitulo 2. Métodos de Solucion para el Problema de
Coloracion Robusta.

Para resolver el Problema de Coloracion Robusta, se han propuesto diversos
modelos, tanto exactos como heuristicos. Inicialmente se propuso un Modelo
Exacto Binario, el cual requiere varias horas para encontrar el valor optimo en
instancias con 15 o 20 vértices. Para instancias mas grandes es necesario el uso
de técnicas heuristicas.

Las primeras técnicas heuristicas utilizadas fueron un Algoritmo Genético y una
técnica Glotona de Enumeracion Parcial. Aunque estas técnicas no encuentran
soluciones tan buenas como el modelo exacto, son muy rdpidas, y pueden obtener
soluciones factibles, aunque poco robustas, para instancias de lamaFfios muy
grandes, hasta unos 1,000 vértices.

Posteriormente se implementaron para el problema las técnicas de Busqueda
Tabu y Recocido Simulado, que en la mayoria de las instancias lograban
encontrar la rigidez minima obtenida con el método exacto. De todas las técnicas
probadas previas a este trabajo de investigacion, la de Recocido Simulado es la
que encontraba los mejores resultados. En tiempos muy recientes, en [Ramirez,
2005] se trabaja en un modelo que genera cotas superior e inferior de rigidez
para el valor dptimo, este modelo funciona muy bien para instancias con menos
de 50 vértices.

En este Capitulo se hace una revision general de los Modelos Matemadticos y las
Técnicas de Solucion Heuristica, utilizadas con anterioridad a esta tesis para
resolver el Problema de Coloracion Robusta, y la experiencia computacional que
existe. En la seccion 2.1. se presenta un Modelo Lineal Binario, cuatro técnicas
heuristicas de solucion: Genéticos, Enumeracion Parcial, Busqueda Tabu y
Recocido Simulado y un algoritmo que genera cotas superior e inferior de la
rigidez minima para una instancia dada. En la seccion 2.2. se muestra un sumario
del desemperio comparado del modelo, algoritmos y cotas, con respecto a ciertas
instancias disefiadas especificamente para este problema.
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2. Métodos de Solucion Modelos y Técnicas

2.1. Modelos y Técnicas de Solucion.
(Estado del Arte del PCR)

Los métodos siguientes suponen un grafo G=(V,E) con n vértices y con un nimero de
colores valido £ > 0 fijo (k es mayor o igual al nimero cromatico) y definidas las

penalizaciones de las aristas del grafo complementario {p,V{i, j}e E}. Definiciones

relacionadas a los términos usados en este capitulo se pueden encontrar en el apéndice.
Modelo de Programacion Lineal Binaria

Descripcion del Modelo. Este modelo fue propuesto originalmente en [Ramirez, 2000] y
fue el primer método de solucion utilizado para el problema. Es un modelo exacto de
solucion, y mediante su uso podemos obtener el valor minimo de rigidez. Para definirlo,
consideremos las siguientes variables de decision:

1si C(i)y=s
0si Cii)=s

}‘v’ie{l,2,...,n}; Vsefl,. .  k}

Esta variable binaria nos determina el color de un cierto vértice: si x, =1, el vértice 7 esta
pintado con el color s. Si ademas introducimos la siguiente variable auxiliar:

y = 1 si existe sefl,.. k} tal que x, = X ;s
! 0 en caso confrario

} vi{i,jle E

Con estas variables podemos plantear el PCR como uno de programacion lineal binaria:

Min Zpijyij
{i.j}eE
Sujeto a:
k
> ox, =1 Viell,.. . n} (Restricciones tipo 1)
s=1 .
X, +x, <1 V{i,jeE y Vse{l2, .k} (Restricciones tipo 2)
X +x, 1<y, Vi{i,j e E y Vse{l12, .k} (Restricciones tipo 3)

En las restricciones de tipo 1, nos aseguramos de asignarle a cada vértice inicamente un
color. En las tipo 2 aseguramos que la coloracion es valida; en la tercera aseguramos que
si dos vértices 7, j € V' no unidos por una arista tienen el mismo color, entonces la variable

auxiliar y, vale 1. Cada instancia genera n(n+k) variables' y n(2k+ 1) restricciones’ Asi

" n’ variables de y,; y n*k variables de X, .
? n restricciones tipo 1, y n*k restricciones del tipo 2, mas un numero igual de las tipo 3.
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2. Métodos de Soluciéon Modelos y Técnicas

por ejemplo, al tener un problema con 15 vértices y 5 colores, tenemos 300 variables con
165 restricciones, lo que lo convierte en un problema binario grande. Para un problema
de 60 vértices y 20 colores tenemos {4800 variables binarias y 2460 restricciones!

Desemperio del Modelo. Este modelo encuentra el valor minimo 6ptimo de rigidez en
instancias de 20 o menos vértices, llegando a necesitarse varias horas en encontrarle con

una computadora actual, asi que para resolver instancias grandes es necesario el uso de
técnicas heuristicas de solucion.

Algoritmo Genético-Gloton.

Descripcién de la Técnica. Un algoritmo Genético (AG) es una Técnica Heuristica que
aplica los principios de la biologia evolutiva en la ciencia de la computacion. Los AG
usan conceptos derivados de la biologia tales como herencia, mutacion, seleccion natural
y recombinacién, y son un caso particular de los algoritmos evolutivos. El inventor de
esta técnica es John Holland, que a partir de ideas surgidas en 1962, en 1975 publica un
libro llamado Adaptation in Natural and Artificial Systems, donde la técnica es descrita
en su forma actual. En este libro se presenta el concepto de sistemas digitales adaptativos
que, a partir de una cierta poblacion inicial, utilizan la mutacién, seleccién natural y
recombinacion, simulando un proceso de la evolucion biolégica, como una estrategia
para resolver problemas.

Los algoritmos genéticos son conocidos por producir buenos resultados en algunos
problemas, uno de los cuales es el problema de coloracion minima. Una caracteristica que
suelen tener las implementaciones de AG en general, es que producen rapidamente
soluciones factibles y con calidad, el problema es cuando con un AG se buscan
soluciones de mayor calidad: en este caso son relativamente lentos, comparados con otros
métodos.

Entre las fortalezas de los AG se encuentran que son intrinsecamente paralelos (es decir,
que se pueden ejecutar en varias maquinas o en varios procesadores al mismo tiempo), se
desempefian bien en problemas donde la funcion es compleja (es decir, es discontinua,
ruidosa, cambia con el tiempo o tiene muchos optimos locales). Finalmente una Gltima
ventaja es que se comporta como un “relojero ciego”: ya que las decisiones estan basadas
en la aleatoriedad, todas las posibles lineas de busqueda estan abiertas a un AG. Por el
contrario, una estrategia de busqueda con base en conocimiento previo, empieza
eliminando muchos caminos a priori, dejando de lado cualquier solucion innovadora que
se pudiera presentar ahi. Asi los AG carecen de preconcepciones de “como se deben
hacer las cosas” o sobre “lo que no se debe de hacer”. Esta ultima caracteristica la
comparten todos los algoritmos evolutivos: no les importa si una solucioén va en contra de
creencias establecidas: lo unico que importa es que la solucion funcione.

Descripcion del Algoritmo. E| Algoritmo Genético para el PCR fue propuesto en [Yanez,
2003]. Posiblemente fue la primera técnica heuristica que se intentd, debido a los buenos
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2. Métodos de Solucion Modelos y Técnicas

resultados que han arrojado los algoritmos genéticos en el problema de coloracion
minima (que como se ha mencionado es un caso especial ya muy trabajado del PCR).

En este algoritmo los autores generaron mediante un gloton una poblacion inicial de 20
elementos; a cada elemento de esta poblacion le asignaron una probabilidad de cruza con
cualquier otro elemento inversamente proporcional a su rigidez y al nimero de aristas
mal coloreadas. Bajo este criterio se eligen dos elementos de acuerdo a esta probabilidad
relativa y se cruzan entre ellos; cada elemento tiene una probabilidad de cruza en cada
generacion de 60%. Después a cada elemento se le asignd una probabilidad entre 0.05 o
0.1 de sufrir una mutaciéon®. Este proceso se realizo durante 50 generaciones. El algoritmo
en pseudo codigo se muestra a continuacion:

Algoritmo Genético Gloton para la Coloracion Robusta

Se genera una poblacién inicial de tamafo 20 con una técnica glotona.
Se define la funcidn de aptitud = rigidez + vértices mal coloreados.
DESDE m=1a 50

Para el 60% de la poblacion realiza:

Elegir dos elementos de la poblacion de acuerdo a su aptitud.

Cruzar los padres elegidos para obtener dos hijos.

SI alguno 0 ambos hijos son mejores que alguno de sus padres,
ENTONCES reemplazar el (los) padre(s) con menor funcidon de aptitud
por el (los) hijo(s).

FIN {Para}
Elegir algin elemento, dicho elemento mutara con una probabilidad de 0.05

(o bien, 0.1)

SI hay mejora con el mutante, ENTONCES la coloracién mutante toma el
lugar de la coloracién original.
FIN {Desde}

....................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

Desemperio del Algoritmo. Con este algoritmo solo podemos alcanzar el valor 6ptimo
para instancias pequeflas (unos 10 vértices). Aparentemente para instancias grandes su
desempefio es malo, aunque su principal ventaja es que es un algoritmo muy rapido,
incluso se la llegado a probar en instancias de 1000 vértices, aunque sin garantia alguna
en la robustez de las soluciones.

Algoritmo de Enumeracion Parcial.

Descripcion del Algoritmo. En este algoritmo, propuesto también en [Ramirez, 2000], se
busca encontrar los clanes de orden 2 y 3, en el grafo complementario, generando

> En [Ramirez, 2000] se menciona una probabilidad de mutacion de 0.05, y en [Ramirez, 2003] se
menciona una probabilidad de 0.1
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subgrafos que se colorean validamente. Este algoritmo se muestra el pseudo codigo
simplificado:

Algoritmo de Enumeracién Parcial para el Problema de Coloracion Robusta

INICIO {Programa}
Ordenar las aristas complementarias de acuerdo a su penalizacion.
Inicializar las variables n,(n, k), n,(n,k,n,) y n(n,n,,n,).
MIENTRAS (n, > 0 y solucion # 1)
Determinar n, clanes de orden 3
Determinar n, clanes de orden 2
SI (existen n, y n, clanes) ENTONCES

Solucion = 1
SINO
n, = n, +1, recalcular n, y n,
FIN {Si}
FIN{Mientras}

Desempefio del Algoritmo. Su comportamiento es similar, cuando no ligeramente
superior, al algoritmo genético, pero tiene dos problemas: no es tan rapido como el
algoritmo genético y nos limita a trabajar con coloraciones tales que cumplan k > n/3
siendo que es posible encontrar coloraciones validas con valores menores de k.

Algoritmo de Busqueda Tabu.

Descripcion de la técnica. 1.a Busqueda Tabu (BT) propuesta por Fred Glover en 1986,
es una metaheuristica iterativa que explora un conjunto de soluciones dentro de una cierta
vecindad. Esta técnica mejora el desempefio de una busqueda local utilizando estructuras
de memoria. Con la finalidad de salir de optimos locales se hace esta busqueda
prohibiendo (haciendo “tabu”) los ultimos movimientos durante una cierta cantidad de
iteraciones. A veces, cuando se ha encontrado una solucién mejor que todas las anteriores
se acepta ésta aunque esté catalogada como Tabu; a este mecanismo se le 1lama “criterio
de aspiracion”. Ademas de la memoria de Gltimos movimientos (llamada Memoria a
Corto Plazo o MCP) se suele llevar un registro de todos los movimientos de mejora
realizados (esta es llamada Memoria a Largo Plazo o MLP) a partir de la cual se puede
deducir que combinaciones probablemente haran una mejora o bien cuales opciones no se
han intentado.

Esta técnica es de las que mejor fama gozan dentro del mundo de los problemas

combinatorios: su universo de aplicacion abarca los sistemas complejos, combinatorios y
no lineales entre muchos otros. Un problema de los algoritmos de BT es que suele ser
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dificil de programar y de darle mantenimiento, especialmente al generar un algoritmo con
memoria a largo plazo.

Descripcion del Algoritmo. El Algoritmo Tabu para PCR fue propuesto por Ramirez,
Gutiérrez, Lopez y Yanez en [Ramirez, 2003], solamente considera una MCP y esta
acotado por un cierto numero de iteraciones de bisqueda, el cual se pide como variable al
inicio de cada corrida. A continuacién se bosqueja:

Algoritmo de Bisqueda Tabu para el Problema de Coloracion Robusta

Generar una solucion inicial (Método Gloton)
DESDE n=1 hasta Mumero_de_Iteraciones
Analiza las soluciones vecinas a un cierto vértice elegido aleatoriamente.
Se toma la mejor entre las soluciones permitidas.
Si una solucion tabu es mejor que cualquiera anterior, se acepta.
Se actualiza la MCP
FIN {Desde}

.....................................................

....................................................

Desemperio del Algoritmo. Este algoritmo tiene un desempefio superior a los algoritmos
Genético y Enumeracion Parcial, antes descritos, dando por lo general soluciones tan
buenas como el Algoritmo Exacto, aunque en ocasiones las soluciones solo son cercanas
al optimo, pero se obtienen en cuestion de segundos, y no en horas, como pasa con el
algoritmo exacto.

Algoritmo de Recocido Simulado.

Descripcion de la Técnica. La técnica de Recocido Simulado (RS), fue propuesta por
Kirkpatrick, Gelatt y Vechi en 1983° toma su nombre e inspiracién del concepto de
recocido en metalurgia. La técnica de recocido involucra el calentamiento y el
enfriamiento controlado de un material para incrementar el tamafio de los cristales y
reducir sus defectos. El calor causa que los atomos se desliguen de sus posiciones
iniciales (un minimo local de la energia interna) y emigren aleatoriamente a través de
estados de mayor energia. El lento enfriado da mas oportunidades de encontrar
configuraciones con menor energia interna que el valor inicial.

En la implementacion del algoritmo de RS, lo que buscamos es minimizar una funcién A,
a la cual se asocia un costo a cada estado del sistema, llamado “temperatura” 7. El
algoritmo iterativamente propone cambios y dichos cambios son aceptados o rechazados
por el Criterio Metropolis: Si la funcion costo disminuye (4H < 0) la nueva solucion es
simplemente aceptada. En otro caso, se acepta con una probabilidad de exp(—AH /T).

* S. Kirkpatrick and C. D. Gelatt and M. P. Vecchi, Optimization by Simulated Annealing, Science, Vol.
220, Number 4598, pages 671-680. 1983. Una referencia muy completa sobre RS es [Gutiérrez, 1991].

25



2. Métodos de Solucion Modelos y Técnicas

Por cada iteracion, la temperatura se disminuye en un factor £ (por ejemplo, entre 0.9 o
0.99) y el nimero de soluciones S evaluadas por iteracion es aumentado en un factor o.

Descripcion del Algoritmo. El algoritmo de Recocido Simulado para Coloraciéon Robusta
fue propuesto en [Ramirez, 2003]. El algoritmo se divide en dos fases: una fase inicial se

busca una k-coloracion valida y en una segunda fase se busca disminuir la rigidez. El
pseudo codigo del algoritmo se presenta a continuacion:

Algoritmo de Recocido Simulado para el PCR

Y Y S N S Y e S R R e

INICIO
Encontrar una coloracién valida mediante una busqueda local.
Se genera una funcién H = rigidez + u*(vértices mal coloreados)
Se determina un a temperatura inicial de 7=vn. B~ 0.95y a > 1
MIENTRAS 7 > "Temperatura minima”
Si 4H < 0'se acepta la solucion
Si no, generamos un numero aleatorio en el rango factible. Si
exp(—AH /T)es mayor que dicho nimero, se acepta la solucion.
Se ajustan los parametros: T=7T *B, S=5*a
FIN {Mientras}
FIN {Principal}

Y L e e e e e e e e T s L AN

Desemperio del Algoritmo. De los métodos utilizados para resolver las instancias

propuestas en [Ramirez, 2003], Recocido Simulado este es el que mejores resultados da,
con muy buenos tiempos de ejecucion.

Cotas para Coloraciones Robustas.

En [Ramirez, 2005] actualmente se desarrolla un algoritmo que obtiene cotas superior e

inferior para cualquier instancia, el cual se basa en encontrar los clanes del grafo
complementario, como en el algoritmo de Enumeracion Parcial.

Algoritmo de Cotas para el PCR

INICIO
Solucion = 0
Ordenar las aristas complementarias por penalizacion creciente.
SI 3¢2n ENTONCES

n,>2n-2c
n, = max{n—c—2n3;0}
n =n-2n,-3n,

MIENTRAS », >0 Y Solucién # 1
Determinar n, clanes de orden 3
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Determinar n, clanes de orden 2
SI (existen n, y n, clanes) ENTONCES

Solucion =1
SI NO
n, =n, +1, recalcular n, y n,
FIN {Si}
FIN{Mientras}
SI soluciéon=0 no se pudo encontrar una coloracion valida. Incrementar el orden
de los clanes

Si solucién=1 ENTONCES
La cota inferior de rigidez se obtiene sumando las penalizaciones de las
primeras 3n, +2n, aristas de la lista ordenada, aun si estas no forman 2-
clanes o 3-clanes.
La cota superior de rigidez se obtiene sumando las penalizaciones de las
ultimas 3n, +2n, aristas de la lista ordenada, aun si estas no forman 2-
clanes o 3-clanes.
FIN {Principal}

.........................................................................................................................................

La rapidez de este algoritmo es asombrosa: para una instancia de mas de 200 vértices,
tarda menos de un segundo en encontrar las cotas de rigidez. Pero la utilidad real de este
algoritmo, en su version actual, esta acotada al tamafio de la instancia: mientras menor es
la instancia, su eficiencia es mayor. Por ejemplo, para una cierta instancia de 10 vértices,
en la cual se aplico la técnica, el intervalo en el que esperamos encontrar el valor minimo
de rigidez es (2.4, 4.24), siendo el optimo 4.2386, la cual es una excelente cota dada su
rapidez. En cambio, cuando calculamos las cotas para una instancia de 120 vértices, el
intervalo en que esperamos la rigidez es (1.9, 27.5) lo que es un intervalo grande para la
menor rigidez conocida para esta instancia especifica, es de 11.3507.

Asi, en su version actual, este generador de cotas es muy eficiente para instancias con
unos 60 vértices a lo mas.

2.2. Sumario de resultados obtenidos con los métodes de solucion descritos.

En la tabla 2.1. se muestra un comparativo de resultados, en instancias idénticas, para los
algoritmos descritos en este capitulo5 . Las instancias son grafos aleatorios entre 10 y 30
vértices con una densidad de 0.5, y para el grafo complementario, la rigidez es un nimero
aleatorio con distribucién uniforme entre 0 y /. Se consideré en cada instancia una
coloraciéon para k y k+1. El asterisco indica que la solucion es un valor 6ptimo y los
valores en negritas indican las mejores soluciones factibles (de menor rigidez)
encontradas en el problema.

* A excepcion del algoritmo genético, cuyo desempeiio es muy similar al algoritmo de Enumeracion Parcial
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Como se mencionaba antes, hasta instancias con menos de 20 vértices, el modelo exacto
de solucion puede encontrar el Optimo en un tiempo razonable. El algoritmo de
Enumeracion Parcial propuesto también en [Ramirez, 2000] se comporta muy bien con
instancias pequeiias, pero jamas llega a ser tan bueno como el Modelo Exacto. Las cotas
generadas por el algoritmo propuesto en [Ramirez, 2005] paulatinamente empiezan a
dejar de ser eficientes, pero las cotas son utiles para instancias medianas.

labla 2.1. Rigidez encontrada por los diferentes métodos
[Ramirez, 2003] y [Ramirez, 2005]

Instancia Rigidez en una Solucién Vilida
G i Fnumeracion | Busqueda | Recocido | Modelo Sucgrtifr o
mos | 1 Parcial Tabu Simulado 0-1 Ir?f .
erior
al(10) | 10 4 4.2386* 4.2386* 4.2386* 4.2386* | 2.4]1 -4.24
5 1.8716* 1.8716* 1.8716* 1.8716* | 1.03—1.87
al(il) | 11 4 3.4450* 3.4450* 3.4450* 3.4450* | 2.28—3.45
b 2.4988 2.0227* 2.0227* 2.0227* | 1.81-2.50
al(12) | 12 { 5.0815* 5.0815* 5.0815* 5.0815* | 3.29-5.08
5 3.8561 2.9041* 2.9041* 2.9041* | 2.86—3.86
al(i3) | 13 ) 4.8958 4.0440* 4.0440* 4.0440* | 1.93-4.89
6 2.7845 2.2765* 2.2765* 2.2765* | 1.67-2.78
al(14) | 14 5 6.4479 5.3659 5.9756 5.2836* | 2.15-6.45
6 3.7227 2.9387* 2.9387* 2,9387* 1.41-3.72
al(1s) | 15 5 8.3658 6.0683 5.6376* 5.6376* | 2.54--8.37
6 5.0757 3.5592* 3.5592* 3.5592* | 1.79-5.08
7 8.6477 6.0236 4.9557 -—- 2.47 — 8.65
al20) 120 TS 5147 | 39431 | 3.2285 — [ 189-531
9 7.0819 6.7866 5.5344 --- 1.87-7.08
al(23) | 25 10 3.5987 4.8113 3.7923 --- 1.43-5.60
10 10.5818 10.1346 7.6417 -—- 2.42-10.58
al(30) | 30 11 8.5675 7.4842 4.7623 --- 1.97 -8.57

Con el Algoritmo de Busqueda Tabu se obtuvieron siempre coloraciones con menor
rigidez, respecto a las obtenidas con el Algoritmo de Enumeracion Parcial.

Pero sin duda alguna, de los algoritmos desarrollados previos a este trabajo de
investigacion, el mejor fue el algoritmo de Recocido Simulado. Se encontrd el valor
optimo en todos excepto en una ocasion, y en los valores donde el algoritmo Exacto no
era util, el de Recocido Simulado siempre encuentra la soluciéon con menor rigidez.

Este es el Estado del Arte del Problema de Coloracion Robusta. El proximo capitulo

explica en qué consisten las Técnicas Busqueda Dispersa y GRASP, cuya
implementacion al Problema de Coloracion Robusta es el objetivo de esta tesis.
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Capitulo 3. Las Técnicas Buasqueda Dispersa y GRASP

Las meta-heuristicas han tenido un enorme desarrollo en los ultimos treinta afios,
y se han utilizado ampliamente en problemas “dificiles” de optimizacion: desde
modelos no lineales a entrenamiento de redes neuronales pasando por sistemas
complejos, sin olvidar los problemas combinatorios. Tenemos las meta-heuristicas
“clasicas”: Recocido Simulado, Genéticos, y Busqueda Tabu, a las cuales en
liempos recientes se han integrado las técnicas GRASP y Busqueda Dispersa.

La técnica GRASP es una meta-heuristica muy rdpida que genera soluciones de
alta calidad, la cual se divide en dos fases: una de construccion de soluciones, que
utiliza para ello un algoritmo gloton aleatorizado y una fase de mejora, la cual
realiza una biisqueda local. Este proceso se repite varias veces y la mejor
solucidn encontrada se toma como el resultado.

La Busqueda Dispersa es una técnica heuristica evolutiva que se ha utilizado
exitosamente en diversas aplicaciones, principalmente en modelos combinatorios,
no lineales, simulacion y sistemas complejos; Esta técnica se basa en integrar la
combinacion de soluciones con un método de mejora. La técnica se divide en 5
partes: primero, un Generador de Soluciones Iniciales (las primeras soluciones
sobre las cuales se generardan todas las demds); segundo, un Método de Mejora
(mediante el cual una solucién es mejorada hasta alcanzar un optimo local),
tercero, un Método de Actualizacion del RefSet (de las mejores soluciones
iniciales perfeccionadas generamos el primer RefSet, dicho conjunto ha eliminado
las soluciones redundantes y se ha asegurado que exista una cierta diversidad);
cuarto, un Método de Generacion de Subconjuntos (generar un subconjunto de
soluciones para producir nuevas); y quinto, un Método de Combinacién de
Soluciones (que transforma el conjunto de soluciones generadas en la cuarta
parte, dentro de vectores de solucion combinados). En este ultimo punto es muy
util el llamado Religado de Trayectorias (PR: Path Relinking) Estas soluciones
mezcladas son perfeccionadas mediante el llamado Método de Mejora; las nuevas
soluciones que sean mejores que las actuales, se utilizan para generar un RefSet

de segunda generacion, el cual es usado para hacer nuevas soluciones, y asi
sucesivamente.

En este capitulo se detalla el uso de ambas técnicas aplicadas a problemas
combinatorios. En la seccion 3.1. se describe la Técnica GRASP. En la seccidn
3.2. se describe la Técnica de Busqueda Dispersa. En la seccion 3.3 se propone
utilizar un GRASP para generar el Pool inicial.
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3.1. La Técnica GRASP
[Feo, 1995], [Resende®, 2003], [Aiex, 2002]

La técnica GRASP [Feo, 1995] parte de una solucion inicial glotona aleatorizada, la cual
es mejorada, por lo comun mediante una busqueda local. Esta implementacion es la
basica, sobre este esquema podemos hacer mejoras: La solucion inicial se puede obtener,
por ejemplo, mediante un algoritmo gloton sin aleatorizar' y el método de mejora podria
hacerse implementando un recocido simulado. Como es de esperarse, mientras mas
complicado sea el algoritmo, mayor es la calidad de las soluciones, pero el tiempo de
ejecucion también se incrementa, llegando a un punto donde si se desea mayor calidad de
soluciones, es mas conveniente implementar un algoritmo en una técnica mas compleja.

Para analizar la calidad de las soluciones que arroja esta técnica se puede ver como una
técnica de muestreo repetitivo. Cada iteracion del GRASP produce un valor de una
distribucion probabilistica de todos los resultados posibles. La media y la varianza de su
distribucion son un indicativo de la calidad de resuitados que se obtendran utilizando esta
técnica, por lo comun se toman unas 100 “muestras” y se considera a la mejor de ellas
como el resultado de la técnica.

Una caracteristica especialmente atractiva de esta técnica es la gran facilidad con que
puede ser implementada. Pocos parametros deben ser supervisados (en su forma mas
elemental, solamente el nimero de iteraciones GRASP y tamaho de la lista de
candidatos). Asi, el desarrollo se puede enfocar en implementar estructuras de datos
eficientes para asegurar iteraciones GRASP muy rapidas.

A continuacion se detallan las dos fases de esta técnica:

1. Fase de construccion. Se utiliza un algoritmo Gloton aleatorizado. Primero
expliquemos qué es un algoritmo gloton. Los glotones tienen tres caracteristicas:
es incremental (vamos agregando valores a una cierta funcién a cada paso); no
tiene marcha atras (una vez tomada una decision no se puede modificar) y
siempre se toma el mejor siguiente elemento de una lista de posibles soluciones.
Como ejemplo de un algoritmo glotén tenemos el de “vecino mas cercano”, para
resolver el Problema del Agente Viajero; el cual consiste en elegir alguna ciudad
al azar y visitamos la ciudad que esté mas cerca a la actual, de esa segunda ciudad
tomamos la siguiente ciudad mas cercana (sin considerar la primera, para asi
evitar un circuito). Continuamos este proceso hasta agotar las ciudades. Como
vemos, este algoritmo gloton cumple con las tres caracteristicas: vamos
incrementando a cada paso la distancia recorrida para aumentar el recorrido
parcial; no hay marcha atras porque una vez seleccionada una ciudad no se puede
retirar; y el criterio de seleccion es siempre tomar la distancia mas pequefia
disponible. Este algoritmo es extremadamente sencillo, y con él podemos obtener
n trayectorias para un agente viajero de » ciudades las cuales estan listas para
aplicarles el método de mejora.

" Una técnica glotona sin aleatorizar solo se recomienda cuando el niimero de soluciones se incrementa al
menos como el cnadrado del tamarfio de la instancia.
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En un Algoritmo Gloton Aleatorizado, no necesariamente consideramos la mejor
siguiente opcion para incluirla al conjunto solucion, sino se considera a todos
aquellos “candidatos” c(e), que se encuentran dentro de un porcentaje a (0 <a <I)

entre el mejor elemento, ¢, y el peor de los candidatos posibles, ¢
cle)<e, +a(c” —c,)

El valor a es una especie de “porcentaje de tolerancia” donde podemos aceptar no
solo al mejor, sino también a los candidatos mas cercanos a dicho valor minimo.
Valores usuales de a son 0./ o 0.2, pero nada nos impide el uso de cualquier
valor, incluyendo los valores extremos, a=0 (algoritmo glotén estandar) 6 a=/
(solucion totalmente al azar).

Por ejemplo, consideremos el PAV resuelto con un gloton de vecino mas cercano
aleatorizado. Si actualmente nos encontramos en una ciudad llamada “Fresno” y
las opciones que nos quedan de ciudades por visitar, con sus respectivas
distancias son:

Monterey — 190 Km. San Francisco — 261 Km.
San José — 199 Km. Sacramento — 252 Km.
Los Gatos - 204 Km. Santa Rosa — 319 Km.

En este paso, tenemos quec, =190 y ¢  =319. Para a=0./ nuestra cota de

inclusion a la lista es de c(e) < 192+0.1(319-192) = 202.9 kms, lo que incluye en
la lista de candidatos a Monterey y San José. Si consideramos a=0.2 entonces c(e)
< 215.8 kms, en este caso la lista de candidatos la forman Monterey, San José y
Los Gatos, y podemos incluir en el recorrido a cualquiera de ellos.

La principal ventaja de utilizar un gloton aleatorizado respecto a tomar los
extremos de « igual a cero o uno, es la diversidad que ofrece: por ejemplo en el
gloton del PAV propuesto, un gloton estandar encuentra las mejores soluciones,
pero a lo mas hay » soluciones posibles, por otro lado, usando una solucion
totalmente azarosa, nos da n/ soluciones, pero practicamente todas de mala
calidad. El gloton aleatorizado es un equilibrio entre calidad y diversidad.

2. Fase de Mejora. El método de mejora mas utilizado es la busqueda local, la cual
consiste en explorar exhaustivamente” la vecindad de una solucion en busca de
una mejor; si no existe dicha solucion mejorada en el vecindario, nos encontramos
en un optimo local.

La busqueda local es muy importante dentro del GRASP ya que nos permite hacer
bisquedas de mejora dentro de regiones prometedoras del espacio de soluciones.
En nuestro ejemplo del agente viajero, podemos tomar el “vecindario” de muchas
formas, una de ellas es tomando todas las permutaciones entre dos ciudades, es
decir, se intercambian los lugares en el vector de trayectoria, por ejemplo, si

* Para el caso de vecindarios grandes (por ejemplo, que nuestro vecindario crece proporcionalmente a una
n° o mas), después de un cierto valor de n, se puede considerar solo hacer un muestreo del vecindario.
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tenemos la solucion de PAV de 4 ciudades (a,b,¢,d) un vecino de esta solucion es
(a,c,b,d) al intercambiar los lugares de las ciudades b y ¢. Para este vecindario
tenemos n(n-1)/2 vecinos posibles, en nuestro PAV de 4 ciudades tenemos 6
vecinos: (b,a,c,d), (c,b,a,d), (db,c,a), (ac,b,d), (adcb)y (abdc). si alguno de
estos vecinos da una solucién mejor, lo tomamos como la nueva solucion y
repetimos el proceso, hasta que ya no se puede lograr una mejora.

Pseudo Coédigo de un GRASP Genérico.

INICIO {Programa}
DESDE m=1 hasta 7Tamafo_de Muestra

INICIO {Fase de Construcciéon}
e Generar una lista de candidatos para ser incluidos a la solucién y
ordenarlos de mejor opcién a la peor.
¢ Tomar mediante algun criterio (Ios A mejores, una probabilidad de
inclusion relacionada con su funcién de desempefiio, etc.) uno de
los mejores candidatos.
e Dado que el (los) nuevo(s) elementos ya se ha(n) incluido,
calcular la nueva funcién costo.
e Repetir los pasos anteriores hasta llenar la solucion.
FIN {Fase de Construccion}

INICIO {Fase de Mejora}
e Generar una “vecindad de soluciones” (cambio de una variable 0 a
10 viceversa, permutar dos elementos, etc.)
e Probar las soluciones de la vecindad hasta encontrar una solucién
mejorada.
e Con centro en la nueva vecindad repetir el procedimiento
e Continuar hasta no encontrar una mejor solucion.
FIN {Fase de Mejora}

FIN {Desde}

.........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

3.2. La Técnica de Bisqueda Dispersa.
[Glover, 1998], [Marti, 2003], [Laguna, 2002]

La Busqueda Dispersa (SS: Scatter Search), junto con su generalizacion, el religado de
trayectorias (PR: Path Relinking) se clasifican como algoritmos evolutivos ya que
construyen nuevas soluciones a partir de combinar soluciones anteriores y se fundamenta
en trabajos de Fred Glover hechos entre 1963 y 1965, pero es hasta [Glover, 1998]
cuando toma su forma definitiva.

* F. Glover Parametric Combinations of Local Job Shop Rules. Chapter IV, ONR Research Memorandum
no. 117, GSIA, Carnegie Mellon University, Pittsburg PA, 1963 y F. Glover 4 Multiphase Dual Algorithm
Jor the Zero-One Integer Programming Problem. Operations Research, Vol. 13, No. 6-879, 1965
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La Busqueda Dispersa opera sobre un conjunto de soluciones, llamado Conjunto de
Referencia (RefSef). Se combinan dos o mas soluciones del RefSet, buscando crear
nuevas soluciones que sean mejores que las originales. Al contrario de otros algoritmos
evolutivos (como por ejemplo, los genéticos), el conjunto “poblacion” suele ser pequefio
(no mas de 20 soluciones, por lo comun se incluyen unicamente unas 10). Se basa en el
principio de que la calidad de las soluciones puede mejorar mediante la combinacion de
dos o mas de ellas en lugar de aisladamente. Otro aspecto de esta técnica es que integra la
combinacién de soluciones con la busqueda local, lo que permite aprovechar a cada
solucion no solo por si misma sino representar a todo un vecindario.

La Técnica de Religado de Trayectorias® es un refinamiento de los mecanismos utilizados
en la técnica de Busqueda Dispersa. En lugar de producir directamente una solucion
mezclando dos o mas de ellas, el religado de trayectorias genera recorridos entre las
soluciones seleccionadas y su espacio solucion circundante. Esto es, al empezar por una
cierta solucion A, progresivamente es transformada en otra solucién B. En el Método de
Combinacién de Soluciones podemos hacer la busqueda entre dichas soluciones y en
cada paso generar una solucién parcial, a la cual se le puede aplicar el método de mejora
y considerar su inclusion al Conjunto de Referencia.

Hay tres principios en que se sustenta la Metodologia de Blisqueda Dispersa:

e Enuna elite muy pequeiia de soluciones (en la mayoria de las aplicaciones con no
mas de 20 elementos), podemos almacenar las caracteristicas (o la localizacion)
de las soluciones Optimas.

e Se deben proporcionar mecanismos que exploren nuevas soluciones mas alla de
una solucién optima local. Con esto en mente, también es importante incorporar
procesos heuristicos para mezclar soluciones y generar nuevas a partir de
resultados anteriores.

¢ El uso de vanas soluciones simultaneamente como parte central para generar
nuevas combinaciones, incrementa las oportunidades de explotar la informacién
contenida en la union de soluciones de élite.

Elementos de la Basqueda Dispersa
[Glover, 1998], [Marti, 2003]

En 1997 Fred Glover escribe su lista de instrucciones genéricas para Busqueda Dispersa,
[Glover, 1998]; este trabajo ha sido piedra fundamental en la construccién y difusion de
la técnica de Busqueda Dispersa.

Se pueden distinguir 5 etapas o elementos en la técnica:
1. Un Generador de Nuevas Soluciones. Un Generador de Nuevas Soluciones crea

una coleccion de soluciones de prueba (o iniciales) y con las mejores de ellas,
formar el primer RefSet. Estas soluciones se pueden producir aleatoriamente o

* Conocida en Espafia también como re-encadenamiento de Trayectorias
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usando una regla deterministica para generar nuevas soluciones. Dicho conjunto
de soluciones sobre las cuales vamos a hacer una seleccion de los mejores
elementos, se le llama el conjunto grande o BigSef o Pool, y suele estar formado
de unas 100 soluciones. Con base en las mejores soluciones de este conjunto,

generamos el subconjunto de élite, llamado también Conjunto de Referencia o
RefSet.

2. Un Método de Mejora. Este método transforma una solucioén de prueba a una o
mas soluciones perfeccionadas. Si al aplicar el Método de Mejora, la solucion
transformada no es de mayor calidad, simplemente usamos la solucién original. El
Método debe de ser rapido y eficiente (busqueda local es lo mas utilizado). En
caso de que nuestro método de mejora sea muy bueno pero lento, por ejemplo, si
utilizamos un Tabu o Recocido Simulado, podemos aplicarlo unicamente en las
soluciones mas prometedoras.

3. Un Meétodo de actualizacion del Conjunto de Referencia. El RefSet debe de
recibir mantenimiento después de cada generacion, seleccionando las mejores
soluciones, eliminando los elementos redundantes y preservando algo de
diversidad, todo esto dentro de 10 o 20 elementos. Se recomienda que los
elementos dentro del RefSet se ordenen de mayor a menor de acuerdo a su
calidad. Para un RefSet genérico se recomienda una proporcién de 50/50 entre
calidad y diversidad, pero este criterio puede variar de acuerdo a las
caracteristicas de cada problema especifico.

4. Un Método de Generacion de Subconjuntos. Para generar nuevas soluciones a
partir del conjunto de referencia, en esta paso se crean subconjuntos con sus
elementos como base para nuevas soluciones combinadas, de esta forma
especificamos como se tomaran los elementos para el Método de Combinacién.
La mas simple de estas particiones es tomar todos los pares de elementos posibles
(todos los subconjuntos de tamatfio 2), esto significa n(n-1)/2 subconjuntos.

5. Un Método de Combinacion de Soluciones. En este paso, transformamos el grupo
de soluciones producidas por el Método de Generacion de Subconjuntos en uno o
mas vectores solucién combinados y exploramos exhaustivamente todos los
subconjuntos elegidos. Esta es la forma en que las soluciones viejas se mezclaran
para crear nuevas. Una vez que mejoremos estas soluciones tenemos dos
opciones: Agregar inmediatamente un elemento que sea mejor que el peor
elemento del RefSet (actualizacion dinamica) o reconstruir el RefSet al final de
cada generacion (actualizacion estatica).

La técnica de religado de trayectorias, es considerada como una extension del Método de
Combinaciéon de Soluciones. En el religado a partir de una solucion inicial,
progresivamente nos movemos hacia (agregamos elementos desde) una solucion guia
hasta alcanzarla; a cada paso mejoramos la solucion mezclada, buscando 6ptimos locales
a lo largo de la trayectoria. Si encontramos otra solucion de alta calidad, en el futuro sera
usada como ancla para nuevas busquedas.
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BD: Pseudo-codigo

A continuacion mostramos un diagrama que muestra los elementos de la Busqueda

Dispersa en accion.

Se generan un conjunto de
soluciones (unas 100)

Generacion de
Nuevas Soluciones

Se utiliza bsqueda local, o cualquier X
metaheuristica para mejorar la solucion. .

Se eligen las mejores
) soluciones (entre 10 y 20)
‘ para hacer el RefSet.

Método de
Combinacion de
Soluciones

Actnalizacion del “RefSer”
(Conjunto de Referencia)

-10 a 20 soluciones-

Se combina ponderadamente
el conjunto de soluciones. Lo
mas utilizado es el religado
de trayectorias

s No hay nuevas soluciones de
Y Referencia

Generamos nuevas soluciones. Lo

Se busca up conjunto !
referencia con calidad y
cantidad. Las |
soluciones se ordenan |
de mejor a peor. !

N

1
1
mas comun es tomar todos los pares 1
1

de dos elementos !

Figura 3.1. Diagrama de la técnica de Busqueda Dispersa (Referencia: [Marti, 2003])

Pseudo Codigo de una Busqueda Dispersa Genérica.

A B B e B P e 0 b b8 A .08 .., 0 0 8L L0 SO IA AP A1

INICIO {Programa}

DESDE /=1 a Tamario_BjgSet
Crear una solucién con el Generador de Nuevas Soluciones.
Usar en esa solucidon el Método de Mejora.
Agregar la solucion al BigsSet

FIN {Desde i}

Con las mejores soluciones (preservando diversidad) construimos el conjunto de
referencia inicial (proceso de actualizacidn del Conjunto de Referencia).

MIENTRAS NewSol=VERDADERQ ejecuta:

NewSol=FALSO

Utilizar el Método de Generacién de Subconjuntos

PARA cada subconjunto creado:
Utilizar el Método de Combinacién de Soluciones (Religado de Trayectorias

para mejores resultados) para obtener una o mas soluciones de prueba.

Aplicarles el Método de Mejora.
Aplicar el Método de Actualizacidn del Conjunto de Referencia

N o
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SI hay un Nuevo elemento en el RefSet ENTONCES NewSol=VERDADERO
FIN {Para}
FIN {Mientras}
FIN {Programa}

T T

En la Técnica de Busqueda Dispersa primero generamos un conjunto de soluciones
iniciales diversas con el Generador de Nuevas Soluciones, las cuales se almacenaran en
el BigSet. Los mejores elementos del BigSet formaran parte del primer RefSet. Una vez
que hayamos decidido qué Método de Generacion de Subconjuntos vamos a utilizar, en
este subconjunto aplicamos el Método de Combinacion de Soluciones / Religado de
Trayectorias para generar nuevas soluciones y mejorarlas. Con las mejores soluciones
obtenidas mediante este proceso, actualizamos y damos mantenimiento al RefSet, hasta
que, una vez mas, aplicamos el Método de Generacion de Subconjuntos para empezar un
nuevo Religado de Trayectorias y asi sucesivamente.

Uso de las herramientas de Busqueda Dispersa
[Glover, 1998] y [Glover, 2000]

Para ejemplificar cémo se pueden utilizar estas herramientas en problemas
combinatorios, Fred Glover hace uso de dos ejemplos especificos: uno en donde el vector
de solucion son variables tipo 0-1 y otro para problemas de permutacion.

Generador de Nuevas Soluciones. Una forma elemental de garantizar que el conjunto
inicial sea representativo del espacio solucién de nuestra instancia, es realizando un
muestreo aleatorio simple del mismo. Por ejemplo, para un problema binario podemos
llenar el vector solucion con valores al azar con probabilidad de 0.5 de ser cero o uno.
Para el caso del Problema del Agente Viajero, iniciando con un vector cualquiera,
digamos (1,2,3,4,5,6,7), podemos tomar cualquier entrada y permutarla con cualquier otra
(incluso consigo misma), acto seguido tomamos la segunda entrada y la permutamos con
cualquier otra de las entradas restantes (2 a 7) y asi hasta agotar el vector. Se presenta un
ejemplo para generar un recorrido al azar del agente viajero de 7 ciudades:

(1,2,3,4,5,6,7) Vector inicial
Generamos un numero aleatorio entre [ y 7,
(5,2,3,4,1,6,7) (supongamos que fue 5), asi permutamos la
primera y la quinta entrada.
(532.4.167) Fijamos la primera entrada y permutamos la
== segunda con cualquier otra al azar, digamos la 3.
(53.64.12.7) Permutamos la tercer entrada con cualquier

restante (6?) y asi sucesivamente

(5,3,6,1,1,2,4)

La quinta entrada permuto consigo misma,
(53.67.1,2,4) quedando el vector igual.
(5,3,6,7,1,4,2) Vector final

Este ultimo vector es un recorrido aleatorio listo para aplicarle el método de mejora.
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En algunos casos es util usar un método deterministico. En [Glover, 1998] se presenta
como alternativa para el caso de problemas binarios, “prender o apagar” la i-ésima
entrada del vector (si es uno, hacerlo cero, y si es cero, hacerlo uno); o bien, solo no
cambiar el i-ésimo valor de un vector, por ejemplo, para el vector (0,0,...,0) surgirian los
vectores (1,1,1,...,1) al cambiar los valores adyacentes, (1,0,1,0,1...) al cambiar uno si y
otro no, (1,0,0,1,0,0,1,...) al cambiar uno si y dos no, etc. Al igual podriamos generar sus
complementos (0,0,...,0), (0,1,0,1,0,...), (0,1,1,0,1,1,0,...) etc.

Mantenimiento y actualizacion del Conjunto de Referencia. En [Glover, 1998] se
presenta un pseudo codigo genérico de como realizar el mantenimiento y actualizacion
del RefSet. Cabe destacar dos variables que se mencionan: E(x), que es el valor de la
funcion objetivo para una solucion x y la funcion hash(x), la cual indica cuando dos
soluciones son exactamente equivalentes (como [1,2,3,4,1] y [3,4,1,2,3] para un agente
viajero de 4 ciudades) o cuando son parcialmente iguales (como serian [1,2,3,4,5,6,8,7] y
[1,2,3,4,5,6,7,8]), se busca que no existan dos soluciones exactamente iguales y para
mantener diversidad, evitar tener demasiadas soluciones con vectores hash(x) muy
similares.

Meétodo de Mejora. Se recomienda que la mejora sea una técnica sencilla: un gloton o
busqueda local. Fred Glover recomienda ampliamente el método genérico de “un
movimiento” (one-move technique). En este enfoque se hace un solo cambio (un
intercambio de lugares en una secuencia de ciudades del agente viajero, “prender o
apagar” una variable binaria, etc.) y se prueba si hay mejora, si lo hace se toma la nueva
solucion como la representativa y se busca mejorarla una vez mas. Asi se continua hasta
que ya no se puede encontrar una mejor solucion.

Escogiendo subconjuntos de las soluciones de referencia. Se fija la atencion en un
conjunto relativamente pequefio de subconjuntos con caracteristicas Utiles. Se consideran
cuatro tipos de subconjuntos:

v" Subconjunto Tipo 1: Todos los subconjuntos de dos elementos.

v" Subconjunto Tipo 2: Los subconjuntos de tres elementos derivados de los
subconjuntos de dos elementos + la mejor solucién no incluida en el subconjunto.

v" Subconjunto Tipo 3: Los subconjuntos de cuatro elementos derivados de los
subconjuntos de tres elementos + la mejor solucion no incluida en el subconjunto.

v" Subconjunto Tipo 4: Los subconjuntos consistentes en los mejores i elementos,
desdei =5ab.

Meétodo de Combinacion de Soluciones. El religado de trayectorias es el método mas
recomendado para mezclar las soluciones, Como un ejemplo de su uso, hagamos el
religado de dos vectores binarios, del (0,0,0,0,0) al (1,1,1,1,1). Hay muchisimas formas
de mezclarlas, una de ellas seria agregar elementos estocasticamente o secuencialmente
mediante algin criterio. Se presentan a continuacion tres caminos posibles para llegar de
la solucidn inicial la final en 4 pasos: el primero muestra una inclusion secuencial trivial
(considera solo el orden de los elementos del vector) y en el otro se consideran dos
caminos de mezclado al azar:
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Inclusion Secuencial Inclusion Aleatorial  Inclusion Aleatoria 2

Solucion Inicial (0,0,0,0,0) (0,0,0,0,0) (0,0,0,0,0)
x(1) (1,0,0,0,0) (0,0,0,0,1) (0,0,1,0,0)
x(2) (1,1,0,0,0) (0,1,0,0,1) (0,1,1,0,0)
x(3) (1,1,1,0,0) (0,1,0,1,1) (0,1,1,0,1)
x(4) 1,1,1,1,0) (0,1,1,1,1) (1,1,1,0,1)
Soluciéon Final 1,1,1,1,1) (1,1,1,1,1) (1,1,1,1,1)

3.3. GRASP para iniciar la Bisqueda Dispersa.

Debido a que un buen GRASP genera un grupo representativo de soluciones de alta
calidad y con rapidez, una idea que ha tenido buena aceptacion en fechas recientes es
utilizar un GRASP para generar el conjunto inicial o “BigSet” del Algoritmo de
Busqueda Dispersa. El generador de nuevas soluciones se puede realizar con la fase 1
(glotén aleatorizado) del GRASP vy la fase 2 (perfeccionamiento de soluciones) se puede
realizar con el método de mejora general. El algoritmo modificado se muestra a
continuacion:

“GRASP”

Algoritmo Glotdn > ._.
Aleatorizado

Meétodo de Método de Actualizacién del
Combinacién de _p.—» Mejora “RefSet”
Soluciones

% Generacion de
@ : Subconjuntos

No hay nuevas soluciones de
Referencia

Figura 3.2. GRASP en la Busqueda Dispersa

Ya hemos explicado en qué consiste el Problema de Coloracion Robusta, sus técnicas de
solucion y en qué consisten las técnicas GRASP y Busqueda Dispersa. El siguiente paso
es explicar cual es la contribucion de esta tesis, es decir, como se disenaron los
algoritmos, su implementacion y los resultados obtenidos. Esto es lo que se hara en los
proximos tres capitulos.



4. Elementos de un Algoritmo de Biisqueda Dispersa y un
GRASP para el Problema de Coloracién Robusta.

En el capitulo anterior se mostraron los elementos necesarios para hacer un
Algoritmo GRASP y para uno de Busqueda Dispersa. Dichos elementos se
presentaron genéricamente, sin detalle alguno de su implementacion en alguna
aplicacion. Estos procedimientos genéricos se deben “aterrizar” a un problema en
particular, el Problema de Coloracion Robusta en el caso de esta tesis.

En este capitulo los algoritmos genéricos son descompuestos en sus elementos y se
optimizan por separado buscando el mejor desemperio posible dentro de cada
subsistema. Para cada uno de los cinco elementos de la Busqueda Dispersa, se
explican las mejores opciones que se encontraron, los resuliados de desempefio,
anadlisis, y algunas recomendaciones. Se muestra los procedimientos en pseudo
codigo. Para el GRASP buscamos alta calidad de las soluciones con un tiempo de
ejecucion minimo, ya que se utilizard el GRASP para inicializar el Conjunto de
Referencia del Algoritmo de Buisqueda Dispersa, por lo 1anto deseamos las mejores
soluciones posibles, con un costo en tiempo razonable.

Este capitulo se divide como sigue: La seccion 4.1y 4.2. se enfocan en el GRASP,
donde la primera fase es utilizada como Generador Inicial de Soluciones y la
segunda fase se utiliza como el Método de Mejora de la Busqueda Dispersa, tal y
como se sugiere al final del capitulo anterior. Las secciones 4.3. a 4.5 se enfocan en
los otros tres elemenios, que son caracteristicos unicamente de la Busqueda
Dispersa: Método de Actualizacién del Conjunto de Referencia, Método de
Generacion de Subconjuntos y un Método de Combinacion de Soluciones. La
seccion 4.6. presenta el pseudo-cédigo de este algoritmo preliminar.



4. Elementos de los Algoritmos Plano General del Proyecto

Plano general del Proyecto
Se selecciond un GRASP para generar soluciones iniciales de calidad, con las mejores

generamos el primer Conjunto de Referencia, al cual se le aplicara un ciclo de Busqueda
Dispersa, usando como método de mejora una Busqueda Local.

“GRASP”

1. Algoritmo Glotén 2. Bisqueda
Aleatorizado Locsl

5 Mé&todo de 2. Bisqueds 3. Actualizacién
Combinacién de —p-@)—>1 —>(—>»] del “RefSet”
Soluciones Local
@ 4. Geperacion de
Subconjuntos
“Blflsqued a No hay nuevas soluciones de
Dispersa” Referencia

Figura 4.1. Los cinco elementos por mejorar dentro de los algoritmos.

Se propusieron, probaron y optimizaron cada uno de los elementos numerados y mostrados
en la figura 4.1. En las 5 secciones de este capitulo se muestran las opclones mas
prometedoras.

Ambiente Computacional. Los experimentos se realizaron en una computadora Compaq
Presario S006LA (512MB RAM, procesador Pentium 4 a 1.2 GHz). Los algoritmos
inicialmente se programaron en Visual Basic 6.0, pero su inestabilidad, lentitud y el ser un
lenguaje fuertemente tipificado, lo volvieron una mala opcién de programacion. Por esta
razon se emugro el codigo a Power Basic for Windows 7.0, el cual tiene un desempefio
similar a Fortran for Windows o C++. El cambio de lenguaje de programacion aumento la
velocidad de ejecucion 20 veces. Los resultados de velocidad mostrados en este capitulo
fueron los obtenidos con Power Basic.

Instancias de Prueba. Se utilizaron grafos aleatorios del tipo G, (es decir, grafos con n

vértices y con densidad de aristas en el grafo original de 0.5). El niumero de vértices por
grafo abarca los valores n = /5, 20, 25... 120. E] numero de colores utilizado por instancia
fue el valor redondeado de /3 como se utilizan en [Ramirez, 2003]. Se utilizo la misma
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4. Elementos de los Algoritmos Generacion de Soluciones

instancia por vértice para cada método de solucién probado, iterando cien veces cada
instancia.

4.1. Método de Generacion de Soluciones.

Algoritmo Glotén Aleatorizado. Se consideraron dos técnicas mejoradas para producir las
soluciones iniciales: la primera es un vector de coloracion generado totalmente al azar, y
después a esa solucion se le aplica el Método de Mejora. El otro método encuentra una
coloracién vélida con un método glotén y luego la solucion es mejorada.

Solucion Inicial Aleatoria Mejorada. Elegimos un vector de coloracion totalmente
aleatono (es decir, cada vértice tiene una probabilidad de //k de tener algin color).
Podemos conseguir de esta forma k" diferentes soluciones iniciales. A partir de esta
solucién, mejoramos Ja solucion reduciendo el nimero de vértices mal coloreados
mediante una bisqueda local (ver seccion 4.2.). Esta solucion aleatoria con mejora
fue disefiada de tal forma que no favorece a ningin vértice ni color, lo cual nos
permite generar un RefSet representativo del espacio de soluciones del grafo que
estemos analizando.

Descripcion del Procedimiento y sus Variables. Generamos un vector aleatorio
Col(j) el cual se mejora en una secuencia al azar de sus vértices Sec(j). Probamos
cada color sin reemplazo también al azar, con la variable SeqCol(i). El proceso se
repite hasta no encontrar mejora alguna.

Pseudo codigo para la Solucion Inicial Aleatoria Mejorada.

INICIO {Procedimiento}
Construir una Coloracién Inicial Aleatoria Co/(j)
MIENTRAS tengamos una mejora en la coloracion:
Generamos una secuendia de visita de vértices Sec(j)
DESDE j=Ia n
Generamos una secuencia de prueba de colores SegCol(i)
DESDE /=1a k
Si  Col(Sec(j))=SeqCol(i) reduce el numero de vértices mal
coloreados, entonces reemplaza la solucién
FIN {Desde i}
FIN {Desde j}
FIN {Mientras}
FIN {Procedimiento}
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Solucién Inicial Glotona Mejorada. El algoritmo elige cualquier vértice no
pintado y le aplica un color al azar, si la coloracion es valida se deja pintado con ese
color y se pasa a otro vértice donde se repite el proceso hasta agotar los vértices. Si
ningun color puede hacer una coloracion valida, se pinta con un color al azar.
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4. Elementos de los Algoritmos Generacion de Soluciones

Una vez obtenida esta coloracion glotona, Esta es perfeccionada con una busqueda
local (ver seccion 4.2).

Pseudo Cédigo de la Solucion Inicial Glotona Mejorada

INICIO {Procedimiento}
DESDE m=1 a BigSetSize

Generar una secuencia en que los vértices seran ‘visitados™: Sec(j)

DESDE j=1an
Generar una secuencia en que los colores seran probados SeqgCol(i)
DESDE /=fa k

Si Col(Sect))) = SeqgCol(i) es una coloracion valida, pintar ese vértice
con ese color

FIN {Desde i}
Si Col(j) = ¢ , pintar el vértice con un color al azar.

FIN {Desde j}

MIENTRAS tengamos una mejora en la coloracion:
Generamos una secuencia de visita de vértices Sec(j)
DESDE j=fa n
Generamos una secuencia de prueba de colores SegCol(i)
DESDE /=12 k
Si  Col(Sec(j))=SeqCol(i) reduce el numero de vértices mal
coloreados, o la rigidez sin empeorar la coloracidn, entonces
reemplaza la solucion.
FIN {Desde i}
FIN {Desde j}
FIN {Mientras}
FIN {Desde m}
FIN {Programa}
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Pruebas Comparativas para los Métodos de Inicializacion. Se tomaron en cuenta para
medir su desempefio dos caracteristicas: calidad de la solucion y tiempo de ejecucion del
método.

e Calidad de las Soluciones. Sobre un muestreo de 100 soluciones iniciales con el
GRASP, se calculé el valor medio de rigidez. Este proceso se repitié para instancias
conn =15, 20,... 120. Se grafico la rigidez promedio contra el nimero de vértices.

e Tiempo de Ejecucion. Sobre las mismas 100 muestras se calculé el tiempo promedio
para cada nimero de vértices y también se graficd contra el numero de vértices,

para ambos métodos.

Resultados y Andlisis. En todas las graficas los rombos representan la Solucion Inicial
Aleatoria Mejorada y los cuadrados representan la Solucion Inicial Glotona Mejorada.

42



4. Elementos de los Algoritmos

Generacion de Soluciones

o Calidad de las Soluciones. Se muestra en la grafica 4.1. el comportamiento
promedio de la ngidez en a solucién inicial contra el nimero de vértices. Podemos
observar en ella que la calidad de las soluciones obtenidas con los algoritmos
Aleatonio Mejorado y Gloton Mejorado es muy similar.

Generadén de Soluciones
Calidad de las soluciones
g1 . 0 .
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= fa]
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s 6 g®
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10 20 30 40 50 6 70 8 90 100 110 120
NGmero de Vértices
+ Aleatoria Mejorada o Glotona Mejorada i
Grdfica 4.1. No es evidente alguna ventaja enfre alguna de las técnicas.
Si tomamos los residuales de las dos soluciones, es decir, graficamos el valor de
cada vanable menos el promedio para cada instancia, podemos ver si hay alguna
ventaja de usar alguna de las técnicas, por minima que ésta sea, y es lo que se
muestra en la grdfica 4.2a. Si tomamos el nimero de veces en que una téenica es
mejor que otra obtenemos la grafica de pastel 4.25.
Generacién de Soludones Generacién de Soludones
Rigidez de coloracdn menos promedio Porcentaje de ocasiones en que un m&odo
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Grdfica 4.2. Error promedio de la rigidez de coloracion y porcentaje en que
una rigidez promedio es mejor que la otra.

Es claro que en lo concerniente a la calidad de resultados, ambas técnicas son

equivalentes.
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4. Elementos de los Algoritmos Método de Mejora

» Velocidad de los Algoritmos. Como se puede ver de la grafica, la técnica glotona
mejorada es ligeramente mas rapida que la aleatoria mejorada.

Generadén de Soludones
0.35 W Tiempos de Ejecucion
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10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120

Nimero de Vértices
+ Aleatoria Mejorada o Glotona Mejorada
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Grdfica 4.3. Tiempo de ejecucion de cada instancia con respecio
al numero de vértices. El Generador Gloton Mejorado es
ligeramente mas rapido.

Recomendaciones.

e Aunque ambos métodos dan resultados muy similares, ¢l Método Gloton Mejorado
es ligeramente mas rapido. Asi, este es el recomendado para su uso en general.

4.2. Método de Mejora.

Biisqueda Local. Se intentaron muchas técnicas de mejora’; pero la iinica que no generaba
ninguna preferencia con respecto al nimero de colores utilizados o al orden en gque se
probaban los vértices, fue un método de Busqueda Local, que selecciona cualquter vértice
no mejorado y prueba en él todos los colores disponibles aleatoriamente”.

Descripcion del Procedimiento y sus Variables. Empezando por una coloraciéon por
depurar Col(i), seleccionamos algin vértice no mejorado, y probamos todos los colores
posibles al azar en ese vértice hasta tener una mejoria. Si se agotan los colores y no se
mejora, se deja la solucion como estaba y se prueba con otro vértice. El proceso termina

cuando ya no se puede mejorar mas la coloracion al haber probado todos los colores en
todos los vértices.

' Entre otras, mejoras de ocolores y de vértices secuenciales, permutacién de posiciones de dos vértices,
mutacién de color al azar, entre otras.

* Si la prueba de colores no se realiza al azar, los grafos terminan pintados sesgadamente, es decir, se tienen
mayor cantidad de colores 1 y 2 que de n-1 y n, ya que se prueban colores hasta obtener la primera mejora.
Esto nos llevan a soluciones que convergen mds lentamente. a soluciones no tan buenas como la prueba de
colores y vértices totalmente al azar.
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4. Elementos de los Algoritmos Actualizaciéon del RefSet

Pseudo Cédigo del Método de Biisqueda Local.

INICIO {Procedimiento}
Leer una coloracién por mejorar Coi(j).
MIENTRAS tengamos una mejora en la soludén:
Generamos una secuencia de visita de vértices seg(j)
DESDE j=1a n
Generamos una secuencia de prueba de colores SegCol(7)
DESDE /=Ia k
Si Colfseq(i))= SeqColi) reduce la rigidez sin aumentar la
incompatibilidad, o reduce la incompatibilidad sin aumentar la
rigidez reemplazar el color actual del vértice por SegCo/(7)
FIN {Desde i}
FIN {Desde j}
FIN {Mientras}
FIN {Procedimiento}
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Un comentario sobre complejidad computacional. Este elemento es el que mayor
complejidad computacional tiene, la cual es del orden de O(n’); asi, ésta es la complejidad
computacional del GRASP. Para el algoritmo de Busqueda Dispersa, debido a que se
exploran del orden de n° soluciones, la complejidad final del algontmo es de O(nj). Este,
por supuesto, es el caso més pesimista, ya que en la practica el comportamiento promedio
de nuestro algoritmo BD es el de una funcion cubica En muchas ocasiones la complejidad
computacional (que siempre es el peor caso), no es indicativo del comportamiento de un
algoritmo en la realidad®.

4.3. Método de actualizacion del RefSet.

Dos caracteristicas por considerar dentro del RefSet. En esta seccidon mas que comparar
diferentes métodos se probaron diferentes parametros dentro del mismo:

e Tamario del RefSet Se consideraron cuatro tamafios de conjunto de referencia: 5,
10, 15 y 20 elementos.

o Proporcion de Calidad / Diversidad Jas soluciones de calidad son aquellas
coloraciones validas cuya rigidez es minima; las soluciones de diversidad son
aquelias que tienen uno o dos vértices no validos y minima rigidez. Se probaron 5
diferentes ponderaciones entre ambos conjuntos: 10/90, 30/70, 50/50, 70/30, 90/10.

Descripcion del Procedimiento p sus Variables. Cada una de las coloraciones obtenidas en
cterta generacion, ya sea por solucion inicial o por mezcla de soluciones con mejora (para

3 En la Investigacién de Operaciones es ampliamente conocido el caso del Método Simplex, que es la téenica
fundamental de solucién numérica para un problema de Programacion Lineal. La complejidad computacional
en el peor caso es exponencial, sin embargo para una instancia promedio este algoritmo es asombrosamente
eficiente.
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4. Elementos de los Algoritmos Actualizacion del RefSet

generaciones del RefSe! subsecuentes), es incluida en el BigSer y es probada para ser
incluida en el RefSer de dicha generacion. RefSet Size es el nimero de elementos en el
RefSet, Quality Size es el nimero de elementos de alta calidad por incluir al RefSet, QSe! es
un subconjunto con los mejores elementos de calidad y DSer es un subconjunto con los
mejores elementos de diversidad. QSet y DSet incluye los 20 mejores candidatos para el
nuevo RefSef en cada categoria.

Pseudo Codigo del Método de Actualizacion del RefSet.

TP P OIS ar, PP AI LI IR N Y R PR AN P AN LN LN SN IR IS S N NI IE U SIP PRSI TP NN RIS IR

INICIO {Procedimiento Principal }
Tamaio de QSety DSet = 20 elementos
Tamano de RefSet = RefSet_Size elementos
MIENTRAS haya elementos en el BjgSet
Llamar al procedimiento Lista_de Mejores
FIN {Mientras}
Para todos los elementos del RefSet
Llamar al procedimiento Lista de Mejores
FIN {Para todos}
Vaciar el RefSet
Tomar los Quality Size mejores elementos de QSet e incluirlos en el RefSet
Tomar los (RefSet_Size - Quality_Size) elementos de DSet e incluirios en el RefSet
Vaciar BigSet
FIN {Procedimiento Principal }

INICIO {Procedimiento Lista_de Mejores}

Si tiene todos los vértices bien coloreados y una rigidez menor que el peor
elemento de QSet, y no hay un elemento con una rigidez exactamente igual en
valor, induifo y ordenario (de menor a mayor), si no, terminar el
procedimiento.

Si tiene uno o dos vértices mal coloreados y una rigidez menor que el peor
elemento de DSet, y no hay un elemento con una rigidez exactamente igual en
valor, incluirlo y ordenario (de menor a mayor) en el, si no, terminar el
procedimiento.

FIN {Procedimiento Lista_de Mejores)

Un comentario sobre coloraciones equivalentes. Como ya se menciond, en el problema de
coloracion minima y robusta existen coloraciones equivalentes, citemos el ejemplo 1.3 de
Programacién de Exdmenes, una coloracion valida del grafo es: (7, 2, 3, 2, 1, 3), la cual es
equivalente a (3, 2, 1, 2, 3, /), porque las entradas donde hay “1’s” (primera y quinta)
fueron substituidas por “3’s” y en donde habia “3’s” (tercera y sexta entradas del vector)
ahora hay “1’s”. Otra coloracion equivalente es (/, 3, 2, 3, 1, 2), que se obtiene
intercambiando de lugar los “2’s” y los “3’s” en ]a primera coloracion.
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4. Elementos de los Algoritmos Actualizacion del RefSet

Hay otras tres coloraciones equivalentes: (3,1,2,1,3,2), (2,1,3,1,2,3) y (2,3,1,3,2,1). De
hecho, dada una grafica pintada con k colores se tienen k/ coloraciones equivalentes”
Todas estas coloraciones equivalentes tienen los mismos vértices pintados con los mismos
colores y tienen exactamente la misma rigidez. Se desarroll6é un vector de equivalencias el
cual en la fila superior se colocan los colores ordenados secuencialmente (7,2,3,...%) y en la
segunda fila se coloca el color equivalente en el segundo vector de coloracion, si dicha
relacién es uno a uno, las coloraciones son equivalentes. Mostramos a continuacién las
coloraciones equivalentes de algunos de los vectores de coloracion antes mencionados:

(1,2,32,1,3) (3,1,2,1,3,2 (2,3,1,3,2,1)

1 2 3 1 2 3 1 2 3
(123213) 1 2 3 2 3 1 3 1 2
G21231) 3 2 I 2 1 3 [ 3 2
13,2312 I 3 2 3 2 1 2 1 3

Como contraste, los vectores de coloracion (7,2,3,2,1,3) y (1,2,3,1,2,3) NO son
equivalentes, ya que en el primer vector la primera y la quinta entrada se pintan del mismo
color, lo mismo que la segunda y la cuarta, cosa que no ocurre en el segundo vector de
coloracién.

Un método mas sencillo para detectar coloraciones equivalentes sin calculos extra, es
stmplemente comparar la rigidez y el nimero de aristas incompatibles de ambos vectores, si
ambos nimeros son iguales, las coloraciones son equivalentes o muy parecidas, como se
puede ver en el ejemplo paso a paso del proximo capitulo.

Por otra parte, la rigidez también nos sirve como un eficiente vector hash(x), vector que,
como se menciond en el capitulo anterior, nos permite calcular la “distancia” entre
coloraciones, (es decir, a medida que la rigidez de dos soluciones se alejan en valor, sus
coloraciones se parecen menos entre si). De hecho, en la practica, las soluciones de calidad
y de diversidad se alejan a medida de que el RefSer madura: por tener un par de aristas
incompatibles, los elementos de diversidad tienden a valores de ngidez menores que los
elementos de calidad, que solo contiene coloraciones validas. Dicho de otra forma, las
soluciones de calidad tienen menos “grados de libertad”, y su rigidez es mayor.

Pruebas Comparativas para el Método de Actualizacion del RefSet Se comé cada
algoritmo 10 veces por cada instancia y las caracteristicas por evaluar fueron Ja rigidez
promedio y tiempo medio de ejecucion, ambas caracteristicas se graficaron contra nimero
de vértices.

* Ordenemos los k colores cromaticamente (rojo el primero, y violeta el ultimo, por ejemplo). Al primer color
de la lista le podemos asignar & nmameros, al segundo k-7, al tercero k-2 etc. Asi, podemos tener k/
coloraciones equivalenies.
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4. Elementos de los Algoritmos Actualizacién del RefSet

Resultados y Andlisis.

¢ Tamaiio del RefSet. Se muestra en la grdfica 4.4. la rigidez con respecto al nimero
de vértices. En la grafica 4.5. se muestra ¢l tiempo de ejecucion para los cuatro
tamafios de RefSet (5, 10, 15y 20 elementos).
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Grdfica 4.4. Rigidez media obtenida para cada tamatio de
instancia de acuerdo al tamaiio del Conjunto de Referencia.
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Grdfica 4.5. Tiempo de ejecucion medio requerido para cada tamaiio de
Conjunto de Referencia

En la grafica 4.4 solo se puede apreciar una muy pequefa desventaja para el RefSet de
cinco elementos. Para evidenciar cualquier diferencia, se muestra en la grafica 4.6a el
error medio de rigidez, donde podemos apreciar claramente que un tamaiio de cinco
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Actualizacion del RefSet

elementos nos da la peor rigidez para cualquier tamafio de instancia. Incluso parece
haber una desventaja con un conjunto de referencia de diez elementos. Para eliminar
cualquier duda, veamos de todas las ocasiones que se corrid el algoritmo cuantas veces
un tamafio de RefSef es mejor que otro, dichos resultados se muestran el la grdfica 4.6b.
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Grafica 4.6. Error promedio de la rigidez de coloracion y porcentaje en que una rigidez
promedio es mejor que la otra, respecio al tamaiio de Conjunto de Referencia

En la grafica de porcentajes era de esperarse que un mayor conjunto de referencia tenga
una ventaja (simplemente porque un RefSet mas grande explora mas elementos), lo que
es de llamar la atencidn es que un RefSef mas grande no siempre es la mejor opcidn. Si
observamos de nuevo la grdfica 4.6a, vemos que da lo mismo usar un RefSer de 15 o de
20 elementos, para tamafios de instancia menores a 70 vértices. Dicho de otra forma, no
se aprecia ninguna ventaja entre tomar 15 o 20 elementos de RefSes cuando las

1nstancias son menores a 70 vértices.

o Proporcion entre Calidad / Diversidad. Ahora se muestran las graficas de
frecuencia con respecto a Jos porcentajes entre calidad y la diversidad, se tomaron 5
proporciones: 10/90, 30/70, 50/50, 70/30 y 90/10.
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Grafica 4.7. Rigidez de las soluciones y tiempo de ejecucion respecto a la proporcion
entre calidad y diversidad.
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4. Elementos de los Algoritmos Generacion de Subconjuntos

No se puede apreciar ninguna tendencia de mayor calidad para alguna proporcién en la
grdfica 4.7a, y tampoco se aprecia ninguna diferencia en tiempos de compilacion (figura
4.7b). En la grdfica 4.8a tampoco se puede ver ninguna tendencia de las soluciones. Sin

embargo, en la grafica de porcentajes 4.8b si hay una ligera tendencia a favor de la
proporcidon 50/50.

Calidad / Diversidad Calkiad J Diversidad
Rugidez de coloracién menss promedio Porcermaje de 0casiones en que LN Popofcidn és mejor que ofra

oo oo
O =~ N WD

Error Medio de Rigidez
(Unidades Arbitrarias)
)
=]

& o
w o~

Numero de vértices

«10/90 © 30470 4 50/50 x 70/30 x 90/10

(@) ()

Grafica 4.8. Error promedio de la rigidez de coloracion y porceniaje en que la rigidez
promedio de una proporcion es mejor que las demas, respecto al tamaiio de Conjunto
de Referencia

Recomendaciones.

o [En grafos de menos de 70 vértices: 15 elementos en el RefSef y una proporcion de
50/50 entre calidad y diversidad son las mejores opciones.

e En grafos de mas de 70 vértices: Se recomienda 20 elementos en el RefSet y una
proporcion de S0/50 entre calidad y diversidad.

4.4. Método de Generacion de Subconjuntos.

Bisqueda exhaustiva en el subconjunto de dos elementos. En [Laguna, 2004} se
recomienda dedicar la mayor cantidad del poder de calculo a la combinacion de
subconjuntos de dos elementos. En base a este criterio y a ]a experiencia empirica que se
tuvo en el desarrollo de este algoritmo, se decidio realizar una busqueda exhaustiva sobre
todos los subconjuntos posibles de dos elementos. Si tenemos b elementos en el RefSet, el
numero de pares posibles es b(b-1)/2. Este subconjunto de dos elementos es investigado
exhaustivamente. Por otro lado, se decidio tomar también los cuatro mejores elementos del
RefSet y hacer sus subconjuntos de tres elementos, porque si tomaramos todas las posibles
combinaciones de subconjuntos de tres tendriamos b(b-1)(b-2)/6, las cuales son
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4. Elementos de los Algoritmos Combinacién de Soluciones

muchisimas més soluciones que las de los subconjuntos de dos elementos. De esta forma se
explota plenamente el conjunto de dos elementos, sin dejar de lado el de tres.

4.5. Método de Combinacion de Soluciones.

Un método para hacer religado y en cuantos pasos. En esta seccion es donde el Religado
de Trayectorias cobra la mayor importancia, ya que surgen las siguientes preguntas: cuando
mezclamos dos o mas soluciones, ;bajo qué criterio decidimos en qué secuencia
incluiremos los elementos de una soluciéon dentro de otra? Y no solo eso: ;qué tanto
porcentaje de una solucion se pondré en otra y en cuantos “trozos” se mezclaran?, dicho de
otra forma, jen cuantos “pasos” llegaremos de una solucion a otra?

¢(Cuantos pasos entre soluciones? En este trabajo se estudié el comportamiento
para S, 10, 15 y 20 “pasos™ para llegar de la solucién inicial a 12 final.

Matriz de Adyacencia Ciabica contra Inclusion Aleatoria. Dos métodos fueron
utilizados para realizar religado de trayectorias entre soluciones: uno considera la
matriz de adyacencia de aristas elevada al cubo (la cual nos muestra de cuéantas
formas podemos llegar de un vértice a otro usando tres aristas). Eligiendo al azar
cualquier vértice de esta matriz cibica, el vértice con el valor mas alto se visitara
primero, el siguiente en valor seguird y asi sucesivamente. El otro método, el de
Inclusiéon Aleatoria, nos dice que una vez decidido el nimero de “pasos” por
realizar entre la solucion inicial y la final, en el primero, a cada vértice del grafo
inicial le asignamos una probabilidad de 1/s (donde s es el nimero de pasos) de
incluir el valor del vértice final en ese paso, en el siguiente se da una probabilidad
de 2/s de incluirlo y asi sucesivamente.

Utilizando nuevamente el ejemplo de la seccion 1.3. se hard el religado entre dos
distintas coloraciones, por ejemplo, los vectores de coloracion (1,2,3,2,1,3) y
(2,3,1,1,3,2), las cuales son coloraciones validas y tienen distinta rigidez. Se hara un
ejemplo de religado para cada técnica.

Religado con matriz de Adyacencia Cubica. La matriz de adyacencia asociada al

ejemplo de la secciébn 1.3. y su correspondiente valor al cubo se muestran a
continuacion:

alo 1 1 1 0 O] _ }
2 6 6 7 3 3
bl1 01 0 0 1 :
6 226 3 3 7
¢/t 1 0 01 0
a= , |6 6 2373
dl1 0 0 0 1 1 a =
73 3 2 6 6
el0 001 1 0 1
337 6 2 6
flo1 011 0
- - 37 3 6 6 2
a b c de f - -

5]
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En la matniz cibica vemos qué tan relacionado estan los vértices entre si. Por
ejemplo, el vértice a esta fuertemente relacionado con el d (7 unidades) y un poco

menos con el ¢ y el b (6 unidades) y su influencia es bastante menor con los vértices
e y f (3 unidades).

Asociada a la matriz ', podemos generar la matriz de secuencia por importancia
Sec en donde ordenamos por filas a los vértices de los mas relacionados a los
menos. Para la matriz &’ del ejemplo, su matriz de secuencia es:

(a d b ¢ e f]

b f a c d e

c e a b d f
Sec =

d a e [ b ¢

e ¢ d f a b

| f b d e a c]

Si empezamos a mezclar las soluciones por un vértice cualquiera, por ejemplo por el
e, iniciamos con ¢ y de ahi seguimos con el ¢, el 4, el £, el a y finaimente el 4. La
mezcla de los vectores de coloracion anteriores empezando arbitrariamente por la
fila c, su religado en dos pasos seria:

(1,2,3,2,1,3) Solucion Inicial
(1,2,1,2,3,3) Paso ]
(2,3.1,2,3,3) Paso 2
@é’l,lé,_z_) Solucion Final

Obviamente, a ambos pasos se les aplica el método de mejora.

Religado por Inclusion Aleatoria. En esta forma la mezcla de soluciones es mucho
mas sencilla, ya que solo hay que definir una secuencia de inclusién, como por
ejemplo (f,c,a,b,e,d). Si hacemos la inclusion en 5 pasos tendriamos:

(2,3,1,1,3,2) Solucion Inicial
(2,3,1,1,3,3) Paso 1
(2,3,3,1,3,3) Paso 2
(1,3,3,1,3.3) Paso 3
(1,23,133)  Paso4
L23113) Pasos
(1,2,3,2,1,3) Solucion Final

De nuevo, a la coloracion obtenida en cada paso se le aplica el método de mejora. Si
el (nitmero de pasos+1) y el nimero de soluciones no es un nimero entero como en

los ejemplos, simplemente se hace un redondeo y se toma esa cantidad de elementos
por paso.
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4. Elementos de los Algoritmos Combinaciéon de Soluciones

Descripcién del Procedimiento y sus Variables. En ambos casos seleccionamos cierta
secuencia de inclusion, ya sea por la matriz de Sec, o azarosamente. El religado de la

trayectoria que va de la solucion inicial a la final, se hara en cierta cantidad de pasos
(variable partitions).

1. Pseudo Cédigo de la Mezcla de Soluciones por Matriz de Adyacencia Cuabica.
INICIO {Procedimiento}
Calcular la matriz de adyacencia cubica (Or3) y la matriz de orden (5ec)
DESDE 5=1 hasta n-1
DESDE b=a+1 hasta n
Seleccionar cualquier fila de la matriz Secal azar
DESDE m=1 a partitions
Cambiar el valor de (n*my/partitions) elementos en Co/ a de acuerdo ai
orden de la fila seleccionada en Seg con elementos de Col b
Mejorar la solucion
FIN {Desde m}
FIN {Desde b}
FIN {Desde a}
FIN {Procedimiento}

2, Pseudo Cddigo de la Mezcla de Soluciones por Inclusién Aleatoria.
INICIO {Procedimiento}
Desde a=1a n-1
Desde b=a+1an
Generamos una secuencia aleatoria de mezcla Sec
Desde m=1 a partitions-1
Orden=Valor redondeado de (m*ny/partitions)
Desde j=1 a Orden
Col_a(Sed(])) = Col_b(Sec(j))
Fin {Desde j}
Mejorar la nueva solucién Col_a
End {Desde m}
Fin {Desde b}
Fin {Desde a}
Fin {Procedimiento}

Resultados y Andlisis.

o Matriz Cibica v.s. Inclusion Aleatoria. Se compard la rigidez obtenida respecto al
numero de vértices con ambos procedimientos, como se muestra a continuacion:
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Religado de Trayectorias
" Método de Religado (Rigldez) ‘
[}
14 ca0a;
2 14 Q. :
B 121 6o B8gaa 8
N k) 10 - o . -
B < ) o}
[e)] w 8 1
23 6 - D D
8 )
S
N 2 J
0 R : — — i
10 20 30 40 SO 6 70 8 90 100 110 120
Ndmero de vértices
+ Religado Matriz Clibica o Religado Aleatorio

Grdfica 4.9. Rigidez respecto al método de religado utilizado.

En la grdfica 4.9., aparentemente el Religado Aleatorio es ligeramente mejor que el
Cabico, por otro lado, En la grdfica 4.10. se puede apreciar que también el religado

aleatorio es una técnica mas rapida que la de Matriz Ciibica.

Religado de Trayectorias
100 Método de religado (Tiempo de Ejecucién)
90 1 ‘
80 - .
‘D 70 - a
2 60 * o
Q50 - . °
a .
£ 40 - .
; 30 T * * [a]
20 *po”
10 aat? 8
0 “_‘D"“M T o [? L2 T T T T T T T
10 20 30 40 50 60 70 8 90 100 110 120
Nimero de vértices
+ Religado Matriz Cubica o Religado Aleatorio

Grdfica 4.10. Tiempo de ejecucion respecto al método de religado

utilizado.

Finalmente, tanto en las grdficas 4.11 a'y b se puede ver que en lo que respecta a calidad de
soluciones, el religado aleatorio es mejor, debido a que en todas y cada una de las ocasiones
su desempefio fue superior respecto al religado de matriz cubica.

54



4. Elementos de los Algoritmos Combinacién de Soluciones

Rellgado de Trayectorias Religado de Trayectorias
Méindo de Refigado { Rigidez menos promedio) Método da Religado
0.25 + u-------A.-......: thje de veces en que un méwoes mejor que otro
0.2 1 » ;
372 o015 . ¢ . Redgads Aloatrio
% g oL LN * . ® » * ? 100%
2 b . hd i
8 s Q.05 . . H
o 0 {—o-o& I - T 3 T T f T 1
;i:!%.o.usm X 0 0,506 70 80 W 100 110 120
=2 ) D ;
c o a g
T a ° " .0 e
.0.2 4 o
0.2 4-- e et e 2 Relgado Clbico
Nimero de wrtices %
& Regado Matriz Ciibica a Refigado Aleatorio
(@) (b)

Gréfica 4.11. Error promedio de la rigidez de coloracion y porcentaje en que la rigidez
promedio de un método es mejor que el otro.

e Niamero de pasos. Como se dijo anteriormente, intentamos cuatro cantidades
diferentes: 5, 10, 15 y 20 pasos. En la grdfica 4.12. se muestra la rigidez promedio
contra nimero de vértices:

Religado de Trayectorias
Nimero de pasos entre sofudiones (Rigidez)

16 gy
—~ 3 K.
& 147 Gaa # ?
1] &,
g2, gre B
< 10 1 R R
28 8
g8
£ " g
26| g8
4 L L Ll L) L L) L T T T
10 20 30 4 S0 o0 70 80 90 100 110 120
Numero de vértices
¢ 5 pasos o 10 pasos A 15 pasos X 20 pasos

Grdfica 4.12. Rigidez promedio respecto al mumero de pasos.
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Religado de Trayectorias
Numero de pasos entre soluciones (Tiempo de Ejecucion)
120 ‘L
X
’mc; 100 - X
& i X s
o 80 x 4 D
g 60 - X 5 °
@ X a o ¢
p 4’0 7 X X A o a <
20 §805 .00
i é 5 ﬁ Q S e
0 ——H—U—U—Q—‘—n—‘—ﬁ—é T T T T T T
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120
Ndamero de vértices
+ 5 pasos o 10 pasos A 15 pasos X 20 pasos

Grdfica 4.13. Tiempo de ejecucion respecto al mimero de pasos.

En la grdfica 4.14a. se puede ver que utilizar S pasos o incluso 10 no tiene tan buen
desempefio como usar 15 o 20 pasos; el mejor desempeiio se obtiene con estos dos altimos.

En la grdfica 4.14b se hace evidente que 20 pasos es mucha mejor opcion.

Religado de Trayectorias

0.8
0.6

Ndmero de pasos entre solwcsones (Rigidez menos promedio)

Ocasiones en que cada cantidad de pasos es mejor que ora

Religado de Trayectorias
Numero de pasas entre soluciones

1S pasos
Z 04 ,.”o"°.. %
g 02 ¢, s o . !
2 Q o 8 o 10 pasos &
£ o0+ y 5%
2oob 2 n pSa.nsmid, o 1oguo
. 4 a X Xy S pesos
-0.4 % x 0%
0.6 L :
] I 20 pasos
Numero de vértices 74%
+S pasos o 10 pasos 215 pasas %20 pasas
(@) (%)

Gréfica 4.14. Error promedio de la rigidez de coloracion y porcentaje en que la rigidez
promedio para cuatro diferentes cantidades de pasos.

Recomendaciones. Hemos comparado los procedimientos de religado de trayectorias
usando la matriz de adyacencia cibica y haciendo una inclusién aleatoria, también
consideramos 5, 10, 15 y 20 pasos para hacer dicho religado, a continuacion mostramos las
recomendaciones:

¢ Elreligado se debe realizar con una Matriz Aleatoria y 20 pasos entre soluciones.
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Pseudo Cédigo preliminar para el Algoritmo de Busqueda Dispersa
en el Problema de Coloracion Robusta

Pseudo codigo preliminar de Busqueda Dispersa para Coloracion Robusta.

{Paso 1: GRASP para Generacion de Soluciones.}

DESDE /=1a 100
Generar una Soluddn Glotona Mejorada (Ver seccion 4.1)
Usar en ella el Método de Biisqueda Local (Seccion 4.2.)
Incluir todas las soluciones mejoradas en el BigSet.

FIN {Desde}

{Paso 2: Método de actualizacién del RefSet}

El conjunto de referencia debera tener 20 elementos.

Eliminar del BigSet todas las soluciones redundantes.

Seleccionar 50% de soluciones con coloracion valida y minima rigidez.

Seleccionar el otro 50% de las solucdiones con uno o dos vértices mal coloreados y minima
rigidez.

Vaciar BigSet.

{Paso 3: Método de Generacién de Subconjuntos}
Considerar todas las combinaciones posibles de conjuntos de dos elementos.
Considerar la mezcla de los mejores 4 elementos en los conjuntos de 3 elementos.

{Paso 4: Método de Combinacion de Soluciones}
Para todos los subconjuntos de dos elementos ay b
Desde m=1 hasta Partitions
Mezclar aleatoriamente los elementos de la solucién col(b) en coi(a) (ver Seccion
4.5)
Usar el método de mejora en la nueva solucidn
Agregar la soludén al BigSet
Fin {Desde}
Fin {Para todos}
Para los cuatro mejores elementos del RefSet
Mezdlar los tres elementos en una proporcion de 1/3 cada uno
Usar en las soluciones el método de mejora y agregarlas al BigSet
Fin {Para cuatro}
Actualizar el RefSet con las mejores soluciones del BigSet
Si por lo menos hemos encontrado una mejor solucién en el RefSet de esta generacion,
regresar al paso 2, si no, terminar el algoritmo.

Comentarios sobre el Algoritmo.

En el primer paso, Método de Generacion de Soluciones, la mejor opcioén es el
procedimiento Gloton Mejorado porque es ligeramente mas rapido que el aleatorio
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mejorado y de resultados equivalentes. Para todos los tamafios de instancias, el Método de
Biusqueda Local para hacer mejoras es rapido y no genera preferencias respecto a algiin
vértice o color.

En el Método de Actualizacion del RefSet, El algoritmo es poco sensible a la proporcidn
entre calidad y diversidad, pero se comporta un poco mejor para la proporcion 50/50. Por
otro lado un conjunto de referencia de 20 elementos da las mejores soluciones.

En el Método de Generacion de Subconjuntos se consideraron todos los subconjuntos de
dos elementos y las combinaciones de los cuatro mejores elementos en los conjuntos de tres
elementos. Finalmente, en el Método de Combinacion de Soluciones el religado de
trayectorias Aleatorio es el elegido, por calidad y rapidez.

En este capitulo hemos optimizado los elementos constitutivos de los algoritmos, el

sigutente paso es hacerlos funcionar armoniosamente para obtener alin mejores soluciones,
el cual es el objetivo del siguiente capitulo.
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Capitulo 5. Implementacion de los Algoritmos.

Un Algoritmo es mucho mas que la suma de sus partes. Asi, al encontrar los
elementos idoneos de ambos algoritmos, hemos dado solo el primer paso:
necesitamos hacer que irabajen en conjunto. En el capitulo anterior se
optimizaron los “bloques constructores” del GRASP y la Busqueda Dispersa.
Estos elementos se deben integrar, y mejorar su desempefio dentro de cada
algoritmo como un todo.

A continuacion se describe la “mejora continua” realizada en los algoritmos
GRASP y de Busqueda Dispersa del capitulo anterior, para que obtengan mejores
resultados en tiempos de ejecucion equivalentes. Se presentan los pseudo cédigos
asociados a las mejoras.

Las soluciones de un algoritmo meta-heuristico iterativo se van acercando a un
cierto valor a cada generacion que pasa. Este proceso es llamado convergencia
de soluciones. De acuerdo a [Glover ®, 2004], la técnica de Biusqueda Dispersa
converge exponencialmente (es decir, una exponencial decreciente es la funcion
que mds se le aproxima a la serie de datos). Se presentan ejemplos donde se
corrobora esta aseveracion para diferentes tamarios de instancia: 30, 60, 90, 120
Vériices.

Con el propésito de aclarar conceptos se presenta un ejemplo numérico para una
instancia con 9 vértices, en la primera parte se usa el GRASP para generar una
solucion inicial y posteriormente con base en un par de soluciones desarrollanos
un ciclo de Biusqueda Dispersa.

En este capitulo se hace una revision a las implementaciones finales de los
algoritmos desarrollados. En la seccién 5.1 se muestran los puntos de mejora 'y el
beneficio obtenido con respecto al algoritmo original, y un diagrama de la
implementacion final. En la seccién 5.2 mostramos los pseudo-codigos finales de
los algoritmos. En la seccidn 5.3 se desarrolla un ejemplo sencillo paso a paso.
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5.1. Puntos de Mejora

Punto de Mejora 1: Un Gloton mas Eficaz. En el capitulo anterior generamos un buen
GRASP, con un glotén que encuentra una coloracion valida, y la mejora. Tomemos como
ejemplo, su desempefio en una instancia de 100 vértices: el glotdn genera una coloracion
inicial valida no robustecida en tan solo 0.0] segundos con una rigidez promedio de
110.4+6.4 unidades. Esta coloracion es mejorada, mediante muchos esfuerzos, a un valor
de rigidez de /6.9+/.3 unidades, después de 0.59 segundos de trabajo en promedio. Estos
datos, en principio, hablan muy bien del algoritmo, ya que entrega una buena solucion en
menos de un segundo de una instancia que ya es considerada “grande”. A partir de los
tiempos de ejecucién, nos damos cuenta que el 1.5% del tiempo de ejecucién se gasta en
obtener el glotén, y el 98.5% restante se busca mejorar dicha soluciéon. ;No seria mejor
repartir el trabajo mas equitativamente, buscando que el glotén entregue una mejor
solucién y con esto, el método de mejora tenga que cargar menos?

El gloton utilizado es un gloton idéntico a los usados en el problema de coloracion
minima, sin considerar la rigidez. El objetivo sera ahora, encontrar un gloton que ademas
de encontrar una coloracion valida o con pocos arcos conflictivos, tome en consideracion
la busqueda de una coloracion parcial con menor rigidez.

Se propone un glotén que en la coloracion parcial, tome un color cuya rigidez asociada
con ese vértice, sea minima. De esta forma, solo consideraremos los colores que a cada

paso hagan valida la coloracién y que tengan una rigidez menor.

Pseudo Codigo de la Solucién Inicial Glotona 2

INICIO {Procedimiento}
DESDE m=1 a BigSetSize
Generar una secuencia en que los vértices seran “visitados”: Sec(j)

DESDE j=1a n
DESDE /=Ia k
Si Col(Sec(j)) = i es una coloracién valida, poner esta solucidn en una
lista provisional
FIN {Desde i}

Tomar la solucion de la lista provisional con menor rigidez.
Si la lista provisional esta vacia, pintar el vértice con un color al azar.
FIN {Desde j}
FIN {Procedimiento}

Tomando la misma instancia, la mejora se hace evidente: el algoritmo obtiene ahora una
solucién, en promedio, en 0.15 segundos, la coloracién del glotén tiene una rigidez
promedio de 24.6+1.8 unidades y se mejora hasta 16.9+1.2, lo cual es equivalente al
valor anterior promedio de rigidez, en tan solo una cuarta parte del tiempo requerido. Asi
hemos hecho un reparto de las cargas de trabajo de una forma mas equitativa: el glotén
ahora consume el 15% del tiempo y la mejora consume el 85% del tiempo.
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Otra forma de repartir el trabajo no es solo cargarle mas al que menos hace, sino también
disminuir trabajo innecesario o poco productivo del método de mejora, que fue lo que se
realizé en el siguiente punto.

Punto de Mejora 2: Bisqueda Local mas rapida. Dentro del mundo de la
programacién es muy famoso un viejo articulo de Edsger Dijkstra' donde
categéricamente dice: “la calidad de un programador decrece en funcién del nimero de
veces que utiliza la funcidon ‘goto’ en los programas que produce”. Para todos los
programadores que nos sentimos orgultlosos de lo bien “estructurados” que son nuestros
programas, el uso del “gofo” esta prohibido. Pero hay casos, como el de esta mejora, en
donde el gofo no es la Gnica solucidn, pero es, la “ruta mas corta” para hacer la mejora.

Si observamos con atencién el algoritmo de mejora del capitulo anterior podemos
observar que al hacer la busqueda de colores sobre un mismo vértice, con tal de no
romper el loop, se prueban todos los colores antes de pasar al siguiente vértice. Este
criterio es malo ya que podemos encontrar mas de un color que mejore la coloracion, y
solo uno aparecera al final. Lo deseable es pasar al siguiente vértice al lograr una mejora,
y con esto, reducir el tiempo de ejecucion.

La solucion “correcta” es incluir un while en el ciclo de revision de colores: “Mientras no
tengamos una mejora o se nos acaben los colores, continuar probando colores”, pero
haciendo esto, el algoritmo se ejecuta en mas tiempo. La solucion mas rapida y comoda,
es incluir un “goto”, es decir, hacer un “salto” que rompa el bucle, tal y como se muestra
en el pseudo-cddigo de esta seccion.

Podemos ver para una instancia de 100 vértices que el tiempo de ejecucion se reduce a la
mitad, con solo incluir el gofo: el tiempo promedio de ejecucidn del algoritmo anterior es
de 0.15 segundos con rigidez de 16.9+1.2. En el mejorado se ejecuta en 0.07 segundos
con una rigidez idéntica de 16.9£1.2

Pseudo Codigo de Bisqueda Local 2.

INICIO {Procedimiento}
Leer una coloracién por mejorar Col(j)
MIENTRAS tengamos una mejora en la soluddn:
Generamos una secuenda de visita de vértices seqg(j)
DESDE j=1a n
Generamos una secuendia de prueba de colores SegCo/(i)
DESDE /=1a k&
Si Col(seq(j)) = SeqgCol(i) reduce la rigidez sin aumentar la
incompatibilidad, o reduce la incompatibilidad sin aumentar Ia

! Edsger W. Dijkstra. Go To Statement Considered Harmful. Communications of the ACM. Vol. 11 No. 3.

March 1968. pags. 147-148, Dijkstra también es famoso en el mundo de la optimizacién por su algoritmo
de ruta mas corta.
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rigidez reemplazar el color actual del vértice por SeqgCo/(i). Ir a
SALTO
FIN {Desde i}
SALTO:
FIN {Desde j}
FIN {Mientras}
FIN {Procedimiento}

Con las dos mejoras anteriores hemos reducido el tiempo de ejecucion del GRASP en
cast un 90 %, produciendo resultados equivalentes. Parece evidente que las mejoras van
por buen camino. Ahora debemos buscar mejorar la calidad de las mismas.

Punto de Mejora 3: Templando la Solucién sin Recocerla. Cuando se aplica el método
de mejora, debemos tener cuidado en no dar demasiado peso a disminuir la rigidez: nos
podemos encontrar con coloraciones con una rigidez miniscula, pero con muchas aristas
incompatibles. Al encontrar el valor minimo de peso a partir del cual las coloraciones son
predominantemente validas, uno no vuelve a preocuparse del problema y de hecho en el
capitulo anterior ni siquiera se menciona esta ponderacion entre validez y rigidez. En la
funcion del capitulo anterior se utilizd k=1:

J(@)=1()+x R(c)

Pero ,que pasaria si a partir de nuestra solucion glotona, la “calentamos” un poco, por
gjemplo seleccionando k=3, y buscando rigideces mas pequefias, a riesgo de generar
algunas aristas incompatibles, y luego volvemos a “enfriar” la solucion con x=/
nuevamente, haciéndola valida aunque aumente su rigidez? La idea sonaba interesante, y
se tomo la decision de darle una oportunidad.

Del valor 16.9+1.2, valor que se obtenia en tan solo 0.07 segundos, cuando “templamos
sin recocer” llegamos a un valor de 14.6£1.0 en 0.11 segundos en promedio. El costo es
bajo contra el beneficio que se obtiene.

Punto de Mejora 4: ;Cusdntas veces se “templa” la soluciéon? Una vez que se ha
generado una solucién glotona o se han mezclado dos soluciones, al aplicar el método de
mejora, ;cuantas veces conviene “templar” la solucién para hacer un equilibrio entre
eficiencia contra tiempo de ejecucion? A partir de ensayo y error se pierde la eficiencia
después de 3 o 4 ciclos de calentado y enfriado. Se decidio hacer cuatro ciclos de
calentado y enfriado durante la fase de mejora del GRASP y por rapidez, tres ciclos de
temple en la fase de mejora del religado de trayectorias.

Mejoras 1 a 4: beneficios al GRASP. A continuacién se muestra una tabla donde se
incluyen instancias al(n) muy grandes, entre 100 y 1000 vértices, y un estudio
comparativo entre la rigidez de una coloracion sin robustecer, y las robustecidas por tres
métodos: Glotéon sencillo, GRASP sin depurar (GRASP 1), GRASP perfeccionado
(GRASP 2) se incluyen los tiempos promedio de ejecucion en segundos.

62



S. Implementacién de los Algoritmos

Pseudo-Codigo Mejorado

Tabla 5.1. Comparativo de diferentes algoritmos sobre instancias muy grandes.

Instancia Rigidez en coloracidn vdlida (Rigidez / tiempo en segundos)
Gos n | & | Solucionsin Glotén GRASP 1 GRASP 2
' robustecer
al(100) 100 | 34 111+7/00] 24.4+1.7/0.02 16.8+1.4/0.10 14.5+0.9/0.12
al(200) 200 67 267117011 41.6+2.0/0.17 248 +1.5/0.95 | 22.9+1.3/0.96
al(300) 300 | 100 427+ 12/034 60.1+18/0.58 32.3x24/42 28.5+1.2/3.6
al(400) 400 | 133 606 +£15/082 82.3x2.3/1.1 368+18/105 35.2x1.3/84
al(500) 500 | 167 799+ 16/ 1.6 105.1+2.6/26 49.1+£15/222 37.5+1.8/16.1
al(600) 600 | 200 993+ ]17/2.7 128.7x2.6/4.6 45.1 + 1.6/38.3 43.1+1.4/282
al(700) 700 | 233 1203+ 22/4.3 152.5+2.6/72 49.9+21/627 47.7x1.7/45.1
al(800) 800 | 267 1416+ 24/6.5 1754+3.0/10.7 | 52.3+1.9/96.1 508x1.6/719
al(900) 200 | 300 1629+ 24/9.2 199.3x 3.2/15.2 | 54.3x2.0/143.3 | 53.4+2.6/101.6
al(1000) 1000 | 333 1839 28/12.9 223.3+3.8/217 60.7 £ 2.3/199 58.1+£22/143

Con respecto a una solucién valida sin robustecer, la solucion obtenida mediante el
gloton reduce dramaticamente la rigidez entre 4 y 8 veces, segun el tamafio de la
instancia. E]l GRASP 1 puede reducir la rigidez del glotén a la mitad o un tercio con una
pequefia inversion extra, y el GRASP 2 encuentra rigideces aun menores consumiendo
menos tiempo de méaquina. Sin lugar a dudas, las mejoras propuestas en este capitulo han
hecho diferencias en la calidad y eficiencia del GRASP.

Punto de Mejora 5: Reciclar los elementos del viejo RefSet en el nuevo RefSet
Originalmente parecia una buena idea: concentrémonos en las mejores soluciones
presentes, olvidemos el pasado, porque el objetivo es encontrar una solucién mejorada en
la préxima generacion. Como idea es buena, pero la practica demuestra que en 1 0 2 de
cada 10 generaciones no solo no se puede encontrar una mejor solucién, sino que las
soluciones hijas son de menor calidad que sus padres. El inico modo de garantizar que
siempre tenemos las mejores soluciones es incluir todos los mejores elementos anteriores.

Pseudo cédigo Mejorado de Busqueda Dispersa para Coloracion Robusta.

{Paso 1: GRASP para Generacion de Soluciones.}

DESDE /=13 100
Generar una Solucién Glotona Mejorada (Ver Mejora 1)
Sea x=3. Usar en ella el Método de Blsqueda Local (Ver Mejora 2)
Sea k=1. Usar en ella el Método de Blusqueda Local
Sea x=3. Usar en ella el Método de Blisqueda Local
Sea k=1. Usar en ella el Método de Blsqueda Local (Mejoras 3 y 4)
Incluir todas las soluciones mejoradas en el BigSet

FIN {Desde}

{Paso 2: Método de actualizacion del RefSet}

El conjunto de referencia deberéa tener entre 5 y 20 elementos.
Agregar los elementos del RefSet al BigSet. (Mejora 5)
Eliminar del BigSet todas las soluciones redundantes.
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Seleccionar 50% de soludones con coloracion valida y minima rigidez.

Seleccionar el otro 50% de las soluciones con uno o dos vértices mal coloreados y
minima rigidez.

Vaciar BigSet.

{Paso 3: Método de Generacion de Subconjuntos}
Considerar todas las combinaciones posibles de conjuntos de dos elementos.
Considerar la mezcla de los mejores 4 elementos en los conjuntos de 3 elementos.

{Paso 4: Método de Combinacién de Soluciones}
Para todos los subconjuntos de dos elementos ay b
Desde m=1 hasta Partitions
Mezclar aleatoriamente los elementos de 1a solucidn colfb) en col(a) (ver Seccién
4.5)
Usar el método de mejora en la nueva solucion
Agregar 1a solucion al BigSet
Fin {Desde}
Fin {Para todos)}
Para los cuatro mejores elementos del RefSet
Mezclar los tres elementos en una proporcion de 1/3 cada uno
Usar en las soluciones el método de mejora y agregarlas al Bigset
Fin {Para cuatro}
Actualizar el RefSetcon las mejores soluciones del BigSet
Si por lo menos hemos encontrado una mejor solucion en el RefSet de esta generacién,
regresar al paso 2, si no, terminar el algoritmo.

5.2. Convergencia de soluciones.

Se presentan a continuacion, a manera de ejemplo, cuatro curvas donde se muestra el
comportamiento del algoritmo de Busqueda Dispersa con respecto al tamafio de instancia
para 30, 60, 90 y 120 vértices. En todas estas instancias el tamafio del conjunto inicial (la
solucién GRASP) son 100 elementos, con un conjunto de referencia de 5 elementos y 5
pasos entre soluciones, y una proporcién de 40/60 entre calidad y diversidad. Se tomaron
diez mediciones por cada generacion. El punto muestra la mediana, la barra inferior
marca el primer cuartil y la superior el tercero.

? Como solamente tenemos 5 elementos, tomar 50/50 no tiene semtido. De esta forma tomamos dos
clementos de calidad y tres de diversidad.
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Convergencia
(30 vértices)
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Grdfica 5.1. Comportamiento del algoritmo para un grafo de 30 vértices.

En la grdfica 5.1. st tomamos en cuenta que nuestro conjunto de referencia es bastante
pequeiio (5 elementos) podemos esperar una convergencia mas lenta, pero se puede
observar que en tan solo 7 generaciones se llega a un solo mejor valor en la instancia de
30 vértices.

Convergencia
(60 vértices)
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Grdfica 5.2. Comportamiento del algoritmo para un grafo de 60 vértices.

Se puede ver que para instancias de 60, 90 y 120 vértices la convergencia es un tanto mas
lenta, afn asi, las soluciones podria mejorar al permitir quizas 30 o mas generaciones,
pero por cuestiones de rapidez, y ya que el beneficio en la calidad de la solucion al
duplicar el tiempo de ejecucion es muy pequefio, se cortd a 20 generaciones.
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Convergencia
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Grdfica 5.3. Comportamiento del algoritmo para un grafo de 90 vértices.

Convergencia
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Grafica 5.4. Comportamiento del algoritmo para un grafo de 120 vértices.

5.3. Ejemplo paso a paso.

Para ilustrar los algoritmos desarrollados en esta tesis, se muestra a continuacién como
se resuelve con ellos una instancia del Problema de Coloracion Robusta. Consideremos
un grafo de nueve vértices, el cual serd pintado con 5 colores (que es su numero
cromatico). La matriz asociada a este grafo se presenta a continuacion:

a2 b c d e f g h I
0.0000 0.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.0000 0.0000 1.0000 0.0000
0.0850 0.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
0.0000 0.0000 0.0000 1.0000  0.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 1.0000 0.0000  0.0000 1.0000
0.0000 0.0000 0.4261 0.8580 0.0000 0.0000 1.0000 1.0000 1.0000
0.5150 0.0000 0.0000 0.0000 0.7898 0.0000 0.0000 0.0000 1.0000
02629 0.0000 0.0000 0.9362 0.0000  0.6095 0.0000  0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000 03085 0.0000 0.5995 0.7728  0.0000 0.0000
0.5604 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.1919 0.7804  0.0000

—Tra 0 M OB
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En la diagonal superior de esta se encuentra la informacion del grafo original: si en la
entrada (j, k) hay un uno, los vértices estan conectados, si es cero, no. La diagonal
inferior tiene la informacion del grafo complementario, donde si la entrada es diferente a
cero, tenemos un arco con la penalizacion indicada. Es claro que si en esta matriz la
entrada (j, k) es distinta de cero, la (k, j) es cero (es decir, si tenemos un arco en el grafo
original, no existe en el complementario y viceversa).

Los pasos 1.1 y 1.2 muestran como se genera una solucién GRASP. A partir de los
mejores GRASP’s del paso 1 generamos el primer RefSef que utilizaremos en los pasos
subsecuentes.

Paso 1: GRASP.

Paso 1.1. Encontrar una solucién glotona aleatorizada. Esencialmente, el glotén
utilizado selecciona al azar un vértice, y prueba todos los colores posibles; de los colores
que no causan incompatibilidades (0 que genera el mepor nimero de aristas
incompatibles) se incluye el color que agrega menor rigidez. Debido a que la ngidez a
cada paso depende de cuales vértices ya fueron coloreados, tendremos una coloracion
distinta segin la secuencia de llenado, como tenemos n/ secuencias de llenado’,
tendremos a lo mas »/ soluciones diferentes (porque algunas se podrian repetir), lo que
nos da una diversidad de soluciones muy aceptable.

En la instancia determinemos primero una secuencia de coloreado de vértices de las
362,880 secuencias posibles (91=362,880), tomemos (i b fd c e g a h). Como cualquier
color es valido y sin rigidez en el primer vértice®, tomemos cualquiera al azar, por
ejemplo, el 2. El segundo vértice por pintar sera el b, ya que son los Unicos vértices
pintados, solo hay dos opciones: que se pinten con el mismo color, o con un color
distinto: si se pintan con el mismo color, generamos una coloracién parcial incompatible,
ya que i y b estan conectados por una arista en el grafo original, otra opcion es pintarlos
con colores diferentes, lo cual es la mejor opcidn, ya que genera una coloracion parcial
valida con una rigidez de cero todavia. Tomemos por ejemplo, el color 5 (en este paso,
cualquier color distinto a 2 tiene el mismo efecto):

Anstas

a b ¢ d e f g h incompatibles Rigidez

X 2 X X X X X X 2 1 0

X 5 X X X X X X 2 0 0
La solucién marcada en negritas es la mejor. Pasemos ahora al tercer vértice, “f” en

nuestra secuencia. Tenemos esencialmente tres opciones: pintarlo con un dos, un cinco o
cualquier otro color, digamos 3, las distintas opciones se presentan a continuacion:

* Cuando el vector de coloracién est4 vacio tenemos n vértices por escoger, al seleccionar el primero
tenemos n-/ vértices libres y asi sucesivamente. Por ello tenemos n! diferentes secuencias de llenado.

“ Requerimos al menos dos vértices pintados para poder hablar de alguna incompatibilidad entre ellos.
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Aristas

a b c d e f g h incompatibles Rigidez
X 5 X X X 5 X X 2 1 0
X 5 X X X 2 X X 2 1 0
X 5 X X X 3 X X 2 0 0

Usar 2 o S, generara una coloracion incompatible, la mejor opcién es usar 3. Pasemos
ahora a pintar el cuarto vértice, d, y ahora tenemos 4 opciones, pintar con los tres colores
utilizados o usar uno diferente, digamos, 1. Las opciones se presentan a continuacion:

a b ¢ d e f g mo”;‘:;f_i‘"blcs Rigidez
X 5 X 2 X 3 X X 2 1 0
X 5 X 3 X 3 X X 2 1 0
X 5 X 5 X 3 X X 2 1 0
X 5 X 1 X 3 X x 2 0 0

La mejor opcién es pintar de 1 el vértice 4. Pintemos ahora el quinto vértice, ¢. Tenemos
5 opciones, tomando ahora cualquier color, incluso el 4 que no se habia tomado
anteriormente:

a b c d e v g h mcmb les Rigidez
X 5 1 2 X 3 X X 2 1 0
X 5 2 2 X 3 X X 2 1 0
X 5 3 2 X 3 X X 2 1 0
X 5 4 2 X 3 X X 2 0 0
X 5 5 2 X 3 X X 2 1 0

La mejor opcidn es pintar el vértice ¢ con el color 4. Ahora pintemos el sexto vértice, e, y
las opciones posibles de pintado son las siguientes:

Anstas

a b c d e / g h incompatibles Rigidez
X 5 4 2 1 3 X X 2 0 858
X 5 4 2 2 3 X X 2 1 0

X 5 4 2 3 3 X X 2 0 7898
X 5 4 2 4 3 X X 2 0 4261
X 5 4 2 b 3 X X 2 1 0

La mejor opcion es la marcada en negrita, que es valida y nos da 0.4261 que es la menor
rigidez. Pintemos el séptimo vértice, g, las posibilidades son:
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Aristas

a b c d e f g h i incompatibles Rigidez
X 5 4 2 4 3 1 X 2 0 1.3623
X 5 4 2 4 3 2 X 2 0 0.618
X 5 4 2 4 3 3 X 2 0 1.0356
X 5 4 2 4 3 4 X 2 2 0.4261
X 35 4 2 4 3 5 X 2 1 0.4261

La mejor opcion es pintar g con el color 2, ya que sigue siendo valida y tiene una rigidez
0.6180. el siguiente vértice por pintar es el a, y las alternativas son:

Anistas

a b c d e f g h incompatibles Rigidez
1 5 4 2 4 3 2 X 2 1 0.6180
2 5 4 2 4 3 2 X 2 | 1.4413
3 5 4 2 4 3 2 X 2 0 1.1330
4 5 4 2 4 3 2 X 2 2 0.6180
5 5 4 2 4 3 2 X 2 0 0.7030

El vértice a con color S es la solucion valida de menor rigidez, y es la que se toma.
Finalmente nos queda por pintar el vértice h. Las opciones son:

Aristas

a b ¢ d e f g h incompatibles Rigidez
5 5 4 2 4 3 2 1 2 0 1.0115
5 5 4 2 4 3 2 2 2 0 2.2562
5 5 4 2 4 3 2 3 2 0 1.3025
5 5 4 2 4 3 2 4 2 2 0.7030
5 5 4 2 4 3 2 5 2 2 0.7030

Tenemos finalmente una coloracién valida, (554 2 4 3 2 1 2), con una rigidez de 1.0115.
Esta coloracion es, de hecho, el valor dptimo de esta instancia’.

Paso 1.2. Aplicar el método de mejora. Como en el método glotdn ya alcanzamos el
valor optimo, no tiene sentido aplicar el método de mejora en esta solucion. Tomemos
una solucién alternativa que puede dar nuestro glotén: (352 4 2 1 3 4 3) que es una
coloracion valida con una rigidez de 1. 7498.

“Calentando” la solucidn. En esta fase dada una coloracion, primero la “calentamos” al
permitir algunas aristas incompatibles y después la “enfriamos” hasta alcanzar una
solucion factible. En esta fase definimos una especie de funcion objetivo, que es la que
buscamos minimizar:

S =1(c)+x R(c)

* Esto ocurri6 debido a que 1a instancia, para efectos didActicos, se¢ tomo con solo pueve vértices. Con este
algoritmo glotén, al ejecutarlo varias veces, se suele encontrar el Optimo en instancias de hasta 20 vértices,
lo que nos muestra su buen desempefio.
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En esta funcidn, R(c) es la rigidez de la coloracién ¢, I(c) es el nimero de aristas
incompatibles y x es un factor de ponderacién. En nuestro ejemplo al “calentar” la
coloracion hacemos x=3 (ponderamos tres veces mas la rigidez que las
incompatibilidades). Empecemos a “calentar” nuestra solucion. En la tabla de resultados
debemos agregar la columna de f{c). Tomemos nuevamente una cierta secuencia de
mejora, por ejemplo, (fiae c g hd b): busquemos las 5 opciones para pintar el vértice fy

veamos cual es la mejor opcidn de acuerdo a nuestra funcién f(c):

a b c d e f g h inooAn?pfat:'sbles Rigidez  f{c)

3 5 2 4 2 1 3 4 3 0 1.7498 5.2494
3 5 2 4 2 2 3 4 3 ] 2.5396 8.6188
3 5 2 4 2 3 3 4 3 1 2.8743 9.6229
3 5 2 4 2 4 3 4 3 1 2.3493 8.0479
3 5 2 4 2 5 3 4 3 )| 1.7498 6.2494

En este vértice no encontramos una mejor solucion, pasemos al vértice siguiente, el i:

Anstas

a b ¢ d e f g h incompatibles Rigidez  f{c)
3 5 2 4 2 1 3 4 1 1 0.9975 3.9925
3 5 2 4 2 1 3 4 2 2 0.9975 4.9925
3 5 2 4 2 \ 3 4 3 0 1.7498 5.2494
3 5 2 4 2 1 3 4 4 | 1.7779  6.337
3 5 2 4 2 1 3 4 5 1 0.9975  3.9925

Tenemos una mejora, con una rigidez de 0.9975 a costo de tener una arista incompatible,

podemos usar ¢l color 1 o el 5; usemos e] uno y pasemos al siguiente vértice, el a:

Aristas

a b c d e f g h incompatibles Rigidez  f{c)

1 5 2 4 2 \ 3 4 1 1 1.8100 6.4300
2 5 2 4 2 1 3 4 1 0.7346 5.2038
3 5 2 4 2 1 3 4 1 ] 0.9975 3.9925
4 5 2 4 2 | 3 4 1 3 0.7346 5.2038
S 5 2 4 2 1 3 4 1 1 0.8196 3.4588

El siguiente vértice es e:

a b ¢ d e f g h incoAnT:zisblw Rigidez  f{c)

5 5 2 4 1 1 3 4 1 2 1.1833 5.5499
5 5 2 4 2 1 3 4 1 1 0.8196 3.4588
5 5 2 4 3 1 3 4 1 2 0.3935 3.1805
5 5 2 4 4 1 3 4 1 2 1.2515 5.7545
5 5 2 4 5 1 3 4 1 3 0.3935 4.1805

Enc, g h, d y b ya no se logro ninguna mejora a la solucion.
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Se volvid a correr el algoritmo, ahora en Ja secuencia (g ic b fade h) y yano se
encuentra mejora alguna. Nos encontramos en un 6ptimo local de la solucion “calentada”.
La coloracion es (5 5 2 4 3 1 3 4 1) tiene dos aristas incompatibles y una rigidez de
0.3935. Enfriemos ahora la solucién.

“Enfriando” la coloracién. Con nuestra coloracion “caliente” cambiamos el parametro a

k=1, y volvemos a aplicar el proceso, escojamos ahora la secuencia azarosa (gfe hadc
bi):

a b ¢ d e f g h inc:nf:;fbl% Rigidez ¢
5 5 2 4 3 1 1 4 1 1 1.1949 21949
5 05 2 4 3 1 2 4 1 2 0.3935 23935
5 5 2 4 3 1 3 4 1 2 0.3995 2.3995
s s 2 4 3 1 4 4 1 1 21015 3.1015
5.5 2 4 3 1 5 4 1 2 0.6564 2.6564

Con el proceso de enfriado, la solucién inicial toma un valor de f{c) toma el valor de
23995, el cual es reducido 2 2.1949 en Ja solucién en negrita. Pasemos al siguente
vértice, el f.

a b c d e f g h incompatibles Rigidez  flc)

5 5 2 4 3 1 1 4 l 1 1.1949 2.1949
5 5 2 4 3 2 1 4 1 1 0.5854 1.5854
5 5 2 4 3 3 1 4 1 0 1.3752  1.3752
5 5 2 4 3 4 1 4 1 1 1.1849 2.1849
5 5 2 4 3 5 )| 4 I 1 1.1004 2.1004

Esta dltima coloracidn ya es valida e incluso tiene una rigidez menor que nuestra solucién
glotona (1.7498). Sigamos con la arista siguiente, e:

Aristas

a b c d e f g h incompatibles Rigidez  flc)

5 5 2 4 1 3 1 4 1 2 0.5854 2.5854
S 5 2 4 2 3 1 4 1 0 1.0115 1.0115
5 5 2 4 3 3 1 4 1 0 1.3752 1.3752
5 5 2 4 4 3 1 4 1 1 14434 24434
5 5 2 4 5 3 1 4 1 2 0.5854 2.5854

Ya no encontramos mejoras en los vértices restantes (b, a, d, ¢, b, i). La coloracion
encontrada dentro del método de mejora (55 2 4 2 3 1 4 1) es equivalente a la encontrada
con el glotdn, la cual, como ya se dijo, es el valor optimo.

Paso 2: Mantenimiento del Conjunto de Referencia. Supongamos que deseamos
generar un RefSet de 4 elementos, con 50/50 entre calidad y diversidad. Supongamos
ahora que en 10 iteraciones del GRASP descrito antedormente, obtuvimos las siguientes
coloraciones:
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Aristas . .

2 b ¢ d e f & h incompatibles Rigidez

1 4 3 1 5 1 2 4 5 3 1 0.9975
2 1 3 2 5 2 4 1 5 3 1 0.9975
3 4 2 1 5 1 2 4 5 3 1 0.9975
4 3 2 4 2 1 S 1 3 4 4 0.0000
5 2 3 4 5 4 1 2 5 3 1 0.9975
6 4 2 2 5 1 3 4 5 1 2 0.5714

7 5 5 3 | 2 4 3 1 2 2 0.3935

8 3 4 5 1 5 2 3 1 4 1 0.9975

9 1 4 2 5 2 3 1 5 4 1 0.9975
10 3 5 2 4 2 1 3 4 3 0 1.7498

Si observamos con atencion, las coloraciones primera y segunda son exactamente iguales
cambiando el 1 por el 2, el 2 por el 4 y el 4 por el 1; las coloraciones 4 y 1 son casi
equivalentes, solo se distinguen en la segunda entrada, pero ambas tienen una sola arista
conflictiva y su rigidez es exactamente la misma. Un buen criterio de eliminacién de
soluciones es si comparten rigidez y aristas conflictivas: son o bien la misma solucién o
son muy parecidas. Con este criterio, para eliminar redundancia, nuestro RefSet queda
COmo se muestra a continuacion:

Aristas

a b ¢ d e f g h incompatibles Rigidez
1 4 3 1 5 1 2 4 5 3 1 0.9975
2 3 2 4 2 1 5 1 3 4 4 0.0000
3 4 2 2 5 1 3 4 5 1 2 0.5714
4 5 S 3 1 2 4 3 1 2 2 0.3935
5 3 5 2 4 2 1 3 4 3 0 1.7498

Como se nos pide 50/50 entre soluciones de calidad (dos coloraciones validas y dos con
un par de aristas conflictivas), de entrada, solamente tenemos una solucion valida. Lo que
se hace en estos casos es agregar coloraciones no validas hasta llenar el RefSet.

Vayamos alternando las soluciones: una valida, y otra con una o dos aristas conflictivas,
de menor rigidez a mayor. Primero que nada, asi eliminamos la segunda solucion (cuatro
anistas conflictivas es demasiado), quedando nuestro conjunto de referencia como se
muestra a continuacion:

Aristas

e b ¢ d e f g k incompatibles Rigidez
1 3 5 2 4 2 1 3 4 3 0 1.7498
2 5 b 3 1 2 4 3 i 2 2 0.3935
3 4 2 2 5 1 3 4 5 1 2 0.5714
4 4 3 1 5 1 2 4 5 3 1 0.9975
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Este es, finalmente, nuestro conjunto de referencia depurado y listo para usarse en el
religado de trayectonias.

Paso 3: Método de Generacion de subconjuntos. Se toman todos los subconjuntos de
dos elementos (1,2), (1,3), (1,4), (2,3), (2,4), (3,4), que son 6 en total. También se
consideran todas las mezclas de los primeros cuatro elementos del RefSet, todos los
elementos en este caso: (1,2,3), (1,2,4), (1,3,4), (2,3,4).

Paso 4: Método de Combinacion de Soluciones. Por brevedad y sin pérdida de
generalidad, solo mezclaremos los dos primeros elementos del RefSet, considerando tres
pasos entre la solucién inicial y la final.

Una vez mas, necesitamos una secuencia de insercion de una coloracion en otra.
Supongamos que ahora dicha secuencia es (f g a d e h b 1 ¢), para el pnmer paso,
tomamos los tres primeros elementos y para el segundo los primeros seis. El primer paso
entre la coloracion 1 y 2 es:

Aristas . .
a b c d e f g h Incompatibles Rigidez
1 3 5 2 4 2 1 3 4 3 0 1.7498
2 S 5 3 1 2 4 3 1 2 2 0.3935
1+2 3 5 3 1 2 1 3 1 2 4 1.1709

Esta solucién mezclada tiene cuatro aristas incompatibles y una rigidez de 1.1709, ahora
debemos aplicar el método de mejora en ella. Primero buscamos templarla con x=/,
luego se calienta con k=3 y se vuelve a enfriar con k=/. Ya hemos descrito dos veces
este camino, asi que solo se presentaran las mejoras encontradas por cada vértice
explorado. Seguimos la secuencia (cibhedagf:

Aristas

a b c d e /S g h incompatibles Rigidez  flc)

3 5 3 1 2 1 3 1 2 4 1.1709 5.1709
c 3 5 2 1 2 1 3 1 2 3 1.5970 4.5970
i 3 5 2 1 2 1 3 1 S 2 1.5970 3.5970
b 3 4 2 1 2 1 3 1 S 1 1.5970 2.5970
h 3 4 2 1 2 1 3 S S 1 1.4694 2.4694
e 3 4 2 1 2 1 3 S 5 1 1.46%4 2.4694
d 3 4 2 1 2 1 3 5 S | 1.4694 2.4694
a 4 4 2 1 2 1 3 S 5 1 1.2915 2.2915
g 4 4 2 1 2 1 3 5 5 1 1.2915 22915
f 4 4 2 1 2 3 3 5 5 0 1.9010 1.9010

Hagamos otra iteracidn en la secuencia (hedafbci g).
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“ b ¢ d ¢ A h incompatibles Rigidez  f(c)

4 4 2 1 2 3 3 5 5 0 1.9010 1.9010
h 4 4 2 1 2 3 3 1 5 0 1.4291 14291
e 4 4 2 1 2 3 3 1 5 0 1.4291 1.4291
d 4 4 2 1 2 3 3 1 5 0 1.4291 1.4291
a 4 4 2 1 2 3 3 1 5 0 1.4291 1.4291
f 4 4 2 1 2 3 3 1 5 0 1.4291 1.4291
b 4 4 2 1 2 3 3 1 5 0 1.4291 1.4291
c 4 4 2 1 2 3 3 1 5 0 1.4291 1.4291
1 4 4 2 1 2 3 3 1 5 0 1.4291 1.429]
g 4 4 2 1 2 3 S 1 S 0 1.0115 1.0115

Y hemos llegado al optimo, sin necesidad de recalentar y enfriar.

Con la siguiente mezcla de soluciones con la secuencia (fgade h b i ¢) tomamos los seis
primeros elementos (f g a d e h) de la primera solucién y los tres ultimos (b i ¢) de la
segunda:

a b ¢ d e f g h inc;""’;‘;’a‘;fbla Rigidez

1 3 5 2 4 2 1 3 4 3 0 17498
2 5 5 3 1 2 4 3 1 2 2 0.3935
+2 3 5 3 4 2 13 4 2 3 0.5714

Asi, enfriemos esta segunda coloracion, en la secuencia (aghfidcbe)y k=1

a b ¢ d e S g h incompatibles Rigidez  f(c)

3 5 3 4 2 1 3 4 2 3 0.5714 35714
a 3 5 3 4 2 1 3 4 2 2 0.8235 2.8235
h 3 5 3 4 2 | 3 4 2 2 0.8235 2.8235
g 3 5 3 4 2 | 1 4 2 1 1.6957 2.6957
f 3 5 3 4 2 5 1 4 2 2 05714 2.5714
i 3 5 3 4 2 5 1 4 2 1 1.3237 2.3237
d 3 5 3 4 2 5 1 4 2 1 1.3237 2.3237
c 3 5 3 4 2 5 1 4 2 1 13237 23237
b 3 5 3 4 2 5 1 4 2 1 13237 2.3237
e 3 5 3 4 2 5 1 4 2 1 1.3237 2.3237

Hagamos otra iteracién ahora con la secuencia azarosa (cdaghbife):
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Anstas
ipcompatibles

Q2
o
[\

Rigidez  ff¢)

b d / g h

3 5 3 4 2 5 1 4 2 1 1.3237 2.3237
c 3 S 3 4 2 5 1 4 2 1 1.3237 2.3237
d 3 S 3 4 2 5 1 4 2 l 1.3237 2.3237
a S S 3 4 2 5 1 4 2 \ 1.1004 2.1004
g 5 S 3 4 2 5 1 4 2 1 1.1004 2.1004
h 5 5 3 4 2 5 1 4 2 \ 1.1004 2.1004
b 5 2 3 4 2 S 1 4 2 1 1.0154 2.0154
1 S 2 3 4 2 5 1 4 2 1 1.0154 2.0154
f 5 2 3 4 2 5 1 4 2 1 1.0154 2.0154
e S 2 3 4 3 5 1 4 2 0 1.4415 1.4415

St hacemos una sola iteraciéon mas sobre la arista a llegamos al optimo:

a b ¢ d e f g commatbles Rigidez 10

a 2 2 3 4 3 5 1 4 2 0 1.0115 1.0115

Tenemos 4 elementos en el RefSet, el cual genera 6 parejas diferentes con dos “pasos” (al
partirlo en tres partes) entre soluciones. Si sumamos las triadas de los cuatro primeros
elementos del RefSet, que generan 18 elementos, cada uno de los cuales es enfriado,
calentado, y vuelto a enfriar, considerandose las tres soluciones parciales. Al incluir
ademas los 4 elementos del RefSet de la generacion anterior, tenemos un total de
(6*2+4)*3+4=52 coloraciones, de las cuales se seleccionaran las cuatro mejores, dos
coloraciones de calidad y dos de diversidad para generar el conjunto de referencia de
segunda generacion.

Una vez que hemos mejorado y explicado con un ejemplo corto los algoritmos realizados,
la pregunta que surge es: ;Qué tan buenos son Jos algoritmos desarrollados con respecto a
lo que se ha hecho con anterioridad? Un estudio de su comportamiento respecto al estado
del arte de la Coloracién Robusta y su comportamiento para encontrar coloraciones
minimas es lo que encontraremos en el préximo capitulo.

75
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La calidad de un algoritmo solo puede ser medida al comparar su desemperio con
respeclto a la experiencia previa, tanto en la calidad de las soluciones que da, como
en velocidad de ejecucion del mismo.

Tanto el GRASP como el Algoritmo de Busqueda Dispersa desarrollados en este
trabajo de investigacion, fueron probados en dos tipos de instancias: las al(n)
extendidas hasta 120 vértices; y las instancias DIMACS, ambas mostradas en el
capitulo 1.

En este capitulo se presenta un sumario de experiencia computacional que se ha
obtenido con el algoritmo desarrollado. En la seccion 5.1. Se hace un comparativo
con las instancias al(n) presentadas en [Ramirez, 2003] y con instancias similares
entre 20 y 120 vértices. En la Seccion 5.2. Se hace un comparativo del desempefio
del algoritmo de Busqueda Dispersa para encontrar coloraciones minimas en las
Instancias DIMACS.
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6.1. Instancias Robustas al(n)
Instancias Robustas al(n) de 10 a 30 vértices.

A continuacion se hace un comparativo del algoritmo de Busqueda Dispersa respecto a las
instancias propuestas en [Ramirez, 2003], las cuales tienen entre 10 y 30 vértices. Con base
en la tabla de resultados de dicho trabajo, se agregaron los resultados obtenidos con el
Algoritmo de Busqueda Dispersa. El asterisco indica el valor optimo obtenido con el
modelo 0-1, y en enfatizado tenemos la mejor solucion conocida actualmente.

Tabla 6.1. Comparativo del desempeiio del algoritmo de Busqueda Dispersa en Coloracion
Robusta con respecto a los otros algoritmos previamente utilizados para estas instancias.

Instancia Rigidez en coloracion vdlida
.. , . Bisqueda
G,,_o' 5 n k En;’ZZZfIwn Bu;z:zda g_f;zlc:;z Modelo 0-1 Dispersa
(Este Trabajo)
al10) | 10 4 4.2386* 4.2386* 4.2386* 4.2386* 4.2386*
5 1.8716* 1.8716* 1.8716* 1.8716* 1.8716*
aldl) | 11 4 3.4450* 3.4450* 3.4450* 3.4450* 3.4450*
5 2.4988 2.0227* 2.0227* 2.0227* 2.0227*
al12) | 12 4 5.0815* 5.0815* 5.0815* 5.0815* 5.0815*
5 3.8561 2.9041* 2.9041* 2.9041* 2.9041*
al(13) | 13 5 4.8958 4.0440* 4.0440* 4.0440* 4.0440*
6 2.7845 2.2765* 2.2765* 2.2765* 2.2765*
al14) | 14 5 6.4479 5.3659 5.9756 5.2836* 5.2836*
6 3.7227 2.9387* 2.9387* 2.9387* 2.9387*
al(1s) | 1s 5 8.3658 6.0683 5.6376* 5.6376* 5.6376*
6 5.0757 3.5592* 3.5592* 3.5592* 3.5592*
7 8.6477 6.0236 4.9557 -— 4.9557
al(20) | 20 =3 5.3147 3.9421 3.2285 — 3.2285
9 7.0819 6.7866 5.5344 — 5.2584
al23) | 25 10 5.5987 48113 3.7923 — 3.7368
10 10.5818 10.1346 7.6417 -— 6.8881
al30) |30 = 8.5675 7.4842 4.7623 — 4.7623

Como se puede ver, el algoritmo de Bisqueda Dispersa desarrollado en este trabajo nos da,
en todos los casos, los valores Optimos cuando estuvieron disponibles, o los mejores
resultados conocidos para la instancia, cuando el optimo es desconocido. La Técnica de
Busqueda Dispersa es la mejor técnica que existe para el Problema de Coloracion Robusta
en cuanto a calidad de resultados en estas instancias pequeiias.
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Instancias Robustas

Instancias Robustas al(n) de 20 a 120 vértices.

Se generaron grafos equivalentes a los presentados en [Ramirez, 2003], que tienen entre 20
y 120 vértices. En la tabla 6.2 se muestra la rigidez en una coloracion valida y su tiempo de
ejecucion. En la columna de enumeracidn parcial no se muestra el tiempo de ejecucion pero
en las instancias mas grandes es de menos de 20 segundos. En la columna de Busqueda
Tabu el tamafio de lista de movimientos prohibidos fue de 10, con 500 iteraciones. El
GRASP se ejecuté 100 veces y se presenta la mejor solucién encontrada. En el algoritmo de
Recocido Simulado se considera @=0.93 y un nimero de iteraciones en cada generacion
igual a exp(2/«”), donde n es el nimero de generacion. En el algoritmo de Busqueda
Dispersa, se tomaron 100 soluciones iniciales, 50/50 entre calidad y diversidad, 5
elementos en el RefSet y 5 pasos para el religado de trayectorias.

Tabla 6.2. Comparativo de desempefio de los algoritmos para instancias grandes

Instancia Ri en coloracion vilida / Tiempo de ejecucion (segs)
G, o n K Enumerfzcién Bdsque’a'a Mejor GMSP szcocido B;;‘;;Zd:
s Parcial Tabu de 100 solucion Simulado (Este Trabajo)
al20) | 20 7 7.6712 7.0970/ 7.1423/0.14 | 6.9046/3.86 6.9046/ 1.3
8 6.4122 4.7710/ 4.6934/0.15 | 4.7109/3.05 4.6934/1.3
al39) | 30 10 11.2167 8.0623/ 7.5749/0.44 7.5749/2.70 7.5749/3.6
11 8.8135 6.0565 / 5.9318/049 | 5.9318/4.11 5.8890/3.6
al(40) 40 14 13.3676 7.1709/ 15 7.3950/ 1.0 7.0837/6.47 7.0837/8.5
15 10.4788 58173/ 14 6.3117/1.0 5.6708/6.14 5.6708/7.2
al50) | 50 17 13.0348 9.8259/33 8.9531/1.9 8.4552/9.11 8.2587/13
18 11.9881 7.4966/ 33 7.1464/ 1.9 6.8232/9.31 6.7164/ 12
al6) | 60 20 16.4285 9.8331/69 9.9687/3.3 8.8676/7.0 8.8676/19
21 13.6716 8.2181/69 8.1430/3.4 7.7431/12.8 7.2380/ 20
al(70) 70 24 15.4938 11.1307/128 | 11.2388/531 | 9.7195/12.2 9.2634/36
25 16.8077 9.5478/ 128 9.2145/5.56 | 85979/14.5 7.7048/33
a8 | 80 27 17.9539 11.1946/218 | 11.7512/8.0 | 10.7772/18.4 9.9835/52
28 15.8635 10.5845/219 | 10.2631/8.2 | 9.0361/21.22 8.5961/43
a0 | 90 30 21.4830 12.2832/350 | 13.4919/11.5 | 11.1629/19.9 | 10.8911/47
31 20.5228 11.3699/349 | 11.5060/11.9 | 11.0050/18.0 9.5008 /89
al(100) | 100 34 20.9084 12.1932/544 | 12.8675/15.8 | 10.6124/22.2 | 10.0470/123
35 20.3636 12.0650/885 | 11.1317/15.6 | 10.1099/30.1 | 9.4259/124
al(1) | 110 37 26.6229 — 12.7681/20.7 | 11.9302/41.4 | 10.8463/ 149
38 24.7310 — 11.6574/20.2 | 10.3908/39.3 | 9.9558/171
al(120) | 120 40 27.5105 — 15.0014/26.8 | 12.2537/56.4 | 11.3507/ 190
41 30.6818 — 13.5266/27.5 | 11.2683/43.6 | 10.1258/191

Nuevamente, en todas las instancias el algoritmo que tiene un mejor desempefio es el de
Busqueda Dispersa, le sigue el de Recocido Simulado, y después con comportamientos
similares, estan el GRASP y el de Bisqueda Tabi, con la ventaja de que el GRASP es

mucho mas rapido.
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6.2. Instancias Minimas DIMACS
Instancias DIMACS de 11 a 197 vértices.

Como se mencioné anteriormente, el Algoritmo Robusto generado en este trabajo puede
resolver también el problema de coloracion minima, aunque no es un algoritmo
especializado en él. Como una evaluacion alternativa de su comportamiento, se decidio
probar el algoritmo en las instancias clasicas del problema de coloracion minima: los grafos
DIMACS (ver seccion 1.1.). Para los valores de rigidez en el grafo complementario se
tomaron valores aleatorios con distribucion uniforme (0,1) como los utilizados en los grafos
robustos al(n).

Tabla 6.3. Desemperio del algoritmo de Buisqueda Dispersa en Coloracion Robusta, en el
problema extremo de coloracion minima en instancias DIMACS de menos de 200 vértices.

Nimero Niimero So{ucién Colores extra
Instancia de Densidad | Cromdtico f ;;Zbl:;‘;n ﬁ :;aceonlzfangg;
Vértices 2(G) Dis;lwersa vdlida
Mycielski-3 11 0.36 4 4 0
Mycielski-4 23 0.28 5 5 0
Moycielski-5 47 0.22 6 6 0
Mycielski-6 95 0.17 7 7 0
Mycielski-7 191 0.13 8 8 0
College Football 120 0.09 9 9 0
David Copperfield 87 0.11 11 11 0
Huckleberry Finn 74 0.11 11 11 0
Les Misérables 80 0.08 10 10 0
Anna Karenina 138 0.05 11 11 0
Queen Graph 5x5 25 0.53 5 5 0
Queen Graph 6x6 36 0.46 7 7 0
Queen Graph 7x7 49 0.40 7 8 1
Queen Graph 8x8 64 0.36 9 10 1
Queen Graph 9x9 81 0.65 10 11 1
Queen Graph 10x10 100 0.59 >10 13 <3
Queen Graph 11x11 121 0.55 11 14 3
Queen Graph 12x12 144 0.50 > 12 15 <3
Queen Graph 13x13 169 0.47 13 17 4
Queen Graph 14x14 196 0.44 >14 18 <4
Miles Graph 250 128 0.05 8 8 0
Miles Graph 500 128 0.14 20 20 0
Miles Graph 750 128 0.26 31 31 0
Miles Graph 1000 128 0.39 42 42 0
Miles Graph 1500 128 0.64 73 73 0
Mulsol.i. 1 197 0.20 49 49 0
Mulsol.i.2 188 0.22 31 31 0
Mulsol.i.3 184 0.23 31 31 0
Mulsol.i4 185 0.23 31 31 0
Mulsol.i.5 186 0.23 31 31 0
ESTA TESIS NO SALE
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En la Tabla 6.3 se muestra un comparativo de las DIMACS utilizadas, el nimero de
vértices en el grafo, su nimero cromatico, su densidad, los colores requeridos para obtener
una coloracion valida con el algoritmo de Busqueda Dispersa, y en la Gltima columna se
muestra el nimero de colores extra requeridos para obtener una coloracion valida con el
Algoritmo Robusto con respecto al valor minimo.

Se puede observar que, aunque este algoritmo esta disefiado para resolver el problema de
Coloracion Robusta y no su caso especial de Coloracion Minima, su desempefio para
encontrar coloraciones validas en las instancias clasicas con menos de 200 vértices es
bastante bueno, teniendo solo problemas con los grafos Queen Graph, que se caracterizan
por su alta densidad y por el pequeiio porcentaje entre cantidad de colores con respecto al
numero de vértices (entre 7 y 10% de nimero de colores respecto al nimero de vértices).
Cabe mencionar que estos grafos son dificiles de resolver incluso para problemas
especializados en coloracién minima, de los cuales a veces solo se conoce una cota al
numero cromatico, y no el valor en si.

Instancias DIMACS (206 a 864 vértices)

Para ver el desempefio del algoritmo de Coloracién Robusta en instancias muy grandes de
Coloraciéon Minima, nuevamente se transformo el grafo de coloracion minima a uno de

coloracion robusta, agregando valores con distribucion uniforme entre (0,1) en las aristas
complementarias.

Tabla 6.4. Aplicado a instancias DIMACS de mas de 200 vértices.

Niimero Solucion Colores extra

. Niimero , cos actible con ara encontrar

Instancia de vértices Densidad Cromguco thisqueda ﬁna coloracion

2(G) Dispersa vilida

Zeroin.i.1 211 0.19 49 49 0
Zeroin.i.2 211 0.16 30 30 0
Zeroin.i.3 206 0.17 30 30 0
Class Scheduling 385 0.26 14 15 1
Class Scheduling nsh 352 0.24 14 15 1
Leighton 450-5a 450 0.06 5 11 6
Leighton 450-15a 450 0.08 15 19 4
Leighton 450-25a 450 0.08 25 26 1
Fpsol2.i.] 496 0.09 65 65 0
Fpsol2.i.2 451 0.09 30 30 0
Fpsol2.i.3 425 0.10 30 30 0
Inithx.i.1 864 0.05 54 54 0
Inithx.i.2 645 0.07 31 31 0
Inithx.i.3 621 0.07 31 31 0

Nuevamente el algoritmo de Bisqueda Dispersa tiene un comportamiento es muy bueno en
instancias sobre problemas reales, como son Zeroin, Fpsol y Inithx, los cuales, como ya se
menciond, estan basados en el problema de asignacion de registros para variables en
microprocesadores. Pero el algoritmo pierde eficiencia en las instancias Leighton, donde el
porcentaje entre el nimero de colores con respecto al nimero de vértices es muy bajo, entre
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1 y 5%. En este caso también nos enfrentamos a una familia muy dificil de colorear incluso
para programas especializados en coloracién minima, cabe mencionar que los grafos
Leighton de S colores ni siquiera se incluyen en los articulos especializados (solo los de 15
y 25 colores).

A lo largo de este documento de tesis ya hemos descrito en que consiste el Problema de
Coloracion Robusta, las Técnicas que se han utilizado para resolverlo, se han propuesto y
desarrollado dos nuevos algoritmos, un GRASP que rapidamente da soluciones con calidad
y uno de Busqueda Dispersa que encuentra las mejores soluciones al dia de hoy. Solamente
resta a continuacion dar las conclusiones y las aportaciones mas importantes de este trabajo.
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Conclusiones y Aportaciones Originales.

Conclusiones.

En este trabajo realizd una investigacion sobre el Problema de Coloracion Robusta: se
explica en que consiste, sus caracteristicas y las técnicas que se han utilizado para
resolverlo. Se explican las técnicas GRASP y Busqueda Dispersa. Se proponen tres
algoritmos que resuelven el Problema de Coloracion Robusta: uno es un Algoritmo de
Busqueda Dispersa, otro es un GRASP y finalmente, un algoritmo hibrido que utiliza la
Técnica de Busqueda Dispersa con soluciones iniciales generadas con GRASP. Estos
algoritmos se programaron en Visual Basic y Power Basic for Windows y se usaron para
resolver las instancias conocidas para el problema.

Se comparan los resultados obtenidos contra los obtenidos con algoritmos previos, y se
encontrd que el algoritmo Busqueda Dispersa / GRASP desarrollado en este trabajo da las
mejores soluciones encontradas a la fecha. EIl GRASP permite encontrar soluciones muy
rapidamente de buena calidad.

Por otra parte, con los algoritmos se ataco el problema de coloracion minima utilizando
para ello los grafos DIMACS, que son grafos de numero cromatico conocido,
encontrandose en la gran mayoria de los casos que se podian obtener coloraciones validas
con el nimero cromatico o utilizando un color extra unicamente, considerando que no es un
algoritmo especializado en el problema, su desempefio es notablemente bueno.

Aportaciones Originales del Trabajo Doctoral.

e En esta investigacion se propusieron tres algoritmos: un algoritmo de Busqueda
Dispersa puro, un algoritmo GRASP y un algoritmo hibrido Busqueda Dispersa /
GRASP. Los dos ultimos son los que se desarrollan en este documento.

e Se desarrolld un programa en VisualBasic 6.0 que resuelve el Problema de
Coloracion Robusta usando la Técnica de Busqueda Dispersa. Este algoritmo
encontraba las mejores soluciones respecto a las soluciones de trabajos anteriores,
hasta ese momento. Debido a su lentitud y a su formato poco amigable, se decidid
rescribir el codigo en PowerBasic for Windows 7.0. Este nuevo algoritmo,
equivalente al orginal linea por linea, corria veinte veces mas rapido, con
velocidades comparables a C++, y mucho mas amigablemente. Aunque se habla
poco de esta propuesta en este documento, la referencia [Lara ®, 2005] fue escrita
fundamentada en este algoritmo.

e Se desarrolld en PowerBasic for Windows 7.0 un programa que resuelven el
Problema de Coloracion Robusta mediante un GRASP. Este algoritmo obtiene
mejores soluciones que otros algoritmos rapidos, como es el caso del algoritmo de
Enumeracion Parcial. De hecho su comportamiento es similar a los algoritmos de
Busqueda Tabu y el de Recocido Simulado, con tiempos de ejecucion menores.

e Se desarrollo en PowerBasic for Windows 7.0 un programa que resuelve el
Problema de Coloracion Robusta con un hibrido Busqueda Dispersa/GRASP. Como
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ya se menciono, este algoritmo encuentra las mejores soluciones conocidas a la
fecha en las instancias propuestas en trabajos anteriores.

e Se ampli6 el estudio del comportamiento del Problema de Coloracion Robusta. En
estudios anteriores se incluyeron hasta instancias con 30 vértices. Este trabajo se
proponen y resuelven instancias de hasta 120 vértices para el algoritmo de
Busqueda Dispersa / GRASP y un estudio que abarca desde 100 hasta 1000 vértices
para el GRASP puro.

e Se extendi6 el uso del algoritmo al caso especial de Coloracion Minima,
especificamente en las instancias DIMACS, encontrandose que a excepcion de dos
familias de grafos (disefiadas ex profeso para ser dificiles de colorear), en los demas
casos, los cuales son aplicaciones reales, se encuentra una coloracién con el nimero
cromatico, incluso en instancias de mas de 800 vértices.

e Con base en el algoritmo de Busqueda Dispersa puro, desarrollado en el afo 2003,
se cred el articulo “Un Algoritmo Evolutivo para Resolver el Problema de
Coloracion Robusta”, cuyos autores son P. Lara Veldzquez, M. A. Gutiérrez
Andrade, J. Ramirez Rodriguez y J. Lopez Bracho por publicarse en la Revista de
Matemdtica: Teoria y Aplicaciones, en el volumen 12, Numeros 1 & 2, del afio
2005. Esta revista es editada por la Universidad de Costa Rica, estd arbitrada y
pertenece al indice de calidad de la Sociedad Europea Matematica (Zentralblatt fiir
Mathematick) asi como al Current Statistical Index.

e Con un modelo mejorado del algoritmo, se produjo el articulo: Scatter Search in the
Robust Coloring Problem. Cuyos autores son P. Laray M. A. Gutiérrez el cual fue
enviado a la revista Computacion y Sistemas del Instituto Politécnico Nacional.

Cabe mencionar que este articulo se envio a esta revista ya que esta incluida en el
Padron de Excelencia de CONACYT.

e Presenté la ponencia “Scatter Search and Path Relinking in the Robust Coloring
Problem” cuyos autores son P. Lara, MA. Gutiérrez y S. de los Cobos, en el
“INFORMS 2004 Annual Meeting” en Denver, Colorado, EUA, el lunes 25 de
Octubre de 2004 en la sesion MAO3, donde estuvieron presentes Manuel Laguna,
Rafael Marti y Vinicius Armentano.

e Se elaboré el articulo “A4 Hybrid Algorithm for the Robust Coloring Problem”
Cuyos autores son P. Lara, M. A. Gutiérrez y S. de los Cobos, que fue enviado a la
revista Interfaces, editada por el Institute of Operations Research and Management
Sciences. Esta revista pertenece al Science Citation Index en la categoria de
Operations Research and Management Science.

Actualmente se trabaja en una nueva investigacion: generar un algoritmo hibrido
GRASP / Recocido Simulado para el Problema de Coloracion Robusta. Esta nueva
investigacion ya no tiene que ver ni con la Busqueda Dispersa ni con otro Algoritmo
Evolutivo, pero se menciona porque marca oficialmente el final de esta investigacion
doctoral.

83



Referencias

[Aiex, 2002] R M. Aiex, M.G.C. Resende, and C.C. Ribeiro, Probability Distribution of
Solution Time in GRASP: An Experimental Investigation, Journal of Heuristics, vol. 8,
pp. 343-373, 2002

[Campos, 1999] V. Campos, M. Laguna and R. Marti. Scatter Search for the Linear
Ordering Problem New Ideas in Optimization, D. Corne, M. Dorigo and F. Glover (Eds.),
McGraw-Hill, pp. 331-339, 1999

[Campos, 2004] V. Campos, M. Laguna and R. Marti. Context-Independent Scatter and
Tabu Search for Permutation Problems. Por publicarse en INFORMS Journal on
Computing

[Cavique, 2001] Luis Cavique, César Rego, Isabel Themido. A Scatter Search Algorithm
Sfor the Maximum Clique Problem. Research Report. Hearin Center for Enterprise
Science, University of Mississippi. 2001

[Diestel, 2000] Diestel, Reinhard. Graph Theory. Springer-Verlag. New York, 2000.
(Electronic Edition).

[Eiben, 1998] A. E. Eiben, J. K. Van Der Hauw, J. I. Van Hemert. Graph Coloring with
Adaptative Evolutionary Algorithms. Journal of Heuristics 4: 25-46, 1998

[Feo, 1995] T. A. Feo and MGC Resende. Greedy Randomized Adaptative Search
Procedures. Journal of Global Optimization, 6 pags. 109-133, 1995.

[Galinier, 1999] Philippe Galinier, Jin-Kao Hao. Hybrid Evolutionary Algorithms for
Graph Coloring. Journal of Combinatorial Optimization 3, 379-397, 1999.

[Glover, 1998] Glover, ¥red. A Template for Scatter Search and Path Relinking, in
Artificial Evolution, Lecture Notes in Computer Science, 1363, J.-K. Hao, E. Lutton, E.
Ronald , M. Schoenauer and D. Snyers, Eds. Springer, pp. 13-54, 1998.

[Glover, 1999] Glover F. Scatter Search and Path Relinking, in New Ideas in

Optimization, D. Come, M. Dorigo and F. Glover, Eds., McGraw Hill, 1999, pp. 297-
316.

[Glover, 2000] F. Glover, M. Laguna and R. Marti. Fundamentals of Scatter Search and
Path Relinking Control and Cybernetics, vol. 39, no. 3 pp. 653-684 (2000)

[Glover, 2003] F. Glover, M. Laguna and R. Marti. Scatter Search. Advances in

Evolutionary Computation: Theory and Applications, A. Ghosh and S. Tsutsui (Eds.),
Springer-Verlag, New York, pp. 519-537 (2003)

84




[Glover ° 2004] F. Glover, M. Laguna and R. Marti. New Ideas and Applications of
Scatter Search and Path Relinking. Por publicarse en New Optimization Techniques in
Engineering, G. Onwubolu (Ed.), Springer-Verlag

[Glover °, 2004] F. Glover, M. Laguna and R. Marti. Scatter Search and Path Relinking:
Foundations and Advanced Designs. Por publicarse en New Optimization Techniques in
Engineering, G. Onwubolu (Ed.), Springer-Verlag

[Gutiérrez, 1991] M. A. Gutiérrez-Andrade. La Técnica de Recocido Simulado y sus
Aplicaciones. Tesis De Doctorado. Universidad Nacional Autonoma de México, Facultad
de Ingenieria. Agosto, 1991.

[Hamiez, 2001] Jean-Philippe Hamiez, Jin-Kao Hao. FExperimental Investigation of
Scatter Search for Graph Coloring. MIC’2001 - 4th Metaheuristics International
Conference.

[Hamiez, 2002] Jean-Philippe Hamiez, Jin-Kao Hao. Scatter Search for Graph Coloring.
Lecture Notes in Computer Science 2310: 168-179, Springer, 2002

[Laguna, 2002] M. Laguna. Scatter Search. In Handbook of Applied Optimization, P. M.
Pardalos and M. G. C. Resende (Eds.), Oxford University Press, pp. 183-193 (2002)

[Laguna, 2001] M. Laguna and R. Marti. 4 GRASP for Coloring Sparse Graphs.
Computational Optimization and Applications, vol. 19, no. 2, pp. 165-178 (2001)

[Laguna, 2004] M. Laguna and V. Armentano. Lessons from Applying and
Experimenting with Scatter Search. To appear in Adaptive Memory and Evolution: Tabu
Search and Scatter Search, Cesar Rego and Bahram Alidaee (Eds.)

[Lara, 2004] P. Lara, M. A. Gutiérrez. Scatter Search in the Robust Coloring Problem.
Enviado a la Revista Computacion y Sistemas (Mexico).

[Lara *, 2005] P. Lara-Velazquez, M. A. Gutiérrez-Andrade, J. Ramirez-Rodriguez, R.
Lopez-Bracho. Un Algoritmo Evolutivo para Resolver el Problema de Coloracion
Robusta. Revista de Matematica: Teoria y Aplicaciones, vol. 12, nos. 1 & 2, pp. 111-119
(2005).

[Lara_b, 2005] P. Lara-Velazquez, M. A. Gutiérrez-Andrade, S. de los Cobos. 4 Hybrid
Evolutive Algorithm for the Robust Coloring Problem. Enviado a la revista Interfaces

(EUA).

[Marti 2000] R. Marti, H. Lourengo and M. Laguna. Assigning Proctors to Exams with
Scatter Search Computing Tools for Modeling, Optimization and Simulation, M. Laguna

and J. L. Gonzalez Velarde (Eds.), Kluwer Academic Publishers, Boston, pp. 215-227
(2000)

85




[Marti, 2003] R. Marti, M. Laguna. Scatter Search: Disefio Bdsico y Estrategias
Avanzadas. Revista Iberoamericana de Inteligencia Artificial, vol. 2, no. 4, pp. 123-130
(2003).

[Marti * 2004] R. Marti, M. Laguna and V. Campos. Scatter Search Vs. Genetic
Algorithms: An FExperimental Evaluation with Permutation Problems. Por publicarse en

Adaptive Memory and Evolution: Tabu Search and Scatter Search, Cesar Rego and
Bahram Alidaee (Eds.)

[Marti_b, 2004] R. Marti, M. Laguna, F. Glover. Principles of Scatter Search. Por
publicarse en el European Journal of Operational Research

[McDiarmid, 2000] Colin McDiarmid and Bruce Reed. Channel Assignment and
Weighted Coloring. Networks Vol. 36(2), 114-117 (2000).

[Murty, 1995] Katta G. Murty. Operations Research: Deterministic Optimization Models.
Prentice-Hall. New Jersey, USA. 1995

[Ramirez, 2000] Javier Ramirez Rodriguez. Extensiones del Problema de Coloracion de
Grafos. Tesis de Doctorado. Universidad Complutense de Madrid. Facultad de Ciencias
Matematicas, Nov 2000

[Ramirez, 2003] J. Ramirez-Rodriguez, M. A. Gutiérrez-Andrade, R. Lopez-Bracho, J.
Yafiez-Gestoso. Heuristics for the Robust Coloring Problem. (En revision).

[Ramirez, 2005] J. Ramirez-Rodriguez, R. Lopez-Bracho, F. J. Zaragoza, J. Yafiez-
Gestoso. Bounds for the Robust Coloring Problem. Resumen extendido para el evento:
International Conference on Industrial Logistics (ICIL 2005). Febrero, 2005.

[Resende * 2003] M. G. C. Resende C. C. Ribeiro. GRASP and Path Relinking: Recent
Advances and Applications. Technical report, Internet and Network Systems Research
Center, AT&T Labs Research, Florham Park, NJ, 2003.

[Resende_b, 2003] M. G. C. Resende y J. L. Gonzalez Velarde, GRASP: Procedimientos
de busqueda miope aleatorizado y adaptatitvo, Inteligencia Artificial, no. 19, pp. 61-76,
2003.

[Ribeiro, 1999] G. Ribeiro Filho, L. A. Nogueira Lorena. Improvements on Constructive
Genetic Approaches to Graph Coloring. IFORS'99 - The 15th Triennial Conference - The
International Federation of Operational Research Societies. Beijing, China. 15-20/08/99.

[Yamashita, 2004] D. S. Yamashita, V. A. Armentano and M. Laguna. Scatter Search for
Project Scheduling with Resource Availability Costs. Por publicarse en el European
Journal of Operational Research

[Yafiez, 2003] J. Yaiiez, J. Ramirez. The Robust Coloring Problem. European Journal of
Operational Research. Vol. 148, No. 3, 2003, pp. 546-558.

86



Apéndice: Glosario de términos utilizados en este trabajo.

Busqueda Local (Local Search). Es una técnica heuristica que a partir de una solucion
inicial, realiza iterativamente una exploracion alrededor de soluciones “vecinas” en busca
de un valor mejorado. Una vecindad del nimero 2 en los reales podria ser el intervalo
(1.99, 2.01); una vecindad de una solucion del agente viajero podria ser permutar el lugar
de dos ciudades en el recorrido.

Clan (Clique). Un clan es un subconjunto de vértices en un grafo los cuales generan un
subgrafo completo entre si. Si este clan tiene » elementos, entonces para iluminar todo el
grafo, requeriremos » o0 mas elementos. Asi, el clan mas grande en el grafo nos da una cota
minima del nimero de colores a utilizar.

Coloracion Robusta (Robust Coloring). Dados un grafo G(V,E), k>0 un nimero de colores
que permiten una coloracion valida y una familia de penalizaciones de las aristas

complementarias {p,,{i, j} € E} el problema de Coloraciéon Robusta consiste en determinar

aquella k-coloracion Cy con el menor grado de rigidez:
Cf = min R(C )
C

Dicho de otra forma, dado un grafo por colorear (no necesariamente con el minimo de
colores), existe un grafo complementario de aristas no incluidas en el grafo original y
asociada a cada una de ellas, hay un cierto peso o penalizacion. Un grafo coloreado
robustamente es aquel que satisface la coloracion en el grafo original y minimiza el peso de
las aristas con la misma cantidad de colores en el grafo complementario.

Coloracion Valida (Valid Coloring). Dado un Grafo G, una coloracion valida es un vector
de coloracién C* que asocia un color ¢ a cada vértice del grafo (¢ es un nimero entero
entre / y k), de tal forma que dos vértices adyacentes cualesquiera no comparten el mismo
color. Al color asociado a un vértice i se le denota C* (7).

Densidad (Density). Es el porcentaje de aristas que tiene un grafo respecto a todas las
aristas posibles. La densidad se podria definir como el cociente 2a/n(n-1) donde a es el
numero de aristas que tiene el grafo y n es el nimero de vértices.

Grado de un Vértice (Degree of a Vertex). Es el nimero de aristas incidentes en un vértice
determinado. -

Grafo (Graph). Un grafo es un par de subconjuntos G=(V,E). Los elementos de E son
pares del conjunto V. Los elementos de ¥ se les denomina vértices (o0 nodos o puntos) y los
elementos de E se les llaman aristas (o arcos o lineas).
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O
O

(@) (®) () @
Figura Al. 1. Cuatro ejemplos de Grafos

En la Figura Al.1. se presentan algunos ejemplos de grafos. En el grafo (a) tenemos 5
vértices, cuatro de ellos unidos por aristas, un vértice donde no inciden aristas y dos
vértices unidos entre si por dos aristas. El grafo (b) consta unicamente de un vértice, sin
aristas. En el grafo (c) tenemos una arista que empieza y termina en el mismo vértice, este
tipo de arista se le llama un bucle; la otra arista esta dirigida. El grafo (d) tiene dos aristas
dirigidas y una arista bidirigida.

Grafo Complementario (Complementary Graph). Dado un grafo G(V,E) se define como el
grafo complementario al grafo G(V,E)donde E es el conjunto de aristas
complementarias, es decir:

i.j}eEo i jieE

Grafo Completo (Complete Graph). Un grafo es completo cuando todas las aristas posibles
en un grafo simple estan incluidas en el conjunto E. En un grafo completo con » vértices,
existen n(n-1)/2 aristas.

Grafo Simple (Simple Graph). Un grafo es llamado simple si no tiene bucles y dos vértices
cualesquiera estan unidos a lo mas por una arista. En este trabajo se utilizan grafos simples
no dirigidos.

Vértices Adyacentes (Adjacent vertexes). Son cualesquiera dos vértices que estan unidos
por una arista.

Grafo Planar (Planar Graph). Un grafo es planar si se puede dibujar en un plano sin
cruzar aristas. Como se puede ver en la figura A1.3., un grafo completo de cuatro vértices
es un grafo planar; un grafo completo con cinco vértices ya no es planar, ya que siempre
una de las aristas va a estar cruzada sobre alguna otra. Un grafo completo de cuatro vértices
se puede colorear con cuatro colores, pero uno de cinco vértices requiere 5 colores. Asi, el
problema de los cuatro colores solo es valido en grafos planares.
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(@) ®)
Figura A1.2. Dos ejemplos de grafos completos para n=4 y n=5,
El de la izquierda es planar, el de la derecha no.

Matriz de Adyacencia (Adjacency Matrix). Sea G un grafo simple, con n vértices
etiquetados por 1,2,...n y los elementos {7, j} las aristas que pertenecen a E. La Matriz de
Adyacencia A(G) = (av.)m se define por:

if
1si §i,jleE
a. =
i 0 en otro caso

En el caso de un grafo simple no orientado la matriz 4(G) es simétrica.

Numero Cromdtico (Chromatic Number). Es el nimero minimo de colores con el cual
podemos colorear validamente un grafo y se denota por y(G). Para la figura 1.1 x(G)=4.
Para la figura 1.2b, su nimero cromatico es y(G)=>5.

Problema del Agente Viajero (PAV) (Traveling Salesman Problem). Este problema es
probablemente el mas conocido y estudiado dentro de la Optimizacién combinatoria. Dado
un nimero de ciudades y dados los costos de viajar de una a otra, el PAV consiste en

encontrar el viaje redondo mas econdmico que visita todas las ciudades y regresa a la
ciudad inicial.

Rigidez de una coloracion (Rigidity of a Coloring). Dados un grafo G y una familia
conocida de penalizaciones {p,.{i,j}€ E} se define el grado de rigidez de la k-coloracion

C* y se denota por R(C*) a la suma de las penalizaciones de las aristas complementarias
cuyos extremos estan igualmente coloreados:

R( k): 20,

fi.}eE.cti=ct ()
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