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Introduccion

En el desarrollo de la Mecédnica Cldsica, ha habido una gran necesidad de
resolver las ecuaciones de Newton cuando las fuerzas involucradas son del tipo
no lineal. Desde la época de Lagrange y Laplace, los cientificos han desarro-
llado métodos asintdticos y numeéricos para obtener soluciones aproximadas de
problemas mecdnicos que han sido de gran interés para fisicos, matematicos,
ingenieros, etc. La necesidad de desarrollar tablas de efemérides astronémicas
confiables ha sido una prioridad de muchas naciones a partir del siglo XVII
hasta nuestro tiempo, la navegacién se hizo confiable gracias a la capacidad
que tuvieron los capitanes de barcos y aviones de saber su posicién geografica
con mucha precisién y esto se ha logrado con la ayuda del calculo eficiente de
efemérides astronémicas.

Los modelos mecénicos del movimiento de los cuerpos celestes son del tipo
conservativo, practicamente no existe disipacién de energia a las escala de los
cuerpos celestes. La Mecanica de cuerpos que conservan energfa fue desarrollada
ampliamente por Lagrange. La formulacién de la Mecénica a partir de principios
variacionales dio como consecuencia la aparicién de la Mecanica Lagrangiana al
final del siglo XVIII. En el siglo XIX, Hamilton introdujo una visién geométrica.
a la Mecédnica Lagrangiana; esta forma de estructurar la Mecanica es lo que
ahora conocemos como Mecénica Hamiltoniana, la cual combina la geometria
simpléctica con la dindmica de cuerpos que conservan un cierto numero de inte-
grales de movimiento durante su evolucién. Esta forma de entender la dindmica
de los sistemas mecdnicos conservativos es muy poderosa y ha sido la herramien-
ta basica para el desarrollo de los viajes espaciales, la colocacién de todo tipo
de satélites artificiales alrededor de nuestra Tierra asi como para alcanzar los
ultimos planetas del Sistema Solar con naves automdticas que navegan practi-
camente sin combustible. En todos los casos ha sido la Mecénica Hamiltoniana
la herramienta indispensable para, el planteamiento de misiones espaciales y en
la determinacién de efemérides muy precisas del movimiento de los cuerpos en
el Sistema Solar.

La Mecénica Hamiltoniana no sélo se ha utilizado en las escalas en las que
trabaja la Mecéanica Celeste; el estudio de modelos hidrodindmicos donde no se
consideran pérdidas por friccién pueden ser representados como sistemas Ha-
miltonianos, los cuales dan una muy buena aproximacién de la dindmica de
fluidos donde hay poca vorticidad. A mediados del siglo XX, el desarrollo de
los reactores de fusién llevé a la necesidad de estudiar la dindmica de plasmas



y de particulas cargadas que siguen lineas de campo magnético. Este tipo de
problemas se puede plantear como problemas Hamiltonianos y tiene un estrecho
acercamiento a los problemas de la Mecénica Celeste. Esta drea del conocimien-
to estimulé fuertemente el desarrollo de los sistemas Hamiltonianos junto con
los Sistemas dinamicos.

Es claro entonces que desde los primeros desarrollos de la Mecéanica Celeste
ha habido una gran necesidad de resolver las ecuaciones que plantea la Mecdnica,
Hamiltoniana desde un punto de vista numérico. Desde finales del siglo X VIII se
han desarrollado métodos asintéticos y numéricos para tener una buena apro-
ximacion de las soluciones de los sistemas Hamiltonianos. Es a mediados del
siglo XX con el advenimiento de la computadora cuando se ha tenido un gran
desarrollo de los métodos numéricos para obtener soluciones confiables de los
modelos mecénicos que preservan sus integrales primeras. La carrera espacial
fue especialmente fructifera en el desarrollo de nuevos modelos numéricos pa-
ra calcular misiones espaciales con un alto grado de precisién. Sin embargo, el
célculo numérico de las soluciones de sistemas Hamiltonianos ha enfrentado el
problema de asegurar la preservacién de las constantes de movimiento; la estruc-
tura simpléctica del sistema debe preservarse de manera homogénea respecto al
error generado por los pasos de integracién numéricos. En los dltimos veinte
afios han aparecido un gran nimero de métodos numéricos cuyo propésito es
obtener soluciones numéricas que preserven la estructura simpléctica de forma
adecuada. El propésito de esta tesis es el estudiar y examinar un método numéri-
co simpléctico que preserva las integrales de movimiento de forma homogénea
respecto al paso de integracidn, este integrador estd basado en la construccién
asintética de una funcidén generatriz que permite obtener una transformacién
canénica que mapea las nuevas coordenadas sobre el flujo Hamiltoniano.

Aun cuando el tema, central de esta tesis es la integracién numérica simplécti-
ca de sistemas Hamiltonianos, no se conmienza con el estudio de éstos de manera
inmediata pues el trabajo se ha estructurado de forma tal que todo el material
necesario para comprender c6mo surgen este tipo de sistemas y las distintas
formas de integrarlos esté contenido en la misma tesis. Claro estd que conoci-
mientos de cdlculo diferencial e integral, ecuaciones diferenciales ordinarias y
4lgebra lineal son supuestos.

La estructura que se eligié para introducir al lector en el tema de la integra-
cién simpléctica es la siguiente, en el capitulo 1 se dan los elementos clasicos de
integracién numérica de sistemas de ecuaciones ordinarias en general, depués en
el capitulo 2 se presenta un tipo particular de sistemas de ecuaciones diferencia-
les, los sistemas Hamiltonianos, su origen y propiedades tedricas que mds tarde
seran utilizadas para integrarlos numéricamente. En el capitulo 3 se prosigue
con el estudio de estos sistemas, haciendo particular énfasis en cierta estructura
geométrica de su dinamica, llamada estructura simpléctica. Este es el punto cen-
tral por el cual se hace necesaria una integracion distinta a la cldsica para estos
sistemas, pues buscamos preservar la simplecticidad de su estructura a lo largo
de la integracion, asi, en la parte final de este capitulo se desarrolla el integrador
simpléctico que es objeto de esta tesis. En el capitulo 4 se hacen simulaciones
numéricas con distintos métodos de integracién para algunos sistemas Hamil-
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tonianos cldsicos con la finalidad de comparar qué tanto respetan la estructura
simpléctica de la dindmica del sistema. Los integradores que se implementaron
son los integradores cldsicos vistos en el capitulo 1 y los desarrollados a la luz
de la estructura simpléctica de estos sistemas estudiada en el capitulo 3.

En el desarrollo de la teoria a lo largo de toda la tesis se ha tomado gran
parte de los teoremas, lemas y resultados en general de la bibliografia a la que
hacemos referencia al final de la tesis, sin emabargo es necesario decir que parte
de las pruebas, explicaciones e interpretaciones de los resultados presentados no
se encuentran o bien exactamente como en la bibliografia o simplemente no se
encuentran.

El capitulo 1 estd basado principalmente en los libros de Golub [6] y Eldén
[3]. Este capitulo trata los métodos numéricos clasicos para resolver sistemas de
ecuaciones diferenciales ordinarias con valor inicial. Se da la definicién de método
de un paso y se comienza con el estudio del método de Euler y del método de
Runge-Kutta de orden general, y se ejemplifica el procedimiento mediante el
cual se obtiene este ltimo para cualquier orden. Después se da la teoria basica
de interpolacién de datos para desarrollar los métodos multipaso de Adams-
Bashforth y de Adams-Moulton también ejemplificando como obtenerlos para
orden arbitrario. A lo largo de este capitulo se dan las definiciones bésicas para
el cdlculo del error, como son, los errores locales de discretizacién y el orden del
método, haciendo uso de éstas para demostrar el orden de éstos métodos. Mas
tarde estas definiciones serdn utlizadas en el anilisis del error de los métodos
numericos desarrollados en el capitulo 3.

Los resultados del capitulo 2 estdn tomados esencialmente de los libros de Ize
(8], Gelfand [4] y Goldstein [5]. Los dos primeros sirven como base para el desa-
rrollo de la teoria béasica del calculo de variaciones. Por ejemplo las definiciones
y resultados relacionados con la derivada de Gateaux y Fréchet son tomadas del
libro de Ize as{ como la manera de obtener las ecuaciones de Euler-Lagrange de
un problema variacional; sin embargo algunas de las pruebas son un poco més
parecidas a las dadas en el libro de Gelfand [4]. La parte tedrica del capitulo
finaliza con el estudio de transformaciones de coordenadas que hagan que las
ecuaciones de Euler-Lagrange en forma candnica se preserven. Se demuestra
que dichas transformaciones, llamadas canénicas, pueden ser obtenidas median-
te una funcién, llamada funcién generatriz. Para la seccién que trata de funcién
generatriz, los libros de Gelfand[4] y Goldstein[5] son mayormente utilizados,
siendo el de Goldstein[5] el mas importante en cuanto a la presentacién de los
distintos tipos de funciones generatrices asi como de su obtencién basada en la
tranformada de Legendre. Esta seccion es una de las mas importantes, ya que
de la teoria de funciones generatrices se desarrollard el integrador simpléctico
estudiado en el capitulo 3 de manera tedrica y practicamente en el capitulo 4.
El capitulo 2 termina con algunas interpretaciones fisicas de los sistemas Ha-
miltonianos introduciendo de esta manera la notacién cldsica para esta teoria,
notacién que se mantendrd hasta el final de la tesis.

El capitulo 3 esta basado principalmente en el libro de Harier [7] y en los
articulos de P. J. Chanell & C. Scovel [2] y T. J. Stuchi [11]. Este capitulo
comienza definiendo el concepto de simplecticidad para una aplicacién lineal
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y luego lo extiende para funciones diferenciales en general, demuestra algunas
propiedades e implicaciones de la simplecticidad de una funcién como la pre-
servacién del area simpléctica. Uno de los resultados mas importantes de este
capitulo es que para un sistema Hamiltoniano que no depende explicitamente
del tiempo, se tiene que una transformacién canénica de coordenadas es justo
una transformacion simpléctica y viceversa, asi, una transformacién canénica es
simpléctica y por tanto tiene toda esta estructura geométrica de preservacion
de 4rea. Se dedica una seccién a las integrales primeras de un sistema Hamil-
toniano demostrando el resultado clasico de Frobenius para que una cantidad
sea integral primera basada en el corchete de Poisson. Se demuestra el teorema
de Poincaré que establece que el flujo de un sistema Hamiltoniano es simplécti-
co, resultado que permite obtener como integrales primeras las bien conocidas
integrales invariantes de Poincaré. Este resultado de Poincaré tambien permite
obtener el integrador simpléctico que buscamos, pues al ser el flujo un transfor-
macién simpléctica, estamos en busqueda de una funcién generatriz que avance
en el tiempo la solucién del sistema es decir que transforme las coordenadas
en un tiempo dado a las coordenadas en un tiempo posterior. De esta manera
habremos integrado exactamente el sistema. Estas ideas son desarrolladas por
P. J. Channel & C. Scovel [2] sin embargo en la tesis se presenta una forma al-
ternativa para obtener la ecuacién llave que permite obtener en serie de Taylor
la funcién generatriz que buscamos. A su vez se da un desarrollo explicito de la
manera de deducir dicho integrador para cualquier orden.

En el capitulo 4 se estudian los sistemas Hamiltonianos del péndulo ideal, el
oscilador armoénico y la cadena de Toda finita de tres particulas. La manera de
estudiar estos sistemas es implementando los integradores clasicos vistos en el
capitulo 1 y los simplécticos vistos en el capitulo 3 y comparar la conservacién
de energia mecénica para los distintos integradores. En el caso de la cadena
de Toda se analiza el comportamiento del error relativo de la energia mecanica
asi como el del momento angular generalizado. Los sistemas del péndulo y el
oscilador se elegieron por ser sistemas conocidos, razén por la cual resulta facil
juzgar los resultados numéricos. La cadena de Toda con 3 particulas se eligié por
ser un problema, en principio, con 3 grados de libertad (puede ser reducido a uno
con 2 grados de libertad) que ademads involucra un Hamiltoniano exponencial lo
que lo hace un sistema inestable desde el punto de vista numérico. Es necesario
decir que el objetivo es comparar la preservacién de la energia mecénica de los
distintos integradores para tiempos de integracién grandes.



Capitulo 1

Métodos numéricos clasicos
para la solucién de
ecuaciones diferenciales
ordinarias

Consideremos el problema de resolver numericamente la ecuacién diferencial

d S ~
£ = f(z,y) a <z con condicién inicial y(a) =7. (1.1)
Asi pues, deseamos aproximar la solucién y en un conjunto discreto de puntos
zr > acon k =0,1,2,.... En la mayoria de los casos, aproximar la solucién

de (1.1) en un numero infinito de puntos resulta muy dificil, es por esta razén
queé nos avocaremos a encontrar aproximaciones de y en un conjunto finito de
valores mayores o iguales que a. De esta manera, encontraremos una solucién
nimerica' de (1.1) en un intervalo de la forma [a, b]. Luego, si se desea observar
el comportamiento de la solucién y cuando £ — co entonces basta con aproximar
la solucién para b suficientemente grande.

El primer paso para encontrar una solucién numérica es introducir una ma-
lla de puntos en el intervalo [a,b]. Sea esta malla ¢ = 7o < 2z, < ... < zZN.
Supondremos por simplicidad que los puntos de dicha malla estdn separados
uniformemente, es decir que zx = a+ kh con k = 0,..., N y donde h es el es-
pacio entre cada elemento de la malla. Denotaremos por y(z) el valor de la
solucién exacta en zx y por yr la aproximacion a y(z) generada por el méto-
do numérico. De manera natural, una vez introducida esta notacién, surge la
primera definicién de error; ésta no depende del método numérico que se elija.

'Una aproximacién a la solucién de (1.1) en un conjunto finito de valores mayores a iguales
que a.
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Definicién 1.1 (Error global de discretizacién).
Definimos el error global de discretizacién en [a,b] por:

E(h;[a, b)) = )rsnl_ést|yi —y(zi)] con zi=a+ih

También nos referiremos a él indistintarnente por E(h).

Intuitivamente esperamos que E(h) — 0 cuando h — 0. Pasaremos ahora a
la construccién de los métodos llamados de un paso.

1.1. Meétodos de un paso

Los métodos que son llamados de un paso son aquellos para los cuales, la
construccién de las aproximaciones yx a la solucién exacta estd dada por una
regla como la siguiente:

Ye+1 = Yr + hP(zk, Y1) (1.2)

donde & es una funcién de R? en R
Es importante observar que si la construccion de las aproximaciones sigue la
regla anterior, entonces yi4+; depende sélo del paso anterior yg.

Cadlculo del error

Esencialmente, los cdlculos requertdos para evaluar un método provienen de
calcular f(z,yx). Por tanto, el error que se comete al aproximar proviene de
dos fuentes: la primera, al discretizar la ecuacién diferencial y la segunda, el
error de redondeo.

El error de discretizacién puede clasificarse en dos; el que se produce al
dar una aproximacién discreta a la solucién exacta (llamado error global de
discretizacién) y el que se produce (dependiendo del método que se elija) al
discretizar la ecuacién diferencial. Por supuesto, estos dos estdn intimamente
relacionados, como veremos mas adelante. En lo sucesivo supondremos gue no
existe error de redondeo. Daremos ahora las definiciones de error que nos faltan,
éstas, a diferencia de la primera, dependen del método numérico que se elija.

Definicién 1.2 (Error de discretizacién en un punto).
Definimos para cualguier método de un paso, el error de discretizacion en un
punto z € [a,b] por

Lz, h) = 3 (@ + b) = y(2)] - (2, (2)

y donde ® es la funcidn que define el método en (1.2).

Definicién 1.3 (Error local de discretizacién).
Definimos para cualquier método de un paso, el error local de discretizacion en
fa, ] por

L(h) = agl;ngéﬁ(—hlL(I’ h)|
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Definicién 1.4 (Orden del método).
Diremos que el orden del método es el entero positivo p st L(h) = O(hP).

Con estas definiciones, podemos hacer inmediatamente la siguiente observa-
cién:

Observacién 1.1.
St partimos de la solucidn exacta, entonces, el error producido por el método en
un solo paso es h veces el error local de discretizacién.

Demostracién. Por hipétesis, tenemos que yx = y(zx), como en la condicién
inicial, entonces

Y(Tin) = yrtr = Y(Tra1) — yr — hP(zp, i)
= y(zre1) — y(zx) — h® (zk, y(2x))
= y(zx + h) - y(zx) — h®(zx, y(2x))
= hL(z, h),

con lo cual queda demostrada la observacién.
0

Los dos tipos de errores que hemos definido arriba, se relacionan a través de
su orden de convergencia, como lo establece el siguiente teorema.

Teorema 1.2.
Si el método numérico definido por la ecuacidén (1.2) es tal que L(h) = O(hP) y
® tiene su derivada parcial respecto a su segundo argumento acoteda, entonces
E(h) = O(h®).

Dermnostracion. Denotaremos por e; a la diferencia y(zi) — y«, as{, podemos
escribir E(h) = mix |en).
1<n<N

De la definicién de L(zy, k) sesigue que y(zx+1) = hL(zk, h)+h®(zi, y(zk))+
y(zx), ademads, yri1 = yr + h®(zx, 1), por lo tanto, si sustituimos estas expre-
siones en la definicién de e; obtenemos que:

ers1 = Y(Te41) — Yor1

= e + A[®(ar,y(z1)) - B(ow,3e)] +hL(r h).

Por otro lado, por hipdtesis sabemos que |8%/dy(z,y)| < M, con (z,y) €
[a,b] x R y por el teorema del valor medio tenemos que para algona 0 < 6 < 1,

(@(zi y(z0)) — B(z132)] = “;—j (21 0y(z) + (1 = B)yi) (w(z) — )

< M ek
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de este modo, sustituyendo en la dltima expresion encontrada para ez, tene-
mos

lexs1| < lext + hMlex| + h|L(zy, h)|
< (1 + hMy)lex| + hlL(R)|

es decir, x4 < c€ +d, donde &, = |ex|, c =1+ hM), d=hL(h) y é =0 (&
es la condicién inicial) asi,

én < c(clp_at+d)+d< - <(1+c+ -+ 1)d

(e =1\ [+ hMy) - 1] (1 +hMy)™
_ c_l)d_ (k) < S L)
hnM,

IA

L(h) puesl+z<econ z2>0.

por otro lado, la observacién (1.1), implica que &, = h|L(zn, h)| < hL(h) = 0
cuando h — 0 pues por hipétesis L(h) = O(h?) y como 0 < &,, entonces é, = 0
st A = 0. Teniendo en cuenta la dltima desigualdad obtenida para &,, podemos
afirmar que &,/h® estd acotado por una constante cuando A — 0 (de nuevo
porque L{h) = O(hP)), por lo tanto

E(h) = mix &, = O(h?).
O

En las hipétesis del teorema anterior, cabe remarcar que la condicién L(h) =
O(hP) implica condiciones sobre ¢ y por tanto sobre f.

1.1.1. Moétodo de Euler

Para obtener este método, es necesario expandir y en su serie de Taylor
alrededor de z¢ para lo cual supondremos que y es dos veces derivable. Ast,

Y(o) = ylze) + 1/ (@)(e - 28) + 59" (E) (e — z)* con & € (ox,us)
entonces
Y(@ks1) = o) + ¥/ (20) (@ — ) + 39" (6) @ - 20)?
=y(ze) +y'(z)(a+ (k+ Dh -0 - kh) + %y"(&k)(a +(k+ 1)h —a - kh)?
=y(zk) +y'(zx)(a+ kh + h —a — kh) + %y"(&)(a + kh+ h —a — kh)?

h.2
= y(zr) + hy'(ze) + 79"(&)-
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Entonces, si ¢ es acotada y h es pequeiia, se puede ignorar el dltimo término,
obteniendo asi
Y(ze+t) = y(zx) + hf(ze, y(2x))-
Finalmente hemos obtenido el método de Euler, que se escribe como
Yee1 = Yx + hf(zr,yx) K=0,..N—1
Yo=Yy

Notemos que para este método & coincide con f y de acuerdo con nuestra
definicién de L(h), ésta depende de h, de f y de |a,b], sin embargo, la tnica
dependencia explicita es sobre A.

Por otro lado, geométricamente, el método de Euler consiste en aproximar
la solucidn en x4 siguiendo la tangente a la curva solucién en zy.

Podemos enunciar ahora el siguiente teorema:

Teorema 1.3.

Si f tiene su derivada parcial respecto de su segundo argumento acotada y si la
solucién de (1.1) tiene sequnda derivada acotada, entonces las aprozimaciones
de Euler convergen a la solucidn exacta cuando h — 0 y E(h) = O(h).

Demostracidn. Expandamos en serie de Taylor y(z + h) alrededor de z:
1
y(z +h) =y(@) +y'(@)(z + h - 2) + 5y"(E) (e + h - 2)°
2
=y(z) + hy'(z) + %y"(ﬁ) con £ € (z,z+h).
Entonces
h2
y(z +h) - y(z) = hy'(2) + 4" (€)
h’2 "
= hf(z,y(=)) + Sv(©)
luego, de acuerdo a nuestra definicién de L(h) obtenemos
L = mbx [ H(bs(au(@) + g () - f(a,4(a)
=, Jdx 19 f(z,y(z 5 Y z,y(z

= max
a<z<b-h

h
53’"(6)‘ .

Ahora, como € € (z,z+ h)yz € [a,b~h],entoncesa <z <ELKT+h< b es
decir £ € [a, b], asi
h h
== ) 7] < =M
L(h) za??é‘bly Ol < 5 M,
donde M es la constante que por hipdtesis sabemos que existe y que acota a
y" en [a,b]. Por tanto como #M = O(h) entonces L(h) = O(h). Como por
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hipétesis tenemos que f tiene su derivada parcial respecto a su segundo argu-
mento acotada y f = &, podemos aplicar e) teorema (1.2) para garantizar que
E(h) = O(h). Asi, retomando la observacién (1.1) , podemos escribir

ly{(zi+1) = yr+1| < RL(xr, k) < hL{h) = RO(h) h__m, 0.

Por tanto las aproximaciones de Euler convergen a la solucién exacta cuando h

tiende a cero.
d

Yl — N ———————> Tangente a la curva

Ykt — == con pendiente f(zx,yx)

Zx LT
Figura 1.1: Interpretacién geométrica del método de Euler

1.1.2. Métodos Runge-Kutta

En esta seccién estudiaremos los llamados métodos de Runge-Kutta. El
método de Runge-Kutta de orden R tiene la siguiente regla de construccién:

R
Yn+1 =Yn + h Zarkr (1'3)

r=}

donde,

kv = f(Tn,yn) Y
r—1

k, = f(JJn + hpr,yn + hzqr.sks)

s=1

parart € {2,...,R}.

En la ecuacién para k. aparecen los coeficientes p, ¢ y a, los cuales serdn
determinados al encontrar k,. Para este método de un paso, de acuerdo a nuestra
definicién, @ = ¥, 0.k,
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A continuacién calcularemos los métodos de Runge-Kutta de orden 2y 3 a
modo de ejemplos particulares del método general expuesto en las lineas prece-
dentes. Para obtener el primero de ellos es necesario fljar R = 2, por tanto, este
método queda descrito, teéricamente, de acuerdo con (1.3) como

Yn+1 = UYn + h(arky + azka)

en donde,

k= f(a:n:yn)

k2 = f(zn + hp2,yn + R0 k).
En lo sucesivo, si no se manifiesta explicitamente, supondremos que todas las
funciones estidn evaluadas en z, y y,. Ahora, para obtener los valores de los

coeficientes a, p y ¢, debemos aproximar a y(z, + h) a través de su serie de
Taylor truncada hasta el término de orden 2, esto es:

(on + ) = yl(za) + §lan)h + iz,

es decir, tenemos que:

h2
Yntl =Yn +hSf + 7(fyf + f:)-

yaquey = fy i = fyf+ fr de acuerdo a la ecuacién diferencial (1.1). Por otro
lado, la definicién de nuestro método nos dice que

Yn+1 = Yn + hlar f + a2 f(zn + ho2, yn + ha2a k1))
=yn + harf + hao{f + hpafz + haa 1 f )
=yn + hf{ar +a2) + Kaz(p2fz + 2,1 f ),

donde la segunda igualdad se obtiene al expandir en serie de Taylor? a la funcién
f(zn + hp2,Yn + hg2.1 k1) al rededor del punto (z,,y,) y sustituir el valor de
k1, y la Ultima se obtiene simplemente al reagrupar los términos de acuerdo al
exponente de h. Si comparamos las dos 1ltimas expresiones que hemos obtenido
para yn41 Obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

a)y+ar=1
1

QP2 = 5

1

Q2421 = 5

Como se puede apreciar, este sistema tiene una infinidad de soluciones, ya que
las dos ultimas ecuacjones dependen sélo de ay, dejando libre el valor de a;. La

2Ver S. Lange {9].
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eleccion clasica es a; = ay = % Yy =gz =1 Este es el llamado método de
Heun, que queda escrito de la siguiente manera

Y+l = Yr + g[f(xk)yk) + f(Ik‘H yye + hf(zk)yk))]' (14)

Una observacidn interesante es que hemos reemplazado f(zx,yr) del método de
Euler por un promedio de f evaluado en lugares diferentes, es decir que @ en
vez de ser simplemente f, queda descrita mediante la siguiente ecuacién:

2(z,9) = 1/(2,9) + f(a+ by + b/ (2 9)]

Este método, por supuesto es de segundo orden, es decir L(h) = O(h?).
Obtendremos ahora el método de Runge-Kutta de orden 3 con la finalidad
de esbozar un poco més el procedimiento general para obtener este método de
cualquier orden.
Del mismo modo que hicimos antes, a través de la serie de Taylor, pero esta
vez expandiendo hasta el termino de orden 3, podemos obtener aproximaciones
a la solucidén con la siguiente forma:

3
yn+l—yn+hf+ (fvf+fz)+ (fQ.fyy+2ffzy+ffy2+f=fy+f:z)‘
esto ya que:

o d _(4fydy df dfdy df df:dy dfz
y‘EU”“f*)‘f(dyd @) f”(dyE+E)+dez+

= fzfyy +2.ffzy +.ffy + f:fy + fazs

donde, claro esta, hemos supuesto que f es dos veces continuamente diferencia-
ble.

Ahora, escribiremos el método de Runge-Kutta de acuerdo con nuestra de-
finicién pero fijando R = 3, entonces, queda:

Yntl = Yn + h(arky + asks + a3k,3)
=y, + hf(ay + as) + h¥as(pafe + gan f f,) + hagka,

con ky y ky como en el caso anterior y k3 = f{z, + hpa, yn + h(ga1k1 + g3.2k2))
de acuerdo a la relacién que define a las constantes k. La segunda igualdad se
obtiene haciendo uso de los célculos realizados para el caso R = 2. Debemos
entonces encontrar una expresion para hasks en términos de f y sus derivadas,
para ello, utilizaremos la expansion en serie de Taylor de f truncada hasta el
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término necesario para obtener h3; desarrollemos pues hazka:
hasks = hazf(zn + hps, yn + h(gs1 k1 + g3,2k2))
= has{f + hp3fz + h{ga. 1 k1 + ga2ka) Sy + %[’ﬁ%f:x
+ 2h2p3(gan ki + qaoka) foy + W2 (gaa by + qa2ke)? fiyy])

h2
= has{f + hpaf: + hlgs, f + @32(f + hpafz + haaa f fy))fy + 7[p§fu
+ 2P3f(03,1 + QS.Z)fa:y + f2(QJ.l + QJ,Q)nyu]}
= hfas + haslpafo + (ga.s + qe2) [yl + h (2002, (Pafz + G2 S 1)

+ P32z + 203 f(@a + @3.2) fay + F2 (a3 + 03.2)° i)

Asi, si sustituimos esta expresién para hasks en la ecuacién que define nuestro
método y agrupamos de acuerdo al exponente de h, tenemos que:

Yn+1 = Yn + hf (a1 + az + a3) + h*[(a2pe + aapa) f2 + (@2g2. + a3g3
Q.
+a303.2)f fy) + h* 2 Ras apa fo fy + 25202011
+ 13 faz + 2P3(qa1 + @3.2) f foy + (@3 + @32)* F2 S )

De este modo si comparamos término a término esta tltima expresién de yn+1
con la obtenida a través de la expansién en serie de Taylor, obtenemos el si-
guiente sistema de ecuaciones,

a3pa(ga +Ga2) =

as(gay +qa2)* =

ai+az;+az =1
1

a2p2 + a3ps = 5
1

a3gz1 +azqgs1 +a3gz2 = 3
1

a3gs2p2 = 5

1

@3393.292,1 = g

1

a3p§ = 5

1

3

1
3

Al resolver este sistema, encontramos las constantes que definen completamente
el método Runge-Kutta de orden 3. Se puede verificar ficilmente que estas
constantes son: @y =ay =gz =3, =3, =L g1 =5 B1 =0y @2=1
De esta manera, podemos escribir este método como sigue,

h
Vi) = Yx + §(k1 + ko + k3)
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donde,
kv = f(zr,y8)
ky = f(z + g,yk + gf(zk;yk))
ks = f(a:k +h gk + hf(ze + g',yk + %f(zk»yk)))

De manera totalmente ansloga a como hemos hecho se obtiene el mds co-
nocido de los métodos de Runge-Kutta, este es de orden 4 y se escribe como
sigue

h
Yk+1 = Y& + E(kl + 2ky + 2k3 + ky)

donde,
ky = f(zx, yx)
by = f{z + g,yk + gkl)
ks = f(Ik + g)yk + gkz)

ki = f(zk + h,yx + hk3)

A continuacién demostraremos un teorema que ejemplifica la manera de
calcular el orden de un método de un paso, el cual nos servird, para probar que
el método de Heun es de segundo orden.

Teorema 1.4.
Si en el método (1.2) consideramos

®(z,y) = caf(z,¥) + caf(z + crh,y + arhf(z,y)).
entonces dicho método es de sequndo orden st se satisface que

1
ct+ey=1 y C)_Cz=§‘

Demostracién. Primero, expandamos en serie de Taylor a f{z+c¢ A, y+eihf(z,y))
alrededor del punto (z,y) y sustituyamos esta expresién en @, entonces $ queda
escrita como
® =cof +calf +erhff, +cihfe + O(R?))
= (c2 + c3)f +cicsh(f fy + f2) + O(R?).
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Por otro lado, st expandimos en serie de Taylor a la solucién de (1.1) evaluada
en z + h alrededor de z, obtenemos que

Hly(z + )~ y(x)] = i(z) + Ziz) + O(hY)

=f+ éﬂ + O(h?)

=f+ (ffy + f2) + O(h%).

De este modo, de acuerdo con nuestra definicién de L(k), sustituyendo las igual-
dades encontradas para ® y 1/h[y(z + k) — y(z)], tenemos que

L(h) = (1= e — )] +h(3 — cres) (S + f2) + O(AY),

de donde, al sustituir las condiciones sobre tas constantes ¢, ¢2 y ¢3, concluimos

que el método es de segundo orden para cualquier f con derivadas acotadas.
O

Asi, es facil ver que para el método de Heun, ¢ tiene la forma necesaria para
aplicar el teorema anterior. Eligiendo las constantes como ¢; = ¢3 = -21- ye =1
tenemos que se satisfacen las condiciones del teorema. Por tanto, la ecuacién
(1.4) no define un solo método de segundo orden, sino toda una familia de méto-
dos dependiendo de la eleccidn de las constantes. Mediante un procedimiento
andlogo se puede demostrar que efectivamente el método de Runge-Kutta que
se obtiene al fjar R = 4 es de cuarto orden.

A continuacién, presentamos una grafica que muestra la diferencia entre
aproximar con el método de Euler y el de Heun.

Pendiente igual a
f(Ik+1 y YL+ f(Ika yk))

Pendiente igual al
promedio (Heun)

Pendiente igual a
Zpd - — flzr, yx)

P L)
Figura 1.2: Interpretacién geométrica del método de Heun.
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1.2. Métodos multipaso

En esta seccién construiremos métodos numéricos para aproximar la solucién
de la ecuacién (1.1), que a diferencia de los que hemos construido en la seccién
anterior, el valor ¥4+, no dependera sélo de la informacién en el punto anterior
Zi sino en la informacion de varios puntos anteriores, Ty, Ti_y,...Zr—m. Intuiti-
vamente, debemos ganar presicién de esta manera, sin embargo, para construir
estos métodos, es necesaria cierta teoria previa.

Interpolacién polinomial

El problema que en esta seccién trataremos, es el de encoutrar un polinomio
p(z) que interpole el conjunto de datos {{zg,¥0),.--,(Zn,¥n)} C R?, es decir
que

pla) =y (i=0,...,n).
Al conjunto {zo,z;,...,Z»} se le llama conjunto de nodos y al conjunto
{¥0,¥1,---,Yn} conjunto de valores asociados al conjunto de nodos.
Empezaremos con la definicién de interpolacién

Definicién 1.5 (Funcién interpoladora).
Dado un conjunto de datos {(2o,%0), (Z1,41),-.-:(Tn,yn)} C R? decimos que
una funcion g de R en R interpola los datos si,

9(zi) =w, (i=0,1,...,n).

Para los fines que perseguimos, estamos interesados en las funciones g que
ademds de interpolar un conjunto de datos, también son polinomios, a estas
funciones les llamaremos polinomios interpoladores.

Asi, para un conjunto dado de datos y su polinomio interpolador, es necesario
observar que el grado de este polinomio dependera de la cantidad de datos que
se quiera interpolar; por ejemplo, si se tuvieran dados los datos en solo dos
nodos, bastarfa un polinomio de grado 1 para interpolarlos, no siendo asi si
se tuvieran en tres nodos, ya que en este caso, si no estuvieran en una linea
recta, se requeriria de un polinomio de grado al menos dos para interpolarlos.
Por supuesto, habria una infinidad de polinorios de grado 3 o mayor que los
interpolarfan.

El siguiente teorema, nos ofrece un resultado acerca de la existencia y grado
del polinomio interpolador de un conjunto de datos.

Teorema 1.5 (Existencia y unicidad del polinomio interpolador).
Dado un conjunto de datos {(zo,40),-- -, (Zn,yn)} C B2, tal que todos los nodos
z; (1 =0,...,n) son distintos, entonces exriste un 1inico polinomio interpolador
de dichos datos con grado menor o igual a n.

Demosiracidn. Probaremos primero la existencia por induccién sobre n. Para
n =1, podemos tomar
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ya que este polinomio es de grado a loméds 1y ademds py(zo) = yo y 21 (Z1) = 41
Ahora haremos nuestra hipétesis de induccidon, supondremos cierto el teorema
para n = k—1, es decir, que dado un conjunto de & datos existe un polinomio de
grado menor o igual a £ — 1 que los interpola. Probaremos ahora que el teorema
sigue siendo védlido cuando n = k.

Supongamos que pr_;(z) es un polinomio de grado menor o igual a k — 1
tal que, px—1(z:) = yi, coni =0,1,...,k — 1. Consideremos ahora el siguiente
polinomio,

Pr(z) = pe—1(z) + ez — 20)(z — 1) - (T — Th—1).

Claramente, este polinomio es de grado menor o igual a k, ademas, p(z;) = v;
con i =0,1,...,k — 1 ya que el segundo sumando se anula en z; cuando i =
0,1,...,k — 1y el primero, pt—,, vale y;. Por otro lado, como los nodos son
distintos, podemos determinar ¢ de tal manera que pi(zx) = yr. Esto se logra
evaluando pi en z; e igualando a yi. Asi se obtiene que,

Yx — Pr—1(Tx)
(zx — zo)(zk — 1) -~ - (Th — Tm)

Cc =

Por lo tanto p; es un polinomio de grado menor o igual a k& que interpola
al conjunto de datos {(zo,¥0),.--,(z¢,yx)}. De este modo queda probada la
existencia.

Para probar Ja unicidad, supongamos que existen p y ¢, polinomios distintos
de grado menor o igual a n, que interpolan los n + 1 datos. Consideremos ahora
T = p — g, es claro que 7 es un polinomio de grado menor o igual a n que tiene
al menos n + 1 ceros, pues,

r(zi) = p(zi) —q(zi) =y —y:=0-0 (i=0,..,n),

ya que p y g son polinomios interpoladores. Sin embargo, de acuerdo al teorema
fundamental del dlgebra r solo puede tener a lo mds 7 raices, por lo cual 7 = 0,
concluyendo que p = g.

O

Polinomio interpolador de Newton

En esta seccién veremos cémo calcular explicitamente e] polinomio inter-
polador que el teorema (1.5) garantiza que existe para un conjunto de datos
{(z0,%0), (z1,%1), ..+ (Zn,yn)} C RZ. Esto lo lograremos obteniendo los coe-
ficiente del polinomio p, que usamos en la prueba del teorema (1.5), y que a
continuacién escribimos,

p(z) = co+ci(z—zo) +2(z—20)(z—71) +- 4 enl@—T0) (T —71) - (T =Tn-)-

Asi, los coeficientes ¢g, ¢y, ..., cn, son determinados a través de las ecuaciones:
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Esto se logra evaluando p en z; e igualando con y;, es decir, obtenemos el
siguiente sistema de ecuaciones:

Yo = Co
y1 = co+ o) (24 — o)
Y2 =& +Cl(.‘l'2 - Io) +CQ(I2 - Io)(Iz - Il)

Yn =Co+ C1(Tn — Za) + -+ + cn(Tn = T0) - (Zn — Tn-1)

Si escribimos este sistema en términos de una matriz, es facil ver que la matriz
asociada a este sistema es triangular inferior, y como z; # z; si ¢ # j, entonces
es posible calcular los coeficientes a través de sustitucion hacia adelantes. De
esta manera, s¢ puede observar en general que ¢ depende solo del conjunto de
nodos {zo,...,zt} y de sus valores asociados {yo,-..,¥x}

Este hecho junto con la unicidad del polinomio interpolador dan sentido a
la siguiente definicidn.

Definicién 1.6.
Dado un conjunto de datos {(zo, ¥o), - - -, (Tn,yYn)}, definimos, a y[zo, 2y, - - ., Zn]
como el coeficiente ¢, del polinomio interpolador de los datos, escrilo de la
stguiente forma:

p(z) = cot+a{z—z0)+e2(z—z0)(z—31 )+ +en(z—20)(z—T1) - (T—Znoy).

Nuestro objetivo ahora, es encontrar una férmula recursiva que nos permita
encontrar los coeficientes ¢;. Una primera observacién es que p puede ser visto
como pn en la formulacién recursiva que escribimos a continuacion.

Po(z) = ¢o,

Pr(z) = pe1(z) +ce(z —zo)(z — 1) --- (2 —2x1), (k=1,...,m) (1.5)

donde pi_1 es un polinomio de grado menor o igual a k — 1 que interpola

los datos {(zo,¥a),--,(Zk~1,¥x-1)}. Con esta formulacién recursiva de p, es
posible observar que y[zp,...,Z«) con 0 < k < n, es igual al coeficiente ¢, del
polinomio que interpola los datos {{zo,%0),-- -, (Zn,¥n)} ¥ no s6lo al coeficiente

¢k del polinomio que interpola los k + 1 primeros puntos.
Para calcular ¢, recursivamente, demostraremos que podemos escribir py
alternativamente, como lo afirma el siguiente lema.

Observacidén 1.6.
En la formulacidn (1.5) para p, es posible escribir

I —T
pe(z) = p, (2) + ——=(p2 (z) - p{) (2)),
I — Xo

con pi'jl Yy pf)l polinomios de grado menor o igual a k—1 y tales que interpolan

a los conjuntos de datos {(za,vo),. .., (ze—1,uk-1)} ¥ {(z1, 1), (T, ¥x)}
respectivamente.
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Demostracién. Los polinomios p“) () y pk )(::) existen por el teorema (1.5).

Veremos ahora que el polinomio ¢(z) = pf(“l(z) (x — zo/zi — xo)(pﬁz)l(z) -

pL z(:r:) ) interpola los datos {(zo,¥0),--.,(Zx,¥x)} y que su grado es menor o
igual a k. Lo segundo es claro. Procederemos ahora a demostrar que g interpola
dichos datos. Es claro que

g(z0) = P\, (z0) = wo

ya que el segundo término de g se anula. Ahora parai =1,...,k - 1, tenemos
que
(2)
a(z:) = p2 (2i) + =22 A (p J(zi) = 2 (22)
(1) — IO
= i)+ 2y —
= Py (%) - _Io(yt Yi)
1
= pi )1 (Ii)
= yi
y finalmente, para z;, obtenemos que:
Ik —Zo, (2
g(ze) = o2, (i) + Z==2(o2, (2) = P{2 (34)
Ty — Zo
2
= pi2, (z4)
Por lo tanto, ¢ interpola datos {(zo,¥0).---»(Zk,¥k)} ¥y por la unicidad del

polinomio interpolador y de acuerdo al plantearmento (1.5), concluimos que
P =q.
]

La observacién antertor nos permitird demostrar el siguiente resultado, que
finalmente nos proporciona una manera recursiva de calcular los coeficientes ¢y,
ya que estos son iguales a y[zo, ..., zx|.

Lema 1.7.
Dado un conjunto de de datos {(zo,¥0),.-.,(Zn,Yn)}, entonces, se satisfacen
las siguientes igualdedes:

y[.’lli_] =Y (l :)"‘)n)
y[Il,Iz.“-‘Ik] —y[IO,Il,---lxk—ll (k =1,... TL)
Ik — Ip

y[IO)Ila'--wzk] =

Demostracidn. Para probar que y[z;] = y:; basta con remitirse a la definicion
(1.6) y observar de acuerdo con e} planteamiento (1.5) que po(zi) = 3, = ¢p =
y[zi]. Por otro lado, también del planteamiento (1.5), se puede ver que, de
acuerdo con la definicién (1.6), y[zo,. .., i) es el coeficiente de z* en p;. Por
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otro lado, de acuerdo con la ttima observacién el coeficiente de z* es (1/(zx -

o)) (cf_)l —c(k'_),) donde c(:_)l y cil_), son los coeficientes de zF~1 de los polinomios

pf_)l y p,((_l_)L respectivamente. Sin embargo, de la definicién (1.6), tenemos que

cf;‘)_), = ylz1,. ..,z y cg_)l = y[zo,...,zx-1). Por lo tanto si igualamos los
coeficientes de z¢ que obtenemos, por un lado de la ltima observacién y por el

otro, del planteamiento (1.5), concluimos que:

_ 9[3«'1,12,---,-’51:] _y[IO)Il)---nkal]
Iy — Zo )

ylzo, zy,- -, 2k

a

Gracias a este lema, es posible calcular los coeficientes ¢ del polinomio
interpolador de Newton, que finalmente queda escrito de la siguiente manera:

p(z) = y(za) + y[zo, 21](z — zo) + y[2o, 21, 22)(z — 20)(z — 71)
+ -+ y[To, Ty Tz — To)Z —Th) - (T —zho1)  (1.6)

Ahora bien, para los fines que perseguimos, el caso de interés es cuando los
nodos son equidistantes, es decir cuando

z; = Zg + ih, (i:O,...,n).

Veremos que cuando esto pasa, el polinomio interpolador de Newton toma una
forma particular. Para ello, es necesario introducir la siguiente definicién.

Definicién 1.7.

Dado un conjunto de nimeros {yo,--.,yn), definimos el simbolo A¥y; coni €
{0,...,n — 1}, de manera recursiva como
Ay = yiv) — ¥

Afy = A My — Ay (k=2,...,n—1).

Por convencién, consideraremos que A®y; = y;. Estamos ahora en condicio-
nes de enunciar y probar el siguiente Jema.

Lema 1.8.
Dado un conjunto de de datos {(20,%0),...,(Zn,yn)} C B2, con nodos equidis-
tantes se tiene que
Ayo

y[Io‘Il,...,Ik]=m, (kZO,...,n).
Demostracion. Haremos induccién sobre k. El caso & = 0 es trivial, pues, el
lema (1.7) implica que y[zp] = yo y de acuerdo con la convencién hecha para
Ay;, se tienc que A%yq/h0 - 0! = yp.
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Empecemos la induccién con k& = 1. El lema (1.7) nos dice que

_ylzd —ylzd _ vy _ Aye
JEENE Z -7 o -zo B’

donde la iltima igualdad se da gracias a que los nodos son equidistantes y a
la definicién (1.7). Hagamos ahora el paso inductivo, es decir, supongamos que
para 1 < k < n, se tiene que:

Ak—lyo
ylzo, 21,y 2k = m
por otro lado, por el lema (1.7), podemos escribir,
- N T T
ylTo, 71, 7h] = y[IhIQ) , Tk) Y[To, &1y, Th-y) (1.7)
Tr — Tg
sin embargo, por la hipétesis que hemos hecho, se tiene que:
Ak=ly, AE=Yy
yler, o2, 3] = m Yy ylzo T2, .., Teo] = m
entonces la ecuacién (1.7), queda escrita de la siguiente manera:
1 AFly, Ak-ly,
y[zo. 21, zk] = Ik — To (hk—l (k=10 REV. (k- 1)!)
_ 1 Ak=ly — Ak—lyo)
Tz —zo\ hE1. (k1)
_ 1 ARy = ARy,
TORE\ AT (k-1
B At—ly] _ Ak—lyo
- Rt - k)
_ A"'Z/o
"~ hE k!

esto, ya que Tx = Zo + kh y por la definicién (1.7). Esto concluye la induccién

y por lo tanto el lema es cierto.
O

Con este tltimo lema, podemos escribir el polinomio interpolador de Newton,
dado por la ecuacién (1.6), en el caso de nodos equidistantes como sigue:

A A
p(m)=y0+—}ij—q(:z:—xo)+ )z —3)+ -+

2
Yo
2h2 &
Anyo

Thn (z-z)(z—z1) (T = 2a1). (1.8)
En la siguiente seccidon veremos, que para construir los métodos multipaso,
resulta mas 1til conocer €l polinomio interpolador de Newton no precisamente
en la forma expresada por la ecuacién (1.8), sino en una muy similar que ahora
construiremos. En primer lugar, definiremos un simbolo muy parecido a A.
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Definicién 1.8.

Dado un conjunto de nimeros {yo,-..,yn}, definimos el simbolo Aky; (i =
0,...,n—1), de manera recursiva como
Ayi = yi ~ yin

Aly; = AR=ly — AF 1y, (k=2,...,n—4).

La expresién del polinomio interpolador de Newton, que estamos buscando,
estd en términos de este simbolo que acabamos de definir.

Debemos ahora encontrar una relacién entre A y A, para ello demostraremos
el siguiente lema.

Lema 1.9.
Dado un conjunto de nimeros {yo,...,yn}, entonces, parai = 0,..,n — 1 se

satisface i
Aby; = (-1 A%y (k=1,...,n—1).

Demostracién. Usaremos un razonamiento inductivo sobre k. Empecemos con
k=1,
Ayi = yiy1 —yi = ~Ay;
supongamos ahora que para 1 < k < n — i, se tiene que Afy; = (—1)kAky,,
entonces,
ARy = Abyig ~ Afy = (= 1)*AFyigy - (-1)F ARy
= (=1 (A*pigr — Afy) = (“1)(-D*(AYyi - AFyin)
= (=1)*+ AL+,

utilizando simplemente la hipdtesis de induccién y las definiciones (1.7) y (1.8).

Con esto se completa la induccién y por tanto el lema es cierto.
O

Asi, gracias a este lema, obtenemos la expresion, del polinomio (1.8), que
estdbamos buscando. Esta es:

A A 2 3
pa) = o= L2 (—z0) + L (- 20)(z-71)~ R (- z0) 2 - ) (2 22)
+.~.+(—1)"n;ly,?(z—:co)(:r—:cl)---(z—zn_l), (1.9)

1.2.1. Meétodos lineales multipaso

Estos métodos, como cualquier otro método multipaso, utilizan, para calcular
Yr+1, la informacién en m puntos anteriores, pero con una forma particular, esta
es:

Yet1 = Zaiyk+l—i +RY Bifesri (1.10)

i=1 1=0
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donde, f; = f(z;,y;) y m € N. Este método es llamado lineal, ya que, yx41 €s
una combinacién lineal de y, y f; con k — (m — 1) < i € k. Daremos ahora una
definicién.

Definicién 1.9.
Diremos que el método (1.10), es explicito si fo = 0 y que es implicilo si

Bo # 0.

Calculo del error

Para los métodos descritos por la ecuacién (1.10), definiremos de manera
natural, el error de discretizacién en un punto como sigue,

Definicién 1.10.
Para los métodos lineales multipaso (1.10), definimos el error de discretizacién
en un punto por:

L(z, h) = }—11 vz +h) =S ez - (i - l)h)] -3 B/ (z— (i - Dh)
=0

i=1
donde y es la funcidn que satisface la ecuacidn (1.1).

Las definiciones de error local de discretizacion y orden para estos métodos
estan dadas por las definicionones (1.3) y (1.4) respectivamente. De acuerdo
con la definicién (1.10), para cualquier eleccién de m € N y constantes a; y i,
es posible calcular el error de discretizacién en un punto expandiendo y y ¥'
en serie de Taylor alrededor de z. Esto lo haremos, en las siguientes secciones,
para algunos casos particulares e incluso, para estos mismos casos, probaremos
algunos resultados acerca de su orden.

Meétodos de Adams

Para construir este tipo de métodos, es necesario integrar la ecuacién (1.1)
sobre el intervalo [z, zx+1], de este modo, se obtienen las siguientes igualdades:

Tiet1

o) -s@) = [ y@as= [ f@ad o

Tk Tk

Sin embargo, la integral de f puede ser muy dificil de calcular, motivo por el
cual, seria util sustituir f por algin polinomio p. Para encontrar este polinomio,
SUPONZAMOS (U€ Ykt rny vy Yy Yh—1, ---» Yk— N, SON aproximaciones a la solucidn en
Titmy s Thy Th—1y--y Zk—N y donde la malla determinada por las z; es equies-
paciada (z; = z¢ + th) como hemos venido suponiendo. Entonces, si denotamos
por fia f(zi,yi) coni=k— N, .., k+m, tenemos que las f; son aproximaciones
a f(z,y(z)) en los puntos Ty, -, Tk, Tr—y, ., Tk N - D€ este modo, tomaremos
al polinomio p como el polinomio interpolador, de grado menor que N +m + 1,
de los datos (z;, fi) con i = k — N, ...,k + m, que sabemos que existe gracias al
tcorema 1.5. Asi, podemos sustituir la integral de f, en (1.11), por la integral de
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P gue en principio podemos hacer de manera explicita para obtener los llamados
métodos de Adams que a continuaciédn escribimos,

Zi41
v =u+ [ pla)ds (L12)
Iy
Es importante notar que si m # 0 el método de Adams definido por la ecua-
cién (1.12) resulta implicito, ya que ambos lados de dicha ecuacién involucran
los valores yiy1,-.., Yx+m- Asi, para determinar estos valores son necesarias mas
ecuaciones. Si m = 0, el método resulta explicito. Ejemplos de ambas cosas son

los métodos de Adams-Moulton y Adams-Bashforth respectivamente.

Métodos de Adams-Bashforth

Para este caso particular de método de Adams, se tiene que m = 0. Como
un primer ejemplo, si N = 0, el polinomio p, de grado 0, que interpola a fi es la
misma constante fi y al integrar esta constante se obtiene el método de Euler,
que como sabemos es un método de un paso. Por esta razén, estamos interesados
en el caso N # 0. Como un primer ejemplo, obtendremos el método de Adams-
Bashforth cuando N = 1. De acuerdo con nuestra definicién de métodos de
Adams (1.12), en este caso, p, que denotaremos por p), es el polinomio lineal
que interpola los datos (zk—y, fi—1) ¥ (&, fe), que aplicando la igualdad (1.9),
para el polinomio interpolador de Newton, p; queda escrito como sigue:

Afe
h
Basta ahora integrar p; en el intervalo |2k, 140 ],

/“‘pl(x)dz:/ oA nyda

n(z) = fi — (z — z&)-

& T _ h
= frh - A—}&(/“H zda:—kaﬂ a:kdz)
= frh - %(IE;Q—_I’% - hzkk)
- b % ((Ik - Ik+1)2(1k + Teg1) hﬂ:;.-)
= fih— B fy (% - l'k)

Las igualdades anteriores se deben a que los nodos de la malla son equidistantes.
De esta manera, de acuerdo con la forma general de los métodos de Adams
(1.12), el método de Adams-Bashforth con N = 1, queda descrito por la siguiente
ecuacion,
Afy h
Yor = Ui+ RSk = SR =yt S~ feoa), (119



1.2 Métodos multipaso 21

Como veremos mds adelante éste es un método de segundo orden. Calcularemos
ahora, el método de Adams-Bashforth cuando N = 2. En este caso buscamos
el polinomio interpolador de los datos (zi—-2, fx=2)s (Zi=1, fe=1) ¥ (Zk, fr)-
De nueva cuenta, utilizando la ecuacién (1.9), tenemos que el polinomio que
buscamos es: -
A fy
p(z) = pi(z) + 2—}3;(1 = ;) (T — T-1),

repitiendo el procedimiento que antes hicimos con p,, pero ahora con ps, obten-
dremos la integral de p, sobre el intervalo [z, zx+1], asf,

Tet1 Tl+) A 2 Tkt
/ m(z)dz = / p(z)dz + A / (z — z4)(z — z-1) dz. (1.14)

92
Tk Tk th 3
De la ecuacién anterior, como conocemos la integral de py, sélo falta calcular la

siguiente integral:

Zig) Tr4
/ (I—rk)(z—xk_,)dxzf z? — z(zx + Tp_1) + Tezp- dz
x

k Tx

Ti4 T4t Th+1
~—-/ 2t dz + (a4 +zk_1)/ zdz + (J:k-’ck_l)/ 1dz (1.15)

Ti b Te

Calculemos estas integrales por separado, primero,

Tk+) 1
/ tdz = 5(1:2“ —23) = (Trg1 — Tk)(ZTh + Tor Tk + :::f.H)
Zr

h
= E(If- + Tk Tigy + Tigr), (1.16)

donde la segunda igualdad se obtiene factorizando h = z4; — z,. Calculemos
ahora el segundo sumando de la expresién (1.15), este es:

—(z —z)(z — Tk—1) /HH zdz = —%(z — 2 )(z =z ) (2 — 21)

h
= -5 lor + i)z = ze), (1.17)

y por ultimo,
Tkt
(Ika-—l)/ 1dz = (g k-1 )(Tha1 — Tk) = h(Zrz1201). (1.18)

Sumando las ecuaciones (1.16), (1.17) y (1.18), de acuerdo con la expresién
(1.15), obtenemos que:

Iyt 1 1
/ (z—z)(z—24—)dz = h [5(12+rm+1 +:cﬁ+l )— E(xk+:ck_ (Zk—Zk+1)

+ (Ikzk-n)],
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sin embargo, el término entre corchetes es posible reducirlo, de modo que la
ecuacion anterior, queda de la siguiente manera:

Tho1 1
/ (z — T )(z — z4—1)dz = h{g(1k+l —zp)(xn + 2Zpq1 — 3Ik—1)]

£

h
h[g(l’k + 21‘k+l - 3$k—) }:I

h‘l

= F[(Ik = zko1) + 2zh 4 — Th1)]
h? 5

= —(h+2 2h)=Zh%
gh+2:2h) =3

Asi, si sustituimos la ecuacién anterior en (1.14), obtenemos que:

it Tryy Afz . 5
/ pa(z) dz =/ pi(z)dz + Zh.gk - oh?

Iy Tk 6

= g(3ftc = fe—1) + %h(ﬁmz = 2fk—1 + fi),

donde, la dltima igualdad se da, utilizando los cdlculos hechos para py en el caso
N =1y porque A%fy = Afi_y — Afy = fe_a — 2fk—1 + fx. De este modo, si
agrupamos términos en la wiltima ecuacién, concluimos que:

| (@) do = 15280 = 167t + e,

ke

Habiendo calculado la integral de py, podemos concluir que el método de Adams-
Bashforth, cuando N = 2, queda descrito segin {1.12) como sigue:

h
Y1 = Yk + 5(23.& ~ 16 fi—1 + 5fr—2). (1.19)

Con un procedimiento totalmente andlogo, es pasible calcular el método de
Adams-Bashforth para N arbitraria, por supuesto, los cdlculos se vuelven mis
complicados ya que el conjunto de datos que se interpolan crece y por tanto el
grado del polinomio que los interpola también. Por ejemplo, cuando NV = 3, el
polinomio que se requiere para interpolar los datos, es un polinomio cibico, asi,
el método de Adams-Bashforth, en este caso, queda descrito por la siguiente
ecuacion:

h
Yr+1 = Yk + 5(55.!'&- —59fk—1 + 37 fr_2 — 9fk_3). (1.20)

Podemos observar que todos los métodos de Adams-Bashforth son métodos
lineales multipaso de acuerdo con la ecuacién (1.10). También, de acuerdo con
la definicién 1.9, los métodos (1.13), (1.19) y (1.20) son explicitos, ya que si
los escribimos en la forma de (1.10), tenemos que Sy = 0 en los tres casos. De
hecho, el método de Adams-Bashforth con N arbitraria es expticito, ya que el
conjunto de datos que se deben interpolar, nunca involucra al valor fry, y por
tanto el polinomio que se debe integrar tampoco.
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Los métodos (1.13), (1.19) y (1.20), son métodos de segundo, tercer y cuarto
orden. Probaremos que el método (1.13) es de segundo orden, las pruebas de que
(1.19) y (1.20) son de tercer y cuarto son totalmente analogas. De acuerdo con
la definicién 1.10, tenemos que para el método (1.13), el error de discretizacién
en un punto z, estd dado por:

Lz = 2o+ h) ~y(@)] - 5[0 -y -] (2

Sin embargo, si expandimos en serie de Taylor 2 y y 3’ alrededor de z + h y
z — h respectivamente, obtenemos que:

y'(z = h) =y'(2) - hy"(z) + O(K?),
y(z + ) =y(2) + hy'(z) + %2_3,“(1) +O(h*),
y por lo tanto,
3y'(z) - y'(z — k) = 29'(2) + hy"(z) + O(R?),
Y+ B)~ u(z) = hy'(2) + Sy (2) + O,
Si sustituimos estas dos ecuaciones en (1.21), obtenemos que:

O(h)
h

b O(h?)

2V (-5

Lah) = y'(@) + 39" (=) + L —y(o) -

= O(h?).
De esta manera, tenemos que:

L(h) = ] h)| = O(h?).
(h) = Jndx |L(z,h)| = O(h")
Asi concluimos que el método (1.13) es de segundo orden. En la seccién si-

guiente, analizaremos un tipo de método muy similar a los métodos de Adams-
Bashforth.

Métodos de Adams-Moulton

Como vimos en la formulacién de los métodos de Adams, para calcular yx41,
es posible no sélo utilizar la informacién en z y puntos anteriores, Tg—1, ..., Zp—N,
como en los métodos de Adams-Bashforth, sino también informacién en puutos
posteriores a zi. El caso mas simple, es considerar la informacién en los puntos
Tfy; Tk, Th=1, -, Tk—p. Dicho de otro modo, €] caso en el cual, de acuerdo a
la formulacidn general de los métodos de Adams, m = 1, es el mds simple y da
lugar a los llamados métodos de Adams-Moulton.

La construccién de este tipo de métodos, es totalmente andloga a la cons-
truccién de los métodos de Adams-Bashforth. Construiremos los métodos de
Adams-Moulton para los casos N =0y N = 2. De acuerdo con la formulacién
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de los métodos de Adams, si N = 0, entonces, en (1.12), p es el polinomio de
grado uno que interpola los datos (z«, f¢) y (Zk+1, fr+1) ¥ qQue denotaremos por
pi. Al igual que hicimos antes, utilizaremos la formulacion (1.9) del polinomio
interpolador de Newton para encontrar p;. Asf,

A
pi(z) = fr41 — f;’:“ (2 — k1)
entonces,
T4 /S . Tl
/ pi(z)dz = hfpe — f;_+l / (z — 24 ) dz
Ty Zy
A f. T4l Tett
thk+]—M</ I2dI—Ik+|/ ldl:)
h Te I
Afirr 1
= hfrs1 — —% §($i+1 — z¢) = Ty (Tegr — Ik)]
Aferr 1
= hfry1 — % §(Ik+l — T )( Tk + Tk) — hIk-(-l]
Afenr [h
= hfiy — % E(Ik+l + i) — h$k+1]
i L
=hfe — f;“ (Zk41 + Tk — 2Tkq1)
Af
=hfen + fit (Tkt1 — Tk)
h h
= 5(2fk+1+fk—fk+1) = 5(fk+1+fk)- (1.22)

De esta manera, podemos concluir que el método de Adams-Moulton cuando
N=0es:

Ye+1 = Yk + g (fesr + f) . (1.23)

Este método es de segundo orden. Calcularemos ahora el método de Adams-
Moulton cuando N = 2. En este caso, el polinomio que interpola los datos

(Zerrs ferr )y (mrs fi)y (Zi—y, fr—1) ¥ (Tr-2, fr—2) queda descrito por la siguien-
te ecuacién:

A A2
P3(z) = feur - Af;;“ (2 = Zp41) + AQ{;H (z — zr41)(z — T4)
A3
- Aﬁ",};—] (z = 2k ) (2 — =i )(Z — 261)-

Al observar esta ltima expresién, podemos escribir la integral de p3 como sigue:

Tty Te+l
/ pg(z)d:c:/ m(z)dz + [ = 11, (1.24)

Tk
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donde,

A‘Z ) Tpqy
I = f‘;l / (z =zt )(z — 24 ) da,
2h -

AS Zhtl
1= B [ e s
z)

De la ecuacién (1.24) ya hemos calculado la integral de py, sin embargo, falta
calcular las integrales 7 y II. Para I, calcularemos la siguiente integral:

Trya Zh41
/ (:—zk.,.,)(z—xk)dz:/ (2% = (Te41 + Th)T + T Thyr) dz

Tk Te

_ 1.3 3y 1 2 2

= E(Ik+1 - Ii) — §(Ik+1 + i) (2 — Ti) + (T T ) (Tir — 2p)
1 2 2y 1 2

= E(IHI - Ik)(Ik+1 + Lk Tegr + TE) — §($A-+| + zk) 2kt — Zk)
+ (T Tkt ) (Thy1 — Tk)

h
= E(If—+l + T Tagy +T}) - 5(Ik+1 +21)” + A(Zezir)

h
= g(2xi+l + 2:2:?, + 23Ty — 3xi+1 — 6ZkTry) ~ 3:% +6ziziyy)

h h h
= ~(=Zhy1 — T} + 28 Te1) = — (T — 2k)T = - AP
6 6 6
h3
6
por lo tanto, gracias a esta tltima igualdad, podemos escribir,
A2 3
Jo B MR (1.25)

2h? 6 12
Para calcular I7, basta calcular la siguiente integral:

/”'(x-zk+l><z—:k)<x—zk_l)dz

zi

Tk4!
= / (2% = (Tt + Ta)T + T Tar ) (Z — T ) dz

Tk

Thedi
= / (@® = (g1 + 2 + To—1)Z? + ((Zeo1 + 20) i1 + Tho1Tk)T
Ty
— Tp 1Tk Tr)) A
1 1
= Z(zzu —z3) - g(lkﬂ +ze t+ Ik—L)(Ii+l - z3)

1
+ 5((Ik—l + Zp)Thgr + lk-llk)(ﬂii“ — 22) = (Th41 2T Zk—1 ) (Te4y ~ Tk)

i
= Z(Ikﬂ - zi)(Zpar + Ik)(IZ+1 + Iz)
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1
- E(xk+l + ok + Ty )(Zpgr — Ik)(x2+l + Tpp1 Tk + T3)

1
+ 5((Ik—1 + k) Tr1 + To—120)(ZTer — Zk) (Tepr + T1)
— (Zppr1 Za Tl ) (T — T¢)

h h
= Z(Ik+l +zi)(zhey +28) — 5(1‘&4—1 + 2+ o1 )(Thyy + T2 + T)
h
+ 5((11:—! + Zk)Tegr + Te 12k )(Try1 + Tk) ~ A(Tra 1 TeTr-1)

h
=51 [G(Ik“ + zk)(:ci_,_, +z3) — 8(zg41 + z + z;‘-_l)(z:z+1 + Tpp1 Zx + 27)

+ 12((zp—1 + 1) Te1 + Teor 3k ) (Tt + 7)) — 24($A—+1-’£k$k-1)]
h
= 27(—2)(%“ — 21) 2 (ZTh — 2251 + 22)
h 3
= —15(Ter = 26) (@1 - B + T — 200)
h _ h?

=—T§ h? (2h+ h) = ——

Asi, de acuerdo con la dltima igualdad, tenemos que:

Alfiyy R h

— = ==A8 1.26
X 5D ferr (1.26)
Finalmente, si integramos los cdlculos hechos para la integral de p; en (1.22) y
las ecuaciones (1.25) y (1.26) en (1.24), obtenemos que:

II=-

/ ps(e) 3T = § (frar + i) - —A for + 5D e (120)

T

Sin embargo, sabemos que:
A’ frpr = Afi = Afrgr = froor = 2fk + frns (1.28)
y también que,

Afrp1 = Ay = A frp = Aficy — Afi = Afi + Afiy
= fi—2 = 3fk—1 +3fx — fiy1- (1.29)

Si sustituimos la ecuaciones (1.28) y (1.29) en (1.27), obtenemos que:

[ pa@) o = 2[00k + Ji) = 2facs = 2+ San) + fes = 3y

z

+3f1 = fo1]

= %(gfk+l +19fk = Sfk-1 + fi-2). (1.30)
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Con lo que finalmente, el método de Adams-Moulton, cuando N = 2, queda
escrito de la siguiente manera:

Ye+1 = Yk T 3 h (9flc+| +19fr = 5fk—1 + fr—2)- (1.31)

Este es un método de cuarto orden como demostraremos més adelante.

Una observacion importante es que en las ecuaciones (1.23) y (1.31), fr4
es desconocido, ya que necesitamos yx4, para calcular fiiy = f(Ze+1,Ux+1) ¥
yr+1 es desconocido (es el valor que deseamos calcular). Por este motivo, las
ecuaciones (1.23) y (1.31) tienen como incégnita al valor yiy;. Es por ello que
los métodos de Adams-Moulton son llamados implicitos, es decir que de acuerdo
con la definicién 1.9, By # 0 para cualquier método de Adams-Moulton (con N
arbitraria).

Ahora probaremos que el método (1.31) es un método cuarto orden. Para
ello, de acuerdo con la definicién (1.10), tenemos que, para este método, la
siguiente igualdad se cumple:

hL(z,h) = [y(z+h) - :c)]~—[9y (z+h)+19y'(z) - 5y'(z - h) +¥'(z — 2h)].

(1.32)
Para acotar la expresién (1.32), desarrollemos primero y(z + h) en su serie de
Taylor alrededor de z:

y(z +h) = y(z) + by (z) + ";y“’(z) + By + By ) o)

6 24

o bien,

* ) K 5
P i@ + 1y 0(z) + O,

y(z+ h) - y(z) = hy'(z) + = 5 ‘”(x) 5
(1.33)

Ahora bien, si expandemos también en serie de Taylor a y'(z + k), y'(z —h)
y ¥'(z — 2h) alrededor de z, tenemos que:
v+ h) =y(@) + i) + 5 y‘”(z) + 240 + oY
V(e - k) = y'(@) - D) + Sy - @) 4 o0y
y'(z — 2h) = y'(z) - 2hyP (z) + 2h2y(3)(:c) - ghi’y“)(z) +O(hY)  (1.34)
de donde,
9y'(z + h) = 9y’ (z) + 9hy P (z) + gh?y(”(z) + §h3y“)(a:) +O(h*) (1.35)

—5y/(z - k) = =5y/(2) + 5y (2) - THYO (@) + 20y () + O(h),
(1.36)
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ast, si utilizamos las ecuaciones (1.34), (1.35) y (1.36) obtenemos que
9y'(z + h) + 19y'(2) — 5y'(z — h) + y'(z — 2h)
= 24y'(z) + 12y + 4h2yC) (2) + K3y (z) + O(hY)

por tanto, de acuerdo con la ecuacién (1.33),

%[Qy’(:c +h) +19'(z) - 5y'(z - h) +y'(z — 2h)]
= y(z +h) = y(@) + 5=0(h") = y(z + h) - y(&) + O(K9),
si sustituimos esta ecuacién en (1.32),tenemos que:
hL(z, h) = O(R®),

que finalmente se transforma en

unm=ogﬂ=mMy

De esta manera, tenemos que:

L(h)= mix |L(z,h)] =O(h").

2<z<b—

Con lo que concluimos que el método (1.31) es de cuarto orden.

1.2.2. Consideraciones sobre los métodos multipaso

Una primera observacién que se puede hacer, es que para cualquiera de los
métodos de Adams-Moulton o Adams-Bashforth, resulta imposible aplicarlos
desde el inicio, por ejemplo para k = 0, pues se requiere de evaluar f en puntos
que no existen. Veamos esto con un ejemplo. Considere el método (1.20), si
quisiéramos calcular y;, tendriamos que calcular los valores fo, f-1, f-2y f-3,
es decir, tenemos que calcular f en valores que no exasten (exceptuando fp). De
esta manera, el método (1.20), solo se puede utilizar para k¥ > 3. De manera
andloga, los métodos de Adams-Moulton presentan el mismo problema. Una
manera de solucionar e] problema de obtener los valores iniciales (en nuestro
ejemplo 31, ¥2 y ¥3), es utilizar un método de un paso, por ejemplo el de
Runge-Kutta de cuarto orden o cualquiera que hayamos estudiado, sin erabargo,
debemos tener cuidado con la precisién de los métodos que combinamos, por
ejemplo, para calcular los valores iniciales en el método (1.20), debemos utilizar
un método de tercer orden, pues de lo contrario, se perderia la precisidn que
habfamos calculado. En general, para calcular Jos valores iniciales de un método
multipaso, debemos usar un método que tenga el mismo orden de precisién que
el método multipaso que finalmente utilizaremos.

Para calcular los valores iniciales que se necesitan para arrancar un método
multipaso podemos, como hemos dicho, buscar un método de un paso que tenga
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el mismo orden de precision o, podriamos pensar, en usar un método de un paso
para el primer valor inicial, uno de dos pasos para el segundo y asi sucesiva-
mente hasta encontrar los necesarios. Sin embargo, esta dltima forma tiene el
inconveniente, de que usualmente el orden de precisidn en los métodos multipaso
est4 estrechamente relacionado con los puntos necesarios para arrancarlo, lo que
provocaria que los 6rdenes de precisién no coincidieran. Una manera de corregir
este inconveniente, es reducir el tamarfio del paso, introduciendo asi mas puntos
intermedios logrando aumentar la precision de los métodos multipaso utilizados
en la obtencién de los valores iniciales. De nuevo para la obtencién de los valores
que aproximan a y en dichos puntos intermedios serdn necesarios métodos con
el mismo orden de precisién.

Los métodos de Adams-Moulton presentan adicionalmente un problema maés,
son implicitos, es decir que para obtener el valor yi+1 es necesario resolver una
ecuacién no lineal, como por ejemplo la ecuacidn (1.31), lo que representa un
problema que no necesariamente es sencillo de resolver. Para resolver dicho
inconveniente, se utiliza un tipo de método llamado predictor-corrector, éste
utiliza un valor “predecido™ de yi4+1, que denotaremos por y{_’fl, para calcular,
a traves del método implicito, un nuevo valor “corregido” de yr+1. Un ejemplo de
método predictor-corrector, es la combinacién de los métodos (1.20) y (1.31) que
por supuesto, son de cuarto orden. Naturalmente, como el método de Adams-
Bashforth es explicito, lo utilizaremos para calcular yff,’g) y el de Adams-Moulton
para obtener el valor corregido de yr41. Asi, pues el método predictor-corrector
queda descrito por las siguientes ecuaciones:

h
U = v+ 5 (55 Sk = 59fim + 37 ez — 9fia),
AN (VNN

h
Yk+1 = Yr + ﬂ(ff.i)l + 19/ — 5fe—1 + fr-2).

El método anterior, puede utilizarse tantas veces como sea necesario para
obtener valores de y;4; tan precisos como se requieran, de hecho, dicho método
puede ser utilizado como un procedimiento iterativo para resolver la ecuacién
no lineal (1.31).

1.3. Sistemas de ecuaciones

En esta seccién, haremos los comentarios pertinentes para la aplicacién de
los métodos numéricos, expuestos previamente, a sistemas de ecuaciones dife-
renciales ordinarias. La generalizacién inmediata del problema (1.1), a sistemas
de ecuaciones, queda descrita por el siguiente sisterma:

dy

iz = f(z,y(z)) @ <z concondicidn inicial y(a) =¥ (1.37)
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donde, por supuesto se tiene que,

yl(I) f[(I,y[(I),-.-,yn(I))
o= "y iy = | R
yn(z) falz, y)(I)a----yn(I))

el vector ¥ denota al vector constante y{a), es decir los valores iniciales para las
componentes de y.

La generalizacién de los métodos resulta inmediata si se utiliza la notacién
vectorial, por ejemplo el método de Heun, para sistemas, queda de la siguiente
manera:

h
Yiel = Yi + E[f(zk;}’k) + f(zear, Ve + hf(Ikak))]~

De forma totalmente andloga pero més compleja, se sigue la generalizacién de
los métodos de orden mayor y de los métodos de Adams.



Capitulo 2

Sistemas Hamiltonianos

2.1. Nociones de calculo de variaciones

En la teoria del calculo de variaciones se estudian funciones, en nuestro caso
reales, cuyas variables son a su vez funciones, curvas o superficies. Estas fun-
ciones de funciones se conocen como funcionales. En general, un funcional J, es
una funcién de un espacio vectorial ! X, cuyos elementos por lo general seran
funciones en R. Sin embargo, para poder realizar cdlculo en estos espacios es
necesario el concepto de norma, por 1o que en general se supondré que los fun-
cionales estdn definidos sobre espacios normados. La definicién de continuidad
para funcionales resulta natural.

Definicién 2.1 (Continuidad de funcionales).
Si J es un funcional de X en R, diremos que es continuo en zop € X si para
toda € > 0, existe § > 0 tal que

|J(z) — J(zo)| < € siempre que |z = zg]] < 6.
La linealidad de un funcional queda definida como sigue:

Definicién 2.2 (Funcional lineal).
Si J es un funcional de X en R, diremos que es lineal si para cualesquiera
z,y € X ya € R, se tiene que

(1) J(az) = aJ(z) (homogeneidad)
(2) J(z+y) = J(z)+ J(y) (aditividad).

A continuacién enunciamos un lema que suele ser util y que involucra los
dos conceptos antes definidos.

I También llamados espacios lineales.
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Lema 2.1.
Sea J un funcional lineal definido sobre el espacio lineal normado X, entonces
las siguientes propiedades son equivalentes:

(1) J es continuo.

(2) J es continuo en cero.

(3) W = sup)zy=1 {|J(2)]} < o0.

Demostracién. Resulta trivial (2) a partir de (1). Supongamos pues que (2) se
cumple; en este caso, dada ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que si ||z|] < é entonces
[J(z)| = |J(z) — J(0)| < € ya que al ser lineal J, se tiene que J(0) = 0.

Sea x € X tal que ||z]| = 1, entonces, como ||dz|| = § < J, tenemos que

|J(2)] = |J(62)/6 < €/$,

de este modo, €/4 es cota superior del conjunto {|J(z)| : ||z|| = 1}, por tanto
||J]] < €/é y concluimos que (2) implica (3).

Para probar que (3) implica (1), consideremos zp € X y ¢ > 0. Seaz € X
distinta de zo, entonces,

|J(2) = J(xo)| = |J(z — o)| = |z — zo|| J((z ~ 20)/Ix — Zol)| < |z — zol I ]|

por lo tanto si escogemos 6 = ¢/ ||J|| tendremos que J es continuo en 0.
(]

Como nuestro interés principal es el estudio de extremos de funcionales, se
hace necesaria la nocién de diferencial y derivada direccional, a continuacién se
enuncia el concepto andlogo al de derivada direccional.

Definicién 2.3 (Derivada de Gateaux).
Si J es un funcional de X en R, diremos que J tiene una derwvada de Gateaux
en o € X en la direccion h € X, si,

(1) existe una vecindad del cero para la cual g(t) = J(zo + th) estd definida.
(2) ¢(t) es derivable en 0.
En tal caso, la derivada de Giteauz se denota por Dy J(xo) y es igual a ¢'(0).

La nocién de diferencial para funcionales, queda descrita mediante la siguien-
te definicién.

Definicién 2.4 (Derivada de Fréchet).
Si J es un funcional de X en R, diremos que J tiene una derivada de Fréchet
en xo € X st eriste un funcional lineal continuo ® tal que,

®(h) + €llhll = J(zo + h) — J(z0)

y le] = 0 cuando [|h]] = 0. A ® se le llama la variacidn o derivada de Fréchet
de J y se denota por DJ(xo).
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Existe cierta analogia entre el concepto de diferencial y derivada del calculo
de variable real y el concepto de derivada de Gateaux y de Fréchet del calculo de
variaciones. Es posible probar que la derivada de Fréchet es tnica, sin embargo,
antes de enunciar propiamente este resultado, probaremos un lema.

Lema 2.2.
Si @ es un funcional lineal continuo definido sobre X tal que ®(h)/||h|| — O
cuando [|h|| = 0 entonces ® = 0.

Demostracion. Supongamos que existe hg # 0 en X tal que ®(hg) # 0. Consi-
deremos ahora la sucesién h, = hg/n con n € N, asi,

1
|hnll = - [lho]] » 0 cuando n — oo

y por otro lado,

O(hy) _ ®(%2)  1®(ho) _ P(ho)
= Loz = =A#0 pues hyg#0
Whall 2 lholl 5 llRoll — lRoll

entonces, existe el limite de ®(h,)/ ||hy|| cuando n — co y ademas,

ltm 20n) _ #0

oo [l

lo cual contradice nuestra hipétesis, por lo tanto ® =0

Ahora sf, estamos en posicién de probar el siguiente teorema.

Teorema 2.3 (Unicidad de la derivada de Fréchet).
Si existe la dertvada de Fréchet de un funcional es inica.

Demostracién. Sea J un funcional para el cual existen dos derivadas de Fréchet
en algin elemento del dominio de J. Sean estas derivadas ®, y ®,, entonces de
acuerdo con la definicién, se satisface que,

@1(h) + €1 [|hnll = R2(h) + €2 [hall

de donde se sigue que, si g(h) = ®,(h) — ®,(h), entonces, g(h) = ||hn]| (e2 — €1),
ademas, por su definicién, g es un funcional lineal continuo tal que g(k)/ ||hn|| =
€2 — €1 = 0 cuando ||h,|| = O pues €1, €3 — 0 cuando ||h,|| = 0 (de acuerdo a
la definicién (2.4)). Asi, concluimos por el lema (2.2) que ¢ = 0 y por lo tanto
Ql = @2.

O

A continuacién, se enuncian un par de resuitados que relacionan los dos
conceptos de derivada (el de Gatedux y el de Fréchet) que hemos definido para
funcionales.
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Teorema 2.4.

Si el funcional J definido sobre el espacio lineal normado X tiene derivada de
Fréchet en xg € X, entonces también tiene dertvada de Géiteauz en o en toda
direccion h € X y ademds DpJ(z¢) = DJ(zo)(h).

Demostracion. Como J es Fréchet-diferenciable en g, entonces,
J(zg + th) — J(zg) = DJ(xo)(th) + € ||th]]
asi,

J(zg + th) — J(zp)
L

= 2DJ(zo)eh) + e 10l = Do) ) + L

pero ||th|| = 0 si ¢t — 0, entonces, ¢ =+ 0sit - 0y como —1 < [t|/t <1
concluimos que €(|t|/t) ||k|| = O cuando ¢ — 0. Por lo tanto, podemos escribir
J th) —J
lt 20 H ) = J(Z0) _ 50y

t—0 t

de esta manera concluimos que Dy J(zg) = DJ(z¢)(h).
O

Un resultado andlogo al precedente pero en direccién contraria se enuncia a
continuacién.

Teorema 2.5,

Sea J un funcional definido sobre el espacio lineal normado X para el cual existe
la derivada de Gdteauz en una vecindad de zg € X en toda direccidn h € X.
Si la derivada de Géiteauz DyJ es continua en dicha vecindad y lineal en h
entonces J tiene derivada de Fréchet en zg con DJ(x¢)(h) = Dy J(x0).

Demostracion. Sea Vs(zg) la vecindad donde la derivada de Gateaux de J existe
en toda direccién h € X y es continua. Consideremos h € X tal que [|h|| =1,
entonces £ = To + th € Vz(zo) con |t| < 4. Por hipétesis la funcién f(t) =
J(zo + th) tiene derivada para |t| < & ya que f'(t) = DpJ(zq¢ + th). Por otro
lado, por hipétesis, también tenemos que DjJ es continuo para z € Vs(zo),
entonces f'(t) es una funcidn continua para |¢| < 4.

Por el teorema del valor medio, existe £ con 0 < £ < t tal que f(t) =
£(0) + f'(6)t, es decir,

J(:L') = J($0)+chJ($o+€h) = J(:L'o) +chJ(IlIo) +t(DhJ(IZIO +€h) - DhJ(l‘o)),
y usando finalmente la hipotesis de linealidad en h de Dy, J(zg), concluimos
J(z) = J(zo) + DinJ(z0) + €t

donde ¢ no depende de la direccién h y tiene la propiedad de tender a cero si ¢
tiende a cero.
O
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La extensién natural del concepto de extremo para un funcional queda
establecida por la siguiente definicién.

Definicién 2.5 (Extremo de un funcional).

Sea J un funcional definido sobre un espacio lineal normado X. Diremos que J
tiene un extremo local en xp € X si J(x) — J(xo) no cambia de signo para todo
z € X perteneciente a alguna vecinded de zo pare el cual J esté definido.

En la definicién anterior, si J(z) - J(zg) > 0 se dice que J alcanza un minimo
local en z¢ y si J(z) — J(zg) < 0 se dice que J tiene un maximo local en zp.

Como es de esperarse, existe una relacién estrecha entre los extremos de un
funcional y sus derivadas.

Teorema 2.6.

Sea J un funcional definido sobre el espacio lineal normado X. Si J tiene un
extremo local en o € X, entonces Dy J(zp) = 0 en todas la direcciones h donde
la derivadae de Gdteauz esté definida. En particular si J tiene una derivada de
Fréchet en xp, se tiene que DJ(zg) = 0.

Demostracion. Consideremos h € X una direccién donde la derivada de Gateaux
existe, entonces la funcién f(t) = J(x¢ + th) estd definida para ¢ en alguna ve-
cindad del 0 y tiene un extremo en ¢t = 0, por lo tanto f'(0) = 0, es decir
DpJ(zo) = 0. Si J tuviera una derivada de Fréchet en zp, entonces por el teo-
rema (2.4) como la derivada de Gateaux en toda direccién admisible es cero, se
concluye que DJ(zg) = 0.

O

2.2. Ecuacién de Euler-Lagrange

Antes de entrar en materia, probaremos un par de lemas que serdn de gran
utilidad.

Lema 2.7.
St a € Cla,b] y si f: a(z)h'(z)dz = 0 para toda h € C'[a,b] que cumple con
h{a) = h(b) = 0 entonces a(x) = ¢ para toda z € [a,b] con ¢ € R constante.

Demostracion. Consideremos la constante ¢ y la funcién h definidas como sigue:

1 b

c= ——
b-—a/J,

a@ds y A = [ (a© - e

Como a(r) es continua en [a, b], entonces por el teorema fundamental del célculo
h(z) es diferenciable con primera derivada continua y ademas h(a) = h(b) = 0.
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Asi,
b

/b[a(z) —cJh/(z)dz = /b a(z)h (z)dz — c/ h'(z)dz

a

-/ ’ a(@)H (z) dz ~ ch(b) — h(a)

b

=/ a(z)h' (z) dz
a

=0 (por hipétesis).

Por otro lado,
b b
/ [a(z) — c]h'(z) dz = / [a(z) - c]? dz,
a a
de donde concluimos que
b
/ [a(z) — ¢]*dz = 0.

Como ademés se tiene que [a(z) — ¢]> > 0 y continua en [a,b], tenemos que
a(z) —e =0y por lo tanto a(z) = ¢ para todo z € [a,b]. O

Lema 2.8.
Sia, f €Cla,b] ysi

/ b[a(z)h(z) + B(zx)h (z)] dz = 0

para toda h € C'[a,b] que cumple con h(a) = h(b) = 0, entonces 3 es diferen-
ciable y §'(z) = a(z) para toda z € [a,b].

Demostracidon. Consideremos
A@) = [ al)de.
0

Entonces, integrando por partes tenemos que

b b b
/ a(z)h(z)dz = a(a:)h(a:)|z —/ A(x)h'(z)dz = —/ A(x)h' (z) dzx

ya que h se anula en a y b. De esta manera,
b b b
/ [a(z)h{z) + B(z)h' (z)] dz :/ alz)h(z) dl‘+/ B(z)h'(z) dz
= - /b A(x)h' (z)dz + /b B(z)h (z) dz

b
:/ [B(z) — A(2)|H(z) dz
=0
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Ahora, 3 —~ A € Cla,b] pues 8, A € C[a,b], entonces por el lema anterior,
B(z) — A(z) = cte para toda z € [a,d], es decir que f(z) = A(x) + cte, de
donde, de acuerdo con la definicién de A(z) se obtiene que 3 es diferenciable y
B'(z) = A'(z) = a(z) para toda z € [a, b].

O

Deduciremos la ecuacién de Euler-Lagrange de un problema variacional. Para
ello debemos considerar funcionales de la forma:

b
J(y) = / Flz,y,¥")dz (2.1)

donde J esta definido para curvas en R® continuamente diferenciablescon paradme-
tro en [a,b] y norma ||-{|, 2. De esta manera,

y(z) = : R con z € [a,b]
Yn(z)

y ¥i € C'la,b] (i = 1,...,n). Supondremos que la funcién F(z,y1,...,Yn, 21
,-+-»2n), involucrada en la ecuacién (2.1), es continuamente diferenciable en
[a, b] x R*™. Es decir, sus derivadas parciales F,,,..., Fy,, F,,..., F,, también
son funciones continuas en [a, b] x R?".

El problema variacional del que se deduce la ecuacién de Euler-Lagrange
consiste en buscar condiciones necesarias para los extremos de funcionales con
la forma descrita mediante la ecuacién (2.1) y que ademds satisfacen las condi-
ciones de frontera

y@)=aeR* y y()=beR". (2.2)
Con la finalidad de encontrar dichas condiciones para los extremos de un

funcional como J, primero calcularemos su derivada de Fréchet. Consideremos
h una curva en R™ para la cual J estd definido, entonces,

b
J(y+h) - J(y) = / F(z,y+h,y +h') - F(z,y,y')dz. (2.3)

Si usamos el teorema de Taylor para F(z,y; +h1, ..., yn+hn, y1 +hY, ...,y +h))
(pensando fijo a z) alrededor del punto (y1,..-,Yn, ¥, ---,¥y) Obtenemos que

F(z,y +h,y' +h') =

F(I) Y7 yl) + ZF i(x) Y) y’)h‘i + FZ,‘ (Iv)’7y,)h; + S(Iy h)7 (24)
=1

*Recordemos que |lyl|, = Jmaz |ly(z)ll + maz lly(z)ll
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donde s(z, h) denota la suma de los términos no linealesen hy, ..., ha,hi,..., h),.
Si substituimos la expresién (2.4) en (2.3), obtenemos que

b n b
J(y+h)—J(y):/ ZFyl.h,v+le.h',-dx+/ s(z,h)dz,  (2.5)

i=1

donde las derivadas parciales Fy,, F,, (i = 1,...,n) estdn evaluadasen (z,y,y’),
hi(i=1,...,n)enzy sen (z,h).
Si definimos a la funcién ®(h) y a la constante € como sigue,

b n 1 b
<I>(h):/ > Fyhi+F hidz y e=”—h—”—/ s(z,h)dz,
a 1 a

i=1

tenemos que
J(y +h) — J(y) = &(h) + ||h||, €. (2.6)

Veremos ahora que ® es un funcional lineal. Tomemos h; y hy curvas en el
dominio de J y ¢ € R entonces

B(hy + chy) = /ZF (hui + chas) + Fu, (R + chby) dz,
a

si factorizamos ¢ y agrupamos términos, obtenemos

b n
(h1+Ch2 / ZF h1,+F h“dl‘-f'C/ ZFy,-h2i+FZ.'h',2idx
a a

i=1 i=1

= (D(hl) + C(D(hz).

Es decir ® es lineal. Ahora demostraremos la continuidad de ¢ en 0,

b n
|®(h) — ®(0)| = |®(h)| < / | > Fy.hi+ F. b dz

=1

b n
s/ S Eylihil + 1Pl ] da

i=1

b n
s/ S 1By [, + 1F| 1], de

i=1

b n
= (/ > IFl + IFz.-IdI) Ikl ,

i=1

donde la ultima expresién tiende a cero cuando |[h||, — 0 ya que el término
entre paréntesis es una constante. Concluimos que ® es un funcional continuo
en 0 y por el lema (2.1), como ademés ® es lineal, concluimos que ® es continuo
para toda h en el dominio de J.



2.2 Ecuacién de Euler-Lagrange 39

Asi, hemos probado que @ es un funcional lineal continuo en el dominio de
J. Probaremos ahora que |¢] = 0 cuando |[h[[, — 0.
De la desigualdad del tridngulo tenemos

0<]ef <

z,h)|dz.
S ||h||1/ o€

Si nombramos r(z,h) a la suma de los valores absolutos de cada término de

s(z,h), tenemos
b b
/ |s(z,h)|dz§/ r(z,h)dz.

Como cada sumando de r(z,h) involucra términos no lineales en |h;| y |hl|
(¢ = 1,...,n) y ademas |hi], |hj| < ||h||, (¢ =1,...,n) podemos intercambiar
en cada sumando de ri(z,h) a |h;| y |h}| por ||h||,. Obtenemos asi una nueva

cota para [e|,
0< e < ! /b (z,h)d
SIE S v 2\ T, z,
Ikl Ja

donde r2(z,h) es simplemente r(z,h) pero en vez de tener los términos no
lineales en |h;| y |R]| (i = 1,...,n), tiene potencias mayores o iguales a dos de
|[b||,. Asi, podemos obtener una nueva cota,

b
0 S |€| S / T3(l‘,h) dIa
Qa

donde r3(z, h) = ry(x, h)/||hl|,. Es decir, r3(z, h) es, para cada z, una suma de
constantes (las derivadas parciales de F evaluadas en (z,y,y’)) multiplicadas
por una potencias mayores o iguales a uno de ||h||,. De este modo, cuando
|lh||, = 0 cada sumando de r3(z, h) tiende también a cero y por tanto r3(z,h) —
0. Como no hay problemas de convergencia con la integral (es respecto de z),
tenemos que,

b
/r3(:z,h)dz—>0 cuando |lhf|; = 0.
Qa

Finalmente,
el = 0 cuando |h|[, = 0. (2.7)

Podemos ahora concluir en virtud de la ecuacién (2.6) que como ® es un fun-
cional lineal continuo en el dominio de J y |e| satisface (2.7)

Una condicién necesaria segtin el teorema (2.6) para los extremos de un funcional
es que DJ(y)(h) =0, es decir, de acuerdo con la definicién de ®(h),

/ Z Fy.hi + F, hidz = 0. (2.8)
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Como h es arbitraria (siempre que J esté definido en h), podemos escogerla de
modo que todas sus coordenadas sean cero excepto la k-ésima y que ademads
se satisfagan las condiciones de frontera (2.2). Entonces la condicién (2.8) se
escribe como,

b
/ Fy hy + Fy bl dz = 0.
a

Como por hipétesis Fy, y F,, son funciones continuas en [a,b] podemos hacer
uso del lema (2.8) para concluir que un extremo de J satisface la ecuacién

d
dz
Esta ecuacién es conocida como la ecuacién de Euler-Lagrange. Como k es
arbitraria, tenemos que, de hecho en un extremo de J se satisface el sistema de
ecuaciones de Euler-Lagrange,

d
F, —-—F, =0 i=1,...,n). 2.9
w = —F ( ) (2.9)
Cada ecuacién del sistema (2.9) es de segundo orden, por tanto su solucién
depende de 2n constantes arbitrarias que son determinadas por las condicio-
nes de frontera (2.2). Finalmente podemos escribir este resultado en forma de

teorema.

F, ——F, =0.

Teorema 2.9.
Un extremo de un funcional que puede ser descrito mediante la ecuacidn (2.1),
satisface el sistema de ecuaciones de Fuler-Lagrange (2.9).

2.3. Coordenadas candnicas

En la seccién anterior se obtuvo el sistema de ecuaciones de Euler-Lagrange
(2.9) asociado a un funcional cuya forma general esta descrita por la ecuacién
{2.1). Como el sistema (2.9) estd compuesto por n ecuaciones de segundo orden,
éste puede llevarse a un sistema de 2n ecuaciones de primer orden. Para ello
definiremos,

pi=F(z,91,- - Un,21,---,20) (1=1,...,n). (2.10)
Supondremos que
8(p1""7p‘n) #0
O(z1,---,2n)
Luego, mediante el teorema de la funcién inversa, es posible invertir localmente
el sistema (2.10) y expresar z1,..., 2z, en términos de x, ¥1,.-., Yn, P1s-- -, Pn-
De este modo, en adelante todo el desarrollo tendré carécter local.
Ahora consideraremos la funcién H(x,y1,...,¥n,P1;---:Pn) QUE SE €NCUEN-
tra relacionada con F(x,y,.-.,yn,21,--.,2,) mediante la siguiente ecuacion,

H=) zp~F (2.11)
i=1
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Por supuesto, pensando a 2; (i = 1,...,n) como funcién de z, yi,..., Yn, D1 - -,
Pn- A la funcién H se le conoce como Hamiltoniano y a las variables z, y1,.. .,
Yn, P1y---, Dn, H se les conoce como coordenadas candnicas.
Haciendo uso de la definicién de p; (¢ = 1,...,n) veremos ahora algunas
relaciones que cumple H.
OH _ _OF azl E azl OF
Oz Bz Z o oz’ (2.12)
n
"’_Hz_"’F+ "’21 ns z__%:_aF, (2.13)
Ovi Ovi 6 P Oyi Ovi
0H az, 0z;
=2z; 4+ . = Z;. 214
6}71 i Z Zl z; api i ( )
Por otro lado, si hacemos,
dy; ,
Zi=d—?’£=y§ (i=1,...,n),

podemos escribir el sistema de n ecuaciones (2.9), como el siguiente sistema de
2n ecuaciones:

i,
dz =~ 7"
d .
Fy: — d—a:FZ‘ =0 (¢=1,...,n). (2.15)

En este sistema de ecuaciones, las derivadas parciales Fy, y F,, (i=1,...,n)
estdn evaluadas en (z,y,z).

Si ahora sustituimos la ecuaciones (2.12), (2.13) y (2.14) en el sistema de
ecuaciones (2.15) obtenemos un nuevo sistema de ecuaciones,

dy, _ OH
da:-api
dp; OH .
= —— =1,...,n). 2.16
R (216)

Este sistema de 2n ecuaciones diferenciales de primer orden es equivalente
al sistema de ecuaciones (2.15) y es llamado sistema candnico de ecuaciones
de Euler-Lagrange para el funcional (2.1).

Por ltimo, enunciaremos una observacién que ahora resulta inmediata.

Observacién 2.10.
El sistema de ecuaciones candnicas (2.16) es el sistema de ecuaciones de Euler-
Lagrange asociado al funcional,

b
Ay, p) =/ p-y — H(z,y,p)dz, (2.17)

con las condiciones de frontera (2.2).
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2.3.1. Transformada de Legendre

Consideremos primero una funcién f(z,y) de dos variables continuamente
diferenciable y que la diferencial total de f se expresa como:

df = udz + vdy (2.18)

con
of _of

8_13 y v = %

Lo que se desea hacer es cambiar las coordenadas de descripcién x y y por las
variables independientes x y v. A la funcién que transforma las coordenadas
(z,y) en (z,v) se le conoce como transformada de Legendre. Se hace necesario
pues describir la dindmica en términos de las nuevas variables (en diferencia-
les respecto de las nuevas variables), para ello introducimos una funcién que
depende de z y v,

u=

9(z,v) =vy— f
entonces,
dg =vdy + ydv —df
y por (2.18),
dg = ydv + udz.

Esta tltima expresion hace una descripcién en términos de diferenciales de v y
x como se desea. Por supuesto,

_ 99 _9%
y—av y Y= 8z

Una aplicacién directa de la transformada de Legendre es que se pueden
encontrar las ecuaciones canénicas transformando a las coordenadas (z,y,z) en
las coordenadas (z,y, p) (las componentes de p estdn definidas por las ecuacio-
nes (2.10)). De manera analoga a como se hizo antes es necesario introducir una
funcién de las nuevas variables, ésta es a la que se conoce como Hamiltoniano,

H(Ivyrp) =Z:-p— F(x»Y:Z)“
asi, si calculamos la diferencial de H, obtenemos por una parte,
dH = Z dy, + Z dpl + —dx

y por la otra,

8F " O0H OF
H = E E ;- ;- —dz; — —duz.
d z;dp; + pidz; 2 dy 2 o7 dz; oz

De estas dos tltimas expresiones, haciendo uso de las ecuaciones (2.10) y (2.15)
e identificando términos, obtenemos las ecuaciones canénicas (2.16).

“*Esta expresién es la misma que (2.11).
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2.4. Transformaciones candnicas

Las transformaciones candnicas son aquellas transformaciones de las coor-
denadas para las cuales el sistema canénico de ecuaciones de Euler-Lagrange
asociado a un funcional de la forma (2.1) se transforma en un nuevo sistema
candnico al considerar las ecuaciones originales con las variables transformadas,
es decir tiene la forma (2.16).

Definicién 2.6 (Transformacién canénica).
La transformacion,

(v,p) — (s,1) (2.19)

es canonica, si las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas al funcional
A*(s,r) = A(y(s,r), p(s,r)) se pueden escribir como

dsi _ OH"
dz = r;
d’l‘i 6H‘ .
i . et =1,... 2.20

para alguna funcion H* = H*(x,s,r).

Lo que ahora queremos encontrar son condiciones que garanticen que una
transformacién es canénica. De acuerdo con la observacién (2.10), el sistema de
ecuaciones de Euler-Lagrange asociado al funcional,

b
J*(s,r) = / r-s' — H*(z,s,r)dz,

es justo el sistema (2.20). Asi, una transformacién canénica es una transforma-
cién de variables que hace que las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas a los
funcionales A*(s,r) y J*(s,r) sean las mismas.

Estudiaremos pues, bajo qué condiciones dos funcionales que pueden ser
descritos por la ecuacién (2.1) tienen asociado el mismo sistema de ecuaciones
de Euler-Lagrange. El siguiente lema nos ofrece un resultado al respecto.

Lema 2.11.

Si J y J' son funcionales que tienen la forma general de la ecuacidn (2.1)
con integrandos F(z,y,y') y F'(x,y,y’) respectivamente entonces J y J' tiene
asociado el mismo sistema de ecuaciones de Fuler-Lagrange st

F'(z,y,z) = F(z,y,2) + ¥(z,y,2),
donde

G <~ 0G
‘I’(z,y,z) = 5—:; + a_y'Zi)
i=1 t

siendo G = G(z,y) una funcidn continuamente diferenciable dos veces en
[a,b] x R™.
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Demostracion. Calculemos,

ov
a5 & YY) ay 3:5 Z ay,ayky’c

y ademas,
d(a\y(I ,))_i a_G( )_BG+" oG,
dz \ 8z AR ~ dz \ Oy Y ~ 9z8y; = 3yk3y,’yk

entonces,
ov _d (0% _,
8y; dz \8z )

por lo tanto J y J' tienen asociado el mismo sistema de ecuaciones de Euler-
Lagrange. O

La hipdtesis del lema anterior, implica también que los integrandos de los
funcionales J y J' difieren por una derivada total, ya que si y = y(z) entonces,

Y(z,y,y') = o (&Y)

De esta manera, una condicién que garantiza que A*(s,r) y J*(s,r) tie-
nen asociado el mismo sistema de ecuaciones de Euler-Lagrange es la siguiente
igualdad,

dG
Py -H=rs-H+T. (2.21)
T

Por supuesto pensando el lado izquierdo de esta igualdad como funcién de r y
s. Asi, si la transformacién (2.19) es tal que existe una funcién G que satisface
la condicién (2.21), entonces tal transformacién es canénica. A la funcién G
se le conoce como funcién generadora de la transformacién canénica
o funcién generatriz. A continuacién justificaremos el porque se le da este
nombre a G.

Notemos que, ademds de z, G depende de s y r. Como la transformacién
de coordenadas define 2n variables, en general G dependerd de las 2n variables
que se toman como independientes en dicha transformacién y de z. Entonces,
tenemos cuatro posibles elecciones de variables independientes; y ys,y yr, p
yS,pyr.

Si G dependiera de y y s, es decir, si G = G(z,y,s) la ecuacién (2.21) se
podria escribir simplemente como

dG, ,
— =p-y -r- * - 2.22
Zl=p-y 1+ (H - H) (222)
encontrando asi
oG, 9G, oG, .
P = y TP = ——F—, *— H=— =1,...,n). 2.2
Py T s A= 0 ™) (223)
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El primer sistema de ecuaciones, que involucra las variables z, y;, p; y s: (i =
1,...,n), puede ser resuelto para s en términos de z, y y p obteniendo asi una
parte de la transformacién. El segundo sistema completa la transformacion ex-
presando las r en funcién de z, y y p. La tltima ecuacién provee una relacién
entre el Hamiltoniano H y el nuevo Hamiltoniano H*.

Si las variables independientes de G fueran y y r, como,

_8G,
Bsi

r,=

la funcidn G = Ga(z,y,r) puede encontrarse al hacer la transformacién de
Legendre (r,y,s) — (z,y,r) para expresar la ecuacién (2.21) en términos de
diferenciales respecto de y; y r; (i = 1,...,n). Obtenemos asi que

GZ(:E’yyr) = Gl(ﬂf,y,s) +r-s.

Si despejamos G, (z,y,s) de la ecuacién anterior substituimos la expresién
encontrada en la igualdad (2.22) obtenemos

d
p-y’—H=r-S’—H‘+d—z(Gz(z,y,r)—r-S),

de donde

dG
o oyt s (B - B (2.24)

de donde identificamos, de manera anédloga a como se hizo antes, los siguiente
términos,

8G, _ 8G,

N . 8G,
pt—ayi, z—'ariv

H—H="5"

(i=1,...,n). (2.25)

El primero de estos sistemas, puede ser resuelto para r en términos de z, y y

p pudiendo entonces completar la transformacién mediante el segundo sistema,

expresando s en términos de z, y y p. La ultima ecuacién relaciona H con H*.
Si las variables independientes fueran ahora p y s, de nueva cuenta, como

3G
pi = o

se podria relacionar G = G3(z, p,s) con G (z,y,s) mediante la transformacién
de Legendre (z,y,s) — (z, p,s) encontrando que

Ga(zapvs) = Gl(zr yas) —Y'p:

Si sustituimos la expresién que resulta para G(z,y,s) de la ecuacién anterior
en (2.22) se obtiene

4Gy

=-s-r—-y-p'+(H - H) (2.26)
dx
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de donde se sigue

_ 8Gy  _ 8Gs .. . 08Gs
yl_—api7 "= 8si’ - H= oz

(i=1,...,n). (2.27)

Como en los casos anteriores el primer sistema puede ser resuelto para s en
términos de z, y y p entonces el segundo sistema puede ser resuelto para r en
términos de z, y y p.

Finalmente cuando p y r fueran tomadas como variables independientes,
tendriamos que en virtud de la ecuacion,

- 0G,
pi = ™

podriamos relacionar G = G4(z, p, r) con G (z,y, r) haciendo la transformacién
de Legendre (z,y,r) — (z, p,r). Obteniendo asf,

G4(I7p1r) = Gg(z,y,r) —PYy.

Al despejar G2(z,y,r) de la ecuacién anterior, obtenemos una nueva expresién
para ésta y al substituir dicha expresién en (2.24) se obtiene

dG

A —s.t'—y-p' + (H" - H), (2.28)

dx
que al identificar términos en ambos lados de la igualdad se obtienen la ecuacio-
nes, que como antes se ha verificado, definen la transformacién de coordenadas
que ha de ser candnica. Estas ecuaciones son,

_ 8Gs 0G4 . . 9Gy
yt——a—pi, Sz—ari, H H= o

(G=1,...,n). (2.29)

2.4.1. Ejemplos de transformaciones candnicas

Como primer ejemplo, consideraremos una funcién generatriz del segundo
tipo, es decir, G3(z.y,r) pero con la forma particular descrita por la siguiente
ecuacién

Ga=y-r (2.30)

entonces, las ecuaciones (2.25) quedan escritas como

'_6G2_ '
= Oy; -
SVZ(‘Bngy_
1 art 1
H=H.

Entonces la funcién generatriz (2.30) genera la transformacién identidad, es
decir que deja las coordenadas sin transformar.
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Una funcién generatriz un poco més general es

Gy = Zfi(t,}’)ﬂ (2.31)

donde {fi}ier es cualquier conjunto de funciones, asi, de acuerdo con las ecua-
ciones (2.25)

- 0G,

i = 37‘,‘

Este tipo de transformaciones se llaman transformaciones de puntos, ya

que las s; dependen solo de las y; y del tiempo, es decir, transforman solo

las coordenadas y no los momentos. Lo que probamos es que un cambio de
coordenadas (sin los momentos) es una transformacién canénica.

Si consideramos ahora una funcién generatriz del primer tipo con la forma

= fi(t,y).

Gl(zyy7s) =Y-s (232)

entonces la ecuaciones de transformacién (2.23) quedan

__3G1 _
pi = E =S
T_=_3G1 - _y
i 35,- i
H*=H.

Esta transformacién de coordenadas es candnica ya que la ecuacién (2.32) nos
proporciona la funcién generatriz de dicha transformacién. Esta transformacién
es ilustrativa, ya que al intercambiar los momentos con las coordenadas, se hace
patente su independencia y por tanto la necesidad de ambas variables en la
formulacién Hamiltoniana.

Ahora consideraremos un caso que serd de utilidad en el préximo capitulo.
Si una funcién generatriz del tercer tipo tiene la forma

G3(z,p,s) = —-p-s (2.33)

entonces, las ecuaciones (2.27)

_ 0Gy
Yi = — op: =8
<
i 3s,~ i
H =H

generan la transformacién identidad.

Una pregunta que es posible hacernos es si sera posible encontrar una fun-
cién generatriz que avance en el tiempo las coordenadas generalizadas, es decir,
una transformacién que nos permita obtener de manera discreta los valores de
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Py q. Esto es, que si conocemos el valor de (p,q) para un tiempo tq, podamos
via una transformacién canénica encontrar los valores de (p,q) para un tiem-
po posterior. De ser asi, obtendriamos los valores de la solucién exacta en un
conjunto discreto de valores del tiempo.

Esta idea no resulta extrana, pues si consideramos a una funcién en su serie
de Taylor

. 1.
p(t) = p(0) + p(O)t + SH(0)E + -+
y ademas si

_0H oG

= a—q(p(O),q(O)) y p(t) = a—q(p(O),q(t))

p(0)
es decir, p(0) es una coordenada de un sistema Hamiltoniano y p(t) se obtiene
al transformar coordenadas via la funcién generatriz G, buscamos G tal que

(1) = 2 (p(0), (1)) + T (5, )0, )1+ -

q 9q " Oq
algo similar puede hacerse con g para obtener una ecuacién para G, de esta
manera parece posible encontrar la funcién generatriz G' con la propiedad de
que sdlo avanza en el tiempo la posicién del sistema.

En el capitulo siguiente veremos como encontrar dicha funcién generatriz
para poder asi encontrar un modo de integrar un sistema Hamiltoniano discre-
tamente. De hecho, en ello se basa la obtencién de cierto tipo de integradores

simplécticos y que son el objeto de esta tesis.

2.5. Notacidon clasica

En esta seccién daremos sentido fisico a la teoria que hemos venido desa-
rrollando y de este modo, introduciremos la notacién cldsica para este tipo de
problemas.

Consideremos un sistema de N particulas con coordenadas x;(t) (i = 1,...,n)
en R®. Nos gustaria que las trayectorias de las particulas fueran extremos de
algin funcional, es decir que quedaran descritas mediante las ecuaciones de
Euler-Lagrange para un funcional de la forma

t
I(Xl,...,XN):/ L(Xl,...,XN,).(l,...,)-(N)dt.
to

Esto significaria que las ecuaciones de Euler-Lagrange

d

aL*i:in (’Lzl,,N)

deberian ser las ecuaciones de movimiento de Newton

miii:Fi(t,Xl,...,XN) (i=1,...,1V),
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que si identificamos término a término obtenemos para i =1,...,N que
L,'(_. = mp'(i y F-L‘ = Lx‘..

Si ahora integramos la primera ecuacién respecto de X; obtenemos

N
1 .
L= §;mi|x,~| =U(t,xy,...,XN)

y si derivamos esta ultima expresién respecto de x; tenemos
F; = —Uy,.

En fisica, se define la energia cinética del sistema como

1 N
T = 3 lZmi|xi|

y la energia potencial U tal que F; = —Uy,. Asi concluimos que las ecuaciones
de Newton son las ecuaciones de Euler para el funcional

/h(T—U)dt.

to

En general, puede ser mas conveniente pensar en otro tipo de coordenadas
que determinen con precisién la posicién del sistema y no sélo en coordena-
das cartesianas; éstas pueden ser por ejemplo coordenadas esféricas o cilindricas
dependiendo de las simetrias del problema o incluso de cantidades muy parti-
culares del sistema que se estudie. Estas coordenadas se denominan coorde-
nadas Lagrangianas y usualmente se denotan por gqj,...,q, y Se suponen
linealmente independientes. Por supuesto, el vector de coordenadas Lagrangia-
nas q = (q1,.-.,9n) esta relacionado con la posicién de las particulas mediante
una transformacién de coordenadas, es decir, x = C(q) que cuando las particu-
las se mueven significa que x = JC(q) - q. Es decir, la energfa cinética queda
escrita

1 n
T= 5 Z ai;(q)dig;
ij=1
donde los coeficientes a;;(q) involucran a m; y a JC(q). Entonces,

1 < .
L=T-U-= 3 Z aij(q)g:q; — U(t,q).
1,j=1
El principio de Hamilton o principio de minima accién establece que

las trayectorias de las particulas en las coordenadas Lagrangianas son los puntos
criticos del funcional de accién

I(q) = /L "Lt q,q)dt (2.34)

0
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con q(to) y q(t;) dados. A la funcién L se le Hlama Lagrangiana en mecénica
y se supone que es continuamente diferenciable. De esta manera, las ecuaciones
de movimiento para (2.34) son

d )
&Lq-,. =L, (i=1,...,n).
Como hicimos antes, si definimos
pi=L.(tq1,. . qn,21,--,20) (E=1,...,n) (2.35)

y suponemos que la matriz (L., ) es invertible, entonces si hacemos

H(pvq) =p'z_L(taq1z)

por supuesto, considerando z = z(t, p,q) y gracias a la definicién de p dada en
(2.35), las ecuaciones de Euler-Lagrange se transforman en el sistema candnico

oH . oH

con q(to) y q(t1) dados. Esta es la notacién clasica para el sistema candnico de
ecuaciones de Euler-Lagrange y suele también llamarse sistema Hamiltoniano
0 ecuaciones de movimiento de Hamilton. A las coordenadas p y q se les
llama coordenadas generalizadas y al espacio cartesiano formado por las
coordenadas generalizadas se le llama espacio fase.

De acuerdo con la observacién (2.10), este sistema es el sistema de Euler
para el funcional

q= (2.36)

L
A(p,q) =/ p-q- H(t,p,q)dt.

to
A este funcional se le llama accién generalizada.
La energia del sistema se define como

E(t,q,q) = Zqz =(t,q,4) — L(t,q,4)

que en el ejemplo de las N particulas que habiamos tomado, se escribe

E=) a(@dig;—L=2T—(T-U)=T+U.

i,j=1
Ademads como L,, = p; y i = z: se tiene que

E(t)q» q) = H(t) P, q)v

es decir,
H=T+U.

Finalmente escribiremos los resultados mds importantes de la seccién ante-
rior haciendo uso de esta nueva notacién que hemos introducido.
La definicién (2.6) puede ser escrita como sigue
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Definicién 2.7 (Transformacién candnica).
La transformacion,

(Po,q0) — (p,q) (2.37)
es canonica, si las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas al funcional
A*(p,q) = A(po(P,q),90(P,q)) se pueden escribir como:

. _OH* . oHr
q= op p=- 9q

(2.38)

para alguna funcion H* = H*(t,p,q).

Se escriben las coordenadas (pg,qg) como coordenadas iniciales porque pue-
den ser pensadas como la posicién del sistema al tiempo cero y las coordenadas
finales como (p, q) que seria la posicién del sistema al tiempo t. Probamos tam-
bién el siguiente teorema.

Teorema 2.12.
La transformacion de coordenadas (2.37) es candnica si eziste una funcidon G

que depende sdlo de (¢,qo,q) 6 (t,qo,p) 6 (t,Po,a) 6 (¢, Po,P) ¥ una funcidn
H*(t,p,q) tales que

da o
d—t=P0'qO—Q'P+(H - H) (2.39)

donde H = H(t,po,qo) es el Hamiltoniano que satisface las ecuaciones (2.36).

Como habiamos dicho, a G se le llama funcién generatriz o funcién ge-
neradora de la transformacién canénica.

Probamos que para las distintas elecciones de variables independientes en
G las respectivas funciones G (t,qg,q), Ga(t,qo, p), G3(t, po,q) ¥ Ga(t, po, P)
generan las siguientes transformaciones

po=g—§oi, pz—aa—cfl‘, H*—Hzggt—‘ (2.40)
po=g—§§, q=66—cl’;2, H*—H:%’;E (2.41)
qo=—g—i03, p=—%—is, H'—H:% (2.42)
%=—g—i:, q=‘9(9—ci:, H'—H:%. (2.43)

Por otro lado, si una funcién G satisface alguno de los grupos de ecuaciones
(2.41), (2.41), (2.42) 6 (2.43) se tiene que entonces también satisface (2.39). Es
decir que si queremos encontrar una transformacién canénica basta encontrar
una funcién que satisfaga alguno de los grupos de ecuaciones mencionados.

Vimos también algunos ejemplos particulares, uno de ellos fue considerar
G = G3(t, po,q) con la forma particular de

G3(t,po,q) = —po-q (2.44)
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y demostramos que la transformacién (candénica) que genera es la identidad.

Esta es la notacién cldsica que se sigue en la formulacién Hamiltoniana de
la mecdnica y que por convencién seguiremos nosotros también a lo largo de la
tesis.



Capitulo 3
Integracion simpléctica

En este capitulo estudiaremos, por un lado, la estructura geométrica del
flujo de un sistema Hamiltoniano y por el otro, el problema de integrar numéri-
camente el sistema conservando dicha estructura. Por comodidad usaremos la
notacién vectorial cldsica desarrollada en el capitulo precedente, es decir, que si

pP= (P2 P Y @ =(q1,q2,...,q2)" son funciones del tiempo, entonces
un sistema Hamiltoniano, puede ser escrito simplemente por
oH aH
— =g —— =p. 3.1
2p = 5q ~ P (3.1)

Donde H(t, p,q) es el la funcién Hamiltoniana.

3.1. Simplecticidad

En esta seccién estudiaremos algunas propiedades del flujo de un sistema
Hamiltoniano. Para ello es necesario definir simplecticidad.

Recordemos que dada una matriz cuadrada A de k x k£ con entradas en R
define una transformacion lineal de R* — R¥ denotada por L4 y definida por

La(x) = Ax.

En adelante conservaremos esta notacién para referirnos a la transformacién
lineal asociada a una matriz A € M (R)’

Definicién 3.1 (Transformacién simpléctica).
Sea A € M, (R), entonces la transformacion lineal L4 : R2" — R?" es una
transformacidn simpléctica st

L _ _ 0 I
A JA=J con J_<—I 0)

donde I es la matriz identidad de dimensién n y 0 es la matriz de ceros también
de dimension n. A le matriz J se le llama matriz simpléctica.

UEste conjunto denota al conjunto de matrices de k x k con cntradas en R.
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Esta definicién resulta util pues para saber si una transformacién lineal es
simpléctica lo Unico que se debe hacer son dos productos de matrices. Sin embar-
go la siguiente definicién equivalente nos permite apreciar mejor la estructura
geométrica de una transformacidn simpléctica.

Definicién 3.2 (Transformacién simpléctica).
Sea A € My, (R), entonces la transformacion lineal Ly : R2* — R®® es una
trensformacién simpléctica si w(AE, An) = w(€,n) para toda £,n € R*™ donde

w(€,n) =€y (3.2)
y J es la matriz simpléctica de dimension 2n.

La prueba de la equivalencia de las definiciones antertores es muy sencilla,
si A satisface la condicién de la definicién (3.1), entonces

w(AE, An) = LA JAn = €',
es decir, A satisface la definicién (3.2) e inversamente si A satisface que
w(AE, An) = w(E,n) paratoda £,7€ R

entonces la igualdad anterior también se tiene y adem4s es posible escribirla
como
E(A'JA - D=0 paratoda &n€R™

lo que implica que J = A*J A, es decir que A satisface la definicién (3.1).
Es posible dar una interpretacién geométrica a la simplecticidad de una
transformacion lineal. La siguiente observacién establece dicha interpretacion.

Observacién 3.1.
Si&,n€R™ ={(p,q):p,q€ R} y P es el paralelogramo definido mediante
la ezpresidn

P={tl+sn:0<t<1,0<5<1},

entonces la simplecticidad de una transformacidn lineal L o implica que la suma
de las dreas de las proyecciones de P sobre los planos (pi,qi) (i = 1,...,n) se
preservan bajo la transformacidn.

Demostracién. Consideremos a £,7 € R*" como

=@ 5
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con n*, 0%, £EP, £9 € R™ entonces, se tiene que

w(é,n) =&y

~wer e (7 5) (%)

= (&7)'n® - (e9)'n?

_Z 2771
= Zdet (ép Zh) )

es decir que w(é,n) es la suma de las 4reas de las proyecciones de P sobre
los planos (pi,qi), luego, de la definicién (3.2) se desprende que dicha suma
permanece invariante baja la transformacién A. En otras palabras, la suma de
las areas de las proyecciones de P sobre los planos (p;,q;) es la misma que la
suma de las areas de las proyecciones para A(P). O

El siguiente lema establece propiedades sencillas pero utiles de la funcién
w(€,n). Esta funcién es conocida como el drea simpléctica del paralelogramo,
en R*", generado por los vectores £ y n en R2",

Lema 3.2.
Le funcién w : R2" x R?" — R definida por la ecuacidn (3.2) satisface pare
cualesquiera £,7m,v,( € R?" los siguientes tres incisos

(1) w(€,n) es bilineal
(2) —w(€,n) = w(n,§)
(3) wé+v,p+ () =wlén) +wv,)+wi () +wln)

Demostracion. El inciso uno se sigue inmediatamente de la distributividad det
producto de matrices sobre la suma de vectores y de la factorizacién de escala-
res del producto de matrices por vectores. Para la demostracién del inciso dos
considere

—uen) = g-In=¢ (7 Tg)n=@rwr-@r @Y

0 I
w(n &) =t =t (] ¢)e= (e - @) (3.4)
asi, de las ecuaciones (3.3) y (3.4) se concluye el segundo inciso. La demostracién
del tercer inciso queda escrita en Jas siguientes lineas

w+v,n+) =E+) TN+ =(E+v)Jn+) =T+ )M+ Q)
=0+ €I+ VIn+ v I = w(é ) + w(v, () + w(€, () + w(v,n)

O
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Corolario 3.3.
S5i €,1m,v,( € R?" son tales que £ = a( y v = by para algunos nimeros a,b € R
entonces w(€ + v,n +¢) = w(€, 1) + wv,{).

Demostracidon. Veamos pues, por el inciso (3) del lema (3.2) tenemos que

w(é+v,n+ () =w(é,n)+wv,) +wlé () +wiv,n)
=w(€,n) +wv, () + wlad,{) + w(bn,n)

y por el inciso (1) se transforma en

=w(&n) +wv, () +aw((, () + dbw(n,n)

pero de la definicién (3.2) se sigue inmediatamente que para cualquier p € R?"
w(p,p) = 0y por lo tanto

w(é+v,n+ ) =w(,n) +w¥]().
Q

Mas adelante veremos que la estructura geométrica de las transformaciones
simplécticas, demostrada en la observacién (3.1) resulta muy importante. Aho-
ra extenderemos las definiciones (3.1) y (3.2) para funciones no pecesariamente
lineales, esto se puede hacer sélo para aquellas funciones que pueden ser aproxi-
madas localmente por una funcién lineal, es decir para funcjones diferenciables.

Definicién 3.3 (Funcién simpléctica).

Una funcidn diferenciable g : U — R?" (donde U C R?™ es un conjunto abierto)
es simpléctica si la transformacion lineal asociada a la matriz jacobiana ¢'(y)
es simpléctica. Es decir si Ly (y) es una transformacién simpléctica.

Para ilustrar la importancia de la simplecticidad de la matriz jacobiana de
una funcién diferenciable ¢g(y) consideremos M C U una variedad de dimensién
2. Supongamos que M puede ser parametrizada por una funcién ¢ : K — R*®
continuamente diferenciable e invertible con K C R® compacto, asi %(K) =
M. De este modo M puede ser visto como el limite de la unién de pequefos
paralelogramos generados por

o oY
E(s)t) Yy E(slt)

Para cada uno de estos paralelogramos consideremos la suma de las 4reas de
sus proyecciones sobre los planos (pi,¢i) y después sumemos sobre todos los
paralelogramos de M, en el limite obtenemos la expresion

QM) = //K w (g—f(s,t), %—Tf(s,t)) dsdt. (3.5)

Estad expresién es e} drea simpléctica de la variedad 2-dimensional M. La
férmula de cambio de variables para integrales dobles implica que Q(M) no
depende de la parametrizacién de M, como lo establece la siguiente proposicién.
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Proposicién 3.4.
La ezpresion (3.5) del drea simpléctica de una variedad M 2-dimensional no
depende de la parametrizacidn 1.

Demostracidn. Considere dos parametrizaciones Cl-invertibles
‘L,)1(-$ t) Ki>M y a(u,v): Ko > M

con Ky, K5 C R? compactos. Entonces si consideramos el cambio de variables
h: K, - K, dado por

h-(S,t) = 1|b,2-l o wl (3» t)
tenemos que h(s,t) = (hy(s,t),ha(s,t)) = (u,v). El teorema de cambio de
variables? para integrales dobles establece que

f/K v (%(h(s"))’ %(h(sxt))) |An(s, t)|dsdt =
//K (82,}2 19871;2 (u,v)) dudv  (3.6)

ya que h(K,) = K3 y donde

on o

_ 0s ot

Ay (s,t) = det % %
ds Ot

De la definicién de h(s,t), se sigue que ¥ (s,t) = 2 0 h(s,t) y por lo tanto, si
aplicamos la regla de la cadena obtenemos que

(5,00 = Z2 (0, 0) P (5,0) + SR ((s,0) F2s8)  (B7)
22 (60) = 22 (1o, 0) B 6,00+ P2 ((s,0) F2(s,0). (39)

Supongamos que A,(s,t) > 0, entonces el integrando del lado derecho de la
ecuacion (3.6) se puede escribir como

(QQM)WWM)
_ OhyOhy (0Ot 8hy Ohy [ B O
= 8s ot ( (R), a»”)‘ﬁﬁw(_h (h))

y como w es una funcién bilineal segin el inciso (1) del lema (3.2),

Oy Y,

(8u()3vwﬂah

(00 gy B By Oha\ (0 O B, Ol
‘“’(E(h) Bs* Bu (h)ﬁ) ‘“’(au )5 By M) 83)

2Ver S. Lang [9].

au( ) Bv
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que utilizando e} segundo inciso del mismo lema se transforma en
(awz(h)ahl %( )6h2) <8w2 (h)am 81,02 (h) - )

y de nueva cuenta en virtud de la bilinealidad tenemos

Oy, Ohy O ,, Bha s, Ohy O, Ohy
( (h)— —( v ) (%(h)g)g h]ﬁ)'

Debido a que

Oys ,, Ohy OY,,, Ohy Ohy Bhy [ Oy (2 _
v ( (R 55 s’ Ou (h)ﬁ) ds ot ( du (h), %(h)) =0
8Ya,  \Oha Ovn,, 0ha\ _BhaOha [Btn .. 82\ _
“’( Ofe7et 6v()33>_3t s ¥ (Bv(h)’av(h))_
entonces gracias al corolario (3.3) podemos concluir que
w (520, 52m) A =
Ou
b3} 6h Bhy O 3 i} Oh
o(G2mge + 2em%e e m % + 2 m %)

donde todas las funciones en esta expresién estan evaluadas en (s,t). Asi, de
acuerdo con las ecuaciones (3.7) y (3.8) concluimos que

"”(%?(( ), 52 (n(s, t))>Ah(8,t)=w(%( 02 z))

y si sustituimos la expresién anterior en (3.6) finalmente tenemos

//K, (aw, 31./);(5 t)) dsdt = // (611)2 'aaziz(“’“)) duds

es decir, Q(M) no depende de la parametrizacion que se elija. El caso en el que
Ap(s,t) < 0 es totalmente analogo. O

Una vez probada la independencia de la parametrizacién en la expresidn (3.5)
del area simpléctica estamos en posicién de probar un lema que extiende el re-
sultado visto en la observacién (3.1) para transformaciones lineales simplécticas
a funciones (no necesariamente lineales) simplécticas.

Lema 3.5.
Sig:U — R® es una funcidn simpléctica en U, entonces

UM) = Q(g(M))

para todas las variededes M C U de dimensidn 2 para las cuales eziste una
funcién continuamente diferenciable 1 : K - R*" (K C R® compacto) tal que
Y(K)=M.
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Demostracion. la variedad g(M) puede ser parametrizada por g o ¥, entonces,

QUg(M)) = // (6(9010) s,t),a(gaj ¥) (s,t)> dsdt.

Sin embargo, tenemos que (g o ¥)'(s,t) = g’ (¥(s,t))¥’'(s,t) entonces,

(gas,,,)( £) = (90%) (5,)(1,0)" = ' (s, )w'(5,£)(1,0)*

= ¢ W52

55 (50
y también,
8(98‘; zM(s,t) = (9o ¥)'(5,1)(0,1)" = ¢'(¥(s,t))¥'(s,t)(0,1)"
= (5. ) s,
por Jo que
d(go
w (2220 (6,0, 2028 5,1} = w (g 0o, 1) 20,015 0o, 0 (1))

—u(Fs0, ‘Zf(s )

pues g, al ser una funcién simpléctica, satisface la definictén (3.2). Si sustituimos
esta ultima expresién en la integral para Q{g(M)) concluimos que 2(g(M)) =
QM).

Corolario 3.6.
Sig:U C R? - R? es una funcidn simpléctica en U, entonces g preserva dreas.

Demostracidon. Tomemos n = 1 en el lema anterior, entonces M C R2. Escoja-
mos K = M con % la funcién identidad, entonces

OM) = // dsdt

representa el drea de M y es conservada por g. o

3.1.1. Transformaciones canénicas y simplecticidad

En el capitulo anterior estudiamos transformaciones de las coordenadas gene-
ralizadas para las cuales la forma canénica de las ecuaciones de Euler-Lagrange
se conservaba. Es decir transformaciones para las cuales al escribir las ecuacio-
nes de movimiento de Hamilton para las coordenadas transformadas se obtenian
las mismas ecuaciones pero con un Hamiltoniano diferente, de hecho, si la fun-
cién Hamiltoniana no depende explicitamente del tiempo, entonces la funcién
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generatriz tampoco, pudiendo de este modo concluir, de acuerdo con las ecua-
ciones (2.40), (2.41), (2.42) y (2.43) que H = H*. Es decir que cuando H no
depende explicitamente del tiempo entonces una transformacién canénica deja
invariantes las ecuaciones del movimiento.

Si H no depende de ¢, el sistema (3.1) puede escribirse como

y=J"'VH(y) (3.9)

donde y = (p,q).

Con esta notacidn, se tiene que z = ¥(y) es una transformacién canénica
de coordenadas si las ecuaciones de movimiento expresadas en términos de z se
escriben como

z=J'VH"(2) (3.10)
con H*(z) = H(y~'(z)) = H(y).
Entonces para este caso, puede demostrarse que una transformacién canénica

de coordenadas es equivalente a una transformacién simpléctica (no necesaria-
mente lineal) de las coordenadas.

Teorema 3.7.

Sea b : U - V un cambio de coordenadaes tal que ¥ y ~' son funciones
continuamente diferenciables. Entonces 1 es simpléctica si y solo si Y es unea
transformacién candnica de coordenadas.

Demostracién. Por la regla de la cadena, si z = ¥(y) y considerando H*(z) =
H(y) obtenemos

e=¢'(y)y y ¥'(y)'VH"(2) = VH(y)

entonces el sistema (3.9) en las nuevas variables se escribe como

2= (y)J "¢ (y)'VH (2) (3.11)
y es equivalente al sisterna (3.10) si
P (Y)Y (y) =a7" (3-12)

si multiplicamos por la derecha esta igualdad por ¥'(y)~* y por la izquierda por
¥'(y)™! y tomamos inversos obtenemos J = ¥'(y)*J¥'(y) lo que muestra que
la ecuacién (3.12) es equivalente a la simplecticidad de . Es decir que hemos
probado que si ¥ es simpléctica entonces es una transformacién candnica. Si
ahora 3 es una transformacién canénica, entonces de (3.11) y (3.10) se obtiene
(3.12) lo que significa que 1 es simpléctica. U

Reconstruccién de una transformacién simpléctica

Una implicacién importante del teorema (3.7) es que dada una funcién gene-
ratriz de una transformacién canénica de coordenadas del sistema (3.9) es posi-
ble reconstruir una transformacion simpléctica via las ecuaciones (2.40), (2.41),
(2.42) y (2.43) dependiendo de las variables que se elijan como independientes.
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3.2. Integrales primeras

La idea de una integral primera es la de una cantidad que permanece cons-
tante a lo largo de las trayectorias que solucionan un cierto sistema de ecuaciones
diferenciales. La siguiente definicién la establece formalmente.

Definicién 3.4 (Integral primera).
Una funcidn J : R* - R es una integral primera del sistema de k ecuaciones
diferencieles y = f(y) st

d
S (1y)) =0
donde y(t) es cualquier solucion del sistema.

La definicién anterior implica que I(y(t)) = I(yo) = cte. En lo sucesivo usa-
remos indistintamente los términos integral primera, cantidad conservada,
invariante o también constante de movimiento.

Es posible encontrar una condicién necesaria y suficiente para que una fun-
cién ¢ sea una integral primera, para ello es necesario definir el corchete de
Poisson.

Definicidon 3.5 (Corchete de Poisson).
Si ®)(x,y) y ®2(x,y) son dos funciones reales continuamente diferenciables
definidas sobre algin abierto U C R2" el corchete de Poisson se define mediante
lo siguiente expresidn
3‘1?1 8@2 8¢1 8(1’2
(1,8 = 50 00 - 20 S
By 8x  Ox 0y

La condicidon que buscamos queda establecida en el siguiente teorema

Teorema 3.8 (Condicién de Frobenius).
La funcion ® : R?™ — R es una integral primera del sistema (3.1) si [®,H] =0
(considerando ¢ H como funcidén sélo de (p,q)).

Demostracién. Debemos calcular la derivada total respecto de ¢t de ®(p, q), esto
es

por lo tanto ® satisface la definicidén (3.4). 0
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Corolario 3.9.
Si en el sistema (3.1) H no depende explicitamente del tiempo entonces es una
integral primera de dicho sistema. Es decir que en el sistema (3.9) H es una
wntegral primera.

Demostracidn. De acuerdo con el teorema anterior, lo Ginico que debe verificarse
es que [H, H} = 0 lo cual es inmediata de la definicién (3.8). O

El corolario (3.9) tiene como consecuencia que én un sistema de N particulas
la energia total H = T + U se conserva siempre que U no dependa de t*.
Hemos visto ya que un funcién simpléctica tiene ciertas caracteristicas geométri-
cas como la conservacién de drea demostrada en el corolario (3.6). Ahora veremos
que los sistemas Hamiltonianos tienen flujo simpléctico y por ende su geometria
tiene los rasgos que ya hemos empezado a estudiar. Primero recordemos la de-
finicién de flujo para un sistema Hamiltoniano.

Definicién 3.6 (Flujo Hamiltoniano).
La funcion ¢, : U — R?" es el flujo del sistema Hamiltoniano (3.1) si

@1(Po>ao0) = (P(t Po, q0), a(t, Po, 90))

donde (p(t, po, do), a(t, Po, Qo)) es la solucion del sistema Hamiltoniano al tiem-
po t para la condicidn inicial p(0) = po ¥ q(0) = qo

Asi, la definicién anterior, indica que el flujo de un sistema Hamiltoniano es
es la funcién que avanza la solucién del sistema al tiempo t. Una caracteristica
del flujo queda establecida en el siguiente lema.

Lema 3.10.
Si ¢y es el flujo del sistema (3.9), entonces e, [Oyo es solucién e la ecuacion
variacional

U =J'V2H (pi(y0)) ® (3.13)
donde yo = (po, qo).

Demostracién. Comenzaremos derivando respecto del tiempo a 8¢, /0yp y uti-
lizando las ecuaciones del sistema (3.9)

d (%) _d (3Y) =9 _ 9 (my)

dt \8yo) ~dt \8yos) dyo dyo
_, 0 _ oy _ O,
=J ' —(VH({y)) = J 'V H(y) 2= = J 'V?H(y) z—
Bye (VH(y)) (y) Byo (¥) Byo
es decir 4/9 s
Yi -2 Y
Rl Rl T R \vid 34 bt 42
por lo tanto queda este lema demostrado. a

“"Recordemos ¢l ejemplo de Ja seccién 2.5.
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El siguiente resultado fue demostrado por Poincaré y establece que el flujo
de un sistema Hamiltoniano es simpléctico.

Teorema 3.11 (Poincaré).

Sea H(p,q) una funcidn continuamente diferenciable dos veces sobre U C R*™.
Entonces para cada t el flujo ¢, del sistema (3.9) es una transformacién simplécti-
ca en donde esté definida.

Demostracion. Calcularemos

d (%)J (%) _d (%)‘J (%) N (%)‘Ji (%)

dt \ \ 9yo dyo) ]  dt \Byo 3yo Oyo dt \ 8yo
que de acuerdo con el lema (3.10) y porque VZH(y) es una matriz simétrica
(por hipétesis H(y) es C?) se transforma en

(%) (3)-
(%)tvm(myo))rw (2—;) ¥ (f,—j;)tvﬁmmyo)) (g—;)

y como J~tJ = ~T se tiene que

d Oy, L Oy,

- 7 = = .14

at ((3)’0> I(5m)) =0 019
ademds, es claro que

Oy ¢ Oy _ _
(3)'0) J(ayo)_J en t=0

pues g = yp y por tanto 9y /8yo = I. De este modo concluimos, en virtud de

(3.14) que
AN A
(aYO) J<3YO) =/ pare t20

y por lo tanto ¢, es simpléctica. (]

Como el teorema anterior establece que el flujo ¢, del sistema (3.9) es
simpléctico, entonces si consideramos una variedad M C R?** de dimensién dos
totalmente inmersa en el ptano (p;, ;) y tomamos K = M; visto como conjunto
de R* y 9 como la funcién identidad de K en M;, tenemos que por el lema (3.5)

que
UM;) = // dgi dp:
M;
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se conserva bajo ;. De hecho, como M; esta totalmente contenida en el plano
(p:, qi), entonces la integral

// d{])'dpj=0 si Z;ﬁ‘]
M;

Entonces, podemos concluir que

UM;) = //M i dgx dps (3.15)

k=1

se preserva bajo ,. Mas ain, como Q(M;) se preserva parai = 1,...,n, se tiene
que Z?:l Q(M;) también se preserva. Por otro lado, podemos pensar a las M;
como las proyecciones de una superficie S C R?" sobre los planos (ps, gi) para

obtener que
3 daem (3.16)
S k=1

se preserva bajo ;. Esto pues la integral (3.16) es igual a Y _, Q(M;) consi-
derando cada Q(M;) segin la expresién (3.15). La integral (3.16) es conocida
como la primera de las integrales invariantes de Poincaré. Por otro lado, la
integral (3.16) representa lo que se conoce como el drea simpléctica de S. Asi,
usualmente se hace referencia a este hecho simplemente como la preservacién
del drea del lujo Hamiltoniano.

Se puede demostrar de manera andloga pero mas complicada que la forma
general de la integral invariante de Poincaré dada por

/ e _/_; Z dpil e dPi-..inl o 'dqik-

1’15"'5‘!‘

es una cantidad conservada por el sistema (3.1) para cualquier superficie 5 C
R?" 2k-dimensional. Cuando k = n se tiene la conservacién de volumen del
espacio fase, este resultado es conocido como el teorema de Liouville.

3.3. Integradores simplécticos

Los integradores simplécticos comenzaron a estudiarse por DeVogelaere en
1956, por Ruth en 1983 y por Feng Kang en 1985. Si se considera el sistema
dy L
i f(t,y) to <t con condicidn inicial y(¢) = yo, (3.17)
entonces integrarlo simplecticamente significa que el flujo numérico del sistema
(el que se obtiene mediante el integrador) sea una transformacidn simpléctica.
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Definicién 3.7 (Integrador simpléctico).
El método numérico de un paso®

Yiqr = Y + h®(tk, yi) (3.18)

es simpléctico si la transformacion An(yo) = Yo+h®(to, Yo) = y1 es simpléctica
para cualquter eleccion de yo.

La definicién (1.4) dada en el capitulo 1 establece lo que entederemos como
el orden del método.

Uno de los primeros intentos por encontrar un método simpléctico es el lla-
mado método de Euler implicito que, para un sistema como (3.17), se escribe
como

Yn+1 =Yn+hf(t,Yn+1)- (319)

Sin embargo aunque este método conserva mejor la estructura simpléctica de
un sistema como (3.9) no es propiamente simpléctico.

Algunos de los integradores simplécticos cldsicos para el sistema (3.9) son
por ejemplo el método de Euler simpléctico definido por las ecuaciones

OH oH
n = Pn —-h— nyUdn ) =4qn —h— ny qn
Pr+: =P 3q (PrsQns1) qn+1 =9 3q (Pr)Qn+1)

este es un método de orden 1. Una modificacién inmediata de este es el método
del punto intermedio

Yn+1 =¥n t+ hJ_lVH((Yn+l + yn)/z)

Otro tipo de esquemas de integracion fueron desarrollados para Hamiltonia-
nos separables, es decir para Hamiltonianos H tales que

H(p,q) = T(p) + U{q).

Para estos casos, el Hamiltoniano anterior es considerado como suma de dos
Hamiltonianos, una dependiente sélo de p y el otro de q. Los correspondientes
sistemas son

p=0 y p=-Uq(a)
a="Ty(p) g=0
que pueden ser resueltos sin problema para obtener que
p(t) = po v P = po — tUq(qo0)
q(t) = qo + tTp(po) a=qo

ahora bien, si denotamos por ¢! y ¢V los flujos correspondientes a los sistemas
anteriores, tenemos que el método de Euler simpléctico es justo la composicién

o opl.

3Esta es la definicién general de método de un paso dada en (1.2) sélo que generalizada a
sisternas de ecuaciones.
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Otro método simpléctico basado en esta idea es el de Stormer-Verlet, éste
se forma con la composicién ¢ 120 F oY J2- Un rasgo interesante de este modo
de proceder es que la propia definicién del método establece que es simpléctico,
pues sabemos segun el teorema de Poincaré (3.11) que el flujo de un sistema
Hamiltoniano es simpléctico y obviamente la composicién de transformaciones
simplécticas es simpléctica.

Una idea un poco mis general de este esquema de integracién es considerar
corno método a

Ah =0 0 Wa h© 0 W4 0Py

donde, por supuesto - a; = 3.7 | b; = 1. Se puede demostrar que si 31~ Pt

=3 bf“ = 0 entonces el método definido por Ay de al menos orden p. Este
tipo de esquemas fueron comenzados a estudiar por Ruth en 1983 para desarro-
llar métodos de orden 4 y sistematicamente fueron estudiados por Yoshida en
1990 y por Suzuki en 1990 y 1992,

Otra tendencia a sido la de “simplectificar” los métodos clésicos que ha dado
como resultado por ejemplo el método de Runge-Kutta simpléctico de orden
R el cual se obtiene al imponer la siguiente condicién al método clasico dado
por (1.3)

QrQr,s + Q5Qsr = Qr0; con rns=1,...,R

Sin embargo, nosotros nos concentraremos en el desarrollo de los integradores
simplécticos basados en funciones generatrices.

3.4. Integradores basados en funcién generatriz

En esta seccién buscaremos un integrador del sistema (3.1) cuando H no
depende explicitamente del tiempo basado en funciones generatrices. La estra-
tegia, es compaginar el paso de integracién con el avance en el tiempo del flujo
del sistema. Para lograr dicho efecto, buscaremos una transformacién de coorde-
nadas que transforme las coordenadas generalizadas en un tiempo inicial {5 en
las coordenadas generalizadas al tiempo t. Esto es posible ya que el teorema de
Poincaré (3.11) establece que el flujo del sistema, como funcién de ¢, es una fun-
cién simpléctica y entonces via el teorema (3.7) es una transformacién candnica
de coordenadas asi, para encontrar dicha transformacién buscaremos su funcién
generatriz G. De este modo obtendremos nuevos valores de las coordenadas ge-
neralizadas que por ser obtenidos mediante una transformacién canénica dejan
invariantes las ecuaciones de movimiento de Hamilton, es decir, satisfacen el
sistema original (3.1).

Supongamos que (po, gg) son las condiciones iniciales del sistema (3.1), es
decir p(fp) = po ¥ Q(to) = qp. Para obtener el valor de (p,q) en un tiempo
posterior, debemos transformar canénicamente las coordenadas (po,qo)- Para
ello, sera convenien/te considerar una funcién generatriz del tercer tipo, es de-
cir G = G(po,q)- Esta genera la transforracién de coordenadas dada por las
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siguientes ecuaciones *

oG
P="3 (3.20)
oG
= ——, 2
qo 300 (3.21)

Si expandemos la funcién generatriz como

G(po.q) = Z
m=0

donde h =t ~ tq es el paso de integracion y Ko = —p} - @° es, segiin vimos en
la seccién 2.5, la funcién que genera la transformacién identidad. La eleccién de
K de esta manera se debe a que el flujo v, (po, Qo) del sistema (3.1) satisface
que 1im;, ¢ = 1, pero ¢i,(Po,q0) = (Po,do) es decir que el limite del
flujo cuando ¢ — to es la transformacién identidad. En otras palabras (p,q) —
(Po, qo) cuando t — {o. Si ademaés,

hm
o Km(Po,q) (3.22)

m

P=Dpo+ Z ""'Pm(pO:q) (3.23)

m=1

entonces, si sustituimos la ecuaciones (3.22) y (3.23) en (3.20) e igualamos los
coeficientes de las series tenemos que

0K,
Pm = ——(po, q), m € N. (3.24)

Por otro lado, tenemos que la derivada total de p respecto del tiempo esta
dada por
. Op Op .
=22, 9P & 3.25
P=3;t5q 9 (3.25)
Utilizando la expresién (3.23) para p y sustituyendo en la ecuacién (3.25)

obtenemos
o]

At h™ Opm .
p= Z (m |Pm m2=21 ﬁa—q QG
Asi, si sustituimos la expresién para p del sistema (3.1} tenemos
2. pm-l h™ 8p bH
Pm q=-2"(po + Ap,q), 3.26
,}:‘.m 1|r>m+Z_:1m1 5a 5q (P + AP.9) (3.26)
donde
et m
Ap = Zl —Pm(P0,9) = P — Po- (3.27)

4La transformacién de coordenadas para este caso estd dada por las ecvaciones (2.42).
SDonde - denota el producto de matrices. En adelante se conservara esta notacion.
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Ahora bien, utilizando la expresién correspondiente a ¢ del sistema (3.1),
podemos expandir en serie de Taylor® cada entrada de q alrededor de pg. Ast,

obtenemos .
=1 8\"| 0H
1= > —(Apt — .
q L:ok!( p Bp) ] %p ——(po,q)- (3.28)

Lo mismo podemos hacer con el lado derecho de la ecuacién (3.26) para obtener
una expresién de p. Obtenemos asi

: = 1 oH
p= [gg(ép‘ ap) 1 2q (P0 - (3.29)

Si definimos al operador M mediante la ecuacién

M= Zk|< p! ap)k (3.30)

y sustituimos (3.28) y (3.29) en (3.26), obtenemos
— h™ — h™ 3K, . OH OH
L = il —. 3.31
,g) l Pt (mz;l m! 8q® M Bp) M fq (3.31)

Donde todas las derivadas parciales de H estén evaluadas en (po, q).

El siguiente paso es, para m € NU {0}, igualar el coeficiente de ™ de ambos
lados de la igualdad anterior y asi encontrar una expresién de pm41. Como el
operador M involucra potencias de h de orden arbitrario, debemos obtener de
él s6lo una parte que involucre al menos todas las potencias de h de grado menor
o igual a m. Para ello trabajaremos sobre la ecuacién (3.30) la cual define a M.

De acuerdo con el teorema multinomial”, tenemos que para k € NU {0}

a\* ) 3 \*
t»—— f— — —
(a0t 55) = (8mgpy =+ 0m,)

= Y ':_!!<Ap16%>”.. (A[)ﬂ 0 )r". (3.32)

r€Nn (k) Opn
Si ke NU {0} y d € N, definimos
Na(k) ={v=(01,...,ua) € (NU{O})?: 01 + - + vg = k} (3.33)
y si v € Ny(k) entonces, definimos también

v! =1)l!"'2)d!. (3.34)

SVer 8. Lang (9).
7Ver M. H. Protter [10].
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De esta manera, si r € N,(k) debemos calcular (Ap;)™ que de acuerdo con la
definicién de Ap dada por (3.27) se tiene que

(Ap:)" (Z T p,,) (i=1,...,n) (3.35)

donde p;; es la i-ésima componente del vector p;.

Podemos observar que cada Ap; (i = 1,...,n) tiene potencias de h mayores
o iguales a 1. Entonces, cuando m 3 0 para encontrar el coeficiente de A™ no
es necesario considerar la suma en (3.35) hasta infinito, basta con sumar hasta
m, es decir, que para r € N, (k) sélo tenemos que calcular

m h,‘ Ti
(MAp)" = & (t=1,...,n)
=1

que de nuevo por el teorema multinomial podemos escribir para i = 1,...,n,
como
m AT Pri " mpml) :"
WINLERDY x,,(hl,) (B
X ENm ()
= ZJ 1-7I &)I;(h I;"
g )T e
XVENm(ri)

Asi entonces, la ecuacién (3.36) permite obtener para m € Ny r € N, (k)
que

n

[Tap) =
i=1
I n ) i . :
Z Z 1 - n]h):i';; Z;n:ljz}]-—-[(%)z' (P_mlt)I"‘
xleNm(rl) x"ENm(rr\)x X =1 : me

(3.37)

Utilizando esta iltima igualdad, podemos obtener en virtud de (3.32) una
expresién para

k
(Ap‘ : %) ke NU{0} (3.38)

la cual contenga todos los términos que involucran potencias de h menores o
iguales a m con m € N (puede contener potencias de h mayores a m, depen-
diendo de k, pero al menos contiene todas las que son menores o iguales a m).
Entonces, para m € N, si

(mAp)L = (mApls O 1m Apn))
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la expresidn buscada para k € NU {0} es

a\" 8 3 \*
mA [ m m —
(( P) 5p) < Apy 57— ap o+ Apnapﬂ)

k! m a " m 6 e
> al Ap'a—m) ~(rora)

rEN, (k)

rnon

> Sl (s) Hesmr

tENL (k) i=1 i=1

o bien, sustituyendo (3.37) en la relacion anterior, obtenemos para m € N que

(oo 55) = 3 oMl ()

r€ENa(K) i=1

n ‘ v

E T e ) ()

XIENm(r)  x"€Np(ra) i=1
(3.39)

Como ya habiamos observado, en el lado derecho de la ecuacién (3.31), el
operador M tiene potencias de h de orden arbitrario. Dado que estamos intere-
sados en los términos que involucran h™ con m € NU{0}, debemos obtener una
expresién para el operador M de la cual podamos asegurar que contiene todos
las potencias de h menores o iguales a m. Para el caso m € N, la expresién (3.39)
es vélida y contiene las potencias de h que buscamos, entonces podemos pensar
en sustituir (3.38) por (3.39) en (3.30) y obtener asi una parte del operador M
que precisamente contiene al menos las potencias de h deseadas (puede contener
potencias de A de orden mayor 2 m). Sin embargo esta expresién, que es

00 1 ( 0 k

z(am )
l; k! op
contiene potencias de h de todos los ordenes aun cuando hemos restringido la
suma de Ap hasta m debido a que k puede tomar cualquier valor en NU{0}. De
hecho, basta con que k € {0,...,m} para generar las potencias de h menores o
iguales a m ya que si k es mayor a m, el grado menor de k sera mayor o igual
am + 1. Asi pues, la parte de M que contiene las potencias de h que son a lo
més de grado m cuando m € N se obtiene al variar k € {0,...,m} y sustituir
(3.38) por (3.39) en (3.30) siendo

=3 3 11(2)

k=0reN,, (k)i=1
hZLxZ}L.frﬁ n

Y ooy PREEER ()

W ENm(r1) x"€EN.L(r.) i=13j=1
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Cuando m = 0 buscamos el coeficiente de h? es decir el término libre. Este es
facil de hallar, ya que como ninguna Ap; (: = 1,...,n) tiene términos libres, la
linica forma en la cual M genera dichos términos es, de acuerdo con su definicién
dada por (3.30), cuando k£ = 0 obteniendo asi que

‘M=1 (3.41)

es el término libre. De este modo, podemos encontrar la parte del lado derecho
de la ecuacién (3.31) que contiene al menos todas las potencias de h que son
menores o iguales a m con m € NU {0}. Esta expresion es:

m s 92
( hOK. m-fMaﬂ) ~mp 2 (3.42)

st 0q? dp 8q’
Donde todas las parciales en esta expresién estan evaluadas en (po, q). Notamos
adem3s que en la expresién anterior, la suma dentro del paréntesis no es infinita
como en (3.31) sino que estd restringida hasta m, pues sélo queremos generar
potencias de h a lo mds de grado m. Asi, cada potencia h* con s = 1,...,m
estd multiplicada por los términos que involucra el operador ™~?M (que con-
tiene todas las potencias de h de grado menor o igual a m — s), de este modo el
producto tiene todos los términos que involucran h* con k=1,...,m. El otro
término también tiene, como ya se ha dicho, todas las potencias de h de grado
menor o igual a m. Por tanto, la expresién (3.42) es una parte del lado derecho
de la ecuacién (3.31) que contiene todas las potencias de h de grado menor o
igual a m. As{, si bernos de encontrar el coeficiente de h™ debemos restringir la
suma en ™M a solo los términos que tienen h™, para ello definamos el siguiente
conjunto

Y(m,r) = x:(xl,...,x")eNm(r))x‘--me(rn):Zijj=m ,
i=1 y=1
(3.43)
donde
r=(r,...,7n) € (NU{O})", keNuU{0} y meN

Hecho lo anterior, podemos escribir para m € N precisamente los términos que
tienen A™ en el operador ™ M. Estos quedan determinados mediante la siguiente
expresién

AL = k™ C(m), (3.44)
donde,
m n 5\" 1 n m i z§
com=% ¥ II(2) & m=II(%)" 6o
k=0reN, (k) i=} xE€Y(m,r) i=1 j=1

En el caso m = 0, tenemos que

OIAr =M =1,
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de donde, si
©lpr = R2°C(0), (3.46)

entonces

c(0) = 1. (3.47)

Las ecuaciones (3.44) y (3.46) nos permiten escribir, de acuerdo con (3.31),
la siguiente igualdad para m € N U {0}

h™ Rt 8% K, OH OH
L — . Im=al pg (m) pp 22l
ml pm+1 (; S' 8q 6p) aq
En donde todas las derivadas parciales en la ecuacién anterior estdn evaluadas
n (po,q). Si despejamos pm+1 de la Gltima ecuacién y la sustituimos por su
expresién dada en (3.24), encontramos que para m € NU {0} se tiene que

OKmyr 1 8°K, aH | 8H
Bq = m! (Z a0 C(m—s)gg) + m!C(m) 3 (3.48)

Donde todas las derivadas parciales en la ecuacién anterior estan evaluadas en
(.pO) q)

La ecuacién (3.48) es la ecuacién maestra para obtener K, cuando s € N (K
la conocemos desde el principio). De este modo, podemos encontrar la funcidn
generatriz G(po, q) de la ecuacién (3.22) hasta el orden que se desee.

Calcularemos K, Ky y K3 para ejemplificar el procedimiento a seguir si se
desea encontrar cualquier K con s € N y asf aproximar G a cualquier orden.

Antes de comenzar los cdlculos haremos una observacién sobre el conjunto
Y(m,r) que es ttil cuando se desea calcular K con s € N\{1}.

Observacién 3.12.
Y(m,0) =0 para m € N.

Demostracién. Es claro que el tnico vector x = (x!,...,x") € N (0) x
Nm(0) es x = 0, pues para cada i € {1,...,n} como x' € Ny, (0) debe pasar
que E;":, zi = 0, lo cual sucede sélo si zj = 0 para toda j € {1,...,m} es

decir si x* = 0. Entonces, de acuerdo con (3.43), tenemos que Y (m, 0) = @ pues

Tt E;n:l jI; =0#m.

Comenzaremos calculando K, para ello fijaremos m = 0 en (3.48) obtenien-
do asi
oK,

8({ - (0) 5q ’
esto debido a que m! = 0! = 1 y a que la suma entre paréntesis en {3.48) no
tiene sentido cuando m = 0. Ademds, de acuerdo con (3.47}, Cy = 1, entonces
tenemos que
0K, 0H
d9q  Oq
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Esta igualdad puede escribirse también como el sistema de ecuaciones
oK, _0H
Ogi  Og

Podemos integrar cada ecvacién de este sistema de la siguiente manera

oK, OH )
—dg; = —dg; =1,...,n),
/ dq; 1 /3%' dg (=1 ™)

obteniendo asi que
Ky = H. (3.49)

Ahora obtendremos K. Con ese fin, debemos fijar n = 1 en nuestra ecuacién
maestra (3.48). Obtenemos asi que

0K, /(8K OH OH
5 (G co%) o

Como C(0) = 1, solo falta calcular C(1). De acuerdo con (3.45), tenemos

cw=y ¥ () ¥ wmlI(%)"

k=0 reN, (k) i=1 xeT(l‘r) : i=1 =1

(3.50)

En la igualdad anterior, tenemos que cuando k = 0 el tinico vector r € N,(0) es
r = 0 de acuerdo con la definicién de N, (k) dada en (3.33). As{ pues, tenemos
ahora que describir T(1,0), pero la observacién (3.12) nos dice que Y(1,0) = @,
entonces C(1) se reduce a

= 3 (5

reN,(1) t=1

) > o me(p“) : (3.51)

xEYT(1,r)

Por otro lado, si r € N,(1) se tiene que sus entradas suman 1, esto quiere decir
que todas son cero excepto una. Es {4cil ver, de acuerdo con su definicién, que

No(l) ={v=(v,...,0n) €{0,1}":H conv; =1yw, =0V j#i}. (3.52)

Entonces para cada vector r € N, (1) debemos describir T(r,1). Tomemos un
elemento tipico en N, (1), sear = (0,...,7 = 1,...,0) tal elemento. Entonces

n 1
T(1,r) = {xe N(0)x - X Ny(ry =1) x - le(O):Zij; = 1}

i=1 j=1

= {XGNI(O)X'-'XNI(Ti:1)X"-XN1(0):ZI§ :1}.
i=]

Pero como x € Ni(0) x -+- x Ni(r; = 1) x --- x N;(0) entonces z] = 0 siempre
que 7 # 1y z} = 1, entonces

T(1,r) ={(0,...,zy =1,...,0)} . (3.53)
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Asi, si sustituimos las ecuaciones (3.52) y (3.53) simultdneamente en (3.51),
podemos escribir

.8
= — Dy .54
Eapipl (35 )

Entonces, si sustituimos las expresiones de C(0} y C(1) en (3.50), obtenemos

0K, _ 9K aH i
aq - q |:Z aplplz]

Esta igualdad también se puede escribir en forma de sistema como

) __0 (oY 08
dqi 8q; /) Op

Para cada i € {1,...,n} la igualdad anterior se transforma en

8K, 8K, OH <~ 6°H 8K,
Ern = _Z Z

v 89;0q; op; —7 Op;0q; Bg;

3 Z 8K, 8H 8°H 8K,
« 0q,0q; p; 5Pj341' 0g;

esto por la definicién de p; dada en (3.24). Adem4s si suponemos que K, es
continuamente diferenciable dos veces, entonces

_ _z": K2 (61(1 6H)
=7 94 \ 9g; 9p;
_i 61(1 OH
6% 3PJ

Obteniendo por fin que

o2 () ) oy
8q; ~ 8gi\\dq /) dp S

Si integramos el sistema anterior tenemos

8K2 61{‘ t SH o
/ aq" /6‘11 ((3q) 6p) doi (i=1,...,n),

de donde finalmente obtenemos la ecuacién para K>

__(8K\\" oH .
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Comenzaremos ahora el célculo de Ka ¢como hemos venido haciendo pero
ahora fijando m = 2. Asi, nuestra ecuacién maestra (3.48) queda de la siguiente
forma

8K3 B 18 ' OH 1oy OH
- (}: I—Q — %) p)+2.(;(2)—(9q
_ 8K, OH 10K, 8H 8H
- 2(32 W 35 'C“’)%) “B5q 59

De la ecuacién anterior, sélo desconocemos C(2), por ende, lo tinico que resta
es encontrar una expresién para C(2). De acuerdo con (3.45), podemos ver que

co-x ¥ fi(2) £ (%)

teniendo que cuando k£ = 0 el dnico vector r € N, (0) es r = 0. Asi las cosas,
debemos describir T(2,0), pero la observacién (3.12) implica que Y(2,0) = 0.
Entonces podemos escribir

=3 > M1(z) ¥ a0 )"
(3.57)

Cuando k = 1, tenemos que sumar sobre los vectores r en N,(1). Utilizando la
expresion (3.52) de N,(1), tomamos r un elemento tipico en N,(1) y debemos
describir Y(2,r). Entonces tomando en cuenta (3.52) y la definicién de Y(2,r),
tenemos

n 2
T = {x € M0 Matr = ) x-ox M) 3354 =2)

=1 j=1

={x€N2(0) X‘--XN')(T{:1)X--.XN2(0):ZI{+2_’L‘;=‘2}

i=1
y como x? € Ny(0) para j # i entonces x? = 0 si j # 1, asi se tiene que
= {x € Na(0) x --- X Na(ry = 1) x --- x Np(0) : 7} + 2z = 2}

ademads, como x' € N,(1), tenemos que zi +z4 = 1, es decir que z} =16z} = 1;
as{ concluimos que

= {x € N2(0) » -~ X Na(r; = 1) % - x N3(0) 1 25 =1} .
Es decir que finalmente

T(2,r) = {(0,...,(0,75 = 1),...,0)}. (3.58)
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Entonces, para & = 1 podemos sustituir simultdneamente las ecuaciones (3.52)
y (3.58) en (3.57) para obtener

cw=» 2% S I(Z) T asm G (37

reN,(2)i=1 xET(2.r)
(3.59)

Ahora, encontraremos una mejor expresién para la suma sobre los indices r €
N,(2). El primer paso es encontrar una mejor expresién de N,(2). Como los
vectores en N,(2) son aquellos con entradas en los enteros no negativos y que su
suma es 2, entonces la uinica forma de que ello suceda es que dos de sus entradas
sean 1 y las demas 0 & que una de sus entradas sea 2 y las demas 0. Asi,

Na(2) = Ny(2) U N3(2), (3.60)
siendo

NM2) = {(v1,,vn) € {0,1}": 31,7, i <j conv;=v;=1y v =0si k;ré(i,j})
3.61

N2(2) = {(v1,-..,on) €{0,1}" : F conwv, =2y vx =0 si k #1}. (3.62)

Es claro ademés que en (3.60) la unién es disjunta, es decir N}(2)N N2(2) =0
por lo tanto la suma sobre los vectores en N,(2) se puede escribir como dos
sumas, una sobre los vectores en N!(2) y la otra sobre los vectores en N72(2).
De esta manera, lo siguiente es tomar un vector r € N}(2) y describir Y(r,2).
Entonces, si para i,j € {1,...,n} con i < j, hacemos

Nz(l,]) =N2(0)X--- XNQ(T.- =1) X "'XN’Z(Tj-_—l) X - X NQ(O)

tenemos

n 2
Y(2r) = {x € Na(ig): ) Y jz = 2}

i=1 j=)

= {xeN-z(i,j):zzj +QI;=2}

i=1
y como x¥ € N,(0) para k # i, j entonces x* = 0 si k # 1, j, de este modo
= {x € My(i,j) : 7} + 22} + 2] + 221 = 2}

ademss, como x',x’ € Ny(1), tenemos que zj + zb = © + 2} = 1, es decir
i =16z =1yz =16z, =1 Asi, concluimos que

={x€Ng(i,j):I§:I{=1},
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de donde finalmente
Y(2,r) ={(0,...,(z} =1,0),...,(z] =1,0)...,0)}. (3.63)

Luego, podemos sustituir simultineamente las ecuaciones (3.61) y (3.63) en
(3.59) para obtener

~ 0 pu - 9 mipyj
c) =Y =B P1i Puy
B=2gpat g::] Bpidp; 1! 1

+ 3 H( ) T xMH(%) NS e

reN2(2) i=1 xeT(2.r) *

Basta describir Y(2,r) cuando r € N2(2), supongamos pues que r pertenece a
N2%(2), entonces de acuerdo con (3.43) y (3.62)

n 2
Y(2,r) = {xe Nap(0) x -+ X Np(ri =2) X -+ x Nao(0) : ) )~ j} =2}

i=1 j=1

= {XENz(O))(---XNQ(T,‘:Q)X"'XNQ(O):ZIIi +2x§=2}
i=1
y como x? € Ny(0) para j # i entonces xJ = 0, asi

= {xX € Na(0) x - -+ x Na(rj = 2) x --- x No(0) : 7} + 274 = 2}

ademds, como x' € Ny(2), tenemos que zi + z = 2, es decir 2§ = 1y 25 =1
6 ) =26 zj = 2. Concluimos que

= {x € No(0) x --- x Np(ri =2) x --- x Na(0) : 7} =2}

Es decir que finalmente

Y(2,r) = {(0,...,(z} = 2,0),...,0)}. (3.65)
Si sustituimos simultdneamente las ecuaciones (3.62) y (3.65) en (3.64) obtene-
mos
3 pzz s 0 pupy 1 8% /piiy2
2 —_—— _ —— - -
c@ = . Z  Opidp; 11 1 +;2!3p? ( 1!) (3.66)

Ahora, como Jas ecuaciones (3.47), (3.54) y (3.66) nos dan los valores de
C(0), C(1) y C(2) respectivamente, podemos escribir en vez de (3.56)

o0K; _ _, am X”: 6H 1621{2 OH
dq ap:” T2 Bp

0 pa o? oH
[Zwm Z@a“” Zwﬁd

<j
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la cual también podemos escribir, para s = 1,...,n, en forma de sistema como

OK3 ) (61{,) d . (51(2)‘ OH
50 = %50 Lo z ] R
045 dq \ Ogs Opi 6p "~ 8q \ dq, bp

5’ o0H
lza P2 t2 Z Opidp PlnPl;"‘Zapgpu]

1_; l
que sustituyendo (3.24) se transforma en
z ’K i 0H 9K, Z 8Ky 0H
3q,3qs o1 6}01'31)3' 0g; 64:6‘13 Op;

_i OH 0K, i O°H 8K, 8K, + 3 8 H (6}(1)2
i Opi0ys aqz 3P13PJaQs 6q1 a‘b 617%6‘15 Og:

=1

o agrupando términos podemos escribir

6K3 ", 8?K, O®H 8K, <~(8*K, 8H 6*H 0K,
23 - * Smde Ba
89,845 Opidp; 0O 0qiBq; Op;  OpiOq, Og;

S OH 0K\ 0K; <~ 8°H (ax[>2
+2§=:1 OpiOp;0qs 0qi dq; +;3P.2-qu 0gs

ademas si suponemos que H es continuamente diferenciable dos veces, entonces

:0p;0qs Ogi Og; B ] OpiOp;Oqs Oqi Og;’

2": 0*H 0K, 0K, _ - 8°H OK,dK,
op
i<y i#j

luego,

L H 0K\ 9K, | & O°H (31(,)2
2 +
i‘; OpiOp;0q¢s Ogi 0q; ;é?pfaqa Bg:

_i 8°H 6K16K1+z": 0°H (gfg)’
52, 0pi0p;Bqs Bqi Bg; T Op10gs \ Oui

", 8*H BK, 8K,
—, 0piBp;0qs Oqi 9g;’
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y por tanto

OKs _, ~ 0Ky O°H 8K, <~ _O°H 0K 9K,
99 42 095045 dpidp; Og; ;5= 9piOp;0qs Oqi Og;

- (021@ aH ?H 61@)

£~ \ 84i0gs Op; " apide, oq

. (81(1 0K, 8°H ) ~ 3 <6K20_H>
Oqs \ 0qi Oq; Op:iOp; — 09, \ 9g; Opi

Z 8K, 8K, 8°H o] BKz oA

I
M

i =1

8¢ 9q; Opidp;  Bgs ¢ 6q; api

_d 5 ?.i‘.l%@z_’i_i (%)‘Efi
0g, <= 04i Oq; Opidp; g, \\ 0q ) 6p )’

Si integramos este sistema para cada s € {1,...,n} con respecto de ¢, tenemos

que
8K3d __/i (%)t?ﬁ d
8q;s % = 8q, dq dp s

/ z 6[(1 3K1 O*H d
dq, 2~ Bg; Oq; Bpidop;

l,_

obteniendo finalmente

axz)‘ 8K, 0K, 8°H
K= _ (952 3.67
’ ( 0q Jz_: Bg; 8q; Op:dp;’ (3.67)

En las ecuaciones (3.49), (3.55) y (3.67) todas las funciones que aparecen
estdn evaluadas en (po, q).
De manera andloga, pueden calcularse la funciones Ky, para cualquier en-

tero positivo y asi aproximar G(po, q) al orden que se desee. A continuacion,
escribimos Kjy, 1(5 y Ks.

oK 0K, 8K, 9*H 0K, 0K, 0K, O&°H
K4=—<—3) o Z 1 0K, Z 1 0Ky 0K,

3q Bq. an 0p,3p] aq, aq_, 3(}1; 8]).‘31)]'81);;]
(3.68)
am)’ 0K> 0K, 8°H . OK, 0K, 0K, 8°H
Kg=— =2 -
i (aq Z 8q; Bq; Opidp; 2 8q; dq; dqr Bp}

1,7,k=1

dK, K3 90°H . 8K, 8K, 0K, 8K, & H
+4 + ,
Z 8q; Oq; Op:dp; Z dq; Oq; Oqr Oq OpiBp;0p.Op

(3.69)

1y=1 7.k 0=1
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81\’5) 61(2 8K3 0*H OK, 8K\ 8K3 8*H
Ke =—
° (Gq Z Bq; 0q; dpidp; Z , 94 0q; Oqx Op}

Zal(l K, a H z": oK, 61(1 31{1 9K,  O'H
dq; 0q; Bp.apJ 0gi Oq; Oqr Oq Op;Op;Opirdp

i,7.k,0=1
", 8K, 8K, 0K, 3H
—-15 - sz
,.J.Zk;, 8q; 0q; Oqi Op;
_ Z”: 8K, 0K, 8K, 8K, 8K, & H (3.70)
T dqi 0q; Bqr Oq Ogqum OpiOp;OpkdpPI&pm )

Utilizando estas expresiones para la funciones K,, con m € N, como ya
habiamos dicho, se puede aproximar a la funcién generatriz G. De este modo
las ecuaciones que definen la transformacién canénica (3.20) y (3.21) pueden ser
utilizadas de la siguiente manera, la ecuacién (3.21) puede ser escrita como

m

Esta ecuacién es implicita para g pero cuando es resuelta, entonces (3.20) es
explicita para p. De este modo hemos resuelto el sisterna (3.9) de manera exacta.
Sin embargo, en la practica el célculo exacto de la serie (3.71) no es posible
en general, asi el método numérico que genera este procedimiento es limitar
la expansién de G dada en (3.22) hasta un entero positivo k para obtener la
expresion

h™ 0K,
a=aq+ Y ! Bpo. (Po; @) (3.72)

Las ecuaciones (3.71) y (8.72) pueden ser resueltas iterativamente sustitu-
yendo en el lado derecho q por qo para obtener una aproximacion q, de q asi,
podemos repetir el proceso hasta una k£ € N tal que |qx — qe+1] < € con ¢
tan pequena como se requiera. Otro modo de hacerlo es encontrar la raiz de la
funcién

f(@)=ao—-a+ Z —~ 3p ™ (po,q), (3.73)

con w = o 6 w = k segiin sea el caso, por el método de Newton-Raphson.

3.4.1. Orden y simplecticidad del Método

Cuando en la expresién de G se considera la serie completa y es posible
resolver la ecuacién (3.71) para q entonces las ecuaciones (3.71) y (3.20) definen
un integrador exacto del sistema (3.9). El caso enr que se considera la serie (3.22)
truncada hasta k£ entonces el error del método es justo el error que se comete
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al aproximar en serie de Taylor a G hasta orden k, pues este error es el mismo
que se comete en las ecuaciones (3.72) y (3.20) es decir, que de acuerdo con la
definicién (1.4) tenemos un método de orden k ya que para cada t se tiene que si
expandimos en serie de Taylor cada entrada de y(t) = (p(t),q(t)) hasta orden
k alrededor de t + h obtenemos que

m

k
Y+ h) =y = 3 A y(n) + O, (3.74)
m=]

Por otro lado, en concordancia con la definicién del método de un paso dada en
(3.18) tenemos que

3Km
m!

1 -y
d(ty(t) =5 'T (Po,a(t))
Z

hm
m!

pero la primer entrada del vector en la expresién anterior es igual 2 p — pg +
O(h**!) de acuerdo con la ecuacién (3.23) y la segunda entrada es igual a
q — qo + O(R**1) de acuerdo con la ecuacién (3.71). Entonces obtenemos la
expresion

&(t,y(1) = - (pg; - p°) + O(hk+Y) (3.75)

Si expandimos en serie de Taylor las funciones py = p(to) y qo = q(to) alrededor
de t, obtenemos que

m

k
d _
Po = Z h'"ap(t) +O(h**1)

Qo = Z hm +O( k+l)A
Asi, la expresién (3.75) se transforma en

-d—:y(t) +O(h*) (3.76)

k
®(t,y(t) = m-1
(ty() = A7
m=1
y entonces el error de discretizacién en un punto dado por (1.2) se escribe como

L(t,h) = 3{y(t + ) - y(0)) - 2(t,y(1)
k

k
— m—ldm _ m—ldm k
= 30 AT = Y HT v+ O

m=1

= O(h*)
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gracias a las expresiones (3.76) y {3.74).

Como la igualdad anterior se tiene para toda t, se sigue de la definicién (1.3)
que L(h) = O(h*) es decir que segiin la definicién de orden (1.4) el método es
de orden k.

Si ademas se utiliza el método de Newton-Raphson para resolver cualquiera
de las ecuaciones (3.71) é (3.72) se tiene que considerar el error con el cual se
aproxima la solucién de dichas ecuaciones.

La simplecticidad del método definido por las ecuaciones (3.71) y (3.20) se
sigue de que son obtenidas mediante la transformacién canénica generada por
G y entonces segun el teorema (3.7) dicha transformacién es simpléctica y por
lo tanto de acuerdo con la definicidn (3.7) el método es simpléctico.

Una observacidn interesante es que el método de orden 1 es justo el método
que se conoce como Euler simpléctico.



Capitulo 4

Simulaciones Numéricas

En este capitulo implementaremos los métodos numéricos que hemos estu-
diado tanto en el capitulo 1 como en el capitulo 3 para algunos sistemas Hamil-
tonianos cldsicos con la finalidad de comparar la exactitud de los integradores
en la preservacidén de algunas cantidades para tiempos de integracién grandes.
El primer sistema que estudiaremos representa matematicamente el movimien-
to de un oscilador armdnico, el segundo de ellos es el que surge al modelar el
movimiento de un péndulo sin friccidn ! y el dltimo serd el que se conoce como
la cadena de Toda,

La primer razén para elegir los problemas del oscilador, del péndulo y de la
cadena de Toda es que conocemos el comportamiento explicito del sistema, por
ejemplo, la eleccidn del problema del oscilador arménico se debe a que es un sis-
tema Hamiltoniano con una caracteristica muy especial: sin importar el valor de
la energia del sistema, el periodo de la solucién permanece constante. El péndulo
5 esCogid porque es un sistema cldsicamente Hamiltoniano (entre otras cosas
no tiene la particularidad mencionada para el oscilador) y la cadena de Toda
porque el Hamiltoniano del sistema involucra la evaluacion de exponenciales, lo
que lo hace numéricamente inestable, es decir, los errores numéricos cometidos
crecen exponencialmente. Un dltimo motivo para la eleccién de estos sistemas
es que el oscilador arménico y el péndulo ideal representan problemas con un
grado de libertad, es decir que dependen solo de una posicién y un momento
generalizados y la cadena de Toda que hemos elegido puede transformarse (més
adelante veremos comao) en un problema con dos grados de libertad.

Todos los sistemas que hemos elegido son sistemas para los cuales el Hamilto-
niano involucrado no depende explicitamente del tiempo y por el corolario (3.9)
el propio Hamiltoniano (la energia del sistema) es una integral primera. Adicio-
nalmente, para la cadena de Toda se conoce otra cantidad conservada. En las
siguientes secciones al integrar estos sistemas, més que en la solucién numérica
del sistema estaremos interesados en la preservacién de dichas cantidades.

Los métodos clasicos de un paso que se eligieron para integrar los sistemas

| Péndulo ideal.
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que hemos mencionado arriba son los métodos de: Euler (EU), Euler implicito
(EUI) y Runge-Kutta de orden 4 (RK4), y de los métodos multipaso se eligieron
los métodos de; Adams-Bashforth de orden 4 (AB4) y Adams-Moulton de orden
4 (M4). Para éstos ultimos utilizaremos como arrancador el método de Runge-
Kutta de orden 4.

De los métodos simplécticos estudiados en el capitulo 3 implementaremos
s6lo los de orden 1 (S1), orden 2 (S2) y orden 3 (S3).

Una vez elegidos los integradores que implementaremos, para determinar que
tan precisos son en la conservacidn de la energla, calcularemos dos cantidades
en cada paso de integracién:

(1) El error relativo de la energia promedio respecto del valor exacto de la
energia.

(2) El error relativo de la energia mdxima respecto del valor exacto de la
energia.

Mis precisamente, si el sistema que integraremos es (3.9)
y =J'VH(y)

y deseamos analizar el comportamiento numérico de una integral primera I(y),
debemos definir Iy = I{y:) donde y; es la aproximacién numérica a la solucifin
exacta en el k-ésimo paso de integracidn, y entonces, si

: 1
IM, = ]r{_nkag“{fk} Y IF, = ;;Ih

calcular en el n-ésimo paso de integracién las cantidades

Iy—IP,
IF,
I —IM,

IM,

“:l Iprﬂm . (4.1)

(2) Imoz = (4.2)

paran > 1.

En el anilisis de las cantidades conservadas para cada sistema que estudiare-
mos en la proximas secciones, obtendremos los valores de las integrales primeras
en los pasos de integracién que son potencias de 2 y graficaremos el logaritmo en
base 10 del tiempo contra el logaritmo en base 10 de las cantidades asociadas a
las constantes de movimiento dadas en (4.1) y (4.2). Los resultados son presen-
tados de este modo, por dos razones, la primera para que las grificas sean mds
claras y la segunda para que al tomar los logaritmos en base 10 del tiempo y
de (4.1) y (4.2) se obtenga una escala més o menos lineal que permita, a simple
vista, darse cuenta de la precisién con la que el integrador numérico preserva
las constantes de movimiento.
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4.1. El oscilador armoédnico

En esta seccidn tomaremos el problema de describir el movimiento de una
masa atada por un resorte a una pared?,

o ==

Figura 4.1: Oscilador armdnico

Si g denota la posicién de la masa en el tiempo, las ecuaciones de movimiento
que consideraremos para este problema quedan dadas por

g=p {1‘3}
p=-9% (4.4)
esto implica que
_12. 9,
H(p.q)=3p + 30
¥ por tanto su plano fase estd descrito por las curvas de nivel de H. En la figura

4.2 es posible apreciar que dichas curvas son elipses sin importar las condiciones
iniciales.

4.1.1. Resultados numéricos

Consideraremos las ecuaciones (4.3) y (4.4) con condiciones iniciales p(0) = 3
¥ q(0) = 2 e implementaremos los métodos cldsicos de Euler (EU), Euler implici-
to (EUI) Runge-Kutta de orden 4 (RK4), Adams-Bashforth de orden 4 (AB4)
¥ Adams-Moulton de orden 4 (M4). Para estos dos iiltimos utilizaremos como
arrancador al método de RK4. También los simplécticos vistos en el capitulo
anterior considerando solo los de orden 1 (S1), orden 2 (52) v orden 3 (S3). Una
primer observacion es que los integradores de Euler implicito y el simpléctico
de orden uno son exactamente ¢l mismo para este caso, entonces solo haremos
el andlisis para S1 en lugar de EUL

A continuacién se muestran las grificas de las cantidades (4.1) y (4.2) aso-
ciadas a la energia del sistema obtenidas por los diferentes integradores con
distintos pasos de integracion h en escalas logaritmicas,

Ver R. L. Devaney [1].
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Figura 4.2: Plano fase del oscilador arménico
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Estas gréficas muestran que tanto la energia promedio como la mdxima se
preservan bastante bien por lo métodos simplécticos. De hecho, podemos apre-
ciar que los métodos simplécticos tienden a un valor constante cuando integra-
mos por tiempos muy largos y que dicho valor depende del paso de integracién
h, como lo muestran las siguientes gréficas.

T oy [ swiabed 9 b bt v 't 7 Nl bini iy e misgraccr
i - v
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Resulta mucho mejor observar el comportamiento del error relativo de la
energia maxima para los distintos pasos de integracién y los diferentes métodos
simplécticos pues de este modo podemos asegurar que globalmente la energia es
bien conservada.

El valor constante al que tienden los errores relativos de la energia maxima
para los distintos integradores simplécticos y todos los pasos de integracién
queda esquematizado en el cuadro (4.1).

h S1 52 S3
0.002 [ 0.0024 [ 9.1 x 10" | 6.3 x 10-7° |
0.004 | 0.0048 [ 5.4x 10 ° | 25x 10 ™ |
0.006 | 0.0072 | 4.3 % 1007 | 5.6 x 10~ |
0.008 | 0.0097 | 1L3x 10-% | 9.9 % 109 |
0.010 | 0.0122 | 26x 10- ™ 0.0001
0.012 | 0.0147 | 4.7 % 10~ 0.0002
0.014 [ 00172 [ 74 =10~ 0.0002
0.016 | 0.0197 | 1.1x 10-% | 0.0003
0.018 | 0.0223 | 1.5 x 10-%° |  0.0004
0.020 [ 0.0249 | 1.5x 10-°° | 0.0005

Cuadro 4.1: Valor estable del error relativo de la energia mixima para el osci-
lador armdnico.

Del cuadro (4.1) podemos observar que para todos los métados simplécticos
el error relativo disminuye al disminuir el paso de integracién, y que ademds
¢l error también disminuye al aumentar el orden del integrador simpléctico,
exceptuando el cambio de 52 a 53. Mds ain, si ajustamos una curva del tipo y =
az® con y representando el error relativo de la energla mixima y x los distintos
pasos de integracién obtenemos que los datos del cuadro (4.1) se ajustan a una
curva con los pardmetros dados en el cuadro (4.2). Luego, obtenemos formulas
que ponen al error relativo de la energia maxima como funcién del paso de
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integracion, esto es
Error relativo = a x (paso de integracién)®.

El cuadro (4.2), nos dice que al disminuir el paso de integracién, para §1
el error relativo disminuye linealmente, para S2 cubicamente y para $3 cuadra-
ticamente. Esta situacidn solo se da en éste caso, pues como veremos en las
siguientes secciones, en general obtendremos un comportamiento del error rela-
tivo que disminuye de forma lineal para S1, cuadritico para 52 y ciibico para
83 al disminuir el paso de integracién. Una observacién importante es que los

51 52 53
a | 2.0043 | 5.8720 | 4.0016
b | 1.0119 | 2.9919 | 1.9804

Cuadro 4.2: Pardmetros de ajuste de la curva y = az’.

integradores simplécticos preservan la energia de manera muy constante para
tiempos largos de integracion. Estas simulaciones se integraron hasta el tiempo
10'" lo que representa de acuerdo con los pasos de integracion escogidos que
iteramos los métodos alrededor de cien mil millones de veces.

Los métodos cldsicos EU y M4 fracasaron muy rdpidamente, antes del tiempo
100 su energia ya no tenia ningin digito de precisién sin embargo los métodos
AB4 y RK4 comenzaron con errores relativos mas o menos similares a los errores
de los métodos simplécticos. Por ejemplo, AB4 mantiene su energia como 52
hasta el tiempo 10,000 y después el error cometido crece muy rdpidamente, Los
errores para RK4 crecen de manera constante teniendo mejor precisién que los
métodos simplécticos hasta antes del tiempo 10,000 aleanzando la precisidn de
52 un poco antes del tiempo 1,000,000. Un hecho remarcable es que para AB4
¥ RKA4 la energia en realidad no crece, sino que decrece tendiendo a cero, para
asi obtener en el error relativo 1 y por ende en las grificas vemos que su energia
tiende a 1 (log;y(1) = 0).
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4.2. El péndulo ideal

El problema que simularemos numéricamente en esta seccion es el de un
péndulo de masa igual a 1 y de longitud 1 sin friccién.

Figura 4.3: Péndulo ideal

Si ¢ es el dngulo entre el péndulo y la vertical, entonees el sistema Hamilto-
niano que integraremos es

q=p (4.5)
B= —9sen(q) (4.6)

siendo asi :
H(p.q) = E”! — 9cos(q).

Para este sistema, sus soluciones se ven en el plano fase como las curvas de
nivel de H, de hecho como es bien sabido existen esencialmente dos tipos de
soluciones, unas que corresponden al péndulo oscilando alrededor de un punto
de estabilidad como 0 y 7 y otras que corresponden al péndulo girando sin
cesar. En la siguiente grifica del plano fase se aprecian las primeras como curvas
cerradas y las segundas como curvas oscilatorias.

de hecho sabemos que la curva separatriz® pasa por el punto (7,0) y

H(m,0) =9

*Esta curva sopara & las soluciones corradas de las oscilatorias.
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Figura 4.4: Plano fase del péndulo ideal

entonces si queremos encontrar el valor de p para el cual la condicién inicial
(p,0) hace que el sistema genere como solucién a la separatriz del plano fase
debemos resolver para p la ecuacién

- L2
= 3 0,
de donde obtenemos que p = 6. En la figura 4.4 la curva separatriz es la que

pasa por el punto (0,6) y estd indicada con color mds obscuro.

4.2.1. Resultados numéricos

Las simulaciones numéricas que haremos a continuacién serdn con dos distin-
tos tipos de condiciones iniciales, unas que representen el movimiento oscilatorio
del péndulo alrededor de un punto de equilibrio y las otras que representen al
péndule girando,

p(0) =3 p(0) = 6.001
g0)=0 7 qo)=0.

Como se hizo antes se presentan los resultados de las simulaciones numéricas
de los errores relativos de la energia promedio y de la energla méxima para los
métodos numéricos que ya hemos elegido y con los mismos pasos de integracién.
Para las primeras condiciones iniciales, tenemos las siguientes graficas:
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Primero analizaremos los integradores simplécticos. Es posible observar que
tanto los errores relativos de la energia promedio como de la méxima tienden a
un valor constante, es decir que para tiempos largos de integracién (10'%) tanto
la energia promedio como la mixima tienden a un valor constante que depende
del tamaiio del paso de integracién como se aprecia en las siguientes gréficas.

T vn e migiees 8 1 i Pubrirna o 152 (e b v e e T N v Aol 0 i P pue 7 i o (o (3 eaegrncion
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Los valores limite de los errores relativos para la energia mixima estin pre-
sentados en el cuadro (4.3). 5i ajustames nuevamente una curva de la forma
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h S1 S2 S3
0.002 | 0.0028 | 3.0x 10-°° | 2.8 x 10~ 7% |
0.004 [ 0.0056 | 1.2x10 ™ |22 =100
0.006 | 0.0085 [ 2.7 108 | 7.7 = 1007
0.008 | 0.0113 [ 48x 10" | 1.8 x 10-7°
0.010 [ 0.0142 | 75 x 10 | 8.6 x 10-0° |
0.012 [ 0.0171 | 0.00010 | 6.2 x 10-9% |
0.014 | 0.0201 [ 0.00014 [ 9.9x 10-°° |
0.016 | 0.0230 | 0.00019 | 1.4x 100
0.018 | 0.0260 | 0.00024 | 2.1 x 107™
0.020 | 0.0290 | 0.00030 | 2.9 x 10~ |

Cuadro 4.3: Valor estable del error relativo de la energia mdxima para el péndulo.

¥ = az® con y el valor al que tienden los errores relativos de la energia maxima
para los métodos 81, 82 y 83 y z el paso de integracién obtenemos que las curvas
ticnen los parametros dados en el cuadro (4.4). La curva y = az® nos dice que

S1 52 53
a | 1.5131 | .7763 | 3.7452
b | 1.0119 | 2.0048 | 3.0081

Cuadro 4.4: Pardmetros de ajuste de la curva y = az®.

el error relativo de la energia méxima estd dado, aproximadamente, en funcidn
del paso de integracidn de la siguiente manera

Error relativo = a x (paso de integracién)®

y de acuerdo con el cuadro (4.4) podemos concluir que el méximo error relati-
vo de la energia decrece linealmente respecto del paso de integracién para 51,
decrece cuadraticamente para S2 y cubicamente para S3. Para este problema
existe una relacidn estrecha entre el orden del método y los errores relativos para
la energia mdxima, de hecho, se aprecia que los errores en la energia méAxima
disminuyen con el orden del método.

Para las condiciones iniciales

p(0) = 6.001
g0)=0

obtuvimos los siguientes resultados
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De las grificas anteriores es posible observar que las simulaciones para las
dos distintas condiciones iniciales son cualitativamente las mismas.

Veamos, si graficamos los distintos errores relativos de la energia maxima
para los integradores simplécticos con todos los pasos de integracidn, obtenemos
las siguientes graficas

o Tiarmpn o Dnd relid o W iy Eflexo dn it
a

& [ ] 2 r;ﬁ L] a L]
que como antes, apreciamos de igual manera que al crecer el tiempo de integra-
cién el error relativo se estabiliza en un valor. En el cuadro (4.5) se presentan los
valores donde se estabilizan los errores relativos para los métodos simplécticos.
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h S1 S2 S3
0.002 | 0.0050 [ 3.2x 10 | 5.2 x 10-°% |
0.004 [ 0.0101 | 1.2x 107" [42x 1007
0.006 | 0.0151 | 20 x 10~ | 1.4 x 10-99
0.008 | 0.0201 | 5.1x 10" | 3.3 x 10-7% |
0.010 | 0.0251 [ 8.0 % 10" | 6.5 % 10~ |
0.012 [ 0.0300 | 0.00011 | 1.1x10-05
0.014 | 0.0349 | 0.00015 | 1.7 x 1095 |
0.016 | 0.0398 | 0.00020 | 2.6 x 10~ |
0.018 | 0.0447 | 000025 | 3.8 x 10-°% |
0.020 | 0.0495 | 0.00031 5.2 x 107

Cuadro 4.5: Valor estable del error relativo de la energia méxima para el péndulo.

Si de nueva cuenta ajustamos a los datos presentados en el cuadro (4.5) la
curva y = az® obtenemos los pardmetros presentados en el cuadro (4.6). Igual

51 52 53
a | 2.3826 | 0.7791 | 6.4572
b | 0.9890 | 1.9929 | 2.9964

Cuadro 4.6: Pardmetros de ajuste de la curva y = azb.

que antes la precision de los métodos en la energia mixima va conforme al orden
del método.

Para los integradores clasicos los errores relativos crecen rapidamente, sien-
do RK4 y AB4 los mejores. Para RK4, el error relativo de la energia mixima
es menor que el de 53 para tiempos menores que 1,000, sin embargo crece al-
canzando la precisién de S2 en, aproximadamente, el tiempo 10,000 y 51 en
1,000,000. AB4 comienza con errores relativos para la energia maxima muy si-
milares a los de 52 y se preserva de este modo hasta el tiempo 1,000, después
de este tiempo crece mds o menos con la velocidad con la que crecen los errores
de RK4 para finalmente estabilizarse, junto con RK4, en 1. Esto significa que la
energia tiende a cero para estos métodos obteniendo asf que los errores relativos
tienden a 1 (como en el oscilador arménico). El integrador EUI se comporta
bastante bien para tiempos largos, ya que al igual que los simplécticos tiende a
un valor constante, sin embargo, su precisién es peor que la de §1. Finalmente
los integradores EU y M4 desde el comienzo tienen errores relativos mayores que
cualquier otro integrador que hemos probado y desde este punto su precisién
empeora todavia mds conforme avanza el tiempo de integracidn.
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4.3. La cadena de Toda

Comenzaremos esta seccidn explicando como surge este sistema Hamiltonia-
no y algunos antecedentes sobre su estudio.

4.3.1. Antecedentes y desarrollo

La ecuacién de movimiento para una cadena unidimensional de osciladores,
con interaccién del vecino mas cercano, estd determinada por la segunda ley de
Newton, esto es:

d?yn
mz = f(Bun-1) — f(Ays), nel (4.7)

donde y, es el desplazamiento de la n-ésima particula medida desde un sistema
de referencia fijo, y

AYn =Yng1—tn, nel
flz) = =U'(x)

con U(z) la energia potencial almacenada en un resorte cuando su longitud es
aumentada en una cantidad =,

El tratamiento de oscilaciones en cadenas no lineales® comenzd a estudiarse
muy seriamente en los inicios de 1950 cuando Fermi, Pasta y Ulam (FPU) es-
tudiaron numéricamente la equiparticién de la energia, esto es, en una cadena
lineal de osciladores los modos normales de oscilacién son mutuamente indepen-
dientes, por lo que no hay intercambio de energia a través de estos modos. Esto
pensaron Fermi, Pasta y Ulam; si una interaccién no lineal era introducida, el
flujo de energia tomaria lugar a través de los modos lineales, finalmente esta-
blecieron la equiparticién de la energia, caracteristica de los sistemas ergddicos,
¥y quisieron verificar esta afirmacién a través de experimentos numéricos. Sin
embargo, contrario a lo que ellos pensaban, solamente ocurrié un poco de equi-
particién de energia y encontraron que el estado del sistema regresaba peri6di-
camente al estado inicial, éste fenémeno de recurrencia dependia de la magnitud
del término no lineal, la energia dada al modo inicial, la longitud de la cadena
¥ las condiciones iniciales como un todo.

El modelo de FPU se puede considerar como la primera aproximacion no
lineal a la fuerza de interaccién entre particulas cercanas de la forma:

J(r) =ale™ -1), ab=0 (4.8)

entonces la ecuacién de movimiento (4.7), resulta ser

dﬂy" =b{ya=wa-1) =b{yap1=¥n)
mﬁ = ﬂ{ﬁ 2 . }1 ne . {49}

4Las cadenas no lineales se tienen cuando U/’(z) es no lineal.
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La cadena unidimensional de osciladores con la ecuacion de movimiento an-
terior es conocida como cadena exponencial o cadena de Toda 5.

.
e ’

|
1
|

1 1 q

- -

Figura 4.5: Cadena de Toda

Las ecuaciones de movimiento (4.9) son un ejemplo no trivial de una cadena
no lineal en la que la equiparticién de la energia no tiene lugar ® y cuya solucién
fue encontrada por M. Toda:

1 4 g2lkn—k=51)

1
yn(t) = b 108 Q1 eEp tete, n€Z (4.10)

donde

B= a;l-bsenh{k}, ab>0, k=cte.

La solucién (4.10) es el frente de onda de una onda oscilatoria o solitén.
Si se considera una cadena de Toda finita con condiciones de frontera pe-
riddicas y masas unitarias, entonces se tendrd el siguiente sistema

p"n = ﬂ—lr-—lr-u-l:l . E—h'--ﬂ_ﬁ'nj‘ n= Il S L‘N.

con condiciones

dys
T

Yo = YN+1
cuyo Hamiltoniano es
H=t i 24 )N:{ n=nti 1), (4.11)
2 nn-ﬂp" n=0 :

Para una cadena de tres particulas (N = 3), se tiene el Hamiltoniano

H = ;fp? + Py + ) eI e gt _ 3, (4.12)

#Esta cadena fue propuesta por primera vez por M. Toda en 1967, Ver M. Toda [13, 12].

%Esta es |a paradaja de Fermi, Pasta y Ulam. La razén por la cual ol sistema FPU no
exhibid equiparticién de energia se debid a que es una aproximacidn de un sistemna totalmente
integrable,
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Consideremos el cambio de variables dado por

&= Ay
n=Ap
donde

1
A i 1 1 #
R
Este cambio de variables corresponde a una rotacién de cuerpo rigido del sistema
coordenado original (y, p) a través de los &ngulos e Euler, de hecho los dngulos
son ¢ =x/6, 7= m/4y # = 0.9557. Luego el Hamiltoniano (4.12) en las nuevas
variables (£, 1) queda

o

H= ;in? +m ) +eFarfa y oFa-Fa g Fa 3 (413

Aqui & al ser coordenada ciclica no aparece y v/3ns = py +py+ps = cte, es decir,
se han reducido los grados de libertad del sistema (4.12) a dos. La ecuaciones
de movimiento son

. OH
EI—EH"I‘—WI

oy = _gg - %{_e{’m Fo 4 e

h = —g—: = --?.;_E-'F&HFEI +efa-4ay, f-Vie

si ademds definimos £ = 2v2q:, & = 2v2g; y t = 7/V/3 entonces el sistema
anterior se transforma en

L S

dr = zvlfﬁql =R

dpp _ 1 dmpy _ 1 224+ 2vIm 4 202-2v3q
dr 2.6 dr 4ﬁ{—ﬂ s )
doz _ _1

dr E’H =
dpa _ 1 dm _ 1, aiavn L 2e-2vB0y o Lo—des
dr /e dr - 130 ¢ L )+ ¢

encontrando finalmente que el nuevo Hamiltoniano es
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Ford estudid este problema y mostrd que el sistema anterior tiene planos
de Poincaré que estin cubiertos enteramente por curvas cerradas y suaves. Es
decir, que el sistema es completamente integrable. De hecho, las cantidades
conservadas son:

E= %{F.f +J.'J§J' + %{eﬂn+h"§q: + e2-2In ety % (4.15)
la energia mecinica del sistema y

F = 8p1 (5] - 3(p3) + (11 + V3pa)e?2V301
+(p1 — V3pp)ede V30 _gpe=in (416)

un momento angular generalizado.

Figura 4.6: Cadena de Toda finita con condiciones de frontera periddicas

4.3.2. Implementacién numérica de los integradores
simplécticos

En esta seccidn implementaremos los métodos simplécticos desarrollados en
el capitulo 3 al sistema generado por el Hamiltoniano (4.14). Si definimos las
funciones

e1(q) = e* 2v3m

eaq) =e
es(q) = e '

2q3-2v3q
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entonces el sistema (4.14) puede ser escrito como

1 1 1
H= E[F'f""ﬂ;}"‘ ﬂ{el + ey +e3) - g

En el desarrollo subsecuente usaremos la siguiente notacién

y si r = +/3 las constantes

E] =& + ez
Ey=e -ea
Ei=e; +e;— 2ey

Ey=e; +e3+4eg
Es =e) + e — 8ey

=2
Ra= o

Ry = RiRy = 35
R¢=Zﬂa=%
Ry=2R,= =

Como Ky = —(piqn + p2gz), de acuerdo con las ecuaciones (3.49) y (3.55),

tenemos que

Y que

concluyendo

¥ por tanto

que

Kz = (R3Es, 2Rz E3)" (p1,p2) = —(R3 Eapy + RsEapa).

Para calcular K es necesario calcular 8K, /8q para encontrar

1 1
H1:§{P¥+P%]+Rﬂ£| +ﬂ-1+£‘3]—§

KE‘JH(a

9Ky

(

Bq

0K
aq

dq

1
{EEm + RyEaps, RyEapy + 2R5Eip2)

y.

oH
dp

3

1
= 3 Epl + ARy Bapupr + ARa Eap

i

dq

:

i
dp

(4.17)

(4.18)

(4.19)
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por otra parte, si
= 3K, 0K, 9°H

g= —
dq; Oq; Opidp;

i, f=1
entonces como 8° H {8p;dp; = 0 obtenemos que
e (&ff,)“aﬂn " (axl)’am
oq ) Opd dq, ) Opi
= (B3 Ey)* + (Rs By)?

¥ por tanto
1
K3 = EEIPf + 4R Expips + 4R Eap; + (R3Ea)® + (RsEs)? (4:20)

entonces, de acuerdo con la ecuacién (3.73), las nuevas coordenadas q = (g1, g2)
son las raices de la ecuacidn
fla)=0

con

= —q1 +hp — ERyE; + B (RiRsEvpy + RuEapy) 49
Lo ( ~@a +hpy — S Ry + i (RaBapy + 4R Eapy) | )

Para encontrar las raices de la ecuacién anterior utilizaremos el método de
Newton-Raphson, de acuerdo con éste una aproximacién q, de la raiz esta dada
e 1

Qn = Qn-1 = (Jf(Qn-1))"" f(Qn-1)
donde J f(q) representa la matriz jacobiana de la transformacién (4.21), es decir,
Jf(q)es

Sl-BE+E(pE+ Ep)  ~RRE; + 5(Eip + 2R Eapy)
~WR3Ey + % (Expy + 4RsEapr)  —1— KRBy + % (2R Eapy + 4R5 Espy)

de esta manera el método de Newton se arranca con q; = qq. La precisién que
utilizaremos al aproximar q serd de 10~%, pues se efectuaron pruebas tomando
precisiones al aproximar q de hasta 10~'? sin obtener una mejorfa en los errores
relativos de la energia mecdnica y el momento angular generalizado. Una vez
obtenida esta aproximacion entonces de acuerdo con la ecuacién (3.20), tenemos
una expresitn explicita para p.

4.3.3. Resultados numéricos

Las simulaciones numéricas efectuadas se hicieron para la cadena de Toda
finita de tres particulas, es decir, se efectuaron simulaciones para las ecuaciones
de movimiento asociadas al Hamiltoniano (4.14) con condiciones iniciales

r0=(3) v a0=(}).
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La simulaciones se hicieron para distintos integradores, En las simulaciones del
péndulo ideal y del oscilador arménico, los mejores integradores clasicos fueron
RK4 y AB4, razén por la cual los hemos elegido para implementarlos junto con
los integradores simplécticos S1, S2 y S3 con los pasos de integracién h que
hemos venido utilizando.

A continuacién se presentan las graficas de los errores relativos para la
energia mecinica y el momento angular generalizado para los integradores ele-
gidos con los distintos pasos de integracién.
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Para los métodos simplécticos podemos realizar un resumen de los errores
relativos de la energia méxima cometidos en cada caso mediante el cuadro (4.7)
debido a que los errores relativos de los integradores simplécticos tienden a un
valor constante como lo muestran las siguientes graficas.
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h S1 S2 S3
0.002 | 0.0131 | 0.00011 | 3.4 x 10~ 07 |
0.004 | 0.0266 | 0.00046 | 2.7 x 10~ |
0.006 | 0.0404 | 0.00104 | 6.3 x 10~ |
0.008 | 0.0546 | 0.00187 | 0.00022
0.010 | 0.0691 | 0.00295 | 0.00043
0.012 | 0.0840 | 0.00429 | 0.00075
0.014 | 0.0993 | 0.00588 | 0.00119
0.016 | 0.1149 | 0.00773 | 0.00178
0.018 | 0.1310 | 0.00985 | 0.00253
0.020 | 0.1476 | 0.01224 | 0.00348

Cuadro 4.7: Valor estable del error relativo de la energia maxima para la cadena
de Toda.

Podemos ver que al aumentar el orden del método obtenemos una mejoria en el
error relativo de la energia mdxima. 5i ajustamos una curva de la forma y = az®
a los datos del cuadro (4.7) obtenemos para cada integrador simpléctico los
pardmetros dados en el cuadro (4.8). De este modo obtenemos los pardmetros

51 52 53
a | B.7785 | 34,1546 | 435.3281
b | 1.0491 | 2.0300 | 3.0000

Cuadro 4.8: Parametros de ajuste de la curva y = az®.

de la ecuacidn
Error relativo = a x (paso de integracién)®

para 81, 52 y 53. Los pardmetros dados en el cuadro (4.8) nos indican una
estrecha relacidn entre el orden del método simpléctico v la velocidad con la
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que mejora el error relativo de la energia maxima. Por ejemplo para S1 se
tiene que el error relativo mejora con la velocidad con la que hacemos mads
pequeno el paso de integracidn h, para 52 mejora cuadraticamente y para 53
cubicamente. Los métodos cldsicos resultan ser bastante ineficientes, ya que por
ejemplo el integrador RK4 aunque comienza mejor que los simplécticos, con
un error relativo de la energia méxima aproximadamente 10~° se tiene que al
tiempo 1,000 ya habia alcanzado la precision de S3 y para el tiempo 10,000
ya era menos preciso que S1. El integrador AB4 comienza méds o menos con la
precisién de S3 pero para el tiempo 100 ya ha alcanzado a S1. En el error relativo
de la energia promedio se comportan mejor, teniendo que RK4 permanece por
debajo de S3 hasta el tiempo 10,000 y alcanza a S1 en el tiempo 100 millones.
AB4 comete el mismo error relativo para la energia promedio que 52 hasta el
tiempo 10,000 y para el tiempo 100,000 ya es menos eficiente que $1. Como
hasta ahora a sucedido, conforme se aumenta el paso de integracién se aprecia
un comportamiento més uniforme de los integradores y que los métodos RK4 y
AB4 en realidad pierden energia ya que sus errores relativos tienden a 1.
Veamos ahora las grficas del momento angular generalizado
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En este caso los errores relativos asociados al promedio y al maximo del momento
angular generalizado se comportan esencialmente igual. Sin embargo el error
relativo del mdximo del momenta angular es mds representativo ya que podemos
ofrecer cotas para los errores. El error relativo del maximo del momento angular,
al igual que en la energfa, tiende a estabilizarse en un valor como podemos
apreciar en las siguientes graficas
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Los valores donde se estabilizan los errores relativos del maximo del momento
angular generalizado son presentados en el cuadro (4.9). Como hicimos para

h S1 S2 S3

0.002 | 0.0151 | 0.00024 | 4.2 x 10~7®
0.004 | 0.0306 | 0.00098 | 3.4 x 1077
0.006 | 0.0465 | 0.00222 | 0.00011
0.008 | 0.0627 | 0.00398 | 0.00027
0.010 | 0.0794 | 0.00624 | 0.00053
0.012 | 0.0964 | 0.00002 | 0.00092
0.014 | 0.1140 | 0.01233 | 0.00147
0.016 | 0.1320 | 0.01617 | 0.00220
0.018 | 0.1505 | 0.02055 | 0.00315
0.020 | 0.1698 | 0.02547 | 0.00436

Cuadro 4.9: Valor estable del error relativo del momento angular méximo para

la cadena de Toda.

los errores relativos de la energia méxima, ajustaremos a los datos del cuadro
(4.9) una curva con los mismo pardmetros. Obtenemos asi los pardmetros dados
en el cuadro (4.10) para cada integrador. Igual que antes, la misma relacion

51 52 53
a | 10.0663 | 65.8579 | 557.13078
| 5| 10487 | 2.0109 | 3.0084

Cuadro 4.10: Pardmetros de ajuste de la curva y = az®,

estrecha, entre orden del método y precisidn en los errores relativos del momento
angular generalizado mdximo, existe. Es decir, los errores relativos disminuyen
lineal, cuadraticamente o cubicamente (segiin sea el caso) conforme se reduce el
tamafio del paso de integracién. La tinica diferencia es que, como se aprecia en
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los cuadros (4.7) y (4.9) los métodos simplécticos son un poco menos precisos
en la conservacién del momento angular generalizado que en la conservacidn de
la energia mecdnica y a su vez tienen un comportamiento menos regular.

El comportamiento de los métodos cldsicos resulta esencialmente igual que en
el caso de la energia, RK4 comienza con un error relativo del momento angular
de aproximadamente 10~'° pero rdpidamente este error crece hasta alcanzar
la precisidn de S3 en el tiempo 1,000,000, AB4 se mantiene cualitativamente
igual que S2 hasta el tiempo 10,000 y después crece rédpidamente su error hasta
alcanzar a 51 en el tiempo 10 millones, Una observacién interesante 8 que
los métodos cldsicos al igual que hacian con la energia también van perdiendo
momento angular pues el logaritmo en base de 10 de los errores relativos del
momento angular maximo tienden a 0 lo que significa que los errores relativos
tienden a 1 y por ende el momento angular tiende a 0.

La ventaja que ofrecen las métodos simplécticos sobre los cldsicos es que
$u comportamiento se mantiene mucho mds constante para tiempos largos de
integracion mientras que los cldsicos aumentan el error cometido rapidamente.



Conclusiones

En el capitulo 4 se efectuaron distintas simulaciones numéricas para los sis-
temas Hamiltonianos del oscilador arménico, del péndulo ideal y de la cadena
de Toda. Obtuvimos asi una serie de conclusiones alusivas a las diferencias entre
los métodos cldsicos y los métodos simplécticos. También analizamos diferencias
entre los métodos simplécticos de distinto orden en cada caso.

De todos los resultados y observaciones presentadas en el ultimo capitulo
cabe destacar algunos hechos importantes. En el caso del péndulo, obtuvimos
resultados cualitativamente iguales en el error relativo de la energia mecanica
para los distintos tipos de soluciones que puede tener este sistema, las soluciones
que se aprecian como curvas cerradas en el plano fase y las oscilatorias, es decir
para los métodos simplécticos de orden 1, 2 y 3 tanto el error relativo promedio
como el maximo se estabilizan en un valor que depende del paso de integracién.
Ademads, también observamos que los valores de los errores relativos disminuyen
de manera lineal para el simpléctico de orden 1, cuadratica para el de orden
2 y ctbica para el de orden 3. Asi, la manera en que se reducen los errores
relativos esta intimamente relacionada con el orden de cada método simpléctico.
Los resultados numéricos obtenidos para el oscilador no difieren de los obtenidos
para el péndulo exceptuando el hecho de que en este caso el simpléctico de orden
2 es mejor que el simpléctico de orden 3. De hecho la forma en la que se reducen
los errores relativos de la energia al disminuir el paso de integracién parece estar
invertida, pues es cibica para el simpléctico de orden 2 y cuadrdtica para el de
orden 3. El comportamiento constante de los errores relativos para tiempos de
integracién grandes no cambia en ninguno de estos dos ejemplos. De hecho,
para la cadena de Toda obtenemos los mismos resultados, la energia mecénica
es conservada de manera muy regular para tiempos grandes de integracién y
ésta precisién estd relacionada con el tamaiio del paso de integracién de la
misma manera que antes, es decir que vuelve a ser lineal, cuadrdtica y ciubica
para los integradores simplécticos de orden 1, 2 y 3 respectivamente. Este es un
hecho remarcable, ya que la cadena de Toda involucra la evaluacién constante de
exponenciales y la implementacién del método de Newton-Raphson multivariado
lo que implica una fuente de error adicional a las propias del método. No sélo
se obtuvieron estos resultados para la energia mecénica de la cadena de Toda
sino también para el momento angular generalizado se obtuvieron exactamente
los mismo resultados cualitativos.

Los métodos clasicos demostraron no ser muy eficientes en la conservacién de
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integrales primeras pues todos sin excepcién tienen un comportamiento creciente
en sus errores relativos. Los mejores integradores clésicos, desde el punto de
vista simpléctico, son de acuerdo con las observaciones hechas, el método de
Runge-Kutta de orden 4 y el de Adams-Bashforth también de orden 4. Estos
integradores demostraron tener errores relativos mas pequenos que los obtenidos
para los métodos simplécticos cuando el tiempo de integracién es no mayor a
10,000, pues después de este tiempo su precisién comienza a ser menor. Luego
el método de Runge-Kutta es comparable con el el simpléctico de orden 3 y
el método de Adams-Bashforth con el de orden 2 siempre que el tiempo sea,
aproximadamente, menor a 10,000.

Una desventaja de los métodos simplécticos es que se debe implementar el
método para cada sistema de ecuaciones que se desee integrar, pues al requerir
las derivadas parciales del Hamiltoniano involucrado es necesario calcularlas en
cada caso. Por supuesto se podrian interpolar las derivadas mediante la evalua-
cién del Hamiltoniano en algunos puntos para asi no requerir de sus derivadas
explicitamente. Sin embargo habria que considerar el error generado al efectuar
dicha interpolacién. Otra posible desventaja es que al conservar la estructura
simpléctica, es decir la preservacion del drea y de integrales primeras en general,
es probable que no se conserven exactamente las trayectorias de la solucién, es
decir, puede preservar el drea pero no la figura que contiene dicha &rea.

Los métodos simplécticos basados en funciones generatrices estudiados en
la seccién (3.4) han demostrado ser bastante eficientes en la preservacién de
integrales primeras, de hecho, de acuerdo con los resultados obtenidos en esta
tesis, si se deseara que el error relativo de una integral primera de un sistema
Hamiltoniano fuera O((paso de integracién)™), el método simpléctico que de-
beria implementarse es el de orden n. Una observacion importante es que estos
métodos suponen que el Hamiltoniano H, es una funcién armoénica y que su serie
de Taylor decae exponencialmente, luego no podemos esperar que estos métodos
simplécticos funcionen para cualquier sistema Hamiltoniano, pero si para una
gran variedad de problemas.
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