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Resumen

La correlacién electrénica es un tema de gran interés debido a que explica una
variedad de fenémenos en los materiales, tales como las propiedades no convencionales
de los materiales superconductores, en las que el apareamiento electrénico juega un
papel fundamental. En la presente tesis se estudié la correlacién de dos y tres electrones
con espines antiparalelos en una cadena cuasiperiédica. En particular se hizo un estudio
de la energfa de apareamiento haciendo uso del modelo generalizado de Hubbard, el
cual incluye potenciales de interaccién en el mismo sitio y en sitios vecinos, el método
del espacio de estados y su mapeo asi como la técnica de la funcién de Green y su
expansién renormalizada en teoria de perturbaciones.

En el caso de dos electrones obtuvimos analiticamente, dentro de la aproximacién
de amplitudes de salto aproximadamente iguales, el comportamiento de la energia de
amarre en funcién de los potenciales de interaccién asf como el diagrama de fase, el
cuél muestra tanto la zona de apareamiento como de no apareamiento del sistema para
valores combinados de los potenciales de interaccién. También se hizo una comparacién
con los resultados obtenidos para una cadena binaria y una periédica.

Para tres electrones obtuvimos numéricamente, y dentro de la aproximacién antes
mencionada, el comportamiento de la energfa de amarre en funcién de los potenciales
de interaccién as{ como el diagrama de fase, haciendo nuevamente una comparacién
con los casos de la cadena periédica y de Fibonacci.

Tras analizar los resultados obtenidos llegamos a la conclusién de que es més dificil
el apareamiento electrénico, tanto en el caso de dos como de tres electrones, en una
cadena cuasiperiédica que en una periédica.

II



Introduccién

En 1984 se anuncié el descubrimiento de la fase de una aleacién de aluminio-
manganeso la cual, al ser enfriada répidamente, presenta simetria icosaedral [1], ademds
de presentar orden de largo alcance, lo que representaba un problema para la crista-
lograffa, pues esto violaba uno de sus principios fundamentales. Poco después se des-
cubrieron nuevos materiales que presentaban simetrias prohibidas, algunos con los
mismos elementos pero con concentraciones diferentes y otros que contienen diferentes
metales como cobalto, hierro o niquel. En un principio se especulé que estos nuevos
materiales eran solo una artefacto experimental, sin embargo actualmente es general-
mente aceptado que representan una nueva forma de agregacién de la materia que se
suma a las ya conocidas, es decir, los materiales cristalinos y los amorfos, esto debido
principalmente a que son sistemas energéticamente estables.

Los cuasicristales, a diferencia de sus elementos constituyentes, son generalmente
malos conductores de la electricidad, no presentan claras propiedades magnéticas, son
mds eldsticos que los metales comunes a altas temperaturas, son extremadamente
duros y resisten bien la deformacién. De todas estas propiedades resulta de particular
interés la variacién de la conductividad eléctrica respecto a la temperatura y el orden
del cuasicristal. Para cuasicristales perfectos caT con una desviacién T'/2 para bajas
temperaturas y T3/2 para altas temperaturas [2]. Si bien no existe un consenso para
explicar este comportamiento, fundamentalmente se le atribuye a dos aspectos, uno
es que la densidad de los electrones de valencia en un cuasicristal es menor que en un
metal tipico y otro es que los estados electrénicos en un cuasicristal se encuentran en
un punto intermedio entre ser locales y extendidos (3, 4].

El estudio de este tipo de sistemas se dificulta debido a que, al no ser un sis-
tema periédico, no podemos proponer funciones de onda de Bloch como soluciones
del problema, es decir, no podemos hacer uso del espacio reciproco para facilitar los
célculos. Sin embargo, podemos conocer el comportamiento cualitativo de estos ma-
teriales haciendo algunas simplificaciones, como por ejemplo, considerar sistemas de
baja dimensionalidad o bien sistemas diluidos. En esta tesis se estudia la correlacién
de dos y tres electrones con espines antiparalelos en una red cuasiperiédica y en una
dimensién: la Cadena de Fibonacci. En particular estamos interesados en encontrar las
condiciones bajo las cuales puede existir apareamiento electrénico, para esto hacemos
uso del Modelo de Hubbard [5]. Este modelo incluye términos de interaccién elec-
trénica en el mismo sitio y en sitios vecinos, ademés de considerar una amplitud de
transferencia entre sitios dependiente de la ocupacién de los mismos. También hace-
mos uso del Método del Espacio de Estados y su Mapeo [6], el cual consiste en dar
una representacién geométrica a la configuracién de estados del sistema, pasando de

IIT



0. Introduccién v

un problema de muchas partfculas descrito por un hamiltoniano de Hubbard a otro
de una sola particula descrito por un hamiltoniano de Amarre Fuerte, pero en una
dimensién mayor. Se obtiene la condicién de apareamiento mediante la Técnica de la
Funcién de Green y su Ezpansion Renormalizada en Teoria de Perturbaciones, para
el caso de dos electrones se obtiene la solucién analitica, mientras que para el de tres
electrones se diagonaliza numéricamente la matriz del sistema.



Capitulo 1

Fundamentos

1.1. Estructuras Cristalinas

Si bien el arreglo atémico en un sélido nunca es perfecto, los cristales se describen
en referencia a arreglos perfectos e infinitos de puntos geométricos llamados redes. En
una red cada punto tiene alrededores idénticos por lo que todos son equivalentes,
asf{ que la red exhibe simetria traslacional perfecta [7], lo que da origen al orden
traslacional de largo alcance, puesto que todos los puntos de la red pueden ser accesados
mediante operaciones de traslacion de ciertos vectores base. Es posible demostrar que
sélo existen 14 formas diferentes de arreglar puntos con estas caracterfsticas en un
espacio tridimensional, estos 14 arreglos diferentes son las redes de Bravais.

Una estructura cristalina queda completamente determinada si le asociamos una
red de Bravais y ademés colocamos en cada punto de la red un mismo tipo de 4tomos
o moléculas, los cuales son llamados bases de la estructura. Geométricamente una es-
tructura cristalina tiene ciertas simetrias, tales como rotaciones y reflexiones, llamadas
puntuales. Cada operacién de simetrfa nos debe dar como resultado exactamente la
misma estructura, sin embargo en total existen solo 230 combinaciones de traslaciones
y simetrias puntuales que transforman una estructura cristalina en si misma, a estas
combinaciones se les conoce como grupos espaciales.

Una red de Bravais puede ser considerada como un apilamiento de planos que en
conjunto forman una familia. Existe un nimero infinito de diferentes familias de planos
paralelos asociadas a una red y cada familia esta caracterizada por un arreglo puntual,
una densidad, por una distancia interplanar y queda completamente determinada si
especificamos un vector unitario normal a un elemento de la familia y la distancia
interplanar. Con el fin de identificar de manera precisa los planos y direcciones en una
red se asocia a cada uno de estos 3 nimeros enteros, llamados #ndices de Miller. El

hecho de que sea finito el numero de enteros necesarios para caracterizar un plano de



1. Fundamentos 2

la red est4 relacionado con el orden de largo alcance antes mencionado.

En la préactica, el método para analizar la estructura de un cristal se basa en la
difraccién que sufre un haz de electrones, neutrones o rayos X al incidir en la muestra.
Las bases fisicas de los experimentos de difraccién recaen en la interferencia producida
por diferencias de fases en los haces dispersados eldsticamente por 4tomos ubicados en
planos paralelos en el cristal, es decir, podemos considerar cada 4tomo como una fuente
de ondas esféricas cuya potencia depende del poder difractor de los 4tomos. Cada haz
difractado est4 asociado con una familia de planos identificada por sus fndices de Miller
{hkl}. En un experimento de este tipo lo que obtenemos es una grafica de la intensidad
del haz difractado en funcién del 4ngulo de incidencia 8, pudiéndose observar claros

picos, llamados picos de Bragg, en aquellos valores de 8 que satisfacen la ley de Bragg,

2dprisenf = nA, (1.1)

donde dpg; es la distancia interplanar, n es el orden de difraccién y A es la longitud de
onda del haz incidente. |
Otra caracterfstica de las estructuras periédicas es la existencia de simetrfas pun-
tuales prohibidas. Como ya se ha mencionado, sélo existen 230 grupos espaciales, lo
que significa que un grupo arbitrario de simetrias puntuales no puede ser combinado,
en general, con operaciones de traslacién y dejar inalterada la estructura cristalina. Sin
demostrar lo anterior y s6lo a manera de ejemplo consideremos el caso bidimensional.
Si nos preguntamos ;Se puede tomar cualquier figura geométrica y llenar completa-
mente el plano sin traslapes mediante operaciones de traslacién de manera que cada
punto de la red tenga alrededores idénticos?, la respuesta es no. Podemos llenar el
plano, por ejemplo, con tridngulos equildteros, con cuadrados o con hexdgonos, cuyos
angulos internos son fracciones enteras de 27 (27/8, 2m/4 y 2m/3, respectivamente),
pero no con pentdgonos o heptdgonos [8]. Esto no da una idea de que no cualquier
conjunto de simetrias puntuales puede ser combinado con operaciones de traslacién y

formar un grupo espacial.

1.2. Cuasicristales

En la seccién anterior se ha llevado a cabo una revisién general de algunas ca-
racteristicas de las estructuras cristalinas, entre las que mencionamos la existencia de
simetrias prohibidas. Una de estas es la rotacién por un dngulo 27 /5, sin embargo, en
1984 se anunci6 el descubrimiento de la fase de una aleacién de aluminio-manganeso
la cual, al ser enfriada rdpidamente, presenta esta simetrfa [1]. Dicha aleacién tiene el

patrén de difraccién de electrones mostrado en la Fig. (1.1), de donde podemos ver
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Figura 1.1: Patrén de difraccién de la aleacién de aluminio- manganeso descubierta en
1984, la cual presenta simetria ante rotaciones por un angulo 27 /5.

que si se gira el patrén alrededor del centro un dngulo de 27/5 se recupera .el patrén
original. Otra caracteristica de esta aleacién es que presenta orden de largo‘ alcance, es
decir, requiere un nimero finito de enteros para identificar sus planos, en este caso 6,
sin embargo este excede la dimensién espacial de material, 3, lo que representaba un
problema para la cristalografia, pues esto violaba uno de sus principios fundamentales,
la existencia de simetrfas prohibidas. Poco después se descubrieron nuevos materiales
que presentaban simetrias prohibidas, algunos con los mismos elementos pero con con-
centraciones diferentes y otros que contienen diferentes metales como cobalto, hierro
o niquel.

En un principio se especulé que estos nuevos materiales eran solo una artefacto
experimental, sin embargo actualmente es generalmente aceptado que representan una
nueva forma de agregacién de la materia que se suma a las ya conocidas, es decir,
los materiales cristalinos y los amorfos, esto debido principalmente a que son sistemas
energéticamente estables.

La estructura de estos materiales no es periédica, ya que es generada por medio de
dos o més celda unitarias, sin embargo sigue reglas claras de crecimiento y esto se ve
reflejado en su orden de largo alcance. El nombre que se le dio a este tipo de materiales
es el de Cristales Cuasiperiddicos, o mds brevemente, Cuasicristales.

Los cuasicristales, a diferencia de sus elementos constituyentes, son generalmente
malos conductores de la electricidad, no presentan claras propiedades magnéticas, son
més eldsticos que los metales comunes a altas temperaturas, son extremadamente duros
y resisten bien la deformacién. De todas estas propiedades resulta de particular interés
la variacién de la conductividad eléctrica ¢ respecto a la temperatura 7' y el orden
del cuasicristal. Para cuasicristales perfectos caT con una desviacién T1/2 para bajas

temperaturas y 7°/2 para altas temperaturas [2]. Si bien no existe un consenso para
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Figura 1.2: Cadena de Fibonacci con diferentes tipos de enlace y d4tomos idénticos. El
numero representa la generacién de la cadena.

explicar este comportamiento, fundamentalmente se le atribuye a dos aspectos, uno
es que la densidad de los electrones de valencia en un cuasicristal es menor que en
un metal tipico y otro es que los estados electrénicos en un cuasicristal se encuentran
en un punto intermedio entre ser locales y extendidos [3]. Ademds, la conductividad
disminuye incrementando el orden de la red cuasiperiédica. Este comportamiento esté
claramente relacionado con la aperiodicidad atémica de la estructura, por ejemplo,
existen aleaciones de aluminio, niquel y cobre cuya estructura es periédica en una
direccién y cuasiperiédica en las otras dos, mostrando que el comportamiento antes
descrito sélo se presenta en el plano cuasiperiédico, mientras que el transporte eléctrico
es normal en la direccién periédica [9].

El estudio teérico del comportamiento electrénico en los cuasicristales es dificil
debido principalmente a que, al no ser un sistema periédico, no podemos proponer
funciones de onda de Bloch como soluciones del problema, adem4s de que no podemos
hacer uso del espacio reciproco para facilitar los cdlculos. Sin embargo suelen hacerse
algunas simplificaciones para obtener comportamientos cualitativos de estos sistemas,
por ejemplo, se consideran sistemas de baja dimensionalidad o bien sistemas con pocas
particulas.

Una de las estructuras cuasiperiédicas mds estudiadas es la Cadena de Fibonacci,
de la cual existen dos variedades, una en la que se tienen dos tipos diferentes de 4tomos
unidos por un mismo tipo de enlace y otra en el que se tiene un solo tipo de 4tomos
unidos por dos tipos de enlaces diferentes, en el presente trabajo estudiaremos esta

ultima. La forma de generar la cadena de Fibonacci es mediante la siguiente regla de
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Figura 1.3: Cadena de Fibonacci de generacién 7 obtenida a partir de una red bidi-
mensional cuadrada con constante de red a.

iteracion: Go = B, Gy = A, Go = AB,G3 = ABA, Gy = ABAAB, ...,.G; = G;_1G;_a,
donde A y B representas los dos tipos de enlace y G; la i-ésima generacién de la
cadena. En la Fig. (1.2) se presentan las primeras generaciones de esta cadena. Resulta
de particular interés para nuestros célculos la siguiente propiedad de la cadena de
Fibonacci:

Sea N el nimero total de enlaces, N = Ng(N) + Ng(N), donde N4(N) es el
nimero de enlaces con amplitud de salto t4 y Ng(N) el nimero de enlaces con am-

plitud de salto tg, entonces se cumple que

i NallV)

N N () =0, (1.2)

con o = (v/5+1)/2 la razén dorada.

Asimismo, es posible obtener la cadena de Fibonacci a partir de una cadena per-
iédica bidimensional, por ejemplo, a partir de una red cuadrada, llevando acabo la
proyeccién que se muestra en la Fig. (1.3). El procedimiento es el siguiente: se traza
una linea principal con pendiente 0!, luego se trazan dos lineas auxiliares paralelas
y a la misma distancia de esta, una a cada lado, pero de manera que la separacién
entre ellas sea igual a la magnitud de la diagonal de la red cuadrada, finalmente se

proyectan sobre la linea principal todos los puntos de la red que queden comprendidos
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entre las dos rectas auxiliares, obteniendo asi una cadena de Fibonacci.

1.3. Modelo de Amarre Fuerte

Hallar las funciones de onda y los eigenvalores para un electrén en un cristal pe-
riédico es un problema diffcil de resolver, debido a la interaccién del electrén con
un gran nuimero de iones y con el resto de los electrones que forman el cristal. Para
simplificar el problema se suelen hacer algunas aproximaciones. Una de estas es el
modelo de amarre fuerte (tight binding), que a continuacién describimos.

Por simplicidad vamos a considerar un cristal cuya base consta de un solo 4tomo.
En el modelo de amarre fuerte se supone que los 4tomos estdn muy separados entre
si, de manera que la interaccién entre vecinos es relativamente débil y los electrones
estdn fuertemente ligados a los 4tomos. En este caso las funciones de onda de los
electrones entre 4tomos vecinos practicamente no se traslapan, asf que estas estdn
muy relacionadas con funciones de onda de tipo atémico.

Denotemos por 9 a la funcién de onda del estado base de un electrén en un 4tomo
aislado, que se mueve en un potencial Vp(r) y cuya energia es Ey. De acuerdo con esta
aproximacion, la funcién de onda del electrén en el cristal la podemos escribir como

una superposicién de funciones de onda atémicas:
Pic(r) = ) akntho(r — Ra), (1.3)
n

donde Ry, es la posicién del n-ésimo 4tomo, k es el vector de onda y la suma corre sobre
todos los puntos de la red. Las constantes ay, quedan determinadas por el Teorema

de Bloch y la condicién de normalizacién:

Yic(r +T) = e Ty (r)

(1.4)
J k()Y (r)dr = 1,
con T un vector de traslacién del cristal, as{
y(r) = N71/2 Z e’ Rnypo(r — R), (1.5)

donde N es el nimero total de 4tomos en el cristal.
Representemos por V(r) al potencial periédico de la red cristalina. El hamiltoniano

para el electrén en el cristal lo podemos escribir como

H=Hy+H, (1.6)
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siendo Hy el hamiltoniano para un dtomo aislado y H' la diferencia entre energias

potenciales para el electrén en el 4tomo aislado y en el cristal:

Ho = —£92 4 Vy(r - Ry)

(1.7)
H' = V(r) - V(r — Ra).
La funcién de onda 1, (r) debe satisfacer la ecuacién de Schrédinger
Hy (r) = (Ho + H' )iy (r) = E(k)¥y(r), (1.8)
donde el valor esperado para la energia del electrén en el cristal estd dado por
Ui (r)H
B(k) = ff Jk ”’k()()jr (1.9)

sustituyendo las expresiones para 9 (r) y H obtenemos:

E(k) &H——Z{Ze’km" m>/¢ (r — Rm)H'1o(r — R )}. (1.10)

Debido a la periodicidad del cristal y a que la suma se realiza sobre todos los valores
de n, cada término de la suma sobre m nos da el mismo valor. El valor de la suma
sobre m es entonces N veces cualquier término de la suma. Tomemos por simplicidad

m = 0, as{

B(K) = Bo+ Y el Tr / W3(x) Hby (r — Ro)dr. (1.11)

El valor de la integral depende de la superposicién de dos funciones de onda de
dtomos separados una distancia |Rp|. Esto quiere decir que los términos de la suma
decaen muy rdpidamente al aumentar esta distancia, por lo que sélo tomaremos en
cuenta a los primeros vecinos. También supondremos que la funcion de onda 1 es es-
féricamente simétrica, como ocurre para metales alcalinos. Entonces podemos expresar

los eigenvalores de H como

=co— y g, (1.12)
<n>
con
g0 = Ep-a (1.13)
o = —/wa(r)H'wo(r)dr (1.14)
y
—/wa(r)H'dJO(r — Ry)dr, (1.15)

donde < n > nos indica que la suma se extiendo sélo a primeros vecinos.
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1.4. Meétodo de la Funcién de Green

A continuacién veremos, con algunos detalles, el método de la funcién de Green.
Este método nos permite obtener informacién acerca de los eigenvalores y los eigenvec-
tores de un operador lineal, hermitico, independiente del tiempo y que ademds tiene
un conjunto completo de funciones propias,

L(r)¢,(r) = Aoy (r), (1.16)

que satisfacen la condicién de ortonormalidad,

/ 61 (1) 6 (1) = b, (L17)

as{ como la relacién de completez,

> $a(r) o)) =8(r - 1), (1.18)

La funcién de Green independiente del tiempo puede definirse como la solucién de
la ecuacién diferencial inhomogénea

[z — L(r)]G(r,r';2) = §(r — 1), (1.19)

donde z es una variable compleja. Con el fin de facilitar los célculos introducimos las

siguientes definiciones en notacion de Dirac:

Pa(r) = (r|en), (1.20)
§(r—r)L(r) = (r|L|r'), (1.21)
G(r,r';z) = (r|G|1r'), (1.22)
Sr—r) = (r|r'), (1.23)

con lo cual podemos escribir
Lid,) = Aal$n), (1.24)
(6nbm) = Onm (1.25)

y

S dal+ [ drf]om )| = 1. (1.26)

donde la suma se extiende sobre las funciones asociadas al espectro discreto de energfa

y la integral sobre el espectro continuo (si lo tiene). Veamos en esta notacién como
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queda la Ec. (1.19),

[z = L(r)]G(r,r’;2) = (r]2G|r") - /5(r —1")L(r)G(r',x"; 2)dr”

<r|zG|r'>—/<r|L|r"><r"|G|r'>dr"
= (rl(z=L)G|7"),
por otra parte
& - L)JG(r, 5 2) = 6(r — ') = (x| '),

de donde obtenemos finalmente
(z—L)G=1. (1.27)

Si los valores propios de z — L son diferentes de cero, (z # A,), podemos escribir
la funcién de Green como
|6 ) (n / 1| G ) P |
Gl(z) = Wn/i¥nl dn/ L Al | 1.98
SR i vl (125)
Ahora, debido a que L es un operador Hermitico todos los A, son reales, por lo tanto
si Im{z} # 0 tenemos que z # {\,}, lo que significa que G(z) es una funcién analitica
en el plano complejo con excepcién de los puntos sobre el eje real que corresponden
a los valores propios de L. Si z = A, donde \ pertenece al espectro continuo de L,
G(r,r’; z) no est4 bien definida, ya que la integral de la Ec. (1.28) tiene un polo. Sin
embargo podemos definir G(r,r’; z) por medio del siguiente limite:

G(r,v';z) = lim G(r,r'; A £ is), (1.29)

s—0+

donde X pertenece al espectro continuo. Las funciones G*(r,r’;z) y G7(r,r’; 2) estdn

relacionadas de la siguiente forma:
G (r,r';2) = [GT(r,1'; 2)]". (1.30)

Usando la Ec. (1.28) y la siguiente identidad:

lim -
y—0+ T £y

_P (i) T imé(z), (1.31)
podemos expresar la discontinuidad G'(/\) =G*(\) — G~(A) como

GO = =271 80 = An)| (8| = 21 [ dn'6( = M) B} (], (132)
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En la representaci6n del vector de posicién y usando las Ecs. (1.28) y (1.31), obtenemos

los elementos de matriz de la diagonal principal [10]

GErr)) = P {Z D) | [ gy B0 }

+in {Za(A a0 ()

n

+ /dn'é()\ - )\n:)qbn,(r)qb;,(r)} . (1.33)
La densidad de estados (DOS) por unidad de volumen est4 dada por
PN = 350 = Mon(r)h(o) + [ SO = Al @E(E), (134
usando las Ecs. (1.32) y (1.33) la podemos expresar finalmente como
p(r:N) = F - Im{G*(r,T: )} (1.35)

1.4.1. Teoria de Perturbaciones y Funciones de Green

La teorfa desarrollada en la seccién anterior se puede aplicar directamente a la
ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo simplemente realizando las sustitu-

ciones L - H y A — F, es decir,

[E - H(r)¥(r) =0, (1.36)

mientras que la funcién de Green respectiva satisfacers la ecuacién

[E — H(r)|G(r,v'; E) =6(r — 1'). (1.37)

Consideremos el caso en que el hamiltoniano H se puede escribir como la suma de
un hamiltoniano Hp, cuya funcién de Green es Gy y es tal que podemos obtener sus
eigenvalores y sus eigenfunciones de manera sencilla, y un hamiltoniano H; que serd

considerado como una perturbacién, es decir,
H = Hy + H,. (1.38)
Denotemos por Gy v G a los operadores de Green correspondientes a Hy y H,
Go = (z — Hp) ™, (1.39)

G=(z—H)™, (1.40)
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ahora,
G = (z—Hy—-H)™
= [1— (2= Ho) "Hi] (2 — Ho) ™!
= [1-GoH] Gy, (1.41)

expandiendo el operador [1 — GOH[]‘1 en serie de potencias obtenemos

G = Go+GoHGo+ GoH,GoH,Gy + ---
= Go+ GolH + HiGoH; + ---|Go
= G0+G0{H1[Go+G0H1G0+--']G61}G0

= G0+G0{H1GG61}G0
= Go+ GoTGy, (1.42)
donde
T = HGG;!
= HG(z - H,) (1.43)

es un operador importante en teorfa de dispersién. Esta ecuacién es vélida siempre
que z # E,, donde E, son los eigenvalores de H, esto le proporciona al operador T

estructuras analfticas parecidas a las de G. En el caso de que 2z = E,, se define
T* = HG*(E - Hy), (1.44)

de esta manera, mediante el estudio del operador T' podemos obtener tanto los eigen-

valores del espectro discreto como la DOS del espectro continuo de H. De la Ec. (1.36)

tenemos que

(E — Ho)| ¥*) = H| ¥*) (1.45)
con solucién

| U*) =|®) + Gy Hi| T*), (1.46)
donde |®) satisface (E — Hp)| ®) = 0 y que es bésicamente la ecuacion de Lippman-
Schwinger [11].

1.4.2. Expansién Renormalizada en Teorfa de Perturbaciones (RPE)

Sea H un hamiltoniano de amarre fuerte,

H = Ho + H), (1.47)
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. . . . .
. . . . .
° n Tle m °
. l . . .
. . . ° °
) ° ° ° °

Figura 1.4: Ejemplo de una trayectoria de cinco pasos que conecta los sitios [ y m de
una red cuadrada.

donde
Ho= S el 1)1 (1.48)

{

Hi=tY |l){m]. (1.49)

m)

Considerando H; como una perturbacién podemos hacer uso de los resultados en

la seccién anterior para la encontrar funcién de Green de H, para esto, partiremos de
la Ec. (1.42)

G =Gy+ GoH,Gy + GoH,GoHIGy + - -,

la cual podemos reescribir como

G(l,m) = Go(l,m)+ Y Gol(l,n1)Hi(n1,n2)Go(ng, m)

ny,ng
+ Z Go(l,n1)Hi(n1,n2)Go(nz, n3) Hi(ns, na)Go(ng, m) + - -+,
e (1.50)
de la Ec. (1.48) obtenemos que
GO(nlan2) = 5711,”200(”1)) (1-51)

donde Gy(n1) es un elemento de la diagonal principal del operador Gy correspondiente
a Hp, ademds, Hj(ny, nz) es diferente de cero solo si nj y ng son primeros vecinos. Con

estas consideraciones la Eq. (1.50) puede ser simplificada como

G(l,m) = 6,mGo(l) + Go(1)tGo(m)dimr1 + Y Go()tGo(m1)tGo(m) +--- . (1.52)
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La expansién anterior puede ser més fdcilmente visualizada si se escribe en términos de
todas las posibles trayectorias en la red empezando de [ y terminando en m con pasos
conectando un sitio de la red con el sitio vecino més préximo, Fig. (1.4). Entonces hay
una correspondencia uno a uno entre los términos en (1.52) y el conjunto de todas las
trayectorias, donde la trayectoria més general empezando de ! y terminando en m es
construyendo una trayectoria cerrada auto-permitida, es decir ningtn sitio es visitado

en més de una ocasién. Tomando todo esto en cuenta G(I,m) toma la forma:
G(l,m) = Z G (1, 1) tG(n1, m[l])tG(ng, na[l, m])t..tG(m, m[l,n1 ng, ...]),  (1.53)

donde la suma se realiza sobre todas las trayectorias autopermitidas empezando de ! y
terminando en m, [l — ny — ny — ... » m y donde el simbolo [!] indica que al evaluar
G(n1,n1]l]) debemos excluir aquellas trayectorias que pasen por el sitio . A partir de

la ecuacién anterior se pueden encontrar los elementos diagonales como
G (1) = Go(l) + > G(1,1)tG(ny, ma[l))t...Go (1), (1.54)

en este caso la sumatoria se extiende sobre todas las trayectorias autopermitidas em-

pezando y finalizando en ! [10]. Rescribiendo la ecuacién anterior obtenemos que
G(l’l) = Go(l) +G(Z7Z)A(Z)G0(l)7 (155)

donde
A(l) =) " tG(ny, ml])t... (1.56)
asi, resolviendo para G (l,!) se tiene finalmente

Co(l) = ! (1.57)

L z)= .
Gl 52) 1-Go,(DA(L2)  z—e— Al 2)
Las expansiones (1.53), (1.54), (1.56) y (1.57) para G(I,m), G(l,l) y A(l) son las

llamadas expansiones renormalizadas en teorfa de perturbaciones (RPE) [10].

1.4.3. EIl Método RPE Aplicado a una Red de Bethe

Como ejemplo de la aplicacién del método RPE calculemos la funcién de Green
para un sitio [ de una red de Bethe. Las redes de Bethe son artefactos matematicos
que se emplean para estudiar las propiedades de diversos sistemas fisicos. Estas redes
se caracterizan por no presentar trayectorias cerradas y por preservar la coordinacién
local Z, o bien la conectividad K = Z — 1. En la Fig.(1.5) se muestra un ejemplo de
una red de Bethe con coordinacién Z = 4. Consideremos una red de Bethe con dos

tipos de sitios con energfas €; y €2 respectivamente, podremos calcular la funcién de
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Figura 1.5: Representacién de una red de Bethe con coordinacién Z = 4 y con dos
tipos de sitios cuyas energfas son e; = U y €5 = V, respectivamente.

Green en un sitio [ de la red (con energfa ¢;) usando el método RPE de la siguiente
manera:

1

; = 1.
G.LE) = 5= Ry (158)
donde, de la Ec. (1.56), tenemos que
A(E)= (K + 1)t*G(L+ 1,1 + 1]I]; B), (1.59)
andlogamente,
1
l l I; F) = , 1.60
Cl+1, I+ 10 E) E—g 41— K2G(l+2,1+ 2] +1; E) (1.60)
y
1
G(l+2,l+2[l+1;E) = (1.61)

E—cg90— Kt2GUI+ 3,1+ 3l +2; E)’

ahora nos preguntamos lo siguiente, considerando que la red es infinita, ;que es lo que
ve el sitio [ + 3 en la direccién libre?, la respuesta es que serd exactamente lo mismo
que ve el sitio [ + 1 en la misma direccidén, por lo que ambos sitios serdn equivalentes

y entonces tendran la misma funcién de Green, es decir,

Gl +3,l+3[l+2;E)=G(l+1,l+1[I]; E), (1.62)

asf, tendremos el siguiente sistema de ecuaciones:
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1
E—c1— K2G(l+ 2,1+ 2[L+1]; E)’

G(l+1,l+ 1[I E) = (1.63)

1
E—¢g0— K2G(L+ 1,1+ 1[I; E)’
Para facilitar la notacién y resolver este sistema de ecuaciones hagamos G+ = G(I +
LI+ 11 E) y Giy2 = G(L + 2,1+ 2[l + 1]; E). De esta manera, el sistema a resolver

sera:

Gl+2,l+2[l+1];E) = (1.64)

Gi+1(E — 141 — K2Grea) =1, (1.65)

Gi42(E — 142 — K£2Gi11) = 1, (1.66)

cuya solucién es

(E — 61+1)(E - 61+2)

Gy = 2Kt2(E — g141)
NE e PE-an - 4PE —an)E-cua) (o
2Kt2(E —e141) ’
. — (E-an)(E-ay)
42 2Kt?(E —g140)
+ V(E = €141)%(E — e142)? — 42(E — 141) (E — €142 . (1.68)

2Kt2(E - 8[+2)

Sustituyendo G4+ en la Ec. (1.59) obtenemos lo siguiente:

AGE) = (K+1D)t2GUL+1,1+1[I; E)
_ (K +1) 3
= m[w —err1)(E — €iy2)

/(B - 141)2(E — €142)? — 482(E — e111)(E —e142)],  (1.69)

por lo que al sustituir esta expresién en la Ec. (1.58) obtenemos la funcién de Green

para el sitio I de la red,

G(LLE) = 2K(E —¢e141)/{2K(E —€))(E —e141) — (K + 1)[(E —141)(E — €142)
+£1/(E — e141)2(E — e132)% — 482(E — e111) (E — e142))}- (1.70)
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Densidad de estados

Figura 1.6: Densidad de estados para una red de Bethe donde cada punto tiene cuatro
vecinos cercanos. Las auto-energias de sitio son €1 = 0,5 y e = 0,5.)

Ahora, sean €1 = €)49 = €1 ¥ €141 = €2, asi finalmente obtenemos que

G(LLE) = 2K(E —e2)/{2K(E —e1)(E — £) — (K + D[(E ~ e1)(E — &)
+/(E —€1)(E — €2)? — 412(E — 1)(E — £2)]}. (1.71)

El espectro consistird en dos sub-bandas cuyos bordes se determinan calculando los

ceros de la raiz cuadrada que aparece en la ecuacién anterior; la inferior se extenderd

desde 1(e1 +e2) — \/%(61 — £2)? + 4Kt? hasta €2, mientras que la superior lo hara

des de e hasta §(e1 +€2) + \/%(51 —£2)? + 4Kt?. La importancia de estos intervalos
radica en el hecho de que es en ellos donde existird una densidad de estados (DOS)
diferente de cero, pues es ahi donde la funcién de Green tendrd parte imaginaria. La

DOS correspondiente para los sitios con energia ¢; (i = 1,2) serd
1 .
pi(E) =~ Im{G(5, i, B)). (1.72)
Para el caso periddico en el que €1 = €5 = €, la funcién de Green serd

2K
(K —1)(E —e0) + (K +1)/(E — €)% — 42

En la Fig. (1.6) se muestra una grafica de la DOS en funcién de la energia pare

G(,LE) = (1.73)

una red de Bethe con Z = 4, la cual puede asociarse a una red cuadrada con sitios

alternados.



Capitulo 2

Modelo de Hubbard

Por medio de la aproximacién del electrén independiente, la teoria de bandas ha
podido explicar muchas propiedades de los sélidos, entre ellas, la diferencia que existe
en la conductividad eléctrica entre un metal, un semiconductor y un aislante. Sin
embargo, la teoria de bandas no considera la correlacién entre los electrones en un
cristal, larazoén es inherente a la aproximacion del electrén independiente. Sin embargo,
esta teorfa no niega la interaccién electrén-electrén sino que la reemplaza por una
interaccién promedio mediante la aproximacién de Hartree-Fock, en la cual se asume
que el movimiento de un electrén es estadisticamente independiente a los demds. La
aproximacién de Hartree-Fock toma un solo electrén y a los restantes los considera
como una contribucién al potencial promedio en el cual el electrén se mueve, lo cual
conduce a una ecuacién integro-diferencial autoconsistente.

Describir, en forma completa, la interaccién electrén-electrén (e-e) dentro de un
s6lido es un problema complicado, obviamente existe interaccién e-e directa de tipo
coulombiano, sin embargo los electrones en un sélido pueden interactuar “indirecta-
mente” por medio de algunas excitaciones elementales; tal es el caso de la interaccién
e-e mediada por fonones, la cual puede analizarse a través del hamiltoniano de Frohlich
[12].

Una de las formas més simples y generales de estudiar la correlacién electrénica es
a través del modelo de Hubbard [5], puesto que dicho modelo incluye implicitamente
los efectos de todo tipo de interacciones electrénicas por medio de los pardmetros de su
hamiltoniano. Entre la serie de fenémenos que, para su explicacién, requieren tomar en
cuenta la correlacién entre los electrones podemos mencionar: la formacién de ondas
de densidad de carga [13], las ondas de densidad de espin [14] y la superconductividad
de alta Tc [15], entre otros.

17
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2.1. Hamiltoniano de Hubbard

Con el fin de introducir este modelo, consideremos el hamiltoniano para un sistema
de N electrones,

¥
H = h+p, (2.1)

donde r; indica la posicién del i-ésimo electrén y A(r;) es el hamiltoniano de una
particula, es decir, contiene la energia cinética mas todos los potenciales de interaccién
de una particula. El término v(r; — r;) contiene la interaccién entre dos cuerpos.
Para pasar el hamiltoniano de la Ec. (2.1) al lenguaje de nimero de ocupacién
veamos algunos aspectos de este formalismo. En segunda cuantizacién los estados del

sistema son de la siguiente forma [16],

Bhy ke = 1Moy My e ), (2.2)

donde n; es el niimero de particulas en el estado de una sola particula ¢, (r). Es claro

que se satisface la relacién

> ni=N. (2.3)

Todos los operadores en este formalismo se pueden escribir en términos de operadores

de creacién y aniquilacién, C}L y ¢, cuya definicién estd dada por

dlng,. .Y = (CDEZ(—m)|ny,. e+ 1,0, (2.4)
cGlny,...,ng,...) = (—1)Eini|n1,...,ni—1,...), (2.5)

donde
(~1)&s = (-phemereimal, (26)

es decir, cz y ¢ tienen la propiedad de que si actian en tal secuencia que su efecto es el

intercambio de dos particulas, la funcién de onda cambia de signo, como corresponde
para el caso de fermiones. Adem4s, estos operadores no son hermiticos (cf = (¢;))N),

por consiguiente no son observables, sin embargo su producto si lo es y se le conoce
como operador de nimero,

A = czq, (2.7)
y su eigenvalor es el numero de partfculas, o nimero de ocupacién, en el estado ¢ (r).

Los operadores c}L y ¢; obedecen las siguientes reglas de anticonmutacién para fermiones
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[17]:

{C‘ia C;} = 6i,j7
{C‘iu C]} = 0 (28)
{cl, ]} = 0.

Veamos ahora como se expresa el hamiltoniano de la Ec. (2.1) en términos de los

operadores que hemos definido. El primer término es la suma de hamiltonianos de una

particula, y sus elementos de matriz estdn dados por

hij = (& || é; ), (2.9)

por lo tanto, el hamiltoniano lo podemos escribir en segunda cuantizacién como
il = Z hi'jCICj. (210)
,j

Lo anterior es facil de verificar, ya que si dos operadores tienen los mismos elementos

de matriz, entonces los dos operadores son iguales:

(07--->1i7---|;7«|0,~-~,1j,---> = Zhi"j’<0""’1i""| CI,CJ-I|0,...,1]',...>

o
i,

= Y huybisly

1/ 7

= hi;. (2.11)

De manera muy similar se puede demostrar que el operador de dos cuerpos
.1
=5 Z v(r; —rj) (2.12)
i#£]

queda en segunda cuantizacién de la siguiente forma:

=3 Z hi g mnChel emen, (2.13)
k Lmn
donde
hitmn = ( Gk 9] G ), (2.14)
por lo que finalmente el hamiltoniano de la Ec. (2.1) lo podemos escribir como
H= Z R mclem + 5 Z hie L ChCl CmCn. (2.15)
k,l,m n

Consideremos ahora nuestro sistema de NV electrones dentro de una red cristalina.

De acuerdo con el Principio de Exclusién de Pauli, en cada uno de los sitios de la red
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puede haber a lo més dos electrones, necesariamente con espines opuestos. Haciendo

explicito este hecho, y mediante una discusién anédloga a la anterior obtenemos la

siguiente expresién:

H= Z hl'mclT,Ucmva + Z hk:l:m,ncl,aclT,—aC’n:—Ucn,U) (216)

Im,o kil mmno

donde cj-,a (i) es el operador de creacién (aniquilacién) de un electrén con espin o
(0 =1,1) en el sitio i de la red.

Una forma sencilla de trabajar con este hamiltoniano es haciendo las siguientes dos
aproximaciones. En la primera se supone que h; , decae rdpidamente con la distancia,
de esta manera, los tinicos elementos de matriz que debemos considerar son aquellos
que relacionan los sitios vecinos més cercanos,

hlmz

’

(2.17)

ti,m para (I,m) vecinos més cercanos
0 otro caso.

En la segunda aproximacién suponemos que la interaccién electrén-electrén es apan-
tallada cuando los electrones est4n muy retirados entre sf, de esta forma, la contribu-
cién dominante en el segundo término de la Ec. (2.16) aparece cuando los dos electrones

se encuentran en el mismo sitio,

Pk tmmn = { U silk=t=m=n) (2.18)

0 otro caso.

Teniendo en cuenta estas aproximaciones, obtenemos finalmente la versién mds simple
del hamiltoniano de Hubbard,

H= Z ti,jclyacj,a + UZ (R (2.19)
(ig).o i
donde () indica que la suma se extiende tnicamente a primeros vecinos, t;; es la
integral de transferencia entre el sitio ¢ y 7, U representa un potencial de interaccién
entre electrones en el mismo sitio mientras que n;, = czT,ac,-,o simplemente cuenta el
numero de electrones con espin ¢ en el sitio 7 de la red.

El modelo de Hubbard ha sido intensamente estudiado haciendo uso de la aproxi-
macién del campo medio [18], el método de los bosones esclavos [19, 20], la técnica
de Monte Carlo [21] y el grupo de Renormalizacién [22], entre otros métodos, y se
ha resuelto en forma exacta solamente para el caso de una dimensién con la banda
semillena [23|, mostrando que el estado base es un aislante para U # 0 y un conductor
para U = 0, es decir, hay una transicién de Mott en U = 0.

La teoria de campo medio consiste en reducir el problema de muchos cuerpos a

uno de Fock, cuya idea fundamental es sustituir la energfa potencial de la interaccién
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de los electrones por una energfa potencial de la forma 3, U;(r;), que representa la
energia de interaccion del i-ésimo electrén en cierto campo efectivo que caracteriza
la accién de todos los demds electrones y en el cual cada electrén se mueve en forma
independiente. Sin embargo, se sabe que esta aproximacién reproduce razonablemente
solo el estado base del sistema pero no es capaz de describir las fluctuaciones en la
correlacién electrénica.

El método de los bosones esclavos ha sido un avance importante en el estudio del
modelo de Hubbard, a pesar de que sigue perteneciendo al grupo de aproximaciones
del tipo de campo medio, excepto que el promedio se realiza en un espacio de Hilbert
aumentado [24]. La técnica de Monte Carlo es un método estadistico que est4 limitado
a cimulos pequenos de dtomos [25]. La técnica del Grupo de Renormalizacién con-
siste en despreciar los estados lejanos al estado base y quedarse solamente con los més
cercanos, por consiguiente muchas veces la solucién carece de precisién. Finalmente,
la diagonalizacién exacta sigue siendo el método mds deseado, sin embargo se aplica
solamente a sistemas de pocos dtomos, ya que la dimensién de la matriz del hamil-

toniano aumenta exponencialmente con el nimero de sitios y el nimero de particulas

26, 27].

2.2. Hamiltoniano de Hubbard Extendido

El descubrimiento de los materiales cerdmicos superconductores de alta temper-
atura de transicion ha conducido a reconsiderar las propiedades fisicas del modelo
de Hubbard, principalmente porque los superconductores de alta temperatura critica
pertenecen a la familia de 6xidos de metales de transicién, para los cuales se sabe
que una descripcién de amarre fuerte con fuertes correlaciones electrén-electrén es
m4ds apropiada que una descripcién en términos del electrén casi libre. El éxito del
hamiltoniano de Hubbard se debié a que podia explicar las propiedades magnéticas
de los ¢xidos metalicos de transicién [28]. Estos 6xidos se caracterizan por que sus
4tomos contienen electrones d, los cuales forman bandas d relativamente angostas. La
banda d estd parcialmente llena y es, en principio, la responsable de las propiedades
magnéticas de los materiales. La fuerte polarizacién de los oxigenos que conduce a la
formacién de pequernios polarones (electrones rodeados por la deformacién local que
induce en la red y que se extiende sobre una regién del orden de la constante de la
red) y bipolarones en algunos 6xidos metélicos, tales como Ti407 y LiTi204, podria
tomarse en cuenta agregando al modelo de Hubbard un acoplamiento entre la red y los
electrones [29]. Tal acoplamiento de los electrones con la red da lugar a una interaccion
atractiva de corto alcance que compite con la repulsién coulombiana y puede conducir

a una interaccién interatémica atractiva, la cual puede introducirse ficilmente en el
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modelo de Hubbard. En la aproximacién de las interacciones entre primeros vecinos

solamente, el nuevo hamiltoniano puede escribirse como:

v
H= Z tijc:acj’g + UZ n; 1Ny, + 5 Z 7Ny, (2.20)
(ig)o i (i.9)
donde n; = n;; 4+ n;1 es la ocupacién electrénica total del sitio i y V es la interaccién
interatémica entre dos electrones, uno situado en el sitio 7 y el otro situado en el sitio

vecino j. Al hamiltoniano dado por la Ec. (2.20) se le conoce como hamiltoniano de
Hubbard Extendido.

2.3. Modelo Generalizado de Hubbard

Ademds de la interacciones mencionadas anteriormente, resulta natural esperar
que la amplitud de salto t;; dependa de la ocupacién de los sitios ¢ y j, esto lo
podemos hacer explicito en el hamiltoniano agregando un término de transferencia
que sea diferente de cero cuando alguno de los sitios, o ambos, esté ocupado por un
electrén necesariamente con espin opuesto al que se est4 moviendo. El hamiltoniano

generalizado de Hubbard considera esta dependencia y se escribe como [30]:

H= Z ti'jc;',acj,g + UZ ning) + % anj + Aty Z c;"acj,g(n,’,_a + 15 o),
(Li)e i (0.3) (i.3)e

(2.21)
donde Aty es la energfa extra que nos cuesta llevar un electrén del sitio [ al sitio m
cuando la ocupacién de alguno de estos es diferente de cero. Este hamiltoniano ha sido
resuelto por distintos métodos, por ejemplo se ha aplicado el Método del espacio de
Estados y su Mapeo a sistemas diluidos y de baja dimensionalidad [31, 32, 33]. Este
método consiste en dar una representacién geométrica de la configuracién de estados
del sistema, donde se trabaja con un hamiltoniano de amarre fuerte, la cual se proyecta
en una direccién en la que exista simetria traslacional de las impurezas, logrando asi

reducir la dimensionalidad del sistema.



Capitulo 3

Sistema de Dos Particulas
Correlacionadas en una Cadena

de Fibonacci

La correlacién electrénica en los sélidos es un problema de gran interés y de suma
complejidad. Dentro de este campo de investigacién destaca el estudio de la formacién
local de pares de electrones, ya que se cree que es relevante para explicar una variedad
de fendmenos en los materiales, tales como las propiedades no convencionales de los
materiales superconductores. De hecho, la existencia de pares de Cooper, en los cuales
dos electrones con vectores de onda y espines opuestos forman un estado apareado, es
la base de la teorfa BCS de la superconductividad.

Si bien solo consideramos un sistema diluido con una dimensionalidad baja, el
objetivo es obtener el comportamiento cualitativo del apareamiento electrénico en una
cadena cuasiperiédica y comparar los resultados con los correspondientes para una
cadena periédica y una binaria. En particular vamos a analizar la interaccién de un
sistema de dos electrones antiparalelos (1]) en una cadena lineal infinita estudiando
la energfa de amarre (A), la cual se calcula a partir de la diferencia entre el estado
ligado de mds baja energfa y el estado no ligado localizado en el borde de la banda, y
haciendo uso del modelo generalizado de Hubbard. Este estudio se lleva acabo usando
el método del espacio de estados y su mapeo as{ como de la técnica de la funcién de

Green y su expansién renormalizada en teoria de perturbaciones (RPE) [34].

3.1. Meétodo del Espacio de Estados y su Mapeo

Con el fin de dar una descripcién del método del espacio de estados, consideremos

el caso particular de un sistema de dos electrones antiparalelos en una cadena periédica

23
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O—O0—0O0—-~0

Figura 3.1: Dos electrones con espines antiparalelos en una cadena lineal periédica con
4 sitios.

finita, en este caso con cuatro sitios, Fig. (3.1). Los posibles estados de este sistema

son los siguientes,

|1) = |£000), |9) =|-0+0),

|2) = |+ —00),|]10) = |0 — +0),

13) = |+0—0),]11) =]00 £ 0) ,

[4) = |+00—), |12) = (00 + —),

|5) = |-+ 00),]13) = |-00+),

|6) =10+ 00),|14) = |0 — 0+),

|7) =10+ —0),|]15) =00 - +) ,

|8) =10+ 0-),|16) = |000+), (3.1)

donde el signo + (—) representa un sitio con un electrén con espin hacia arriba (hacia
abajo), es decir, la componente z del espin del electrén es 1/2 (—1/2), el signo +
representa un sitio con dos electrones, uno con espin hacia arriba y otro con espin
hacia abajo, mientras que 0 representa un sitio vacfo.

El modelo generalizado de Hubbard, Eq. (2.21), asocia a cada uno de los estados del
sistema una autoenergfa que depende de la configuracién electrénica. La contribucién
de dos electrones en el mismo sitio es U, mientras que la de dos electrones en sitios
vecinos es V. A continuacién se dan algunos ejemplos de estados posibles del sistema

y de sus autoenergfas asociadas,

I+0—0) — 0,
l+-00) — V,
14£000) — U.

El modelo generalizado de Hubbard también establece una conexién entre estados del
sistema cuando la forma de pasar de uno a otro sea mediante el salto de un electrén

a un sitio vecino, por ejemplo,

[04+0-) «— |0+ —0) con amplitud de salto t,
0+ —0) «— |0£00) con amplitud de salto t + Atg.
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t+Ate  [t+aAto .
H—Ata t+Ato t
t+Ata t+Ato
t+Ate t Ato

Figura 3.2: Espacio de estados para el sistema de dos electrones en una cadena lineal
periédica con 4 sitios. También se muestra su proyeccién a una cadena lineal con
amplitudes de salto efectivas.

El método del espacio de estados y su mapeo consiste en dar una representacién
geométrica de la configuracién de estados, Ec. (3.1), mapeando el problema de muchos
cuerpos a uno de un solo cuerpo, pero en una dimensién mayor. Esto lo podemos
hacer colocando cada uno de los estados del sistema en una red bidimensional, donde
los estados estdn conectados entre si. En la Fig. (3.2) se muestra la red de estados
para el sistema de dos electrones en una cadena lineal con 4 sitios. En esta red la tinica
energia potencial es la debida a la configuracién interna de cada estado, mientras que
las dnicas amplitudes de transicién posibles entre estados son t y ¢+ Atg, de manera

que la dindmica del sistema queda descrita por el siguiente hamiltoniano:

Hap =) ti;blb; + Ze blb, (3:2)

{i.)
donde t; ; es la amplitud de salto entra el estado |i) y el |5) , el operador bI crea el estado
de muchos cuerpos |¢) mientras que b; lo destruye y finalmente ¢; es la autoenergfa del
estado [1) y toma los valores U, V y 0. El hamiltoniano de la Ec. (3.2) tiene la forma
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de un hamiltoniano de amarre fuerte para una sola particula, de manera que hemos
pasado de un sistema de dos particulas en una cadena lineal con cuatro sitios descrito
por el modelo generalizado de Hubbard, a un sistema de una sola partfcula en una red
bidimensional descrito por un hamiltoniano de amarre fuerte.

En general el método del espacio de estados mapea el problema original de mu-
chos cuerpos con interacciones entre particulas en el mismo sitio, en sitios vecinos
y en una red d—dimensional, a un problema de una sola partfcula pero en una red
nd—dimensional con impurezas, siendo n el nimero de electrones en el sistema origi-
nal [6].

Una forma de trabajar con la red de estados es proyectdndola en alguna direccién
en que exista simetrfa traslacional de las impurezas, obteniendo una red de menor
dimensién pero con estados y pardmetros de salto efectivos. En la Fig. (3.2) podemos
ver la direccién que cuenta con estas caracteristicas asf como la cadena lineal con au-
toenergias y amplitudes de salto efectivas. Para calcular las autoenergias consideremos
el siguiente estado efectivo (representado por elipses) a lo largo de una diagonal con

energia ¢;,
1 .
Uy =—=Y &KLy, 3.3
We,) WXI: 1) (3-3)

por lo que para encontrar las autoenergfas efectivas calculamos el elemento de matriz

diagonal del hamiltoniano de la Ec. (3.2) obteniendo lo siguiente:
EEi = <\Il5i| HAF |\Il€¢>

_ 1 iK-(1-m) 1 K-(1-m) 5.
=72 U ™eab o Y tige Sim

lm <il>m

=&;. (34)

En la ecuacién anterior podemos observar que el término que contiene las am-
plitudes de salto desaparece, esto debido a que las sumas corren sobre todos los N
estados de una misma linea por lo que ninguno serd vecino del otro. De manera similar
encontramos las amplitudes de salto efectivas calculando ahora el elemento de matriz

del hamiltoniano de amarre fuerte entre estados efectivos de lineas vecinas:
Bi,j = <\I’e.'| HAF |\Il£j>
1 K- (1—m) 1 K- (1-m)
= — * m+ = t; me , 3.5
NZe €18y, +1V Z [;m€ (35)
ILm <l,m>

donde ahora el primer término es cero debido a que las sumas se realizan sobre lineas
vecinas, por lo que [ y m nunca coinciden. Para el estado base del sistema K = 0, por
lo que sumando sobre las amplitudes de salto obtenemos la siguiente expresién para la

amplitud de salto efectiva entre la diagonal principal y una de las lineas adyacentes:
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1
Bi; = N Z tim
<lm>
1

= 31t + Ato) + (£ + Ato) + (¢ + Ato) + (£ + Ato)

+ (t + Ato) + (t + Ato)]
=2t + 2At,

donde 8 =2t y By = 2Atp.

Hasta ahora hemos considerado una cadena con solo cuatro sitios, sin embargo,
la consecuencia al considerar cadenas mas grandes es darle al sistema un nimero
mayor de estados posibles por lo que el espacio de estados aumentaré su tamano y en
consecuencia también lo hard la cadena de estados efectivos, sin embargo, los estados
que se agregan se sumaran a los ya existentes respetando el orden y las caracteristicas
de crecimiento de la red aquf estudiada.

Utilizando el método RPE, Eq. (1.56,1.57), se puede encontrar la funcién de Green

en el sitio (I) ocupado con la energia U en el estado base de la siguiente manera:

GLE) = .
E-U-2B+8,)"G(l+1,1+1]l];E)
1
T E-U- 2(8+8,)° ’ (3.7)
E—V—%(Ei\/E2—4ﬂ2)
donde
1
GU+1,l+1[];E) =
( Ui E) E-V-p*G+2,l+2[l+1];E)
_ 1 , (3.8)
E—V—%(E:E\/E2—4ﬁ2)
1
GUl+2,l+2[l+1];E
Cr2t+2l+1BE) = ppeursirsis2.B)
E++/E?—48
= 3.9
25 (3.9)
y
GU+3,1+3[1+2;E)=Gl+2,1+2[l+1];E). (3.10)

A partir de los polos de la Ec. (3.7) y utilizando la condicién E? > 482 se puede

obtener una ecuacién para las energias de los estados ligados como

(14 ko)* 2
T—u— =0, paraz” > 1, 3.11
T—wFVz? -1 P ( )
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OA-O—"2—0C420

Figura 3.3: Dos electrones con espines antiparalelos en una cadena binaria.

donde se realizaron algunos cambios de variable como z = %, U = %,w = %, B =23

y ko = %‘l Dentro de la condicién £ < 0 se puede definir la energia de amarre como

A = —1 — z para obtener

(14 k,)?
1+ A+w+,/(1+A)* -1

1+A+u-—

=0; A>0. (3.12)

Tomando como referencia A = 0 se puede encontrar la siguiente condicién de apareamien-
to:

A+w)(l+w) —1<k. (3.13)

Esta condicién de apareamiento coincide con la obtenida para una temperatura critica
distinta de cero en la teorfa BCS para un modelo de estados de densidad constante en
el lfmite de baja densidad [30, 35].

3.2. Método del Espacio de Estados Aplicado a la Cadena
Binaria

En esta seccién calcularemos la condicién de apareamiento para dos electrones en
una cadena binaria, la cual tiene dos tipos de amplitudes de salto, t4 y tg, alternadas
entre sf. Para esto usaremos el modelo generalizado de Hubbard, el método del espacio
de estados asi como RPE. Sé6lo con el fin de visualizar el problema consideremos una
cadena binaria con cuatro sitios, Fig. (3.3), la cual tendrd una configuracién de estados
electrénicos igual a la Ec. (3.1), la diferencia con el caso periédico la encontraremos en
el espacio de estados, Fig. (3.4), donde podemos observar los dos tipos de amplitudes
de salto.

Es importante recalcar que la dindmica del espacio de estados ya no es gobernada
por el hamiltoniano generalizado de Hubbard, sino por un hamiltoniano de amarre
fuerte, por lo que hemos pasado de un sistema de dos electrones en una dimensién
a otro de una particula pero en dos dimensiones. Para resolver el inconveniente del
incremento en la dimensionalidad del sistema proyectamos la red en una direccién en
la cudl exista simetria traslacional en las impurezas de sitio. Estrictamente hablando

tal direccién no existe para nuestro sistema, esto debido a que tenemos dos amplitudes
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Figura 3.4: Red de estados para el sistema de dos electrones con espines antiparalelos
en una cadena binaria de cuatro sitios. En esta se muestran tanto las autoenergias
como las amplitudes de salto entre estados. La flecha indica la direccién en que existe,
para t4 = tg, simetrfa traslacional en las impurezas de sitio, por lo que al proyectar
la red de estados en esta direccién obtenemos la cadena lineal que se muestra, la cual
contiene impurezas tanto de salto como de sitio.
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de salto distintas, sin embargo, bajo la condicién t4 = tg tenemos, aproximadamente,
una direccién que cuenta con simetrfa traslacional, la cuél se indica con una flecha.
El problema ahora es encontrar las amplitudes de salto efectivas, para lo cual

consideremos el siguiente calculo:
B = (Ve Har | Te,)

_ 1 K- (1-m) 1 iK-(1-m)
= N IZ”L:B 615[’7,1 + N Z t[,me

<l,m>
=% Z tl,m

<l,m>

1
= ]_V[(tA + Atg) + (ta + Atg) + (tg + Ato) + (tg + Ato)

+ (ta + Ato) + (ta + Atg) + -]
=ta+tg + 2At
= Bp + Bo, (3.14)

donde g =ta+tp y By = 2Atg.

Lo que sigue es calcular la condicién de apareamiento para la red de estados y
amplitudes de salto efectivas, para lo cual usamos el método RPE. Siguiendo un
procedimiento completamente andlogo al que llevamos a cabo para el caso periédi-

co obtenemos la siguiente condicién:

(I+uw)(l+w)—1<k, (3.15)
donde u = %,w = %,B =28 v k, = ﬁﬁg__ Es importante mencionar que este

resultado es vélido solo bajo la condicién t4 = tg y que, ademds, para t4 = tp se logra

reproducir el resultado para la cadena periédica, Eq. (3.13).

3.3. Método del Espacio de Estados Aplicado a la Cadena

de Fibonacci

Ahora nos ocuparemos del problema de dos electrones con espines antiparalelos en
una cadena lineal cuasiperiddicainfinita. Para esto, aplicaremos el procedimiento antes
desarrollado adaptdndolo a este nuevo problema. Nuevamente, con el fin de visualizar
el problema, nos restringiremos a una cadena finita de generacién 4, la cual cuenta con

seis sitios, Fig. (3.5). Los posibles estados de este sistema son los siguientes,



3. Sistema de Dos Particulas Correlacionadas en una Cadena de
Fibonacci 31

CA-O0—2—"~02C020—2—2O0

Figura 3.5: Dos electrones con espines antiparalelos en una cadena de Fibonacci con
seis sitios.

1) =|4+00000), |13) = |—0 + 000), |25) = |—000 + 0),
|2) = |+ — 0000) , |14) = |0 ~ +000) , |26) = |0 — 00 + 0),
|3) = |+0 — 000), |15) = |00 & 000, |27) =]00 — 0 + 0),

|4) = [+00 — 00), |16) = |00 + —00), |28) = |000 — +0),
|5) = [+000 — 0) , |17) = |00 + 0 — 0),|29) = 0000 = 0)
|6) = [+0000~), |18) = (00 + 00—), |30) = 0000 + —),
|7) = |= 4 0000) , |19) = |—00+ 00), |31) = |—0000+),
|8) = [0 4 0000), |20) = [0 — O+ 00),|32) = [0 — 000+),
19) = |0+ —000) , |21) = |00 — +00), |33) = |00 — 00+),
110) = |0+ 0 — 00),|22) = 000 & 00, |34) = |000 — 0+),
|11) = |0+ 00 — 0),|23) = |000 + —0), |35) = 0000 — +),
12) = [0+ 000—) , |24) = [000 + 0—), |36) = [00000) (3.16)

El modelo generalizado de Hubbard asocia una autoenergia a cada estado depen-

diendo de su configuracién electrénica, por ejemplo,
[00+0-0) — 0O,
|00 + -00) — V,
|00 £000) — U,

y también establece una conexién entre estados del sistema cuando la forma de pasar

de uno a otro sea mediante el salto de un electrén a un sitio vecino, por ejemplo,

[00+0—0) «— |00+ —00) con amplitud de salto ta,
|00 + —00) «—— ]004 000) con amplitud de salto t4 + Atp,
|+0 ~000) «—— |+ —0000) con amplitud de salto tp,
|0+ —000) «—— |0£0000) con amplitud de salto tg + Atp.

Como ya hemos mencionado, el método del espacio de estados y su mapeo con-
siste en dar una representacién geométrica de la configuracién de estados, Ec. (3.16),

pasando de un problema de muchos cuerpos a uno de una sola particula. En la Fig.
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Figura 3.6: Red de estados para el sistema de dos electrones con espines antiparalelos
en una cadena de Fibonacci de seis sitios. En esta se muestran tanto las autoenergfas
como las amplitudes de salto entre estados. La flecha indica la direccién en que existe,
para t4 =~ tp, simetria traslacional en las impurezas de sitio, por lo que al proyectar
la red de estados en esta direccién obtenemos la cadena lineal que se muestra, la cual
contiene impurezas tanto de salto como de sitio.
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(3.6) se muestra la red de estados para el sistema de dos electrones en una cadena
de Fibonacci con seis sitios. En esta red la tnica energfa potencial es la debida a la
configuracion interna de cada estado, mientras que las unicas amplitudes de transicién
posibles entre estados son t4, ta + Atg, tg y tg + Aty, de manera que la dindmica
del sistema queda descrita por el siguiente hamiltoniano:

Hap = Z ti,jbjb]’ =+ Zeibzbi, (3.17)
{i.5) i

donde t; ; es la amplitud de salto entra el estado |i) y el |7) , el operador bI. crea el estado
de muchos cuerpos |t) mientras que b; lo destruye y finalmente ¢; es la autoenergfa del
estado |¢) y toma los valores U, V y 0. El hamiltoniano de la Ec. (3.17) tiene la forma
de un hamiltoniano de amarre fuerte para una sola particula, de manera que hemos
pasado de un sistema de dos particulas en una cadena lineal con seis sitios descrito
por el modelo generalizado de Hubbard, a un sistema de una sola particula en una red
bidimensional descrito por un hamiltoniano de amarre fuerte.

Ahora proyectaremos la red de estados a lo largo de una direccién que presenta
simetria traslacional en las impurezas de sitio. Estrictamente hablando tal direccién
no existe para nuestro sistema, esto debido a que tenemos dos amplitudes de salto
distintas, sin embargo, bajo la condicién t4 = tg tenemos, aproximadamente, una
direccién que cuenta con simetria traslacional. En la Fig. (3.6) podemos ver la direccién
que cuenta con estas caracterfsticas asi como la cadena lineal con autoenergias y
amplitudes de salto efectivas. Para calcular las autoenergias consideremos el siguiente

estado efectivo (representado por elipses) a lo largo de una diagonal con energfa ¢;,

., = % S, (3.18)

por lo que para encontrar las autoenergias efectivas calculamos el elemento de matriz

diagonal del hamiltoniano de la Ec. (3.17) obteniendo lo siguiente:
EEi = <\D5i| Har |\IJ€¢>

_1 K-(1—m) 1 K- (l=m) 5
=N Z e’ Eibim + % Z tie '0i,m

lm <Gi>m

=£&;. (319)

De manera similar encontramos las amplitudes de salto efectivas calculando ahora el

elemento de matriz del hamiltoniano de amarre fuerte entre estados efectivos de lineas
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vecinas:

ﬁi,j = <\IIE,;| HAF |\IIE_7'>

1 . )
= N Z eIK'(l_m)E[(Sl,m + % Z tlymelx'(l_m), (3.20)

Im <lm>

Ahora nos restringiremos al estado base del sistema, por lo que haremos K = 0, asf,
sumando sobre las amplitudes de salto obtenemos la siguiente expresién para la am-

plitud de salto efectiva entre la diagonal principal y una de las lineas adyacentes:

B 5‘11\7 Z tim

<lm>

1
= —]-V—[(tA + Ato) + (tA + Ato) + (tB + Ato) + (tB + Ato) + (tA + Ato) + (tA + Ato)

+ (ta + Atg) + (ta + Aty) + (tg + Atg) + (tg + Atp)]

2 2
= N[t" +ip+ta+ta+tp+ N[NAAtO + NpAty]

2
= N[NAtA‘*'NBtB] + 2Aty, (3.21)

donde 2N 4 es el nimero de amplitudes de salto t4, 2Ng es el nimero de amplitudes
de salto tg y N = N4 + Ng. Es importante notar que el orden en que aparecen los
dos tipos de amplitudes de salto corresponde a una secuencia de Fibonacci ya descrita
anteriormente.

Hasta ahora hemos considerado una cadena con solo seis sitios, sin embargo, la
consecuencia al considerar cadenas mas grandes es darle al sistema un nimero mayor
de estados posibles por lo que el espacio de estados aumentar4d su tamarno y en con-
secuencia también lo hard la cadena de estados efectivos, sin embargo los estados que
se agregan se sumardn a los ya existentes respetando el orden y las caracteristicas de
crecimiento que en el caso de seis sitios.

Retomemos el caso de una cadena de Fibonacci infinita, la cual sabemos que tiene

la siguiente propiedad:

lim Na(N) =0
N——-vooNB(N) ’

supongamos ademds que t4 = ftg, con f una constante, asi obtenemos la siguiente

(3.22)

expresién para la amplitud de salto efectiva:

of +1
51'J =2tp ( T 1 > + 2At. (3.23)

Definiendo
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cf+1
Br=12tp ( af+1 ) (3.24)
Yy
Bo =24t (3.25)

obtenemos finalmente que

51',]' = [ + By. (3.26)

Para lineas vecinas no adyacentes a la diagonal principal obtenemos el siguiente
resultado:

of + 1) (3.27)

6” = 2s < c+1
= Bp. (3.28)

De las ecuaciones anteriores podemos ver que si f = 1 obtenemos los resultados co-
rrectos para el caso periédico [36]. Cabe sefialar que la proyeccién realizada es exacta
sélo para el caso periédico, f =1, y es una aproximacién para f # 1.

Con el fin de encontrar la condicién de apareamiento en la cadena de estados efec-
tivos hacemos uso de la técnica de la funcién de Green y su expansién renormalizada,

Eq. (1.57), tomando como origen el sitio con autoenergfa U, al cual llamaremos [,

1

UL E) = 5 g 38, + AP CU + LI+ 1 E)’ (329)
1
G+ LU+ 1l E) = E-V-B%G(1+2,l+2[l+1};E)’ (3:30)
1
G(l+2,l+2l+1;E) = ERCI 3l 3l E) (3.31)
GUl+3,1+3[l+2;E) =G +2,l+2[l +1];E), (3.32)

la dltima igualdad se debe a que los sitios {42 y {43 tienen en la direccién libre la misma
cadena lineal semi-infinita. Asf, resolviendo este sistema de ecuaciones obtenemos las

siguientes expresiones:

1

_U - 2(Bp+Bg)? ’
E-U E-V-i(Ex\/E2-45%)

G(L,1;E) = (3.33)
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GU+1,1+1;E) =

(3.34)

1
E-V-YE+ /B —4p2)
E 4 /E? — 452
GU+2,1+2[l+1};E) = O (3.35)

26% ’

GU+3,1+3[l+2:E)=G(+2,l+2[l+1];E). (3.36)

Recordemos que G(l,!; E) es una funcién analitica en el plano complejo con ex-
cepcién de los puntos sobre el eje real que corresponden a los valores propios del
hamiltoniano efectivo, es decir, los valores posibles de la energfa del sistema. Estos
puntos son los polos de la Ec. (3.33), por lo que igualando el denominador a cero
tendremos la siguiente ecuacién:

(1+k0)2 _
T—wF V-1
donde z = %, U= %, w = %, B =208g, ko = g& y ademds se cumple la condicién
2
z< > 1.

r—u-—

0, (3.37)

La energia de amarre se calcula a partir de la diferencia entre el estado ligado de
m4és baja energia y el estado no ligado localizado en el borde de la banda, en este caso

podemos escribirla como

A=-1-2, (3.38)

por lo que la Ec. (3.37) nos queda de la siguiente manera:

(1 + ko)?

= O7
I1+A+wx/(1+A)2-1
donde A satisface la condicién A > 0. De esta ecuacién obtenemos finalmente la

condicién de apareamiento

1+A4+u-—

(3.39)

1+u)(l+w)~1<k,, (3.40)

la cual nos da el diagrama de fase para las regiones de apareamiento y no apareamiento
entre los electrones en funcién de todos los pardmetros del hamiltoniano generalizado
de Hubbard. Los efectos de la cuasiperiodicidad de la cadena de Fibonacci se in-
troducen por medio de la amplitud de salto efectiva, 8, la cual reproduce el caso
periddico para f = 1. Es importante mencionar que el método que hemos seguido para
encontrar la condicién de apareamiento es exacta para el caso periddico, mientras que

es una aproximacién para el caso cuasiperiédico.
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Figura 3.7: Energfa de amarre para dos electrones con espines antiparalelos en una
cadena lineal Periédica (linea continua), Binaria (linea discontinua) y de Fibonacci
(linea punteada), con los siguientes valores para los pardmetros de salto: Aty = 0,
t=-1,tg =—1yty =2tg. El potencial de interaccién en el mismo sitio es U = 0.

3.4. Resultados y Discusién

En esta seccién vamos analizar tanto el comportamiento de la energfa de amarre
respecto a los potenciales de interaccién como los diagramas de fase para los tres
sistemas estudiados. En la Fig. (3.7) se muestra la variacién de la energia de amarre
respecto al potencial de interaccién a primeros vecinos para las tres cadenas, esto con
los siguientes valores para los pardmetros del hamiltoniano: U =0, t = —1, tg = —1,
ta = 2tg y Atp = 0, esto ultimo reduce el hamiltoniano generalizado de Hubbard al
extendido. En la gréfica podemos ver que para la zona de interaccién Coulombiana
debil, —V/|tg| < 1, las curvas practicamente se traslapan, por lo que el efecto de
la cuasiperiodicidad de la cadena de Fibonacci es despreciable, sin embargo para la
zona de de interaccién Coulombiana fuerte, —V/|tg| > 1, podemos ver el efecto de
la cuasiperiodicidad. Obtenemos que para un cierto valor de la energia de amarre se
requiere una mayor energia de interaccién en el caso cuasiperiédico que en el periédico
(cadena periédica y cadena binaria), o bien, visto de otro modo, dado cierto valor
para el potencial de interaccién, la energia de amarre para los electrones es menor en
el caso cuasiperiédico que en el periédico, es decir, los electrones se encuentran menos
amarrados en una cadena cuasiperiédica que en una periédica dado el mismo valor
para el potencial de interaccion.
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Figura 3.8: Energia de amarre para dos electrones con espines antiparalelos en una
cadena lineal Peri¢dica (linea continua), Binaria (lfnea discontinua) y de Fibonacci
(linea punteada), con los siguientes valores para los pardmetros de salto: Aty = 0,
t=-1,tg =—1yts =2tg. El potencial de interaccién en sitios vecinos es V' = 0.

Enla Fig. (3.8) se muestra la variacién de la energia de amarre respecto al potencial
de interaccién en el mismo sitio para las tres cadenas, esto con los siguientes valores
para los pardmetros del hamiltoniano: V =0, t = =1, tg = —1, ta = 2tg y Atg =0,
es decir, dentro del modelo de Hubbard extendido. El comportamiento cualitativo de
la energfa de amarre es semejante respecto al caso anterior, sin embargo, dado un
clerto valor para el potencial de interaccién en el mismo sitio la energia de amarre es
menor que cuando tenemos el mismo valor para el potencial de interaccién a primeros
vecinos, esto se debe a que, estadisticamente hablando, es m4s probable encontrar a
los dos electrones en sitios vecinos que en el mismo sitio.

En la Fig. (3.9) se muestra el diagrama de fase para el caso en que el término de
amplitud de salto correlacionado es cero, Aty = 0, ademds cont = —1,tpg = -1y
ta = 2tp. En el diagrama podemos ver que las curvas pasan por el origen, hecho bien
establecido para cadenas lineales dentro del modelo de Hubbard extendido, lo cual
indica que en este punto es suficiente un pequeno potencial atractivo para amarrar
electrones en el mismo sitio o en sitios vecinos. También podemos ver la ausencia de
apareamiento electrénico para U y V' ambos positivos ademds de los valores combina-
dos de los potenciales de interaccién tanto positivos como negativos que resultan en
apareamiento electrénico. En la Fig. (3.10) podemos ver los diagramas de fase para

los tres sistemas con Aty = 0,5tg, en los que es claro que el efecto de una amplitud
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Figura 3.9: Diagrama de fase para dos electrones con espines antiparalelos en una
cadena lineal Periédica, Binaria y de Fibonacci. El término de amplitud de salto corre-
lacionado es Aty = 0, mientras que los valores de los otros pardmetros son: t = —1,
tp=—-1ytsg=2ig.

de salto correlacionada diferente de cero es un aumento en la zona de apareamiento
electrénico, es decir, induce la formacién de pares incluso cuando los potenciales de
interaccién son ambos positivos. Esto se debe a que este término actia como un poten-
cial de interaccién atractivo a primeros vecinos, lo que hace que cuando, por ejemplo,
los potenciales U y V' son ambos cero, las particulas se amarren cuando se encuentran
en sitios de primeros vecinos.

Ahora, de los diagramas podemos ver que, con término de amplitud de salto correla-
cionado o no, existe una reduccién en la zona de apareamiento para la cadena binaria
respecto de la cadena periédica, esto se debe a que estamos considerando dos tipos
diferentes de amplitudes de salto de las cuales una es mayor que en el caso periddico,
lo que hace que los electrones se encuentren menos localizados y se dificulte la forma-
cién local de pares. También podemos ver una reduccién en la zona de apareamiento
para la cadena de Fibonacci respecto de la binaria. Aun cuando ambas comparten la

caracteristica de tener dos tipos de amplitudes de salto, la diferencia es el orden en que
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Figura 3.10: Diagrama de fase para dos electrones con espines antiparalelos en una
cadena lineal Periédica, Binaria y de Fibonacci. El término de amplitud de salto corre-
lacionado es Aty = —0,5, mientras que los valores de los otros pardmetros son: t = —1,
tp=—-1yts=2tpg.

se encuentran dispuestas a lo largo de la cadena, por lo que esta reduccién en la zona
de apareamiento debemos asociarla a la cuasiperiodicidad de la cadena de Fibonacci.
Si bien la diferencia entre los diagramas de fase para los tres sistemas estudiados no
es muy marcada, esto se debe a que estamos dentro de la aproximacién t4 = tg, lo

que hace que las cadenas sean parecidas entre si.



Capitulo 4

Sistema de Tres Particulas
Correlacionadas en una Cadena

Lineal

En este capitulo vamos a analizar la interaccién de un sistema de tres electrones
con espines antiparalelos (1]7) en una Cadena Lineal, tanto Periédica como Binaria
y de Fibonacci, estudiando la energfa de amarre (A) haciendo uso del hamiltoniano
de Hubbard extendido. Este estudio se lleva acabo usando el método del espacio de
estados y su mapeo. Sin embargo, dada la complejidad de los diferentes sistemas,
los resultados se obtienen de manera numérica. De esta manera obtenemos tanto la
relacién entre la energfa de amarre y los potenciales de interaccién U y V' como los
diagramas de fase para cada caso. Debido a que el procedimiento para los tres sistemas
es muy parecido, presentaremos con detalle el seguido para la Cadena Periédica y sélo
los aspectos fundamentales de los correspondientes para los casos de la Cadena Binaria

y la de Fibonacci.

4.1. Cadena Periédica

Con el fin de describir la manera en que aplicamos el método del espacio de estados
para este sistema, consideremos el caso de tres electrones con espines antiparalelos en

una cadena lineal de 4 sitios [37]. Los posibles estados de este sistema son los siguientes,

41
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[1) =]+ +00) |7) =] 4++00), [13)=|++-0), [19)=]|++0-),
|2) =|20+0), |8)=|+—+0), |14)=|+0+0), [20)=|+0+ ),
[3) =|+00+), [9) =]+ —-0+), |18)=|+0—+), |21)=]|+00%),
|4) =] —++0), |[10)=|0x+0), [16)=]0+=x0), [22)=|0++-),
|5) = —=+0+), [11)=|0x0+), |17)=]0+—+), [23)=|0+0=%),
|[6) =] -0++), [12)=]0—++), |18 =|00++), [24)=]00+=£), (4.1)

donde el signo + (—) representa un sitio con un electrén con espin hacia arriba (hacia
abajo), es decir, la componente z del espin del electrén es 1/2 (—1/2), el signo £
representa un sitio con dos electrones, uno con espin hacia arriba y otro con espin

hacia abajo, mientras que 0 representa un sitio vacfo. Recordemos que el hamiltoniano
de Hubbard extendido,

_ f o U o
H=t Z Ci 5Cio + UZ ni 1N, + ) Z nin;, (4.2)
(ij)o i (1.
asocia a cada uno de los estados de la Ec. (4.1) una autoenergfa que depende de la
configuracién de los electrones en el sistema. La contribucién de dos electrones en
el mismo sitio es U/, mientras que la de dos electrones en sitios vecinos es V. A con-

tinuacién se dan algunos ejemplos de estados posibles del sistema y de sus autoenergfas
asociadas,

|£+0+0) — U,
| +-0+) — V,
|0+ —4+) — 2V,
|[0£+0) — U+2V.

El hamiltoniano de Hubbard extendido también establece una conexién entre estados
del sistema cuando la forma de pasar de uno a otro sea mediante el salto de un electrén

a un sitio vecino, por ejemplo,

|0£0+) «— |0+ —+) con amplitud de salto t.

Aplicando el método del espacio de estados y su mapeo obtenemos la Fig. (4.2),
donde se muestra la red de estados para el sistema de tres electrones en una cadena
lineal con cuatro sitios. En esta red la tnica energia potencial es la debida a la con-
figuracién interna de cada estado, ¢;, mientras que la tnica amplitud de transicién

posible entre estados es ¢, de manera que la dindmica del sistema queda descrita por
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Figura 4.1: Sistema de tres electrones con espines antiparalelos en una Cadena Lineal
Periédica con cuatro sitios.

el siguiente hamiltoniano:

Har=tS 10051+ 3 e i), (4.3)
(.3) :

donde |%) representa uno de los estados de muchas particulas de la Ec. (4.1). Este
hamiltoniano tiene la forma de un hamiltoniano de amarre fuerte para una sola particu-
la, de manera que hemos pasado de un sistema de tres particulas en una Cadena Lineal
Periédica con cuatro sitios descrito por el hamiltoniano de Hubbard extendido, a un
sistema de una sola particula en una red tridimensional con impurezas descrito por un
hamiltoniano de amarre fuerte. En general el método del espacio de estados mapea el
problema original de muchos cuerpos con interacciones entre particulas en el mismo
sitio, en sitios vecinos y en una red d—dimensional, a un problema de una sola particu-
la pero en una red nd—dimensional con impurezas, siendo n el nimero de electrones
en el sistema original.

Una forma de trabajar con la red de estados es proyectdndola en alguna direccién
en que exista simetria traslacional de las impurezas, obteniendo una red de menor
dimensién pero con estados y amplitudes de salto efectivos. En la Fig. (4.2) se muestra
la direccién de proyeccién que usaremos en este caso, asi como la red bidimensional
as{ obtenida. El hamiltoniano, también de amarre fuerte, que describe la proyeccién

del espacio de estados es el siguiente:

Hp =83 16)(51+ S Bi [4)(il, (4.4)

(4.) ¢
donde | ¢ ) representa un estado efectivo del sistema con autoenergia E;, mientras que 3
es la amplitud de salto entre estados efectivos vecinos. Con el fin de encontrar el valor

de las amplitudes de salto efectivas 8, proponemos una funcién de onda efectiva para
el estado base del tipo:

|%>=%Z|z>, (45)
1
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Figura 4.2: Red de estados para tres electrones con espines antiparalelos en una ca-
dena lineal periédica con cuatro sitios. La red se proyecta a una red bidimensional
que contiene impurezas de sitio, la flecha indica la direccién de proyeccién. La red
bidimensional estd formada por estados y amplitudes de salto efectivos.



4. Sistema de Tres Particulas Correlacionadas en una Cadena Lineal 45

asf calculamos el elemento de matriz de H4z entre sitios vecinos,

B = (VYo | Har | Yom)

= =SS m)
{

Lm) (i.j)
1
{tm)
- (4.6)

donde hemos usado la ortogonalidad de los estados del sistema. De manera ansloga

obtenemos el valor de las autoenergfas de los estados efectivos,

E; = (Uo | Har | Yar)

= TS
{ 1
1
= N

= &. (4.7)

Debido a la complejidad de la red de estados efectivos, vamos a obtener el diagrama
de fase de forma numérica estudiando la energfa de amarre (A) para los electrones. La
energfa de amarre se calcula a partir de la diferencia de energfas entre el estado ligado
de mé4s baja energia y el estado no ligado localizado en el borde de la banda de tres
particulas libres (U = V = 0). La diagonalizacién numérica final se realizé en una red
triangular truncada de estados efectivos de 1751 sitios, que corresponden a una red
de estados de 20825 sitios que a su vez son generados por una cadena lineal con tres
electrones de 35 sitios. El tamafo de la matriz a diagonalizar se escogié de tal manera
que fuera el mfnimo a partir del cual la energfa ya no tiene un cambio importante. En
general para tres electrones, si Noy es el nimero de sitios en la cadena lineal, la red

de estados tendra

— N c2;'L(NC’L - 1)
2

sitios (estados), mientras que los correspondientes para la proyeccién (estados efec-

tivos) serdn

NkE (4.8)

1
Ngp = 5(3N3L —5N¢r + 2). (4.9)

Al final del capftulo se muestran los resultados obtenidos haciendo ademés una com-

paracién con los correspondientes a los casos de la cadena binaria y de la cadena de
Fibonacci.
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Figura 4.3: Sistema de tres electrones con espines antiparalelos en una Cadena Lineal
Binaria con cuatro sitios.

4.2. Cadena Binaria

El procedimiento para encontrar el diagrama de fase de este sistema es muy pare-
cido al seguido para el caso de la Cadena Lineal. Retomaremos el ejemplo de la cadena
de cuatro sitios ahora con dos tipos diferentes de enlaces alternados, t4 y tg. Nue-
vamente los posibles estados del sistema estdn dados por la Ec. (4.1), y de la misma
forma el hamiltoniano de Hubbard extendido asocia a cada uno de estos estados la
misma autoenergfa ¢; que depende de la configuracién de los electrones en el sistema.
El hamiltoniano de Hubbard también establece una conexién entre estados del sis-
tema cuando la forma de pasar de uno a otro sea mediante el salto de un electrén a
un sitio vecino. Esta conexién es la amplitud de salto y puede tomar los valores t4 y

tp dependiendo del tipo de enlace que interviene en el salto, por ejemplo,

|£04+0) «—— |+ —+40) con amplitud de salto t4,
|0£0+) «— |0+ —+) con amplitud de salto tp.

Aplicando el método del espacio de estados encontramos la representacién tridimen-
sional que se muestra en la Fig. (4.4), en donde la tnica energfa potencial es la debida
a la configuracién interna de cada estado, ¢;, mientras que la amplitud de transicién
posible entre estados es t4 o tg, de manera que la dindmica del sistema queda descrita

por el siguiente hamiltoniano:

Harp =y ti; |71+ e li)(il. (4.10)
(.3 i

Este hamiltoniano tiene la forma de un hamiltoniano de amarre fuerte para una sola
particula, de manera que nuevamente hemos pasado de un sistema de tres partfculas
en una cadena lineal binaria con cuatro sitios descrito por el hamiltoniano de Hubbard
extendido, a un sistema de una sola particula en una red tridimensional con impurezas
descrito por un hamiltoniano de amarre fuerte. Nuevamente aprovechamos la simetria
traslacional de las autoenergfas para reducir la dimensionalidad del sistema, esto bajo
la condicién t4 =~ tg. En la Fig. (4.4) se muestra la direccién de proyeccién que

usaremos, as{ como la red bidimensional asi obtenida. El hamiltoniano asociado a la
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Figura 4.4: Red de estados para tres electrones con espines antiparalelos en una Ca-
dena Lineal Binaria con cuatro sitios. La red se proyecta a una red bidimensional
que contiene impurezas de sitio, la flecha indica la direccién de proyeccién. La red
bidimensional est4 formada por estados y amplitudes de salto efectivos.
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nueva red es el siguiente:

HPB=5BZ|1')(J'I+ZE1'|Z')(Z’|: (4.11)

(i.9)
con |i) un estado efectivo del sistema de autoenergia E; y 8p la amplitud de salto

entre estados efectivos vecinos. Ahora calcularemos el valor de las amplitudes de salto

efectivas g, y para esto proponemos una funcién de onda efectiva para el estado base
de la forma

1
I‘Po)=\/——ﬁzl:ll), (4.12)

asf calculamos el elemento de matriz de Hp entre sitios vecinos,

Bg = (Yo | Harp | ¥om)

= St (g |m)

{Lm) ()
1
= Nzn,m(um)

(tm)

1
= N{tA+tB+tA+tB+tA+tB+---}

1 N N

= —{ota+ ot
vigtat yisl

= %{ftB +tp}
- %B{H 1) (4.13)

donde hemos supuesto que t4 = ftg siendo f una constante y ademds hemos usado
la ortogonalidad de los estados del sistema. De manera anédloga obtenemos el valor de

las auto-energfas de los estados efectivos,

Ei = (Yo | Harp | %Yu)

= SN a )
[
1
= NS

. (4.14)

Finalmente, una vez obtenido el valor de la amplitud de salto efectiva elaboramos un
programa que diagonaliza la matriz que representa a H4ppg en una red triangular
de estados efectivos de 1751 sitios. Los resultados y la discusién de los mismos se

presentan al final del capitulo.
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4.3. Cadena de Fibonacci

Con el fin de visualizar las diferencias con los sistemas anteriores, aplicaremos
el método del espacio de estados a un sistema de tres electrones en una cadena de
Fibonacci de generacién 4, es decir, con 6 sitios. En este caso también encontramos
dos tipos de enlaces que denotaremos por A y B. Esto nos lleva a una configuracién
de estados mayor que los sistemas anteriores, en este caso de 90 estados posibles del

sistema. Algunos de estos estados son los siguientes:

|1) = | £+ 0000),
12) = | £0 +000),
13) = | £00 +00),
190) = | 0000 + + ). (4.15)

Estos estados son andlogos a los de la Ec. (4.1) y también encuentran una repre-
sentacién en una red tridimensional que se muestra en la Fig. (4.6). En esta podemos
observar tanto las autoenergias de los estados como las amplitudes de salto con las
que se relacionan por medio del hamiltoniano de Hubbard extendido a lo largo de una
diagonal, esto con el fin de hacer evidente el célculo de la amplitud de salto efectiva.

La dindmica de esta red es gobernada por el siguiente hamiltoniano de amarre fuerte:

Happ = tij |i)(5]+ Y e |8)(i], (4.16)
(.49 i

donde la amplitud de salto entre sitios vecinos t; ; toma los valores {4 y tp, mientras

que ¢; representa la autoenergia del estado |7).Al llevar a cabo la proyeccién, vélida

dentro de la aproximacién t4 = tg, obtenemos una red bidimensional descrita por el
hamiltoniano

Hpr =Bp Y _|1)(j1+ > Ei|i)(il, (4.17)
(i.3) i

con |1) un estado efectivo del sistema de auto-energfa ¢; y B la amplitud de salto
entre estados efectivos vecinos. Ahora obtendremos el valor de la amplitud de salto
efectiva, es decir, el valor esperado de H ar g entre sitios vecinos. Para esto observemos
que a lo largo de la diagonal de proyeccién la amplitud de salto toma los valores de t4
y tp en un orden tal que representan una sucesién de Fibonacci, por lo que haremos
uso de la siguiente propiedad de dicha sucesién:

Sea N el nimero total de enlaces, No(N) el nuimero de enlaces con amplitud de
salto t4 y Np(N) el nimero de enlaces con amplitud de salto tg (N = Na(N) +

ESTA TESIS NO SALL
DE LA BIBLIOTECA
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Figura 4.5: Sistema de tres electrones con espines antiparalelos en una Cadena Lineal
de Fibonacci con seis sitios.

NgB(N)),en el limite N — oo tendremos que NA(N)/NB(N).—> g, cona=(V5+
1)/2 la razén dorada.

Como en los casos anteriores, para encontrar el valor de las amplitudes de salto

efectivas B, proponemos la siguiente funcién de onda efectiva para el estado base:

1
I\I’o>=ﬁzl:|l>, (4.18)

Br = (Yo | Harr | Yom)

= =3 Sk (LN m)

(Lm) (i.9)

= %Ztl,m<l|m>

(tm)

1
= 1—\/-{tA+tB+tA+tA+tB+---}

1
= ‘N{NAtA + Nptg}

= N N
_N0+1A 0+lB
of +1
— 4.19
sl 1} (4.19)

donde hemos propuesto que t4 = ftg siendo f una constante y ademés hemos usado
la ortogonalidad de los estados del sistema. Adem&s podemos observar que cuando
f = 1 obtenemos que By = t, es decir, regresamos al caso periédico. De manera

similar obtenemos el valor de las autoenergias de los estados efectivos,
E; = (Yo | Harr|¥Yo)

= S (N
{ i
1
=y«

= £.

(4.20)

Finalmente, una vez obtenido el valor de la amplitud de salto efectiva elaboramos un

programa que diagonaliza la matriz que representa a Harpg en una red triangular
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Figura 4.6: Red de estados para tres electrones con espines antiparalelos en una Cadena
Lineal de Fibonacci con seis sitios. La red se proyecta a una red bidimensional que
contiene impurezas de sitio. Con el fin de hacer evidente la proyeccién sélo se muestran
los estados y amplitudes de salto a lo largo de una diagonal, el resto se obtienen de
manera ansloga.
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Figura 4.7: Energia de amarre para tres electrones con espines antiparalelos en una
cadena lineal Periédica, Binaria y de Fibonacci, con los siguientes valores para los
pardmetros de salto: t = —1, tg = —1 y t4 = 2tp. El potencial de interaccién en el
mismo sitio es U = 0.

de estados efectivos de 1751 sitios. Los resultados y la discusién de los mismos se

presentan en la siguiente seccién.

4.4. Resultados y Discusién

A continuacién se presentan los resultados de la energfa de amarre para el sistema
de tres electrones antiparalelos en una cadena lineal, binaria y de Fibonacci [38].

En la Fig. (4.7) se muestra una comparacién de los resultados en las tres redes
antes mencionadas con los siguientes valores para los pardmetros del hamiltoniano de
Hubbard extendido: U = 0 para todos los sistemas, t = —1 para la cadena periddica
mientras que tg = —1 y t4 = 2tg para la cadena binaria y la de Fibonacci. Este
caso corresponde a la ausencia de un potencial de interaccién entre electrones en el
mismo sitio, por lo que la unica interaccién entre ellos es la que se da cuando se
encuentran en sitios primeros vecinos, lo que cuesta una energfa V' al sistema. También
estamos considerando que la amplitud de salto t4 es mayor que tg, lo que quiere decir

que para los electrones es mas facil pasar de un sitio a otro cuando la amplitud de
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Figura 4.8: Energfa de amarre para tres electrones con espines antiparalelos en una
cadena lineal Periédica, Binaria y de Fibonacci, con los siguientes valores para los
pardmetros de salto: t = —1, tg = —1 y t4 = 2tg. El potencial de interaccién en sitios
vecinos es V = 0.

salto entre estos es t4. En la gréfica podemos ver que para la zona de interaccién
Coulombiana débil, —V/ |tp| < 1, las curvas practicamente se traslapan, por lo que el
efecto de la cuasiperiodicidad de la cadena de Fibonacci es despreciable, sin embargo
para la zona de de interaccién Coulombiana fuerte, —V/|tg| > 1, podemos ver el
efecto de la cuasiperiodicidad. Obtenemos que para un cierto valor de la energfa de
amarre se requiere una mayor energia de interaccién en el caso cuasiperiédico que en
la cadena periédica. Este comportamiento se mantiene cuando comparamos la cadena
binaria con la de Fibonacci, sin embargo la diferencia es menos evidente que en el
caso periddico, esto debido a que ambas cadenas comparten la caracteristica de tener
dos tipos distintos de amplitudes de salto, sin embargo si podemos ver una correccién
asociada a la cuasiperiodicidad de la cadena de Fibonacci.

En la Fig. (4.8) se muestran los resultados para los valores de los pardmetros:
V = 0 para todos los sistemas, t = —1 para la cadena periédica mientras que tg = —1
y ta = 2tp para la cadena binaria y la de Fibonacci. Ahora estamos considerando que
sélo existe una interaccién entre electrones cuando estos se encuentran en el mismo

sitio, lo que le cuesta al sistema una energia U. En la gréfica podemos ver que si bien
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Figura 4.9: Diagrama de fase para tres electrones con espines antiparalelos en una
cadena lineal Periédica, Binaria y de Fibonacci, con los siguientes valores para los
pardmetros de salto: t = —1,tg = —1y tg4 = 2tp.

el comportamiento cualitativo de las curvas respecto al caso anterior es muy parecido,
la energfa de interaccién necesaria para cierto valor de la energia de amarre es mucho
mayor, esto independientemente del tipo de red. Esto se debe a que estamos estudiando
un sistema en el que el nimero de sitios es mayor que el nimero de particulas, por lo
que encontrar a dos electrones en el mismo sitio es menos probable que encontrarlos
en sitios vecinos.

Hasta ahora hemos calculado la energia de amarre para el estado base haciendo
una de las energfas de interaccién, U o V/, igual a cero. En la Fig. (4.9) presentamos
el caso general, es decir, el diagrama de fase para cualquier valor de U y V, donde
podemos observar tanto la zona donde existe apareamiento electrénico como la zona
donde no lo hay. Nuevamente tenemos que en la zona de interaccién Coulombiana
débil las curvas se traslapan, mientras que en la zona de interaccién Coulombiana
fuerte se ven algunas diferencias. También podemos ver que para U o V positivos
no tenemos apareamiento electrénico para ninguna de las tres cadenas, hecho bien
establecido para cadenas lineales dentro del modelo de Hubbard extendido. Respecto
a las zonas de apareamiento, hemos obtenido que esta es mayor en el caso Periédico

que en el caso de la red Binaria, y que esta a su vez es mayor que en la cadena de
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Fibonacci, por lo que podemos concluir que el apareamiento electrénico en nuestra
cadena de Fibonacci es més dificil que en la cadena Binaria o Periédica. Si bien la
diferencia entre las curvas es apenas apreciable, esto se debe, por un lado, a que la
aproximacién que estamos utilizando es védlida para valores t4 = tp, y por otro lado
a que los pares estdn fuertemente correlacionados, y en consecuencia muy localizados,
lo cual no permite ver con claridad los efectos tanto de la red binaria como de la
cuasiperiédica, sin embargo si logramos ver una correccién al diagrama de fase de la
cadena binaria como efecto de la cuasiperiodicidad.



Conclusiones

En esta tesis se realizé un estudio de la correlacién electrénica en sistemas con pocas
particulas. En particular se estudié la cadena de Fibonacci para los casos de dos y tres
electrones, en el primer caso se obtuvo analiticamente, en la aproximacién t4 = tpg,
tanto la condicién de apareamiento como el diagrama de fase, mientras que para el
caso de tres particulas obtuvimos numéricamente y dentro de la misma aproximacién
el diagrama de fase. Para el cdlculo anterior usamos el modelo de Hubbard, el método
del espacio de estados y su mapeo asi como la técnica de la funcién de Green y su
expansién renormalizada en teorfa de perturbaciones.

La solucién analitica aproximada para dos electrones en una cadena de Fibonacci

estd dada por:
V1 +u)(1+w)—1<k,

donde u = U/B, w = 2V/B, B = 28, ko = 8o/8, 8 = 2tz (%%) v By = 2At,.
Esta condicién nos da el diagrama de fase para las regiones de apareamiento y no
apareamiento electrénico en funcién de todos los pardmetros del hamiltoniano genera-
lizado de Hubbard. Los efectos de la cuasiperiodicidad de la cadena de Fibonacci se
introducen por medio de la amplitud de salto efectiva, 3, la cual reproduce el caso
periddico para f = 1.

Para el problema de tres electrones en una cadena de Fibonacci se obtuvo numeéri-
camente dentro de la aproximacién t4 = tg el diagrama de fase, el cual muestra las
regiones de apareamiento y no apareamiento electrénico. Nuestros resultados para el
diagrama de fase tanto para dos como para tres particulas fueron comparados con los
obtenidos para las cadenas periédica y binaria. Lo anterior nos llevé a concluir que
es mds dificil el apareamiento electrénico en nuestra cadena de Fibonacci que en los
otros dos sistemas mencionados. Si bien la diferencia entre la cadena de Fibonacci y
la binaria no es muy marcada, si se pueden apreciar los efectos de la cuasiperiodi-
cidad. Lo anterior se puede explicar tomando en cuenta que estamos analizando un
sistema fuertemente correlacionado, es decir, los pares estdn muy localizados, lo cual
no permite ver con toda claridad los efectos cuasiperiédicos.

Como perspectivas de este trabajo podemos mencionar el problema de la co-
rrelacion electrénica en sistemas cuasiperiédicos de mayor dimensién. Asimismo es
deseable extender nuestros resultados para un mayor nimero de particulas.

56
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