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RESUMEN

Se estudian algunos de los métodos directos que permiten reconstruir la matriz de rigideces de
estructuras con o sin dafio, usando como dato sus parametros modales experimentales (frecuencias
naturales y modos de vibracion). El objetivo es definir un método con el cual se pueda reconstruir esta
matriz usando el menor numero posible de sus parametros modales medidos experimentalmente. Para
lograrlo se estudian modelos estructurales y se simula dafio en algunos de sus elementos disminuyendo
sus rigideces. Al aplicar los diferentes algoritmos para reconstruir su matriz de rigideces se varia el
numero de parametros modales usados y se mide el error relativo que se genera respecto a la matriz de
rigideces. Para elegir las formas modales que deben usarse para reconstruir una matriz de rigideces, se
estudia la técnica de seleccion de formas modales basada en la energia de deformacion modal maxima.
Se obtiene que para los modelos estructurales estudiados, la informacion que proporcionan las formas
modales asociadas a las frecuencias naturales mayores es fundamental para reconstruir de manera
precisa su matriz de rigideces. Se estudia también el efecto de las incertidumbres en las mediciones de
las propiedades dinamicas de una estructura debido a ruido. Se concluye que para obtener resultados
precisos al reconstruir una matriz de rigideces, es necesario usar sus formas modales con mayor nivel
de energia de deformacion modal. En general, estas corresponden a las formas modales mayores.

ABSTRACT

Some direct methods to fit the stiffness matrix, using as date its measured modal parameters (natural
frequencies and vibration modal shapes) of damaged and no damaged structures are studied. The goal
is to define a method from which the stiffness matrix can be fitted by using the smaller number of its
measured modal parameters. In order to achieve it, several structural models are studied simulating
damage in some of their structural elements decreasing its stiffness. In the use of the analysed
algorithms, the number of modal parameters used was changed, and the relative error respect to the
simulated stiffness matrix was computed. To choose the modal shapes used to fit the stiffness matrix, a
modes selection strategy, based on the maximum modal strain energy is studied. It is demonstrated that
by applying this approach to the studied structural models, to reconstruct the stiffness matrix, the more
accurate results are obtained when the modes shapes are selected using the maximum strain energy.
Additionally, the effect of uncertainties in the estimated modal parameters due to noise is studied. It is
concluded that in order to achieve the more accurate results for reconstruct the stiffness matrix, is
necessary to use the modal shapes with the higher modal strain energy. In general, these are the higher
modal shapes.
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CAPITULO 1

INTRODUCCION

1.1. INTRODUCCION

Actualmente existen varios métodos para la deteccion de dafio en estructuras que usan como dato sus
parametros modales experimentales. Algunos de estos métodos estiman el dafio estructural en términos
de la pérdida de rigidez de los elementos estructurales cuando estos han sufrido dafio. La mayoria de
los algoritmos de deteccién de dafio efectian una comparacion entre la matriz de rigideces de la
estructura para un estado inicial sano o dafiado y la matriz de rigideces para un estado final dafiado. La
matriz de rigideces para el estado inicial se puede obtener a partir del modelo analitico de la estructura
suponiendo que esta fue construida siguiendo las especificaciones del proyecto, o también, al igual que
para el estado dafiado, a partir de sus parametros modales, frecuencias naturales de vibracion y formas
modales experimentales, correspondientes a ese estado.

Asi, para poder evaluar el dafio estructural, es necesario reconstruir la matriz de rigideces de la
estructura teniendo como dato sus parametros modales experimentales. Al aplicar los algoritmos para
reconstruir la matriz de rigideces de una estructura, la matriz de rigideces global del modelo analitico
se condensa a los grados de libertad primarios que es posible medir en la realidad. En el caso de
estructuras de edificios, estos son generalmente los desplazamientos laterales de los entrepisos. A esta
matriz se le llama matriz de rigidez lateral. La matriz de rigideces reconstruida también es una matriz
condensada.

Entre los métodos que permiten reconstruir una matriz de rigideces a partir de sus parametros modales
estan los “métodos directos™, en el presente trabajo se analizan algunos de estos.

Para revisar la efectividad de los métodos analizados, se estudian varios modelos estructurales, se
simula dafio estructural disminuyendo la rigidez de algunos de sus elementos y se construye su matriz
de rigidez lateral. Se obtienen sus parametros modales y se aplican los diferentes métodos para
reconstruir su matriz de rigideces.

Por otro lado, al efectuar las mediciones de los parametros modales correspondientes a un estado de
dafio en una estructura real no es facil identificar el niamero total de frecuencias y formas modales
correspondientes a todos los grados de libertad instrumentados. Mas aun si se trata de una estructura
con un gran numero de grados de libertad. Esta caracteristica se analiza para cada uno de los métodos
estudiados, variando el niimero de frecuencias y formas modales que se usan para reconstruir la matriz
de rigideces.

Al variar el nimero de parametros modales usados para reconstruir la matriz de rigideces de los
modelos estructurales estudiados, se usa el criterio de seleccion de formas modales basado en las
frecuencias naturales minimas. Es decir, para cualquier niimero de parametros modales usados, estos
corresponden siempre a las frecuencias naturales de menor valor.

En el presente trabajo se estudian diferentes técnicas para reconstruir la matriz de rigideces de una
estructura a partir de sus caracteristicas dinamicas medidas experimentalmente, entre ellas el criterio de
seleccion de formas modales basado en la energia de deformacion modal maxima. En €l
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se evaliia la energia de deformacién modal de las formas modales del modelo estructural, para el
modelo analitico y para el correspondiente al de dafio simulado y se revisa la correlacion existente
entre las formas modales de los dos estados de la estructura. Para reconstruir la matriz de rigideces de
una estructura se eligen las formas modales que almacenan el mayor nivel de energia y a la vez estén
mejor correlacionadas.

Al reconstruir la matriz de rigideces de una estructura dafiada, aplicando el criterio de seleccion de
formas modales basado en la energia de deformacion modal maxima, se aplican los mismos métodos
directos presentados en el capitulo cuatro. La unica diferencia es que, las formas modales utilizadas
para reconstruir la matriz de rigideces se seleccionan de forma diferente.

Como indice para analizar la precision de los diferentes métodos, se calcula el error relativo entre la
matriz de rigideces obtenida por cada uno de los métodos aplicados y la matriz de rigideces obtenida de
dafio simulado y se discute acerca de su efectividad.

Se estudia también el efecto de las incertidumbres que afectan las mediciones de las caracteristicas
dinamicas de una estructura debido a ruido.

Finalmente se concluye que, para obtener resultados mas precisos al reconstruir la matriz de rigideces
de una estructura, usando el menor niimero posible de parametros modales experimentales, es mejor
una seleccion de formas modales basada en la energia de deformacion modal méaxima que una
seleccion de formas modales basada en las frecuencias naturales minimas.



CAPITULO 2

ANTECEDENTES

2.1. METODOS BASADOS EN EL USO DE PARAMETROS MODALES

En la actualidad existen varios métodos que permiten reconstruir las matrices de masas y rigideces de
una estructura dafiada y poder asi localizar y evaluar el dafio estructural. Estos métodos se clasifican en
dos grupos (Henning, 1998). El primero lo constituyen los métodos basados en el uso de parametros
modales. Este grupo, a su vez, se divide en: métodos directos y métodos iterativos. El segundo grupo
de métodos se basa en el uso de las funciones de respuesta de frecuencia (FRF). Mediante estas
técnicas, a través de pruebas dinamicas, se identifican las frecuencias naturales y formas modales de un
sistema estructural. Se mide la excitacion de las fuerzas que actian sobre la estructura y sus
correspondientes respuestas, el procesamiento de las sefiales obtenidas, a partir de las mediciones
hechas, determina una funcion de respuesta de frecuencia.

2.1.1. Métodos directos

La primera generacion de algoritmos que aparecid para reconstruir las matrices de masas y rigideces de
una estructura con o sin dafio, es la de los métodos directos. Estos algoritmos son sencillos de aplicar,
consisten solamente en ecuaciones matriciales, funcion de las matrices de masas y rigideces del modelo
analitico de una estructura y de sus parametros modales obtenidos experimentalmente (frecuencias
naturales y formas modales de vibracion).

Dentro de los métodos directos comiinmente usados, estan los métodos basados en los multiplicadores
de Lagrange, los cuales se obtuvieron a partir de un estricto problema de optimizacion restringido.
Estos métodos se basan en minimizar una funcion objetivo predefinida y sujeta a restricciones tales
como la simetria de las matrices de masas y rigideces y de sus propiedades de ortogonalidad. Baruch
(1978), por ejemplo, establecié una ecuacion para reconstruir la matriz de rigideces de una estructura,
mientras que Berman y Nagy (1983), propusieron expresiones para reconstruir las matrices de masas y
rigideces. Las dos técnicas son representativas de esta familia de métodos.

La aplicacion de estos métodos, sin embargo, esta limitada ya que cuando se dispone de una cantidad
incompleta de parametros modales experimentales se obtienen matrices reconstruidas imprecisas
(Saeed, 1997).

Otro de los métodos directos, es el de la mezcla de matrices, esta técnica supone que las formas
modales experimentales correspondientes a todos los grados de libertad de la estructura son conocidas.
Las inversas de las matrices de masas y rigideces reconstruidas se obtienen usando simultdneamente
parametros modales experimentales y parametros modales del modelo analitico de la estructura. Link
et al. (1986) y Caesar (1987) usaron la matriz de flexibilidad del modelo analitico de una estructura

para reconstruir sus matrices dafiadas de masas y rigideces a partir de sus parametros modales,
analiticos y experimentales.

Otra técnica representativa de esta familia de métodos es el de la matriz de error. En él se establece la
diferencia entre la matriz de rigideces del modelo analitico y la desconocida matriz de rigideces
reconstruida, suponiendo que la diferencia entre ellas es pequefia. Después de calcular la matriz de
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pseudo-flexibilidad de una estructura usando los parametros modales experimentales conocidos es
posible obtener una matriz de error para las matrices de masas y rigideces. A partir de esta matriz de
error se obtienen las matrices de masas y rigideces (Sidhu y Ewins, 1984).

La precision de los resultados obtenidos al reconstruir una matriz de masas o rigideces con el uso de

los métodos directos, depende de la calidad y cantidad de los datos obtenidos a partir un analisis modal
experimental.

2.1.2. Métodos iterativos

Los fundamentos de los métodos iterativos para reconstruir la matriz de masas o rigideces de una
estructura dafiada o sin dafio, son muy diferentes a los de los métodos directos. A diferencia de estos,
que se basan en considerar las matrices globales de masas y rigideces de un sistema estructural, los
métodos iterativos se basan en la naturaleza discretizada de un modelo de elementos finitos (EF). Este
es un ensamble de elementos definidos por su geometria y propiedades del material que los constituye
(parametros de disefio).

La técnica basica de los métodos iterativos al reconstruir las matrices de masas y rigideces de una
estructura dafiada consiste en mejorar de manera iterativa la correlacion entre un modelo de EF y un
modelo experimental. Asi, los métodos iterativos operan con base en un modelo de EF y uno de error
que representa los cambios de un predefinido nimero de parametros de disefio de la matriz que se va a

reconstruir. El modelo de error se formula como un grupo de ecuaciones algebraicas lineales de la
forma (Saeed, 1997):

5* oot )=} @

donde:

lS k ]= matriz de sensibilidad

{A(p" } = vector de cambios en los parametros de disefio
{g" }= vector residual

El superindice en los términos de la ecuacion (2.1) representa la k -ésima iteracion. La matriz de
sensibilidad contiene las derivadas de primer orden de los valores y vectores caracteristicos con
respecto a los parametros de disefio. Los parametros de disefio son los elementos individuales de las

matrices de masas y rigideces. El vector residual {gk} representa la diferencia entre los pardmetros
modales obtenidos a partir de un modelo de EF de una estructura (6 modelo analitico) y los parametros
modales experimentales. El {sk } se obtiene mediante series de Taylor.

Fox y Kapoor (1968), propusieron un método para calcular la primera derivada de los valores
caracteristicos con respecto a los parametros de disefio. Propusieron ademas dos métodos para obtener
la primera derivada de los vectores caracteristicos. Otros métodos para calcular la primera derivada de
formas modales, han sido propuestos por Chu y Rudisill (1975), Ojalvo (1987) y Tan y Andrew (1989).

En las estructuras, generalmente el nimero de parametros de disefio es diferente al numero de
parametros modales experimentales, esto hace que la matriz [S "] de la ecuacion (2.1) no sea cuadrada.

El caso en que existen mas parametros de disefio que parametros modales experimentales fue
considerado por Hart y Yao (1977) y Ojalvo et al. (1989). Ellos usaron la técnica de descomposicion en
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valores singulares (DVS) (Szabo, 1997), para calcular el vector {Aw"}en lugar de utilizar
directamente la ecuacion (2.1).

Cuando el nimero de parametros de disefio es menor que el de parametros modales experimentales, la
solucion a la ecuacion (2.1) se obtiene minimizando la funcién (Saeed, 1997):

Lllag* )=(*-ls* Hao }f (*}-Is* o) 22)

L({Agp" })= funcién optimizacion del vector de cambios en los parametros de disefio

donde:

Derivando L({Aq)k }) con respecto a {A(ﬂ £ } y resolviendo la ecuacion (2.2), el vector desconocido de
variacion de parametros de disefio es (Saeed, 1997):

ot j=(ls* ] [s*]) st 74 @3)

Y el vector reconstruido de parametros de disefio, a través de la k +1-ésima iteracion se obtiene como

(Saeed, 1997):
{(pk+l}={¢k}+{A¢k} 2.4)

Ya que los parametros de disefio son los términos de las matrices de masas y rigideces, el proceso de
reconstruccion iterativo de estas matrices es como sigue:

Habiendo calculado la matriz de sensibilidad [S "] y el vector residual {gk }, si la matriz [S k] es

cuadrada, el vector {Aqok} se obtiene con la ecuacion (2.1) y el vector reconstruido de parametros de

disefio con la (2.4). El proceso se repite hasta que la convergencia para una tolerancia especificada de
error es alcanzada.

Si la matriz [S "] no es cuadrada (nimero de parametros de disefio mayor que el de parametros

modales experimentales conocidos), el vector {Aqok} se puede obtener al aplicar la DVS. El vector
reconstruido de parametros de diseiio se obtiene con la ecuacion (2.4).

Si el nimero de parametros de disefio es menor que el de parametros modales experimentales
conocidos, el vector {Aqok } se obtiene con la ecuacion (2.3). De igual forma, el vector reconstruido de
parametros de disefio se obtiene con la ecuacion (2.4).

Asi, mediante la aplicacion de los métodos directos para reconstruir una matriz de rigideces y
conociendo todos los parametros modales experimentales para un estado condensado dafiado de una
estructura, es posible reconstruir de manera precisa su matriz de rigideces. Sin embargo, en el caso
particular de estructuras con multiples grados de libertad (gdl), no es posible identificar la totalidad de
sus parametros modales. Ademas, también es posible que por el mismo tamafio de la estructura,
tampoco se puedan instrumentar todos sus gdl disponiendo asi un niimero limitado de gdl medidos para
reconstruir su matriz de rigideces.
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2.2. OBJETIVOS Y ALCANCES
En el presente trabajo se establecen como objetivos principales:

1. Revisar la efectividad de algunos de los métodos directos que permiten reconstruir la matriz de
rigideces de una estructura.

2. Definir un método con el cual se pueda reconstruir la matriz de rigideces de una estructura usando el
menor numero posible de sus parametros modales experimentales.

3. Establecer un criterio para evaluar el efecto de algunas de las incertidumbres que afectan los valores
obtenidos de los parametros modales experimentales de una estructura.

Para realizar lo anterior, se estudian diferentes modelos estructurales, se aplican las técnicas descritas
para reconstruir sus matrices de rigideces y se analizan y discuten los resultados obtenidos.
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ANALISIS MODAL

Se estudian algunos de los métodos directos para reconstruir la matriz de rigideces de una estructura
dafiada o sin dafio. Ya que estos métodos usan como dato las frecuencias naturales y formas modales
de vibracion obtenidos experimentalmente, en esta seccion se presenta un resumen de conceptos y
propiedades utilizados en el analisis modal estructural.

3.1. FRECUENCIAS Y MODOS NATURALES DE VIBRACION

Problema de valores y vectores caracteristicos de una estructura (Chopra, 2001):

([K]-0*[M] f@}=0 G.1)

donde:

[K ] = matriz de rigideces

[M ] = matriz de masas

o’ = frecuencia natural circular cuadrada
{d)}= vector modal

Las frecuencias naturales de vibracion de un sistema estructural se pueden obtener a partir de la
ecuacion (3.1). Para que {(D};t 0, se debe cumplir que:

[K]-o[M]|=0 (3.2)

Al desarrollar el determinante (3.2), se obtiene una ecuacion de grado igual al nimero de gdl del
sistema donde la incognita es ®”. Asi, se tienen tantos valores de @’ como gdl tenga el sistema.

Sustituyendo cada valor de la frecuencia @’ en la ecuacion (3.1) se obtiene el vector modal o modo de
vibracién asociado a esa frecuencia. Estos vectores modales contienen valores relativos de la
configuracion deformada, entre los gdl del sistema estructural.

Para una estructura particular, se tendra igual nimero de modos de vibracién que nimero de gdl que la
representen. Los modos de vibracion representados como vectores columna se agrupan en una matriz
cuadrada llamada matriz modal. Asi, para un sistema estructural de N gdl, su matriz modal es:

_(Dn D, .. Dy
D, D, .. O,

[‘D] NN

_q)m D,, Dy
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En cada término @, , el subindice » se refiere al grado de libertad y ¢l i al modo de vibracion.

Las frecuencias naturales cuadradas de vibracion se representan en una matriz diagonal llamada matriz
espectral. En esta, las frecuencias se representan en orden de valor ascendente, la correspondiente al

término (1,1) es la menor. Para un sistema de N gdl la matriz de frecuencias de vibracion al cuadrado
es:

2
]

o;

2 _
[‘" ]NN"
2

[0
. N

Una aplicacion fundamental del analisis modal consiste en que los desplazamientos de las masas de un
sistema de varios gdl, cuando es sometido a una aceleracion en su base, se pueden obtener sumando los
desplazamientos debidos a la aportacion de cada uno de los modos naturales de vibracion. Es decir,
cualquier configuracion de desplazamientos X se puede expresar como una combinacion lineal de los

vectores modales {(D},.. Asi, para un sistema de N gdl, el desplazamiento de la masa correspondiente
al gdl nes:

Los modos de vibraciéon poseen la propiedad de ortogonalidad respecto a las matrices de masas y
rigideces. Estas propiedades son muy importantes para estudiar problemas dinamicos de sistemas
estructurales de multiples gdl. Para mostrar estas propiedades, la ecuacién (3.1) se escribe como
(Chopra, 2001):

[K]{i@}= o [M]{@} (33)

Considerando dos diferentes modos de vibracion y sus correspondientes frecuencias naturales. La i-
ésima frecuencia y su modo deben satisfacer la ecuacion (3.3), esto es:

[K]{@}, = o} [M]{@}, (34)
Similarmente, para la j-ésima frecuencia de vibracién y su modo correspondiente se tiene:

[K](@}, - o []io}, 63

Premultiplicando los dos términos de la ecuacion (3.4) por {(D}f :

(o} [k]{o}, =0 {o}] [M]{@}, (3.6)
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Premultiplicando los dos términos de la ecuacion (3.5) por {d)},T 2

(o} [k]{o}, =0} {0} [M]{e}, 3.7

Considerando la propiedad de simetria de las matrices de masas y rigideces, al aplicar la transpuesta a
los dos términos de la ecuacion (3.6) se obtiene:

(@} [K]{o}, =0 (@} [M|}, (3.8)

Restando la ecuacion (3.7) de 1a (3.8):
(07 -0} )@} [M{o}, =0 (39)

s 2, 2 " g .
Si @; #w;, para un sistema con frecuencias naturales reales, se tiene que @, # @;, y para que se

satisfaga la ecuacion (3.9) se debe cumplir que:
{o} [M]{e}, =0 (3.10)

Esta ecuacién es conocida como la propiedad de ortogonalidad entre dos modos de vibracion
diferentes, con respecto a la matriz de masas.

Ya que los vectores modales contienen valores relativos de la configuracion deformada de un sistema
estructural, es conveniente normalizarlos. Un criterio de normalizacion para los elementos del i-€simo

vector modal {(D}i , es (Paz, 1997):

O = b : 3.11)

el vl

donde:
¢,, = n-ésima coordenada modal del i-ésimo modo

@, = n-ésima coordenada modal normalizada del i-ésimo modo
Para vectores modales normalizados, cuando i=j, la propiedad de ortogonalidad (3.10) se convierte en:
@) [M]io} =1 (3.12)

La condicion de ortogonalidad de dos vectores modales respecto a la matriz de rigideces se obtiene a
partir de la ecuacion (3.3). Para el j-ésimo vector modal se tiene:

[K]{@}, = o’ [M]{o}, (3.13)

Premultiplicando los dos términos de esta ecuacion por {CD},T y tomando en cuenta la propiedad (3.10)
se obtiene:
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{@f [k[{o},=0 (3.14)

Esta ecuacion es la condicién de ortogonalidad de dos vectores modales respecto a la matriz de
rigideces. Para vectores modales normalizados, si i=j, la propiedad (3.14) se convierte en:

(@} [K]{®}, =] (3.15)

Es importante conocer estas propiedades de los vectores modales ya que los métodos directos usados
para reconstruir una matriz de rigideces, basados en los multiplicadores de Lagrange se basan en el
planteamiento de un problema de optimizacion sujeto a restricciones. Estas restricciones son
precisamente el problema de valores y vectores caracteristicos, las propiedades de ortogonalidad de los
vectores modales y la propiedad de simetria de las matrices de masas y rigideces de una estructura.

3.2. ANALISIS MODAL TRIDIMENSIONAL

Una estructura real, ya sea plana o tridimensional, tiene un niimero infinito de gdl que pueden definir,
para un instante dado, su configuracion deformada. Sin embargo, no es necesario elegir tantos gdl
como sea posible para definir el comportamiento elastico de un modelo estructural. En la realidad su
respuesta de interés queda representada solamente por algunos de ellos. Por esta razén, es conveniente
usar solamente los gdl necesarios que representen las deformaciones y fuerzas que realmente interesan.

La hipétesis establecida para modelos estructurales planos consiste en considerar sistemas de piso lo
suficientemente rigidos para preservar como relevantes solo los desplazamientos laterales de entrepiso.
De igual forma, si en un sistema estructural tridimensional se conserva esta hipotesis, el problema se
reduce a considerar solo tres gdl por cada nivel, dos desplazamientos laterales y un giro respecto al eje
vertical. Para este caso, en las fuerzas de inercia se incluyen los productos de los momentos de inercia
de las masas con respecto al eje vertical y por sus correspondientes aceleraciones rotacionales.

En la matriz de masas de un modelo estructural tridimensional, los desplazamientos laterales de
entrepiso estan asociados a la masa traslacional del nivel correspondiente y el giro respecto al eje
vertical estd asociado a la inercia rotacional de la masa con respecto a ese eje. Considerando dos
desplazamientos laterales de entrepiso y giro respecto al eje vertical como gdl de uno de los entrepisos

de un sistema tridimensional, la submatriz de masas del /-ésimo nivel [M ], , tiene la forma:

m 0 0
[M]l =0 m 0
0 0 In

donde:
m, = masa del nivel /

Ir, = inercia rotacional de la masa del nivel /

Cuando la masa m esta distribuida uniformemente en planta y su radio de giro es 7, su inercia
rotacional se puede calcular como (Bazan y Meli, 2003):

Ir=mr?

10
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Para una planta rectangular de dimensiones a y b el radio de giro de su area es:

rzx/‘a2+b2 5/12

Para un sistema estructural tridimensional, las frecuencias de vibracion se pueden calcular también con
la ecuacién (3.2). Los modos de vibracion estan formados ahora por desplazamientos y rotaciones,
éstos deben de concordar con los gdl considerados y con el orden que estos tengan en las matrices de
masas y rigideces del modelo estructural. Los modos de vibracion deben de cumplir con las
propiedades de la seccion (3.1).

3.3. CONDENSACION ESTATICA DE GUYAN

Ya que en las pruebas de vibracion efectuadas en una estructura real no es posible medir en todos sus
gdl, es necesario efectuar una reduccion o condensacion del total de éstos para tratar solo con los gdl
primarios que definan adecuadamente su respuesta. En el caso de edificios, cuando existen sistemas de
piso suficientemente rigidos en su plano que impidan los giros en los nudos viga-columna y se pueda
considerar que solo existe traslacion horizontal de tales sistemas, interesara medir solo esos gdl.

Las razones por las que se efectiia una condensacion matricial, son en general, la gran cantidad de gdl
que tiene la estructura, el interés de solo algunos de ellos o la cantidad de equipo insuficiente de que se
dispone para medir el total de esos gdl.

Los gdl condensados de una estructura son los puntos donde se supone que se encuentra concentrada su
masa. Después de la condensacion de sus matrices, solo los gdl primarios quedan representados en el
modelo estructural. Existen algoritmos para determinar de manera automatica los gdl primarios que
deben elegirse en una estructura para lograr buenos resultados al obtener sus parametros modales
(Henshell y Ong, 1975).

Una de las técnicas mas populares de este tipo es la condensacion estatica de Guyan (1965). Esta
técnica ha sido una de las mas usadas para la condensacion matricial de las matrices que representan
modelos analiticos de estructuras. Inicia de la ecuacion de equilibrio dinamico de un sistema estructural
en el dominio del tiempo, sin considerar el amortiguamiento:

M+ [k = {1} (3.16)

donde:

[M ] = matriz de masas
[K ] = matriz de rigideces
{X}= vector de aceleracién
tx}

= vector de desplazamiento
{ f } = vector de cargas externas

Debido a que en la ecuacion (3.16) se desprecia el término de inercia ([M ][X ]) , esta técnica es

llamada reduccion estatica. Particionando las matrices en gdl primarios o de interés n, y gdl
secundarios s, se tiene:

11
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iRt

Desarrollando la ecuacion inferior del sistema anterior se obtiene:

=k T K R KT (3.18)

Al suponer que no existen fuerzas externas aplicadas en los gdl secundarios, el segundo término del
lado derecho de la ecuacion (3.18) desaparece y la matriz de transformacion de reduccién de Guyan se

expresa como:
[r]= [ ] ]] (3.19)

-[&. 'K,

[T] = matriz de transformacion de condensacion
[I ] = matriz identidad

donde:

La matriz identidad que aparece en la ecuacion (3.19) representa el hecho de que los gdl primarios se
conservan al efectuar el proceso de condensacion. Las matrices de masas y rigideces condensadas se
obtienen como:

M ]=[r][m,]1r]
K 1=[rT'[K.]17]

(3.20)

donde:
[M c ] = matriz de masas condensada

[K ” ] = matriz de rigideces condensada

[T] " = transpuesta de la matriz de transformacién
[M p ] = matriz de masas del modelo analitico

[K 4 ] = matriz de rigideces del modelo analitico

Existe otra forma de obtener la matriz de rigideces condensada [K c] sin obtener previamente la matriz

de transformacion [T] Si la ecuacion (3.16) se particiona ahora de la forma siguiente (Tung y

Christiano, 1993):
B e

Resolviendo para {X s } a partir de la ecuacion superior del sistema (3.21) se obtiene:

12
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x=-[ks I (&, )X, 3-{7.3) (3.22)

Sustituyendo la ecuacion (3.22) en la ecuacion inferior del sistema (3.21):

(- &I K]+ KD = ) - KK 7 (323)

Suponiendo también que no existen fuerzas aplicadas en los gdl secundarios, la ecuacién (3.23) se
reduce a:

(- [&. KK+ KD Hx =47 (3.24)

El término dentro del paréntesis del lado izquierdo de la ecuacion (3.24) es la matriz de rigideces
condensada, también llamada matriz de rigidez lateral. Es importante observar que en esta ecuacion los
términos de desplazamientos y fuerzas estan expresados para los gdl primarios (condensados). La
matriz de rigideces condensada es entonces:

k. ]= [K..]- K.k [K,] (3.25)

Asi, para calcular la matriz de rigideces condensada de una estructura, basta con particionar la matriz
de rigideces global de acuerdo a la ecuacion (3.21) y aplicar la ecuacion (3.25). La misma técnica se
puede seguir para condensar una matriz de masas.

Se incluye aqui esta técnica de condensacion matricial ya que al reconstruir la matriz de rigideces de
los modelos estructurales estudiados en el capitulo cinco, se efectia una condensacioén de su matriz de
rigideces global para considerar solo como gdl primarios los desplazamientos laterales de entrepiso.
Esta condensacion de la matriz de rigideces global a los desplazamientos laterales de entrepiso, debe

ser acorde a los gdl medidos en la estructura con el fin de obtener sus parametros modales
experimentales.

i3



CAPITULO 4

METODOS PARA LA RECONSTRUCCION DE LA MATRIZ DE RIGIDECES

4.1. METODOS BASADOS EN LOS MULTIPLICADORES DE LAGRANGE

Se presentan los fundamentos tedricos de los métodos directos que se utilizan en este trabajo para
reconstruir la matriz de rigideces de una estructura.

Todos los métodos basados en los multiplicadores de Lagrange tratan de minimizar una funcién
objetivo sujeta a una serie de restricciones en las variables independientes. Consideran un problema de
optimizacion restringido basado en la ecuacién de equilibrio dinamico, las matrices de masas y
rigideces del modelo analitico de la estructura y los parametros modales obtenidos experimentalmente.

4.1.1. Algoritmo de Baruch y Bar Itzhack
Baruch (1978), propuso un método para reconstruir la matriz de rigidez de una estructura dafiada,
aceptando que la matriz de masas es constante. La matriz de rigideces reconstruida se obtiene

minimizando la norma de error entre esta matriz y la matriz de rigideces del modelo analitico de la
estructura.

V=

l\)l-—‘

NUARS(CARIA) AR ;ii[z 2" Dby kg ] @

i=l j=l

donde:
“ !I = norma matricial

[M A] = matriz de masas del modelo analitico
[K A] = matriz de rigideces del modelo analitico
[K ” ] = matriz de rigideces reconstruida

m,; = elemento de [MA]

k, = elemento de &,]

k,,; = elemento de [KU]

Sujeta a las siguientes restricciones, que satisfacen la simetria de la matriz de rigideces y el problema
de valores y vectores caracteristicos, respectivamente:

[KU ]= [KU ] '
[KU ][(Dx ]: [MU ][q)x ]lwi' ]
donde:

2 - p . x
lco = J = matriz diagonal de frecuencias naturales cuadradas experimentales

4.2)
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[CD 7 ] = matriz modal experimental
[(D ¥ ] " = matriz transpuesta de la matriz [d) X ]
[K 5 ] " = matriz transpuesta de la matriz [K 5 ]

[M I ] = matriz de masas reconstruida

Las matrices de masas y rigideces son de orden nxn, ademas, la matriz de masas cumple con la
propiedad de ortogonalidad, ecuacion (3.12). Usando el método de los multiplicadores de Lagrange
(Baruch, 1978), para incluir las restricciones (4.2), la funcién de Lagrange se define como:

v=r+201A, )k, Jlo,}- v, ]lo, )|} Do nls ), }- &, 17 ) (43)
donde:

0K, Jo i Jo Joi -3 522, (S0, - S, S0 3

i=l j=1

H[ﬂk (K ] [K ] )] ZZ[ﬂk (Uy~ UJI)

=l j=1
[A k] s [,BK ] = matrices de multiplicadores de Lagrange
A, = elemento de [A k]
@, = elemento de [CD X]

a);. = elemento de [a))z(]

La matriz [A k] es rectangular de orden nxm, con n= m. [ﬂK ] €s una matriz antisimétrica de orden
nxn, es decir:

[ﬂk]:' [ﬁk]r

La matriz modal experimental [CI) x] es una matriz de orden nxn, ademas, como la matriz de
frecuencias cuadradas es diagonal, se debe cumplir que:

2 —
@, =, para p=q
=0 para p#gq

2

pPq
2
pPa

Derivando parcialmente ‘¥’ con respecto a k;; y resolviendo la ecuacion se obtiene &, para el valor

minimo de W .

[N 2R AR CRRETA RS

ok,

Sumando a la ecuacion (4.4) su transpuesta para eliminar LBK ] se obtiene:

15
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[KU =[KA ]_[MA ][Ak ][CDX]T[MA ]_[MA ][(Dx ][Ak ]T[MA] 4.5)

Sustituyendo (4.5) en la segunda condicién (4.2):

v ], Jo3 F&, Jo, v, o DA T [, 0, ] “6)

Esta ecuacion se puede escribir como:

M A=K Nl -l Tl -l DI 17 [, Tl ] @)

Tomando la transpuesta a los dos términos de esta ecuacion se obtiene:
(A [ o, ) &y -0} o, )7 [, )- [, 17 [, i D, 17 [ ] (4.8)
Sustituyendo las ecuaciones (4.7) y (4.8) en la ecuacion (4.5):

[k, =& K o Do, 7 [, o2l Jlo Jlod Jlo, 17 B, Dl Tl 1 [,

o, Jlo, ] [M,]-m Jlo, Jlo, )&, ]+, ], Jo, ] m,]AJo,] [m,]
(4.9)

Sustituyendo las ecuaciones (4.7) y (4.8) en la ecuacion (4.9):
[KU ]=[KA ]‘[KA ][q)x ][(DX ]T [MA ]_ [MA ][CDX ] [q)x ]T[KA ]+ 2[MA ][(DX ][q)X]T [KA]

@, o, T M, - o, Jlo, "I, ] [A 0, I, - o, A0 @)
M, Jlo Jlo, 1" [M,]

Finalmente, sumando las ecuaciones (4.9) y (4.10) se obtiene la ecuacién para obtener la matriz de
rigideces reconstruida (Baruch, 1978).

[KU ]: [KA ]' [KA ][(DX ][q)x ] ' [MA ]_ [MA ][(DX ][(DX ] ' [KA ]"’ [MA ][(DX ][q)x ] g

(Ko Jo, v, e 1 Jo Joi Jo 1 v, @1

4.1.2. Algoritmo de Berman y Nagy

Berman y Nagy (1983), establecieron las mismas suposiciones del algoritmo de Baruch y Bar Itzhack y
reconstruyeron las matrices de masas y rigideces secuencialmente. Para reconstruir la matriz de masas

de una estructura, se busca minimizar la diferencia entre las matrices [M U] y [M A] . El problema se
define como la minimizaci6n de la norma de error entre estas dos matrices a través de la funcion:

Pu= “ [MA]_UZ([MU]_[MA])[MA]_Hz ” (4.12)
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Sujeta a la condicién de ortogonalidad respecto a la matriz de masas reconstruida.

[, ] [M,]l®,]=[1] (4.13)

Usando el método de los multiplicadores de Lagrange y considerando la restriccion impuesta al
problema a través de la ecuacion (4.13), la funcion de Lagrange ‘V,, se expresa como:

Fu=pu+ 234, (0.1 [, o, 1111, 19

donde:
A; = multiplicador de Lagrange

La matrices de masas [M 4 ] 3 [M U ] y la matriz modal [(D X ] son de orden nxn.

Al derivar la ecuacion (4.14) con respecto a los elementos de [M & ] y resolverla, usando la propiedad

(4.13) se evalian los multiplicadores de Lagrange /1,.]. y se obtiene la matriz de masas reconstruida

[M U] , la cual minimiza la norma (4.12) y satisface la condicion impuesta por la ecuacion (4.13). Esta
matriz se obtiene como (Berman y Nagy, 1983):

[MU ]:[MA ]+[MA ][q)x ][’”A]_l ([]]_[mA])[mA ]‘I [(DX]T [MA] (4.15)

donde:
[mA ]= [(DX ]T[MA ][(DX ]

La matriz de rigideces reconstruida se obtiene al minimizar la norma de error entre esta matriz y la
matriz de rigideces del modelo analitico de la estructura, a través de la funcion:

o = M, ] (K, - [K DML (4.16)
Sujeta a las siguientes tres restricciones:
%, J=[k,]"
0,17 [&, Jlo, J-|o} | @.17)

[KU ][(Dx] = [MA][(DX ][a)i, ]

Que garantizan la simetria de la matriz de rigideces, la propiedad de ortogonalidad respecto a la matriz
de rigideces y el problema de valores y vectores caracteristicos, respectivamente.

Aplicando el método de los multiplicadores de Lagrange, se define una matriz de multiplicadores de

Lagrange para cada una de las restricciones impuestas al problema a través de las ecuaciones (4.17). La
funcién de Lagrange se establece como:

17
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¥e=0e + 3 YN, (& N, v, o, o2 ), + 331, (0,17 (&, o, -2 ),

i=l j=l i=1 j=1

+§n:i[A5]ij ([KU]_[KU]T)I']

i=t j=1
(4.18)
donde:

[A k ], [Ao ],[A: ]: matrices de multiplicadores de Lagrange

Al derivar la ecuacién (4.18) con respecto a los elementos de [KU] y resolverla, usando las

restricciones (4.17) para eliminar los multiplicadores de Lagrange se obtiene la matriz de rigideces
reconstruida como (Berman y Nagy, 1983):

[k, ]k, J+([a]+ [a]7) (4.19)
donde:

a1 T ([, 7 I Jfo T+ fod Dl 1 [, - IK o Tl 17 b, ]

4.2. ALGORITMO DE LA MEZCLA DE MATRICES

El método de la mezcla de matrices se debe a Ross (1971) y Thoren (1972), posteriormente fueron
desarrollados e introducidos por Caesar (1987) y Link et al. (1987).

Suponiendo que para una estructura se miden los modos de vibracion para todos sus gdl, se pueden
construir las matrices de masas y rigideces de la estructura directamente. Considerando que los
vectores caracteristicos estan normalizados con respecto a la matriz de masas, las matrices de masas y
rigideces se obtienen como:

[M ]1— X]T Z{(I)

(4.20)

k1" = [, o2 [ [0, )= 3, (20l

i=1 (0 Xi

donde:
{(D X }l. = i-ésimo vector modal experimental

2 P . -
W), = i-ésima frecuencia natural cuadrada experimental

Existen dos problemas al aplicar el método de la mezcla de matrices. Primero, el nimero de modos
identificados es generalmente menor que el de gdl medidos de la estructura. Segundo, la respuesta de la
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estructura puede ser solo medida en un nimero limitado de puntos. Sin embargo, la segunda dificultad
puede ser parcialmente superada expandiendo las formas modales experimentales al nimero de gdl que
se consideren en el modelo analitico de la estructura.

Caesar (1987) y Link et al. (1987) expandieron las formas modales medidas a los gdl del modelo
analitico con el fin de tener las formas modales completas respecto al niimero de gdl considerados en
ese modelo, también usaron datos del modelo analitico para suplir los modos experimentales no
identificados. Bajo tales suposiciones, las matrices de masas y rigideces se obtienen como:

N

M, ] =Y o, ) o, ) + Do, ) o,

i=1 i=m+1

4.21)

[KU]—l = ’Z’: {q)X(};z{iX }iT 3 ig] {Q)Ai;ETA}iT

donde:

m = numero de modos identificados
N = nimero de grados de libertad medidos

Si el nimero de modos identificados es menor que el total de nimero de modos considerados en el
modelo analitico, las ecuaciones (4.2.2) se convierten en (Saeed, 1997):

M, 17 = M,]7 + Yo, Lo, -, ,)]

i=1 i=]

(4.22)

K, ]7= [K,]" + ZM—ZM

4.3. ALGORITMO DE LA MATRIZ DE ERROR

Otro de los métodos directos para reconstruir una matriz de rigideces es el método de la matriz de
error. Aqui se obtiene una matriz que contiene las diferencias entre los términos de la matriz de
rigideces del modelo analitico y los términos desconocidos de la matriz de rigideces reconstruida.
Conociendo la matriz de error se pueden obtener las matrices de masas y rigideces actualizadas
correspondientes a un estado de dafio estructural.

El método de la matriz de error es un grupo de técnicas que estiman directamente el error en las

matrices de masas y rigideces suponiendo que éste es pequefio. Uno de los primeros trabajos sobre este
tema es el de Sidhu y Ewins (1984), quienes definieron una expresion para la matriz de error como:

[Ak =[x, ]-IK,] (4.23)

La matriz de error representa la diferencia entre las rigideces del modelo analitico y las obtenidas a
partir de los parametros modales experimentales (matriz reconstruida). Si alguno de los elementos

estructurales se degrada en rigidez, los valores de [K i ] son menores que los de [K 4 ]
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Debido a lo incompleto de los datos experimentales, la matriz de error no puede ser obtenida
directamente de esta ecuacion. Sidhu y Ewins (1984) modificaron la ecuacion anterior y expandieron la
matriz de flexibilidad a través de series geométricas. La matriz de error se considera tomando los
términos de primer orden de la expansion, esto es:

[ak]=[k,\([&, 1" -[&,]7 )IK,] (424)

Una técnica similar puede también ser aplicada a la matriz de masas. Gysin (1986) usé las dos matrices
de pseudo-flexibilidad [K 5 ] Ty [K U ] ' de la ecuacion (4.24), usando ademas los datos modales
experimentales para calcular las matrices de error como:

kel ) o, o o o i

A
(4.25)

v =[m, ([, lo, 1[0, Jlo, 17 iat, ]

Una vez obtenidas las matrices de error [AK ] y [AM ] se obtienen las matrices reconstruidas de masas
y rigideces aplicando la ecuacion (4.23).

4.4. CRITERIO DE SELECCION DE FORMAS MODALES BASADO EN LA ENERGIA DE
DEFORMACION MODAL MAXIMA

Se presenta un método para seleccionar de un total de formas modales experimentales, el subgrupo que
es conveniente usar para reconstruir la matriz de rigideces de una estructura. El método utiliza la
energia de deformacion almacenada por las formas modales de la estructura para sus estados sin dafio y
dafiado. Se demuestra que una estrategia de seleccion de formas modales basada en la energia de
deformacion modal méaxima, produce resultados mas precisos al reconstruir la matriz de rigideces de
una estructura, que una estrategia de seleccion de formas modales basada en las frecuencias minimas.

Para elegir las formas modales y reconstruir la matriz de rigideces, se necesita correlacionar las formas
modales experimentales con las correspondientes formas modales del modelo analitico de la estructura
y elegir las que presenten la mayor correlacion. Generalmente las primeras formas modales
experimentales de una estructura son usadas en la correlacion con el modelo analitico ya que estas son
las mejor identificadas. Sin embargo, en algunos casos las formas modales de frecuencia mas alta son
criticas para reconstruir su matriz de rigideces y por tanto para localizar el dafio estructural. Asi que es
necesario incluirlas para efectuar la correlacion con el modelo analitico de la misma.

Se puede demostrar que en el caso de estructuras con un gran nimero de gdl, las formas modales de
frecuencia mas baja no tienen relevancia en el resultado obtenido al reconstruir su matriz de rigideces,
por tanto, poco aportan al localizar dafio estructural. Esto es importante, para tener un criterio
sistematico de las formas modales mas indicativas que deben elegirse al reconstruir la matriz de
rigideces de una estructura dafiada.

En el caso de estructuras con un comportamiento dominante global, tal como una viga en voladizo, la
mejor informacion para reconstruir su matriz de rigideces la pueden contener las frecuencias mas bajas,
con mayor energia de deformaciéon. Sin embargo, en estructuras donde puede dominar el
comportamiento local de los elementos estructurales, tales como armaduras o marcos rigidos que estan
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formados por varios elementos en los cuales la masa de la estructura esta distribuida en todos ellos, la
mayor energia de deformacion no esta distribuida en las frecuencias mas bajas. En muchos casos, las
formas modales que contienen informacion vital sobre un estado de dafio, son las de mas alta
frecuencia (Kashangaki et al., 1992).

Estudios previos han indicado la importancia que tiene la evaluacion de la energia modal de
deformacion en la deteccion y evaluacién de dafio estructural. La técnica de seleccion de formas
modales ha sido estudiada por Kashangaki (1995) y Lim (1991).

Kashangaki (1995), presenta el método de parametros de sensibilidad modal, basado en el cambio de
sensibilidad en los términos de la matriz de rigideces de una estructura, usando los parametros modales
del modelo analitico de la misma. El método determina cuéles formas modales deben ser obtenidas
experimentalmente y usadas para detectar y evaluar dafio estructural.

Lim (1991), presenta un método de seleccion de formas modales basado en los valores de una forma
modal, lo cual es una medida del nivel de energia requerido para excitar esa forma modal.

A continuacion se presenta la teoria en que se fundamenta la seleccion de las formas modales de una
estructura aplicando el criterio de la energia de deformacion modal maxima para reconstruir su matriz
de rigideces a partir de sus parametros modales experimentales.

Si las formas modales experimentales estan normalizadas respecto a la matriz de masas, las matrices de
rigideces para los estados sin dafio y con dafio de la estructura, se pueden obtener aplicando la pseudo
inversa de Moore-Penrose de una matriz, a la matriz de flexibilidades obtenida a partir de los
parametros modales, como (Scott et al., 1997):

k)= (lo* llo* ] o)
¢ J= (o]l | o))

(4.26)

donde:

K * ] = matriz de rigideces correspondiente al estado no dafiado de la estructura
K N ] = matriz de rigideces correspondiente al estado dafiado de la estructura
D “ ] = matriz modal correspondiente al estado no dafado de la estructura

D d] = matriz modal correspondiente al estado dafiado de la estructura

Zh ] = matriz diagonal de frecuencias circulares cuadradas correspondientes al estado no dafiado de
la estructura

[a) d]= matriz diagonal de frecuencias circulares cuadradas correspondientes al estado dafiado de la
estructura
[ ]T = matriz transpuesta

( )" = matriz pseudo inversa de Moore-Penrose

La obtencion de la matriz de rigideces de la estructura a partir de las ecuaciones (4.26) es equivalente a
una condensacion estatica de esa matriz, con respecto a los gdl medidos en ella. Ya que el nimero de
modos experimentales identificados en una estructura es en general mas pequefio que el de gdl
medidos, estas matrices no son cuadradas, por lo tanto, para obtener la matriz de rigideces se aplica una
pseudo inversa a la matriz de flexibilidades.
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La expresion general para evaluar la energia de deformacion almacenada en una estructura cuya matriz
de rigideces y vector de desplazamientos globales son conocidos, es (Scott et al., 1997):

U =%{X}T [k ){x} (4.27)

donde:
U = energia de deformacion

[K ] = matriz de rigideces global
{X } = vector de desplazamientos globales
{X } "= transpuesta del vector {X }

Y la energia de deformacion modal almacenada en la forma modal j puede ser determinada como:

i 2%{¢,}T[K]{‘D,~} (4.28)
donde:
{(D i }= Jj-ésima forma modal
{(D j}r = transpuesta del vector {(D j}

Aplicando la ecuacion (4.28) se obtiene la energia de deformacion modal almacenada en cada una de
las formas modales de la estructura, para sus estados sin dafio y con dafio. Cuando las formas modales
estan normalizadas con respecto a la matriz de masas y la matriz de rigideces es conocida, la energia de
deformacion modal de la estructura se obtiene sustituyendo las ecuaciones (4.26) en la ecuacion (4.28).
Para el estado sin dafio de la estructura se obtiene:

v, L op (oo o) fo) _—

Similarmente, para el estado dafiado:
0, Loty (o To o) o) @0

La energia de deformacion modal aplicando la ecuacion (4.29) se obtiene a partir de los parametros
modales obtenidos del modelo analitico de la estructura, la ecuacion (4.30) se aplica con los parametros
modales obtenidos experimentalmente correspondientes a un estado dafiado de la estructura.

Ya que la matriz de rigideces obtenida con alguna de las ecuaciones (4.26) puede no ser precisa debido
a la cantidad incompleta de formas modales identificadas y utilizadas para obtenerla, las ecuaciones
(4.29) y (4.30) que permiten calcular la energia de deformacion modal, son una aproximacion de la
energia de deformacion modal real. Esta energia se calcula solo con los parametros modales
identificados.

Para aplicar el criterio de seleccion de formas modales basado en la energia de deformacién modal
maxima. Los pardmetros modales sin y con dafio se comparan y se eligen aquellos que estén mejor
correlacionados y a la vez almacenen la mayor cantidad de energia. Esto se puede lograr aplicando el
criterio de correlacion modal, MAC (por sus siglas Modal Assurance Criterion). Este criterio de
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correlacion entre los vectores modales de los estados sin dafio y con dafio de una estructura, se define
como (Ewins, 1984):

(431)

donde:
{CD p } = i-€simo vector modal correspondiente a un estado sin dafio

{CD j} = j -ésimo vector modal correspondiente a un estado con dafio

Al evaluar este criterio de correlacion, el i-€simo vector modal sin dafio puede o no corresponder al i-
¢ésimo vector modal con dafio, para obtener el mas alto valor del MAC. El valor del MAC se expresa
como un porcentaje, si este valor es de 100% existe una perfecta correlacion entre ambos vectores
modales, si el valor es 0% no existe correlacion.

Resumiendo, para reconstruir la matriz de rigideces de una estructura daiiada aplicando este criterio, se
calcula la energia de deformacion modal para cada uno de los vectores modales, para los estados con
dafio y sin dafio de la estructura, se evalia el criterio de correlacion MAC entre esos vectores y se

eligen aquellos que proporcionen el mas alto valor del MAC y a la vez tengan el mayor nivel de
energia.

No existe un nimero minimo definido de formas modales que deben de utilizarse en cada caso
particular para reconstruir la matriz de rigideces de una estructura. En el capitulo cinco del presente
trabajo, se estudian varios modelos estructurales aplicando este criterio y se analizan los resultados
obtenidos al usar un nimero variable de parametros modales al reconstruir su matriz de rigideces.
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CAPITULO 5

EJEMPLOS DE APLICACION

5.1. METODOS DIRECTOS

Con el fin de aplicar los métodos directos del capitulo cuatro para reconstruir una matriz de rigideces y
comparar resultados con respecto a la matriz de rigideces obtenida para un estado de dafio simulado, se
estudian diferentes modelos estructurales, marcos planos regulares e irregulares en elevacion y una
estructura tridimensional de dos niveles propuesta por Sohn y Law (1997).

5.1.1. Marco plano

La geometria de esta estructura y los elementos estructurales dafiados simulados se muestran en la
figura 5.1.

O X
10@3.5m
0 )
e,
A 24

O Elemento dafiado
Fig 5.1. Marco plano estudiado.

Propiedades de la estructura: columnas 50x90 c¢m; trabes 40x90 cm; masa total por nivel 3 t-s"/m;
médulo elastico del concreto 2.21x10° t/m’.
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Se simula como dafio estructural una reduccion de rigidez del 30 % en los elementos indicados con un
circulo en la figura 5.1. Para obtener la matriz de rigideces global del marco se desprecia la
deformacion axial en todos los elementos estructurales y se consideran treinta gdl. Veinte provienen de
los giros de los nudos y diez de los desplazamientos laterales de entrepiso. Aplicando la matriz de
transformacion (ecuacion 3.19), para condensar la matriz de rigideces global a los diez
desplazamientos de entrepiso, se obtienen las matrices de rigideces condensadas, en t/m.

Para el modelo analitico [K . ]:

(63030 —37480 11618 -2398 495 102 21 —4 0.9 -0.1 )
—37480 52361 -35278 11164 -2305 476 -98 20 -4 0.6
11618 -35278 51907 -35184 11144 -2301 475 -98 20 -3
—-2399 11144 -35184 51887 -35180 11143 -2301 474 =95 15
495 2305 11144 -35180 51886 -35179 11143 -2298 462 -71
-102 476 -2301 11143 -35179 51886 -35177 11130 -2239 342

21 -98 475 -2301 11143 -35177 51874 -35118 10844 -1659
-4 20 -98 474 2298 11130 -35118 51587 -33728 8033

0.9 -4 20 =95 462  -2239 10844 -33728 44857 -20117
0.1 0.6 -3 15 =71 342 -1659 8033 -20117 13459 )

Para el estado de dafio simulado [K § ]:

(49828 -31130 9859 -2078 378 -84 19 -3.8 0.8 -0.1 )
-31130 44130 -28979 8882 -—1617 358 =79 16 -33 0.5
9859 -28979 43297 -29751 8835 1957 434 -89 18 -2.6
—-2078 8882 -29751 43854 -28856 9307 -2061 425 -85 12.5
378 1617 8835 -28856 44371 -32457 11352 -2340 467 =69
-84 358  -1957 9307 -32457 50509 -34871 11064 -2206 324

19 =79 434  -2061 11352 -34871 50990 -34916 10711 -1573
-38 16 -89 425 -2340 11064 -34916 51453 -33253 7645
0.8 33 18 -85 467  -2206 10711 -33253 42592 -18241

-0.1 0.5 -2.6 12.5 =69 324 -1573 7645 -18241 I1903)

La matriz de masas [M ] no indicada aqui, es una matriz diagonal de orden 10x10 con una masa total
por nivel de 3 t-s*/m.

Con estas matrices se obtienen las frecuencias naturales y formas modales para los estados sin y con
dafio del modelo estructural anterior y se aplican los algoritmos del capitulo cuatro para reconstruir su
matriz de rigideces. Inicialmente se utilizan todos los parametros modales experimentales. Después se
fue disminuyendo el niimero de parametros usados en el algoritmo de reconstruccién y se eliminaron
en orden creciente las frecuencias naturales de mayor valor y sus formas modales correspondientes. Es
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decir, se utiliz6 un criterio de seleccion de formas modales basado en las frecuencias naturales minimas
y sus correspondientes formas modales. Esto se hace con el fin de observar el error relativo que se
genera en los términos de la matriz reconstruida al usar un nimero incompleto de parametros modales
en su reconstruccion, al compararla con la matriz de rigideces correspondiente al caso de dafio
simulado.

El error relativo se calculd solo para los términos de la diagonal principal de la matriz de rigideces, por
ser representativos de los gdl para los que se condenso la matriz de rigideces global. El error relativo en
porcentaje se calculé como:

valor aproximado —valor exacto
X

Error = 100

valor exacto

El valor aproximado es el obtenido al aplicar los métodos de ajuste, el valor exacto es el calculado
correspondiente al estado de dafio simulado. Asi, si el valor del error es positivo existe una
sobreestimacion del método aplicado respecto al dafio simulado, en caso contrario existira una
subestimacion.

A continuacion se muestran los resultados obtenidos al aplicar los diferentes algoritmos para la
reconstruccion de la matriz de rigideces del marco plano estudiado.

Algoritmo de Baruch y Bar Itzhack. Al aplicar la ecuacion 4.11 se obtuvo la matriz de rigideces
reconstruida del marco. Los valores de las columnas de la tabla 5.1 representan las rigideces de los
términos de la diagonal principal de la matriz de rigideces reconstruida y en cada columna se indica el
nimero de pardmetros modales que se utilizaron al aplicar el algoritmo de reconstruccion. Los valores
de rigideces correspondientes a la columna de diez frecuencias y formas modales usadas, son las
rigideces obtenidas en el caso de dafio simulado, es decir, al usar el total de parametros modales al
reconstruir la matriz de rigideces se obtiene la matriz de rigideces de dafio simulado.

Tabla 5.1. Términos de la diagonal principal de la matriz de rigideces del marco plano,
reconstruida con el algoritmo de Baruch y Bar Itzhack. Rigideces en 1x10° t/m.

Numero de frecuencias y formas modales usadas

Término| 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1
K(1,1) | 498 498 525 554 588 604 619 627 629 63.0
K22) | 441 442 489 516 524 524 527 528 525 523
K33) | 433 436 488 492 499 510 516 515 515 518
K(44) | 438 444 483 484 516 516 523 523 523 520
K(5,5) 443 45.5 46.9 48.8 493 51.7 51.1 513 51.3 51.7
K(6,6) 50.5 52.3 51.9 53.8 52.5 52.9 52.1 521 51.9 51.9
K(7,7) 509 529 520 519 518 516 515 516 518 518
K(8,8) 514 528 524 525 524 524 520 516 516 516
K9 | 425 430 431 437 439 445 450 451 449 4438

K(10,10) | 119 119 119 120 121 124 126 130 133 134

En la figura 5.2, cada una de las curvas representa la variacién de error relativo de los términos de la
diagonal principal de la matriz de rigideces reconstruida al variar el nimero de frecuencias y formas
modales usadas en su reconstruccion. El valor de este error se incrementa a medida que se usa un
namero menor de parametros modales al reconstruir la matriz de rigideces. Como se puede observar, se
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necesita el total de parametros modales para reconstruir de manera precisa la matriz de rigideces. Al
usar nueve de estos parametros el error relativo para los diez términos varia entre el 0 y 4%. Al usar
ocho o menos parametros este error esta entre 0 y 27 %.

30 .
K@1.1) |
25 | ———KE2)
1, U K (3.3)
a5 [— e — e : N —-—-K(4,4)
= 1 —--—K(55)
= 10 -
o —8—K (6,6)
w 5 ——K (7.7)
02X —&—K (8,8)
& ——K (9,9)
& —+—K (10,10)

Numero de frecuencias y formas modales usadas

Fig 5.2. Variacion de error relativo en los términos de la diagonal principal de la matriz de
rigideces del marco plano, reconstruida con el algoritmo de Baruch y Bar Itzhack.

Algoritmo de Berman y Nagy. En la tabla 5.2 y la figura 5.3 se presentan los resultados obtenidos. A
pesar de que las expresiones usadas para reconstruir la matriz de rigideces con los algoritmos de
Baruch y Bar Itzhack y de Berman y Nagy son diferentes entre si, los valores de las rigideces y la
variacion del error relativo obtenidas por ambos métodos son practicamente iguales entre si. Por lo
tanto, se establece para este caso la misma conclusion hecha respecto a los resultados obtenidos con el
algoritmo de Baruch y Bar Itzhack.

Tabla 5.2. Términos de la diagonal principal de la matriz de rigideces del marco plano,
reconstruida con el algoritmo de Berman y Nagy. Rigideces en 1x10° t/m.

Numero de frecuencias y formas modales usadas

Término 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1
K(1,1) 49.8 498 52.7 55.3 58.5 60.4 62.0 62.7 62.9 63.0
K(2,2) 441 442 491 516 52.4 52.3 52.4 526 52.5 52.3
K(3.,3) 43.2 43.6 49.1 495 50.2 51.2 51.7 51.6 51.5 51.8
K(4,4) 43.8 445 48.5 48.6 51.7 al1.7 52.1 51.9 52.0 519
K(5,5) 443 45.5 47.0 487 49.2 50.5 50.8 51.5 51.7 51.8
K(6,6) 50.5 523 519 537 52.5 52.8 522 521 519 519
K(7,7) 50.9 53.0 52.0 519 51.8 515 515 51.7 51.8 51.8
K(8,8) 514 52.8 52.4 52.4 52.4 52.4 52.0 51.6 516 51.5
K(9,9) 42.5 43.1 43.1 43.6 43.9 445 45.0 451 449 448
(10,10) 11.9 119 19 12.0 121 12.4 12.6 13.0 133 13.4
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Fig 5.3. Variacién de error relativo en los términos de la diagonal principal de la matriz de
rigideces del marco plano, reconstruida con el algoritmo de Berman y Nagy.

Mezcla de matrices. Al aplicar este algoritmo (ecuaciones 4.22), al variar el nimero de parametros
modales utilizados para reconstruir la matriz de rigideces, se usan simultineamente igual nimero de
parametros, experimentales y analiticos. Los resultados obtenidos con este algoritmo se presentan en la
Tabla 5.3 y en la figura 5.4. En ésta se observa que es necesario el total de parametros modales para
obtener la matriz de rigideces de dafio simulado. Al usar nueve parametros modales, el error relativo en
los diez términos varia entre 0 y 7%, cuando se usan menos de nueve parametros el error relativo varia
entre 0y 27%.

Debe notarse en la figura 5.4 que existen varios términos para los cuales, a medida que se utiliza un

mayor numero de parametros modales para reconstruir la matriz de rigideces, su error relativo
aumenta.

Tabla 53. Términos de la diagonal principal de la matriz de rigideces del marco plano,
reconstruida con el algoritmo de la mezcla de matrices. Rigideces en 1x10° t/m.

Numero de frecuencias y formas modales usadas
Término 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1
K(1,1) 49.8 47.4 50.2 526 57.4 59.8 61.9 62.7 62.9 63.0
K(2,2) 441 42.4 46.7 51.2 527 52.3 52.3 52.6 52.5 52.3
K(3,3) 43.2 40.8 49.0 49.9 49.6 51.0 51.8 516 51.5 51.8
K(4,4) 43.8 426 49.5 46.6 52.1 51.9 52.1 51.9 52.0 51.9
K(5,5) 443 46.6 46.8 493 491 50.6 50.8 215 51.7 51.8
K(6,6) 50.5 50.8 51.2 536 52.9 53.4 52.3 521 51.9 519
K(7,7) 50.9 52.4 54.1 52,5 52.8 51.8 515 51.7 51.8 51.8
K(8,8) 51.4 52.9 57.0 53.9 D27 53.0 522 516 51.5 515
K(9,9) 42.5 43.9 457 46.4 44 .4 447 45.0 451 45.0 448
K(10,10) | 119 12.6 12.2 12.5 12.2 12.5 127 13.0 13.3 134
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Fig 5.4. Variacion de error relativo en los términos de la diagonal principal de la matriz de
rigideces del marco plano, reconstruida con el algoritmo de la mezcla de matrices.

Matriz de error. Finalmente, con este cuarto algoritmo (ecuacion 4.23), los resultados obtenidos se
resumen en la tabla 5.4 y en la figura 5.5.

Segiin se aprecia en la figura 5.5, solo usando el total de parametros modales se obtiene la matriz de
rigideces de dafio simulado. Al usar nueve parametros modales, el error relativo en los diez términos
varia entre 0 y 8%, al usar menos de nueve parametros el error es muy variable, su valor esta entre 0 y
26%. De esta misma figura se aprecia que existen términos en los cuales a mayor nimero de
parametros modales usados, su error relativo es mayor.

Tabla 5.4. Términos de la diagonal principal de la matriz de rigideces del marco plano,
reconstruida con el algoritmo de la matriz de error. Rigideces en 1x10° t/m.

Namero de frecuencias y formas modales usadas

Término| 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1
K(1,1) 49.8 47.9 48.8 50.8 55.4 58.4 61.3 62.4 62.4 62.9
K(2,2) 441 43.0 450 50.5 52.5 51.9 521 52.4 52.4 52.2
K(3,3) 43.2 42.0 476 488 486 50.2 513 511 51.1 51.4
K(4,4) 43.8 421 48.5 48.0 51.7 51.6 51.9 51.7 51.7 51.8
K(5,5) 443 430 45.1 47.7 48.4 50.0 50.5 514 514 51.8
K(6,8) 50.5 526 50.7 53.5 526 53.2 52.3 521 52.1 51.9
K(7,7) 50.9 526 5386 52.2 52.6 517 51.4 516 516 51.8
K(8,8) 514 54.5 56.2 53.6 52.6 52.8 52.2 516 516 51.5
K(8,9) 425 456 450 45.6 441 445 448 45.0 45.0 44.8

K(10,10) | 11.9 2 1.9 12.2 12.0 12.3 12.5 12.9 12.9 13.4
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Fig 5.5. Variacién de error relativo en los términos de la diagonal principal de la matriz
de rigideces del marco plano, reconstruida con el algoritmo de la matriz de error.

De los resultados obtenidos al aplicar los diferentes algoritmos para reconstruir la matriz de rigideces
del marco plano estudiado, se observa que solo usando el total de parametros modales experimentales
se puede obtener de forma precisa la matriz de rigideces correspondiente al dafio simulado. De hecho,
conociendo todos los parametros modales experimentales de una estructura, su matriz de rigideces
exacta se puede obtener a partir de (Paz, 1997):

[K]_l :[(DX ][wﬁzr]_] [(DX]T

Es decir, si se conoce el total de parametros modales experimentales de una estructura, no es necesario
aplicar alguno de los algoritmos usados anteriormente para reconstruir su matriz de rigideces. Basta
con aplicar la expresion anterior.

5.1.2. Estructura tridimensional

Se estudia el modelo propuesto por Sohn y Law ( 1997), mostrado en la Fi 5.6. Las propiedades de
los elementos estructurales son: area de la seccion transversal, 0.01613 m”; momento de inercia de la
seccion transversal, [=8.32x10° m* y médulo elastico 2.11x10° t/m”.

En los elementos con dafio estructural simulado mostrados en la figura 5.6 se considera una reduccion
de su rigidez de 30%.

La matriz de rigideces global de la estructura se obtiene considerando seis grados de libertad por cada
uno de sus nudos, tres desplazamientos laterales y tres giros, segin los ejes de referencia indicados en
la figura 5.6. Considerando los sistemas de piso de este modelo como diafragmas rigidos, se aplica la
matriz de transformacién (ecuacion 3.19) y se condensa la matriz de rigideces global a tres grados de
libertad por cada nivel de la estructura, dos desplazamientos horizontales segin los ejes X y Y, y un
giro de entrepiso respecto al eje Z. Se tiene asi una matriz de rigideces condensada de orden 6x6. El
orden de los gdl en los términos de la matriz de rigideces condensada de la estructura es:
desplazamiento lateral en sentido X, desplazamiento lateral en sentido Y y giro de entrepiso respecto al
eje Z, para cada entrepiso.

30



EJEMPLOS DE APLICACION

21.9m

@)

Q

it ® * ............... »X

QO Elemento dafado

Fig 5.6. Estructura tridimensional

Considerando una masa total por nivel de 3.3 t-s”/m, y de acuerdo con los gdl condensados de la
estructura, se obtiene la siguiente matriz de masas [M ] para esta estructura tridimensional.

330 0 0 0
0 33 0 0
0 0 1447 0 0 0
0 0 33 0 0
0 0 0 0 33 0
0 0 0 0 0 1447)

Las matrices de rigideces condensadas, en t/m, son:

Modelo analitico [K ] :

248 05 -9 -115 -0 19
05 219 17 -01 -108 02
90 17 1108 19 02 -11.2
-115 -0.1 19 132 04 -7.1
0.1 -108 02 04 11 19
L 1.9 02 -112 -7.1 19 995 )

Estado de dafio simulado [K % ]:
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(212 04 -85 -99 -0.1 1.9)
04 202 1.8 -0.1 -108 02
-85 1.8 1078 19 02 -117
99 0.1 19 114 03 -7
0.1 -108 02 03 11 15
\ 19 02 -11.7 -7 15 8838

Se obtienen los parametros modales para el modelo analitico y para el caso de dafio simulado y se
aplican los algoritmos del capitulo cuatro para reconstruir la matriz de rigideces de esta estructura.

Algoritmo de Baruch y Bar Itzhack. Los resultados obtenidos se presentan en la tabla 5.5 y en la
figura 5.7. Al usar seis parametros modales se obtiene la matriz de rigideces de dafio simulado. Al usar
cinco de estos parametros, el error relativo en los seis términos varia de 0 a 5%. Al usar menos de
cinco de estos parametros, el error relativo en los seis términos varia de 0 a 17%.

Tabla 5.5. Términos de la diagonal principal de la matriz de rigideces de la estructura
tridimensional, reconstruida con el algoritmo de Baruch y Bar Itzhack.
Rigideces en t/m.

Nimero de frecuencias y formas modales usadas

Término 6 5 4 3 2 1
K(1,1) 21.2 22.4 245 248 248 248
K(2,2) 20.2 213 21.0 211 219 219
K(3.,3) 107.8 107.9 108.3 108.8 109.2 111.6
K(4,4) 114 1.9 12.7 132 132 13.2
K(5.5) 11.0 11.5 114 114 1.1 111
K(6.,6) 88.8 88.9 89.0 90.3 90.6 917

20 - ;
K(1,1)
—-——K(22)

= |
X rTTTTC NN e K(3,3)

S

E ——K(4,4)
—8—K(5,5)
—o—K(6.,6)

Numero de frecuencias y formas modales usadas

Fig 5.7. Variacion de error relativo en los términos de la diagonal principal de la
matriz de rigideces de la estructura tridimensional, reconstruida con el
algoritmo de Baruch y Bar Itzhack.
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Algoritmo de Berman y Nagy. En la tabla 5.6 y la figura 5.8 se muestran los resultados obtenidos al
aplicar este algoritmo. De manera analoga al caso del marco plano estudiado en el inciso 5.1.1, existe
mucha similitud entre los resultados obtenidos con este algoritmo y el de Baruch y Bar Itzhack. Se
establece la misma conclusién que se hizo respecto a los resultados obtenidos con el algoritmo de
Baruch y Bar Itzhack.

Tabla 5.6. Términos de la diagonal principal de la matriz de rigideces de la estructura
tridimensional, reconstruida con el algoritmo de Berman y Nagy.
Rigideces en t/m.

Namero de frecuencias y formas modales usadas

Término 6 5 4 3 2 1
K(1,1) 21.2 224 24.5 248 2438 248
K(2.2) 203 213 211 211 219 219
K(3.3) 107.8 107.9 108.3 108.8 109.2 111.6
K(4,4) 11.4 11.8 12.7 13.2 13.20 13.2
K(5,5) 11.0 11.5 1.4 1.4 111 111
K(6.6) 88.8 88.9 89.0 90.3 906 91.7

K(1,1)

— ——K{22)

Error (%)

Numero de frecuencias y formas modales usadas

Fig 5.8. Variacion de error relativo en los términos de la diagonal principal de la
matriz de rigideces de la estructura tridimensional, reconstruida con el
algoritmo de Berman y Nagy.

Mezcla de matrices. Los resultados obtenidos con este algoritmo se resumen en la tabla 5.7 y en la
figura 5.9. En ella se aprecia que solo al usar todos los parAmetros modales se obtiene la matriz de
rigideces de dafio simulado. Al usar cinco o menos parametros el error relativo en los seis términos es
muy variable, oscila entre 0 y 17%. Como ocurre en el caso del marco plano (seccién 5.1.1), para esta
estructura tridimensional también existen términos en los que existe mayor error relativo a mayor
nimero de parametros modales usados.
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Tabla 5.7. Términos de la diagonal principal de la matriz de rigideces de la estructura
tridimensional, reconstruida con el algoritmo de la mezcla de matrices.
Rigideces en t/m.

Nimero de frecuencias y formas modales usadas

Término 6 5 4 3 2 1
K(1,1) 21.2 199 245 248 248 248
K(2,2) 202 229 21.0 21.0 21.9 21.9
K(3,3) 107.8 107.1 108.4 109.0 1103 117.8
K(4,4) 1.4 109 12.7 13.2 13.2 13.2
K(5,5) 11.0 12.9 11.5 115 111 1.1
K(6,6) 88.8 88.6 89.1 91.0 90.7 87.7

K(1,1)

—— = K(2,2)

Error (%)

—8—K(5,5)

——K(6,6)

Numero de frecuencias y formas modales usadas

Fig 5.9. Variacion de error relativo en los términos de la diagonal principal de la
matriz de rigideces de la estructura tridimensional, reconstruida con el
algoritmo de la mezcla de matrices.

Matriz de error. En la figura 5.10 se observa que se obtiene la matriz de rigideces de dafio simulado
solo al usar el total de parametros modales. Al usar cinco 0 menos parametros modales, el error relativo
en los seis términos oscila entre 0 y 17%. También en este caso existen términos con mayor nivel de
error relativo a mayor nimero de parametros modales usados.

Tabla 5.8. Términos de la diagonal principal de la matriz de rigideces de la estructura
tridimensional, reconstruida con el algoritmo de la matriz de error.
Rigideces en t/m.

Namero de frecuencias y formas modales usadas

Término 6 5 4 3 2 1
K(1,1) 21.2 225 24.4 248 248 248
K(2,2) 203 217 20.7 20.7 219 21.9
K(3.,3) 107.8 106.4 108.2 108.9 110.0 117.3
K(4,4) 11.4 126 12.6 13.2 13.2 13.2
K(5.,5) 11.0 12.8 11.5 1.5 111 11.1
K(6.6) 88.8 86.9 87.6 89.5 89.2 85.3
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Con los resultados obtenidos al reconstruir la matriz de rigideces, tanto del marco plano (seccion
5.1.1), como de la estructura tridimensional estudiada en la presente seccion, se aprecia que con la
aplicacion de los algoritmos de Baruch y Bar Itzhack y de Berman y Nagy, el error relativo obtenido en
los diferentes términos analizados de la matriz de rigideces reconstruida, tiene un patrén de variacion
mejor definido que el obtenido con los algoritmos de la mezcla de matrices y la matriz de error.

20
K(1,1)
15 % -
—_—— K(2,2)
P ! 5
T ™ NN\ | == K(3.3)
5 9 .. ~ P N
= =" > ——K(4.4)
0 - SCCLFPIR S—
c' 2 3 —8—K(5,5)
5 ¢
——K(66)
-10 I

Numero de frecuencias y formas modales usadas

Fig 5.10. Variacién de error relativo en los términos de la diagonal principal de la
matriz de rigideces de la estructura tridimensional, reconstruida con el
algoritmo de la matriz de error.

Al aplicar los algoritmos de Baruch y Bar Itzhack y de Berman y Nagy, en el caso del marco plano
(seccion 5.1.1), al usar nueve parametros modales el error relativo en todos los términos es menor de 5
%. Con los algoritmos de la mezcla de matrices y la matriz de error se obtiene un error relativo mayor
de 5 % en varios términos. Al usar menos de nueve parametros modales, con los cuatro algoritmos se
obtiene un error relativo que varia entre 0 y 27%.

En el caso de la estructura tridimensional, cuando se aplican los algoritmos de Baruch y Bar Itzhack y
de Berman y Nagy, al usar cinco parametros modales el error relativo méximo en varios de los
términos es de 5 %. Con los algoritmos de la mezcla de matrices y la matriz de error se obtiene un error
relativo mayor al 10% en varios términos. Al usar menos de cinco parametros modales, con los cuatro
algoritmos se obtiene un error relativo que varia entre 0y 17%.

5.2 APLICAC}(')N DEL CRITERIO DE SELECCI'(')N DE FORMAS MODALES BASADO
EN LA ENERGIA DE DEFORMACION MODAL MAXIMA

Se estudian los ejemplos tratados en la seccién 5.1, usando ahora el criterio de la energia de
deformacion modal maxima para seleccionar las formas modales que se utilizan para reconstruir la
matriz de rigideces de la estructura.

5.2.1. Marco plano

Se aplica la ecuacion (4.28) para evaluar la energia de deformaciéon modal de los modos de vibracién

de la estructura, para sus dos estados, del modelo analitico sin dafio y del estado de daiio simulado. Se
obtienen los valores mostrados en la figura 5.11. En esta figura se representa la variacion de la energia
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para cada uno de los estados de la estructura, en el eje horizontal estan indicadas las formas modales y
en el vertical el valor de su correspondiente energia de deformacion modal (EDM). La energia esta
expresada en t/m.

Sin dafio

Forma modal

Fig 5.11. Variacién de la energia de deformaciéon modal en las formas modales de los
dos estados de la estructura del marco plano.

Al evaluar el criterio de correlacion MAC (ecuacion 4.31), entre los vectores modales de ambos estados
de la estructura se obtienen los valores indicados en la tabla 5.9. En cada columna de esta tabla se
indican los dos vectores modales mejor correlacionados y su respectivo valor del MAC.
Se observa que existe correlacion alta entre ambos grupos de vectores modales, el valor promedio de
correlacion es de 95%.

Tabla 5.9. Valores del criterio de correlacion MAC entre los vectores modales mejor
correlacionados de los dos estados de la estructura del marco plano.

Estado Vectores modales
Con y sin daino 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
MAC (%) 999 | 998 | 99.7 | 997 | 985 | 982 | 964 | 955 | 835 | 849

Como se observa en la tabla 5.9, todos lo vectores modales tienen una correlacion cercana al 100%,
pero en la figura 5.11, se aprecia que la energia de deformacion modal es mayor a medida que la forma
modal es superior. Por lo tanto, para reconstruir la matriz de rigideces de este marco plano se deberan
usar las formas modales con mayor nivel de energia, estas son las formas modales superiores. Para
analizar el error relativo que se genera con respecto al caso de dafio simulado, al reconstruir la matriz
de rigideces utilizando un nimero variable de las formas modales con mayor energia, se inicia
reconstruyendo la matriz de rigideces con todas las formas modales de la estructura. Se eliminan
después una a una, con su correspondiente frecuencia natural, aquellas formas modales que tienen el
menor nivel de energia.

Para reconstruir la matriz de rigideces, se utiliza el algoritmo de Baruch y Bar Itzhack ya que los

resultados obtenidos en los modelos estructurales estudiados en la seccién 5.1, muestran que es el que
proporciona resultados mas precisos.
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Los resultados obtenidos para este ejemplo estan indicados en la tabla 5.10 y en la figura 5.12. La tabla
5.10 contiene los términos de la diagonal principal de la matriz de rigideces, reconstruida con diferente
nimero de parametros modales, utilizando en todos los casos los parametros modales con mayor nivel
de energia de deformacion modal.

La figura 5.12 muestra la variacion de error relativo en cada uno de los términos de la diagonal
principal de la matriz de rigideces cuando se ha usado un nimero variable de pardmetros modales al
reconstruir su matriz. En el eje horizontal se indica el namero de pardmetros modales usados, en todos
los casos, el nimero indica las formas modales con mayor nivel de energia de deformacién modal
usadas. En el eje vertical se indica el valor correspondiente de error relativo en porcentaje.

Tabla 5.10. Términos de la diagonal principal de la matriz de rigideces del marco plano,
reconstruida con el algoritmo de Baruch y Bar Itzhack. Rigideces en 1x10’ t/m.

Numero de frecuencias y formas modales usadas

Término 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1
K({1,1) 498 498 498 49.8 49.9 50.6 52.3 55.2 58.8 62.6
K(2,2) 441 441 441 442 443 449 452 452 47.3 51.7
K(3,3) 423 433 433 433 433 434 445 457 456 49.9
K(4,4) 438 438 439 439 440 446 445 455 472 486
K(5,5) 444 444 444 444 446 445 455 455 483 483
K(6,6) 50.5 505 505 50.5 50.5 50.9 50.8 51.7 51.1 51.4
K(7,7) 51.0 51.0 509 51.0 511 51.2 51.7 52.0 521 531
K(8,8) 51.4 514 514 515 517 51.9 51.9 519 52.2 52.7
K(9.9) 426 426 426 426 426 427 431 439 444 448

K(10,10) | 11.9 11.9 11.9 119 121 12.4 12.7 13.0 13.3 134

30

K(1,1)
— - — K(2.2)

— - — - K(4.4)
— -~ —K(5.,5)
—8—K(66)
—o—K(7,7)
—a—K(8,8)
——K(9,9)

e —e—K(10,10
-~ §0°0)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Error (%)

P e

Numero de frecuencias y formas modales usadas

Fig 5.12. Variacion de error relativo en los términos de la diagonal principal de la
matriz de rigideces del marco plano, reconstruida con el algoritmo de
Baruch y Bar Itzhack.
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En la figura 5.12 se observa que para este modelo estructural, cuando se usan cinco o més parametros
modales (los que tienen mayor nivel de energia), el error relativo en los diez términos analizados es
menor que 5%. En este caso, los cinco o mas parametros modales utilizados corresponden a las formas
modales superiores de la estructura. Esto se verifica en la figura 5.11.

5.2.2. Estructura tridimensional

Se aplica el criterio de seleccion de formas modales basado en la energia de deformacién modal
méaxima a la estructura tridimensional estudiada en la seccién 5.1.2. Se calcula la energia de
deformacion modal de los modos de vibracion de los dos estados de la estructura y se aplica el criterio
de correlacion MAC entre los dos grupos de vectores modales. Los resultados obtenidos se resumen en
la figura 5.13 y la tabla 5.11.

En la figura 5.13 se observa que la energia de deformacion modal para los dos estados de la estructura
varia proporcionalmente, excepto para la sexta forma modal donde existe mayor diferencia de energia
entre los dos casos, el maximo nivel de energia de deformacion modal lo tienen la quinta y sexta forma
modal. En la tabla 5.11 se presentan los valores del criterio del MAC entre los vectores modales mejor
correlacionados de los dos estados de la estructura, existe una correlacion promedio de 88% entre

ambos grupos de vectores modales. Para la quinta y sexta forma modal se obtienen los valores mas
bajos del MAC.

Sin dano
----- Con dano

Forma modal

Fig 5.13. Variacion de la energia de deformacién modal en las formas modales de
los dos estados de la estructura tridimensional.

Tabla 5.11 Valores del criterio de correlacién MAC entre los vectores modales mejor
correlacionados de los dos estados de la estructura tridimensional.

Estado Vectores modales
Con y sin dafo 1 2 3 4 5 6
MAC (%) 994 | 894 | 999 | 999 | 689 | 689

En este caso se aplica también el algoritmo de Baruch y Bar Itzhack para reconstruir la matriz de
rigideces de la estructura danada.
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Los resultados obtenidos se muestran en la tabla 5.12, esta tabla contiene los términos de la diagonal
principal de la matriz de rigideces para diferente niimero de parametros modales usados en su
reconstruccion, los de mayor nivel de energia en todos los casos. En la figura 5.14 se muestra la
variacion del error relativo para cada término de la diagonal principal de la matriz de rigideces, cuando
varia el nimero de parametros modales utilizados al reconstruir su matriz. En todos los casos se usan
las formas modales con mayor nivel de energia.

Tabla 5.12. Términos de la diagonal principal de la matriz de rigideces de la
estructura tridimensional, reconstruida con el algoritmo de Baruch
y Bar Itzhack. Rigideces en t/m.

Numero de frecuencias y formas modales usadas

Término 6 5 4 3 2 1
K(1.1) 212 21.2 21.2 21.2 214 224
K(2.2) 213 20.2 20.2 204 20.4 21.7
K(3,3) 107.8 109.6 111.4 1111 1111 110.8
K(4,4) 114 1.4 1.4 1.4 12.0 12.4
K(5,5) 1.0 11.0 11.0 1.3 11.4 11.5
K(6,6) 88.8 94.1 95.3 95.1 99.7 99.6

K(1,1)

- ——K@2)

L 6. a0 X~ e K(3,3)
o)

E —B—K(4.4)
w

—o—K(5.5)

—%—K(6,6)

Numero de frecuencias y formas modales usadas

Fig 5.14. Variacion de error relativo en los términos de la diagonal principal de la
matriz de rigideces de la estructura tridimensional, reconstruida con el
algoritmo de Baruch y Bar Itzhack.

En la figura 5.14 se observa que al usar los seis parametros modales se obtiene la matriz de rigideces
correspondiente al caso de dafio simulado, ya que para este caso el error relativo es cero en los seis
términos analizados. Al usar de dos a cinco parametros modales, el error relativo varia de 0 a 7% en los
seis términos, al usar un solo parametro modal el error en los seis términos oscila entre 2y 13%.

39



EJEMPLOS DE APLICACION

5.2.3. Marco plano asimétrico 1

Se aplica el criterio de la energia de deformacion modal maxima a dos modelos estructurales con
asimetrias geométricas y variaciones importantes de masa y rigidez. Esto se hace con el fin de observar
la variacion de la energia de deformacion modal y el nivel de correlacion que existe en modelos
estructurales de este tipo.

El procedimiento para reconstruir las matrices de rigideces de estos modelos estructurales asimétricos
es similar al que se siguié en las secciones 5.2.1 y 5.2.2. Se presentan los resultados obtenidos en cada
caso y al final de los mismos se hacen los comentarios respectivos.

El primero de estos modelos estructurales, es el marco plano de concreto reforzado mostrado en la
figura 5.15. Este tiene un cambio brusco en masa y rigidez entre los entrepisos quinto y sexto.

E—
O
O
10@3.5m
) )\
) A
70 o)
C
L 1L L 2.+
| 3@8.0m

A
A

O Elemento dafiado
Fig 5.15. Marco plano asimétrico 1
Propiedades de la estructura: columnas del nivel 0 al nivel cinco 60x90 cm; columnas del nivel cinco al

diez 50x80 cm; trabes 40x90 cm; masa total por nivel, del mve] cero al cinco 9.0 t-s*/m; del nivel cinco
al diez 3.0 t-szfm modulo elastico del concreto 2. 2|)~:l()6 t/m’.
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Los elementos con dafio estructural simulado estan indicados en la figura 5.15, se considera una
reduccion de rigidez de 30% en trabes y de 40% en columnas.

Las matrices de rigideces de la estructura, condensadas a los diez desplazamientos horizontales de
entrepiso, en t/m, son:

Modelo analitico [K, ]:

(142750

—83920 24470 -4710 730 10 0 0 0
—-83920 120080 -79380 23130 -3630 190 -30 10
24470 -79380 118750 -77070 18840 -1150 210 —40 10
—4710 23130 -77070 108560 —56620 6890 -1280 240 -40 10
730 -3630 18840 -56620 60340 -25440 7020 -1300 240 =30
10 190 1150 6890 -25440 37710 -23840 6710 -1220 180
0 =30 210 -1280 7020 -23840 35780 -23450 6530 940
0 10 —40 240  —1300 6710 -23450 35590 -22800 5050
0 10 —40 240 —1220 6530 -22800 32150 -14850
. 0 0 10 =30 180 -940 5050 -14850 10590 )
Estado de daiio simulado [K s ]:
126100 -71720 19110 -3630 570 -30 0 0 0 0
=71720 100990 -64520 18440 -2880 150 -30 0 0 0
19110 —64520 98580 -65110 16210 -910 150 =30 10 0
-3630 18440 -65110 96230 -52110 6450 -1110 210 -40 10
570 2880 16210 -52110 57400 -24420 6350 -1180 200 -30
=30 150 -910 6450 -24420 35190 -21530 5950 -1000 150
0 =30 150 -1110 6350 -21530 32990 -21760 5780 -860
0 =30 210 -1180 5950 -21760 32840 -20620 4590
0 10 —40 200 -1000 5780 -20620 29900 -14240
L 0 0 10 =30 150 860 4590 -14240 10380 )

La matriz de masas [M ] no indicada aqui, es una matriz diagonal de orden 10x10, con una masa total
por nivel de 9 t-s/m para los primeros cinco entrepisos y de 3 t-s’/m para los iiltimos cinco entrepisos.
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Sin dano

E.D.M.(tm)
8

Forma modal

Fig 5.16. Variacion de la energia de deformacién modal en las formas modales de
los dos estados del marco plano asimétrico 1.

Tabla 5.13. Valores del criterio de correlacién MAC entre las vectores modales mejor
correlacionados de los dos estados del marco plano asimétrico 1.

Estado Vectores modales
Con y sin dafio 1 2 3 4 5 6 ¥ 8 9 10
MAC (%) 100 99.9 99.8 99.6 99.1 98.7 99.4 98.8 965 | 85.3

Tabla 5.14. Términos de la diagonal principal de la matriz de rigideces del marco
plano asimétrico 1, reconstruida con el algoritmo de Baruch y Bar
Itzhack. Rigideces en 1x10° ¢/m.

Niimero de frecuencias y formas modales usadas

Término 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1

K(1,1) 1261 1260 1260 1261 1262 1268 1283 1304 1354 1370
K(2.2) 1008 1009 101.0 1011 1015 1020 1028 1029 1044 107.7
K(3,3) 98.5 98.5 98.6 98.7 98.8 99.7 1002 1018 1028 105.1
K(4,4) 96.2 96.2 96.2 96.2 96.3 96.9 97.4 985 1031 103.2
K(5,5) 57.4 57.4 57.4 57.4 57.9 57.9 59.0 59.0 59.9 60.1
K(6,6) 35.2 35.1 35.1 35.2 35.2 35.4 353 36.2 36.3 37.6
K(7,7) 32.9 32.9 32.9 33.0 33.0 3341 33.2 33.5 33.5 35.6
K(8,8) 32.8 32.8 328 32.8 32.8 33.0 32.9 33.2 33.6 354
K(9,9) 299 299 299 29.9 29.9 30.0 30.0 30.8 31.1 32.0
K(10,10) 10.3 10.3 10.3 10.4 10.4 10.5 10.5 10.5 10.5 10.5
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Fig 5.17. Variacion de error relativo en los términos de la diagonal principal de la
matriz de rigideces del marco plano asimétrico 1, reconstruida con el
algoritmo de Baruch y Bar Itzhack.

En la figura 5.16 se aprecia que la variacion de energia de deformacion modal para los dos estados de
le estructura es siempre creciente, es decir, el mayor nivel de energia se concentra en las formas
modales superiores. Estas formas modales son las que no deberan excluirse para obtener resultados
precisos al reconstruir la matriz de rigideces de la estructura. En la tabla 5.13 se observa que la
correlacién promedio entre los vectores modales de los dos estados de la estructura es de 98%.

En la figura 5.17 se observa que al utilizar las ocho formas modales superiores de la estructura se
obtiene la matriz de rigideces de dafio simulado precisa, ya que para este caso el error relativo es cero.
Lo anterior se puede comprobar en la figura 5.16, donde se aprecia que el nivel de energia de las dos
primeras formas modales de la estructura es insignificativo comparado con el nivel de energia que
tienen todas las demas. Es importante observar en la figura 5.17, que al reconstruir la matriz de
rigideces de la estructura usando al menos cuatro parametros modales (las cuatro formas modales
mayores), en los diez términos analizados se obtiene un error relativo inferior que el 3 %, lo cual puede
considerarse aceptable.

Se concluye que para el marco plano asimétrico 1 y para el nivel de dafio simulado estudiado, la
asimetria geométrica y los cambios en masas y rigideces de la estructura no afectan el comportamiento
siempre creciente de la variacion de energia de deformacién modal. Esta siempre aumenta a medida
que la forma modal es superior. La correlacion entre los vectores modales tampoco se ve afectada, se
obtienen valores del MAC cercanos a 100% en todas las formas modales.

5.2.4. Marco plano asimétrico 2

En este modelo estructural de concreto reforzado existe variacién de masa y rigidez entre los dos
primeros entrepisos. Su geometria y algunos elementos estructurales con dafio simulado estan
representados en la figura 5.18.
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Fig 5.18. Marco plano asimétrico 2

Propiedades de la estructura: columnas del primer entrepiso 75x110 cm; columnas de los demas
entrepisos 60x90 cm; trabes 40x90 cm ; masa total por nivel, del nivel cero al uno 9.0 t-s’/m; del nivel

uno al diez 6.0 t-s’/m; médulo elastico del concreto 2.21x10° t/m’.

Los elementos con dafio estructural simulado estin indicados en la figura 5.18, se considera una

reduccion de rigidez de 30% en trabes y de 40% en columnas.

Matrices de rigideces condensadas del marco plano asimétrico 2, en t/m:

Modelo analitico [K , ] :
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(65204 -55895 17515 -3546 726 —151 32 -7 14 02 )
~55895 90987 -59819 18309 -3709 760 -158 33 =7 1
17515 -59819 88350 -59270 18193 -3684 755 -156 32  -49
-3546 18309 -59270 88235 -59246 18188 -3682 754 152 23
726  -3709 18193 -59246 88230 -59245 18186 3678 732  —l111
-151 760 —3684 18188 —59245 88228 59240 18165 -3579 540
32 -158 755 3682 18186 —59240 88207 -59141 17700 -2655
7 33 156 754 3678 18165 59141 87742 -56918 13205
14 -7 32 152 732 3579 17700 -56918 76965 -34775
-0.2 1 -49 23 -111 540 2655 13205 -34775 23777 )

Estado de dafio simulado [K s] ;

(56704 -49746 15141 -2997 629 -123 27 -6 12 -0.2
—49746 81980 -52608 15277 -3192 618 -132 27 -6 0.9
15141 -52608 76314 -51190 16393 -3144 672  -139 29 -4.5
=2997 15227 -51190 79789 -54684 16330 -3374 669 -141 22
629 3192 16393 -54684 81340 -54208 16349 -3114 650 99
-123 618 3144 16330 -54208 82086 -54931 16238 -3391 513

27 =132 672 3374 16349 -54931 80440 -53354 16850 -2543
-6 27 -139 669 3114 16238 -53354 81633 -54878 12924
1.2 -6 29 —-141 650 —3391 16850 -54878 75445 -34560

0.2 0.9 4.5 22 -99 513 2543 12924 -34560 23747 )

La matriz de masas [M ] no indicada aqui, es una matriz diagonal de orden 10x10, con una masa total
de 9 t-s’/m para el primer nivel y de 6 t-s”/m para los nueve niveles restantes.

En la figura 5.19, se aprecia que la variacion de energia de deformacién modal para los dos estados del
marco plano asimétrico 2 es siempre creciente a medida que la forma modal es superior.

El uso del mayor niimero posible de formas modales superiores permitira reconstruir de manera mas
precisa la matriz de rigideces de la estructura. Esto se puede comprobar en la figura 5.20, para ocho
parametros modales usados, el error relativo es practicamente cero en todos los términos. En
concordancia con esto, la figura 5.19 muestra que el nivel de energia almacenada por las dos primeras
formas modales de la estructura es muy pequefio comparado con el de las demas formas modales

superiores.
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Fig 5.19. Variacion de la energia de deformacion modal en las formas modales de los dos
estados del marco plano asimétrico 2.

Tabla 5.15

Valores del criterio de correlacion MAC entre los vectores modales mejor
correlacionados de los dos estados del marco plano asimétrico 2.

Estado Vectores modales
Con y sin daiio 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
MAC (%) 100 999 | 99.7 995 994 99 4 99.4 98.9 98.1 99

Tabla 5.16. Términos de la diagonal principal de la matriz de rigideces del marco

plano asimétrico 2, reconstruida con el algoritmo de Baruch y Bar
Itzhack. Rigideces en 1x10° t/m.

Numero de frecuencias y formas modales usadas
Término 10 9 8 s 6 5 L) 3 2 1
K(1.1) 56.7 56.6 56.7 56.9 57.5 58.6 60.3 62.2 63.8 64.9
K(2,2) 819 81.9 82.0 82.1 82.3 823 82.5 83.6 86.1 89.5
K(3,3) 76.3 76.3 76.3 76.4 76.4 76.7 77.8 78.0 79.0 847
K(4.4) 79.7 79.8 79.8 79.8 79.9 80.1 80.2 81.5 81.7 84.2
K(5,5) 81.3 81.3 81.3 81.3 81.4 81.5 82.4 82.3 84.9 846
K(6,6) 82.0 82.1 82.1 82.2 82.2 82.6 82.7 83.2 843 849
K(7,7) 80.4 80.4 80.4 80.5 80.5 80.5 81.3 82.0 81.9 849
K(8,8) 81.6 81.6 81.6 81.6 816 81.9 81.9 82.0 83.3 86.0
K(9,9) 75.4 75.4 75.4 75.4 75.4 75.5 76.1 77.0 77.5 77.2
K(10,10) 23.7 23.7 23.7 23.8 239 239 239 240 23.9 238
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Fig 5.20. Variacion de error relativo en los términos de la diagonal principal de la
matriz de rigideces del marco plano asimétrico 2, reconstruida con el
algoritmo de Baruch y Bar Itzhack.

En la figura 5.20 se observa que al usar por lo menos los cinco parametros modales con mayor nivel de
energia, el error relativo en todos los términos es menor de 2%, excepto en el término (1,1), donde el
error es de 4%. La tabla 5.15 muestra que la correlacion de los vectores modales entre los dos estados
de la estructura es muy alta, existe un valor promedio de correlacion de 99%.

Se concluye que para el marco plano asimétrico 2 y para el nivel de dafio simulado estudiado, las
caracteristicas de asimetria geométrica y la variacion de masas y rigideces de esta estructura no afectan
el comportamiento siempre creciente de la variacion de energia de deformacion modal. La correlacion
entre los vectores modales es muy cercana a 100% en todos ellos.

5.3. INCERTIDUMBRES EN LAS MEDICIONES DE LAS CARACTERISTICAS
DINAMICAS DE UNA ESTRUCTURA POR EFECTOS DE RUIDO

Las caracteristicas dinamicas de una estructura obtenidas experimentalmente se ven afectadas por
diferentes tipos de incertidumbres. Dentro de las de mayor interés se tiene el caso de los elementos no
estructurales que pueden aportar cierta rigidez a la estructura, por ejemplo el caso de pretiles y muros
divisorios, que pueden modificar el periodo natural de vibracion de la misma. Otro caso, es el efecto de
interaccion suelo-estructura que también afecta tales propiedades dinamicas, particularmente cuando se
trata de estructuras desplantadas en suelos blandos. Y también, la presencia de ruido que afecta estas
mediciones. A continuacién se analiza el efecto de las incertidumbres debidas a este ultimo caso.

Para considerar las incertidumbres debidas a la presencia de ruido en la obtencién de las caracteristicas
dindmicas de una estructura, las frecuencias naturales y formas modales de vibracion obtenidas para un
estado de dafio simulado son perturbadas con un cierto nivel de ruido. Sohn y Law (1997), propusieron
una expresion para incluir en una forma modal experimental las incertidumbres debidas a efectos de
ruido. La j-ésima forma modal perturbada se obtiene como:
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100

{G)J-},,={<Dj}(l+iX] .0

donde:
{tb i }= J -€ésima forma modal de dafio simulado

R = nivel de ruido en porcentaje

X = namero aleatorio con funcién de distribucién de probabilidad normal, con media cero y
varianza uno

Como un ejemplo de la consideracion de las incertidumbres debidas al efecto de ruido en la obtencion

de los parametros modales experimentales de una estructura, a continuacion se estudia el marco plano
tratado en la seccion 5.1.1.

Con base en las formas modales de dafio simulado obtenidas para este modelo estructural, se analizan
diferentes niveles de ruido (0.5, 1, 3, 5 y 10%). Aplicando la expresién (5.1) se obtienen sus
frecuencias naturales y formas modales perturbadas correspondientes a cada nivel de ruido y se
reconstruye la matriz de rigideces para cada caso. La matriz de rigideces se reconstruye usando el
algoritmo de Baruch y Bar Itzhack. Se usa este algoritmo debido a que en los modelos estructurales
estudiados en este capitulo fue el que proporcion¢ resultados mas precisos.

La matriz de rigideces reconstruida para cada nivel de ruido se obtiene considerando el total de
parametros modales de la estructura. Con el fin de comparar las matrices de rigideces obtenidas a partir
de dafio simulado, con y sin efecto de ruido, se mide el error relativo que se genera entre estas dos
matrices y se comentan los resultados obtenidos. Se analizan solamente los términos de la diagonal
principal de estas matrices.

En la tabla 5.17 y la figura 5.21 se resumen los resultados obtenidos de este analisis. En las columnas
de la tabla 5.17, se muestran los términos de la diagonal principal de la matriz de rigideces reconstruida
con diferentes niveles de ruido. Estas rigideces se comparan con las obtenidas para el estado de dafio
simulado sin considerar efectos de ruido (seccién 5.1.1), el error relativo entre ambos casos se
representa en la figura 5.21. En esta figura, cada curva representa la variacién de error relativo de los
términos de la diagonal principal de la matriz de rigideces, reconstruida para un nivel de ruido
especifico. En el eje horizontal se indican los términos de la diagonal principal de la matriz de
rigideces obtenida para los diferentes niveles de ruido considerados. El orden de los términos
representados en este eje es el convencional al leer los términos de la diagonal principal de una matriz
cuadrada, el primer término estd ubicado en la esquina superior izquierda de la matriz. En el eje
vertical de esta figura se indica el error relativo en cada término, asociado al nivel de ruido
considerado.
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Tabla 5.17. Términos de la diagonal principal de la matriz de rigideces del marco plano,
reconstruida con diferentes niveles de ruido. Rigideces en 1x10° t/m.

Nivel de ruido

Término | 0.50% 1% 3% 5% 10%
K(1,1) 49.8 50.2 50.4 518 51.2
K(2,2) 44 .4 448 46.4 39.9 43.2
K(3,3) 43.6 440 456 403 411
K(4,4) 436 439 429 442 479
K(5,5) 442 448 439 395 498
K(6,6) 49.8 50.4 470 47.8 62.1
K(7.7) 50.6 51.2 492 459 58.9
K(8,8) 51.3 518 50.9 453 58.2
K(9,9) 424 428 419 43.0 46.1

K(10,10) 11.9 12.1 123 125 12.7

Error (%)

Términos de la diagonal principal de la matriz de rigideces

Fig 5.21. Variacién de error relativo en los términos de la diagonal principal de la matriz
de rigideces del marco plano, reconstruida con diferentes niveles de ruido.

En la tabla 5.18 se indica el error relativo maximo obtenido para cada nivel de ruido considerado y el
término correspondiente de la diagonal principal de la matriz de rigideces para el cual ocurre éste.

Tabla 5.18. Error relativo maximo en los términos de la diagonal principal de la matriz de
rigideces del marco plano, reconstruida con diferentes niveles de ruido

Nivel de ruido considerado (%) Error maximo (%) Término
0.5 12 K(6,6)
1 149 K(10,10)
3 6.9 K(6.6)
5 10.7 K(5.5)
10 23.0 K(6,6)

ESTA TESIS NO SALL
DE LA BIBLIOTECA
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En general se puede decir que cuando los niveles de ruido considerados son menores que 1%, el error
relativo maximo obtenido es inferior al 2%, lo cual se puede considerar como aceptable. Por otro lado,
si los niveles de ruido estan entre 3 y 10%, el valor del error relativo méximo obtenido varia entre el
6.90 y 23% que puede ser considerado como inaceptable.

Es importante aclarar que el efecto de ruido generado en las mediciones es un evento aleatorio, no
existe forma de limitar la ocurrencia de un cierto nivel de ruido.
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CAPITULO 6

CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

Se estudiaron cuatro métodos directos para reconstruir la matriz de rigideces de estructuras con y sin
dafio. Asi mismo, se estudi6 un criterio basado en la energia de deformacién modal para seleccionar los
parametros modales que deben usarse para reconstruir de manera precisa esta matriz. También, se
estudio el efecto de las incertidumbres que afectan las mediciones de las caracteristicas dindmicas de
una estructura debido a ruido.

Con base en los resultados obtenidos de los modelos estructurales estudiados, se establecen las
siguientes conclusiones y recomendaciones.

Con los cuatro algoritmos analizados, la matriz de rigideces dafiada de los modelos estructurales
estudiados se obtuvo de manera precisa si se utiliza el total de pardmetros modales correspondientes.
Sin embargo, es interesante comentar como varia el error relativo en los términos de la diagonal
principal de la matriz de rigideces, reconstruida con diferente nimero de parametros modales.

Al aplicar el algoritmo de Baruch y Bar Itzhack (Baruch, 1978), al marco plano, al reconstruir su
matriz de rigideces con nueve parametros modales, se obtuvieron valores del error relativo inferiores al
4 %. Al usar menos de nueve parametros modales, el valor del error relativo alcanzo el 27%. En el caso
de la estructura tridimensional estudiada, al usar cinco o menos parametros modales, el error relativo
en sus seis términos llegé hasta 17%.

Los resultados obtenidos con el algoritmo de Berman y Nagy (Berman y Nagy, 1983), fueron
practicamente iguales a los obtenidos con el algoritmo de Baruch y Bar Itzhack.

Con el algoritmo de la mezcla de matrices (Caesar, 1987 y Link et al. 1987), para el marco plano, al
usar nueve parametros modales existié una variacion del error relativo hasta del 7%, al usar menos de
nueve éste llegd a 27%. En la estructura tridimensional, al usar cualquier nimero incompleto de
parametros modales el error relativo varié hasta el 17%.

Para el marco plano, el algoritmo de la matriz de error (Sidhu y Ewins, 1984 y Gysin, 1986) al usar
nueve parametros modales el error relativo llegd hasta 8%, y al usar menos de nueve hasta 26%. Para
la estructura tridimensional, con cualquier nimero incompleto de parametros modales usados el error
relativo llegé a ser de 17%.

Una caracteristica importante de las graficas que muestran la variacion de error relativo de los términos
de la diagonal principal de la matriz de rigideces reconstruida con los diferentes algoritmos, es que, los
algoritmos de Baruch y Bar Itzhack y Berman y Nagy, presentaron un patrén de variacion de error
relativo mejor definido que el de los algoritmos de la mezcla de matrices y la matriz de error.

Al aplicar el criterio de seleccién de formas modales basado en la energia de deformaciéon modal
maxima, al reconstruir la matriz de rigideces de los modelos estructurales estudiados, las formas
modales con las que se pudo reconstruir de manera mas precisa su matriz de rigideces, fueron las
formas modales superiores. Al usar este criterio, para cualquier nimero de parametros modales usados,
el nivel de error relativo obtenido en los términos analizados de la matriz, fue menor que el obtenido
cuando las formas modales se eligieron con base en el criterio de formas modales minimas.
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Para el marco plano analizado con este criterio, al usar seis formas modales superiores el error relativo
en ocho de sus términos fue menor que 1%, en los otros dos, de 3%.

En el caso de la estructura tridimensional, al usar entre dos y cinco de sus formas modales superiores,
el error relativo fue menor que 5% en cinco de sus términos. Solo en uno de ellos fue de 7%.

En el marco plano asimétrico 1, al usar sus cinco formas modales superiores el error relativo fue menor
de 2% en sus diez términos. En el marco plano asimétrico 2, al usar sus seis formas modales superiores
el error relativo en sus diez términos fue menor de 3%.

En los modelos estructurales estudiados en este trabajo, solo se reviso el error relativo en los términos
de la diagonal principal de la matriz de rigideces reconstruida. Sin embargo, al disminuir el nimero de
parametros modales usados, el error relativo en los términos que estan fuera de la diagonal principal,
fue mayor que en los términos de ésta. A medida que un término estd mas alejado de la diagonal
principal, su error relativo aumento.

Se revisaron varias técnicas de expansion modal (Avitabile y Heylen, 1998). Estas se utilizan para
expandir los grados de libertad de una matriz modal incompleta en sus grados de libertad. Los
resultados obtenidos al expandir los grados de libertad de una matriz modal, son solo aproximados
respecto a las formas modales obtenidas de dafio simulado. En consecuencia, con estas técnicas de
expansion modal no se obtuvieron resultados satisfactorios, motivo por el cual no se incluyeron en este
trabajo.

Se estudid una técnica para considerar las incertidumbres que afectan la obtencion experimental de las
caracteristicas dinamicas de una estructura por efectos de ruido. En el modelo estructural estudiado
para tomar en cuenta estas incertidumbres se consideraron varios niveles de ruido (0.5, 1, 3, 5y 10%).
Se obtuvo que cuando el nivel de ruido es menor que 1%, el maximo error relativo generado respecto a
dafio simulado fue menor de 2%, considerado aceptable. Sin embargo, para niveles de ruido de entre 3
y 10%, el maximo error relativo vari6 entre 6.90 y 23%, considerado como inaceptable. Aunque el
efecto provocado por este tipo de incertidumbres es un evento aleatorio, es importante darse cuenta del
error que se puede generar en la estimacion experimental de los parametros modales de una estructura,
y por consecuencia, en la reconstruccion de su matriz de rigideces.

En el presente trabajo se mostro, que al reconstruir la matriz de rigideces de una estructura aplicando el
criterio de seleccion de formas modales basado en la energia de deformacion modal méaxima, se
obtienen resultados satisfactorios. Asi, en el marco plano estudiado en la seccion 5.2.1, al usar seis de
diez parametros modales se obtuvo que el error relativo en ocho de los términos analizados fue menor
que 1%, solo en dos de los términos fue de 3%. Por esta razon, es conveniente que futuros esfuerzos
enfocados en el tema tratado en el presente trabajo, traten de obtener un método para estimar las
formas modales superiores de una estructura, teniendo como dato las formas modales fundamentales
que se identifican en la realidad.

Al aplicar el criterio de seleccion de formas modales basado en la energia de deformacion modal
maxima a los modelos estructurales estudiados, se observé que en todos los casos existen factores de
correlacion con valores cercanos a la unidad entre los vectores modales de los estados con y sin dafio
de estos modelos estructurales. Asi lo demostré el criterio de correlacion MAC calculado para cada
caso. Con los parametros modales experimentales que es posible identificar en una estructura real, el
criterio de correlacion de los parametros modales conocidos, puede ser un indicador para tratar de
estimar las formas modales no identificadas.
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Como recomendaciones para futuros trabajos sobre este tema, se sugiere:

1. Estudiar otros métodos para reconstruir la matriz de rigideces de una estructura, especificamente los
métodos iterativos asi como los basados en funciones de respuesta de frecuencias. Particularmente,
investigar los resultados obtenidos al usar un numero incompleto de parametros modales
experimentales, los que se identifican en la realidad.

2. Establecer un método que permita estimar las formas modales superiores de una estructura a partir
del conocimiento experimental de sus formas modales fundamentales. De esta manera, se puede aplicar
el criterio de seleccion de formas modales basado en la energia de deformacion modal maxima. En el
presente trabajo se demostré su efectividad.
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